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Chapitre 1

Introduction générale

Il est bien connu depuis de nombreuses années que le niveau de vie est directement proportionnel a
la consommation d’énergie. L’énergie est essentielle pour produire de la nourriture, chauffer et éclairer
les maisons, exploiter des installations industrielles, assurer le transport public et privé, permettre la
communication, etc. Le monde est actuellement dans une situation énergétique difficile et les problemes
risquent de s’aggraver avant de s’améliorer. En termes simples, il existe une demande en augmentation
constante pour la production d’énergie, plus que ce qui peut étre satisfait d’'une maniere économique-

ment viable et respectueuse de ’environnement.

Un probléme majeur a l'origine du probléeme d’approvisionnement concerne l’environnement. En
particulier, il y a de plus en plus de preuves que les gaz a effet de serre commencent a avoir un im-
pact observable et négatif sur I’environnement. Si ’on fait abstraction du probleme d’effet de serre, la
situation de l'approvisionnement énergétique pourrait étre considérablement atténuée en augmentant
I'utilisation du charbon, dont il existe des réserves substantielles. Cependant, si la production de gaz a
effet de serre doit étre réduite a I’avenir, il y a des limites a la quantité d’énergie pouvant étre produite

a partir des combustibles fossiles primaires : le charbon, le gaz naturel et le pétrole. Une autre com-
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plication est que, comme cela a été bien documenté, les réserves connues de gaz naturel et de pétrole

seront épuisées dans quelques décennies.

La fusion devra étre une solution face a 'urgence climatique. Son role potentiel dans la produc-
tion d’énergie est mis en contexte par des comparaisons avec les autres options énergétiques existantes
[Freidberg(2008)]. Les comparaisons montrent que la fusion présente de nombreuses caractéristiques in-
téressantes en termes de sécurité, de réserves de carburant et de dommages minimes a ’environnement.
Tout aussi important, la fusion devrait fournir de grandes quantités d’électricité de maniere ininter-
rompue et fiable, devenant ainsi un contributeur majeur a ’approvisionnement énergétique mondial.
Ces avantages majeurs ont alimenté les réves des chercheurs en fusion depuis plus d’'un demi-siecle.
Cependant, la fusion présente également des inconvénients, les principaux étant associés au fait de
surmonter les défis scientifiques et techniques tres difficiles qui sont inhérents au processus de fusion.
Le défi final sera d’intégrer ces solutions dans une centrale électrique économiquement compétitive qui
permettra a la fusion de remplir son réle dans la production d’énergie mondiale. La fusion est une forme
d’énergie nucléaire. Son application principale devra étre la production d’électricité dans les grandes
centrales électriques. La fusion implique la fusion d’éléments légers, principalement 'hydrogene (H)
et ses isotopes deutérium (D) et tritium (T). La fusion de I'hydrogene est la principale réaction qui

alimente le soleil.

La science de la fusion est assez complexe. Plus précisément, pour briler D — T, il faut chauffer
le carburant & la température considérable de 150 x 10°K, plus chaude que le centre du soleil. A ces
températures, le carburant est entierement ionisé et devient un plasma. L’étude des plasmas constitue
une branche majeure de la physique moderne. Plusieurs théories physiques permettent d’expliquer et

de comprendre les phénomenes physiques qui se produisent a grande ou a petite échelle. L'une de ces
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théories est celle de la MHD élaborée par le physicien Suédois Alfven. Cette derniére repose sur des hy-
potheses simplificatrices dues a des hypotheses physiques que nous détaillerons. La réussite de la fusion
thermonucléaire est basée sur le contrdle du confinement dans les machines. En effet, le confinement

magnétique permet de maintenir les plasmas a des températures tres élevées.

En physique des tokamaks, I'expérience a souvent été en avance sur la théorie. D’abord approximés
par des cylindres périodiques (géométrie assez simple a étudier) puis finalement ramenés a des tores
(comme dans la réalité) les tokamaks ne sont pas correctement modélisés par la théorie. Par exemple
des flux toroidaux de vitesse sont mesurés [Aydemir(2009)] alors que les simulations ne montrent
que de faibles flux dans cette direction [Kamp(2003)]. Montgomery, et ses collaborateurs, ont déve-
loppé un programme permettant le calcul des états stationnaires en abandonnant 1'hypothese d'une
vitesse nulle dans la direction toroidale. Le point de départ de notre travail était leurs équations
[Kamp and Montgomery(2004), Kamp(2003)] et leurs hypotheses pour étendre leurs résultats a des

1
nombres élevés de Hartmann H (H? = —) en utilisant le logiciel FreeFrem++. L’effet principal &

nv
émerger est I'apparition d'une composante de vitesse toroidale lorsque le nombre Hartmann est élevé.

La présence des termes résistifs aussi petits soient-ils, modifie la structure des équations MHD : il
n’est donc pas surprenant que les états stationnaires MHD non idéaux soient différents de ceux idéaux.
Par conséquent, en ce qui concerne les états stationnaires, 'approche réaliste devrait considérer des
équations MHD intrinsequement non idéales au lieu des équations idéales. La géométrie s’est également
avérée importante. Alors que dans la géométrie des cylindres il y a des états stables résistifs a vitesse
nulle, qui forment la classe de base des équilibres a partir de laquelle la théorie linéaire classique est
dérivée, il est arrivé que ces états de vitesse nulle ne puissent pas survivre a 'introduction d’effets to-

roidaux. Dans des conditions vraiment toroidales, les états stables résistifs possedent des écoulements
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stables non nuls. Montgomery et ses collaborateurs ont notamment souligné cette divergence et ont
mené un programme de recherche pour caractériser les états stationnaires réalistes non idéaux en géo-
métrie toroidale. Kamp et Montgomery ont considéré les équations MHD visco-résistives en géométrie
toroidale et ont pu calculer les états stationnaires associés en utilisant certaines hypotheses significa-
tives. Le but de la présente étude est de suivre cette voie et d’étudier les états d’équilibre stationnaires
en prenant des valeurs réalistes de la résistivité, n et des valeurs réalistement petites de la viscosité,
v, inférieures a la valeur la plus basse considérée dans [Oueslati(2019)]. Un objectif central ici est de

déterminer la sensibilité de 'amplitude du champ de vitesse toroidale a la viscosité.

Le premier chapitre est consacré a une introduction sur la fusion par confinement magnétique, et des
modeles fondamentaux pour étudier les plasmas. Le 2eme chapitre est une introduction des équations
du modele MHD visco-résistif. Dans ce dernier on traite 'implémentation du systeme d’équations aux
dérivées partielles dans le code de programmation par éléments finis FreeFem ++ en commengant par
sa formulation faible. Le troisieme chapitre est une validation de notre code numérique a travers une
comparaison avec les résultats de simulation obtenus avec FEMLAB dans la Réf. [Kamp(2003)]. En-
suite, le cadre et les résultats de simulations obtenus dans les géométries JET et ITER sont présentés.
Dans un 4eme chapitre, nous allons vous présenter 'effet de faibles perturbations axisymétriques sur
la rotation toroidale dans les plasmas. Nous avons obtenu des vitesses importantes en introduisant des
faibles perturbations. L’étude menée dans les chapitres précédents considere une valeur constante de
la résistivité. Dans le chapitre 5 nous avons abordé la question d’une résistivité n(7") qui dépend de la

température. Nous présenterons le profil de la vitesse toroidale pour plusieurs variations de température.

L’équilibre d'un plasma dans un domaine € nécessite des conditions aux bords qui supposent que

la frontiere du plasma est définie par exemple par son contact avec la paroi, ou comme étant une
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séparatrice magnétique (courbe hyperbolique avec un point-X). Quelques résultats seront évoqués dans

les perspectives du travail ou nous délimitons les frontieres par des contours de différents formes.
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Chapitre 2

Introduction a la fusion thermonucléaire

2.1 Le confinement magnétique : Principe et concepts

2.1.1 Les réactions de fusion

La réaction de fusion est un processus physique par lequel deux noyaux légers fusionnent pour
former un noyau plus lourd. On constate que la masse de deux noyaux légers est plus grande que la
masse des produits de la fusion. La différence de masse est convertie en énergie selon la formule bien
connue d’Einstein £ = mc?. Les réactions de fusion se produisent au coeur du soleil et dans la plupart
des ¢étoiles. Les énergies de liaison du noyau dépendent du nombre de nucléons. Pour des noyaux lourds
formés d’un grand nombre de nucléons, les énergies de liaisons par nucléon diminuent car la répulsion

électrostatique augmente avec la charge totale. Les principales réactions sont les suivantes :
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D+ T —"* He(3.56 MeV) +n(17.6MeV) (2.1a)

D+ D —* He(0.82MeV) + n(2.45MeV) (2.1b)

D+ D — T(1.1MeV) + proton(3.02MeV) (2.1c)

D +? He —* He(3.71MeV') + proton(14.64MeV) (2.1d)

Les combustibles de la fusion sont abondants et bien distribués sur la planéte : le deutérium, I'un
des deux combustibles de la fusion D-T est, sous forme d’eau lourde, abondant dans les océans. Le
tritium, un élément radioactif a vie courte (12,3 ans), doit étre fabriqué a partir du lithium. Il existe de
nombreuses réactions génératrices d’'une énergie par fusion, mais seules celles qui possedent des sections
efficaces suffisantes ont un role dans les réactions de fusions. La réaction la plus accessible est (2.2a).
Cette réaction fait intervenir les deux isotopes de 1’hydrogene soit la réaction D-T qui donne comme

produit de fusion I'hélium 4 et un neutron. Une énergie de 17.6 MeV est dégagée lors de cette réaction.

D+ T —"* He(3.56 MeV) + n(17.6MeV) (2.2a)

Il faut rapprocher suffissamment les noyaux et franchir la barriere coulombienne. Cette condition est
bien évidemment satisfaite pour des conditions extrémes de pression et de température semblables a

celles présentes au coeur du soleil (2.3).

On évalue la probabilité de réaction de fusion de deux noyaux par la notion de "section efficace",
notée o. La figure 3.3 représente la variation de la section efficace des différentes réactions conduisant
a la formation d’hélium en fonction de I’énergie des particules (c’est-a-dire de leur température). La

section efficace est définie comme le nombre de réactions qui se produisent par noyaux et par unité de
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temps divisé par le flux de particules incident. ¢ est un parametre qui nous renseigne sur la probabilité
qu'une réaction de fusion puisse avoir lieu. D’apres le graphique 3.3, on remarque que o totale des

réactions D-D est de 'ordre de 130 fois plus faibles que la section efficace de la réaction D-T.
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FIGURE 2.1 — La section efficace des différentes réactions de fusion [Wesson and Campbell(2011)]

2.1.2 Bilan de puissance

Le succes d'une machine a fusion dépend de trois parametres physiques : efficacité de confinement,
densité et température du plasma. Afin d’évaluer la rentabilité des réactions de fusion, il est nécessaire
d’établir un bilan de puissance positif dont ’énergie produite excede 1’énergie perdue. Ce bilan est
déterminé par les sources d’énergie alimentant le plasma et les pertes d’énergie.

Pour satisfaire cette condition, il faut que les sources compensent les pertes. Dans un plasma, les

pertes sont essentiellement dues a plusieurs sources tel que le rayonnement de freinage ou Bremsstrah-
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lung (un électron en collision avec un ion rayonne de I’énergie ) ou bien les pertes associées au transport

des particules et de chaleur.

Les sources d’énergie

Prenons la réaction de fusion la plus accessible, celle de D-T, la puissance totale produite par la
réaction de fusion D-T, Pfygon est divisée entre les produits de la réaction, les particules «, c’est-a-dire

les noyaux d’hélium (He), et les neutrons :

Pfusz'on = Pa + Pneut (2321)

Les sources d’énergies, notées Prygsion €t Pegtérieure, Teprésentent respectivement la puissance produite
par les réactions de fusion et la puissance provenant de 'extérieur dans le cas de chauffage addition-
nel. Le principe de la fusion par confinement magnétique est de confiner le plasma avec un champ

magnétique.

Bilan énergétique

Lors d'une réaction de fusion, seules les particules alpha donnent leur énergie au plasma. On note

la variation temporelle de 1’énergie du plasma par

0
ailf = Pa + Pextérieure - PPerte (24&)

Dans le cas d’une variation positive de ’énergie du plasma, les réactions de fusion participent au

chauffage du plasma au méme titre que le chauffage extérieur et :



ow
- > 2.5
ot — 0 (2.52)

Pa + Pea:térieure > PPerte (25b)

Pour assurer une rentabilité efficace de la réaction de fusion, il est nécessaire d’avoir une puissance
libérée qui dépasse la puissance extérieure. Il faut que I'énergie produite par ces réactions compense
les pertes. On définit le facteur d’amplification ) comme le rapport entre la puissance des réactions de

fusion et la puissance externe fournie au plasma.

Pfus _Pa+Pn

Pexte'ri Pemte'ri

Q= (2.6a)

@ = 1 correspond au cas Pfysion = Peteri ; dans ce cas le chauffage du plasma est effectué en grande

partie par les particules a.

Ignition

La réaction de D-T produit un neutron de 14 MeV et une particule a qui est le noyau d’hélium.
Si les particules a sont confinées, elles contribueront au chauffage du plasma et permettront de sup-
primer 'apport d’énergie extérieure. Cette situation est appelée ignition. Cela correspond a un facteur
d’amplification @ infini (P.zer; = 0). Le plasma s’auto-entretient. Cette condition est atteinte pour des

conditions de température, de densité de particules et d’un temps de confinement précis

2.1.3 Critére de Lawson

L’objectif des réacteurs actuels est d’avoir un facteur d’amplification important pour satisfaire la

condition de rentabilité. C’est I'un des critéres de performance de ces machines. On définit le taux de
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F1GURE 2.2 — Ce graphique montre le triple produit de fusion obtenu sur différentes machines de fusion

magnétique

la réaction D-T par : < ov > avec o est la section efficace, v la vitesse relative des 2 noyaux. Reprenons

notre bilan d’énergie qui s’écrit :

ffustus + Pexteri = Lpert = % (27&)
TE
Wip = 3neKBT (27b)

avec Kp la constante de Boltzmann fy,s désigne I'énergie de fusion absorbée par le plasma, Py,

est la puissance produite par la réaction de fusion et P,,; est une puissance apportée de I'extérieur. La
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FIGURE 2.3 — Taux de réaction de quelques réactions de fusion nucléaires [Pfalzner(2006)]

puissance totale est définie par Wy,. Le temps de confinement est 75. Pour un mélange de D-T, on a
np = nr =n/2 avec np et nr les densités de noyaux D et de T. Les ions D et T sont distribués selon

une fonction de distribution maxwellienne avec une température 7.

2
mp 3 mpvp
_ _ 9.
fo(vp) =np(y 72 75)* exp(=5 = 70) (2.82)
2
mr 3 mrUr
_ _ 2.8b
fr(vr) = nr(5 72 5) exp(= gz (2.8b)

Le critere de Lawson 1955 [Wesson and Campbell(2011)] énonce qu’il faut que le chauffage di aux
particules « issues de la fusion compense au moins ses pertes. Le critere de Lawson s’écrit

12kpT

NeTp > ———
¢ E<ov>

(2.9a)

avec F, I'énergie des particules «, kg la constante de Boltzman, < ov > le taux des réactions de

fusion et n la densité du plasma, c’est a dire :



nTrg > 5.10% (m > .keV.s) (2.10a)

Dans un plasma de fusion, la température typique 7" est de I'ordre de 10 & 20 keV. L’électron volt (eV)

est utilisé comme mesure de la température en physique des plasmas :1eV =11604K.

étre suffisamment chaud et dense et doit étre confiné efficacement.

En d’autres termes, pour atteindre cette condition, il faut réunir les trois conditions : un plasma doit

2.2 Tokamak : un peu d’histoire

Le premier tokamak expérimental, a été construit en 1956 a I'Institut Kurchatov de Moscou. Ce n’est
qu’en 1968 que cet institut soviétique, arrive a produire la premiere réaction de fusion thermonucléaire.
En effet, cette réaction obtenue ne permet pas d’assurer la condition de rentabilité, I’énergie utilisé
dépasse I’énergie libérée par la réaction. Néanmoins, ce résultat a motivé les premiers chercheurs dans
le domaine de I’énergie de fusion et a fait du tokamak un candidat pour parvenir a une fusion nucléaire
durable. En conséquence, la motivation de plusieurs payes était importante, et la construction des
tokamaks ont commencé dans différents pays du monde : comme le Joint European Torus (JET) au
Royaume-Uni en 1973, le Japan Tokamak 60 (JT-60) au Japon en 1985, Tore Supra en France en 1988,
etc. Plus tard, la recherche sur la fusion nucléaire est devenue un intérét majeur pour les puissances
politiques internationales, ce qui a conduit a la collaboration de sept parties internationales (Chine,
Union européenne, Inde, Japon, Corée, Russie et Etats—Unis) pour construire le Réacteur expérimental
(ITER) a Cadarache, France. ITER est un tokamak en forme de D, congu pour produire 500 MW de
puissance de fusion a partir de 50 MW de puissance d’entrée. Il devrait commencer a fonctionner en

2032.
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2.2.1 Source d’énergie du futur : ITER

L’International Thermonuclear Experimental Reactor (ITER) est un projet de réacteur expérimen-
tal a fusion nucléaire destiné a produire de I’énergie par fusion thermonucléaire. Le tokamak ITER,
représenté par la figure 2.5 est une configuration fermée de révolution. Elle nécessite la présence d’un

courant électrique pour assurer le confinement des particules. L’objectif d’'ITER sera :

- De générer une puissance de 500 MW avec avec une puissance d’entrée de 50 MW, c’est-a-dire de

réaliser un gain énergétique égal a 10.

- L’obtention d’un plasma deutérium-tritium dans lequel la réaction de fusion peut se produire.

- Réaliser des essais de production de tritium a l'intérieur de I’enceinte a vide au moyen du bombarde-

ment neutronique de lithium, qui est abondant dans la nature.

Grace a la maitrise des technologies de pointe mobilisant les laboratoires de recherches sur la fusion,

des chercheurs et des ingénieurs du monde entier, ’objectif d’'Iter sera réalisable.

Cadarache

=
i} —A, :F y 3 4 =

*Tore Supra

FIGURE 2.4 — Site de construction d’ITER & Cadarache
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FIGURE 2.5 — La configuration du futur tokamak ITER [Jacquinot(2013)]



TABLE 2.1 — Les parameétres physiques des configurations magnétiques de type Tore supra JET et

ITER

Tore Supra JET ITER

Grand rayon du plasma (m) 2.25 3 6.21
Petit rayon du plasma (m) 0.7 1.25 2.0
Volume du plasma (m?) 25 155 837
Courant plasma (MA) 1.7 5-7 15
Champ magnétique (T) 4.5 3.4 5.3

Durée des impulsions (s) minutes 10 300s

Type de Plasma D-D D-D/D-T D-T

Puissance thermonucléaire (P récupérée) 50kW 50kW /10MW 500MW
Q = P récupérée / P injectée 0 1 10
Puissance neutronique au bord 20 W/m? 60 kW/m?  0.57 MW /m?

Notre étude porte essentiellement sur un tokamak de type JET et ITER dont les parametres phy-

siques sont donnés par le tableau (2.1).

2.2.2 Le systeme magnétique

Dynamique d’une particule chargée dans un champ électromagnétique

Une particule de charge ¢ et de masse m plongée dans un champ électrique E et dans un champ

magnétique B est soumise a une force de Lorentz F = ¢(E+ v x B) ou v est la vitesse de la particule.
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L’équation de mouvement d’une particule s’écrit :

m— =q(E+v x B) (2.11a)

Une particule soumise & un champ électromagnétique effectue une trajectoire hélicoidale (Figure 2.6)
composée d'un mouvement de translation le long du champ magnétique et d’'un mouvement de rotation.
La particule subit une accélération dans la direction du champ magnétique due au champ électrique Ej.
Dans le plan perpendiculaire un mouvement de dérive se développe et peut étre source de dégradation

du confinement. L'effet de ces vitesses a été longuement étudié théoriquement [Stangeby et al.(2000)].

FIGURE 2.6 — Mouvement des électrons et des ions en présence d'un champ magnétique B et d’un

champ électrique E

Du fait que les tokamaks sont symétriques par rapport a la rotation autour de I’axe principal, on
s’attendrait a ce que la structure du champ magnétique reflete cette symétrie. La symétrie toroidale
est un concept important pour le confinement du plasma ; il permet I'existence d’équilibres MHD avec
des surfaces de flux du champ magnétique. Une configuration de type tokamak est une chambre de

confinement torique dans laquelle on peut générer un champ magnétique toroidal (B, ou bien By).



&l
¢
Lignes de Suﬁgges
champ magnétiques
Champ polocidal B,
Bobines de
- Courant|plasma I, - champ toroidal
Champ toroidal B; ; Courant |
; =
R, R

FIGURE 2.7 — La configuration magnétique du tokamak et le systéme de coordonnées toroidales (r, 8, ¢).

La géométrie du tore peut étre décrite par son petit rayon r et son grand rayon Ry [Leybros(2015)]

Bobines de champ toroidal B(p B (]

FIGURE 2.8 — La génération d'un champ magnétique B, et By dans un tokamak [Leybros(2015)]

Dans un tokamak, les bobines génerent le champ magnétique toroidal B, tandis que le solénoide
central génere un courant électrique toroidal dans le plasma, ce qui induit un champ magnétique

poloidal By.
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2.2.3 Equilibre d’un plasma

Le plasma de fusion est décrit comme un fluide magnétisé, auquel cas les équations qui permettent
de le décrire sont les équations du mouvement d’un fluide, combinés aux équations de Maxwell. En
effet, I’équilibre dans un plasma est caractérisé par un équilibre entre la pression cinétique et la densité

du courant.

Vp=JxB (2.12)

La force de Laplace J x B compense la force d’éclatement (-Vp) du plasma due au gradient de pression.

On peut déduire de cette relation (2.12) :

BVp=0 (2.13a)
jiVp=0 (2.13b)
A T’équilibre, les lignes de champ et et de courant se reposent sur des surfaces isobares ( p = const).

Les surfaces magnétiques sont des des surfaces ol la pression est constante. La configuration toroidale

permet de maintenir ces surfaces a 'intérieur d’un volume.

FIGURE 2.9 — Surface magnétique toroidale pour un Tokamak
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2.3 Les modeles fondamentaux pour étudier le plasma

2.3.1 Description cinétique d’un plasma

Dans cette partie nous allons donner une breve [Pfalzner(2006)] description des bases de la physique
des plasmas. Les plasmas sont souvent présentés comme un “4eme état” de la matiere. Le plasma est
présent dans le soleil et dans les étoiles. Pour produire le plasma, il faut des conditions extrémes de
température et de densité. Il existe essentiellement deux approches différentes pour décrire un plasma :
le traiter comme un fluide ou comme autant de particules individuelles. Le mouvement d’une particule

dans un plasma peut étre décrit par les équations de mouvement de Lorentz.

mo = q(E+v x B) (2.14a)
dr
T 2.14b
=V (2.14b)

Le plasma est constitué de N particules. Chaque particule est définie par sa position 7; et sa
vitesse ©;, cela signifierait résoudre un probléeme dynamique pour N > 10% particules. La résolution
est faite avec certaines hypotheses : pour un trés grand nombre N de particules il faut moyenner les
effets collectifs. Donc au lieu de 'espace des phases a 6N dimensions (r;, v;) on introduit une fonction
de distribution f (r, v, t) ou f (r, v, t) d*rd*v représente le nombre de particules contenues dans les
éléments (dz, dy, dz) enr et (dv,, dv,, dv,) en v. Le systeme peut étre décrit par I'équation de Boltzmann

simplifiée sans tenir compte des effets de collisions.
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a—i— Va—i-%%:o (2.15a)
F =¢(E+v xB) (2.15b)

of . of  «a of _
STVt (B v xB)os =0 (2.15¢)

L’équation (2.15¢) est celle de Vlasov. Ceci décrit le mouvement de 'assemblée des particules sous
I'influence des champs électrique et magnétique.

% [ représente la force agissant sur les particules

* %:: est la variation temporelle de f due aux collisions

% V représente le gradient dans 'espace (x, y, z)

0
% — est le gradient dans ’espace des vitesses

ov

2.3.2 Description fluide d’un plasma

L’approche fluide permet d’étudier le plasma de maniere moins détaillée. Elle prend en compte les
collisions individuelles entre électrons et ions. Pour les grandeurs macroscopiques telles que la densité,
la température et la pression, une image fluide simplifiée du plasma suffit souvent. Pour obtenir la
description fluide & un composant la plus simple, on considére essentiellement des moyennes statistiques
sur la distribution de vitesse, la densité et la pression. On introduit la densité de particule par la relation

suivante :

n(r,t)z/fd% (2.16a)
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Le plasma est décrit par sa densité de particules au lieu de la fonction de distribution f. La densité est

exprimé en fonction de celles des ions et des électrons.

p(r,t) = nym; + neme (2.17a)
avec
me K My
on aura
P =nm;

De méme, la vitesse des électrons et des ions est combiné a une seule vitesse de fluide
1
v = —(nymv; + nemeve) >~ v; (2.18a)

L’ensemble des équations comprend les équations bilan de matiere et de quantité de mouvement asso-

ciées aux équations de Maxwell se présente comme :

dp
— . = 2.1
BT +V.(pv) =0 (2.19a)
0 pF
p[a +v.Vlv=JxB-VP+ s (2.19Db)
0B
E=— 2.1
V x T (2.19¢)
oE
v x B = /,LOJ + MOEOE (219d)
VB=0 (2.19¢)
VE="2 (2.19f)
€0

avec J la densité de courant électrique, P la pression qui sont définies comme
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J=J,+1. (2.20a)

P=P, +P, (2.20b)

Ce systeme d’équations (2.19) décrit le plasma comme un fluide. Pour que le systéme d’équations
soit complet, il doit étre complété par une équation d’état, qui décrit la relation entre la pression
et la densité dans le plasma. Pour des distributions maxwelliennes, deux moyennes importantes sont

2

calculées : la vitesse moyenne et 1’écart quadratique moyen noté < w” >. Le calcul conduit, a 3

dimensions dans 'espace des vitesses, au résultat :

3KpT

<w® >= 3} = (2.21a)

La pression scalaire est donnée en fonction de la température, on peut en déduire la loi des des gaz

parfaits :
p = nkgT (2.22a)

Dans le cas d'une distribution des vitesses qui n’est pas maxwelienne, on peut définir la température

cinétique T'(r,t) & partir des variables < w >% et p :

kpT(r,t) = % <w?> (2.23a)

La température cinétique est identifiée avec la température définie en thermodynamique, unique-
ment lorsque la fonction de distribution est maxwellienne, c’est-a-dire lorsque on parle de 1’équilibre
thermodynamique. En effet, la température définie par la relation précédente n’est pas la température

définie dans la thermodynamique [Pitaevskii(2017)].
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La physique des plasmas est un domaine tres riche et vaste. Apres cette breve description des bases,
de la fusion par confinement magnétique et les modeles de base simplifiés pour décrire le comportement
d’un fluide magnétisé, notre intérét réside dans le fait de proposer un modele MHD non idéale qui tient
en compte les effets dissipatifs. Le chapitre suivant, est consacré a la description du modele proposé et

la méthode numérique utilisée pour résoudre.
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Chapitre 3

Description de la méthode numérique et

validation

3.1 Introduction : Importance de la rotation sur I’équilibre

Le confinement magnétique du plasma dans une géométrie toroidale fait ’'objet de recherches depuis
les années 1940 ot il a été reconnu comme une géométrie prometteuse pour la fusion thermonucléaire
controlée. L’énergie produite et exploitée par les réacteurs a fusion, dépend principalement de la qualité
du confinement, du controle des flux de particules et de la chaleur impactant les parois de tokamak.
Cette these s’attaque particulierement a 1’étude de la vitesse du plasma dans la direction toroidale et de
leur impact sur les équilibres du plasma. Il est bien connu que la rotation d’'un fluide de Navier-Stokes
confere aux éléments fluides une force de rappel efficace qui les stabilise contre les petits déplacements
perpendiculaires a ’axe de rotation [Greenspan et al.(1968)]. Expérimentalement, il y a eu des résultats
démontrant une rotation spontanée du plasma dans la direction toroidale [Rice(1999)]. Cette rotation
s’avere importante; elle permet le passage du mode L au mode H du confinement. Afin de mieux

comprendre ’équilibre des plasmas dans les tokamaks, nous proposons une approche fluide MHD non

o1
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linéaire. Notre objectif est de donner une preuve numérique, pour la rotation intrinseque du plasma.
On part du systeme d’équations étudié par Kamp et Montgomery [Kamp(2003)] et par une équipe de
chercheur a Lyon [Morales(2015)]. Le systeme d’équations prend en compte les effets dissipatifs, qui

contribuent a I’apparition des flux toroidaux.

3.2 Description de la méthode numérique employée

Plusieurs méthodes numériques ont été employées pour résoudre ce systeme d’équations, telle
que la méthode de penalisation [Angot(1999)]. La résolution est faite dans une géométrie de type
[Morales(2015)] Reversed Field Pinch (RFP). La particularité du RFP est que par rapport au to-
kamak, il possede un champ magnétique plus faible pour confiner le plasma, environ dix fois plus
petit. Un faible champ magnétique permet 1'utilisation d’aimants au lieu de supraconducteurs, une
densité de masse élevée et la possibilité d’atteindre des températures thermonucléaires sans chauffage
supplémentaire [Brunetti(2015)]. Le méme systéme d’équations étudié par Kamp et Montgomery est
résolu numériquement dans une géométrie rectangulaire a ’aide d’un logiciel de modélisation COM-
SOL [COMSOL(2001)]. Dans ce chapitre nous proposons d’étudier les états d’équilibre stationnaires
dans une géométrie de type JET et ITER, en utilisant la méthode des éléments finis décrite dans

[Hecht(2005)].

Les difficultés dans de nombreux cas réduisent au fait qu’il n’y a pas de description mathématique
d’un plasma dissipatif magnétiquement actif qui soit traitable, méme en utilisant les super calculateurs
les plus rapides. D’énormes hypotheses simplificatrices doivent étre faites pour réaliser tout progres
analytique et numérique. Dans ce chapitre, on présente les équations de la MHD visco-résistives. Le
model MHD résistif simplifié comprend les fluides incompressibles basés sur les équations de Navier-

Stokes, et les équations de Maxwell pour la MHD non idéale.
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3.3 Systeme d’équations en 2D : Modeéle MHD visco-résistif

Dans les pages suivantes, nous rapportons I’étude d’une description : fluide MHD dissipatif (MHD)
avec des limites toroidales non idéales. Un model simplifié qui comprend les fluides incompressibles
basés sur les équations de Navier-Stokes, et les équations de Maxwell pour la MHD non idéale. Les
principales inconnus de ce systeme sont le champ magnétique, B champ électrique E, le champ de vitesse
v et la pression scalaire p. Le plasma est supposé avoir une résistivité n et une densité p uniforme.
L’écriture des équations sous forme adimensionnelle est importante de point de vue interprétation et

compréhension des résultats physiques. A 'aide de cette analyse on peut distinguer les phénomeénes
B2

)2.
Hop

[NIES

dominants. Les vitesses sont normalisées par la vitesse d’Alfven caractéristique vy = (

Les équations de la MHD non idéale correspondent au cas ou les viscosité cinématique v et la
résistivité n sont reliées entre elles via le nombre sans dimension dit Hartmann (H). Les parametres
des équations de la MHD non idéale sont la résistivité n, qui est l'inverse du nombre de Reynolds
magnétique S, et la viscosité cinématique v, qui est I'inverse du nombre de Lundquist visqueux M. On
peut introduire a partir de la combinaison de S et M, le nombre de Hartmann défini par H = VSM.
Le systeme d’équations regroupe les équations du mouvement d’un fluide combinées aux équations de

Maxwell :
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(v.V)v=J xB - Vp+vViv (3.1a)
Vv =0 (3.1b)
VB=0 (3.1c)

VxE=0 (3.1d)

VxB=1J] (3.1e)

E+ v xB=nl. (3.1f)

Ici, la modélisation des effets résistifs a été faite de maniere scalaire. Dans I'équation de Navier-
Stokes stationnaire (3.1a), la viscosité a également été supposée scalaire. Le systeme (3.1) doit main-
tenant étre complété par la spécification de la géométrie du probleme et des conditions aux limites.
Puisque notre intérét réside dans les dispositifs de confinement magnétique toroidal pour la fusion, nous
considérerons les cas ou le plasma est confiné dans un tore. Afin de comparer nos calculs aux résultats
obtenus par Kamp et Montgomery, nous considérons en premier lieu un tore de section rectangulaire
ayant les mémes parametres que dans la référence [Kamp(2003)], a savoir le grand rayon de 3 metres,
une hauteur de 1,8 metres et une longueur de 2,4 metres. Cette géométrie est représentée sur la figure
(3.1).

Plus loin dans le chapitre, nous examinerons les cas réalistes des géométries JET et ITER. De plus,
nous devons nous limiter au probléeme bidimensionnel en imposant une axisymétrie. Des conditions aux
limites idéalisées en calcul sont choisies. A savoir, nous supposerons que les parois du tokamak sont
idéalement conductrices de sorte que la composante normale du champ magnétique devrait disparaitre
au niveau des parois. Quant au champ de vitesse, on supposera que la composante normale est nulle

au bord, bien que cette condition classique puisse ne pas étre réaliste pour les plasmas. Une hypothese
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FI1GURE 3.1 — Géométrie rectangulaire utilisée dans les simulations

identique sera faite pour la densité de courant. De plus, il est imposé que toute contrainte visqueuse
tangentielle disparaisse au niveau des parois. Les tokamaks sont pour la plupart des dispositifs forcés et
cela doit étre pris en compte dans la modélisation. Chaque décharge commence par induire un champ
électrique dans la direction toroidale. Cela sert d’abord a créer le plasma en ionisant le gaz dans la
chambre a vide, puis a entrainer le courant toroidal qui génere et entretient le champ magnétique
poloidal. Puisque notre approche est en régime permanent, il y a une hypothese implicite ici que les
échelles de temps dynamiques visco-résistives MHD sont négligeables par rapport a la durée typique
d’une décharge. En effet, méme si lors d’une décharge, une certaine modification des parametres du
plasma peut survenir dans le temps, car les échelles de temps de la diffusion de 1’énergie et du courant
sont beaucoup plus longues que les échelles de temps MHD. Dans le modele qu’on consideére, on impose

un champ électrique extérieur dont I'expression est la suivante :
Tos

Eext = Eoilapa (32)
r

avec Fy est la valeur de F. au grand rayon ry. Le champ magnétique toroidal extérieur est créé par
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des bobines extérieures.

oo
Bext = B()?l(p. (33)
Pour résoudre ce systeme d’équations (B.5) il faut imposer les deux conditions suivantes :

Vv=0 (3.4a)

VB=0 (3.4b)

et au vu de la complexité de I'implémentation de cette condition lors de la résolution par la méthode
des éléments finis, le systeme d’équations avec lequel nous avons travaillé intégre dans sa structure
les deux conditions évoquées ci-dessus. Le systéeme d’équations finale est détaillé dans I'annexe A.
La résolution numérique des équations couplées est décrite dans cette partie. Nous présentons les

ingrédients nécessaires a la compréhension de son implémentation.

3.4 Méthode des éléments finis

3.4.1 DMotivation pour le choix de la méthode des éléments finis

En repensant a I'histoire de la méthode des éléments finis (en abrégé FEM), l'utilité de la méthode
a vu le jour au début des années 1940 par Richard Courant, un mathématicien germano-américain.
Cette méthode était bien applicable sur une suite de problemes variés. Elle est utilisée dans divers
domaines de l'ingénierie tels que la mécanique des solides et la mécanique des fluides. Cette derniere
présente 'avantage d’une théorie bien développée. La théorie fournit des estimations d’erreur utiles, ou
des limites pour 'erreur, lorsque les équations de modele numérique sont résolues sur un ordinateur en

plus d’une relation liant la formulation variationnelle du probleme a la formulation numérique.
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Le choix est basé sur le fait que cette théorie permet une modélisation des formes géométriques
irrégulieres. Dans notre cas on a une équation paramétrique d'un tore. La résolution d'un systeme
d’équations se fait avec un degré de précision élevé. Les conditions aux limites peuvent étre facilement
incorporées dans FEM. Nous utilisons un code open source disponible et gratuit pour la modélisation
des états stationnaires des plasmas dans un tokamak. FreeFem-++ permet de résoudre des EDP avec

la méthode des éléments finis.

La FEM offre une grande liberté dans le choix de la discrétisation et des éléments finis utilisés pour
discrétiser 'espace. Le choix des éléments finis varie en fonction du probleme étudié. Il faut choisir
des éléments adaptés dans une région ou on a une variation importante du gradient. Dans cette zone
on peut utiliser un maillage plus fin pour avoir une solution plus précise. FreeFem++, qui utilise les
éléments finis, permet de raffiner le maillage dans les zones d’importantes variations de gradient de la
vitesse. Parmi les problemes traités utilisant FEM on trouve plusieurs écoulements modélisés a 1'aide
des équations de Navier-Stokes ou, dans des cas plus simples, des équations de Stokes. Dans la majorité
des cas, comme on ne peut obtenir des solutions exactes a ces équations aux dérivées partielles, on

utilise des méthodes numériques comme celle des éléments finis.

La FEM est bien applicable & la magnétohydrodynamique (MHD). Par la modélisation en physique
des plasmas, on cherche souvent a trouver une solution numérique (lorsque c’est impossible de le faire
de fagon analytique) d'un systeme d’équations non linéaires et couplées. On cherche ici a déterminer la
vitesse toroidale d’un plasma. Les inconnues de ces équations discretes sont les valeurs de la solution

sur les nceuds du maillage (souvent les sommets des éléments ou encore le milieu des arétes).
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3.4.2 Présentation de la méthode sur notre modele

3.4.3 Formulation faible

La FEM se repose sur la formulation variationnelle (faible) qui permet d’abaisser 'ordre de 'opé-
rateur différentiel a l'aide d’une intégration par partie. La formulation faible est souvent utilisée pour
inclure les conditions aux limites. Pour obtenir la formulation faible a partir de la formulation forte, il
faut effectuer une intégration par partie. Cette formulation est basée sur le théoreme de Lax-Milgram
qui représente I'un des fondements de la méthode des éléments finis. Il donne preuve de I'existence et
de I'unicité d’une solution de certains problemes aux limites et de leur version discrete. Pour appliquer
la MEF sur un systeme d’équations contenant des conditions aux limites on est amené a réécrire ces

équations sous forme intégrale [Hecht(2005)]. Notre systéme d’équations se présente sous la forme :

Au;=g;, Vi €1,...,5 (3.5a)

U = {U5,U1} (35b)

avec les g;, qui font référence aux équations en wu;.

Nous multiplions ces équations par une fonction test v et intégrons par parties sur tout le domaine §2.
Nous imposons que les fonctions tests soient nulles au bord du domaine (9€2). La formulation faible
est souvent utilisée pour inclure les conditions aux limites. Le fait que la solution soit dérivable deux
fois impose une contrainte aux solutions. Exprimer le probléme sous sa formulation faible revient a
diminuer ces contraintes imposées aux solutions. Nous obtiendrons en effet des solutions qui ne sont

dérivables qu’une fois. Notre probléme se résume en ce jeu d’équations ou les fonctions g; font références
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aux équations en u;. Nous avons le systeme d’équations qui se résume en :

/ Vu;Vu; + / l%vidQ + / gi(u)v;dQ2 =10 (3.6a)
Q QT 33: Q
/[ ug — go(u)] *x ved =0 (3.6b)
Q

Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire la formule de Green, qui généralise la notion d’intégration

par parties.

/Auv:/VqudQ—/ n.Vuv.ds (3.7a)
Q Q o0

3.4.4 Discrétisation spatiale

En utilisant la méthode des éléments finis, on pourra approcher suffisamment la solution recherchée.
La MEF permet de résoudre de maniere discrete une EDP, celle-ci porte sur une fonction u définie sur
un domaine €. La discrétisation consiste a subdiviser le domaine €2 en sous domaines, c’est-a-dire a
chercher une solution du probléeme sur un domaine polygonal ou polyédrique par morceaux ; il y a donc
une redéfinition de la géométrie. Une fois la géométrie approchée, il faut choisir un espace d’approxi-
mation de la solution du probleme. Pour résoudre des EDP il faut qu’elles comportent des conditions

aux bords permettant d’assurer 'existence et 'unicité d’une solution.



Chapitre 3. Description de la méthode numérique et validation 60

%‘ﬁ\

FIGURE 3.2 — Maillage triangulaire du domaine €2 en dimension deux d’espace, la figure a droite pour

un maillage plus fin avec un nombre de triangle de 21547 & gauche on a un nombre de triangles de

15521 [Roverc’h(2021)]

Pour la MEF, le domaine € est discrétisé par un maillage. Différents types de maillages existent, par
exemple les maillages tétraédriques et hexaédriques en trois dimensions, les maillages triangulaires et
quadrilatéraux en deux dimensions. La géométrie de résolution dans notre cas est une géométrie torique.
Plus le maillage est fin, plus la solution que I'on obtient par la méthode des éléments finis sera précise
et proche de la solution du systeme d’équations. Comment choisir les fonctions de base, dans chaque
élément €2, 7 L’espace d’approximation V}, étant de dimension finie, la solution peut étre décomposée en
une base finie de fonctions N; ¢ € 1,...,1. La méthode des éléments finis est une technique permettant
de résoudre plusieurs types de problemes d’une maniére approchée et précise. Notre étude actuelle se

limite aux problemes scalaires. Les parametres physiques de notre probleme sont la résistivité n qui
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est un scalaire et le nombre de Hartmann H. Nous avons testé la stabilité de notre code en utilisant

plusieurs types d’éléments finis. On va introduire deux espaces éléments finis, pour la vitesse.

Discrétisation par des éléments P1, P2

Les valeurs des solutions sont évaluées sur chacun des sommets des triangles grace a des interpo-
lations par les polynomes de Lagrange d’ordre 1 ou 2. Bien évidemment, la précision de la méthode
croit avec la finesse du maillage et ’ordre du polynéme d’interpolation. Nous avons testé deux types
d’éléments finis : les éléments P1 qui sont des éléments finis continus linéaires par morceaux (2d, 3d,
surface 3d), de degrés de liberté qui sont les valeurs des sommets. Les éléments P2, éléments finis

continus (2d, 3d, surface 3d) ot P2 est I'ensemble des polynomes de R? de degrés < 2.

FIGURE 3.3 — Approximation par des éléments finis de types P1 (& gauche) et P2 (a droite) [Hecht(2005)]

3.4.5 Linéarisation par la méthode de Newton Raphson (NR)

Une difficulté particuliere a résoudre numériquement a grand H le systeme d’équations, vient de la
forte non-linéarité introduite par les termes (v.V)v et J x B. Dans cette partie on résout le systéme

d’équations avec la méthode des éléments finis qu’utilise le logiciel libre FreeFem++-, [Hecht(2005)].
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La formulation variationnelle présentée est non linéaire. La méthode classique de I'analyse numérique
permettant de linéariser le systeme est celle de Newton Raphson. Il s’agit de commencer par une esti-
mation initiale raisonnablement proche de la racine, puis d’approximer la fonction par sa ligne tangente

en utilisant le calcul.

Une suite d’itérés de la méthode de Newton pour résoudre F (x)= 0 est alors définie de la maniere
suivante : la méthode de Newton réalise la solution comme la limite de la séquence u , ou chaque mise a
jour du entre les étapes k et (k 4+ 1) est calculée comme la solution de la version linéarisée. Le systéme
d’équations (B.9) décrit sous forme variationnelle dans le but de trouver la solution u avec F(u) = 0,

u, un développement de Taylor F' donnant F(u+ h) — hDF(u) = O(h?).

Ou DF(u) est le différentiel de F' au point u, il s’agit d’une application linéaire telle que

DF(u+6) = F(u) + DF(u)d + o(5) (3.8)

Une telle condition initiale u = uq doit étre suffisamment proche de la solution u pour assurer une
bonne convergence de l'algorithme. La méthode NR converge de facon quadratique c’est a dire que
le nombre de chiffres significatifs double a chaque itération. On pourra mettre une condition d’arrét
de 'algorithme lorsque le nombre de boucle dépassera 17 itérations. Si nous dépassons cette condition
'algorithme ne converge pas. Les étapes de la méthode de Newton Raphson (dF(u) = 0) sont :

— Initialisation

— Choisir ug

— For (i =0,...,imazx;i=1+1) do

0; = F(w;)/DF(w;);

Uiy =u; — 0;;
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avec DF'(u;) le différentiel de F au point u, il s’agit d’une application linéaire telle que F'(u+¢) =
F(u) + DF(u)d + o(9)
— Critere d’arrét : arrét pour ||6;]| < e.

En pratique, seules 3 ou 4 itérations sont nécessaires pour remplir la condition d’arrét fixée.

3.4.6 Limitation de la méthode de NR

L’inconvénient de la méthode de Newton est que sa convergence dépend du parametre de viscosité.
Pour un nombre de Hartmann élevé, I'estimation initiale doit étre soigneusement choisie. La méthode
de NR est tres sensible aux conditions initiales; il faut choisir des valeurs suffisamment proches de la
solution recherchée. Dans le cas inverse cette méthode commence a s’écarter de la racine. Un probleme

de division par zéro peut se produire. En cas de racines multiples, cette méthode converge lentement.

3.5 Validation sur un domaine rectangulaire

3.5.1 Les résultats des simulations numériques

Pour valider la capacité de notre code numérique implémenté initialement par Nicolas Minesi sta-
giaire a 1’école Polytechnique en 2014, nous simulons les équations MHD non linéaires a deux dimen-
sions. En effet, Nous reproduisons d’abord un cas de test classique dans une géométrie rectangulaire.
Dans notre cas, cela permet de tester le logiciel libre, ainsi que l'algorithme et la méthode de li-
néarisation employés. Dans un premier temps nous reprenons les mémes parametres que le papier
[Montgomery(1997)]. Nous fixons ici les parametres Ey =1, By = 1. On fixe la résistivité (l'inverse
de la conductivité) électrique du plasma 7 appelé résistivité de Spitzer [Chen et al.(1984)] et on fait
varier la viscosité a travers le nombre de Hartmann H. Dans cette section, le tokamak est modélisé

comme dans la référence [Kamp(2003)] par un tore de section rectangulaire 02 avec un rayon majeur
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de 3 metres, une hauteur de 1,8 metre et une longueur de 2,4 méetres, comme représenté sur la figure 3.1.

Nous avons calculé la solution de ces simulations & un faible nombre de Hartmann H, ou une
illustration de la génération de vitesses toroidales est présentée. Dans un deuxieme temps, les calcules
a H plus élevé ont permis de montrer que I’écoulement toroidal domine. Pour finir, nous comparons, a

coefficients de transport fixes, des simulations effectuées pour différentes valeurs de la résistivité 7.

IsoValue

m0.0023501
m0.00293791

FIGURE 3.4 — Plot de la vitesse toroidale pour H =40, n=1, Ey =1 et By =1

IsoValue

m0.0163372
m0.021005

m0.0256728
m0.0303406

m0.0490117
m0.0536795
m0.0583472
m0.063015

m0.0676828
m0.0723506
m0.0770184
m0.0816861
m0.0933556

FIGURE 3.5 — Méme figure que 3.4 pour H = 100
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FIGURE 3.6 — Méme figure que
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FIGURE 3.7 — Tracé de la valeur quadratique moyenne de la vitesse poloidale < v,y >,s en fonction

de H en échelle log-log.
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3.5.2 Comparaison avec la bibliographie

Notre premier objectif a été de comparer nos résultats numériques obtenus avec FreeFem ++ avec
ceux obtenus par Kamp et Montgomery dans [Kamp(2003)] en utilisant le solveur FEMLAB (main-
tenant appelé COMSOL). Ces résultats d’essai sont présentés dans cette partie. Nous présenterons
les résultats de simulations de Montomery et ses collaborateurs, comparés a nos propres résultats
[Oueslati(2019)]. On va s’assurer qu’on reproduit les mémes résultats numériques trouvés par Kamp et
Montgomery en utilisant le logiciel FreeFem++-. Les résultats numériques ne doivent pas dépendre de

la méthode utilisée.

Nous présentons ici les résultats des simulations numériques de Montgomery et ses collaborateurs.
Les parametres physiques suivant ont été pris : £y = 1, By = 1 et n = 1. 1l existe un plan de symétrie
(d’équation z= 0). Donc toutes les variables admettent une symétrie par rapport a ce plan. Il convient
de noter qu’en raison de cette symétrie, seule la moitié supérieure de la section rectangulaire pour le

tore est présentée. Dans ces simulations le nombre de Hartmann est modifié.

toroidal velocity
04 toroidal velocity
H=0.1, n=1 EU=1. Bo=‘l 0.4 .

H=1, n=1 Eu=1' BG=1

e-009

0.6 08 1 12 14

(b)

06 08 1 12 14

FIGURE 3.8 — Plot de la vitesse toroidale pour H = 0.1, n =1, Ey = 1 et By = 1 ( a gauche) et pour

H=1,n=1,Ey=1et By =1 ( adroite)
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toroidal velocity toroidal velocity
v v v 0.4
H=40, n=1, E =1, Bu=1 H=100, n=1, E =1, B =1

04

0.2

| (——= 0

06 08 1 12 14 06 08 1 12 14
r/r0 rll'.J

z/rU

FIGURE 3.9 — Méme figure que 3.8 pour H = 40 (a gauche) et H = 100 (a droite)

toroidal velocity
04 toroidal velocity
H=500, n=1, E =1, B =1 04

H=125, 1=5.5:10", E,=25x10° B =1

zlr0

0.2

06 08 1 12 14
rr, 06 08 1 12 14
rlrD

FIGURE 3.10 — Plot de la vitesse toroidale pour H = 500, n = 1, Ey = 1 et By = 1 (a gauche) et

H=1257=55x10"" Ey=25x10"" et By =1 (& droite)

Ci-dessous sont présentés les résultats de simulations numériques pour des parametres physiques
normalisés et en prenant des valeurs non réalistes tel que Ey = 1 et By = 1 (figure 3.10 a gauche). Nous
notons qu’en présence de ces dernieres le profil de la vitesse dans la direction toroidale difféere de celui
présenté a droite en présence des parametres réalistes. Contrairement a ce qu’on constate en présence
des parametres réalistes de la résistivité sur figure 3.10 a droite. La figure 3.10 est un plot de la vitesse
toroidale pour H =125, n = 5.5 x 107, By = 2.5 x 107° et By = 1. Plus H devient important plus la
vitesse dans la direction toroidale domine. Les ordres de grandeur de ces vitesses sont faibles ( quelques

centimetres par secondes), elles sont loin d’étre utiles pour la fusion.
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Les parametres choisis précédemment ne sont pas proches des régimes de fonctionnement des dis-
positifs de confinement toroidaux actuels. En particulier, les valeurs du Lundquist nombre S qui est
I'inverse de la résistivité n ne sont pas assez grandes et le champ électrique toroidal est beaucoup trop
grand. Dans cette partie, nous présentons les résultats de Kamp d’un cas test dans lequel les parametres
du plasma sont choisis pour étre proches de ceux du premier tir de tritium dans JET. La valeur de la
tension toroidale est choisie a 1 V, et S est ensuite choisie pour donner un courant toroidal de 3,1 MA

. Pour le champ magnétique toroidal imposé, il prend comme valeur 28 kG.

toroidal velocity (color), stream function (contours)

0.4 — ;
H=125000, n=5.5x10"", E =2.5x10, B =1
r
sT02t
0t
06 08 1 12 14
e,

FIGURE 3.11 — Vitesse toroidale pour H = 125000, n = 5.5 x 107°, Fy =2.5x 107 % et By =1

La figure 3.11 est un plot de la vitesse toroidale & H élevé (H = 125000). Les vitesses d’écoule-
ment ne different pas beaucoup de celles du calcul précédant H = 125. On remarque une variation
importante des gradients de la vitesse qui se produisent tres prés du mur. Les calculs montrent que

cette couche limite visqueuse devient plus importante lorsque le nombre de Hartmann augmente. La
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diminution de la valeur de la viscosité conduit pres de la paroi a une couche. Dans la couche limite, de
grands gradients dans la fonction de courant ¢ et dans la vitesse toroidale se développent. Les vitesses
d’écoulement maximales atteintes a la paroi dans la direction poloidale et toroidale sont de I'ordre de

quelques metres par secondes.

Les résultats actuels se limitent a A = 125000. L’étude a H plus grand est tres intéressante dans
le cas ou on cherche des vitesses plus importantes pour la fusion. Kamp et Montgomery rencontrent
des difficultés numériques pour la résolution de ce systeme d’équations a H plus grand. Dans cette
deuxieme partie, nous allons présenter nos résultats numériques, qui sont en accord avec ceux de Kamp

et Montgomery.

3.5.3 Bilan

Ces comparaisons quantitatives nous montrent que notre simulation est proche de la référence. Dans
tous les cas on peut s’assurer que les résultats sont similaires. Finalement, nos simulations ont également
été testées pour des solutions analytiques [Kamp(2003)] dans la limite de viscosité infinie, correspondant
ici & H — 0. Dans cette limite, pour un  donné, les moyennes quadratiques (ou quadratiques moyennes)
des vitesses poloidales et toroidales ont été prédites pour aller comme H? et H*. Cela concorde avec les
résultats numériques. En particulier, la figure 4.5 représente le comportement de la vitesse poloidale
moyenne quadratique (rms) en fonction du nombre de Hartmann. Cette corrélation raisonnablement
forte entre les simulations et la théorie a permis de fournir des arguments solides pour la validité de

notre code numérique FreeFem ++.
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Chapitre 4

Simulations numeériques des états
stationnaires sans brisure de la symeétrie

haut-bas du tore

4.1 Effet d’un flot non nul sur I’équilibre MHD

Le confinement magnétique des plasmas de fusion est fortement influencé par les fluctuations tur-
bulentes qui dégradent la qualité du confinement et réduisent ainsi les performances du réacteur de
fusion. 11 a été découvert il y a trois décennies [Wagner and Becker(1982)] que, dans certaines circons-
tances, 'activité turbulente est réduite, conduisant a un meilleur confinement. Encore aujourd’hui, la
compréhension de cette transition de faible a haut confinement est loin d’étre complete, mais il existe
des preuves solides que les grandes vitesses toroidales du plasma sont une caractéristique qui est soit a
l'origine, soit une conséquence du mécanisme responsable de cette transition [Rice(1999)]. L'équilibre

en présence d'un flot non nul n’est pas un nouveau sujet [Zehrfeld and Green(1972)], mais un intérét

71
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croissant a son égard semble avoir augmenté depuis des années. De nombreux travaux ont été effec-

tués dans le domaine en mettant 'accent sur les effets du flot sur I’équilibre [Green and Zehrfeld(1973)].

Des vitesses toroidales importantes, de 'ordre de plusieurs kilometres par seconde, sont observées
méme en l'absence d’impulsion externe dans JET, Alcator C-Mod et Tore Supra [Rice(2007a)]. Plu-
sieurs mécanismes sont mis en avant pour expliquer la rotation toroidale, principalement basée sur
le transport turbulent généré au bord du tokamak. Dans le cadre de la MHD non idéale et en vue
de rechercher une preuve numérique de l'existence de ces rotations, nous présentons les résultats de
simulations numériques obtenus par par Kamp et Montgomery en 2003 [Kamp(2003)] puis en 2013 par
une équipe de 1’Ecole Centrale de Lyon [Morales(2015)], mais dont les résultats n’ont pas pu atteindre

les parametres réalistes attendus dans un tokamak.

L’équilibre MHD idéale dans un plasma est décrit par I’équation de Grad-Shafranov. Cette derniere,
suppose que le plasma a une vitesse nulle dans la direction toroidale. Pour notre part, et dans le cadre
de la MHD non idéale, le travail actuel tente de formuler 1’équilibre du plasma axisymétrique avec
un écoulement. La physique de ces écoulements est régie par les équations de Navier-Stokes, qui sont
étendues pour tenir compte des forces de Lorentz, et par les équations de Maxwell a partir desquelles
I’équation d’induction magnétique est obtenue. Les problemes MHD sont donc interdisciplinaires et
couplés car l'effet du champ de vitesse apparait dans les équations de transport magnétique, et 1'in-
teraction entre le courant électrique et le champ magnétique apparait dans les équations de transport.
Nous recherchons les états d’équilibre stationnaire a partir d’un systeme d’équations non linéaires et
couplées. Un probleme aussi complexe doit étre soigneusement traité et nous choisissons de ’aborder en
deux étapes. Dans un premier temps, le probleme est simplifié a I'aide de la formulation variationnelle.

Dans un deuxieme temps on a codé ces équations a l'aide du logiciel libre FreeFem ++ [Hecht(2005)].
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4.2 Quelques résultats expérimentaux sur la rotation

La rotation spontanée en absence de toute source d’impulsion externe a été observée dans plusieurs
tokamaks. Cette derniere est impliquée dans les barrieres de transport en raison de son rapport avec
le champ électrique radial [Ida(1998)] et en plus de son effet stabiliseur sur sur les instabilités de mur
résistif [Boozer(1995)]. Les expérimentateurs cherchent des explications pour cette derniére. Dans se
qui suit, nous allons reproduire quelques résultats expérimentaux dans quelques dispositifs a fusion. Le

tableau suivant résume quelques vitesses mesurées dans certains tokamaks :

TABLE 4.1 — Les différentes vitesses mesurées dans plusieurs tokamaks

Tokamaks | Energie (MJ) v, (Km/s)
C-Mod 0-0.23 0-130
JET 0-0.6 0-60
TCV 0.04 35
Tore Supra 0-0.8 0-80
ITER 250 ?

Dans ITER on ne parvient pas a estimer la vitesse requise pour avoir un confinement optimal.
Durant cette these, nous avons déterminé numériquement la valeur de cette vitesse toroidale pour des
faibles nombres de Hartmann. Dans JET, on remarque d’apres le tableau que la vitesse varie entre 0
et 60 kilometres par seconde. Dans les présentes simulations nous comparons la vitesse calculée a la

valeur de la vitesse mesurée expérimentalement dans JET.
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tore

4.2.1 Observation de la rotation dans quelques tokamaks

Dans la figure 4.1 et 4.2 [Rice(1999), Rice(2007b), Ince-Cushman(2006)], sont représentées une

mesure de la vitesse toroidale et le nombre sans dimension Mach ().

120 | i*
100
® C-Mod
80 |
—_ @® Tore Supra
w
£ ¢ B DII-D
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FIGURE 4.1 — Mesure de la vitesse toroidale dans certains dispositifs a fusion, la vitesse est présentée

en fonction de I'énergie stockée normalisée au courant du plasma AW/ [J/A]

Le facteur § représente le rapport entre pression cinétique et pression magnétique au sein du plasma.

Il est défini comme suit :

P nkgT
6 — — 4.1a
pmag B2/2,u0 ( )

ou p est la pression cinétique, et py,q4 est la pression magnétique. Selon la valeur de 8 on peut distinguer

deux types de plasma :

* [0 < 1 les effets du champ magnétique dominent les effets cinétiques.

* [ > 1 les effets cinétiques dominent les effets magnétiques.
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FIGURE 4.2 — Mesure du nombre de Mach M (définie comme la vitesse locale d’un fluide a la vitesse

du son ) en fonction de Sy, pour plusieurs tokamaks

Parmi les facteurs qui déterminent la stabilité du plasma, on cite le facteur de sécurité ¢, définie
comme le rapport entre le nombre de tour effectué par les lignes de champ magnétique dans la direction

toroidale et poloidale.

1 [ 1By
- [Ty 42
=5 | B, (4.2)

On sait que le champ magnétique poloidal est crée par le courant qui circule dans le plasma. Par
conséquent, le profil ¢ est lié a la densité de courant plasma j. Ce parametre est impliqué dans barrieres

internes de transport [Taylor(1997)] et contribue a 'amélioration du confinement.
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FIGURE 4.3 — Variation du nombre de Mach (M) toroidal avec le ripple dans JET (a gauche) et

dépendance de M avec la température ionique du plasma ( a droite ) [de Vries and Hua(2008)].

4.3 Résultats numériques dans une géométrie de type JET

La résolution numérique des équations de la MHD visco-résistive dans les tokamaks nécessite une
résolution spatiale élevée. Des parametres typiques de JET ont été pris. Le parametre principal est le
courant de plasma qui non seulement chauffe le plasma mais fournit également le champ magnétique
poloidal. Des études expérimentales et théoriques ont confirmé que la température et la densité des
particules augmentent avec ce courant. Un courant plasma de 3 millions d’amperes, en fonctionnement
de base, a été choisi. Il devrait fournir un bon confinement des particules. La conception la plus rentable
pour atteindre l'objectif du JET est un gros tore avec un rapport d’aspect (hauteur / largeur) d’environ
2,4 avec un rayon majeur d’environ 3 metres. Le champ magnétique toroidal maximal au centre du

plasma qui peut étre atteint a ce rapport d’aspect, avec un faible risque technologique, est d’environ 30
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kilogauss. Les bobines de champ toroidal qui ont la contrainte mécanique la plus faible ont un profil en
forme de D. Cette forme a été choisie pour JET. De plus, cette forme est une caractéristique souhaitable

en raison de l'intérét pour I’étude des plasmas a section transversale non circulaire.

4.3.1 Présentation de la géométrie de simulation et les conditions aux

limites

Dans ce chapitre, les simulations numériques dans une géométrie JET et ITER sont données.

FIGURE 4.4 — Présentation de la géométrie de JET et ITER

Une géométrie de révolution qui permet d’atteindre un confinement optimal grace a la présence
d’un champ magnétique toroidal créé par des bobines extérieures et un champ magnétique poloidal
crée par le courant qui circule dans le plasma. La rotation autour de I'axe de rotation verticale de
champ poloidal créé les surfaces magnétiques.

Pour compléter le probleme, il faut spécifier les conditions aux limites correspondant au systeme
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d’équations physique qui nous intéresse. Le probleme présente une symétrie d’équation z = 0. Par
conséquent, toutes les variables admettent une symétrie par rapport a ce plan. On s’intéresse surtout
a la composante toroidale de la vitesse. Dans les présentes résultats de simulations dans JET et ITER,
on utilise des conditions aux limites de type "no-slip" ou bien on dites "sans glissement". On suppose
que la vitesse tangentielle a une surface solide est nulle, autrement dit que le fluide ne glisse pas sur la
surface solide. On impose que la vitesse au niveau de la paroi doit étre nulle pour satisfaire la condition

de non-pénétration (v, = 0).

moving
fluid

FIGURE 4.5 — Condition aux limite de type No-slip, la vitesse au bord du fluide est supposé nulle

[Li(2020)]
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4.4 Génération de la vitesse toroidale pour différents H

Dans le but de déterminer le profil de la vitesse dans les directions toroidale et poloide du tore, le
code actuel utilise des éléments fini de type P1 et P2, avec un raffinement du maillage au bord comme
cela est représenté sur la figure 4.6. Numériquement, on a raffiné le maillage au bord pour avoir une
convergence optimale des solutions a H grand. L’adaptation du maillage de la surface devient alors
utile pour capturer de maniere précise la solution du probleme. Construire un maillage adapté par une

méthode de remaillage grace aux fonctionnalités de FreeFem++ est efficace.

FIGURE 4.6 — Maillage triangulaire du domaine 2, le nombre des triangles est 11142 et le nombre des

sommets des riangles est 5765

Nous remplagons la géométrie toroidale rectangulaire par la géométrie réaliste de JET. La section
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transversale toroidale ne doit plus étre un rectangle mais une ellipse en forme de D. En effet, la section
transversale non circulaire, s’est avérée étre une configuration optimale pour atteindre un courant de

plasma plus élevé.

Dans ce chapitre différentes simulations numériques sont menées avec des différentes parametres
physiques afin de tester et de valider I’algorithme numérique utilisé. On y étudie notamment I'influence
de la résistivité sur la vitesse toroidale. En adimensionnalisant le modele détaillé dans 'annexe A, le
systeme d’équation caractérisé par les parametres suivants : une résistivité de n = 6.9 x 1077, un champ
électrique Fy = 3 x 1072 et un champ magnétique de By = 0.87. Nous présentons les résultats pour

plusieurs valeurs du nombre de Hartmann H.
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FIGURE 4.7 — Vitesse toroidale dans JET pour H = 10 ( a gauche) et H = 1000, n = 6.9 x 107",
Ey=3x 107" et By = 0.87 en utilisant des conditions aux limites de type no slip c’est a dire v, = 0

au bord.
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FIGURE 4.8 — Méme figure que 4.7 pour H = 10° et H = 10".

La figure 4.7 est une illustration du profil de la vitesse toroidale calculé en géométrie JET en uti-
lisant les parametres physiques cités dans la précédente paragraphe. Ces simulations numériques sont
pour H = 10 (figure a gauche) et pour H = 1000 (figure a droite). Ce que nous constatons que la
solution obtenue est anti-symétrique par rapport a y = 0, présentant des structures en quadripdle que
celle mise en avant par M.Morales [Morales(2015)] pour des petites valeurs de H. En effet, dans les
graphiques précédents, les vitesses obtenues pour ces deux valeurs de H sont trop petites, voir 1074
en unité d’Alfvén. En plus, de la méme maniére que ce qui est décrit par ce dernier, on observe un
écrasement des poles sur les bordures du domaine lorsque H augmente, jusqu’‘a ce que cette structure
laisse la place & une distribution quasi-uniforme pour H = 107 (cf figure 4.8 & droite). Bien que H
augmente la vitesse augmente aussi, pour des valeurs importantes du nombre de Hartmann la vitesse

augmente et devient plus importante au bord.

Résultats avec n = 6.9 x 107°, By =3 x 107? et By = 0.87
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Cependant, ces résultats sont obtenus pour des valeurs de n et v non réalistes, et cela se caractérise
par des vitesses toroidales largement trop faibles par rapport aux valeurs mesurées expérimentalement
sur JET [de Vries and Hua(2008)], or nous attendons a avoir des vitesses importantes. L’idée est de
se rapprocher des parametres réalistes et d’effectuer des simulations numériques avec une valeur de
la résistivité plus petite. L'objet de cette paragraphe est de présenter les résultats de simulations
numérique avec une résistivité plus petite (n = 6.9 x 107®) tout en gardant les autres parametres. La
figure 4.9 et 4.10 présentent les résultats de simulation pour H = 100, H = 1000 ( Cf figure 4.9),
H=10% et H = 10° (Cf figure 4.10). Pour des valeurs petites de H, nous avons remarqué la présence des
structures en quadripdle avec une solution ant-symétrique. Plus H augmente plus on voit apparaitre

une couche limite visqueuse au bord, caractérisée par des vitesses plus importantes.
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FIGURE 4.9 — Vitesse toroidale dans JET pour H = 100 ( & gauche) et H = 1000, n = 6.9 x 1075,
Ey=3x 107" et By = 0.87 en utilisant des conditions aux limites de type no slip c’est a dire v, = 0

au bord.
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FIGURE 4.10 — Méme figure que 4.9 pour H = 10* et H = 10°.

Comparaison de la vitesse pour deux résistivité différentes

Nous souhaitons voir I'effet de la résistivité sur le comportement du fluide & H donné. Nous avons

fixé la valeur de H = 10°.

IsoValue

FIGURE 4.11 — Vitesse toroidale dans JET pour ( & gauche) pour, = 6.9 x 1077 (4 gauche) et

n=6.9 x 10~® (a droite ) pour H = 10°.
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FIGURE 4.12 — Valeur maximale du champ de vitesse toroidale en fonction du nombre de Hartmann

pour 7 = 6.9 x 107% (courbe supérieure) et n = 6.9 x 1077 (courbe inférieure). Les calculs ont été

effectués pour différents maillages afin de vérifier la stabilité numérique des résultats.

3
D’apres Spitzer [Spitzer(2006)], la résistivité du plasma dépend en puissance —5 de la température.

Plus la résistivité diminue plus la température du plasma augmente. Nous notons sur la figure 4.12

que la vitesse maximale pour 7 = 6.9 x 107° est plus importante que pour n = 6.9 x 107". La sta-

bilité en fonction du maillage est testée, plus n diminue, plus on a des problemes de stabilité numérique.

Test de stabilité numérique

Nous avons testé la stabilité du code numérique, pour plusieurs maillage M. Le maillage M est basé

sur l'algorithme de Delaunay-Voronoi. C’est I’ensemble initial de points définissant la frontiere de notre

domaine. Le raffinement du maillage est réalisé grace a la fonctionnalité "adaptmesh" de FreeFem-++.

Dans le figure 4.13 nous avons tracé la valeur quadratique moyenne de la vitesse dans la direction
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toroidale. On constate que les résultats ne dépendent pas de M. Cependant, les ordres de grandeurs

de la vitesse est de 107° en unité d’Alfven, ce qui donne des valeurs de quelques ¢m.s™!. L'objectif de

notre étude est de pouvoir atteindre des vitesses de l'ordre de quelques km.s™ L.
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FIiGURE 4.13 — Tracé de la vitesse quadratique moyenne toroidale pour plusieurs maillages M. Les

autres parametres pris sont : n = 6.9 x 1077, Ey =3 x 1072 et By = 0.87.

4.5 Effet des termes non linéaires sur le comportement du

fluide magnétisé
La complexité des équations présentées dans le chapitre précedent est due essentiellement a deux
termes : le terme de convection de quantité de mouvement, qui rend I’équation non linéaire et le terme
J x B dii au couplage de la densité de courant J et le champ magnétique B. Pour traiter la question

de 'importance des non-linéarité sur 1’équilibre, nous avons tracé la variation en fonction de H de ces
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deux quantités. La figure A.5b représente cette évolution.
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FIGURE 4.14 — Evolution de la norme des termes non linéaires ||(v.V)v|| et ||J x B|| dans JET en

fonction de H pour n =6.9 x 1077, Fy =3 x 107 et By = 2.8T

Le comportement du terme d’inertie (v.V)v croit avec H. On remarque le passage une phase initiale
ou le comportement est faiblement non linéaire a une phase ou le comportement non linéaire devient
important. D’apres la figure A.5b on remarque que Ueffet du terme (v.V)v devint important & H = 107,

Pour des H petits, l'effet de la la viscosité a H domine.
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4.6 Etats d’équilibres stationnaires dans ITER

Le principal défi de la fusion est de pouvoir créer une énergie suffisante pour initier la réaction
de fusion entre le deutérium et le tritium. L’énergie nécessaire est d’environ 10 keV, ce qui peut
étre atteint dans un plasma avec une température ionique élevée d’environ 10°/K pendant plusieurs
centaines de secondes. Le réacteur ITER créera et maintiendra le plasma de fusion par la technique
de confinement magnétique. Le confinement magnétique utilise les machines dites tokamak. Pour le
confinement du plasma de fusion, ITER a besoin de la création d’'un champ magnétique toroidal stable
de 5,3T. Le champ magnétique toroidal ITER est créé par un ensemble d’aimants composé de 48
bobines supraconductrices : 18 bobines de champ toroidal et 6 champ poloidal (PF) bobines 9 paires

de bobines[Bajas(2011)]. La configuration d’ITER est représentée par :

Vacuum
vessel

Blanket

Divertor

FIGURE 4.15 — Schéma du tokamak ITER (a gauche) et un résultat de simulation numérique 2D avec

un raffinement du maillage au bord (a droite)
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4.6.1 Test de robustesse numérique

Dans ce qui suit, nous présentons nos résultats de simulations numériques pour des parametres

réalistes. Pour cela on a testé la robustesse numérique de notre code. Un élément fini P1 construit sur

un triangle K représente 'espace des fonctions polynomiales de degré inférieure ou égal a 1. Afin de

démontrer la convergence, nous avons besoin de la consistance et de la notion de stabilité ; nous avons

testé 2 types déléments finis P1 et P2 avec plusieurs maillages M avec M le nombre des points aux

bords.
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FIGURE 4.16 — Tracé de la vitesse quadratique moyenne
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toroidale en fonction de H, les résultats

numériques ont étés testés avec des éléments finis de type P1 (& gauche) et des éléments P2 (a droite)

Les résultats de la variation de la vitesse en fonction du nombre H dépendent du maillage dans

le cas des éléments P1. C’est pourquoi on est amenés a aussi considérer des éléments d’ordre 1 P2

qui donnent des résultats robustes. Arrivé a H = 4000 on rencontre de réelles problemes de stabilités

numeériques

et des problemes de convergence.
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4.6.2 Effet des termes non linéaires et de la variation de la viscosité

La compréhension de la magnétohydrodynamique (MHD) est fortement liée & la compréhension des
effets physiques qui se produisent. En présence un champ magnétique, un courant électrique est induit
dans le conducteur et crée son propre champ magnétique (loi de Lenz). Dans la présente étude, le
systeme d’équations est résolu sous sa formulation faible en utilisant FreeFem ++ avec la méthode des

éléments finis. Les sources des non linéarités résident dans la présence du terme de convection (v.V)v

et J x B.

1x10° 3

JxB —e—

(v.grad)v —o— 3

I(v.V)vi| et [[J x B]|

1x1010 |

1x1071%

q
1x1020 e — N
1 10 100 1000 10000

FIGURE 4.17 — Evolution de la norme des termes non linéaires ||(v.V)v|| et ||J x B|| dans ITER en

fonction de H pour n = 6.9 x 1077, By =3 x 107 et By = 5.3T

L’écoulement bidimensionnel est étudié par des simulations numériques a nombres de Hartmann

finis. L’effet de la viscosité sur le comportement du fluide chargé est examiné pour 3 différentes valeurs
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de la résistivité. On constate qu'une couche limite apparait lorsque la viscosité augmente. Cependant,
au-dela d’une certaine valeur limite de H on n’arrive pas a avoir un code stable pour voir un effet de la
viscosité a H grand. Des simulations avec un nombre de maille dans la géométrie ITER relativement
large montrent qu’il est nécessaire de raffiner le maillage au bord. Dans la présente simulation le
nombre de triangles est de 3778. Apres avoir raffiné le maillage au bord on obtient un nombre de 9819.
Freefem++ génere automatiquement le maillage, il suffit de lui donner la densité de points au départ.
Ce qu’on peut remarquer a travers la figure 4.18 est que la topologie de la vitesse varie en fonction

vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9¢-07 B0= 5.3 E0= 3¢-09 Vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9¢-08 B0= 5.3 E0= 3e-09 Vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9¢-09 B0= 5.3 EO= 3¢-09
Isovalue Isovalue IsoValue

FIGURE 4.18 — Profil de la vitesse toroidale pour H = 1000 pour un maillage M = 180 pour 3 valeurs

différentes de la résistivité n =6.9x 107", 1 =6.9 x 107 % et n = 6.9 x 107°

de la résistivité, que plus la résistivité diminue, plus on voit apparaitre une couche limite visqueuse.
Dans nos simulations 7 est fixé et on fait varier H. Varier H revient a dire varier la viscosité. Nous
souhaitons étudier 'effet de la résistivité sur la vitesse du plasma, pour cela nous avons effectué des
simulations numériques pour trois valeurs de la résistivité ( cf figure 4.19) a gauche de la figure 4.19
nous avons tracé la valeur quadratique moyenne de la vitesse pour n = 6.9 x 1077, n = 6.9 x 1078 et
n=6.9x107%. De la méme facon, nous avons calculé |Vl maz pOUr ces valeurs de la résistivité. D’apres
ces résultats, la vitesse du plasma augmente quand la résistivité diminue. Pour n = 6.9 x 107 nous

obtenons la vitesse la plus importante pour H = 3 x 10°.
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FIGURE 4.19 - La valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale < v, >,,s pour n = 6.9 x 1077,

n=169x10"etn=069x 107" (& gauche) et la valeur absolue de la vitesse maximale |v,|mas (2

droite)

4.6.3 Développement de la composante toroidale

On considere ici la géométrie réaliste d’ITER. La section transversale toroidale équivaut alors a
une ellipse en forme de D. En effet, la section transversale de forme non circulaire s’est avérée étre une
configuration optimale pour atteindre un g et un courant de plasma plus élevés dans les tokamaks. Nous
avons effectué des simulations numérique pour les parametres Iter : une résistivité de n = 6.9 x 107,
un champ électrique Fy = 3 x 107Y, By = 5.3 Teslas et des conditions aux limites de type no-slip
(v, = 0). Numériquement, tous les effets évoqués ci-dessus ont fait 1'objet des simulations suivantes (
cf figure 4.20 et 4.21). Ces résultat montrent que plus H augmente plus H la vitesse du plasma devient

importante. La solution obtenue est anti-symétrique par rapport a y = 0.
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FIGURE 4.20 — Vitesse toroidale dans JET pour H = 10 ( a gauche) et H = 100 (& droite), n =

6.9%x107% Ey=3x10"" et By =5.3T

vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9e-09 B0= 5.3 E0= 3e-09

vphi_1000, H= 1000 Eta= 6.9¢-09 BO= 5.3 E0= 3e-09 \soValue
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FIGURE 4.21 — Méme plot que le figure 4.20 pour H = 10° ( & gauche) et H = H = 10* (& droite)
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4.7 Conclusion du chapitre

Néanmoins, en termes d’ordres de grandeur, les résultats numériques précédents avec des conditions
aux limites symétriques sont dans la méme gamme que ceux obtenus dans la référence. [Montgomery(1997)].
Les vitesses toroidales obtenues dans les présentes simulations s’averent bien trop petits pour impacter
le confinement du plasma et pour rendre compte des vitesses toroidales intrinseques mesurées du plasma
de I'ordre de quelques km.s™! [Rice(2007a)]. Nous avons trouver un moyen d’augmenter la vitesse dans
cette direction. Le fait de briser la symétrie haut-bas du tore offre un moyen efficace pour atteindre

des vitesses souhaitables. Cette question sera abordée dans le prochain chapitre.
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Chapitre 5

Résultats numériques en présence de

perturbations axisymétriques

5.1 Instabilité et turbulence dans un plasma magnétisé

Parmi les instabilités qui apparaissent dans un plasma, celles appelées modes localisés de bord
(ELM) sont une caractéristique omniprésente du mode H dans les tokamaks. Lorsque les gradients
de la barriere de transport en mode H dépassent la limite de stabilité MHD, l'instabilité des ELM
augmente de maniere explosive. Le flux de chaleur induit par les ELM pourrait étre intolérablement
important pour les cibles du divertor d’'ITER [Hawryluk(2009)], c’est pourquoi des méthodes fiables
de controle ou de suppression des ELM doivent étre maitrisées. Le controle des ELM passe par 'appli-
cation de perturbations magnétiques résonantes (RMP) pour I'atténuation et la suppression des ELM.
Ce concept est basé sur 'application de champs magnétiques non axisymétriques dans un espace a 3
dimensions (3D). S’ajoutent a ces instabilités le mode de déchirement (TM) [Waelbroeck(2009)], ainsi

que le mode de paroi résistive (RWM) [Chu and Okabayashi(2010)].

95
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Les instabilités MHD, au niveau macroscopique, se traduisent par une déformation de la topologie
magnétique pouvant aller jusqu’a la reconnexion des lignes de champs appartenant a l'origine a deux
surfaces magnétiques distinctes. Les RMP ont un effet stabiliseur sur les plasmas de fusion. Récemment,
une large attention a été accordée a la rotation et au transport de la quantité de mouvement dans les
plasmas de tokamak. La rotation toroidale spontanée (intrinseque) dans les plasmas sans impulsion
externe est particulierement intéressante. La forte rotation spontanée peut permettre la suppression
du mode de paroi résistive dans les décharges ITER haute pression, sans nécessiter 'utilisation d’une

injection de faisceau de neutres.

Dans ce chapitre, nous présentons nos résultats de simulations numérique, en présence de faible
perturbation axisymétrique. Les principales hypotheses simplificatrices que nous faisons sont celles
d’une densité de masse uniforme, d’une incompressibilité, d’une viscosité newtonienne a valeur scalaire,
d’une conductivité électrique a valeur scalaire et d’une conductivité thermique finie. Dans la présente
étude, les propriétés de symétrie par rapport au plan médian du tokamak du systéme MHD visco-
résistif sont analysées. En plus de la symétrie haut-bas du tore, nous faisons varier les conditions aux
limites. Ces dernieres, permettent de briser la symétrie. Les caractéristiques de symétrie haut-bas du
systeme d’équations différentielles sont analysées. Nous avons utilisé le logiciel libre FreeFem-++ pour
résoudre numériquement le systeme d’équations. Les divers parametres physiques sont discutés dans ce
chapitre. Des résultats numériques montrant 'impact des perturbations magnétiques externes sur les
vitesses poloidales et toroidales du plasma sont présentés. Les parametres physiques relatifs au JET et
ITER sont utilisés. Des résultats numériques robustes allant jusqu’a des nombres de Hartmann élevés
sont obtenus pour de petites perturbations magnétiques externes. Ces résultats numériques indiquent
que des vitesses de plasma assez élevées peuvent étre atteintes a des nombres de Hartmann élevés

pertinents pour la fusion.
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5.2 Contexte de ’étude

Dans I'approximation MHD, le plasma est décrit comme un fluide conducteur a charge neutre mal-
gré sa faible complexité par rapport aux descriptions cinétiques. Il peut donner lieu a une multitude
de phénomenes complexes et son traitement analytique n’est possible que dans certains cas simplifiés,
soit en 'absence de champs de vitesses [Friedlander(1995)], soit en 'absence des termes non linéaires.
Si 'on considére le probleme complet, il faut nécessairement considérer une approximation numérique
discrétisée du systéme non linéaire complet. Nous rappelons ici que les équations MHD visco-résistives
incompressibles adimensionnées pour le champ de vitesse et pour le champ magnétique B sont détaillées

dans le chapitre 3.

5.3 Parametres physiques

Il s’agit de modéliser les états stationnaires, dans une géométrie de type JET et ITER, en se servant
de la méthode des éléments finis. La plupart des détails plus techniques sont donnés dans le chapitre 3.
Les parametres physiques, qui devraient étre introduits dans les simulations MHD pour reproduire les
valeurs physiques d’un tokamak comme le JET, sont brievement discutés. Pour cela, nous définissons
la viscosité v, qui est I'inverse du nombre de Laundquist visqueux M = v ™!, la résistivité n, I'inverse du
nombre Lundquist résistif S = n~'. H est le nombre de Hartmann H = v/MS qui est une combinaison
de la viscosité et la résistivité. On définit également la densité de courant J, les champs E et B, ainsi
que la vitesse du fluide v. On impose un champ électrique et un champ magnétique dans la direction
toroidale. Les vitesses que nous étudions seront indiquées en unité d’Alfvén donnée par la formule

suivante :
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C'By
v Hop

(5.1a)

VA =

avec p la masse volumique et y la permitivité du vide. On définit le domaine de simulation 2 par les
équations paramétriques (5.2). La valeur du champ magnétique extérieure By = 2.87. Nous utilisons

des parameétres sans dimension extérieur By = 0.87 et Fy = 3 x 107°.

La géométrie d’un tokamak est un tore obtenu par rotation d’une section toroidale autour de 1’axe
Z (cf 5.1). On utilisera les coordonnées toriques (r, 6, ) avec r le petit rayon, 6 I'angle poloidal et ¢

I’angle toroidal. Les équations paramétriques, modélisant JET sont données par :

r=142 cos(f + arcsin 0 sin 6) (5.2a)
To
T2 .
y = —sind (5.2b)
To

avec 0 €[0,2r], R = 3m, le grand rayon du tore et r; = 1.25m, le petit rayon et § = 0.5 la valeur de

la triangularité. L’élongation est donnée par k = "L _ 1.55. Les données de JET sont détaillées dans
To

la référence [Team et al.(1992)]. Les principales inconnues sont : B, J, v et la vorticité w = V x v

soit a divergence nulle. On doit assurer la continuité de la composante normale des inconnus de notre

probléme au bord 0f2.

L’intégration des équations de la MHD non linéaire est réalisée en tenant compte des conditions aux
limites particulieres imposées par la couche visqueuse. Les conditions aux limites de vitesse appropriées
pour les simulations MHD ont été controversées récemment [Zakharov(2010)]. Une comparaison des
résultats de simulations numériques en présence des perturbations est présentée pour les conditions aux

limites de Dirichlet, Neumann, Robin et DEBS [Strauss(2014)]. Il est montré que toutes les conditions
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aux limites donnent des résultats qualitativement similaires.

Dans la présente étude, nous supposons que notre paroi de tokamak n’impose pas de contrainte
mécanique au plasma. En supposant de plus que le mur est un conducteur parfait, nous obtenons des
conditions sur la composante normale de champ magnétique. L’imcompressibilité fait référence a la
conservation du volume. La divergence du champ magnétique B est nulle. Cette propriété est vérifiée
pour B, J, v et w. Les conditions aux bords sont imposées sur les fonctions suivantes x(u5), rB,(u3),

Y (ul), et rv,(ud). Pour assurer la divergence nulle au bord, on doit prendre ) = 0, rv, = 0 et rB, = 0.

FIGURE 5.1 — Le domaine de simulation 2 est axisymétrique, ainsi le probléme est invariant par rotation

le long de I’angle toroidal, de sorte que nous pouvons nous limiter & la section transversale en 2D (x,y).

La condition aux limites restante implique la continuité de la composante normale du champ ma-
gnétique lorsque le plasma est supposé étre en contact avec la paroi du tokamak considérée comme un
conducteur parfait. Dans la présente étude, nous considérons qu’un vide entoure le plasma, de sorte

que nous demandons simplement la continuité et la dérivabilité continue du flux magnétique. Nous
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étudions I'impact des perturbations magnétiques stationnaires provenant de bobines externes. C’est
I’objet du présent chapitre. Résumons ensuite les conditions aux limites appliquées a 1’ensemble des

variables uy...ub

ul =0,u2=0,u3=1 (5.3a)

ud = 0,ub = B(z,y) (5.3b)

La condition aux limites choisie n’est cependant probablement pas réaliste dans le cas ou le plasma
est entouré d’'un certain vide et non pas en contact direct avec les parois. Il est tres intéressant de
déterminer la valeur de la résistivité qui est inversement proportionnelle a la température, n varie en
T [Spitzer(2006)]. Le choix de la valeur de la résistivité découle de la loi d’Ohm. Prenons la valeur
du courant toroidal qui doit étre égale a I = 3,1 MA dans JET, cela donne une valeur de résistivité

sans dimension 7 = 107,

Cependant, si I'on considere que le plasma du JET est constitué de deutérium, avec une densité

électronique et ionique de 3,6 x 103em ™3

, une température électronique de 10keV et une température
ionique de 18keV, les formules des coefficients de transport indiquent que ces derniers devraient étre

de deux ordres de grandeur plus petits, de I'ordre de 1071°. Cet écart est vraisemblablement dii & un

transport anormal.

5.4 Présentation de résultats numériques pour JET

Dans les simulations, nous avons considéré une résistivité fixe n = 6.9 x 10~ et n = 6.9 x 10~°. Pour

la valeur ultérieure, qui est probablement plus réaliste pour les conditions de fusion, le code numérique
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connait quelques problemes de stabilité au-dela d’une valeur "critique" du nombre de Hartmann qui
est plus petite que la premiere. Il est intéressant de noter qu’en présence de perturbations magnétiques

externes stationnaires, le code semble devenir plus stable lorsque le nombre de Hartmann est élevé.

0.000100 T T T T T T

' ' ' ' B(w)‘:o -

B(x,y)=0.001*sin(x-1) —®
B(x,y)=0.001*sin(2y)

T
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B(x,y)=0.001*sin(x-1) —®— ,/A
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FIGURE 5.2 — Evolution de la norme des termes ||(v.V)v]| ( & gauche) et ||J x BJ| ( & droite) en
fonction de H, pour = 6.9 x 107" et Ey = 3 x 107, le cas référence sans perturbation est présenté

pour f(x,y) = 0 et les autres formes de perturbations sont présentées par (x,y).

Nous avons appliqué des perturbations magnétiques axisymétriques dans une géométrie de type JET
et ITER. Dans cette partie on va présenter les résultats pour trois différentes formes de perturbations
en comparaison au cas référence sans perturbation (5.4a). Le systéme d’équations décrit précédemment
est non linéaire. La non linéarité est due a la présence du terme convectif (v.V)v et J x B. Nous avons

étudié les variations des termes non linéaires en fonction du nombre de Hartmann H. L’effet du terme
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(v.V)v est apparent a H grand. Les formes de perturbations sont données par :

B(z,y) =0 (5.4a)

Bz, y) = 0.001sin(z — 1) (5.4b)

Bz, y) = 0.001 sin(2y) (5.4c)

Bz, y) = 0.001 sin(z — 1) x sin(2y) (5.4d)

5.4.1 Simulations numériques pour 5(z,y) =0

Dans cette partie nous allons présenter nos résultats de simulations numériques avec les conditions
aux limites citées précédemment, dans une géométrie JET. Des résultats en l’absence de toute per-
turbation magnétique (5(z,y) = 0) sont présentés . En raison de la géométrie toroidale, un certain
champ de vitesse non nulle est nécessaire dans les équations de mouvement en régime permanent. Des
vitesses toroidales nulles sont compatibles avec la géométrie cylindrique, mais ces dernieres ne peuvent
pas survivre a l'introduction d’effets toroidaux [Kamp(2003)], alors que I’équation de Grad-Shafranov

pour les équilibres du tokamak est, a proprement parler, approximative.

L’impact des perturbations magnétiques externes axisymétriques imposées sur la composante to-
roidale de la vitesse est étudié pour différentes valeurs de H. Nous faisons une comparaison avec le cas
référence non perturbé. Nous gardons les mémes parameétres physiques : Ey = 3 x 107%, By = 2.8T
et 7 = 6.9 x 1077, L’effet d’un flot, non nul dans la direction toroidale est présenté pour une valeur
élevée telle que H = 107. Ces résultats sont loin d’étre utiles pour la fusion. La valeur quadratique
moyenne de la vitesse toroidale (v,),ms est de I'ordre de 1078 en unité d’Alfvén. Cette valeur comparée

aux mesures expérimentales observées dans les tokamaks, est trop petite pour avoir un impact positif
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FIGURE 5.3 — Profil de la vitesse toroidale du plasma pour f(z,y) = 0, pour H = 100 (& gauche) et

H = 10" (a droite), By =3 x 107°, By =2.8T et n = 6.9 x 107"
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FIGURE 5.4 — Méme paramétres que la figure 5.3 pour H = 107 ( & droite) et H = 10° (a gauche )

sur le confinement. [’amélioration du confinement exige une vitesse plus grande. Les résultats actuels
ne permettent pas d’atteindre des vitesse importantes dans les tokamaks. Ce que nous proposons par
la suite est de perturber légerement les configurations magnétiques. D’apres les résultats obtenus, on

constate une nette augmentation de la vitesse dans la direction toroidale, si on compare aux résultats
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FIGURE 5.5 — Variation de quelques grandeurs physiques comme la vitesse quadratique moyenne <
Uy >rms, la vitesse moyenne toroidale < v, >,y et la valeur absolue de la vitesse maximale |vy|mas
(figure a gauche) et étude de la stabilité numérique des résultats pour plusieurs M, en absence des
perturbations 3(z,y) = 0 la vitesse quadratique moyenne < v, >, est de Pordre de 107% en unité

d’Alfven pour H = 10°%.

sans perturbation (5.4a). Nous présentons ces résultats en présence des perturbations (5.4b), (5.4c) et

(5.4d).

5.4.2 Simulations numériques pour différentes formes de perturbations

Nous nous attendons a ce que le fait de briser la symétrie haut-bas du tore en introduisant une
faible perturbation offre un moyen d’augmenter la vitesse. Nous appliquons une légere perturbation
des configurations magnétiques. Pour cela, nous introduisons les formes suivantes des perturbations

magnétiques stationnaires. La fonction de perturbation dépend des variables spatiales z et y.
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Résultats pour [(z,y) = 0.001sin(z — 1)

Nous avons testé la stabilité des résultats pour plusieurs maillages 5.6. Le critere de stabilité est

évalué en modifiant le maillage. Les maillages testés sont, M = 100, M = 200, M = 300, M = 400 et
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FIGURE 5.6 — Calcul de quelques quantités physiques en fonction de H en présence d’une perturbation
de la f(z,y) = 0.001 x sin (z — 1). On compare < vy, >pms ( courbe bleu foncé) dans le cas sans
perturbation au cas perturbé < v, >,,,s (courbe bleu clair). La stabilité numérique des résultats est

étudiée pour plusieurs maillages M (figure a droite).
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Résultats pour §(z,y) = 0.001 x sin(z — 1) X sin(2y)

FIGURE 5.7 — Profil des lignes de champ magnétique dans le cas d’une perturbation de la forme
B(x,y) = 0.001 x sin(z — 1) x sin(2y) et une étude de stabilité numérique des résultats, pour plusieurs
maillages M. La perturbation est S(z,y) = 0.001 x sin(x — 1) x sin(2y). Nous présentons la valeur

quadratique moyenne de la composante toroidale de la vitesse < vy, >,,s en fonction du nombre H
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FIGURE 5.8 — Méme figure que celle 5.6 pour f(x,y) = 0.001 x sin(z — 1) X sin(2y)

Une autre forme de perturbation utilisée est la suivante : 5(z,y) = 0.001 xsin(2y) xsin (x — 1), cette

derniere dépend des variables d’espace = et y. J’ai testé la stabilité du code pour plusieurs maillages.
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Les résultats sont résumés sur la figure suivante 5.8. Il est actuellement clair que le profil de vitesse
observé dans nos simulations changera qualitativement lorsque H est encore augmenté et qu’une tran-
sition vers une autre topologie d’écoulement ne peut étre exclue. On note une nette augmentation de la
vitesse du plasma en présence des deux formes de perturbations (5.4c) et (5.4d). Nous comparons pour
des parametres égaux avec et sans la méme perturbation 5.8. On remarque une différence visiblement
claire. Dans la figure 5.8 & droite, nous comparons la courbe bleu (v,,),ms pour B(x,y) = 0 et la courbe
marron (v,),ms pour 3(x,y) = 0.001 x sin(x — 1) x sin(2y). La vitesse est plus importante de 3 ordres
de grandeur ( cf. 5.8). La valeur de la vitesse maximale, [V mq:| est & peu pres 1072 en unité d’Alfvén
ce qui donne une vitesse maximale de quelques km par seconde. Nous remarquons que la forme de la
perturbation S(z,y) influence beaucoup la topologie du profil de vitesse toroidale aux faibles nombres
de H, ou leffet de viscosité est dominant. Par exemple, lorsque 3(x) ne dépend pas que de y, comme
dans les cas (z,y) = 0, les propriétés de symétrie par rapport a celles présentées dans la figure 5.3

sont préservées.

Enfin, 'influence de I'amplitude de la perturbation magnétique a été testée en faisant varier 'am-
plitude A pour une forme donnée de perturbation. Nous considérons ici la forme suivante §(x,y) =

hsin (2y) avec h amplitude de la perturbation.
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FIGURE 5.9 — Effet de la variation de 'amplitude de la perturbation en fonction de H pour 5(z,y) =
hsin (2y) avec h 'amplitude de la perturbation. On représente la variation de < v, >,n,s en fonction

du nombre de Hartmann H.

La figure 5.9 présente les résultats des simulations pour plusieurs h. En faisant la comparaison au
cas référence sans perturbation h = 0 (la courbe noire), on peut constater une nette différence des

ordres de grandeurs. Quand h augmente, la vitesse quadratique moyenne augmente également.

5.5 Résultats et discussion des parametres réalistes

Il est important d’étudier I’évolution de la vitesse toroidale pour des valeurs réalistes de la résistivité.
Nous avons effectué des simulations numériques en diminuant n de deux ordres de grandeur. La valeur
prise est de n = 6,9 x 107, Des simulations ont été réalisées avec des éléments finis P1b pour améliorer
la robustesse numérique. Nous avons utilisé une petite perturbation magnétique de la forme f(z,y) =

0.04 x sin(2y). L'effet de cette derniere est de briser la symétrie haut-bas du tore et d’augmenter la
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rotation du plasma dans la direction toroidale par rapport au cas non perturbé. Des vitesses plus
élevées pourraient étre atteintes avec des perturbations magnétiques plus importantes, mais la stabilité
numérique diminue a mesure que le nombre de Hartmann augmente, de sorte que nous nous en tenons

a la perturbation représentée dans la figure 5.10 a gauche.

Résultats pour [B(z,y) = 0.04 x sin(2y)
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FIGURE 5.10 — Profil des lignes de champ magnétique en présence de [(x,y) = 0.04 X sin(2y) (a
gauche) et la valeur absolue de la composante toroidale de la vitesse maximale et certaines grandeurs

moyennes en fonction du nombre de H (& droite).

Ces derniers résultats en présence d’'une perturbation de la forme §(z,y) = 0.04 X sin(2 X y) sont
calculés pour des conditions aux limites de type no slip (v, = 0) au bord. On peut en effet affirmer
que, dans le cas ou le plasma n’est pas en contact avec les parois de tokamak, mais est entouré de
vide. Dans ce qui suit, nous allons étudier 'impact des conditions aux limites sur les résultats. Par
conséquent, nous avons testé une condition aux limites plus générale de type Robin avec la méme forme

de perturbation.
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FIGURE 5.11 — Méme résultats que figure 5.10 pour une condition au limite de type an(—;‘ ) =0 au lieu
T

de us =0

Résumons 'effet des conditions aux limites sur le profil de la vitesse toroidale. La condition au limite
imposée sur la dérivée normale de la la vitesse angulaire toroidale du plasma donne des résultats a peu
pres similaires & ceux avec des conditions de type no slip (ug = 0). Les résultats sont numériquement
stables. Pour les valeurs calculées du nombre de Hartmann, elles indiquent que 'influence du choix de
la condition aux limites sur la vitesse toroidale (u4) en régime stationnaire est faible. C’est également
le cas pour les valeurs faibles du nombre de Hartmann sur la vitesse du plasma. Cependant, il existe
une nette amélioration de I'amplitude de la vitesse toroidale comparés aux valeurs de Hartmann, phy-
siquement pertinentes, dans le cas de la condition aux limites &A%) = 0 par rapport a la condition

de type no slip (uy = 0).

En effet, a la limite de la non-linéarité qui disparait, [Bates and Montgomery(1998)] a montré

analytiquement que la solution stable est une paire de tourbillons en rotation poloidale, alignés avec
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la direction toroidale. Pour une non-linéarité non nulle, c¢’est-a-dire en augmentant H, les tourbillons

commencent a se déplacer dans la direction toroidale, tous deux en sens inverse. Leur vitesse toroidale

augmente avec le nombre de Lundquist M dans les deux géométries considérées. Passons a I'étude de

I’effet de 'amplitude de la perturbation h sur la vitesse. On a diminué h, et on va comparer les résultats

de la figure 5.10 avec ceux obtenus avec une amplitude de h = 0.04 de la figure 5.12.

Résultats pour 5(z,y) = 0.004 x sin(2y)
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FIGURE 5.13 — Profil de la vitesse toroidale pour B(z,y) = 0.04 x sin(2 x y) avec n = 6.9 x 1077,

Ey=3x10"" et By = 2.87, On(u—;l) =0 ( a gauche) uy = 0 (& droite).
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5.6 Présentation des résultats numériques pour ITER

Nous avons appliqué les mémes perturbations axisymétriques dans une géométrie de type ITER.
Dans cette partie on va présenter les résultats pour les mémes formes de perturbation présentées
précédemment. Ces résultats n’ont pas été publiés. Rappelons les parametres d’'ITER : le grand rayon

du tore R = 6, 2m, le petit rayon r = 2m et le champ magnétique toroidal By = 5.3T'. Les perturbations

sont définies par :

B(x,y) = 0.001sin(z — 1) (5.5a)
B(x,y) = 0.001sin(2y) (5.5b)
B(x,y) = 0.001sin(x — 1) x sin(2y) (5.5¢)

On s’intéresse a la variation de la vitesse du plasma dans la direction toroidale. Pour cela nous présen-
tons la variation de la valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale < v, >,ns en fonction du

nombre de Hartamnn H. D’autres quantités qui sont calculées comme la vitesse maximale, la vitesse
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dans la direction poloidale du plasma et la valeur quadratique maoyenne de la vitesse toroidale sans
perturbation qu’on note note < vgy >,ms. NOs simulations ont été testées pour plusieurs maillages,
pour s’assurer de la robustesse numérique. Les conditions aux limites utilisées sont de type no-slip, la

vitesse toroidale au bord est nulle (v, = 0).

5.6.1 Cas référence en absence de perturbation magnétique

Les résultats de calcul en utilisant les parameétres physiques suivants : 7 = 6.9x 1077, Ey = 3x 107

et By = 5.31 sont présentés.

Vphi_10, H= 10 Eta= 6.9¢-07 BO= 0.87 EO= 3e-09 Vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9¢-07 BO= 0.87 E0= 3¢-09 vphi_1e6, H= 1+06 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 E0= 3e-09
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FIGURE 5.14 — Plot de la vitesse toroidale pour 8(x,y) = 0, H = 10, H = 10> et H = 10°

En absence de toute perturbation (5(z,y) = 0) les propriétés de symétrie sont préservées. En effet,
on retrouve ici la méme structure en quadripole que celle mise en avant par Morales [Morales(2015)]
pour des petites valeurs de H. De plus, on observe un écrasement des dipdles sur les bords du domaine

lorsque H augmente, jusqu’a 'apparition d’une couche limite visqueuse sur les bordures.
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5.6.2 Perturbation de la forme §(x,y) = 0.001 x sin(z — 1)

Pour les mémes parametres physiques présentés dans le cas des résultats sans perturbation, nous
présentons dans cette partie, l'effet d’une perturbation non nulle (5(z,y) # 0) sur le comportement
du plasma a H petits et & H grand. Nous avons choisi une perturbation de la forme : S(z,y) =
0.001 x sin(xz — 1). Le profil de la vitesse dans la direction toroidale est présenté pour trois valeurs de

H (H=10, H=10"et H =10°).

VPhI_10, H= 10 Ela= 6 9¢-07 B0= 0,87 E0= 3609 vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9¢-07 B0= 0.67 0= 3609 VRhi_166, He 16406 Ela= 6.9¢-07 80= 067 E0= 36.09
IsoValue IsoValue Isovalue

FIGURE 5.15 — Méme plot que la figure 5.14 pour f(z,y) = 0.001 X sin(x — 1)

Dans la figure 5.15, on remarque un profil de vitesse antisymétrique pour H = 10 et H = 10*. Pour

H = 10°, ces structures disparaissent et une couche limites visqueuse apparaisse au bord.
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FIGURE 5.16 — Variation de la valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale pour plusieurs
maillages M avec une perturbation de la forme f(z,y) = 0.001 x sin(x — 1) (a gauche) et quelques

quantités calculés (a droite).

5.6.3 Perturbation de la forme §(z,y) = 0.001 x sin(2y)

Les résultats obtenus avec une perturbation de la forme nous 3(z,y) = 0.001 x sin(2y) sont donnés

par les deux figures suivantes 5.17 et 5.18. Ces résultats nous permettent d’avoir une idée sur l'effet de

différents (z,y) sur le comportement du plasma.

vphi_10, H= 10 Eta= 6.3¢-07 B0= 0.67 EO= 3¢-09 vph_10000, H= 10000 Ela= 6.9¢-07 B0= 087 E0= 3609 phi_166, H= 16406 Eta= 6.9¢-07 B0= 0.67 E0= 3603
IsoValue IsoValue IsoValue

FIGURE 5.17 — Méme plot que la figure 5.14 pour f(x,y) = 0.001 X sin(2y).

Le résultat de simulation est illustré sur la figure 5.17. La stabilité numérique de I'algorithme utilisé
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est testée pour plusieurs maillages 5.18. On note que a propos des ordres de grandeurs, la vitesse

quadratique moyenne est de ordre de 1072 en unité d’Alfvén pour H = 4 x 107.
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FIGURE 5.18 — Variation de la valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale pour plusieurs
maillages M avec une perturbation de la forme [(z,y) = 0.001 x sin(2y) (a gauche) et quelques

quantités calculés (a droite).

5.6.4 Perturbation de la forme §(z,y) = 0.001sin(z — 1) x sin(2y)

On introduit une autre forme de perturbation : 5(x,y) = 0.001 sin(x — 1) X sin(2y). Cette derniere
se traduit par les résultats présentés sur la figure 5.19. Analysons le comportement de la solution obte-
nue a petit et a grand H. La solution a H petit est anti-symétrique par rapport a y = 0 pour H = 10 et
H = 1000. Cependant, & H = 10° la solution est denvue symétrique. On trouve alors que 1’on converge

vers une autre solution des le chargement de bifurcation est atteint.
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FIGURE 5.20 — Test de stabilité numérique ( figure a gauche) en fonction de plusieurs
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maillages, et

étude de la variation de la valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale pour une perturbation

de la forme f(x,y) = 0.001sin(x — 1) sin (2y) et quelques quantités calculés (a droite).

L’analyse de stabilité est un point crucial. Le critere que 1'on utilise pour définir la stabilité est la

dépendance des résultats avec le maillage. Dans la figure 5.20, nous avons varié le maillage M, avec

M un nombre relatif dont sa valeur absolue représente la densité des points au bord. Nous notons que

pour plusieurs M, nous obtenons des vitesses qui ne dépendent pas du maillage. On comparant le cas

référence sans perturbation magnétique, on remarque que la vitesse est de deux ordre de grandeur plus

BRRISSSSRS
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petite que si on applique une perturbation magnétique. La vitesse croit avec H, plus que H augmente
on voit apparaitre une couche limite visqueuse au bord. Les solutions en fonctions de la perturbation
présentent une anti-symétrie entre le haut et le bas. Le probléeme qu’on traite est non linéaire vu la
présence du terme(v.V)v. L'effet de ce dernier apparait a H grand. L’effet de la viscosité est présent

pour des valeurs faibles de H.



Chapitre 6

Etats d’équilibre stationnaires en présence

d’un chauffage localisé

6.1 Equation de convection-diffusion

6.1.1 Probleme physique

On souhaite généraliser les résultats précédents en supposant plus une résistivité constante. On
veut déterminer la répartition de la température 7" dans un fluide incompressible de vitesse v et de
conductivité thermique x dans JET ou la résistivité dépend de la température. L’objectif est d’étudier
Ieffet de cette température sur la génération d'un flux de vitesse toroidal. Cet effet n’a pas été étudié
avant pour qu’on puisse faire des comparaisons. On suppose que le champ de température dans le
plasma du tokamak est régi par une équation de chaleur (B.5a). La résistivité varie en fonction de la
température selon la loi de Spitzer :

n(T) = aT= (6.1)
4 \2mmee*In A

avec o = g (47T€0)2

119
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En présence d’une température non uniforme, et en ajoutant aux systeémes d’équations initiales,
une équation de chaleur, une résistivité dépendant de la température, le nouveau systéme d’équations

s’écrit de la maniére suivante :

(v.V)v=J x B~ Vp+vViv (6.2a)
Vv =0 (6.2)
VB=0 (6.2¢)

VxE=0 (6.2d)

VxB=1J] (6.2¢)

E+vxB=nT)J. (6.2f)

(v.V)T = xoVT (6.2g)

Les inconnues de ce probleme sont le champ électrique E, le champ magnétique B, le champ de
vitesse v et les champs scalaires de pression p et de température T'. Le plasma est supposé avoir une
densité uniforme. L’équation de Navier-Stokes en régime stationnaire est normalisée a la densité de
masse, p. Cette derniere est couplée aux aux équations de Maxwell, a la loi d’Ohm et aux équations
de convection-diffusion de la chaleur en régime stationnaire. Ce systeme d’équations est écrit pour
variables sans dimension dans les unités Alfven habituelles ou les villes de vitesse sont normalisées
par la ville de vitesse Alfven caractéristique. Le systeme d’équation initiale est réduit en un systeme

d’équations aux dérivés partielles (EDP). Vous trouverez les détails dans I'annexe B.

Concernant 1’équation (6.2g), nous nous concentrons sur I’étude des états stationnaires toroidaux,
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nous ne retenons dans 1’équation de la chaleur que la partie transversale et l'identifions a yrVT. Le
coefficient de diffusion 7 est typiquement de I'ordre de 1m?.s™ ! dans les tokamaks [Freidberg(2008)]
et cette valeur numérique est prise dans nos simulations. Les simulations numériques en présence d’'une
équation de chaleur ont été menées dans une géométrie axisymétrique avec les parametres géométriques
de JET. Le systeme d’équations contenant une équation de chaleur est résolu par la méthode des

éléments finis (FEM), & 1'aide du logiciel libre FreeFem-++ [Hecht(2005)].

6.2 Etats stationnaires en présence d’un chauffage localisé

Le chauffage du plasma dans un tokamak provient en une partie des courants électriques obtenus
a partir de plusieurs sources. La principale source de courant dans un tokamak est celle induite par
I’action du transformateur provoquée par la bobine ohmique centrale. Les autres sources de courant

sont 'injection de faisceaux de neutres.

La température de 'électron détermine la résistivité du plasma, qui régit 1'évolution du profil du
facteur de sécurité [Pironti and Walker(2005)]. Cela rend ces deux dynamiques hautement couplées.
Dans ce travail, nous nous concentrons 1’étude sur 'effet du gradient de la température sur la vitesse
de la rotation du plasma. Ce gradient de température externe peut étre caractérisé par par une différence

de température entre le haut et le bas du tore. On note

Thaut - TO
AT = ——— .
T, (6.3a)
AT >0 (6.3h)

avec Thqut représente la température supérieure et Ty la température au bas du tore. Dans le

précédent travail nous avons considéré une résistivité n constante. On va définir a nouveau la résistivité,
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cette fois-ci elle dépend de la température. On note la résistivité au bas du tokamak par :

n(To) = no (6.4)

Nous allons comparé les résultats avec ceux pour lesquels la résistivité est une constante

o) = 6.9 x 1077 (6.5)

Le parametre de contrdle est la valeur moyenne du nombre de Hartmann <H (n)>. Dans le cas d'une
résistivité non uniforme H n’est pas uniforme mais dépend de 7). Les autres parametres physiques pris

sont : la résistivité ny = 6.9 x 1077, By = 3 x 1079 et By = 0.87.
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FIGURE 6.1 — Le profil de la température est présenté pour deux valeurs différentes de H = 10 (a

gauche) et H = 10* (a droite) et avec une différence de température de AT = 10. Les conditions aux

bords utilisées sont de type free slip (871(”—;1) =0).
T
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IsoValue IsoValue

FIGURE 6.2 — Méme plot que la figure 6.1 pour H = 10* (a gauche), H = 10° (a droite).

6.2.1 Etude de la stabilité numérique

Nous avons testé plusieurs maillages pour différentes valeurs de AT'. Nos résultats numériques sont

stables, et ne dépendent pas du maillage jusqu’a une certaine valeur limite de H.

| .
: PPN MM
10°6 | ) |
ol = 7
o |
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S - M=200, AT =0 :
"] M=300, AT =0 . J
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T S M_100 AT =1 — o |
M=200, AT=1 -
ol M=300, AT =1 |
M=400, AT =1 )
10-18 M=800, AT = 1
100 10! 102 103 10% 109 -

<H>

FIGURE 6.3 — La valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale en fonction de < H > pour

différents maillages. On a pris AT =0 et AT = 1.
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La cas référence d’une résistivité uniforme, on revient au systéeme d’équations initiales définie par

les équations B.5. On remarque que la valeur de la vitesse quadratique moyenne toroidale est plus

importante dans le cas d'une température non uniforme ( AT = 1 ). Parlons de la stabilité numérique.

On voit que le fait d’introduire la température a un effet stabiliseur sur les résultats numériques.
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FIGURE 6.4 — La valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale pour AT = 0.1 et AT = 0.01.
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6.2.2 Reésultats numériques pour plusieurs AT

Nous avons réalisé des simulations numériques en utilisant deux types de conditions aux limites :
nous supposons dans cette étude que le plasma est en contact avec les parois supposées étre des
conducteurs parfaits. La vitesse du plasma est considéré nulle au bord, et des conditions aux limites de
type free-slip sur la composante toroidale de la vitesse (v,), ou nous considérons que la dérivée normale
de la vitesse angulaire soit égale a zéro au bord. Pour le reste des variables on impose les conditions

aux limites suivantes :

U = U = Uy = 0 (66&)
ug =1 (6.6b)
ur = f(y) (6.6¢)

La contrainte imposée sur uy, est une fonction qui dépend de y. Pour toutes les simulations on prend

Uy

la condition J,(—) = 0 ou (exceptionnellement) u4 = 0.
r

v, =0 (6.7a)
an(%) —0 (6.7h)

Profil de la vitesse toroidale pour AT = 0.01

Dans ce qui suit, nous allons présenter le profil de la vitesse toroidale pour AT = 0.01, en utilisant

les conditions aux limites de types free-slip (6.7b).
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IsoValue IsoValue
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FIGURE 6.6 — La vitesse toroidale pour H = 10 (& gauche) et H = 107 (& droite) pour AT = 0.01.

La chauffage localisé est moins intense dans ce cas. On observe des structures antisymétriques pour
H = 10, avec une vitesse moins importante. Pour H = 107, une couche limites visqueuse apparaisse

sur le bord. On va augmenter le chauffage et voir son effet sur I’évolution sur la vitesse recherchée.

Profil de la vitesse toroidale pour AT = 0.1
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FIGURE 6.7 — La vitesse toroidale pour H = 10 et H = 1000 pour AT = 0.1.
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IsoValue IsoValue
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FIGURE 6.8 — La vitesse toroidale pour H = 10° et H = 107.

Profil de la vitesse toroidale pour AT =1

Dans ce qui suit, nous allons présenter le profil de la vitesse toroidale pour AT =1

IsoValue IsoValue

FIGURE 6.9 — La vitesse toroidale pour H = 10 et H = 10° pour AT = 1.

Profil de la vitesse toroidale pour AT =5

Une illustration du profil de la vitesse toroidale pour un chauffage localisé AT = 5 est présentée sur
la figure 6.10. On a présenté les résultats des simulations pour différents AT, méme si les plus grandes

valeurs de AT peuvent étre irréalistes (AT = 20 et AT = 50) d’un point de vue physique. L'un de nos
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IsoVale

IsoValue

FIGURE 6.10 — La vitesse toroidale pour H = 10 et H = 10° pour AT = 5.

objectifs est d’obtenir des vitesses plus grandes qu’auparavant pour une température uniforme et sans
aucune perturbation axisymétrique. Nous présentons les vitesses quadratiques moyennes (rms) pour

différents gradients de température dans la figure 6.11.

Nous avons choisi deux types de conditions aux bords : Une condition de type free-slip présentée
par la figure 6.11 et une condition de type no-slip présentée par la figure 6.12. La condition aux limites
toroidal permet d’atteindre des vitesses en quelque sorte plus élevées que celle présentée sur la figure
6.11 pour un (H) donné, ce qui est visible a partir d’'une comparaison entre les figures 6.12 et 6.11. Le

comportement général des courbes dans les deux tracés est assez similaire.
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FIGURE 6.11 — La valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale < v, >,,,s pour plusieurs AT en

utilisant la condition au limite (6.7b).
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FIGURE 6.12 — La valeur quadratique moyenne de la vitesse toroidale < v, >,,,s pour plusieurs AT en

utilisant la condition au limite (6.7a).
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FIGURE 6.13 — Les pentes instantanées du logarithme de la vitesse toroidale (< v, >,ms), en fonction

du logarithme de <H > pour différentes valeurs de AT, la condition au limite utilisée est celle de v, = 0.

Analysons les résultats obtenus pour plusieurs valeurs de AT'. Pour des faibles nombre de Hartmann,
plus le chauffage est intense, plus la vitesse toroidale est élevée. Pourtant, pour <H> importante,
le comportement de la solution differe. Les tracés correspondant aux chauffages les plus intenses se
saturent rapidement : la pente de < v, >, devient faible par rapport aux simulations avec un
chauffage moins intense et les plus grands gradients de température ne donnent pas les vitesses les
plus rapides. A linverse, les résultats avec un chauffage moins intense, ce qu'on peut remarquer a
partir de la figure 6.12 un régime linéaire méme pour des H grands avec une pente égale a 2 (cf. figure
6.13). Ce résultat correspond & < v, >,y proportionnel a < H >2. Cependant, plus le gradient de
température est élevé, plus le régime observé pour des chauffages moins intense n’est plus observé pour
des chauffages importants, raison pour laquelle nous avons tracé les pentes instantanées su logarithme
de la vitesse toroidale. Nous avons tracé la variation de 9(log < v, >pms /O(log < H >) sur la figure

6.13. Dans la limite d’une viscosité infinie, correspondant a < H > — 0, on observe que la moyenne
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quadratique des vitesses toroidales varie comme < H >*. Ce résultat a été prédit analytiquement pour

AT = 0 par Kamp dans son papier (Kampetal.1998).

6.3 Etude de la symétrie des solutions obtenues

Nous allons maintenant étudier la symétrie des solutions par rapport au plan médian horizontal
du tokamak y = 0. En introduisant un chauffage non homogene le long de ’axe vertical y, la symétrie
haut-bas du probleme a été rompue. Pour le probleme de température uniforme, les propriétés de sy-
métrie ont été étudiées dans [Oueslati and Firpo(2020)] et le champ de vitesse toroidale s’est avéré étre
naturellement antisymétrique, c’est-a-dire une fonction impaire de y. Dans les simulations actuelles,
pour des nombres de Hartmann élevés, nous obtenons des profils plutét symétriques (voir par exemple
la figure 6.14) en contraste frappant avec le cas de chauffage uniforme. Cela se trouve étre une situation
quelque peu paradoxale car briser la symétrie du probleme semble faire passer les solutions de I'antisy-
métrie a la symétrie, plutot que d’éliminer simplement les propriétés de symétrie. Néanmoins, I'image
est plus complexe car, par exemple, dans le cas d'un chauffage intense, il n’y a plus de propriétés de

symétrie évidentes pour des nombres de Hartmann suffisamment élevés (voir figure 6.15).
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Pour aller au-dela des observations qualitatives évoquées précédemment et obtenir des informations

plus précises, il faut caractériser quantitativement la symétrie ou 'antisymétrie de nos solutions. Pour

cela, nous considérons la norme L? des parties symétriques et antisymétriques de la vitesse toroidale.

1 -
1wm=0—/wmm+%@wW@ﬁ
Sa 2

_ 1 Yo(ay) — Yo(z,—y)
Vanti = (SQ / 9 dl’dy)

[N

< USD >2:< /Usymm >2 + < Uanti >2

(6.8a)
(6.8b)

(6.8¢)

On va introduire 'argument de symétrie y donné par x = arctan(Vsymm/Vanti). Cette grandeur

scalaire permet de visualiser la symétrie et 'antisymétrie des solutions (voir figure 6.17). Cet argument
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ne dépend pas de la norme de la vitesse. Pour les simulations a température uniforme, on obtient

< Vy >rms=< Vanti > €t < Vgy >= 0.

IsoValue IsoValue

u ]

L] a

L] L]

n n

] n

] ]

n-1 731e-1 "l i

W7.15264e-15 m-1.6699e-06

W1.56326e-14 B-1.34106e-06

m2.41125e-14 §-1.01223e-06

m3.25925e-14 B-6.83388e-07

m4.10724e-14 B-3.5455e-07

W4.95524e-14 B-2.57121e-08

W5.80323e-14 B3.03126e-07

m6.65123e-14 =E 3(‘)3((3]49 (O/_
7.49922¢-14 60802e-07

H 34722e-14 mi éﬁggée 82

M9.19521e-14 m1.61848e

M1.00432e-13 W1.94732e-06

m1.08912e-13 g W2.276166-06

m1.30112e-13 W3.09825e-06

FIGURE 6.16 — Plot de la vitesse toroidale & H = 10 (a gauche) et H = 10° (a droite) pour AT = 0.1

Les figures 6.16 et 6.17 montrent une transition de I’antisymétrie a la symétrie dans le cas AT = 0.1
lorsque le nombre de Hartmann augmente. Pour les faibles nombres de Hartmann, la vitesse toroidale

le profil de < v, > est antisymétrique.
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FIGURE 6.17 — L’argument de symétrie y donné par y = arctan(Vsymm/vVanti) €n fonction de la valeur
moyenne de < H > pour AT = 0.1 ( a gauche) et la vitesse quadratique moyenne < v,, > pour AT =0

et AT =0.1.
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Ce qui nous intéresse, c’est la transition de la solution antisymétrique a une solution symétrique.
Nous remarquons que la transition se produit a H donné (voir figure 6.17 et 6.16). L’apparition d'une
solution symétrique apparait au point de séparation entre le chauffage homogeéne ( AT = 0) et non
homogene (AT = 0.1). Cela semble dire que la température passe d'une température uniforme a un

état plus rapide et plus symétrique.
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IsoValue lsoValue

FIGURE 6.20 — Méme plot que la figure 6.18 pour AT = 1.

6.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'effet d’une résistivité non uniforme sur la vitesse du plasma
dans la direction toroidale. L’analyse des résultats obtenus en terme de symétrie des solutions a montré
que la solution pour des températures uniformes varie comme < v, >y xH?, avec une anti-symétrie
haut-bas du champ de vitesse toroidale. Cependant, il semble que la solution a température uniforme
AT = 0, purement anti-symétrique, est instable. En ce sens, la limite AT — 0 est singuliere. Il est
intéressant de noter que pour AT extrémement petit, une loi d’échelle < v, > xH? a été observé
dans une certaine plage de valeurs du nombre de Hartmann qui dépend de T'; il coincide avec un
profil symétrique plutot haut-bas du champ de vitesse toroidale. Il apparait que pour des températures
uniformes (AT = 0), la solution est purement antisymétrique. Pour des valeurs élevées de H et pour
une température non uniforme ( (A7 # 0) la solution devient symétrique (figure 6.20). Il est intéressant

de noter que la vitesse toroidale < v, > est une fonction de 4 pour AT = 0.01, AT = 0.1 et AT = 1.
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Finalement, il arrive que la perturbation des conditions aux limites de température a H fini permette
d’obtenir des vitesses beaucoup plus élevées a des nombres de Hartmann élevés que le cas de température
uniforme. Enfin, on peut interpréter I'existance de solutions a la fois symétriques et anti-symétriques

dans la limite haute H comme le signal d’une bifurcation au sens de I’hydrodynamique.



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Le travail de these présenté, dans le cadre de la MHD non idéale, a permis de donner une preuve
numérique de la rotation spontanée observée dans les tokamaks [Rice(1999)]. Une piste de recherche
a été explorée afin de donner quelques résultats bénéfiques pour la fusion par confinement. Un travail
essentiellement basé sur des simulations numériques et une partie de modélisation des tokamaks JET
et ITER. Le modele MHD non idéale est résolu a ’aide de la méthode des éléments finis en utilisant le

logiciel FreeFem-++-.

Dans une premiere partie, nous avons effectué un calcul des états d’équilibres stationnaires avec
les parametres géométriques de JET et ITER. Un cas test dans une géométrie rectangulaire était validé
par nos simulations numériques. Notre but était de déterminer la sensibilité de plusieurs parametres
physiques sur la rotation toroidale du plasma, qui est un phénomeéne observé dans les tokamaks. Il
n’existait pas jusqu’a la, a notre connaissance, d’étude numériques similaires : simulation pour un
nombre de Hartmann aussi élevé, dans une géométrie toroidale comme celle d’'ITER. Les résultats
préliminaires abordés dans la premiere partie de ce manuscrit mettent en évidence I’émergence dune

vitesse non nulle dans cette direction, mais qui n’est pas suffisante pour avoir un impact positif sur le

137
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confinement. Cependant, il faudrait des vitesses plus importantes.

Dans une deuxieéme partie, I'idée de base était d’appliquer de faibles perturbations magnétiques
et de voir leur effet sur la rotation du plasma. Nous avons montré que les perturbations magnétiques
axisymétriques peuvent briser la symétrie haut-bas du tore en générant une vitesse importante et po-
tentiellement pertinente a la fusion par confinement magnétique. L’effet des conditions aux limites
imposées a la solution a été étudié. Dans le cas d’une condition aux limites toroidale (free-slip), on
obtient des résultats intéressants : de grandes vitesses toroidales observées en régime permanent sont
obtenues a des nombres de Hartmann élevés. La maitrise et la compréhension des effets dissipatifs est
un enjeu principal pour la fusion. Ces effets sont compris dans le modele étudié a travers la présence
de deux parametres importants : la résistivité du plasma qui est I'inverse de la conductivité électrique
et la viscosité dont sa valeur reste inconnue. Dans les résultats présentés dans cette partie, nous avons

considéré une résistivité uniforme.

Dans une troisiéme partie, nous avons généralisé les résultats précédents en supposant une ré-
sistivité qui dépend de la température (n(7)) au lieu d'une résistivité constante. Le but est d’étudier
effet de n(T) sur le profil de la vitesse toroidale. Une équation supplémentaire de convection-diffusion
s’ajoute aux systemes d’équations initiales pour tenir en compte de l'effet du gradient de la tempéra-
ture. La stabilité numérique a été testé pour plusieurs variations de températures. Nos résultats sont
stables jusqu’a H grand. L’analyse de la solution obtenue et une comparaison avec le cas d’une résisti-
vité uniforme étaient I'objet de ces derniers résultats. Un résultat intéressant observé en rapport avec

la vitesse toroidale a été observé en plus d’une loi d’échelle importante tirée des résultats obtenus.

A T’heure actuelle, on se contente de donner les résultats en deux dimensions. Il serait intéressant
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de montrer 'évolution de la vitesse en trois dimensions (3D). Une idée, qui a suscité notre intérét
et qui s’integre dans la continuité de ce qui a été présenté avant, est de pouvoir créer des contours
déformés afin d’isoler le plasma des parois et d’éviter les pertes. Des résultats en cours d’investigations
pour plusieurs formes de contours déformés montrent une vitesse importante dans le cas d'un plasma

détaché des parois.

vphi_1e6, H= 1e+06 Eta= 6.9-09 B0= 0.87 EO= 3e-09 vphi_1e6, H= 1e+06 Eta= 6.9e-09 B0= 0.87 EO= 3¢-09
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FIGURE 7.1 — Plot de la vitesse toroidale pour les deux types de contours a H = 10°

Dans un plasma, le role du divertor sera d’extraire I'hélium et les impuretés du plasma. Le flux
des particules dans la configuration divertor est dirigé vers les plaques de neutralisation situées loin du
centre du plasma. Les particules vont I'ioniser dans la zone de bord sans entrer en contact avec la paroi.
Des résultats préliminaires ont été trouvés en présence des contours déformés. Cet aspect considéré a

un effet sur la vitesse du plasma dans la direction toroidale.

Toutefois le probleme de la MHD visco-résistif regroupe plusieurs équations couplées et non linéaires.
Il est nécessaire d’utiliser d’autres méthodes que celle citée ci-avant (la méthode de linéarisation de
Neuton-Raphson) pour vérifier 'existence et I'unicité des solutions. La méthode de linéarisation utilisée

n’est valide qu’autour d’un point régulier et par conséquent ne peut pas étre utilisée pour définir
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un comportement global. Contrairement aux systemes linéaires qui possedent un point d’équilibre, le
systeme non linéaire en possede plusieurs. Nous souhaitons utiliser une méthode numérique permettant
d’explorer plus de possibilité de recherche des solutions. Cette derniere représente I'extension de la
méthode de NR. L’objectif sera de faire varier les conditions initiales et chercher la solution. L’idée est

que nous pourrons retrouver des solutions multiples.
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Abstract. Plasma rotation proves to have important effects on the improvement of the confinement and on the entrance into the
H-mode of improved confinement in tokamaks. To consider this issue, we propose to determine numerically the steady states of
the visco-resistive MHD equations including the non-linear (v.V)v term. We take into account the external electric field in the
toroidal direction used to create the toroidal current required in a tokamak to create the poloidal component of the magnetic field.
Numerical results in JET and ITER geometries obtained using the finite element programming language FreeFem-++ are presented.
We consider realistic values of the resistivity 1) and vary the viscosity, v, of which the realistic order of magnitude is poorly known.
The axisymmetric steady-state visco-resistive MHD equations with symmetric boundary conditions are solved using a continuation
method on v and a Newton-Raphson scheme to handle the nonlinearity.

INTRODUCTION

The original theoretical approach to assess the viability of the machine configurations for magnetic confinement fusion
has been to consider steady-state motionless magnetohydrodynamic (MHD) equilibria and derive their linear theory,
namely study their stability with respect to small perturbations. Some reason for this was also that, in the presence of
equilibrium flows, the stability of fluids and plasmas remains a difficult issue from an analytical point of view [1]. In
terms of the modeling framework, because nonideal terms, such as in particular resistive terms, however small they
are, modify the structure of the MHD equations, it is not surprising that nonideal MHD steady-states are different
from the ideal ones. Therefore, as far as steady-states are concerned, the realistic approach should consider inherently
non-ideal MHD equations instead of the ideal ones.

The geometry has also proven to be important. Whereas in cylinder geometry there are resistive steady states with
zero velocity, which form the basic class of equilibria from which classical linear theory is derived, it happened that
these zero velocity states cannot survive the introduction of toroidal effects [2]. In truly toroidal conditions, resistive
steady states possess non-zero steady flows. Montgomery and co-workers have notably pointed out this discrepancy
and have conducted a research program to characterize the realistic non-ideal steady states in toroidal geometry. In
Ref. [3], Kamp and Montgomery considered the visco-resistive MHD equations in toroidal geometry and were able
to compute the associated steady-states using some meaningful assumptions. The aim of the present study is to follow
this path and investigate the steady-state MHD velocity field associated to realistic values of the resistivity, 1, and to
realistically small values of the viscosity, v, (up to two orders) below the lowest value considered in [3]. A central
objective here is to figure out the sensitivity of the magnitude of the toroidal velocity field on the viscosity.

The first section is devoted to the introduction of the model equations and their boundary conditions. The sec-
ond section addresses the implementation of the later system of partial differential equations into the finite element
programming code FreeFem++ beginning with its weak formulation. The third section presents a validation study
of our numerical code through a comparison against simulation results obtained with FEMLAB in Ref. [3]. Then,
the framework and the simulation results obtained in JET and ITER geometries are presented in the fourth section.
Conclusions and perspectives of the study are finally addressed.

The system of equations

We shall first introduce the minimal mathematical frame necessary to compute visco-resistive MHD steady states
allowing for non-vanishing velocity fields. The physical unknown quantities are the electric field E, the magnetic
field B, the velocity field v and the scalar pressure p. The conducting plasma fluid is assumed to have a uniform
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FIGURE 1. Geometry of the toroid used in the computations of the third section. The length unit is the meter.

density so that the mass conservation equation amounts to write the incompressibility condition (1b). The steady-state
Navier-Stokes equation normalized to the mass density, p, is written in Eq. (1a). These fluid equations are coupled
to the Maxwell equations (1c)-(1d)-(1e) and to the Ohm’s law (1f) written for dimensionless variables in the usual
Alfven units where velocities are normalized by the characteristic Alfvén velocity va = (B2/uop) 1z,

The full system of equations reads

(v.V)v=JxB—Vp+vViy (1a)
Vyv=0 (1b)
VB=0 (1c)

VXE=0 1d)

VxB=] (le)

E+vxB=nJ. a1

There are two (small) dimensionless parameters in this system, that are the resistivity 1, which is the inverse of the
magnetic Reynolds number S, and the kinematic viscosity v, which is the inverse of the viscous Lundquist number
M. One may introduce another (large) parameter from the combination of S and M, such as the Hartmann number H
defined through H = +/MS. Here the modeling of the resistive effects has been made in the (usual) scalar way. In the
steady Navier-Stokes equation (1a), the viscosity has also been assumed to be scalar. The system (1) needs now to be
completed by the specification of the problem geometry and boundary conditions.

Since our interest lies in toroidal magnetic confinement devices for fusion, we shall consider cases where the plasma
fluid is confined within a toroid. In order to probe our computations against Kamp and Montgomery’s results [3], we
shall consider in the first place a torus with rectangular cross-section having the same parameters as in Ref. [3],
namely a major radius of 3 meters, a 1.8 meters height and 2.4 meters length. This schematic geometry is represented
in Figure 1. Later in the article, we shall consider the realistic cases of JET and ITER-like geometries. Moreover, we
shall restrict to the two-dimensional problem by imposing axisymmetry.

Computationally convenient and idealized boundary conditions are chosen as in Ref. [3]. Namely, we shall assume
that the tokamak walls are ideally conducting so that the normal component of the magnetic field should vanish at the
walls. As for the velocity field, it will be assumed as in the hydrodynamics of neutral fluids that its normal component
to the walls also vanishes, although this classical condition may not be accurate for plasmas. An identical assumption
will be made for the current density. Additionally, it is imposed that any tangential viscous stress vanishes at the vessel
walls.

Tokamaks are mostly driven devices and this must be taken into account in the modeling. Each discharge starts
by inducing an electric field in the toroidal direction. This serves first to create the plasma by ionizing the gas in the
vacuum chamber and then to drive the toroidal current that generates and sustains the poloidal magnetic field. Since
our approach is steady-state, there is an implicit assumption here that the visco-resistive MHD dynamical timescales
are negligible compared with the typical duration of a discharge. Indeed, even if during a discharge, some change in
the plasma parameters may occur in time, because the timescales of the energy and current diffusion are much longer
than the MHD timescales (Alfven transit time), one may consider that the plasma evolves through successive static
MHD steady-states which validates the present approach. As in Ref. [3], the expression of the external electric field



will be

ro+
Eex = Eo7°-¢, )

where Ey just denotes the value of Eey at the major radius rp. The magnetic field also comprises an external part
created by the external poloidal coils of the form

o
Bext = Bo 701(;)' (3)

Formulation in terms of scalar potentials

From now on, we restrict to the axisymmetric two-dimensional problem and impose the independence of the fields
with respect to the toroidal angle ¢. Since the velocity and magnetic fields are solenoidal vector fields (i.e. having zero
divergence), there exist scalar fields y and y, respectively called the stream function and the magnetic flux function,
such that

v(nz) =VyxVo+ vq,/i\(p, (4a)
B(r,z) = Vy xV<p+(BOr7°+B(p)i,,. (4b)

Moreover, the full expression of the static electric field is the sum of the external field (2) and of the electrostatic part
deriving from the gradient of some scalar potential ®

E=E)i,— V. 5)
r

The vorticity and the current density fields are respectively defined by w =V x v and J = V x B. Using the previous
expressions in Eq. (4), they may be written as

1 ~

3(r:) = V(rBy) x Vo — (A" g kg (60)
1 ~

w(rz) =V(rvg) x Vo — ;(A* V)i (6b)

where the second-order elliptic operator /A* is defined by
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Let us define the rescaled variables x = r/rg, y = z/r¢ and introduce the same notations as in Ref. [3], namely
m=Y (8a)
o
U2 = rore, (8b)
rBg
uz = ——-+1 (8c)
I
ug="2 (8d)
Iy
us =~ (8¢)
o
Ug = rorJ(p -1, (8f)

where I, = ryBg and I, = r(z)Eo /n. Let us define the Poisson bracket of two functions u and v with respect to the
variables x and y as

Judv dudv



The system of equations to be solved reads finally

A*Ln = —up (IOa)
. I,% 3u§ ug+1, dus
1 wp duy 5 0 Ul
+;({u67uj}+{ul,uz})+2x77y _ijy(x%) (10C)
2, 0 d 1
T]A*u3:x—z(u38ly1—u4alys)+;({ul,u3}+{u4,u5}) (10d)
1
VA uy = ;({ug,u5}+{u1,u4}) (10e)
Nus = —ug—1, (10f)
Nue = {us,ul} (10g)

in which the operator A* has to be taken in the new variables x and y as

2 2
RN TSN )

T ox2 xdx 9y Cxox (i

NUMERICAL RESOLUTION WITH THE FINITE ELEMENT METHOD (FEM) USING
FREEFEM++

In the present study, the previous non-linear system of equations (10) is solved under its weak formulation using
FreeFem++ [4] with the finite element method.

We define by Q C R? the computational domain, that will be the cross-section of the tokamak under consideration,
with boundary dQ and exterior unit normal n. We introduce the function space V, through

V, = {u€ H'(Q);u=gon dQ} (12)

Multiplying each line of (10) by any test function v; in the Hilbert space H(} (Q) = Vp with the assumption that
vilga = 0, the weak formulation of equations (10) is of the form [5], forall i =1,...,5,

1du;
/Vu,».Vv,»dQ+/ 7ﬂvidg+/gi(u)vid§z:0, (13a)
Q QX 0x o

| 16— go(w)lvsa@ = o, (13b)
with ge(u) = 1~ {us,u; }. In Egs. ((13)), we have made use of the Green’s formula

/—Aude:/VwVde—/ n-Vuvds. (14)
Q Q 2Q

The nonlinearity of the MHD system of equations is contained in the g, g3, g4 and gg functional forms. In order to
tackle these nonlinear partial differential equations discretized with finite elements, Newton-Raphson’s method has
been implemented.

The above system of equations ((13)) can be cast under the form F(u) = 0. In order to find the solution u such
that F(u) = 0, the Newton-Raphson’s iterative method uses the property that, in the vicinity of u, a Taylor expansion
of F yields F(u+h) — hDF (u) = O(h*). Here DF is the differential of F that should be evaluated. An initial guess
u=1up € [[;—;, ¢V, mustbe close enough to the solution u to ensure a good convergence of the algorithm. Defining
by ¢ the desired accuracy of the Newton-Raphson method, we operate the iteration

- Choose uyg;



- For(i=0,...,imax;i=i+1)do
6,‘ = F(ll,')/DF(ll,');
Ui =u;— G
Break for ||§;|| < €.

As for the implementation of the FEM, FreeFem++ generates automatically the triangulation (7;), with /& the mesh
size. The automatic mesh generation is based on the Delaunay-Voronoi algorithm. For a good mesh generation, it is
essential to define the appropriate finite element space. A comparison between P1 and P2 space elements was tested
for different meshes. We shall consider this for the results obtained in the ITER geometry. Finally, the boundary 0dQ
is described analytically by a parametric equation for JET and ITER geometries.

BENCHMARKS OF THE CODE

The system of partial differential equations governing the driven visco-resistive MHD steady-states relevant to toka-
maks and the boundary conditions at the walls have been presented above. We have used FreeFem++ [4] to derive
numerically the (weak) solution of this system written in a variational form of the type F(u) = [, f(u) - vdQ = 0,Vv
as presented before. We have used a local linearization through a Newton-Raphson algorithm to iteratively find the
solution u providing a very quick convergence.

Our first objective has been to compare our FreeFem++ numerical results with that obtained by Kamp and Mont-
gomery in Ref. [3] using the FEMLAB solver (now called COMSOL). These test-bed results are presented in this
Section. For this purpose, we shall set here the parameters Ey, By and 1) equal to one as in Ref. [3]. The only free
parameter remains the viscosity v or equivalently the Hartmann number, H, which is chosen to be the control parame-
ter. In this Section, the tokamak is modeled as in Ref. [3] by a torus with a rectangular cross-section dQ2 with a major
radius of 3 meters, a 1.8 meters height and 2.4 meters length, as represented in Figure 1. The boundary conditions
imposed upon the solutions of the set of Eqs. (10) are that any tangential viscous stress, and the normal components
of v, J, and B, should vanish at the walls.

Below are reproduced some of our numerical results to be compared with the FEMLAB results of Ref. [3] for
identical conditions. Figure 2 represents a color plot of the toroidal velocity field v, in the upper half-part of the
cross-section of the toroid. This has to be compared with the Figure 6(b) of Ref. [3] to which it finely agrees.

IsoValue

m0.000469084
m0.000704211
m0.000939337
m0.00117446

m0.0023501
m0.00293791

FIGURE 2. Toroidal component of the plasma velocity field across the z > 0 part of the rectangular cross-section in the geometry
represented on Fig. 1 for H = 40. Other parameters are set to Eg = By =1 = 1.

Similar agreements can be checked for the case H = 100 in Figure 3 to be compared with Figure 7(b) of Ref. [3]
and H = 500 in Figure 4 to be compared with Figure 8(b) of Ref. [3]. The velocity field is antisymmetric with respect
to the z = 0 midplane.

Eventually, our simulations were also tested against some scalings derived analytically [6] in the infinite viscosity
limit, corresponding here to the H — 0. In this limit, for a given 7, the quadratic means (or root mean squares) of
the poloidal and toroidal velocities have been predicted to respectively scale with H% and H*. This agrees with our
numerical results. In particular, Figure 5 represents the behavior of the root mean square (rms) poloidal speed as a
function of the Hartmann number. This reasonably strong correlation between the simulations and the theory achieved
to provide some solid arguments for the validity of our FreeFem++ numerical code. This concludes the present section
devoted to the numerical assessment of our numerical scheme.



IsoValue

[ 6694
m0.0163372

m0.0933556

FIGURE 3. Toroidal component of the plasma velocity field across the z > 0 part of the rectangular cross-section in the geometry
represented on Fig. 1 for H = 100. Other parameters are set to Eg =By =1 = 1.
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FIGURE 4. Same as in Figs. 2 and 3 for H = 500.
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FIGURE 5. Poloidal rms speed as a function of H in log-log scale. The fit, done with the algorithm of the gnuplot software [7],
has an equation of y = ax+ b where a = 1.99858 = 0.00031 and b = —9.7799 +0.0011 for a reduced chi-squared of 4.0 x 10~3
The theoretical calculation [6] predicts a = 2.



In order to address physically relevant conditions for the magnetic confinement fusion, we shall now change the
problem geometry by turning to a JET and ITER-like toroids and by introducing and discussing the operational

physical orders of magnitude.

NUMERICAL DERIVATION OF AXISYMMETRIC STEADY FLOWS FOR JET AND
ITER-LIKE GEOMETRIES

Framework

We turn now to realistic geometries for the JET and ITER tokamaks, as depicted in Figure 6. The equations modeling
the boundaries dQ of these tokamaks read

x= <1 + r—lcos(e +arcsin65in6)> cos @,
1o

y= <1+ﬂcos(9+arcsin551n9)> sin @, 15)
ro
z= r—zsin67
ro

for (¢,0) € [O; 27r]2. Here ry is the major radius, | the semi-minor axis and r, the semi-major axis of the cross-section,
and & the triangularity parameter.

81

6
4
2
0

FIGURE 6. Geometries of the JET and ITER tokamaks.

We wish to investigate steady flow velocities for realistically large values of the Hartmann number. Because the
visco-resistive MHD system of equations is nonlinear and in order to ensure the convergence of the Newton-Raphson
iterative procedure, we perform a continuation method starting from a low Hartmann number. The steady-state solu-
tion for some Hartmann number Hj serves as an initialization for the Newton-Raphson method for the next Hartmann
number H; 1 > H; in this incremental process.

FreeFem++ uses a variety of triangular finite elements (linear and quadratic Lagrangian elements, discontinuous
P1, piecewise quadratic P2, Raviart-Thomas elements, etc...) to solve partial differential equations in two dimensions.
The present code used to determine the velocity profiles in the toroidal and the poloidal directions of the torus, uses P2
finite element, with mesh adaptivity on the border. Numerically, we use mesh refinement in order to have an optimal
convergence of the solutions which becomes critical for large Hartmann numbers when boundary layers form. The



approximative solution is associated to a mesh with size h;,i = 1,...,n; and associated finite elements at order 2. In
our cases, an initial mesh size of h,,;, = 0.004 is considered. Figure 7 represents the adapted mesh used in the JET

FIGURE 7. Representation in the x and y variables of the mesh adaptation on the border for the JET tokamak. Here the number
of triangles is 11142, the number of vertices is 5765.

computations.

Velocity fields for realistic JET parameters with symmetric no-slip boundary conditions

The numerical derivation of steady states in visco-resistive MHD in tokamaks requires a high spatial resolution.
Toroidal velocities are computed for increasing Hartmann numbers using no-slip boundary conditions.

Typical JET parameters have been taken: the major radius is ro = 3m, the semi-minor axis radius r; = 1.25m,
the plasma elongation x = r/r; = 1.55 and triangularity is such that arcsind = 0.5. The value of the external
toroidal magnetic field By is taken to be 2.8T. The toroidal loop voltage is chosen to be equal to 1 Volt. This is a
reasonable assumption since the toroidal electric field Eg is of the order of some V.m~ ! in the present devices [8].
In dimensionless units, the corresponding parameters are By = 0.87 and Ep = 3.10~°. Plasma resistivity decreases
strongly with temperature as 732 (Spitzer’s law [9]). In the present simulations, resistivity was fixed to the value n =
6.9 x 1078, Velocities are expressed in Alfvénic units with a JET-relevant Alfvén velocity v4 = 3.10°m.s~! . Velocities
are expressed in Alfvénic units with a JET-relevant Alfvén velocity v4 = 3.10°m.s~!. The evolution as a function of
the Hartmann number of the toroidal flow in JET is presented in the Figures 8, 9, 10 and 11.

The topology of the poloidal velocity field for the realistic parameters mentioned before and the Hartmann numbers
H =10and H = 10° is shown in Figs. 12 and 13.

Finally, the maximal toroidal velocity has been computed as a function of the Hartmann number for two values of
the resistivity: 7 = 6.9 x 1078 and 6.9 x 10~7. This is shown on Figure 14.



vphi_10, H= 10 Eta= 6.9e-08 BO= 0.87 EO= 3e-09

IsoValue

FIGURE 8. Toroidal velocity field computed with P2 elements for JET configuration for H = 10 with mesh adaptivity on the
border. Dimensionless parameters are Eg = 3.10~°, By = 0.87 and n = 6.9 x 1078,

vphi_1000, H= 1000 Eta= 6.9e-08 BO= 0.87 E0= 3e-09
IsoValue

H-2.80248e-09
H-2.3354e-09

86831e-09
401225—99

26965e-09
W3.73673e-09
m4.90445e-09

FIGURE 9. Same as Fig. 8 for H = 1000.

Numerical results for ITER like-Geometry and comparison with JET

Here the realistic ITER geometry is considered [10]. The toroidal cross-section amounts then to a D-shaped ellipse.
Indeed the non-circular, shaped, cross-section was found to be an optimum configuration to reach higher 8 and plasma
current in tokamaks. We are thus simulating on the basis of an ellipsoidal section (semi-minor axis of | = 2 meters
and semi-major axis of r, = 3.7 meters) of a ro = 6.2 meters major radius torus. The ITER’s triangularity is set to
8 = 0.33. Whereas the JET tokamak was able to produce 16 MW of fusion power from a total input heating power



vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9e-08 BO= 0.87 E0= 3e-09
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FIGURE 10. Same as Fig. 8 for H = 10*.

vphi_1e5, H= 100000 Eta= 6.9e-08 B0= 0.87 EO= 3e-09

IsoValue

FIGURE 11. Same as Fig. 8 for H = 10°.

of 24MW (Q = 0.67), ITER is designed to produce a ten-fold return on energy (Q = 10), so as to become the first of
fusion experiments to produce net energy gain.

The computational domain is larger for ITER than for JET (see e.g. Figure 6). We shall see now that this makes
FreeFem++ computations more challenging for ITER than for JET and begin to stress the necessity to use P2 elements
instead of P1 to access robust numerics at large Hartmann numbers.

The weak formulation of visco-resistive MHD system of equations is computed with P1 and P2 elements. The P1
elements involve the space of globally continuous affine functions, and denotes the vector space of polynomials of
one degree of freedom, with two local nodes associated with piecewise linear basis functions. P2 elements involve



vpolo_10, H= 10 Eta= 6.9e-08 BO= 0.87 E0= 3e-09
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FIGURE 12. Poloidal velocity field computed with P2 elements in JET for the same parameters for H = 10.

vpolo_1e5, H= 100000 Eta= 6.9e-08 BO= 0.87 E0= 3e-09
IsoValue

H-2.62606e-10
18833e-

FIGURE 13. Same as Fig. 12 for H = 10°.

the space of continuous, piecewise parabolic functions for quadratic elements with three local nodes. As FreeFem++
uses an unstructured triangular mesh defined from the border of the domain, to define the elements P2, one must
first introduce the middle points of the triangle segments. We notice clearly the difference of taking higher-order
polynomials elements by comparing Figures 15 and 16. The property of anti-symmetry with respect to the equatorial
plane of the velocity field is recovered for computations using P2 elements whereas P1 computations become mesh-
dependent, and therefore non-robust, for H 2, 10%.

Simulations were performed for different values of H, with dimensionless parameters Eg = 3.10™° and = 6.9 x
1072, and By = 5T. Asin the JET case, realistic viscosity is uncertain within orders of magnitude, so that we fix the



T
LM +=180 —*—
M += 200 ——
M += 220
M += 180
EM += 200
M += 220 —e—

1x10°8

1x10710

1x1012 |

<vphi>max

1x10714

1x10716 |

1x10°18 |

T T T T T T g

0.1 1

1000 1x10%  1x107

H

10000 100000

FIGURE 14. Maximal value of the toroidal velocity field as a function of the Hartmann number for 1 = 6.9 x 103 (upper
curve) and 11 = 6.9 x 107 (lower curve). The computations have been performed for different meshes in order to check the

mesh-independency of the results.

2.5x10°10 T T T T T T T
2x10°10
1.5x10°10 —
- C e
;-'En 1x10°° - Bl d = 8 L TN IS Y |
o saoll fy =180 —— 1
@ M += 200 ——
2 0% += 220 7
< 11 M-=180 )
-5x10°11 E e
x M -=200 e
2 _ STV (Y - RV el -
g 1x10 | :hj: = 220 —m— NIV VIV L
¥ -lsxiol0 =Sy .
i
2x1010 T e, ]
'>(-‘x__x
-2.5x10°10 Hose ]
'3X10']‘0 | | | | | | |
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
H

FIGURE 15. ITER simulations results computed with P1 elements for different meshes (M). Averages of the toroidal velocity in
the upper y > 0 domain (M+) and in the lower y < 0 (M-) half of the torus.

resistivity, 17, and vary the viscosity through H. Figures 17, 18 and 19 represent the toroidal velocity field in ITER
with the same (no-slip) boundary conditions as in JET for respectively, H = 10, H = 100 and H = 10*.

INTERPRETATION AND PERSPECTIVES OF THE RESULTS

As the resistivity strongly decreases with plasma temperature, the resistivity in ITER is expected to be smaller than in
JET and, for a given Hartmann number, the maximal toroidal velocity increases when the resistivity decreases. This
is expected to be a favorable effect for plasma confinement. In particular, from the above numerical results, it is clear
that the boundary layer regime emerges at smaller Hartmann numbers for smaller values of the resistivity. One can
observe four vortices in the cross-section of the toroidal velocity field for H = 1000 with JET parameters whereas this
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wphi_10, H= 10 Eta= &.9¢-09 B0« 53 E0= 3200
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FIGURE 17. Toroidal velocity field computed with P2 elements in the ITER geometry for H = 10 with mesh adaptation on the
border, other parameters are set to Ey = 3.1079, By =5T,n=69x 107°.

regime disappears for H of the order of 10 with ITER parameters.

There is another favorable effect for ITER due to its larger plasma elongation. All other things being equal, we
were able to check numerically that this geometrical factor yields an increase in the toroidal angular speed.

Nevertheless, in terms of orders of magnitude, the previous numerical results with symmetric boundary conditions
are in the same range as those obtained in Ref. [3]. The natural steady flows obtained in the present simulations
happen to be far too small to impact plasma confinement and to account for the measured plasma intrinsic toroidal
velocities of the order of some km.s~!. Preliminary results indicate that symmetry-breaking boundary conditions may
offer a way to alleviate this problem. This will be addressed in a forthcoming publication.
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FIGURE 18. Same as in Figure 17 for H = 100.
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FIGURE 19. Same as in Figure 17 for H = 10*.
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Plasma rotation plays a crucial role on heat and particle confinement in tokamaks. To consider this issue, we
numerically compute the axisymmetric steady states of the visco-resistive magnetohydrodynamic equations
including the non-linear (v - V)v term using the finite element method. Imposing external n = 0 magnetic
perturbations offers a way to break the natural up-down symmetry of the system and produce a net toroidal
flow. Using realistic parameters, some numerical results indicate that n = 0 perturbations of the magnetic
configuration may be used to increase n = 0 steady-state speeds and promote tokamak plasma confinement

whilst preserving axisymmetry.

I. INTRODUCTION

It has long been recognized in the magnetic confine-
ment fusion community that plasma rotation plays an
important role on the heat and particle confinement
properties’. This raises naturally the question of the
derivation of steady-state flows in tokamak plasmas. The
usual assumption made by linear magnetohydrodynamic
(MHD) theory is to neglect them which allows also to
make less intricate its analytical derivation?. However,
it was shown® that, although there are rigorously mo-
tionless steady-states in cylindrical geometry, this can no
longer be true in toroidal geometry. Because of toroidal
geometry, resistive steady-state flows of tokamak plas-
mas are non-vanishing. There is then, at least, some
fundamental interest in the investigation of steady-states
in the fluid, MHD, description of plasmas in toroidal de-
vices for magnetic confinement fusion. There is also some
pragmatic interest in terms of potential applications in
the search of conditions enhancing steady-state plasma
speeds, when viewing the fluid MHD description as a first
step towards the more realistic and complex (gyro)kinetic
description of future burning plasmas in magnetic con-
finement fusion.

Then one needs to evaluate the minimal necessary in-
gredients to put in the MHD description of tokamak plas-
mas. These are devices driven by two external, curl-
free, toroidal magnetic and electric fields. The later one
produces the toroidal current that is the source of the
poloidal magnetic field. This driving introduces natu-
rally two parameters in the model. As for the equa-
tions themselves, one retains a visco-resistive description
in toroidal geometry. This introduces two other (small)
dimensionless parameters: the resistivity  and the kine-
matic viscosity v. These are respectively the inverses of
the magnetic Reynolds, S, and viscous Lundquist, M,

a) Electronic mail: firpo@Ilpp.polytechnique.fr

numbers. The Hartmann number, H = M S, happens
to be a meaningful combination of those numbers. This
was the setting chosen by Kamp and Montgomery* who
first investigated the visco-resistive MHD steady-states
for tokamaks using idealistic up-down symmetric plasma
domains. Later the effect of having a tokamak with a
cross-section that is not symmetric about the midplane
("D-shaped’) was considered®%. A net toroidal mass flow
can then develop. However, the maximum velocities, in
the region where the viscosity was large enough for the
numerics to work, were of the order of a few meters per
second, far below the speeds commonly measured in toka-
mak plasmas. Recently, a FreeFem++" code was devel-
oped to solve the axisymmetric steady-state flows in the
visco-resistive frame relevant to tokamak physics using
JET and ITER geometries. The obtained results® con-
firm that, within the visco-resistive MHD frame and for
the numerically manageable viscosity values, these n = 0
speeds are far below the levels expected to allow the sta-
bilization of MHD modes and positively impact confine-
ment.

In the present study, the symmetry properties with
respect to the tokamak midplane of the visco-resistive
MHD system are analyzed. Considering tokamaks with
up-down symmetric cross-sections, the possibility of play-
ing on boundary conditions to break symmetry and allow
a net toroidal mass flow is investigated through the use
of external magnetic perturbations. In Section II, the es-
sentials of the visco-resistive modeling frame relevant to
tokamak plasma physics are presented and the up-down
symmetry features of the system of differential equations
are analyzed. We use the open-source partial differential
equations solver FreeFem-++7 for the numerical resolu-
tion of their weak formulation. In Section III, the various
physical parameters are discussed. Numerical results are
presented showing the impact of external magnetic per-
turbations on the plasma poloidal and toroidal speeds. In
Section IV, JET-relevant physical parameters are used.
Robust numerical results up to high Hartmann numbers
are obtained for small external n = 0 magnetic perturba-



tions. These numerical results indicate that rather high
plasma speeds may be reached at fusion-relevant high
Hartmann numbers. Conclusions and perspectives are
drawn in Section V.

II. MODELING FRAME
A. The dimensionless model

The computation of visco-resistive steady states in-
volves the resolution of the steady-state incompressible
Navier Stokes equation (1a)-(1b), including the (v - V)v
term, coupled to the Ohm’s law (1f) and steady-state
Maxwell equations for the electromagnetic field (1c)-(1e)

(v.V)v=JxB - Vp+vViv (1a)
Vv=0 (1b)
VB=0 (1c)

VxE=0 (1d)

VxB=1J (le)

E+vxB=nlJ (1f)

We restrict here to the axisymmetric 2D problem. Vari-
ables are made dimensionless in the usual Alfvén units
so that velocities are normalized by the characteristic
Alfven velocity va = (B?/pop)'/? where p is plasma mass
density.

For a detailed presentation of the framework and
derivation of the final set of equations (4), the Reader is
referred to Refs.48. Importantly, both the pressure and
the electric potential being passive scalars, the knowl-
edge of which are not necessary in solving the model,
do not appear there. Moreover, the problem involves
four divergence-free fields: the velocity field v(r, z), the
magnetic field B(r, z), the vorticity field w(r, z) and the
current density field J(r,z). In order to enforce the
divergence-free properties, scalar potentials are used to-
gether with the request for axisymmetry. One defines
then by v the velocity stream function and by x the
magnetic flux function. This means that the velocity
and magnetic fields read

v(r,z) = Vi x Vo + Uﬁw, (2a)
B(r,z) = Vy x Vo + (BO%O + Bw)i,,. (2b)

Similarly, the scalars rB,, (diamagnetic function) and rv,
play the roles of flux functions for respectively the current
density and vorticity fields.

Defining by 79, the tokamak major radius, the model

(1) can be finally expressed in terms of six variables

_v
Uy = To (3&)
Up = TOTW (3b)
uz = By +1 (3¢c)
I
TV,
= — d
s = (3d)
_X
us = . (3e)
ug = rord, — Ie (3f)

where I, = 19By and I, = r2Ey/n. Here By and E,
(alternatively I, and I.) are the two driving parameters
mentioned in the introduction, respectively the values of
the external magnetic and electric fields at rg.

Space variables are rescaled by rp and one defines the
horizontal and vertical coordinates by x = r/rg and y =
z/rg. The system of equations to be solved reads finally

A= (4a)
vaTe = g%g e az;;s (4b)
+ %({u6,u5}+{u1,u2}) +2%%¢; ‘ffa%%)

(4c

nA* ug = %(ug?;;l _ M%) + é({lﬂ,u:;} + {ug, us}

(4d

1
v /A\* Uy = ;({U& US} + {u17u4})

)
)
)
(4e)
(4f)
)

A*U,5 = —Ug — Ie 4f
nue = {us,u1}. (4g
In the equations (4), the operator A* is defined by

0? 10 02
87y27 (5)

* S —
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and the Poisson bracket {-,-} for any space functions u
and v by

OJudv  Oudv
{“’”}_%@_Ky%' (6)

B. Domain and boundary conditions

In order to solve the above steady-state visco-resistive
MHD equations, two ingredients must be documented:
we must know the geometry of the tokamak plasma do-
main and the boundary conditions for the unknowns to
be fulfilled on its border.

As it is well-known, solving the equilibrium of a plasma
is generally a free-boundary problem since the plasma do-
main is not a priori known, apart from a limiter config-
uration. The interface between the plasma and the vac-
uum needs to be obtained by another non-linear problem



in the vacuum for given currents in external coils. We
make the usual simplifying assumption® that the later
problem has been solved separately so that we can pre-
scribe the shape of the plasma boundary 0. In the
numerics, we shall use the JET geometry. The paramet-
ric equations modeling the boundary 02 of the plasma
cross-section €2 C R? that generates the full plasma do-
main under a toroidal rotation are given by

r=1+ :—1 cos(f + arcsin § sin 6),
T2 .O (7)
y = —sind,
To
for § € [0;27]. Here r¢ is the major radius, ry the
semi-minor axis and ro the semi-major axis of the cross-
section, and ¢ the triangularity parameter. Typical JET
parameters have been used: the major radius is ro = 3m,
the semi-minor axis radius r1 = 1.25m, the plasma elon-
gation k = ro/r; = 1.55 and triangularity is such that
arcsind = 0.5.

We are then left with the prescription of boundary con-
ditions. The system (4) amounts to five coupled second-
order elliptic differential equations for u; to us so that
we need boundary conditions for these five variables. Be-
cause B, J, v and w are divergence-free, we need to en-
sure the continuity of the normal component of those
vector fields at the boundary 0. This will give the
boundary conditions for the four flux functions-like, re-
spectively x (us), 7By (us), ¥ (u1) and v, (us). Under
the assumption that there is no plasma flow outside (2,
the normal components of v and w need to vanish on 952,
which is ensured by taking'® ¢ = 0 and v, = 0 on 0.
We shall prescribe similarly that the normal component
of the current density at the plasma boundary be zero,
which is ensured by taking rB, = 0 on 0f).

Putting aside for a moment the fate of the continuity
of the normal component of the magnetic field, we are
left with the boundary condition for the toroidal com-
ponent of the vorticity (variable us). We take here the
convenient choice that this vanishes on €.

The remaining boundary condition involves the con-
tinuity of the normal component of the magnetic field.
When the plasma is assumed to be in contact with the
tokamak wall assumed to be a perfect conductor, then
this condition is prescribed by requiring that the poten-
tial x be constant on the wall. In the present study, we
consider that some vacuum surrounds the plasma such
that we just request the continuity and continuous deriv-
ability (C! character) of the magnetic flux function x on
J€Q. This introduces extra freedom in the problem, since
we can study the impact of stationary magnetic pertur-
bations coming from external coils. This is the subject
of the present article.

Let us then summarize the boundary conditions in

terms of the set of variables {uy,...,us}. We have
u; = ug = 0,u3 = 1 on 99, (8a)
ug = 0,us = S(z,y) on 0L, (8b)

where ((z,y) denotes some C! function associated to
some external (vacuum) stationary magnetic perturba-
tion. Let us note that this amounts to a no-slip condition
only for the toroidal flow. Imposing a no-slip condition
also on the poloidal flow would require replacing the con-
dition on w, by a condition enforcing the vanishing of the
normal derivative of ¢ at the border. Yet, this ”full” no-
slip boundary condition is presumably not realistic in the
case when the plasma is surrounded by some vacuum and
not by material walls. Moreover, we shall see in the se-
quel that allowing some halo plasma outside {2 enables
to relax the no-slip condition on the toroidal flow may
promote much larger steady-state plasma speeds at high
Hartmann numbers.

C. Up-down symmetry features

Let us examine now the symmetry properties with re-
spect to the horizontal mid-plane y = 0 of the set u, ...,
ug solving the system of equations (4). The geometry of
the problem is depicted on Figure 1.

FIG. 1. One-fourth of the full plasma domain. Because ax-
isymmetry is assumed, the problem is invariant by rotation
along the toroidal angle so that we can restrict to the 2D
(z,y) cross-section .

As A* is invariant under the change y — —y, from
Egs. (4a) and (4f), we obtain that u; and us have the
same parity (with respect to y) and so do us and ug + I.
This induces that the right part of the equality (4c) is
odd, as the sum of odd terms (such as {ug,us}), so that
ug (and also uq) is also odd due to Eq. (4c¢). Because of



Eq. (4g), u1 and us do not have the same parity as us
and wug: us and ug(+1.) are even functions of y. From
Egs. (4d) and (4e), it follows that uz and u4 have oppo-
site parities. As ug is defined up to a constant, it cannot
be odd so that uy4 is odd and wug is even.

These symmetry properties with respect to y are pre-
served when the plasma domain € is symmetric with
respect to the y-axis (which occurs for the configura-
tion considered here) and for compatible boundary con-
ditions. This is satisfied for the case 8(z,y) = 0 in the
boundary conditions (8). In this case, the toroidal ve-
locity field v, is an odd function in y so that there is
a zero net mass flow in the toroidal direction. In Sec-
tion III, we address this case first then study the impact
of breaking the up-down symmetry by stationary vac-
uum magnetic perturbations. The numerical resolution
of the weak form of the set of partial differential equa-
tions (pde) (4) uses the implementation of the Newton-
Raphson method?® in the pde solver FreeFem++ with the
finite element method.

I1l.  NUMERICAL RESULTS
A. Physical parameters

In the present study, the impact of axisymmetric exter-
nal magnetic perturbations on the plasma velocity field is
investigated by comparison to the reference unperturbed
case all other things being equal. This means that we
consider the impact of replacing the boundary condi-
tion on the magnetic flux function variable us = 0 by
us = PB(z,y) with a small enough norm ||§||2 for the
same plasma domain 2, for the same other boundary
conditions and parameters. It happens that fully realistic
parameters are numerically challenging, which is a well-
known issue in MHD computations for magnetic confine-
ment fusion applications. This will be discussed later in
Section IV.

Geometrical JET parameters have been taken in the
equations for the plasma border (7) defining the compu-
tational domain . The value of the external toroidal
magnetic field By is taken to be 2.8T. The toroidal loop
voltage is chosen to be equal to 1 Volt. This is a reason-
able assumption since the toroidal electric field Ey is of
the order of some V.m™! in the present devices'!. In
dimensionless units, the corresponding parameters are
By = 0.87 and Ey = 3.107°. Velocities are expressed
in Alfvénic units with a JET-relevant Alfvén velocity
vg = 3.10%m.s7 1.

Plasma resistivity, n, decreases strongly with temper-
ature as T—3/2 (Spitzer’s law'?). As discussed by Kamp
and Montgomery®, there is some uncertainty or latitude
on this parameter. Indeed, if one requires the toroidal
current to be equal to 3.1MA in JET given the previous
toroidal loop voltage, this gives by Ohm’s law a value of
dimensionless resistivity of about 1078. Yet if one consid-
ers that the JET plasma is made of deuterium, with an

4

electron and ion density both of 3.6 x 10'3cm ™3, with an
electron temperature of 10 keV and an ion temperature of
18 keV, tabulated formulas for transport coefficients indi-
cate that n should be two orders of magnitude smaller, of
the order 1071°. This discrepancy is presumably due to
anomalous transport. In the simulations we have con-
sidered a fixed resistivity with either n = 6.9 x 1077
or n = 5.5 x 1072, For the later value, that is likely
to be more realistic for fusion conditions, the numerical
code experiences some stability issues above some criti-
cal value of the Hartmann number that is smaller than
for the former one. Yet, interestingly, in the presence of
external stationary magnetic perturbations, the code ap-
pears to become more stable at high Hartmann numbers.

As we have seen, there is some uncertainty on the
value of the tokamak plasma resistivity, due to anoma-
lous transport, which can be somehow resolved by ask-
ing that the effective resistivity gives the correct value
of the toroidal plasma current given the toroidal loop
voltage in the application of Ohm’s law (when neglect-
ing the v x B term). Uncertainties on the magnitude
of the magnetized plasma kinematic viscosity are much
higher®® so that we shall consider it as a free parameter.
Given the relevance of the Hartmann number in mag-
netized plasma channel flows, we shall practically run
simulations for a fixed resistivity n but for diverse val-
ues of the plasma kinematic viscosity v, so that a wide
range of orders of the Hartmann number H = (nv)~1/2
be swept. We expect the physically relevant values of
H to be large. Their estimation relies on some assump-
tions on the scalar approximation of the tensor expres-
sion for Braginskii-Balescu viscosity coefficients, since a
direct tensor description would be too difficult to handle
directly. It was discussed® that depending on whether the
kinematic viscosity is dominated by either the ion parallel
or transverse contribution, the corresponding Hartmann
number varies by a factor 108 reaching values of the order
108 for n = 5 x 107° in the later case.

We shall now start by considering the results obtained
in the absence of external magnetic perturbations.

B. Numerical results in the absence of external magnetic
perturbations

As a result of toroidal geometry, some non-vanishing
velocity field is needed in the tokamak plasma steady-
state equations of motion. The zero-velocity states are
compatible with cylindrical geometry but cannot survive
the introduction of toroidal effects® so that the tradi-
tional Grad-Shafranov equation for tokamak equilibria is
-strictly speaking- only approximate. Following a pre-
liminary communication®, we examine here results ob-
tained when putting S(z,y) = 0 in the boundary condi-
tions (8b). This corresponds, in particular, to the limiter
configuration when the wall is a perfect conductor.

We take the following dimensionless parameters Ey =
3x1077%, 7 =6.9 x 1077, take By = 2.8T and compute



U5_10, H= 10 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 EO= 3e-09
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FIG. 2. Contour plot of the magnetic flux function x at H =
10 for Eg =3 x107%, n=6.9 x 1077, and By = 2.8T, with x
normalized to one on the magnetic axis.

the visco-resistive MHD steady-states using a continua-
tion method on H. Magnetic surfaces are represented
on Figure 2. These are obtained numerically in the code
and are practically unchanged in the range of Hartmann
numbers that is covered in this study.

The computed steady-state toroidal velocity fields are
presented for Hartmann numbers H = 10, H = 10* and
a large value H = 107 on Figs. 3, 4 and 5. In terms of

vphi_100, H= 100 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 E0= 3e-09
IsoValue

31828612
WA17765612

FIG. 3. Toroidal velocity field computed with the Finite Ele-
ment Method (FEM) using FreeFem++ with P1 elements for
H =100 for Fo =3x107% 1 =6.9x 1077, and By = 2.8T
in JET geometry with boundary conditions given by (8) with
B(z,y) =0 in (8).

orders of magnitude, these numerical results with sym-
metric boundary conditions without external magnetic
perturbations are in the same range as those obtained by
Kamp and Montgomery* (who considered the 8(z,y) = 0
case). The natural steady flows obtained in the present
simulations happen to be far too small to impact plasma
confinement and to account for the measured plasma in-

vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 E0= 3e-09
IsoValue

FIG. 4. Same as Fig. 3 for H = 10%.

vphi_le7, H= 1e+07 Eta= 6.9-07 BO= 0.87 EO= 3e-09
IsoValue

m1.10746e-07

FIG. 5. Same as Fig. 3 for H = 10”.

trinsic toroidal velocities of the order of some km.s™!.

Indeed, Figure 6 depicts the dependence with H of some
averages on the plasma section domain €2 of the velocity
field. The up-down anti-symmetry of the solution for the
toroidal flow (v, (x,y) = —v,(z, —y)) reflects in the neg-
ligible value of the absolute value of the mean toroidal
velocity < v, > with respect to its root-mean square up
to large values of the Hartmann numbers. We expect that
symmetry-breaking boundary conditions may offer a way
to alleviate this problem by inducing larger steady flows.
For this matter, we introduce in the following stationary
magnetic perturbations.

C. Numerical results with external magnetic perturbations

We now slightly perturb the magnetic configuration
by taking into account the effect of small axisymmetric
external stationary magnetic perturbations. Practically
speaking, we allow 3(z,y) to be a small function of z and
y. An example of the magnetic surfaces in the perturbed
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FIG. 6. Maximal absolute value of the toroidal component
of the velocity, |vy|max, and some section-averaged quanti-
ties: root-mean square of the toroidal and poloidal velocity,
(Vp)rms and (Vpol)rms, absolute value of the average toroidal
velocity (v, ) associated to the steady flow as a function of the
Hartmann number in Alfven velocity va units.

case is given in Figure 7.

U5_10, H= 10 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 EO= 3e-09
IsoValue

=
m0.929842

FIG. 7. Contour plot of the magnetic flux function x at H =
10 for Fo =3 x107%, 1 =16.9 x 1077, and By = 2.8T, in the
case B(z,y) = 0.001sin(z — 1) sin(2y). x is normalized to one
on the magnetic axis.

We ran our FEM code for various forms, f, and am-
plitudes, h, of B(x,y) where we use the writing 3(z,y) =
hf(z,y) with || f]l2 = O(1) and h < 1. For the present
discussion, we concentrate mostly on three representa-
tive cases: fi(z,y) = sin(zx — 1), fa(z,y) = sin(2y) and
fa(x,y) = sin(x — 1) sin(2y). Let us note that we could
alternatively use the decomposition of these functions f
on poloidal m modes. Yet, we find it clearer to maintain
x and y variables which are the most suitable to discuss
up-down tokamak symmetry features.

Figures 8 and 9 present numerical results on the ve-

locity field respectively for the f; and f3 cases, with
B(x,y) = 0.001sin(z — 1) and B(z,y) = 0.001sin(z —
1)sin(2y). Insets of the toroidal velocity field on the
plasma cross-section € are inserted to show its topology
at different Hartmann numbers. The boundary condition
with the form fo will be treated in detail afterwards.
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FIG. 8. Same as Figure 6 for the case 8(z,y) = 0.001 sin(z —
1). Some insets of the associated toroidal velocity field on the
plasma cross-section €2 are given for the Hartmann numbers:
H =100, H = 10*, H = 10° and H = 10”. For comparison,
the root-mean square of the toroidal velocity of the 8 = 0
case, (Up0)rms has been plotted.
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FIG. 9. Same as Figure 8 for the case f(z,y) = 0.001 sin(z —
1) sin(2y).

We notice that the form of 3(x,y) influence much the
topology of the toroidal velocity field at low Hartmann
numbers where the effect of viscosity is dominant. For
instance, when S(x,y) does not depend on y, like in the
f1 or B(x,y) = 0 cases, the symmetry properties with
respect to y presented in Sec. IIC are preserved, and



there exists an odd solution for the toroidal velocity field.
Yet, as it is clear from the comparison between the insets
of Figure 8 and Figs. 3 and 4, the modification in the
boundary conditions induces a change from two pairs of
contra-rotating vortices when there is no magnetic per-
turbation to a single up-down pair of contra-rotating vor-
tices for the form f; of the magnetic perturbation. The
root-mean-square value of v, is larger in the later case
than for 5(z,y) = 0 and the discrepancy increases with
the Hartmann number as seen on Fig. 8.

In the case of external magnetic perturbations with the
f3 form, the oddness of f3 with respect to y contradicts
the natural even character of the us variable and breaks
the symmetry properties of the system. A consequence is
depicted on Fig. 9: there is now a clear non-vanishing net
toroidal flow. This effect is more pronounced for the case
B = 0.001sin(2y) than for g = 0.001sin(x — 1)sin(2y)
since the effective amplitude of the symmetry breaking
in y is larger in the former case (because we have here
|sin(z — 1)| < 1). Features of the toroidal velocity field
are presented in Figures 10, 11 and 12. They clearly

Vvphi_100, H= 100 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 EO= 3e-09

Isovalue

FIG. 10. Toroidal velocity field computed computed with the
Finite Element Method (FEM) using FreeFem++ for H =
100 for By =3x107°, 7 =6.9x 1077, and By = 2.8T in JET
geometry with 8(z,y) = 0.001sin(2y) in (8).

show that v, is no longer odd in y so that there is a
net mass flow of the tokamak plasma. This is confirmed
by the behaviour with respect of the Hartmann num-
ber of the absolute value of the average toroidal velocity
|{(vy,)| that is markedly above the ones plotted in the y-
symmetric S(z,y) = 0 and S(z,y) = 0.001sin(z — 1)
cases in Figs. 6 and 8 and is of the order, or so, of the
root-mean-square toroidal velocity.

Finally, the influence of the amplitude of the magnetic
perturbation was tested by varying the amplitude h for
a given form of the perturbation. We consider here the
form fo = sin(2y). Figure 14 presents the results. As
h — 0, one recovers the behaviour of (vy)yms in the ab-
sence of magnetic perturbation. As h increases, the curve
(Vg )rms (H) takes off the h — 0 curve above some H value

vphi_10000, H= 10000 Eta= 6.9e-07 BO= 0.87 E0= 3e-09
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FIG. 11. Same as Figure 10 for H = 10

vphi_1e7, H= 1e+07 Eta= 6.9¢-07 BO= 0.87 EO= 3¢-09
Isovalue

m0.,000351789

FIG. 12. Same as Figure 10 for H = 107

that decreases when the amplitude h increases.

IV. RESULTS FOR REALISTIC PARAMETERS AND
DISCUSSION

The above results clearly indicate that the introduction
of some external vacuum magnetic perturbation contra-
dicting the even character of the magnetic flux potential
function (us in the present system), e.g. by having the
form of an odd function in y, allows to break the natural
up-down symmetry properties of the steady-state visco-
resistive MHD system (4). In particular, this breaks the
odd character with respect to the horizontal midplane of
the toroidal velocity field which induces a non-vanishing
net toroidal flow of the tokamak plasma. Let us stress
here that the non-zero average of the toroidal velocity
obtained in the cases without up-down symmetry break-
ing is a numerical artifact that can be diminished by
increasing the resolution or by considering P2 instead
of P1 elements in the finite element computations. Using
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FIG. 13. Maximal absolute value of the toroidal component
of the velocity, |vy|max, and some section-averaged quan-
tities: root-mean square of the toroidal and poloidal ve-
locity, (Ve)rms and (Upol)rms, absolute value of the average
toroidal velocity (v,) associated to the steady flow as a func-
tion of the Hartmann number in Alfven velocity va units for
B(z,y) = 0.001sin(2y) in (8).

0.0001

1x10®

1x10°8

<Vg>rms

1x10°10 L

1x10°12

1x10-14 L L I I L L
10 100 1000 10000 100000 1x10° 1x107

H

FIG. 14. Root-mean square of the toroidal velocity (vy)rms
as a function of the Hartmann number in Alfven velocity va
units for B(z,y) = hsin(2y) and various amplitudes h.

P2 elements, we observed that the average of the toroidal
velocity, (v,), is numerically decreased by two orders of
magnitude below that computed with P1 elements with-
out modifying the rms values. However, this procedure
has a high numerical cost and becomes too prohibitive at
very large Hartmann numbers.

The numerical results presented in Sec. III have been
obtained for the value of the dimensionless resistivity
n = 6.9 x 1077. Even if this is a large value (larger
than the one expected in JET#), they give a proof of
principle that, all other things being equal, substantially

larger magnitudes of the poloidal and toroidal steady-
state speeds can be reached with respect to the case
without magnetic perturbation (corresponding to a lim-
iter configuration with a perfectly conducting wall). Let
us note here that the fy form of magnetic perturbation
clearly breaks the up-down symmetry but is not supposed
to be an optimal solution for this breaking.

It is important to investigate the evolution of those
results under more realistic values of resistivity. There-
fore, we ran numerical simulations by decreasing 1 by
two orders of magnitude down to = 6.9 x 107 and
present now the results for the corresponding tokamak-
relevant set of physical parameters. Simulations were
done with P1b finite elements to improve numerical ro-
bustness. We used a small magnetic perturbation with
B(x,y) = 0.04sin(2y) yielding the perturbed magnetic
flux function represented on Figure 15. Because the value
of the equilibrium poloidal magnetic field is now realistic,
being much larger than for the results obtained in Section
IIT, the value of the amplitude A of the perturbation in
B(x,y) needs to be larger to obtain perturbations of the
magnetic flux function similar to that obtained in Section
III. As depicted on Figure 16, the effect of the up-down

U5_10, H= 10 Eta= 6.9e-09 BO= 0.87 EO= 3e-09
IsoValue
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FIG. 15. Contour plot of the magnetic flux function x at
H =10 for Eg =3 x107°%, 7 =6.9x 107%, and By = 2.8T,
in the case B(z,y) = 0.04sin(2y). x is normalized to one on
the magnetic axis.

symmetry breaking external magnetic perturbation is to
trigger a net toroidal flow and enhance the rms value of
the toroidal velocity with respect to the non-perturbed
case. One observes the same numerically-driven enhance-
ment of the net toroidal flow as H increases in the latter
case. As previously, larger speeds could be attainable
with larger magnetic perturbations, yet numerical stabil-
ity declines as the Hartmann number increases so that
we keep to the perturbation depicted on Figure 15.

Let us finally examine the impact of the no-slip as-
sumption for the toroidal velocity field in boundary con-
ditions. One may indeed argue that, in the case when
the plasma is not in contact with the tokamak walls, but
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FIG. 16. Root-mean square of the toroidal and poloidal veloc-
ities and maximal value of the modulus of the toroidal velocity
as a function of the Hartmann number in Alfvén velocity va
units for Bg = 3 x 107°%, n = 6.9 x 107, and By = 2.8T in
the cases B(z,y) = 0.04sin(2y) with the boundary conditions
(8). For reference, the root-mean-square and average of the
toroidal velocity is also represented for 3(z,y) = 0.

is surrounded by vacuum, the distortion of flux surfaces
induced by some external magnetic perturbations (see
Figures 7 and 15) would create some small leakage of
plasma so that the plasma domain €2 would realistically
be surrounded by a halo plasma instead of vacuum. This
questions the assumption of full-confinement state that is
implicit in the vanishing of the normal and toroidal com-
ponents of the velocity field on 0. Consequently, we
tested the impact of replacing the condition uy = 0 re-
flecting the vanishing of the toroidal velocity field on 92
by a more general Robin-type boundary condition of the
form auy + b0, us = g where a, b and g are functions de-
fined on 0N and 9,, denotes the normal derivative with re-
spect to €. One such boundary condition with a physi-
cal meaning is 9y, (u4/r?) = 0. This amounts to a free-slip
boundary condition when the toroidal angular velocity
has normal to wall derivative equal to zero. The results
are numerically stable. For the computed values of the
Hartmann number, they indicate that the influence of the
choice of the boundary condition on the toroidal velocity
(ug) on the poloidal steady-state velocity is weak. This
is also the case for low and moderate values of the Hart-
mann number on the toroidal steady-state plasma speed.
However, there exists a clear enhancement of the mag-
nitude of the toroidal velocity at large, physically rele-
vant, Hartmann values in the case of the free-slip toroidal
boundary condition (9, (us/r?) = 0) compared with the
no-slip toroidal boundary condition (u4 = 0). Consid-
ering the toroidal no-slip results of Figure 16, maximal
values of the toroidal speed reach some units of km.s™*
for H ~ 5 x 107 for the up-down symmetry-breaking
B(z,y) = 0.04sin(2y) at n = 6.9 x 1072 corresponding
to the disturbed magnetic flux function depicted on Fig-
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FIG. 17. Same as Figure 16 with the boundary condition
On (ua/r?) =0 instead of us = 0 in (8).
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FIG. 18. Same as Figure 17 with a ten times smaller function
B(z,y), namely S(z,y) = 0.004sin(2y).

ure 15. Yet, Figure 17 shows that, at H = 105, the
rms toroidal velocity is one order of magnitude higher
than the one obtained for the same Hartmann number
in the toroidal free-slip case. Even more, Figure 18 gives
at large H the same order of toroidal speeds than in
Figure 17 although the external magnetic perturbation
is one order of magnitude smaller. This is a noticeable
result with interesting perspectives in terms of fusion ap-
plications. Figure 19 depicts the toroidal velocity field at
H =100 for both no-slip and free-slip toroidal boundary
conditions.

V. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

The present academic study shows that axisymmetric
(i.e. n = 0) external magnetic perturbations can break
the up-down natural symmetry of the visco-resistive



FIG. 19. Toroidal velocity field at H = 100 for Fy = 3 X
107%, 7 = 6.9 x 107°, and By = 2.8T in the cases B(z,y) =
0.04 sin(2y) with (left) us = 0 ; (right) 9y (us/r*) = 0 in Egs.
(8)-

MHD equations and produce a net axisymmetric toka-
mak plasma steady flow with potentially relevant appli-
cations to magnetic confinement fusion. In the case of
toroidal free-slip boundary condition, that may be rele-
vant in the realistic case when the plasma is surrounded
by a halo plasma, interestingly large steady-state toroidal
speeds are obtained at high Hartmann numbers.

Although some physically realistic parameters were
used, there are various, more or less numerically demand-
ing, perspectives to this work in order to get a closer ap-
plication to experiments. Some of them are listed below.

(i) A fully realistic description would obviously mean
to consider three-dimensional steady states which would
request a considerably higher numerical cost. Yet, by
construction, tokamaks are close to axisymmetry mak-
ing meaningful to consider the KAM-like approach with
a zero-order axisymmetric state and higher-order three-
dimensional perturbations. Moreover, it is meaningful to
restrict on axisymmetric 2D steady-states to find ways to
promote large plasma speeds without feeding deleterious
3D effects such as magnetic braiding!3.

(ii) Plasma density is not constant in tokamaks but de-
creases close to its border. This inhomogeneity calls for a
reconsideration of the incompressibility assumption. Al-
lowing the plasma to be compressible would substantially
complicate the numerical resolution. Besides, the space
dependence of plasma density means that one needs to
rescale velocities in terms of a local Alfven speed. In
the present study, plasma density is constant and speeds
are given in Alfven speed units, meaning that they are
Alven Mach numbers. It may be that, in the present
study, plasma velocities (in km.s~! units) are underesti-
mated in the tokamak border region and that their values
are indeed larger considering that the local Alfven speed
is larger there. This point needs to be explored further.

(iii) There remains extra freedom on boundary condi-
tions e.g. on the toroidal vorticity field on which it may
be possible to play to enhance plasma speeds. This calls
for further investigation.

(iv) Although large plasma speeds are presumably ben-
eficial for plasma confinement, a study on linear stability
would be needed to fully characterize the steady-states
presented here.

10

Finally, the generalization of the 2D axisymmetric
equilibrium Grad-Shafranov equation to non-vanishing
plasma flow has been addressed in this study. The mag-
nitude of the plasma speeds has been shown to increase
with the Hartmann number when the up-down tokamak
symmetry is broken. Ways to improve the robustness of
the numerics at very large Hartmann numbers are under
current investigation. The present results yet indicate
that some n = 0 perturbations of the magnetic configura-
tion may help producing n = 0 steady-state speeds possi-
bly large enough to positively impact confinement for the
high, fusion-relevant, values of the Hartmann number.
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The axisymmetric visco-resistive magnetohydrodynamic steady states allowing flows (i.e.
non-vanishing velocity fields) are computed for a toroidal JET-like geometry. It is shown
that a spatially inhomogeneous heating of moderate magnitude leads to an increase of
typical toroidal speeds with respect to the situation with uniform temperature with
identical mean Hartmann numbers. A symmetry argument is introduced to capture the
symmetry breaking, induced by the temperature gradient, that produces a net toroidal
plasma flow.

1. Introduction

Plasma rotation has been recognized as a key ingredient in the confinement properties
of heat and particles in tokamak plasmas. Large speeds could e.g. be beneficial in
mitigating some magnetohydrodynamic instabilities. Intrinsic plasma rotation has been
reported in various devices and experimental conditions. This means that the tokamak
plasma rotates in the absence of an external torque. There is some general agreement
that this issue remains not fully understood (Ida & Rice 2014). Our present concern is to
investigate further the question of the tokamak plasma rotation at the fundamental mag-
netohydrodynamic (MHD) level. Instead of considering the equilibrium Grad-Shafranov
equation that assumes the nullity of the velocity field and is valid in the ideal limit,
one turns to the equation from which it originates, the axisymmetric steady-state Navier
Stokes equation including both the nonlinear (v - V)v and the viscous diffusion terms.
There is then the possibility to determine the steady-state velocity field from a numerical
resolution of the weak form of the Navier-Stokes equation coupled to Maxwell equations
for the electromagnetic field. This line of research was initiated by Montgomery and
coworkers (Montgomery et al. 1997; Kamp & Montgomery 2003a, 2004; Morales et al.
2015). The original visco-resistive system of equations possesses up-down symmetry
properties (Oueslati & Firpo 2020) with respect to the tokamak horizontal midplane so
that a tokamak having an up-down symmetric border possesses a naturally antisymmetric
toroidal velocity field, which results in a net zero toroidal flow, unless the up-down
symmetry is broken. That up-down asymmetry of the geometry causes the generation of
a nonzero toroidal angular momentum was shown in (Morales et al. 2012). This symmetry
breaking may also enter through boundary conditions and not only through the geometry.

t Email address for correspondence: firpo@lpp.polytechnique.fr
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An example of this is by using external magnetic perturbations which has recently been
shown (Oueslati & Firpo 2020) to enhance plasma steady-state speeds and produce a
net toroidal flow. In the present study, another path is explored since the influence of an
inhomogeneous heating is considered. The impact of introducing a vertical temperature
gradient on the toroidal velocity field through its magnitude and up-down symmetry
properties is investigated. In Section 2 the modeling frame is introduced. The system
of equations used in the numerics is presented and terms related to inhomogeneous
temperature and resistivity derived in the Appendix A. In Section 3, simulation results
are presented on the impact of the temperature gradient. In Section 4, these results are
related to up-down symmetry properties of the toroidal velocity field and a symmetry
argument (order parameter-like) is introduced. Conclusions are given in Section 5.

2. Visco-resistive magnetohydrodynamic description with heat
convection-diffusion

We introduce now the modeling frame used to compute axisymmetric visco-resistive
MHD steady states allowing for non-vanishing velocity fields. Rather than assuming a
constant resistivity as in some previous studies, we shall allow here its space variation
by imposing some temperature inhomogeneity. We shall assume that some extra heating
is applied on the top of the tokamak so that there is a vertical gradient of the plasma
boundary temperature. The temperature field within the tokamak plasma is assumed to
be governed by a convection-diffusion (heat) equation (2.3g). We shall use the fact that
the electrical resistivity n varies with the temperature 7" according to Spitzer’s law

n(T) =T 3/? (2.1)
with
4/2rmee?In A
A= (2.2)
3 (4rmeo)
where In A denotes the Coulomb logarithm.
The system of equations considered in the present study reads then
(v.V)v=J xB - Vp+vViv (2.30)
Vv=0 (2.3b)
VB=0 (2.3¢)
VxE=0 (2.3d)
VxB=1J (2.3¢)
E+vxB=n(T)J (2.3f)
(v.V)T = x1 AT (2.39)

The physical unknown quantities are the electric field E, the magnetic field B, the velocity
field v and the scalar pressure p and temperature T fields. The conducting plasma fluid
is assumed to have a uniform density so that the mass conservation equation amounts
to write the incompressibility condition (2.3b). The steady-state Navier-Stokes equation
normalized to the mass density, p, is written in Eq. (2.3a) where the kinematic viscosity
v has been assumed to be scalar and constant. These fluid equations are coupled to
the Maxwell equations (2.3¢)-(2.3d)-(2.3¢), to the Ohm’s law (2.3f) and to the heat
steady-state convection-diffusion equation (2.3g). This system of equations is written for
dimensionless variables in the usual Alfvén units where velocities are normalized by the
characteristic Alfvén velocity va = (B?/puop)'/?. Concerning Eq. (2.3¢), let us mention
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that it does not include the heat generation by viscous dissipation. Since we have in
mind plasmas for magnetic confinement fusion applications that have very low viscosity,
the temperature inhomogeneity induced by this term is expected to be negligible in
front of the one induced by an external inhomogeneous heating. Besides, since our focus
is on toroidally-invariant steady-states, we retain in the anisotropic heat flux only the
transverse part and identify this to —x1t V7. The diffusion coefficient xr is typically of
the order of 1m?.s7! in tokamaks (Freidberg 2007) and this numerical value is taken in
our simulations.

The system (2.3) reduces to the system of coupled parabolic differential equations (A 5)
presented in the appendix A. It needs to be completed by the specification of the problem
geometry and boundary conditions. As for the problem geometry, we consider the JET
parameters with major radius g = 3m, semi-minor axis r; = 1.25m, semi-major axis
re = kr; with plasma elongation x = 1.55 and triangularity given by arcsind = 0.5.
Then, six boundary conditions have to be given. Four of them are associated to the
divergence-free nature of the magnetic B, current-density J, velocity v and vorticity w
vector fields and may be fixed by the continuity of their normal component on the plasma
boundary. There remains then two conditions on the toroidal vorticity and temperature.
As detailed below, one chooses some vertically-inhomogeneous heating that fixes the
boundary condition for T'; whereas one assumes, with some arbitrariness, that the toroidal
vorticity vanishes on the plasma border. This is written explicitly in the Appendix A.

There are two (small) dimensionless parameters in the problem, that are the resistivity
71, which is the inverse of the magnetic Reynolds number S, and the kinematic viscosity
v, which is the inverse of the viscous Lundquist number M. Here the modeling of the
resistive and viscous effects has been made in the (usual) tractable scalar way. There
are also two driving parameters in the model equations associated to the magnitude of
the external curl-free toroidal magnetic field, By, and to the toroidal loop voltage, Ej.
The equations were solved under their weak form using the finite element method with
FreeFem-++ (Hecht 2012; Oueslati et al. 2019).

3. Simulation results with localized heating

Compared with previous frameworks, temperature is considered here as a variable of
the MHD visco-resistive system of equations. In order to study the impact of a localized
heating in breaking the symmetry of the problem, we shall mainly use a vertically linear
profile for the temperature on the boundary. This external temperature gradient can be
characterized by the relative difference AT between the top temperature, Ty, and bottom
temperature, Ty, of the plasma through AT = (T, — Tp)/To. Physically speaking, we
consider positive AT corresponding to an inhomogeneous extra heating directed on the
top of the tokamak plasma. On the numerical side, the introduction of a non-vanishing
external temperature gradient interestingly happens to stabilize the code compared to
its fixed-temperature original version (Oueslati et al. 2019) and allows to reach larger
Hartmann numbers.

Let us define by 19 = n(Tp) the value of the resistivity at the bottom of the tokamak
plasma. In the numerical simulations, we used the dimensionless parameters By = 0.87
and Ey = 3 x 1079 relevant to JET and a value of the maximal, bottom, resistivity
n(Tp) = 6.9 x 1077, It is well known that the order of magnitude of the effective (scalar)
plasma viscosity in a tokamak is uncertain (Kamp & Montgomery 2004), therefore we
run simulations for a large span of values of v, or identically a large span of Hartmann
numbers H, where the Hartmann number H is defined as a combination of 79 and v
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F1GURE 1. Temperature profiles (in eV units) for AT = 10 and Hartmann numbers (left)
H =10, (right) H = 10°.

through H = 1/,/nov. Alternatively, we shall consider the mean Hartmann number (H)
defined as the average value of H in the tokamak domain.

Let us first investigate the fate of the temperature field. One may actually think
that the introduction of the stationary heat equation in the model would not have any
significant effect on the value of 7" in the bulk, compared to simply maintaining an affine
temperature everywhere. Indeed, only convective transport of temperature can make 7'
differ from the Laplace equation solutions. Because poloidal speed was typically very
low in previous simulations (Oueslati et al. 2019), this would seem to suggest a rather
limited effect. Figure 1 partly confirms this intuition. For H = 10, convection is clearly
not visible globally. Yet, for H = 10°, the temperature profile happens to be deviated by
convective effects, meaning that, in this case, poloidal flows are sufficient to provide some
heat transport. One observes there some tendency for a temperature homogenization in
the tokamak core at large H.

Our main interest is to examine the impact of the inhomogeneity of the heating on
the steady-state plasma toroidal speed. In the present study, this generation of the
toroidal flow is essentially due to viscous effects, as emphasized in the seminal study
(Montgomery et al. 1997), meaning that, in the Navier-Stokes equation, the toroidal
contribution of the w X v term increases with H while remaining negligible in front of
the toroidal contribution of the J x B term, that is almost independent on H.

Figure 2 represents the root mean square (rms) value of the toroidal velocity field as a
function of the mean Hartmann number (H) for AT = 1 in Alfvén units. The numbers M
label different meshes. Only one curve can be seen, which means that the simulations yield
identical results no matter what mesh is used, illustrating the numerical robustness of
the code (see also the Appendix B for a discussion on numerical issues at large Hartmann
numbers). For reference, the curve corresponding to a uniform temperature on the border
(AT = 0) is also plotted. At any given mean Hartmann number, one observes that
the rms toroidal speed is larger in the inhomogeneous heating case than for constant
temperature with a difference increasing with (H). Figures 3 and 4 show velocity profiles
that depart from previous constant temperature results (Oueslati et al. 2019) as the
Hartmann number increases. One observes that the toroidal velocity field goes from being
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FIGURE 2. Root mean square (rms) value of v, (in Alfvén velocity va units) depending on the
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IsoValue

IsoValue
.
o ‘ o
n-4 .
B ]
] n
n W
n-1 )7 QK
B 607876-14 B 1 24548010
are-

m8.10164e-14 Bagaie10
B].438Rde-13 W-6.565860-11
m2.6983e-13 H-4.60294e-11

X . B-2.64001e-11
B3.32767e-13 m-6.77093e-12
m3.95705e-13 m1.28583e-11
W4.58643e-13 B3.24875¢e-11
m5.21581e-13 m5.21167e-11
m5.84518e-13 m7.17459%-11
m6.47456e-13 m9.13751e-11
m7.103%4e-13 m1.40448e-10
8.67738e-13

Fiaure 3. Toroidal velocity field v, in Alfven velocity va units with AT =1 for (left) H = 10
and (right) H = 100.

almost odd with respect to the midplane at H = 10 to being almost even at H = 10°
with a net toroidal flow. The toroidal velocity in itself, although higher than in previous
cases, is not particularly impressive at these Hartmann numbers. It is rather the rate at
which the velocity increases with (H), as shown on Figure 2, that catches our interest.



IsoValue IsoValue

3
8 ]
n =
Il m
m i

! m-1.364

: 1.50218e-08 m-1.16038e-05
B-1.28105e-08 M-9.56742e-06
u-1.05993e-08 m-7.53107e-06
m-8.38803e-09 B-5.49472e-06
m-6.17678e-09 m-3.45836e-06
M-3.96553e-09 m-1.42201e-06
M-1.75428e-09 M6.14338e-07
m4.56973e-10 W2.65069¢-06
m2.66822e-09 m4.68704e-06
m4.87948e-09 W6.72339¢-06
W7.09073e-09 M8.75974e-06
R
W1.15132e-08 X -
W1.70414e-08 m1.79233e-05

F1cure 4. Toroidal velocity field v, in Alfvén velocity va units with AT =1 for (left)
H =10° and (right) H = 10°.

10-3 ’w'.‘.:;‘:-""
’ o® o o0
.-:.f.:-;' o :./
10710 | 2 /'“ :
',7 o AT =0 —
’ y AT =001 —+—
) _./.' 2l AT =01 —
s 1071 | 4 rd AT =1 e
v iy AT =5
v o 4 AT =20 —o—
‘ ,/ AT =50
—20 »
10 r Jf/ B
o
102 ¢ 1

10-2 10-'  10° 10! 102 10° 104 10° 106
“H-

FIGURE 5. Root mean square of the toroidal velocity, (v, )rms, (in Alfvén velocity va units) as
a function of (H) for different values of AT.

We now attempt to map the results of the simulations for different AT, even if the
largest AT values may be physically unrealistic. One of our objectives is to obtain faster
flows than were previously possible for a uniform temperature. The mean quadratic (rms)
toroidal velocities for different edge temperature gradients are presented in Figure 5 for
a toroidal free-slip boundary condition and 6 for a toroidal no-slip boundary condition.

The toroidal free-slip boundary condition allows to reach somehow higher speeds than
the no-slip one for a given (H) which is visible from a comparison between Figures 5 and
6. Otherwise the general behavior of the curves in both plots is quite similar. The toroidal
free-slip boundary condition has been taken in our simulations unless otherwise stated. As
expected, for a given AT, the toroidal velocity always increases with (H), as the viscous
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dissipation diminishes. Moreover, the mean value of 1 has an easily identifiable effect on
velocity: for low Hartmann numbers, the more intense the heating, the higher the toroidal
velocity. Yet, for higher (H), the flow behaves differently. The plots corresponding to the
most intense heatings are rapidly saturating: the slope of (v, )rms becomes small compared
to simulations with less heating and the greatest temperature gradients do not yield the
fastest flows. Conversely, curves with softer heating follow a linear regime on the Figure 6
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FIGURE 8. For the same data as in Figure 6, plots of the ratio (vy)rms (AT # 0)/(ve)rms (AT = 0)
as a function of H (Hartmann number at the bottom of the tokamak) for different values of AT

over a large band of Hartmann numbers, with a slope equal to 2 (in the log-log scale). This
corresponds to (v,)rms being proportional to (H)?. This slope is steeper than what could
be achieved without heating, and it provides a physically interesting regime. However, the
higher the temperature gradient, the sooner this regime ends (in terms of (H)). In order
to quantify those effects, the instantaneous slope B((H), AT) = 9(log(ve)rms)/O(log(H))
has been plotted on Figure 7. In the infinite viscosity limit, corresponding to (H) — 0,
one recovers that the quadratic mean (or root mean square) of the toroidal velocities
scales as (H)* (i.e. B — 4) which was analytically predicted for AT = 0 in (Kamp et al.
1998). One observes the aforementioned intermediate scaling (H)? with 3 plateauing
about 2 for moderate heating gradients to be compared to an intermediate scaling with
B about 3/2 taking place for AT — 0.

All this makes it uneasy to point out an optimal set of parameters in order to reach
fast flow states, especially since the real, physical value of the viscosity coefficient - and
therefore the Hartmann number - remains unknown. Besides, simulations with high AT
present little physical interest besides drawing a general picture of the situation, yet
moderate ATs provide some interesting results: as seen on Figures 2, 5 and 6, several
orders of magnitude in velocity can be gained over the uniform temperature simulations.
On the basis of Figure 1, one may propose an explanation for the dual role played by
the temperature gradient AT. Indeed, when both AT and (H) are large, the effective
temperature field will tend to homogenize in the core of the tokamak. The effect of this
homogenization is to make less effective or to counterbalance the symmetry breaking
induced primarily by the inhomogeneous heating imposed by boundary conditions. One
may then understand that there exists some optimum in the choice of AT in terms of the
maximization of mean toroidal plasma speed and that a 'moderate’ up-down temperature
gradient AT may eventually be more efficient than a large AT to make plasma rotate in
the large (H) values relevant to fusion tokamak plasmas.

Finally, it may be interesting to capture the effect of the additional, vertically (y)-
inhomogeneous, heating in terms of the toroidal plasma rotation. Figure 8 represents the
ratios (Ve )rms(AT # 0)/(ve)rms (AT = 0) as a function of the Hartmann number at the
bottom of the tokamak, H, for several values of AT. This indicates that, for large fusion-
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F1GURE 9. Profiles of the toroidal velocity field (in Alfven velocity va units) in the case of the
toroidal no-slip boundary condition for AT = 0.1 and large H-values equal to (from left to right)
2 x 10°% 5 x 10° and 8 x 10°. Colors are varying with the relative magnitude of v, for better
visualization.

relevant values of H (H between 10°-10%), the toroidal plasma rotation is maximized by
an optimal, moderate, differential heating corresponding to a AT of order one. At those
large fusion-relevant values of H, numerical simulations become challenging due to the
emergence of a boundary layer having a thickness decreasing with H. This is visible on
the plots of the toroidal velocity profile of Figure 9. A point on the numerical results at
large H is presented in the Appendix B.

4. Spatial symmetry of solutions
4.1. Preliminary remarks

In order to characterize more precisely the flow modes described earlier, we shall
now study the symmetry of solutions with respect to the tokamak horizontal y = 0
mid-plane. By introducing an inhomogeneous heating along the y vertical axis, the up-
down symmetry of the problem has been broken. For the uniform temperature problem,
symmetry properties were studied in (Oueslati & Firpo 2020) and the toroidal velocity
field was shown to be naturally antisymmetric i.e. an odd function of y.

In the present simulations, for high Hartmann numbers we obtain some rather symmet-
ric profiles (see e.g. Figure 4) in stark contrast to the non-heated case. This happens to be
a somewhat paradoxical situation since breaking the symmetry of the problem seems to
make the solutions go from antisymmetry to symmetry, rather than merely eliminating
any symmetry properties. Nevertheless the picture is more intricate as for instance, in
the case of intense heating, there are no longer any obvious symmetry properties for high
enough Hartmann numbers (see Figure 10).

4.2. Symmetry analysis

To go beyond the aforementioned qualitative observations and obtain more precise
information, one must quantitatively characterize the symmetry or antisymmetry of our
solutions. To that end, we consider the L? norm of the symmetric and antisymmetric parts
of the toroidal velocity. Defining by {2 the tokamak cross-section and by S = [, dzdy
its surface, we put

Vi = (Ssz/ (%(%y) +2%($»—y))2dxdy)l/2 (4.1)
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FiGure 11. Toroidal velocity field v, for AT = 0.1 and (left) H = 10, (right) H = 10°.

and

Vanti = (% / (”“’(x’y) 72%(:”’ y)>2dxdy>l/2. (4.2)

One has the identity

<’U3>> = Vvsim + Va2nti (43)
which leads us to introduce a symmetry argument, x, given by x = arctan (Vaym/Vanti)-
This scalar quantity allows us to easily visualize the balance between symmetry and
antisymmetry in a given velocity field. This argument does not depend on the norm
of the velocity itself (which can vary by many orders of magnitude) and it is valued
between 0 and 7/2. For simulations with uniform temperature, we get (ve)rms = Vanti
and Viym = 0, and therefore the symmetry argument is x = 0.

4.3. Link between velocity and symmetry

Figures 11 and 12 show a transition from antisymmetry to symmetry in the case AT =
0.1 as the Hartmann number increases. For low Hartmann numbers, the toroidal velocity
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a function of (H).

profile is indistinguishable from that of the simulations done with uniform temperature:
it appears to be antisymmetric and the two plots of (vy)rms are identical. We then
have a rather abrupt transition around H = 1000, and the symmetry argument tends
towards 7/2 (total up-down symmetry) for large H. What catches our interest is that the
transition from antisymmetry to symmetry occurs simultaneously with the separation of
the root mean square velocities of the homogeneous and non-homogeneous heating cases;
it appears that the flow goes from a uniform temperature-like state to a faster, more
symmetric state.

This phenomenon is also encountered for other values of AT, although the transition
occurs at different H. The plots do not reach sufficiently high Hartmann numbers to
feature the asymptotic symmetry, due to limitations in computing capabilities (somewhat
paradoxically, for small values of AT, the less intense the inhomogeneity of the heating,
the more numerically demanding the code becomes) as visible on Figure 13.

For higher values of AT, however, other phenomena occur at high H as depicted in
Figure 14. After transitioning towards symmetry, this new behavior (that cannot be easily
interpreted in terms of symmetry) seems to be correlated with the velocity saturation
mentioned earlier.

5. Conclusions

In this study, the impact of a space-inhomogeneous heating on steady flows has been
considered. In the limit of small Hartmann numbers, the root mean square toroidal
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velocity has been shown to display the same scaling as that of the uniform-temperature
solution with (v,)rms &< (H)*, with an up-down anti-symmetry of the toroidal velocity
field. However, it appears that the uniform-temperature, purely anti-symmetric solution
is unstable with respect to finite temperature perturbations. Actually, no matter how
small the temperature gradient AT, for sufficiently high H, the steady-state solution
drastically diverges from it. In this sense, the limit AT — 0 is singular. Interestingly, for
non-vanishingly small AT, some scaling law (vy)mms o (H)? (faster than the uniform-
temperature case) has been uncovered within some range of large values of the Hartmann
number which depends on T7; it coincides with a rather up-down symmetric profile of the
toroidal velocity field. Eventually, it happens that perturbing the temperature boundary
conditions at finite H allows to obtain much higher flow speeds at high Hartmann
numbers than the uniform-temperature case. One may, of course, question the somewhat
arbitrary choice of using a linear Ansatz for the boundary temperature profiles: since
the system is strongly non-linear, other choices may yield different results. The linear
profiles’ efficiency seems to lie in its ability to break vertical symmetry in the domain,
which enables a divergence from the anti-symmetric solution. Finally, one may interpret
the coexistence of both symmetric and anti-symmetric solutions in the high H limit as
the signal of a bifurcation in the sense of hydrodynamics.

Fruitful discussions with N. Minesi, T. Bonnet, R. Guillot and A. Salhi are gratefully
acknowledged. HO thanks the University of Tunis El Manar and the Ministry of Higher
Education and Scientific Research of Tunisia for funding. This work has been performed
in the frame of the FR-FCM (Fédération nationale de Recherche Fusion par Confinement
Magnétique - ITER).

Appendix A. Equations in terms of scalar fields

The Reader is referred to (Kamp & Montgomery 2004) for a detailed derivation of the
system of coupled differential equations to be solved in the case of a constant resistivity
for computing visco-resistive MHD steady-states with realistic tokamak driving terms.
Indeed, one takes into account the drives induced by an external (thus curl-free) toroidal
magnetic field and by a toroidal loop voltage that serves to produce the toroidal current
density field that is the source of the poloidal magnetic field. When resistivity is no longer
constant as in the present study, the equation for B, is modified. Taking the curl of the
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Ohm’s law gives, using V x E =0,

Vx(vxB)=nVxJ+VnxJ. (A1)

We have
B = Vx x Vo + (r0Bo +1B,) Ve

and

J =V (rBy) x Vo — A*xVe.
We have similarly

v=V¢Y xVp+rv,Vp

and

w =V (rvy,) x Vo — A" YVep.

Using the axisymmetry implying e.g. Vx - Vo = V¢ - Vo = 0 and (Vgo)2 =772 a

straightforward calculation gives

Boro B
va:—(waVLp.Vx)ch—&-%Vx—( :2’"°+7*”)w.

The toroidal projection of the curl of this yields

B B
[V x (v xB)]- Vp = {v(”i) xvx—v< oo +—‘P) ij} Ve
7 7 7
We have

VxJ=Vx[V(rB,) x Vo — A"xVy]

giving

(VxJ)-Vp=—r"2A*(rBy,).
Then

(Vn xJ)- Vo= (Vnx[V(rBy) x Vg]) - Vo

Consequently, we have

B B
[v ("’7*&) X Vx -V ( 7?2’"‘) + 7“’) x w] Vg = —mr 2 A (rB,) — 12V -V (rB,) .

In the previous equations, we have made use of the second-order elliptic operator A*
defined by

Aoa_grg 204 _0PA 104 %4

Cor o ror o (42)
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Let us define the rescaled variables x = r/rg, y = z/r and introduce notations extending

that of (Kamp & Montgomery 2003b), namely

Uy = —
To
Uy = TOTWLP
rB,
uz = 4 +1
Iy
v
Ug = —£
Iy
X
Us = —
To
ug = rorJy,
T
Ur =ro=—-
Ty

(A3a)
(A3b)
(A3c)
(A3d)
(A3e)

(A3f)
(A3g)

where I, = 79 By. Let us define the Poisson bracket of two functions v and v with respect

to the variables x and y as

The system of equations to be solved reads finally

A*ul = —U2
I2 6U2 Ug 6115
A* gy =03 9707
v U 22 ay 2 8y
! U2 aul 2 0 U?l
+ 5({%,%} + {u1,u2}) + 2ﬁ87y — I Fy(ﬁ)
QU:;/Q 6ul 8U5 3/2

aA*ugz7(U38—y—u4a—y)+u77({u17u3}+{u4,U5})
_3a (Ourduy | Oug Jug
2uy; \ Ox Oz dy 0Oy
1
v AT uy = ;({U3»u5} + {u1, ua})
A*U5:—u6

3/2
u

7 3/2
oug = Y {us,ur} + Lewy

. 1
xt A" ur = 5{U1,U7}-

We have introduced the constants o = 7]07"3/ % and I, = r%Eo with ng
boundary conditions chosen in the numerics are u; = ugs = us = 0, us
affine function of y. As for uy, we take either (in almost all simulations)

(A4)

(Aba)

(A5b)
(A5c)

(A5d)

(A 5h)
(A 59)
= 77(T0) The

= 1. u7y is an
the condition

On(u4/7?) = 0 corresponding to a free-slip (also called shear-stress free) in the toroidal
direction or (exceptionally) u4 = 0 corresponding to a no-slip toroidal condition. The
Reader is referred to (Oueslati & Firpo 2020) for a detailed discussion on boundary

conditions.



15

™ aee
o onr
o o
= .= i Y
W
. e
e o, e i ,!fgé::'l
rY ) R 4
AE B
B AR
- R0 v o JRUITLS
L il
T i
EArA Ly pH
- o - i
AT i
P‘"ﬁ 4#‘ ﬁ,i'
am i - o
o L
AR,
T
~anr G -~
e e
# triangles 15521 # triangles 21
s T T T T T e T T T T 1
03 oi amw ein owr i i w aBm wb we o i m b e

FIGURE 15. Two different meshes of the tokamak cross-section domain. The left one allows the
minimum edge size to be 0.004 where this is equal to 0.002 in the right one.

Appendix B. Focus on large-H numerical results

Obtaining robust numerical results at values of the Hartmann numbers as large as 10°
to 108 is important because these are the values expected to be relevant for fusion tokamak
plasmas. The essential difficulty in attaining these values lies in the numerical treatment
of boundary layers having a thickness decreasing with H (Kamp & Montgomery 2003a)
as illustrated on Figure 9. In previous publications (Oueslati et al. 2019; Oueslati & Firpo
2020), we used a mesh refinement on the border of the computational domain (2. So
doing, we have been able to obtain numerical results that produced values of <up>rms
that were reasonably independent of the accessible number of mesh triangles. In more
mathematical terms, the results had some reasonable stability in the L?-norm for v,
up to H = 107 depending on boundary conditions. In this work, we have been able to
improve the numerical space resolution of some FreeFem++ simulations by decreasing the
minimum edge size parameter in the mesh refinement due to more powerful computing
facilities. This allows to address more rigorously the numerical robustness of the code in
the large-H fusion-relevant range. An example of improving the precision of the results
by refining the mesh on the computational domain is given in the Figures 15 and 16.

The proper mathematical method to assess the numerical robustness of finite element
computations is to consider a series of regular meshes and shows the convergence of the
results as the mesh size tends to zero. Consequently, as the number of triangles covering
the domain {2 tends to infinity, one needs to observe the L? convergence of v,. Figure
17 gives a qualitative observation that this does take place with (and up to) H = 107.
There is moreover only a few percents discrepancy between the various rms values of v,,.
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command ListPlot3D of Mathematica®(there is no artificial smoothing).
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Annexe A

Dérivation des équations de la

magnétohydrodynamique (MHD)

La modélisation mathématique est ’art de représenter un phénomeéne physique en termes mathé-
matiques. La plupart de ces modeles (équations d’élasticité linéaire, équations de Navier-Stokes de la
mécanique des fluides, Maxwell équations de 1’électromagnétisme, etc ...) s’écrivent comme une équa-
tion aux dérivées partielles (PDE) ou un systéeme de PDE défini sur un domaine 2. Les conditions
aux limites completent le modele. L’intérét de I'industrie de résoudre numériquement ces problemes est
aujourd’hui incontestable. Dans ces notes, nous proposons de résoudre le modele MHD viso-résistif a
'aide de la méthode des éléments finis. Une étape fondamentale, permet de simplifier le systéme (A.1)
pour se ramener a un systeme d’EDP.

La modélisation de la MHD repose sur les équations de 1’électromagnétisme et celles de la mécanique
des fluides (Navier-Stokes). Le couplage entre ces deux systemes d’équations est réalisé par les forces
de Laplace et le champ de vitesse. Durant cette these, nous nous concentrons I’étude sur la vitesse
de I’écoulement dans la direction toroidale du plasma. Pour commencer, le systéeme d’équations initial

s’écrit :

191
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(v.V)v=J xB - Vp+vViv (A.1a)
Vv=0 (A.1b)
V.B=0 (A.lc)

VxE=0 (A.1d)

VxB=1J (A.1e)

E+vxB=nl (A.1f)

D’un point de vue théorique, le probléme est bien posé [Masmoudi(2010)]. Il a été démontré 1’exis-
tence globale de solutions régulieres pour le systéeme complet des équations la MHD couplées aux

équations de Navier-Stokes.

A.0.1 Systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP)

Le champ magnétique et la vitesse de ’écoulement étant a divergence nulle, on peut déduire 'exis-
tence d’'un scalaire 1 et x, respectivement la fonction du courant et le flux du champ magnétique. Ces

erniers s’écrivent :
d ’ t

v(r,z) = Vi x Ve + v@io, (A.2a)
:Mn@:vxxv¢+@#}+BQ@ (A.2b)

Le champ électrique se décompose en une composante extérieure engendrée par des excitations exté-

rieures et une partie générée par le gradient de la somme des potentiels scalaires P.

o+

E = £ i, - Vo. (A.3)
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La vorticité et la densité du courant sont définis comme suit :

w=VXxvV (A.4a)

J=VxB (A.4b)

En utilisant les expressions précédentes, (A.2a) et (A.2b) on peut écrire :

J(r,2) = V(rB,) x Vi — i(A*Xﬁ@ (A.5a)
w(r,z) = V(rv,) x Vo — i(A*w)ip (A.5Db)

Nous allons ici décrire les étapes réalisées permettant le passage du systéme d’équation initial (A.1)
a un systemes d’équations aux dérivées partielles. Pour commencer on retient la partie toroidale de

I'équation (A.5b) :

A" = —rw, (A.6a)

Considérons ensuite 1’équation de vorticité qui est obtenue en prenant le rotationnel de I’équation

bilan des forces :

vWV2w =V x (wxv+JxB) (A.7a)

En prenant la partie toroidale de cette équation (A.7) :

Byrg
r2

Yo

v A (rw,)V, = V(rv,) x V(%‘") + V(=) X V() + V(fjf" +

. ) X V(rBy,) + Vx X V({f).
(

Le rotationnel de la partie poloidale de la loi d’Ohm conduit a I’équation suivante :
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B
NA" 1)V, = V(=2 x Vi - v<“7"”) X Vy (A.9a)

Une équation pour v, est obtenue en réécrivant 1’équation bilan des forces I'équation comme suit :

1
vV =V(p+ §v2) +wxv—JxB (A.10a)

La partie toroidale de cette derniere équation (A.10) donne :

v A" (rv,) = [Vx x V(rBy,) — V¢V (rv,)].V,,. (A.11a)

La partie toroidale de ’équation conduit a :

AN (x) = —rJ, (A.12a)

ol la densité de courant toroidale découle de la partie toroidale de la loi d’Ohm.

Vxwiv

7o
vrd, = Ey— —
r r

(). (A.13a)

Le systeme d’équations initial (A.1) est réécrit en introduisant des nouvelles variables uy, ug, us,
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uy, Us et ug; x et y sont définies par x = r/rg, y = z/70.

Uy = —
To
Uy = ToTWy
rB
Us = J—Fl
I
TU
U4:J
I
X
Uy = —
To

ug = 1orJ, — Ie

Avec I, = roBy and I, = T’(Q)EO /n. Les crochets de poisson sont définis :

Le systeme d’équations final a résoudre est le suivant :

AN up = —us
v AT uy = g(?;f — 2u6;; L 85;5
+ i({ue, ust + {u1, u2}t) + 2;2({;;1 - [l?(%<;%)
n A" uz = ;(ugaal;l — U4%1;5) + ;({Uhuzs} + {ua, us})
v A uy = i({u;z,,w)} + {u1,ua})
Nus = —ug — 1,

Nue = {U5, U1}

L’opérateur A* est défini comme

20A 0°A 10A 0°A
* _\724 _ = —_ _
A A=VA r Or 0?r 7“87“+822'

(A.14a)

(A.14b)

(A.14c)
(A.14d)
(A.14e)

(A.14f)

(A.15)

(A.16a)

(A.16D)
(A.16¢)
(A.16d)

(A.16e)
(A.16f)

(A.16g)

(A.17)
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Apres avoir simplifié le systéme d’équations initiales, en se ramenant a un systeme d’EDP, il ne reste
qu’a définir les conditions aux limites. Nous sommes maintenant en mesure d’écrire a la formulation
variationnelle pour le probléeme de la MHD en dimension 2. Les problémes des équations non linéaires
géométriquement ou physiquement sont souvent caractérisés par la présence de points critiques. Les
stratégies itératives conventionnelles de type Newton maintiennent le parametre de controle constant
tout en évoquant la convergence. En d’autres termes, I'idée derriere ces techniques numériques avancées
est la suivante : Une premiere approximation de la solution est calculée lors de la premiere itération de
chaque étape. Des itérations supplémentaires sont cependant nécessaires pour corriger cette approxi-

mation.



Annexe B

Formulation des équations de la MHD en

présence d’un chauffage localisé

Dans 'annexe A nous avons détaillé la dérivation du systeme d’équations différentielles couplées
a résoudre dans le cas d’une résistivité constante. Ce dernier nous a permis de déterminer les états
stationnaires pour une valeur constante de la résistivité . On souhaite généraliser les résultats obtenus
en introduisant une résistivité non uniforme mais qui dépend de la température. Lorsque la résistivité
n’est plus constante comme dans la présente étude, 1'équation de B, est modifiée. En présence d'une
température non uniforme, et en ajoutant aux systemes d’équations initiales, une équation de chaleur,
une résistivité dépendant de la température, le nouveau systeme d’équations s’écrit de la maniere

suivante :
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(v.V)v=J xB - Vp+vViv (B.1a)
Vv=0 (B.1b)
VB=0 (B.1c)
VXE=0 (B.1d)
VxB=1J (B.1le)
E+vxB=n(T)J. (B.1f)
(v.V)T = xoVT (B.1g)
En prenant le rotationnel de la La loi d’Ohm donne, en utilisant V x E =0

Vx(vxB)=nV xJ+VnxJ (B.2a)
B =VxxVo+ (r0By+1B,)V, (B.2b)
J=V(rB,) x V, — A"V, (B.2¢)
v=V¢ xVy+rv,Ve (B.2d)
w=V(rv,) x Vo — A"V (B.2e)

En utilisant I’axisymétrie impliquant, Vy.Vy = V.Ve et (Vp)? = 72 cela donne :

B B

v x B = (Vi) x VoVy) Vi + %’vx - (7?—2“ +=5)VY. (B.3a)

La projection dans la direction toroidale de cette équation (B.3) :
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B B
IV x (v x B)].Vip = [V(%) +Vyx - V( 7?;0 +=5)Vy]. Ve, (B.4a)
V xJ=VxI[V(rB,) x Vo — A"xVy] (B.4Db)
(Vx J).Vp=—r"2A*(rB,) (B.4c)
(Vn x J).Ve = (Vn x [V(rB,) x Vy|.Ve (B.4d)
En conséquence, nous avons :
Vyp Boro | By, —2 A% -2
[V(7) + Vyx — V( 3 + T)Vzﬁ].Vgo = —nr > A" (rBy,) —r °Vn.V(rB,). (B.5a)

L’opérateur A* est défini comme :

cA_wry 204 _0°A 104 04
ATd=VA ror 0% r@r—i_cf)%’ (B6)

Le systeme d’équations initiales (B.5) est réécrit en introduisant des nouvelles variables uy, us, us,

Uy, Us, Ug et u7; x et y sont définies par x = r/ry, y = z/ro.

= B.7
U1 ro (B.7a)
Uy = TTW,, (B.7b)
B

uy = 2% 41 (B.7c)
I

ug = 2# (B.7d)
I,
X

== B.7
Us ro (B.7e)
ug = 1orJy, — Ie (B.71)

T
Ur = To7 (B.7g)
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Avec I, = roBy and I, = r(Q)EO /n. Les crochets de poisson sont définis :
oudv  Oudv
_ ooy Tner B.8
{u, v} Oxdy Oy ox (B.8)
Le systeme d’équations final en utilisant les nouvelles variables est le suivant :
A*Ul = —U2 (B9a)
I? Ou? ug + I, Ous
Ay =-"2"3 2 ° B.9b
e T dy x2 Oy ( )
1 Uy Ouy , 0 ul
+;({u6,u5}+{u1,u2})+2?a—y _]b@(ﬁ) (B.9¢)
. 2, Ou ou 1
nA* ug = ﬁ(ugafyl - “4aTj> + —({un,us} + {ua, us}) (B.9d)
1
v AT uy = ;({ug,, us} + {ur, us}) (B.9e)
A*U5 = —Ug — ]e (Bgf)
3
u? 3
Qg = ?{UE), ur} 4 Lou? (B.9g)
1
XT AN up = —{uy, ur} (B.9h)
x

Ces équations posées sur le domaine {2 sont complétées par la spécification des conditions aux

limites portant sur la frontiere 02 (u; = uy = us = 0,u3 = 1 et u; une fonction qui dépend de y) .

Ces conditions aux limites nous permettent de fixer les constantes d’intégration qui apparaissent lors

3

de D'intégration des équations aux dérivées partielles. Les constantes qui apparaissent sont : o = ngré

et I, = ro By avec ng = n(Ty) (To = 344).
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Résumé : La détermination classique des équilibres
des plasmas de tokamaks repose sur la résolution
de I'équation de Grad-Shafranov. On y suppose que
le plasma, vu comme un fluide conducteur, a une
vitesse nulle. Expérimentalement, il existe de nom-
breuses observations d’une rotation spontanée dans
les tokamaks notamment dans la direction toroidale.
Cette rotation du plasma s’avére avoir des effets trés
importants sur I'amélioration du confinement et le
passage dans le mode H de confinement amélioré.
Pour éclaircir ces observations expérimentales, nous
nous proposons de déterminer numériquement les
états stationnaires axisymétriques des équations
non-linéaires de la magnétohydrodynamique visco-
résistive obtenues en réintroduisant le terme convec-
tif. Nous présentons d’abord des résultats numériques
obtenus dans les géométries de tokamak de type JET
et ITER dans le cas d’une résistivité uniforme et sans
perturbation magnétique. Nous avons considéré des
valeurs réalistes de la résistivité et nous avons fait va-
rier la viscosité v, dont I'ordre de grandeur réaliste est
mal connu. On définit un parametre de contréle ap-

Titre : Modélisation et simulation des plasmas de tokamak : états stationnaires axisymétriques a flot non nul
Mots clés : plasmas chauds; simulation numérique ; MHD non linéaire ; Méthode des éléments finis (FEM) ;

pelé le nombre de Hartman H, nombre sans dimen-
sion qui implique a la fois la viscosité et la résistivité
H = (q)~ /2.

On montre dans un deuxiéme temps l'effet d’une pe-
tite perturbation des configurations magnétiques sur
la variation de la vitesse toroidale. La symétrie est
brisée pour de faibles perturbations axisymétriques.
Par conséquent, la vitesse de rotation du plasma aug-
mente. Létude précédente considere une résistivité
uniforme. On montre qu’un chauffage localisé, en
introduisant une résistivité n(7") qui dépend de la
température, conduit a une augmentation de la vi-
tesse allant jusqu’a quatre ordres de grandeur de
vitesses toroidales par rapport a la situation avec
une température uniforme pour des nombres de Hart-
mann identiques. Des résultats numériques pour plu-
sieurs variations de température (AT) sont présentés.
Dans toutes ces simulations, le modéle MHD visco-
résistif, détaillé dans le chapitre 3, est résolu a l'aide
de la méthode des éléments finis en utilisant le code
open source FreeFem++ de résolution numérique
d’équations aux dérivées partielles.

Magnetic confinement

Abstract : The usual equilibrium states in tokamak
plasmas are solutions of the Grad-Shafranov equa-
tion. It is assumed that the plasma, seen as a conduc-
tive fluid, has zero velocity. Experimentally, there are
many observations of spontaneous rotation in toka-
maks, especially in the toroidal direction. This rotation
proves to have important effects on the improvement
of the confinement and on the entrance into the H-
mode of improved confinement in tokamaks. To clarify
these experimental observations, we propose to de-
termine numerically the axisymmetric steady-states of
the non-linear equations of visco-resistive magneto-
hydrodynamics obtained by reintroducing the convec-
tive term (v. grad)v. We present numerical results ob-
tained using the open source code FreeFem ++ in the
geometries of tokamaks of the JET and ITER type in
the case of a uniform resistivity and with no magnetic
perturbation. We have considered realistic values of
the resistivity  and we have varied the viscosity v, of

Title : Modeling and numerical simulation of tokamak plasmas : axisymmetric steady states with finite flows

Keywords : hot plasma ; numerical simulation ; non linear MHD ; Finite Element Method (FEM) ; FreeFem++;

which the realistic order of magnitude is poorly known.
We define a control parameter called the Hartman
number H, a dimensionless number which evaluates
both the viscosity and the resistivity H = (nv)~1/2.
We show in a second step the effect of a small pertur-
bation of the magnetic configurations on the plasma
velocity in the toroidal direction. The tokamak up-
down symmetry is broken for weak axisymmetric per-
turbation 5(z,y), and the rotation of the plasma in-
creases. Another way to increase plasma rotation is
to introduce a resistivity n(7") which depends on the
plasma temperature. We present results for various
up-down temperature variation AT. The latter has an
effect of increasing the the plasma velocity. The visco-
resistive MHD model detailed in chapter 3 is solved
using the finite element method that uses FreeFem ++
that is an open-source code to solve partial differential
equations.
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