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Chapitre 1

Introduction

La these que vous avez entre les mains porte sur les espaces Einstein asymptotiquement hyperboliques. Deux axes
majeurs du domaine seront abordés : I’étude de la régularité de tels objets et ’étude de constantes invariantes pour
ces objets.

Cette introduction présente les principaux résultats, tout en cherchant a les contextualiser. Cette thése est construite
de la maniére suivante : la premiere partie présente les résultats déja connus dans le domaine des variétés d’Einstein
asymptotiquement hyperboliques auxquels s’ajoutent des avancées a propos des invariants conformes. Puis dans une
deuxieme partie, une nouvelle méthode pour assurer la régularité d’'une compactification a partir de la régularité de

la métrique sur le bord est présentée, avant qu’une troisieme partie s’intéresse a une famille de métrique particuliere.

A propos des métriques Einstein asymptotiquement hyperboliques

L’application principale des métriques Einstein asymptotiquement hyperboliques, ainsi que leur inspiration,
provient d’études de physique théorique, en particulier de théories de la gravitation. Ainsi 'idée de voir I'infini
d’une variété comme un bord est issue des travaux de Penrose de 1968. Dans [Pen68], il introduit le concept d’infini
conforme pour une métrique pseudo-Riemannienne afin d’étudier I’énergie gravitationnelle a I'infini d’espace-temps
asymptotiquement plats. Plus récemment, la mise en lumieére par Juan Maldacena en 1998 de la correspondance
entre la théorie AdS (anti de Sitter) et CFT (conformal field theory) dans [Mal99], approfondie dans [Mal03] a

provoqué un regain d’intérét mathématique pour les métriques Einstein asymptotiquement hyperboliques.

Ces métriques sont issues de la conjonction de deux concepts : un local sur la variété et extrémement contraignant,
et un second sur le bord permettant d’avoir un probléme similaire & un probléme de Dirichlet pour ’existence d’une
telle métrique.

Le premier concept est celui de métriques Einstein. Il s’agit de métriques qui satisfont la célebre équation de
la relativité générale dans le vide d’Einstein, qui relie la courbure de Ricci a la métrique avec un coefficient de
proportionnalité constant sur la variété :

Ric= M\g

Cette équation est, a difféomorphisme pres, localement elliptique en la métrique, et donc trés contraignante. Ainsi
par exemple toute métrique Einstein sera lisse & l'intérieur de son domaine de définition grace a un argument de
bootstrap en coordonnées harmoniques.

Le deuxiéme concept est celui d’étre asymptotiquement hyperbolique (noté AH). Il nécessite d’étre conformément

compact, c’est-a-dire de pouvoir adjoindre & la variété une hypersurface (on parle de bord ou d’infini conforme de
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la variété) afin que la réunion soit une variété compacte sur laquelle on peut étendre la métrique via un changement
conforme (on parle alors de compactification de la métrique). Ceci permet de définir la classe d’équivalence pour
le changement conforme de la métrique a l'infini. Une condition sur la vitesse d’approche de cette classe conforme
est ensuite ajoutée. Cette condition revient a demander que la variété de départ soit complete et que sa courbure
sectionnelle s’approche uniformément de -1 au voisinage de l'infini. L’adjonction de la condition d’existence d’une

compactification et d’une condition de vitesse donne alors la condition d’asymptotique hyperbolicité.

Un des principaux résultats est I'existence d’un remplissage Einstein asymptotiquement hyperbolique pour
des métriques perturbations d’une métrique sur 'infini conforme ayant un remplissage vérifiant une hypothese
d’injectivité d’un opérateur elliptique canonique. Ces idées ont fait leur apparition dans le travail de Graham-
Lee [GL91], avant d’étre développées plus généralement en paralléle dans la monographie de Lee [Lee06] et dans
les travaux d’Olivier Biquard dans [Biq00]. Ainsi, sous certaines conditions naturelles, 'on a bien une solution & ce
probléme de type Dirichlet. Une condition au bord et une version elliptique de 1’équation (une fois fixé le probleme

provenant de U'invariance par difféomorphisme) fournissent au moins localement une solution.

La dimension 4 est particulierement intéressante dans I’étude des variétés riemanniennes. Ceci pour une simple
raison : elle contient une complexité qui n’est pas présente en plus faible dimension avec la courbure de Weyl, tout
en ayant une symétrie potentielle qui ne sera pas présente en plus grande dimension, issue de I'action involutive de
I’étoile de Hodge sur les deux-formes. Cette action permet en particulier d’écrire I'espace des deux-formes comme
une somme directe des espaces propres de 1’étoile de Hodge, somme directe qui induit une décomposition sur les
opérateurs linéaires sur cet espace, par exemple pour les opérateurs de courbures. On retrouve ainsi la définition des
métriques autoduales et anti-autoduales, qui sont des métriques dont certains des termes dans cette décomposition

appliqué a la courbure de Weyl s’annulent.

Des invariants conformes

Comme souvent en mathématiques, il est tout aussi important de regarder ce qui ne change pas que de regarder
ce qui change. L’étude des invariants est source de nombreux résultats intéressants. On peut ainsi pour les variétés
d’Einstein asymptotiquement hyperboliques définir de nombreux invariants dépendant de la métrique. Une portion

seulement de ce qui existe sera présenté.

L’invariant le plus simple a visualiser est I'invariant de Yamabe de l'infini conforme Y. Il s’agit de regarder,
dans la classe conforme de la restriction de la métrique a l'infini, quelle est la plus petite valeur de I'intégrale de la
courbure scalaire sous la contrainte de volume de 'infini valant 1. On obtiendra alors une quantité indépendante du
choix de la compactification pour toute métrique conformément compacte. Cet invariant, défini comme un infimum
d’une fonctionnelle intégrale, est dans la plupart des cas qui nous intéressent un minimum comme le prétend (avec
une erreur dans la preuve) Yamabe dans [Yam60] et le prouvent Trundinger, Aubin et Schoen dans [Tru68], [Aubl1]
et [Sch84]. L’intérét principal de cet invariant réside dans les cas on il s’agit en fait d’un minimum . Le minimiseur
de la fonctionnelle correspond alors a une métrique de courbure scalaire constante, de méme signe de courbure que
Iinvariant.

La définition donnée ci-dessus ne fonctionne malheureusement que pour des variétés compactes sans bord. Le travail
d’Escobar dans [Esc92b] généralise cependant ce résultat en ajoutant a la fonctionnelle un terme de bord. Cette
généralisation est notée Y; dans cette theése, mais la notation Q existe également dans la littérature. Cet invariant
pourra étre calculé pour toute compactification d’une métrique conformément compacte indépendamment du choix

de la compactification. Et encore une fois, un minimiseur correspond a une compactification de courbure scalaire
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 9

constante telle que la courbure moyenne de I'infini conforme soit nulle.

Un résultat bien connu, présenté dans le travail de Lee [Lee94], de Qing [Qin03], de Han-Gursky [GH17] et de
Chen-Lai-Wang [CLW19], annonce que pour une métrique asymptotiquement hyperbolique Einstein, si I'invariant
de Yamabe de l'infini conforme est positif, alors il en est de méme pour l'invariant de Yamabe-Escobar de la

compactification. Ces travaux donnent méme une relation d’ordre entre les deux termes.

Un autre invariant naturel apparait lorsqu’on rajoute la contrainte Einstein sur la métrique en dimension paire :
le volume renormalisé. Il s’agit & partir d’un infini conforme de choisir une description (une fonction définissante,
voir la partie 2.1) particuliére pour U'infini de la variété. Un développement limité du volume du complémentaire
d’un voisinage de l'infini (le volume de la variété entiere étant infini) peut alors étre écrit, et le terme constant
de ce développement limité sera appellé volume renormalisé. Cet objet a été développé par Graham dans [Gra99].
Un des résultats importants qui a suivi est celui d’Anderson dans [And01]. Il énonce qu’en dimension 4, le volume
renormalisé est bien un invariant conforme de toute la renormalisation (par opposition au résultat antérieur qui
donnait une invariance conforme par rapport a l'infini conforme), et le relie grace a ’équation de Chern-Gauss-

Bonnet a l'invariant topologique de Gauss de la variété et a l'intégrale de la norme de la courbure de Weyl.

Dans cette theése, on donne une réciproque partielle du résultat de Qing [Qin03]. En ajoutant la condition de
positivité du volume renormalisé, on obtient qu’en dimension 4 la positivité de l'invariant de Yamabe-Escobar

implique la positivité de l'invariant de Yamabe de I'infini conforme :

Théoréme 1.0.1. Soit (H(4), OM®) | g) une variété asymptotiquement hyperbolique Einstein de dimension 4.
En particulier, cette variété aura un bord ombilic, c’est-a-dire que la seconde forme fondamentale du bord est
proportionnelle d la métrique I = u(x)g, ce qui revient a demander que le bord soit totalement géodésique via
un changement conforme.

St en plus la constante de premier type de Yamabe-Escobar est positive Yq (M(4)76M(3),§) > 0 et le volume

renormalisé V(M(Al)7 (9M(3),§) > 0 est aussi positif, alors l'invariant de Yamabe du bord est strictement positif :

Y(0M,gop1) > 0
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De régularisation a priori de métriques

Les résultats présentés dans cette partie sont sans doute les résultats les plus intéressants de la these. Ils
partent d’un constat simple : la condition d’étre une métrique Einstein est une condition tres exigeante. Comme
on peut s’y attendre, elle impose un caractere lisse sur les points intérieurs de la variété. En revanche, la condition
d’asymptotique hyperbolicité n’enjoint rien a priori sur la régularité a 'intérieur de la compactification, mais permet
de définir une notion de régularité a l'infini. Dans cette partie, on s’intéresse a ce que la conjonction des deux
conditions permet de dire, et particulierement comment améliorer la connaissance de la régularité d’un compactifié

si sa restriction au bord est réguliere.

L’idée de départ est qu’une régularité du tenseur de courbure de Ricci du compactifié se traduit naturellement
en une régularité de la métrique dans un systéme de coordonnées harmoniques. En effet, I’équation qui donne cette
courbure en fonction de la métrique est elliptique. C’est un argument classique permettant d’obtenir le résultat

suivant :

Proposition 1.0.2. Soit g e C***(M) avec k = 2 un entier et 0 < o < 1.
S’il existe une fonction définissante du bord p vérifiant au voisinage du bord g = dp* + h + O(p?), et que
Ric € C'=2T9(M) pour (1,6) € N x [0,1] avec | +3 > k+a > 2 et h € C'TO(OM) dans un systéme de

coordonnées harmoniques C'0, alors la restriction de la métrique dans ces coordonnées vérifie g € C'+0(M).

Le probléme se réduit alors a prouver une amélioration de la régularité de la courbure de Ricci. Le tenseur de
Bach fournit un lien entre les régularités du tenseur de Ricci et du tenseur de Weyl. En effet, deux maniéres d’écrire
ce tenseur permettent de relier le laplacien du tenseur de Ricci avec les dérivées covariantes du tenseur de Weyl, et

d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 1.0.3. Soit (H"H, 0M, g) une n+1 variété Riemannienne compacte de bord 0M lisse et d’intérieur
M.

Supposons qu’il existe une solution au probléme de Yamabe sur la variété a bord (en particulier si M a un
point de OM mnon-ombilic, ou si g est conformément plat sur M, ou encore si la courbure de Weyl n’est pas
identiquement nulle sur oM ).

De plus, soit 0 < a < 6 < 1 et ke N un entier positif, on suppose que g € C?*TF(M) n CHM), que
Ricjonm € Ck9(0M, T*Mon) et que la courbure de Weyl vérifie W e C*O(M,T*M).
Alors, on obtient que :
Rice C* (M)

On vient donc de se ramener & vouloir améliorer la régularité du tenseur de Weyl du compactifié. Or si on le
considére comme un (3,1) tenseur, le tenseur de Weyl est invariant par changement conforme. On peut donc se servir

de ’équation de Bochner qui régit la courbure de Weyl d’une métrique Einstein, équation démontrée dans [CM20] :

10



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 11

Lemme 1.0.4. Soit (M, g1 ) une variété Riemannienne Einstein de dimension n+ 1 = 4, avec constante de

normalisation A (i.e. Rij = Agy,;), alors :

VEVWijkr = =20AWijt1—=2(Wipjg WP ki =Wipa W), — Wipgr W)

En particulier, pour une variété Einstein asymptotiquement hyperbolique, V"L Vg W =2nW =W W, oi

W x W est un terme quadratique en W.

On se retrouve donc a devoir étudier 'opérateur elliptique V;‘+ V4. —2n sur les sections du fibré des tenseurs (3,1)
ayant les symétries algébriques du tenseur de Weyl, que I'on note Sy. Cette étude s’inscrit dans le cadre général
des opérateurs elliptiques géométriques sur les fibrés géométriques de poids fixé développé par Lee dans [Lee(6].
Il s’agit de ce fait principalement de trouver une estimation asymptotique de 'opérateur, mais aussi de calculer le
rayon indiciel (distance & un axe des exposants complexes caractéristiques, définis comme les valeurs de décroissance
qui avec 'opérateur induisent une fonction linéaire singuliére en au moins un des points de 'infini, voir la définition
compléte dans 5.3). Pour donner un sens & une estimation asymptotique d’un opérateur, la définition de la relation X

est utile :
Définition 1.0.5. Soit P : C*(M, E) — C*(M, E) un opérateur différentiel sur M, et A € R, on notera :
(u, Pu) Z X[ul[*

si pour tout € > 0, il existe un compact K. tel que pour tout v € CP(M\K,, E) lisse et & support compact dans

M\K., on a, avec (-,-) le produit scalaire sur L? et || - || est la norme associée, que :
(u, Pu) = (A = €)|[ul[?

On obtient I'estimation suivante, ainsi que le rayon indiciel :

Lemme 1.0.6. Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique de dimension (n+ 1) et de régularité C*P,
avecl =22 et 0 < B <1 etn>4. Alors pour des sections de Sy, on a l’estimation asymptotique du Laplacien :

2
(w, V*Vw) 2 (7 +4)]w]

Lemme 1.0.7. Soit (M, gy ) une variété asymptotiquement hyperbolique connezxe de dimension (n+ 1) et de
régularité CLP, avecn >4,1>2, et 0 < B < 1,

L’opérateur de Laplace V¥V —2n agissant sur le fibré géométrique Sy de poids 2 a un rayon indiciel R = %(n—él)

Pour le dernier point, il est également nécessaire de travailler avec une nouvelle famille de régularités, qui sont les
espaces a poids correspondant aux espaces topologiques images des espaces de Holder par des cartes de coordonnées
particulieres (cartes de Mobius) - voir la partie 2.3 pour une définition rigoureuse. Il faut bien distinguer le poids
pour les espaces fonctionnels, qui indique une décroissance a l'infini, et le poids d’un fibré géométrique, qui est
relié au nombre d’indices covariants et contravariants, et indique la puissance de la fonction définissante nécessaire
pour passer de la norme d’'un vecteur pour la métrique a sa norme pour la métrique compactifiée. Cette famille
de régularités est bien connue, et reliée aux espaces de Holder a poids sur la variété compactifiée avec la propriété

suivante :

11
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Lemme 1.0.8. Soit E un fibré tensoriel géométrique de poids r sur M, et soient0 <a <1,0<k+a <1+ 8,
et 0 < s < k+ a, alors les inclusions suivantes sont continues :

Cly (M E) < CE5.(M; B),

Okfa+r(M;E) - C((07) (M7E)

Avec ces résultats, ainsi qu’avec une approximation suffisamment réguliere du tenseur de Weyl et un difféomorphisme
C3" laissant I'infini conforme invariant (difféomorphisme de collier), comme donné par les travaux de Chrusciel et

al. dans [CDLS05], il est alors possible de démontrer que :

Théoréme 1.0.9. Soit (M, g1 ) une (n+1)-variété asymptotiquement hyperbolique et Einstein de régularité
C?", avecn >4 et0<n<l1.
Soit de plus W € Sy la courbure de Weyl de g, alors pour tout B <§ <1 :

Wy e Cgy (M, Sw). (1.0.1)

D’une famille d’exemples en dimension 4 : les métriques de Pedersen

Les exemples, si possible aussi génériques que possible, permettent d’aider a I'intuition. Ainsi, dans le cadre des
espaces d’Einstein asymptotiquement hyperboliques en dimension 4, Pedersen introduit dans [Ped86] une famille
a un parametre de métriques sur la boule de dimension 4 ayant comme infini conforme les spheres de Berger (qui
sont des dilatations par un parameétre constant le long de la fibre de Hopf). Cette partie propose de faire une étude

la plus exhaustive possible de ces métriques dans le cadre fourni par les parties précédentes.

Sur la boule unité B (R*), il existe une base naturelle de vecteurs tangents (0,., g, , O, , Op, ) Vérifiant
[09,, 0o, = 209

associée et en notant r la distance radiale, on peut pour m > —1 définir la métrique de Pedersen de parametre m

i ... (ol les indices sont pris modulo 3), et [dg,, 0] = 0. Alors en prenant (dr, o1, 02, 03) la base duale
comme :

dr? + 7‘2(1 + mrQ)(Uf + Ug) +

4 (1+mr2

B r2(1 + mr?) 9
Gm = (1—7r2)2 \1+4mrt '

14+ mr? 73

A partir de cette métrique, il est alors possible de calculer le signe de I'invariant de Yamabe du bord, le signe

de celui de Yamabe-Escobar et le signe du volume renormalisé. L’on obtient les résultats suivants :

Proposition 1.0.10. Soient m>-1 et g,, la métrique de Pedersen de paramétre m, son volume normalisé est

V(BU(RY).g) = 1T (1- m’”m)) |

alors :

Proposition 1.0.11. Soit (B;(R*), g,,) la métrique de Pedersen de paramétre m > —1.

L’invariant de Yamabe de linfini conforme est de méme signe que m + %

12



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 13

Proposition 1.0.12. Soient 0>m>-1, g, la métrique de Pedersen de paramétre m, et G, = (1_27’2 2 gm la

métrique compactifiée issue de la construction.

Alors Y1(M,0M, [gm))est de méme signe que l’évaluation suivante

At ()

ot la fonction f donnée est une fonction croissante.

F(m) =1

Une étude des signes relatifs de ces divers invariants en fonction du parametre de la métrique a été une importante
motivation pour la recherche de la réciproque partielle 1.0.1. Ion remarque en effet que lorsque le volume renormalisé
est positif, I'invariant de Yamabe de l'infini et 'invariant de Yamabe-Escobar sont tous les deux positifs. En fait, le

but initial était de montrer la conjecture suivante :

Conjecture 1.0.13 (Ge, Fraux). Soit (M, g+) une métrique Einstein asymptotiquement hyperbolique telle que

le volume renormalisé soit positif. Alors linvariant de Yamabe de ’infini conforme est positif.
Cette these présente un résultat partiel dans cette direction, qui a été présenté dans le théoreme 1.01 dans la

partie sur les invariants conformes. L’auteur reste persuadé qu'’il est possible de démontrer la conjecture sous des

hypotheses plus larges que celles présentées ici.

13
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Notations

Dans cette these, sauf mention explicite contraire, les notations suivantes seront utilisées :

Ensembles :
¢ N I’ensemble des nombres entiers naturels;
¢ R 'ensemble des nombres réels;
e C l’ensemble des nombres complexes ;

o S” la sphére de dimension n, naturellement incluse dans R**+!.

Espaces asymptotiquement hyperboliques :
e M lintérieur d’une variété asymptotiquement compacte ;
o M une compactification de la variété précédente ;
e 0M le bord de la compactification précédente ;
e ¢+ une métrique riemannienne asymptotiquement compacte sur une variété M ;
e g une compactification d’'une métrique asymptotiquement compacte ;
e p une fonction définissante du bord d’une variété compactifiée ;
o [z] la classe d’équivalence pour la relation conforme de 1'objet x;
. 6{ le symbole de Kronecker ;
e Rm la courbure de Riemann;
e Ric la courbure de Ricci;
e R la courbure scalaire;
o A, le tenseur de Schouten de g. En cas d’absence d’ambiguité, on omettra g de la notation;
e rla partie sans trace du tenseur de Ricci;

o Iy la seconde forme fondamentale d’une hypersurface N. En cas d’absence d’ambiguité, on omettra N de la

notation;
o Hy[N7]la courbure moyenne d’une hypersurface N'. En cas d’absence d’ambiguité, on omettra A" de la notation ;
e V, la connexion de Levi-Cevita d’'une métrique g. En cas d’absence d’ambiguité, on omettra g de la notation;
o dV, la forme volume associée & g. En cas d’absence d’ambiguité, on omettra g de la notation ;
e dS, la forme volume associée a la restriction de g a une hypersurface ;

e Ar(g) le Laplacien de Lichnerowicz de la métrique g. En ’absence d’ambiguité, on omettra g de la notation.

14
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Symboles d’algebre multilinéaire :

. b; lopérateur musical plan d’abaissement d’indice associé au produit scalaire g appliqué a la position i. En

Pabsence d’ambiguité, on omettra la position et/ou le produit scalaire de la notation ;

o #, lopérateur musical diese d’élévation d’indice associé au produit scalaire g appliqué & la position i. En

Pabsence d’ambiguité, on omettra la position et/ou le produit scalaire de la notation;
¢ ® le produit tensoriel de deux tenseurs;
e ®° le produit tensoriel symétrique de deux tenseurs, il s’agit de 'opération ® symétrisée ;
e A le produit tensoriel alterné de deux tenseurs, il s’agit de 'opération ® anti-symétrisée ;

e _le produit intérieur d’un vecteur sur une somme de formes. La méme notation est abusivement utilisée pour
Popération produit scalaire avec un vecteur sur la premiére coordonné, qui a un vecteur et un (n+1) tenseur

associe un n-tenseur ;

o @ le produit de Kulkarni-Nomizu. Ce produit envoie deux (0,2)-tenseurs sur un (0,4)-tenseur.

Espaces de fonctions : (voir partie 2.3)
o L?*(M, X) ou L? I'espace des fonctions de carré intégrable pour la forme volume dV,, avec X espace de tenseur ;
. C(]i)a (M) D’espace des fonctions de Holder décroissantes sur la compactification ;
. Cg’a(M) lespace de Holder & poids de l'intérieur ;

« HYP(M) Iespace de Sobolev a poids.

Modeéles de variétés :
e (H, gean) un modele de 'espace hyperbolique;
e (83, hy) la sphere de Berger de parameétre A\. A = 1 correspond a la sphére canonique ;

e (B*, gm) la métrique de Pedersen de parameétre m. m = 0 correspond & I’espace hyperbolique canonique.

Invariants :
o Y(0M,[g)op]) Iinvariant de Yamabe de linfini conforme;
e Y1(M,0M,[g)) la constante de Yamabe-Escobar de premier type;
e Y5(M,0M,[g]) ou Q(M,0M,[g]) la constante de Yamabe-Escobar de deuxieme type;

e V(M,g) le volume renormalisé d’une métrique Einstein asymptotiquement hyperbolique. En cas d’absence
d’ambiguité, on omettra (M, g) de la notation. A ne pas confondre avec la forme volume, ou le volume d’'un

compactifié.

15
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Chapitre 2

Coordonnées spécifiques et espaces

fonctionnels

Ce chapitre rappelle les définitions usuelles dans les espaces asymptotiquement hyperboliques, couramment

utilisées dans la littérature (particulierement bien présentées en anglais dans la monographie [Lee06]).

2.1 Définition des espaces asymptotiquement hyperboliques Einstein

Soit M une (n+1) variété a bord compacte, lisse et connexe. On notera dM son bord, et M son intérieur.

Une fonction définissante sera une fonction p : M — R, strictement positive sur M et C*(M), qui s’annule sur 0M
et telle que la différentielle est non nulle partout sur oM.

On considére une métrique Riemannienne gy sur M, et on dira par la suite que la métrique (et par abus
de notation, la variété Riemannienne correspondante) est conformément compacte de régularité C8 (et d’infini
OM ) pour un entier positif [ € N* et 0 < 8 < 1, s'il existe une variété compacte & bord M d’intérieur M et
une fonction définissante lisse p telle que la transformation conforme de la métrique d’origine p?g, admette une
extension C»? en un champ tensoriel défini positif de M, notée en I'absence d’ambiguité g. Pour une métrique
riemannienne conformément compacte, la classe conforme de la métrique induite sur le bord [g14,,] est bien définie

et indépendante du choix de p. On appellera infini conforme cette classe conforme.

Enfin, on dira qu'une métrique Riemannienne (et la variété correspondante) g, sur M est asymptotiquement
hyperbolique de régularité C*P si g, est conformément compacte de régularité C*? (et d’infini OM) avec | > 2 et
qu’il existe une fonction définissante p telle que |dp% = 1 sur tout M. Cette terminologie vient des travaux de
Mazzeo (dans [Maz86] et [Maz88]), qui prouvent que si g, est conformément compact de régularité au moins C*°,
alors (M, g+) est complet et sa courbure sectionnelle s’approche uniformément de —|dp|% au voisinage de oM.

Pour le reste de la these, on se fixe (M, gy, p) avec une telle structure de variété connexe asymptotiquement

hyperbolique de régularité C»#, avec | > 2.

La fonction définissante fixée définie une famille de voisinage particulier de M dans M par Iexpression :

Adp) = Ac:=p 1(J0,¢]) = {z € M,0 < p(2) < €} .

19



2.2. CARTES DE MOBIUS 20

Conventions :

Dans la suite, la convention de sommation d’Einstein sera utilisée sans mention explicite avec des indices Romain
allant de 1 & n + 1. En cas de besoin, on utilisera des indices grecs (o, 5...) pour signaler des coordonnées du bord
de la variété oM. En l'absence de spécification particuliere, I'indice n + 1 correspondra a la direction normale
au bord. On se servira d’un point-virgule pour indiquer la dérivée covariante d’un champ tensoriel, ou les indices
correspondants a la dérivation sont situés apres le point-virgule.

(e.g. dans Uijki, la dérivée covariante se fait selon les directions correspondantes aux indices k et 1).

On utilisera un chapeau pour exprimer le retrait d’un indice. Par exemple u; est le champ tensoriel ou

Jewsir
I’indice i5 a été remplacé par 'indice j.

On utilisera Rm(g), Ric(g) et R(g) pour respectivement la courbure Riemannienne, de Ricci et scalaire d’une
métrique Riemannienne C?, et R;jx1(g), Rij(g) et R(g) leurs coordonnées respectives. En cas d’absence de confusion
possible, une omission de la mention a la métrique sera possible.

Les conventions sont choisies de maniere a ce que la courbure de Ricci soit donnée par la contraction R;, = Rijkj

et que la courbure scalaire soit donnée par R = R;".

Pour tout calcul en coordonnées, sauf mention du contraire, on utilisera le fait d’avoir fixé une métrique g, et
les dérivées covariantes ainsi que les isomorphismes musicaux seront ceux de g4 . L’unique exception récurrente sera

3%, qui doit étre compris comme les coefficients de I'inverse de la matrice (gij), oug=p3gy.

Enfin, on rappelle que g, est dite Einstein si elle est solution de ’équation d’Einstein (i.e. la courbure de Ricci est
proportionnelle & la métrique) :

Ric = Mg+

Si g4 est asymptotiquement hyperbolique, alors le coeflicient de proportionnalité peut étre fixé a A = —n. On
fait par la suite ce choix, qui a pour conséquence, voir [Gra99], que la métrique compactifiée est automatiquement

ombilic.

2.2 Cartes de Mobius

Les cartes de Mobius sont un ensemble de cartes particulieres qui mettent 'accent sur le lien avec l’espace
hyperbolique.
Il s’agit d’un ensemble de cartes particulierement adapté aux calculs pour le cadre dans lequel nous allons nous
placer par la suite, et qui permettra de définir une extension des espaces de Holder sur les ouverts de R™ aux variétés
considérées.

On commence par choisir arbitrairement un recouvrement fini d'un voisinage W de 0M dans M par des cartes
lisses (4, ©;)ier, qui sont de la forme ©; = (64, p) = (6},...07, p) et peuvent étre prolongées en des cartes Q sur M.

On appelle par la suite ces cartes particulieres des cartes d’arriére-plan pour M.

Par compacité, on peut trouver un (petit) nombre strictement positif € tel que A. = W, ainsi que pour tout p € A,

Pexistence d’un systéme de cartes d’arriere-plan (£2;,©;) qui contient & la fois p et un ensemble de la forme :
{(65,p) : 10; — 0i(p)| <€, 0 < p<e}.
On fixe alors un tel € et pour chaque p une telle carte, dont l'indice sera donné par i(p) € I.
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Choix du modele pour ’espace hyperbolique :

Le modele de I'espace hyperbolique sera dans cette these celui du demi plan supérieur :
H=H" = {(z,y) = (z',..a"y) eR"y>0},

avec la métrique § donnée par § =y~ 2>, (dz*)?.

Dans ce modele, on choisit un point spécial (zg,yo) = (0,1) et travaillons & son voisinage. Soit B, < H
la boule géodésique (pour I'espace hyperbolique) de rayon r autour de (zg,yo). Un calcul donne alors
que :

B, c {(z;y) : |z|]2 < sinh(r),e™" <y <e"}

ol |z]y est la norme euclidienne de x vu comme élément de R™.

Soit ensuite un point quelconque py € Ag, et (2;(p),©;(p)) la carte d’arriere-plan correspondant a po choisie

précédemment, on appelle alors la carte de Mébius centré en pg (avec carte d’arriére-plan (;(p), ©;(p))) la carte :

o { B, — M
Tl @) = B p) = i) (Do) + p(p0)z, p(P0)y)

Comme p(pg) < €/8 et €2 < 8, la fonction ®,,, est bien définie, et est un difféomorphisme entre By et un voisinage

de pg qui envoie (0, 1) sur po.

Pour les autres points, soit (®;) une famille finie de cartes ®; : By — M telle que {®;(B2)} soit un recouvrement
d’un voisinage de M \Ag, et telle que chacune de ces cartes admette une extension lisse a un voisinage de Bs. Par
convention, on nomme également ces cartes des cartes de Mdbius.

Les deux lemmes suivants montrent que dans ces cartes la géométrie de (M,g4) est uniformément bornée, et qu’il
est possible d’extraire une sous-famille plus petite qui reste couvrante. Ces résultats soulignent donc l'intérét de
I'introduction de telles cartes pour les calculs. Le lecteur intéressé pourra trouver la preuve de ces faits dans les
lemmes 2.1 et 2.2 de [Lee06].

Lemme 2.2.1 (Lee 06). Il existe une constante C > 0 telle que si ®p,, : By — M est une carte de Mébius,
|5 (9+) — Glcremyy < C,

supl®? (94) 7] < C.
B

Lemme 2.2.2 (Lee 06). Il existe un ensemble au plus dénombrable de points {p;} € M et de cartes de Mobius
correspondantes ®; = ®,, : By — M telle que les ensembles {®,,(B1)} recouvrent M et que les ensembles
{®;(B2)} soient uniformément localement finis. Dit autrement, il existe un entier N tel que pour tout indice i,

®;(B2) ait une intersection non triviale avec ®;(Bsz) pour au plus N différentes valeurs de j.
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2.3 Espaces fonctionnels usuels

Dans cette section, on présente les principaux espaces fonctionnels utilisés dans 1’étude des espaces asymptotiquement
hyperboliques ainsi que les liens entre ces espaces fonctionnels. Ce sont des constructions déja connues, présentées
par exemple dans la monographie [Lee06].

On va construire les espaces de Holder & poids sur M, sur sa compactification M et les espaces de Sobolev & poids,

soit trois familles de normes fonctionnelles.

Codomaine des fonctions : On dira que E est un fibré tensoriel géométrique sur M si c’est un sous-fibré d'un fibré

tensoriel de la forme T[;M (tenseur de rang covariant r1 et de rang contravariant )
qui est associé a une somme directe (non nécessairement irréductible) de la
représentation standard de O(n + 1) (ou SO(n + 1) si M est orienté) sur les tenseurs
de méme rangs covariants et contravariants sur R™t1.

On gardera le méme nom (E ici) pour la restriction d’un tel fibré & M.

On définit le poids d’'un sous-fibré de T;) M comme le nombre r := r; — ry. Cette
définition découle naturellement du comportement de la norme d’un tenseur de ce
fibré sous une transformation conforme. Ainsi, un rapide calcul nous donne que si

Te T[;M et que g = p%g,y, alors :

Tlg, = p"ITlg

Espaces de Holder décroissant sur la compactification :

Commengons par la définition des espaces de Hélder décroissants (sur la compactification) de fonctions et champs
tensoriels, pour pouvoir parler de continuité jusqu’au bord. Soit £ € N un entier positif et 0 < a < 1 un réel,
et définissons Céco’)o‘ (M) comme l’espace (de Banach) des fonctions qui ont k dérivées qui sont a-Hélder continues
jusqu’au bord une fois tirées en arriere dans n’importe quelle carte d’arriere-plan (en particulier les cartes de Mobius,
voir 2.2), et la norme de cet espace est le supremum des normes C*® sur ces cartes.

Pour 0 < s < k+ a, on définit en tant que sous-espace C(ks)a (M) C(ko’;l (M) par :

Cl (M) = {u e Ol (M), ue (’)(ps)}

Notons alors que cette définition a un caractére local. Donc pour E un fibré tensoriel géométrique, il est possible
d’étendre la définition comme suit : on fixe Cfs)o‘ (M, E) comme 'espace des fonctions sur le fibré tensoriel géométrique

telles que chaque coordonnée de la fonction dans chaque carte d’arriere-plan appartienne a C(]i)a (M).
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Le lemme suivant permet alors de comprendre un peu mieux cet espace fonctionnel (voir le lemme 3.1 de [Lee06]

pour une preuve) :

Lemme 2.3.1 (Lee 06). Soient 0 < a<1 et 0<s<k+a et soit E un fibré tensoriel géométrique.

1. Ci (M, E) = {ue Cig (M E):%laM:0f0r0<j<s},

2. Céa(M E) est fermé dans C’ (M E), donc hérite d’une norme naturelle,

3. Sij est un entier positif et si j—1 < s < j < k, alors C’k a(M E)= C?J)Q(M E),

4. Sik<s<k+a, alorsC’ (M E)= C(k+a)(M E),

5. Siue C’k O‘(M E) ot s = 1, alors toute dérivée dans une carte d’arriére-plan vérifie 0;u € C’ks 11)O‘(M E),

6. Si dest un réel positif vérifiant s + 6 < k + «, alors p‘SC(ksj)a (M,E) c Céc ié (M,E),

7. Si j est un entier tel que 0 < j <'s, alors p JC’ka(M E)c Cécs JJO‘(M E).

Espace de Holder & poids de I'intérieur via les cartes de Mobius :

On continue avec la définition des espaces de Hoélder da poids (de Uintérieur) de fonctions et champs tensoriels. Soit
a € [0,1] et, soit k € N un entier tel que k + « < I + . Définissons sur l’espace des fonctions/champs tensoriels

localement C*© 1a norme suivante :

|l |k,0 == sup ([12*ullcr.0(p,))

Ot le supremum est pris sur toutes les cartes de Mobius, et la norme || - [|ck,0(p,) est la norme Holderienne Ck sur
By < H. On pose l'espace de Hélder C**(M, E) comme 'espace des champs tensoriels pour lesquels cette norme
est finie.

On définit ’espace de Holder de poids 6 € R comme :
Cy (M, E) := pC**(M, E) = {p’u,u e C**(M, E)}

avec norme ||ul|k,a.5 == Hp“squ@
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Espaces de Sobolev a poids :

Cette famille de norme est la plus facile a construire. Rappelons quune métrique Riemannienne définit uniquement
une forme volume, qui sera notée dV,, . Les espaces de fonctions intégrables suivant dans cette section seront tous
intégrables par rapport a cette forme volume.

Soient 1 < p < 4+ et 0 < k < [, on définit I’espace de Sobolev H*P(M, E) comme l'espace (de Banach) des champs
tensoriels localement intégrables u tels que les dérivées covariantes V7u (dans le sens des distributions) soient des

éléments de LP(M, E ® T7 M) pour tous indices 0 < j < k. On peut alors définir la norme naturellement associée a

) .
fullep = f v, |
j=1"M

Et pour 0 € R, on définit [’espace de Sobolev de poids § comme :

cet espace :

HPP(M,E) = p? H*P(M, E) = {p°u,u € H*?(M, E)}

avec comme norme ||ul|k.p.s == ||p7%ul|kp

Notation : On distinguera les normes de Holder et de Sobolev dans les notations avec la convention suivante. Un
indice en lettre grecque, qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1] et est en seconde position comme dans ||ulg,q,
est utilisé pour la norme de Hoélder ; un indice en lettre romaine, qui est & valeur dans |1, +00[ comme dans ||u/|xp,
sert pour la norme de Sobolev. Dans les deux cas, 'indice en premiere position correspond aux dérivées, et la

présence d’un troisieme indice indique que ’on travaille avec les espaces a poids correspondants.

Propriété de faisceau des espaces fonctionnels a poids :

Les espaces fonctionnels a poids ont une structure naturelle de faisceau, vu qu'’il existe des propriétés locales

correspondantes. Pour U < M un ouvert de M, on note ||u||kp,5,0 €t ||t||k,q,5;0 la norme restreinte correspondante,

et H g’p (U,E) et CS’Q(U, E) les espaces a poids de Sobolev et de Holder des champs tensoriels sur U correspondants.
S’il y a uniquement des champs scalaires (ie le fibré géométrique est trivial), le fibré sera omis des notations (eg

C’f’a(M ) est 'ensemble des fonctions Holderiennes).

Cette propriété de faisceau peut étre utile lorsqu’elle est utilisée en paralléle de la caractérisation suivante des

espaces fonctionnels & poids (énoncé précédemment dans [Lee06] lemme 3.4) :

Lemme 2.3.2 (Lee 06). Soit u une section intégrable du fibré tensoriel géométrique E au-dessus d’un ouvert

U c M. On a alors la caractérisation suivante :

a) Soient 1 <p < +ow et 0< k<1, alors :
ue H?’p(U; E) si et seulement si p°Viue LP(U; EQ T M) pour tout j € [0, k],

et siu€ Hg’p(U; E), alors la norme H(?’p est équivalente a :

Z HpiéijHO,p;U;

0<j<k

b) Soient0 < a<letO0<k+a<l+p,
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ue€ Cf’a(U; E) si et seulement si p—°Viu e CO*(U;®T7 M) pour tout j € [0, k],
et siue CY*(U; E), alors la norme HYP est équivalente d :

||piévku”0,a;U + Z sup (|P76Vju|) .

0<j<k

Relations entre les divers espaces fonctionnels :

Les deux lemmes qui suivent rappellent diverses relations connues entre ces espaces, qui nous assurent un
fonctionnement similaire aux espaces correspondants sur R™, et nous donnent certaines inclusions. Il s’agit de
résultats classiques, démontré dans [GL91] quand M est la boule unité pour le premier lemme et dans [Lee06]
lemme 3.6 et 3.7 pour la généralisation. On commence par donner les liens entre des espaces de Sobolev et des

espaces de Holder & poids de 'intérieur.

Lemme 2.3.3 (Lee 06). Soit U un ouvert de M une (n+1)-variété asymptotiquement hyperbolique, et E, Ey, Eo

des fibrés tensoriels géométriques sur M.

1. Soient 1 <p <+, 0<a<1,0<k+a<I+p, et(48)eR2 alors le produit tensoriel ponctuel

induit une fonction continue :
Cy(U, By) x Hy"(U, Ey) — Hyly, (U, By ® Ey)
Cy(U, Er) x Cy*(U, Ez) — Cyf5, (U, By ® Ey)

2. Soient 1l <p<+wetl<p <40, 0<a<l,et0<k+a<l+p, alors il existe des inclusions

continues :

Hf’p(U,E);»Hf,’p/(U,E), pourp=p S+—=08+—

Cgvo‘(U’ E) > H?/vp(U7 E), pour 5> 5/ +%

3. (Inclusions de Sobolev) Soient 1 <p <400, 0<a<1,1<k<l,k+a<l+p, etdeR, les inclusions
sutvantes sont continues :

: 1
H(’;’p(U, E) — C}y*(U,E), pour k — ntl >j+ta
p

] 1 1
HY(U,E) — HIP U,E),  powrk— "2 >j "%
p

/

p
4. (Lemme de Rellich) Soient 1 <p <40, 0<a<1,0<k<,0<j+a<i+p etdeR alorsles

inclusions suivantes sont des opérateurs compacts :
HEP(M,E) — HEP(M,E),  pourk > k.5 <&

C’g’a(M, E) — Cg,l’a‘(M7 E), pour j > 75,8 > 6
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Dans un second temps, on donne les liens entre des espaces de Hélder a poids de l'intérieur et des espaces de

Holder décroissants sur la compactification.

Lemme 2.3.4 (Lee 06). Soit E un fibré tensoriel géométrique de poids r sur M, et soient 0 < a < 1,
O<k4+a<l+p, et0<s<k+a, alors les inclusions suivantes sont continues :
k,a F, k, .
C(S)"(M,E) — CJ5.(M:E),

Crl (M E) — Clg (M E).

On a maintenant tout ce qu’il faut pour parler de ”sur quoi est-ce que 'on agit”. Il va désormais falloir définir

"avec quoi est-ce que l'on agit”. C’est 'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3
Opérateurs elliptiques géométriques

Ce chapitre vise a démontrer les propriétés utiles d’'une classe particuliere d’opérateurs pseudodifférentiels sur

une variété asymptotiquement hyperbolique : les opérateurs elliptiques géométriques.

3.1 Opérateurs géométriques
D’abord, on cherche un type d’opérateurs acceptable pour I’étude de la géométrie de la variété.

Soient E et F des fibrés tensoriels géométriques sur M. On dira qu'un opérateur pseudodifférentiel linéaire
P:C®(M;E)— C®(M;F) est un opérateur géométrique d’ordre m si les composantes de Pu (pour u € C*(M; E))
pour n’importe quel systéme de coordonnées sont des combinaisons linéaires des composantes de u et de ses dérivées
partielles avec comme coefficients des polyndémes universels en les coordonnées de la métrique gy, leurs dérivées
partielles, et de la fonction (cletgﬂj)_1 (si M est orienté, on autorise méme (detgﬂj)_%). De plus, ces polynémes
doivent étre tels que les coefficients des j"¢ dérivées de u n’impliquent au plus que les premiéres m — j dérivées de

la métrique (en particulier seules les m premiéres dérivées de u peuvent étre impliquées).

Cette définition admet d’apres les travaux de P. Stredder [Str75] une reformulation :

Proposition 3.1.1 (Stredder 75). Pour un opérateur pseudodifférentiel linéaire P, il est équivalent de demander
que P soit un opérateur géométrique d’ordre m et que P puisse s’écrire comme la somme de contraction de

tenseurs qui peuvent s’écrire, a permutation des indices prés, de la forme :

. q V4 s
Viu@VHRm®- - ® VM Rm® <®g+> ® (@gf) ® (@dVg+> :

avec la condition 0 < 3 <m, 0 < k; <m—j—2 et s=0 si M n’est pas orienté.

(Rm est la version covariante du tenseur de courbure de Riemann)

Remarque : Cette proposition confirme la justesse du choix de la définition, puisqu’elle montre que les seuls
opérateurs que l'on pourra obtenir avec celle-ci ne dépendront que des données géométriques de la variété Riemannienne.
De plus, tous les choix raisonnables de coefficients pour les opérateurs sont présents (dérivée naturelle, courbure et
ses dérivées, volume et orthogonalité).

Exemple : Parmi ces opérateurs, on retrouve entre autres le laplacien (V*V), qui rentre naturellement dans la

caractérisation donnée par P. Stredder.
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3.2 Fonction indicielle d’un opérateur elliptique géométrique

Pour un opérateur géométrique dans un contexte d’une variété asymptotiquement hyperbolique, il est naturel
de vouloir étre en capacité d’extraire des informations sur son comportement proche du bord. C’est a cette fin que

I’on va définir la fonction indicielle et le rayon indiciel.

Soient E et F des fibrés tensoriels géométriques sur M, alors un opérateur pseudodifférentiel P : C*(M; E) —
C*(M; F) est appelé uniformément dégénéré s’il est possible de I'écrire dans les cartes d’arriere-plan comme une
combinaison linéaire de polyndmes en la fonction définissante multipliée par une dérivation suivant une coordonnée
(i-e. pa%i), avec coefficients au moins continus jusqu’au bord. Une réécriture utilisant la proposition 3.1.1, suivie de

simples calculs, permet de voir que les opérateurs géométriques seront bien de cette forme :

Proposition 3.2.1 (Lee 06). Soit (M, g1 ) une (n + 1)-variété asymptotiquement hyperbolique de régularité
CY8 avec 0 < B < 1. Soit E un fibré tensoriel géométrique sur M, et P : C*(M; E) — C*(M; E) un opérateur

géométrique d’ordre m < . Alors P est uniformément dégénéré

Schéma de la preuve. (Voir lemme 4.1 de [Lee06])
On commence par noter que le fait de conserver le type de tenseur impose dans I'expression de 3.1.1 une égalité
entre le nombre de chaque terme présent avant contraction, plus précisément (avec les mémes notations) que
2q=j+2p+(n+1)s+ 4+ > k.

Cela permet d’introduire artificiellement des puissances de p, tout en démontrant que p?V7 et les produits

tensoriels avec p?g,, p~2 g;l ou encore avec p*T*V* Rm sont bien des opérateurs uniformément dégénérés. [

L’intérét de voir qu'un opérateur P est uniformément dégénéré réside dans la fonction indicielle qui est associée
aux opérateurs uniformément dégénérés. Ainsi, pour s € C, un morphisme de fibré I,(P) : Ejops — Ejopr peut étre
construit.

Pour cela, soit w € Ejaps, et on prend un prolongement arbitraire 7 a une section u € C™ de E au-dessus d’un
voisinage W de dM. Alors p~*P(p°u), qui est défini sur W n M, admet un prolongement par continuité a 0M. On
définit donc la fonction indicielle d’indice s évaluée en @ comme la restriction de ce prolongement & dM (et il est

facile de voir que le résultat est indépendant du choix du prolongement @) :

I,(P)(u) := (pisp(psu))wM'

Afin de mieux comprendre cette définition, il est utile de regarder ce qui se passe en coordonnées locales. Soit un
point p € OM, et soient des coordonnées d’arriere-plan (6, p) définies sur un voisinage de p dans M, alors il existe
des sections de L(E), notées a/tJ= (de telle sorte que a’t>+J (6, p) est un homéomorphisme de la fibre (6, p)) telle
que :

P(u)(0,p) = > a3, p) [(p0,).. (005, )u(0, p)]
0<ksm
1<ji,...,jr<n+1

Alors la fonction indicielle est donnée par (ot n + 1 est la direction normale au bord) :

LP)@) = 3 sha™t0,0) ()],

. O<ksm
J1i=...=Jr=n+1

On pourra remarquer la similarité de ’expression avec le symbole de 'opérateur pseudodifférentiel, que 1’on ne
considérerait que dans la direction normale et sur le bord (cette remarque est purement intuitive, puisque le symbole

d’un opérateur pseudodifférentiel n’est défini que modulo 'action d’un opérateur régularisant).
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Etant donné un tel morphisme de fibré, il est naturel de commencer par s'intéresser & son noyau. Un résultat
intéressant de Lee présenté dans le lemme 4.3 de [Lee06] est que la dimension de ce noyau ne dépend pas du point

au-dessus duquel on regarde ’action sur la fibre, a condition que le bord soit connexe :

Proposition 3.2.2 (Lee 06). Soit (M, g.) une (n + 1)-variété C-* asymptotiquement hyperbolique connexe
et de bord OM connezxe, et soient 0 < f <1 et P: C®(M;E) - C®(M; E) un opérateur géométrique d’ordre
m < [. Alors la fonction :
{ oM — N
p > dim(Ker(I;(P)))
est constante.
Dit autrement, si le morphisme I5(P) est singulier en p, alors il est singulier sur tout OM, et la dimension du

noyau ne dépend pas du point de M.

De plus, il existe au plus un nombre fini de points s € C tel que le noyau du morphisme de fibré soit non

trivial.

Il est donc possible de définir les exposants caractéristiques de P comme ’ensemble des s € C tels qu’il existe un
point p € OM avec I;(P) singulier en p. La multiplicité d’un tel s exposant caractéristique est alors la dimension du

noyau de la fonction indicielle en I'indice s et en n’importe quel point de 0M.

3.3 Rayon indiciel d’un opérateur géométrique

Un petit calcul a ’aide de ’adjoint formel démontre ainsi que ’ensemble des exposants d’un opérateur géométrique

formellement autoadjoint admet une symétrie :

Proposition 3.3.1 (Lee 06). Soit P un opérateur géométrique d’ordre m < 1 formellement autoadjoint agissant
sur les sections d’un fibré tensoriel géométrique E de poids T, alors l’ensemble des exposants caractéristiques

de P est symétrique par rapport a la ligne Re(s) = §—r.

Schéma de la preuve. Un calcul minutieux en coordonnées de l'adjoint formel des opérateurs pa%_ sur les
sections d’un fibré tensoriel géométrique E de poids r, permet de 1’écrire de la forme :

0
(p 20,

0
) =p

o+ (=200 = pbi(g,57Y),

ou b; est un polyndéme a coefficient constant.
Cela permet d’écrire I’adjoint formel de P en coordonnées en fonction de I’expression de P dans ces coordonnées,

et en passant a la limite, d’en déduire que
Ib(P*) = 7L—27'—§(P)*7 Vse C

Ce qui, avec I’hypothese de caractere autoadjoint, permet de conclure O]

En particulier, il existe un exposant caractéristique de partie réelle plus grande que §—r. Comme il n’y a qu'un
nombre fini d’exposants caractéristiques, on peut définir le rayon indiciel comme la plus petite partie réelle de tels
exposants caractéristiques (i.e. le rayon indiciel est le plus petit R > 0 tel qu’il existe un exposant caractéristique
de partie réelle §—r + R).
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Le résultat suivant, bien connu de la littérature, permet d’effectivement calculer des rayons indiciels pour une

classe particuliere d’opérateurs :

Proposition 3.3.2 (Lee 06). Soit P = V*V + K un opérateur pseudodifférentiel tel que K est un opérateur
d’ordre 0 (on dit alors que P est un opérateur de Laplace) agissant sur un fibré tensoriel de poids r. Alors

pour tout s € C,

Schéma de la preuve. 11 s’agit pour commencer de remarquer que Vs, I,(K) = Ko, et donc que I'on peut
réduire le probléme a ’étude de V*V.
Puis montrer que pour @ € C2(M,R), on a p~*V*V(p*u) = s(n — s — 2r)u + V*V(u) + o(p) en utilisant les

approximations suivantes :

|dplz =1+ o(p),
IVplZ, = p* +o(p),
piij = p " (20;p0;p — 7ij) + o(p™"),
V*V(p%) = s(n—s)p" + o(p°),
Df = —p=t (6F0;p+ 6% aip — 3Mg,;01p)

ou l'on a noté D le tenseur différence entre la connexion de Levi-Cevita de g4 et de son compactifié g :
D=V-V. O
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3.4 Gain de régularité via des opérateurs géométriques elliptiques

On rappelle qu’on dit qu’un opérateur différentiel P : C*(M; E) — C®(M; F) est elliptique si son symbole principal
est inversible (si on voit le symbole principal op comme une fonction de I'espace des tenseurs symétriques sur le
tangent S*(T*M)® E — F, cela revient & demander que pour § € T*M\{0}, la fonction x € £ — 0p(0®..Q0Qx)
soit inversible).

L’exemple typique d’opérateur elliptique sera le laplacien A, := V*V, puisque son symbole principal vérifie
pour § € T*M\{0} et z € F que 0a,(0 @ 0@ x) = g(0,0)x.

Les intéréts principaux des opérateurs elliptiques sont leur caractére régularisant (estimations de Schauder),
leur caractere Fredholm et la possibilité (si Uellipticité est forte) d’utiliser le principe du maximum sur des variétés
compactes. La variété que nous considérons est uniquement asymptotiquement compacte, des hypotheses et du
travail supplémentaire sont alors nécessaires pour généraliser ces principes. Nous aurons besoin en particulier du

résultat de régularisation de la monographie de Lee [Lee06], qui s’appelle la-bas lemme 6.4 :

Proposition 3.4.1 (Lee 06). Soit (M, g. ) une (n+1)- variété C-P asymptotiquement hyperbolique et connexe,
aveen = 1,1 =2, et 0 < 8 <1, et soit E un fibré tensoriel géométrique sur M. On suppose que P :
C®(M; E) > C®(M;E) est un opérateur pseudodifférentiel géométrique elliptique, formellement autoadjoint,

d’ordre m, 0 < m < I, et on suppose également qu’il existe un compact K < M et une constante C>0 tels que :
Vue CP(M\K,E), |u|r: < C|Pulr:
Alors, en notant R le rayon indiciel de P, on a les résultats suivants :

a) Soient 1 < p <o, m< k<UL [0+2—5 <R et|d+3-3 <R Siuce HY(M;E) et Pu e
H(];,_m’p(M;E), alors u € HZ;’,”’(M;E).

b) Soient 0 < a <1, m < k+a <1+, |0-2] <R, et |0'~2| < R. Siue CY°(M;E) et Pu e
CY ™ M; E), alors u e Cy®(M; E).
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Chapitre 4

Invariants conformes

Dans ce chapitre sont définis divers invariants conformes des structures asymptotiquement hyperboliques, ainsi

que leurs intéréts historiques.

4.1 Constante de Yamabe

Soit (N, go) une variété C* sans bord, compacte et connexe de dimension n > 3, et on note Ry, sa courbure
scalaire.

Une question naturelle qui peut se poser est la suivante : existe-t-il sur la variété N’ une métrique g, conforme &
la métrique de départ go (i.e. il existe u une fonction strictement positive telle que § = uz go) qui a une courbure
scalaire Rj constante ?

Dans un article fondateur [Yam60], Yamabe présente un argument pour l'existence d’une telle métrique.
Malheureusement, il y a un défaut dans la démonstration, impossible & surpasser directement en général. Mais tres
rapidement, d’autres mathématiciens se sont interessés a la preuve, et ont trouvé des manieres de contourner le
défaut, arrivant au résultat général présenté dans cette section. Mais avant cela, introduisons des objets naturels au

probleme.

On rappelle que la loi de transformation en dimension n de la courbure scalaire sous une action conforme

g= uz go est connue et de la forme :

n—2

n -1
Ry =u~ (4” Ay, (1) + Rg0u> :
Ou Ay, =V Vy, est I'opérateur de Laplace-Beltrami positif.

Yamabe a alors 'idée d’introduire un probléeme intégral correspondant. Il définit alors la fonctionnelle suivante :

f RydVy,
Y(g) = Nin_
Vol(N)"=
Sous une transformation conforme, via une intégration par partie, cette intégrale se transforme comme

n—1 9 9
B fN <4n_2|Vu|g—|—Rgu )dvg
Y(U‘Thz g) - n—2 )

(SN wn dVg) "
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ce qui nous donne comme équation d’Euler-Lagrange la loi de transformation de la courbure scalaire. On s’est donc
ramené a prouver l'existence d’un extremum d’une fonctionnelle, et c’est pourquoi on introduit I'invariant conforme
suivant, dit de Yamabe (ou énergie de Yamabe) :

Y(Na [90]) = inf (Y(gc))

gce[go]

Le résultat final obtenu est le suivant, la construction globale de la preuve est bien exposée dans le livre d’Aubin
[Aubl1] :

Théoréme 4.1.1 (Yamabe, Trundinger, Aubin, Schoen). Soit (N, go) une variété C® sans bord, compacte et
connexe de dimension n = 3.

Alors soit dans un premier cas Y (N, [go]) < Y (S™, geann), €t nécessairement, il existe une métrique g € C®
conformément équivalente a go de courbure scalaire constante,

soit dans un deuziéeme cas Y (N, [go]) = Y (S, geann), €t nécessairement, (N, [go]) est conformément
équivalent d (S™, geann),

et ce sont les seuls cas possibles.

Schéma de preuve. Une étude rapide de la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev donne l'inégalité
Y(N, [90]) < Y(Snvgcann)«
Pour le premier cas, on étudie une fonctionnelle approchée de la fonctionnelle de Yamabe qui pour ¢ < -2

n—2

2 ViuViutRyudV,
est de la forme I,(u):= fenViu u+g LA
(Suq)q

simplement continues. On montre que ces fonctionnelles ont des minimums, et que dans le cas Y(N, [go]) <

, afin de pouvoir utiliser des injections compactes au lieu de

Y (S™, geann), on peut trouver des fonctions (¢,) uniformément bornées dans C! avec ¢, réalisant I eztremum
de I, et normées dans L9. Puis avec le théoréme d’Ascoli, on trouve par passage a la limite une solution faible
de notre équation différentielle, qui devient forte par ellipticité.

Enfin, il reste une longue disjonction de cas pour montrer que si (N, [go]) n’est pas conformément équivalent a
(S™, geann), alors Y (N, [go]) < Y (S™, geann)- O

Dans le cas des métriques asymptotiquement hyperboliques, il a été historiquement intéressant et prolifique de

regarder la constante de Yamabe du bord (0M, [g‘ o)), et particuliérement son signe.

4.2 Constantes de Yamabe-Escobar

Pour les variétés a bord, il est alors naturel de se poser le méme type de question. Soit (M, go, M) une variété
a bord C® compacte et connexe de dimension d > 3, de bord dM, et on note Ry sa courbure scalaire.
Existe-t-il sur la variété M une métrique §, conforme & la métrique de départ gy qui a une courbure scalaire R;

constante 7 Et si oui, quelles conditions au bord peut-on imposer sur cette métrique ?

4.2.1 Premier type de constante

Escobar a été le premier & s’intéresser & ce genre de questions dans [Esc92b], o il prouve l'existence d’une
métrique conforme & courbure scalaire constante et & bord minimal (annulation de la courbure moyenne de g sur
le bord) sous certaines conditions précisées ci-dessous. D’autres mathématiciens ont ensuite suivi et étendu ces

conditions, on citera en particulier le travail de Brendle et Chen dans [BC09].
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Pour ce probleme, Escobar définit une nouvelle fonctionnelle, et un invariant conforme associé, qui sera ici

appellé invariant de Yamabe-Escobar de premier type. La fonctionnelle est la suivante :

L RgzdVigs + 2 j@ Hg5dSgs
M
Y1 (M, 0M,q5) == oM

Vol(M)“7

ot l'on a noté Hy la courbure moyenne de g et dS, la forme volume sur M associé a la restriction de g.

Sous un changement conforme g := ud%?g*o, la fonctionnelle devient :

d—
JI T 2|vu|2 + Ry Qdngo+2§Hgfou2ngfo

Vi (M, 0M, um2gg) = oM
2d d
(J ud—2 dVgO>
i

dont les points critiques vérifient les équations différentielles suivantes, qui demandent que § ait une courbure

scalaire constante et une courbure moyenne nulle :

Au — d21)R w— Cu™s =0 sur M,
an—i—dQH u=0 sur oM,

ol 00 est le vecteur tangent unitaire normal au bord et dirigé vers l'extérieur.

Comme dans le travail de Yamabe, il est possible de définir un invariant conforme comme ’infimum de la fonctionnelle

sur la classe conforme, qui est appelé énergie de Yamabe-Escobar de premier type :

LRgdvg +2 35 H,dS,
M
Y1(M, M, [g5)) := M

inf —
9€(70) Vol(M,g) @

Le méme type de travail fournit alors une majoration de cette constante par un modele type, avec existence de

solution quand l’inégalité dans cette majoration est une inégalité stricte. Ainsi pour résumer, on a :

Théoréme 4.2.1 (Escobar, Brendle-Chen). Soit (M,0M,q) une variété C* a bord, compacte et conneze de
dimension d = 3.

Alors Y1(M,0M,[g]) < Y1(SL,0S%, geann) (0 SL est Uhémisphére nord),
et si Y1(M,0M,[g]) < Y1(S,,0S%L, geann), alors il existe une métrique g € C* conformément équivalente d g

de courbure scalaire constante, et de bord minimal.

En particulier, a 'exception de l'unique condition obtenue par conjonction de d = 6, du caractéere mon
conformément plat de (ﬁ, §), du caractére ombilic de OM, de 'annulation du tenseur de Weyl sur OM, et du
fait que le théoréme de la masse positive n’est pas valide dans la variété (en particulier la variété n’est pas

spin), il existe une métrique g € C™ conformément équivalente d g telle que :

e La courbure scalaire Rz est constante

o Le bord est minimal (Hg =0)

35



4.2. CONSTANTES DE YAMABE-ESCOBAR 36

Remarque : - Encore une fois, la comparaison de la valeur de 'invariant avec celle pour un modele critique permet
de trouver une solution. Ceci est dii au fait que le schéma des preuves est identique.
- Dans le cas ou en plus de vérifier les hypothéses précédentes g est la compactification d’une métrique

Einstein asymptotiquement hyperbolique, on dira ici que g est la premiere compactification de Yamabe.

4.2.2 Second type

Escobar s’est aussi intéressé dans [Esc92a] a Pexistence d’une métrique conforme & courbure scalaire nulle et de
courbure moyenne du bord constante. Pour la suite des travaux dans cette direction, on citera en particulier les
travaux de Chen dans [Chel0] et ceux de Marques dans [Mar07].

Pour ce probleme, Escobar définit une deuxieme fonctionnelle en prenant comme dénominateur une puissance
du volume du bord, et un invariant conforme associé dans cette theése appellé invariant de Yamabe-Escobar de
deuxieéme type :

J* RgydVgs + 2 § HyrdSgy

M

7 _ =7 _ oM

Y2(M7<9M,90) = Q(MaaMago) =

3

Vol(oM) =1

ou 'on a noté Hy la courbure moyenne de g et dS, la forme volume sur dM associé a la restriction de g.

Sous un changement conforme g := ud%g*o, la fonctionnelle devient :

M

A

=
(J i ng0>
oM

dont les points critiques vérifient les équations différentielles suivantes, qui demandent cette fois que § ait une

d—1
f 4= [Vulfs + Rgu®dVig + 2 ff Hgu*dSg;
Q(M, oM, umg5) := M

(4.2.1)

courbure scalaire nulle et une courbure moyenne constante :

{ Au — ﬁRQ—Ou =0 sur M,

_d_
% + %Hg—ou = Cua—=2 sur oM.

ou % est le vecteur tangent unitaire normal au bord et dirigé vers 'extérieur.

Comme précédemment, il existe un invariant conforme associé a la fonctionnelle, appelé énergie de Yamabe-Escobar

de deuxiéme type :
J RydVy + § HgydS,
M

Yo (M, oM, [g5)) = Q(M, oM, [gg)) := inf oo 4.2.2
5 [90]) = Q( [90]) Vol gpoan) (42.2)

Cette fois, nous avons besoin d’ajouter une condition sur le caractére fini de la constante (ce qui dans les deux
fonctionnelles précédentes était automatique) pour obtenir des résultats. Ce nouveau cas de figure est lié a la
présence d’un noyau non trivial pour l'opérateur de trace de H' dans LP. Il y a encore une majoration de cette
constante par un modeéle type, et sous la condition de finitude de la constante, existence de solution quand 'inégalité

dans cette majoration est une inégalité stricte. Plus formellement, on a :
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Théoréme 4.2.2 (Escobar, Chen, Marques, Almaraz).
Soit (M,0M, gy) une variété d’Einstein asymptotiquement hyperbolique C® a bord, compacte et connexe de

dimension d > 3, et (M,0M,q) une compactification.

Alors Q(M, oM, [g]) < Q(B*,S"", gga),
et si—oo < Q(M,0M,[g]) < Q(B%,S%1, gra), alors il existe une métrique g € C* conformément équivalente

a g de courbure scalaire nulle, et de courbure moyenne du bord constante.
En particulier, si 'un des points suivant est vérifié

e 3<d<5,

e d>=4 et OM n’est pas ombilic,

o d=6 et OM est ombilic et Wy =0,

o d=8 et M est spin,

e d=8et Wy, #0,

e d=9et (Wy)onm #0,
alors, il existe une métriqgue g € C* conformément équivalente a G telle que :

e La courbure scalaire Ry est nulle,

e La courbure moyenne du bord Hj est constante.

4.3 Volume renormalisé

L’étude des variétés Einstein asymptotiquement hyperboliques a largement été motivée par la mise en lumiere
de la correspondance Ads/CFT (Anti De Sitter/ Conformal Field Theory), d’abord par Maldacena dans [Mal03]
et [Mal99], suivie également par Witten dans [Wit98] et de nombreux autres. Dans ce cadre, afin de formuler une
action gravitationnelle effective, il est nécessaire de renormaliser le volume de telle métrique. Une des conséquences

intéressante de la correspondance AdS/CFT est justement l'existence d’une renormalisation conforme.

Intuitivement, une renormalisation consiste a retirer les termes infinis dans le calcul d’'une quantité wvia un
choix de développement asymptotique dont on ne gardera que le terme fini. Avec un bon choix de développement
asymptotique, on espere obtenir un nombre lié & la quantité de départ bien défini par rapport a nos invariances (par
exemple, pour les espaces asymptotiquement hyperboliques Einstein, quitte a choisir des objets dans le compactifié,
on souhaite obtenir des nombres indépendants du choix de la fonction définissante/de la compactification). On peut
de plus espérer utiliser une méthode similaire ot au lieu de garder le terme constant du développement asymptotique,
I’on conserverait un terme d’une croissance fixée par une fonction particuliere. La suite devrait éclairer par I’exemple

ces propos.

Le lecteur intéressé par la démarche utilisée pour obtenir ces renormalisations pourra aller suivre leur présentation
dans [Wit98], et leur démonstration rigoureuse dans [Gra99]. On présente ici uniquement ce qui est nécessaire a

I’introduction de cette renormalisation, ainsi que quelques propriétés choisies.
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Avant de pouvoir décrire ce qui est communément entendu par une renormalisation, il est nécessaire d’introduire

le lemme technique suivant :

Lemme 4.3.1 (Witten 98, Graham 99). Soit (M, g4,0M,[giop]) un espace Einstein, asymptotiquement
hyperbolique C*®, donné avec la classe conforme de l’infini.

Pour chaque choix de représentant de la classe conforme g € [§|5M], il existe un voisinage du bord 0M
et une unique fonction définissante v (sur ce voisinage) tel que l'infini avec cette fonction définissante soit la

métrique prescrite (i.e. go = (r>g4)jon) et que 1 soit de gradient normé (i.e. |dr|% = |dr|22g+ =1 sur tout M).

Schéma de preuve. 11 s’agit de prendre un choix arbitraire de fonction définissante ayant le bon infini. On
écrit ensuite I'équation différentielle que doit satisfaire le facteur multiplicatif entre ce choix arbitraire et une
compactification vérifiant les conclusions du lemme. On démontre ensuite que ’équation aux dérivées partielles

du premier ordre obtenu admet bien une solution sur un voisinage de bord. O

On a maintenant les éléments nécessaires pour donner correctement le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.2 (Graham). Soit (M, g+,0M, [§|9M}) un espace Einstein, asymptotiquement hyperbolique C™,

de dimension n+1.

Soit gy € [%M], et r la fonction définissante donnée par le lemme 4.3.1. On a les développements asymptotiques

du volume du complémentaire de voisinage du bord suivant :

e Sila dimension du bord n est impaire, il existe des constantes c¢; et V (dépendantes de M, 0M, g+, Go)

telles que le volume admette le développement asymptotique en € suivant,

Vol({r > €}) = coe ™™ + coe "2 + ( termes en puissances impaires d’epsilon) + cpe "t + V 4 0c_0(1)

e Sila dimension du bord n est paire, il existe des constantes ¢;, L et V (dépendantes de M, oM, g+, Go)

telles que le volume admette le développement asymptotique en € suivant,
1

Vol({r > €}) = coe "4coe "2+ ( termes en puissances paires d’epsilon)+c,_oe 2+ Llog ()—!—V—FOe—»O(l
€

Dans ces expressions, les constantes ¢; et L sont des intégrales sur OM de termes dépendants de la courbure

de la métrique gg. On appelle volume renormalisé la constante V dans ces expressions.

De plus, lorsque n est impair, alors V ne dépend pas du choiz de gg € [§|0M] ; et lorsque n est pair, alors L

ne dépend pas du choiz de go € [g)on/]

Remarque : Ce théoréme fournit toujours un invariant de 'infini conforme des variétés d’Einstein asymptotiquement
hyperboliques. Pour les variétés de dimension paire (dont le bord a une dimension impaire), il s’agira du volume
renormalisé V. Pour les variétés de dimension impaire (dont le bord a une dimension paire), il s’agira de la constante

logarithmique dans I’expansion du volume.
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4.4 Comparaisons des invariants conformes

On a introduit divers invariants conformes des variétés asymptotiquement hyperboliques dans la section précédente,
il est alors intéressant d’essayer de voir quelles sont les dépendances entre ceux-ci. Cette section cherche a présenter

certains résultats dans ce sens.

4.4.1 Volume renormalisé et norme L? de la courbure de Weyl

Un autre résultat intéressant démontré par Anderson dans [And01] relie ce volume renormalisé avec la formule

de Chern-Gauss-Bonnet. Le résultat est le suivant :

Théoréme 4.4.1 (Anderson 01). Soit (M,gy) une variété de dimension 4, Einstein et asymptotiquement
hyperbolique.

Le terme a Uinfini dans la formule de Chern-Gauss-Bonnet est, a multiplication par une constante preés, le
volume renormalisé de la variété. On a méme que :

1
82

3

| i v, =xon - Zrvorg),

Ou x(M) est la caractéristique d’Euler, et V (M, g) est le volume renormalisé de g et W la courbure de Weyl
de g.

En plus de permettre un calcul efficace de volume normalisé dans des cas pratiques, ce théoréme fournit une borne

supérieure pour le volume renormalisé d’un 4-variété Einstein asymptotiquement hyperbolique :
V<

Avec égalité (seulement) dans le cas ot la variété est hyperbolique, i.e. M = H*/T" avec I" un sous groupe discret sans
torsion des isométries de H*. Et méme dans le cas d’égalité, ce théoréme nous apprend que le volume renormalisé
doit étre un multiple entier de %.

Anderson conjecture méme qu’il doit exister un résultat similaire pour tous les espaces d’Einstein asymptotiquement

hyperbolique de dimension paire :
Conjecture 4.4.2 (Anderson). Un résultat analogue au théoréme 4.4.1 est vrai pour les espaces FEinstein

asymptotiquement hyperboliques de dimension d > 2, d pair, qui relie l’intégrande de Chern-Gauss-Bonnet (la

densité d’Euler) avec x(M) et le volume renormalisé V.
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4.4.2 Controéle des invariants de Yamabe-Escobar par le Yamabe du bord

Pour un espace Einstein asymptotiquement hyperbolique, il existe une inégalité entre la constante de Yamabe
du bord et l'invariant de Yamabe-Escobar de premier type. L’inégalité est présentée par Han-Gursky dans [GH17],
et vient compléter un résultat déja connu de Qing [Qin03]. Le résultat a ensuite été complété par un théoréme de
rigidité de Chen-Lai-Wang dans [CLW19].

Proposition 4.4.3 (Qing, Han-Gursky, Chen-Lai-Wang). Soit (M,0M,gy) un espace asymptotiquement
hyperbolique Einstein de dimension d tel que soit 3 < d <5 ou soit d = 6 et M est spin.
Alors Y(0M, [gjo]) > 0 = Y1(M,0M, [g]) > 0

— Vol(OM,Gian)?
Plus précisément, on note I(M,0M,[q]) := ‘W
% g

de Yamabe (i.e. on suppose que G est un minimum de la fonctionnelle et en particulier est de courbure scalaire

le ratio isopérimétrique pour la compactification

constante et de bord minimal).

Si la dimension vérifie d = 4, alors :
¥y (N, oM, [7) I3, OM, [5)) 70 > =0y (@M, (o),
Et si d=3, alors (en utilisant la caractéristique d’Euler) on a :
Y1(M, oM, [g)I(M,0M, [g))% > 12mx(0M).

De plus, pour un espace asymptotiquement hyperbolique Einstein vérifiant les hypotheses précédentes, le cas

d’égalité dans les inégalités précédente est le modéle hyperbolique standard (HY, gg).

Remarque : Cette inégalité n’est pas conformément invariante a cause de la présence du ratio isopérimétrique de la

premiere compactification de Yamabe. La proposition 4.4.5 dans la suite permet de dépasser ce probléme.

Pour un espace Einstein asymptotiquement hyperbolique, il existe encore une fois une inégalité entre constante
de Yamabe de l'infini conforme et constante de Yamabe-Escobar du second type. L’inégalité est présentée par Chen
et al. dans [CLW19].

Proposition 4.4.4 (Chen-Lai-Wang). Soit (M, 0M, g.) un espace asymptotiquement hyperbolique Einstein de
dimension d tel que soit 3 < d < 7, soit d = 8 et M est spin, ou soit d = 8 et M est localement conformément
plat. Soit g = p?>g, une compactification conforme quelconque et § la métrique induite sur le bord.

SZ la dZmenSZ()’I’L UéT Zﬁe d 2 4, al()')S N
( ) - ‘(

Et si d=3, alors (en utilisant la caractéristique d’Euler) on a :

Q(M, oM, [g))* = 32mx(0M).

Il est intéressant de remarquer qu’il est possible de combiner les propositions 4.4.3 et 4.4.4, pour obtenir une inégalité
conformément invariante entre la constante de Yamabe du bord et la constante de Yamabe-Escobar de premier type.

Cette idée vient des travaux de Yuxin Ge et d’Alice Chang [GC | actuellement en préparation pour un article.
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Proposition 4.4.5 (Ge, Chang). Soit (M,0M,g.) un espace asymptotiquement hyperbolique FEinstein de
dimension d tel que soit 3 < d <5, soit d = 6 et M est spin. Supposons de plus que Y (0M, [§|aM]) > 0.

Si la dimension vérifie d = 4, alors :

v ) > (%) - (45=3) M. )

Et si d=3, alors (en utilisant la caractéristique d’Euler) on a

Y1(M,0M, [g])® = 38472 x(0M)*.

Remarque : La proposition précédente n’énonce que l’existence d’une comparaison conformément invariante entre
constante de Yamabe du bord et constante de Yamabe-Escobar du premier type, et ne prétend pas donner une

comparaison optimale, encore moins étudier son possible cas d’égalité.

4.4.3 Controle de la constante de Yamabe du bord par le volume renormalisé et la

constante de premier type de Yamabe-Escobar

On vient de présenter le résultat selon lequel la positivité de la constante de Yamabe du bord implique la
positivité de l'invariant de Yamabe-Escobar de premier type. La question naturelle a se poser est alors celle de
la réciproque. Comme le montre le calcul dans un cas explicite dans le chapitre 9 de cette thése (page 77), sans
hypotheése supplémentaire, la réponse a cette question est négative. En revanche, 'exemple en question (métrique de
Pedersen) suggére que l’ajout d’une hypothése sur le signe du volume renormalisé serait suffisant. Et effectivement,

on montre dans la présente partie le théoreme suivant :

Théoréme 4.4.6.

Soit (M(4), 6M(3),§) une variété asymptotiquement hyperbolique Einstein de dimension 4. Si la constante de
premier type de Yamabe-Escobar Yi (M(4), OM®) g) > 0 et le volume renormalisé V(M(4), oM®) g) >0 sont
tous les deuz positifs,

alors Uinvariant de Yamabe du bord est strictement positif :

Y (0M,gjopr) > 0

—(4
Pour cette preuve, nous allons utiliser le tenseur de Schouten A; d’une métrique g sur M @ défini par :
1 . R,
Ay = 5 <ch§ — 6g> ,
et plus particulierement, ’application de la deuxiéme fonction symétrique élémentaire a ses valeurs propres oa(Ag).

Pour une variété compacte a bord (M, M) de dimension 4, si on ajoute un terme de bord, U'intégrale de cette
fonction o(A) est un invariant conforme. Cette propriété d’invariance est évidente dans la formule de Gauss-

Bonnet-Chern suivante :

3212\ (M, 0M) = f

1
W +16 f@(Angj@Bg ,
M M 2 u
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ot By = 1RH — RooH — Ry I + TH3 — H|I? + %tr(ll?’), avec 0 I'indice correspondant au vecteur normal au
bord et v, a, 5 & des vecteurs tangentiels.

Pour les compactifications d’espaces asymptotiquement hyperboliques Einstein, I'intégrale de o2(A;) corrigée par
le terme de bord est le volume renormalisé, & une multiplication par une constante strictement positive universelle

pres.

On se servira du résultat démontré par Sophie Chen dans le théoréme 1 de [Che08] qui généralise au cas d’une

variété a bord le résultat de Chang, Gursky et Yang [CGY02] et qui dit que :

Théoréme 4.4.7 (Sophie Chen 2008). Soit (M(4), OM®) | G) une variété conformément compacte de dimension
4 ou le bord est totalement géodésique.
Si Y1 (M(4),&M(3),§) >0 et §,,00(Ag) + 5 8§5,, By > 0, alors il existe une métrique conforme d la métrique

de départ G € [g] telle que o2(Ay) est une constante strictement positive et By = 0.

On aura aussi besoin du lemme suivant, que ’'on peut retrouver dans [CGY02], lemme 1.1 et 1.2 :

Lemme 4.4.8 (Chang-Gursky Yang 02). On a le résultat local suivant sur une variété C? :

On note r = Ric — %g la partie sans trace du tenseur de Ricci.

On a alors que R* > 2404(A,), avec égalité que si r = 0.En particulier, si 02(Ay) > 0, alors R est de signe
constant.

De plus, si R est strictement positive, alors en tant qu’application bilinéaire symétrique, on a :

Ric > 30’2(149) R 30’2(Ag)g

t — Ri —g =
R g, e zc+2g R

Démonstration du lemme 4.4.8. .

Le premier résultat découle directement du fait que I'on peut réécrire Ay = 5 + 2%9 et donc que

1o 1 1
02(Ag) = —§\T|2 + ﬁRQ < ﬂRQ

La deuxiéme affirmation se déduit d’une comparaison des normes I! et I2 pour un opérateur bilinéaire sans
trace E en dimension 4, plus particulierement du fait suivant :

Fait : Pour tout vecteur X :

V3
2

Commengons par démontrer une version générale de cette affirmation. Soit donc E € Sy(R) une matrice

|B(X, X)| < = |El2|X[?

symétrique réelle de dimension d, que 'on suppose sans trace. On note Ay, ..., \g ses valeurs propres, et on
suppose que |A1| = max;(|\;]).

Comme E est supposé sans trace Y, A; = 0, donc |[A1[> = | =3, 4 Aif?

Et avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz, [Ai[* < (d —1) Y, 4 A7

En ajoutant alors (d — 1)|A1]2, on obtient que d|A1|* < (d —1) Y, A2,

soit donc que sup|xjz_; | 3 \izF| < E\Eh.

Ce qui revient a dire via une diagonalisation en base orthonormée que :
d—1
sup |E(X, X)| <A/——|E|2
|x[2=1 d
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Revenons maintenant a la preuve. On cherche & minorer —Ric + g g et Ric, et on peut remarquer pour cela
7’ . . 7’ . o
que les opérateurs Ric et —Ric + %g s’écrivent By = %g:l:r.

Donc avec le fait démontré ci-dessus, on a automatiquement que

R V3o
Bi(X,X) > Z|X\2 - T\THXF

= Jixp-o (m ;) (ﬁ) XP

R 00 3 R
> —|XP-(IrP=+< ) IX)?
4| l <Ir| 2R+8)| |
3 1o, R? )
= R<2'T' *24)')('
= i(r (A)|X)?
- R”?
Ce qui acheve la preuve. O

Démonstration du théoréme 4.4.6. .
Comme tout est invariant par changement conforme, on peut grace au théoréme 4.4.7 supposer que g est tel
que 02(Agz) > 0 (car une métrique Einstein asymptotiquement hyperbolique est ombilique, et une fois choisie
une compactification totalement géodésique, I’hypotheése de volume renormalisé positif est équivalente grace
aux diverses formes de la formule de Gauss-Bonnet & 'hypothese §, 02(A44) > 0).

Alors grace au lemme 4.4.8, et la positivité de I'invariant de Yamabe-Escobar qui dicte le signe de la courbure

scalaire, on obtient par le deuxiéme point que :
R

En particulier, si on prend N le vecteur normal au bord vers ’extérieur, on obtient que :

R

Ric(N,N) < 5
On rappelle que si (0M,h) est une hypersurface de (M,g) munie de la restriction de la métrique, on peut
grice a la courbure de Ricci dans la direction normale et la seconde forme fondamentale (I) relier la courbure

scalaire prise pour la métrique restreinte h a celle de la métrique globale par la formule :
Rienny = Rap ) = 2Ricy ) (N, N) + tr(Ilg)* — Il

Enfin, on utilise une derniere fois ’hypothese de bord ombilic : il existe une fonction w telle que fI; = Ay, et

donc en particulier
tr(ll;)* — |Ig]* = (3\)% —3X2 =6A\% = 0

Ainsi on peut donc conclure que

R(aM,h) > 0.

Or comme par définition,

1
J (4”_2vu|i + Rhu2) Vi,
Y(OM,[h]) = inf JOM A\ T — :

ueC?(M,Ry) 2n_
(S(‘)M un= th)

n
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il est évident que Y (0M, [h]) = 0

Supposons maintenant par 'absurde que Y (0M,[h]) = 0. Comme le probléme de Yamabe admet une

solution, il existe u € C?(M,R) tel que ||u \L% =1let0=R 1,,»cten intégrant cette derniére relation

OM,un—2
sur 0M, on obtient
-1
0= J (4”|vu|i + R;,,u2) dVy, >0
oM n—2

Ce qui est absurde.

On peut donc conclure que Y (0M, [h]) > 0. O

Remarque : On peut alors appliquer le corollaire 3 de Sophie Chen dans [Che08] pour résoudre simultanément

le probléeme de 02(A4) > 0 et du bord totalement géodésique :

Corollaire 4.4.9. Soit (M(4)7 (9M(3),§) une compactification d’une variété de dimension 4 asymptotiquement
hyperbolique FEinstein ot le bord est ombilic

Si la constante de Yamabe-Escobar et le volume renormalisé sont strictement positifs (Y1 (M(4), oM® g) >0
et V> 0), alors il existe une métriqgue conforme d la métrique de départ § € [g] telle que o2(Ay) est une

constante strictement positive et le bord est totalement géodésique I = 0.
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Chapitre 5

Laplacien naturel et fibré géométrique

du tenseur de Weyl

Dans ce chapitre, on va chercher a mettre en place le cadre nécessaire a 1'utilisation des outils développés dans
le chapitre 3. On va donc expliciter un fibré géométrique, ainsi qu'un opérateur elliptique géométrique sur ce fibré

qui vérifie de bonnes estimations asymptotiques.

5.1 Fibré géométrique du tenseur de Weyl et symétries algébriques

Cette courte partie sert a rappeler les symétries algébriques élémentaires du tenseur de Weyl d’une métrique
Riemannienne g4 en dimension (n+1), qui sera le point de base de la définition du fibré géométrique que l'on va

considérer.

Par définition, le tenseur de Weyl est la partie sans trace du tenseur de courbure de Riemann.

1 o
Rijii = Wijg + —— (7" ® 9)

R
n—1 + ( n (9@ g)ijkg )

ijkl n+1

ot le produit de Kulkarni-Nomizu est donné en coordonnées pour deux (0,2) tenseurs (I,k) € (T*M?)? par la

formule :

(l @ k)mnop = lmoknp + lnpkmo - lmpkno - lnokmp-

Le tenseur de Weyl hérite ainsi les symétries naturelles de la courbure de Riemann :
Wijkt = =Wijiki = =Wijue = Wiaij ainsi que Wijig + Wigiy + Wi = 0,

et gagne en plus I'absence de trace g¢{W;jp = 0.
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11 est alors naturel de considérer 'ensemble des sections de tenseurs ayant les mémes symétries algébriques (i.e. ne

dépendant que de la valeur du tenseur au point considéré).

Définition 5.1.1. On appelle fibré géométrique du tenseur de Weyl, que l’on note Sy (M, g+) ou Sw s'il n’y a pas

de risque de confusion, le fibré suivant :

Ui-l€#4,A2T*M®5A2T*M7 Usivt = —Usirt = —Usiie = Urtis
Sw (M, g4) = { " : ) IH gikl gtk = Uklij

et Uijkt + Uikij + Uitje =0 et §'Usjp = 0
5.2 Estimation asymptotique du Laplacien covariant sur Sy

Afin de prouver une estimation asymptotique du Laplacien (A,, = V*V), on va avoir besoin d’utiliser un
opérateur différentiel "proche”, agissant naturellement sur les formes différentielles a valeur tensorielle. L’idée est
que 'espace Sy, peut étre vu comme un ensemble de 2-formes différentielles a valeur dans les 2-tenseurs. Par la
suite, il sera possible de transformer le nombre de coordonnées covariantes et contravariantes car le Laplacien, ainsi

que les résultats asymptotiques présentés, sont invariant par isomorphismes musicaux.

5.2.1 La dérivée extérieure covariante sur les formes dans un fibré géométrique

Soit E un fibré géométrique sur M quelconque, et définissons ATE := E® A?M les fibré des g-formes a valeurs
dans E sur M.
Soit D : C®(M;AIE) — C*(M; A9T1E) la dérivée extérieure covariante sur les formes & valeurs dans E, définie

pour a € C®(M;AN"M) et 0 € C*(M; E) par :
D(c®a):=Vo A a+oQda,

ou le produit extérieur ci-dessus est celui entre la partie correspondant a une 1-forme de Vo et avec «, afin d’obtenir

une section de AYTIM.

On va transférer une estimation de 'asymptotique pour 'opérateur covariant de Laplace-Beltrami sur les formes
a valeurs dans E pour obtenir une estimation asymptotique du Laplacien covariant en utilisant une formule ”a la
Weintzenbock” (inspirée entre-autres par les travaux que l'on trouve dans [Lee06]).

L’opérateur différentiel de Laplace-Beltrami est défini comme DD* 4+ D*D, ou D* est utilisé pour signifier

l’adjoint formel (pour la métrique g4 et sa forme volume) de D.
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Afin de faire le lien entre ces deux opérateurs, le lemme suivant est particulierement utile.

Lemme 5.2.1 (Wu 17). Soit w une g-forme d valeurs dans E. Pour toute base orthonormale e; de TM et sa

base duale €7, on sait que :
(a) Dw=¢el AV,uw,
(b) D*w=—¢ vV, uw.
ot l’on a noté pour o € A'M une forme a valeur scalaire av : AYT'E — AYE l'adjoint ponctuel de an :

NE — AYE (ie pour B e AE et ne AME, on a que go (a A B,1) = g+ (B,a v n)).

Une propriété intéressante de cet adjoint est la suivante : pour (o, 3) € ALM, et w e AE, on a

() a A(Bvw)+Bv(arw)=<_a,B)g w
Référence de preuve. Ce résultat est assez standard, et peut étre trouvé dans [Wul7], Ch. 2 et Section 6.1. O

Pour obtenir une estimation, on considére donc Sy comme un sous-fibré de A2T?M = T?M ® A2M.

Le lemme suivant donne une formule de Weitzenbdck, reliant ainsi le Laplacien sur les tenseurs appartenant a
A2T9M A DVopérateur de Laplace-Beltrami sur les 2-formes & valeurs dans T9M. Pour écrire cette formule, on
commence par définir des opérateurs d’ordre 0 agissant sur les tenseurs u € AYT*™ M composantes Rm et Ric. Ces

opérateurs sont définis comme :

q m q
o — j, P - _ j P _ _
Rm(u)zl...zmllmlq = Z Z Ry, Uiy o ippeimly.lage g + Z Ry, Uiy ignly o lago apeidy | 0
t=1

s=1 \ r=1 b=
b s
—~— q
y . . O p -
Rlc(u)zl..,zmll...lq = Z Rls uil...imh...lsp...lq7
s=1

ou par convention un tilde au-dessus d’un indice signifie que cet indice est omis.

Remarque : Un simple calcul permet de vérifier que si u € AYT*™ M, alors %(u) € AIT*™M et aussi IQ\ZE(U) €
AqT*”nM

Lemme 5.2.2 (Lee 06, Gicquaud-Ji-Shi 13, Fraux 23). Pour u une section C? de ANYT*™M , [’égalité suivante

est vérifié en tout point :
(DD* + D*D)u = V*Vu + Rm(u) + Ric(u).

Preuve. La démonstration se fait en coordonnées, a partir du lemme 5.2.1.
Soit p € M un point, on choisit alors une base orthonormée (e;) € TM telle qu’en p, Ve; = Vel =0 ou l'on

note e/ la base duale. Soit aussi v € A9T™ M, d’aprés les points (a) et (b), on obtient qu’en p,
(D*Dv) = —€l v V(" A Ve, v),

(DD*v) = —e* A V,, (¢/ v Ve,v).
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Donc grace aux hypothéses sur notre base e/,
(D*Dv) = —€7 v (e" A V., Ve, v), (DD*v) = —€* A (ed v V., Ve,0).
Ceci se réécrit avec le point (c)
(D*Dv) = AN (e v Ve, Ve, w) — gijej Ve, .

On a donc besoin de comprendre I'opération e’ v. Soit donc w € T™M et Iy, ...l, des indices, alors une récurrence

immeédiate donne avec encore le point (c) de 5.2.1 :

v wee ne? anet)=e v (" A(w@e? A ne)),

(g @t A n ) — el a (e v (@ A nch)),

q ~—
s—1y5 1 ! !
== - ) “ee Ry q,
E (1) e Hw®et Ao nels Ane

s=1

ol els signifie 'absence du terme els.

Ce qui donne donc

q
" A v (w@et ne anel)) = Z(—1)3_1<ej,els>gw®ek Aet A nels AL n el
1

»

Z(e],el5>gw®ell Ao ne” AL Al

q
=1

S

soit en notation usuelle en coordonnée ou la g-forme correspond aux derniéres coordonnées, on a (en utilisant

encore une fois que la base est orthonormale) :

q
* S — ~ J_ .. J
(D*D)iy ity oty = Z Yiy iy oo dgils Virimlydgsd™ s

s=1

s

q
*a). - _ _ iJ
(DD*0)is ity = = D3 Vi ity ity
s=1

iJ

Il ne reste plus qu’a appliquer I'identité de Ricci aux commutateurs v, Fjodoil” ~ iy ity g .
iy lago g cimly ey

s

m q
_ _ _ _ P 5 5 P L
Yiy iy olagodgiled — Vinimlydago dgsjle Z Rji i, Uiy ipecimly o dagi. g + Z Rji1, Yiyimly g ip..dy
r=1 t=1
t#s

P _
+ les] U;

i1y dep..ly

Et une sommation sur les différents indices s donne bien les opérateurs annoncés. O

Remarque : Cette preuve généralise celle du lemme 7.11 dans [Lee06] valide pour des éléments de A'T™M. De
méme, elle généralise la preuve que donnent Gicquaud, Ji et Shi dans le lemme 2.13 de [GJS13] pour des éléments
de A2T?M. On vérifie aisément que le résultat donné (et qui sera celui utilisé prochainement), et celui qu’ils

présentent, coincident.
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Ce lemme permet au passage de réécrire 'inégalité de Yamabe pour obtenir une inégalité de type Sobolev pour

le fibré des p-formes et la forme différentielle associée, mais sans assurance d’optimalité :

Corollaire 5.2.3. Pour w € HY2(M,A1T*™M), si le bord de M est totalement géodésique et que l’on note
Y(M) la constante de Yamabe-Escobar de premier type de la variété et g la métrique, on a la reformulation

sutvante :

n—1
-1 n nFl -1 — —
"2y (a f w| 5 4V, < f |Dw|? + | D¥w|? + = R, |w|? — (Rm(w), w) — (Ric(w),w) | dVol,
4n M M 4n

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer I'inégalité de Kato : pour w € HY2(M,A9T*™M), on a presque partout

que |V|w|| < |Vw|. Avec l'inégalité de Yamabe appliquée & la fonction scalaire |w| on obtient :

n—1
n—1 2n+2 n+l n—1
() (JM | 352 dVg) < JM (|Vw|2 n 4nRg|w2> dVol,.

Enfin, le lemme 5.2.2 fournit la réécriture annoncée. O

5.2.2 Estimation asymptotique des divers opérateurs différentiels

On va maintenant pouvoir définir ce qu’est une estimation asymptotique d’un opérateur différentiel. On prouvera
de telles estimations pour le laplacien D* D+ D D* sur I’espace des tenseurs Sy, puis en utilisant 'expression obtenue

ci-dessus on en déduira une estimation pour le laplacien V*V.

Définition/Notation : On utilisera la notation suivante :
Soit P : C*(M,E) — C*(M, E) un opérateur différentiel sur M, et A € R, on notera :

(u, Pu) x Alful”

si pour tout € > 0, il existe un compact K. tel que pour tout u lisse et & support compact dans M\K, (noté
uee CP (M\KE)), on a que
(u, Pu) = (A= e)][ul|?

ott (+,-) est le produit scalaire sur L2, et || - || est la norme associée.

La notation dans cette définition est malheureuse dans le sens ou elle fait participer un symbole de fonction u,
alors qu’elle énonce un résultat sur une classe complete de fonction, de maniére asymptotique. Cette these se plie

néanmoins a 'usage établie par la monographie de Lee [Lee06].

Le lemme suivant donne I’estimation pour le premier Laplacien, sa preuve est issue de la monographie de

Lee [Lee06] (dans le lemme 7.10, utilisant les résultats de la proposition 7.3 et du lemme 7.9) :

Lemme 5.2.4 (Lee 06). Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique de dimension (n+1) et de régularité

ChP, avecl>2et0< <1, etsoit0<q< 5. Alors lopérateur de Laplace-Beltrami associé¢ a la métrique
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sur les g-formes a valeur dans E satisfait l’estimation asymptotique suivante :

(n— 2‘1)2 2
4

(w, (DD* + D*D)w) 2 [l

Schéma de preuve. On ne donne ici qu’un bref apergu de la preuve. Il s’agit tout d’abord de prouver une famille

de minoration pour toute fonction positive ¢ € C? :
(w, (DD* + D*D)w) > J (w, (gb*l(DD* + D*D)¢ + 2Hess(log ¢)) wydV ol
M

ou Hess(u) est 'extension en une dérivation de A?M de laction comme morphisme de fibré vectoriel de la

Hessienne covariante de u.

En prenant alors une fonction définissante p, on cherche a appliquer la minoration avec ¢ = p°® pour un s

optimal en utilisant un développement au voisinage du bord de (w, Hess(log p)w). O

On a maintenant tous les ingrédients nécessaires pour démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.2.5 (Fraux 23). Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique de dimension (n + 1) et de
régularité CY%, avec | = 2 et 0 < f < 1 et n > 4. Alors pour des sections de Sy, on a lestimation

asymptotique du Laplacien :

2
(w, V*Vw) z (7 +4)]w]

Preuve. Grace au lemme 5.2.2 reliant les deux opérateurs différentiels, on a pour w € C*®(M, Sw) :
(w, V*Vw) = (w, (DD* + D*D)w) + (w, —Rm(w)) + (w, —Ric(w))

Un simple calcul de changement conforme (cf. [Maz88] ou [GL91]) montre que les composantes de Rm ont un

développement asymptotique :
Rijkl = *‘dp|§2 <9+ik9+jl*g+ilg+jk) + Pispl @a gila (7?) + P72P2(§a ?71; g, (72§)a (5'2-1)

avec P; et P, deux polyndémes universels.

En particulier, comme |dp|g2 =14 O(p), estimation ponctuelle suivante est immédiate w € C*(M, Sw) :

oy iikl r r r r r r 15kl
Rm(w);jrw"”™ = (Rki"wrjsr + R jj Wirst + Rk Wijor + R Wpjis + R Wipks + R wijrs) w7,

ijkl

= - ((9+5i9+kr = 9+ g i) Wrjst + (94719417 — 9+ 94 ji ) Wirst + (9471944 — g+srg+lk)wijsr) w
ijkl
- ((9+Sig+zr — 9+ G4 ) Wrjks + (9+5j9+lr - g-i-srg—&-jl)wirks +(9+° 9+, — g-‘rsrg-i-kl)wijrs) w"
2
+O(plw|]7),
(Donc en utilisant le fait que par hypothése les éléments de Sy, sont sans trace :)
oy ijkl

Rm(w)ijrw* = (wijig — 0+ winji — 0+ wijix — 0)w ™ 4 (wijni + wikj + wijie)w ™ + O(pllw||?),

(et en utilisant les symétries de base de Sy et I'identité de Bianchi :)

Rm(w)ijw ™ = O(pl[w|?).
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Avec exactement la méme méthode, on obtient :
—Ric(w)ijw ™ = +2nw;j0w ! + O(pllw|]?).

En intégrant alors pour w € CP(M,Sw) avec un support suffisamment proche du bord (tel que p soit

suffisamment petit), et avec le lemme 5.2.4 :

(w, V*Vw) = (w, (DD* + D*D)w) + (w, —Rm(w)) + (w, —Ric(w)),

n—4)2
E%HwHQ + 0+ 2nlfw]f?,

2
n
(5 + )l

5.3 Rayon indiciel du Laplacien sur Sy,

Pour faire ces calculs, on appelle fibré géométrique Sy de poids 2 la transformation par les isomorphismes
musicaux de Sy qui a trois coordonnées covariantes et une coordonnée contravariante (i.e. ’espace ot vit naturellement

la courbure de Weyl conformément invariante).

Proposition 5.3.1. Soit (M, g1 ) une variété asymptotiquement hyperbolique connexe de dimension (n + 1)
et de régularité CHP, avecn >4,1>2, et 0< B < 1,
L’opérateur de Laplace V*V — 2n agissant sur le fibré géométrique Sy de poids 2 a un rayon indiciel R =

o

Preuve. Le schéma de la preuve est le méme que celui du lemme 7.1 de la monographie de Lee [Lee06], qui
cherche & calculer le rayon indiciel du Laplacien covariant pour les tenseurs totalement symétriques (le tenseur
T correspond dans la monographie au tenseur D).

D’apres la proposition 3.3.2, afin de déterminer I,(V*V), il suffit de calculer IH(V*V).

Soit T'= V—V le tenseur exprimant la différence entre les connections de Levi-Civita de g, et de g. Un rapide

calcul montre que les coordonnées du 3-tenseur T sont :

Ty;"* = —p ' (6:*0;p + 6;"0ip—7:;5" 01p) (5.3.1)

Soit u € C%(M, Sy). On a :

e ; k ; k ; k ; i k
Wivigis 'y = OlWiyigis™* — Dliy " Wkinig™ — Tiiy” Wir kg™ — Diig"Wiyinr™ + Tk Wiy iniy s

k i4 k’ i4 k i4 14 k <53.2)
= =T, Ukigis™ — Tl Wirkis™ — Tlig Wiyink™ + Tik" Uiyinis + O(1).

Et aussi :

* 14 g L
(VEVWirizis '+ = —Uiyigis™*

- lm o Jqpe o i 4 3 o L Gag ]
= —9+ (amulllzl?, 4;1 — Tim WUiyigis 4;j - Zs:l Tmzs uil...isji_g 4;1 +Tm] u111213j;l)
—"_OPHO(I)’
(5.3.3)

Dans la suite de la démonstration (et 'annexe correspondante), on utilisera la notation p; := 0;p.
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A partir de Déquation (5.3.1), et du fait que p,ppg®® = 1 + 0p—0(1) (puisque M est asymptotiquement
hyperbolique), on obtient que :

g9+ om Tt = 94072 pm (O pi, + 01" p1—514,5 ) + 0ps0(1) = 6" + 05 (1);
9+ T Ty * = —(n—1)8F + 0,m0(1);
9+ T T, " = 5555, + ?jkpz‘sﬂn—6zl'ipitpp§jp—5ipiqu§kq +§is“§kq§jppqpp +0p—o(L);

94" i I T —(n = 1)p;, pgG" + 0po(1).

En insérant les résultats de I’équation (5.3.2) dans I’égalité (5.3.3), et en utilisant les résultats ci-dessus, on

obtient apres un long calcul (voir Pannexe B) :

V*Vu = 2nu + (n — 1)Pos(u) + Bianchi(u) + O(u) + T'(u) + o(1), (5.3.4)

ou Bianchi(u) est une somme de termes dépendant multiplicativement de "somme de Bianchi” (i.e. le terme
nul dans la premiere identité de Bianchi), T(u) est une somme de termes dépendant multiplicativement de la
trace de u par g, O(u) est tel que (u, O(u))7 est une somme de terme dépendant multiplicativement de la trace
de u par g, et (u, Pos(u))g est la somme de la norme de vecteurs de la forme grad(p)_u o 1 est le produit

scalaire sur la premiere coordonnée.

Or u est une section de Sy et donc admet les symétries élémentaires d’un tenseur de courbure, 'identité de
Bianchi et n’a pas de trace. Donc Bianchi(u) = 0, T'(u) = 0, et (u, O(u))z = 0.

Maintenant, soit s € C une racine indicielle de V*V —2n et p un point de 0M, et soit u € Sy, un vecteur propre
associé a s au point p. Soit u une extension lisse arbitraire a Sy de uw. Comme annoncé, avec la proposition

3.3.2 sur le fibré géométrique Sy de poids 2, on a :

0 = (u,I,(V*V = 2n)uyz(p),
= s(n—s— 4)@% - 2n|ﬂ|% + s Io(VFV)uygp),
= s(n—s—4)[aZ+ (—2n+ 2n)[@2 + (n — 1){u, Pos(u))g(p + 0.

En particulier, on obtient :

(s-G-2) 1 = (5 -2) 1 + 0= ) Postuscr

ce qui implique que s € R et que :
- (52 =[5 -2
s—|=z— = |5 —
(z-2) =[5
On rappelle que le rayon indiciel est U'infimum sur les racines indicielles de la distance dans le plan complexe

de la racine indicielle a 'axe d’équation Re((z)=% Une conséquence immédiate du calcul précédent est donc

que le rayon indiciel est nécessairement plus grand que 5§ — 2.

Affirmation : Pour montrer qu’il s’agit en fait d’une égalité, il suffit alors de trouver pour un point p € M un

vecteur non nul @ € Sy ; ayant les bonnes symétries tel que gradg(p)u =0
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Commengons par prouver cette affirmation : la condition grad(p)_ou = 0 revient en coordonné & demander que
pour tous indices i1, 42, ¢3, on ait ﬁkﬂkmz” =0.

L’inclusion b‘;(SW) c S?A%T*M impose alors que 0 = 5", i, = PP, 01" = P Wiy igis" = 0

A présent les expressions trouvées dans Pannexe B pour les opérateurs Pos, Bianchi, O et T permettent
d’affirmer que pour un tel vecteur @, on a que Pos(@) = Bianchi(a) = O(u) = 0.

Comme les éléments de Sy sont sans trace, on obtient T(ﬂ) =0.

En passant par u une extension lisse arbitraire a Sy de w, on a alors par la proposition 3.3.2 et le résultat

(5.3.4), on en déduit alors que pour un tel @ :
I;(V*V = 2n)3u = s(n — s — 4)u.

En résolvant I'équation I,(V*V — 2n);u = 0 en s, on obtient que s = % — 2 £ (% —2) sont deux racines
indicielles, et donc que R < 5 — 2.

Il ne reste en conséquence plus qu’a montrer que 'on peut trouver un vecteur u € Sy tel que gradg(p) i =
0. Pour cela, on se fixe un point p € 0M quelconque. Comme gradg(p) # 0, il existe une base orthonormale
(€0, ..., en) de Ty M telle que eq soit proportionnel a gradg(p). On note alors (€2, ...,e") la base duale.

Maintenant, comme n > 4, on peux considérer 1’élément :

2 X 1 1
u:#4g<3el/\62®5€3/\e4—361/\63®s€4/\62—361/\€4®862/\€3

Ce tenseur est bien non nul comme 3% = %

Vu comment le tenseur u est écrit, on a que u € #4§ (AQT*M ®° A2T*M ) Comme les e’ forment une base,
la trace de u est nulle car les termes diagonaux sont nuls. Un simple calcul permet de vérifier que u vérifie la
premiére identité de Bianchi (b(u)=0 ou b est donné dans la définition du fibré Sy 5.1.1).

Enfin, comme ey_% = 0, on a bien que gradgz(p)u =0
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Chapitre 6

Tenseur de Weyl : Formule de Bochner

et régularisation

6.1 La formule de Bochner pour la courbure de Weyl

Dans cette section, on rappele la formule de Bochner valable pour des variétés ayant une courbure de Weyl

harmonique (i.e. telles que la courbure de Weyl soit dans le noyau de 1’adjoint de la connexion), avant de voir ce

que cette équation devient dans les variétés d’Einstein. Cette équation (elliptique) est essentielle, puisqu’elle va

permettre de prouver la régularité de la courbure de Weyl de la métrique compactifiée (voir 6.2), qui est I'ingrédient

manquant pour la preuve de la régularité d’une compactification d’une métrique Einstein (voir le chapitre 7).

Lemme 6.1.1. Soit (M, g4 ) une variété Riemannienne de dimension n + 1 = 4, avec courbure de Weyl

harmonique (i.e. Wpi1'™ =0). Alors :

V*VWij = —RipWP jir + RijpWPiga—2(Wipj g WP —Wipg Wi, — Wipar W;P?,)

1
+ o [BipWPi—Rip Wit + Rip(WP jri=WPinj )= Riep (WP 1= W5

1

+ o B (Whiqrj = Wipjai0i + Whikg0ti—Wpjkgti)]-

Démonstration. On propose de suivre pas & pas la démonstration donnée dans [CM20], le lecteur intéressé
pourra également aller voir [Sin92] et [HV96].

Rappellons que le tenseur de Cotton est défini par Cijx = Rijik — Rikj — 5 (Rikg+,; — Rijgy ). Un simple
calcul (qui peut étre trouvé dans [Bes87], ou dans ’annexe A) montre que Cj;, = fZ—ﬁWmijk.‘m.

Or par hypothese W,;51""™ = 0, donc le tenseur de Cotton est identiquement nul. Ceci permet d’obtenir (&
partir de la seconde identité de Bianchi pour la courbure Riemannienne et quelques manipulations) la seconde

identité de Bianchi pour la courbure de Weyl :
Wklij;m + Wklmi;j + Wkljm;i =0.

On prend alors la dérivée équivariante de cette équation, puis la trace avec l'indice correspondant & m, c’est a
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dire qu l'on prend la divergence du champ tensoriel. Avec les symétries du tenseur de Weyl, il en résulte :
_Wklij;mm - Wklmi;jm + thnj;im =0.

En utilisant encore une fois I’hypothése de caractére harmonique, il est possible d’artificiellement introduire

deux termes nuls (Wiimi™; et Wiim; ™™, ), afin de reconnaitre dans I'expression un commutateur de dérivées

J
covariantes :

— Whiigim™ = Wiimisi™ = Wrimi™ 5) + Whimgsi" — Weimi™ ;) = 0. (6.1.1)

K2

Or, avec la définition méme de la courbure de Riemann, on a :
m mo T m Tom r m rom
Wiimig" = Wiimi' 5 = Wetmi R ki + Whrma BT 157 + Wi B g + Wiame R 357,

La décomposition de la courbure de Riemann en courbure de Weyl et courbure de Ricci donne :

1 ° R
Riju = Wi —( —_— -
ki gkl T ) g)ijkl + i+ (9® g)z]kl

n—1

ot le produit de Kulkarni-Nomizu est donné en coordonnées pour deux (0,2) tenseurs (I, k) € (T*M?)? par la

formule :
(l @ k)mn()p = Zmoknp + lnpkmo - lmpkno - lnokmp-

Ceci avec la premiere identité de Bianchi permet de réécrire le résultat que nous venons d’obtenir :

m mo_ m m r
Wiimis;™ = Whimi™ j = —WeimiW' k" j + WekmiW 1" =W W™ 1 — Ry Wi

1
+ E[Rimwmjkl + Rim W™ ik + R W™ 1]

1

n—1

J

[Rrm (W™ 1015 + Wik 015 + W 11635)].

I1 ne reste plus pour conclure qu’a re-indicer et a injecter deux fois dans 1’équation (6.1.1). O

Corollaire 6.1.2. Soit (M, g1 ) une variété Riemannienne Einstein de dimension n+ 1 = 4, avec constante

de normalisation A (i.e. R;j = Ag+,;), alors :

VAIVWijkt = =22AWij50—2(Wipjq WP = Wipg WP — Wipge W)

En particulier, pour une variété Einstein asymptotiquement hyperbolique, V;: Vg W =2nW =W W, oi

W « W est un terme quadratique en W.

Preuve. Tout d’abord, il est clair qu’une variété Einstein a une courbure de Weyl harmonique (par exemple en
regardant le tenseur de Cotton et sa relation avec le tenseur de Weyl).
On commence par remplacer les courbures de Ricci et scalaire grace a ’hypothése Einstein dans ’expression

obtenue par le lemme 6.1.1. Il suffit par la suite de se rappeler que la courbure de Weyl vérifie la premiere

formule de Bianchi, et est sans trace et avec les symétries de bases de la courbure de Riemann. O
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6.2 Régularité de la courbure de Weyl sous hypothése d’approximation

Dans la section précédente, nous avons établi I’équation elliptique suivie par la courbure de Weyl d’une métrique
Einstein : (A —2n)W = W x W. Cette équation va permettre de prouver la régularité de la courbure de Weyl de la
métrique compactifiée. Pour cela, il va falloir exprimer les termes de bord de la courbure en utilisant les équations

de Gauss-Codazzi, ce que nous faisons dans le lemme suivant :

Lemme 6.2.1 (Chang, Ge, Jin, Qing). Soit (M, 0M, g4 ) une variété asymptotiquement hyperbolique Einstein
conneze de dimension (n + 1) et de régularité C*", avec n > 4 et 0 < n < 1, et on suppose trouvée une
compactification telle que le bord soit totalement géodésique par rapport a celle-ci.
On note (n+1) lindice correspondant au vecteur normal au bord et k, u, v, et T des indices correspondants
des directions tangentes au bord.
Enfin, soit h le représentant de la classe conforme a l'infini de g4 correspondant a la compactification choisie,
W le tenseur de Weyl g4 et Wy, le tenseur de Weyl de h (qui a priori sont des tenseurs sur des espaces
différents).
Alors :

W)k = Wh)ww W) sy =0=Wi)(ns1yr(nt1)

Idée de preuve. C’est une preuve classique qui utilise les équations de Gauss-Codazzi ainsi que ’expansion
découverte par Graham dans [Gra99] des métriques compactifiées de métriques Einstein. Plus particuliérement,
si T est une fonction définissante spéciale, g = dr2 + h + r2A + o(r2) ot A est le tenseur de Schouten de la
métrique h.

Une preuve complete de ce lemme est présentée en annexe C. O

Nous avons posé toutes les fondations qui sont nécessaires pour prouver la proposition suivante. Cette proposition
fonctionne sous I’hypothese d’existence d’une régularisation de la courbure de Weyl ayant les mémes symétries et

intuitivement les mémes valeurs sur le bord :

Proposition 6.2.2. Soit (M, gy ) une (n+1) variété asymptotiquement hyperbolique et Einstein de régularité
C?", avecn >4 et 0 <n < 1, avec une fonction définissante p telle que dp soit normal au bord, et que le bord
soit totalement géodésique.

Soit Wy € Sw la courbure de Weyl de g4 et on suppose qu’il existe Wy € C(Qo’f(ﬂ, Sw) tel que W, — Wy €
C’gfe(M, Sw) avec un certain 0 < € < 1.

Alors pour v = min(a, 8,1m), et pour tout B <§ <1 :
Wy — Wa e Co05(M, Sw) (6.2.1)

Et en particulier, on peut en déduire que :

Wy e Cgy (M, Sw). (6.2.2)

Preyve. Déduire la deuxieéme affirmation (6.2.2) de la premiere (6.2.1) est assez direct, en réduisant la régularité,
puis en utilisant le lemme 2.3.4 pour passer d’espace de Holder a poids de 'intérieur aux espaces de Holder

décroissant sur la compactification.
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En effet, un simple retour aux définitions, et comme cette propriété est vraie au-dessus de Bg, on a que :
2,m 0,8
02+5(M, Sw) c CQ+5(M, Sw)

Puis avec le lemme 2.3.4, Cgfa(M, Sw) < C?O")S(M7 Sw).
Enfin, 'hypothese W5 € C'(QO’?(M, Sw) < C?df(M, Sw) permet d’assurer que (6.2.1) = (6.2.2).

Pour prouver la premiére affirmation (6.2.1), I'idée est d’utiliser la proposition 3.4.1 pour améliorer la
régularité et la vitesse de décroissance de W — Ws. On va donc vérifier que toutes les hypotheses sont bien
vérifiées :

L’opérateur différentiel : Sy est un fibré vectoriel géométrique, et P := V*V — 2n est un opérateur
pseudodifférentiel géométrique elliptique, formellement autoadjoint, d’ordre 2 sur Sy . Avec le lemme 5.2.5, P

satisfait une estimation asymptotique :

—4
(w, Pw) x =

[

La régularité cible est accessible : Onabien 2 <2+v<2+net0<vy<1.

Rayon Indiciel : Avec le lemme 5.3.1, on sait que le rayon indiciel R de P est tel que ”7_4 < R.

La régularité initiale est dans le bon intervalle :

Par hypothése, W, — Wy € Cg_ﬁ(M, Sw) < CSfC(M, Sw). De plus, |24 €— 2| < 25* < R comme 0 < € < 1.
Régularité de P(W, — W3) : Avec la linéarité de P, on peut voir P(W; — W5) comme la somme de deux
termes.

Gréace au corollaire 6.1.2 , nous obtenons que :
(V*V — 2Tl)W+ = W+ * W+. (623)

N l 1 l l
ou (W"r * W—‘,—)ijk = _2(W+iquW+qu g"rrp_W'f‘ipq W"Fjrsmg'f'rpg-‘rqsg"rkm - W+ipq7nW+jrs g"rrpg-‘rqsg"rmk)'
Or la courbure de Weyl est conformément invariante (en tant que 3-1 tenseur), donc avec la régularité de la

courbure de Weyl de g et le lemme 2.3.3, on a que :

Wy e C) (M, Sw) = C37 (M, Sw).

Ce qui permet de déduire que W, « Wy € CVP (M, Sy) < Cgf& (M, Sw).

Maintenant, en regardant les calculs dans la preuve du corollaire 5.3.1, on a que :
(A = 2n)Wy = (n — 1)Pos(Ws) + Bianchi(Ws) + O(Ws) + T(Ws) + pC(y) (M, Sw)

Prouvons maintenant que :

(n — 1)Pos(Ws) + Bianchi(Wa) + O(Wa) + T(Ws) € C%P(M, Sw)

)

En effet, comme W, — Wy € Cg_f‘e(M, Sw) < C?e’)a(M7 Sw) on a avec le premier point du lemme 2.3.1 que
Wi onm = Wajon- En prenant les termes un par un comme ils apparaissent dans ’annexe B, avec les symétries

et le fait que dp est normal au bord, et en utilisant la méme notation que dans le lemme 6.2.1, on se rend
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compte que (A — 2”)W2|0M ne dépend que de termes de la forme (W4 )1a85 et (W4 )1a1s, qui sont nuls d’apres
ce méme lemme 6.2.1.

Ce qui nous donne que :

(A —2n)Ws € 5 (M, Sw) + pC(y) (M, Sw).

et donc d’apres le lemme 2.3.4, on obtient, quitte a utiliser 1'inclusion Cgﬁs (M, Sw) c Cg_’:& (M, Sw) discutée

au début de la présente preuve, que :

(A = 2n)Wa € C5 (M, Sw) + pCy) (M, Sw) < C35(M, Sw) + pC3 % (M, Sw) = C375(M, Sw)

Et donc que :
P(W,. — Wa) € Cyls(M, Sw).

Ainsi toutes les hypotheses du lemme 3.4.1 sont vérifiées, ce qui permet de conclure que
Wy — Wa e Co05(M, Sw).

O

Avec cette preuve, on utilise 'approximation Wy pour assurer une décroissance a l'infini. Il est donc intéressant
de noter que si la courbure de Weyl au bord est nulle, et donc que la courbure de Weyl est déja dans le bon espace

a poids, on peut se passer de 'approximation.

Corollaire 6.2.3. Soit (M, g4 ) une (n+1) variété asymptotiquement hyperbolique et Einstein de régularité
C?", quecn >4 et 0 <n < 1, avec une fonction définissante p telle que dp soit normal au bord, et que le bord
soit totalement géodésique.

On suppose que Wgjanr] la courbure de Weyl de la restriction d’une compactification g au bord soit nulle en
tant que tenseur : Wigjan] = 0.

Alors pour tout 0 < 9§ <1 :

Wy e Cgy (M, Sw). (6.2.4)

Démonstration. On reprend la preuve précédente avec Wy = 0. Les points qui sont modifiés sont les suivants :
La régularité initiale est dans le bon intervalle : Comme W, est nul au bord et C%", d’apreés le lemme
2.31,ona W, e 08}7)7 (M, Sw), et I'inclusion C’%’ (M, Sw) — C’gfn (M, Sw) donnée par le lemme 2.3.4 permet
de conclure sur la régularité initiale.

Régularité de P(W,) : Cette partie n’a besoin que de la premiére moitié de la preuve précédente, vu que

lon a besoin de maitriser uniquement la régularité de P(W..). O
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6.3 Hypothése d’approximation

Dans la section précédente, nous avons di faire I'hypothése d’existence d’une bonne approximation pour pouvoir
améliorer la régularité de la courbure de Weyl. Une question naturelle est donc a quel point cette condition est
restrictive. On va montrer que si la métrique du bord est suffisamment réguliere et que ’on accepte de travailler a

difféomorphismes suffisamment réguliers pres, alors cette hypothése n’est pas un probleme.

Théoréme 6.3.1. Soit (M, g4, OM, h) une (n + 1)- variété connexe Einstein asymptotiquement hyperbolique
de régularité C*", avec la métrique au bord h € C?ds(aM, S20M) etn>4et0<ne<l,.
1l existe une carte continue v d’un voisinage M g du bord OM de M, carte dont la restriction au bord OM est
la carte identité et qui est un C3" difféomorphisme sur son image tel que p*y*g = dp? + h + O(p?) (on parle
de difféomorphisme en collier).

En particulier, OM est totalement géodésique dans (M, p*1*g), avec dp qui y est un champ normal au bord.
Si on note alors W le tenseur de Weyl avec les trois premiers indices covariants et le quatriéme contravariant

de p?y*g, il en résulte que pour tout § <1 :

Wy e Cgy (M, Sw)

Preuve. 11 s’agit en fait de deux affirmations : la premiere est 1’existence d’un difféomorphisme en collier. La
preuve consiste en une légére adaptation du lemme 3.1 de [CDLS05], pour obtenir un difféomorphisme C37 si
la métrique est C>7 au lieu de seulement C2. Ceci fonctionne puisque la preuve de Chrushiel s’appuie sur le
lemme 3.3.2 de [APT96], qui permet non seulement de trouver des prolongements de fonctions contintiment
dérivables comme utilisés dans la preuve, mais également de fonctions Holderiennes avec controle Holderien
dans le cas qui nous intéresse. Il s’agit donc de reproduire la preuve en ajoutant dans tous les objets construits
une régularité Holderienne de parametre 1, ce qui donne donc immédiatement le résultat.

Pour la deuxiéme affirmation, on suppose donc, quitte & transformer ’espace avec un C>7 difféomorphisme en

collier, que g := p?g, = dp* + h + O(p?).

Il suffit donc de montrer, grace a la proposition 6.2.2, qu’il existe un tenseur Ws € C(Q(;;nin (e’n)(ﬂ, Sw) tel que

Wi—-Ws e C§+r?::15§enr);) (M, Sw), ou de maniére équivalente grace & la proposition 2.3.4, tel que Wiion = Wajom-

Ainsi soit (0*) un systéme de coordonnées d’arriére-plan de 0M. Comme h € C?d;(@M, S20M), pour tout
ensemble d’indice (o, 3,7, d) de vecteurs tangents au bord que la coordonnée correspondante de la courbure de
Weyl de h vérifie (Wh)a.5." € C(Qdi(&M).

Un résultat classique (développé par exemple dans le chapitre 3, corollaire 3.2. dans [APT96]) permet

d’affirmer qu’il existe une continuation réguliere (Wg)mu,; € 0(20,7)7 (M) telle que :

~ T

(W2)f£,/z,u oM = (Wh)K,p,VT~

A partir de ces fonctions coordonnées, on souhaite construire le tenseur, mais il faut étre un peu prudent
puisque on souhaite avoir les symétries tensorielles de Sy, . Pour cela, soit ¢ = min(e, n) et utilisons simplement le

projecteur suivant, issu de la décomposition de Ricci, (ot ® est une notation pour le produit de Kulkarni-Nomizu) :

Fo| 02, 82020) — (M, S2\2])
1 — Trg(Trg(R) =\
R — R—guon=90 (Trﬁ(R) - dim(M)(dim(M)—1)9>
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On peut alors définir 'approximation réguliére comme :

. T 2 1 1
Wy =F ((WQ)MW Trm |:3(d9NA doM) ® (do” A do™) — g(dO“/\ do”) ® (6" A do™) — g(dﬁ” A dO™) ® (d6* A dGm)}> ,
Cette définition donne immédiatement que W5 € C(z(;;nin(e’n) (M, Sw), et un simple calcul avec le résultat du

lemme 6.2.1 donne bien que W+| onr = Wajan, ce qui permet de conclure que la deuxieme affirmation est

également valide. O
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Chapitre 7

Gain de régularité pour une

compactification d’une métrique

7.1 Tenseur de Bach, et équation elliptique du tenseur de Ricci

Dans cette section on rappelle la définition du tenseur d’ordre 4 de Bach sur une n+1 variété, (M"*1,g), car il
relie naturellement avec une équation elliptique la régularité du tenseur de Weyl et celle du tenseur de Ricci.
Soient Rikji, Wikji, Rij, R et V respectivement les coordonnées des tenseurs de Riemann, Weyl, Ricci, la courbure

scalaire et la connexion de Levi-Cevita, et Riem le tenseur de Riemann, et on pose :
n—2

1
kol Kl
B;; = n—lv Y, WliijFin_ 1Wikle .

Il y a une relation entre la divergence du tenseur de Weyl et le tenseur de Cotton (voir 'annexe A), précisément :

n—1
VWijp = ——
n_

QCijk'

Cette relation permet de réécrire le tenseur de Bach, et d’obtenir :

A(R)

V;Vi(R)
2n

(n —1)Bjj = A(Ryj) — gij — VViRj. + j o™ + RM Wi

Puis avec 'identité de Ricci, ainsi que la deuxiéme identité de Bianchi deux fois contracté, la relation devient :

A(R)  V;Vj(R) _|_Vjvi(R) n

m gij 9 m Q(Rm), (7.1.1)

(n —1)Bi; = A(Rij) —
ot Q(Rm) est un terme quadratique en la courbure de Riemann :

Q(Rm) = Rlekijl - Rciijpc - Rcichjp.
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C’est cette relation 7.1.1, qui est une équation elliptique en la courbure de Ricci, que 'on va utiliser pour

améliorer sa régularité :

Théoréme 7.1.1. Soit (HH—H, 0M, g) une n+1 variété Riemannienne compacte a bord 0M lisse et d’intérieur
M.

Supposons soit que M ait un point de OM mnon-ombilic, soit que g est conformément plat, ou soit que la
courbure de Weyl n'est pas identiquement nulle sur M (Hypothéses A).

De plus, soit 0 < a < 6 < 1 et m € N un entier positif, et supposons que g € C*+™(M) n C*(M), que
Ricjon € C™9(0M, T2M|(7M) et que la courbure de Weyl vérifie W e C™° (M, T*M) (Hypothéses B).
Alors on a que :

Rice C™%(M).

Pour démontrer ceci, on va avoir besoin d’une estimation dite ”a la Schauder”. On va utiliser le théoreme d’équations
elliptiques issu du théoréme 5.1 de [GH80], en prenant dans leurs notations v = b = a. Dans I’énoncé de ce résultat,
on utilise la notation abusive C%(Q) pour l'espace Holderien CF(@){e}(Q) si a est un réel positif non entier, et

| - |ce(q) la norme correspondante.

Théoréme 7.1.2 (Gilbarg-Hérmander 80).

Soit Q € R™ un ouvert borné avec frontiére au moins C*. Soit a € R\Z un réel non entier tel que 2 < a , et
supposons que pour tout point du bord p, il existe un voisinage U, < R™ et une fonction f € C*(U,) tels que
QnU, ={z,z, > f(x)} (condition bord Hy du papier).

Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2 de partie principale réelle et elliptique sur Q, et dont les coefficients

P= Z pa D vérifient :

jal<2
Si o] <2, Pa € C72(0),
(Silal=2, pa € CO(Q)) .

Alors il existe une constante C telle que :

Vue Ct?(Q),  C 'ulca() < |ulca(an) + [Pulca-2(q) + |ulco@) < Clu|ca(o)-

Remarque : Pour reformuler le théoréme plus général de Gilbarg-Hérmander dans ce cadre particulier, on a utilisé

en particulier I'égalité pour les espaces de Hélder classiques sur les ouverts de R™ : sup |u|ca(q,) = |u|ce(q), ou dans
6>0

les notations du texte de Gilbarg-Hérmander, que Héfa)(Q) = H,(Q).

La preuve se trouve intégralement dans le papier [GHS80).

Pour la preuve, nous utiliserons également les résultats présents dans le papier de Gilbarg et Trundinger dans
[GTO01]

Preuve du théoréme 7.1.1. L’hypothése A sert a assurer lexistence d’une métrique conforme de courbure
scalaire constante, via la résolution du probléme de Yamabe (discutée rapidement dans la section 4.2, voir
également [AB02] par exemple). Comme un changement conforme ne modifie pas ’hypothése B et permet de

récupérer la conclusion, on peut supposer sans perte de généralité que g est de courbure scalaire constante.

Dans ce qui suit, on va travailler en coordonnées locales, et calculer le résultat de I’application de 'opérateur

de Laplace-Beltrami & la courbure de Ricci. Soit donc («y;);er une partition de 'unité localement finie plus fine
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qu'une couverture de M par des cartes (€;)ics simplement connexes & bord lisse (C® par exemple) telle que
[e]

(€2;)ies recouvre M. Soit a un choix quelconque parmi les a; pour un i dans I.

Pour obtenir la conclusion, comme aRic est a support compact dans 2; et que la partition de 'unité est

localement fini, il suffit donc de montrer le fait suivant :
Fait : aRic e C™9(£;)

On ne démontre ici que le cas le plus délicat ou m=0, comme les cas plus réguliers demandent moins d’astuce

dans Dlapplication de la théorie d’opérateurs elliptiques (pour ladite théorie, le lecteur intéressé pourra voir

(GTO1)).

En s’inspirant du fait que pour tout opérateur L d’ordre 2 et P d’ordre 0, le commutateur [P, L] est un opérateur

d’ordre plus petit que 1, on écrit en coordonnées associées a §2; que (ou t.o.i. signifie termes d’ordre inférieur) :

910,01 (aRap) = ag?'d;01(Rap) + 2971 (0;0) (01 Rap) + Rapg?';01(v),

=ag’(0; +T)(0 + T)(Ric)ap — (ozgjl(F)(ﬁl + D) (Ric)ap + agjl(aj)(F)(Ric)ab) + t.o.i.,

= aA(Ric)qp + t.0.i..
Donc avec ’équation 7.1.1 on peut écrire que :
¢ 0;01(aRap) = 0;01(fanjt) + 05 (ganj) + Pabs

ou fabjl € 02’5(97) ﬂCQ(M N Qz), Jabj € Cg’a(ﬂi) DCQ(M N Qz) et hab € O?’Q(QJ ﬂCZ(M N Qz)

A partir de maintenant jusqu’a la fin de cette démonstration, on note L P'opérateur différenticl donné en

coordonnées par ¢7'd;0;.

D’apres les arguments a propos de dérivé faible développés dans le théoreme 8.34 de Gilbarg-Trundinger

dans [GTO01], il existe une solution faible wugp g € C1*(£;) du probléme de Dirichlet :

L(u) = 0j(9gabj) + hap sur Q;,
UoQ; =

Pour la méme raison, il existe une solution faible vapk primitive € C1°(Q:) (N C3(M n ;) de :

’U|59i =0.

{ L(U) = 8l(fabkl) sur Qi,

Comme il est possible d’écrire (L — 0pL)(vapr) comme une somme 0; Papi + Qap avec Puy; € CO9(Q;) et

Qap € C%(€;), il existe une solution faible tab,crochet du probléme suivant :

L(t) = (LOk — OkL)(vapk) sur €,
t =0 on 0.

Donc aRap — Uab,reg — OkVabk,primitive — Lab,crochet €5t une solution faible du probleéme final suivant :

L(U) =0sur ),
Uv\("’ﬂ1 =alRg — ak’Uabk,primitive~
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Maintenant, on va utiliser une estimation de Schauder, telle que donné par le théoreme 7.1.2. Ainsi, il existe
une constante C>0 telle que pour ¢ € C1*(Q;) et U une solution faible C1'* de LU=0 sur §; et U = 1 sur
0€2;, on ai :

U050,y < C ([l cos a0,y + [[Ulcoq,) (7.1.2)

Soit une suite approximante ¢, € CH(0€;) telle que ||¢r — ¢||cos — 0 et uy la suite de solution
correspondante & Lug = 0 sur €;\0Q; et up = @y sur 9€;.
D’aprés les arguments développés dans la preuve du théoréeme 8.30 de [GTO1], on sait que wy converge
uniformément vers u € CY(£2;) Hllo’CQ(Qi\éﬁi) solution de Lu = 0 et ujan, = ¢. Donc par complétude de
C%° il est possible de déduire de I’équation 7.1.2 que u € C%9(Q;).
Par unicité de la solution faible, on en déduit alors que aRap — Uab,reg — OkVabk,primitive — tab,crochet € 00,57
ce qui permet finalement de conclure que Ry, € C%9, ce qui prouve le fait avancé précédemment, et donc le

théoreme. 0

7.2 Coordonnés harmoniques : régularité de métriques via la courbure
de Ricci

Une méthode bien connue de la littérature pour étudier la régularité du tenseur de la métrique est celle de la
construction de coordonnées harmoniques. Cette méthode fut initiée par De Turck and Kazdan [DK81] pour un
voisinage intérieur (loin du bord), avant d’étre étendu & la catégorie des variétés & bord par Anderson & al [AKK™04].
Dans cette section, on rappelle les définitions de ces coordonnées, et montrer comment cela peut servir a améliorer

la régularité du tenseur de métrique.

Commencons par redéfinir les coordonnées harmoniques, en suivant les travaux de Anderson & al.

Soit (Mnﬂ, 0M, g, h) une variété Riemannienne & bord compacte avec h la métrique induite sur le bord.

Pour une carte loin du bord, on appelle coordonnées harmoniques un systéme arbitraire de coordonnées (u1, ..., Up41)
vérifiant I’équation Awu,; = 0.

Pour une carte centrée en un point z du bord, on appelle coordonnées harmoniques un systéme de coordonnées
(U1, ey Up41) SUr un voisinage de z dans M, qui vérifie Au; = 0, ainsi que la restriction des n premieres fonctions
coordonnées au bord v; = Ujopy €St uD systéme de coordonnées harmoniques classique du bord (0M,h) ( ie. v;
est annulée par l'opérateur de Laplace-Beltrami de h sur 0M), que u,4; s’annule sur M, et tel qu’il existe un

voisinage de z dans M ot (uy, ..., up4+1) est un difféomorphisme sur son image dans M.

Proposition 7.2.1. Soit g € C*¥T(M) avec k > 2, alors il existe des coordonnées harmoniques C*T1+((Q))
au voisinage de n’importe quel point. Si on suppose de plus qu’il exviste une fonction définissante du bord p
vérifiant au voisinage du bord g = dp* + h+ O(p?), et aussi que Ric € C*=2T0(M) pour 1 +6 >k +a > 2 et
he C*(0M) dans un systéme de coordonnées harmoniques C'° | alors la restriction du tenseur de métrique

dans ces coordonnées vérifie g € C'9(M).

Preuve. La construction d’un tel systeme de coordonnées centrées autour de z est trivial loin du bord, et assez
simple pour un point du bord. Comme h := gjap; € Ck(0M, S?0M), il existe des coordonnées harmoniques
V1, ...U, dans un voisinage O de z dans dM. Maintenant, quitte & commencer par choisir un autre systéme de
coordonnées, on peut trouver un systéme de coordonnées harmoniques 1, ..., %, sur un voisinage Q de z dans

M cette fois, tel que la restriction au bord soit le systéme trouvé précédemment (u; = v; sur O), et trouver
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U1 harmonique sur Q avec Unt1)op = 0 €t O s Unt1(2) # 0.

A partir de cette construction, on obtient bien que
(ul, vy un+1) € OkJrl’a(ﬁ).

Maintenant, pour la deuxieme affirmation de la proposition, il s’agit de remarquer qu’en coordonnées harmoniques,

le tenseur de la métrique satisfait I’équation aux dérivés partielles :
Aglm, _ Flm,
oll A agit sur les fonctions ¢™ comme :
-1 -1
Au=g70i(g2 g70u)  g=det(gs;),

et ol :
Flm = Blm(gvvf]) - 2chlm(g)7

avec B une forme quadratique en Vg avec coefficients qui sont des fonctions rationnelles en les fonctions 9jk-
En suivant la démonstration de Anderson & al dans [AKK™104], on retrouve suivant les indices considérés 3

cas pour les conditions au bord pour cette équation aux dérivées partielles, suivant les directions considérées :

Condition de Dirichlet 1 <I,m <n g™ =hlme C’”‘;(@M)
Condition de Neuman NgntD+)  — _op [ g(nt1)(n+1) ’
Condition de Neuman 1 <l <n Ng'nth) = _pHgln+1) 4 \/ﬁaw(”“)("‘“)

ou N est le champ unitaire normal a 0M, dirigé vers I'intérieur de M, et H est la courbure moyenne de dM.
Par hypothese sur la métrique, les coefficients de A ont suffisament de régularité pour utiliser des résultats
standards de type Schauder (par exemple une utilisation locale du théoréme 6.8 dans [GT01]) et ainsi obtenir

dans la premieére condition au bord que :
V1< l,m <n, glm c Cmin(l+5,k+1+a)(M)'

Pour les conditions de type Neumann, comme par hypothése H=0 et N € Cin(k+a,l=1+6) (0M), un argument
classique d’équations elliptiques montre que 1’on peut gagner un ordre de dérivation (voir par exemple dans le
chapitre 6.7 du livre de Gilbarg & Trudinger [GT01], et particulierement le théoréme 6.30) :

g(n+1)(n+1) c C«min(l+5,k+1+o¢) (M)

Or ce résultat peut étre réinjecté dans le troisiéme cas, vu qu’alors :
Vi1i<I< TL7Ngl(n+l) c Cmin(l—1+6,k+a) (M)
Ceci permet de conclure que :
V1i<Ii< n7gl(n+1) c C«min(l+6,k+l+a) (M)

Ainsi, avec les résultats dans les trois cas, on obtient que g~ ! € Cmi“(l"“g’k"‘l"‘“)(ﬂ), et par caractere lisse
de Vinversion d’opérateurs linéaires, on obtient aussi que g € C™n(+ok+14a) (A7),

Une simple récurrence finie permet donc de prouver que g € C*9(M). O
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Troisieme partie

Exemple d’étude : Les métriques de

Pedersen
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Chapitre 8

Définition des métriques

Dans ce chapitre, on cherche & donner une description utile pour les calculs d’une famille & un parametre de

métriques Einstein asymptotiquement hyperboliques non localement isométriques.

8.1 Spheres de Berger

Il existe sur S?(R) une famille continue de structures de variété Riemannienne non localement isométrique
entre elles, que 'on appelle sphéres de Berger. Ces métriques sont intéressantes, car elles forment un ensemble de
représentants d’infini conforme d’une famille de métriques Einstein asymptotiquement hyperboliques sur la boule
B*(R), les métriques de Pedersen, développées dans la section 8.2. On donne dans cette section deux définitions
équivalentes de ces spheres de Berger, 'une plus pratique pour les calculs directs, et 'autre plus abstraite et
conceptuelle.

On pourra également aller voir le livre de Petersen sur la géométrie Riemannienne [Pet98], qui étudie les spheres

de Berger.

Premiére définition : Une premiére maniére de définir les sphéres de Berger est de considérer S?(R) < R*, munie

des coordonnées cartésiennes (z,y, z,t).

On a alors trois champs de vecteurs linéairement indépendants sur la sphere :

0 0 0 0 0
(97(91 = —Z% —t@—kxa +y§,
oo, 0,0
005 ox Oy 0z ot’

0 0 0 0 0

=—y—+trx—+it—

e
On considere ensuite la base duale (;);e[1,3], et pour tout parametre A > 0, on peut définir une métrique de Berger
hy par :

hy = (07 + 03) + Aos.
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Deuxiéme définition : Une autre maniere, équivalente, mais plus conceptuelle, de définir les spheres de Berger

est de se souvenir de I'isomorphisme entre S3(R) < C? et le groupe de Lie SU(2) via

(z,w) — (w ;“) ,

- 0 -1 - 0 —i - i 0
Son algebre de Lie su(2) est alors engendrée par X; = ( 0 >, Xy = < ) OZ>7 et X3 = (é ) On peut
i _

s’intéresser aux uniques champs de vecteurs invariants & gauches associés (par abus de notation, on gardera les

7

mémes noms). Si on déclare que ces champs sont orthonormés, on obtient la métrique de la sphére usuelle. Mais si
on déclare qu'ils sont orthogonaux, avec X; et X5 normés et X3 de norme /A, on retrouve la métrique de Berger
hx.

Cette deuxiéme formulation permet de voir, comme X3 est tangent a l'orbite de I'action circulaire de Hopf, que la

sphere de Berger est obtenue a partir de la métrique canonique en multipliant la métrique sur les fibres de Hopf

par V.

Pour les calculs, il sera important de connaitre les crochets de Lie entre les champs de vecteurs qui permettent

de définir la métrique. Un simple calcul donne le lemme suivant :

2 0 o 1o @ 2 2 0 2
Lemme 8.1.1. On a [@, 0‘22] = 2@, [QTQ’ (273] =255 et [(2737 971] = 2972,
De méme, [X1, Xo] = 2X3, [X2, X3] = 2X1, et [X3, X1] = 2X,,

Définition 8.1.2. On appelle sphére de Berger de paramétre A la variété Riemannienne (S3(R), hy), issue de I'une
ou l'autre construction. Une sphere de Berger est donc donnée avec une base orthogonale de 1’espace tangent, dont

on connait les normes respectives et les crochets de Lie.

Remarque : A = 1 correspond a la sphere canonique.

8.2 Meétriques de Pedersen

Pedersen introduit dans [Ped86] une famille de métriques d’Einstein asymptotiquement hyperboliques d’infini
conforme la famille des sphéres de Berger.
Soit la famille de champs de vecteurs libres en tout point sur la boule unité B;(R*) = R* composée des champs

suivants :

0 xr0 wyod =z0 to

or rox roy ;6z+;§7

0 0 0 0 0
T&:_Z%_t@+x$ +y§,
o8 02
00, ox oy 0z ot’

0 0 0 0 0
T%:*y%+$6fy+t$72’§.

Et soit (dr,01,02,03) la base duale associée. Alors, Pedersen prouve dans [Ped86] le fait suivant :
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Théoréme 8.2.1. (Pedersen) Soit m > —1, la métrique :

4 T+mr? 5 o o o TXH1+mrt)
gm:(l—r2)2 (1+mr4dr +ro(1+mr )(Ul—|—02)+71+mr2 o3
vérifie Ric(gm) = —3gm, et est asymptotiquement hyperbolique et d’infini la classe conforme de la sphére de

Berger hﬁ (définie en 8.1.2).

De plus cette métrique est l'unique métrique asymptotiquement hyperbolique et d’infini la classe conforme de

la sphére de Berger h_1_ vérifiant Ric(gm) = —3gm et la structure conforme est autoduale.

1+m

Remarque : Ici, m prend ses valeurs dans | — 1, +o0[, et m>0 correspond & m? dans le papier de Pederson. Ce choix

de modification de la notation s’explique par des raisons de compréhension intuitive de la plage des parameétres.
Remarque 2 : m=0 correspond a la métrique hyperbolique en coordonnée sphérique.

Remarque/Définition 3 : (structure conforme autoduale)

La notion de structure conforme auto duale est bien étudiée dans la littérature. En effet, la résolution
de I'équation d’Einstein a laquelle on rajoute une condition de structure conforme auto duale peut
étre transformée en un probleme de géométrie holomorphe, voir par exemple les travaux de Atiyah et
al [AHST78], Penrose [Pen76], et Ward [War80)

Comme ici I'existence et les propriétés de la métrique de Pedersen suffisent & notre propos, I’on ne fera
que rappeler I'idée de la définition d’une structure conforme autoduale : en dimension 4, la décomposition
de l'espace en les espaces propres de I’étoile de Hodge *, donne une décomposition du tenseur de Weyl

en W =W + WH), On dit alors que la structure conforme est autoduale si W(=) = 0.

Définition 8.2.2. On appellera par la suite métrique de Pedersen de parametre m la métrique Riemannienne g,
définie sur la boule unité B;(R*) dont I'expression est donnée dans 8.2.1 . On fixe pour les métriques de Pedersen

. 7’ . . — 2
la fonction définissante suivante p : r — 1 5

On aura également (abusivement puisqu’il ne s’agit que d’un représentant de la classe conforme) le compactifié de

la métrique de Pedersen de paramétre m, noté g,,, et défini comme g, = p%gm.
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Chapitre 9

Calculs d’invariants des métriques

Dans ce chapitre, on cherche a calculer de maniere la plus explicite possible diverses quantités définies dans la
premiere partie. A partir de maintenant, on se fixe donc un parametre m > —1, et on cherche a calculer pour la

boule de Pedersen g,, les divers invariants introduits précédemment.

9.1 Courbure de Riemann des boules de Pedersen

On commence par regarder la courbure de Riemann dans une base particuliére, élément indispensable pour ce
qui suivra.
Il existe une section naturelle (X;)e[o,4) du fibré en repéres orthonormés pour la métrique de Pedersen g,, de

parameétre m :

1—7r2 [1+mrt 1—r2 ~ 1—r2 ~ 1—7r2 [14+mr? -
0 2 14 mr? LIt mer ] 2 oI ’ 2r 1+ mrt?

Pour tout ce qui est calcul de courbure, nous utiliserons ces champs vectoriels naturels.

Un calcul a partir de la formule de Koszul permet alors de trouver les coefficients de la connexion de Levi-Cevita

dans cette base, et en particulier d’en déduire directement le tenseur de Riemann. On obtiendra :

Proposition 9.1.1. Soient m>-1,et g, la métrique de Pedersen de paramétre m, et soit Rm le tenseur de
courbure Riemannienne de G, .

Dans la base (X;), on a :

m 1—172 3
_ _ _ SR (N
Ro101 = Ro202 = Ri313 = Raas + 5 <1+mr2) )

1—172 3
Roz03 = Ri212 = —1—m () )

14+ mr?
1 m(1—r2\°
Rowzs = —5Ros12 = 5 (1—|—mr2> .

Et n’importe quel terme que l’on ne peut pas calculer a partir des symétries élémentaires du tenseur de courbure

et des valeurs précédentes est nul.

Remarque : A partir de 13, un simple calcul matriciel permet de calculer les vecteurs propres de 'action du tenseur

de Riemann sur les 2-formes ainsi que les valeurs propres, et en particulier, on retrouve le résultat de Cortes et Saha
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dans [CS18] qui décrit ensemble des parametres pour lesquelles la métrique a une courbure sectionnelle négative

partout (m < 1).

9.2 Volume renormalisé

Corollaire 9.2.1. Soient m>-1, g, la métriqgue de Pedersen de paramétre m, et W la courbure de Weyl de

gm- On note dVy,, la forme volume associée d gn,. On a alors :

m2

W2 dV,, =8m——.
|, v, =82 s
Démonstration. Tout d’abord, puisque g,, est Einstein et en notant @® le produit de Kulkarni-Nomizu, 1’égalité
W = Rm(gm) + gm ® gm sera vérifiée. La norme de la courbure de Weyl dans S2A2M est alors particuliérement
facile & calculer dans la base orthonormale (X;) grace a la connaissance de la courbure de Riemann (donnée
par 9.1.1) :

HWHQm = W1 + 2Wias + Woaoe + 2Wars + Wisos + 2Wiaia + Winia + Wisig + Wisgs,

4<m>2+2 <m>2+12 (M)Q

En travaillant en coordonnées sphériques sur la boule de dimension 4, on a :
9 4
dVy,, = (12> (1 4+ mr?)r® sin?(¥) sin(0)dr A dip A dO A dé.
—r

Cela permet d’écrire 1’égalité :

1 3(1 — r2)2
J W12, v, :8772J oam2 =)
M o 0 (1 +mr2)?

Et comme :

(2m + 3)r (m? +4m + 3)r _m2—|—2m—|—lr

1 2
(14 m?) - "2

(1+mr?)? + :

2.3 2 r 23
11— =—(1 -
mre( r?) m(+mr)

une décomposition en élément simple permet d’aboutir apres simplification a :

m2

W12 dV, =8r?—— .
JMH Hgm gm m (1+m)2

On rappelle que dans le théoréme 4.4.1, issu du papier [And01], Anderson démontre que si (M,g) est une variété
asymptotiquement hyperbolique compléte et Einstein de dimension 4, alors :

1
82

3

[ Wi, dv, =xn) - v,
M m

Ou x(M) est la caractéristique d’Euler, V' (M, g) le volume renormalisé de g, et W la courbure de Weyl de g.
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Comme les métriques de Pedersen sont des variétés asymptotiquement hyperboliques, complétes et Einstein sur la

boule de dimension 4, il en découle immédiatement que :

Théoréme 9.2.2. Soient m>-1 et g, la métrique de Pedersen de paramétre m, son volume normalisé est

alors : 0 % (1 i (m?) |

14 m)?

Remarque : Le résultat en préprint [Chen09] donne une (longue) formule pour calculer le volume renormalisé pour
une classe plus générale de métriques obtenues a ’aide de fibrations de Hopf. Le résultat obtenu avec cette formule

lorsqu’elle est appliquée aux métriques de Pedersen coincide avec celui que nous obtenons.

9.3 Signe de I’énergie de Yamabe de l’infini conforme

Dans cette section, on s’intéresse au signe de ’énergie de Yamabe des infinis conformes des métriques de Pedersen

en fonction du parametre m.

On rappelle que I’énergie de Yamabe de l'infini conforme est définie comme suit : soit g un infini conforme
(restriction de la métrique compactifiée & dM), et g € [g], alors :
Sa u RgdVy

Y([g]) == il}f] J(g),  ou J(g) == =
9€lg (Vol(oM,g)) ™

On peut remarquer que si g a une courbure scalaire de signe constant, alors I’énergie de Yamabe est de méme signe.
En effet, dans le cas ol la courbure scalaire est négative Rj, alors le résultat est immédiat au vu de la définition de

Y comme infimum de I'intégrale de la courbure scalaire sur les métriques de volume 1. Dans le cas positif Rz > 0,

il s’agit cette fois de se rappeler la loi de transformation conforme de la fonctionnelle (avec ¢, = 4(:_721)) :

el Vul?2 + u?R;dV;
Hurtag) = 2% ‘ T

(SaM ur—2 dV_&)

qui est clairement positive si Rg > 0

Ainsi pour connaitre le signe de I’énergie de Yamabe, il suffit de trouver une métrique dans la classe conforme
ayant une courbure scalaire de signe constant. Ici I'infini conforme de la métrique de Pedersen g, est la classe
conforme de la métrique de Berger h = (voir 8.1.2 pour un rappel de la définition). Les sphéres de Berger sont

une classe d’exemples déja bien étudiée dans la littérature, voir par exemple dans la partie 3.4.2 du livre de
Petersen [Pet98].

Retracons rapidement les arguments, avec les notations déja posées. Sur S3 = SU(2), on a la métrique hy
invariante a gauche, telle qu’il existe un repere orthonormal {Xl, Xo, %Xg }, avec les crochets [X;, X;11] = Xiyo.

La formule de Koszul donne alors :

Vi, Xo=X5 Vi, X3=-AXs Vi, X3 = AX;
Vi, Xo=-X3 Ve, X1=02-M)Xs Vx,Xo=OA—-2)X; VX, =0,

Ce qui permet de calculer la courbure de Riemann. Ainsi :
R(X1,X2)X3 =0,
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et de méme pour tout terme de courbure faisant intervenir 3 directions distinctes. Enfin, on a aussi que :

R(Xl A Xg) == (4 - 3)\)X1 A XQ,
R(X2 A %Xg,) = )\XQ A %Xg,
R(%ng N Xl) = )\%X:g A Xl.
En prenant la trace de l'opérateur de courbure, il est facile d’obtenir que la courbure scalaire est de 8 — 2A. On

s’intéresse a la métrique de Pedersen de parametre m, dont un infini conforme est h1 1 qui a donc pour courbure
™

1

m) On trouve donc que pour m > —%, la courbure scalaire de la sphere de Berger

: 6+8m _
scalaire 15 (en prenant A =

h1+1 est positive, et que cette courbure scalaire est autrement négative.
m

Une conséquence immédiate est alors que le signe de I'énergie conforme de Yamabe suit la méme distinction.

Pour résumer, on vient de montrer :

Proposition 9.3.1. Soit (B1(R*), g,n) la métrique de Pedersen de paramétre m.

L’énergie de Yamabe de linfini conforme est de méme signe que m + %.

9.4 Signe de I’énergie de Yamabe-Escobar de premier type

Dans cette section, on va maintenant s’intéresser au signe de 1’énergie de Yamabe-Escobar (sur tout 1’espace)

des métriques de Pedersen en fonction du parametre m.

Rappelons que grace a la proposition 4.4.3, lorsque I’énergie de Yamabe de l'infini conforme est positive, il en
est de méme pour I'énergie de Yamabe-FEscobar de premier type. Le but ici est donc d’obtenir une plus grande plage
de parametres ayant une énergie de Yamabe-Escobar positive que la connaissance fournit par cette propriété (i.e.
m=—32).

On a la propriété suivante :

Proposition 9.4.1. Soit 0>m>-1, g,, la métrique de Pedersen de paramétre m, et Gn, = (% 5 V2 9m la
métrique compactifié issue de la construction.
Alors Y1(M,0M, [Grm]) est de méme signe que I’évaluation suivante :
1 ) 14++/—m
n .
\V—m 1—+/—m

Preuve. Rappelons que ’énergie de Yamabe-Escobar d’une variété & bord (M, M, [g]) de dimension n+1 est

défini comme : S p § g
_ . . R,dV, +2 H,d
Yi([g]) :== inf Yi(g), on = Yi(g):= ML —S0M T I
9€(g] (SM qu) o

avec comme loi de transformation sous changement conforme :

4n
Qutt§) = M atg |Vl + u?RgdVy + 2§6£ng2dvg
(5, w2 avy) ™

Suivant le méme argument que dans la section 9.3, si g € [g] vérifie que R, = 0 et a une courbure moyenne

v,

oM
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de signe constant, alors I’énergie de Yamabe-Escobar de premier type est du signe de cette courbure moyenne.
L’idée de la démonstration est de trouver une telle métrique.

Calculs des quantités d’intérét pour une compactification particuliere

Rappelons également les lois de transformations de la courbure scalaire et de la courbure moyenne : si h est
une métrique riemannienne sur une variété a bord de dimension d (ici le cas d=4 est celui qui nous intéresse),
avec v le vecteur normal au bord dirigé vers l'intérieur, alors pour u une fonction strictement positive et

7 74 7’ . 7
h := u7-2 h le changement conforme de métrique associé, on a :

d—2 d—2 at2
A ——Rpu=———u?2R;, 9.4.1
Ty T i s L (94.1)
d d—10u

H;i =u &2 (-2———+H . 9.4.2

R ( d—20v * hu) ( )
En appliquant I’équation 9.4.1 & g, := (17;2)29m et en utilisant le fait que g, est Einstein (R,,, = —12), on

obtient que Ry = — f_?_’fn;z .

Pour calculer la courbure moyenne du bord pour g,,, on va utiliser que :

14 mr? r2(1 + mr?)

G = @t (L) (o + 0f) + o
admet une base orthonormale naturelle :

Xo=— }im:gar = fo0r, X, = ﬁ)zl = lela

Xo = T\/ﬁfﬁ = foXo,  X3=1\/HPOXs = f3Xs,

ol, grace encore une fois a la formule de Koszul, il est possible de calculer la seconde forme fondamentale de

Iinfini :
arf'i
(X5, X;) == 6ij6i#0fOTX0a
et donc d’en déduire qu’en particulier,
g _3 14 2m
(S I

Recherche d’un candidat conforme

On va chercher une fonction radiale développable en série entiere u := 3 apr* telle que g, := u%gim est de

courbure scalaire Rz nulle. Ainsi u doit étre solution de I'équation :

1

= 7;&« (7‘3(1 + mr2)

1+ mrt Smr?
r3(1 + mr?) "

1+ mr? 71+mr2u’

ce qui nous apprend que nécessairement, a; = as = az = 0 et pour k > 0, agia(k + 4)(k +6) = (—m) x

(k(k +6) + 8) ax , et donc nécessairement :
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Pour ap = 1 cette fonction est bien définie, positive sur [0,1] pour —1 < m < 0, et est solution de 9.4.1. Dans

la suite, on appellera donc u,, (r) == >, (Q_kri)lk rik.

Calcul du signe de la courbure moyenne pour le candidat :
Pour conolure comme énoncé en début de preuve, il est suffisant de connaitre le signe de la courbure moyenne

de G, 1= u,’ﬁ m > Gm- Or, il découle de I’équation 9.4.2 qu'il est équivalent (comme m>-1) de regarder le signe de :
(1 4 2m) (1) + (1 4+ m)ul, (1).

Comme :

—m)k —
(14 2m)um (1) + (1 +m)uy, (1) = (1 +2m) Z : )1 +(d+m) Z %’

k>0 k>0
1 1 Ak Ak —4
-1 _9 _ —m)*
+,§1(2k+1 ST T T DA
o \k
:1—Z(km),
k>12 +1
Z )2k+1
k>12k+1

On reconnait alors dans la somme la composition de la racine carré de la valeur absolue avec la primitive

nulle en zéro de la fonction ;, X2k = X2 Comme celle-ci est de la forme z +— —2 + 2 5 In( 1+””) +c et que

I’annulation en zéro donne c=0, on obtlent :

;o 1 14+/—m
(14+2m)um (1) + 1+ m)u,,(1) =2 — 2\/7 ( m)

On vérifie facilement que f est une fonction croissante, qui vérifie f(—0.92) < —0.03 < 0 et f(—0.91) > 0.07 > 0
O
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Chapitre 10

Unicité locale d’espaces
asymptotiquement hyperboliques
Einstein au voisinage des spheres de

Berger

10.1 Existence et unicité locale de continuation pour les bords proches

de g,, pour m < 1

L’idée dans cette partie est d’appliquer un théoréme issu de la monographie [Lee06] d’existence locale de solution !,
obtenu par une linéarisation de I’équation d’Einstein qui prend en compte 'action des difféomorphismes. Pour
énoncer ce théoréeme, nous allons d’abord rappeler la définition de ’action naturelle des tenseurs de courbure sur

les 2-tenseurs.

Définition 10.1.1. Soit h une métrique Riemannienne, de tenseur de courbure de Riemann Rm et de Ricci Ric.

Il y a une action naturelle des tenseurs de courbure sur les 2-tenseurs qui donne en coordonnées avec convention
e} o

d’Einstein : Rm (U)l] = Rmikﬂukl Ric (’LL)U = % (Rikujk + Rjkuik)

Ces actions permettent de définir le Laplacien de Lichnerowicz sur les 2-tenseurs symétriques par

Ap =V*V +2 Ric—2 Rm .

Théoréme 10.1.2 (Lee 06-Biquard 00). Soit M l'intérieur d’une variété a bord lisse et compacte appelé M,
de dimension (n+1).

Soit h une métrique Finstein sur M, conformément compact CHP avec 2<1<n—1et0<f < 1.

Soit p une fonction définissante de M et soit h = pzh‘(-,aM. Supposons enfin que lopérateur Ap + 2n associé

a h a un noyau L? trivial au dessus de l’espace des 2-tenseurs symétriques sans trace.

1. aussi présent dans [Biq00]
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Sous ces conditions, il existe € > 0 tel que pour toute métrique § Riemannienne C? sur 0M,
si||g— }AL||cz,ﬁ(,3M) < €, alors il existe une métrique g Einstein sur M conformément compacte de classe CHP et

d’infini conforme [§], et ce g est localement unique.

De plus, Ar + 2n associé a h a un noyau L? trivial au dessus de 'espace des 2-tenseurs symétriques sans
trace dans n’importe lequel des deux cas suivants :
(a) h a une courbure sectionnelle positive

n?—8n
8n—8

(b) L’invariant de Yamabe de [h] est positif et h a sa courbure sectionnelle majorée par

Corollaire 10.1.3. On appelle hs la sphére de Berger de paramétre s.
Pour tout —1 < m < 1, il existe € > 0 tel que pour toute métrique k Riemannienne C'P sur S3 ,
st Hl;: — h%”cl,ﬁ(g:’.) < €, alors il existe une métrique Einstein k sur B* conformément compact de classe C-8

et d’infini conforme [k], et ce k est localement unique.

Démonstration. D’apres la discussion dans la section 9.1, pour m < 1, nous sommes totalement dans le cas (a)

d’application du théoreme. O

10.2 Existence et unicité locale : améliorer la plage de parametres

Biquard et Rollin ont démontré dans [BR06] qu’en fait, ce résultat d’existence et d’unicité locale s’étend a toute
la famille des métriques de Pedersen comme métrique ayant une structure autoduale en dimension 4, avec comme

résultat principal le théoréme suivant :

Théoréme 10.2.1 (Biquard-Rollin 07).
Soit (M,g) une variété Finstein asymptotiquement hyperbolique compleze, telle que l'un des points suivants soit

VETifi€ :
e g a une courbure sectionnelle négative,
o M est orienté, de dimension réelle 4 et g est une métriqgue Finstein autoduale,

o M est une variété complexe, g est Kdihler-Finstein et le groupe de cohomologie a support compact
HY (M, TM) est trivial,

e M est la réunion disjointe d’espace FEinstein asymptotiquement hyperbolique complexe (M;,g;) tels que

kerpz(Ap(g;) —2n) = 0.

Alors kerpz2(Ap(g) —2n) =0, et en particulier, on peut appliquer le théoréme 10.1.2.

Mais il est intéressant de présenter ici une technique qui pourrait permettre dans d’autres cas d’étendre un tel
résultat obtenu en étudiant la courbure sectionnelle. L’argument est le suivant :

Dans la preuve du point (a) du théoréme 10.1.2, Lee utilise une relation entre deux Laplaciens obtenue par
un travail similaire a celui présenté dans le lemme 5.2.2. L’idée dans cette these est d’utiliser la proposition 10.2.2

(7.9 dans la monographie de Lee) suivante pour avoir une minoration non triviale de ||Dul|3, + ||D*ul[3. =
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(u, (DD*+ D* D)u) pour modifier la preuve dans [Lee06]. Il ’agit donc d’améliorer I'estimation du terme différentiel

de notre opérateur, en utilisant une fonction poids.

Proposition 10.2.2 (Lee 06). Soit w une section lisse d support compact de /\k E, et g € C*(M, R%), alors

on a lestimation suivante :
(w,(DD* + D*D)uw)yz > | G, (6786 + 2 G0g()))w)dV,
M

ot H(u) est l'extension comme dérivation de l’endomorphisme associé d la Hessienne de u.

Commencons par remarquer la proposition suivante :

Proposition 10.2.3. Soit v une fonction radiale C? sur la boule unité, et soit les champs de vecteurs
orthogonauz (0r, 001,002, 003) définis dans la section 8.2. On note (Xo, X1, X2, X3) les champs de vecteurs
orthonormés correspondants et f; les facteurs de renormalisation correspondants (Xo = foor, X; = f;00;).

Alors en notant avec un prime la dérivation suivant r, on a :

Lx(Lx@) 0 0 ’
0 —Lhr () 0 0
H Xi, X;)) = " '
(Hess()(Xi, X;)) 0 0 — 805 L, () 0
0 0 0 —%L:Xo(w)

En particulier, on a pour ® une fonction C? radiale que dans cette base,

(I)ilA(PId + QHGSS(ZOQ((I))) = dzag()\o((I), T)a )\1((1)7 T), )\1((1)7 T)v )\3(¢> T))

avec !
/ Y 2 el H 2 pr /
Mo(@,r) = —2(fg)? pRU®) 4 olio +%%
A (@) = _holfo®) fTsf%
N 2 el H ’ /
Ao(@,1) = IO U

Preuve. 1 s’agit de dire que par définition, pour ¢ € C?, on a Hess(¢)(X;, X;) = Lx,(Lx; () = Ly, x; (1))
En utilisant les valeurs de la connexion de Levi-Cevita dans cette base (calculées précédemment pour la section
9.1), et que pour une fonction radiale ¢, pour i € {1, 2,3}, Lx,(¢) = 0, on peut effectuer les calculs aboutissants
au résultat.

Pour la deuxiéme partie de la preuve, il s’agit juste de se rappeler que par définition, Ay = —tr(Hess(y)) O

Une série de lemmes techniques (de simples études de fonctions polynomiales en fait) permet d’aboutir aux
deux résultats suivants, les calculs sont tous reportés a 'annexe D (ou lon défini my comme l'unique zéro plus

grand que 2 d’une certaine fonction avec 'encadrement 2.3 > mg > 2.2).
Lemme 10.2.4. Pour ® : 7 +— 1 —r, pour 1 < m < my, il existe e; > 0 tel que pour tout i € {0, 1,3}, et tout

r €]0,1[, on ait que :
)\i(q)7r7 m) - 25(T7 m) = €.
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ot B(rym) = =1+ m(llJr_T’"iQ)?’ est une fonction qui apparait naturellement dans la majoration des valeurs

[e]
propres de Rm.

Lemme 10.2.5. Pour ® : r — 1 — 17, pour 1 < m < my, il existe e3 > 0 tel que pour tout i € {0,1,3}, et
r €]0,1[, on ait :
)\i((bv’rv m) = (1 - T2)€2-

On a maintenant tout ce qu’il nous faut pour montrer ’extension du corollaire 10.1.3 suivante :

Théoréme 10.2.6. On appelle hs la sphére de Berger de parameétre s.
1l existe 2.3 > mg > 2.2 tel que pour tout m < myg, il existe € > 0 tel que pour toute métrique k Riemannienne
Ch8 sur oM | si ||12: — h%”clﬂ(aM) < €, alors il existe k métrique Einstein sur M conformément compact de

classe CYP et d’infini conforme [l;'], et ce k est localement unique.

Démonstration. Le cas m < 1 est traité dans le corollaire 10.1.3. Soit un m € [1,mg], et €1, €3 issus respectivement
des lemmes 10.2.4 et 10.2.5.

On va suivre le méme schéma de preuve que dans le point (a) du théoréme 10.1.2 de la monographie [Lee(6]
en améliorant les estimations. On doit donc montrer que Ay, + 2 x 3, associé & g,,, a un noyau L? nul sur les

sections de 2-tenseurs symétriques sans trace.

o]
Comme g, est Einstein, on obtient que Ric = —3Id, et un travail similaire au lemme 5.2.2 (le lemme 7.11

de [Lee06]) donne 1’égalité suivante sur les sections de 2-tenseurs symétriques vu comme élément de AYTM :
[e]
Ap +2x3=DD*+D*D +3— Rm
Or pour tout w € C*(M,¥3M), on a par la proposition 10.2.2 pour toute fonction positive ® € C? :

(w, (DD* + D*D)w) 2 > fM<w, (671 A + 2H (log(6)))w)dV.

En utilisant cette estimation avec ® : r — 1—r, puis en calculant les valeurs propres de Rm a partir des valeurs

de Rm issues de la proposition 9.1, et enfin les résultats des propositions 10.2.4 et 10.2.5, on obtient :
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(w,[AL + 2 x 3Jw) = (w, (DD* + D*D)w) 2 + 3||w|[Z2 — (w, Rm (w)),

> J (w, (6~ LA¢ + 2H (log(6)))w)dV, + J (w, (3Id— Rm)w)dV,,
M M

> min_ (A(®, 7)) {w, wHdVy + JM (3 - mazx (,u(r))) (w, wydVy,

7 o
 #€{0,1,3} peSp(Rm)

1—r2\* 1-7r2\°
2 —_— 211— —
+m<1+mr2> , m(1+mr2) (w, w)dVy,

> J min_ (\(®,7) + 0, \s(@, ) — 28) (w, w)dV,
M i6{0,1,3}

> min (A¢(<I),r))<w,w>dVg+J min
M €{0,1,3} M

> J min (e2(1 —r?), e1) (w, wHdVy,
M

> min(e, €2)|[V1 — 72ul|32.

(10.2.1)

(ot (+,-) est le produit scalaire associé a la norme L? issue de g,,), Cette série d’inégalités restant vraie dans
H2(M,¥3M) par densité de CX(M,¥2M) dedans.

La multiplication par la fonction 7 — /1 — r2 étant injective dans L2, il est alors clair que le noyau L? de
Ay + 6 est nul.

On peut alors conclure que Ay 4+ 2 x 3 a un noyau L? trivial, et donc que le théoréme est vérifié grace au
théoreme 10.1.2. O
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Chapitre 11

Annexes

A Relations entre le tenseur de Cotton et la divergence de la courbure
de Weyl

On donne ici la démonstration de 1’égalité reliant le tenseur de Cotton et la divergence de la courbure de Weyl

pour une métrique g suffisamment réguliere :

n—2
Ciir = —
gk n—1

,m
Wmijk

Par définition, le tenseur de Shouten est le tenseur symétrique A4;; = R;; — 4% g;;,
la courbure de Weyl Wiijk = Riijk — g (915 4ik — ginAij — gij A + ginAuy),

et le tenseur de Cotton Cyji = Aijik — Aikyj-

Grace & la seconde identité de Bianchi deux fois contractée (2R;;7 = R.;), on a :

R;j 1 Rﬂ‘ _’I”L—l

=g =-R.— =
on T T T T gy T o
et grice a la seconde identité de Bianchi contractée une seule fois :

o iJ
Aij —Rij -

Riiji’' = Riksj — Rijin
En calculant & partir de ces relations directement la divergence de la courbure de Weyl, on obtient :

. . 1 . . . .
Wik' = Ry’ — 1 (gszik"l — gk Aijt — gij A + gikAZj’l>

1 n—1 n—1
= Rikj — Rijik — o (Aik;j —Aijik — gijWR;k + gikQHR;j>

1
= Ay — A — 7

— Ay — Aijix)

n—2
= 7 (A — Aijir)

n
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B Calculs pour le rayon indiciel

Rappellons que pour u € Sy, avec D le tenseur de la différence des connexions V — V, on a :
vimis oy = =Tl M pinis™ — Thiy " iy kiy™ — Thi Uiy igh™ + Tik™ Uiy inis* + O(1) (B.1)
Ujqigig i liy, Ukigig lio Wiikis lis Wijigk Ik WUijigig . .
Et qu’avec une simple estimation, on a aussi :

% 4 l i j ] 3
(V vu)ilizis = g+ " (amuiliﬂsu;l - Tlmjuilizisu;j - Z

J % iq j
s=1 Tmi, u Y AT ui1i2i3]§l)

i dsjis (B.2)
+Op—>0(1)7

Et aussi qu’en notant p; := d;p et p’ := g% p; (exceptionnellement pour cette annexe, les isomorphismes musicaux

sont ceux de g) :

9+ 0m Tt = 9" o (8 pi, + 61,  pi—515, 3 pp) + 0p—0(1) = 01," + 0,0(1); (B.3)
9+ T Ty," = —(n—1)6F +0,00(1); (B.4)
9+ i I TS = 55; 52 + ?jkmsmt—éimtﬁj—% pi. P + gz‘sz‘,ﬁkﬁj +0p-0(1); (B.5)
9" T, Ti" = —(n = 1)pi, 0" + 0p-0(1). (B.6)

En mettant alors ces résultats ensemble, ’on obtient :

* 4 i i i i
(V vu)iliziB = - [_uiliQia t - Uiqigis ‘- Wiyigis ‘ Wiyigig 4]
% % 7 [
+ [(n - 1)Ui1i2i3 ‘+ (n - 1)Ui1i2i3 ‘+ (n - 1)ui1i2i3 ‘= Uiy igig 4]
—k i
+ [(n - 1)pi1p Ukinig 4
sy a, 4 iy pri®. " P Ui — i P Uk, T o T Uiy
Uiy igig Piy Pix Uy is Pis P Ujiqig Pi P Wiskig GiyioP P Ujkis
" B L N LT T T N N I S (£ & PO 21
- (thzza + iy Pis Uiy Piz P Ujiziy Pirs P Wigink'™ + iy ia PP Wik )
7 i % — k —1 —i4—
+ (Uiligig Lo i PR iy — 05 PRD Ujigis — Piy P Wjinis” + P 4pjuji2i3i1)]
= (i ™ 4 pipi i, = i P 50— i TR s+ G PP R,
111213 PisPiq J g Piy P 12713 Piy P Ukiyis glzzlp kjis
—k i
+(n = 1)piy P Wiy ks
i P L 2 N L TR U N P S S0/ POTR 21
- (Unzzzg + Piy Pig Wiy Pis P Wiy jis PigP Uirigk — T+ GinigP P Uisjk )
" ) g i ) of,, .k Cotag, . J 4 Hlapda,. L
+<u111213 +plzpku11 i3 —51-2ka Uiijiz  — PiaP Wiyjis +p pull]lglg)}
L L 2t L Sda,. . da Lok . Ak5d,,, . a4
+ [_ (uzlzgzg B +P11ngum = Piy P Uigigg +ngp Ukigig B +gi3i1p P Ukiqyj )
i ji —j i —k T i
— (Uirinis ™+ PinPistiy 7™ = Pin P Uirigs™ + PisP Wiskis™ + Tiyiy PP Wirkj™)
—1 ki
+(n = 1)p" prui,i,""*
2t ) Cdak _ Sta o og. ko Sia, o4 Stasd,
+(U111213 + Pis PeUiy iy 51-3ka WUiqigg PisP “Uiyiyg” + PP Uzwzﬂaﬂ
7! S C iy ] Cda g, ke J 4 phpiag
- [_ (uzwzlz + PP U igis” — Piy P Ujigis” — 0iy PP Ukinis? + PP Ukigigis
w4 pipe, T By TS By Ry By
112213 PjPir Uiy i3 Piy P 113 iz PjP Uiikis pp i1kizio
i iaj —i j ia, =k i ki
— (Wiyinis ™+ PPisWirin ™ — Pis D Wiying” — 0iy"* 5" Wiyink” + PP Uiyighis)
—1 k
—(n = )" prttiy igiy "
+ o(1)
Donc en définissant :

i, —k 7 —k 7 —k 7 —1 k
Pos()iyiyis * = Piy P Ukigis " + PigP Wirkis ™ + D PigWiyink'™ + D" Prliyigis
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~ 3 . ; . . i . . . . )
_T(u)i1i2i3 ! = 2pi1pi2u]jisl4 + 2pi1pi3uji2ﬂ4 + 2pi2pi3ui1jﬂ4 + 2pi1p14uji2isj + 2pi2p14ui1j23] + 2pi3p14ui1i2jja
. e , s , o .
—OWiyinis™ = 2Gi,,P P Ukjis™ + 201 5,0,0 P Ujigk"* + 207" pkP’ Wjinis
204 45 PP Ui gk A 200 prp i iy A 205,70 prtiy iy
Bianchi(u) = 2pi,p* (Wigkis™ + Uigisk™ + U igigk) 200 0" (Ukiyis™ + Uiyigh™ + i, ™)
201,07 (Ukigiy ™ + Uiy kin™ + Uiyin ™)) +20"0" (Uigigiy + Wiykigin + Wiyiskis) »
On obtient bien le résultat :

V*Vu = 2nu + (n — 1) Pos(u) + Bianchi(u) + O(u) + T(u) + o(1).

O Bianchi(u) est une somme de termes dépendant multiplicativement de somme de Bianchi, T'(u) est une
somme de termes dépendant multiplicativement de la trace de u calculée avec g, O(u) est tel que {(u, O(u))z est une
somme de termes dépendant multiplicativement de la trace de u calculé avec g, et (u, Pos(u))7 est la somme de la

norme de vecteurs (vecteurs dépendants de la valeur de u quand une des composantes est suivant dp).
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C Asymptote de la courbure de Weyl

On redonne ici la démonstration du lemme classique suivant, tiré du lemme 2.6 de l'article de Chang, Ge, Jin,
et Qing [CGJQ21] :

Lemme C.1 (Chang, Ge, Jin, Qing). Soit (M, dM, g ) une variété asymptotiquement hyperbolique Einstein
connexe de dimension d = n + 1 et de régularité C*>", avecn > 4 et 0 < n < 1, et on suppose trouvée une
compactification telle que le bord soit totalement géodésique par rapport a celle-ci.
On note (n+1) Uindice correspondant au vecteur normal au bord, et a, B,7,0 des indices correspondants d des
directions tangentes au bord.
Enfin, soit h le représentant de la classe conforme a l’infini de g4 correspondant a la compactification choisie,
W, le tenseur de Weyl g4 et Wy, le tenseur de Weyl de h (qui a priori sont des tenseurs sur des espaces
différents).
Alors :

(W)apy' = Whags's (W) mrnss’ = 0= (W) minpmen’ -

Preuve.  Avec les équations de Gauss-Codazzi, il est immédiat que :

5

— — (n+1)
(R)agy = (Rn)apy’ et (Ragy =

0. (C.1)
De plus, avec les résultats de Graham dans [Gra99], il existe r une fonction définissante géodésique telle qu’avec

A le tenseur de Schouten de la métrique du bord associé h :
Gi=rlgy =dr’+h—r*A+ o(r?).

On fixe un point P du bord de M, et un systéme de coordonnées normales (pour §) au point P (z1,z2, - * *, Zpy1),
tel que 0z, soit orthogonal au bord. En P, les symboles de Christoffel vérifient (Fg)ijk = 0. En particulier,

on peut donc écrire en P le tenseur de courbure de Riemann comme :

(R)ijkm = i(gim,kj + Gk mi—Gik,mi—Ijm. ki)
Or comme G, 41)(n+1) = L Gnt1ya =0 €t Gog = hap — r2Aap + o(r?), on a que :
_ 1 .
(Ra(n+1)sn+1) = ~59a8.m+1)m+1) = Aap (C.2)
Donc en P les égalités R(ni1)a =0, Rag = (Rn)ap + Rint1)(n+1) €6 B = Rp 4 2R(n41)(ns1) sont vérifiées. En

prenant la trace de ’équation (C.1), on obtient de la définition du tenseur de Schouten (on rappelle que sur

(N, g) une variété Riemannienne, A;; := W(Rij - ngj)) que :

Ry

— —= n
R(nJrl)(nJrl) = m R =

R
n—1 h

En notant A le tenseur de Schouten de g, on peut alors déduire de ce qui a été dit précédemment que :

Z(n—i—l)(n—‘,—l) =0 Z(n-i—l)oz =0

1 _ R_ 1 - Ry, _ :
af = m(RhGB + Ra(n+1)B(n+1) + %gag) = n—1 (Rhaﬁ + Aup + mgaﬁ) = Aup

N
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Or comme une définition équivalente du tenseur de Weyl est W = Riem—A®g, il est immédiat que W (g)agys =
W(h)a375‘
Enfin, comme R(G)(n+1)asy = 0 et (A ® g)(nt1)apy = 0, il est également immédiat que : W () n+1)apy = 0.

La derniére égalité nécessaire demande a peine plus de précaution :

W(@) 4 Dam+1s = ButDam+ns — (A O D) (nt1)an+1)8 = Bmt1)am+1)s — Aag =0

Ce qui permet de conclure en rappelant que le tenseur de Weyl est un invariant conforme. O
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D Lemmes techniques pour ’existence et ’unicité locale de métriques

AHE au voisinage des métriques de Pedersen

Dans cette annexe, par un souci de complétude plus que pour l'intérét des méthodes utilisées, on démontre les

lemmes techniques 10.2.4 et 10.2.5 utilisés dans la section 10.2. Pour cela, on introduit trois lemmes intermédiaires.

Lemme D.1. Pour ® =1—r, on a, avec les définitions des \; données dans la proposition 10.2.2, que :

(147)(14+mr*) (3—2r+(5m+3)r2—2mr3 +8mr*)

/\O((I)ﬂ’) = Ir(1+mr2)2 R
(@) = ),

_p2 mr mr2
/\3((1)7T) - il 4r)((11;rm7‘2))2(1+3 )'

—r2)/1+mrt
Preuve. Rappellons que fo(r) = %7 fi(r) = DT

On remarque alors que :

1,2 1= r2)y TEmr?
¢ L et fa(r) = ( 2r\/)1+mr4 )

fo f1 I3 _ —2r 1 mr amr® _ 3+(5m+5)r2+10mr*
70 + 2*1 + E - 41_7.2 - 3; - 21+m7'2 + 01+’rn7‘4 - - 7.(1_7.2)(1_,’_"”.2) )
.Ii. Lé _ —2r 1 mr 2mr® _ 1—mr?+5mrt+3m?r
/_ fo +/ f3 , - 01—7'2 -1 r +2 1+mr? 2 1+mrt  — T r(l4+mr2)(14+mrd)
7@ + 2& _ & = 0 —2r _ 11 _ mr 2mr® — _ 143mr?
fo fi  fs 1—r2 r 1+mr?2 1T+mrt r(l+mr2) "

On a donc par la proposition 10.2.3 que pour toute fonction ® :

2 3+(5m+5)r2+10mr* @’

_ 2(9'\2 2 ®”
Ao(®,7) -2/5(%)° +fis —foaosaam e
_ 20" 2 1—mr24+5mr*+3m?3r° @’
A(®,r) = 0@ 0 F(fmr2)(Itmrd) @
— 28" _ 2 143mr> @'
A3(@,r) = —f6s 0 r(dtmr®) @ -

En particulier, pour ® =1 —17r, on a :

(1=r®)2(14mr*) (34+(5m+5)r2+10mr*) 1

_2(1*T2)2(1+mr4)(71‘)2 +0 —

AO(CI)’ 7‘) = 4(1+mr?) 1—r 4(1+mr2) r(1—r2)(1+mr2) 1—r>
Y (CD ’I") _ 0 _ (17T2)2(1+mr4) (1717L7‘2+5m7‘4+3m27‘6);1
1 - 4(1-{(—mr22))2( r(éll)—s-(mrz)(l—g?zr‘l) 1-r>
1—r 1+mr 1+3mr —1
)\3((b7 T) = 0 - 4(14mr?) r(14+mr?) 1—r"
Et donc pour ® =1 —r,
_ (1-‘1—7')(1+77LT'4)(3—27'-‘1—(57”-‘1—3)7'2—27}'L7'3+8TTL7'4)
)\0((1)7 ’I“) = ( ( 2;1((1+m21‘2)2 i G) ’
14r)(1—r 1—mr°+5mr~+3mr
)\1((137 T) = ) 4;"(1+m7‘222 , ’
14+7)(1—r")(14+mr™)(14+3mr
)\3 ((I), 7’) = (1) 4r)(g:mr2))2( ax )

O

Remarque/Notation : On note S(r,m) = Rmi212(gm)(r) = =1 + m( 1:;; )3. Lorsqu’on cherche & majorer les

valeurs propres de Rm, cette fonction apparait naturellement.

Pour vérifier les minorations que forment les lemmes 10.2.4 et 10.2.5, on peut remarquer que celles-ci ne mettent

en jeu que des fractions polynomiales. On trouve donc quelles sont exactement ces fonctions dans le lemme suivant.
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Lemme D.2. Pour ® :r— 1—r, en notant ¢; = 4r(1 +mr?)3 (X\i(®,r) — 28(r)) pour i€ {0,1,3}, on a que :

g = 3+ (9—8m)r+ (8m+ 1)r2+ (52m + 3)r® + 5(m + 2)mrt + (27m? — 12m)r® + (14m? + m)r
+(8m3 + 12m?2 + 11m)r” + (5m3 + 7m?)r® + (3m3 + 11m?)r? + 6m3r10 + 8m3rtt
@ = 1+ (9—=8m)r — 72 + (48m — 1)r® + (5m — m?)r* + (23m? — 19m)r® + (6m? — 2m)r®
+(8m3 + 6m? + 6m)r” + (—2m? — 3m)r® + (—2m? — 3m)r? — m?r1% — m2pll
1+ (9—8m)r+ (4m — 1)r? + (52m — 1)r® + 3(m — D)mr? + 27m(m — 1)r® + m(m — 1)r6

+(8m2 +m2 + Tm)r” + (3m> — 4m2)r® + (3m3 — 4m?)r? — 3m3r10 — 3m3rlL,

q3

Démonstration. 1l s’agit de calculer a partir du résultat du lemme D.1 et de I'expression :
_ 1=—m46mr2+3m(m—1)r*+m(m?+1)r° 0
6 - (14+mr2)3

Dauns la forme présenté, les trois polynomes sont (pour la plage de parameétre m>0) tous minorés par le troisiéme

sur [0,1]. TI ne reste donc plus qu’a minorer ce polynome, ce que nous allons faire dans le lemme suivant.

Lemme D.3. Il existe mg > 2.2% tel que pour tout m € [1,mq], il existe € > 0 tel que pour tout r € [0,1], on
ait la minoration suivante :

1+ (9—8m)r —r? 4+ (48m — 1)r® > €

a. Plus précisément mo est I'unique zéro plus grand que 2 de
(—2304X2 4 2640X — 56)4/1 + 3(8X — 9)(48X — 1) + 58752X2 + 1368X — 56

Démonstration. Soit m > 1, on va faire une disjonction de cas, suivant la position de m par rapport a %
Casl:1<m< 3,

Pour r€[0,1],ona 14 (9—8m)r —r? + (48m —1)r¥ = 1+ (9= 83)r —r?> + (48 — 1)r® =1 = 3r — 2 +- 4715,

On définit alors P;(r) := 1 — 3r — r? + 47r3, fonction dérivable de r € R, et on vérifie que sa dérivée vérifie

Pj(r) = =3 — 2r + 14172,

Cette dérivée est un polynéme de degré 2 qui s’annule en 71 + = Qi%‘ém. On vérifie alors numériquement que

Pi(r1,4+) ~ 0.68592.

On a de ce fait le tableau de variations suivant, qui nous permet de conclure quant a la positivité de P; sur

[0,1], et donc de conclure le premier cas.

r —Q0 r1,— 0 1,4+ 1
Pi(r) + 0 - 0 +
Pi(r) / \1\ /

CasZ:%ém

On définit la fonction polynomiale P,,(r) =1+ (9 — 8m)r — r2 + (48m — 1)r3, et on remarque qu’au vu de la
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plage de parameéetres, 8m — 9 > 0 et 48m — 1 > 1.

On vérifie que sa dérivée est un polynome de degré 2 P! (r) = (9 — 8m) — 2r + 3(48m — 1)r2, dont les zéros
1:£+/143(8m—9)(48m—1)

sont Tp, 4+ = 3@sm=1) , ce qui nous donne un tableau de variations de la forme :
T —0 Lm,— 0 Lm,+ 1
Py(r) + 0 - 0 +
Pi(r) / I - _—
—Q0 Pr(Tm,+)

Pour conclure la preuve de ce lemme, il suffit donc de montrer que Py, (zp, +) > 0.
On commence par remarquer que I'on peut simplifier 'expression en utilisant le fait que :
9 1

—  (8m—9+22my).
T+ S(48m = 1) (8m — 9+ 2z, +)

D’ou on tire :

Po(@my) = 1—8m =92y —a2,  + (48m — 1)zl
1
= 1—8m—9)xm + — 5'372%-4- + 3Tmt (8m —942x,.4),
2(8m — 9) 1,
= 1- fmmﬁ’ — gl‘m’+,
2 — 1
_ o 28m=9) 8m — 9+ 2z, 1),

PR T

14+4/1+3(8m—9)(48m—1)

Et en injectant I’expression de zp, 4+ = 3(@8m=1) , on obtient :
2(8m —9) 1 8m —9 2 1
Pm m = 1- - -
(@m.+) 3 3(48m —1) 9(48m —1) 9(48m —1) 3(48m — 1)
2(8m —9) 1 2 1
— — 14+ 3(8m —9)(48m —1
+( 3 3(8m—1) 9(48m—1) 3(48m1)>\/ +3(8m — 9)(48m — 1)

Et en multipliant par la quantité positive 27(48m — 1)%, on trouve :

27(48m — 1)? Py (2 1) = 27(48m —1)* —2(8m — 9) x 3(48m — 1) — (8m — 9) x 3(48m — 1) — 2
+ (—2(8m — 9) x 3(48m — 1) — 2) /1 + 3(8m — 9)(48m — 1)

= (58752m? + 1368m — 56) + (—2304m? + 2640m — 56) /1 + 3(8m — 9)(48m — 1)

5875222413682 —56

Une étude de la fonction g : © — 33040736402 756 SUT

[1,5, 40 permet de montrer qu’elle est bien définie et
strictement décroissante.

On peut alors en conclure, comme sur cet intervalle 230422 —2640x 456 > 1168 > 0, qu’en tant que fonction
(48m—1)*2

de m, 55 e—5s10m 156

P, (T, +) est strictement décroissante.

En particulier, si on définit mg comme 'unique zéro plus grand que % de H:m — (58752m2 + 1368m — 56) +
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(—2304m? + 2640m — 56) /1 + 3(8m — 9)(48m — 1), alors pour 2 < m < my, on a que :

2304m2 — 2640 56)(48 —1)2
(2304m m o 50)U8mo = 1) =,

Pm m > m,
(@m+) > 5300mE = 2640me + 56)(48m — 1) ™

ce qui permet de conclure.

Il ne reste plus qu’a montrer que 2.3 > mg > 2.2, mais pour cela il suffit de remarquer que :

H(2.2) = 287313, 28 — 5399, 36,/2699, 68 > 287313, 28 — 5399, 36 x 52 = 6546, 56 > 0,

H(2.3) = 313888.48 — 6172.16+/3086.08 < 313888.48 — 6172.16 x 55 = —25580.32 < 0,

(numériquement, on a que 2.22045 > mgy > 2.22044). O

En mettant alors ensemble les résultats des lemmes D.2 et D.3, on obtient bien le lemme 10.2.4,

Corollaire D.4. Pour ® :r+— 1 —r, pour 1 < m < my, il existe e, > 0 tel que pour tout i € {0,1,3}, et tout
r€]0,1[, on a que :
Ai(®,7) —2B(r) = €.

Démonstration. Il s’agit de remarquer que pour les parametres comme dans ’énoncé, onam—1>0et r <1
14+(9—8m)r—r24(48m—1)r>
4r(1+mr2)3
14+(9—8m)r—r2+(48m—1)r>
(H*

pour montrer que pour tout i, on a en fait que \;(®,r) — 26(r) =

Puis en notant que 0 < r < 1 et 0 < m < 3, on obtient : \;(®,r) — 28(r) =

, ce qui

nous permet de conclure avec le lemme D.3. O

Le résultat du lemme 10.2.5 est un peu plus direct, et ne nécessite que le lemme D.1.

Proposition D.5. Pour ® : r — 1 —r, pour 1 < m < myg, il existe ea > 0 tel que pour tout i € {0,1,3}, et
r €]0,1[, on ait :
i(®,7) = (1 —1?)ep.

Démonstration. Rappelons que le lemme D.1 nous dit que :

) (3=2r+(5m r2—2mr3+8mrt
Xo(®,7) = (A+r)A+mr*)(3 42T(41r(5;n:2r)32) 2 8 )’
2 2 4 6
)\1(@,7«) (1+r)(1—r Bl(Tl(ImrT—;;er +3mr )’
= + —r2)(14mr +3mr?
A3((I)?T) - =l 4r)((11+mr2))2(1 3 )

Comme il est immédiat que 147 > 1, 14+mg = 14+mr?2 > 1, 1+mr* > 1,1 = r > 0 et 1+3mr? > 1, il nous suffit
de montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que 1—mr?+5mrt+3mr® > c et que 3—2r+(5m+3)r2—2mr3+8mrt > (1-r?)
pour pouvoir conclure.

Montrons que 3 — 27 + (5m + 3)r? — 2mr3 + 8mrt > 1 —r?

97



D. LEMMES TECHNIQUES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITE LOCALE

98

Comme 0 <7 < 1etm=>=1, on al’estimation suivante :

3—2r+ (5m+3)r2 —2mr3 + 8mrt = 1+ mr? — 2mr3 + mrt
1+mr?(1 —2r+1r?)
1+mr2(1—r)?
1

1— 72

VoWV

Montrons que 1 —mr? + 5mr# +3mr8 > ¢ > 0

Si on considere f : r +— 1 —mr? + 5mr* + 3mr® comme une fonction réelle, alors une étude de sa dérivée f’ :

r — mr(—2+20r? 4+ 18r%) montre que f est décroissante sur ] 0,4/ _5%\/374 {, puis croissante sur {« / _5%‘/374, 1 [

En particulier, f sur ]0,1[ est minimale en zo = \/ =381 Comme 3 < et 52 < —1+4 522 + 323 =

9 9 27
743273 V31 < _T173= on a par la deuxiéme inégalité triangulaire que :

1*18>Z_. -0
9279 7

Vr€l0, 1, f(r) =1 —m=

En utilisant m < mg < 3. O]
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