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Faculté des Sciences Fondamentales et Appliquées
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Géométrie des variétés horosphériques
de rang 1, projectives,

lisses, de nombre de Picard 2
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1 Contexte et stratégie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2 Calcul de H1(X, TX) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Annexe 66
Quand a1 > 0 avec G = G0 ou G = G0 ×G1 et α0 ou α1 ∈ G1 : 66
Quand a1 > 0 avec G = G0 ×G1 et α0, α1 ∈ G1 : . . . . . . . . . 97
Quand a1 > 0 avec G = G0 ×G1 ×G2 : . . . . . . . . . . . . . . 98
Quand a1 = 0 avec G = G0 et β est entre α0 et α1 : . . . . . . 99
Quand a1 = 0 avec G = G0 et β n’est pas entre α0 et α1 : . . 100
Quand a1 = 0 avec G = G0 ×G1 et α0 ou α1 ∈ G1 : . . . . . . 105

Bibliographie 110

II



INTRODUCTION

Une G-variété normale X est dite horosphérique si elle contient une orbite
ouverte isomorphe à un espace homogène horosphérique G/H qui est une
fibration torique sur une variété de drapeau généralisée. Ces variétés font
partie de la grande famille des variétés sphériques qui sont riches en exemples
et aujourd’hui bien connues. La famille des variétés horosphériques inclut les
variétés homogènes rationnelles et les variétés toriques.

Dans les années 80, la théorie de Luna-Vust a donné un début de classifica-
tion des plongements d’un espace homogène sphérique en termes d’éventails
dans [LV83].

A la fin des années 80 et au début des années 90, M. Brion a obtenu
plusieurs résultats sur la géométrie des variétés sphériques : caractérisation
des diviseurs de Cartier, engendrés par leurs sections et amples ([Bri89]) ;
description du cône des courbes effectives et terminaison du MMP ([Bri93]).

A partir des années 2000, une étude plus spécifique de la sous-famille des
variétés horosphériques a donné plusieurs résultats, dont une classification
des variétés horosphériques projectives lisses de nombre de Picard 1 dans
[Pas09]. Il a également été prouvé que le groupe d’automorphismes d’une
telle variété X agit avec au plus deux orbites et que ce groupe agit toujours
avec seulement deux orbites sur l’éclatement de X en l’orbite fermée. Dans
ce contexte, il y avait seulement 5 familles non homogènes à étudier. Une
étude de la rigidité locale de ces variétés a également été menée dans [PP10].

Les variétés horosphériques projectives lisses de groupe de Picard de rang
2, décrites dans [Pas20], se décomposent en deux catégories, qui comportent
cette fois un très grand nombre de familles non homogènes. L’objectif de cette
thèse est de réaliser une étude similaire à celle menée dans le cas d’un nombre
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de Picard égal à 1, uniquement dans le cas de variétés horosphériques de rang
1 (projectives lisses de groupe de Picard de rang 2). En effet, de nombreux au-
teurs ont par la suite repris les variétés horosphériques projectives lisses avec
un nombre de Picard 1 classifiées et étudiées dans [Pas09] et [PP10], avec par
exemple plusieurs études du fibré tangent ([Kan21],[Liu23],[Hon22]) ou de la
cohomologie quantique ([Shi23],[Hwa13],[GPPS21]). L’intérêt d’étudier dans
cette thèse des variétés avec un petit nombre de Picard vient de la géométrie
birationnelle, où ces variétés apparaissent naturellement et donnent lieu à de
nombreuses conjectures et études. Ainsi, les variétés avec un nombre de Pi-
card 1 ayant déjà été étudiées, il est naturel de prendre cette fois un nombre
de Picard égal à 2. La restriction au rang 1 a permis de limiter l’étude à
un cas déjà très riche en familles de variétés non homogènes. On retrouvera
d’ailleurs dans notre liste certains cas toriques. Ces variétés dépendent d’un
certain nombre de données combinatoires :

- d’un groupe algébrique réductif connexe G (égal à G0 un groupe simple
simplement connexe ou à un produit de G0 avec au plus deux autres groupes
égaux à SLn, C∗ et {1})

- d’une racine simple de G notée β
- de zéro à deux autres racines simples de G
- ainsi que d’un entier positif ou nul noté a1.

Tout au long de la thèse, en l’absence d’ambigüıté, on notera X les variétés
étudiées (qui dépendent toujours des paramètres précédemment cités).

Pour l’étude de nos variétés, on utilisera le Log MMP (voir [Mat02] pour
le Log MMP en général et [Pas17] pour le cas horosphérique) qui peut dans
certains cas donner des informations sur le groupe d’automorphismes. Dans
notre cas, on a deux Log MMP car on a deux rayons extrémaux dans le cône
des courbes effectives (de dimension 2). La raison pour laquelle on utilise le
Log MMP et non le MMP classique est que le cône des courbes effectives
n’est pas toujours inclus dans le demi-espace où l’anticanonique est positif.
Il est important de préciser que le Log MMP de X ne sera pas le même si a1

= 0 ou si a1 > 0. En effet, quand a1 = 0, on a deux fibrations, alors que pour
a1 > 0, on a une fibration et une contraction birationnelle, et par convention
on notera Y l’orbite correspondant au lieu exceptionnel de cette contraction.
En revanche, il est le même pour n’importe quelle valeur de a1 strictement
positive. Dans la suite de la thèse on fera toujours la distinction entre le cas
a1 = 0 et le cas a1 > 0.

L’une des motivations de cette thèse a donc été de trouver d’autres moyens
de classifier nos variétés lorsque la géométrie décrite par le Log MMP ne suf-

2



fit plus : même lieu exceptionnel, mêmes dimensions des fibres.

Il est important de noter la grande quantité de cas étudiés pour remarquer
à quel point les cas extraits dans certains résultats sont rares.

En effet, dans le cas où a1 = 0, on obtient plus de 250 familles variétés à
étudier, et lorsque a1 > 0, on en compte plus de 500.

L’un des premiers résultats de cette thèse concerne la stabilité des G-
orbites sous l’action de Aut0(X).

Théorème 0.1. Soit X une variété horosphérique de rang 1, projective, lisse,
de nombre de Picard 2, soient Y et Z les deux G-orbites fermées de X qu’on
ordonne comme dans la suite de la thèse (voir Chapitre 1, section 3).

Lorsque a1 > 0, l’orbite Y est toujours stable sous l’action de Aut0(X) et X
est une variété à deux orbites sous l’action de Aut0(X), sauf dans 12 cas dans
lesquels X est une variété à trois orbites sous l’action de Aut0(X) pour tout
a1 > 0 (on donnera un peu plus tard dans la thèse une preuve géométrique
expliquant ce résultat) et 16 cas dans lesquels on obtient de nouveau une
variété à trois orbites sous l’action de Aut0(X), mais cette fois pour certaines
valeurs de a1 seulement.

Quand a1 = 0 en revanche, on ne distingue pas un nombre restreint de
cas particuliers, et on décrit la stabilité des orbites dans l’annexe.

Lorsque a1 > 0, pour les 12 cas évoqués ci-dessus, un argument géométrique
explique pourquoi elles sont à trois orbites.

Soit C le centre de G et C̃ = {(c, c−1H) ∈ C ×P /H}, avec P /H ≃ C∗. On
a le résultat suivant :

Théorème 0.2. Soit X une variété horosphérique de rang 1, projective, lisse,
de nombre de Picard 2. Lorsque X est une variété à deux orbites sous l’action
de Aut0(X), on note Ω l’unique G-orbite non stable, et on obtient le résultat
suivant :

Aut0(X) = ((G ×C∗)/C̃) ⋉H0(G/PΩ,NΩ).

Théorème 0.3. Soit X une variété horosphérique de rang 1, projective, lisse,
de nombre de Picard 2. Si X est une variété à trois orbites sous l’action de
Aut0(X), alors Aut0(X) = ((G ×C∗)/C̃).
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Puis on s’intéresse au groupe d’automorphismes total, et on obtient qu’il
existe très peu de cas dans lequel Aut(X) n’est pas connexe.

Théorème 0.4. Soit X une variété horosphérique de rang 1, projective, lisse,
de nombre de Picard 2. Le groupe d’automorphismes est égal au produit semi-
direct de Aut0(X) par un ensemble des symétries du diagramme de Dynkin
Γ de G fixant β.

Enfin, le dernier théorème majeur de cette thèse porte sur la rigidité locale
de X et qui a de nouveau mis en évidence un nombre très restreint de cas
dans lesquels X peut admettre une déformation locale.

L’idée pour étudier la rigidité locale de X consiste à calculer H1(X,TX),
où TX est le fibré tangent de X, afin d’utiliser la théorie de Kodaira-Spencer
qui dit que si H1(X,TX) est trivial, alors X est localement rigide. Considérant
le très grand nombre de variétés à étudier, le but est de trouver de nouveau
des arguments combinatoires pour conclure sans avoir à calculer explicite-
ment H1(X,TX). On a alors obtenu le résultat suivant :

Théorème 0.5. Soit X une variété horosphérique de rang 1, projective,
lisse, de nombre de Picard 2. Alors, X est toujours localement rigide, sauf
éventuellement dans 13 cas, où X est une variété à deux orbites sous l’ac-
tion de Aut0(X) dans 12 cas, et une variété à trois orbites dans le dernier cas.

Remarque 0.6. Ces cas sont listés de manière explicite dans la section 2 du
Chapitre 3.

La question de savoir si ces 13 variétés admettent réellement une déformation
locale reste ouverte. Calculer les déformations explicites dans ces cas semble
être assez difficile.

Remarque 0.7. Tout au long de cette thèse on va considérer des ”vraies”
racines et des racines dites ”imaginaires”. Il est intéressant de noter que l’en-
semble des résultats est vérifié peu importe la nature des racines.

Dans le Chapitre 1, on rappelle les généralités sur les systèmes de racines,
les variétés horosphériques, en particulier on donne la liste détaillée de tous
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les cas à étudier (cf.[Pas20]). En particulier, on donne une caractérisation
complète du Log MMP simplement en termes de morphismes G-équivariants.
La caractérisation à l’aide des polytopes moments comme dans [Pas17] n’était
pas utile dans le cas de variétés horosphériques de rang 1.

La chapitre suivant est d’abord consacré à l’étude de l’action de Aut0(X)
sur notre variété X, qui a trois G-orbites. Pour cela, on utilise deux types
d’arguments : géométrique avec plusieurs méthodes basées sur la dimension
des fibres ou encore la position relative des racines les unes par rapport aux
autres, et calculatoire, le but étant d’utiliser le Théorème de Borel-Weil-Bott
(Théorème 1.25) qui permet de calculer la cohomologie des fibrés vectoriels au
dessus d’une variété de drapeaux. L’autre partie du Chapitre 2 est consacrée à
l’étude de la connexité de Aut0(X) et au calcul du groupe d’automorphismes.

Enfin, dans le Chapitre 3, le but est d’étudier la rigidité locale de X, en
présentant d’abord le contexte, mais surtout la méthode utilisée et quelques
lemmes utiles pour la démonstration du dernier résultat majeur de cette
thèse.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS

Soit G un groupe algébrique connexe et réductif sur C, soit B un sous-
groupe de Borel de G, soit T un tore maximal de B et soit U le radical
unipotent de B. Notons C le centre de G et G′ la partie semi-simple de G
(telle que G = C.G′).

1 Systèmes de racines et groupes algébriques

réductifs

On commence d’abord par donner la définition et les propriétés de base
des systèmes de racines.

Définition 1.1. [Hum72, Chap.III] Soit V un espace vectoriel euclidien de
dimension finie, on note (⋅, ⋅) le produit scalaire. On appelle système de
racines Φ dans V , un ensemble fini de vecteurs non nuls, appelés racines
tel que :

1. V est engendré, en tant qu’espace vectoriel, par les racines,

2. soit α ∈ Φ une racine, alors k × α ∈ Φ pour uniquement k = 1 et −1,

3. pour toute racine α ∈ Φ, Φ est stable par réflexion par rapport à l’hy-
perplan perpendiculaire à α, ce qui signifie que pour toutes racines
α,β ∈ Φ, on a sα(β) = β − 2 (α,β)

(α,α)α ∈ Φ,
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4. pour toutes racines α,β ∈ Φ, 2 (α,β)
(α,α) est un entier.

Notation 1.2. Pour tout α ∈ Φ, on note et on appelle coracine α∨ = 2α
(α,α)

et Φ∨ = {α∨, α ∈ Φ} est un système de racines, appelé système dual.

Remarque 1.3. Avec cette notation, sα(β) = β − ⟨β,α∨⟩α, pour tout β ∈ Φ.

Proposition/Définition 1.4. Il existe Φ+ un sous-ensemble de Φ tel que :

1. pour toute racine α ∈ Φ, on a soit α soit −α une racine de Φ+

2. pour toutes racines distinctes α,β ∈ Φ+, telles que α+β est une racine,
alors α + β ∈ Φ+.

Cet ensemble est appelé un ensemble de racines positives.

Un élément α du sous-ensemble Φ+ est appelé racine simple, si α ne
peut pas s’écrire comme β + γ avec β, γ ∈ Φ+. On note ∆ l’ensemble des ra-
cines simples de Φ. En d’autres termes, l’ensemble ∆ est une base de V , qui
vérifie les propriétés suivantes :

1. toute racine α ∈ Φ est une combinaison linéaire d’éléments de ∆ avec
des coefficients entiers,

2. pour chaque racine α ∈ Φ, les coefficients précédents sont soit tous
négatifs, soit tous positifs.

Tout groupe algébrique linéaire, en particulier tout sous-groupe semi-
simple, définit un système de racines R de (G,T ) par les poids sous le tore
maximal T de G, de l’action adjointe de G sur l’algèbre de Lie g de G ([Spr98,
Cor 8.1.2]). Le système de racines R ne dépend que de la partie semi-simple
de G.

Le choix d’un sous-groupe de Borel B induit un ensemble de racines
positives, noté R+, ainsi qu’un ensemble S constitué des racines simples de
(G,B,T ). On rappelle que R+ est le sous-ensemble de R dont les éléments
sont des combinaisons linéaires d’éléments de S avec des coefficients non
négatifs. Le choix de R+ définit un ordre partiel ≺ sur R+ : on a α ≺ β ⇐⇒ β−α
est une combinaison linaire à coefficients entiers et positifs de racines simples.
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Supposons α une racine simple. On note $α les poids fondamentaux
associés à α, où ($α)α∈S est la base duale de (α∨)α∈S (voir [Bou07, Chap.
VI, §1.10]). On note également Pα le sous-groupe parabolique maximal
contenant B tel que $α s’étend en un caractère de Pα (voir [Bou07, Chap.
IV, §2.6]). On note X(T ) le réseau des caractères de T (ou B) engendré en
tant que groupe semi-simple par les $α et X+(T ) ⊂ X(T ) le monöıde des
caractères dominants, engendré en tant que semi-groupe par les $α.

Soit W le groupe de Weyl de (G,T ) engendré par les réflexions associées
aux racines simples (voir [Bou07, Chap. VI, §1.1]). Quand I ⊂ S, on note WI

le sous-groupe de W engendré par les réflexions associées aux racines simples
de I. On note PI l’intersection des sous-groupes paraboliques Pα avec α ∈ I
de sorte que si I = ∅, PI = G et PS = B.

Soit Γ le diagramme de Dynkin de G. Quand I ⊂ S, on note ΓI le sous-
graphe de Γ dont les sommets sont les éléments de I en gardant toutes les
arêtes existantes entre ces sommets (voir [Bou07, Chap. VI, §4.2]). Pour
λ ∈ X+(T ), on note V (λ) le G-module irréductible de plus haut poids λ et
υλ un vecteur de plus haut poids dans V (λ).

Notons wα,β0 le plus long élément de WS∖{α,β}. On sait que wα,β0 est
engendré par les réflexions sγ avec γ ∈ S ∖ {α,β} et puisque sγ($α) = $α et

sγ($β) = $β pour tout γ ∈ S, alors on obtient wα,β0 ($α) = $α et wα,β0 ($β)
= $β. On a que wα,β0 (S) est aussi une base de R.

Lemme 1.5. Avec les notations précédentes, wα,β0 (α) est la plus grande ra-
cine dans R (ou R+) pour l’ordre partiel ≺ avec un coefficient devant α égal
à 1 et un coefficient devant β égal à 0.

Démonstration. On a wα,β0 (R+) engendré positivement par

wα,β0 (S) = {−γ ∣ γ ∈ S ∖ {α,β}}⋃{wα,β0 (α),wα,β0 (β)}.

Puisque wα,β0 est engendré par les sγ avec γ ∈ S ∖ {α,β}, alors il existe
des entiers cγ et dγ tels que :

∗ wα,β0 (α) = α + ∑
γ∈S∖{α,β}

cγγ

∗ wα,β0 (β) = β + ∑
γ∈S∖{α,β}

dγγ.
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Et puisque wα,β0 est le plus long élément de WS∖{α,β}, alors :

∗ wα,β0 (γ) = −γ′, pour tout γ ∈ S ∖ {α,β} avec γ′ ∈ S ∖ {α,β}.

On sait que pour tout δ ∈ R, δ est une combinaison linéaire d’éléments
de S avec tous les coefficients de même signe, donc les entiers cγ et dγ sont
tous non négatifs. Notons δ la plus grande racine (pour l’ordre partiel ≺) de
R+

S∖{β}
avec un coefficient 1 en α, alors en écrivant δ dans la base wα,β0 (S), il

existe des entiers eγ pour tout γ ∈ S tels que :

δ = − ∑
γ∈S∖{α,β}

eγγ + eβwα,β0 (β) + eαwα,β0 (α)

où les eγ sont tous de même signe ou nuls.

Par identification, on obtient eβ = 0 et eα0 = 1. En particulier, cela im-
plique que eγ ≥ 0 pour tout γ ∈ S. De plus, par maximalité de δ, on obtient

que eγ = 0, pour tout γ ∈ S ∖ {α,β}, ce qui signifie qu’on a δ = wα,β0 (α). ∎

Corollaire 1.6. Avec les notations précédentes, wα,β0 (α∨) est la plus grande
coracine avec un coefficient 1 en α∨ et un coefficient 0 en β∨.

Remarque 1.7. On obtient le même résultat pour wα,β0 (β) et wα,β0 (β∨).

Démonstration du Corollaire 1.6. La preuve est exactement la même que
précédemment mais on utilise cette fois le système des racines duales. ∎

Remarque 1.8. Quand α est une racine dite imaginaire (voir Définition
1.12), on obtient que wβ0 (β) est la plus grande racine avec un coefficient 1 en
β et que wβ0 (β∨) est la plus grande coracine avec un 1 en β∨.

On va voir par la suite que certains résultats qui jouent un rôle fonda-
mental dans la preuve des principaux résultats de cette thèse consistent en
la traduction de certaines propriétés des racines en termes d’agencement sur
le diagramme de Dynkin. On va donc rappeler ici la liste des diagrammes
de Dynkin des groupes algébriques linéaires simples qui schématisent les
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systèmes de racines associés (voir [Bou07, Planche I à Planche VIII]) :

Am :
1 2 m

Bm :
1 2 m

Cm :
1 2 m

Dm :
1 2 m − 2

m − 1

m

E6 :
1

2

3 4 5 6

E7 :
1

2

3 4 5 6 7

E8 :
1

2

3 4 5 6 7 8

F4 :
1 2 3 4

G2 :
1 2
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2 Variétés horosphériques de rang 1

Dans cette section, on dénote par G un groupe algébrique connexe et
réductif sur C. On utilise les notations introduites précédemment dans le
Chapitre 1.

Définition 1.9. [Pas09, §1.1] Soit H un sous-groupe fermé de G. On dit
que H est horosphérique s’il contient le radical unipotent d’un sous-groupe
de Borel B de G.

Si H est horosphérique, on dit alors que l’espace homogène G/H est
horosphérique. Alors, par [Pas09], soit P = NG(H) le normalisateur de H
dans G, il existe un fibré en tores G/H Ð→ G/P au dessus d’une variété de
drapeaux G/P . La dimension du tore P /H est appelée le rang de G/H et
on le note n. Dans cette thèse, on s’intéressera uniquement au cas n = 1.

Notons M le sous-réseau de X(T ) qui consiste en les caractères de P dont
la restriction à H est triviale et notons N son réseau dual (de rang n tous
les deux).

Notons S′ le sous-ensemble de S dont les éléments sont les racines simples
qui ne sont pas des racines simples de P , et pour toute racine α ∈ S′, la
restriction de α∨ à M , qu’on note α∨M , appartient à N . Enfin, notons σ
l’application de S′ dans N qui envoie α sur α∨M .

Toute racine α ∈ S′ correspond à un diviseur de G/H (image réciproque
d’un diviseur de Schubert par G/H Ð→ G/P ) qu’on appelle une couleur de
G/H dans la théorie des variétés sphériques, et α∨M correspond à la valuation
associée au diviseur.

Définition 1.10. Une variété normale X avec une action de G est appelée
variété horosphérique s’il existe un sous-groupe horosphérique H de G et une
orbite ouverte de G sur X isomorphe à G/H. Dans ce cas, on dit aussi que
X est un G/H-plongement.

Dans la suite on note FX l’éventail colorié associé à X (voir [Pas06,
Définition 1.14]). La classification desG/H-plongements en termes d’éventails
coloriés de NR = N ⊗Z R (dûe à D.Luna et T.Vust [LV83]) est détaillée plus
précisément dans [Pas06, Chap.1] et généralise la classification des variétés
toriques en termes d’éventails. Ici, on ajoute des couleurs à l’éventail qui sont
des éléments α de S′ de sorte que α∨M ≠ 0.
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La classification des plongements a été obtenue en étudiant leurs orbites
sous l’action de G et B, ainsi que leur diviseurs irréductibles sous ces mêmes
actions. On sait de plus qu’il y a une bijection entre les cônes coloriés et les
G-orbites ([Kno91])

Remarque 1.11. Rappelons qu’un G/H-plongement X est complet si et
seulement si FX est complet, c’est-à-dire recouvre tout NR.

Dans notre cas, on étudie des variétés horosphériques projectives de rang
1, ce qui donne les éventails coloriés complets :

FX = (({0},∅), (R+,{S+X}), (R−,{S−X})),

de sorte que S+X ⊔ S−X ⊂ S′ ⊂ S avec ∀α ∈ SX = S+X ⊔ S−X , α∨M ≠ 0.

En particulier, les variétés étudiées ici sont des G-variétés à trois orbites
avec deux G-orbites fermées et une ouverte.

En ajoutant l’hypothèse de Q-factorialité, on obtient que card(S+X) ≤ 1 et
card(S−X) ≤ 1.

Si on suppose également que les variétés sont localement factorielles, on
obtient alors α∨0M = −1 si S−X = {α0} et α∨1M = 1 si S+X = {α1}. Si S−X =
∅ ou S+X = ∅, on dira que α0 ou α1 sont des racines imaginaires (afin de
toujours avoir deux racines α0 et α1).

Dans notre cas, le nombre de Picard ρ étant donné par la formule sui-
vante : ρ = card(S′) + (2−card(SX)) − 1 = 1+card(S′ ∖ SX), on obtient que
ρ = 2 si et seulement si card(S′ ∖ SX) = 1. On note β la racine simple (non
imaginaire) de S′ ∖ SX et a1 = β∨M ∈ Z, mais on peut supposer sans perte de
généralité a1 ≥ 0.

Enfin, en ajoutant l’hypothèse de lissité, qui donne des conditions sur le
groupe G et les positions des racines simples sur le diagramme de Dynkin, on
obtient un cas particulier de la classification donnée dans [Pas20] et les trois
possibilités suivantes : soit G = G0, soit G = G0 ×G1, soit G = G0 ×G1 ×G2,
avec G0 un groupe simple simplement connexe et G1 et G2 égaux à SLn, C∗

ou {1}.

Les variétés étudiées sont notées X1(G,β,α, a), comme dans [Pas20, Déf
3.9], avec β une racine simple de G0 (non imaginaire), α = (α0, α1) où α0 et α1

sont des racines simples de G, distinctes, possiblement triviales et différentes
de β. Pour uniformiser la notation, on définit la notion de racine imaginaire
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de la manière suivante.

Définition 1.12. On dit que α0 est une racine imaginaire si G1 = {1} et
on note $α0 = 0 par convention. De la même façon, on dit que α1 est une
racine imaginaire si G1 = C∗ ou G2 = C∗ et $α1 = idC∗.

Définition 1.13. La variété X1(G,β,α, a), qu’on notera X dans la suite de
la thèse, est l’adhérence d’une G-orbite d’une somme de vecteurs de plus haut
poids dans P(V ($α0 +$β)⊕ V ($α1 + (1 + a1)$β)).

Remarque 1.14. On retrouve ici les trois G-orbites de X : l’ouverte, ainsi
que les deux fermées définies respectivement comme l’adhérence d’une G-
orbite d’une somme de vecteurs de plus haut poids dans P(V ($α0 +$β)) et
P(V ($α1 + (1 + a1)$β)).

D’après [Pas20, Déf 4.3 et Appendice], on obtient une liste exhaustive
de tous les cas dans lesquels on obtient une variété horosphérique projective
lisse de rang 1 de groupe de Picard de rang 2, on obtient la liste suivante,
où on notera R0 le sous-ensemble de {α0, α1} constitué des racines simples
de G0. On a plusieurs cas de figure possibles : soit R0 = {α0, α1}, soit R0 =
{α0} ou R0 = {α1} et l’autre racine est une racine simple extrémale de G1

un groupe de type Am soit une racine imaginaire (c’est-à-dire α0 racine de
{1} ou α1 racine de C∗).

Par la suite, on notera χ1, χ2, ... les racines simples de G0, χ′i les racines
de G1 et χi” les racines de G2.

Remarque 1.15. Dans la liste, quand on note R0 = {χi, χj}, par conven-
tion on a i < j. On a alors deux sous-cas à étudier : le cas où les racines
sont rangées dans l’ordre croissant, c’est-à-dire α0 = χi et α1 = χj et le cas
où α0 = χj et α1 = χi. On notera le premier sous-cas (I), (II), etc et le
second (I’), (II’), etc. De la même façon, quand on a R0 = {χk}, on considère
le cas où α0 = χk et α1 est une racine (possiblement imaginaire) de G1 et
le cas où α1 = χk et α0 est une racine (possiblement imaginaire) simple de G1.

Remarque 1.16. Quand a1 = 0, il n’y a pas de cas ′ et on considérera
l’ordre croissant pour α0 et α1.
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Quand a1 > 0, on a aussi les cas où R0 est vide, ce qui signifie que soit G
= G0 ×G1 avec α0, α1 des racines simples non triviales de G1 (cas (XVIII)
de la liste ci-dessous), soit G = G0 × G1 × G2 et α0, α1 respectivement des
racines de G1 et G2, possiblement imaginaires.

Remarque 1.17. Dans le premier cas de figure, il est important de considérer
a1 > 0 sinon X est un produit de deux variétés de Picard 1, qu’on n’étudie
pas ici.

▸ (I) G0 est de type Am, m ≥ 3 :

● (1) β = χm, R0 = {χ1, χm−1}
● (2) β = χk, 3 ≤ k <m, R0 = {χ1, χk−1}
● (3) β = χm, R0 = {χi, χi+1}, 1 ≤ i ≤m − 2

● (4) β = χk, 4 ≤ k < m, R0 = {χi, χi+1},
1 ≤ i ≤ k − 2

▸ (II) G0 est de type Bm, m ≥ 3 :

● (1) β = χm, R0 = {χ1, χm−1}
● (2) β = χk, 3 ≤ k <m, R0 = {χ1, χk−1}
● (3) β = χm, R0 = {χi, χi+1}, 1 ≤ i ≤m − 2

● (4) β = χk, 3 ≤ k < m, R0 = {χi, χi+1},
1 ≤ i ≤ k − 2

● (5) β = χk, 1 ≤ k ≤m − 2, R0 = {χm−1, χm}
● (6) β = χm−3, R0 = {χm−2, χm}

▸ (III) G0 est de type Cm, m ≥ 3 :

● (1) β = χm, R0 = {χ1, χm−1}
● (2) β = χk, 3 ≤ k <m, R0 = {χ1, χk−1}
● (3) β = χm, R0 = {χi, χi+1}, 1 ≤ i ≤m − 2

● (4) β = χk, 4 ≤ k < m, R0 = {χi, χi+1},
1 ≤ i ≤ k − 2

● (5) β = χk, 1 ≤ k ≤ m − 2, R0 = {χi, χi+1},
i ≥ k + 1

▸ (IV) G0 est de type Dm, m ≥ 4 :

● (1) β = χk, 3 ≤ k ≤m − 2, R0 = {χ1, χk−1}
● (2) β = χm, R0 = {χ1, χm−1}
● (3) β = χk, 4 ≤ k ≤ m − 2, R0 = {χi, χi+1},

1 ≤ i ≤ k − 2

● (4) β = χm, R0 = {χi, χi+1}, 1 ≤ i ≤m − 2

● (5) β = χk, 1 ≤ k ≤m − 4, R0 = {χm−1, χm}
● (6) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χm−2, χm−1}
● (7) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χm−2, χm}
● (8) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χm−1, χm}

● (9) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm−1, χm}

▸ (V) G0 est de type E6 :

● (1) β = χ1, R0 = {χ2, χ3}
● (2) β = χ2, R0 = {χ1, χ6}
● (3) β = χ2, R0 = {χ1, χ3}
● (4) β = χ2, R0 = {χ3, χ4}
● (5) β = χ3, R0 = {χ2, χ6}
● (6) β = χ3, R0 = {χ2, χ4}
● (7) β = χ3, R0 = {χ4, χ5}
● (8) β = χ3, R0 = {χ5, χ6}
● (9) β = χ4, R0 = {χ1, χ3}

▸ (VI) G0 est de type E7 :

● (1) β = χ1, R0 = {χ2, χ3}
● (2) β = χ2, R0 = {χ1, χ7}
● (3) β = χ2, R0 = {χ1, χ3}
● (4) β = χ2, R0 = {χ3, χ4}
● (5) β = χ2, R0 = {χ4, χ5}
● (6) β = χ2, R0 = {χ5, χ6}
● (7) β = χ2, R0 = {χ6, χ7}
● (8) β = χ3, R0 = {χ2, χ7}
● (9) β = χ3, R0 = {χ2, χ4}
● (10) β = χ3, R0 = {χ4, χ5}
● (11) β = χ3, R0 = {χ5, χ6}
● (12) β = χ3, R0 = {χ6, χ7}
● (13) β = χ4, R0 = {χ1, χ3}
● (14) β = χ4, R0 = {χ5, χ7}
● (15) β = χ4, R0 = {χ5, χ6}
● (16) β = χ4, R0 = {χ6, χ7}
● (17) β = χ5, R0 = {χ1, χ2}
● (18) β = χ5, R0 = {χ1, χ3}
● (19) β = χ5, R0 = {χ3, χ4}
● (20) β = χ5, R0 = {χ2, χ4}
● (21) β = χ5, R0 = {χ6, χ7}
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● (22) β = χ6, R0 = {χ2, χ5}

▸ (VII) G0 est de type E8 :
● (1) β = χ1, R0 = {χ2, χ3}
● (2) β = χ2, R0 = {χ1, χ8}
● (3) β = χ2, R0 = {χ1, χ3}
● (4) β = χ2, R0 = {χ3, χ4}
● (5) β = χ2, R0 = {χ4, χ5}
● (6) β = χ2, R0 = {χ5, χ6}
● (7) β = χ2, R0 = {χ6, χ7}
● (8) β = χ2, R0 = {χ7, χ8}
● (9) β = χ3, R0 = {χ2, χ8}
● (10) β = χ3, R0 = {χ2, χ4}
● (11) β = χ3, R0 = {χ4, χ5}
● (12) β = χ3, R0 = {χ5, χ6}
● (13) β = χ3, R0 = {χ6, χ7}
● (14) β = χ3, R0 = {χ7, χ8}
● (15) β = χ4, R0 = {χ1, χ3}
● (16) β = χ4, R0 = {χ5, χ8}
● (17) β = χ4, R0 = {χ5, χ6}

● (18) β = χ4, R0 = {χ6, χ7}
● (19) β = χ4, R0 = {χ7, χ8}
● (20) β = χ5, R0 = {χ1, χ2}
● (21) β = χ5, R0 = {χ1, χ3}
● (22) β = χ5, R0 = {χ3, χ4}
● (23) β = χ5, R0 = {χ2, χ4}
● (24) β = χ5, R0 = {χ6, χ8}
● (25) β = χ5, R0 = {χ6, χ7}
● (26) β = χ5, R0 = {χ7, χ8}
● (27) β = χ6, R0 = {χ2, χ5}
● (28) β = χ6, R0 = {χ7, χ8}

▸ (VIII) G0 est de type F4 :
● (1) β = χ1, R0 = {χ3, χ4}
● (2) β = χ1, R0 = {χ2, χ3}
● (3) β = χ2, R0 = {χ3, χ4}
● (4) β = χ3, R0 = {χ1, χ2}
● (5) β = χ4, R0 = {χ2, χ3}
● (6) β = χ4, R0 = {χ1, χ3}

Il reste encore à étudier les cas (2) de [Pas20, Appendice]. Voici la liste
qu’on obtient :

▸ (IX) G0 est de type Am, m ≥ 2 :
● (1) β = χ1, R0 = {χ2}
● (2) β = χ1, R0 = {χm}, m ≥ 3
● (3) β = χk, 2 ≤ k ≤ m

2
, R0 = {χ1}

● (4) β = χk, 2 ≤ k ≤ m
2

, R0 = {χk+1}
● (5) β = χk, 2 ≤ k ≤ m

2
, R0 = {χ1, χk+1}

● (6) β = χk, 2 ≤ k ≤ m
2

, R0 = {χm}
● (7) β = χk, 2 ≤ k ≤ m

2
, R0 = {χ1, χm}

● (8) β = χk, 2 ≤ k ≤ m
2

, R0 = {χk−1}
● (9) β = χk, 2 ≤ k ≤ m

2
, R0 = {χk−1, χk+1}

● (10) β = χk, 3 ≤ k ≤ m
2

, R0 = {χk−1}
● (11) β = χk, 3 ≤ k ≤ m

2
, R0 = {χm}

● (12) β = χk, 3 ≤ k ≤ m
2

, R0 = {χk−1, χm}
● (13) β = χm+1

2
, m impair, R0 = {χ1}

● (14) β = χm+1
2

, m impair, R0 = {χm}
● (15) β = χm+1

2
, m impair, R0 = {χ1, χm}

● (16) β = χm+1
2

, m impair, R0 = {χm−1
2
}

● (17) β = χm+1
2

, m impair, R0 = {χ1, χm+3
2
}

● (18) β = χm+1
2

, m impair et m ≥ 5, R0 =

{χm−1
2
, χm+3

2
}

▸ (X) G0 est de type Bm, m ≥ 3 :
● (1) β = χ1, R0 = {χ3}, m = 3
● (2) β = χk, 2 ≤ k ≤m − 3 R0 = {χ1}
● (3) β = χk, 3 ≤ k ≤m − 3 R0 = {χk−1}
● (4) β = χm−2, m ≥ 4, R0 = {χ1}
● (5) β = χm−2, m ≥ 4, R0 = {χm}
● (6) β = χm−2, m ≥ 4, R0 = {χ1, χm}
● (7) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm−3}
● (8) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm}
● (9) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm−3, χm}
● (10) β = χm−1, R0 = {χ1}
● (11) β = χm−1, R0 = {χm}
● (12) β = χm−1, R0 = {χ1, χm}
● (13) β = χm−1, m ≥ 4, R0 = {χm−2}
● (14) β = χm−1, m ≥ 5, R0 = {χm−2, χm}
● (15) β = χm, R0 = {χ1}
● (16) β = χm, R0 = {χm−1}

▸ (XI) G0 est de type Cm, m ≥ 2 :
● (1) β = χ1, R0 = {χ2}
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● (2) β = χk, 2 ≤ k ≤m − 1, m ≥ 3, R0 = {χ1}
● (3) β = χk, 2 ≤ k ≤m−1, m ≥ 3, R0 = {χk+1}
● (4) β = χk, 2 ≤ k ≤ m − 1, m ≥ 3, R0 =
{χ1, χk+1}

● (5) β = χk, 3 ≤ k ≤m−1, m ≥ 4, R0 = {χk−1}
● (6) β = χk, 3 ≤ k ≤m−1, m ≥ 4, R0 = {χk+1}
● (7) β = χk, 3 ≤ k ≤ m − 1, m ≥ 4, R0 =
{χk−1, χk+1}

● (8) β = χm, R0 = {χ1}
● (9) β = χm, m ≥ 3, R0 = {χm−1}

▸ (XII) G0 est de type Dm, m ≥ 4 :
● (1) β = χk, 2 ≤ k ≤m − 4, m ≥ 6, R0 = {χ1}
● (2) β = χk, 3 ≤ k ≤m−4, m ≥ 7, R0 = {χk−1}
● (3) β = χm−3, R0 = {χm−1}
● (4) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χ1}
● (5) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χm−1}
● (6) β = χm−3, m ≥ 5, R0 = {χ1, χm−1}
● (7) β = χm−3, m ≥ 6, R0 = {χm−4}
● (8) β = χm−3, m ≥ 6, R0 = {χm−1}
● (9) β = χm−3, m ≥ 6, R0 = {χm−4, χm−1}
● (10) β = χm−2, R0 = {χ1}
● (11) β = χm−2, R0 = {χ1, χm−1}
● (12) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm−3}
● (13) β = χm−2, m ≥ 5, R0 = {χm−1}
● (14) β = χm−2, R0 = {χm−3, χm−1}, m ≥ 5
● (15) β = χm, R0 = {χ1}
● (16) β = χm, R0 = {χm−1}

▸ (XIII) G0 est de type E6 :
● (1) β = χ2, R0 = {χ1}
● (2) β = χ3, R0 = {χ1}
● (3) β = χ3, R0 = {χ2}
● (4) β = χ3, R0 = {χ1, χ2}
● (5) β = χ3, R0 = {χ6}
● (6) β = χ3, R0 = {χ1, χ6}
● (7) β = χ4, R0 = {χ1}
● (8) β = χ4, R0 = {χ2}
● (9) β = χ4, R0 = {χ3}
● (10) β = χ4, R0 = {χ5}
● (11) β = χ4, R0 = {χ6}
● (12) β = χ4, R0 = {χ2, χ1}
● (13) β = χ4, R0 = {χ2, χ3}
● (14) β = χ4, R0 = {χ2, χ5}
● (15) β = χ4, R0 = {χ2, χ6}
● (16) β = χ4, R0 = {χ1, χ2}
● (17) β = χ4, R0 = {χ1, χ5}
● (18) β = χ4, R0 = {χ1, χ6}
● (19) β = χ4, R0 = {χ3, χ2}

● (20) β = χ4, R0 = {χ3, χ5}
● (21) β = χ4, R0 = {χ3, χ6}
● (22) β = χ4, R0 = {χ5, χ1}
● (23) β = χ4, R0 = {χ5, χ2}
● (24) β = χ4, R0 = {χ5, χ3}
● (25) β = χ4, R0 = {χ6, χ1}
● (26) β = χ4, R0 = {χ6, χ2}
● (27) β = χ4, R0 = {χ6, χ3}

▸ (XIV) G0 est de type E7 :
● (1) β = χ2, R0 = {χ1}
● (2) β = χ2, R0 = {χ7}
● (3) β = χ3, R0 = {χ1}
● (4) β = χ3, R0 = {χ2}
● (5) β = χ3, R0 = {χ1, χ2}
● (6) β = χ3, R0 = {χ7}
● (7) β = χ3, R0 = {χ1, χ7}
● (8) β = χ4, R0 = {χ1}
● (9) β = χ4, R0 = {χ2}
● (10) β = χ4, R0 = {χ3}
● (11) β = χ4, R0 = {χ5}
● (12) β = χ4, R0 = {χ7}
● (13) β = χ4, R0 = {χ2, χ1}
● (14) β = χ4, R0 = {χ2, χ3}
● (15) β = χ4, R0 = {χ2, χ5}
● (16) β = χ4, R0 = {χ2, χ7}
● (17) β = χ4, R0 = {χ1, χ2}
● (18) β = χ4, R0 = {χ1, χ5}
● (19) β = χ4, R0 = {χ1, χ7}
● (20) β = χ4, R0 = {χ3, χ2}
● (21) β = χ4, R0 = {χ3, χ5}
● (22) β = χ4, R0 = {χ3, χ7}
● (23) β = χ4, R0 = {χ5, χ1}
● (24) β = χ4, R0 = {χ5, χ2}
● (25) β = χ4, R0 = {χ5, χ3}
● (26) β = χ4, R0 = {χ7, χ1}
● (27) β = χ4, R0 = {χ7, χ2}
● (28) β = χ4, R0 = {χ7, χ3}
● (29) β = χ5, R0 = {χ1}
● (30) β = χ5, R0 = {χ2}
● (31) β = χ5, R0 = {χ6}
● (32) β = χ5, R0 = {χ7}
● (33) β = χ5, R0 = {χ1, χ6}
● (34) β = χ5, R0 = {χ1, χ7}
● (35) β = χ5, R0 = {χ2, χ6}
● (36) β = χ5, R0 = {χ2, χ7}
● (37) β = χ6, R0 = {χ7}

▸ (XV) G0 est de type E8 :
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● (1) β = χ2, R0 = {χ1}
● (2) β = χ2, R0 = {χ8}
● (3) β = χ3, R0 = {χ1}
● (4) β = χ3, R0 = {χ2}
● (5) β = χ3, R0 = {χ1, χ2}
● (6) β = χ3, R0 = {χ8}
● (7) β = χ3, R0 = {χ1, χ8}
● (8) β = χ4, R0 = {χ1}
● (9) β = χ4, R0 = {χ2}
● (10) β = χ4, R0 = {χ3}
● (11) β = χ4, R0 = {χ5}
● (12) β = χ4, R0 = {χ8}
● (13) β = χ4, R0 = {χ2, χ1}
● (14) β = χ4, R0 = {χ2, χ3}
● (15) β = χ4, R0 = {χ2, χ5}
● (16) β = χ4, R0 = {χ2, χ8}
● (17) β = χ4, R0 = {χ1, χ2}
● (18) β = χ4, R0 = {χ1, χ5}
● (19) β = χ4, R0 = {χ1, χ8}
● (20) β = χ4, R0 = {χ3, χ2}
● (21) β = χ4, R0 = {χ3, χ5}
● (22) β = χ4, R0 = {χ3, χ8}
● (23) β = χ4, R0 = {χ5, χ1}
● (24) β = χ4, R0 = {χ5, χ2}
● (25) β = χ4, R0 = {χ5, χ3}
● (26) β = χ4, R0 = {χ8, χ1}
● (27) β = χ4, R0 = {χ8, χ2}
● (28) β = χ4, R0 = {χ8, χ3}
● (29) β = χ5, R0 = {χ1}

● (30) β = χ5, R0 = {χ2}
● (31) β = χ5, R0 = {χ6}
● (32) β = χ5, R0 = {χ8}
● (33) β = χ5, R0 = {χ1, χ6}
● (34) β = χ5, R0 = {χ1, χ8}
● (35) β = χ5, R0 = {χ2, χ6}
● (36) β = χ5, R0 = {χ2, χ8}
● (37) β = χ6, R0 = {χ7}
● (38) β = χ6, R0 = {χ8}
● (39) β = χ7, R0 = {χ8}

▸ (XVI) G0 est de type F4 :

● (1) β = χ1, R0 = {χ4}
● (2) β = χ2, R0 = {χ1}
● (3) β = χ2, R0 = {χ3}
● (4) β = χ2, R0 = {χ1, χ3}
● (5) β = χ2, R0 = {χ4}
● (6) β = χ2, R0 = {χ1, χ4}
● (7) β = χ3, R0 = {χ1}
● (8) β = χ3, R0 = {χ4}
● (9) β = χ3, R0 = {χ1, χ4}
● (10) β = χ3, R0 = {χ2}
● (11) β = χ3, R0 = {χ2, χ4}

▸ (XVII) G0 est de type G2 :

● (1) β = χ1, R0 = {χ2}
● (2) β = χ2, R0 = {χ1}

Dans le cas où G = G0 ×G1, avec a1 > 0, il existe aussi le cas où β ∈ G0

et α0, α1 ∈ G1, ce qui correspond à la liste suivante :

▸ (XVIII) G0 quelconque et (G1, α0, α1) est un des triplets de la liste
suivante :

● (1) (Am, χ1, χm), avec m ≥ 2
● (2) (Am, χi, χi+1), avec m ≥ 3 et i ∈ {1, ...m − 1}
● (3) (Bm, χm−1, χm), avec m ≥ 3
● (4) (B3, χ1, χ3)
● (5) (Cm, χi+1, χi), avec m ≥ 2 et i ∈ {1, ...,m − 1}
● (6) (Dm, χm−1, χm), avec m ≥ 4
● (7) (F4, χ2, χ3)
● (8) (G2, χ2, χ1)
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Comme précédemment, on notera (XVIII’), etc les cas précédents où cette
fois on considère les triplets (G1, α1, α0).

Finalement, quand a1 > 0, on traitera les cas G = G0×G1×G2 avec β ∈ G0,
où G0 quelconque, G1 de type Am ou {1} et G2 de type Am ou C∗, avec α0, α1

racines simples respectivement de G1 et G2 (éventuellement imaginaires).

On va à présent donner quelques éventails associés à X quand a1 = 0 et
quand a1 > 0, dans le cas où α0 et α1 sont des vraies racines et dans le cas
où α0 est une vraie racine et α1 une racine imaginaire. On ne donnera pas
les éventails dans les cas où α0 est imaginaire puisque le résultat est similaire.

Commençons par le premier cas, quand a1 = 0, quand α0 et α1 sont des
vraies racines. On obtient que l’éventail associé à X est :

FX = {({0},∅), (R+,{α1}), (R−,{α0})}

illustré ci-dessous :

X X

α
0
˅ α

1
˅β˅

X

-1    0      1 

Figure 1.1 – Éventail associé à X (cas A)

Dans le cas a1 > 0, toujours avec α0 et α1 deux vraies racines, on obtient
que l’éventail associé à X est :
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FX = {({0},∅), (R+,{α1}), (R−,{α0})}

illustré ci-dessous :

X X

α
0
˅ α

1
˅ β˅

X

-1    0      1 2

Figure 1.2 – Éventail associé à X pour a1 = 2 (cas B)

Quand α1 est une racine imaginaire et quand a1 = 0, on obtient que
l’éventail associé à X est :

FX = {({0},∅), (R+,∅), (R−,{α0})}

illustré ci-dessous :
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X X

α
0
˅ β˅

X

-1    0      1 

Figure 1.3 – Éventail associé à X (cas C)

Dans le cas a1 > 0, avec α1 imaginaire, on obtient que l’éventail associé à
X est :

FX = {({0},∅), (R+,{α1}), (R−,{α0})}

illustré ci-dessous :

X X

α
0

˅ β˅

X

-1    0        1    2

Figure 1.4 – Éventail associé à X pour a1 = 2 (cas D)
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3 Morphismes G-équivariants et Log MMP

Soient X,X ′ deux variétés horosphériques projectives lisses, avec X un
G/H-plongement et X ′ un G/H ′-plongement. Il existe une caractérisation
complète des morphismes G-équivariants entre X et X ′ (voir [Kno91, §4]).
On détaille ci-dessous le cas où X est complète de rang 1 et X ′ est complète
de rang 1 ou 0, et pour les contractions G-équivariantes (qui sont en parti-
culier à fibres connexes).

Notation 1.18. Soit Pχ le sous-groupe parabolique maximal associé à χ tel
que $χ est un caractère de Pχ. On note Pχ1,χ2,...,χk := Pχ1∩Pχ2∩...∩Pχk .(voir
Chapitre 1, section 1). Par convention, on a Pχ = G lorsque χ est imagi-
naire. On note IP les couleurs associées à P (c’est le I tel que P = PI).

On appelle contraction un morphisme projectif f : X Ð→ Y tel que
f∗(OX) = OY .

On dit que la contraction est extrémale si les courbes contractées par f
sont exactement celles dont la classe est sur le rayon extrémal.

Proposition 1.19. Soient X une variété complète de rang 1, X ′ une variété
complète de rang 1 ou 0 et ϕ : X Ð→ X ′ une contraction G-équivariante,
alors on est dans l’un des trois cas suivants :

1) X et X ′ sont de rang 1, H = H ′ et SX ⊂ SX′

2) X et X ′ sont de rang 1, H = ker χ ⊂ P et H ′ = ker χ ⊂ P ′ avec P ′ ⊋ P
et χ ∈ X(P ′) et α ∈ SP ∖ SP ′ ce qui donne α∨M = 0, SX ⊂ SX′ ∩ IP ′

3) X est de rang 1 et X ′ est de rang 0, H ′ = P ′ parabolique tel que
IP ′ ⊂ S′ ∖ SX et X ′ = G/H ′.

Corollaire 1.20. Si de plus ϕ est une contraction extrémale, alors on a l’un
des cas suivants :

1) X et X ′ sont de rang 1, H = H ′ et SX′ = SX ⊔ {α} avec α ∈ S′ ∖ SX

2) X et X ′ sont de rang 1, H = ker χ ⊂ P et H ′ = ker χ ⊂ P ′, P =
P ′ ∩ Pα avec α ∈ S′ ∖ SX et α∨M = 0, SX′ = SX
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3) X est de rang 1 et X ′ est de rang 0, P ′ = PS′∖SX et X ′ = G/P ′.

Afin de pouvoir étudier les variétés X, on utilisera dans la suite de la thèse
la version Log du Programme des Modèles Minimaux (appelé Log MMP). Le
Log MMP décrit une suite de transformations birationnelles qui se termine
par une fibration ou un modèle minimal, à savoir que dans nos cas, on a
toujours une fibration à la fin (voir [Mat02] et [Pas17]).

On va s’intéresser à présent à la représentation du Log MMP de X dans
le cas des variétés horosphériques de rang 1, projectives, lisses, de nombre de
Picard 2.

Le Log MMP peut être défini en termes de polytopes moments comme
dans [Pas17] mais il peut aussi être donné directement par la description des
morphismes G-équivariants, comme ici, à l’aide de la Proposition 1.19 et du
Corollaire 1.20.

Lemme 1.21. D’après [Pas20, Théorème 1.3], le Log MMP donne toujours
d’un côté une fibration notée F1 : X Ð→ G/Pβ qui correspond au cas 3) du
Corollaire 1.20.

Remarque 1.22. On rappelle que nos variétés X ont trois orbites sous l’ac-
tion de G : deux fermées qu’on note Y et Z qui sont respectivement iso-
morphes à G/Pα0,β (en rouge), G/Pα1,β (en bleu) et une ouverte isomorphe à
G/H Ð→ G/P avec P = Pα0,α1,β :

Figure 1.5 – Orbites d’une variété X de rang 1 et de nombre de Picard 2
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Il reste donc seulement à étudier la contraction provenant du deuxième
rayon extrémal de NE(X). Commençons par le premier cas.

[Cas A] Soit X comme dans la Définition 1.13. Supposons a1 = 0. Soit W
le G/H ′ plongement associé à l’éventail suivant, avec H ′ = ker χ ⊂ P ′ où P ′

= Pα0,α1 :

X X

α
0
˅ α

1
˅

Figure 1.6 – Éventail associé à W dans le cas A

Alors :

● il existe une fibration F2 : XÐ→W , ce qui donne le Log MMP suivant :
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W

F
1

F
2

Figure 1.7 – Log MMP de X pour a1 = 0 dans le cas A

● les orbites de W sont notées Y ′ isomorphe à G/Pα0 (en rose), Z ′ iso-
morphe à G/Pα1 (en vert) et G/H ′ :

Figure 1.8 – Orbites de W dans le cas A

[Cas B] Soit X comme dans la Définition 1.13. Supposons a1 > 0. Soient
X+ est le G/H-plongement tel que SX+ = {α0, β} et X ′ le G/H ′-plongement
associé à l’éventail suivant
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X X

α
0
˅ α

1
˅ β˅

X

Figure 1.9 – Éventail associé X ′ dans le cas B

Alors :

● il existe un flip de X dans X+ au dessus de X ′, suivi d’une fibration F3 :
X ′ Ð→ G/Pα1 , ce qui donne le Log MMP suivant :

X'

F
1

φ

X+

F
3

φ+

Figure 1.10 – Log MMP de X pour a1 > 0 dans le cas B

● les orbites de X ′ sont isomorphes à G/Pα1,β (en jaune), G/Pα0 (en gris)
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et G/H ′ :

Figure 1.11 – Orbites de X ′ dans le cas B

[Cas C] Soit X comme dans la Définition 1.13. Supposons a1 = 0. Soit W
le G/H ′ plongement associé à l’éventail suivant, avec H ′ = ker χ ⊂ P ′ où P ′

= Pα0,α1 :

X X

α
0
˅

Figure 1.12 – Éventail associé à W (cas C)

Alors :
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● il existe une fibration F2 : XÐ→W , ce qui donne le Log MMP suivant :

W

F
1

F
2

Figure 1.13 – Log MMP de X pour a1 = 0 dans le cas C

● les orbites de W sont notées Y ′ isomorphe à G/Pα0 (en rose), Z ′ iso-
morphe à G/Pα1 (en vert) et G/H ′ :

Figure 1.14 – Orbites de W dans le cas C

[Cas D] Soit X comme dans la Définition 1.13. Supposons a1 > 0. Soient
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X+ est le G/H-plongement tel que SX+ = {α0, β} et X ′ le G/H ′-plongement
associé à l’éventail suivant

X X

α
0
˅ β˅

X

Figure 1.15 – Éventail associé à X ′ (cas D)

Alors :

● il existe une contraction divisorielle sur la variété X ′, qu’on note ϕ :
XÐ→X ′ suivie par une fibration sur G/Pα1 , qu’on note F3 : X ′ Ð→ G/Pα1 .
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X'

F
1

φ

F
3

Figure 1.16 – Log MMP de X pour a1 > 0 dans le cas D

● les orbites de X ′ sont isomorphes à G/Pα1,β (en jaune), G/Pα0 (en gris)
et G/H ′ :

Figure 1.17 – Orbites de X ′ dans le cas D

Dans le Chapitre 2, on va étudier l’action de Aut0(X) sur X, en étudiant
tout d’abord la stabilité des G-orbites fermées. Pour cela, on va en particulier
étudier les fibres de F2 au dessus des orbites qui sont : Pα1/Pα1,β, Pα0/Pα0,β et
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Pα0,α1/Pα0,α1,β. En particulier, on étudiera les dimensions à l’aide du lemme
suivant.

Lemme 1.23. Soient π : X Ð→ X ′ une fibration, avec X et X ′ de rang 1,
G/P1 une G-orbite fermée de X et G/P2 une G-orbite fermée de X ′ telles
que π envoie G/P1 sur G/P2. Alors, au dessus de G/P2, les fibres de π sont
de même dimension que la dimension de P2/P1.

Dans la suite, on utilise également à plusieurs reprises le Lemme de Blan-
chard, et plus précisément la version algébrique donnée par [BSU13].

Lemme 1.24 (Blanchard). Soit f : X Ð→ Y un morphisme de schémas
propre tel que f∗(OX) = OY . Soit G un schéma de groupes connexe agis-
sant sur X. Alors, il existe une unique G-action sur Y telle que f est G-
équivariant.

Ce lemme s’applique aux contractions du MMP et Log MMP qui satisfont
les hypothèses du lemme, avec G = Aut0(X).

4 Fibrés vectoriels au dessus des variétés de

drapeaux et Théorème de Borel-Weil-Bott

On rappelle qu’on considère G un groupe algébrique connexe réductif et
B un sous-groupe de Borel de G contenant un tore maximal T . On note $χi

les poids fondamentaux de (G,B,T ) et ρ la somme des poids fondamentaux.
Soit P un sous-groupe parabolique de G et V un P -module. Alors, le

fibré vectoriel homogène G×P V au dessus de G/P est le quotient du produit
G × V par la relation d’équivalence ∼ définie de la façon suivante

∀g ∈ G,∀p ∈ P,∀v ∈ V, (g, v) ∼ (gp−1, p ⋅ v).

On utilise dans la suite le Théorème de Borel-Weil-Bott de [Akh95, sec-
tion 4.3](avec les mêmes notations que dans [PP10]).
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Théorème 1.25 (Borel-Weil-Bott). Soit V un P -module irréductible de plus
haut poids χ. On note ν(χ) le fibré vectoriel au dessus de G ×P V au dessus
G/P et wP0 (χ) le plus bas poids de V . On a alors l’alternative suivante :

∗ s’il existe une racine α avec ⟨wP0 (χ) − ρ, ∨α⟩ = 0, alors, pour tout i ≥ 0,
H i(G/P, ν(χ)) = 0,

∗ sinon, il existe un élément w du groupe de Weyl avec ⟨w(wP0 (χ)−ρ), ∨α⟩ <
0 pour toute racine positive α. On note `(w) la longueur de w. Alors, on a
H i(G/P, ν(χ)) = 0 pour i ≠ `(w) et H`(w)(G/P, ν(χ)) est le G-module de
plus haut poids −w(wP0 (χ) − ρ) − ρ.

Corollaire 1.26. Avec les mêmes notations que précédemment, s’il existe

une racine α avec ⟨wP0 (χ), ∨α⟩ > 0, alors H0(G/P, ν(χ)) = 0, sinon H0(G/P, ν(χ))
= V (−wP0 (χ)).
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CHAPITRE 2

ACTION DE AUT(X) SUR X

Dans ce chapitre, on étudie dans un premier temps la stabilité des G-
orbites fermées de X sous l’action de Aut0(X), puis dans un deuxième temps
on calcule Aut0(X) et pour terminer on étudie la connexité du groupe d’auto-
morphismes. On rappelle que X est une G-variété à trois orbites : une ouverte
et deux fermées, notées Y et Z (voir Chapitre 1, section 3).

On commence par un rappel fondamental : Lie(Aut0(X)) = H0(X,TX)
et par donner la suite exacte courte suivante :

0Ð→ SX Ð→ TX Ð→ ι∗N∂X/X Ð→ 0

où ι : ∂X ↪X est l’immersion fermée et SX le faisceau d’action de X, c’est-
à-dire le sous-faisceau de TX constitué des champs de vecteurs tangents à ∂X
= Y ⊔Z, ce qui donne la suite exacte longue suivante :

0Ð→H0(X,SX)Ð→H0(X,TX)Ð→H0(∂X,N∂X/X)Ð→ ...

Alors, si l’espace des sections globales H0(Ω,NΩ/X) du faisceau normal
d’une des deux G-orbites fermées Ω est trivial, alors Ω est stable sous l’action
de Aut0(X).
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1 Stabilité des G-orbites fermées sous l’action

de Aut0(X)
Dans cette partie, on va étudier la stabilité des G-orbites fermées Ω

de X sous l’action de la composante connexe du groupe d’automorphismes
Aut0(X), dans les cas mentionnés au Chapitre 1. Pour cela, on utilise plu-
sieurs méthodes qu’on détaille ci-après.

1.1 Argument géométrique

On a deux arguments géométriques différents utilisant le lemme de Blan-
chard (Lemme 1.24) qu’on pourra utiliser pour étudier la stabilité des G-
orbites fermées Y et Z sous l’action de Aut0(X), un qu’on utilisera dans le
cas où a1 = 0 et un autre quand on a a1 > 0, ce qui nous donne le résultat
suivant.

Proposition 2.1.

(∗) Supposons a1 = 0 et G = G0.
Si β est entre α0 et α1 sur le diagramme de Dynkin, alors Y et Z sont

stables sous l’action de Aut0(X).
Si α0 est entre β et α1 sur le diagramme de Dynkin, alors Z est stable

sous l’action de Aut0(X).
Si α1 est entre β et α0 sur le diagramme de Dynkin, alors Y est stable

sous l’action de Aut0(X).
(∗∗) Supposons a1 = 0 et G = G0×G1. Alors Z est stable sous l’action

de Aut0(X).
(∗ ∗ ∗) Supposons a1 > 0. Alors Y est stable sous l’action de Aut0(X).

1.1.1 Quand a1 = 0 et G = G0

Dans cette sous-partie, on montre que la condition (∗) de la Proposition
2.1 est satisfaite. Quand on est dans le cas a1 = 0, d’après le Chapitre 1,
le Log MMP donne deux fibrations F1 et F2. Cette seconde fibration sur la
variété X ′ nous permet de calculer des dimensions de fibres potentiellement
différentes. Si la dimension des fibres au dessus de la G-orbite fermée est
différente de celle de la fibre générale, alors l’orbite est stable sous l’action
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de Aut0(X) par le lemme de Blanchard.

Exemple 2.2. Dans le cas (I)(1), on a β = χm, α0 = χ1 et α1 = χm−1, et
ainsi on obtient :

● dim Pα0,α1/Pα0,α1,β = nombre de racines positives avec un coefficient nul
en α0 et α1 et un coefficient non nul en β

= nombre de racines positives avec un coefficient
nul en χ1 et χm−1 et un coefficient non nul en χm

= 1, car la seule possibilité est χm ,

● dim Pα0/Pα0,β = nombre de racines positives avec un coefficient nul en
α0 et un coefficient non nul en β

= nombre de racines positives avec un coefficient nul en
χ1 et coefficient non nul en χm

= m − 1, car les racines positives avec ces coefficients

sont
m

∑
i=j
χi avec j ∈ {2, ...,m}.

Donc ici les dimensions sont différentes (m ≥ 3) et ainsi Y est stable sous
l’action de Aut0(X).

Dans certains cas, il n’est pas nécessaire de calculer la dimension des
fibres, car il existe un argument permettant de conclure immédiatement que
Y ou Z est stable sous l’action de Aut0(X).

Lemme 2.3. Soient α0, α1, β des racines simples du même groupe simple
G0. Si β est entre α0 et α1 sur le diagramme de Dynkin, alors on a :

dim Pα0,α1/Pα0,α1,β < dim Pα0/Pα0,β

and dim Pα0,α1/Pα0,α1,β < dim Pα1/Pα1,β

ce qui signifie que Y et Z sont stables sous l’action de Aut0(X).

Démonstration. On rappelle que dim Pα0,α1/Pα0,α1,β = nombre de racines
positives avec un coefficient nul en α0 et α1 et un coefficient non nul en β.
Alors, on a :

dim Pα0/Pα0,β = nombre de racines positives avec un coefficient nul en α0

et un coefficient non nul en β
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= nombre de racines positives avec un coefficient nul en
α0 et un coefficient non nul en α1 et β plus nombre de racines positives avec
un coefficient nul en α0 et α1 et un coefficient non nul en β

= nombre de racines positives avec un coefficient nul en
α0 et un coefficient non nul en α1 et β plus dim Pα0,α1/Pα0,α1,β.

Mais puisqu’on a β entre α0 et α1 sur le diagramme de Dynkin, alors
il existe au moins une racine positive avec un coefficient nul en α0 et un
coefficient non nul en α1 et β, par exemple la somme de toutes les racines
comprises entre β et α1 (ces deux racines incluses), donc le nombre de racines
positives avec un coefficient nul en α0 et un coefficient non nul en α1 et β est
positif et ainsi on obtient dim Pα0,α1/Pα0,α1,β < dim Pα0/Pα0,β.

La preuve est exactement la même dans le second cas pour dim Pα0,α1/Pα0,α1,β

< dim Pα1/Pα1,β. ∎

On donne ci-dessous la liste de tous les cas dans lesquels on a β entre α0

et α1 sur le diagramme de Dynkin :

▸ (IX)(5)
▸ (IX)(7)
▸ (IX)(9)
▸ (IX)(12)
▸ (IX)(15)
▸ (IX)(17)
▸ (IX)(18)
▸ (X)(6)
▸ (X)(9)
▸ (X)(12)
▸ (X)(14)
▸ (XI)(4)
▸ (XI)(7)
▸ (XII)(6)
▸ (XII)(9)
▸ (XII)(11)
▸ (XII)(14)
▸ (XIII)(4)
▸ (XIII)(6)
▸ (XIII)(12)
▸ (XIII)(13)

▸ (XIII)(14)
▸ (XIII)(15)
▸ (XIII)(16)
▸ (XIII)(17)
▸ (XIII)(18)
▸ (XIII)(19)
▸ (XIII)(20)
▸ (XIII)(21)
▸ (XIII)(22)
▸ (XIII)(23)
▸ (XIII)(24)
▸ (XIII)(25)
▸ (XIII)(26)
▸ (XIII)(27)
▸ (XIV)(5)
▸ (XIV)(7)
▸ (XIV)(13)
▸ (XIV)(14)
▸ (XIV)(15)
▸ (XIV)(16)
▸ (XIV)(17)

▸ (XIV)(18)
▸ (XIV)(19)
▸ (XIV)(20)
▸ (XIV)(21)
▸ (XIV)(22)
▸ (XIV)(23)
▸ (XIV)(24)
▸ (XIV)(25)
▸ (XIV)(26)
▸ (XIV)(27)
▸ (XIV)(28)
▸ (XIV)(33)
▸ (XIV)(34)
▸ (XIV)(35)
▸ (XIV)(36)
▸ (XV)(5)
▸ (XV)(7)
▸ (XV)(13)
▸ (XV)(14)
▸ (XV)(15)
▸ (XV)(16)

▸ (XV)(17)
▸ (XV)(18)
▸ (XV)(19)
▸ (XV)(20)
▸ (XV)(21)
▸ (XV)(22)
▸ (XV)(23)
▸ (XV)(24)
▸ (XV)(25)
▸ (XV)(26)
▸ (XV)(27)
▸ (XV)(28)
▸ (XV)(33)
▸ (XV)(34)
▸ (XV)(35)
▸ (XV)(36)
▸ (XVI)(4)
▸ (XVI)(6)
▸ (XVI)(9)
▸ (XVI)(11)
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Dans tous ces cas, les G-orbites fermées Y et Z sont stables sous l’action
de Aut0(X).

Lemme 2.4. Soient α0, α1, β des racines simples du même groupe simple
G0. Si α1 est entre α0 et β sur le diagramme de Dynkin, alors on a :

dim Pα0,α1/Pα0,α1,β < dim Pα0/Pα0,β

ce qui signifie que Y est stable sous l’action de Aut0(X).

De la même façon, si α0 est entre α1 et β sur le diagramme de Dynkin,
alors Z est stable sous l’action de Aut0(X).

Démonstration. La preuve est la même que celle du Lemme 2.3. ∎

1.1.2 Quand a1 = 0 et G = G0 ×G1

De nouveau, on va utiliser l’argument sur les dimensions des fibres de la
fibration F2, afin de montrer que la condition (∗∗) de la Proposition 2.1 est
satisfaite, ce qui correspond au lemme suivant.

Lemme 2.5. L’orbite Z est toujours stable sous l’action de Aut0(X).

Démonstration. On a :

● dim Pα1/Pα1,β = dim G/Pα1,β - dim G/Pα1

= dim G0/Pβ ×G1/Pα1 - dim G1/Pα1

= dim G0/Pβ
= nombre de racines positives avec un coefficient non nul en

β

≠
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● dim Pα0,α1/Pα0,α1,β = dim G/Pα0,α1,β - dim G/Pα0,α1

= dim G0/Pα0,β ×G1/Pα1 - dim G0/Pα0 ×G1/Pα1

= dim G0/Pα0,β - dim G0/Pα0

= nombre de racines positives avec un coefficient nul
en α0 et un coefficient non nul en β,

ce qui signifie que Z est stable sous l’action de Aut0(X). ∎

Remarque 2.6. Concernant l’autre orbite, on va de nouveau vouloir compa-
rer la dimension de la fibre Pα0,α1/Pα0,α1,β qui est égale au nombre de racines
positives avec un coefficient nul en α0 et α1 et un coefficient non nul en β,
et la dimension de la fibre Pα0/Pα0,β qui est égale au nombre de racines po-
sitives avec un coefficient nul en α0 et un coefficient non nul en β. Ici, les
dimensions sont les mêmes, ce qui signifie qu’on va devoir utiliser une autre
méthode pour conclure.

1.1.3 Quand a1 > 0

Proposition 2.7. Quand a1 > 0, Y est toujours stable sous l’action de
Aut0(X).

Démonstration. D’après le lemme de Blanchard, le lieu exceptionnel, qui
est la G-orbite fermée Y , est stable sous l’action de Aut0(X). ∎

1.2 Argument calculatoire

Pour finir, si on ne peut pas utiliser les méthodes précédentes, on utilise
une méthode calculatoire qui est similaire à celle utilisée dans [Pas09, Lemme
1.15].

Considérons la G-orbite fermée Z. On a le fibré vectoriel suivant X ∖
Y Ð→ Z, et VZ un PZ-module simple de plus haut poids $α0 −$α1 − a1$β,

avec PZ := Pα1,β. Le plus petit poids de VZ est wα1,β
0 ($α0 − $α1 − a1$β)

où wα1,β
0 est le plus long élément de WS∖{α1,β}. On souhaite étudier ici si

wα1,β
0 ($α0 −$α1 −a1$β) est antidominant ou non, afin d’utiliser le Corollaire

1.26, qui nous dit que le plus petit poids de VZ est non antidominant si et
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seulement si H0(G/PZ ,NZ/X) = 0.

Pour toute racine simple γ de G (non imaginaire), alors on a

⟨wα1,β
0 ($α0 −$α1 − a1$β), γ∨⟩ = ⟨$α0 −$α1 − a1$β,w

α1,β
0 (γ∨)⟩.

Si γ est une racine différente de β et α1, alors wα1,β
0 (γ∨) = −δ∨ pour un

certain δ ∈ S ∖ {β,α1} avec δ et γ dans la même composante connexe de
ΓS∖{α1,β}. Ainsi, il reste seulement à calculer wα1,β

0 (α1
∨) et wα1,β

0 (β∨). Si on
obtient que l’un de ces deux nombres est strictement positif, alors la G-orbite
est stable sous l’action de Aut0(X) par le Théorème 1.25.

Exemple 2.8. Dans le cas (I)(1), on a β = χm, α0 = χ1 et α1 = χm−1. Par
Corollaire 1.6, on obtient que wα1,β

0 (α1
∨) = χ1

∨ + ... + χm−1
∨ et wα1,β

0 (β∨) =
χm∨ et ainsi on a :

⟨$α0 −$α1 − a1$β,w
α1,β
0 (γ∨)⟩ = { −a1 ≤ 0 si γ = β

0 si γ = α1

donc H0(G/PZ ,NZ/X) n’est pas trivial et puisqu’on a :

H0(G/PZ ,NZ/X) = V (−∑
γ
⟨$α0 −$α1 − a1$β,w

α1,β
0 (γ∨)⟩$γ),

on obtient finalement H0(G/PZ ,NZ/X) = V (a1$β +$χm−2).

Comme précédemment, on a différents cas à traiter ici, en fonction du
groupe G, pour lesquels on va donner certaines règles simplifiant l’étude des
cas.

1.2.1 Quand a1 = 0 et G = G0

Dans cette partie, on ne pourra pas utiliser d’arguments permettant de
conclure immédiatement comme précédemment, donc on devra utiliser la
méthode calculatoire dans tous les cas où on ne pourra pas utiliser la dimen-
sion des fibres.
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1.2.2 Quand a1 = 0 et G = G0 ×G1

Dans ce cas, c’est-à-dire quand a1 = 0 et #R = 1 avec α1 racine simple
de G1, G1 de type Am ou C∗, il n’est pas nécessaire d’effectuer les calculs
dans tous les cas. En effet, on a la proposition suivante :

Proposition 2.9. Pour les cas (IX) à (XVII), dans le contexte ci-dessus,
on a H0(Y,NY /X) non trivial.

Démonstration. Soient α0, β racines simples de G0, α1 = χ′1 racine simple
de G1 avec G1 de type Am ou C∗, alors :

⟨−$α0 +$α1 ,w
α0,β
0 (γ∨)⟩ = ⟨wα0,β

0 (−$α0 +$α1), γ∨⟩

= ⟨−wα0,β
0 ($α0) +wα0,β

0 ($α1), γ∨⟩

= ⟨−$α0 +wα0,β
0 ($α1), γ∨⟩

= ⟨−$α0 + 1
m+1(−χ′1 − 2χ′2 − ... − (m − 1)χ′m−1 −

mχ′m), γ∨⟩

= ⟨−$α0 −$χ′m , γ
∨⟩

(1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 si γ = β
−1 < 0 si γ = α0

−1 < 0 si γ = χ′m

si G1 est de type Am et α1 = χ′1, ce qui signifie que H0(Y,NY /X) n’est pas
trivial et on obtient H0(Y,NY /X) = V ($α0 +$χ′m).

Dans le cas où α1 est une racine imaginaire, on obtient un résultat presque
identique, en retirant la troisième ligne de (1) et on obtient que H0(Y,NY /X)
n’est pas trivial et H0(Y,NY /X) = V ($α0). ∎

1.2.3 Quand a1 > 0 et G = G0 ×G1 avec G1 de type Am ou G1 = {1}

De nouveau dans cette sous-partie, dans le contexte où a1 > 0 et #R = 1
avec α0 racine simple de G1 avec G1 de type Am ou {1}, il n’est pas nécessaire
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d’effectuer les calculs dans tous les cas. En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 2.10. Pour les cas (IX’) à (XVII’), dans le contexte ci-dessus, on
a H0(Z,NZ/X) non trivial.

Démonstration. Soit α0 racine simple de G1 avec G1 de type Am ou {1},
on a :

⟨wα1,β
0 ($α0 −$α1 − a1$β), γ∨⟩ = ⟨wα1,β

0 ($α0) −$α1 − a1$β, γ∨⟩

= ⟨ 1
m+1(−χ′1−2χ′2−...−(m−1)χ′m−1−mχ′m)−

$α1 − a1$β, γ∨⟩.

= ⟨−$χ′m −$α1 − a1$β, γ∨⟩.

(2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−a1 < 0 si γ = β
−1 < 0 si γ = α1

−1 < 0 si γ = χ′m

si G1 est de type Am et α0 = χ′1, ce qui signifie que H0(Z,NZ/X) n’est pas
trivial et on obtient H0(Z,NZ/X) = V (a1$β +$α1 +$χ′m).

Si α0 est une racine imaginaire, on obtient un résultat presque similaire,
en retirant de nouveau la troisième ligne de (2) et on obtient que H0(Z,NZ/X)
n’est pas trivial et H0(Z,NZ/X) = V (a1$β +$α1). ∎

1.2.4 Quand a1 > 0 et G = G0 ×G1 ×G2

Ici, on a α0 racine deG1 et α1 racine deG2, avec les cas de figures suivants :

● (XIX)(1) G1 et G2 sont tous les deux de type Am
● (XIX)(2) G1 est de type Am et G2 = C∗

● (XIX)(3) G1 = {1} et G2 est de type Am
● (XIX)(4) G1 = {1} et G2 = C∗.

Comme on est dans le cas a1 > 0, on sait déjà que Y est stable sous l’ac-
tion de Aut0(X) et on va donc chercher à étudier la G-orbite fermée Z, pour
laquelle on a le résultat suivant.
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Lemme 2.11. Dans le contexte ci dessus, H0(Z,NZ/X) n’est pas trivial.

Démonstration. Soient β racine simple de G0 quelconque, α0 une racine
simple de G1 avec G1 de type Am ou {1} et α1 une racine simple de G2 avec
G2 de type Am ou C∗. On a alors :

⟨wα1,β
0 ($α0 −$α1 − a1$β), γ∨⟩ = ⟨wα1,β

0 ($α0) −$α1 − a1$β, γ∨⟩

= ⟨ 1
m+1(−χ′1−2χ′2−...−(m−1)χ′m−1−mχ′m)−

$α1 − a1$β, γ∨⟩.

= ⟨−$χ′m −$α1 − a1$β, γ∨⟩.

(3) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−a1 < 0 si γ = β
−1 < 0 si γ = α1

−1 < 0 si γ = χ′m

si G1 et G2 sont de types Am avec α0 = χ′1 et α1 = χ1”, ce qui signifie que
H0(Z,NZ/X) n’est pas trivial et on a H0(Z,NZ/X) = V (a1$β +$α1 +$χ′m),
ce qui correspond au cas (XIX)(1).

Dans le cas (XIX)(2), on retire la deuxième ligne de (3) et on obtient que
H0(Z,NZ/X) n’est pas trivial et H0(Z,NZ/X) = V (a1$β +$χ′m).

Pour le cas (XIX)(3), on ne considère cette fois pas la troisième ligne de
(3) ce qui donne de nouveau que H0(Z,NZ/X) n’est pas trivial et H0(Z,NZ/X)
= V (a1$β +$α1).

Enfin, pour le dernier cas (XIX)(4), on ne conserve cette fois que la
première ligne de (3), ce qui donne H0(Z,NZ/X) non trivial et H0(Z,NZ/X)
= V (a1$β). ∎

1.3 Conclusion

En utilisant les différentes méthodes précédemment explicitées dans l’en-
semble des cas listés et non listés (c’est-à-dire les cas dits symétriques), on
obtient une étude complète de l’action de Aut0(X) sur les deux G-orbites
fermées Y et Z. Tous les résultats de l’étude sont regroupés dans l’Annexe,
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mais voici la conclusion générale de l’étude :

∗ quand a1 = 0, on obtient dans une partie des cas une variété à deux
orbites sous l’action de Aut0(X), et dans l’autre une variété à trois orbites
sous l’action de Aut0(X).

∗ quand a1 > 0 : X est toujours une variété à deux orbites sous l’action
de Aut0(X), sauf dans les cas suivants :

● X est une variété à trois orbites pour tout a1 > 0 :

▸ (II)(5)
▸ (II)(6)
▸ (III’)(5)
▸ (VIII)(1)
▸ (VIII)(2)
▸ (VIII)(5)
▸ (VIII)(6)

▸ (XVIII)(3)

▸ (XVIII)(4)

▸ (XVIII)(5)

▸ (XVIII)(7)

▸ (XVIII)(8)

● X est une variété à trois orbites pour certains a1 > 0 :

▸ (II’)(1) pour a1 = 1
▸ (II’)(3) pour a1 = 1
▸ (VIII’)(4) pour a1 = 1
▸ (VIII’)(6) pour a1 = 1
▸ (X)(15) pour a1 = 1
▸ (X)(16) pour a1 = 1
▸ (XI)(1) pour a1 = 1
▸ (XI)(3) pour a1 = 1
▸ (XI’)(4) pour a1 = 1

▸ (XI)(6) pour a1 = 1

▸ (XI’)(7) pour a1 = 1

▸ (XVI)(7) pour a1 = 1

▸ (XVI)(9) pour a1 = 1

▸ (XVI)(10) pour a1 = 1

▸ (XVI)(11) pour a1 = 1

▸ (XVII)(1) pour a1 = 1 et 2

Pour les cas dans lesquels X est une variété à trois orbites sous l’action
de Aut0(X) pour tout a1 > 0, si on considère les fibres F de la fibration
F1 précédemment explicitée, on obtiendra par la suite un résultat qui nous
permet de retrouver tous les cas précédemment listés (voir Proposition 2.14).

Concernant les cas dans lesquels X est une variété à trois orbites sous
l’action de Aut0(X), seulement pour certaines valeurs de a1, on remarque
que malgré un Log MMP de X identique pour tout a1 > 0, il existe certains
cas dans lesquels on obtient que la G-orbite fermée Z est stable sous l’ac-
tion de Aut0(X) pour certains a1 seulement, alors que le Log MMP de X est
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strictement le même pour tout a1 > 0.

2 Calcul de Aut0(X)
Dans cette section, on va prouver les Théorèmes 0.2 et 0.3, c’est-à-dire

on calcule Aut0(X) dans les cas où X est une variété à deux ou trois orbites
sous Aut0(X). Pour cela, on s’inspire de la preuve de [Pas09, Lemme 1.17]
en l’adaptant à notre contexte.

2.1 Quand X est une variété à deux orbites sous l’ac-
tion de Aut0(X)

Proposition 2.12. Soit X une variété à deux orbites sous l’action de Aut0(X)
et Y la G-orbite fermée. Alors, on obtient

Aut0(X) = ((G ×C∗)/C̃) ⋉H0(G/PZ ,NZ/X).

En particulier, Aut0(X) n’est pas réductif ici.

Remarque 2.13.

1) On obtient le même résultat dans le cas où Z est la G-orbite fermée :
Aut0(X) = ((G ×C∗)/C̃) ⋉H0(G/PY ,NY /X).

2) Les variétés à deux orbites sous un groupe réductif ont déjà fait l’objet
d’études, en particulier elles sont toutes sphériques d’après [Cup03]. Nous ne
sommes pas dans cette situation ici.

Démonstration. Soit π : X̃ Ð→ X l’éclatement de Y dans X. On sait que
X et Y sont lisses, donc X̃ est aussi lisse et de plus, il s’agit du fibré projectif
suivant au dessus de G/Pα1,β

ψ ∶ X̃ ∶= G ×Pα1,β P(VZ ⊕C)Ð→ G/Pα1,β
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où Pα1,β agit trivialement sur C. De plus, on sait que le diviseur exceptionnel
Ỹ de X̃ est G/Pα0,α1,β = G/P .

On remarque que Aut0(X) et Aut0(X̃) sont isomorphes. En effet :

∗ chaque automorphisme g de Aut0(X) stabilise Y = G/Pα0,β ⊂ Ỹ =
G/Pα0,α1,β, donc Aut0(X) ⊂ Aut0(X̃).

∗ par Lemme 1.24, on sait que Aut0(X̃) agit sur X de sorte que π est
équivariant.

On peut tout d’abord observer que ∀s ∈ H0(G/PZ ,NZ),∀(g0, [v0, ξ]) ∈
G ×PZ P(VZ ⊕ C), s.(g0, [v0, ξ]) = (g0, [v0 + ξv(g0), ξ]), donc H0(G/PZ ,NZ)
agit sur X̃ par translations des fibres de ψ.

On sait que G agit sur X, et on sait également que P /H agit sur

X = G.[v($α0+$β)
+ v($α1+(1+a1)$β)] par p.(g[v($α0+$β)

+ v($α1+(1+a1)$β)]) :=
g[p−1(v($α0+$β)

+v($α1+(1+a1)$β))]. Puisque C∗ est isomorphe à P /H, C∗ agit

sur X, donc G×C∗ agit sur X. De plus, C̃ = {(c, c−1H) ∈ C ×P /H} ⊂ G×C∗

agit également trivialement sur X, donc (G ×C∗)/C̃ agit sur X, et donc sur
X̃.

Alors, le groupe ((G × C∗)/C̃) ⋉ H0(G/PZ ,NZ) agit de manière ef-
fective sur X̃ (le produit semi-direct est défini par ((g′, c′), s′).((g, c), s) =
((g′g, c′c), c′g′s + s′)), et sur X par le Lemme de Blanchard.

Donc il reste seulement à prouver que Aut0(X̃) = ((G × C∗)/C̃) ⋉
H0(G/PZ ,NZ).

On sait d’après [Akh95, §2.4, Prop.1] que Aut0(X̃) échange les fibres
de ψ et induit également un automorphisme ψ̃ : G/PZ Ð→ G/PZ . On sait
aussi par [Akh95, §3.3, Th.2] que Aut0(G/PZ) = G/C. Ainsi, on a la suite
exacte suivante

0Ð→ AÐ→ Aut0(X̃)Ð→ G/C Ð→ 0

où A est l’ensemble des automorphismes qui stabilisent chaque fibre du fibré
projectif X̃. En fait, A consiste tout simplement en les transformations affines
des fibres.
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Alors, H0(G/PZ ,NZ) est le sous-groupe de A qui consiste en les trans-
lations. Notons A′ le sous-groupe de A consistant en les transformations
linéaires des fibres.

Alors, Z est stable sous l’action de A′ et A′ agit sur l’éclatement ˜̃X de Z

dans X̃. De plus, on sait que ˜̃X est un P1-fibré au dessus de G/P et il s’agit
en fait de l’unique G/H-plongement sans couleur.

De nouveau, par [Akh95, §2.4, Prop.1], on sait que Aut0( ˜̃X) échange les
fibres de ce fibré et induit un automorphisme de G/P . Puisque Aut0(G/P )
= G/C en utilisant de nouveau [Akh95, §3.3, Th.2], et par [Pas09, Remarque
1.18], on sait que l’action de G sur une variété X peut être étendue à une
action de G ×C∗ et le sous-groupe C̃ = {(c, c−1H) ∈ C ×P /H} ⊂ G ×C∗ agit

également trivialement sur ˜̃X, de sorte que Aut0( ˜̃X) = (G ×C∗)/C̃. ∎

Grâce à la Proposition 2.12, on peut démontrer de manière géométrique
que certaines variétés X sont à 3 orbites sous Aut0(X) (et non 2 orbites).

Notons F ⊂ X la fibre de la fibration F1 au dessus de Pβ/Pβ ∈ G/Pβ. Sous
l’action d’un sous-groupe de Levi Lβ de Pβ, F est une variété horosphérique
lisse de rang 1 et de Picard 1 : elle est soit homogène sous l’action de son
groupe d’automorphismes, soit à 2 orbites ([Pas09, Th.0.1]).

Proposition 2.14. Supposons que F est une des Lβ-variétés à deux orbites
suivantes :

● (Bm, χm−1, χm), avec m ≥ 3
● (B3, χ1, χ3)
● (Cm, χi+1, χi), avec m ≥ 2 et i ∈ {1, ...,m − 1}.

Supposons de plus que l’orbite fermée sous Aut0(F ) est ZF := Z ∩ F .
Alors, Z est une Aut0(X)-orbite.

Démonstration. Supposons que H0(Z,NZ/X) est non trivial. D’après la
Proposition 2.12, Y est Aut0(X)-stable car on sait que X est non homogène,
et ainsi l’éclatement π1 : X̃ Ð→ X de Y dans X est Aut0(X)-équivariant.

Par la preuve de la Proposition 2.12, on sait queH0(Z,NZ/X) agit sur X̃ et

donc sur X. De plus, on sait que F̃ = (F1○π1)−1(Pβ) ≃ Pβ×Pα1,βP(VZ⊕C), qui
est stable par l’action de H0(Z,NZ/X) donc on a une action de H0(Z,NZ/X)
de sorte que ZF n’est pas stabilisé par H0(Z,NZ/X). On obtient une contra-
diction avec les hypothèses de la proposition, ce qui signifie que H0(Z,NZ/X)
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est trivial, donc Z est stable sous l’action de Aut0(X). ∎

En appliquant la Proposition 2.14, on retrouve que X est une variété à
3 orbites sous l’action de Aut0(X), dans tous les cas où a1 > 0 et où une
composante Γ′ de ΓS∖{β} contient α0 et α1 de sorte que :

(Γ′, α0, α1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(Bm, χm−1, χm), m ≥ 3
ou (B3, χ1, χ3)

ou (Cm, χi+1, χi), m ≥ 2, i ∈ {1, ...,m − 1}.

On retrouve alors la liste établie dans la section 1.3 des 12 cas dans
lesquels X est une variété à 3 orbites sous l’action de Aut0(X) pour tout
a1 > 0.

2.2 Quand X est une variété à trois orbites sous l’action
de Aut0(X)

Proposition 2.15. Soit X une variété à trois orbites sous l’action de Aut0(X).
Alors, on obtient Aut0(X) = (G×C∗)/C̃. En particulier, Aut0(X) est réductif
ici.

Démonstration. Soit π : ˜̃X Ð→ X l’éclatement de Y et Z dans X. On sait
que ˜̃X est lisse et est le fibré projectif au dessus de G/P

ψ ∶ G ×P P1 Ð→ G/P.

Comme précédemment, on sait que Aut0(X) et Aut0( ˜̃X) sont isomorphes,
et on sait également cette fois qu’il n’existe aucune translation des fibres de
ψ, mais on a toujours l’action triviale de C̃ = {(c, c−1H) ∈ C ×P /H} ⊂ G×C∗

sur X et X̃, donc (G ×C∗)/C̃ agit sur X, et sur ˜̃X.

Prouvons à présent que Aut0( ˜̃X) = ((G×C∗)/C̃). On rappelle que, ˜̃X est
un P1-fibré au dessus de G/P et il s’agit en fait de l’unique G/H-plongement
sans couleur.

Comme précédemment, par [Akh95, §2.4, Prop.1], on a que Aut0( ˜̃X)
échange les fibres de ce fibré et induit de plus un automorphisme de G/P .
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Puisque Aut0(G/P ) = G/C par [Akh95, §3.3, Th.2] et par [Pas09, Remarque
1.18], on sait que l’action de G sur une variété X peut de nouveau être étendue

à une action de G × C∗ et comme précédemment, on obtient Aut0( ˜̃X) =
(G ×C∗)/C̃. ∎

3 Connexité de Aut(X)
A présent qu’on a calculé Aut0(X) dans tous les cas qui nous intéressent,

on souhaite calculer Aut(X) et étudier sa connexité. Pour cela, on étudie
différents cas de figure, en fonction de G et de la valeur de a1.

Avant d’énoncer le résultat de cette section, on va introduire un dernier
objet utile par la suite : soit sΓ une symétrie du diagramme de Dynkin de G,
alors sΓ induit un automorphisme de G qu’on notera aussi sΓ qui préserve
le tore T , le Borel B et les ensembles de racines S,R,R+. On verra par la
suite que sous certaines conditions, sΓ se prolonge en un automorphisme de X.

Définition 2.16. On note Sym(1)(2)(Γ, β, α0, α1) l’ensemble des sΓ qui fixent
β et soit fixent α0 et α1, soit les échangent.

De la même façon, Sym(1)(Γ, β, α0, α1) est l’ensemble des sΓ qui fixent β,
α0 et α1, alors que Sym(2)(Γ, β, α0, α1) correspond à l’ensemble des sΓ qui
fixent β et permutent α0 et α1.

Remarque 2.17. Si α est imaginaire, par convention sΓ fixe α.

Théorème 2.18. On a les deux cas de figure suivants.

Pour tout X avec a1 = 0, Aut(X) = Aut0(X)⋊ Sym(1),(2)(Γ, β, α0, α1).

Pour tout X avec a1 > 0, Aut(X) = Aut0(X)⋊ Sym(1)(Γ, β, α0, α1).

Pour démontrer ce théorème, on aura besoin du résultat suivant.

Lemme 2.19. Soient P1 et P2 deux sous-groupes paraboliques de G conte-
nant le même sous-groupe de Borel B. Si P1 et P2 sont conjugués par un
élément g de G, alors P1 = P2 et g ∈ P1.
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Démonstration. Soit g ∈ G tel que P2 = gP1g−1. On sait que B ⊂ P1, et
puisque B ⊂ P2, on a g−1Bg ⊂ P1. Comme tous les Borel de P1 sont conjugués,
il existe q ∈ P1 tel que qBq−1 = g−1Bg, ce qui signifie que B = q−1g−1Bgq,
donc qg ∈ NG(B). Mais puisque NG(B) = B par [Spr98, §6.4.9], on obtient
g ∈ q−1B ⊂ P1, et ainsi P2 = P1.

De plus, comme P2 = P1, on a gP1g−1 = P1, d’où g ∈ NG(P1) = P1 d’après
[Spr98, §6.4.10] ∎

3.1 Prérequis

Soit G×C∗/C la partie réductive vue comme un sous-groupe de Aut0(X).

Lemme 2.20. Soit ψ un automorphisme de X. Quitte à composer ψ par un
élément de Aut0(X), on peut supposer que :

1) ψ induit un automorphisme ψ̃ de G × C∗/C tel que ψ stabilise l’en-
semble des G-orbites (sachant qu’il s’agit également des G ×C∗/C-orbites).

2) ψ(G/H) = G/H et ψ(H/H) = H/H.

3) ψ̃(H) = H et ψ̃(P ) = P .

Démonstration. L’automorphisme ψ induit ψ̃ un automorphisme de Aut0(X)
par ψ̃(g) = ψ ○ g ○ ψ−1. Remarquons que pour tout g ∈ Aut0(X) et x ∈ X, on
a (ψ ○ g)(x) = ψ ○ g ○ψ−1 ○ψ(x) = ψ̃(g)y, avec y = ψ(x) et ψ̃(g) ∈ Aut0(X).

On sait que ψ̃ fixe Ru(Aut0(X)) et ψ̃ envoie donc G×C∗/C sur un sous-
groupe conjugué par un élément g′ du radical unipotent de Aut0(X), donc
quitte à composer ψ par g′, on peut supposer que ψ̃ envoie G × C∗/C sur
G ×C∗/C.

On a donc bien qu’une G-orbite est envoyée sur une G-orbite et en par-
ticulier ψ(G/H) = G/H. Puis, quitte à composer par un élément de G×C∗,
on a ψ(H/H) = H/H.

On a donc bien prouvé les points 1) et 2), passons à présent au point 3).
On a ∀h ∈H,

ψ̃(h).H/H = ψ ○ h ○ ψ−1.ψ(H/H)
= ψ ○ h.H/H
= ψ(H/H)
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= H/H

d’après le point 2). Ainsi, on a ψ̃(H) ⊂H, et donc ψ̃(H) = H.
Soit P = NG(H). On a ∀p ∈ P , pHp−1 = H, d’où ψ̃(pHp−1) = ψ̃(H)

= H d’après ce qui précède. On obtient alors ψ̃(p)ψ̃(H)ψ̃(p−1) = H, ce qui
implique que ψ̃(P ) = P . ∎

Corollaire 2.21. Soit ψ ∈ Aut(X). Quitte à composer par un élément de
Aut0(X) tout en gardant les propriétés du Lemme 2.20, l’automorphisme ψ̃
de G associé à ψ est égal à un automorphisme sΓ provenant d’une symétrie
du diagramme de Dynkin (éventuellement l’identité) où sΓ vérifie l’une des
deux conditions suivantes :

1) sΓ fixe α0, α1 et β et alors ψ stabilise G/Pα0,β et G/Pα1,β,
2) sΓ échange α0 et α1 et fixe β et alors ψ échange G/Pα0,β et G/Pα1,β.

De plus ψ(P /H) = P /H.

Démonstration. On a ψ̃ = γg′ ○ sΓ par la description de Aut(G × C∗) et
ainsi, ∀g ∈ G :

ψ(gH/H) = ψ ○ g(H/H)
= ψ ○ g ○ ψ−1(ψ(H/H))
= ψ ○ g ○ ψ−1(H/H)
= ψ̃(g)(H/H)
= (γg′ ○ sΓ)(g)(H/H)
= (g′sΓ(g)g′−1H/H)

D’après ce qui précède, ψ̃(P ) = g′P ′g′−1 = P avec P ′ := sΓ(P ) ⊃ B donc
par le Lemme 2.19, on a g′ ∈ P .

On sait que P /H ≃ C∗ agit sur G/H par pH/H.gH = gpH/H et on a :

(g′−1, g′H/H).H/H = g′−1g′H/H =H/H,

donc (g′−1, g′H/H) ∈ StabP×P /H(x0), avec x0 = H/H. En composant avec ψ,
on obtient :

51



(g′−1, g′H/H) ○ ψ(gH/H) = (g′−1, g′H/H) ○ (g′sΓ(g)g′−1H/H)
= g′−1g′sΓ(g)g′−1g′H/H)
= sΓ(g)H/H.

et on obtient finalement que ψ̃ = sΓ et ψ(P /H) = P /H. Puisque C∗ ≃ P /H ⊂
G/H ⊂ X et comme X ⊃ P /H = P /H ⊔ {PZ/PZ , PY /PY }, alors ψ stabilise
{PZ/PZ , PY /PY }. On a soit ψ qui stabilise PZ/PZ et PY /PY ou ψ qui les
échange. ∎

Remarque 2.22. Remarquons les points suivants.

1) L’application ψ ↦ ψ̃ est injective.

2) Lorsque a1 > 0, on sait que l’orbite Y est stable sous l’action de Aut0(X)
(en tant que lieu exceptionnel), donc il peut y avoir des automorphismes
extérieurs qui fixent les orbites mais pas qui les échangent. En effet, s’il exis-
tait un automorphisme extérieur échangeant les G-orbites fermées, alors en
composant avec la contraction birationnelle on obtiendrait une contraction
birationnelle qui contracte l’autre orbite fermée, ce qui est impossible d’après
le Log MMP.

3) Quand a1 = 0, si X est une variété à deux orbites sous l’action de
Aut0(X), alors il n’existe aucun automorphisme qui échange les deux G-
orbites fermées, sinon par composition, on se retrouverait avec une variété
homogène, ce qui n’est pas le cas.

3.2 sΓ = id

Remarquons que sΓ est toujours l’identité lorsque G = G0, avec G0 un
groupe simple G0 de type Bm, Cm, E7, E8, F4 ou G2. En effet, dans ces cas
il n’existe aucune symétrie non triviale du diagramme de Dynkin de G, ce
qui signifie qu’il n’existe aucun automorphisme non trivial du diagramme
de Dynkin de G, ainsi l’automorphisme induit ψ̃, est nécessairement un au-
tomorphisme intérieur d’après [Hum72, §16.5]. On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.23. Supposons que ψ̃ = id. Alors, ψ = id. Par conséquent,
le groupe d’automorphismes de X est connexe lorsque Sym(1)(2)(Γ, β, α0, α1)
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= {idΓ}.

Démonstration. Pour tout g ∈ G, ψ(g.H/H) = ψ̃(g)(H/H)
= g.H/H

d’où ψ = id dans G/H et donc dans X. En particulier, ψ ∈ Aut0(X).
Par le Lemme 2.20 et le Corollaire 2.21 on obtient que le groupe d’auto-

morphismes de X est connexe lorsque Sym(1)(2)(Γ, β, α0, α1) = {idΓ}. ∎

3.3 sΓ ≠ id

Ce cas ne peut avoir lieu que dans les cas où G0 est de type Am, Dm

ou E6, ou lorsque G = G0 ×Am′ ×Am′ , avec G0 quelconque. On a bien dans
ces cas des symétries du diagramme de Dynkin de G, donc ψ peut à présent
induire un automorphisme de G qui est non intérieur d’après [Hum72, §16.5].

Remarque 2.24. Si on a sΓ ≠ id, on est dans un des cas suivants du Corol-
laire 2.21 :

● sΓ est dans Sym(2)(Γ, β, α0, α1) si G0 est de type Am ou E6, ou si G =
G0 ×Am′ ×Am′ avec G0 non de type Dm

● sΓ est dans Sym(1)(2)(Γ, β, α0, α1) si G0 est de type Dm.

Remarque 2.25. Dans tous les cas considérés dans cette thèse, les ensembles
Sym(1)(Γ, β, α0, α1) et Sym(2)(Γ, β, α0, α1) ne peuvent pas être non vides tous
les deux sauf dans le cas G = Dm ×Am′ ×Am′ .

Lemme 2.26. Pour tout sΓ dans Sym(1)(Γ, β, α0, α1) lorsque a1 > 0 ou
Sym(1)(2)(Γ, β, α0, α1) lorsque a1 = 0, sΓ induit un automorphisme de X.

Démonstration. Soit V un G-module simple de plus haut poids vλ. Le
G-module V avec l’action ⊙sΓ , définie par :

∀g ∈ G,∀v ∈ V , g ⊙sΓ v = sΓ(g).v
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est toujours un G-module. Ainsi, il existe un isomorphisme G-équivariant ϕ
de (V, .) dans (V,⊙sΓ), c’est-à-dire de sorte que ∀g ∈ G,∀v ∈ V , ϕ(g.v) =
sΓ(g).ϕ(v). En particulier, comme sΓ stabilise B et T et agit sur le système
de racines, on a ϕ(vλ) = vsΓ(λ).

En appliquant cela à V1 := V ($α0+$β) et V2 := V ($α1+(a1+1)$β), avec
les conditions imposées à sΓ, on obtient un isomorphisme G-équivariant φ de
(P(V1⊕V2), .) dans soit (P(V1⊕V2),⊙sΓ), soit (P(V2⊕V1),⊙sΓ) (uniquement
si a1 = 0).

Comme les vecteurs de plus haut poids sont envoyés sur les vecteurs de
plus haut poids, la variété X, qui est définie comme l’adhérence d’uneG-orbite
d’une somme de vecteurs de plus haut poids, est envoyée sur elle-même, de
sorte que sΓ agit sur l’orbite ouverte par φ(gH/H) = sΓ(g)H/H. Ainsi, φ
induit un automorphisme φ̃ de X tel que φ̃ = sΓ. ∎

Démonstration du Théorème 2.18. En utilisant les points 1) et 2) de
la Remarque 2.22 et le Corollaire 2.21, on montre à la fois que Aut(X) ⊂
Aut0(X)⋊ Sym(1),(2)(Γ, β, α0, α1), lorsque a1 = 0, et que Aut(X) ⊂ Aut0(X)⋊
Sym(1)(Γ, β, α0, α1), lorsque a1 > 0. La seconde inclusion est obtenue par le
Lemme 2.26. ∎
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CHAPITRE 3

RIGIDITÉ LOCALE ET
DÉFORMATION DE X

A présent qu’on a étudié l’action de Aut0(X) sur X dans tous les cas qu’on
a précédemment listés et qu’on a conclu qu’on obtenait soit une variété à deux
orbites (une ouverte et une fermée) soit une variété à trois orbites (une ou-
verte et deux fermées), en calculant H0(X, TX) (dans les cas où l’espace des
sections globales du faisceau tangent est non trivial), on étudie à présent la
rigidité locale de X, en calculant H1(X, TX).

En utilisant les mêmes notations que précédemment, on a toujours la
suite exacte courte suivante :

0Ð→ SX Ð→ TX Ð→ N∂X/X Ð→ 0

avec SX le faisceau d’action de X, c’est-à-dire le sous-faisceau de TX constitué
des champs vectoriels tangents à ∂X = Y ∪ Z, ce qui donne la suite exacte
longue suivante :

H0(X,SX) Ð→ H0(X,TX) Ð→ H0(∂X,N∂X/X) Ð→ H1(X,SX) Ð→
H1(X,TX)Ð→H1(∂X,N∂X/X)Ð→H2(X,SX)Ð→H2(X,TX)Ð→ ...
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1 Contexte et stratégie

Soit X une variété horosphérique projective lisse. Alors, on sait que
H i(X,SX) = 0, ∀i > 0 d’après [PP10, Th.0.4]. Ainsi, d’après la suite exacte
longue précédente, on obtient que

H1(X,TX) = H1(∂X,N∂X/X). (1)

Notre but ici est d’étudier cette fois H1(X, TX). Si le calcul nous donne
0, on a, d’après la théorie de Kodaira-Spencer, que X est localement rigide,
c’est-à-dire n’admet aucune déformation locale.

D’après (1), il faut seulement calculer H1(∂X,N∂X/X). En effet, on sait
que H1(∂X,N∂X/X) = H1(Y,NY /X) ⊕H1(Z,NZ/X), et si Y (ou Z) n’est pas
stable sous l’action de Aut0(X), alors on obtient que H0(Y,NY /X) ≠ 0 (resp.
H0(Z,NZ/X) ≠ 0) et H1(Y,NY /X) = 0 (resp. H1(Z,NZ/X) = 0) par Borel-
Weil.

Donnons un exemple concret de la méthode employée par la suite afin
d’étudier la rigidité locale, mais avant commençons par donner les différentes
étapes à suivre.

1 - On va considérer le poids χ qui décrit l’espace total de NY /X or NZ/X,
qui est égal respectivement à −$α0 +$α1 + a1$β ou $α0 −$α1 − a1$β, et on

calcule ensuite wα0,β
0 (χ) ou wα1,β

0 (χ).

2 - L’étape suivante consiste ensuite à écrire wα0,β
0 (χ)− ρ ou wα1,β

0 (χ)− ρ
comme combinaison linéaire des $χj . On va ensuite exclure tous les cas où
H0(X, TX) ≠ 0 (c’est-à-dire tous les cas où H0(Ω,NΩ/X) ≠ 0 pour Ω une
G-orbite fermée) ainsi que tous les cas où H i(X, TX) = 0 pour tout i (qui
correspondent aux cas où l’un des coefficients est nul). On a à présent deux
cas de figure :

● tous les coefficients sont strictement négatifs et ainsi on est dans la
chambre dominante et on peut alors calculer H1(X, TX), ou

● il existe une racine γ avec un coefficient positif, et on effectue alors
l’étape suivante.

Remarque 3.1. Si on obtient deux coefficients strictement positifs à l’étape
2, alors il n’existe aucune réflexion orthogonale de sorte que tous les coeffi-
cients deviennent strictement négatifs. En effet, si on considère deux racines
distinctes γ et γ′ avec un coefficient positif, alors il existe δ∨ ∈ R∨

+
de sorte que

57



sγ(δ∨) = γ′∨ et ainsi ⟨sγ(wα0,β
0 (χ)−ρ), δ∨)⟩ > 0 ou ⟨sγ(wα1,β

0 (χ)−ρ), δ∨)⟩ > 0.

3 - Cette dernière étape consiste à trouver une réflexion simple qui envoie
wα0,β

0 (χ) − ρ ou wα1,β
0 (χ) − ρ selon le cas, dans la chambre antidominante.

On cherche à calculer ⟨wα0,β
0 (χ) − ρ, sγ(χj∨)⟩ ou ⟨wα1,β

0 (χ) − ρ, sγ(χj∨)⟩ avec
γ ∈ S, en utilisant ce qui suit :

sγ(χj∨) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

χj∨ si γ et χj non liées
−χj∨ si γ = χj

coracine positive ≠ χj∨ sinon

de telle sorte que :

⟨$γ, sγ(χj∨)⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 si γ et χj non liées
−1 si γ = χj

−⟨χj, γ∨⟩ sinon

Si ⟨$γ, sγ(χj∨)⟩ < 0, pour tout χ∨j , alors on obtient bien H1(X, TX) ≠ 0.
Sinon, on a H1(X, TX) trivial.

Avant de donner un exemple concret, on va d’abord donner un premier
résultat intermédiaire qui simplifiera les calculs, en utilisant les notations sui-
vantes. On note respectivement cα1 et dα1 les coefficients de α1 dans wα0,β

0 (α∨0)
et wα0,β

0 (β∨) (voir Lemme 1.5) et α′1 := wα0,β
0 (α1) (respectivement cα0 et dα0

les coefficients de α0 dans wα1,β
0 (α∨1) et wα1,β

0 (β∨) et α′0 := wα1,β
0 (α0)).

Convention 3.2. Si α1 est une racine imaginaire, alors cα1 = dα1 = 0. Si α0

est une racine imaginaire, alors cα1 = 1. Cette convention n’est pas très natu-
relle, mais elle permet que les calculs effectués restent vrais dans tous les cas.

Remarque 3.3. On a la même convention pour cα0 et dα0 .

Lemme 3.4. Avec les notations précédentes, lorsque α1 est non imaginaire,
on a wα0,β

0 ($α1) = cα1$α0 + dα1$β −$α′1
. Sinon, wα0,β

0 ($α1) = $α1.

Remarque 3.5. On obtient le même résultat pour l’autre cas : wα1,β
0 ($α0)

= cα0$α1 +dα0$β −$α′0
si α0 non imaginaire et wα1,β

0 ($α0) = $α0 si α0 ima-
ginaire.
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Démonstration. On sait qu’on a :

⟨wα0,β
0 ($α1), γ∨⟩ = ⟨$α1 ,w

α0,β
0 (γ∨)⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 si γ = α′1
cα1 si γ = α0

dα1 si γ = β
0 sinon.

On pose wα0,β
0 ($α1) =

m

∑
p=1
fi$χi , alors on a :

⟨wα0,β
0 ($α1), γ∨⟩ = ⟨

m

∑
p=1
fi$χi , γ

∨⟩ =
m

∑
p=1
fi⟨$χi , γ

∨⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 si γ = α′1
cα1 si γ = α0

dα1 si γ = β
0 sinon

ce qui nous donne fα′1 = −1, fα0 = cα1 , fβ = dα1 et fi = 0 pour tous les autres

i, donc on a wα0,β
0 ($α1) = −$α′1

+ cα1$α0 + dα1$β. ∎

A présent, choisissons un cas dans lequel H0(Y,NY /X) est trivial, comme
dans le cas (V)(1), avec a1 ≥ 0, pour illustrer la méthode précédemment
énoncée.

Exemple 3.6. On va donc chercher à étudier l’orbite Y dans le cas (V)(1).
On rappelle que dans ce cas, on a G = G0 de type E6, β = χ1, α0 = χ2, α1

= χ3 et χ = −$α0 +$α1 + a1$β. On rappelle également qu’on a ρ =
m

∑
j=1
$χj ,

de sorte que :

wα0,β
0 (χ) − ρ = wα0,β

0 (−$α0 +$α1 + a1$β) −
6

∑
j=1
$χj

= −wα0,β
0 ($α0) +wα0,β

0 ($α1) + a1w
α0,β
0 ($β) −

6

∑
j=1
$χj

= −$α0 +wα0,β
0 ($α1) + a1$β −

6

∑
j=1
$χj (∗)

D’après Lemme 3.4, wα0,β
0 ($α1) = −$χ6 +$χ2 +$χ1, donc on a :

(∗) = −$χ2 −$χ6 +$χ2 +$χ1 + a1$χ1 −
6

∑
j=1
$χj

= a1$χ1 −$χ2 −$χ3 −$χ4 −$χ5 − 2$χ6.
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Ainsi, on note que le seul coefficient positif ici est a1. Ainsi, la dernière
étape consiste à présent à calculer ⟨sχ1(wα0,β

0 (χ) − ρ), χj∨⟩, pour tout j ∈
{1, ...,6}.

Remarque 3.7. On choisit sχ1 car si on considérait sχi avec i ≠ 1, on au-

rait sχi(χ∨i ) = −χi, ce qui nous donne par la suite ⟨sχi(wα0,β
0 (χ) − ρ), χ∨i ⟩

= ⟨wα0,β
0 (χ) − ρ, sχi(χ∨i )⟩ = ⟨wα0,β

0 (χ) − ρ,−χ∨i ⟩ ≥ 0, car pour tout i ≠ 1, le
coefficient devant $χi est négatif ou nul.

Ainsi, on obtient :

⟨sχ1(wα0,β
0 (χ) − ρ), χj∨⟩ = ⟨wα0,β

0 (χ) − ρ, sχ1(χj∨)⟩
= ⟨a1$χ1 −$χ2 −$χ3 −$χ4 −$χ5 −2$χ6 , sχ1(χj∨)⟩
= a1⟨$χ1 , sχ1(χj∨)⟩−⟨$χ2 , sχ1(χj∨)⟩−⟨$χ3 , sχ1(χj∨)⟩−

⟨$χ4 , sχ1(χj∨)⟩ − ⟨$χ5 , sχ1(χj∨)⟩ − 2⟨$χ6 , sχ1(χj∨)⟩

et puisque sχ1(χj∨) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−χ1
∨ if j = 1

χ2
∨ if j = 2

χ3
∨ + χ1

∨ if j = 3
χ4

∨ if j = 4
χ5

∨ if j = 5
χ6

∨ if j = 6

on obtient au final :

⟨sχ1(wα0,β
0 (χ) − ρ), χj∨⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−a1 ≤ 0 if j = 1
−1 < 0 if j = 2
a1 − 1 if j = 3
−1 < 0 if j = 4
−1 < 0 if j = 5
−2 < 0 if j = 6

Si a1 = 0, on est sur le mur de la chambre antidominante et on a donc
H1(X, TX) = 0, et si a1 > 0, alors a1−1 ≥ 0 donc on n’est pas dans la chambre
antidominante et H1(X, TX) = 0. Donc dans ce cas, X est localement rigide.
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2 Calcul de H1(X, TX)
On va maintenant regarder, sans perte de généralité, ce qui se passe pour

la G-orbite fermée Y , qui est isomorphe à G/Pα0,β. On sait qu’on a :

wα0,β
0 (χ) − ρ = −$α0 + cα1$α0 + dα1$β −$α′1

+ a1$β −
m

∑
l=1
$χl

= (cα1 − 2)$α0 − 2$α′1
+ (dα1 + a1 − 1)$β −

m

∑
l=1
χl≠β
χl≠α0

χl≠α
′

1

$χl .

D’après les remarques précédentes, il y a deux cas de figure à étudier :

● soit cα1 − 2 < 0 et dα1 + a1 − 1 > 0,
● soit cα1 − 2 > 0 et dα1 + a1 − 1 < 0.

Or, on a le lemme suivant, qui rend ce dernier cas de figure impossible.

Lemme 3.8. Le coefficient cα1 est toujours égal à 0, 1 ou 2 dans tous les
cas étudiés (voir Chapitre 1).

Démonstration. Si G0 est de type Am, Bm, Cm ou Dm, on a toujours
0 ≤ cα1 ≤ 2, d’après [Bou07].

Si G0 est de type F4, ΓS∖{β} est de type Am, Bm, Cm ou Dm, donc on a

de nouveau 0 ≤ cα1 ≤ 2 (puisque wα0,β
0 (α0

∨) est une racine de ΓS∨∖{β}).
Si G = G0 ×G1 avec G0 de type G2, alors ΓS∖{β} est de type A1 ×Am.
Si G0 est de type E6, on a ΓS∖{β} de type Am, Bm, Cm ou Dm, et de

nouveau 0 ≤ cα1 ≤ 2.
Enfin, si G est de type E7 ou E8, alors ΓS∖{β} peut être de type E6 ou E7,

ce qui peut donner cα1 > 2. Pour cela, β doit être respectivement χ7 ou, χ7

ou χ8. Mais comme ce n’est pas un cas possible dans le cadre de cette thèse,
on a de nouveau 0 ≤ cα1 ≤ 2. ∎

Théorème 3.9. Soit a1 ≥ 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1)(a) λ = dα1 + a1 − 1 > 0 et 2 − cα1 > 0, et
(b) β est uniquement liée à α0 et α′1 (ou l’une d’elles si β est extrémale),

et
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(c) { Aλ + (cα1 − 2) < 0
Bλ − 2 < 0

avec A = −⟨α0, β∨⟩ et B = −⟨α′1, β∨⟩.

(2) H1(Y,NY /X) n’est pas trivial.

Remarque 3.10. On peut aussi réécrire la condition (c) de l’une des façons
suivantes :

∗ λ = 1, cα1 = 0, A = 0 or 1, B = 0 ou 1,
∗ λ = 1, cα1 = 1, A = 0, B = 1.

Démonstration. On va commencer par montrer l’implication (1) Ô⇒ (2).
On rappelle que dans cette preuve on va travailler sans perte de généralité
sur la G-orbite Y et qu’on a :

wα0,β
0 (χ) − ρ = (cα1 − 2)$α0 − 2$α′1

+ (dα1 + a1 − 1)$β −
m

∑
l=1
χl≠β
χl≠α0

χl≠α
′

1

$χl .

avec cα1 − 2 < 0 et dα1 + a1 − 1 > 0.

On veut à présent calculer ⟨sβ(wα0,β
0 (χ) − ρ), χj∨⟩, ∀j ∈ {1, ...,m} :

(∗1) ⟨sβ(wα0,β
0 (χ) − ρ), χj∨⟩ = ⟨wα0,β

0 (χ) − ρ, sβ(χj∨)⟩
= ⟨(cα1 − 2)$α0 − 2$α′1

+ (dα1 + a1 − 1)$β −
m

∑
l=1
χl≠β
χl≠α0
χl≠α1

$χ′
l
, sβ(χj∨)⟩

= (cα1−2)⟨$α0 , sβ(
∨

χj)⟩-2⟨$α′1
, sβ(

∨

χj)⟩+(dα1+a1−1)⟨$β, sβ(
∨

χj)⟩-
m

∑
l=1
χl≠β
χl≠α0

χl≠α
′

1

⟨$χl , sβ(χj∨)⟩

On va traiter les trois cas de figure suivants :

● (i) χj = β
● (ii) χj et β ne sont pas liées sur le diagramme de Dynkin
● (iii) χj et β sont liées sur le diagramme de Dynkin.
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Dans le cas (i), on a :

(∗1) = -(dα1 + a1 − 1) < 0

Dans le cas (ii), on a χj et β non liées sur le diagramme de Dynkin, ce
qui signifie que χj est différente de α0 et α′1 :

(∗1) = −1 < 0 (avec χj ≠ β,α0, α′1)

Enfin, dans le cas (iii), on a χj et β liées sur le diagramme de Dynkin, ce
qui signifie qu’on considère χj = α0 et χj = α′1, ce qui nous donne :

(∗1) = { (cα1 − 2) +A(dα1 + a1 − 1) si χj = α0

−2 +B(dα1 + a1 − 1) si χj = α′1
avec A = −⟨α0, β∨⟩ et B = −⟨α′1, β∨⟩.

En utilisant (c), on obtient que les coefficients sont tous les deux stric-
tement négatifs, et ainsi H1(X, TX) est non trivial pour certaines valeurs de
a1 ≥ 0, donc (1) Ô⇒ (2).

On va à présent prouver la seconde implication, c’est-à-dire que H1(X, TX)
non trivial pour certains a1 ≥ 0 implique (a), (b) et (c). L’implication (2)Ô⇒
(a) étant triviale, on va commencer par montrer (2) Ô⇒ (b).

Supposons que (b) n’est pas vérifiée, c’est-à-dire que β est liée à une autre
racine que α0 et α′1, et montrons donc que (∗1) n’est pas toujours strictement
négatif.

● (i) Quand χj = β, on obtient le même résultat que précédemment.

● (ii) Quand χj et β ne sont pas liées sur le diagramme de Dynkin, une
des χj est α0 et/ou α′1, et on a :

(∗1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−1 < 0 si χj ≠ α′1 et χj ≠ α0

−2 < 0 si χj = α′1
cα1 − 2 < 0 si χj = α0

● (iii) Pour finir, quand χj et β sont liées sur le diagramme de Dynkin,
on a une racine γ différente de α0 et α′1, ce qui nous donne pour χj = γ :
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(∗1) = −1 − (dα1 + a1 − 1)⟨γ, β∨⟩

= −1 +A(dα1 + a1 − 1)

avec A = −⟨γ, β∨⟩. On obtient −1 +Aλ < 0 ⇐⇒ Aλ < 1. La seule possibilité
est Aλ = 0, mais comme λ > 0, on doit avoir A = 0, ce qui est impossible
car γ et β sont liées sur le diagramme de Dynkin, donc ici (∗1) ≥ 0, ce qui
signifie que H1(X, TX) est trivial.

Le dernier point à montrer est l’implication (2) Ô⇒ (c), c’est-à-dire
H1(X, TX) non trivial pour certains a1 ≥ 0Ô⇒ Aλ+(cα1−2) < 0 et Bλ−2 < 0.

On sait que H1(X, TX) non trivial Ô⇒ ⟨sβ(wα0,β
0 (χ)− ρ), χj∨⟩ < 0, ∀j, ce

qui nous donne clairement que Aλ+ (cα1 −2) < 0 et Bλ−2 < 0, d’après ce qui
précède, donc on a bien (2) Ô⇒ (c), et ainsi (2) Ô⇒ (1). ∎

Après avoir étudié la liste de tous nos cas, on peut remarquer qu’il y
a en réalité très peu de cas qui rentrent dans le cas du Théorème 3.9, cer-
tains pour a1 = 0, d’autres pour certaines valeurs strictement positives de a1.

Quand a1 = 0, H1(X, TX) est non trivial seulement dans les cas suivants :

● (II)(3)
● (VIII)(6)

● (XVI)(9).

Quand a1 > 0, H1(X, TX) est non trivial seulement dans les cas suivants :

● (I)(3) pour a1 = 1
● (IV’)(2) pour a1 = 2
● (IX)(1) pour a1 = 2
● (IX’)(2) pour a1 = 1
● (IX’)(5) pour a1 = 1

● (IX)(12) pour a1 = 1
● (XI)(1) pour a1 = 2
● (XI’)(4) pour a1 = 1
● (XVI)(11) pour a1 = 1
● (XVII)(1) pour a1 = 2.
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ANNEXE

On va résumer tous les résultats obtenus dans les tableaux suivants, pour
voir quelles G-orbites fermées sont stables sous l’action de Aut0(X) et dans
quels cas nos variétés X sont localement rigides.

Quand a1 > 0, on ne fait pas apparâıtre dans les tableaux la colonne
H0(X,NY /X) car on sait que Y est stable sous l’action de Aut0(X) d’après
la Proposition 2.7 et donc que H0(X,NY /X) = 0 dans tous les cas. De plus,
on ne fait pas non plus apparaitre la colonne H1(X,NZ/X) car on sait que
lorsque H0(X,NZ/X) n’est pas trivial, H1(X,NZ/X) = 0 par le théorème de
Borel-Weil-Bott, et dans les autres cas on obtient H0(X,NZ/X) = 0 par le
Théorème 3.9.

Quand a1 > 0 avec G = G0 ou G = G0×G1 et α0 ou α1 ∈ G1 :

Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(I)(1) V (a1$β +$χm−2) 0

(I’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(I)(2) V (a1$β +$χk−2
) 0

(I’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(I)(3) V (a1$β +$χ1) non trivial pour a1 = 1

(I’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χm−1) 0

(I)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(I’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χk−1
) 0

(II)(1) V (a1$β +$χm−2) 0

(II’)(1) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$χ2) sinon 0

(II)(2) V (a1$β +$χk−2
) 0

(II’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(II)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(II’)(3) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$χm−1) sinon 0

(II)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(II’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χk−1
) 0

(II)(5) 0 0

(II’)(5) V (a1$β +$χm) 0

(II)(6) 0 0

(II’)(6) V (a1$β +$χm) 0

(III)(1) V (a1$β +$χm−2) 0

(III’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(III)(2) V (a1$β +$χk−2
) 0

(III’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(III)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(III’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χm−1) 0

(III)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(III’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χk−1
) 0

(III)(5) V ((a1 − 1)$β +$χk+1
) 0

(III’)(5) 0 0

(IV)(1) V (a1$β +$χk−2
) 0

(IV’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(IV)(2) V (a1$β +$χm−2) 0

(IV’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ2) non trivial pour a1 = 2

(IV)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(IV’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χk−1
) 0

(IV)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(IV’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χm−1) 0

(IV)(5) V ((a1 − 1)$β +$χk+1
) 0

(IV’)(5) V ((a1 − 1)$β +$χk+1
) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(IV)(6) V ((a1 − 1)$β +$χm) 0

(IV’)(6) V (a1$β +$χm−1) 0

(IV)(7) V ((a1 − 1)$β +$χm−1) 0

(IV’)(7) V (a1$β +$χm) 0

(IV)(8) V ((a1 − 1)$β +$χm−2) 0

(IV’)(8) V ((a1 − 1)$β +$χm−2) 0

(IV)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(IV’)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(V)(1) V (a1$β +$χ6) 0

(V’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(V)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(V’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(V)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(V’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(V)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(V’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(V)(5) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(V’)(5) V ((a1 − 1)$β +$χ4) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(V)(6) V (a1$β +$χ2) 0

(V’)(6) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(V)(7) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(V’)(7) V (a1$β +$χ6) 0

(V)(8) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(V’)(8) V (a1$β +$χ6) 0

(V)(9) V (a1$β +$χ1) 0

(V’)(9) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VI)(1) V (a1$β +$χ7) 0

(VI’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VI)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VI’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VI)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VI)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VI)(5) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VI’)(5) V (a1$β +$χ7) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VI)(6) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VI’)(6) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(7) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VI’)(7) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(8) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VI’)(8) V ((a1 − 1)$β +$χ4) 0

(VI)(9) V (a1$β +$χ2) 0

(VI’)(9) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VI)(10) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VI’)(10) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(11) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VI’)(11) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(12) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VI’)(12) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(13) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(13) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VI)(14) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VI’)(14) V (a1$β +$χ6) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VI)(15) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(VI’)(15) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(16) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(VI’)(16) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(17) V ((a1 − 1)$β +$χ4) 0

(VI’)(17) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VI)(18) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(18) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VI)(19) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(19) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VI)(20) V (a1$β +$χ2) 0

(VI’)(20) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VI)(21) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VI’)(21) V (a1$β +$χ7) 0

(VI)(22) V (a1$β +$χ1) 0

(VI’)(22) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII)(1) V (a1$β +$χ8) 0

(VII’)(1) V ((a1 − 1)$β +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VII)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VII’)(2) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VII)(3) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(3) V ((a1 − 1)$β +$χ8) 0

(VII)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(4) V ((a1 − 1)$β +$χ8) 0

(VII)(5) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII’)(5) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(6) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII’)(6) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(7) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII’)(7) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(8) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII’)(8) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(9) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VII’)(9) V ((a1 − 1)$β +$χ4) 0

(VII)(10) V (a1$β +$χ2) 0

(VII’)(10) V ((a1 − 1)$β +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VII)(11) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII’)(11) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(12) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII’)(12) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(13) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII’)(13) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(14) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII’)(14) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(15) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(15) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VII)(16) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VII’)(16) V (a1$β +$χ6) 0

(VII)(17) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(VII’)(17) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(18) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(VII’)(18) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(19) V ((a1 − 1)$β +$χ5) 0

(VII’)(19) V (a1$β +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VII)(20) V ((a1 − 1)$β +$χ4) 0

(VII’)(20) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VII)(21) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(21) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII)(22) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(22) V ((a1 − 1)$β +$χ2) 0

(VII)(23) V (a1$β +$χ2) 0

(VII’)(23) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII)(24) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VII’)(24) V (a1$β +$χ7) 0

(VII)(25) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VII’)(25) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(26) V ((a1 − 1)$β +$χ6) 0

(VII’)(26) V (a1$β +$χ8) 0

(VII)(27) V (a1$β +$χ1) 0

(VII’)(27) V ((a1 − 1)$β +$χ1) 0

(VII)(28) V ((a1 − 1)$β +$χ7) 0

(VII’)(28) V (a1$β +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(VIII)(1) 0 0

(VIII’)(1) V (a1$β +$χ4) 0

(VIII)(2) 0 0

(VIII’)(2) V (a1$β +$χ4) 0

(VIII)(3) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VIII’)(3) V (a1$β +$χ4) 0

(VIII)(4) V (a1$β +$χ1) 0

(VIII’)(4) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$χ2) sinon 0

(VIII)(5) 0 0

(VIII’)(5) V ((a1 − 1)$β +$χ3) 0

(VIII)(6) 0 0

(VIII’)(6) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$χ3) sinon 0

(IX)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) non trivial pour a1 = 2

(IX’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(IX’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) non trivial pour a1 = 1

(IX)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(IX’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(IX)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(IX’)(4) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(IX’)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) non trivial pour a1 = 1

(IX)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk+1
) 0

(IX’)(6) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(IX’)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk+1
) 0

(IX)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(IX’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(IX’)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(IX)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(IX’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk+1
) 0

(IX’)(11) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) non trivial pour a1 = 1

(IX’)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk+1
) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(IX)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1
2

) 0

(IX’)(13) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm+3
2

) 0

(IX’)(14) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1
2

) 0

(IX’)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm+3
2

) 0

(IX)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−2k+3
2

) 0

(IX’)(16) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(IX)(17) V (a1$β +$χk) 0

(IX’)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(IX)(18) V (a1$β +$χ2) 0

(IX’)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(X’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(X’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(X’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(X)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−3) 0

(X’)(4) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X’)(5) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−3) 0

(X’)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(X’)(7) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(X’)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−2) 0

(X’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X’)(11) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−2) 0

(X’)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(X)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(X’)(13) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(X’)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(X)(15) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χm−1) sinon 0

(X’)(15) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(X)(16) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χ1) sinon 0

(X’)(16) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(1) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χm−1) sinon non trivial pour a1 = 2

(XI’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(XI’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(3) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) sinon 0

(XI’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(XI’)(4) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χm−1) sinon non trivial pour a1 = 1

(XI)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XI’)(5) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

80



Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XI)(6) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) sinon 0

(XI’)(6) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XI’)(7) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χm−1) sinon 0

(XI)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XI’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XI)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XI’)(9) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χk−1
) 0

(XII’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−4) 0

(XII’)(4) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII’)(5) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XII)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−4) 0

(XII’)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(XII)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(7) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm) 0

(XII)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−3) 0

(XII’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−3) 0

(XII’)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(12) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII’)(13) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XII)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χm−1) 0

(XII’)(15) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XII)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XII’)(16) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(5) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII’)(7) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIII)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(9) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII’)(11) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIII)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII’)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII’)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIII)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII’)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII’)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII’)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIII)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIII’)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIII)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII’)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIII)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII’)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIII)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIII’)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(4) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(6) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIV)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(9) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(11) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV’)(12) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIV)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV’)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV’)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV’)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIV)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV’)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XIV)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV’)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV)(28) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XIV’)(28) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV)(29) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(29) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(30) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(30) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(31) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(31) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(32) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIV’)(32) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIV)(33) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(33) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(34) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XIV’)(34) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIV)(35) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(35) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV)(36) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XIV’)(36) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XIV)(37) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XIV’)(37) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(4) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(6) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XV)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(7) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(9) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(10) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(11) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(12) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV’)(12) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(13) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(14) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(15) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XV)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(16) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV’)(17) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV’)(18) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV’)(19) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(20) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(21) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(22) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(23) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(24) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XV)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(25) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV’)(26) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XV)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV’)(27) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV)(28) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ5) 0

(XV’)(28) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV)(29) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(29) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(30) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(30) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(31) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(31) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(32) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XV’)(32) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(33) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(33) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XV)(34) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ2) 0

(XV’)(34) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XV)(35) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(35) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV)(36) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XV’)(36) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ6) 0

(XV)(37) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(37) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(38) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ7) 0

(XV’)(38) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XV)(39) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ8) 0

(XV’)(39) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(1) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XVI’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XVI’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(3) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ4) 0

(XVI’)(3) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XVI)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XVI’)(4) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ4) 0

(XVI)(5) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XVI’)(5) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XVI’)(6) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ3) 0

(XVI)(7) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χ2) sinon 0

(XVI’)(7) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(8) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ4) 0

(XVI’)(8) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(9) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χ2) sinon 0

(XVI’)(9) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ4) 0

(XVI)(10) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χ1) sinon 0

(XVI’)(10) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XVI)(11) 0 si a1 = 1, V ((a1 − 2)$β +$α1 +$χ1) sinon non trivial pour a1 = 1

(XVI’)(11) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ4) 0

(XVII)(1) 0 si a1 = 1 or 2, V ((a1 − 3)$β +$α1 +$χ2) sinon non trivial pour a1 = 2

(XVII’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

95



Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XVII)(2) V ((a1 − 1)$β +$α1 +$χ1) 0

(XVII’)(2) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0
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Quand a1 > 0 avec G = G0 ×G1 et α0, α1 ∈ G1 :

Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XVIII)(1) V (a1$β +$χm−1) 0

(XVIII’)(1) V (a1$β +$χ2) 0

(XVIII)(2) V (a1$β +$χ1) 0

(XVIII’)(2) V (a1$β +$χm) 0

(XVIII)(3) 0 0

(XVIII’)(3) V (a1$β +$χm) 0

(XVIII)(4) 0 0

(XVIII’)(4) V (a1$β +$χ3) 0

(XVIII)(5) 0 0

(XVIII’)(5) V (a1$β +$χ1) 0

(XVIII)(6) V (a1$β +$χ1) 0

(XVIII’)(6) V (a1$β +$χ1) 0

(XVIII)(7) 0 0

(XVIII’)(7) V (a1$β +$χ4) 0

(XVIII)(8) 0 0

(XVIII’)(8) V (a1$β +$χ1) 0
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Quand a1 > 0 avec G = G0 ×G1 ×G2 :

Cas H0(X,NZ/X) H1(X,NY /X)

(XIX)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIX’)(1) V (a1$β +$α1 +$χ′m) 0

(XIX)(2) V (a1$β +$χ′m) 0

(XIX’)(2) V (a1$β +$α1) 0

(XIX)(3) V (a1$β +$α1) 0

(XIX’)(3) V (a1$β +$χ′m) 0

(XIX)(4) V (a1$β) 0

(XIX’)(4) V (a1$β) 0
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Quand a1 = 0 avec G = G0 et β est entre α0 et α1 :

Dans ce cas, on a que H0(X,NY /X) et H0(X,NZ/X) sont triviaux, car on
sait que Y et Z sont stables sous l’action de Aut0(X) d’après le Lemme
2.3, et ainsi on ne regarde que H1(X,NY /X) et H1(X,NZ/X). On obtient que
H1(X,NY /X) et H1(X,NZ/X) sont tous les deux triviaux dans tous les cas
d’après le Théorème 3.9 sauf dans le cas suivant :

Cas H1(X,NY /X) H1(X,NZ/X)

(XVI)(9) 0 non trivial
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Quand a1 = 0 avec G = G0 et β n’est pas entre α0 et α1 :

Cas H0(X,NY /X) H1(X,NY /X) H0(X,NZ/X) H1(X,NZ/X)

(I)(1) 0 0 V ($χm−2) 0

(I)(2) 0 0 V ($χk−2
) 0

(I)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(I)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(II)(1) 0 0 V ($χm−2) 0

(II)(2) 0 0 V ($χk−2
) 0

(II)(3) 0 non trivial V ($χ1) 0

(II)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(II)(5) V ($χm) 0 0 0

(II)(6) V ($χm) 0 0 0

(III)(1) 0 0 V ($χm−2) 0

(III)(2) 0 0 V ($χk−2
) 0

(III)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(III)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(III)(5) 0 0 0 0

(IV)(1) 0 0 V ($χk−2
) 0

(IV)(2) 0 0 V ($χm−2) 0
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Cas H0(X,NY /X) H1(X,NY /X) H0(X,NZ/X) H1(X,NZ/X)

(IV)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(IV)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(IV)(5) 0 0 0 0

(IV)(6) V ($χm−1) 0 0 0

(IV)(7) V ($χm) 0 0 0

(IV)(8) 0 0 0 0

(IV)(9) 0 0 0 0

(V)(1) 0 0 V ($χ6) 0

(V)(2) 0 0 0 0

(V)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(V)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(V)(5) 0 0 0 0

(V)(6) 0 0 V ($χ2) 0

(V)(7) V ($χ6) 0 0 0

(V)(8) V ($χ6) 0 0 0

(V)(9) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(1) 0 0 V ($χ7) 0

(VI)(2) 0 0 0 0
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Cas H0(X,NY /X) H1(X,NY /X) H0(X,NZ/X) H1(X,NZ/X)

(VI)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(5) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(6) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(7) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(8) 0 0 0 0

(VI)(9) 0 0 V ($χ2) 0

(VI)(10) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(11) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(12) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(13) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(14) V ($χ6) 0 0 0

(VI)(15) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(16) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(17) 0 0 0 0

(VI)(18) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(19) 0 0 V ($χ1) 0

(VI)(20) 0 0 V ($χ2) 0
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Cas H0(X,NY /X) H1(X,NY /X) H0(X,NZ/X) H1(X,NZ/X)

(VI)(21) V ($χ7) 0 0 0

(VI)(22) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(1) 0 0 V ($χ8) 0

(VII)(2) 0 0 0 0

(VII)(3) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(5) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(6) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(7) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(8) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(9) 0 0 0 0

(VII)(10) 0 0 V ($χ2) 0

(VII)(11) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(12) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(13) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(14) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(15) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(16) V ($χ6) 0 0 0

103



Cas H0(X,NY /X) H1(X,NY /X) H0(X,NZ/X) H1(X,NZ/X)

(VII)(17) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(18) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(19) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(20) 0 0 0 0

(VII)(21) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(22) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(23) 0 0 V ($χ2) 0

(VII)(24) V ($χ7) 0 0 0

(VII)(25) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(26) V ($χ8) 0 0 0

(VII)(27) 0 0 V ($χ1) 0

(VII)(28) V ($χ8) 0 0 0

(VIII)(1) V ($χ4) 0 0 0

(VIII)(2) V ($χ4) 0 0 0

(VIII)(3) V ($χ4) 0 0 0

(VIII)(4) 0 0 V ($χ1) 0

(VIII)(5) 0 0 0 0

(VIII)(6) 0 non trivial 0 0
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Quand a1 = 0 avec G = G0 ×G1 et α0 ou α1 ∈ G1 :

Dans ce cas, on ne fait pas apparâıtre la colonne H0(X,NZ/X) car on sait
que Z est stable sous l’action de Aut0(X) d’après le Lemme 2.5 et donc que
H0(X,NZ/X) = 0 dans tous les cas. De plus, on ne fait pas non plus appa-
raitre la colonne H1(X,NY /X) car on sait que lorsque H0(X,NY /X) n’est pas
trivial, H1(X,NY /X) = 0. Enfin, on obtient que H1(X,NZ/X) est trivial dans
tous les cas d’après le Théorème 3.9 :

Cas H0(X,NY /X) Cas H0(X,NY /X)

(IX)(1) V ($α0 +$χ′m) (X)(4) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(2) V ($α0 +$χ′m) (X)(5) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(3) V ($α0 +$χ′m) (X)(7) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(4) V ($α0 +$χ′m) (X)(8) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(6) V ($α0 +$χ′m) (X)(10) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(8) V ($α0 +$χ′m) (X)(11) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(10) V ($α0 +$χ′m) (X)(13) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(11) V ($α0 +$χ′m) (X)(15) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(13) V ($α0 +$χ′m) (X)(16) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(14) V ($α0 +$χ′m) (XI)(1) V ($α0 +$χ′m)

(IX)(16) V ($α0 +$χ′m) (XI)(2) V ($α0 +$χ′m)

(X)(1) V ($α0 +$χ′m) (XI)(3) V ($α0 +$χ′m)

(X)(2) V ($α0 +$χ′m) (XI)(5) V ($α0 +$χ′m)

(X)(3) V ($α0 +$χ′m) (XI)(6) V ($α0 +$χ′m)
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Cas H0(X,NY /X) Cas H0(X,NY /X)

(XI)(8) V ($α0 +$χ′m) (XIII)(7) V ($α0 +$χ′m)

(XI)(9) V ($α0 +$χ′m) (XIII)(8) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(1) V ($α0 +$χ′m) (XIII)(9) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(2) V ($α0 +$χ′m) (XIII)(10) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(3) V ($α0 +$χ′m) (XIII)(11) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(4) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(1) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(5) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(2) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(7) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(3) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(8) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(4) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(10) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(6) V ($α0 +$χ′m)

XII)(12) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(8) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(13) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(9) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(15) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(10) V ($α0 +$χ′m)

(XII)(16) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(11) V ($α0 +$χ′m)

(XIII)(1) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(12) V ($α0 +$χ′m)

(XIII)(2) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(29) V ($α0 +$χ′m)

(XIII)(3) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(30) V ($α0 +$χ′m)

(XIII)(5) V ($α0 +$χ′m) (XIV)(31) V ($α0 +$χ′m)
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Cas H0(X,NY /X) Cas H0(X,NY /X)

(XIV)(32) V ($α0 +$χ′m) (XV)(31) V ($α0 +$χ′m)

(XIV)(37) V ($α0 +$χ′m) (XV)(32) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(1) V ($α0 +$χ′m) (XV)(37) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(2) V ($α0 +$χ′m) (XV)(38) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(3) V ($α0 +$χ′m) (XV)(39) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(4) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(1) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(6) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(2) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(8) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(3) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(9) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(5) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(10) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(7) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(11) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(8) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(12) V ($α0 +$χ′m) (XVI)(10) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(29) V ($α0 +$χ′m) (XVII)(1) V ($α0 +$χ′m)

(XV)(30) V ($α0 +$χ′m) (XVII)(2) V ($α0 +$χ′m)
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Mathématique. Académie des Sciences, Paris 360 (2022), 285–290.

[Hum72] James E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and
Representation Theory, Graduate Texts in Mathematics, vol. 9,
Springer, New York, NY, 1972.

109



[Hwa13] Jun-Muk Hwang, Varieties of minimal rational tangents of codimension 1,
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Plongements d’espaces homogènes, Commentarii Mathematici
Helvetici 58 (1983), no. 1, 186–245.

[Mat02] Kenji Matsuki, Introduction to the Mori Program, Universitext,
Springer, New York, NY, 2002.

[Pas06] Boris Pasquier, Variétés horosphériques de Fano, Ph.D. thesis, Uni-
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Géométrie des variétés horosphériques de rang 1, projectives, lisses, de

nombre de Picard 2

Les variétés horosphériques forment une sous-famille importante de variétés algébriques
complexes, munies de l’action d’un groupe G réductif et connexe. Celles qui sont lisses de
nombre de Picard 1 (non homogènes) sont regroupées en 5 familles et ont déjà été étudiées.
Celles qui sont lisses de nombre de Picard 2 sont beaucoup plus nombreuses. Dans cette
thèse, on étudie la géométrie de ces dernières qu’on notera X, uniquement en rang 1, ce
qui représente déjà plus de 500 familles.

Une partie de la géométrie de ces variétés a déjà été décrite par le Log MMP, et dans
cette thèse on donne d’autres types de caractéristiques géométriques.

Le premier axe d’étude concerne l’action du groupe connexe d’automorphismes de X,
qui possède 3 orbites sous l’action de G. On montre dans cette thèse que X est soit à 2
orbites, soit à 3 orbites sous son groupe connexe d’automorphismes. Grâce à cette étude,
une description totale de ce groupe est donnée, puis on décrit le groupe d’automorphismes
de X dans sa totalité, et on remarque en particulier qu’il n’y a que très peu de cas où le
groupe n’est pas connexe.

La deuxième partie de cette thèse porte sur la rigidité locale de X. On calcule le pre-
mier groupe de cohomologie H1(X, TX) du fibré tangent de X et on extrait ainsi un nombre
assez restreint de cas où la variété peut ne pas être localement rigide.

Mots-clés : Variétés horosphériques, groupes algébriques, Log MMP, groupes d’au-
tomorphismes, rigidité locale

Abstract

Horospherical varieties represent an important subfamily of complex algebraic varie-
ties, endowed with the action of a reductive and connected group G. The ones which are
smooth with Picard number 1 (non homogeneous) are grouped into 5 families and have
already been studied. The ones which are smooth with Picard number 2 are much more
numerous. In this thesis, we study the geometry of these varieties denoted by X, only in
rank 1, which already represents more than 500 families.

Part of the geometry of theses varieties has already been described by the Log MMP,
and in this thesis we give other types of geometric characteristics.

The first part of the study deals with the action of the connected automorphisms group
of X, which has 3 orbits under the action of G. In this thesis we show that X is either a
two or three-orbit variety under the action of the connected automorphisms group. Then,
a full description of this group is given and we describe the automorphisms group of X,
and we note that there are only few cases in which the group is not connected.

The second part of this thesis deals with the local rigidity of X. We compute the first
cohomology group H1(X, TX) of the tangent bundle of X and we extract a very small
number of cases in which the variety may not be locally rigid.

Keywords : Horospherical varieties, algebraic groups, Log MMP, automorphisms
group, local rigidity
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