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Chapitre 1

Introduction

Mes recherches depuis ma thèse se sont principalement focalisées sur l’étude des
opérateurs de Schrödinger en dimension 1, qu’ils soient à valeurs scalaires ou à va-
leurs matricielles, aléatoires ou non. Afin d’expliquer mon intérêt pour ces opéra-
teurs, revenons sur le problème qui m’avait été posé au début de ma thèse de docto-
rat :

Prouver la localisation d’Anderson en dimension 2 à toutes les énergies et
pour un potentiel d’Anderson faisant intervenir des variables aléatoires
de Bernoulli.

Pour mieux comprendre l’énoncé de ce problème, prenons tout d’abord le temps
de présenter ce qu’est la localisation d’Anderson du point de vue de la physique,
puis définissons le modèle d’Anderson avant de donner différentes définitions de
la localisation d’Anderson du point de vue mathématique. La Section 1.1.1 qui suit
reprend en grande partie la présentation faite dans [Bou14a].

1.1 Cadres physique et mathématique

1.1.1 La localisation d’Anderson

Depuis ma thèse de doctorat, mes travaux portent principalement sur l’étude du
phénomène de la localisation d’Anderson que l’on retrouve dans différents modèles
aléatoires.

La physique de la matière condensée, qui étudie les solides ayant une structure
cristalline, nous apprend que les électrons sont distribués parmi tous les atomes du
solide. A l’équilibre, le principe de Pauli affirme que deux électrons, ceux-ci étant
des fermions, ne peuvent pas partager le même état quantique, ce qui implique que
tous les électrons du solide ne peuvent être au niveau fondamental. Les niveaux
d’énergie les plus bas se remplissent donc jusqu’à atteindre le niveau d’énergie de
Fermi. Lorsque l’on soumet le solide à un changement de température ou à un po-
tentiel électrique, certains électrons sont excités et leur énergie augmente au-delà du
niveau de Fermi. Ces électrons se déplacent dans le solide et produisent un transport
électronique.

Cette description du transport électronique est valable pour un solide dont la
structure cristalline est périodique et ne contient donc pas d’impuretés. Toutefois,
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CHAPITRE 1 1.1

dans la nature, les cristaux idéaux n’existent pas, ils contiennent toujours des impu-
retés. Celles-ci peuvent être de différentes natures. Par exemple, on peut observer la
présence d’atomes ionisés dans le réseau cristallin ou, dans le cas où le cristal n’est
pas constitué d’atomes tous identiques mais est issu d’un alliage entre plusieurs ma-
tériaux, il se peut que le réseau ne soit plus parfaitement périodique, mais qu’il y ait
par-ci par-là un atome qui ne se trouve pas à la bonne place. Enfin, certains atomes
sont parfois légèrement déplacés par rapport à leur position idéale sur le réseau pé-
riodique. Dans tous ces cas, les propriétés physiques du cristal sont modifiées.

Comment peut-on modéliser ces impuretés dans un cristal et leur impact sur le
transport électronique? Le premier à avoir proposé un modèle expliquant les effets
du désordre sur le comportement quantique des électrons dans un réseau cristallin
contenant des impuretés est le physicien américain Philip Warren Anderson dans
un article fondateur de 1958 ([And58]). En introduisant des termes aléatoires dans
l’équation de Schrödinger, deux nouveaux phénomènes furent mis en évidence : la
localisation d’Anderson et l’existence d’une transition de phase en dimension 3 et
au-delà.

Le phénomène de localisation d’Anderson peut s’énoncer ainsi : à une énergie
fixée, au-delà d’une certaine quantité de désordre dans le cristal, la diffusion des
électrons cesse et tout électron excité va rester confiné dans une région localisée au
lieu de se diffuser dans le cristal. Le cristal cesse d’être un conducteur pour devenir
un isolant.

Une explication possible de la localisation d’Anderson est donnée par l’interpré-
tation ondulatoire suivante : à tout électron excité dans le cristal est associée une
onde et à chaque collision de l’électron avec une impureté du cristal, son onde as-
sociée se disperse. On pourrait s’attendre à ce que, lorsque le désordre augmente,
le libre parcours moyen (la distance moyenne parcourue par l’électron entre deux
collisions) diminue continûment. Mais ce n’est pas ce qui se produit. Après une cer-
taine quantité critique d’impuretés, la diffusion de l’électron s’arrête d’un coup. Ce
brusque arrêt a lieu lorsque le libre parcours moyen devient plus court que la lon-
gueur d’onde de l’électron : si l’onde est dispersée avant même une première pé-
riode, on ne peut plus vraiment la considérer comme une onde... Précisons que le
phénomène de localisation dépasse le cadre de la mécanique quantique. On peut
l’observer dans d’autres situations où une onde se propage dans un milieu désor-
donné. Cela peut être le cas d’une onde lumineuse, de micro-ondes ou d’ondes
acoustiques.

L’article d’Anderson [And58] prédit aussi l’existence d’une transition de phase
isolant/conducteur dès lors que la dimension du réseau cristallin est supérieure ou
égale à 3. Quelle que soit la quantité de désordre dans le cristal, il existe une éner-
gie en-dessous de laquelle il y a localisation d’Anderson et au-dessus de laquelle il
y a diffusion des électrons excités. Pour les cristaux unidimensionnels et bidimen-
sionnels, cette transition n’existe pas : à toute énergie, le phénomène de localisation
d’Anderson apparaît dès lors qu’il y a du désordre. Pour le modèle d’Anderson, il
y a donc une dimension critique, en l’occurence 3, pour laquelle le comportement
du système change drastiquement. L’existence d’une telle dimension critique était
déjà connue pour le modèle d’Ising dans lequel elle est égale à 2 comme l’a démon-
tré Peierls dans [Pei36]. Précisons que la non-existence d’une transition de phase est
bien démontré mathématiquement en dimension 1 mais que cela reste une conjec-
ture en dimension 2. Nous reviendrons sur ce point après avoir présenté le modèle
d’Anderson du point de vue mathématique.
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Fig. 1. Déplacement d’un électron dans un milieu désordonné

1.1.2 Le modèle d’Anderson
On souhaite étudier l’évolution d’un électron dans un cristal. Soit d ≥ 1 un en-

tier. Si le cristal est parfait, les atomes sont distribués sur un réseau périodique, par
exemple Zd. Au point x ∈ Rd, l’électron ressent un potentiel de la forme q f (x − n)
dû à un atome de charge q situé en n ∈ Zd. Le potentiel total ressenti par l’électron
dans le cristal est donc

V(x) = ∑
n∈Zd

q f (x − n)

où f est une fonction à support dans le cube unité [0, 1]d.
Il y a plusieurs façons de modéliser le désordre dans un cristal. Par exemple,

on peut considérer que la position des impuretés dans le réseau est aléatoirement
décalée par rapport aux points de Zd, ce décalage suivant une loi de Poisson. Une
autre manière de concevoir le désordre dans le cristal est de considérer les modèles
quasi-périodiques. Toutefois, n’ayant pas abordé ces modèles dans mes recherches
(hormis un mémoire de DEA sur les opérateurs de Schrödinger quasi-périodiques
en dimension 1), je n’en parlerai pas dans ce mémoire.

Une autre approche est l’idée originale d’Anderson qui est de considérer que
la charge des atomes du cristal est une variable aléatoire. Plus précisément, soit
(Ω̃, Ã, P̃) un espace de probabilité complet et posons

(Ω,A,P) =

(⊗
n∈Zd

Ω̃,
⊗

n∈Zd

Ã,
⊗

n∈Zd

P̃

)
. (1.1)

Nous identifions les coordonnées ωn de ω ∈ Ω à des variables aléatoires ω(n) sur
(Ω̃, Ã, P̃), ω(n) représentant par exemple la charge de l’atome au site n ∈ Zd.

L’idée d’Anderson conduit à considérer un potentiel ressenti au point x de la
forme

∀ω ∈ Ω, ∀x ∈ Rd, Vω(x) = ∑
n∈Zd

ω(n) f (x − n).
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CHAPITRE 1 1.1

A priori les ω(n) peuvent ne prendre qu’un nombre fini de valeurs, mais on peut
aussi considérer le cas où les ω(n) ont une loi continue, ce qui s’avère plus simple
du point de vue mathématique. Ce point sera éclairé dans le cas de la dimension 1
lorsque je présenterai le groupe de Fürstenberg dans la Section 2.1.

Cette idée conduit à introduire une famille aléatoire d’opérateurs de Schrödin-
ger :

∀ω ∈ Ω, Hω = −∆d + Vper + λVω, (1.2)

agissant sur l’espace L2(Rd) et auto-adjoint sur l’espace de Sobolev H2(Rd), où ∆d
est le Laplacien usuel en dimension d, Vper est un opérateur de multiplication par
une fonction Zd-périodique déterministe, Vω est l’opérateur de multiplication par
la fonction Vω introduite plus haut et λ est un réel positif qui mesure l’intensité
du désordre. La famille d’opérateurs {Hω}ω∈Ω est appelée le modèle d’Anderson
continu.

L’analogue discret de ce modèle est donné par :

∀ω ∈ Ω, ∀u ∈ ℓ2(Zd), ∀n ∈ Zd, (hωu)n = − ∑
||m−n||1=1

um + λω(n)un, (1.3)

agissant sur ℓ2(Zd) et où pour tout n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd, ||n||1 = |n1| + · · · +
|nd|. Là encore, λ est un réel positif qui mesure l’intensité du désordre. La famille
d’opérateurs {hω}ω∈Ω est appelée le modèle d’Anderson discret.

On peut voir Hω et hω comme les Hamiltoniens qui décrivent l’évolution en mé-
canique quantique d’un électron, dans un milieu continu pour Hω, sur un réseau
discret pour hω. Cette évolution est décrite via l’équation de Schrödinger :

Hωψ = i∂tψ, ψ(0) = ψ0 ∈ L2(Rd) (1.4)

et est donnée au travers du sous-groupe à un paramètre unitaire e−itHω par :

∀t ∈ R, ψ(t) = e−itHω ψ0. (1.5)

Dans la suite de ce mémoire, nous préciserons les hypothèses sur le potentiel
Vω lorsque cela sera nécessaire pour énoncer des théorèmes précis sur les familles
{Hω}ω∈Ω ou {hω}ω∈Ω. Les résultats prendront la forme de propriétés de Hω ou de
hω vraies pour P-presque tout ω ∈ Ω.

Nous pouvons déjà remarquer que ces deux familles d’opérateurs aléatoires sont
Zd-ergodiques. Pour {Hω}ω∈Ω, cela est lié à la forme particulière du potentiel Vω.
Plus précisément, la Zd-ergodicité de {Hω}ω∈Ω est une conséquence de l’hypothèse
i.i.d. faite sur la famille de variables aléatoires {ω(n)}n∈Zd et du fait que les supports
des translatés du potentiel à un site f ne se superposent pas.

Rappelons brièvement la définition de cette propriété des familles d’opérateurs
aléatoires. Soit Γ un réseau dans Rd (souvent Zd). Soit (Ω,A,P) un espace de pro-
babilité complet et {τi}i∈Γ un groupe de transformations mesurables et préservant
la mesure P. Un ensemble A ∈ A est dit invariant sous l’action de {τi}i∈Γ lorsque
τ−1

i A = A pour tout i ∈ Γ. Alors {τi}i∈Γ est dit Γ-ergodique si tout ensemble inva-
riant est de mesure nulle ou égale à 1.
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Définition 1.1.1. On dit qu’une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints {Hω}ω∈Ω est
Γ-ergodique lorsqu’il existe un groupe de transformations {τi}i∈Γ ergodique et une famille
d’opérateurs unitaires {Ui}i∈Γ telle que :

∀i ∈ Γ, ∀ω ∈ Ω, Hτiω = UiHωU∗
i .

L’intérêt de l’ergodicité est qu’alors, pour tout ω ∈ Ω et tout i ∈ Γ, σ(Hτiω) = σ(Hω),
ce qui conduit, à l’aide du théorème de Pastur, à l’existence d’un ensemble déter-
ministe égal au spectre de Hω P-presque sûrement. Cet ensemble déterministe est
appelé le spectre presque sûr de la famille {Hω}ω∈Ω. Plus précisément, le théorème
de Kirsch-Martinelli nous assure que pour une famille ergodique d’opérateurs auto-
adjoints, leurs spectres purement ponctuel, singulier continu et absolument continu
sont indépendants de ω presque sûrement .

L’existence des différents types de spectres presque-sûr est essentielle pour pou-
voir démontrer des propriétés spectrales presque-sûrement indépendantes de ω pour
les familles {Hω}ω∈Ω et {hω}ω∈Ω.

Pour plus de précisions sur les notions de mesurabilité ainsi que sur l’existence
des différents spectres presque-sûr, nous renvoyons à [CL90] et à la première partie
de [Dis+08] écrite par Werner Kirsch.

Terminons cette section en donnant la structure des spectres presque-sûrs pour
les modèles d’Anderson discret et continu. Notons dans les deux cas ν la loi com-
mune des variables aléatoires ω(n). Alors, pour P-presque tout ω ∈ Ω,

σ(hω) = [−2d, 2d] + λsupp ν (1.6)

et
σ(Hω) =

⋃
L∈N∗

⋃
ω̃ admissible

et LZd−périodique

σ(Hω̃) (1.7)

où une suite ω̃ ∈ Ω est dite admissible lorsque pour tout n ∈ N, ω̃(n) ∈ supp ν, et ω̃

est dite LZd-périodique lorsque pour tout m ∈ LZd et tout n ∈ N, ω̃(n+m) = ω̃(n).
La formule donnant le spectre-sûr dans le cas continu est moins explicite que

celle dans le cas discret. Toutefois, dans le cas où la loi commune ν est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue et de support borné, mettons supp ν =
[q−, q+] avec q− < q+, un argument de min-max couplé au théorème des valeurs
intermédiaires permet d’obtenir la formule plus explicite suivante (voir [Sto01]) :

σ(Hω) =
⋃

q∈[q−,q+]

σ(−∆d + Vper + qλ fper) (1.8)

où fper = ∑n∈Zd f (· − n) est la périodisée du potentiel à un site f .
Rappelons que, sous des hypothèses raisonnables sur Vper, le spectre de l’opé-

rateur périodique −∆d + Vper est un spectre de bandes (voir pour plus de détails
la Section 5.1.2). Avec la perturbation aléatoire Vω, le spectre presque-sûr, dans le
cas où ν est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, est encore un
spectre de bandes, mais celles-ci “débordent” du spectre non perturbé. Nous verrons
à la Section 1.2.1 que déterminer le type spectral dans ces bandes est une question
compliquée. Elle admet une réponse mathématique dans certains cas, mais en géné-
ral elle fait surtout l’objet de conjectures difficiles.
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CHAPITRE 1 1.1

Fig. 2. Décroissance exponentielle de la densité de probabilité de présence.

1.1.3 Définitions mathématiques de la localisation
Il y a plusieurs définitions mathématiques pour traduire le phénomène de locali-

sation d’Anderson pour une famille d’opérateurs aléatoires. Rappelons que (Ω,A,P)
désigne un espace de probabilité complet et que l’on considère une famille d’opéra-
teurs aléatoires auto-adjoints {Hω}ω∈Ω sur un espace de Hilbert qui sera l’espace
L2(Rd) dans le cas continu ou l’espace ℓ2(Zd) dans le cas discret.

Définition 1.1.2. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille {Hω}ω∈Ω est spectra-
lement localisée dans I lorsque le spectre de Hω dans I est non vide et purement ponctuel
pour P-presque tout ω ∈ Ω.

Cette première définition exprime principalement que pour presque tout ω ∈ Ω,
Hω n’a pas de spectre continu dans I. Le théorème R.A.G.E. (voir [RS79 ; AW15])
nous assure alors qu’il n’y pas d’états diffusifs pour Hω et ce presque sûrement en
ω. Mais cela ne donne pas une idée claire du comportement des fonctions propres
associées aux valeurs propres dans I. Pour cela nous allons donner une seconde
définition plus précise et qui traduit mieux l’idée d’état localisé et pas seulement
non diffusif.

Définition 1.1.3. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille {Hω}ω∈Ω a la propriété
de localisation d’Anderson dans I ou encore y est exponentiellement localisée lorsque :

1. le spectre de Hω dans I est non vide et purement ponctuel pour P-presque tout ω ∈ Ω,
2. les fonctions propres associées aux valeurs propres dans I décroîssent exponentielle-

ment vers 0 à l’infini.

Rappelons que le module au carré d’une fonction propre de Hω représente une
densité de probabilité de présence pour la particule dont cette fonction propre est
la fonction d’onde. La décroissance exponentielle de cette probabilité de présence
correspond à une probabilité exponentiellement faible pour la particule de se trouver
loin d’une position moyenne. La particule est donc bien localisée.

Dans le deuxième point de la définition 1.1.3, la décroissance exponentielle à l’in-
fini des fonctions propres signifie plus précisément, dans le cas continu, que si pour
presque tout ω ∈ Ω, Hωψω = Eωψω avec ψω ∈ L2(Rd) et Eω ∈ I, alors

∃C > 0, ∃m > 0, ∃x0,ω ∈ R, ∀x ∈ Rd, ||1[x−1,x+1]d ψω||L2(Rd) ≤ Ce−m||x−x0,ω ||,

pour presque tout ω ∈ Ω, où |x| désigne la norme euclidienne (par exemple) de x
dans Rd. Le point x0,ω est appelé centre de localisation.

En particulier C et m peuvent être choisies presque sûrement indépendantes de
ω. La constante m est l’inverse d’une longueur et ℓ = 1

m est appelée longueur de
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localisation pour ψω. La longueur de localisation ℓ est presque sûrement constante,
contrairement aux valeurs propres et aux fonctions propres qui elles sont dépen-
dantes de ω.

Dans le cas discret, la décroissance exponentielle à l’infini des fonctions propres
signifie que, si pour presque tout ω ∈ Ω, hωuω = Eωuω avec uω ∈ ℓ2(Zd) et Eω ∈ I,
alors

∃C > 0, ∃m > 0, ∀n ∈ Zd, |uω(n)| ≤ Ce−m||n||1 ,

pour presque tout ω ∈ Ω.

Remarquons que si {Hω}ω∈Ω est exponentiellement localisée dans I, P-presque
sûrement le spectre ponctuel de Hω est dense dans I. Ce phénomène est tout à fait
surprenant en comparaison des spectres observés au niveau des atomes ou des mo-
lécules ou dans les milieux périodiques sans désordre. Ces spectres, comme par
exemple celui de l’hydrogène, font apparaître en général des valeurs propres isolées
et éventuellement une composante absolument continue. Les opérateurs de Schrö-
dinger périodiques dont le potentiel périodique vérifie des hypothèses raisonnables
(voir [RS78]) ont un spectre purement absolument continu et aucune valeur propre.
Le fait d’obtenir un ensemble dense de valeurs propres se retrouve principalement
dans les modèles où il y a un désordre, soit de nature aléatoire comme ici, soit par
exemple dans les opérateurs quasi-périodiques.

La définition que l’on vient de donner de la localisation d’Anderson est une dé-
finition stationnaire, ne mettant en jeu que l’Hamiltonien Hω et non pas le sous-
groupe à un paramètre associé. La définition suivante tient compte de la dynamique
en temps des paquets d’ondes et se trouve être la définition généralement privilégiée
par les physiciens qui étudient le phénomène de localisation.

Définition 1.1.4. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille {Hω}ω∈Ω (respectivement
{hω}ω∈Ω) est dynamiquement localisée dans I lorsque :

1. le spectre de Hω (resp. hω) dans I est non vide pour P-presque tout ω ∈ Ω,

2. pour tout intervalle compact I0 ⊂ I et tout ψ ∈ L2(Rd),

∀p ≥ 0, E

(
sup
t∈R

||(1 + | · |2)
p
2 e−itHω 1I0(Hω)ψ||2L2(Rd)

)
< +∞ (1.9)

où 1I0(Hω) désigne le projecteur spectral sur I0 associé à Hω et E désigne l’espérance
prise par rapport à la mesure de probabilité P ;
respectivement, pour tout u ∈ ℓ2(Zd),

∀p ≥ 0, E

(
sup
t∈R

|| (1 + || · ||1)pe−ithω 1I(hω)u||2ℓ2(Zd)

)
< +∞ (1.10)

Précisons que dans cette définition, e−itHω et 1I0(Hω) (resp. e−ithω et 1I(hω)) sont
définis via le calcul fonctionnel pour les opérateurs auto-adjoints.

Dans le cas discret il n’est pas nécessaire de projeter spectralement sur un sous-
intervalle compact de I car le spectre presque-sûr de hω est déjà compact si le support
de la loi commune des variables aléatoires ω(n) est lui-même borné, hypothèse que
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l’on fera pour tous les modèles que nous étudierons par la suite. Dans le cas continu,
le spectre presque-sûr n’est pas compact.
La définition 1.1.4 est de nature dynamique et suit l’évolution des paquets d’ondes
au cours du temps. Elle nous dit que les solutions de l’équation de Schrödinger (1.4)
sont localisées dans l’espace au voisinage de leur position initiale et ce, uniformé-
ment au cours du temps. Cela traduit l’absence de transport quantique.

Plus précisément, notons |x| l’opérateur de position, soit l’opérateur de multipli-
cation par x 7→ (1 + ||x||22)

1
2 sur L2(Rd). Pour tout état ψ ∈ L2(Rd), si on note ψI(t)

l’évolution de la projection spectrale de ψ à l’instant t, solution de (1.4) avec comme
condition initiale ψ0 = 1I0(Hω)ψ, alors les moments de l’opérateur de position sont
bornés en t :

∃Cψ,I > 0, ∀p ≥ 0, ∀t ∈ R, ⟨ψI(t), |x|pψI(t)⟩ ≤ Cψ,I .

A contrario, on dira qu’il y a du transport quantique dans un intervalle I′ lorsque

∃α > 0, ∃p ≥ 0, ∀t ∈ R, ⟨ψI′(t), |x|pψI′(t)⟩ ≥ |t|α. (1.11)

Enfin, précisons que la localisation dynamique implique la localisation d’Anderson
(voir [DS01 ; Sto01]). Il est aussi possible de définir des notions de localisation encore
plus fortes. Pour une présentation quasi exhaustive de ces notions nous renvoyons à
la troisième partie de [Dis+08] écrite par Abel Klein.

1.2 Mise en perspective des travaux présentés

1.2.1 Des exposants de Lyapounov à la localisation
Le modèle d’Anderson est activement étudié car il fait l’objet de deux conjectures

importantes : celle de l’existence d’une transition de phase isolant/conducteur en
dimension supérieure ou égale à 3 et celle qui affirme que cette transition n’existe
pas en dimension 1 ou 2.

Du point de vue mathématique, assez peu de réponses sont apportées à ces conjec-
tures, malgré un effort soutenu de la communauté depuis la fin des années 70. La
question de la nature du spectre pour le modèle d’Anderson n’est pas aisée. En effet,
si le Laplacien a un spectre purement absolument continu, l’opérateur de multiplica-
tion par Vω est (dans le cas discret) une matrice aléatoire diagonale et son spectre est
donc discret. Les deux effets se contrebalancent lorsque l’on regarde le spectre de la
somme de ces deux opérateurs. De nombreux résultats mathématiques sont de na-
ture perturbative et incluent un coefficient mesurant la taille du désordre devant le
terme Vω. Lorsque ce paramètre est grand, le potentiel aléatoire l’emporte sur le La-
placien et a priori il y aura localisation. Lorsque ce paramètre est petit, c’est l’inverse.
Intuitivement, plus le désordre est grand, plus il y a de chance de voir apparaître des
états localisés.

Le cas de la dimension 1 d’espace à valeurs scalaires est le seul à être complète-
ment résolu à ce jour : quel que soit l’aléa apparaissant au travers des variables aléa-
toires ω(n) dans (1.2) et (1.3) et quelle que soit la valeur du paramètre de désordre
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λ > 0, il y a localisation à toutes les énergies dans le cas discret ([KS80 ; CKM87]) et
à toutes les énergies hors d’un ensemble discret dans le cas continu ([DSS02]).

Dans le cas continu et toujours en dimension 1, les premiers résultats de locali-
sation ont été obtenus pour des modèles dont le potentiel n’est pas exactement le
potentiel d’Anderson tel que nous l’avons présenté, mais un processus aléatoire de
type brownien ou “bruit blanc”. Il s’agit de l’article de Goldsheid, Molchanov et Pas-
tur en 1977 (voir [GMP77]) puis de l’article de Carmona en 1982 (voir [Car82]). Ce
type de modèle a été un temps écarté au profit des modèles d’Anderson “classiques”,
mais depuis peu, un retour aux sources a lieu dans les travaux de Dumaz et Labbé
qui ont repris cette étude du point de vue probabiliste dans [DL20 ; DL21a ; DL21b].

En dimension supérieure, la localisation est démontrée pour de nombreux mo-
dèles, soit pour toutes les énergies dès lors que le désordre est assez grand, soit pour
les énergies proches du bas du spectre ou des bords des bandes spectrales, pour toute
valeur strictement positive du paramètre de désordre. En dimension supérieure à 2,
il y a toujours un effet de balance entre la taille de l’intervalle d’énergie sur lequel il
y a localisation et la taille du paramètre mesurant le désordre.

Le premier résultat de localisation en dimension arbitraire est celui de Fröhlich
et Spencer dans [FS83] où ils introduisent la technique de l’analyse multi-échelle
pour démontrer l’annulation de la conductivité à toute énergie pour un paramètre
de désordre grand, dans le cas d’un opérateur d’Anderson discret et pour un aléa
donné par des variables aléatoires à densité. Cette démonstration a été simplifiée
par Klein et von Dreifus dans [DK89].

Dans le cas continu, à ma connaissance, le premier résultat de localisation en di-
mension d ≥ 2 est un résultat de localisation au bas du spectre pour un potentiel à
un site constant dû à Martinelli et Holden ([MH84]). Il sera suivi de plusieurs résul-
tats du même type, par Martinelli et Scoppola [MS85] ou Kotani et Simon [KS87b]
qui se basent sur l’adaptation de la méthode d’analyse multi-échelle au cas des opé-
rateurs continus (voir [Frö+85]). Puis viendront les résultats de localisation au bas
du spectre pour des potentiels à un site généraux et de l’aléa régulier obtenus par
Combes et Hislop [CH94], puis par Klopp [Klo95].

Si l’on revient à l’origine du modèle d’Anderson, à savoir étudier le transport
électronique dans des métaux contenant des impuretés, comme par exemples des
alliages, il est essentiel d’obtenir des résultats dans le cas où les variables aléatoires
ω(n) du potentiel d’Anderson sont des variables de Bernoulli. Mais très peu de ré-
sultats de localisation existent dans ce cadre. Le premier de ces résultats est celui
de Carmona, Klein et Martinelli pour un modèle d’Anderson discret en dimension
1 [CKM87]. Puis vint l’article de Klein, Lacroix et Speis [KLS90] traitant de la loca-
lisation pour un modèle discret en dimension 1 mais à valeurs matricielles. Le cas
continu en dimension 1 n’a été résolu qu’en 2002 avec l’article de Damanik, Sims
et Stolz [DSS02]. Dans ces trois articles, le fait d’avoir des modèles en dimension 1
conduit à de la localisation à toute énergie (hors d’un ensemble discret dans [DSS02])
et à ne pas avoir besoin d’introduire un paramètre de grand désordre.

En dimension supérieure, Bourgain et Kenig ont démontré en 2005 dans [BK05]
la localisation en bas du spectre pour un opérateur continu, là encore sans rien sup-
poser sur un paramètre de désordre. Leur preuve repose sur une adaptation de
l’analyse multi-échelle dite “bootstrap”, ainsi que sur un principe de continuation
uniforme qui n’était valide que pour les opérateurs continus. La localisation pour
les opérateurs d’Anderson-Bernoulli discrets en dimension d ≥ 2 est restée ouverte
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jusqu’à il y a peu avec un premier résultat de Ding et Smart en dimension 2 (voir
[DS20]). Ils sont parvenus à démontrer un principe de continuation uniforme adapté
à la forme du réseau Z2 et reposant sur une combinatoire subtile. Ce résultat vient
d’être étendu à la dimension 3 par Li et Zhang en 2022 [LZ22].

La question de la transition métal/isolant en dimension d ≥ 3, et par là l’exis-
tence d’états délocalisés ou plus simplement de spectre absolument continu, est lar-
gement ouverte. Pour le modèle d’Anderson classique, elle est totalement ouverte ce
qui n’est pas en contradiction avec les résultats de localisation existant. Nous savons
sous quelles hypothèses la localisation apparaît, mais nous ne savons pas si en de-
hors des intervalles de localisation il y a réellement existence d’états délocalisés ou
non.

Il existe d’autres modèles pour lesquels cette transition est démontrée mathéma-
tiquement. Caractérisée à l’aide de coefficients de transport, elle a par exemple été
obtenue par Germinet, Klein et Schencker pour l’Hamiltonien de Landau aléatoire
au voisinage de chaque niveau de Landau dans [GKS07]. Elle apparaît également
dans le cas d’un modèle de polymère étudié par Jitomirskaya, Schulz-Baldes et Stolz
[JSS03].

Cette transition est également démontrée pour le modèle d’Anderson sur le ré-
seau de Bethe, tout d’abord par Klein dans [Kle98] sous la forme d’existence de
spectre absolument continu pour un petit désordre. Puis, plusieurs résultats de dé-
localisation sur les graphes quantiques ont été obtenus, parmi lesquels Aizenmann,
Sims et Warzel [ASW06], Aizenmann et Warzel [AW13] ou Anantharaman et Sabri
[AS19].

Le cas de la dimension 2 est particulier. Nous restreignons notre discussion au
cas des opérateurs d’Anderson-Bernoulli. A priori, en dimension 2, il n’y a pas de
transition localisation/délocalisation ce qui fait que la dimension critique pour cette
transition est la dimension 3. Il est donc conjecturé que la localisation ait lieu à toutes
les énergies indépendamment de la valeur du paramètre du désordre, comme en di-
mension 1. Toutefois, il n’est pas impossible que le spectre restant purement ponctuel
à toutes les énergies, les fonctions propres ne soient plus exponentiellement décrois-
santes aux grandes énergies et que cela introduise une transition au niveau du trans-
port quantique comme dans le cas de l’Hamiltonien de Landau évoqué plus haut
(voir [GKS07]). La seule chose connue est la localisation au bas du spectre dans les
cas continu et discret [BK05 ; DS20].

La question de la localisation en dimension 2 pour le modèle d’Anderson Ber-
noulli à toutes les énergies a été le point de départ de ma thèse de doctorat. Bien
entendu, cette question s’est révélée bien trop ardue pour être abordée de front et la
première simplification possible est de considérer non pas le modèle d’Anderson sur
tout R2 mais seulement sur une bande continue R × [0, 1].

Reprenons les notations introduites en (1.1). On considère l’opérateur agissant
sur L2(R × [0, 1])⊗ C et défini pour tout ω ∈ Ω par

Hbc,ω = −∆2 + ∑
n∈Z

ω(n)V(x − n, y), (1.12)

avec conditions de Dirichlet aux bords R × {0} et R × {1} et V est à support dans
[0, 1]2.

A priori, la question de la localisation à toutes les énergies pour {Hbc,ω}ω∈Ω pré-
sente des difficultés comparables à celles rencontrées dans l’étude de l’opérateur
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d’Anderson-Bernoulli sur R2, du fait que les deux problèmes relèvent de la théorie
des équations aux dérivées partielles et que l’on ne peut donc pas les aborder à l’aide
d’outils spécifiques à la dimension 1.

Toutefois, avec {Hbc,ω}ω∈Ω, il est possible d’opérer une discrétisation dans la di-
rection bornée [0, 1] de la bande. Pour cela on fait une transformée de Fourier en
la seconde variable, ce qui conduit à regarder un modèle continu dans une direc-
tion et discret dans la seconde, agissant donc sur un espace L2(R × Z) au lieu de
L2(R2). Formellement, on s’est donc ramené à un opérateur d’Anderson continu en
dimension 1 dont le potentiel est matriciel de taille infinie. Bien entendu, ce modèle
est encore essentiellement un modèle en dimension 2 et pour passer à un modèle
unidimensionnel, on se restreint à une taille finie pour le potentiel matriciel en ne
conservant qu’un intervalle borné de fréquences de Fourier dans la deuxième va-
riable. On obtient alors un modèle d’Anderson en dimension 1 dont le potentiel est
matriciel de taille quelconque mais finie. Il agit donc sur L2(R) ⊗ CN, où N ≥ 1
est un entier. Cela transforme le problème d’équation aux dérivées partielles initial
en un problème de système différentiel pour lequel nous allons pouvoir utiliser les
techniques issues des systèmes dynamiques en dimension 1 que sont les matrices de
transfert et les exposants de Lyapounov. L’espoir est alors d’obtenir la localisation
pour ce modèle unidimensionnel à valeurs matricielles avec des intervalles de loca-
lisation et des longueurs de localisation au mieux indépendants de N, au pire avec
un bon contrôle sur ces quantités lorsque N tend vers l’infini. Nous verrons dans la
suite que cet espoir est très loin de se concrétiser, en particulier lorsque l’on abordera
la question du comportement de la densité d’états intégrée au bas du spectre dans la
Section 3.4.

L’étude de ce modèle d’Anderson-Bernoulli en dimension 1 dont le potentiel est
à valeurs matricielles entre dans un cadre plus général que nous définissons mainte-
nant.

Définition 1.2.1. Soient N ≥ 1 un entier et (Ω,A,P) un espace de probabilité complet.
Nous appelons modèle quasi-unidimensionnel toute famille mesurable d’opérateurs agis-
sant sur ℓ2(Z) ⊗ CN (modèle discret) ou L2(R) ⊗ CN (modèle continu) et indexée par
(Ω,A,P).

Dans cette définition, nous aurions pu préciser “modèle quasi-unidimensionnel
aléatoire” car nous ne regardons que le cas de familles aléatoires. Toutefois, ce type
de définition pourrait aussi être transposée à tout opérateur agissant sur ℓ2(Z)⊗CN

où L2(R)⊗ CN voire à des familles d’opérateurs quasi-périodiques agissant sur ces
espaces et dépendant d’un paramètre de fréquence par exemple. Nous faisons le
choix de ne considérer que le cas aléatoire dès la définition car nous ne traiterons
que de ce cas dans la suite.
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Fig. 3. Cas discret : ℓ2(Z)⊗ CN
Fig. 4. Cas continu : L2(R)⊗ CN

Un modèle quasi-unidimensionnel peut être vu comme agissant sur N copies de
Z (cas discret) ou N copies de R (cas continu). Dans la suite, les modèles étudiés
coupleront ces N copies au travers de potentiels matriciels non diagonaux. Cela fait
que ces modèles quasi-unidimensionnels ne se ramèneront pas trivialement à une
somme directe de modèles unidimensionnels à valeurs scalaires.

La définition adoptée pour la notion de modèle quasi-unidimensionnel recouvre
un grand nombre de situations possibles. Parmi celles-ci, je retiens quatre types de
modèles dont je parlerai dans la suite de ce mémoire.

1. Le type Schrödinger discret : les opérateurs agissent sur ℓ2(Z)⊗CN et sont de
la forme

∀u ∈ ℓ2(Z)⊗ CN, ∀n ∈ Z, (hωu)n = −(un+1 + un−1) + Vω(n)un

où (Vω(n))n∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d. sur (Ω,A,P), prenant
ses valeurs dans l’espace des matrices symétriques réelles de taille N × N. Ce
type inclus les modèles d’Anderson unidimensionnel et quasi-unidimensionnels
présentés à la Section 2.2.

2. Le type Schrödinger continu : les opérateurs agissent sur L2(R)⊗ CN et sont
de la forme

Hω = − d2

dx2 ⊗ IN + Vper + Vω

où Vper est un potentiel d’interaction périodique et Vω est un potentiel aléa-
toire, les deux prenant leurs valeurs dans l’espace des matrices symétriques
réelles de taille N × N. Ce type inclus les modèles d’Anderson continus ainsi
que les modèles d’interactions ponctuelles (formellement pour ces derniers),
unidimensionnels ou quasi-unidimensionnels, que nous étudierons à la Sec-
tion 2.2.

3. Le type unitaire : au Chapitre 4 nous présentons le modèle de scattering zipper
aléatoire qui agit sur ℓ2(Z) ⊗ CN et qui est donné par une famille aléatoire
d’opérateurs unitaires à coefficients matriciels.

4. Le type Dirac : les opérateurs agissent sur L2(R)⊗ CN et sont de la forme

Dω =

(
0 − d

dx⊗IN
d

dx⊗IN 0

)
+ Vper + Vω

où Vper est un potentiel périodique, combinaison linéaire de matrices de Pauli
tensorisées et Vω est un potentiel aléatoire, produit tensoriel de matrices de
Pauli et de blocs matriciels aléatoires. Ce modèle, en cours d’étude en collabo-
ration avec Sylvain Zalczer, sera présenté dans la Section 2.4.
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Les modèles de type Schrödinger, discrets ou continus, décrivent le transport
électronique dans N couches unidimensionnelles, a priori en interaction. Un élec-
tron peut donc “sauter” d’une couche à l’autre et sur chaque couche il peut ou non
rencontrer en chaque point entier une impureté.

Pour aborder la question de la localisation d’Anderson pour des modèles quasi-
unidimensionnels de type Schrödinger, on peut commencer par regarder les condi-
tions de la décroissance exponentielle des fonctions propres pour ces modèles. Nous
sommes alors amenés à étudier le comportement asymptotique d’une équation li-
néaire d’ordre 2, soit aux différences finies dans le cas discret, soit différentielle dans
le cas continu.

Soit N ≥ 1. Soit E ∈ R. Dans le cas discret on étudie le comportement asympto-
tique exponentiel des suites u ∈ ℓ2(Z)⊗ CN qui vérifient

hωu = Eu ⇔ ∀n ∈ Z, −(un+1 + un−1) + Vω(n)un = Eun. (1.13)

Dans le cas continu on étudie le comportement asymptotique exponentiel des
fonctions u ∈ L2(R)⊗ CN qui vérifient

Hωu = Eu ⇔ ∀x ∈ R, −u′′(x) + (Vper + Vω)(x)u(x) = Eu(x). (1.14)

Nous ne cherchons pas un équivalent précis de u à l’infini mais simplement
à savoir si asymptotiquement u se comporte comme une exponentielle. Cette re-
marque permet de ramener l’étude du comportement asymptotique exponentiel en
+∞ (resp. −∞) de u à l’étude des sauts successifs du site n au site n + 1 (resp. −n à
−n − 1) pour tout entier naturel n. Cela conduit à introduire la notion de matrice de
transfert et à appliquer l’idée de transformer une équation linéaire d’ordre 2 en un
système d’ordre 1.

Tout d’abord, dans le cas discret, l’équation (1.13) est équivalente au système

∀n ∈ Z,
(

un+1
un

)
=

(
Vω(n) − E −IN

IN 0

)(
un

un−1

)
. (1.15)

Posons alors :

Tω(n)(E) =
(

Vω(n) − E −IN
IN 0

)
. (1.16)

Pour n ∈ Z, la matrice Tω(n)(E) est appelée matrice de transfert de n à n + 1. La
suite (Tω(n)(E))n∈Z est une suite de matrices aléatoires dans SpN(R) , le groupe sym-
plectique d’ordre N (voir définition 2.1.8). Si on suppose de plus que (Vω(n))n∈Z est
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, alors
la suite (Tω(n)(E))n∈Z l’est aussi.

Par itération de (1.15), le comportement asymptotique en +∞ de (un)n∈Z se ra-
mène à celui du produit Tω(n)(E) · · · Tω(0)(E), et celui en −∞ se ramène au produit
(Tω(−n+1)(E))−1 · · · (Tω(−1)(E))−1 via

∀n ≥ 0,
(

un+1
un

)
= Tω(n)(E) · · · Tω(0)(E)

(
u0

u−1

)
(1.17)
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et

∀n < 0,
(

un+1
un

)
= (Tω(−n+1)(E))−1 · · · (Tω(−1)(E))−1

(
u0

u−1

)
. (1.18)

Dans le cas continu, l’équation (1.14) est équivalente au système différentiel(
u
u′

)′
=

(
0 IN

Vper + Vω − E 0

)(
u
u′

)
. (1.19)

Pour tout n ∈ Z, on introduit alors la matrice de transfert de n à n + 1, que l’on
note encore Tω(n)(E), comme étant l’application qui envoie une solution (u, u′) du
système (1.19) au temps n sur la solution au temps n + 1. La matrice de transfert
Tω(n)(E) est ainsi définie par la relation(

u(n + 1)
u′(n + 1)

)
= Tω(n)(E)

(
u(n)
u′(n)

)
(1.20)

pour tout n ∈ Z. Comme Tω(n)(E) est la solution d’un système Hamiltonien d’ordre
1 au temps 1, Tω(n)(E) appartient à SpN(R) . De plus, on supposera que le proces-
sus (Vω(n))n∈Z est tel que la suite (Tω(n)(E))n∈Z soit une suite de matrices aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées dans SpN(R) . Ce sera le cas pour les
modèles d’Anderson quasi-unidimensionnels ou à interactions ponctuelles étudiés
dans la suite.

Nous sommes donc ramenés, dans les cas discret et continu, à étudier le compor-
tement asymptotique d’une suite de matrices aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées. Nous verrons à la Section 2.1 comment associer à une telle suite de
matrices aléatoires un ou des exposants de Lyapounov via une formule du type :

γ(E) = lim
n→+∞

1
n

E
(
log
(
||Tω(n)(E) · · · Tω(0)(E)||

))
. (1.21)

Cet exposant mesure le taux de croissance ou de décroissance exponentielle à l’in-
fini du produit des matrices de transfert. La décroissance exponentielle des fonctions
propres étudiées se ramène donc dans un premier temps à la stricte positivité des
exposants de Lyapounov. Nous verrons à la Section 2.3.1 que cette stricte positivité
n’implique que l’absence de spectre absolument continu et que pour réellement obte-
nir de la localisation d’Anderson il faut travailler bien plus. Mais, dans une première
approche naïve, la stricte positivité des exposants de Lyapounov est la question à
étudier.

Intuitivement, pour espérer obtenir dans la formule (1.21) une limite strictement
positive, il faut s’assurer que lorsque le paramètre aléatoire varie, un grand nombre
de produits de matrices de transfert ont une norme suffisamment grande pour qu’en
moyenne et après division par n, la limite ne soit pas nulle. Par exemple, si tous les
produits de matrices de transfert sont bornés, la limite dans (1.21) sera automatique-
ment nulle. Il nous faut donc étudier l’ensemble qui contient tous les produits de
matrices de transfert lorsque le paramètre aléatoire varie.

Nous avons supposé plus haut que les matrices de transfert sont indépendantes
et identiquement distribuées. Notons µE la loi commune de ces matrices de transfert.
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Le support de µE nous donne l’ensemble des valeurs que peut prendre une matrice
de transfert lorsque l’on fait varier le paramètre aléatoire. Si l’on veut ensuite faire
des produits de telles matrices, l’objet algébrique naturel à considérer est le groupe
engendré par le support de µE.

Définition 1.2.2. Le groupe de Fürstenberg GµE associé à la suite de matrices de transfert
(Tω(n)(E))n∈Z est l’adhérence du groupe engendré par le support de la loi commune des
Tω(n)(E) :

GµE = ⟨supp µE⟩.

Nous choisissons d’inclure l’adhérence pour la topologie induite par la topologie
usuelle sur l’espace des matrices dans la définition du groupe de Fürstenberg car cela
permet d’en faire un sous-groupe fermé du groupe linéaire GLN(R) , donc un groupe
de Lie. Dans la suite il est essentiel que le groupe de Fürstenberg soit muni d’une
structure de groupe de Lie linéaire, cela permettant d’utiliser toutes les techniques
propres à ces groupes, en particulier d’utiliser leur algèbre de Lie.

La stricte positivité des exposants de Lyapounov se ramène à l’étude de la “taille”
du groupe de Fürstenberg. Si ce groupe est suffisamment gros en un sens à pré-
ciser, il y aura stricte positivité et séparabilité des exposants de Lyapounov. Nous
détaillons à la Section 2.2 les propriétés topologiques et géométriques que doit vé-
rifier le groupe de Fürstenberg pour s’assurer de cette positivité des exposants de
Lyapounov.

Revenons à notre question initiale, la localisation d’Anderson pour des modèles
d’Anderson unidimensionnels ou quasi-unidimensionnels mettant en jeu des va-
riables aléatoires de Bernoulli.

Le premier résultat de localisation pour un modèle d’Anderson-Bernoulli en di-
mension 1 est celui de Carmona, Klein et Martinelli pour un modèle discret à valeurs
scalaires dans [CKM87]. Le deuxième résultat est celui de Klein, Lacroix et Speis
pour un modèle quasi-unidimensionnel discret dans [KLS90]. Le troisième résultat
de référence est celui de Damanik, Sims et Stolz pour un modèle continu à valeurs
scalaires dans [DSS02].

De ces trois articles, on peut extraire un schéma général de preuve de la localisa-
tion pour les modèles d’Anderson-Bernoulli en dimension 1 :

1. Démontrer que le groupe de Fürstenberg satisfait aux hypothèses d’un théo-
rème de type Fürstenberg assurant non seulement la séparabilité des exposants
de Lyapounov mais aussi l’existence d’une mesure invariante permettant d’ex-
primer ces exposants sous forme d’une intégrale (voir Théorème 2.3.8).

2. Déduire de cette représentation intégrale la régularité Höldérienne des expo-
sants de Lyapounov sur tout intervalle d’énergies où le groupe de Fürstenberg
satisfait aux bonnes hypothèses (voir Théorème 2.3.9).

3. En déduire, à l’aide d’une formule de Thouless adaptée au modèle étudié, la
même régularité Höldérienne pour la densité d’états intégrée (voir Théorème
3.2.4).

4. En se basant sur cette régularité Höldérienne de la densité d’états intégrée, ob-
tenir une estimée de Wegner faible adaptée à l’aléa de Bernoulli (voir Théorème
2.3.10).

5. Appliquer enfin un schéma d’analyse multi-échelle.
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Dans les trois cas, le point de départ est l’étude du groupe de Fürstenberg et on
peut extraire un résultat du type :

Si le groupe de Fürstenberg vérifie les hypothèses permettant d’appliquer
un théorème assurant la stricte positivité des exposants de Lyapounov, il
y a localisation pour la famille ergodique d’opérateurs étudiée.

J’ai démontré dans [Bou09b] un tel critère algébrique permettant d’obtenir la lo-
calisation, aussi bien d’Anderson que dynamique, dans le cas des opérateurs d’An-
derson - Bernoulli continus quasi-unidimensionnels. Je détaille la présentation de ce
résultat dans la Section 2.3.2 du Chapitre 2.

Notons ici que dans le cas de l’aléa de Bernoulli, l’emploi de l’analyse multi-
échelle s’impose a priori. C’était tout du moins le cas à l’époque où les résultats
de [CKM87 ; KLS90 ; DSS02] ainsi que mes résultats de localisation obtenus dans
[Bou09b ; Bou13] ont été publiés. Je reviendrai sur ce point à la fin de cette section,
mais précisons déjà qu’il est possible en général d’aborder la question de la localisa-
tion autrement que par le biais de l’analyse multi-échelle.

L’analyse multi-échelle est une technique de démonstration par récurrence sur
la taille d’un cube de volume fini qui permet le contrôle de la fonction de Green
associée à l’opérateur restreint à ce cube. Plus précisément, elle permet de contrô-
ler la décroissance des termes hors diagonaux de cette fonction de Green lorsque
l’on s’éloigne de la diagonale, et ce avec une probabilité proche de 1. C’est une tech-
nique inspirée directement de la méthode KAM utilisée en systèmes dynamiques.
Son champ d’application est vaste et permet aussi bien de traiter des opérateurs
aléatoires que des opérateurs quasi-périodiques. Elle a été introduite dans [FS83]
puis continuellement améliorée jusqu’à aboutir à une forme relativement définitive
présentée dans [GK01 ; Kle08].

Toutefois, sa mise en oeuvre peut se réveler ardue et, si on se restreint au cas du
modèle d’Anderson, il peut être plus aisé d’utiliser la méthode des moments frac-
tionnaires introduite par Aizenamnn et Molchanov en 1993 dans le cas discret (voir
[AM93]) et étendue au cas continu en 2003 (voir [Sto+05]). Cette méthode a été spéci-
fiquement développée pour traiter de la localisation pour des modèles aléatoires de
type Anderson. Pour une présentation élémentaire de cette technique dans le cadre
de la dimension 1 nous renvoyons à [HSS10].

La méthode des moments fractionnaires repose sur une estimée des puissances
strictement plus petites que 1 de la norme des termes hors diagonaux de la résol-
vante. La méthode des moments fractionnaires donne une démonstration plus ra-
pide et des estimées plus précises pour la localisation dynamique, mais pour l’appli-
quer, il faut supposer que les variables aléatoires intervenant dans le potentiel d’An-
derson ont une densité vérifiant certaines propriétés. Ceci exclut le cas des variables
de Bernoulli qui nous intéresse ici.

Une fois obtenu un critère de localisation qui se ramène aux propriétés algé-
briques du groupe de Fürstenberg, il reste à étudier ce groupe pour les modèles qui
nous intéressent, ce qui est fait en détails dans la Section 2.2.

Dans le cas scalaire (N = 1), le théorème de Fürstenberg assure que l’exposant de
Lyapounov est strictement positif dès lors que le groupe de Fürstenberg est non com-
pact et fortement irréductible (voir Définition 2.2.1). En montrant ces deux proprié-
tés, la localisation est obtenue dans le cas discret dans [CKM87]. Le même théorème
de Fürstenberg est utilisé pour démontrer la localisation dans le cas continu à va-
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leurs scalaires dans [DSS02]. Dans ce cas, la vérification des hypothèses du théorème
de Fürstenberg conduit à devoir exclure un ensemble discret d’énergies.

Dans le cas discret quasi-unidimensionnel il serait possible en théorie de vérifier
les hypothèses de la généralisation du théorème de Fürstenberg au cas des suites de
matrices dans le groupe symplectique obtenue par Guivarch et Raugi dans [GR85],
en démontrant que le groupe de Fürstenberg est p-contractant et Lp-fortement ir-
réductible pour tout p (voir définitions 2.2.5 et 2.2.8). Mais il est très difficile de
les vérifier à la main et il est nettement plus simple d’appliquer le critère de Gold-
sheid et Margulis (voir [GM89]) dont on déduit que si le groupe de Fürstenberg est
Zariski-dense dans le groupe symplectique, alors il est p-contractant et Lp-fortement
irréductible pour tout p. C’est dans ce même article [GM89] que les auteurs dé-
montrent que le groupe de Fürstenberg associé au modèle d’Anderson discret quasi-
unidimensionnel est Zariski-dense dans SpN(R) . Ce résultat sera utilisé dans [KLS90]
pour démontrer la localisation pour ce modèle. Le critère de Goldsheid et Margulis
constitue un premier raffinement algébrique utile (voire nécessaire) pour étudier le
groupe de Fürstenberg dans le cas quasi-unidimensionnel (N ≥ 1).

Pour obtenir un premier résultat sur le groupe de Fürstenberg associé à un mo-
dèle quasi-unidimensionnel continu, il faudra attendre 2007 et l’article [BS07] écrit
avec Günter Stolz. Cet article traite de la positivité des exposants de Lyapounov
pour un modèle d’Anderson-Bernoulli continu et quasi-unidimensionnel dans le cas
de deux couches en interactions (N = 2). L’étude de la Zariski-densité du groupe de
Fürstenberg est calquée sur la construction de Goldsheid et Margulis dans le cas dis-
cret et conduit à l’existence d’un ensemble dénombrable, a priori dense, d’énergies à
exclure (voir détails à la Section 2.2.2.4). Cela est suffisant pour conclure à l’absence
de spectre absolument continu mais ne l’est pas pour démarrer le schéma de preuve
par analyse multi-échelle présenté plus haut. La principale difficulté dans l’étude
de ce modèle tient au fait que les matrices de transfert ne sont pas aussi simples
que dans le cas discret puisqu’elles apparaissent sous la forme d’exponentielles de
matrices dans lesquelles les paramètres aléatoires et l’énergie ne sont pas décou-
plés. Cela nous conduit à des restrictions sur le domaine d’énergie pour n’avoir à
travailler qu’avec des matrices elliptiques et pouvoir utiliser un argument de fré-
quences rationnellement liées dans des cosinus et sinus et de trajectoires denses sur
le tore pour construire certains éléments du groupe de Fürstenberg. C’est ce point
qui induit l’ensemble dénombrable et non discret d’énergies à éviter.

En parallèle de ce premier résultat, j’ai obtenu avec Stolz dans [BS07] un résultat
de positivité des exposants de Lyapounov pour un modèle d’interactions ponctuelles
quasi-unidimensionnel pour N = 2, puis un résultat analogue dans le cas N = 3
publié dans [Bou09a]. Pour ce modèle, intermédiaire entre les cas discret et continu,
les matrices de transfert sont un produit de deux matrices, une exponentielle de
matrice qui ne dépend que de l’énergie et une matrice ressemblant aux matrices de
transfert dans le cas discret ne faisant intervenir que l’aléa. Cela permet d’obtenir
un résultat de positivité des exposants de Lyapounov à toutes les énergies hors d’un
ensemble discret (car le modèle reste fondamentalement continu), en adaptant là
encore la construction faite par Goldsheid et Margulis.

Pour dépasser la difficulté rencontrée dans [BS07], il a fallu trouver un nouveau
raffinement algébrique permettant de prouver la Zariski-densité hors d’un ensemble
discret d’énergies. Ce raffinement est donné par un résultat abstrait sur les groupes
de Lie topologiquement parfaits et est dû à Breuillard et Gelander (voir [BG03] et
Théorème 2.2.16). Ce théorème affirme que dans un tel groupe de Lie il existe un
voisinage de l’identité dans lequel l’exponentielle est un difféomorphisme entre l’al-
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gèbre de Lie et le groupe de Lie (ainsi le logarithme est bien defini) et qu’un nombre
fini d’éléments dans ce voisinage engendre un sous-groupe dense si et seulement
si leurs logarithmes engendrent l’algèbre de Lie toute entière (“engendrer” signifie
ici que l’on s’autorise les crochets de Lie et les combinaisons linéaires). Ce résultat
permet de montrer la densité du groupe du Fürstenberg (donc le fait qu’il est égal
au groupe symplectique puisqu’il est fermé pour la topologie usuelle) et non plus
seulement la Zariski-densité.

En utilisant ce critère de Breuillard et Gelander, l’étude du groupe de Fürstenberg
se fait en quatre étapes :

1. On calcule explicitement les matrices de transfert.
2. On construit des éléments du groupe de Fürstenberg qui sont dans le voisinage

de l’identité donné par le théorème de Breuillard et Gelander.
3. On calcule les logarithmes de ces éléments.
4. On démontre que ces logarithmes engendrent l’algèbre de Lie du groupe sym-

plectique.
En appliquant ces étapes au modèle d’Anderson-Bernoulli étudié dans [BS07],

j’ai obtenu dans [Bou07] le fait que le groupe de Fürstenberg est égal au groupe
symplectique d’ordre 2 pour toute énergie plus grande que 2 (pour être dans le cas
elliptique) et hors d’un ensemble discret d’énergies. Dans [Bou07], j’ai toujours des
matrices de transfert qui sont des exponentielles liant l’aléa et l’énergie ce qui oblige
à se restreindre au cas elliptique (où le calcul de l’exponentielle ne conduit qu’à des
coefficients en sinus et cosinus) pour pouvoir utiliser un argument d’approximation
diophantienne simultanée et pour obtenir que des puissances bien choisies des ma-
trices de transfert sont dans le voisinage de l’identité de Breuillard et Gelander. Ces
puissances vont induire des termes parasites dans les expressions des logarithmes
du fait d’un problème de détermination principale (log(exp(M)) ̸= M). Ces termes
parasites font que la démonstration du fait que les logarithmes engendrent l’algèbre
de Lie du groupe symplectique d’ordre 2 doit se faire complètement à la main et que
cette construction ne semble pas pouvoir s’étendre à un N ≥ 1 quelconque.

Pour espérer obtenir un résultat de localisation pour N ≥ 1 arbitraire dans les
cas des opérateurs d’Anderson-Bernoulli continus quasi-unidimensionnels, on se ré-
sout à introduire un paramètre de grand désordre. En effet, les résultats de [CKM87 ;
GM89 ; DSS02 ; BS07 ; Bou07 ; Bou09a] sont tous valides sans qu’aucun paramètre de
mesure du désordre ne soit introduit. La paramètre ℓ > 0 introduit dans [Bou09b]
permet de calculer le groupe de Fürstenberg associé à la famille {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω défi-
nie en (2.7). En choisissant ℓ > 0 suffisamment petit et l’énergie pas trop grande,
on parvient à démontrer que les matrices liant l’énergie et l’aléa, dont les matrices
de transfert sont l’exponentielle, sont dans l’image par le logarithme du voisinage
de l’identité donné par le théorème de Breuillard et Gelander. De là, on en déduit
immédiatement les points 2 et 3 de notre construction. Le calcul des logarithmes est
immédiat puisque sur le voisinage de Breuillard et Gelander l’exponentielle est un
difféomorphisme et il n’y a plus de termes parasites dans ces logarithmes. On peut
alors aisément reconstruire l’algèbre de Lie spN(R) de SpN(R) avec ces logarithmes
et achever le calcul du groupe de Fürstenberg. Le fait que le groupe de Fürstenberg
est égal à SpN(R) est valable pour toutes les énergies dans un intervalle compact dé-
pendant du paramètre de désordre ℓ et cet intervalle ne contient donc aucune énergie
critique, comme dans le cas discret. De plus, cet intervalle tend vers toute la droite
réelle lorsque ℓ tend vers 0.
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Enfin, en remarquant que le fait que les logarithmes engendrent l’algèbre de Lie
du groupe symplectique est une condition purement algébrique, j’en ai déduit dans
[Bou13] que l’on peut étendre la construction faite dans [Bou09b] pour un poten-
tiel d’interaction V0 particulier à un potentiel d’interaction constant mais générique
dans l’espace des matrices symétriques réelles. Cette fois il faut par contre exclure
un ensemble fini d’énergies qui correspond aux éventuels zéros d’un polynôme réel
en une variable (voir Section 2.2.3.4).

Il peut paraître surprenant que l’approche algébrique, au travers des groupes et
algèbres de Lie, soit présente de manière aussi centrale dans l’étude d’opérateurs dif-
férentiels aléatoires. Deux raisons peuvent être invoquées pour expliquer cela. Tout
d’abord, pour aborder les modèles d’Anderson-Bernoulli dont l’aléa est singulier, il
n’est pas possible de se reposer uniquement sur des techniques classiques d’analyse
harmonique comme par exemple la moyennisation spectrale. Ensuite, la présence
de potentiels à valeurs matricielles implique que quelque part dans l’analyse faite,
des questions de non-commutativité vont se poser. Il n’est a priori pas évident de
traiter ces questions uniquement par le prisme de l’analyse et il n’est donc pas si sur-
prenant qu’apparaisse la structure d’algèbre de Lie avec ses crochets de Lie qui tra-
duisent la non-commutativité. Enfin, une autre difficulté liée à ces modèles à valeurs
matricielles tient à l’absence de monotonicité de la famille ergodique d’opérateurs
(au sens des formes quadratiques associées) par rapport au paramètre aléatoire ω.
Cela implique que l’on ne peut pas obtenir directement une estimée de Wegner et va
dans le sens d’obtenir une telle estimée par le chemin détourné de la régularité de la
densité d’états intégrée, obtenue en dimension 1 à l’aide d’une formule de Thouless.
Nous en reparlerons dans la Section 2.3.2, mais là encore, cela indique que le point
de départ d’une preuve de la localisation pour des modèles quasi-unidimensionnels
est l’étude des exposants de Lyapounov associés, donc du groupe de Fürstenberg.

L’analyse multi-échelle est une procédure difficile à mettre en oeuvre et qui néces-
site la démonstration de plusieurs estimées intermédiaires comme celle de Wegner
ou l’estimée de pas initial. Dans le cas des opérateurs unidimensionnels, il est légi-
time de se demander si une approche plus directe fondée uniquement sur l’étude
de la suite des matrices de transfert et sur la preuve d’inégalités de grandes dévia-
tions pour cette suite, peut conduire à la localisation. Cette démarche a été adoptée
avec succès dans [Buc+19a ; Buc+19b] et dans [JZ19] et donne une démonstration
plus élémentaire de la localisation en dimension 1. Notons également la démons-
tration purement dynamique de la localisation d’Anderson dans [GK21] qui repose
sur une version paramétrique du théorème de Fürstenberg. Mentionnons enfin une
preuve récente de la localisation pour une généralisation du modèle discret quasi-
unidimensionnel dans [MS21] qui s’appuie sur les mêmes techniques que [Buc+19a ;
JZ19].

Je termine cette section en mentionnant le fait que je n’ai pas du tout évoqué
les modèles proches du modèle d’Anderson que sont les modèles de Poisson ou de
déplacement aléatoire. Bien que plusieurs résultats de localisation existent pour ces
modèles, mes travaux ne s’inscrivant pas dans ces cadres, je n’en parlerai pas dans
ce mémoire.
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1.2.2 La densité d’états intégrée
Au Chapitre 3, nous étudierons la mesure densité d’états ainsi que sa fonction

de répartition, la densité d’états intégrée, pour des opérateurs de type Schrödinger à
valeurs matricielles.

La densité d’états intégrée est une fonction de comptage des niveaux d’énergie
situés sous une valeur fixée d’énergie E. Ce nombre correspond au nombre maximal
d’électrons d’énergie plus petite que E d’après le principe d’exclusion de Pauli. Pour
des opérateurs dont le spectre est continu ou dense, la question de l’existence d’une
telle fonction se pose car une définition naïve conduit immanquablement à définir
une fonction valant l’infini en tout point au-delà du bas du spectre. Pour contourner
cette difficultée, on définit la densité d’états intégrée à l’aide d’une limite thermody-
namique.

Plus précisément, considérons un opérateur H auto-adjoint agissant sur L2(Rd)
(respectivement ℓ2(Zd)), pour d ≥ 1. Commençons par restreindre H à des cubes de
volume fini dans Rd (respectivement Zd) . Soit L un entier plus grand que 1 et soit
Λ = [−L, L]d ⊂ Rd (respectivement {−L, . . . , L}d ⊂ Zd) le cube centré en 0 et de
côté 2L (respectivement de côté ayant 2L + 1 points). Soit H(Λ) la restriction de H
agissant sur L2(Λ) avec conditions de Dirichlet au bord de Λ.

La densité d’état intégrée de H est la fonction croissante de R dans R+, E 7→
N(E) où pour tout réel E, N(E) est défini comme la limite thermodynamique :

N(E) = lim
L→+∞

1
|Λ|#

{
λ ≤ E| λ ∈ σ(H(Λ))

}
où |Λ| est le volume de Λ.

Cette définition pose un double problème d’existence. On doit tout d’abord prou-
ver que le cardinal #{λ ≤ E| λ ∈ σ(H(Λ))} est fini pour tout E fixé, puis on doit
prouver l’existence de la limite.

On peut bien entendu étendre la définition de la densité d’états intégrée à une
famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints comme nous le ferons à la définition
3.1.2. Dans ce cas, la limite obtenue est presque sûrement indépendante du para-
mètre aléatoire, ce qui est une conséquence de la preuve d’existence qui utilise le
théorème ergodique de Birkhoff.

Au Chapitre 3, à la Section 3.1, je présente un résultat d’existence de la densité
d’états intégrée et de la mesure densité d’états pour une classe de familles ergodiques
d’opérateurs de type Schrödinger sur L2(Rd) et à valeurs matricielles, publié dans
[Bou08], valable en dimension d ≥ 1 quelconque.

Si l’existence de la densité d’états intégrée est démontrée dans un grand nombre
de cas (voir [KM07 ; Ves08] pour une vue d’ensemble sur le sujet) la question de sa
régularité est plus délicate. Dans le cas du modèle d’Anderson discret en dimension
1, le résultat de base est la continuité de la densité d’état intégrée et remonte aux ré-
sultats de Avron-Simon [AS83], Delyon-Souillard [DS84] et Le Page [Le 84]. Toujours
pour le modèle d’Anderson discret en dimension 1, Craig et Simon prouvent la régu-
larité log-Höldérienne de la densité d’états intégrée dans [CS83b]. Ces résultats ne
supposent aucune régularité particulière sur la loi des variables aléatoires interve-
nant dans le potentiel d’Anderson, que l’on appelle encore la distribution de simple
site.

En supposant que la distribution de simple site est à densité dans un espace de
Sobolev convenable, Simon et Taylor montrent dans [ST85] que la densité d’états
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intégrée pour le modèle d’Anderson discret unidimensionnel est de classe C∞. Ce
résultat sera précisé dans [CK86] par Campiano et Klein qui démontrent que la den-
sité d’états intégrée est de classe Ck pour le même modèle, où k est lié à la régularité
Sobolev de la distribution de simple site. Les mêmes auteurs, rejoints par Bovier et
Perez généralisent ce résultat au cas du modèle d’Anderson discret en dimension
quelconque dans [Bov+88].

Dans le cas du modèle d’Anderson continu en dimension quelconque, les pro-
priétés de régularité de la densité d’états intégrée découlent généralement d’une es-
timée de Wegner qui se démontre au préalable et qui nécessite que la distribution
de simple site soit à densité afin de pouvoir utiliser la technique de moyennisation
spectrale. Par cette approche et sous des hypothèses relativement générales, Combes,
Hislop, Klopp et Nakamura démontrent dans [Com+02] le caractère localement Lip-
schitzien de la densité d’états intégrée. Ce résultat est amélioré par les mêmes au-
teurs (sans Nakamura) dans [CHK03] pour obtenir la continuité Höldérienne de la
densité d’états intégrée à toutes les énergies. Enfin, dans [CHK07], Combes, His-
lop et Klopp obtiennent un résultat sans doute optimal en dimension d ≥ 2 : si la
distribution de simple site est α-Höldérienne, la densité d’états intégrée est aussi α-
Höldérienne. De plus si la distribution de simple site est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, sans hypothèse supplémentaire, la densité d’états
intégrée est globalement Lipschitzienne.

Dans le cas des modèles d’Anderson discrets quasi-unidimensionnels, citons les
résultats de Klein et Speis dans [KS88a] qui prouvent sous le même type d’hypo-
thèses de regularité Sobolev pour la distribution de simple site que [CK86], le carac-
tère Ck ou C∞ de la densité d’états intégrée. Pour le même modèle, Klein, Lacroix
et Speis améliorent ce résultat en simplifiant les hypothèses sur la distribution de
simple site et en obtenant également un résultat d’analycité pour la densité d’états
intégrée dans [KLS89]. Citons enfin le résultat de Glaffig [Gla90] qui ne suppose que
les variables aléatoires de la première couche régulières et qui autorise celles des
autres couches à être aussi singulières que des variables de Bernoulli. Il obtient sous
ces hypothèses minimales, le caractère C∞ de la densité d’états intégrée.

En dimension d = 1, que ce soit pour des modèles d’Anderson discrets ou conti-
nus, à valeurs scalaires ou matricielles, il est possible d’étudier la régularité de la
densité d’états intégrée indépendamment d’une estimée de Wegner, estimée qui se
trouve au coeur des démonstrations de plusieurs des résultats cités précédemment
comme [Com+02 ; CHK03 ; CHK07]. Au contraire, la régularité de la densité d’états
intégrée est un ingrédient de la preuve d’estimées de Wegner en dimension 1. Cette
inversion de l’ordre dans lequel on démontre les choses fait que la dimension 1
est la seule pour laquelle on peut obtenir des résultats de régularité pour la den-
sité d’états intégrée dans le cas où la distribution de simple site est de Bernoulli.
Précisons que [BK05], dont nous avons déjà parlé dans la partie sur les résultats
de localisation d’Anderson, ne contient pas de résultat sur la densité d’états inté-
grée. Le premier résultat dans le cas d’un aléa de Bernoulli est celui de Carmona,
Klein et Martinelli dans [CKM87] qui démontre que pour un modèle d’Anderson-
Bernoulli discret, la densité d’états intégrée est Hölder continue, avant d’en déduire
une estimée de Wegner faible du type (2.47). Leur approche est reprise par Klein,
Lacroix et Speis dans le cas discret quasi-unidimensionnel pour obtenir le même ré-
sultat de régularité dans [KLS90]. Cette démarche est encore reprise pour le modèle
d’Anderson-Bernoulli continu à valeurs scalaires par Damanik, Sims et Stolz dans
[DSS02]. Mes travaux sur la densité d’états intégrée, et plus généralement sur l’ob-
tention d’un critère de localisation d’Anderson et dynamique pour des opérateurs
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d’Anderson-Bernoulli quasi-unidimensionnels de type Schrödinger sont la synthèse
entre les techniques de [KLS90] et [DSS02], elles-mêmes reprises de [CKM87]. C’est
donc dans cette continuité de résultats de régularité de la densité d’états intégrée
que s’inscrit le Théorème 3.2.4 que je présente dans le Chapitre 3 et que j’ai publié
dans [Bou08]. Dans celui-ci, sous réserve d’hypothèses sur le groupe de Fürstenberg,
j’obtiens la continuité Höldérienne de la densité d’états intégrée. Ce résultat de ré-
gularité Höldérienne est également valable dans le cas des interactions ponctuelles
comme démontré dans [Bou09a].

Un autre aspect intéressant dans l’étude de la densité d’états intégrée est celui
du comportement asymptotique de celle-ci au bord du spectre. Dans le cas d’un
opérateur de Schrödinger périodique, le comportement attendu de la densité d’état
intégrée au bas du spectre presque-sûr E0 est le suivant :

∃c > 0, N(E) ≃ c(E − E0)
d
2 . (1.22)

En 1963, Lifshitz (voir [Lif63 ; Lif65]) conjecture que pour une famille ergodique
d’opérateurs de Schrödinger aléatoires, la densité d’états intégrée a le comportement
asymptotique suivant :

∃c1, c2 > 0, N(E) ≃ c1 exp(−c2(E − E0)
− d

2 ), (1.23)

lorsque E tend vers E0. L’équivalent (1.23) est appelé queues de Lifschitz (“Lifshitz
tails” en anglais) et l’exposant −d/2 est appelé exposant de Lifschitz de la famille
d’opérateurs (pour plus de détails, voir [PF92, IV.9.A] ou [Kir89]).

La présence de ce comportement asymptotique au bas du spectre est fortement
liée à la présence de localisation d’Anderson pour la famille ergodique d’opérateurs
étudiée. En effet, il exprime que les états propres du système se raréfient au bas du
spectre ce qui semble indiquer que le spectre ne peut plus être continu a priori, mais
seulement purement ponctuel. Bien entendu il ne s’agit là que d’une interprétation
heuristique des queues de Lifschitz, mais celle-ci peut être à la base d’une approche
rigoureuse de la localisation d’Anderson (voir par exemple [DS01 ; Ves02]).

Le résultat de régularité höldérienne de la densité d’états intégrée obtenu dans
[Bou08] marque une étape importante dans la preuve de localisation d’Anderson
pour les modèles d’Anderson-Bernoulli quasi-unidimensionnels que j’ai étudiés, mais
il ne donne bien entendu aucune information quant au comportement asympto-
tique de la densité d’états intégrée au bas du spectre presque-sûr. C’est pourquoi
j’ai entamé en 2011 une collaboration avec Hatem Najar afin de démontrer un ré-
sultat de queues de Lifschitz pour des familles d’opérateurs de Schrödinger quasi-
unidimensionnels. Cette collaboration a abouti à la publication d’un tel résultat dans
[BN15].

L’article [BN15] traite de familles d’opérateurs de type Anderson à valeurs matri-
cielles agissant sur L2(Rd)⊗ CD, pour d ≥ 1 et D ≥ 1 arbitraires. Nous y avons dé-
montré que sous une hypothèse de non-dégénérence du bas du spectre (voir (3.25)),
la densité d’états intégrée y présente bien un comportement de queues de Lifshitz.
L’exposant de Lifshitz obtenu est égal à −d/2 et cet exposant est indépendant de
D. Cela prouve que le comportement asymptotique de la densité d’états intégrée au
bas du spectre pour un modèle d’Anderson quasi-d-dimensionnel est le même que
pour un modèle d’Anderson d-dimensionnel à valeurs scalaires. Nous démontrons
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également que dans le cas des opérateurs d’Anderson quasi-unidimensionnels, donc
pour d = 1, l’hypothèse de non-dégénérescence est toujours vérifiée et ce pour tout
D ≥ 1 et pour tout potentiel d’interaction périodique à valeurs dans les matrices sy-
métriques réelles. Ainsi, pour de tels opérateurs d’Anderson, l’exposant de Lifschitz
est toujours égal à −1/2.

Le fait que l’exposant de Lifshitz −d/2 ne dépende pas de D ≥ 1 signifie qu’en re-
gardant uniquement le comportement asymptotique au bas du spectre de la densité
d’états intégrée, on ne peut pas distinguer un modèle d’Anderson à valeurs matri-
cielles d’un modèle à valeurs scalaires.

Comme expliqué précédemment dans le cas du modèle d’Anderson-Bernoulli
sur une bande continue en dimension 2 (voir (1.12)), une des motivations possibles
de l’étude des modèles d’Anderson à valeurs matricielles est que l’on peut espé-
rer, lorsque l’on fait “tendre” D vers l’infini, obtenir des informations sur le mo-
dèle d’Anderson (d + 1)-dimensionnel à partir d’un modèle d’Anderson quasi-d-
dimensionnel. En particulier, l’objectif initial était d’obtenir un résultat de localisa-
tion pour tout D ≥ 1 (avec dans l’idéal un bon contrôle en D des intervalles et
longueurs de localisation) et d’en déduire un résultat de localisation pour le modèle
sur une bande continue (1.12). Une telle stratégie a été envisagée dans le cas du mo-
dèle d’Anderson discret à valeurs matricielles dans [BGV15 ; BGV17]. Rappelons que
la présence de queues de Lifschitz est un signe fort de la présence de la localisation
d’Anderson au bas du spectre. Dans l’idée d’une preuve de la localisation d’An-
derson reposant sur les queues de Lifschitz, nous aurions espéré pour notre modèle
d’Anderson à valeurs matricielles agissant sur L2(Rd)⊗CD une dépendance de l’ex-
posant de Lifschitz en D qui l’aurait fait tendre vers −(d + 1)/2 lorsque D tend vers
l’infini. Mais, le fait que l’on démontre au Théorème 3.4.1 ([BN15, Theorem 5]) que
l’exposant de Lifschitz ne dépend pas de D et vaut −d/2, est un argument en faveur
du fait que l’on ne peut espérer une preuve de la localisation en dimension d + 1 à
partir de la localisation pour des opérateurs quasi-d-dimensionnels. Tout du moins,
cette approche par approximation n’est pas compatible avec une preuve de la locali-
sation via les queues de Lifschitz.

Remarquons d’ailleurs que notre résultat donné au Théorème 3.4.1 justifie le
choix de terminologie “quasi-d-dimensionnel” (ou “quasi-unidimensionnel” pour
d = 1) pour les opérateurs en dimension d à valeurs matricielles. Du point de vue
du comportement de la densité d’états intégrée au bas du spectre, ces opérateurs se
comportent comme des opérateurs en dimension d plutôt que comme des opérateurs
en dimension d + 1.

Il existe de nombreux résultats d’existence de queues de Lifschitz pour différentes
familles ergodiques d’opérateurs de Schrödinger aléatoires. Pour un historique des
premiers résultats, nous renvoyons à [Kir89] qui cite en particulier ceux pour des po-
tentiels gaussiens ou de Poisson dans le cas continu ([Nak77 ; Pas77]). Nous pouvons
également citer dans le cas discret, [Sim87], et dans le cas continu, [KM83 ; KS86] ou
encore [Klo01 ; Klo02] dans le cas des queues de Lifschitz internes (aux bords des
bandes spectrales et pas seulement au bas du spectre) et en dimension quelconque.

A notre connaissance, le résultat de queues de Lifschitz pour un modèle d’An-
derson - Bernoulli à valeurs matricielles obtenu dans [BN15] est le premier résultat
publié pour des opérateurs à valeurs matricielles.

Terminons en mentionnant que la densité d’états joue un rôle important en phy-
sique de la matière condensée puisque celle-ci caractérise le spectre du matériau
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étudié et qu’elle se mesure expérimentalement, contrairement à la fonction d’onde.
Dans la plupart des articles de physiciens traitant de matériaux condensés, le po-
tentiel intervenant dans l’opérateur de Schrödinger associé au système étudié est
rarement écrit explicitement. En lieu et place de ce potentiel, est mesurée ou calcu-
lée par approximation via un nombre fini de fonctions de Bloch, la densité d’états.
La courbe obtenue pour cette densité d’états est alors interprétée pour dégager des
propriétés physiques et caractériser les matériaux étudiés. Nous retrouvons cette ap-
proche dans un grand nombre d’articles traitant de situations physiques très variées.
Citons par exemple [Kar19 ; GGM00 ; MM14a ; Yan+17] que nous citions déjà dans
notre article avec Olivier Lafitte [BL21] sur lequel nous reviendrons en détails dans
le Chapitre 5.

1.2.3 Opérateurs aléatoires unitaires
Au Chapitre 4, je présente les résultats obtenus en collaboration avec Laurent

Marin sur le modèle de scattering zipper aléatoire.
Un scattering zipper est un système obtenu par concaténation d’évènements de

diffusion ayant chacun un nombre pair fixé de canaux sortants et entrants. Le nombre
de canaux sortant est égal au nombre de canaux entrants pour chaque évènement de
diffusion et pour tous les évènements pris séparément.

Plus précisément, un scattering zipper est décrit par une suite (Sn)n∈Z de ma-
trices de diffusion dans le sous-ensemble U(2L)inv du groupe unitaire U(2L) défini
en (4.1). L’opérateur de scattering zipper U associé à la suite (Sn)n∈Z est l’opérateur
agissant sur ℓ2(Z, CL) et défini par :

U = V W , (1.24)

où les deux opérateurs unitaires V et W agissent sur ℓ2(Z, CL) et sont donnés par

V =

 . . .
S0

S2
. . .

 ◦ SL
g , W =

 . . .
S−1

S1
. . .

 , (1.25)

où Sg est l’opérateur de shift défini par

Sg : ℓ2(Z, C) → ℓ2(Z, C)
(vn)n∈Z 7→ (vn+1)n∈Z. (1.26)

Le modèle de scattering zipper n’est pas associé à un opérateur auto-adjoint
comme l’est le modèle d’Anderson, mais à un opérateur unitaire. Les opérateurs uni-
taires partagent nombre de propriétés spectrales avec les opérateurs auto-adjoints
du fait qu’ils sont tous les deux des cas particuliers d’opérateurs normaux pour les-
quels le théorème spectral est valide. L’outil clé permettant de passer des propriétés
spectrales et dynamiques des opérateurs auto-adjoints à celles des opérateurs uni-
taires est la transformée de Cayley présentée à la Section 4.2 du Chapitre 4. Une
différence importante entre opérateurs auto-adjoints et unitaires est qu’un opérateur

32



1.2 CHAPITRE 1

auto-adjoint peut être borné ou non tandis qu’un opérateur unitaire sera toujours
borné.

Le décalage des blocs entre V et W dans le produit définissant U permet de
considérer le modèle de scattering zipper comme une version à blocs matriciels à
la fois du modèle de Blatter-Browne introduit dans [BB88] pour comprendre l’effet
tunnel de Zener dans les diodes du même nom, et le modèle de Chalker-Coddington
sur une bande étudié dans [ABJ10]. En effet, l’opérateur U a la même structure de
bande que celle que l’on retrouve dans le modèle de Blatter-Browne et dans celui
de Chalker-Coddington quasi-unidimensionnel, mais avec une taille arbitrairement
grande pour la largeur de la bande diagonale. Remarquons que puisque l’opérateur
U est un opérateur unitaire de bande, les résultats généraux de [BHJ03] s’appliquent
à lui. Pour éviter toute confusion, remarquons enfin que le modèle de scattering
zipper est très différent du modèle de Chalker-Coddington sur tout le réseau Z2

puisqu’il est unidimensionnel et non bidimensionnel.

Le modèle de scattering zipper peut aussi être vu comme une version des ma-
trices CMV à valeurs matricielles. Les matrices CMV sont l’analogue unitaire des
matrices de Jacobi et ont été introduites initialement dans l’étude des polynômes or-
thogonaux sur le cercle unité (voir [Sim05a ; Sim05b] pour une revue complète sur ce
vaste sujet). Elles doivent leur nom aux initiales des auteurs de l’article [CMV03] qui
les a popularisées, bien que ces matrices étaient déjà connues auparavant. D’autre
part, Schulz-Baldes a étudié dans [Sch07] une généralisation des matrices de Jacobi
à coefficients matriciels.

Le scattering zipper a été introduit par Marin et Schulz-Baldes ([MS13])dans le
but de définir un analogue unitaire aux matrices de Jacobi à coefficients matriciels
qui partage avec les matrices CMV leurs propriétés spectrales et une manière simple
de représenter leurs coefficients. En particulier, la factorisation en deux opérateurs
diagonaux par blocs des matrices CMV (voir [CMV03]) est utilisée pour définir le
scattering zipper, sans avoir à recourir à une interprétation en termes de polynômes
orthogonaux sur le disque unité.

Nous pouvons résumer cette discussion en un diagramme dans lequel les flèches
horizontales représentent le passage d’un opérateur à valeurs scalaires à un opé-
rateur à valeurs matricielles et les flèches verticales représentent le passage d’un
modèle auto-adjoint à son analogue unitaire.

Matrices de Jacobi −→ Matrices de Jacobi à coefficients matriciels
↓ ↓

Matrices CMV −→ Scattering zipper

Du point de vue spectral, le théorème de Verblunsky affirme que toute suite dans
le disque unité ouvert est la suite de coefficients de Verblunsky associée à une unique
mesure de probabilité sur le cercle unité (voir [Sim05a]). Ainsi, à chaque opérateur
CMV, on peut associer une unique mesure de probabilité sur le cercle unité qui est la
mesure spectrale de l’opérateur considéré. Dans [DPS08], les auteurs considèrent un
analogue des matrices CMV à coefficients matriciels qui correspond au cas particu-
lier des scattering zippers dont toutes les phases sont égales à IL, la matrice identité
de taille L. Toutefois, cette première version à valeurs matricielles des matrices CMV
ne satisfait pas l’analogue d’un théorème de Verblunsky. L’une des raisons de Marin
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et Schulz-Baldes pour introduire le scattering zipper a été de combler ce manque.
En effet, il est démontré dans [MS13] que pour tout scattering zipper, il existe une
unique mesure de probabilité à valeurs matricielles sur le cercle unité S1 qui est la
mesure spectrale du scattering zipper considéré. En cela, les scattering zippers véri-
fient bien un théorème de Verblunsky.

Dans [BM15], nous avons introduit avec Laurent Marin, une version aléatoire
du scattering zipper. Pour cela on utilise la représentation des éléments de U(2L)inv

donnée dans [MS13] :

U(2L)inv = {S(α, U, V) ∈ U(2L) | α∗α < IL et U, V ∈ U(L)} ,

où

S(α, U, V) =

(
α ρ(α)U

Vρ̃(α) −Vα∗U

)
et

ρ(α) = (IL − αα∗)
1
2 , ρ̃(α) = (IL − α∗α)

1
2 .

Dans cette écriture, la suite (αn)n∈Z correspondant à la suite (Sn = S(αn, Un, Vn))n∈Z

définissant U est appelée la suite des coefficients de Verblunsky de U. Pour in-
troduire de l’aléatoire dans le scattering zipper, nous allons tirer aléatoirement les
phases U et V.

Soient Ω0 = U(L) × U(L), B0 la tribu borélienne sur U(L) × U(L) muni de sa
topologie usuelle de groupe de Lie et P0 = νL ⊗ νL où νL est la mesure de Haar sur
U(L). On définit ensuite l’espace de probabilité :

(Ω,B, P) =

(⊗
n∈Z

Ω0,
⊗
n∈Z

B0,
⊗
n∈Z

P0

)
dont on va noter plus explicitement les éléments ainsi : pour ω ∈ Ω et n ∈ Z, on
note

ωn = (Un(ω), Vn(ω)) ∈ Ω0.

Soit ω ∈ Ω et soit (αn)n∈Z une suite de matrices dans ML(C) indépendantes de
ω telle que, pour tout n ∈ Z, α∗nαn < IL. Alors, pour tout n ∈ Z, on pose

Sn(ω) = S(αn, Un(ω), Vn(ω)) ∈ U(2L)inv.

où la suite ((Un(ω), Vn(ω)))n∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d. sur l’espace
de probabilité (Ω0,B0, P0).

Une fois définie une telle suite de matrices aléatoires indépendantes dans U(2L)inv,
on peut définir, pour tout ω ∈ Ω, les opérateurs Vω, Wω et Uω = Vω Wω comme
dans (1.24) et (1.25).

On appelle scattering zipper aléatoire associé à la suite (Sn(ω))n∈Z, la famille d’opé-
rateurs {Uω}ω∈Ω.

Afin d’obtenir une propriété de 2Z-ergodicité pour la famille {Uω}ω∈Ω, nous
faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse A. La suite des coefficients de Verblunsky (αn)n∈N est constante, égale
à une matrice α ̸= 0 vérifiant α∗α < IL.
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L’hypothèse A assure également que les matrices indépendantes Sn(ω) sont iden-
tiquement distribuées.

Pour le scattering zipper aléatoire, nous avons démontré dans [BM15] les ré-
sultats suivants. On note γ1(z), . . . , γL(z) les exposants de Lyapounov associés à
{Uω}ω∈Ω tels que définis au Chapitre 4.

Théorème 1.2.3. Sous l’hypothèse A, pour tout z ∈ S1,

γ1(z) > γ2(z) > · · · > γL(z) > 0.

En utilisant ce théorème et en adaptant des résultats issus de la théorie de Kotani,
on déduit également l’absence de spectre absolument continu presque-sûr pour la
famille {Uω}ω∈Ω, ensemble noté Σac.

Théorème 1.2.4. Sous l’hypothèse A, Σac = ∅.

Ce résultat découle d’un autre plus général liant la multiplicité du spectre abso-
lument continu de Uω au nombre d’exposants de Lyapounov s’annulant en un point
donné. Pour j ∈ {1, . . . , L}, on pose

Zj =
{

z ∈ S1 | ∃ l1, . . . , l2j ∈ {1, . . . , 2L}, γl1(z) = · · · = γl2j(z) = 0
}

.

Théorème 1.2.5. Soit (αn)n∈Z telle que {Uω}ω∈Ω soit ergodique. Pour P-presque tout
ω ∈ Ω, la multiplicité du spectre absolument continu de Uω dans Zj est au plus 2j.

Des résultats de stricte positivité de l’exposant de Lyapounov positif sont déjà
connus pour des modèles d’opérateurs de bande unitaire (voir [BHJ03 ; HS07]). L’ar-
ticle de Bourget, Howland et Joye [BHJ03] a été l’un des premiers à présenter l’étude
de modèles unitaires à un canal de diffusion et il a été suivi par d’autres articles
d’Alain Joye sur le sujet comme [Joy04] et [Joy05]. Pour une présentation synthé-
tique de ces résultats ainsi que des modèles physiques associés, nous renvoyons au
texte d’Alain Joye, [Joy11]. Notons que les modèles unitaires considérés dans ces pre-
miers articles sont tous à coefficients scalaires et non à coefficients matriciels comme
dans le cadre du scattering zipper.

L’introduction, dans [BM15], de paramètres aléatoires dans l’opérateur détermi-
niste de scattering zipper introduit dans [MS13] est entre autre motivée par le fait que
l’on veut pouvoir considérer ce modèle comme un analogue ayant un nombre arbi-
traire de canaux de diffusion d’entrée et de sortie du modèle de Chalker-Coddington
quasi-unidimensionnel dont les phases sont aléatoires (voir [ABJ10]). Dans ce mo-
dèle, les phases apparaissent comme des coefficients diagonaux de matrices 2 × 2
qui sont elles-mêmes les blocs diagonaux définissant la matrice infinie de l’opérateur
de Chalker-Coddington quasi-unidimensionnel. Dans le scattering zipper aléatoire,
les phases (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z sont à valeurs matricielles dans U(L). Ainsi,
choisir ces phases aléatoires comme étant distribuées suivant la mesure de Haar sur
U(L) est une généralisation directe des phases choisies suivant la mesure de Haar
sur le cercle unité dans [ABJ10].

Comme nous l’avons déjà expliqué, le modèle de scattering zipper aléatoire est
une généralisation au cas d’opérateurs unitaires quasi-unidimensionnels des mo-
dèles de matrices CMV qui sont purement unidimensionnels. Si l’on compare avec
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les modèles d’Anderson quasi-unidimensionnels, l’hypothèse A peut être comprise
comme étant l’hypothèse de simple site pour le potentiel d’Anderson : un potentiel
déterministe à support compact constant que l’on translate le long de Z et seules les
variables aléatoires qui le multiplient diffèrent en chaque point du réseau Z. Ici α
est l’analogue du potentiel déterministe qui est constant le long de Z et seules les
phases qui le multiplient dans l’expression de Sn(ω) varient lorsque n parcourt Z. Il
n’est donc pas surprenant que l’hypothèse A assure l’ergodicité de {Uω}ω∈Ω, tout
comme l’hypothèse de simple site assure l’ergodicité dans le cas du modèle d’An-
derson quasi-unidimensionnel.

On peut aller plus loin dans la relation au modèle d’Anderson quasi - unidi-
mensionnel en voyant le modèle de scattering zipper aléatoire comme une version
unitaire de ce dernier. Il existe déjà une version unitaire du modèle d’Anderson à va-
leurs scalaires pour laquelle Hamza, Joye et Stolz ont démontré la localisation dans
[HJS09]. Le scattering zipper aléatoire peut donc également jouer le rôle de version
quasi-unidimensionnelle du modèle d’Anderson unitaire.

Comme nous le verrons à la Section 4.4, il reste un grand nombre de questions
ouvertes dans l’étude du modèle de scattering zipper aléatoire, ce modèle ayant peu
été étudié jusque-là.

1.2.4 L’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique
Au Chapitre 5, je présente les résultats obtenus en collaboration avec Olivier La-

fitte dans [BL18 ; BL21] et portant sur l’étude semiclassique du spectre et de la densité
d’états intégrée associés à un opérateur de Schrödinger périodique en dimension 1
particulier.

Dans [BL18], nous introduisons l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique sur la
droite réelle et nous décrivons son spectre de bande. Cet opérateur est un exemple de
modèle résoluble explicitement avec un potentiel périodique qui n’est pas dérivable
en ses extrema. Nous déterminons complètement le comportement de la première
bande spectrale lorsque le paramètre semiclassique varie et non pas uniquement
dans la limite semiclassique. Puis, nous regardons plus précisément les bandes spec-
trales et les trous spectraux qui se situent dans l’image du potentiel périodique (et
borné) considéré. Précisons que les estimées obtenues pour les bords des bandes,
les longueurs des bandes et celles des trous spectraux sont valides pour des valeurs
d’un paramètre semiclassique situées dans des intervalles fixes, déterminés par une
suite de constantes explicites qui sont des zéros de solutions de l’équation d’Airy et
de leurs dérivées.

Pour les opérateurs de Schrödinger périodiques, le comportement semiclassique
du bas du spectre ainsi que des longueurs des bandes spectrales et des trous spec-
traux est bien connu lorsque le potentiel périodique est analytique ou C∞. D’autres
résultats classiques décrivent les bandes spectrales près du minimum d’un potentiel
de classe au moins C2 comme par exemple le papier fondateur de Harrell [Har79].
Nous introduisons un opérateur de Schrödinger périodique dont le potentiel n’est
pas régulier aux points où il est extrémal et pour lequel nous pouvons encore déter-
miner le comportement semiclassique du bas du spectre ainsi que des longueurs des
bandes spectrales et des trous spectraux.
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Soit H l’opérateur de Schrödinger périodique agissant sur l’espace de Sobolev
H2(R) et défini par

H = −h2 d2

dx2 ϕ + V(x) (1.27)

où h > 0 est un réel et V est la fonction 2-périodique égale à V(x) = |x| − 1 sur
l’intervalle [−1, 1].

Nous appelons H l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique sur R.

Le potentiel V est périodique et localement intégrable puisque continu, on peut
donc appliquer les résultats connus sur les opérateurs périodiques (voir [RS78]) qui
affirment que l’opérateur H a un spectre purement absolument continu et que ce
spectre est une réunion d’intervalles

σ(H) =
⋃
p≥0

[
Ep

min, Ep
max
]

,

où Ep
min et Ep

max sont appelés les bords de bandes spectrales. Pour p ≥ 0, [Ep
min, Ep

max]

est la p-ième bande spectrale et (Ep
max, Ep+1

min ) est le p-ième trou spectral. La caractéri-
sation précise de ces bords de bandes sera donnée à la Section 5.1.2.

Le spectre d’un opérateur de Schrödinger dont le potentiel est un puits linéaire
(typiquement la fonction valeur absolue) est bien connu : il est réduit à son spectre
ponctuel et les valeurs propres sont données par les valeurs absolues des zéros de la
fonction d’Airy Ai et de sa dérivée. Le potentiel de l’opérateur d’Airy-Schrödinger
périodique est la périodisation d’un puits linéaire tronqué. On peut donc penser que
chaque bande spectrale de H contiendra un zéro de Ai ou de sa dérivée. C’est effec-
tivement le cas et ce résultat est donné dans le premier point du Théorème 5.1.10.

Les solutions de l’équation d’Airy u′′ = xu jouent un rôle central dans notre
analyse du spectre de bandes de l’opérateur H ce qui explique le nom que nous
avons donné à cet opérateur. Nous introduisons des notations liées à ces solutions et
qui nous permettront de formuler des énoncés précis dans la suite.

Soit {−aj}j≥1 l’ensemble des zéros de la fonction d’Airy Ai et soit {−ãj}j≥1 l’en-
semble des zéros de sa dérivée Ai′ où les réels −aj et −ãj sont rangés dans l’ordre
décroissant. Ces deux ensembles de zéros sont inclus dans (−∞, 0]. De plus, ces zéros
sont entrelacés : pour tout j ≥ 1, −aj ∈ (−ãj+1,−ãj).

Afin de regrouper en une suite les deux suites de zéros de Ai et Ai′, on pose

∀j ≥ 0, a2j = ãj+1 et a2j+1 = aj+1. (1.28)

Toutefois, ce ne sont pas seulement les fonctions d’Airy classiques Ai et Bi ainsi
que leurs dérivées qui vont nous servir. Nous utiliserons principalement les solu-
tions canoniques u et v de l’équation d’Airy qui sont les solutions satisfaisant aux
conditions initiales

u(0) = 1, u′(0) = 0 et v(0) = 0, v′(0) = 1,

et dont le Wronskien vaut 1.
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Nous aurons besoin d’étudier les zéros de ces solutions canoniques et nous no-
tons :
1. {−c̃2j}j≥0 et {−c̃2j+1}j≥0 ∪ {0} les ensembles des zéros de respectivement u et u′,

2. {−c2j+1}j≥0 ∪ {0} et {−c2j}j≥0 les ensembles des zéros de respectivement v et v′.

Les propriétés de ces suites de zéros ainsi que des résultats de localisation précise
de ces zéros sont obtenus dans [BL18, Section 3.1] et reposent sur les liens entre les
solutions de l’équation d’Airy et les fonctions de Bessel fractionnaires. Elles reposent
également sur les développements asymptotiques donnés dans [ASR88] pour ces
fonctions de Bessel fractionnaires.

Dans la suite, un entier dépendant de h va nous être utile pour énoncer un résultat
de comptage de bandes spectrales. Soit k0 ∈ N l’unique entier tel que

ck0 < h−
2
3 < c̃k0 ou c̃k0 ≤ h−

2
3 < ck0+1 lorsque h < c−

3
2

0 . (1.29)

A l’aide de cet entier, nous pouvons énoncer un résultat de décompte des bandes
spectrales dans l’image de V :

si h < c−
3
2

0 alors les k0 + 1 premières bandes spectrales sont incluses dans
l’image du potentiel V, soit l’intervalle [−1, 0].

Nous pouvons également montrer qu’aucun des trous spectraux dans σ(H)∩ [−1, 0]
n’est vide, ce qui est consistant avec les résultats classiques autour de la conjecture
de Bethe-Sommerfeld (voir [Par08]).

Un exemple de comptage de niveaux d’énergie dans l’image du potentiel peut
être trouvé dans [Flü99], dans le cas simple d’un potentiel a trou rectangulaire, qui
se trouve ne pas être périodique. Ainsi [Flü99] compte des valeurs propres et pas
des bandes spectrales. Notons que [Flü99] ne donne pas de valeurs explicites pour
la taille du trou rectangulaire pour déterminer l’entrée d’une valeur propre dans
l’image du potentiel. Grâce à l’entier k0 et au fait qu’il est déterminé uniquement par
les zéros de u, v et de leurs dérivées, nous avons une image “dynamique” de l’entrée
des bandes dans l’image de V lorsque l’on fait bouger le paramètre semiclassique h.

L’un des objectifs de l’analyse semiclassique est de démontrer des estimées de
quantités qui dépendent de h lorsque h tends vers 0. Si une constante intervenant
dans une telle estimée est valide pour toute valeur du paramètre semiclassique dans
un intervalle fixe (0, h0] avec h0 > 0, l’intervalle (0, h0] est un intervalle de validité de
l’approximation semiclassique pour cette estimée. Cette notion d’intervalle de vali-
dité dans le contexte de l’analyse semiclassique suit la discussion faite dans [HL07]
à propos de la validité de l’analyse semiclassique de leur modèle.

Dans la littérature, de nombreux résultats d’analyse semiclassique donnent des
estimées uniformes en h ∈ (0, h0] (voir par exemple [Rob87 ; Olv97]). Une constante
explicite h0 est par exemple donnée dans [HMR87], même si, en général, la constante
n’est pas explicite. Il existe enfin de nombreux livres sur le sujet qui reprennent
ces discussions autour de l’analyse semiclassique, nous citerons par exemple [DS99 ;
Mar02].

Dans notre article avec Olivier Lafitte, nous donnons des valeurs explicites de
h0 pour des estimées sur les bords des bandes spectrales et par conséquent sur les
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longueurs des bandes spectrales et des trous spectraux. Les estimées sur les bords de
bandes prennent la forme suivante. Soit Ep l’un des deux bords de la p-ième bande
spectrale [Ep

min, Ep
max]. Si Ep est dans l’image de V, nous montrons qu’il existe une

constante explicite h0(p) > 0, des constantes universelles Cp > 0 et λp ̸= 0 telles que
pour tout h ∈ (0, h0(p)),∣∣∣∣Ep −

(
−1 + aph

2
3 + λph

2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −ap)

3
2

)∣∣∣∣ ≤ Cph
5
3 (1 − aph

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −ap)

3
2 , (1.30)

où ap est défini en (1.28). De plus, (1.30) s’étend à h = 0 par continuité en h de Ep
(en posant Ep(0) = −1) et de par le fait que les autres quantités en jeu admettent des
limites finies lorsque h tend vers 0.

Les constantes h0(p) > 0 seront exprimées en fonctions des zéros cp, c̃p et ap.
Nous donnerons les résultats plus précis sur les longueurs des bandes spectrales et
des trous spectraux que nous avons obtenus dans [BL18] au Chapitre 5.

Avant de passer à la présentation de [BL21], je résume les résultats obtenus dans
[BL18].

1. Nous avons obtenu des estimées des largeurs des bandes spectrales et des trous
spectraux qui font intervenir des constantes universelles dans des intervalles
précis de valeurs pour le paramètre semiclassique pour un opérateur de Schrö-
dinger dont le potentiel est périodique et paire et non dérivable en ces extrema.
Ces estimées reposent sur une analyse précise des fonctions spéciales solutions
de l’équation d’Airy.

2. Comme dans le cas de potentiels plus réguliers (au moins C2), les bandes spec-
trales sont exponentiellement fines dans la limite semiclassique, mais leur lar-
geur reste un peu plus grande que dans le cas régulier.

3. Grâce à des estimées très précises sur les fonctions spéciales étudiées, tous nos
résultats sont énoncés pour h ∈ [0, h0) où h0 est explicite et ne dépend que
de l’indice de la bande spectrale étudiée au travers des zéros des solutions
de l’équation d’Airy considérées. Ces résultats sont beaucoup plus difficiles à
obtenir que des résultats analogues dans la limite semiclassique, car nous nous
imposons de conserver des estimées uniformes jusqu’à la limite de l’intervalle
de validité de l’approximation semiclassique.

4. Nous sommes parvenus à compter le nombre de bandes spectrales et de trous
spectraux situés dans l’image du potentiel V en fonction de la valeur du para-
mètre semiclassique.

Dans [BL21], nous calculons, dans le régime semiclassique, une formule expli-
cite pour la densité d’états intégrée associée à l’opérateur d’Airy-Schrödinger pério-
dique sur la droite réelle. Pour y parvenir, nous commençons par étudier en détails le
spectre de l’opérateur de Schrödinger dont le potentiel est la restriction du potentiel
périodique d’Airy-Schrödinger à un nombre fini de périodes. Pour cet opérateur res-
treint, nous montrons que son spectre est constitué uniquement de valeurs propres
qui se situent toutes dans les bandes spectrales de l’opérateur d’Airy-Schrödinger.
Toujours dans le régime semiclassique, nous comptons précisément le nombre de
valeurs propres qui se trouvent dans chaque bande spectrale. Précisons enfin que

39



CHAPITRE 1 1.2

les résultats de [BL21], tout comme ceux de [BL18] sont donnés dans un régime se-
miclassique que l’on caractérise par des constantes explicites, à savoir des zéros de
solutions de l’équation d’Airy et de leur dérivées.

Nous cherchons donc à étudier la densité d’états intégrée de l’opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique sur la droite réelle. Comme cet opérateur a un spectre de
bandes et aucune valeur propre, nous sommes à nouveau obligé de passer par une
limite thermodynamique pour définir la densité d’états intégrée comme ce fût le
cas à la Section 1.2.2 pour définir la densité d’états intégrée associée à une famille
d’opérateurs d’Anderson.

Plus précisément, nous commençons par considérer la restriction de l’opérateur
d’Airy-Schrödinger périodique à un nombre fini de périodes. Pour obtenir aisément
un potentiel pair avec des notations les plus simples possibles, nous nous restrei-
gnons à un nombre impair de périodes et nous considérons l’opérateur de Schrödin-
ger H2N+1 de domaine

D(H2N+1) = {ψ ∈ H2(R) | ψ(−(2N + 1)L0) = ψ((2N + 1)L0)}

où N ≥ 0 est un entier et L0 ∈ R∗
+. Sur ce domaine, H2N+1 est défini par

H2N+1 = − h̄2

2m
d2

dx2 + V2N+1, (1.31)

où h̄ est la constante de Planck réduite, m la masse d’un électron et V2N+1 est l’opé-
rateur de multiplication par :

V2N+1 : x 7→
N

∑
k=−N

V(x − 2kL0) (1.32)

où V : R → R est défini par

V(x) =

{
V0 ×

(
|x|
L0

− 1
)

si x ∈ [−L0, L0]

0 ailleurs
, (1.33)

V0 ∈ R∗
+ étant un potentiel de référence. Notons que V2N+1 est une fonction paire,

continue sur R et de classe C1 sauf en ses extrema.

Fig. 5. Le potentiel V2N+1 pour N = 2.
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Puisque la définition du domaine de H2N+1 inclus les conditions de Dirichlet en
±(2N + 1)L0, nous pouvons prendre comme définition de la densité d’états intégrée
associée à l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique la définition suivante.

La densité d’états intégrée associée à l’opérateur d’Airy-Schrödinger pé-
riodique est la fonction de R dans R+, E 7→ I(E), où I(E), pour E ∈ R,
est défini par

I(E) = lim
N→+∞

1
2(2N + 1)L0

#{λ ≤ E ; λ ∈ σ(H2N+1)}. (1.34)

L’existence de la limite dans (1.34) est démontrée en même temps que l’on en
donne une valeur explicite au Théorème 5.2.2. Elle repose sur le fait que le cardinal
dans (1.34) se comporte de manière affine en N.

Les fonctions propres de l’opérateur H2N+1 sont les fonctions d’ondes décrivant
le transport électronique dans un milieu décrit par un potentiel constitué de 2N + 1
puits de forme triangulaire. Nous démontrons au Théorème 5.2.1 que H2N+1 a exac-
tement 2N + 2 valeurs propres dans chaque bande spectrale de l’opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique et qu’il n’en a aucune dans les trous spectraux. Précisons que
ce résultat de comptage de valeurs propres est valable dans le régime semiclassique
pour ce qui est du nombre de valeurs propres dans les bandes, mais que l’absence de
valeurs propres dans les trous spectraux est valable pour toute valeur du paramètre
semiclassique. L’article [BL21] a d’abord été motivé par l’obtention de ce résultat
de comptage des valeurs propres. En effet, à l’issue de [BL18], nous nous sommes
posé la question de comment pouvait se placer les valeurs propres d’un opérateur
d’Airy-Schrödinger à puits multiples en nombre fini, cas qui correspond aux “vrais”
modèles physiques et non à l’approximation consistant à prendre des systèmes sur
toute la droite réelle. Après avoir obtenu le résultat de décompte des valeurs propres,
nous nous sommes rendu compte que l’on pouvait en déduire une formule explicite
pour la densité d’états intégrée de l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique. Ainsi,
ce qui constitue finalement le résultat principal de [BL21] n’est que le corollaire de
la solution à notre problème initial. Comme nous le verrons d’ailleurs plus en dé-
tails au Chapitre 5, le Théorème 5.2.1 qui nous donne le décompte et la localisation
des valeurs propres de H2N+1, est bien plus difficile à démontrer que le Théorème
5.2.2 qui nous donne la formule explicite de la densité d’états intégrée de l’opérateur
d’Airy-Schrödinger périodique.

Tous les résultats donnés dans [BL21] dans le cas d’un nombre impair de puits
restent vrais pour un potentiel ayant un nombre pair de puits. Seuls quelques chan-
gements doivent être opérés pour adapter les démonstrations rédigées dans le cas
impair. Il faut aussi translater le potentiel de sorte qu’il ait un nombre pair de puits
tout en restant une fonction paire.

Pour des résultats généraux sur l’analyse semiclassique d’opérateurs à puits mul-
tiples avec des minima singuliers, nous renvoyons à [Yaf18]. Les résultats contenus
dans cet article s’appliquent à l’opérateur H2N+1. Toutefois, dans notre étude de
H2N+1, nous sommes capable d’avoir des résultats précis de comptage et de localisa-
tion des valeurs propres. Nos résultats ne sont pas seulement valides dans la limite
semiclassique, mais également pour des valeurs d’un paramètre semiclassique plus
grand (comme nous le verrons au Chapitre 5, notre paramètre semiclassique ten-
dra non pas vers 0 mais vers l’infini) que des constantes explicites, valeurs pour les-
quelles nous pouvons contrôler un nombre fini de bandes par les résultats de [BL18].

41



CHAPITRE 1 1.2

Cette amélioration par rapport aux résultats généraux de [Yaf18] est rendue possible
par le fait que l’équation aux valeurs propres associée à H2N+1 conduit à des solu-
tions explicites exprimables à l’aide de fonctions spéciales, solutions de l’équation
d’Airy, et indépendantes du paramètre semiclassique.

Nous avons déduit la formule explicite de la densité d’états intégrée d’un dé-
compte direct des valeurs propres sous une énergie fixée. Toutefois, nous aurions
pu également avoir l’idée d’utiliser la formule de Shubin qui nous dit que la densité
d’états intégrée est égale à la quasi-impulsion divisée par π (voir [Shu79, Theorem
4.3]). Cette formule est valide pour des opérateurs pseudo-différentiels elliptiques et
périodiques en dimension 1, dont le symbole a une partie réelle positive. Il ne s’ap-
plique donc pas directement à l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique puisque
son potentiel n’est pas C∞. Si la formule de Shubin pouvait s’appliquer à notre mo-
dèle, il aurait alors suffit de calculer une formule explicite de la quasi-impulsion,
donc du déterminant de Hill, pour obtenir une formule explicite pour la densité
d’états intégrée. Remarquons tout de même que la formule que nous obtenons au
Théorème 5.2.2 est très similaire à celle que l’on trouve dans l’article de Schenk et
Shubin (voir [SS87, équation 1.23]) pour des potentiels périodiques de classe C∞, à
une expression explicite du déterminant de Hill près. Ils obtiennent une expression
du déterminant de Hill pour un potentiel périodique C∞ quelconque, à un terme
de reste près (voir [SS87, équation 1.21]) qui met en jeu la fonction σ définie en
[SS87, équation 1.4] via [SS87, équation 1.9] et [SS87, équation 1.20]. Dans la cas de
l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique nous ne pouvons pas définir la fonction
σ comme ils le font, du fait que l’on ne peut pas dériver le potentiel en certains
points et nous ne pouvons donc pas utiliser [SS87, équation 1.5]. Finalement, dans
le cas particulier de notre opérateur d’Airy-Schrödinger périodique, nous sommes
capables de refaire à la main l’analyse générale faite dans [SS87] pour un opérateur
dont le potentiel n’est pas C∞. Notons que de notre formule explicite pour la densité
d’états intégrée, nous pourrions retrouver une formule exacte pour le déterminant
de Hill et pour la quasi-impulsion de notre opérateur.

Bien que la théorie de Floquet pour les opérateurs de Schrödinger périodiques
ne requiert aucune hypothèse particulière de régularité pour le potentiel hormis son
caractère localement intégrable (voir [RS78]), la plupart des travaux sur la densité
d’états intégrée des opérateurs de Schrödinger périodiques qui précèdent [BL21],
que ce soit en dimension 1 ou supérieure, requièrent des potentiels qui sont au moins
de classe C2 à leurs minima (voir [Ivr19 ; Kar00 ; PS09 ; Sob06]). Ces résultats mathé-
matiques prennent généralement la forme d’asymptotiques pour la densité d’états
intégrée pour de grandes énergies. A l’aide de notre formule explicite pour la den-
sité d’états intégrée, nous obtenons également le comportement asymptotique aux
hautes énergies. Nous pouvons alors comparer ce comportement asymptotique dans
le cas d’un potentiel qui n’est pas régulier à ses extrema avec les résultats précédents
dans le cas de potentiels plus réguliers. Nous pouvons aussi comparer ce comporte-
ment asymptotique avec celui pour des potentiels singuliers comme par exemple le
modèle de Kronig-Penney qui fait apparaître de l’aléa (voir [KS00]).

En utilisant les notations introduites dans la Section 5.2 du Chapitre 5, nous re-
marquons que le comportement asymptotique de I pour c et −E grands est différent
de celui donné par les résultats de [SS87] tels que présentés dans [Sob06], pour un po-
tentiel C∞. Ceux-ci conduisent à une densité d’états intégrée qui se comporte comme
E

1
2 pour E grand, ce qui diffère de notre cas où l’on obtient un comportement asymp-

42



1.2 CHAPITRE 1

totique de l’ordre de E
3
2 . La non différentiabilité du potentiel à ses extrema conduit à

un comportement asymptotique différent du cas régulier. En dimension plus grande
que 1 le même type de différences peut s’observer dans des articles tels que [Ivr19],
[Kar00] ou [PS09] où le potentiel (ou une perturbation périodique dans le cas de
[Ivr19]) a des propriétés de régularité plus fortes que dans notre cas.

Les résultats de [Ivr19 ; Kar00 ; PS09 ; Sob06] sur la densité d’états intégrée sont
énoncés pour des potentiels périodiques généraux ayant une certaine régularité.
Dans [Kar00] cette régularité est donnée au travers du comportement asymptotique
des coefficients de Fourier du potentiel. Ces résultats prennent la forme d’asympto-
tiques précises en l’énergie. Les résultats pour les puits multiples dans [Yaf18] sont
donnés pour un potentiel C2 qui est C3 dans un voisinage d’une énergie non critique
et conduit à des estimées sur la densité d’états intégrée dans la limite semiclassique.
Dans [BL21], comme nous regardons un exemple particulier pour lequel les équa-
tions aux valeurs propres sont explicitement résolubles, nous obtenons mieux qu’un
comportement asymptotique pour la densité d’états intégrée comme dans [Ivr19 ;
Kar00 ; PS09 ; Sob06] ou une estimée comme dans [Yaf18], nous obtenons une for-
mule explicite.

Dans le cas où le potentiel est moins régulier que C2, nous nous référons encore
à [Yaf18]. En particulier la formule obtenue au Théorème 5.2.2 est compatible avec
les minorations et majorations données dans [Yaf18, Propositions 6.6 et 6.7]. Notons
que les résultats de [Yaf18] sont énoncés dans la limite semiclassique, donc pour un
paramètre semiclassique “suffisamment grand”. Aucune borne inférieure sur le pa-
ramètre semiclassique n’est donnée pour expliciter le domaine de validité de [Yaf18,
Propositions 6.6 et 6.7]. Dans notre résultat, la formule donnée au Théorème 5.2.2
est valide pour tout c supérieur à la constante c0, cette constante étant explicitement
connue comme zéro d’une fonction spéciale.

Un autre cas intéressant de potentiel singulier est celui des modèles aléatoires
comme le modèle de Kronig-Penney. Pour ce dernier , nous renvoyons aux résultats
de [KS00] où une asymptotique en

√
E

π pour E grande est donnée pour la densité
d’états intégrée. Cette asymptotique est égale à un facteur 2 près (ce facteur étant
égal à la période du potentiel), à la dérivée de l’asymptotique en 4

3π E
3
2 de la densité

d’états intégrée pour l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique. Nous remarquons
alors que la dérivée seconde faible du potentiel V est égale au potentiel de Kronig-
Penney avec des coefficients constants et déterministes égaux à ±2. Cela illustre les
résultats de [KS88b, Theorem 4.1 et Theorem 6.2C] qui, au travers des fonctions m de
Weyl-Titchmarsch et de la fonction w de Kotani, relient la densité d’états intégrée au
potentiel. La dérivée par rapport à l’énergie de la densité d’états intégrée associée à
un potentiel V se compare à la densité d’états intégrée associée à la dérivée seconde
faible de V.

Nous terminons cette section introductive sur les articles [BL18] et [BL21] par une
discussion replaçant nos résultats dans le cadre des articles issus de la communauté
des physiciens spécialistes en physique du solide.

Dans les cas étudiés par la communauté des physiciens, le potentiel donnant nais-
sance aux modes de Bloch est rarement explicité, et la fonction jugée pertinente à
étudier dans presque tous les papiers que nous avons lus est la densité d’états dont
la densité d’états intégrée est la fonction de répartition. Une expression exacte de la
densité d’états intégrée et donc de la densité d’états par dérivation est intéressante
pour les expériences numériques conduites par les physiciens dans la mesure où elle
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peut jouer le rôle de cas test. Par exemple, dans [MM14b], ils utilisent comme cas
test pour la densité d’états intégrée et pour la densité d’états le cas très simple d’une
particule dans une boîte vide. Cela correspond à l’expression connue de la densité
d’états intégrée pour le Laplacien avec un potentiel nul. En donnant une formule
exacte pour la densité d’états intégrée pour un potentiel périodique non constant,
nous donnons ainsi une autre référence possible permettant de comparer et de tester
des méthodes numériques.

Le potentiel triangulaire de l’opérateur d’Airy-Schrödinger à puits multiples ap-
paraît dans certains modèles physiques comme par exemple [LF86] dans lequel les
auteurs affirment être capables d’étudier tout potentiel affine par morceaux. Leur
approche utilise les matrices de transfert, mais en pratique ils n’effectuent des cal-
culs de valeurs propres numériquement que pour quelques exemples particuliers de
potentiels affines par morceaux et n’obtiennent aucun résultat asymptotique. Ainsi,
au-delà de notre intérêt pour la densité d’états intégrée associée à l’opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique, une autre motivation pour étudier le spectre de l’opéra-
teur d’Airy-Schrödinger à puits multiples est de donner un traitement mathéma-
tique complet d’un exemple d’opérateur de Schrödinger dont le potentiel est affine
par morceaux. Nos résultats pour le modèle d’Airy-Schrödinger à puits multiples
peuvent être perçus comme le pendant mathématique des résultats numériques ob-
tenus par certains physiciens.
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Chapitre 2

Opérateurs de Schrödinger aléatoires
quasi-unidimensionnels

Dans ce premier chapitre, je présente les résultats de mes articles [Bou07 ; BS07 ;
Bou09a ; Bou09b ; Bou10 ; Bou13]. Ces articles portent sur le phénomène de localisa-
tion d’Anderson que l’on a présenté du point de vue physique à la Section 1.1.1 et
dont on a donné des définitions mathématiques plus précises à la Section 1.1.3.

Les opérateurs étudiés dans ces articles sont des opérateurs unidimensionnels à
valeurs matricielles et les preuves de la localisation d’Anderson pour ces opérateurs
reposent sur les propriétés de leurs exposants de Lyapounov. Je définis donc à la Sec-
tion 2.1 la notion d’exposants de Lyapounov associés à un opérateur de Schrödinger
en dimension 1 ou plus généralement à un cocycle linéaire, et je rappelle la défini-
tion du groupe de Fürstenberg, objet algébrique central à étudier pour démontrer la
séparabilité des exposants de Lyapounov.

Dans la Section 2.2, je reprends les modèles de mes articles [Bou07 ; BS07 ; Bou09a ;
Bou09b ; Bou10 ; Bou13] et je présente les critères algébriques adaptés à chacun d’eux
pour obtenir les propriétés voulues pour leurs groupes de Fürstenberg.

Enfin, dans la Section 2.3, je présente un résultat général pour les opérateurs de
Schrödinger aléatoires quasi-unidimensionnels qui affirme que si le groupe de Fürs-
tenberg satisfait aux hypothèses présentées à la Section 2.1, alors il y a localisation
d’Anderson dans les différents sens définis à la Section 1.1.3.

Hypothèse 1. Dans toute la suite de ce chapitre, d = 1.

2.1 Exposants de Lyapounov

2.1.1 Cocycles linéaires

Soit N ≥ 1 un entier naturel. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité complet.
Nous commençons par introduire l’exposant de Lyapounov dominant d’une suite
de matrices aléatoires de GLN(R) . Cela signifie que pour chaque n ∈ Z, on tire au
hasard dans GLN(R) une matrice selon la probabilité P.
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Plus précisément, on considère tout d’abord une application A : Ω → GLN(R)
mesurable et on considère également une transformation mesurable τ : Ω → Ω,
bijective et d’inverse τ−1 mesurable. Pour n ≥ 0, τn désigne la composée n fois de τ
par elle-même et pour n < 0, τn désigne la composée de τ−1 par elle-même n fois.
A ce stade de la construction, les matrices A(τn(ω)) ne sont pas indépendantes a
priori.

Une façon de considérer des produits de matrices aléatoires est d’introduire le
cocycle linéaire engendré par le couple (A, τ).

Définition 2.1.1. Soient A : Ω → GLN(R) et τ : Ω → Ω deux applications mesurables, τ
étant supposée de plus bijective et d’inverse mesurable. On appelle cocycle linéaire engendré
par (A, τ) l’application Φ : Z × Ω → GLN(R) définie par

∀n ∈ Z, ∀ω ∈ Ω, Φ(n, ω) =


A(τn−1(ω)) · · · A(ω) si n > 0
IN si n = 0
(A(τn(ω))−1 · · · (A(τ−1(ω))−1 si n < 0

où IN désigne la matrice identité dans GLN(R) .

Précisons que les suites de matrices de transfert construites à la Section 1.2.1
peuvent s’écrire avec ce formalisme des cocycles linéaires. En effet, si on reprend
(Ω̃, Ã, P̃) un espace de probabilité complet et

(Ω,A,P) =

(⊗
n∈Zd

Ω̃,
⊗

n∈Zd

Ã,
⊗

n∈Zd

P̃

)
,

il suffit de considérer l’application shift

τ : Ω → Ω
(ωn)n∈Z → (ωn+1)n∈Z. (2.1)

Alors τ préserve la mesure P et le groupe de transformations {τn}n∈Z est ergodique.
Puis, on définit l’application A : Ω → GL2(R) par :

∀ω ∈ Ω, A(ω) = Tω(0)(E).

On a alors bien A(τn(ω)) = Tω(n)(E) pour tout n dans Z (voir (1.16) et (1.20)).

Dans la suite de ce mémoire, nous ne traiterons que du cas des cocycles associés
à des suites de matrices de transfert. Nous allons donc faire des hypothèses supplé-
mentaires sur (A, τ).

Hypothèse 2. L’application τ préserve la mesure P et le groupe de transforma-

tions {τn}n∈Z est ergodique. De plus, on suppose que la suite (A(τn(·)))n∈Z

est une suite de variables aléatoires à valeurs dans GLN(R) , indépendantes et
identiquement distribuées.
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2.1.2 Exposants de Lyapounov et théorème d’Oseledets
Nous pouvons à présent définir les exposants de Lyapounov dominants en plus

et en moins l’infini associés à un cocycle linéaire de générateur (A, τ).

Définition 2.1.2. On suppose que les applications log+ ||A|| et log+ ||A−1|| sont dans
L1(Ω,P). Alors les limites suivantes appartiennent à R ∪ {−∞} :

γ+ = lim
n→+∞

1
n

E(log ||Φ(n, ·)||) et γ− = lim
n→−∞

1
|n|E(log ||Φ(n, ·)||) (2.2)

Nous les appelons les exposants de Lyapounov dominants en +∞ et en −∞ associés au
cocycle linéaire Φ de générateur (A, τ).

Par équivalence des normes en dimension finie, γ+ et γ− ne dépendent pas du
choix de la norme sur MN(R). Précisons que log+ désigne la partie positive de la
fonction logarithme, soit max(log, 0). L’existence des limites dans (2.2) provient de
la sous-additivité de la suite (E(log ||Φ(n, ·)||))n∈Z.

Il se trouve que les exposants de Lyapounov dominants peuvent aussi être obte-
nus comme une limite presque-sûre et pas uniquement comme une limite en espé-
rance. C’est l’objet du théorème de Fürstenberg-Kesten (voir [FK60]) que l’on peut
obtenir par une preuve directe, comme cela est fait dans [BL85], ou que l’on peut voir
comme une conséquence du théorème ergodique sous-additif de Kingman ([Kin73]).

Théorème 2.1.3 (Fürstenberg-Kesten, [FK60]). Soit Φ un cocycle linéaire de généra-
teur (A, τ) vérifiant l’Hypothèse 2. On suppose de plus que les applications log+ ||A|| et
log+ ||A−1|| sont dans L1(Ω,P). Alors, pour P-presque tout ω ∈ Ω, les limites suivantes
existent et

lim
n→+∞

1
n

log ||Φ(n, ω)|| = γ+ et lim
n→−∞

1
|n| log ||Φ(n, ω)|| = γ−

où γ± sont les exposants de Lyapounov dominants en ±∞.

Le théorème de Fürstenberg-Kesten peut se voir comme une loi forte des grands
nombres dans le cadre non-commutatif des produits de matrices. En effet, la pré-
sence du logarithme ramène le produit des matrices à une somme (c’est au moins
vrai en majorant par le produit des normes). D’ailleurs dans le cas où les matrices
aléatoires sont toutes diagonales, ce théorème relève directement de la loi forte des
grands nombres appliquée à chaque coefficient diagonal du produit.

Le coefficient de Lyapounov dominant, lorsqu’il est non nul, permet de com-
prendre le comportement asymptotique exponentiel global de la suite de matrices
aléatoires étudiée. Toutefois, il ne permet pas d’étudier plus finement le comporte-
ment asymptotique de la suite ||Φ(n, ω)v|| pour un vecteur v ∈ RN quelconque.
En effet, l’espace RN se décompose en plusieurs sous-espaces dans lesquels la dy-
namique exponentielle est donnée par une famille d’exposants de Lyapounov que
nous allons définir à présent. Ce sera l’objet du théorème d’Oseledets.

Avant cela nous faisons quelques rappels sur les puissances extérieures de RN

pour N un entier fixé.
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Définition 2.1.4. Pour p ∈ {1, . . . , N}, ∧pRN est l’espace vectoriel des formes p-linéaires
alternées sur le dual (RN)∗. L’espace vectoriel ∧pRN est appelé puissance extérieure p-ième
de l’espace RN.

Pour u1, . . . , up dans RN et f1, . . . , fp dans (RN)∗, on pose :

(u1 ∧ . . . ∧ up)( f1, . . . , fp) = det(( fi(uj))i,j)

Tout vecteur de la forme u1 ∧ . . .∧ up est appelé p-vecteur décomposable. A l’aide
de ces vecteurs p-décomposables, on peut définir une base de l’espace ∧pRN de la
manière suivante : si (u1, . . . , uN) est une base de RN, alors {ui1 ∧ . . . ∧ uip | 1 ≤ i1 <

. . . ip ≤ N} est une base de ∧pRN.
Nous aurons à étudier dans la suite le comportement asymptotique des normes

de suites de matrices dont on voudra prendre la p-ième puissance extérieure. Voyons
comment un élément du groupe linéaire GLN(R) agit sur ∧pRN. Si M ∈ GLN(R)
on définit un automorphisme ∧pM de ∧pRN en le définissant sur les vecteurs p-
décomposables par :

(∧pM)(u1 ∧ . . . ∧ up) = Mu1 ∧ . . . ∧ Mup

On a alors la propriété de multiplicativité : ∧p(MN) = (∧pM)(∧pN).
Dans la suite, les normes des ∧pM seront des normes matricielles supposées être

sous-multiplicatives.

A l’aide de ces définitions et notations, nous pouvons maintenant définir les N
exposants de Lyapounov associés à une suite de matrices aléatoires dans GLN(R) .

Définition 2.1.5. Soit Φ un cocycle linéaire de générateur (A, τ) vérifiant l’Hypothèse 2.
On suppose de plus que les applications log+ ||A|| et log+ ||A−1|| sont dans L1(Ω,P). Les
exposants de Lyapounov γ±

1 , . . . , γ±
N associés à ce cocycle sont définis de façon inductive par

γ±
1 = γ± (les exposants de Lyapounov dominants) et pour p ∈ {2, . . . , N},

p

∑
i=1

γ±
i = lim

n→±∞

1
|n|E(log || ∧p Φ(n, ·)||).

On peut voir que les sommes ∑
p
i=1 γ±

i sont en fait les exposants de Lyapounov
dominants associés aux cocycles ∧pΦ lorsque p varie. Ainsi, les limites existent et
ces sommes appartiennent à R ∪ {−∞}.

On peut donner une caractérisation de ces exposants de Lyapounov en fonction
de la suite des valeurs singulières des matrices Φ(n, ω), soit les racines carrées des
valeurs propres des matrices t(Φ(n, ω))(Φ(n, ω)).

Proposition 2.1.6. Si pour n ∈ Z, λ1(n, ω) ≥ . . . ≥ λN(n, ω) > 0 sont les valeurs
singulières de Φ(n, ω), alors, pour P-presque tout ω ∈ Ω,

∀p ∈ {1, . . . , N}, γ±
p = lim

n→±∞

1
|n|E(log λp(n, ·)) = lim

n→±∞

1
|n| log λp(n, ω)
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En particulier, cette proposition justifie la numérotation des exposants de Lya-
pounov et le vocable d’exposant de Lyapounov dominant puisqu’elle implique que
γ±

1 ≥ · · · ≥ γ±
N. On en trouve la démonstration dans [BL85] ou dans [Arn98].

Nous pouvons à présent énoncer le théorème d’Oseledets qui décompose l’es-
pace RN en sous-espaces sur lesquels le comportement asymptotique exponentiel
du cocycle considéré est donné par les exposants de Lyapounov que l’on vient de
définir. Nous donnons l’énoncé pour les exposants de Lyapounov en +∞, l’énoncé
est en tout point analogue en −∞.

Théorème 2.1.7 (Oseledets, [Ose68]). Soit Φ un cocycle linéaire de générateur (A, τ)
vérifiant l’Hypothèse 2. On suppose de plus que l’application log+ ||A|| est dans L1(Ω,P).

Soient γ1 ≥ · · · ≥ γN les exposants de Lyapounov associés en +∞. Notons r le nombre
d’exposants de Lyapounov distincts de valeurs λ1, . . . , λr et appelons multiplicité de λi le
nombre d’exposants de Lyapounov prenant cette valeur.

Il existe alors une suite décroissante de sous-espaces mesurables de RN, (Vω
i )1≤i≤r+1

telle que

1. {0} = Vω
r+1 ⊂ Vω

r ⊂ · · · ⊂ Vω
1 ⊂ RN.

2. ∀i ∈ {1, . . . , r},
(

x ∈ Vω
i \ Vω

i+1 ⇔ lim
n→+∞

1
n

log(||Φ(n, ω)x||) = λi

)
.

3. dim(Vω
i )− dim(Vω

i+1) est égal à la multiplicité de λi.

Ce théorème nous permettra de discuter d’une première approche de la localisa-
tion exponentielle à la Section 2.3.

Il est aussi possible de procéder dans l’autre sens pour définir les exposants de
Lyapounov. On commence par définir comme exposant de Lyapounov au point ω ∈
Ω pour le cocycle linéaire Φ de générateur (A, τ), tout réel γ(ω) tel qu’il existe x ∈
RN tel que la limite suivante existe et vaut γ(ω) :

lim
n→+∞

1
n

log ||Φ(n, ω)x|| = γ(ω).

On définit ici un exposant en +∞ on peut bien entendu faire de même en −∞. Avec
cette définition, il n’est pas nécessaire de faire l’Hypothèse 2 sur le cocycle, il n’est
d’ailleurs nécessaire de faire aucune hypothèse supplémentaire pour définir γ.

Par contre, si on suppose de plus que τ préserve la mesure P et que log+ ||A||
est L1(Ω,P), alors la limite existe pour presque-tout ω ∈ Ω et elle ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs γ1(ω) > γ2(ω) > · · · > γk(ω)(ω), ce nombre k(ω)

étant majoré par N. La limite γ(ω) prend la valeur γi(ω) avec une multiplicité mi(ω)
qui vaut la dimension du sous-espace de RN sur lequel la limite vaut γi(ω) et on a
m1(ω) + · · · + mk(ω)(ω) = N. Ce résultat est dû à Oseledets ([Ose68]) et nous en
empruntons ici la présentation à [Wil17].

Enfin, si on suppose l’ergodicité de {τn}n∈Z, alors les quantités γ, γi, k et mi
ne dépendent presque-sûrement plus de ω et on retrouve le contenu du théorème
d’Oseledets tel que nous l’avons présenté.
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2.1.3 Exposants de Lyapounov dans le cas symplectique
Dans les modèles qui nous intéressent dans la suite, nous sommes amenés à étu-

dier des suites de matrices de transfert qui sont naturellement dans le groupe sym-
plectique du fait du caractère Hamiltonien du flot de ces modèles.

Définition 2.1.8. Le groupe des matrices symplectiques d’ordre 2N est le sous-groupe de
GL2N(R) constitué des matrices M vérifiant :

tMJM = J

où J est la matrice d’ordre 2N définie par J =
( 0 −I

I 0

)
. On le note SpN(R) . Dans la définition

de J, I est la matrice identité N × N.

La définition des exposants de Lyapounov donnée à la Définition 2.1.5 dans le
cadre du groupe linéaire est toujours valide dans le cadre des cocycles linéaires à
valeurs dans SpN(R) . Nous avons même deux propriétés supplémentaires dans ce
cadre, à condition de supposer le caractère i.i.d. des Φ(n, ·) lorsque n varie dans Z.
La première est que si log+ ||A|| est dans L1(Ω,P) alors, on a aussi log+ ||A−1|| dans
L1(Ω,P) et tous les exposants de Lyapounov sont finis. De plus,

∀n < 0, E(||Φ(n, ·)||) = E(||(Φ(−n, ·))−1||) = E(||Φ(−n, ·)||)

et γ− = γ+. De même, pour tout i ∈ {1, . . . , 2N}, γ−
i = γ+

i . En effet, la première
égalité vient du caractère i.i.d. (et serait fausse sans les espérances) et la seconde
inégalité vient du fait que pour une matrice symplectique, sa norme est égale à la
norme de son inverse. Dans la suite, dans le cas symplectique, nous pourrons donc
omettre les exposants + et − sans ambiguité.

La seconde est une propriété de symétrie spécifique à SpN(R) .

Proposition 2.1.9. Si γ1 ≥ . . . ≥ γ2N sont les exposants de Lyapounov associés à un
cocycle linéaire à valeurs dans SpN(R) vérifiant l’Hypothèse 2, alors pour tout 1 ≤ i ≤ N :

γ2N−i+1 = −γi.

Cette propriété de symétrie nous dit que les exposants de Lyapounov associés à
une suite i.i.d. de matrices aléatoires symplectiques peuvent se regrouper par paires
et il suffit donc d’étudier les N premiers exposants, γ1, . . . , γN.

Nous terminons cette section de généralités sur les exposants de Lyapounov par
un point de vocabulaire.

Définition 2.1.10. On dit que les exposants de Lyapounov sont séparés lorsqu’ils sont dis-
tincts :

γ1 > γ2 > . . . > γ2N.

En particulier, dans le cas des suites de matrices aléatoires dans SpN(R) , si les ex-
posants de Lyapounov sont séparés, du fait de la relation de symétrie, les N premiers
sont strictements positifs et les N suivants strictements négatifs :

γ1 > · · · > γN > 0 > γN+1 > · · · > γ2N.
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2.1.4 Groupe de Fürstenberg

La question de la décroissance exponentielle des fonctions propres associées aux
valeurs propres des opérateurs d’Anderson se ramène dans un premier temps à la
positivité stricte de leur exposant de Lyapounov dominant. Comme nous allons le
voir dans la Section 2.3, la démonstration de la localisation d’Anderson demande en
fait beaucoup plus d’efforts que la seule preuve de la positivité stricte de l’exposant
dominant. Toutefois, le critère de localisation que nous présenterons implique uni-
quement un objet algébrique que l’on peut introduire intuitivement dès à présent.

Commençons tout d’abord par une remarque simple. Si on se donne un cocycle
linéaire Φ : Z × Ω → GLN(R) engendré par (A, τ) et tel que Φ soit uniformément
borné en n (et intégrable en ω), alors ses exposants de Lyapounov dominants et par
suite tous ses exposants de Lyapounov sont nuls. Pour espérer obtenir un exposant
dominant non nul, le cocycle Φ se doit d’être au moins non borné en n. Intuitivement,
à l’aide des différentes réalisations du cocycle lorsque ω varie, on veut pouvoir consi-
dérer un grand nombre de produits de matrices distincts, suffisamment pour qu’en
espérance on obtienne des suites de produits qui soient “grandes” en norme. Il en
est de même pour les produits des inverses si l’on veut étudier le comportement en
−∞.

L’objet algébrique qui intervient naturellement pour répondre à ce problème est
alors le groupe engendré par les matrices A(τn(ω)) lorsque ω et n varient. Plus pré-
cisément, si on considère que ces matrices forment une suite de variables aléatoires
A(τn(·)) à valeurs dans GLN(R) qui sont indépendantes et identiquement distri-
buées, le groupe à considérer est celui qui est engendré par ces matrices pour n = 0,
soit les A(ω), lorsque ω varie. Notons µ la loi de la variable aléatoire A à valeurs
dans GLN(R) . C’est aussi la loi commune des variables aléatoires A(τn(·)) lorsque
n parcourt Z. Notons également supp µ le support de la loi µ.

Définition 2.1.11 (Groupe de Fürstenberg). Soit Φ : Z × Ω → GLN(R) un cocycle
linéaire engendré par (A, τ) tel que la suite (A(τn(·)))n∈Z soit une suite de variables aléa-
toires à valeurs dans GLN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune
µ. Le groupe de Fürstenberg associé à Φ est l’adhérence du sous-groupe engendré par le sup-
port de µ. Il est noté Gµ et

Gµ = ⟨supp µ⟩.

Dans cette définition, l’adhérence est prise au sens de la topologie usuelle induite
par celle de MN(R) sur GLN(R) . Prendre l’adhérence permet de définir Gµ comme
un sous-groupe fermé de GLN(R) ce qui fait de lui un groupe de Lie linéaire. Ce
point sera essentiel dans l’analyse que nous en ferons dans la suite.

Notons que de part sa définition, plus le support de µ est grand, plus le groupe
de Fürstenberg contient d’éléments. Dans le cas où µ est la loi commune d’une suite
de matrices de transfert dont certains coefficients sont aléatoires, comme cela est le
cas pour les matrices de transfert associées aux modèles d’Anderson présentés à la
Section 1.2.1, plus la loi commune des coefficients aléatoires a un grand support, plus
le support de µ sera grand.

Dans le cas des modèles d’Anderson, le cas où le groupe de Fürstenberg est le
plus petit a priori est celui où les variables aléatoires suivent une loi de Bernoulli.
Nous écartons bien entendu le cas où le support de leur loi commune est un sin-
gleton, les modèles considérés n’étant plus vraiment aléatoires dans ce cas. Cela ex-
plique que dans le cas unidimensionnel, la localisation est plus difficile à démontrer
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lorsque les variables aléatoires suivent une loi de Bernoulli que lorsqu’elles suivent
une loi plus régulière comme une loi à densité.

2.2 Séparabilité des exposants de Lyapounov : une ap-
proche algébrique

2.2.1 Théorème de Fürstenberg
Comme nous l’avons expliqué à la Section 2.1.4, nous voulons donner un sens au

fait que le groupe de Fürstenberg soit suffisamment “gros” pour que cela implique la
positivité stricte de l’exposant de Lyapounov dominant. Nous allons même pouvoir
affiner cela en donnant des définitions qui impliquerons la séparation des exposants
de Lyapounov.

Nous commençons par donner des résultats généraux de séparabilité des expo-
sants de Lyapounov dans GLN(R) avant de modifier légèrement ces résultats pour
les adapter au cas de SpN(R) .

2.2.1.1 Suites de matrices aléatoires dans GLN(R)

2.2.1.1.1 Théorème de Fürstenberg.
Avant d’énoncer le théorème de Fürstenberg, nous définissons une propriété qui
exprime qu’une partie de GLN(R) est “grosse” au sens géométrique.

Définition 2.2.1. Soit S une partie de GLN(R) : S est dite fortement irréductible s’il
n’existe pas de famille finie V1, . . . , Vk de sous-espaces stricts de RN telle que :

∀M ∈ S, M(V1 ∪ · · · ∪ Vk) = V1 ∪ · · · ∪ Vk.

Ainsi, une partie S fortement irréductible contient suffisamment de transforma-
tions pour pouvoir faire bouger toute réunion finie de sous-espaces stricts.

Théorème 2.2.2 (Fürstenberg [Fur63]). Soit Φ : Z× Ω → GLN(R) un cocycle linéaire
engendré par (A, τ) tel que la suite (A(τn(·)))n∈Z soit une suite de variables aléatoires
à valeurs dans GLN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune µ.
Notons Gµ son groupe de Fürstenberg. Supposons

(i) log+ ||A|| ∈ L1(Ω,P),
(ii) pour tout M ∈ Gµ, |det(M)| = 1,

(iii) Gµ n’est pas compact,
(iv) Gµ est fortement irréductible.

Alors, il existe γ > 0 tel que pour tout x ∈ RN, x ̸= 0, P-presque sûrement,

lim
n→+∞

1
n

log(||Φ(n, ω)x||) = lim
n→+∞

1
n

log(||Φ(n, ω)||) = γ.

En particulier l’exposant de Lyapounov dominant de Φ est strictement positif.
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Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons à [BL85].

Sous cette première forme, le théorème de Fürstenberg est suffisant pour traiter
le cas de modèles pour lesquels les matrices de transfert sont dans GL2(R) et pour
lesquelles la question de la stricte positivité ne se pose que pour un seul exposant
de Lyapounov, l’exposant dominant. Pour illustrer cette remarque, nous présentons
deux exemples de la littérature, les modèles d’Anderson-Bernoulli unidimensionnels
à valeurs scalaires dans les cas discret et continu.

2.2.1.1.2 Exemple 1 : Modèle d’Anderson-Bernoulli discret 1d à valeurs scalaires.

Nous allons appliquer le théorème de Fürstenberg à un premier exemple de suite
de matrices aléatoires i.i.d. dans GL2(R) issu du modèle d’Anderson discret en di-
mension 1 et à valeurs scalaires.

Soit (Ω̃, Ã, P̃) un espace de probabilité complet et soit (ω(n))n∈Z une suite de
variables aléatoires i.i.d. sur cet espace, de loi commune ν telle qu’il existe a ̸= b,
{a, b} ⊂ supp ν et supp ν est borné.

Posons

(Ω,A,P) =

(⊗
n∈Zd

Ω̃,
⊗

n∈Zd

Ã,
⊗

n∈Zd

P̃

)
.

Considérons {hω}ω∈Ω la famille ergodique d’opérateurs aléatoires de spectre
presque-sûr [−2, 2] + supp ν définie par

∀ω ∈ Ω, hω :
ℓ2(Z) → ℓ2(Z)

(un)n∈Z 7→ (−(un+1 + un−1) + ω(n)un)n∈Z
(2.3)

Nous avons omis cette fois le paramètre λ qui mesure l’intensité du désordre car
comme nous allons voir dans la suite, en dimension 1 et pour des opérateurs à va-
leurs scalaires, ce paramètre ne joue aucun rôle.

Les matrices de transfert associées à {hω}ω∈Ω sont données par

∀n ∈ Z, ∀E ∈ R, Tω(n)(E) =
(

ω(n) − E −1
1 0

)
et la suite (Tω(n)(E))n∈Z est une suite de matrices aléatoires dans SL2(R) , indépen-
dantes et identiquement distribuées, de loi commune µ induite par la loi ν des va-
riables aléatoires ω(n).

Puisque les matrices de transfert sont i.i.d., le groupe de Fürstenberg est donné
par

∀E ∈ R, GµE = ⟨{Tω(0)(E) | ω(0) ∈ supp ν}⟩.
Tout d’abord, les matrices dans GµE sont toutes de déterminant 1. Pour montrer que
GµE n’est pas compact, nous allons exhiber une suite non bornée dans GµE . Par hy-
pothèse sur la loi de ω(0), on a〈(

a − E −1
1 0

)
,
(

b − E −1
1 0

)〉
⊂ GµE .
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Puis, (
a − E −1

1 0

)(
b − E −1

1 0

)−1

=

(
1 a − b
0 1

)
∈ GµE

et pour tout n ∈ N, (
1 a − b
0 1

)n

=

(
1 n(a − b)
0 1

)
∈ GµE

qui contient donc une suite non bornée puisque a − b ̸= 0.

Si P(R2) désigne l’espace projectif de R2 et si pour x ∈ R2 \ {0}, x̄ désigne sa
classe dans P(R2), on peut montrer (voir [BL85]) que la forte irréductibilité de GµE

est équivalente (sous les hypothèses (ii) et (iii) du théorème de Fürstenberg) à :

∀x̄ ∈ P(R2), #{Mx̄ | M ∈ GµE} ≥ 3.

Soit x = (x1, x2) ∈ R2, x ̸= 0. Supposons que x2 ̸= 0. Alors, on montre par
simple résolution de systèmes que pour A =

(
1 a−b
0 1

)
, les vecteurs Ax, A2x et A3x

sont non colinéaires deux à deux ce qui permet de construire 3 éléments distincts
dans {Mx̄ | M ∈ GµE}. Si x2 = 0 alors x1 ̸= 0 et on considère B =

( 1 0
a−b 1

)
=( a−E −1

1 0

)−1 ( b−E −1
1 0

)
∈ GµE puis les vecteurs Bx, B2x et B3x qui sont non colinéaires

deux à deux.

Ainsi, le théorème de Fürstenberg s’applique et nous assure que l’exposant de
Lyapounov associé à {hω}ω∈Ω est strictement positif. On a plus précisément :

∀E ∈ R, γ(E) > 0.

Comme nous le verrons à la Section 2.3, cela impliquera la localisation d’Anderson
dans tout le spectre presque-sûr de {hω}ω∈Ω.

2.2.1.1.3 Exemple 2 : Modèle d’Anderson-Bernoulli continu 1d à valeurs scalaires.

Nous présentons brièvement les résultats de Damanik, Sims et Stolz ([DSS02]) concer-
nant la positivité de l’exposant de Lyapounov associé à un modèle d’Anderson-
Bernoulli unidimensionnel continu à valeurs scalaires.

Reprenons les mêmes hypothèses probabilistes que dans le modèle discret que
nous venons de présenter et considérons la famille ergodique d’opérateurs {Hω}ω∈Ω
définie par

∀ω ∈ Ω, Hω :
L2(R) → L2(R)

u 7→ −u′′ +

(
Vper + ∑

n∈Zd

ω(n) f (· − n)

)
u (2.4)

où Vper est un opérateur de multiplication par une fonction Z-périodique dé-
terministe localement intégrable et où f est une fonction non nulle intégrable et à
support dans [−1

2 , 1
2 ].
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Pour ce modèle, il est prouvé dans [DSS02] qu’il existe un ensemble discret M ⊂
R tel que pour tout E ∈ R \ M, le groupe de Fürstenberg GµE associé à {Hω}ω∈Ω
est non compact et fortement irréductible. Il en découle que pour tout E ∈ R \ M,
γ(E) > 0.

L’existence d’un ensemble discret d’énergies pour lesquelles les hypothèses du
théorème de Fürstenberg ne sont pas vérifiées se retrouvera dans tous nos modèles
continus. Cet ensemble discret est vide en général pour les modèles discrets.

La démonstration du résultat de positivité stricte de l’exposant de Lyapounov do-
minant associé à {Hω}ω∈Ω est nettement plus délicate que dans le cas discret. Pour
les détails nous renvoyons directement à [DSS02]. La principale difficulté qui appa-
raît avec les modèles continus est que les matrices de transfert n’ont plus une forme
explicite comme dans le cas discret, mais nécessite de résoudre un système différen-
tiel sur les intervalles [n, n + 1]. Il s’agit alors d’essayer de trouver une expression
des solutions intervenant dans les matrices de transfert qui permet de vérifier les
hypothèses du théorème de Fürstenberg. Dans [DSS02], l’idée est de considérer tout
d’abord les solutions de Floquet de −u′′ + Vperu = Eu puis de s’en servir pour
construire des solutions de Jost de −u′′ + (Vper + f )u = Eu. On se sera auparavant
ramené au cas où a = 0 et b = 1 et on est donc amené à résoudre sur un intervalle
[n, n + 1] soit −u′′ + Vperu = Eu, soit −u′′ + (Vper + f )u = Eu pour déterminer les
deux matrices de transfert qui sont contenues dans le groupe de Fürstenberg.

Dans le premier cas, la matrice de transfert obtenue sera celle d’une rotation,
dans le second elle sera une combinaison linéaire de rotations. L’idée est alors de
partir d’un vecteur unitaire dans le plan et de lui appliquer la deuxième matrice
de transfert. En choisissant bien la direction θ0 du vecteur unitaire initial, on ob-
tient un nouveau vecteur de norme strictement supérieure à 1 et de direction θ1. En
appliquant à nouveau la deuxième matrice de transfert on obtient un nouveau vec-
teur dont la norme dépend de θ1. En le tournant à l’aide de la première matrice de
transfert, on peut modifier θ1 en une nouvelle direction de sorte que lorsque l’on
applique la seconde matrice de transfert on obtienne un nouveau vecteur de norme
strictement plus grande que le deuxième vecteur obtenu. Ainsi de suite on parvient
à construire une suite non bornée de vecteurs à partir d’un vecteur unitaire. On a
donc construit une suite non bornée dans le groupe de Fürstenberg qui de ce fait est
non compact.

Pour la forte irréductibilité, il suffit d’utiliser la matrice de transfert qui est une
rotation et on peut alors construire une infinité de directions distinctes par itération
à partir d’une direction initiale bien choisie.

L’ensemble discret d’énergies critiques M est obtenu comme ensemble des zéros
des coefficients de réflexion et de transmission des solutions de Jost construites, ces
coefficients dépendant analytiquement de E et f étant supposée non nulle.

Si le théorème de Fürstenberg suffit à démontrer la stricte positivité de l’exposant
de Lyapounov dominant pour ce modèle d’Anderson continu, la vérification de ses
hypothèses est nettement plus subtile que dans le cas discret. Nous verrons dans la
suite que lorsque l’on passe aux modèles quasi-unidimensionnels, il faudra trouver
de nouveaux critères algébriques pour s’en sortir.

2.2.1.1.4 p-forte irréductibilité et p-contractivité.

Si la propriété de forte irréductibilité permet d’étudier la stricte positivité de l’ex-
posant de Lyapounov dominant et suffit à étudier le cas de cocycles dans GL2(R) ,
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elle ne permet pas de préciser si les autres exposants de Lyapounov sont distincts les
uns des autres ou non et qu’en est-il de leur stricte positivité éventuelle. Pour cela,
nous allons non seulement avoir besoin d’affiner la définition de la forte irréducti-
bilité, mais aussi d’introduire une notion d’ensemble contractant qui va généraliser
l’hypothèse de non-compacité dans le théorème de Fürstenberg.

Définition 2.2.3. Soit p ∈ {1, . . . , N}. On dit qu’une partie partie S de GLN(R) est p-
fortement irréductible s’il n’existe pas de famille finie de sous-espaces stricts de ∧pRN,
V1, . . . , Vk telle que :

(∧pM)(V1 ∪ . . . ∪ Vk) = V1 ∪ . . . ∪ Vk

pour tout M ∈ S.

Cette définition va remplacer l’hypothèse de forte irréductibilité dans l’énoncé
du théorème de séparation des exposants de Lyapounov dans GLN(R) . La seconde
hypothèse nécessaire sera celle de contractivité. Donnons la définition d’ensemble
contractant.

Définition 2.2.4. L’indice d’un sous-ensemble T de GLN(R) est le plus petit entier r tel
qu’il existe une suite (Mn)n∈N d’éléments de T telle que (||Mn||−1Mn)n∈N converge vers
une matrice de rang r.

Une partie de GLN(R) est dite contractante lorsqu’elle est d’indice 1.

Rappelons qu’une mesure de probabilité P sur l’espace projectif P(RN) est dite
propre lorsque pour tout hyperplan H dans RN, P({x̄ ∈ P(RN), x ∈ H \ {0}}) = 0.

Si T ⊂ GLN(R) est un ensemble contractant, pour toute mesure de probabilité
P propre sur P(RN), il existe une suite (Mn)n∈N d’éléments de T telle que MnP
converge faiblement vers une mesure de Dirac.

En effet, soit (Mn)n∈N une suite d’éléments de T telle que (||Mn||−1Mn)n∈N

converge vers une matrice M de rang 1. Pour tout x ∈ RN tel que Mx ̸= 0, on a
Mn x̄ −−−−→

n→+∞
Mx̄. Mais, puisque P est propre et puisque {x ∈ RN, Mx = 0} est un

hyperplan, on a

lim
n→+∞

Mn x̄ = Mx̄ pour P− presque tout x̄.

Ainsi, si Im M = Vect(z),

lim
n→+∞

Mn x̄ = z̄ pour P− presque tout x̄.

Cela signifie que MnP converge faiblement vers δz̄ et justifie le terme de contractant
pour la partie T.

On peut voir cette propriété comme l’analogue de la non-compacité dans le cas où
N = 2. En effet, en supposant que toutes les matrices du groupe de Fürstenberg ont
un déterminant de module 1 (hypothèse (ii) du Théorème 2.2.2), la non-compacité
de Gµ est équivalente à son caractère contractant.

Supposons Gµ contractant. Soit (Mn)n∈N une suite dans Gµ telle que (||Mn||−1Mn)
converge vers une matrice M de rang 1. Alors,

0 = |det(M)| = lim
n→+∞

|det(||Mn||−1Mn)| = lim
n→+∞

||Mn||−2|det(Mn)|

= lim
n→+∞

||Mn||−2. (2.5)
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En particulier, ||Mn|| tend vers +∞ et Gµ est non borné donc non compact.
Réciproquement, si Gµ est non-contractant, comme c’est un sous-groupe de GL2(R) ,
il est forcément d’indice 2 puisqu’il ne peut être d’indice 0 ou 1. Soit (Mn)n∈N une
suite d’éléments de Gµ. La suite (||Mn||−1Mn) est une suite d’éléments de la sphère
unité qui est compacte, on peut donc en extraire une sous-suite convergente, soit
(||Mnm ||−1Mnm), vers une limite M. Comme Gµ est d’indice 2, M est de rang 2 donc
elle est inversible. Alors par (2.5),

0 ̸= |det(M)| = lim
m→+∞

||Mnm ||−2.

En particulier, (||Mnm ||)m∈N est convergente, donc il en est de même pour la suite
(Mnm)m∈N. De toute suite de Gµ on peut extraire une sous-suite convergente, donc
Gµ est compact.

Pour s’adapter à la définition des exposants de Lyapounov faisant intervenir les
puissances extérieures de RN, nous précisons la définition d’ensemble contractant.

Définition 2.2.5. Soient T une partie de GLN(R) et p un entier dans {1, . . . , N − 1}. On
dit que T est p-contractant s’il existe une suite (Mn)n∈N dans T telle que la limite suivante
existe :

lim
n→∞

∧pMn

|| ∧p Mn||
= M

et soit une matrice de rang 1.

2.2.1.1.5 Critère de séparabilité des exposants de Lyapounov dans GLN(R) .

On peut maintenant énoncer un critère de séparation des exposants de Lyapou-
nov dans GLN(R) . Ce théorème est repris de [BL85] et est initialement dû à Guivarch
et Raugi (voir [GR85]).

Théorème 2.2.6 (Guivarch et Raugi, [GR85]). Soit Φ : Z × Ω → GLN(R) un cocycle
linéaire engendré par (A, τ) tel que la suite (A(τn(·)))n∈Z soit une suite de variables aléa-
toires à valeurs dans GLN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune
µ. Notons Gµ son groupe de Fürstenberg. Soit p un entier dans {1, . . . , N}. Supposons que
Gµ est p-contractant et p-fortement irréductible et que log+ ||A|| est dans L1(Ω,P). Alors :

1. γp > γp+1.

2. Pour tout élément non nul x de ∧pRN et pour P-presque tout ω,

lim
n→∞

1
n

log || ∧p (Φ(n, ω))x|| =
p

∑
i=1

γi.

Si les hypothèses de p-forte irréductibilité et de p-contractivité sur Gµ sont véri-
fiées pour tout p on obtient la séparabilité des exposants de Lyapounov.
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2.2.1.2 Suites de matrices aléatoires dans SpN(R)

Comme nous l’avons déjà évoqué dans la Section 1.2.1, les matrices de transfert
qui vont apparaître dans les modèles d’Anderson quasi-unidimensionnels, ne se-
ront pas uniquement dans GLN(R) mais plus précisément dans le groupe symplec-
tique SpN(R) . Nous voulons donc obtenir un critère de séparation des exposants
de Lyapounov analogue à celui obtenu dans GLN(R) . Malheureusement, l’action
de SpN(R) sur ∧2R2N n’est pas irréductible (donc a fortiori pas p-fortement irréduc-
tible). En effet, l’espace engendré par ∑N

i=1 ei ∧ eN+i est invariant par tout élément
de SpN(R) . La notion de p-irréductibilité n’est donc pas adaptée au cadre symplec-
tique. Nous allons donc raffiner cette définition pour l’adapter à nos besoins.

Nous introduisons la sous-variété p-lagrangienne de R2N. Soit (e1, . . . , e2N) la
base canonique de R2N.

Définition 2.2.7. Pour tout p dans {1, . . . , N}, soit Lp le sous-espace de ∧pR2N engendré
par {Me1 ∧ . . . ∧ Mep | M ∈ SpN(R) }. On l’appelle le sous-espace p-lagrangien de R2N.

L’espace projectif P(Lp) est l’ensemble des sous-espaces isotropes de dimension
p dans R2N pour la forme symplectique canonique.

Définition 2.2.8. Soient T une partie de SpN(R) et p un entier dans {1, . . . , N}. On dit
que T est Lp-fortement irréductible s’il n’existe pas d’union finie W de sous-espaces stricts
de Lp telle que ∧pM(W) = W pour tout M ∈ T.

Par sous-espace strict, on entend sous-espace de Lp différent de Lp et de {0}.
Le fait de se restreindre à des sous-espaces stricts de Lp permet d’éviter l’écueil sur
lequel butait la première définition.

On peut alors énoncer le théorème nous donnant le principal critère de séparation
des exposants de Lyapounov.

Théorème 2.2.9 ([BL85]). Soit Φ : Z × Ω → GLN(R) un cocycle linéaire engendré
par (A, τ) tel que la suite (A(τn(·)))n∈Z soit une suite de variables aléatoires à valeurs
dans SpN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune µ. Notons Gµ

son groupe de Fürstenberg. Soit p un entier dans {1, . . . , N}. Supposons que Gµ est p-
contractant et Lp-fortement irréductible et que log+ ||A|| est dans L1(Ω,P). Alors :

1. γp > γp+1.

2. Pour tout élément non nul x de Lp et pour P-presque tout ω,

lim
n→∞

1
n

log || ∧p (Φ(n, ω))x|| =
p

∑
i=1

γi.

Ce résultat va surtout nous intéresser sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 2.2.10. Soit Φ : Z × Ω → GLN(R) un cocycle linéaire engendré par (A, τ)
tel que la suite (A(τn(·)))n∈Z soit une suite de variables aléatoires à valeurs dans SpN(R) ,
indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune µ. Notons Gµ son groupe de
Fürstenberg. Supposons que Gµ est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout
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p ∈ {1, . . . , N} et que log+ ||A|| est dans L1(Ω,P). Alors, les exposants de Lyapounov
associés à Φ sont séparés et en particulier :

γ1 > γ2 > . . . > γN > 0.

Le lien est fait entre d’une part une propriété dynamique associée à un cocyle
linéaire à valeurs dans le groupe symplectique, en l’occurrence la séparation de ses
exposants de Lyapounov, et des propriétés plus géométriques d’un objet algébrique
associé à ce cocycle, le sous-groupe de Fürstenberg. Cela constitue un critère très
utile en pratique, puisqu’il permet de ne pas avoir à étudier directement des limites
de produits matriciels, mais plus simplement de se ramener à des produits finis de
telles matrices dans le groupe de Fürstenberg.

2.2.2 Le critère de Goldsheid-Margulis et ses applications

2.2.2.1 Le critère de Goldsheid-Margulis

Lorsque l’on souhaite vérifier les hypothèses du Corollaire 2.2.10 sur des exemples
concrets d’opérateurs d’Anderson quasi-unidimensionnels, on se heurte à une réelle
difficulté. Même dans le cas du modèle d’Anderson discret quasi-unidimensionnel
présenté par Goldsheid et Margulis dans [GM89] dont les matrices de transfert sont
explicites et d’une forme relativement simple, les hypothèses de p-contractivité et
surtout de Lp-forte irréductibilité ne se vérifient pas directement.

C’est pour cette raison que Goldsheid et Margulis ont introduit dans [GM89]
un critère permettant de vérifier plus simplement qu’un sous-groupe du groupe
symplectique SpN(R) est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈
{1, . . . , N}.

Nous commençons par rappeler la définition de la densité au sens de la topo-
logie de Zariski dans un groupe de Lie linéaire. Nous garderons en tête que nous
souhaitons appliquer ces définitions et résultats au groupe symplectique SpN(R) .

Définissons tout d’abord la topologie de Zariski sur MN(R). On identifie pour
cela MN(R) à RN2

. Alors, pour S une partie quelconque de R[X1, . . . , XN2 ], on pose :

V(S) = {x ∈ RN2 | ∀P ∈ S, P(x) = 0}.

L’ensemble V(S) est constitué des zéros communs aux polynômes de S. On l’appelle
l’ensemble algébrique affine défini par S. On peut alors prouver qu’une intersec-
tion quelconque d’ensembles algébriques affines en est encore un, ainsi que pour les
réunions finies.

Ces ensembles algébriques affines sont donc les fermés d’une topologie sur RN2

que l’on appelle topologie de Zariski. La topologie de Zariski est celle pour laquelle
les fermés sont les zéros communs de familles de polynômes.

Si on regarde la topologie de Zariski sur MN(R), cela revient à regarder des
polynômes en les N2 coefficients matriciels. La topologie de Zariski sur GLN(R) est
la topologie induite par la topologie de Zariski que l’on vient de définir. Il en sera
de même pour la topologie de Zariski sur tout sous-groupe de GLN(R) , comme par
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exemple SpN(R) (qui est un sous-groupe de GL2N(R) pour être tout à fait précis) ou
le sous-groupe de Fürstenberg associé à une suite i.i.d. de matrices aléatoires.

On peut maintenant définir l’adhérence de Zariski d’un sous-ensemble de GLN(R) .

Définition 2.2.11. L’adhérence de Zariski d’un sous-ensemble G de GLN(R) est le plus
petit fermé de GLN(R) pour la topologie de Zariski qui contient G. On le note ClZ(G). Un
sous-ensemble G′ ⊂ G est dit Zariski-dense dans G lorsque ClZ(G′) = G.

En d’autres termes, si G est un sous-ensemble de GLN(R) , ClZ(G) est l’ensemble
des zéros dans GLN(R) des polynômes nuls sur G. Ainsi G′ est Zariski-dense dans
G si tout polynôme nul sur G′ est aussi nul sur G.

L’exemple classique de sous-ensemble Zariski-dense dans un autre est Z qui est
Zariski-dense dans R.

Une propriété importante de l’adhérence de Zariski est qu’elle préserve la struc-
ture de groupe : si G est un sous-groupe fermé de GLN(R) , alors son adhérence de
Zariski ClZ(G) est encore un sous-groupe de GLN(R) .

Comme de plus l’adhérence de Zariski d’un sous-ensemble est aussi un fermé
pour la topologie usuelle, on en déduit que l’adhérence de Zariski d’un sous-groupe
de Lie de GLN(R) est encore un groupe de Lie linéaire. Cela sera essentiel pour
pouvoir considérer l’algèbre de Lie de l’adhérence de Zariski du sous-groupe de
Fürstenberg.

Nous disposons maintenant des définitions élémentaires nous permettant de pré-
senter le critère de Goldsheid et Margulis.

Théorème 2.2.12 (Goldsheid et Margulis, [GM89]). Soit G un sous-groupe de SpN(R) .
Si G est Zariski-dense dans SpN(R) , alors G est p-contractant et Lp-fortement irréductible
pour tout p ∈ {1, . . . , N}.

Un énoncé un peu plus général et la démonstration se trouvent dans [GM89]. Re-
marquons que ce critère donne une idée plus claire et plus quantitative de l’intuition
initiale qui nous faisait penser que pour obtenir des exposants de Lyapounov stric-
tement positifs et séparés, il fallait montrer que le groupe de Fürstenberg est “gros”.
Si on avait déjà obtenu que la p-contractivité (grosseur “topologique”) et la Lp-forte
irréductibilité (grosseur “géométrique”) impliquaient la séparabilité des exposants
de Lyapounov, nous avons à présent une notion plus immédiate à manipuler : si
le groupe de Fürstenberg est algébriquement “gros” au sens où il est Zariski-dense
dans le groupe symplectique, alors il y a séparabilité des exposants de Lyapounov.
Ce critère permet surtout de ramener le problème de dynamique de la séparabilité
et de la positivité stricte des exposants de Lyapounov à un problème algébrique de
reconstruction d’un groupe de Lie. Le point clé est le fait que l’adhérence de Zariski
d’un groupe de Lie linéaire est encore un groupe de Lie linéaire. Comme nous le
verrons par la suite, le fait que l’on travaillera le plus souvent dans le groupe sym-
plectique qui est connexe, permettra en plus de ramener la plupart des calculs au
niveau des algèbres de Lie, ce qui est encore plus simple car les calculs algébriques
dans un groupe deviennent des calculs d’algèbre linéaire, au crochet de Lie près.

2.2.2.2 Application au modèle d’Anderson discret quasi-unidimensionnel

Toujours dans [GM89], se trouve également la preuve de la séparabilité des ex-
posants de Lyapounov associés à l’opérateur d’Anderson-Bernoulli discret quasi-
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unidimensionnel dont nous présentons un résumé maintenant.

Pour i ∈ {1, . . . , N}, soit (Ω̃i, Ãi, P̃i) un espace de probabilité complet et posons

(Ω,A,P) =

(⊗
n∈Z

Ω̃1 ⊗ · · · ⊗ Ω̃N,
⊗
n∈Z

Ã1 ⊗ · · · ⊗ ÃN,
⊗
n∈Z

P̃1 ⊗ · · · ⊗ P̃N

)
(2.6)

On souhaite étudier la famille d’opérateurs {h(N)
ω }ω∈Ω définie par

∀ω ∈ Ω, h(N)
ω : ℓ2(Z, CN) → ℓ2(Z, CN)

(un)n∈Z 7→ (−(un+1 + un−1) + Vω(n)un)n∈Z
(2.7)

où

Vω(n) =



ω
(n)
1 1 0

1 . . . . . .
. . . . . . . . .

. . . . . . 1
0 1 ω

(n)
N


et (ω(n)

1 )n∈Z, . . . , (ω(n)
N )n∈Z sont des suites de variables aléatoires réelles i.i.d. sur res-

pectivement (Ω̃1, Ã1, P̃1),. . ., (Ω̃N, ÃN, P̃N) et de lois communes respectives ν1, . . . , νN
dont le support contient au moins 2 points (par exemple 0 et 1 si ce sont des variables
de Bernoulli). On pose également ω(n) = (ω

(n)
1 , . . . , ω

(n)
N ) de loi ν1 ⊗ · · · ⊗ νN.

Les matrices de transfert associées à {h(N)
ω }ω∈Ω sont données par

Tω(n)(E) =
(

Vω(n) − E −IN
IN 0

)
.

Ces matrices de transfert forment une suite de matrices i.i.d. dans SpN(R) de loi
commune µE et on peut donc considérer le sous-groupe de Fürstenberg associé GµE
qui du fait du caractère i.i.d. vaut

GµE = ⟨Tω(0)(E) | ω(0) ∈ supp (ν1 ⊗ · · · ⊗ νN)⟩.

D’après l’hypothèse faite sur les supports des νi on a

G{0,1}(E) := ⟨Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N⟩ ⊂ GµE

et il suffit donc de montrer que le sous-groupe engendré par 2N matrices, G{0,1}(E),
est Zariski-dense dans SpN(R) . Notons X(E) son adhérence de Zariski dans SpN(R)
et a(E) l’algèbre de Lie de X(E). Rappellons que l’algèbre de Lie de SpN(R) est
donnée par

spN(R) =

{(
a b1
b2 −ta

)
, a ∈ MN(R), b1 et b2 symétriques

}
.
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Pour i, j ∈ {1, . . . , N}, soit Eij la matrice dans MN(R) avec un coefficient 1 à l’inter-
section de la i-ième ligne et de la j-ième colonne, et 0 ailleurs. On pose aussi

∀i, j ∈ {1, . . . , N}, Xij =
1
2

(
0 Eij + Eji
0 0

)
, Yij =

tXij, Zij =

(
Eij 0
0 −Eji

)
.

Un calcul élémentaire sur des crochets de Lie de ces trois matrices permet de montrer
que spN(R) est engendrée par{

Xij, Yij | i, j ∈ {1, . . . , N}, |i − j| ≤ 1
}

.

De là, nous sommes ramenés à démontrer que, pour tout E ∈ R, a(E) contient toutes
les matrices Xij et Yij pour i, j ∈ {1, . . . , N}, |i − j| ≤ 1. On fixe E ∈ R et on procède
par étapes successives.

Tout d’abord, on prouve que les matrices de la forme :(
I D
0 I

)
et
(

I 0
D I

)
où D est diagonale, sont dans X(E). Pour cela on choisit T1 et T2 dans G{0,1}(E)
associées à deux réalisations V1 et V2 de Vω(0) . X(E) étant un groupe, il est stable par
inversion et produit. On a donc :

B := T1T−1
2 =

(
I V1 − V2
0 I

)
∈ G{0,1}(E).

Fixons i ∈ {1, . . . , N}. On peut choisir V1 et V2 de sorte que

B =

(
I Eii
0 I

)
.

Alors, pour tout n ∈ Z : Bn =
(

I nEii
0 I

)
. Soit P un polynôme dans R[X1,1, . . . , X2N,2N]

tel que : ∀n ∈ Z, P(Bn) = 0. On fixe Xj,j = 1 pour tout j ∈ {1, . . . , 2N} et Xr,l = 0
pour r ̸= l excepté pour Xi,N+i et on considère :

P̃ : Xi,N+i 7→ P

 I

 0 | 0
− Xi,N+i −
0 | 0


0 I


qui est un polynôme en une variable avec une infinité de racines, les n ∈ Z. Donc P̃
est le polynôme nul et : ∀α ∈ R, P̃(α) = 0. Cela signifie que P s’annule sur toutes les
matrices

(
I αEii
0 I

)
. Par définition de l’adhérence de Zariski,

∀α ∈ R,
(

I αEii
0 I

)
∈ X(E).
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Comme on a fixé un i arbitraire, on a : ∀α1, . . . , αN ∈ R,(
I α1E11
0 I

)
. . .
(

I αNENN
0 I

)
=

(
I α1E11 + . . . + αNENN
0 I

)
∈ X(E).

Cela implique que
(

I D
0 I
)
∈ X(E) pour toute matrice diagonale D.

Nous avons beaucoup détaillé cette première étape car c’est celle où intervient la
topologie de Zariski. Les autres étapes sont une suite de va et vient entre X(E) et son
algèbre de Lie : l’obtention d’éléments dans X(E) permet de déduire des éléments
contenus dans son algèbre de Lie et par combinaisons linéaires et crochets de Lie on
obtient de nouveaux éléments dans l’algèbre de Lie. En en prenant l’exponentielle
on récupère des éléments dans X(E) que l’on n’aurait pas pu construire facilement à
l’aide uniquement du produit et de l’inverse.
Pour illustrer ce type de va et vient, détaillons une seconde étape. Une fois la pre-
mière étape terminée, on déduit par dérivation au point

(
I 0
0 I
)

que(
0 D1
0 0

)
∈ a(E) et

(
0 0

D2 0

)
∈ a(E)

pour toutes matrices diagonales D1 et D2. En sommant et en prenant pour D1 et D2
l’identité et son opposé, on obtient en particulier que

J =
(

0 I
−I 0

)
∈ a(E).

Mais, pour tout t ∈ R,

exp(tJ) =
(

cos(t)I sin(t)I
− sin(t)I cos(t)I

)
∈ X(E).

Pour t = π
2 on obtient J ∈ X(E).

Partant de matrices dans X(E), on construit de nouvelles matrices dans X(E)
en utilisant l’adhérence de Zariski, puis on en déduit des matrices dans a(E) qui
par combinaison linéaire donne J dans a(E) dont on déduit par exponentiation que
J ∈ X(E).

Un autre outil clé dans cette construction est que comme nous sommes dans un
groupe de Lie linéaire, si z ∈ a(E) et A ∈ X(E), alors AzA−1 ∈ a(E). Cela per-
met de combiner les éléments construits dans X(E) avec ceux construits dans a(E)
pour obtenir de nouveaux éléments dans a(E) puis dans X(E) par exponentiation.
Nous ne détaillons pas plus la construction algébrique, les principales idées étant
déjà illustrées dans les deux premières étapes que nous avons présentées.

Finalement nous obtenons que a(E) = spN(R) et par connexité de SpN(R) que
X(E) = SpN(R) . Cela nous permet de déduire que le groupe de Fürstenberg associé

à la famille {h(N)
ω }ω∈Ω est Zariski-dense dans SpN(R) . On déduit de cela que les ex-

posants de Lyapounov associés sont séparés et en particulier ils sont tous strictement
positifs et ce pour toute énergie E ∈ R.

En appliquant le théorème d’Oseledets, pour chaque énergie E fixée, et pour P-
presque tout ω, on peut construire N solutions de h(N)

ω u = Eu qui sont exponentiel-
lement décroissantes vers 0 en +∞. On peut faire de même en −∞ avec N solutions
a priori distinctes des N obtenues en +∞. En effet, dans ce cas les exposants de Lya-
pounov sont tous de multiplicité 1.
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2.2.2.3 Application a un modèle d’interactions ponctuelles

Je vais maintenant présenter une deuxième application du critère de Goldsheid
et Margulis en résumant le résultat que j’ai obtenu et publié en 2009 dans [Bou09a]
ainsi que celui obtenu avec Günter Stolz dans [BS07]. Ceux-ci étaient déjà présents
dans ma thèse, mais je souhaite les résumer ici afin d’illustrer le critère de Goldsheid
et Margulis dans le cadre d’un modèle quasi-unidimensionnel qui est formellement
continu mais en réalité intermédiaire entre le discret et le continu.

Soit N ≥ 1 un entier. On reprend les notations introduites en (2.6). On étudie
N opérateurs de Schrödinger unidimensionnels continus et déterministes, couplés
avec des interactions ponctuelles aléatoires aux points entiers. De façon formelle,
un tel modèle est représenté par la famille d’opérateurs de Schrödinger aléatoires
suivante :

∀ω ∈ Ω, HP,ω = − d2

dx2 ⊗ IN + V0 + ∑
n∈Z

 c1ω
(n)
1 δn 0

. . .
0 cNω

(n)
N δn

 (2.8)

agissant sur L2(R) ⊗ CN. Les nombres c1, . . . , cN sont des réels non nuls, δn est la
distribution de Dirac en n et IN est la matrice identité d’ordre N. De plus, V0 dé-
signe l’opérateur de multiplication par la matrice tridiagonale dont les coefficients
diagonaux sont nuls et ceux sur les sous et sur diagonales valent 1.

Les suites (ω(n)
1 )n∈Z, . . . , (ω(n)

N )n∈Z sont des suites de variables aléatoires réelles
définies sur (Ω̃i, Ãi, P̃i), i.i.d. et de loi commune νi pour i ∈ {1, . . . , N}. Ces suites
sont supposées indépendantes les unes des autres.

Ainsi, la suite (ω(n))n∈Z = ((ω
(n)
1 , . . . , ω

(n)
N ))n∈Z est une suite de variables aléa-

toires i.i.d. à valeurs dans RN de loi commune ν = ν1 ⊗ · · · ⊗ νN. On suppose
enfin que supp ν ⊂ RN est borné et est générateur au sens où le sous-ensemble
{x − y | x, y ∈ supp ν} engendre RN. Un tel exemple de distribution de variables
aléatoires est celui où les composantes ω

(n)
1 , . . . ω

(n)
N sont des variables aléatoires

réelles indépendantes et dont le support contient au moins 2 points (par exemple
0 et 1 si ce sont des variables de Bernoulli). C’est cet exemple que nous aurons à
l’esprit dans la suite.

La définition des opérateurs HP,ω dans (2.8) est formelle du fait de la présence
des distributions de Dirac. Il convient donc d’en donner une définition précise. Pour
cela on suit [Alb+05] et on pose pour tout ω ∈ Ω,

HP,ω =
N⊕

i=1

Hωi + V0 (2.9)

agissant sur L2(R)⊗ CN = L2(R, C)⊕ · · · ⊕ L2(R, C). Pour tout i ∈ {1, . . . , N}, Hωi

est l’opérateur agissant sur L2(R, C) de domaine :

D(Hωi) = { f ∈ L2(R, C) | f , f ′ sont absolument continues sur R \ Z, f ′′ ∈ L2(R, C),

f est continue sur R, f ′(n+) = f ′(n−) + ciω
(n)
i f (n) pour tout n ∈ Z},

(2.10)
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où les dérivées à gauche et à droite f ′(n−) et f ′(n+) en tout point entier n sont
supposées exister. Sur ce domaine, l’opérateur agit par Hωi f = − f ′′.

Ces opérateurs sont auto-adjoints et bornés inférieurement car la mesure ν est à
support borné (voir [Alb+05]). De plus l’opérateur de multiplication V0 est borné et
auto-adjoint car réel. Donc comme perturbation bornée d’un opérateur auto-adjoint,
l’opérateur HP,ω défini par (2.9) est auto-adjoint pour tout ω. Enfin, la famille d’opé-
rateurs aléatoires {HP,ω}ω∈Ω est Z-ergodique et son spectre presque-sûr est inclus
dans R.

Dans ce modèle, les paramètres aléatoires interviennent ponctuellement en chaque
entier, au travers de conditions d’interface exprimées sur les dérivées des fonctions
propres. Cela explique que l’on parle d’interactions ponctuelles. Ce modèle s’avère
très proche d’un modèle discret comme le modèle d’Anderson discret quasi unidi-
mensionnel étudié dans [GM89] ou [KLS90]. Du point de vue de l’aléa, on retrouve la
même dépendance des matrices de transfert que dans le cas discret, celui-ci n’inter-
venant qu’aux points entiers. En revanche, le fait de considérer un Laplacien continu
en dimension 1 au lieu d’un Laplacien discret change la dépendance des matrices
de transfert vis-à-vis du paramètre d’énergie, ce qui conduit à l’existence d’énergies
critiques où les exposants de Lyapounov pourraient s’annuler. Ces énergies critiques
n’existent pas dans le cas discret comme nous l’avons vu à la Section 2.2.2.2.

Pour déterminer les matrices de transfert associées à {HP,ω}ω∈Ω, on considère
pour E ∈ R le système différentiel H(ω)u = Eu dont les solutions sont des fonctions
u = (u1, . . . , uN) : R → CN vérifiant −u′′ + V0u = Eu sur R \ Z et telles que chaque
fonction coordonnée ui satisfait aux conditions aux bords :

∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀n ∈ Z, u′
i(n

+) = u′
i(n

−) + ciω
(n)
i ui(n).

Si u est une telle solution, la matrice de transfert T]n,n+1]
ω(n) (E) de n+ à (n + 1)+ est

définie par la relation

∀n ∈ Z,
(

u((n + 1)+)
u′((n + 1)+)

)
= T]n,n+1]

ω(n) (E)
(

u(n+)
u′(n+)

)
.

La suite
(

T]n,n+1]
ω(n) (E)

)
n∈Z

est une suite de matrices i.i.d. dans SpN(R) dont on
note la loi commune µE. Comme dans le cas du modèle d’Anderson discret quasi-
unidimensionnel, on peut calculer explicitement les matrices de transfert. Pour cela
on commence par résoudre le système différentiel libre sur l’intervalle ouvert ]n, n +
1[. Par 1-périodicité de V0, il suffit de le faire sur l’intervalle ]0, 1[. On obtient alors la
matrice de transfert de n+ à (n + 1)− :

T]n,n+1[(E) = T]0,1[(E) = exp
(

0 IN
V0 − EIN 0

)
.

Posons aussi, pour toute matrice Q ∈ MN(R), la matrice M(Q) ∈ M2N(R) dé-
finie par M(Q) =

(
IN 0
Q IN

)
. Alors, en utilisant les conditions aux bords, la matrice de

transfert de (n + 1)− à (n + 1)+ n’est autre que M(diag(c1ω
(n)
1 , . . . , cNω

(n)
N )). Finale-

ment, la matrice de transfert de n+ à (n + 1)+ est le produit des matrices de transfert
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de n+ à (n + 1)− et de (n + 1)− à (n + 1)+.

T]n,n+1]
ω(n) (E) = M(diag(c1ω

(n)
1 , . . . , cNω

(n)
N )) T]0,1[(E).

Le premier facteur contient la partie aléatoire et est indépendant de l’énergie E. Le
second facteur est déterministe et ne dépend que de E.

Enfin, le caractère i.i.d. des matrices de transfert permet d’obtenir la description
interne suivante pour le groupe de Fürstenberg :

GµE = < T]0,1]
ω(0) (E) | ω(0) ∈ supp ν >.

Dans le cas où N = 2 nous avons obtenu avec Günter Stolz dans [BS07] le résultat
suivant.

Théorème 2.2.13. Il existe un sous-ensemble discret SP,2 de R, tel que pour tout nombre
réel E /∈ SP,2, GµE est Zariski-dense dans Sp2(R). Ainsi

∀E ∈ R \ SP,2, γ1(E) > γ2(E) > 0.

Dans la preuve de ce théorème, la première chose à faire est de calculer explicite-
ment l’exponentielle de matrice dans T]0,1[(E). Cela conduit à séparer la démonstra-
tion en plusieurs cas suivant la valeur de l’énergie E. En effet, pour E > 1, si

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
alors

T]0,1[(E) =
(

U 0
0 U
)

Rα,β
(

U 0
0 U
)

,

où α =
√

E − 1, β =
√

E + 1, et

Rα,β =

 cos α 0 1
α sin α 0

0 cos β 0 1
β sin β

−α sin α 0 cos α 0
0 −β sin β 0 cos β

 .

Pour E ∈]− 1, 1[, on obtient la même expression en changeant dans Rα,β les co-
sinus et sinus de α par des cosinus et sinus hyperboliques. Pour E < −1 on obtient
encore la même expression en changeant dans Rα,β tous les cosinus et sinus par des
cosinus et sinus hyperboliques.

Avec cette forme explicite des matrices de transfert, on peut procéder à une preuve
en plusieurs étapes du fait que l’adhérence de Zariski de GµE est égale à Sp2(R) pour
toutes les énergies E sauf celles dans un ensemble discret que l’on obtient en cours
de démonstration. Tout d’abord, en exploitant la définition de l’adhérence de Za-
riski et en utilisant l’hypothèse faite sur le support de ν, on montre que pour toute
matrice diagonale Q ∈ M2(R),

(
0 0
Q 0

)
est dans l’algèbre de Lie de ClZ(GµE). Ainsi

M(Q) est dans ClZ(GµE) pour toute matrice diagonale Q ∈ M2(R). Puis,on uti-
lise la propriété de conjugaison dans les groupes de Lie linéaires pour conjuguer(

0 0
Q 0

)
par des puissances de Rα,β et rester dans le groupe ClZ(GµE). En choisissant
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quatre telles puissances on obtient une famille de quatre matrices dans l’algèbre de
Lie de ClZ(GµE) dont on montre qu’elle est libre dans M2(R) hormis pour un en-
semble discret de valeurs de E. Ces valeurs de E sont celles pour lesquelles s’annule
le déterminant 4 × 4 formé par les quatre colonnes dont les coefficients sont les coef-
ficients non nuls des quatres matrices considérées. Ainsi, on obtient un sous-espace
de dimension 4 contenu dans l’algèbre de Lie de ClZ(GµE) et en prenant des ma-
trices particulières dans cet espace, on peut en obtenir de nouvelles par crochet de
Lie. Puis on considère alors une nouvelle famille de 6 matrices dont les coefficients
non nuls sont complémentaires des coefficients non nuls de la première famille de 4
matrices considérée et qui sont encore dans l’algèbre de Lie de ClZ(GµE). Là encore,
on doit exclure un ensemble discret de valeurs de E pour lesquelles un déterminant
6 × 6 s’annule. On obtient alors une famille libre de 10 matrices dans l’algèbre de
Lie de ClZ(GµE). Comme l’algèbre de Lie de Sp2(R) est de dimension 10 on a bien
montré l’égalité de ces deux algèbres de Lie et par connexité de Sp2(R), l’égalité
ClZ(GµE) = Sp2(R). D’où le résultat voulu par le critère de Goldsheid et Margulis.

Dans [Bou09a], j’ai étendu ce résultat à N = 3 en obtenant au passage un résultat
intéressant de propagation de l’aléa au sens où lorsque N = 3, on peut cesser de
supposer que c2 ne s’annule pas et on peut donc avoir éventuellement une couche
du milieu déterministe.

Théorème 2.2.14. Supposons N = 3, c2 ∈ R, c1 et c2 non nuls. Il existe alors un ensemble
discret SP,3 ⊂ R tel que pour tout E ∈ R \ SP,3, GµE est Zariski-dense dans Sp3(R). Ainsi

∀E ∈ R \ SP,3, γ1(E) > γ2(E) > γ3(E) > 0.

La démonstration de ce résultat est très similaire au cas N = 2, si ce n’est que cette
fois-ci il faut considérer quatre cas distincts pour les énergies, E < −

√
2, −

√
2 <

E < 1, 1 < E <
√

2 et E >
√

2. A la première étape on obtient à nouveau que
M(Q) est dans ClZ(GµE) pour toute matrice diagonale Q ∈ M3(R) et si c2 = 0 on
obtient ce résultat pour Q diagonale avec un second coefficient diagonal nul. Mais
cela n’affecte nullement le reste de la construction qui fait cette fois intervenir un
déterminant 8 × 8 puis un déterminant 13 × 13 pour obtenir finalement une famille
libre de 21 matrices dans l’algèbre de Lie de ClZ(GµE), sachant que la dimension de
Sp3(R) est 21. A nouveau les valeurs discrètes de E que l’on doit exclure sont celles
pour lesquelles les deux déterminants s’annulent.

Le fait que l’on puisse choisir c2 = 0 dans le Théorème 2.2.14 signifie que l’on
est en présence d’un phénomène de propagation de l’aléa. Essayons de donner une
explication plus précise de ce phénomène. Si c2 = 0, ou encore si Hω2 est détermi-
niste, on conserve le résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov dans le cas
N = 3. Toutefois, la théorie de Kotani (voir Section 2.3) nous enseigne que la non
annulation des exposants de Lyapounov est liée à la présence d’aléa dans le modèle
considéré. Heuristiquement, si la deuxième couche dans notre modèle devient déter-
ministe, nous ne devrions pas avoir séparabilité des exposants de Lyapounov. Mais,
la première couche et la troisième couche sont couplées à la deuxième au travers du
potentiel déterministe V0 et l’aléa des première et troisième couches est en quelque
sorte transporté sur la deuxième. A notre connaissance il n’y a que deux autres ar-
ticles dans lesquels on observe ce phénomène, celui de Glaffig, [Gla90], et celui de
Goldsheid, [Gol95].

Dans [Gla90], Glaffig prouve le caractère C∞ de la densité d’états intégrée d’un
opérateur de Schrödinger aléatoire quasi-unidimensionnel pour lequel l’aléa est très
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fort sur la première couche au sens où la loi commune des variables aléatoires ω
(n)
1

(avec nos notations) est à densité dans un certain espace de Sobolev. Sur les autres
couches, les variables aléatoires peuvent être seulement des variables de Bernoulli
donc avec des lois singulières. Ces hypothèses devraient a priori induire une ré-
gularité au mieux Höldérienne ; c’est ce que l’on obtient dans le cas Bernoulli, voir
Section 3.2. Toutefois, Glaffig obtient une densité d’états intégrée C∞, donc tout se
passe comme si le couplage des différentes couches permettait à la forte régularité
de la première de se propager aux autres.

Dans [Gol95] le phénomène observé est plus comme celui que nous constatons
au Théorème 2.2.14. En effet, Goldsheid obtient la Zariski densité du groupe de Fürs-
tenberg pour le modèle d’Anderson discret quasi-unidimensionnel en ne supposant
de l’aléa que sur les première et deuxième couche et il autorise les autres couches à
être déterministe. Le couplage des couches et la forme simple des matrices de trans-
fert dans le cas discret permet d’obtenir une propagation de l’aléa aux autres couches
depuis les deux premières.

2.2.2.4 Application a un modèle d’Anderson-Bernoulli à valeurs dans M2(R)

Dans cette section, je présente un exemple de modèle d’Anderson-Bernoulli continu
et quasi-unidimensionnel, dans le cas où le nombre de couches est 2. Il s’agit là en-
core d’un modèle étudié avec Günter Stolz et paru dans [BS07], je vais donc seule-
ment présenter brièvement le résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov
contenu dans cet article, afin de faire la transition avec les méthodes algébriques plus
avancées présentées à la Section 2.2.3.

Comme précédemment, nous reprenons les notations introduites en (2.6) avec
cette fois N = 2.

Dans [BS07], nous avons obtenu un premier résultat de séparabilité des exposants
de Lyapounov pour le modèle d’Anderson-Bernoulli continu quasi-unidimensionnel
suivant :

∀ω ∈ Ω, H(2)
ω = − d2

dx2 ⊗ I2 +
(

0 1
1 0

)
+ ∑

n∈Z

(
ω
(n)
1 1[0,1](x−n) 0

0 ω
(n)
2 1[0,1](x−n)

)
(2.11)

agissant sur L2(R) ⊗ C2, où (ω
(n)
1 )n∈Z et (ω(n)

2 )n∈Z sont deux suites de variables
aléatoires i.i.d. sur respectivement (Ω̃1, Ã1, P̃1) et (Ω̃2, Ã2, P̃2) qui sont elles-même
indépendantes entre elles. On suppose que le support des deux lois communes de
ces variables aléatoires contient {0, 1}.

Théorème 2.2.15. Il existe un ensemble dénombrable C tel que, pour tout E ∈]2,+∞[\C,
le groupe de Fürstenberg de {H(2)

ω }ω∈Ω est Zariski-dense dans Sp2(R). Ainsi

∀E ∈]2,+∞[\C, γ1(E) > γ2(E) > 0.

D’après le caractère i.i.d. des variables aléatoires, les matrices de transfert seront
elles aussi i.i.d. de loi commune µE et le groupe de Fürstenberg GµE est donc en-
gendré par les matrices de transfert de 0 à 1. De plus comme le support des deux
lois communes contient {0, 1}, il suffit de considérer 4 matrices de transfert, celles
correspondant aux ω(0) = (ω

(0)
1 , ω

(0)
2 ) ∈ {0, 1}2.
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Pour E ∈ R fixé, la matrice de transfert Tω(0)(E) est de la forme exp
(

0 I2

V(0)
ω −EI2 0

)
où

V(0)
ω =

(
ω
(0)
1 1

1 ω
(0)
2

)
et I2 est la matrice identité d’ordre 2. Il faut donc calculer une

exponentielle de matrice qui cette fois dépend de ω, contrairement au cas du modèle
d’interactions ponctuelles. Cela complique fortement les calculs dans la suite. On a

Vω(0) =

(
ω
(0)
1 1

1 ω
(0)
2

)
= Sω(0)

(
λω(0)

1 0

0 λω(0)
2

)
S−1

ω(0) ,

où les matrices Sω(0) sont orthogonales et les valeurs propres de Vω(0) , λω(0)

1 ≤ λω(0)

2 ,
sont réelles. On peut calculer ces valeurs propres et ces matrices orthogonales pour
les différentes valeurs de ω(0) ∈ {0, 1}2. La plus grande valeur propre obtenue est 2
(pour ω(0) = (1, 1)).

On introduit aussi les matrices définies par blocs :

Rω(0) =

(
S

ω(0) 0
0 S

ω(0)

)
.

Enfin, on suppose que E > 2 pour que E soit strictement supérieur à toutes les va-

leurs propres de toutes les matrices Mω(0) . En utilisant l’abréviation ri :=
√

E − λω(0)

i ,
i = 1, 2, on obtient l’expression suivante pour les matrices de transfert :

Tω(0)(E) = Rω(0)


cos(r1) 0 1

r1
sin(r1) 0

0 cos(r2) 0 1
r2

sin(r2)

−r1 sin(r1) 0 cos(r1) 0

0 −r2 sin(r2) 0 cos(r2)

 R−1
ω(0) . (2.12)

Pour E < 2 on peut bien sûr expliciter aussi les matrices de transfert comme
on vient de le faire. Suivant la position de E par rapport aux valeurs propres λω(0)

i ,
certains sinus et cosinus sont transformés en des sinus hyperboliques et des cosinus
hyperboliques. Le problème est que les arguments que l’on va utiliser à la première
étape sont uniquement adaptés au cas elliptique (présence uniquement de sinus et
cosinus) et non pas au cas hyperbolique (présence uniquement de cosinus et sinus
hyperboliques) ou intermédiaire (présence des deux types de sinus et cosinus).

On fixe donc E ∈]2,+∞[. Pour ω(0) = (0, 0) on a comme matrice de transfert

R(0,0)


cos(α1) 0 1

α1
sin(α1) 0

0 cos(α2) 0 1
α2

sin(α2)

−α1 sin(α1) 0 cos(α1) 0

0 −α2 sin(α2) 0 cos(α2)

 R−1
(0,0)

où α1 =
√

E − λ
(0,0)
1 =

√
E − 1 et α2 =

√
E − λ

(0,0)
2 =

√
E + 1.

Soit C1 l’ensemble dénombrable des énergies telles que 2π, α1 et α2 soient ra-
tionnellement indépendants. On suppose maintenant que E ∈]2,+∞[\C1. L’indé-
pendance rationnelle de (2π, α1, α2) implique par densité des trajectoires sur le tore
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R2/(2πZ)2 qu’il existe une suite d’entiers (nk)k∈N telle que :

(nkα1, nkα2) −−−→
k→∞

(
π

2
, 0) (2.13)

avec convergence dans R2/(2πZ)2. Comme le groupe de Fürstenberg GµE est fermé
pour la topologie usuelle, on en conclut en regardant les puissances nk-ième de la
matrice de transfert et en passant à la limite que

R(0,0)

(
0 0 1

α1
0

0 1 0 0
−α1 0 0 0

0 0 0 1

)
R−1
(0,0) ∈ GµE .

Cela permet d’obtenir une première matrice dans le groupe de Fürstenberg. On peut
faire de même avec une autre suite (mk)k∈N, telle que (mkα1, mkα2) −−−→

k→∞
(0, π

2 ) et

on obtient une autre matrice. En refaisant de même pour ω(0) = (1, 1) on obtient
encore deux autres matrices dans le groupe de Fürstenberg et un nouvel ensemble
dénombrable d’énergies à exclure. On peut alors les multiplier entre elles ainsi que
leurs inverses et construire de nouvelles matrices dans le groupe de Fürstenberg. Par
dérivation en l’identité, on obtient des matrices dans l’algèbre de Lie de GµE que l’on
va conjuguer par des matrices du groupe pour obtenir de nouvelles matrices dans
l’algèbre de Lie et ainsi de suite. Au prix de longs calculs explicites on parvient à
construire 10 matrices dans l’algèbre de Lie qui forment une famille libre en dehors
d’un ensemble discret d’énergies à exclure qui correspond aux zéros d’un certain
déterminant. Cela donne bien l’égalité de l’algèbre de Lie du groupe de Fürstenberg
et de celle du groupe Sp2(R) qui est de dimension 10.

On remarque qu’ici nous n’utilisons pas la Zariski-densité à la première étape
comme dans les cas discret ou à interactions ponctuelles, mais un argument de den-
sité de trajectoires sur le tore R2/(2πZ)2 d’où le fait que l’on ait à exclure un en-
semble dénombrable d’énergies.

Comme nous le verrons à la Section 2.3 le Théorème 2.2.15 est suffisant du point
de vue de la théorie de Kotani pour démontrer l’absence de spectre absolument
continu dans le spectre presque-sûr de la famille {H(2)

ω }ω∈Ω. En revanche, le fait
de n’exclure qu’un ensemble dénombrable d’énergies est insuffisant pour appliquer
le Théorème 2.3.7 qui permet de passer de la séparabilité des exposants de Lyapou-
nov à la localisation d’Anderson. En effet, dans notre construction, rien ne nous dit
que cet ensemble dénombrable C n’est pas dense dans ]2,+∞[ et qu’on ne puisse
donc pas trouver d’intervalle d’énergies sur lequel on a la Zariski-densité du groupe
de Fürstenberg. Nous allons donc voir à la Section 2.2.3.2 comment raffiner les tech-
niques algébriques utilisées dans la preuve de ce théorème pour obtenir qu’en fait le
groupe de Fürstenberg est dense au sens de la topologie usuelle dans Sp2(R) pour
des énergies dans ]2,+∞[ et hors d’un ensemble discret.

2.2.3 Raffinement dans le cas continu : un critère de densité dans
les groupes de Lie

2.2.3.1 Le résultat de Breuillard et Gelander

Prouver qu’un sous-groupe de SpN(R) est Zariski-dense dans SpN(R) est un
problème constructif qui peut se révéler difficile à mettre en œuvre comme nous
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l’avons déjà vu aux sections 2.2.2.2, 2.2.2.3 ou 2.2.2.4. A la Section précédente, le fait
d’avoir des matrices de transfert données par des exponentielles de matrices dans
lesquelles se mélangent les paramètres aléatoires et le paramètre d’énergie rend la
construction explicite délicate et nous ne pouvons plus vraiment nous inspirer de
la construction faite dans le cas discret quasi-unidimensionnel ou dans le cas du
modèle à interactions ponctuelles. Pour améliorer le résultat obtenu au Théorème
2.2.15, il a donc fallu trouver un nouveau critère algébrique permettant d’obtenir la
densité et par conséquent la Zarsiki-densité d’un sous-groupe dans un groupe de Lie
ayant des propriétés raisonnables de semi-simplicité et de connexité. Nous allons
donc présenter dans cette section un critère permettant de ramener la question de
savoir si un sous-groupe d’un groupe de Lie semi-simple G engendré par un nombre
fini d’éléments est dense, à un problème de reconstruction de l’algèbre de Lie de G.

Rappelons que le groupe dérivé d’un groupe de Lie G est le sous-groupe noté
[G, G] engendré par les commutateurs [g, h] = ghg−1h−1, pour g, h ∈ G.

On dit alors qu’un groupe de Lie connexe G est topologiquement parfait lorsque
son groupe dérivé [G, G] est dense dans G. Avec cette définition, nous pouvons énon-
cer le théorème de Breuillard et Gelander.

Théorème 2.2.16 (Breuillard et Gelander, [BG03]). Soit G un groupe de Lie connexe réel
topologiquement parfait, d’algèbre de Lie g. Il existe alors un voisinage de l’identité O ⊂ G,
sur lequel log = exp−1 est un difféomorphisme bien défini et tel que g1, . . . gm ∈ O engendre
un sous-groupe dense dans G si et seulement si log(g1), . . . , log(gm) engendrent g.

Le terme “engendrer” est utilisé ici au sens des algèbres de Lie donc en tenant
compte à la fois des combinaisons linéaires et du crochet de Lie.

Ce résultat peut paraître tout à fait naturel dans la mesure où l’algèbre de Lie d’un
groupe de Lie étant son espace tangent à l’élément neutre et que deux groupes de
Lie connexes ayant même algèbre de Lie sont égaux. Le fait que l’on ait seulement
la densité du sous-groupe engendré et pas l’égalité avec G vient du fait que leurs
algèbres de Lie ne sont pas égales. L’algèbre de Lie de G est seulement engendrée
par les générateurs du sous-groupe et a priori l’algèbre de Lie du groupe engendré
par les gi n’est pas forcément égale à l’algèbre de Lie engendrée par les logarithmes
de ces générateurs. Il reste toutefois étonnant qu’un résultat qui semble aussi intuitif
n’ait été obtenu qu’en 2003, mais en regardant de plus près sa démonstration (voir
[BG03]) on comprend qu’il n’est pas aussi simple que cela a démontrer et qu’il repose
sur un résultat énoncé par Zassenhaus et démontré par Kazhdan et Margulis.

Rappelons que le groupe symplectique SpN(R) est connexe et semi-simple. Or
un groupe de Lie semi-simple connexe G vérifie toujours [G, G] = G, il est donc
topologiquement parfait. On pourra donc appliquer le théorème suivant avec G =
SpN(R) qui est le groupe dans lequel se trouve les matrices de transfert de la plupart
des modèles que j’ai étudié, à l’exception du scattering zipper aléatoire étudié au
Chapitre 4. Notons toutefois que dans le cas du scattering zipper aléatoire, on pourra
encore se ramener au groupe symplectique à l’aide de la transformée de Cayley et
d’une décomposition en partie réelle et imaginaire par blocs (voir la Section 4.2).

Le Théorème 2.2.16 nous donne un plan clair à suivre lorsque l’on veut montrer
qu’un sous-groupe du groupe symplectique est dense dans le groupe symplectique.
Il faut commencer par construire des éléments de notre sous-groupe (le groupe de
Fürstenberg dans notre cas) qui sont dans le voisinage O donné par le Théorème
2.2.16 lorsqu’on l’applique au groupe symplectique, puis on calcule les logarithmes
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de ces éléments. On considère alors l’algèbre de Lie engendrée par ces logarithmes
et on montre qu’elle est égale à l’algèbre de Lie du groupe symplectique.

Comme nous le verrons dans la suite, à chacune de ces trois étapes, nous rencon-
trerons des difficultés particulières. Pour trouver des éléments du groupe de Fürs-
tenberg dans O dans les modèles que nous étudions nous utiliserons plusieurs ap-
proches : de l’approximation diophantienne simultanée tout d’abord, puis l’usage
d’un paramètre de grand désordre ensuite. Pour le calcul des logarithmes, on se
heurte à la difficulté de trouver la bonne détermination pour le logarithme matriciel.
Enfin la reconstruction de l’algèbre de Lie se fera à nouveau au cas par cas, comme
dans les premiers exemples que nous avons déjà présentés. La principale différence
tient au fait que l’on ne fera plus de va et vient entre l’algèbre de Lie et le groupe,
mais que l’on restera uniquement dans l’algèbre de Lie pour n’utiliser que les com-
binaisons linéaires et le crochet de Lie.

2.2.3.2 Raffinement pour le modèle d’Anderson-Bernoulli à valeurs dans M2(R)

Comme à la Section 2.2.2.3, il s’agit d’un modèle que j’ai étudié durant ma thèse
et dont l’article correspondant ([Bou07]) est paru en mai 2007 donc à la toute fin de
ma thèse.

Dans [Bou07] j’ai repris l’étude de la famille ergodique d’opérateurs {H(2)
ω }ω∈Ω

définie en 2.11 en essayant d’obtenir cette fois un ensemble d’énergies critiques (pour
lesquelles les exposants de Lyapounov ne sont pas séparés a priori) qui ne soit plus
dénombrable et dense, mais discret. Le caractère dénombrable provient de l’usage
de l’indépendance rationnelle pour trois réels dans (2.13). A l’aide du Théorème
2.2.16, nous avons un moyen de contourner l’usage de l’indépendance rationnelle
et de l’argument de densité sur le tore en utilisant un théorème d’approximation
diophantienne simultanée qui permet de construire les éléments désirés non par un
passage à la limite mais à l’aide de puissances finies des matrices de transfert.

Dans [Bou07], j’ai obtenu le résultat suivant qui améliore le Théorème 2.2.15.

Théorème 2.2.17. Il existe un ensemble discret S tel que, pour tout E ∈]2,+∞[\S , le
groupe de Fürstenberg de {H(2)

ω }ω∈Ω est dense (et a fortiori Zariski-dense) dans Sp2(R).
Ainsi

∀E ∈]2,+∞[\S , γ1(E) > γ2(E) > 0.

Notons que puisque le groupe de Fürstenberg est défini comme l’adhérence du
sous-groupe engendré par le support de la loi commune des matrices de transfert,
il est fermé pour la topologie usuelle. Ainsi, si pour une énergie donnée il est dense
dans Sp2(R), il lui est en fait égal pour cette énergie.

Comme expliqué à la toute fin de la Section 2.2.3, le Théorème 2.2.16 nous donne
la conduite à suivre pour démontrer la densité et donc l’égalité entre le groupe de
Fürstenberg et le groupe symplectique Sp2(R). Tout d’abord, il nous faut construire,
à partir des matrices de transfert dont on a donné l’expression en (2.12), des matrices
dans le voisinage O de I4 donné par le Théorème 2.2.16 appliqué au groupe Sp2(R).
Nous ne voulons pas utiliser cette fois un argument de passage à la limite comme
dans (2.13). Nous allons donc utiliser un argument d’approximation diophantienne
simultanée qui repose sur le théorème suivant dû à Dirichlet.
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Théorème 2.2.18 (Dirichlet). Soient α1, . . . , αN des réels et M > 1 un entier. Il existe alors
y, x1, . . . , xN dans Z vérifiant 1 ≤ y ≤ M et tels que, pour tout i = 1, . . . , N :

|αiy − xi| < M− 1
N .

Nous supposons E > 2 afin de pouvoir travailler avec des matrices de transfert
elliptiques, dont l’expression (2.12) ne fait intervenir que des cosinus et des sinus
et aucun cosinus hyperbolique ou sinus hyperbolique. Ce point est crucial dans la
suite et explique que l’on ne parvient pas à obtenir de résultat pour E ≤ 2 avec notre
méthode.

On fixe ω(0) ∈ {0, 1}2. Soit alors M > 1 un entier. On applique le Théorème 2.2.18
avec α1 = r1

2π et α2 = r2
2π . Il existe donc y ∈ Z, 1 ≤ y ≤ M et x1, x2 ∈ Z tels que :∣∣∣ r1

2π
y − x1

∣∣∣ < M− 1
2 ,
∣∣∣ r2

2π
y − x2

∣∣∣ < M− 1
2

soit encore
|r1y − 2x1π| < 2πM− 1

2 , |r2y − 2x2π| < 2πM− 1
2

On a alors :

(T
ω(0) (E))y = R

ω(0)


cos(yr1 − 2x1π) 0

0 cos(yr2 − 2x2π)

1
r1

sin(yr1 − 2x1π) 0
0 1

r2
sin(yr2 − 2x2π)

−r1 sin(yr1 − 2x1π) 0
0 −r2 sin(yr2 − 2x2π)

cos(yr1 − 2x1π) 0
0 cos(yr2 − 2x2π)

 R−1
ω(0)

par 2π-périodicité des fonctions sinus et cosinus.

Puis, soit ε > 0. Alors en prenant M suffisamment grand, M− 1
2 sera suffisamment

petit pour que :
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣


cos(yr1 − 2x1π) 0
0 cos(yr2 − 2x2π)

1
r1

sin(yr1 − 2x1π) 0
0 1

r2
sin(yr2(E)− 2x2π)

−r1 sin(yr1 − 2x1π) 0
0 −r2 sin(yr2 − 2x2π)

cos(yr1 − 2x1π) 0
0 cos(yr2 − 2x2π)

− I4

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Par orthogonalité des matrices de passage Rω(0) , il vient

||(Tω(0)(E))y − I4|| < ε

Si l’on suppose ε suffisamment petit pour que B(I4, ε) ⊂ O, ce qui revient à prendre
M assez grand, il nous suffit de poser y = mω(0)(E) pour avoir trouvé mω(0)(E) ∈ N∗

tel que 1 ≤ mω(0)(E) ≤ M et :

(Tω(0)(E))m
ω(0) (E) ∈ O.

Précisons que O ne dépend que du groupe semi-simple Sp2(R). Il est donc ici
indépendant du choix de E et de ω(0). Il en est donc de même de l’entier M > 1.
Ainsi, bien que l’entier mω(0)(E) dépend de E et de ω(0), on peut toujours le prendre
dans un intervalle d’entiers {1, . . . , M} qui sera lui indépendant de E et ω(0). Ce sont
alors les entiers “d’ajustement” x1 et x2 qui dépendent de E et ω(0).
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La seconde étape consiste à calculer les logarithmes des matrices Tω(0)(E))m
ω(0) (E)

dont on vient de montrer qu’elles sont dans O. Bien entendu, si ces matrices s’écrivent
bien sous forme d’une exponentielle, rien ne nous dit que leur logarithme est bien
dans logO et a priori

log(Tω(0)(E))m
ω(0) (E) ̸= mω(0)(E)

(
0 I2

V(0)
ω −EI2 0

)
.

Pour le calcul du logarithme de (Tω(0)(E))m
ω(0) (E), M pouvant être choisi arbitrai-

rement grand, on peut toujours supposer que cette matrice est dans la boule ouverte
de centre I4 et de rayon 1. Ainsi on peut utiliser le développement en série entière
du logarithme matriciel et exprimer les cosinus et sinus à l’aide de l’exponentielle
complexe. Cela nous ramène à calculer, au niveau des coefficients, des logarithmes
complexes de la forme Ln(e±imω(E)rl) où Ln est la détermination principale du lo-
garithme complexe. Cette étape exclut un ensemble discret d’énergies, celles pour
lesquelles rl est dans π + 2πZ. Un calcul des arguments via l’arcsinus et en utilisant
les propriétés de la fonction partie entière nous conduit à une formule relativement
explicite pour log(Tω(0)(E))m

ω(0) (E), valide pour E > 2 et hors d’un premier ensemble
discret :

Rω(0)


0 0 mω(0)(E)− 2πx1

r1
0

0 0 0 mω(0)(E)− 2πx2
r2

−mω(0)(E)r2
1 + 2πr1x1 0 0 0

0 −mω(0)(E)r2
2 + 2πr2x2 0 0

 R−1
ω(0)

(2.14)

où si E désigne la partie entière, xl =
1
2E
(

mω(E)rl
π − 1

2

)
pour l = 1, 2.

La dernière étape consiste à démontrer que l’agèbre de Lie engendrée par ces
logarithmes est égale à l’algèbre de Lie de Sp2(R). Comme dans la Section 2.2.2.4 il
s’agit d’écrire les quatre matrices de la forme (2.14) qui correspondent aux valeurs de
ω(0) dans {0, 1}2 et de les combiner à l’aide de combinaisons linéaires ou du crochet
de Lie. Puis, une fois certaines matrices obtenues, on vérifie à l’aide de déterminants
4 × 4 et 6 × 6 qui sont non nuls hors d’ensembles discrets de valeurs pour E, que
l’on a obtenu un sous-espace de dimension 4 et un autre qui lui est orthogonal et de
dimension 6. Finalement l’algèbre de Lie engendrée par les logarithmes calculés à la
seconde étape est de dimension 10 donc égale à l’algèbre de Lie de Sp2(R).

Comme on peut le voir dans les détails donnés dans [Bou07], dès le début des
calculs, les expressions des crochets de Lie sont compliquées car les matrices de pas-
sages Rω0 dépendent aussi de l’aléa et rien ne se simplifie vraiment. Les détermi-
nants considérés contiennent donc un très grand nombre de termes et il ne sont pas
tout à fait explicites puisque dépendant de l’entier mω(0)(E) dont on sait juste qu’il
est majoré par M. Toutefois cela suffit à conduire l’analyse voulue et en explicitant
seulement certains termes des déterminants, on parvient à justifier que ces détermi-
nants, analytiques en E, ne sont pas identiquement nuls. D’où les deux ensembles
discrets, les zéros de ces déterminants, qui se rajoutent au premier ensemble discret
introduit lors du calcul du logarithme. La réunion des trois forme l’ensemble S du
Théorème 2.2.17.

Au vu des calculs effectués dans cette approche et au vu de ceux déjà effectués
aux Sections 2.2.2.3 et 2.2.2.4, il est absolument clair que l’on peut difficilement pour-
suivre avec cette approche très explicite des calculs pour aborder le cas d’opérateurs
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quasi-unidimensionnels dont les potentiels matriciels sont dans MN(R) pour N ≥ 1
quelconque. Il y a aussi dans le cas des Théorèmes 2.2.15 et 2.2.17 la limitation au cas
E > 2 pour avoir des matrices de transfert elliptiques et pouvoir utiliser des argu-
ments du type densité de trajectoires sur le tore ou approximation diophantienne
simultanée. Pour contourner ces difficultés et obtenir un résultat plus général, il y
aura bien entendu un prix à payer : nous allons devoir introduire un paramètre d’in-
tensité du désordre qui n’était pas présent dans nos premiers résultats, tout comme
il n’est pas présent dans les résultats sur l’opérateur discret quasi-unidimensionnel.
Cela reste toutefois raisonnable compte tenu de la discussion que nous avons déjà
faite dans la Section 1.2.1 et qui explique que dans la plupart des résultats existant
en dimension strictement supérieure à 1, un paramètre d’intensité du désordre est
introduit pour obtenir la localisation d’Anderson à grand désordre.

2.2.3.3 Un modèle d’Anderson-Bernoulli à valeurs dans MN(R)

Dans cette Section, je présente le modèle d’Anderson-Bernoulli quasi - unidimen-
sionnel de taille quelconque pour lequel j’ai pu démontrer la localisation d’Anderson
dans [Bou09b].

Soit N ≥ 1 un entier. A nouveau, reprenons les notations introduites en (2.6).
Pour chaque i ∈ {1, . . . , N}, on considère une suite (ω

(n)
i )n∈Z de variables aléatoires

réelles définies sur (Ω̃i, Ãi, P̃i), i.i.d. et de loi commune νi telle que {0, 1} ⊂ supp νi
et supp νi est borné. Ces suites sont supposées indépendantes les unes des autres.
Ainsi, la suite (ω(n))n∈Z = ((ω

(n)
1 , . . . , ω

(n)
N ))n∈Z est une suite de variables aléatoires

i.i.d. à valeurs dans RN de loi commune ν = ν1 ⊗ · · · ⊗ νN.
On introduit, pour tout ω ∈ Ω et tout réel ℓ > 0, l’opérateur

H(N)
ω,ℓ = − d2

dx2 ⊗ IN + V0 + ∑
n∈Z

 c1ω
(n)
1 1[0,ℓ](x−ℓn) 0

. . .
0 cNω

(n)
N 1[0,ℓ](x−ℓn)

 , (2.15)

agissant sur L2(R)⊗ CN. Les nombres c1, . . . , cN sont des réels non nuls, V0 désigne
l’opérateur de multiplication par la matrice tridiagonale dont les coefficients diago-
naux sont nuls et ceux sur les sous et sur diagonales valent 1, 1[0,ℓ] est la fonction
caractéristique de l’intervalle [0, ℓ] et IN est la matrice identité d’ordre N.

Le réel ℓ > 0 peut être vu comme un paramètre mesurant l’intensité du désordre.
En effet, dans un intervalle de longueur fixe, plus ℓ est petit plus cet intervalle fixe
va “contenir” de variables aléatoires de la suite (ω(n))n∈Z, celles-ci se trouvant en
chaque point du réseau ℓZ. Par exemple l’intervalle [0, 1] va contenir E(1

ℓ ) variables
aléatoires. Ainsi lorsque ℓ décroît vers 0, l’aléa rempli de plus en plus les intervalles
bornés de R.

A l’aide d’un changement de variable, nous aurions aussi pu faire apparaître
un paramètre λ = 1

ℓ2 devant le potentiel matriciel, comme dans la définition du
modèle d’Anderson continu que nous avons donné dans l’introduction en (1.2). Il se
trouve qu’il est plus simple de calculer les matrices de transfert directement avec le
paramètre ℓ comme nous l’avons fait.
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La famille {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω est ℓZ-ergodique et, comme perturbation bornée de l’opé-

rateur − d2

dx2 ⊗ IN, les H(N)
ω,ℓ sont auto-adjoints sur l’espace de Sobolev H2(R)⊗ CN

pour tout ω ∈ Ω. Ainsi, leurs spectres sont inclus dans R et il en est de même du
spectre presque-sûr de {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω.
Avant d’énoncer un résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov pour la

famille d’opérateurs {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω, il nous faut introduire un certain nombre de nota-

tions supplémentaires.
Soit O le voisinage de I2N dans SpN(R) donné par le théorème de Breuillard et

Gelander (Théorème 2.2.16) appliqué au groupe symplectique d’ordre N. On pose

dlog O = max{R > 0 | B(0, R) ⊂ log O},

où B(0, R) est la boule ouverte centrée en 0 et de rayon R > 0 pour la topologie
induite sur l’algèbre de Lie spN(R) de SpN(R) par la norme matricielle associée à la
norme euclidienne sur R2N.

Pour ω(0) = (ω
(0)
1 , . . . , ω

(0)
N ) ∈ {0, 1}N, soit

Mω(0) = V0 + diag(c1ω
(0)
1 , . . . , cNω

(0)
N ).

La matrice Mω(0) est symétrique réelle, ses valeurs propres notées λω(0)

1 , . . . , λω(0)

N sont
donc réelles. On pose encore,

λmin = min
ω(0)∈{0,1}N

min
1≤i≤N

λω(0)

i , λmax = max
ω(0)∈{0,1}N

max
1≤i≤N

λω(0)

i (2.16)

et λ0 = λmax−λmin
2 . On définit aussi

ℓC := ℓC(N) = min
(

1,
dlog O

λ0

)
(2.17)

et pour tout ℓ < ℓC,

I(ℓ, N) =

[
λmax −

dlog O
ℓ

, λmin +
dlog O

ℓ

]
. (2.18)

Nous pouvons enfin énoncer le résultat de séparabilité des exposants de Lyapou-
nov obtenu dans [Bou09b].

Théorème 2.2.19. Soit N ≥ 1. Pour tout ℓ < ℓC et pour tout E ∈ I(N, ℓ), le groupe de
Fürstenberg de {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω est égal à SpN(R) . Ainsi, les exposants de Lyapounov positifs

de {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω vérifient

∀E ∈ I(N, ℓ), γ1(E) > · · · > γN(E) > 0.
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Comme nous allons le voir à présent, le réel ℓC et l’intervalle I(N, ℓ) pour ℓ < ℓC
sont définis de telle sorte l’on puisse appliquer le Théorème 2.2.16 au groupe de
Fürstenberg de {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω.
Avant cela, nous donnons l’expression des matrices de transfert associées à la

famille {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω. Soit E ∈ R. La famille {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω étant ℓZ-ergodique, on consi-
dère pour tout n ∈ Z, Tω(n)(E) la matrice de transfert de ℓn à ℓ(n + 1) qui est définie
par la relation

∀n ∈ Z,
(

u(ℓ(n + 1))
u′(ℓ(n + 1))

)
= Tω(n)(E)

(
u(ℓn)
u′(ℓn)

)
, (2.19)

où u : R → CN est une solution du système différentiel d’ordre 2, H(N)
ω,ℓ u = Eu. Mais,

sur l’intervalle [ℓn, ℓ(n + 1)], ce système peut se résoudre explicitement car il est a
coefficients constants. Pour E ∈ R, n ∈ Z et ω(n) ∈ Ω̃⊗N, on pose

Mω(n)(E) = V0 + diag(c1ω
(n)
1 , . . . , cNω

(n)
N )− EIN. (2.20)

Alors, si on définit également

Xω(n)(E) =
(

0 IN
Mω(n)(E) 0

)
∈ M2N(R), (2.21)

en résolvant le système à coefficients constants H(N)
ω,ℓ u = Eu sur [ℓn, ℓ(n + 1)], il

vient :
∀ℓ > 0, ∀n ∈ Z, ∀E ∈ R, Tω(n)(E) = exp

(
ℓXω(n)(E)

)
. (2.22)

Le fait de pouvoir écrire les matrices de transfert Tω(n)(E) comme une exponentielle
de matrice est très important dans la suite, en particulier pour pouvoir appliquer le
Théorème 2.2.16. Nous reviendrons plus en détail à la Section 2.4 sur les difficultés
liées au cas où le potentiel matriciel n’est pas constant par morceaux comme c’est
le cas ici. La principale de ces difficultés est qu’alors les matrices de transfert ne
peuvent plus s’écrire comme des exponentielles de matrices, mais seulement comme
des exponentielles ordonnées de matrices, ce qui complique fortement les choses, à
commencer par le calcul de leur logarithme. Pour les propriétés de ces exponentielles
ordonnées, nous renvoyons à l’ouvrage de Dollard et Friedman, [DF11].
Notons µE la loi commune des matrices i.i.d. Tω(n)(E), donnée par µE = (Tω(0)(E))∗ ν.
Nous avons alors la description interne du groupe de Fürstenberg GµE associé à la

famille {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω :

∀E ∈ R, GµE = < Tω(0)(E) | ω(0) ∈ supp ν >.

Puisque {0, 1}N ⊂ supp ν, on a aussi

< Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N > ⊂ GµE .

Nous allons appliquer le Théorème 2.2.16 au groupe < Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N >

engendré par 2N éléments et nous allons montrer que l’algèbre de Lie engendrée par
les logarithmes de ces 2N générateurs est égale à spN(R) .
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Ainsi, le groupe < Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N > sera dense dans SpN(R) et par
conséquent, on aura le résultat voulu sur le groupe de Fürstenberg.

Le Théorème 2.2.16 nous donne le plan de notre démonstration.

1. Nous construisons ℓC et I(N, ℓ) de sorte que pour tout ℓ ∈]0, ℓC[ et tout E ∈
I(ℓ, N), Tω(0)(E) ∈ O, pour tout ω(0) ∈ {0, 1}N, où O est le voisinage de I2N
donné par 2.2.16 appliqué à SpN(R) .

2. Pour ℓ < ℓC, on calcule log Tω(0)(E).
3. On démontre enfin que l’algèbre de Lie engendrée par ces logarithmes,

Lie{log Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N} = spN(R) ,

l’algèbre de Lie de SpN(R) .

Le dernier point sera une conséquence du lemme algébrique suivant que nous ne
démontrons pas ici mais qui est démontré en détails dans [Bou09b].

Lemme 2.2.20. Soient N ≥ 1 et E ∈ R.
L’algèbre de Lie engendrée par l’ensemble {Xω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N} est égale à spN(R) .

La démonstration de ce lemme est assez proche de celle faite à la Section 2.2.2.2
pour le cas du modèle d’Anderson discret quasi-unidimensionnel et repose à nou-
veau sur le fait que l’algèbre de Lie spN(R) est engendrée par les matrices dans{

Xij, Yij | i, j ∈ {1, . . . , N}, |i − j| ≤ 1
}

où l’on a repris les notations de la Section 2.2.2.2. La différence avec la construction
faite dans le cas discret quasi-unidimensionnel est qu’ici nous ne travaillons que
dans l’algèbre de Lie sans aucun aller-retour avec le groupe sous-jacent. Toute la
construction des Xij et Yij pour |i − j| ≤ 1 se fait à l’aide de crochets de Lie et de
combinaisons linéaires bien choisies.

Revenons à la première étape de la démonstration du Théorème 2.2.19. Tout
d’abord, les valeurs propres de Xω(0)(E)tXω(0)(E) sont 1, (λω(0)

1 − E)2, . . ., (λω(0)

N −
E)2, d ’où :

||Xω(0)(E)|| = max
(

1, max
1≤i≤N

|λω(0)

i − E|
)

,

où || || est la norme matricielle associée à la norme euclidienne sur R2N.
Puisque le voisinage O ne dépend que de SpN(R) , donc uniquement de N, on

cherche à construire un intervalle de valeurs de E tel que, pour ℓ assez petit,

∀ω(0) ∈ {0, 1}N, 0 < ℓ||Xω(0)(E)|| < dlog O, (2.23)

ou encore

0 < ℓmax

(
1, max

ω(0)∈{0,1}N
max

1≤i≤N
|λω(0)

i − E|
)

< dlog O . (2.24)
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Supposons que ℓ ≤ dlog O et posons rℓ = 1
ℓ dlog O ≥ 1. Alors, du fait que rℓ ≥ 1,

l’ensemble :

I(ℓ, N) =

{
E ∈ R

∣∣∣∣ max

(
1, max

ω(0)∈{0,1}N
max

1≤i≤N
|λω(0)

i − E|
)

≤ rℓ

}
(2.25)

peut s’écrire comme l’intersection suivante,

I(ℓ, N) =
⋂

ω(0)∈{0,1}N

⋂
1≤i≤N

[λω(0)

i − rℓ, λω(0)

i + rℓ]. (2.26)

Avec les définitions de λmin, λmax et λ0 données en (2.16), si λ0 < rℓ, I(ℓ, N) ̸= ∅ et
plus précisément, I(ℓ, N) = [λmax − rℓ, λmin + rℓ].

Cet intervalle est centré en λmin+λmax
2 et est de longueur 2rℓ − 2λ0 > 0 qui tend

vers +∞ lorsque ℓ tend vers 0+.
De plus, λmin, λmax et dlog O ne dépendant que de N, I(ℓ, N) ne dépend que de ℓ

et N et la condition λ0 < rℓ est équivalente à

ℓ <
dlog O

λ0
= ℓC.

Nous venons donc de construire ℓC et I(N, ℓ) de sorte que

∀ℓ < ℓC, ∀E ∈ I(ℓ, N), 0 < ℓ||Xω(0)(E)|| ≤ dlog O . (2.27)

Or, rappelons que de part la définition de O via le Théorème 2.2.16, exp est un difféo-
morphisme de logO sur O. Donc, pour tout E ∈ I(ℓ, N), log Tω(0)(E) = ℓXω(0)(E),
ce qui nous fait franchir immédiatement la deuxième étape de notre démonstration.

Pour la troisième étape, il suffit d’appliquer le Lemme 2.2.20 pour obtenir :

∀ℓ > 0, ∀E ∈ R, Lie{ℓXω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N} = spN(R) . (2.28)

Nous pouvons donc enfin appliquer le Théorème 2.2.16 pour obtenir que

∀ℓ < ℓC, ∀E ∈ I(ℓ, N), < Tω(0)(E) | ω(0) ∈ {0, 1}N > = SpN(R) (2.29)

dont on déduit le Théorème 2.2.19.

Comme nous pouvons le voir dans cette construction, les différentes étapes sont
bien plus claires et naturelles que dans les constructions effectuées précédemment
aux Sections 2.2.2.4 et 2.2.3.2. A l’aide du paramètre ℓ, nous pouvons éviter d’utili-
ser l’approximation diophantienne simultanée pour obtenir des élements dans O et
nous n’avons pas à nous restreindre à un cas elliptique pour les matrices de transfert.
Il n’y a également aucune difficulté dans le calcul des logarithmes car cette fois-ci,
on peut choisir ℓ de sorte que les logarithmes calculés sont bien dans logO. Enfin,
la construction algébrique de l’algèbre de Lie peut se faire pour tout N ≥ 1 car les
logarithmes ont une expression algébrique suffisamment simple. Nous n’avons donc
plus à faire une construction à la main de sous-familles libres dont on montre la li-
berté à l’aide de déterminants. D’ailleurs, cette absence de déterminants dans notre
construction fait que contrairement aux Théorèmes 2.2.13, 2.2.14 et 2.2.17, il n’y a
ici aucun ensemble discret d’énergies critiques à exclure. Par contre l’intervalle sur
lequel nous avons la séparabilité dépend du paramètre ℓ, mais il a le bon goût de
tendre vers toute la droite réelle lorsque ℓ tend vers 0+.

79



CHAPITRE 2 2.2

2.2.3.4 Extension à un potentiel d’interaction générique

L’utilisation du théorème de Breuillard et Gelander pour obtenir la séparabilité
des exposants de Lyapounov nous amène à démontrer une propriété algébrique sur
une algèbre de Lie engendrée par un nombre fini de matrices. Comme expliqué
dans [Bre06], il s’agit là d’une condition ouverte et mieux, les n-uplets d’éléments
de SpN(R) qui n’engendrent pas un sous-groupe dense sont contenus dans une
sous-variété analytique fermée. Cela m’a amené à penser que l’on pouvait pertur-
ber le potentiel d’interaction V0 dans (2.15) tout en conservant le fait que le groupe
de Fürstenberg est égal à SpN(R) pour toute énergie dans I(N, ℓ) pour ℓ ∈]0, ℓC[.

Voici le résultat obtenu avec cette approche dans [Bou13] et présenté une pre-
mière fois plus succintement dans [Bou10]. Nous reprenons le modèle (2.15) en rem-
plaçant la matrice V0 par une matrice V symétrique réelle quelconque de taille N ≥ 1.
On note SN(R) l’espace des matrices symétriques réelles de taille N × N.

Théorème 2.2.21. Pour presque tout V ∈ SN(R) , il existe un ensemble fini SV ⊂ R et
un réel ℓC(N, V) > 0 tels que, pour tout ℓ ∈]0, ℓC(N, V)[, il existe un intervalle compact
I(N, V, ℓ) ⊂ R dans lequel les N exposants de Lyapounov positifs γ1(E), . . . , γN(E) de
{H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω vérifient :

∀E ∈ I(N, V, ℓ) \ SV, γ1(E) > · · · > γN(E) > 0. (2.30)

Dans ce théorème, la généricité s’entend au sens de la mesure de Lebesgue sur

SN(R) identifiée à la mesure de Lebesgue sur R
N(N+1)

2 . Il s’agit là de l’énoncé tel
que présenté dans [Bou13]. Toutefois, la démonstration de ce théorème implique un
résultat plus fort qui est la Zariski généricité, au sens où on peut choisir V dans un
ouvert Zariski dense de SN(R) .

Nous constatons dans ce résultat le retour d’un ensemble discret, et même fini,
d’énergies critiques pour lesquelles la séparabilité des exposants de Lyapounov n’est
pas assurée par l’usage successif des Théorèmes 2.2.16, 2.2.12 et 2.2.9. Celui-ci pro-
vient cette fois d’un ensemble de zéros d’un polynôme qui apparaît dans la construc-
tion qui suit.

Comme à la Section 2.2.3.3, dont nous conservons les notations introduites pour
le groupe de Fürstenberg et pour les matrices de transfert, la démonstration repose
sur le fait de construire ℓC(N, V), I(N, V, ℓ) et à présent l’ensemble fini SV tels que
pour tout ℓ ∈]0, ℓC(N, V)[,

∀E ∈ I(N, V, ℓ) \ SV, GµE = SpN(R) .

Cette construction étant très similaire à celle faite à la Section 2.2.3.3, nous ne
détaillons ici que l’argument de généricité qui permet de passer de V0 à V ∈ SN(R)
générique pour le potentiel d’interaction.

Les matrices de transfert s’écrivent sous forme exponentielle,

Tω(0)(E) = exp(ℓXω(0)(E, V)).

Nous voulons montrer que, pour ℓ suffisamment petit et E pas trop grand, les lo-
garithmes des Tω(0)(E) valent ℓXω(0)(E, V). Nous sommes ensuite ramenés à dé-
terminer pour quelles valeurs de E et V la famille {Xω(0)(E, V)}ω(0)∈{0,1}N , notée
{X1(E, V), . . . , X2N(E, V)}, engendre spN(R) .
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Pour k ∈ N∗, soit

Vk =
{
(X1, . . . , Xk) ∈ (spN(R) )k | (X1, . . . , Xk) n′engendre pas spN(R)

}
. (2.31)

Comme engendrer l’algèbre spN(R) est une condition algébrique du type non annu-
lation d’une famille finie de déterminants (finie car, pour tout m ∈ N∗, R[T1, . . . , Tm]
est noethérien), il existe Q1, . . . , Qrk ∈ R[(spN(R) )k] tels que :

Vk =
{
(X1, . . . , Xk) ∈ (spN(R) )k | Q1(X1, . . . , Xk) = 0, . . . , Qrk(X1, . . . , Xk) = 0

}
. (2.32)

Ici, on fait l’identification R[(spN(R) )k] ≃ R[T1, . . . , Tk(2N2+N)]. Soient E ∈ R et

V(E) =
{

V ∈ SN(R) | {X1(E, V), . . . , X2N(E, V)} n′engendre pas spN(R)
}

. (2.33)

On montre que Leb N(N+1)
2

(V(E)) = 0. En effet, soit

fE : SN(R) → (spN(R) )2N

V 7→ (X1(E, V), . . . , X2N(E, V))
. (2.34)

Alors, fE est polynômiale en les N(N+1)
2 coefficients définissant V et on a :

V ∈ V(E) ⇔ (Q1 ◦ fE)(V) = 0, . . . , (Qr2N ◦ fE)(V) = 0, (2.35)

chaque Qi ◦ fE étant polynômiale en les N(N+1)
2 coefficients définissant V. Or, on a

démontré à la Section 2.2.3.3 que V0 /∈ V(E). Donc, il existe i0 ∈ {1, . . . , r2N} tel que
(Qi0 ◦ fE)(V0) ̸= 0 et, comme la fonction Qi0 ◦ fE est polynômiale et non identique-
ment nulle,

Leb N(N+1)
2

({V ∈ SN(R) | (Qi ◦ fE)(V) = 0)}) = 0, (2.36)

et, par inclusion,
Leb N(N+1)

2
(V(E)) = 0. (2.37)

Enfin, soit V = ∩E∈RV(E). Alors V est de mesure de Lebesgue nulle et si V /∈ V , il
existe E0 ∈ R tel que la famille {X1(E0, V), . . . , X2N(E0, V)} engendre spN(R) . Donc,
il existe i0 ∈ {1, . . . , r2N} tel que (Qi0 ◦ f )(E0, V) ̸= 0 où :

f : R × SN(R) → (spN(R) )2N

(E, V) 7→ (X1(E, V), . . . , X2N(E, V))
. (2.38)

Or, pour V fixé, E 7→ (Qi0 ◦ f )(E, V) est polynômiale et non identiquement nulle, elle
n’a donc qu’un ensemble fini SV de zéros et, pour tout E ∈ R \ SV, (Qi0 ◦ f )(E, V) ̸=
0, soit encore,

∀E ∈ R \ SV, {X1(E, V), . . . , X2N(E, V)} /∈ V2N . (2.39)

Donc, nous avons bien obtenu que V est de mesure de Lebesgue nulle et que si
V /∈ V , il existe SV ⊂ R fini tel que pour tout E ∈ R \ SV, {X1(E, V), . . . , X2N(E, V)}
engendre spN(R) .
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De là, on termine la démonstration du Théorème 2.2.21 de la même manière que
l’on a démontré le Théorème 2.2.19. On fixe V ∈ SN(R) \ V et on applique le Théo-
rème 2.2.16 en définissant au départ le réel ℓC(N, V) et l’intervalle I(N, V, ℓ) de sorte
que les logarithmes des Tω(0)(E) valent ℓXω(0)(E, V) et soient dans logO.

Comme nous venons de le voir, c’est la nature algébrique des objets en jeu qui
permet de démontrer un résultat générique en V et la finitude de l’ensemble des
énergies critiques. Nous pouvons résumer simplement les idées utilisées en rappe-
lant que l’ensemble des zéros d’un polynôme à une variable non nul est fini et que
plus généralement, l’ensemble des zéros d’un polynôme à plusieurs variables non
nul est de mesure de Lebesgue nulle.

2.3 De la séparabilité des exposants de Lyapounov à la
localisation

Dans cette section, nous allons voir comment la séparabilité des exposants, ou
plus précisément les hypothèses du Corollaire 2.2.10, impliquent la localisation d’An-
derson et plus généralement la localisation dynamique. Avant de présenter un tel
critère de localisation pour les opérateurs quasi-unidimensionnels continus de type
Schrödinger à la Section 2.3.2, nous faisons un détour par la théorie de Kotani du
spectre absolument continu. Nous présentons à la Section 2.3.1 ce que l’on peut obte-
nir concernant le comportement des fonctions propres à l’infini à l’aide uniquement
de la positivité stricte des exposants de Lyapounov et du théorème d’Oseledets. En-
fin, à la Section 2.3.3 nous reprenons les divers modèles présentés à la Section 2.2
pour leur appliquer notre critère de localisation.

2.3.1 Théorie de Kotani

La théorie de Kotani est un ensemble de résultats dûs principalement à Shini-
chi Kotani dans les années 80. Ces résultats permettent de caractériser, pour des
opérateurs de Schrödinger en dimension 1, le spectre absolument continu à l’aide
des exposants de Lyapounov. Avant d’en présenter certains, revenons au théorème
d’Oseledets et voyons quelle information il nous donne sur les fonctions propres des
opérateurs de Schrödinger considérés.

Pour simplifier la discussion, on se place dans le cas N = 1 des opérateurs à
valeurs scalaires. Dans ce cas, nous pouvons énoncer une forme déterministe simple
du théorème d’Osledets.

Théorème 2.3.1 (Oseledets dans SL2(R)). Soit (Tn)n∈N une suite dans SL2(R) telle que

(i) limn→+∞
1
n ln ||Tn|| = 0.

(ii) γ = limn→+∞
1
n ln(||Tn · · · T1||) > 0.

Alors il existe un sous-espace V− ⊂ R2 de dimension 1 tel que

1. ∀v ∈ V−, v ̸= 0, limn→+∞
1
n ln(||Tn · · · T1v||) = −γ.

2. ∀v /∈ V−, limn→+∞
1
n ln(||Tn · · · T1v||) = γ.
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Pour les modèles d’Anderson unidimensionnels à valeurs scalaires, discrets ou
continus, on a obtenu l’existence d’un ensemble discret S (vide dans le cas des opé-
rateurs discrets) tel que : ∀E ∈ R \ S , γ(E) > 0.

Fixons E ∈ R \ S . Par le théorème d’Oseledets dans SL2(R), il existe P-presque
sûrement uniquement des solutions exponentiellement croissantes ou exponentiel-
lement décroissantes aux équations hωu = Eu ou Hωu = Eu. Une solution expo-
nentiellement décroissante (en +∞), ne s’obtient que pour une condition initiale
v+∞ ∈ V+

− . Toute autre condition initiale conduit à une solution exponentiellement
croissante en +∞.

Toujours par le théorème d’Oseledets, une solution exponentiellement décrois-
sante en −∞, ne s’obtient que pour une condition initiale v−∞ ∈ V−

− . Ainsi, pour
obtenir un vecteur propre dans ℓ2(Z) ou dans L2(R), il faut avoir Vect(v+∞) =
Vect(v−∞). Ceci n’est pas du tout évident a priori.

Il convient également de faire attention au fait que ce que l’on vient d’affirmer
dépend de E. Si E varie dans un ensemble non dénombrable (par exemple un inter-
valle de R), l’ensemble des ω ∈ Ω pour lesquels pour tout E hors de S l’exposant
de Lyapounov n’est pas strictement positif, pourrait être de mesure non nulle. Par
exemple, on ne peut pas affirmer que P-presque sûrement, pour tout E ∈ R \ S ,
toute solution de hωu = Eu ou de Hωu = Eu est exponentiellement croissante ou
décroissante. Cela nécessite une analyse plus poussée. Par contre, comme nous al-
lons le voir maintenant, cela implique déjà l’absence de spectre absolument continu
presque-sûr.

Notons que la discussion que nous venons de mener s’applique aussi pour N ≥ 1
quelconque. On doit alors discuter du comportement asymptotique des solutions
dans les directions Vω

i données par le Théorème 2.1.7. La dichotomie exponentielle
est alors une conséquence, dans le cas où les exposants de Lyapounov sont séparés,
du fait qu’ils se regroupent par paires d’exposants de signe opposé.

Soit N ≥ 1. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et soit {Tx}x∈R (respectivement,
{Tn}n∈Z) un groupe de transformations inversibles ergodiques sur Ω. Soit f : Ω →
SN(R) mesurable et bornée. On pose dans le cas continu :

∀ω ∈ Ω, ∀x ∈ R, Vω(x) = f (Txω).

et dans le cas discret,

∀ω ∈ Ω, ∀n ∈ Z, Vω(n) = f (Tnω).

On considère la famille ergodique d’opérateurs de Schrödinger aléatoires {Hω}ω∈Ω
agissant pour chaque ω ∈ Ω sur L2(R)⊗ CN par :

∀u ∈ L2(R)⊗ CN, Hωu = −u′′ + Vωu

et dans le cas discret, la famille ergodique d’opérateurs de Schrödinger aléatoires
{hω}ω∈Ω agissant pour chaque ω ∈ Ω sur ℓ2(Z)⊗ CN par :

∀u ∈ ℓ2(Z)⊗ CN, (hωu)n = −(un+1 + un−1) + Vω(n)un.

Nous pouvons associer aux familles {Hω}ω∈Ω et {hω}ω∈Ω des exposants de Lya-
pounov qui se regroupent par paires d’exposants de signe opposé et dont on note
γ1(E) ≥ · · · ≥ γN(E) les exposants positifs (dans les cas discret et continu).

Notation. Soit ΩLyap un sous-ensemble de Ω tel que :
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1. P(ΩLyap) = 1,
2. pour tout ω ∈ ΩLyap les limites définissant les exposants de Lyapounov existent

en ±∞ et pour chaque p elles sont égales en +∞ et −∞,
3. pour tout ω ∈ ΩLyap, ces limites sont indépendantes de ω.

On rappelle également que si S ⊂ R, l’adhérence essentielle de S est définie par :

Sess
= {E ∈ R | ∀ϵ > 0, Leb(S ∩ (E − ϵ, E + ϵ)) > 0}.

Pour j ∈ {1, . . . , N}, on pose

Zj = {E ∈ R | ∃ l1, . . . , l2j ∈ {1, . . . , 2N}, γl1(E) = · · · = γl2j(E) = 0}.

Dans [KS88b], Kotani et Simon démontrent le résultat suivant qui est un ana-
logue du théorème d’Ishii-Pastur pour les opérateurs quasi-unidimensionnels de
type Schrödinger.

Théorème 2.3.2 ([KS88b]). Pour tout ω ∈ ΩLyap, la multiplicité du spectre absolument
continu de Hω (respectivement hω) dans Zj est au plus 2j.

Corollaire 2.3.3. Si pour Lebesgue-presque tout E ∈ R, γ1(E) ≥ · · · ≥ γN(E) > 0, alors
Σac = ∅.

Si nous sommes dans les hypothèses du Corollaire 2.3.3, le théorème R.A.G.E.
(voir [RS79 ; AW15]) nous assure alors qu’il n’y pas d’états diffusifs pour Hω (respec-
tivement hω) et ce presque sûrement en ω.

La démonstration du Théorème 2.3.2 repose en partie sur le théorème d’Oseledets
qui permet d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 2.3.4. Soit j ∈ {1, . . . , N} et soit E ∈ Zj fixé. Soit ω ∈ ΩLyap. Alors, tout
sous-espace de

{u : R → CN | Hωu = Eu, u /∈ L2(R)⊗ CN et φ est polynomialement bornée }

est de dimension au plus 2j et tout sous-espace de

{φ : Z → CN | hN
ω φ = Eφ, φ /∈ ℓ2(Z)⊗ CN et φ est polynomialement bornée }

est de dimension au plus 2j.

La démonstration du Théorème 2.3.2 repose également sur un analogue à valeurs
matricielles du lemme de Sch’nol. Soit Pbdd,c (respectivement Pbdd,d ) l’ensemble des
nombres réels E tels que l’équation Hωu = Eu (respectivement hω φ = Eφ) admette
une solution non triviale et polynomialement bornée.

Proposition 2.3.5. Pour P-presque tout ω ∈ Ω, σ(Hω) = Pbdd,c et ER\Pbdd,c
(Hω) = 0,

où ER\Pbdd,c
(Hω) est le projecteur spectral sur R \ Pbdd,c associé à l’opérateur auto-adjoint

Hω.
De même, pour P-presque tout ω ∈ Ω, σ(hω) = Pbdd,d et ER\Pbdd,d

(hω) = 0, où
ER\Pbdd,d

(hω) est le projecteur spectral sur R \ Pbdd,d associé à l’opérateur auto-adjoint hω.
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Nous renvoyons à [KS88b] pour les démonstrations des Propositions 2.3.4 et 2.3.5.

Les résultats liant les zéros des exposants de Lyapounov et le spectre absolument
continu sont en fait plus profonds que ceux déjà énoncés. On reprend les notations
introduites précédemment.

Théorème 2.3.6 (Kotani et Simon, [KS88b]). 1. L’ensemble Zj est le support essentiel
du spectre absolument continu de multiplicité 2j.

2. Il n’y a pas de spectre absolument continu de multiplicité impaire.
3. On a

Σac = ZN
ess

= {E ∈ R | γ1(E) = · · · = γ2N(E) = 0}ess
.

Là encore, nous renvoyons à [KS88b] pour les démonstrations de ces résultats. Le
cas scalaire (N = 1) était déjà contenu dans les résultats de l’article [Kot84] de Kotani,
qui marque le point de départ de ce que l’on appelle aujourd’hui la théorie de Kotani.
Kotani va encore plus loin dans ses résultats en montrant que si ZN est de mesure
de Lebesgue strictement positive, alors la famille des potentiels Vω est déterministe
en un sens qu’il précise. Je ne donne pas de résultats plus précis à ce sujet, puisque
je n’ai pas eu l’occasion de les étudier plus en détail dans mes recherches.

Je reviendrai sur d’autres aspects de la théorie de Kotani au Chapitre 3 puisque
les fonctions introduites dans [KS88b] (et dans [Kot84] dans le cas scalaire) per-
mettent d’obtenir une formule de Thouless qui relie les exposants de Lyapounov
à la densité d’états.

2.3.2 Critère de localisation pour les modèles quasi-unidimensionnels
de type Schrödinger

A partir du moment où l’on a obtenu la séparabilité et par là-même la stricte
positivité des exposants de Lyapounov pour une famille ergodique d’opérateurs de
Schrödinger aléatoires, on se retrouve face à deux chemins. Le premier, celui que
l’on a déjà emprunté, permet d’obtenir l’absence de spectre absolument continu par
le biais de la théorie de Kotani. Le second, que nous allons détailler à présent, est
celui qui mène à la localisation d’Anderson et à la localisation dynamique. Pour cela
nous allons donner les grandes lignes de la marche à suivre pour obtenir un théo-
rème qui, à partir d’hypothèses sur le groupe de Fürstenberg, assure les propriétés
de localisation voulues pour une famille Z-ergodique d’opérateurs aléatoires quasi-
unidimensionnels.

Le résultat présenté, portant sur des opérateurs quasi-unidimensionnels de type
Schrödinger, est le principal résultat de l’article [Bou09b]. C’est également le princi-
pal résultat théorique de ce chapitre.

Nous présentons un critère de localisation pour des opérateurs de la forme :

Hω = − d2

dx2 ⊗ IN + ∑
n∈Z

V(n)
ω (x − ℓn), (2.40)

agissant sur L2(R)⊗ CN, où N ≥ 1 est un entier, IN est la matrice identité d’ordre N
et ℓ > 0 est un nombre réel.
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Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité complet et soit ω ∈ Ω. On suppose que
pour tout n ∈ Z, les fonctions x 7→ V(n)

ω (x) sont à valeurs dans l’espace des matrices
réelles symétriques, à support dans [0, ℓ] et uniformément bornées en x, n et ω.

On suppose également que la suite (V(n)
ω )n∈Z est une suite de variables aléatoires

i.i.d. sur Ω. On suppose enfin que le potentiel x 7→ ∑n∈Z V(n)
ω (x − ℓn) est tel que la

famille d’opérateurs {Hω}ω∈Ω soit ℓZ-ergodique.

Comme perturbations bornées de − d2

dx2 ⊗ IN, les opérateurs Hω sont auto-adjoints
sur l’espace de Sobolev H2(R)⊗ CN et ainsi, pour tout ω ∈ Ω, le spectre de Hω est
inclus dans R. Notons Σ ⊂ R le spectre presque-sûr de la famille {Hω}ω∈Ω.

Nous montrons que sous certaines hypothèses portant sur le groupe de Fürsten-
berg de {Hω}ω∈Ω, cette famille d’opérateurs présente de la localisation dynamique,
donc de la localisation d’Anderson, sur certains intervalles de R.

Pour E ∈ R, soit GµE le groupe de Fürstenberg de {Hω}ω∈Ω. Voici le principal
résultat démontré dans [Bou09b].

Théorème 2.3.7 (Critère de localisation). Soit I ⊂ R un intervalle compact tel que Σ ∩
I ̸= ∅ et soit Ĩ un intervalle ouvert contenant I et tel que pour tout E ∈ Ĩ, GµE est p-
contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p dans {1, . . . , N}. Alors, {Hω}ω∈Ω a la
propriété de localisation dynamique et de localisation d’Anderson sur I.

La démonstration de ce théorème, telle que détaillée dans [Bou09b], suit le plan
suivant :

1. Le fait que le groupe de Fürstenberg soit p-contractant et Lp-fortement irréduc-
tible pour tout p dans {1, . . . , N} implique non seulement la séparabilité des
exposants de Lyapounov mais également l’existence d’une formule intégrale
pour ces exposants. Cette formule intégrale permet de démontrer la régularité
Höldérienne des exposants de Lyapounov.

2. A l’aide d’une formule de Thouless, on déduit la même régularité Höldérienne
pour la densité d’états intégrée associée à {Hω}ω∈Ω.

3. La régularité Höldérienne de la densité d’états intégrée implique une estimée
de Wegner faible, adaptée au cas de l’aléa de Bernoulli.

4. Armé de l’estimée de Wegner, on peut alors appliquer un schéma d’analyse
multi-échelle. Celui-ci nécessite encore de démontrer une estimée de pas initial.

Il s’agit de la démarche adoptée dans le cas continu à valeurs scalaires par Da-
manik, Sims et Stolz dans [DSS02] et dans le cas discret quasi-unidimensionnel par
Klein, Lacroix et Speis dans [KLS90]. Dans la suite, nous mélangeons les résultats de
ces deux références pour démontrer le Théorème 2.3.7.

Étape 1. Commençons par détailler quelque peu le premier point. Le résultat sui-
vant est démontré dans [BL85, Proposition 3.4].

Théorème 2.3.8 ([BL85]). Soient E un réel et ΦE : Z×Ω → GLN(R) un cocycle linéaire
engendré par (AE, τ) tel que la suite (AE(τ

n(·)))n∈Z soit une suite de variables aléatoires à

86



2.3 CHAPITRE 2

valeurs dans SpN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune µE. No-
tons GµE son groupe de Fürstenberg. Soit p un entier dans {1, . . . , N}. Supposons que GµE

est p-contractant et Lp-fortement irréductible et que log+ ||AE|| est dans L1(Ω,P). Alors, il
existe une unique mesure de probabilité µE-invariante sur P(Lp) = {x̄ ∈ P(∧pR2N) | x ∈
Lp}, notée νp,E, telle que :

∫
SpN(R)×P(Lp)

log
|| ∧p Mx||

||x|| dµE(M)dνp,E(x̄) =
p

∑
i=1

γi(E) (2.41)

Rappelons brièvement ce qu’est une mesure invariante dans ce contexte. Soit G
un groupe localement compact qui agit sur un espace topologique B. On se donne
une mesure µ sur G et une mesure ν sur B. On définit alors la pseudo-convolution
de ces deux mesures comme étant l’unique mesure µ ∗ ν sur B définie par :

µ ∗ ν( f ) =
∫

G×B
f (gb)dµ(g)dν(b)

pour toute fonction f sur B mesurable et bornée.
Fixons une mesure de probabilité µ sur G. Une mesure ν sur B est dite µ-invariante

lorsque : µ ∗ ν = ν.

Le fait que l’on ait une représentation intégrale des exposants de Lyapounov met-
tant en jeu la mesure νp,E, implique que pour étudier la régularité en fonction de E
de ces exposants il suffit d’étudier la régularité de cette mesure vue comme fonction
de E. En appliquant cette démarche, j’ai obtenu dans [Bou08] le théorème général
suivant de régularité Höldérienne des exposants de Lyapounov.

Théorème 2.3.9. Soient E un réel et ΦE : Z × Ω → GLN(R) un cocycle linéaire en-
gendré par (AE, τ) tel que la suite (AE(τ

n(·)))n∈Z soit une suite de variables aléatoires à
valeurs dans SpN(R) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune µE. No-
tons GµE son groupe de Fürstenberg. On fixe un intervalle compact I dans R et on suppose
que pour tout E ∈ I :

1. log+ ||AE|| est dans L1(Ω,P).
2. GµE est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈ {1, . . . , N}.

3. Il existe C1 > 0, C2 > 0 indépendantes de n, ω, E telles que pour tout p ∈ {1, . . . , N} :

|| ∧p AE(τ
n(ω))||2 ≤ exp(pC1 + p|E|+ p) ≤ C2. (2.42)

4. Il existe C3 > 0 indépendante de n, ω, E telle que pour tous E, E′ ∈ I et tout p ∈
{1, . . . , N} :

|| ∧p AE(τ
n(ω))−∧p AE′(τn(ω))|| ≤ C3|E − E′|. (2.43)

Il existe alors deux réels α > 0 et C > 0 tels que :

∀p ∈ {1, . . . N}, ∀E, E′ ∈ I, |γp(E)− γp(E′)| ≤ C|E − E′|α.
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Pour prouver ce résultat, on utilise un résultat sur les cocycles négatifs comme
énoncé dans [CL90, Proposition IV 3.5]. C’est sur ce point précis que l’on utilise la
séparabilité des exposants de Lyapounov induite par la seconde hypothèse du Théo-
rème 2.3.9.

On a aussi besoin d’estimations sur les opérateurs de Laplace sur les espaces de
Hölder comme dans [CL90, Proposition V 4.13], qui utilisent les estimées (2.42) et
(2.43). Finalement en utilisant la décomposition de ces opérateurs de Laplace faisant
intervenir la mesure invariante qui est donnée dans [CL90, Proposition IV 3.12] on
peut démontrer la continuité Höldérienne de E 7→ νp,E sur I.

A ce stade de la démonstration du Théorème 2.3.7, une part importante du tra-
vail est de démontrer que les matrices de transfert associées à la famille {Hω}ω∈Ω
vérifient les estimées (2.42) et (2.43). Si cela est relativement évident dans le cas des
opérateurs discrets quasi-unidimensionnels de type Schrödinger, du fait du caractère
très explicite des matrices de transfert, les estimées sont moins évidentes dans le cas
continu et relèvent d’estimées a priori sur des solutions d’équations différentielles.
Pour cela on renvoie à [Bou08, Lemma2 et Lemma 3].

Signalons que par un argument plus élémentaire, les exposants de Lyapounov
sont toujours continus dès lors qu’ils sont donnés par la formule intégrale (2.41) et
que sont vérifiées les inégalités (2.42) et (2.43) : pour tout p ∈ {1, . . . N}, E 7→ γp(E)
est continue sur I.

Tout d’abord, on démontre la continuité de la fonction

ψp,E :
I × P(Lp) −→ R

(E, x̄) 7−→ ψp,E(x̄) = E
(

log ||(∧p AE(τ
n(ω)))x||

||x||

)
pour tout p ∈ {1, . . . N}. On utilise seulement les estimées (2.42) et (2.43) à ce stade.
Ensuite on démontre la continuité faible de E 7→ νp,E en utilisant le théorème de
Banach-Alaoglu et l’unicité de la mesure µE-invariante νp,E. En combinant ces deux
propriétés de continuité et en remarquant que la formule intégrale des exposants de
Lyapounov donnée au Théorème 2.3.8 se reformule en

γ1(E) + . . . + γp(E) = νp,E(ψp,E),

on obtient la continuité des exposants de Lyapounov.

Étape 2. Nous reviendrons plus en détails sur le deuxième point, la régularité
Höldérienne pour la densité d’états intégrée associée à {Hω}ω∈Ω, au Chapitre 3
consacré à l’étude de la densité d’états intégrée. En quelques mots, il s’agit de mon-
trer que la somme des exposants de Lyapounov positifs est liée à la densité d’états
(la mesure dont la densité d’états intégrée est la fonction de répartition) au travers
d’une formule de Thouless (voir Théorème 3.2.3) puis d’utiliser les propriétes de la
transformée de Hilbert inverse pour en déduire que la densité d’états intégrée et la
somme des exposants de Lyapounov ont la même régularité.

Étape 3. Pour un modèle d’Anderson continu (1.2) ou discret (1.3) en dimension
quelconque, une estimée de Wegner est obtenue lorsqu’il existe une constante CW >
0 et des exposants réels α, β > 0 tels que pour tout intervalle I ⊂ R et tout cube
Λ ⊂ Rd (ou Λ ⊂ Zd),

P
({

HΛ
ω a une valeur propre dans I

})
≤ CW |I|α · |Λ|β (2.44)
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où pour tout ω ∈ Ω, HΛ
ω est la restriction de Hω au cube Λ avec conditions au bord

de Dirichlet (ou de Neumann ou encore périodiques) et | · | désigne la mesure de
Lebesgue, soit dans R pour I soit dans Rd pour Λ (ou le cardinal de Λ si Λ ⊂ Zd).

Une telle estimée est un ingrédient essentiel dans la mise en place de l’analyse
multi-échelle que nous allons préciser au point suivant. Remarquons également que
(2.44) implique la régularité Höldérienne de la densité d’états intégrée comme nous
le verrons plus en détail au Chapitre 3. Par contre, pour obtenir la régularité de la
densité d’états (la dérivée de la densité d’états intégrée) à partir de (2.44), il est né-
cessaire d’avoir une estimation linéaire en l’énergie, i.e. α = 1. L’estimée de Wegner
(2.44) joue également un rôle central dans les résultats de statistiques spectrales, et
dans ce contexte, il est nécessaire d’avoir des estimées linéaires en l’énergie et en le
volume de Λ. Dans ce cas on parle d’estimée de Wegner optimale.

Par exemple, on peut démontrer une estimée de Wegner optimale pour un opé-
rateur d’Anderson hω discret et scalaire avec des variables aléatoires à densité :

E
(

Tr
(

1I

(
hΛ

ω

)))
≤ CW · |I| · |Λ| (2.45)

où 1I
(
hΛ

ω

)
est le projecteur spectral de hΛ

ω sur l’intervalle I. Précisons que (2.45) est
liée à (2.44) via l’inégalité de Markov qui implique qu’en général,

P
({

hΛ
ω a une valeur propre dans I

})
≤ E

(
Tr
(

1I

(
hΛ

ω

)))
.

L’estimée de Wegner optimale (2.45) est également obtenue sous des hypothèses
supplémentaires sur l’aléa dans le cas continu. Pour ces résultats, nous renvoyons à
[KM07 ; His08 ; Ves08]. En général, la démonstration d’une estimée de Wegner repose
sur l’utilisation de la moyennisation spectrale, ce qui explique l’hypothèse de régula-
rité sur l’aléa au sens où on demande à ce que les variables aléatoires qui définissent
le potentiel d’Anderson aient une loi à densité. Un autre ingrédient des démonstra-
tions d’estimées de Wegner est la monotonie par rapport au paramètre aléatoire ω.
Cette monotonie n’est pas indispensable (voir [Ves10 ; Leo+15]) mais simplifie gran-
dement les démonstrations. En effet, une estimée de Wegner mesure en quelque sorte
les variations des valeurs propres de HΛ

ω en fonction de ω. Estimer le “volume” de
l’image réciproque de I par les fonctions valeurs propres est alors plus aisé si celles-ci
varient de façon monotone.

Enfin, dans [GK13], les auteurs obtiennent une estimée de Wegner améliorée,

E
(

Tr
(

1I

(
hΛ

ω

)))
≤ CW · N(I) · |Λ| (2.46)

où N(·) est la densité d’états intégrée associée à {hω}ω∈Ω. Cette estimation leur per-
met de traiter certains cas non couverts par les hypothèses de leur résultat général
de statistiques spectrales contenu dans [GK14].

Toutefois, dans le cas des opérateurs d’Anderson-Bernoulli, une estimée de We-
gner telle que (2.44) ne peut être vérifiée pour tout intervalle I. En effet, si les va-
riables aléatoires présentes dans le potentiel d’Anderson suivent une loi de Bernoulli
de paramètre 1

2 , alors l’évènement
{

HΛ
ω a une valeur propre dans I

}
a une probabi-

lité minorée par 2−|Λ| et pour I de longueur trop petite, (2.44) ne peut être valide.
L’hypothèse de régularité des variables aléatoires n’est donc pas seulement tech-
nique.
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Dans le cas de l’aléa de Bernoulli, il reste toutefois possible de démontrer une
forme plus faible de l’estimée de Wegner pour le modèle d’Anderson. Soit L ∈ N∗ et
soit, pour tout ω ∈ Ω, H(L)

ω la restriction de Hω à L2([−ℓL, ℓL])⊗CN avec conditions
de Dirichlet aux bords. J’ai obtenu dans [Bou09b] le théorème suivant.

Théorème 2.3.10. Soit I ⊂ R un intervalle compact et Ĩ un intervalle ouvert, I ⊂ Ĩ, tel
que, pour tout E ∈ Ĩ, GµE est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈
{1, . . . , N}. Alors, pour tout β ∈ (0, 1) et tout κ > 0, il existe L0 ∈ N et ξ > 0 tels que,

(W) P
(

d
(

E, σ(H(L)
ω )

)
≤ e−κ(ℓL)β

)
≤ e−ξ(ℓL)β

, (2.47)

pour tout E ∈ I et tout L ≥ L0.

La preuve du Théorème 2.3.10 repose sur les outils spécifiques à la dimension
1. Contrairement au cas de variables aléatoires à densité, ici la régularité de la den-
sité d’états intégrée n’est pas une conséquence de l’estimée de Wegner, mais un in-
grédient clé de sa démonstration. En dimension 1, la régularité Höldérienne de la
densité d’états intégrée est obtenue directement à partir de celle des exposants de
Lyapounov et de la formule de Thouless comme expliqué à l’étape 2.
On commence par démontrer, sous les hypothèses du Théorème 2.3.10, que la proba-
bilité qu’il existe une valeur propre de H(L)

ω dans un intervalle [E − ε, E + ε] associée
à une fonction propre normalisée et dont les dérivées aux bords de [−ℓL, ℓL] sont
contrôlées par ε, est majorée par un multiple de L et de εα où α est l’exposant de conti-
nuité Höldérienne de la densité d’états intégrée. Ce premier résultat repose donc sur
la continuité Höldérienne de la densité d’états intégrée mais également sur des es-
timations a priori des solutions du système différentiel déterministe −u′′ + Vu = 0
où V est une fonction localement intégrable à valeurs matricielles. Sont également
utilisés dans cette première démonstration le fait que le potentiel d’Anderson est in-
variant en loi par translation et la loi des grands nombres pour faire le lien entre une
suite d’évènements donnée et la densité d’états intégrée.

La suite de la démonstration du Théorème 2.3.10 repose alors sur l’estimation des
probabilités des intersections de l’évènement dans (2.47) avec une famille d’évène-
ments pour lesquels les normes des produits de matrices de transfert permettant de
passer d’un bord à l’autre de [−ℓL, ℓL] sont strictement minorées par une constante
strictement positive de la forme eθ(ℓL)β

. En faisant le lien entre le comportement des
fonctions propres et les normes des produits de matrices de transfert on se ramène
ainsi à l’estimation de la probabilité démontrée au début de la preuve et on termine
ainsi la preuve de l’estimée de Wegner faible. On utilise également au passage le ca-
ractère Lipschitzien des matrices de transfert vues comme fonctions de l’énergie, ce
qui est le cas dans le modèle considéré.

Là encore, l’usage des matrices de transfert fait que la démonstration de l’inéga-
lité (2.47) est tout à fait spécifique à la dimension 1.

Étape 4. La dernière étape de la démonstration du Théorème 2.3.7 est la mise en
place de l’analyse multi-échelle. Comme nous l’avons déjà expliqué dans le Chapitre
1, il s’agit d’un procédé de démonstration par récurrence sur les tailles des cubes
auxquels on restreint la famille aléatoire d’opérateurs étudiés.

L’idée est la suivante : la décroissance exponentielle des fonctions propres est im-
pliquée par celle de la norme de la résolvante des opérateurs restreint à des cubes de
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plus en plus en grand. Pour démontrer que la norme de la résolvante locale décroît
exponentiellement avec la taille des cubes, on commence par montrer une majora-
tion de cette norme par un terme exponentiellement petit dans un cube de taille
initiale. A partir de là on étend cette domination exponentielle de la norme de la ré-
solvante à tous les cubes d’une taille plus grande, a priori puissance positive de la
taille initiale. Pour cela il faut démontrer que l’on conserve presque-sûrement une
estimation exponentielle de la résolvante. En particulier, les estimées que l’on veut
pour la résolvante doivent être uniformes en l’énergie lorsque celle-ci se trouve dans
un intervalle compact. Il faut donc s’assurer lorsque l’on passe d’une échelle de cubes
à une plus grande échelle que l’on évite les éventuelles énergies qui feraient explo-
ser la norme de la résolvante : celles dans le spectre de l’opérateur restreint. C’est
là qu’intervient l’estimée de Wegner (2.47) : elle nous assure qu’avec une probabi-
lité exponentiellement proche de 1, les énergies dans l’intervalle considéré sont au
moins à une distance strictement positive du spectre de l’opérateur restreint.

L’analyse multi-échelle ou MSA pour “Multi-Scale Analysis” en anglais, requiert
plusieurs ingrédients pour fonctionner que nous allons détailler maintenant. Nous
reprenons les notations de [Bou09b] qui sont inspirées des articles de Klein ([Kle08])
et de Germinet et Klein ([GK01])

On commence par énoncer une propriété qui assure l’existence de fonctions propres
généralisées en un sens à préciser pour Hω. Soit H l’espace de Hilbert L2(R)⊗ CN,
et soit ν > 1

4 . On définit les espaces à poids H± par :

H± = L2(R,< x >±4ν dx)⊗ CN,

où < x >=
√

1 + |x|2, pour tout x ∈ R. On définit sur H+ ×H− la forme sesquili-
néaire < , >H+,H− par :

∀(ϕ, ψ) ∈ H+ ×H−, < ϕ, ψ >H+,H−=
∫

R

tϕ(x)ψ(x)dx.

Définition 2.3.11. Une fonction mesurable ψ : R → CN est une fonction propre généralisée
pour Hω associée à la valeur propre généralisée λ si ψ ∈ H− \ {0} et :

∀ϕ ∈ D+(ω), < H(ω)ϕ, ψ >H+,H−= λ < ϕ, ψ >H+,H− .

Soit T l’opérateur auto-adjoint sur H donné par la multiplication par < x >2ν. On
note 1I(Hω) le projecteur spectral de Hω sur un intervalle I et on définit la propriété
de “Strong Generalized Eigenfunction Expansion”.

Définition 2.3.12. Soit I ⊂ R un intervalle ouvert. On dit que {Hω}ω∈Ω vérifie la pro-
priété (SGEE) sur I si, pour un ν > 1

4 et pour P-presque tout ω ∈ Ω,

(i) l’ensemble D+(ω) = {ϕ ∈ D(Hω) ∩H+ | Hωϕ ∈ H+} est dense dans H+ et est
un coeur pour Hω,

(ii) il existe une fonction f continue et bornée sur R, strictement positive sur σ(Hω) telle
que :

E

((
TrH(T−1 f (Hω)1I(Hω)T−1)

)2
)
< ∞.
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On introduit des notations pour les restrictions de Hω à des intervalles de R de
longueur finie non nécessairement centrés en 0. Pour x ∈ Z et L ≥ 1, soit IL(x) =
[x − ℓL, x + ℓL], centré en x et de longueur 2ℓL. Soit 1x,L la fonction caractéristique
de IL(x) et soit 1x, la fonction caractéristique de I1(x). Pour L ∈ 3N∗, on pose aussi,

1out
x,L = 1x,L − 1x,L−2 et 1in

x,L = 1x, L
3
.

Pour tout x ∈ Z et tout L ≥ 1, soit H(x,L)
ω la restriction de Hω à L2(IL(x)) ⊗

CN avec conditions de Dirichlet aux bords et, pour E /∈ σ(H(x,L)
ω ), soit R(x,L)(E) la

résolvante de H(x,L)
ω en E, R(x,L)(E) = (H(x,L)

ω − E)−1. Soit enfin E(x,L)
ω le projecteur

spectral de H(x,L)
ω . Avec toutes ces notations, on peut énoncer une inégalité de type

Simon-Lieb.

Définition 2.3.13. Soit I ⊂ R un intervalle compact. On dit que {Hω}ω∈Ω a la propriété
(SLI) s’il existe une constante CI telle que, étant donnés L, L′, L′′ ∈ N et x, y, y′ ∈ Z, avec
IL′′(y) ⊂ IL′−2(y′) ⊂ IL−2(x), pour P-presque tout ω ∈ Ω, si E ∈ I, E /∈ σ(H(x,L)

ω ) ∪
σ(H(y′,L′)

ω ), on a :

||1out
x,L R(x,L)(E)1y,L′′ || ≤ CI ||1out

y′,L′R(y′,L′)(E)1y,L′′ || ||1out
x,L R(x,L)(E)1out

y′,L′ ||.

La propriété (SLI) permet d’estimer comment les résolvantes restreintes R(x,L)(E)
varient en norme lorsque l’on passe d’un intervalle donné à un intervalle plus long
le contenant. Ce type d’estimée est aussi appelée “Geometric Resolvent Inequali-
ty” dans la littérature. On peut maintenant énoncer une estimée pour les fonctions
propres généralisées en terme de résolvantes restreintes appelée “Eigenfunction De-
cay Inequality”.

Définition 2.3.14. Soit I ⊂ R un intervalle compact. On dit que {Hω}ω∈Ω a la propriété
(EDI) s’il existe une constante C̃I telle que, pour P-presque tout ω ∈ Ω, étant donnée une
valeur propre généralisée E ∈ I, on a pour tout x ∈ Z et tout L ∈ N avec E /∈ σ(H(x,L)

ω ),

||1xψ|| ≤ C̃I ||1out
x,L R(x,L)(E)1x|| ||1out

x,L ψ||.

La propriété suivante est une estimée du nombre moyen de valeurs propres de
H(x,L)

ω .

Définition 2.3.15. Soit I ⊂ R un intervalle compact. On dit que {Hω}ω∈Ω a la propriété
(NE) s’il existe une constante finie ĈI telle que, pour tout x ∈ Z et tout L ∈ N,

E
(

trH(1I(H(x,L)
ω ))

)
≤ ĈIℓL.

La dernière propriété nécessaire pour faire fonctionner l’analyse multi-échelle est
d’une nature différente. Il s’agit d’une propriété probabiliste d’indépendance d’in-
tervalles éloignés les uns des autres. Un évènement A ∈ A est dit basé sur IL(x) s’il
est déterminé par des conditions portant sur H(x,L)

ω . Etant donné d0 > 0, on dit que
IL(x) et IL′(x′) sont d0-non recouvrant si d(IL(x), IL′(x′)) > d0.
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Définition 2.3.16. On dit que {Hω}ω∈Ω a la propriété (IAD) s’il existe d0 > 0 tel que tout
couple d’évènements basés sur des intervalles d0-non recouvrant sont indépendants.

Avant de donner la définition de l’ensemble de l’analyse multi-échelle ΣMSA, il
nous faut une dernière définition.

Définition 2.3.17. Soient γ, E ∈ R et ω ∈ Ω. Pour x ∈ Z et L ∈ 3N∗, on dit que
l’intervalle IL(x) est (ω, γ, E)-bon si E /∈ σ(H(x,L)

ω ) et

||1out
x,L R(x,L)(E)1in

x,L|| ≤ e−γℓ L
3 .

On suppose que {Hω}ω∈Ω vérifie la propriété (IAD) et on rappelle que Σ est le
spectre presque-sûr de {Hω}ω∈Ω.

Définition 2.3.18. L’ensemble ΣMSA pour {Hω}ω∈Ω est l’ensemble des E ∈ Σ pour les-
quels il existe un intervalle ouvert I tel que E ∈ I et, étant donnés ζ ∈]0, 1[ et α0 ∈ (1, ζ−1),
il existe une échelle de longueur L0 ∈ 6N et un nombre réel γ > 0, tels que si on pose
Lk+1 = max{L ∈ 6N | L ≤ Lα0

k } pour tout k ∈ N, on ait :

P
({

ω ∈ Ω | ∀E′ ∈ I, IL(x) ou IL(y) est (ω, γ, E′)− bon
})

≥ 1 − e−Lζ
k .

pour tout k ∈ N et x, y ∈ Z tels que |x − y| > Lk + d0.

Nous pouvons à présent énoncer le théorème d’analyse multi-échelle de Germi-
net et Klein pour une famille d’opérateurs mettant en jeu des mesures de probabilité
singulières comme {Hω}ω∈Ω. Ce théorème est démontré dans [GK01] dont les résul-
tats s’appliquent au cas de l’estimée de Wegner faible et de l’aléa de Bernoulli.

Théorème 2.3.19 (Germinet et Klein, [GK01]). Supposons que {Hω}ω∈Ω a les propriétés
(IAD), (SLI), (NE) et vérifie une estimée de Wegner (W) telle que (2.47) sur un intervalle
ouvert I ⊂ R. Si, étant donné γ > 0, pour tout E ∈ I, il existe un entier Lγ(E), borné sur
les sous-intervalles compact de I, tel que, pour E0 ∈ Σ ∩ I donné, on a :

P
({

ω ∈ Ω | IL0(0) est (ω, γ, E0)− bon
})

≥ 1 − e−δℓL0 , (2.48)

pour L0 ∈ N, L0 > Lγ(E) et δ > 0, alors E0 ∈ ΣMSA.

L’inégalité (2.48) est aussi connue sous le nom d’estimée de pas initial ou encore
“Initial Length Scale Estimate” (ILSE).

Il reste à établir le lien entre l’analyse multi-échelle et la localisation d’Anderson
ainsi que la localisation dynamique. Ce lien est donné dans le théorème suivant, que
l’on trouve dans [Kle08, Theorem 6.1]. Notons ΣLA l’ensemble des énergies E ∈ R
pour lesquelles {Hω}ω∈Ω présente la propriété de localisation d’Anderson (voir Dé-
finition 1.1.3). Notons également ΣLD l’ensemble des énergies E ∈ R pour lesquelles
{Hω}ω∈Ω présente la propriété de localisation dynamique (voir Définition 1.1.4).

Théorème 2.3.20 (Klein, [Kle08]). Soit I ⊂ R un intervalle sur lequel {Hω}ω∈Ω vérifie
les propriétés (SGEE) et (EDI). Alors :

ΣMSA ∩ I ⊂ ΣLA ∩ ΣLD ∩ I.
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On peut finalement résumer les ingrédients d’une preuve par analyse multi-
échelle de la localisation d’Anderson et dynamique :

(IAD) + (SLI) + (NE) + (W) + (ILSE)︸ ︷︷ ︸
⇓

(2.49)

(MSA) + (SGEE) + (EDI)︸ ︷︷ ︸
⇓︷ ︸︸ ︷

Localisation d’Anderson et dynamique

Soit I ⊂ R un intervalle compact et Ĩ un intervalle ouvert, I ⊂ Ĩ, tel que, pour tout
E ∈ Ĩ, GµE est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈ {1, . . . , N}.
Tout d’abord, si on reprend la démonstration de [GK04, Theorem A.1], on constate
que le potentiel d’Anderson n’apparaît qu’au travers d’estimées sur sa valeur ab-
solue. Ainsi, en remplaçant la valeur absolue par une norme matricielle, on obtient
immédiatement que {Hω}ω∈Ω vérifie les propriétés (SLI), (EDI), (NE) et (SGEE) sur
I. En utilisant à nouveau l’indépendance des V(n)

ω et le fait que le potentiel d’Ander-
son dans Hω est invariant en loi par translation, on obtient également que {Hω}ω∈Ω
vérifie la propriété (IAD). Enfin, le Théorème 2.3.10 nous dit que {Hω}ω∈Ω vérifie
une estimée de Wegner (W) sur I.

Pour démontrer le Théorème 2.3.7, en vertu du Théorème 2.3.20 et du paragraphe
précédent, il suffit de démontrer une estimée de pas initial (ILSE) pour {Hω}ω∈Ω.
Ceci est fait dans [Bou09b] où j’ai obtenu le résultat suivant.

Proposition 2.3.21. Soit I ⊂ R un intervalle ouvert tel que, pour tout E ∈ I, GµE est
p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈ {1, . . . , N}. Soit E ∈ I. Pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 et L0 ∈ N tels que, pour tout L ≥ L0, L ∈ 3N∗,

P
({

ω ∈ Ω | IL(0) est (ω, γ1(E)− ε, E)− bon
})

≥ 1 − e−δℓL. (2.50)

La démonstration de cette estimée de pas initial repose tout d’abord sur le cal-
cul du noyau de Green de H(L)

ω qui fait intervenir les solutions matricielles U± de
HωU = EU telles que :

U+(ℓL) = U−(−ℓL) = 0 et U
′
+(ℓL) = U

′
−(−ℓL) = IN

et leur Wronskien. Estimer la norme du noyau de Green de H(L)
ω revient donc à es-

timer les normes de U± et du Wronskien, ce qui se fait à l’aide des estimées que
l’on obtient sur les produits de matrices de transfert (voir [Bou09b, Proposition 3]
et sa démonstration). Ces estimées sur les produits de matrices de transfert sont des
conséquences de la séparabilité des exposants de Lyapounov. Enfin, on passe des
estimées sur le noyau de Green à celles sur la résolvante à l’aide du test de Schur.

Nous venons de donner les principales étapes de la démonstration du Théorème
2.3.7 que nous allons maintenant pouvoir appliquer aux différents modèles étudiés
aux sections 2.2.3.2, 2.2.3.3 et 2.2.3.4.
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2.3.3 Résultats de localisation pour les modèles de la Section 2.2
Rappelons tout d’abord que le Théorème 2.3.7 est une adaptation au cas continu

du critère de localisation pour les opérateurs quasi-unidimensionnels de type Schrö-
dinger discrets démontré par Klein, Lacroix et Speis dans [KLS90]. Le critère dans
le cas discret s’applique donc aux modèles (2.3) et (2.7), même si dans le cas scalaire
(2.3), le résultat de localisation est connu depuis Frölich et Spencer [FS83].

Comme nous l’avons rappelé aux sections 2.2.1 et 2.2.2.2, le groupe de Fürsten-
berg pour les opérateurs (2.3) et (2.7) est p-contractant et Lp-fortement irréductible
pour tout p pour toute énergie réelle (dans le cas scalaire il satisfait simplement aux
hypothèses du théorème de Fürstenberg). Donc il y a localisation d’Anderson pour
ces deux modèles sur toute la droite réelle. Il y a également localisation dynamique
mais cela sera montré plus tard lorsqu’il sera prouvé que l’emploi de l’analyse multi-
échelle implique la localisation dynamique et pas seulement la localisation d’Ander-
son (voir [DS01 ; Sto01]).

Passons aux modèles continus. Damanik, Sims et Stolz ont obtenu dans [DSS02]
la localisation d’Anderson et dynamique pour tout intervalle réel hors d’un en-
semble discret d’énergies pour le modèle d’Anderson-Bernoulli à valeurs scalaires
(2.4).

En ce qui concerne le modèle {H(2)
ω }ω∈Ω, j’ai pu obtenir dans [Bou09b] le résultat

de localisation suivant.

Théorème 2.3.22. Il existe un ensemble discret S ⊂ R tel que, pour tout intervalle compact
I ⊂]2,+∞[\S vérifiant Σ ∩ I ̸= ∅, il y a localisation d’Anderson et dynamique pour
{H(2)

ω }ω∈Ω dans I.

Bien entendu ce résultat découle immédiatement du Théorème 2.2.17 qui assure
que sur tout intervalle compact inclus dans ]2,+∞[\S , le groupe de Fürstenberg
associé à {H(2)

ω }ω∈Ω est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour p ∈ {1, 2}
puisqu’il est dense et a fortiori Zariski-dense dans Sp2(R). Les hypothèses du Théo-
rème 2.3.7 sont alors vérifiées sur tout intervalle compact inclus dans ]2,+∞[\S qui
rencontre Σ.

Remarquons que l’on comprend mieux, au vu des hypothèses du Théorème 2.3.7,
la nécessité de passer de notre premier résultat de séparation des exposants de Lya-
pounov pour {H(2)

ω }ω∈Ω, le Théorème 2.2.15, au résultat du Théorème 2.2.17. En ef-
fet, l’ensemble dénombrable C qui intervient dans l’énoncé du Théorème 2.2.15 peut
tout à fait être dense dans ]2,+∞[ ce qui interdirait l’existence d’un intervalle dans
]2,+∞[\C. Or pour s’appliquer, le Théorème 2.3.7 a besoin d’un intervalle non ré-
duit à un singleton sur lequel le groupe de Fürstenberg a les propriétés voulues. Par
contre, comme nous l’avons déjà mentionné, nous pouvons appliquer le Théorème
2.3.2 avec le résultat du Théorème 2.2.15 pour obtenir l’absence de spectre absolu-
ment continu presque-sûr pour {H(2)

ω }ω∈Ω.

Dans [Bou13], j’ai obtenu le Théorème 2.2.21 grâce auquel j’ai pu appliquer le cri-
tère de localisation à la famille {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω. Cela conduit, en reprenant les notations
introduites aux sections 2.2.3.3 et 2.2.3.4, au résultat de localisation suivant.

Théorème 2.3.23. Pour presque tout potentiel V ∈ SN(R) , il existe
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- un ensemble fini SV ⊂ R,
- un réel ℓC(N, V) > 0

tels que, pour tout ℓ ∈]0, ℓC(N, V)[, il existe un intervalle compact I(N, V, ℓ) ⊂ R tel que si
I ⊂ I(N, V, ℓ) \ SV est un intervalle ouvert avec Σ ∩ I ̸= ∅, il y a localisation d’Anderson
et dynamique pour {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω dans I.

Précisons que le résultat de localisation pour {H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω est valide pour V =

V0 où V0 désigne l’opérateur de multiplication par la matrice tridiagonale dont les
coefficients diagonaux sont nuls et ceux sur les sous et sur diagonales valent 1. Ce
cas particulier est obtenu dans [Bou09b, Theorem 2].

Rappelons également que par construction, l’intervalle I(N, V, ℓ) tend vers la
droite réelle toute entière lorsque ℓ tend vers 0 par valeurs positives. Le spectre
presque-sûr de {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω étant indépendant de ℓ (voir [Bou13, Appendix A]), la
condition Σ ∩ I ̸= ∅ pour I ⊂ I(N, V, ℓ) \ SV peut bien être vérifiée pour ℓ suffisam-
ment petit.

2.4 Perspectives de recherches futures

Mes travaux sur les opérateurs quasi-unidimensionnels de type Schrödinger laissent
en suspens plusieurs questions que je ne suis pas parvenu à aborder ces dernières
années, faute d’idée nouvelle ou de temps. Dans la dernière section de ce chapitre je
vais en présenter un certain nombre.

1. Le résultat de localisation pour un modèle d’Anderson-Bernoulli continu et quasi-
unidimensionnel le plus général que je suis parvenu à obtenir est le Théorème 2.3.23.
Dans ce théorème, plusieurs points demanderaient à être améliorés.

Le premier de ceux-ci est l’emploi du paramètre de grand désordre ℓ pour pou-
voir traiter le cas N ≥ 1 quelconque. Dans le cas N = 2, ce paramètre n’était pas
nécessaire, tout comme il ne l’est pas pour le modèle d’Anderson-Bernoulli discret
quasi-unidimensionnel (2.7). S’il simplifie considérablement la preuve de la densité
du groupe de Fürstenberg dans le groupe symplectique, du fait qu’il permet d’évi-
ter les difficultés liées aux logarithmes matriciels, il n’est pas absurde de penser que
son usage pour un modèle unidimensionnel est un artifice technique. Dans [DSS02]
ils n’utilisent pas de tel paramètre non plus et je pense qu’il doit être possible de
s’en passer dans le modèle (2.15), même si je n’y suis jamais parvenu. Dans ma thèse
j’avais essayé d’approfondir la piste usant de l’approximation diophantienne simul-
tanée au cas N ≥ 1 quelconque, mais je butai déjà sur les problèmes de logarithmes.

Le second point est celui de la forme du potentiel à un site dans le modèle (2.15).
Il serait normal de considérer un potentiel à un site et un potentiel d’interaction pé-
riodique qui ne soient pas constants, comme dans le cas continu à valeurs scalaires
traité dans [DSS02]. Mais, dans le cas quasi-unidimensionnel cela pose un sérieux
problème de nature algébrique. En effet, si on considère un potentiel à un site ou
un potentiel d’intéraction non constant, les matrices de transfert ne sont plus des
exponentielles de matrices, mais deviennent des exponentielles ordonnées. Or, s’il
peut déjà être délicat de calculer des logarithmes d’exponentielles de matrices, du
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fait des problèmes de détermination principale, calculer des logarithmes d’expo-
nentielles ordonnées et ensuite déterminer l’algèbre de Lie engendrée par ces lo-
garithmes semble tout à fait hors de portée. Il s’agit là d’un vrai frein à l’obtention
d’une généralisation au cas quasi-unidimensionnel des résultats de [DSS02].

Le troisième point concerne tout aussi bien le modèle (2.11) que le modèle (2.15)
une fois débarassé du paramètre de grand désordre ℓ. Il s’agit alors de lever la res-
triction au cas elliptique qui impose E > 2 dans le cas N = 2 et qui apparaîtrait a
priori si on parvenait à obtenir une démonstration de la localisation indépendante de
ℓ pour (2.15). Là encore, la localisation dans le cas continu unidimensionnel à valeurs
scalaires est valable sur tout R hors d’un ensemble discret d’énergies critiques et il
n’y a aucune raison de se restreindre à une demi-droite dans R. La densité du groupe
de Fürstenberg dans le groupe symplectique doit être vraie pour toute énergie réelle
dans le cas continu quasi-unidimensionnel, sauf peut-être pour des énergies dans un
ensemble discret.

D’autres questions ouvertes sont liées de près aux modèles d’Anderson-Bernoulli
quasi-unidimensionnels continus que j’ai étudié.

Une question importante est celle du comportement des exposants de Lyapou-
nov aux énergies critiques que l’on obtient après emploi du théorème de Breuillard
et Gelander. Ces énergies sont celles pour lesquelles on ne parvient pas à démon-
trer que le groupe de Fürstenberg est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour
tout p. Cela n’interdit pourtant pas d’avoir des exposants de Lyapounov séparés en
une telle énergie, ou au moins des exposants strictement positifs. Le plus probable
reste que, soit certains exposants s’annulent tandis que d’autres non, soit certains ex-
posants successifs sont égaux en de telles énergies critiques. Déterminer cela est déjà
difficile en soi. Plus difficile encore est l’étude de la régularité de ces exposants au
voisinage d’une énergie critique. En effet, si l’on parvient à démontrer la régularité
Höldérienne pour les exposants de Lyapounov au voisinage d’une énergie critique
on peut encore démarrer la stratégie de preuve utilisée pour démontrer le critère
de localisation du Théorème 2.3.7. Pour obtenir cette régularité Höldérienne, il faut
alors faire une preuve directe, sans pouvoir recourir à la formule intégrale donnée
par le théorème de Guivarch et Raugi (voir Théorème 2.3.8). Pour cela il faut sans
doute revenir directement à l’étude de la chaîne de Markov sous-jacente qui est uti-
lisée dans la démonstration du théorème de Fürstenberg ou sa généralisation par
Guivarch et Raugi. Nous reparlerons de cela dans la cinquième partie de cette section
dédiée à la question de la régularité des exposants de Lyapounov pour une chaîne
d’Ising aléatoire. Nous pouvons tout de même déjà dire qu’il s’agit d’un problème
particulièrement ardu et que très peu de résultats de ce type existent. Ces résultats
sont obtenus par exemple sous des hypothèses très restrictives de positivité (voir
[GGG17]).

Une autre question intéressante, peut-être un peu moins dans le cas des modèles
d’Anderson que dans le cas unitaire dont nous parlerons au Chapitre 4, est de voir
si on peut adapter la méthode des moments fractionnaires au cas des opérateurs
quasi-unidimensionnels. Cela a été fait dans le cas unidimensionnel à valeurs sca-
laires dans [HSS10], mais le passage au cas quasi-unidimensionnel pose des ques-
tions techniques intéressantes, essentiellement liées à un fait simple : pour une ma-
trice inversible, en général, ||A−1|| ̸= ||A||−1. Cette observation élémentaire conduit
à plusieurs estimations difficiles à adapter depuis [HSS10] dans le cas d’opérateurs
de Schrödinger à valeurs matricielles. Bien entendu utiliser la méthode des moments
fractionnaires excluerait le cas Bernoulli et c’est pour cela que j’ai utilisé l’analyse
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multi-échelle tout au long de mes recherches sur les modèles d’Anderson-Bernoulli.
J’ai déjà évoqué vers la fin de la Section 1.2.1 une autre approche plus récente

de la localisation pour des opérateurs unidimensionnels à valeurs scalaires qui est
fondée sur des estimées de grandes déviations (voir [JZ19 ; Buc+19a ; Buc+19b]). Il
serait également intéressant de voir comment adapter cette approche au cas quasi-
unidimensionnel.

Enfin, une autre question que je me suis posée, sans avoir eu le temps de vraiment
m’y consacrer pour le moment, est de savoir si on peut encore traiter par le forma-
lisme des matrices de transfert le cas où, dans le modèle d’Anderson, les variables
aléatoires ne sont plus attachées au réseau Z, mais à un ensemble dénombrable plus
général qui pourrait même éventuellement contenir des points d’accumulation. A
priori il n’est même pas évident que l’on conserve dans ce cas un modèle ergodique
et on sera sans doute obligé de s’inspirer des résultats de Rojas-Molina , Germinet
et Müller pour des modèles où l’aléa est porté par un ensemble de Delone (voir
[GMR15]) ou des résultats de Rojas-Molina dans le cas apériodique (voir [Roj21]).

2. Pour le modèle à interactions ponctuelles (2.9) étudié dans [Bou09a], je n’ai ja-
mais publié de résultat de localisation. Comme nous le verrons à la Section 3.3, j’ai
publié pour ce modèle, dans les cas N = 2 et N = 3 des résultats de régularité
Höldérienne de la densité d’états intégrée, mais je n’ai jamais démontré que le Théo-
rème 2.3.7 peut être étendu au cas des interactions ponctuelles. Il n’est pas évident
que l’on puisse obtenir une estimée de Wegner comme (2.47) ou une estimée du type
(2.44) dans ce cas, car nous n’avons alors plus les estimées a priori utilisées dans la
preuve de l’estimée de Wegner (voir [Bou09b, Lemma 6 et Lemma 7]). Toutefois, il
reste envisageable d’obtenir des estimées sur les matrices de transfert des modèles
à interactions ponctuelles sans avoir recours aux estimées a priori, comme cela a été
fait pour les estimées nécessaires à la régularité Höldérienne des exposants de Lya-
pounov dans [Bou09a, Proposition 2].

Bien entendu, il serait également intéressant d’étendre les résultats de Zariski-
densité du groupe de Fürstenberg obtenus pour N = 2 et N = 3 au cas de N ≥ 1
quelconque. Je voudrais alors conserver des résultats indépendants d’un paramètre
de grand désordre et valable pour toutes les énergies réelles en dehors d’un éventuel
ensemble discret d’énergies critiques. Les matrices de transfert associées à ce modèle
font intervenir l’énergie et l’aléa de manière découplée, ce qui permet d’envisager de
n’avoir aucune restriction sur le domaine d’énergie comme dans les preuves pour
N = 2 et N = 3. Par contre, nos constructions dans ces deux cas étant faites à la
main et utilisant des calculs de déterminants explicites, pour le cas général il faudrait
revoir complètement cette approche.

3. Une fois obtenue la localisation pour une famille d’opérateurs {Hω}ω∈Ω dans un
intervalle donné, la question naturelle est celle des statistiques spectrales des va-
leurs propres dans cet intervalle. Dans la suite de cette discussion, on se place en
dimension 1 bien que plusieurs résultats cités sont valables en dimension supérieure.

Rappelons que dans la région de localisation, il n’y a que du spectre purement
ponctuel, adhérence d’une suite dense de valeurs propres. Si on restreint l’opérateur
Hω à un intervalle de longueur finie L > 0 avec conditions de Dirichlet aux bords, le
spectre de cet opérateur restreint H(L)

ω est ponctuel, constitué uniquement de valeurs
propres réelles. L’existence de la densité d’états intégrée implique que l’écart moyen
entre deux de ses valeurs propres est approximativement de l’ordre de l’inverse de L
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lorsque L est grande, ces valeurs propres sont donc proches les unes des autres. On
parle alors de statistiques linéaires des valeurs propres.

Soient E ∈ R et ω ∈ Ω. On considère le processus ponctuel associé aux valeurs
propres renormalisées selon l’espacement moyen en 1

L ,

ξL
E,ω = ∑

n≥0
δL(EL

n,ω−E)

où {EL
n,ω}n≥0 désigne l’ensemble dénombrable des valeurs propres de l’opérateur

H(L)
ω .

Si on se place au voisinage d’une énergie E dans un intervalle où il y a localisa-
tion d’Anderson, deux valeurs propres suffisamment éloignées l’une de l’autre se-
ront presque indépendantes et on s’attend à ce que le processus ponctuel {ξL

E,ω}ω∈Ω
converge en loi vers un processus de Poisson lorsque L tend vers l’infini. Si un mo-
dèle aléatoire présente des intervalles où il y a délocalisation et si E est prise dans
un tel intervalle, il est attendu que le processus ponctuel {ξL

E,ω}ω∈Ω converge en loi
vers un processus de type “ensemble gaussien orthogonal” ou GOE en anglais. Cette
dichotomie est connue comme la conjecture des statistiques spectrales et permettrait,
si elle était démontrée, de caractériser la localisation ou la délocalisation au travers
des statistiques spectrales locales des valeurs propres (voir [Mir00 ; EK16]).

Dans une région de localisation, le phénomène de convergence du processus
{ξL

E,ω}ω∈Ω vers un processus de Poisson a été tout d’abord démontré par Molchanov
dans [Mol81] pour un modèle aléatoire de Schrödinger continu en dimension 1, dont
le potentiel est un processus gaussien (le même modèle pour lequel la localisation a
été démontrée pour la première fois dans [GMP77]). Pour le modèle d’Anderson dis-
cret en dimension quelconque, il faut attendre 1996 et l’article de Minami [Min96] qui
pose les bases de l’analyse moderne de ce phénomène à l’aide de l’estimée portant
son nom. Cette estimée permet de mesurer la probabilité qu’au moins deux valeurs
propres de H(L)

ω sont dans un intervalle donné.
Depuis, un grand nombre de résultats de statistiques locales des valeurs propres

ont été obtenus pour divers modèles, principalement dans le cas des opérateurs de
Schrödinger mais également pour les matrices CMV (voir [KS09]). En dimension
1, notons les résultats de convergence vers des processus de Poisson obtenus par
Klopp dans [Klo14], aussi bien pour le modèle d’Anderson que pour un modèle de
déplacement aléatoire.

A la même époque, Germinet et Klopp présentent dans [GK14] un résultat géné-
ral de statistiques locales des valeurs propres et d’indépendance asymptotique des
valeurs propres de H(L)

ω pour des opérateurs aléatoires de type Schrödinger. Si, pour
une telle famille d’opérateurs, on peut obtenir à la fois une estimée de Wegner et une
estimée de Minami, alors le processus {ξL

E,ω}ω∈Ω converge en loi vers un processus
de Poisson lorsque L tend vers l’infini, dès lors que E est dans un intervalle de lo-
calisation. Si de plus on peut obtenir une estimée de décorrélation, alors les valeurs
propres renormalisées proches d’énergies de référence suffisamment éloignées sont
asymptotiquement indépendantes. Ces estimées de décorrélation sont difficiles à ob-
tenir, mais Shirley est parvenu à en démontrer dans le cas de la dimension 1, pour
des opérateurs discrets ([Shi15]) ou continus ([Shi17]) incluant les modèles d’Ander-
son classiques.
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A l’aide du cadre défini par Germinet et Klopp dans [GK14], on peut aborder des
modèles dont les potentiels aléatoires sont ou se ramènent à des opérateurs de rang
1. Pour aborder des opérateurs aléatoires dont le potentiel aléatoire est de rang su-
périeur, il est nécessaire d’obtenir des estimées de Minami généralisées, comme cela
est fait dans [TV14] dans le cas discret et dans [HK15] dans les cas discret et continu.
Dans [HK15], Hislop et Krishna démontrent que le processus {ξL

E,ω}ω∈Ω converge
en loi vers un processus de Poisson composé dans le cas discret, ce processus étant
caractérisé par le fait que la mesure de Lévy associée est supportée par un nombre
fini d’entiers déterminé par le rang du potentiel. Dans le cas continu, le support de la
mesure de Lévy peut être infini, mais sera au plus l’ensemble des entiers naturels. Les
résultats de [HK15] sont complétés par l’obtention d’une estimée de décorrélation et
par la preuve de l’indépendance asymptotique des valeurs propres renormalisées,
toujours pour des potentiels de rang arbitraire, par Hislop, Krishna et Shirley dans
[HKS21].

Je pense que les résultats de [HK15] et [HKS21] s’appliquent avec un minimum
de vérifications supplémentaires au cas du modèle {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω défini en (2.15) et
pour lequel j’ai déjà obtenu un intervalle de localisation dans lequel les appliquer.
Cela avec une grosse restriction : dans presque tous les résultats existants de sta-
tistiques locales des valeurs propres ou d’indépendance asymptotique, il est néces-
saire que les variables aléatoires intervenant dans le potentiel aléatoire soit des va-
riables à densité dont la densité vérifie certaines hypothèses supplémentaires. Cela
exclut le cas des variables de Bernoulli, et si je veux pouvoir appliquer les résultats
de [HK15] et [HKS21], je devrais supposer les variables aléatoires ω

(n)
i intervenant

dans H(N)
ω,ℓ comme étant à densité. Avec cette hypothèse de régularité supplémentaire

sur les variables aléatoires, je devrais obtenir que le processus {ξL
E,ω}ω∈Ω associé à

{H(N)
ω,ℓ }ω∈Ω converge en loi vers un processus de Poisson composé dont le support

de la mesure de Lévy peut être infini. Toutefois, en adaptant au cadre des opérateurs
quasi-unidimensionnels les techniques récentes de Dietlein et Elgart ([DE21]), il est
peut-être possible d’obtenir que le processus limite obtenu soit en fait un processus
de Poisson, ou au moins un processus de Poisson composé dont la mesure de Lévy
est à support fini.

Une autre question autrement plus difficile mais que j’aimerais aborder un jour
est celle de l’étude des statistiques locales des valeurs propres dans le cas de l’aléa
de Bernoulli. A ma connaissance, il n’existe qu’un seul résultat de ce type, celui de
Bourgain dans [Bou14c]. Il y obtient, pour le modèle d’Anderson-Bernoulli discret en
dimension 1 et à valeurs scalaires, la convergence du processus associé aux valeurs
propres renormalisées vers un processus de Poisson. Précisons qu’il renormalise les
valeurs propres non pas par la taille de l’intervalle mais directement par la den-
sité d’états intégrée en E − E0 où E parcourt le spectre de l’opérateur restreint et E0
est l’énergie à laquelle on regarde le processus. Ce résultat n’est par contre valable
que pour certaines valeurs du paramètre de grand désordre placé devant le poten-
tiel aléatoire, ces valeurs respectant des conditions algébriques précises provenant
de l’usage des résultats de [Bou14b]. Un premier résultat éventuellement accessible
serait de généraliser le résultat de Bourgain au cas discret quasi-unidimensionnel.
Le cas continu, unidimensionnel ou quasi-unidimensionnel semble pour le moment
hors de portée, les techniques de Bourgain étant vraiment particulières et adaptées
au cas discret.
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4. Depuis un an, nous avons démarré avec Sylvain Zalczer une collaboration pour
étudier la localisation pour un opérateur de Dirac aléatoire quasi-unidimensionnel.
Nous souhaitons généraliser les résultats de localisation dynamique que Sylvain a
obtenus pour un modèle de Dirac aléatoire unidimensionnel à valeurs scalaires dans
[Zal21].

Plus précisément, il considère une famille ergodique d’opérateurs aléatoires de la
forme

Hω = D0 + Vper + Vω

agissant sur L2(R, C2) où D0 = d
dx ⊗

( 0 −1
1 0

)
est l’opérateur de Dirac libre, jouant

un rôle analogue au Laplacien des opérateurs de Schrödinger. Le potentiel Vper est
une fonction 1-périodique combinaison linéaire de matrices de Pauli. Le potentiel
aléatoire Vω est un potentiel d’Anderson dont le potentiel à un site est encore une
combinaison linéaire de matrices de Pauli.

Par analogie avec les résultats que j’ai obtenu pour le modèle d’Anderson quasi-
unidimensionnel à potentiel d’interaction générique {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω, l’idée est de géné-
raliser le modèle étudié dans [Zal21] à un opérateur de Dirac quasi-unidimensionnel
agissant sur L2(R)⊗ C2N et de la forme,

Dω =

(
0 − d

dx⊗IN
d

dx⊗IN 0

)
+ Vper + Vω

où Vper est encore un potentiel périodique, combinaison linéaire de matrices de Pauli
tensorisées. Par exemple, on pourra prendre pour Vper le cas d’un potentiel constant
de la forme

Vper =
(
α1
(

0 1
1 0

)
+ α2

( 1 0
0 −1

)
+ α3

( 0 −i
i 0

)
+ α4I2

)
⊗ V,

où V est une matrice symétrique réelle générique au sens de la mesure de Lebesgue.
Le potentiel aléatoire sera également une combinaison linéaire de produits ten-

soriels de matrices de Pauli avec une matrice diagonale dont les termes diagonaux
sont des potentiels d’Anderson de la forme

Vω =
(

β1
(

0 1
1 0

)
+ β2

( 1 0
0 −1

)
+ β3

( 0 −i
i 0

)
+ β4I2

)
⊗ V̂ω

où

V̂ω = ∑
n∈Z

 c1ω
(n)
1 1[0,ℓ](·−ℓn) 0

. . .
0 cNω

(n)
N 1[0,ℓ](·−ℓn)


avec des hypothèses analogues à celles du modèle (2.15).

Les premiers calculs effectués semblent indiquer des comportement différents du
point de vue de la séparabilité des exposants de Lyapounov suivant que certains des
coefficients αi ou βi soient nuls ou non.

5. Un dernier projet de recherche lié aux questions de localisation et d’exposants de
Lyapounov est l’étude de la régularité de l’exposant de Lyapounov pour une chaîne
d’Ising aléatoire. Nous avions débuté en 2016 une collaboration avec Günter Stolz
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sur ce sujet afin de compléter un point non résolu dans son article avec Chapman
[CS15].

Soit n ≥ 1. Une chaîne de spins XY anisotropique est décrite par l’Hamiltonien
auto-adjoint

Hn =
n−1

∑
j=1

µj

(
(1 + ηj)σ

x
j σx

j+1 + (1 − ηj)σ
y
j σ

y
j+1

)
+

n

∑
j=1

νjσ
z
j (2.51)

agissant sur le produit tensoriel de n copies de C2,
⊗n

j=1 C2. Les suites de réels
(µj)j∈N, (ηj)j∈N et (νj)j∈N représentent respectivement la force de couplage, l’ani-
sotropie et le champ magnétique externe. Enfin,

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

( 0 −i
i 0

)
, σz =

( 1 0
0 −1

)
(2.52)

sont les matrices de Pauli. La chaîne de spins est dite anisotropique lorsque la suite
(ηj)j∈N est non nulle.

L’Hamiltonien Hn se ramène, après une transformation de Jordan-Wigner dé-
taillée dans [CS15], à un opérateur d’Anderson discret généralisé dont les entrées
sont des matrices 2 × 2 et pour lequel on peut utiliser le formalisme des matrices de
transfert.

Le modèle d’Ising que nous voulions étudier avec Günter Stolz correspond à une
suite (µj)j∈N constante égale à 1, une suite (ηj)j∈N constante égale à η ∈ (0, 1) ∪
(1,+∞) et à une suite (νj)j∈N formée de variables aléatoires i.i.d.. Avec ces hypo-
thèses, Chapman et Stolz démontrent la localisation en dehors de l’énergie E = 0
pour laquelle ils montrent que l’exposant de Lyapounov correspondant est encore
strictement positif, mais sans avoir la réductibilité du groupe de Fürstenberg à cette
énergie.

Notre but est donc d’étudier plus précisément l’exposant de Lyapounov associé
à la suite de matrices de transfert

Tn(E) =

(
νn − E

νn

Eνn
1−E2

νn

)
, n = 1, 2, . . . ,

où les νn sont i.i.d., de loi commune µE à densité supportée dans un compact de
(0, ∞).

Le groupe de Fürstenberg GµE est non-compact et fortement irréductible pour
E ∈ R\ {0} (voir [CS15]), l’exposant de Lyapounov γ(E) associé est donc strictement
positif et localement Hölder continu hors de E = 0. Par un calcul direct, γ(0) =
|E(log ν1)|, mais on ne peut pas conclure à la continuité Hölderienne au voisinage
de E = 0, puisque le groupe de Fürstenberg Gµ0 est réductible. Nous n’avons donc
plus de représentation intégrale pour γ(0) mettant en jeu une mesure invariante
grâce à laquelle on peut suivre la démonstration de la régularité Höldérienne des
exposants de Lyapounov comme décrite à l’étape 1 de la Section 2.3.2.

L’absence de preuve de localisation dynamique en E = 0 pour l’Hamiltonien à
une particule que l’on étudie implique que l’on ne peut pas en déduire la localisation
dynamique à plusieurs particules pour la chaîne XY anisotropique (2.51) (voir [CS15 ;
Abd+17]).
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Pour démontrer la continuité, puis la continuité Höldérienne de l’exposant de
Lyapounov au voisinage de E = 0, notre idée était de suivre une démonstration
directe en revenant à un argument de chaîne de Markov à la base de la démonstration
du théorème de Fürstenberg. Pour ce faire, nous avons voulu adapter les idées de
[GGG17], mais leur modèle est très spécifique et utilise en particulier une hypothèse
de positivité que nous n’avons pas ici. Cette absence de positivité rend l’étude de la
chaîne de Markov très compliquée et pour le moment nous n’avons pas réussi à faire
aboutir cette démarche.
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Chapitre 3

La densité d’états intégrée pour des
opérateurs quasi-unidimensionnels

Dans ce chapitre, je présente les résultats obtenus dans les articles [Bou08 ; Bou09a]
ainsi qu’un résultat de [BN15]. Les deux premiers articles traitent de la densité d’états
intégrée pour des modèles d’Anderson-Bernoulli continus à valeurs matricielles.

Dans la Section 3.1 je présente la définition et les principales étapes de la preuve
de l’existence de la densité d’états intégrée pour le modèle d’Anderson-Bernoulli à
valeurs matricielles tel que présentées dans [Bou08].

Dans la Section 3.2 je reviens au cadre des opérateurs quasi-unidimensionnels et
présente une formule de Thouless qui lie la densité d’états à la somme des expo-
sants de Lyapounov positifs. J’explique également comment cette formule de Thou-
less permet de déduire de la régularité Höldérienne des exposants de Lyapounov
obtenue au Théorème 2.3.9, la même régularité Höldérienne pour la densité d’états
intégrée. Ces résultats sont eux aussi issus de [Bou08].

Dans la Section 3.3, je présente le résultat de régularité obtenu dans le cas des
interactions ponctuelles obtenu dans [Bou09a].

Enfin, dans la Section 3.4, je présente un résultat d’asymptotique de Lifschitz au
bas du spectre obtenu en collaboration avec Hatem Najar et publié dans [BN15].

3.1 Généralités sur la densité d’états intégrée

On veut définir une fonction de comptage des niveaux d’énergie pour un sys-
tème quantique décrit par un opérateur de Schrödinger continu. Du point de vue
mathématique, cela pose problème car le spectre d’un tel opérateur continu est en
général soit un intervalle, soit, dans le cas d’une famille ergodique d’opérateurs de
Schrödinger aléatoires, un ensemble dense. Plus généralement, agissant sur un es-
pace de Hilbert de dimension infinie, le comptage des niveaux d’énergies dans un
intervalle donné ou de manière équivalente, sous une énergie fixée, peut conduire à
obtenir l’infini comme valeur.

Toutefois, ce problème n’est pas de nature physique car il est lié au fait que l’opé-
rateur ou la famille d’opérateurs étudiés sont définis sur Rd tout entier alors qu’un
système physique est défini sur un domaine borné. En restreignant nos opérateurs
à un domaine borné, on revient au cas où le spectre est composé de valeurs propres
isolées que l’on peut donc compter. Pour définir la fonction de comptage dans le cas
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des opérateurs définis sur Rd il faut alors définir une quantité indépendante asymp-
totiquement du volume du domaine borné auquel on se restreint de façon à pouvoir
faire ensuite tendre ce volume vers l’infini. Nous allons donc diviser la fonction de
comptage des opérateurs restreint à un domaine borné par le volume de ce domaine
et faire tendre le volume du domaine vers l’infini. Cette limite thermodynamique
nous permettra de définir une fonction de répartition appelée densité d’états inté-
grée associée à une mesure appelée densité d’états.

Dans [Bou08] j’ai étudié l’existence de la densité d’états intégrée et sa régularité
pour des opérateurs d’Anderson continus à valeurs matricielles de la forme :

Hω = −∆d ⊗ ID + ∑
n∈Zd

V(n)
ω (x − ℓn) (3.1)

agissant sur L2(Rd) ⊗ CD, où d et D sont des entiers naturels, ℓ est un réel stricte-
ment positif, ID est la matrice identité d’ordre D et ∆d est le Laplacien continu en
dimension d.

Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité complet et soit ω ∈ Ω. Pour tout n ∈ Z,
les fonctions x 7→ V(n)

ω (x) sont à valeurs dans les matrices symétriques, à support
dans [0, 1]d et uniformément bornées en x, n et ω. On pose aussi :

∀x ∈ Rd, Vω(x) = ∑
n∈Zd

V(n)
ω (x − ℓn)

et on note Vω l’opérateur de multiplication maximal par x 7→ Vω(x). La fonction
x 7→ Vω(x) est uniformément bornée sur R en x et en ω. Le potentiel Vω sera aussi
choisi de sorte que {Hω}ω∈Ω soit ℓZd-ergodique. En tant que perturbation bornée
de −∆d ⊗ ID, Hω est auto-adjoint sur l’espace de Sobolev H2(Rd)⊗ CD.

Fixons ω ∈ Ω. On veut définir une fonction de la variable réelle qui compte le
nombre de valeurs spectrales de Hω en-dessous d’une énergie E fixée. Pour définir
cette fonction, on commence par restreindre Hω à des cubes de volume fini dans Rd.
Soit L un entier plus grand que 1 et soit Λ = [−ℓL, ℓL]d ⊂ Rd le cube centré en 0 et
de côté 2ℓL. On pose :

H(Λ)
ω = −∆(Λ)

d ⊗ ID + ∑
n∈Zd

V(n)
ω (x − ℓn) (3.2)

la restriction de Hω agissant sur L2(Λ)⊗CD avec conditions de Dirichlet au bord de
Λ.

Remarque 3.1.1. Le paramètre ℓ > 0 n’apparaît pas dans la présentation faite dans [Bou08],
mais le rajouter ne change rien aux démonstrations de cet article. De plus, cela nous est utile
pour appliquer les résultats de [Bou08] au modèle {H(N)

ω,ℓ }ω∈Ω.

Définition 3.1.2. La densité d’état intégrée de {Hω}ω∈Ω est la fonction croissante de R
dans R+, E 7→ N(E) où pour tout réel E, N(E) est défini comme la limite thermodyna-
mique :

N(E) = lim
L→+∞

1
|Λ|#

{
λ ≤ E| λ ∈ σ(H(Λ)

ω )
}

(3.3)

où |Λ| est le volume de Λ.
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Il y a un double problème d’existence dans l’expression (3.3). On doit tout d’abord
prouver que le cardinal #{λ ≤ E| λ ∈ σ(H(Λ)

ω )} est fini pour tout E fixé et on doit
ensuite prouver l’existence de la limite. La réponse à ces deux problèmes est donnée

par l’existence d’un noyau L2 pour le sous-groupe à un paramètre (e−tH(Λ)
ω )t>0. Ce

noyau est obtenu à l’aide d’une formule de Feynman-Kac mettant en jeu une expo-
nentielle ordonnée que j’ai obtenue dans [Bou08, Proposition 1].

Commençons par présenter une formule de Feynman-Kac à valeurs matricielles
pour le semi-groupe à un paramètre (e−tHω)t>0 dont on déduit ensuite une formule

de Feynman-Kac pour (e−tH(Λ)
ω )t>0.

Soit W = C(R+, R) l’espace des fonctions continues de R+ dans R. Pour tout
t ≥ 0 on considère la fonction coordonnée :

Xt : W −→ R

w 7−→ Xt(w) = w(t)

Soit W la plus petite σ-algèbre sur W pour laquelle les applications Xt sont mesu-
rables. Pour s, t ≥ 0 et x, y ∈ Rd on note par Ws,x,t,y la mesure de Wiener condition-
nelle, definie sur (W,W), associée au mouvement brownien partant de x au temps s
et arrivant en y au temps t.

Dans [BR04] on peut trouver la formule suivante pour le noyau intégral de e−tHω

pour t > 0 et ω ∈ Ω fixés :

∀x, y ∈ Rd, ∀t > 0, Kt(x, y) =
∫

expord

(
−
∫ t

0
Vω(w(s)) ds

)
dW0,x,t,y(w). (3.4)

où expord est l’exponentielle ordonnée de Dyson (voir [DF11]). De cette formule, on

déduit l’existence d’un noyau intégral pour e−tH(Λ)
ω pour t > 0 et ω ∈ Ω fixés. On

note TΛ(w) l’instant de première sortie de Λ du chemin w ∈ W :

TΛ(w) = inf{t > 0, Xt(w) /∈ Λ}. (3.5)

Puisque l’on utilise des conditions de Dirichlet au bord de Λ pour définir H(Λ)
ω ,

on peut utiliser les résultats sur les mouvements browniens tués (voir [Kni81]) qui
conduisent au résultat suivant, que j’ai obtenu dans [Bou08].

Proposition 3.1.3. Pour tout t > 0, e−tH(Λ)
ω a un noyau intégral donné par :

∀x, y ∈ Rd, ∀t > 0, K(Λ)
t (x, y) =

1√
2πt

(∫
χ{t<TΛ(w)}(w) expord

(
−
∫ t

0
Vω(Xs(w)) ds

)
dW0,x,t,y(w) e−

|x−y|2
2t

)
(3.6)

et K(Λ)
t est dans L2(Λ2)⊗MD(C) pour tout t > 0.

De cette formule de Feynman-Kac, on déduit l’existence de la densité d’états in-
tégrée pour {Hω}ω∈Ω.
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Puisque le noyau K(Λ)
t est dans L2, on en déduit que pour tout t > 0, l’opéra-

teur e−tH(Λ)
ω est Hilbert-Schmidt sur L2(Λ)⊗ CD. En particulier il est compact et son

spectre est de la forme :

{e−tλ(Λ)
ω,j , j ≥ 0}

où (λ
(Λ)
ω,j )j≥0 est une suite croissante de nombres réels bornée inférieurement et qui

tend vers +∞. Cette suite n’est autre que le spectre de H(Λ)
ω . En particulier, pour

E ∈ R fixé :
#{λ ≤ E | λ ∈ σ(H(Λ)

ω )} = #{λ
(Λ)
ω,j ≤ E} < +∞.

Cela répond au premier problème soulevé pour démontrer l’existence de N(E).
Il reste à démontrer que la suite

(
1
|Λ|#{λ

(Λ)
ω,j ≤ E}

)
L≥1

converge vers un nombre

réel indépendant de ω : N(E). Pour cela on introduit la mesure de comptage des
valeurs propres de H(Λ)

ω :

nΛ,ω =
1
|Λ| ∑

j≥0
δ

λ
(Λ)
ω,j

(3.7)

où δ
λ
(Λ)
ω,j

est la mesure de Dirac en λ
(Λ)
ω,j . J’ai alors obtenu dans [Bou08, Proposition 2],

Proposition 3.1.4. La suite de mesures (nΛ,ω)L≥1 converge vaguement vers une mesure n
indépendante de ω lorsque L tend vers l’infini et ce pour P-presque tout ω dans Ω. De plus,
la transformée de Laplace de cette mesure limite est donnée par : ∀t > 0,

L(n)(t) =
1√
2πt

∫ ∫
Ω

TrCD expord

(
−
∫ t

0
Vω(Xs(w)) ds

)
dω dW0,0,t,0(w), (3.8)

où TrCD est la trace usuelle des matrices D × D.

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant, adapté d’un
résultat de B. Simon (voir [Sim05c, Theorem 3.9]).

Lemme 3.1.5. Soit H un opérateur auto-adjoint agissant sur L2(Λ)⊗ CD où Λ ⊂ Rd est
un compact. Supposons que pour tout t > 0 l’opérateur e−tH est de classe trace et qu’il
possède un noyau intégral Kt. Alors :

Tr(e−tH) =
∫

Λ
TrCDKt(x, x)dx.

L’existence repose également sur le théorème ergodique de Birkhoff ce qui ex-
plique pourquoi la mesure limite n obtenue est P-presque sûrement indépendante
de ω.

Définition 3.1.6. La mesure n est appelée densité d’états associée à {Hω}ω∈Ω.

De la Proposition 3.1.4, on déduit l’existence de la densité d’états intégrée et son
lien avec la densité d’états.
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Corollaire 3.1.7. Pour tout E ∈ R, la limite :

N(E) = lim
L→+∞

1
|Λ|#{λ ≤ E| λ ∈ σ(H(Λ)

ω )}

existe et est P-presque sûrement indépendante de ω. La fonction E 7→ N(E) est la fonction
de répartition de la densité d’états n :

∀E ∈ R, N(E) = n((−∞, E]).

La densité d’états caractérise le spectre presque-sûr Σ de {Hω}ω∈Ω :

supp n = Σ. (3.9)

En particulier, N est constante hors de Σ et croissante sur Σ.

3.2 Formule de Thouless et régularité Höldérienne

Le résultat d’existence de la densité d’états et de la densité d’états intégrée obtenu
au Corollaire 3.1.7 est valable en toute dimension d ≥ 1. Par contre, pour obtenir un
résultat de régularité de la densité d’états intégrée qui ne dépend pas a priori d’une
estimée de Wegner, mais qui la précède, nous allons nous restreindre au cas de la
dimension d = 1 (voir discussion Section 1.2.2).

En combinant les résultats de [KS88b] et de [DSS02], j’ai démontré dans [Bou08]
une formule de Thouless qui fait le lien entre la densité d’états et la somme des
exposants de Lyapounov positifs. Ce lien se fait au travers d’une fonction dite de
Kotani (voir [Kot84]) et en usant d’outils de l’analyse harmonique.

Avant de définir la fonction w de Kotani on définit les fonctions m de Weyl-
Titchmarsh. Soit C+ le demi-plan supérieur complexe {z ∈ C | Im(z) > 0} et C−
le demi-plan inférieur {z ∈ C | Im(z) < 0}. Soit E ∈ C+ ∪ C−. On fixe ω ∈ Ω. Il
existe alors une unique fonction x 7→ F+(x, E) à valeurs dans MD(C) (respective-
ment x 7→ F−(x, E)) satisfaisant :

−F′′
+ + VωF+ = EF+, F+(0, E) = ID, et

∫ ∞

0
||F+(x, E)||2dx < +∞

respectivement :

−F′′
− + VωF− = EF−, F−(0, E) = ID, et

∫ 0

−∞
||F−(x, E)||2dx < +∞.

Pour la démonstration de l’existence de ces fonctions, voir [Bou08, Proposition 5].

Pour E ∈ C+ ∪ C− on définit les fonctions m de Weyl-Titchmarsh, M+ et M−
associées à {Hω}ω∈Ω comme étant les dérivées en x = 0 des fonctions F± :

M+(E) =
d

dx
F+(x, E)|x=0 et M−(E) = − d

dx
F−(x, E)|x=0. (3.10)
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A ω ∈ Ω fixé, les fonctions F± et M± permettent de calculer le noyau de Green
de la résolvante de Hω hors de la droite réelle.

Soit E ∈ C+ ∪ C−. Alors (Hω − E)−1 a un noyau intégral continu GE(·, ·, ω)
donné par :

∀x, y ∈ R, GE(x, y, ω) =

{
−F−(x)(M+ + M−)−1 tF+(y) si x ≤ y
−F+(x)(M+ + M−)−1 tF−(y) si y ≤ x

Ce résultat est démontré dans [KS88b, Theorem 3.2].

On peut à présent définir la fonction w de Kotani. C’est cette fonction qui fera le
lien entre les exposants de Lyapounov et la densité d’états intégrée. En effet, la limite
tangentielle vers la droite réelle de sa partie réelle sera la somme des exposants de
Lyapounov positifs, tandis que sa partie imaginaire (toujours en limite tangentielle)
sera égale à π fois la densité d’états intégrée.

Définition 3.2.1. Soit E ∈ C+ ∪ C−. On définit la fonction w de Kotani par :

w(E) =
1
2

E(Tr(M+(E) + M−(E))).

La fonction w à les propriétés suivantes, démontrées dans [KS88b, Theorem 6.2C] :

Proposition 3.2.2. Pour E ∈ C+ ∪ C− :
1. w(E) = E(Tr(M+(E))) = E(Tr(M−(E))).

2. d
dE w(E) = E(Tr(GE(0, 0, ω))).

3. −Re w(E) = (γ1 + . . . + γD)(E).

4. E
(
Tr(Im M±(E)−1)

)
= −2Re w(E)

ImE = 2(γ1+...+γD)(E)
ImE .

Dans le point 3, précisons que la formule :

γ1(E) + . . . + γD(E) = lim
n→∞

1
n

E(log || ∧D (Tω(n−1)(E) · · · Tω(0)(E))||)

où Tω(n)(E) désigne la matrice de transfert de n à n + 1 pour tout n ≥ 0, a un sens
pour tout E ∈ C.

Mentionnons que [KS88b] ne considère que le cas de familles R-ergodiques d’opé-
rateurs de Schrödinger tandis que {Hω}ω∈Ω est Z-ergodique. Pour contourner cette
limitation, on peut utiliser la méthode de suspension de Kirsch présentée dans [Kir85].
Cette méthode permet de construire à partir de {Hω}ω∈Ω une famille d’opérateurs
{Ĥω̂}ω̂∈Ω̂ définie sur un espace de probabilités plus grand et qui est R-ergodique. La
famille {Ĥω̂}ω̂∈Ω̂ est également construite de sorte que les exposants de Lyapounov
et la densité d’états intégrée existent si et seulement si ils existent pour {Hω}ω∈Ω et
dans ce cas ils sont identiques pour les deux familles d’opérateurs.

En utilisant une formule qui fait le lien entre la densité d’états n et la famille de
mesures spectrales associées à {Hω}ω∈Ω démontrée dans [Bou08, Proposition 3], j’ai
obtenu dans [Bou08, Proposition 9] la formule suivante :
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∀E ∈ C \ R, E(Tr GE(0, 0, ω)) =
∫

R

dn(E′)

E′ − E
. (3.11)

En combinant le point 2 de la Proposition 3.2.2, la formule (3.11) puis en faisant
une intégration par parties pour faire apparaître la densité d’états intégrée, on ob-
tient, après une application de la convergence dominée et de la continuité à droite
de la densité d’états intégrée, la formule qui fait le lien entre la partie imaginaire de
w et E 7→ N(E) :

∀E ∈ R, lim
a→0+

Im w(E + ia) = πN(E). (3.12)

D’autre part, en exploitant le fait que les exposants de Lyapounov vus comme
fonctions de E ∈ C sont sous-harmoniques (voir [CS83a]) et en utilisant le point 3 de
la Proposition 3.2.2, on a un résultat analogue pour la partie réelle de w.

Pour Lebesgue-presque tout E dans R, on a :

lim
a→0+

Re w(E + ia) = −(γ1 + . . . + γD)(E). (3.13)

De plus, si I ⊂ R est un intervalle sur lequel E 7→ −(γ1 + . . . + γD)(E) est continue,
alors (3.13) est vraie pour tout E ∈ I.

On peut adapter au cas des opérateurs de Schrödinger à valeurs matricielles les
résultats d’analyse harmonique démontrés dans [Kot84] valables dans le cas des opé-
rateurs de Schrödinger à valeurs scalaires. On introduit tout d’abord l’espace des
fonctions de Herglotz :

H = {h : C+ → C+ | h est holomorphe sur C+}.

On considère alors le sous-espace de H :

W = {w ∈ H | w, w′, −iw ∈ H}.

J’ai démontré dans [Bou08, Proposition 8] que la fonction de Kotani w est dans
cet espace W .

Nous avons à présent tous les outils nécessaires pour démontrer une formule de
Thouless adaptée au cas des opérateurs de Schrödinger aléatoires continus à valeurs
matricielles. Puisque −(γ1 + . . . + γD) et πN sont respectivement, dans la limite
tangentielle, les parties réelles et imaginaires de la fonction w qui est dans l’espace
W , l’analyse harmonique développée pour cet espace par Kotani dans [Kot84] nous
donne que ces deux fonctions sont liées par une relation intégrale.

Théorème 3.2.3 (Formule de Thouless). Pour Lebesgue-presque tout E ∈ R, on a :

(γ1 + . . . + γD)(E) = −α +
∫

R
log
(∣∣∣∣E′ − E

E′ − i

∣∣∣∣) dn(E′) (3.14)

où α est un nombre réel indépendant de E et n est la densité d’états. De plus, si I ⊂ R est
un intervalle sur lequel E 7→ −(γ1 + . . . + γD)(E) est continue, alors (3.14) est vraie pour
tout E ∈ I.
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Le point de départ de la démonstration de la formule de Thouless est le fait que
comme w ∈ W , par les résultats de Kotani dans [Kot84], et en utilisant également
(3.12),

∀z ∈ C \ R, w(z) = w(i) +
∫

R
log
(

E′ − i
E′ − z

)
dn(E′). (3.15)

En passant à la partie réelle, puis en prenant la limite tangentielle vers la droite
réelle (soit z = E + ia avec a > 0 qui tend vers 0), on obtient la formule de Thouless
en utilisant finalement (3.13).

Comme pour les opérateurs d’Anderson discrets ou continus à valeurs scalaires
([CKM87 ; DSS02]), ou discrets à valeurs matricielles ([KS88b]), on peut utiliser la
formule de Thouless pour démontrer que la densité d’états intégrée a la même régu-
larité Höldérienne que les exposants de Lyapounov. C’est l’objet du résultat principal
de [Bou08].

Théorème 3.2.4. Soit I un intervalle compact de R et soit Ĩ un intervalle ouvert contenant
I. On suppose d = 1 et D ≥ 1 dans la définition de {Hω}ω∈Ω. Si le groupe de Fürstenberg
GµE de {Hω}ω∈Ω est p-contractant et Lp-fortement irréductible pour tout p ∈ {1, . . . , D}
et tout E ∈ Ĩ, alors la densité d’états intégrée associée à {Hω}ω∈Ω est Höldérienne sur I.

Ce théorème permet d’établir l’étape 3 de la démonstration du critère de loca-
lisation pour les opérateurs quasi-unidimensionnels continus de type Schrödinger
(Théorème 2.3.7).

La démonstration du Théorème 3.2.4 repose sur la formule de Thouless et sur les
propriétés de la transformée de Hilbert que l’on rappelle ici.

Si ψ ∈ L2(R), sa transformée de Hilbert est la fonction définie sur R par :

(Tψ)(x) = lim
ε→0+

1
π

∫
|x−t|>ε

ψ(t)
x − t

dt. (3.16)

Les deux propriétés de la transformée de Hilbert dont on a besoin sont les sui-
vantes. Soit ψ ∈ L2(R) :

1. T2ψ(x) = −ψ(x) pour Lebesgue-presque tout x dans R.
2. Si ψ est Höldérienne sur l’intervalle [x0 − a, x0 + a], a > 0, alors Tψ est Höldé-

rienne sur l’intervalle [x0 − a
2 , x0 +

a
2 ].

Tout d’abord, l’application E′ 7→ log
(∣∣∣E′−E

E′−i

∣∣∣) est n-intégrable sur R ce qui par
intégration par parties implique que E 7→ N(E) est continue sur R.

Soit E0 ∈ I fixé et soit a > 0 tel que [E0 − 4a, E0 + 4a] ⊂ Ĩ. On applique la for-
mule de Thouless en séparant l’intégrale sur R en deux, l’une sur [E0 − 4a, E0 + 4a]
et l’autre sur son complémentaire dans R. En intégrant à nouveau par parties, on
fait apparaître des termes de bords et la transformée de Hilbert de E 7→ ψ(E) =
N(E)χ{|E−E0|≤4a} ∈ L2(R). Cela permet de démontrer que, sur tout intervalle com-
pact inclus dans ]E0 − 4a, E0 + 4a[, Tψ à la même régularité Höldérienne que celle
donnée pour la somme des exposants de Lyapounov au Théorème 2.3.9. En par-
ticulier Tψ est Höldérienne sur [E0 − 2a, E0 + 2a]. D’où T2ψ est Höldérienne sur
[E0 − a, E0 + a] et par continuité de E 7→ N(E),

∀E ∈ [E0 − a, E0 + a], (T2ψ)(E) = −N(E).

112



3.3 CHAPITRE 3

Ainsi E 7→ N(E) est Höldérienne sur [E0 − a, E0 + a]. Or I est compact, il peut donc
être recouvert par un nombre fini d’intervalles ]E0 − a, E0 + a[⊂ Ĩ avec E0 ∈ I. Donc,
E 7→ N(E) est Höldérienne sur I.

Pour plus de détails sur la démonstration du Théorème 3.2.4, nous renvoyons à
[Bou08, Theorem 4].

En appliquant le Théorème 3.2.4 au modèle d’Anderson-Bernoulli quasi - unidi-
mensionnel à potentiel d’interaction générique étudié à la Section 2.2.3.4 et en uti-
lisant le Théorème 2.2.21, on obtient le résultat suivant de régularité de la densité
d’états intégrée pour les opérateurs quasi-unidimensionnels de type Schrödinger du
type étudié ([Bou13, Proposition 6.2]).

Théorème 3.2.5. Pour presque tout potentiel V ∈ SD(R), il existe
- un ensemble fini SV ⊂ R,
- un réel ℓC(D, V) > 0

tels que, pour tout ℓ ∈]0, ℓC(D, V)[, il existe un intervalle compact I(D, V, ℓ) ⊂ R tel que
la densité d’états intégrée associée à {H(D)

ω,ℓ }ω∈Ω est Hölderienne sur I(D, V, ℓ).

3.3 Le cas des interactions ponctuelles

Dans cette courte Section, je présente les résultats d’existence et de régularité de
la densité d’états intégrée pour le modèle d’interactions ponctuelles (2.9) que j’ai
publié dans [Bou09a].

Tout d’abord, j’adapte au cas des interactions ponctuelles la preuve de l’existence
de la densité d’états et de la densité d’états intégrée donnée à la Section 3.1. La seule
chose à faire est de démontrer une formule de Feynman-Kac pour les modèles à in-
teractions ponctuelles et à valeurs matricielles. Cette formule s’obtient en combinant
les idées de [FM03] et celles déjà présentées et issues de [Bou08].

En remarquant que les exponentielles ordonnées qui apparaissent dans (3.4) et
(3.6) deviennent des exponentielles de matrices usuelles dans le cadre des interac-
tions ponctuelles, on obtient, pour l’opérateur (2.9)

∀ f ∈ L2(R)⊗ CD, ∀x ∈ R, e−tHP,ω f (x) =
∫

R
Kt(x, y) f (y)dy (3.17)

avec
∀t > 0, ∀x, y ∈ R, Kt(x, y) =

∫
e−tV0dµx,y,ω(w) (3.18)

où pour tout ω ∈ Ω, µx,y,ω est une mesure finie sur l’espace Wx,y des chemins conti-
nus w sur [0, 1] à valeurs dans C(R+, R) tels que w(0) = x et w(1) = y.

Soit L un entier plus grand que 1 et soit Λ = [−L, L]d ⊂ Rd le cube centré en
0 et de côté 2L. Notons H(Λ)

P,ω la restriction de HP,ω agissant sur L2(Λ) ⊗ CD avec
conditions de Dirichlet au bord de Λ. Comme pour (3.6) on introduit TΛ(w) l’instant
de première sortie de Λ du chemin w ∈ W :

TΛ(w) = inf{t > 0, Xt(w) /∈ Λ}. (3.19)
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En utilisant [Kni81] comme dans [Bou08], on obtient

∀ f ∈ L2(Λ)⊗ CD, ∀x ∈ D, e−tH(Λ)
P,ω f (x) =

∫
Λ

K(Λ)
t (x, y) f (y)dy (3.20)

avec

∀t > 0, ∀x, y ∈ Λ, K(Λ)
t (x, y) =

e−
|x−y|2

2t
√

2πt

∫
χ{t<TΛ(w)}e−tV0dµx,y,ω(w). (3.21)

A nouveau, pour tout t > 0, K(Λ)
t est dans L2(Λ2)⊗MD(C), ce qui permet de re-

prendre la fin de la démonstration de l’existence de la densité d’états et de la densité
d’états intégrée que l’on a faite à la Section 3.1.

L’existence de la densité d’états et de la densité d’états intégrée étant établie pour
les opérateurs quasi-unidimensionnels de type Schrödinger à interactions ponctuelles,
se pose alors la question de la régularité de cette dernière. Il se trouve que tant la
formule de Thouless présentée au Théorème 3.2.3 que le résultat de régularité Höl-
dérienne des exposants de Lyapounov (voir Théorème 2.3.9) et de la densité d’états
intégrée (voir Théorème 3.2.4) sont valides pour la famille d’opérateurs {HP,ω}ω∈Ω.

En effet, j’ai démontré dans [Bou09a, Proposition 2] que les estimées (2.42) et
(2.43) du Théorème 2.3.9 sont vérifiées par la suite des matrices de transfert asso-
ciées à {HP,ω}ω∈Ω. Ainsi, les exposants de Lyapounov associés à {HP,ω}ω∈Ω sont
Hölder continus. Puis, pour démontrer le théorème de régularité Höldérienne de la
densité d’états intégrée, la démarche suivie pour la famille {Hω}ω∈Ω définie en (3.1)
s’applique encore. Celle-ci est basée sur l’obtention d’une formule de Thouless et les
propriétés de la transformée de Hilbert.

Pour obtenir une formule de Thouless pour {HP,ω}ω∈Ω, il faut essentiellement
adapter les résultats de Kotani et Simon dans [KS88b] au cadre des interactions ponc-
tuelles. Plus précisément, il suffit d’obtenir l’analogue de [KS88b, Theorem 2.1.a]
dans ce cadre, ce que j’ai fait dans [Bou09a, Proposition 3]. On peut ensuite dérouler
les différentes étapes de l’obtention de la formule de Thouless pour démontrer la
validité du Théorème 3.2.3 pour la famille {HP,ω}ω∈Ω.

Finalement, en combinant les Théorèmes 2.2.14 et 3.2.4, on obtient le résultat sui-
vant (voir [Bou09a, Theorem 6]).

Théorème 3.3.1. Supposons que D = 3, c2 ∈ R,et c1 et c3 sont des réels non nuls. Il existe
un sous-ensemble discret de R noté SP,3 tel que, si I ⊂ R \ SP,3 est un intervalle compact,
la densité d’états intégrée associée à {HP,ω}ω∈Ω est Hölderienne sur I.

3.4 Queues de Lifschitz
Dans cette dernière section du Chapitre 3, je présente les résultats obtenus en

collaboration avec Hatem Najar dans [BN15].
Soient d ≥ 1 et D ≥ 1 des entiers. Pour tout i ∈ {1, . . . , D}, soit (Ω̃i, Ãi, P̃i) un

espace de probabilité complet. Posons

(Ω,A,P) =

(⊗
n∈Zd

(Ω̃1 ⊗ · · · ⊗ Ω̃D),
⊗

n∈Zd

(Ã1 ⊗ · · · ⊗ ÃD),
⊗

n∈Zd

(P̃1 ⊗ · · · ⊗ P̃D)

)
,
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qui est également un espace de probabilité complet.
Dans [BN15] nous nous sommes intéressés au problème des asymptotiques de

Lifschitz au bas du spectre pour une famille ergodique d’opérateurs de la forme

∀ω ∈ Ω, Hω = −∆d ⊗ ID + W + ∑
n∈Zd

 ω
(n)
1 V1(·−n) 0

. . .
0 ω

(n)
D VD(·−n)

 , (3.22)

agissant sur L2(Rd)⊗ CD, où ∆d est le Laplacien continu en dimension d et ID est la
matrice identité d’ordre D. Posons :

H = −∆d ⊗ ID + W et Vω = ∑
n∈Zd

 ω
(n)
1 V1(·−n) 0

. . .
0 ω

(n)
D VD(·−n)

 . (3.23)

Nous faisons les hypothèses suivantes :

(H1) W : Rd → SD(R) est Zd-périodique, mesurable et bornée. L’espace SD(R) est
celui des matrices symétriques réelles.

(H2) V1, . . . , VD sont des fonctions de la variables réelles, positives, mesurables, bor-
nées et à support dans [−1

2 , 1
2 ]

d. De plus pour tout i ∈ {1, . . . , D}, on suppose
l’existence d’un cube non vide Ci ⊂ [−1

2 , 1
2 ]

d non réduit à un point tel que
Vi > 1Ci , où 1Ci est la fonction caractéristique du cube Ci.

(H3) Pour tout i ∈ {1, . . . , D}, (ω(n)
i )n∈Zd est une famille de variables aléatoires

i.i.d. sur (Ω̃i, Ãi, P̃i), bornées et dont le support de leur loi commune notée νi
contient 0 et n’est pas réduit à un singleton. On suppose également que,

∀i ∈ {1, . . . , D}, lim sup
ϵ−→0+

log | log P̃i(ω
(0)
i ≤ ϵ)|

log ϵ
= 0. (3.24)

(H4) Le bas du spectre de H est non-dégénéré au sens où : si E0(θ) est la première
valeur propre de Floquet de l’opérateur périodique H (voir (3.30)) et si θ0 ∈ T∗

est un minimum de θ 7→ E0(θ), il existe δ > 0, C1 > 0 et C2 > 0 tels que

∀θ ∈ T∗, |θ − θ0| < δ ⇒ C1|θ − θ0|2 ≤ E0(θ)− E0(θ
0) ≤ C2|θ − θ0|2. (3.25)

Remarquons que l’on peut supposer que les variables aléatoires ω
(n)
i sont de Ber-

noulli puisque dans ce cas l’hypothèse (H3) est encore vérifiée. De plus, en ajoutant
une matrice diagonale convenable au potentiel d’interaction périodique W, on peut
toujours supposer que les ω

(n)
i sont positives puisqu’elles sont par ailleurs bornées.

La famille {Hω}ω∈Ω est Zd-ergodique et on note Σ son spectre presque-sûr. Quitte
à ajouter une matrice scalaire de la forme λID à W, on peut toujours supposer que
inf Σ = 0.

Nous supposerons également qu’il existe au moins un x ∈ Rd tel que W(x) n’est
pas une matrice diagonale de sorte que nous ne puissions pas écrire Hω comme une
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somme directe ⊗D
i=1Hω,i d’opérateurs Hω,i agissant sur L2(Rd)⊗ C et pour lesquels

le résultat de queues de Lifschitz que nous avons obtenu est déjà connu.

Le modèle (3.22) est un cas particulier du modèle (3.1) étudié à la Section 3.1
pour lequel le potentiel se sépare en deux parties, l’une déterministe et périodique,
W, et une partie aléatoire Vω qui apparaît sous la forme d’une matrice aléatoire dont
les coefficients diagonaux sont des potentiels d’Anderson-Bernoulli scalaires. Nous
savons en particulier que la densité d’états intégrée associée à {Hω}ω∈Ω existe et
nous la notons comme auparavant, N : E → N(E).

Je peux à présent énoncer le résultat principal que nous avons obtenu dans [BN15].

Théorème 3.4.1. Soit {Hω}ω∈Ω définie par (3.22). On suppose les hypothèses (H1), (H2),
(H3) et (H4) vérifiées et on suppose également que inf Σ = 0. Alors,

lim
E→0+

log | log
(

N(E)− N(0+)
)
|

log(E)
= −d

2
. (3.26)

En particulier cette limite ne dépend pas de D.

Je présenterai les grandes lignes de la démonstration plus loin. Auparavant, si
on se place dans le cas des opérateurs quasi-unidimensionnels, on peut montrer que
l’hypothèse (H4) est toujours vérifiée. Ce sera l’objet des Propositions 3.4.3 et 3.4.4.
Par ailleurs, il est immédiat que la famille définie en (2.15) et où l’on remplace la
matrice V0 par une matrice V symétrique réelle quelconque de taille D ≥ 1 vérifie les
hypothèses (H1), (H2) et (H3). Nous obtenons donc également le résultat suivant :

Théorème 3.4.2. La densité d’états intégrée associée à la famille ℓZ-ergodique {H(D)
ω,ℓ }ω∈Ω

présente un comportement de queues de Lifschitz au bas du spectre presque-sûr E0, au sens
où

lim
E→E+

0

log | log
(

N(E)− N(E+
0 )
)
|

log(E − E0)
= −1

2
. (3.27)

En particulier cette limite ne dépend pas de D.

Avant de donner les principales idées de la démonstration du Théorème 3.4.1, je
présente le résultat de non-dégénérescence du bas du spectre de H en dimension 1.
Commençons par quelques rappels de théorie de Floquet dans le cas des opérateurs
à valeurs matricielles.

La décomposition de Floquet pour les opérateurs de Schrödinger périodiques à
valeurs scalaires comme présentée par exemple dans [RS78, Section XIII.6], s’adapte
parfaitement au cadre des opérateurs de Schrödinger périodiques à valeurs ma-
tricielles tel que H (3.23). Cela est fait en détails dans [BN15] et je rappelle juste
quelques notations et résultats pour la suite.

Pour y ∈ Rd, soit τy l’opérateur de translation par y défini pour u ∈ L2(Rd)⊗CD

et x ∈ Rd par (τyu)(x) = u(x − y). La Zd-périodicité de W implique l’invariance de
H par conjugaison par τn pour tout n ∈ Zd, donc H est un opérateur Zd-périodique.
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Soit (e1, . . . , ed) la base canonique de Rd. Une maille fondamentale du réseau Zd

est donnée par

C0 =

{
x1e1 + . . . + xded

∣∣∣ ∀j ∈ {1, . . . , d},−1
2
≤ xj ≤

1
2

}
.

Si C∗
0 est la maille conjuguée de C0, c’est une maille fondamentale pour le réseau

dual (Zd)∗ ≃ 2πZd et C∗
0 s’identifie au tore T∗ = Rd/2πZd.

Pour θ ∈ T∗ on note D′
θ l’espace des distributions θ-quasipériodiques sur Rd à

valeurs dans CD. Il s’agit de l’espace des distributions u ∈ D′
(Rd)⊗ CD telles que,

pour tout n ∈ Zd, τnu = e−in.θu. Soit alors Hθ = (L2
loc(R

d)⊗ CD) ∩ D′
θ, muni de la

norme de L2(C0)⊗ CD.
Puis, pour k ∈ Z, on considère les espaces Hk

θ = (Hk
loc(R

d) ⊗ CD) ∩ D′
θ, où

Hk
loc(R

d) ⊗ CD est l’espace des distributions localement dans l’espace de Sobolev
Hk(Rd)⊗ CD. On définit enfin l’espace

H =
{

u ∈ (L2
loc(R

d)⊗ L2(T∗))⊗ CD ∣∣ ∀(x, θ, n) ∈ Rd × T∗ × Zd, u(x + n, θ) = ein.θu(x, θ)
}

,

muni de la norme

∀u ∈ H, ||u||H =
1

vol(T∗)

∫
T∗

||u(., θ)||L2(C0)⊗CD dθ.

Définissons sur cet espace un opérateur de Fourier. Soit u ∈ L2(Rd)⊗CD. On définit
Uu ∈ H par

∀x ∈ Rd, ∀θ ∈ T∗, (Uu)(x, θ) = ∑
n∈Zd

ein.θ(τnu)(x) = ∑
n∈Zd

ein.θu(x − n). (3.28)

L’opérateur U est unitaire et on montre que U et H commutent. On peut alors suivre
[RS78] pour en déduire que H admet une décomposition de Floquet

UHU∗ =
∫ ⊕

T∗
Hθ dθ, (3.29)

où Hθ est l’opérateur auto-adjoint H agissant sur Hθ et de domaine H2
θ .

De cette décomposition de Floquet, on déduit comme dans [RS78] que Hθ est à
résolvante compacte (puisque H est elliptique), donc son spectre est discret et on
note

E0(θ) ≤ E1(θ) ≤ . . . ≤ Ej(θ) ≤ . . . (3.30)

les valeurs propres de Hθ, appelées valeurs propres de Floquet de H.
L’ensemble Ej(T

∗) est un intervalle fermé appelé la j-ième bande spectrale de H
et le spectre de H est donné par

σ(H) =
⋃

j∈N

Ej(T
∗).

Si d ≥ 2, les bandes spectrales peuvent s’intersecter, mais ce n’est pas le cas en dis-
mension 1 sauf éventuellement en un point au bord. La principale différence avec
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le cas scalaire est que dans le cas à valeurs matricielles les multiplicités des valeurs
propres de Floquet sont a priori supérieures aux multiplicités dans le cas où D = 1,
comme cela a été illustré récemment dans [Vel21b]. Nous allons le voir directement
par le calcul dans la preuve de la Proposition 3.4.3 où l’on suppose W constant. No-
tons que c’est ce cas qui nous intéresse finalement le plus pour l’application faite au
comportement de queues de Lifschitz pour {H(D)

ω,ℓ }ω∈Ω vue au Théorème 3.4.2.

Proposition 3.4.3. Soit H défini par (3.23) et supposons W ∈ SD(R) constant. Soit θ0 ∈
T∗ un minimum de θ 7→ E0(θ) où E0(θ) est la première valeur propre de Floquet de H.
Alors,

∀θ ∈ T∗, E0(θ)− E0(θ
0) = |θ − θ0|2.

En particulier, le bas du spectre de H est non-dégénéré.

Donnons quelques idées de la preuve. Pour une preuve complète on renvoie à
[BN15, Proposition 1].

Puisque W est symétrique réelle, on peut la diagonaliser en base orthonormée et
on note λ0 ≤ · · · ≤ λD−1 ses valeurs propres réelles. On montre alors par un calcul
direct que les valeurs propres de Floquet sont égales à Ej(θ) = θ2 + λj, pour tout
j ∈ {0, . . . , D − 1} et on a bien : E0(θ) ≤ . . . ≤ ED−1(θ). Donc E0(θ) est la première
valeur propre de Floquet de H et son minimum est atteint en θ0 = 0 et vaut λ0.
Finalement,

E0(θ)− E0(θ
0) = E0(θ)− E0(0) = θ2 + λ0 − λ0 = θ2 = |θ − θ0|2.

On déduit au passage que les valeurs propres de Floquet ont la même multiplicité
que λj vu comme valeur propre de W.

Nous pouvons maintenant donner un résultat plus général de non-dégénérescence
du bas du spectre de H dans le cas de la dimension 1.

Proposition 3.4.4. Soit H défini par (3.23) pour d = 1. Soit θ0 ∈ T∗ un minimum de
θ 7→ E0(θ) où E0(θ) est la première valeur propre de Floquet de H. Alors, il existe δ > 0,
C1 > 0 et C2 > 0 tels que

∀θ ∈ T∗, |θ − θ0| < δ ⇒ C1|θ − θ0|2 ≤ E0(θ)− E0(θ
0) ≤ C2|θ − θ0|2. (3.31)

La démonstration de ce résultat est longue et technique et est faite en détails dans
[BN15, Proposition 2]. Donnons-en quelques étapes.

Soit < ·, · >D le produit scalaire canonique sur L2([0, 1])⊗ RD et || · ||D la norme
associée. On se place dans le cas des matrices à valeurs réelles pour simplifier les
notations dans la suite.

Soient ψ1, . . . , ψ2D ∈ H2([0, 1]) ⊗ RD solutions de Hθ0ψ = E0(θ
0)ψ avec condi-

tions aux bords quasi-périodiques et conditions initiales en 0 :
ψj(0) = t(0, . . . , 1, . . . , 0) avec un 1 à la j-ième place et ψ′

j(0) = 0 si j ∈ {1, . . . , D} ;
ψj(0) = 0 et ψ′

j(0) = t(0, . . . , 1, . . . , 0) avec un 1 à la j-ième place si j ∈ {D +

1, . . . , 2D}. Posons alors

S(·, θ0) =

( (
ψ1
ψ′

1

)
· · ·

(
ψ2D
ψ′

2D

) )
∈ GLD(R)
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la matrice fondamentale du système différentiel d’ordre 1 associé à Hθ0ψ = E0(θ
0)ψ :(

ψ
ψ′

)′
=

(
0 ID

W(x)− E0(θ
0)ID 0

)(
ψ
ψ′

)
.

On utilise la matrice S(·, θ0) pour définir un nouveau produit scalaire sur l’espace
H1

θ0 ⊗ R2 via :

∀ f , g ∈ H1
θ0 ⊗ R2, < f , g >θ0=

∫ 1

0
< S(x, θ0) f (x),S(x, θ0)g(x) >R2D dx. (3.32)

Pour f ∈ H1
θ ⊗ R2, on pose

Hθ f =
d

dx
f −

(
0 ID

W(x)− E0(θ
0)ID 0

)
f (3.33)

et on définit enfin

∀u ∈ H2
θ0 , H̃θ (

u
u′ ) = S(·, θ0)−1 · Hθ · S(·, θ0) ( u

u′ ) . (3.34)

On peut montrer par un calcul mettant en jeu les quatre blocs de S(x, θ0) que,
pour tout u ∈ H2

θ0 ,〈
( u

u′ )
′ , H̃θ (

u
u′ )
〉

θ0
=
∣∣∣∣∣∣( u

u′ )
′
∣∣∣∣∣∣2

θ0
− (E0(θ)− E0(θ

0))

(
1
4

∣∣∣∣( u
u′ )
∣∣∣∣2

θ0 −
1
2

〈
( u

u′ ) , ( u
u′ )

′
〉

θ0
+ ||u′||2D

)
.

(3.35)
On peut montrer que pour θ proche de θ0,

1
4
||( u

u′ )||2θ0 −
1
2

〈
( u

u′ ) , ( u
u′ )

′
〉

θ0
+ ||u′||2D > 0. (3.36)

On utilise également le fait que comme E0(·) n’est pas constante et que θ0 est un
minimum de cette fonction, par Taylor, il existe p ≥ 2 un entier et α > 0 tels que

E0(θ)− E0(θ
0) = α|θ − θ0|p + o(|θ − θ0|p).

Par une discussion sur la valeur de p on fini par obtenir que, pour θ proche de θ0,〈
( u

u′ )
′ , H̃θ (

u
u′ )
〉

θ0
≥ 0. (3.37)

En combinant (3.35) et (3.37) et en utilisant (3.36), on obtient la majoration de E0(θ)−
E0(θ

0) dans (3.31).

Pour démontrer la minoration dans (3.31), on remarque tout d’abord que la for-
mule (3.35) est valide pour tout potentiel d’interaction W. En particulier elle l’est
pour W = 0 et dans ce cas, les calculs fait dans la démonstration de la Proposition
3.4.3 nous donnent E0(θ) = θ2, θ0 = 0 et S(·, θ0) = I2D. On note H̃θ,0 l’opérateur H̃θ
correspondant à W = 0. On a alors par un calcul direct,〈

( u
u′ )

′ , H̃θ−θ0,0 (
u
u′ )
〉

2D
= ||u′′||2D − 1

2
|θ − θ0|2 · ||u′||2D. (3.38)
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En injectant cette expression dans (3.35), il vient

||u′′||2D − 1
2
|θ − θ0|2||u′||2D =

∣∣∣∣∣∣( u
u′ )

′
∣∣∣∣∣∣2

2D
−|θ − θ0|2

(
1
4
||( u

u′ )||22D − 1
2

〈
( u

u′ ) , ( u
u′ )

′
〉

2D
+ ||u′||2D

)
.

(3.39)
Puis, en exploitant l’expression de S(x, θ0) sous forme d’exponentielle ordonnée,

on peut montrer que ∣∣∣∣∣∣( u
u′ )

′
∣∣∣∣∣∣2

θ0
≥ ||u′′||2D. (3.40)

On déduit alors de (3.40) et de la majoration déjà obtenue que pour θ proche de
θ0,

||u′′||2D − 1
2
|θ − θ0|2||u′||2D

≤
∣∣∣∣∣∣( u

u′ )
′
∣∣∣∣∣∣2

θ0
− (E0(θ)− E0(θ

0))

(
1
4
||( u

u′ )||2θ0 −
1
2

〈
( u

u′ ) , ( u
u′ )

′
〉

θ0
+ ||u′||2D

)
. (3.41)

En combinant les inégalités obtenues jusque-là et en testant sur u = t(a, 0, . . . , 0)
pour a > 0 un réel, on obtient la minoration, valable pour θ proche de θ0,

E0(θ)− E0(θ
0) ≥

1
4 a2

1
4 ||(

a
0 )||

2
θ0

|θ − θ0|2 =
1

||ψ1||2D
|θ − θ0|2. (3.42)

En posant C1 = 1
||ψ1||2D

qui est indépendante de θ (mais pas de θ0), on obtient la

minoration voulue dans (3.31).

Il n’est pas évident que le caractère non-dégénéré du bas du spectre est toujours
vrai pour d ≥ 1 et D ≥ 1 quelconques. Cela a bien été démontré dans [KS87a]
pour tout d ≥ 1 et D = 1, mais la preuve de Kirsch et Simon repose fortement
sur l’existence d’un état fondamental strictement positif dont on peut donc prendre
l’inverse. Lorsque D ≥ 1 et d = 1, on travaille avec un système différentiel d’ordre 1
dont on peut définir la matrice fondamentale qui est inversible et qui va prendre la
place de l’état fondamental de Kirsch et Simon. Cela n’est plus possible en dimension
d ≥ 2.

Passons à la démonstration du Théorème 3.4.1. On démontre séparément une
minoration et une majoration. Commençons par la minoration qui prend la forme
suivante.

Proposition 3.4.5. On suppose que {Hω}ω∈Ω vérifie les hypothèses (H1), (H2), (H3) et
(H4). Alors

lim inf
E−→0+

log
∣∣∣ log

(
N(E)− N(0+)

)∣∣∣
log E

≥ −d
2

. (3.43)

Tout d’abord, comme 0 est l’infimum de Σ, pour tout ε > 0, N(ε) − N(0) =
N(ε)− N(−ε). Ainsi, pour démontrer (3.43), il suffit de minorer N(ε)− N(−ε).
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Pour L ≥ 1 un entier, on défini le cube

CL =

{
x1e1 + . . . + xded

∣∣∣ ∀j ∈ {1, . . . , d},−L
2
≤ xj ≤

L
2

}
.

Si H(CL)
ω désigne la restriction de Hω au cube CL avec conditions de Dirichlet au bord,

on montre que pour L suffisamment grand, H(CL)
ω a un grand nombre de valeurs

propres dans l’intervalle [−ε, ε] et ce avec une probabilité proche de 1. Pour cela on
construit une famille de fonctions propres approchées associées aux valeurs propres
de H(CL)

ω dans [−ε, ε]. Ces fonctions propres sont contruites à partir d’une fonction
propre de Floquet f̃ de −∆d ⊗ ID +W associée à la valeur propre de Floquet 0 (valeur
de θ où θ 7→ E0(θ) atteint son minimum) et vérifiant une estimée du type

||(−∆d ⊗ ID + W) f̃ (·, θ)||L2(C0)⊗CD ≤ C|θ|2.

Cela est possible du fait de l’hypothèse (H4). En localisant cette fonction propre de
Floquet en θ et en imposant à la variable aléatoire ω

(n)
1 d’être petite pour n dans un

cube bien choisi (c’est là qu’intervient l’hypothèse (H3)), on obtient alors, en inté-
grant en θ, une fonction propre de H(CL)

ω . Enfin, en translatant en x cette fonction
propre de H(CL)

ω en plusieurs points et en localisant ces translatés, on obtient plu-
sieurs fonctions propres de Hω deux à deux orthogonales.

Pour les détails de la démonstration nous renvoyons à la Section 6.1 de [BN15].

Pour la majoration on démontre le résultat suivant qui, combiné à la Proposition
3.4.5, donne bien le Théorème 3.4.1.

Proposition 3.4.6. Supposons que {Hω}ω∈Ω vérifie les hypothèses (H1), (H2), (H3) et
(H4). Alors

lim sup
E−→0+

log | log(N(E)− N(0+))|
log E

≤ −d
2

.

Pour démontrer cette majoration, nous effectuons deux réductions successives
afin de nous ramener à des opérateurs de référence pour lesquels le comportement
de la densité d’états intégrée est bien établi. La première de ces réductions est une
discrétisation des opérateurs Hω à l’aide d’une base de Wannier.

Soit E ⊂ L2(Rd) ⊗ CD un sous-espace fermé, invariant par les Zd-translations,
i.e., pour tout n ∈ Zd, ΠE = τ∗

n ΠEτn, où ΠE est la projection orthogonale sur E .
Puisque ΠE est Zd-périodique, il admet une décomposition de Floquet,

ΠE =
∫ ⊕

T∗
ΠE

θ dθ,

où ΠE
θ est l’opérateur ΠE agissant sur Hθ. Ainsi, ΠE

θ est une projection orthogonale
agissant sur L2(C0)⊗ CD. La famille (ΠE

θ )θ∈T∗ est continue en θ et est donc de rang
constant. Si on fixe θ ∈ T∗, on peut trouver une base orthonormée (wm,0)m∈M de
l’image de ΠE

θ , où M ⊂ N est un ensemble d’indices indépendant de θ. En pre-
nant l’image de cette base orthonormée par U∗, on obtient une autre base orthonor-
mée notée (w̃m,0)m∈M. Si, enfin, on pose pour tout n ∈ Zd, w̃m,n = τn(w̃m,0), alors
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(w̃m,n)(m,n)∈M×Zd est une base orthonormée de E , appelée base de Wannier de E . Les
vecteurs (w̃m,0)m∈M sont appelés les générateurs de Wannier de E .

Soit J0 l’ensemble des indices des valeurs propres de Floquet de H qui s’annulent
pour des valeurs θ ∈ T∗. Notons pour j ∈ J0, wj(·, θ) une fonction propre de Floquet
associée à la valeur propre de Floquet Ej(θ) de H. On note alors Π0(θ) la projection
orthogonale sur l’espace engendré par (wj(·, θ))j∈J0 dans l’espace Hθ et on pose

Π0 = U−1
( ∫

T∗
Π0(θ)dθ

)
U : L2(Rd)⊗ CD → L2(Rd)⊗ CD.

Π0 est une projection orthogonale dans L2(Rd)⊗ CD qui est de plus Zd-periodique.
Pour estimer la densité d’états intégrée de {Hω}ω∈Ω au bas du spectre, il suffit d’es-
timer celle de l’opérateur discrétisé H0

ω = Π0HωΠ0.

Proposition 3.4.7. Supposons que {Hω}ω∈Ω satisfait aux hypothèses (H1), (H2), (H3)
et (H4). Il existe alors ε > 0 et C > 1 tels que, pour 0 ≤ E ≤ ε,

0 ≤ N(E)− N(0+) ≤ NE0(C · E), (3.44)

où NE0 est la densité d’états intégrée associée à la famille d’opérateurs discrétisés {H0
ω}ω∈Ω

et où pour tout ω ∈ Ω, H0
ω = Π0HωΠ0.

La démonstration de ce résultat repose sur la notion de base de Wannier que nous
avons présentée plus haut.

Il reste donc à obtenir une estimée de la densité d’états intégrée associée à {H0
ω}ω∈Ω.

Pour cela, on définit des approximations périodiques des opérateurs Hω en posant
pour tout entier k ≥ 1,

Hω,k = −∆d ⊗ ID + W + ∑
n∈Ck∩Zd

∑
β∈(2k+1)Z

 ω
(n)
1 V1(·−(n+β)) 0

. . .
0 ω

(n)
D VD(·−(n+β))

 .

(3.45)
On démontre que les densités d’états intégrées associées aux opérateurs Π0Hω,kΠ0

convergent en un sens à préciser vers la densité d’états intégrée de Π0HωΠ0 lorsque
k tend vers l’infini. Or il est possible de contrôler les densités d’états des opérateurs
discrets et périodiques Π0Hω,kΠ0, ce qui permet en deux étapes d’approximation de
contrôler la densité d’états intégrée de {Hω}ω∈Ω.

On note Nω,k la densité d’états intégrée associée à Hω,k et définie par

Nω,k(E) =
1

(2π)d ∑
j∈N

∫
{θ∈T∗

k , Eω,k,j(θ)≤E}
dθ. (3.46)

où Eω,k,j est la j-ième valeur propre de Floquet de Hω,k. Soit dNω,k la dérivée de Nω,k
au sens des distributions. Nous avons le résultat de convergence suivant.

Proposition 3.4.8. 1. Pour toute φ ∈ C∞
0 (R) et pour presque tout ω ∈ Ω,

lim
k→∞

⟨dNω,k, φ⟩ = ⟨dN, φ⟩.
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2. En tout point de continuité E de N, on a lim
k→∞

E(Nω,k(E)) = N(E).

La Proposition 3.4.8 permet donc d’obtenir, à partir du contrôle a priori des den-
sités d’états intégrées des Π0Hω,kΠ0, un contrôle de NE0 . Puis, par la Proposition
3.4.7, on en déduit un contrôle de la densité d’états intégrée de {Hω}ω∈Ω au bas du
spectre ce qui permet de terminer la démonstration de la Proposition 3.4.6.

Comme dit plus haut, la combinaison des Propositions 3.4.5 et 3.4.6 nous donne
le Théorème 3.4.1. En l’appliquant pour d = 1 et en utilisant la Proposition 3.4.4
(ou même la Proposition 3.4.3), on obtient finalement le Théorème 3.4.2 qui nous dit
que l’opérateur d’Anderson-Bernoulli quasi-unidimensionnel que j’ai étudié dans
[Bou13] présente pour tout potentiel d’interaction V le phénomène de queues de
Lifschitz.

Cela termine ce chapitre sur les résultats que j’ai obtenus autour de la densité
d’états intégrée.
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Chapitre 4

Opérateurs aléatoires unitaires

Dans ce chapitre, je présente les résultats obtenus en collaboration avec Laurent
Marin dans l’article [BM15]. Cet article fait suite à l’article de Laurent Marin et Her-
mann Schulz-Baldes [MS13] dans lequel est introduit le modèle de scattering zipper
déterministe. L’objet de notre collaboration dans [BM15] a été d’introduire de l’aléa-
toire dans ce modèle et d’en déduire la séparabilité des exposants de Lyapounov et
l’absence de spectre absolument continu presque-sûr.

4.1 Modèle de scattering zipper aléatoire

Soit L ≥ 1 un entier. Un scattering zipper décrit des évènements de diffusion
consécutifs dont chacun a un nombre fixe de 2L canaux entrants et de 2L canaux
sortants. À chaque évènement de diffusion est associée une matrice unitaire. Plus
précisément, un scattering zipper est décrit par une suite (Sn)n∈Z de matrices de
diffusion dans le sous-ensemble U(2L)inv du groupe unitaire U(2L) défini par :

U(2L)inv =
{(

α β
γ δ

)
∈ U(2L)

∣∣∣ α, γ, δ ∈ ML(C) et β ∈ GLL(C)
}

. (4.1)

L’opérateur de scattering zipper U associé à la suite (Sn)n∈Z est l’opérateur agis-
sant sur ℓ2(Z, CL) et défini par :

U = V W , (4.2)

où les deux opérateurs unitaires V et W agissent sur ℓ2(Z, CL) et sont donnés par

V =

 . . .
S0

S2
. . .

 ◦ SL
g , W =

 . . .
S−1

S1
. . .

 , (4.3)

où l’opérateur de shift Sg est défini en (1.26). Cela correspond au fait que les blocs de
taille 2L × 2L dans V sont translatés vers la gauche à partir de la diagonale de L co-
lonnes par rapport à ceux de W. Cela permet de mélanger les sous-blocs L × L dans
les matrices de diffusion et fait que l’action de U ne se découple pas trivialement en
l’action de V et de W. Précisons l’action de U sur les fonctions d’ondes.
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Soit z ∈ C et soit ϕ = (ϕn)n∈Z ∈ ℓ2(Z, CL) une solution de Uϕ = zϕ. Posons
ψ = Wϕ. Alors, Vψ = zϕ et ϕ = z−1Vψ. Si on revient aux matrices de diffusion,(

ψ0
ψ1

)
= S1

(
ϕ0
ϕ1

)
,
(

ϕ1
ϕ2

)
= z−1S2

(
ψ1
ψ2

)
,
(

ψ2
ψ3

)
= S3

(
ϕ2
ϕ3

)
,
(

ϕ3
ϕ4

)
= z−1S4

(
ψ3
ψ4

)
. . .

(4.4)

Que ce soit pour l’étude des propriétés spectrales de U faite dans [MS13] ou
pour pouvoir introduire de l’aléa dans sa définition, il faut décrire plus en détail
la structure des éléments de U(2L)inv. Nous allons écrire ces élements sous forme
“polaire”, faisant apparaître des phases unitaires qui seront les variables aléatoires
de notre modèle.

L’inversibilité du bloc de taille L × L qui se situe à droite en haut de chaque ma-
trice de diffusion Sn est l’unique hypothèse supplémentaire faite sur les matrices uni-
taires dans U(2L)inv. Cette hypothèse d’inversibilité assure que la diffusion des fonc-
tions d’ondes de U est effective au sens où U ne se décompose pas en une somme
d’au moins deux opérateurs unitaires. L’inversibilité d’un seul bloc L × L suffit du
fait que l’on a fait une translation de L colonnes dans la définition de V par rapport
aux colonnes de W. On peut montrer que du fait que les éléments de U(2L)inv sont
unitaires, la condition β inversible est équivalente à la condition α∗α < IL. On peut
aller plus loin et obtenir la représentation suivante, démontrée dans [MS13] :

U(2L)inv = {S(α, U, V) ∈ U(2L) | α∗α < IL et U, V ∈ U(L)} , (4.5)

où

S(α, U, V) =

(
α ρ(α)U

Vρ̃(α) −Vα∗U

)
(4.6)

et
ρ(α) = (IL − αα∗)

1
2 , ρ̃(α) = (IL − α∗α)

1
2 . (4.7)

Dans cette écriture, la suite (αn)n∈Z correspondant à la suite (Sn)n∈Z est appelée
la suite des coefficients de Verblunsky de U, par analogie avec le cas des matrices CMV,
comme nous l’avons déjà expliqué à la Section 1.2.3.

A l’aide de l’écriture (4.6) des matrices de diffusion, on peut introduire des para-
mètres aléatoires dans la définition de U de façon à définir une famille ergodique
d’opérateurs aléatoires unitaires. Pour cela, nous allons choisir aléatoirement les
phases unitaires U et V.

Soient Ω0 = U(L) × U(L), B0 la tribu borélienne sur U(L) × U(L) muni de sa
topologie usuelle de groupe de Lie et P0 = νL ⊗ νL où νL est la mesure de Haar sur
U(L). Alors, P0 est une mesure de probabilité sur Ω0.

Remarque 4.1.1. Remarquons dès à présent que l’on aurait pu choisir une probabilité quel-
conque sur Ω0 mais que dans ce cas nous ne sommes pas assurés de pouvoir démontrer le
Théorème 4.2.2. Comme nous le verrons dans la suite, seule la démonstration de ce théorème
et plus précisément celle de la Proposition 4.2.3 nécessite pour le moment cette hypothèse de
forte régularité de la probabilité P0.

On définit ensuite l’espace de probabilité :

(Ω,B, P) =

(⊗
n∈Z

Ω0,
⊗
n∈Z

B0,
⊗
n∈Z

P0

)
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dont on va noter plus explicitement les éléments ainsi : pour ω ∈ Ω et n ∈ Z, on
note

ωn = (Un(ω), Vn(ω)) ∈ Ω0.

Soit ω ∈ Ω et soit (αn)n∈Z une suite de matrices dans ML(C) indépendante de
ω telle que, pour tout n ∈ Z, α∗nαn < IL. Alors, pour tout n ∈ Z, on pose

Sn(ω) = S(αn, Un(ω), Vn(ω)) ∈ U(2L)inv,

où la suite ((Un(ω), Vn(ω)))n∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d. sur l’es-
pace de probabilité (Ω0,B0, P0). Ainsi (Sn(ω))n∈Z est une suite de matrices aléa-
toires indépendantes dans U(2L)inv, mais pas nécessairement identiquement distri-
buées puisque dépendant de la suite (αn)n∈Z.

Une fois définie une telle suite de matrices aléatoires indépendantes dans U(2L)inv,
on peut définir, pour tout ω ∈ Ω, les opérateurs Vω, Wω et Uω = Vω Wω comme
dans (4.2) et (4.3).

On appelle scattering zipper aléatoire associé à la suite (Sn(ω))n∈Z, la famille d’opé-
rateurs {Uω}ω∈Ω.

Comme nous l’avons déjà vu dans le cadre auto-adjoint, pour pouvoir étudier
des propriétés spectrales pour {Uω}ω∈Ω, il est nécessaire que ces propriétés ne dé-
pendent P-presque sûrement pas du paramètre ω ∈ Ω. C’est à nouveau une consé-
quence de l’ergodicité de la famille {Uω}ω∈Ω lorsque celle-ci l’est. Ce n’est pas le cas
si la suite des coefficients de Verblunsky (αn)n∈N est quelconque. Pour s’assurer de
l’ergodicité de la famille {Uω}ω∈Ω, nous faisons l’hypothèse très forte suivante.

Hypothèse A. La suite des coefficients de Verblunsky (αn)n∈N est constante, égale
à une matrice α ̸= 0 vérifiant α∗α < IL.

Remarque 4.1.2. L’hypothèse A implique également que la suite (Sn(ω))n∈Z est identi-
quement distribuée. Ainsi, sous cette hypothèse, (Sn(ω))n∈Z est une suite i.i.d. de matrices
aléatoires dans U(2L)inv. Ce caractère i.i.d. est important pour pouvoir définir les exposants
de Lyapounov et étudier leurs propriétés.

On définit la translation de 2, τ : Ω → Ω, par :

∀ω ∈ Ω, ∀n ∈ Z, (τ(ω))n = ωn+2.

L’application τ est ergodique sur (Ω,B, P). On déduit de cela et de l’hypothèse
A que la famille {Uω}ω∈Ω est 2Z-ergodique.

La 2Z-ergodicité remplace la Z-ergodicité que l’on a rencontrée dans les modèles
d’Anderson. Cela est dû au fait que les matrices Sn sont choisies dans U(2L) et que
les blocs de V sont translatés de seulement L colonnes et non pas 2L par rapport à
celles de W. La superposition induite sur les blocs de V et de W est une obstruction
à la Z-ergodicité que l’on peut “ignorer” en se plaçant dans le réseau 2Z.

On note de manière usuelle S1 le cercle unité de C. Puisque Uω est unitaire pour
tout ω ∈ Ω, son spectre σ(Uω) est inclus dans S1. De plus, par la 2Z-ergodicité de la
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famille {Uω}ω∈Ω, il existe Σ ⊂ S1 tel que, pour P-presque tout ω ∈ Ω, Σ = σ(Uω).
C’est le spectre presque-sûr de {Uω}ω∈Ω.

Il existe de même Σpp, Σac et Σsc sous-ensembles de S1, les spectres presque-sûrs
purement ponctuel, absolument continu et singulier continu de {Uω}ω∈Ω. C’est en
effet une propriété générale des familles ergodiques d’opérateurs, qui ne dépend
pas du fait que les opérateurs considérés soient auto-adjoints ou unitaires. Il est juste
nécessaire qu’un théorème spectral s’applique à ces opérateurs pour pouvoir définir
leurs projecteurs spectraux. C’est bien le cas pour les opérateurs unitaires et plus
généralement pour les opérateurs normaux (voir [Lax02, Chapter 31]).

4.2 Séparabilité des exposants de Lyapounov

Dans cette section, je présente le résultat de séparabilité des exposants de Lya-
pounov pour le modèle de scattering zipper aléatoire obtenu dans [BM15, Theorem
1]. Au préalable et afin de fixer les notations, je donne l’expression des matrices de
transfert associées à {Uω}ω∈Ω et je redéfini dans le cadre unitaire les exposants de
Lyapounov.

A l’aide du formalisme des matrices de transfert, nous ramenons l’étude du com-
portement asymptotique d’une solution ϕ de

Uωϕ = zϕ, pour z ∈ S1, (4.8)

à celui du comportement asymptotique d’un produit de matrices aléatoires.
Dans (4.4) on constate que l’action de Sn sur ϕ et ψ dépend de la parité de n et que

les canaux “sortants” de Sn le font à gauche et à droite, ce qui empêche d’écrire une
relation simple entre les canaux à gauche de Sn et ceux à droite de Sn. Ainsi, nous
sommes amenés à réécrire (4.4) de façon à contourner cette difficulté.

Au lieu de regarder les relations “entrées-sorties” de la matrice de diffusion Sn,
on cherche une nouvelle matrice qui permet d’exprimer

(
ϕn+1
ψn+1

)
en fonction de

(
ϕn
ψn

)
pour ϕ une solution de (4.8) et ψ = Wϕ. Cela se fait en transformant les matrices de
diffusion Sn appartenant à U(2L)inv en des éléments du groupe de Lorentz.

Le groupe de Lorentz U(L, L) de signature (L, L) est défini comme étant l’en-
semble des matrices de tailles 2L × 2L qui préservent la forme

L =

(
IL 0
0 −IL

)
, (4.9)

au sens où : T ∈ U(L, L) ⇔ T∗LT = L.

L’application de U(2L)inv dans U(L, L) :

φ :
U(2L)inv → U(L, L)(

α β
γ δ

)
7→

(
γ−δβ−1α δβ−1

−β−1α β−1

)
est une bijection. Soit z ∈ S1. Si ϕ est une solution de (4.8) et ψ = Wϕ, alors on a les
relations suivantes, démontrées dans [MS13] :

∀n ∈ Z,
(

ϕ2n
ψ2n

)
= φ(z−1S2n(ω))

(
ψ2n−1
ϕ2n−1

)
et

(
ψ2n+1
ϕ2n+1

)
= φ(S2n+1(ω))

(
ϕ2n
ψ2n

)
.

(4.10)
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Soit encore,

∀n ∈ Z,
(

ϕ2n+2
ψ2n+2

)
= φ(z−1S2n+2(ω)) · φ(S2n+1(ω))

(
ϕ2n
ψ2n

)
(4.11)

et
∀n ∈ Z,

(
ϕ2n+1
ψ2n+1

)
= φ(z−1S2n+1(ω)) · φ(S2n(ω))

(
ϕ2n−1
ψ2n−1

)
. (4.12)

Ces relations conduisent à introduire l’application T(z, ·) : Ω → U(L, L),

∀ω ∈ Ω, T(z, ω) =
(

V0(ω) 0
0 (U0(ω))∗

)
T̂0(z)

(
V1(ω) 0

0 (U1(ω))∗

)
T̂1 (4.13)

avec

T̂0(z) =
(

z−1ρ̃−1 ρ̃−1α∗

αρ̃−1 zρ−1

)
et T̂1 =

(
ρ̃−1 ρ̃−1α∗

αρ̃−1 ρ−1

)
,

Dans ce cas, on a :

∀ω ∈ Ω, ∀z ∈ S1, ∀n ∈ Z, T(z, τn(ω)) = φ(z−1S2n(ω)) · φ(S2n−1(ω)). (4.14)

La matrice T(z, τn(ω)) est la n-ième matrice de transfert associée à l’opérateur
Uω.

La suite (T(z, τn(ω)))n∈Z est une suite i.i.d. de matrices aléatoires dans U(L, L)
du fait du caractère i.i.d. de la suite ((Un(ω), Vn(ω)))n∈Z dans Ω et du fait de l’hypo-
thèse A. Pour avoir la même loi pour les matrices de transfert, il est bien nécessaire de
considérer un produit de deux matrices successives φ(z−1S2n(ω)) · φ(S2n−1(ω)) et
non pas juste une matrice. On retrouve ici l’obstruction à la Z-ergodicité de {Uω}ω∈Ω
qui conduit à la 2Z-ergodicité.

Comme précédemment dans le cas des matrices de transfert associées aux mo-
dèles d’Anderson étudiés au Chapitre 2, les matrices de transfert T(z, ·) engendrent
un cocycle Φ sur le système dynamique ergodique (Ω,B, P, (τn)n∈Z) définit par
Φ(z, ·, ·) : Ω × Z → U(L, L) et

Φ(z, ω, n) =


T(z, τn−1(ω)) . . . T(z, ω) si n > 0
I2L si n = 0
(T(z, τn(ω)))−1 . . . (T(z, τ−1(ω)))−1 si n < 0.

A partir de ce cocycle on peut définir les exposants de Lyapounov associés à la
famille ergodique {Uω}ω∈Ω.

Proposition 4.2.1. Soit z ∈ S1. Pour P-presque tout ω ∈ Ω, les limites suivantes existent
et sont égales :

Ψ(z, ω) := lim
n→+∞

((Φ(z, ω, n))∗Φ(z, ω, n))1/2n = lim
n→−∞

((Φ(z, ω, n))∗Φ(z, ω, n))1/2|n|.

(4.15)
Pour tout k ∈ {1, . . . , 2L}, soit λk(z, ω) la k-ième valeur propre de Ψ(z, ω), les valeurs
propres étant rangées dans l’ordre croissant. Il existe alors des réels λk(z) ≥ 0 tels que, pour
P-presque tout ω ∈ Ω, λk(z, ω) = λk(z).
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En effet, d’après [Arn98, Remark 3.4.10], on peut appliquer [Arn98, Theorem
3.4.11] sur C2L au lieu de R2L.

Dans la suite, on notera ΩLyap un sous-ensemble de Ω qui vérifie :

(i) P(ΩLyap) = 1,

(ii) pour tout ω ∈ ΩLyap les limites (4.15) existent,

(iii) pour tout ω ∈ ΩLyap, pour tout k ∈ {1, . . . , 2L}, λk(z, ω) = λk(z).

On peut alors définir les exposants de Lyapounov associés à la famille ergodique
{Uω}ω∈Ω comme étant les réels γk(z) définis par :

∀z ∈ S1, ∀ k ∈ {1, . . . , 2L}, γk(z) := log(λk(z)).

L’appartenance des matrices de transfert au groupe de Lorentz implique une re-
lation de symétrie sur les exposants de Lyapounov qui est la même que dans le cas
ou les matrices de transfert sont dans le groupe symplectique :

∀k ∈ {0, . . . L}, γ2L−k+1(z) = −γk(z).

Cela n’est pas surprenant du fait que comme nous allons le détailler à la fin de cette
section, le groupe de Lorentz et le groupe symplectique complexe sont conjugués via
la transformée de Cayley. Les matrices dans ces groupes partagent donc certaines
propriétés.

En particulier, les exposants de Lyapounov se regroupent encore par paires d’ex-
posants opposés :

γ1(z) ≥ · · · ≥ γL(z) ≥ 0 ≥ γL+1(z) = −γL(z) ≥ · · · ≥ γ2L(z) = −γ1(z). (4.16)

Ainsi, dans la suite nous n’étudierons que les L premiers exposants, les exposants
positifs.

Ces premières propriétés des exposants de Lyapounov nous conduisent au pre-
mier résultat démontré dans [BM15].

Théorème 4.2.2. Sous l’hypothèse A, pour tout z ∈ S1,

γ1(z) > γ2(z) > · · · > γL(z) > 0.

Pour démontrer ce théorème, la démarche est la même que dans le cas des diffé-
rents modèles d’Anderson étudiés dans la Section 2.2. L’idée est d’appliquer le critère
de Goldsheid - Margulis au groupe de Fürstenberg associé à la famille {Uω}ω∈Ω que
l’on peut définir comme étant le sous-groupe fermé de U(L, L) :

Gµz = ⟨suppµz⟩ ⊂ U(L, L),

engendré par le support de µz, la loi commune des matrices de transfert T(z, τn(ω)).
L’adhérence est prise au sens de la topologie sur U(L, L) induite par la topologie
usuelle sur M2L(C).
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Le fait que dans le cadre unitaire, le groupe de Fürstenberg soit un sous-groupe
du groupe de Lorentz et non pas du groupe symplectique nécessite quelques expli-
cations quant au fait que le critère de Fürstenberg s’applique bien. Nous supposons
donc acquis le résultat de la Proposition 4.2.3, à savoir que le groupe de Fürstenberg
est égal au groupe de Lorentz pour tout z dans S1.

Pour passer des résultats sur les exposants de Lyapounov dans le cadre symplec-
tique au cadre du groupe de Lorentz, nous suivons la stratégie de Asch, Bourget et
Joye dans [ABJ10, Theorem 6.1]. Soit z ∈ S1. En supposant le résultat de la Propostion
4.2.3, Gµz = U(L, L).

Par la transformée de Cayley, le groupe U(L, L) est unitairement équivalent au
groupe symplectique complexe. Plus précisément, si C ∈ M2L(C) est la matrice

C =
1√
2

(
IL −iIL
IL iIL

)
,

et si J est la matrice

J =
(

0 −IL
IL 0

)
,

alors
U(L, L) = CSpL(C)C∗,

où
SpL(C) = {M ∈ M2L(C)|M∗ JM = J}.

Nous en déduisons que pour tout z ∈ S1, Gµz est unitairement équivalent au
groupe SpL(C).

Pour pouvoir appliquer directement les résultats de [BL85], il nous reste à passer
du groupe symplectique complexe au groupe symplectique réel. Là encore, nous sui-
vons [ABJ10] et introduisons l’application qui sépare les parties réelles et imaginaires
d’une matrice à coefficients complexes et les placent dans des blocs :

π :
M2L(C) → M4L(R)

A + iB 7→
( A −B

B A

)
.

Finalement, π(C∗ · U(L, L) · C) ⊂ Sp2L(R).
On déduit alors de [ABJ10, Lemma 6.3] que π(C∗ · U(L, L) · C) est L2p-fortement

irréductible pour tout p ∈ {1, . . . , L} . Puis, à l’aide d’une permutation des lignes
et des colonnes, on déduit de la matrice diagonale par blocs donnée dans [ABJ10,
Lemma 6.4], un élément de U(L, L) avec 2L valeurs singulières distinctes, ce qui nous
assure que π(C∗ ·U(L, L) · C) est également 2p-contractant pour tout p ∈ {1, . . . , L}.

Nous pouvons donc appliquer le Corollaire 2.2.10 au groupe π(C∗ · U(L, L) · C)
pour obtenir que les exposants de Lyapounov associés à {Uω}ω∈Ω sont séparés et
par là-même les L premiers exposants sont strictement positifs d’après (4.16).

Il nous reste donc à montrer la proposition suivante.

Proposition 4.2.3. Pour tout z ∈ S1, Gµz = U(L, L).
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Pour cela, nous commençons par décrire les générateurs du groupe de Fürsten-
berg. Puisque (T(z, τn(ω)))n∈Z est une suite i.i.d. dans U(L, L), en utilisant l’hypo-
thèse A et le fait que le support de la mesure de Haar est le groupe unitaire U(L) tout
entier, on a :

Gµz =
〈{(

V0 0
0 (U0)

∗

)
T̂0(z)

(
V1 0
0 (U1)

∗

)
T̂1

∣∣∣(U0, V0, U1, V1) ∈ U(L)4
}〉

. (4.17)

Puis, par connexité du groupe de Lorentz U(L, L), pour montrer la Proposition
4.2.3, il suffit de montrer l’égalité des algèbres de Lie de ces deux groupes de Lie.
L’algèbre de Lie de U(L, L) est donnée par

u(L, L) = Lie(U(L, L)) = {T ∈ M2L(C) | T∗L+ LT = 0},

soit encore,

u(L, L) =
{(

A B
B∗ D

)
∈ M2L(C)

∣∣∣∣ A∗ = −A, D∗ = −D, (A, B, D) ∈ ML(C)

}
.

Notons g(z) := Lie(Gµz).

Pour U0 = V0 = U1 = V1 = IL, on a T̂0(z)T̂1 ∈ Gµz . D’où, (T̂0(z)T̂1)
−1 est

également dans Gµz . En prenant cette fois U1 = V1 = IL, en laissant U0, V0 parcourir
le groupe U(L) et en multipliant à droite par (T̂0(z)T̂1)

−1, il vient,

∀(U0, V0) ∈ U(L)2,
(

V0 0
0 U∗

0

)
∈ Gµz .

A cette étape, on utilise de manière cruciale le fait que le support de la mesure de
Haar est U(L) tout entier. Nous discuterons de cela dans la Section 4.4.

De la première étape, on déduit que U(L) ⊕ U(L) ⊂ Gµz ce qui implique que
Lie(U(L))⊕ Lie(U(L)) ⊂ g(z) dont on déduit, puisque

Lie(U(L)) = {A ∈ ML(C)|A∗ = −A},

a1 =

{(
A 0
0 D

)∣∣∣∣ A∗ = −A, D∗ = −D, (A, D) ∈ ML(C)2
}

⊂ g(z).

La construction des blocs diagonaux des matrices dans g(z) est donc obtenue très
rapidement du fait que l’on a supposé un aléa très régulier pour nos phases unitaires
U et V. Il s’agit ensuite de construire les blocs non-diagonaux.

Pour cela, on commence par reprendre V0 = U0 = IL puis pour j ∈ {1, . . . , L} et
t ∈ R, V1 = diag(1, . . . , 1, eit, 1, . . . , 1) avec eit à la j-ième place et U1 = IL. On dérive
en t = 0 pour obtenir

∀j ∈ {1, . . . , L}, iT̂−1
1

(
Ejj 0
0 0

)
T̂1 ∈ g(z),
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où Ekl ∈ ML(C) est la matrice élémentaire dont les coefficients valent tous 0 sauf le
coefficient (k, l) qui vaut 1. En sommant sur j il vient,

iT̂−1
1

(
IL 0
0 0

)
T̂1 ∈ g(z).

soit encore

i
(

0 ρ̃−2α∗

−αρ̃−2 0

)
∈ g(z).

Nous avons donc des matrices dans g(z) avec des blocs hors de la diagonale. En
utilisant la non nullité de α et l’inversibilité de ρ̃−2, en usant des crochets de Lie, on
obtient l’existence d’un couple d’indices (j0, k0) ∈ {1, . . . , L}2 et de c ∈ C, avec c ̸= 0
tels que

i
(

0 cEk0 j0
−cEj0k0 0

)
∈ g(z). (4.18)

En utilisant de bonnes combinaisons de crochets de Lie on peut alors montrer suc-
cessivement que

∀(j, k) ∈ {1, . . . , L}2 \ {(j0, k0)},
(

0 Ekj
Ejk 0

)
∈ g(z) et

(
0 iEkj

−iEjk 0

)
∈ g(z),

(4.19)
puis (

0 Ek0 j0
Ej0k0 0

)
∈ g(z), (4.20)

et enfin (
0 iEk0 j0

−iEj0k0 0

)
∈ g(z). (4.21)

Alors, si on note

a2 =

{(
0 B

B∗ 0

)∣∣∣∣ B ∈ ML(C)

}
,

comme les éléments de g(z) construits en (4.19), (4.20) et (4.21) forment une base de
a2, il vient

a2 ⊂ g(z).

Finalement, puisque u(L, L) = a1 ⊕ a2 ⊂ g(z) on obtient bien u(L, L) = g(z) ce
qui démontre la Proposition 4.2.3.

Pour plus de détails sur les étapes de construction des éléments dans g(z), nous
renvoyons à la démonstration de [BM15, Proposition 2].

Remarque 4.2.4. Dans le cas où α = 0, on montre que g(z) = a1 ⊊ u(L, L). Ainsi
l’hypothèse α ̸= 0 est essentielle pour démontrer la Proposition 4.2.3.
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4.3 Théorie de Kotani dans le cadre unitaire
Dans [BM15] nous avons également obtenu un résultat d’absence de spectre ab-

solument continu presque-sûr pour la famille {Uω}ω∈Ω.

Théorème 4.3.1. Sous l’hypothèse A, le scattering zipper aléatoire {Uω}ω∈Ω n’a pas de
spectre absolument continu presque-sûr : Σac = ∅.

Comme dans le cas auto-adjoint présenté dans [KS88b], le Théorème 4.3.1 dé-
coule d’un résultat plus général qui fait le lien entre la multiplicité du spectre ab-
solument continu de Uω et le nombre d’exposants de Lyapounov s’annulant à une
énergie donnée.

Pour j ∈ {1, . . . , L}, on pose

Zj =
{

z ∈ S1 | ∃ l1, . . . , l2j ∈ {1, . . . , 2L}, γl1(z) = · · · = γl2j(z) = 0
}

.

Théorème 4.3.2. Soit (αn)n∈Z une suite de coefficients de Verblunsky telle que le scattering
zipper aléatoire associé {Uω}ω∈Ω soit ergodique. Pour P-presque tout ω ∈ Ω, la multipli-
cité du spectre absolument continu de Uω dans Zj est au plus 2j.

Remarque 4.3.3. Le Théorème 4.3.2 ne nécessite pas l’hypothèse A, mais seulement l’ergo-
dicité a priori de la famille {Uω}ω∈Ω (qui est bien entendu impliquée par l’hypothèse A).

Nous allons donner les grandes lignes de la démonstration du Théorème 4.3.2
dont on déduira rapidement le Théorème 4.3.1 à l’aide du Théorème 4.2.2. Pour cela,
nous adaptons au cadre unitaire l’analogue du Théorème d’Ishii-Pastur démontré
dans [KS88b, Theorem 5.4] dans le cas auto-adjoint et à valeurs matricielles.

Dans notre cadre unitaire (et donc discret), une suite φ ∈ (CL)Z est dite polyno-
mialement bornée s’il existe C > 0 et p ≥ 1 tels que

∀n ∈ Z, ||φn||CL ≤ C(1 + |n|)p,

où || · ||CL est une norme quelconque sur CL. On démontre alors la proposition sui-
vante [BM15, Proposition 3].

Proposition 4.3.4. Soient j ∈ {1, . . . , L} et z ∈ Zj fixés. Soit ω ∈ ΩLyap. Alors tout
sous-espace de l’espace

{φ ∈ (CL)Z | Uω φ = zφ, φ /∈ ℓ2(Z)⊗ CL et φ est polynomialement bornée }

est de dimension au plus 2j.

Nous donnons les principales étapes de la démonstration de cette proposition qui
reprend la trame de la démonstration faite dans [KS88b, Lemma 5.5]. Nous définis-
sons les sous-espaces suivants :

Vsol(z) = {φ ∈ (CL)Z | Uω φ = zφ},

VP(z) = {φ ∈ Vsol(z) | φ est polynomialement bornée },
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et
Vℓ2(z) = {φ ∈ Vsol(z) | φ ∈ ℓ2(Z)⊗ CL}.

Nous voulons montrer que

dim VP(z) ≤ 2j + dim Vℓ2(z).

En adaptant au cadre du groupe de Lorentz la démonstration de [KS88b, Lemma 5.5]
faite dans le cadre symplectique, nous sommes amenés à poser, pour φ = (φn)n∈Z

et ψ = (ψn)n∈Z dans Vsol(z),

W(φ, ψ) =
( φ0

φ1

)∗ L ( ψ0
ψ1

)
.

Alors, W est une forme antisymétrique non-dégénérée sur Vsol(z). On en déduit que
si V1 et V2 sont deux sous-espaces de Vsol(z) tels que

∀φ ∈ V1, ∀ψ ∈ V2, W(φ, ψ) = 0, (4.22)

alors
dim V1 + dim V2 ≤ 2L. (4.23)

On pose enfin :

D± = {φ ∈ Vsol(z) | φ décroît exponentiellement en ± ∞}.

Puisque z ∈ Zj, parmi les 2L exposants de Lyapounov, exactement 2j s’annulent en
z. Ainsi par le théorème d’Oseledets,

dim D± = L − j.

De plus, D+ ∩ D− ⊂ Vℓ2(z) d’où,

dim (D+ + D−) ≥ 2L − 2j − dim Vℓ2(z). (4.24)

Si φ ∈ VP(z) et ψ ∈ D+ + D−, par domination directe pour la limite( φ0
φ1

)∗ L ( ψ0
ψ1

)
= lim

|n|→+∞

( φn
φn+1

)∗ L ( ψn
ψn+1

)
= 0 (4.25)

et pour la première égalité on utilise le fait que la suite
(( φn

φn+1

)∗ L ( ψn
ψn+1

))
n∈Z

est

constante pour φ et ψ dans Vsol(z), du fait que |z| = 1 et T(z, τn(ω)) ∈ U(L, L).
Donc, si φ ∈ VP(z) et ψ ∈ D+ + D−, W(φ, ψ) = 0. Cela implique, par (4.23),

dim VP(z) + dim (D+ + D−) ≤ 2L.

En combinant avec l’inégalité (4.24),

dim VP(z) ≤ 2j + dim Vℓ2(z)

ce qui termine la démonstration de la Proposition 4.3.4.

Soit ZPB l’ensemble des nombres complexes z ∈ S1 tels que l’équation Uω φ = zφ
admette une solution polynomialement bornée non-triviale. Comme l’opérateur Uω
a une structure de bande, on peut lui appliquer les résultats de [BHJ03]. En particu-
lier, [BHJ03, Lemma 5.4] et [BHJ03, Corollary 5.2] appliqués à la famille {Uω}ω∈Ω
conduisent au résultat suivant.

135



CHAPITRE 4 4.3

Proposition 4.3.5. Pour P-presque tout ω ∈ Ω,

σ(Uω) = ZPB = {z ∈ S1 | ∃φ ∈ VP(z) \ {0}}

et ES1\ZPB
(Uω) = 0, où ES1\ZPB

(Uω) est le projecteur spectral sur S1 \ ZPB associé à
l’opérateur unitaire Uω.

Des Propositions 4.3.4 et 4.3.5, on déduit la proposition suivante qui précise l’énoncé
du Théorème 4.3.2, au sens où elle donne l’ensemble de mesure pleine pour lequel le
résultat est vrai, mais également au sens où elle ne suppose pas l’ergodicité de la fa-
mille {Uω}ω∈Ω . Celle-ci reste nécessaire pour pouvoir parler de spectre absolument
continu presque-sûr dans le Théorème 4.3.2.

Proposition 4.3.6. Pour tout ω ∈ ΩLyap, la multiplicité du spectre absolument continu de
Uω dans Zj est au plus 2j.

Pour démontrer cette proposition, on peut reprendre les étapes de [Cyc+87, Theo-
rem 9.13] en les adaptant au contexte des opérateurs unitaires.

Soit ω ∈ ΩLyap. Pour ∆ un borélien de S1, on note E∆(Uω) le projecteur spectral
sur ∆ associé à Uω et par Eac

∆ (Uω) le projecteur spectral sur la partie absolument
continue de σ(Uω) dans ∆.

Pour démontrer l’assertion de la Proposition 4.3.6, il faut démontrer que

rg Eac
Zj
(Uω) ≤ 2j.

Par la Proposition 4.3.5, ES1\ZPB
(Uω) = 0, d’où

Eac
Zj
(Uω) = Eac

Zj∩ZPB
(Uω) = Eac

Zj∩ZPB∩S(Uω) + Eac
Zj∩ZPB∩Sc(Uω),

où S = {z ∈ S1 | ∃φ ∈ VP(z) ∩ Vℓ2(z), φ ̸= 0}.
Si z ∈ S, alors z est une valeur propre de Uω. Par ailleurs, comme l’espace de Hil-

bert ℓ2(Z)⊗ CL est séparable, il ne peut y avoir qu’un nombre au plus dénombrable
de vecteurs propres de Uω deux à deux orthogonaux. Donc, S étant dénombrable,
sa mesure de Haar est nulle. D’où,

Eac
Zj∩ZPB∩S(Uω) = 0 et Eac

Zj
(Uω) = Eac

Zj∩ZPB∩Sc(Uω). (4.26)

Mais, puisque z ∈ Zj, par la Proposition 4.3.4,

rg EZj∩ZPB∩Sc(Uω) ≤ 2j

ce qui implique que
rg Eac

Zj∩ZPB∩Sc(Uω) ≤ 2j. (4.27)

En combinant (4.26) et (4.27), on a bien démontré que

rg Eac
Zj
(Uω) ≤ 2j.

On peut aller plus loin. Rappelons que ν1 est la mesure de Haar sur U(1) = S1.
On a alors le corollaire suivant,
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Corollaire 4.3.7. Si pour ν1-p.t. z ∈ S1, γ1(z) ≥ · · · ≥ γL(z) > 0, alors Σac = ∅.

Soit z ∈ S1 tel que γL(z) > 0. Dans ce cas, aucun des exposants de Lyapounov ne
s’annule en z, donc z ∈ Z0. Par la Proposition 4.3.6, Eac

Z0
(Uω) = 0. Mais si ∆ est un

borélien de S1, comme par hypothèse ν1(Z0) = 1,

Eac
∆ (Uω) = Eac

∆∩Z0
(Uω) = 0, pour P-p.t ω ∈ Ω.

Cela implique que Σac = ∅ par définition de Σac.

Finalement, le Corollaire 4.3.7 et le Théorème 4.2.2 impliquent le Théorème 4.3.1 :
le scattering zipper aléatoire {Uω}ω∈Ω n’a pas de spectre absolument continu presque-
sûr.

Cela termine la présentation des résultats contenus dans [BM15].

4.4 Perspectives de recherches futures

Le modèle de scattering zipper et plus précisément sa version aléatoire n’a été
que très peu étudié. Il n’y a, à ma connaissance, que deux articles qui considèrent
précisément ce modèle, [MS13] et [BM15]. Cela en fait donc un modèle pour lequel
de très nombreuses questions classiques restent ouvertes.

La première de ces questions ouvertes pour le scattering zipper aléatoire est celle
de la localisation d’Anderson et dynamique. Le résultat de séparation pour les ex-
posants de Lyapounov que nous avons obtenu avec Laurent Marin est un signe fort
de la localisation d’Anderson. Comme nous l’avons vu au Théorème 2.3.7, le fait de
montrer que le groupe de Fürstenberg associé à une famille ergodique d’opérateurs
aléatoires quasi-unidimensionnels de type Schrödinger est suffisamment gros dans
le groupe symplectique implique la localisation dynamique et par là-même la locali-
sation d’Anderson. Il est tout à fait raisonnable de penser que l’on puisse démontrer
un théorème analogue au Théorème 2.3.7 pour des familles ergodiques d’opérateurs
unitaires quasi-unidimensionnels comme l’est le scattering zipper aléatoire.

Ce projet de recherche sur la localisation pour le modèle de scattering zipper
aléatoire est l’objet de la thèse de doctorat d’Amine Khouildi dont le directeur est
Hatem Zaag et dont je suis le co-directeur. Il aborde ce problème par la Méthode des
Moments Fractionnaires qui est la méthode utilisée également dans les démonstra-
tions de localisation d’Anderson pour d’autres modèles unitaires comme le modèle
d’Anderson unitaire étudié dans [HJS09] ou le modèle de Chalker-Coddington étu-
dié dans [ABJ10]. Il tente en particulier d’adapter les idées de [HJS09] au cas quasi-
unidimensionnel.

Il serait toutefois possible d’envisager une approche par l’analyse multi-échelle
pour étudier ce modèle unitaire comme l’ont fait Cedzich et Werner dans [CW21]
dans le cadre de marches quantiques unitaires. Cela permettrait alors de traiter la
question de la localisation pour un modèle de scattering zipper aléatoire dans le-
quel les phases unitaires feraient apparaître un aléa bien plus singulier qu’un tirage
uniforme suivant la mesure de Haar.

Une dernière approche possible serait d’adapter les preuves portant sur les ma-
trices CMV dans [Sto+05] et basées sur les inégalités de grandes déviations au cas
quasi-unidimensionnel.
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Si nous voulions adapter la démarche suivie dans le cadre des opérateurs d’An-
derson - Bernoulli quasi-unidimensionnels, nous serions amenés à obtenir des résul-
tats sur la densité d’états intégrée associée au scattering zipper aléatoire. Une pre-
mière question à se poser est l’existence même de la densité d’états intégrée dans ce
cadre, mais il me semble que les démonstrations usuelles d’existence devraient pou-
voir s’adapter sans grande difficulté. Beaucoup moins évidente est la question de la
régularité de la densité d’états intégrée. Il faudrait pour cela étudier tout d’abord la
régularité Höldérienne des exposants de Lyapounov ce qui ne semble pas poser de
réelle difficulté, puis démontrer une formule de Thouless analogue à celle obtenue
dans [KS88b, Theorem A.1]. Nous avions commencé avec Laurent Marin à réfléchir
à une démonstration d’une telle formule de Thouless pour le scattering zipper aléa-
toire, mais nous avions buté sur certaines difficultés. Il serait judicieux de s’y replon-
ger plus longuement et avec peut être le regard neuf d’un doctorant ou d’un autre
collaborateur, afin de démontrer une telle formule et d’aboutir à un résultat de régu-
larité de la densité d’états intégrée qui devrait alors nous conduire assez rapidement
vers une estimée de Wegner. De mon point de vue, l’obtention d’une formule de
Thouless est pour le moment le principal obstacle à débloquer pour suivre la voie de
l’analyse multi-échelle dans une preuve de la localisation d’Anderson et dynamique
pour le scattering zipper aléatoire.

L’approche par l’analyse multi-échelle autorisant un aléa de type Bernoulli dans
les variables aléatoires en jeu, une généralisation naturelle de notre résultat de sépa-
rabilité des exposants de Lyapounov obtenu avec Laurent Marin serait de traiter le
cas où les phases unitaires aélatoires auraient une forme plus particulière et contien-
draient des coefficients faisant intervenir des variables aléatoires de Bernoulli. Plus
précisément, je pense qu’il est possible de démontrer un résultat de séparabilité des
exposants de Lyapounov du type :

Conjecture 4.4.1. Il existe un ensemble de mesure de Haar nulle V dans U(L)× U(L) tel
que,

— pour tout (U, V) ∈ (U(L)× U(L)) \ V ,
— pour toute suite ((Un(ω), Vn(ω)))n∈Z ∈ Ω de la forme

Un(ω) = Udiag(eiθ(1)n,ω , . . . , eiθ(L)
n,ω) et Vn(ω) = Vdiag(eiη(1)

n,ω , . . . , eiη(L)
n,ω)

où les (θ(i)n,·)n∈Z et (η(i)
n,·)n∈Z sont des suites de variables aléatoires i.i.d. indépendantes

entre elles, de lois communes respectives λi et µi telles que pour a ̸= b, {a, b} soit
inclus dans le support de chaque λi et µi,

si on pose Sn(ω) = S(α, Un(ω), Vn(ω)), alors les exposants de Lyapounov associés au
scattering zipper aléatoire défini par la suite de matrices aléatoires (Sn(ω))n∈Z sont séparés.

Nous n’y sommes pas parvenu à l’époque avec Laurent Marin, mais il me semble
tout à fait raisonnable qu’un tel résultat soit correct compte tenu des calculs me-
nés sur le groupe de Fürstenberg associé au modèle de Chalker-Coddington dans
[ABJ10].

Comme nous l’avons expliqué à la Section 2.4, la question naturelle qui se pose
après avoir démontré la localisation d’Anderson est comment se répartissent les va-
leurs propres des opérateurs restreints à des cubes. Bien entendu, aucun résultat
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de statistique spectrale n’est connu pour le scattering zipper aléatoire, la question
même de la localisation n’étant pas encore traitée. A ma connaissance, il y a peu
de résultats de statistique spectrale dans le cas des opérateurs unitaires aléatoires,
la plupart des résultats connus l’étant pour des modèles auto-adjoints, soit des mo-
dèles d’Anderson, soit des modèles de déplacement ou de Poisson. Toutefois, il est
heureux que l’un des rares articles publiés sur ce sujet dans le cas unitaire le soit pour
le cas des matrices CMV dans le cas scalaire. Il s’agit des résultats de Killip et Stoi-
ciu ([KS09]) qui ont obtenu les statistiques spectrales pour les opérateurs CMV dans
différents régimes. Ils font le lien entre la vitesse de décroissance des coefficients de
Verblunsky et le type de statistiques spectrales observées : pour des coefficients de
Verblunsky qui décroissent rapidement, ils obtiennent un processus limite pour les
valeurs propres renormalisées qui est un processus d’horloge avec espacement fixe
de 2π. Pour des coefficients de Verblunsky qui décroissent lentement, ils obtiennent
à la limite un processus de Poisson. Dans un cas intermédiaire, ils obtiennent un
processus dit de β-ensemble (voir [KS09, Theorem 1.7]).

Pour revenir à l’approche de la localisation d’Anderson par l’analyse multi-échelle
comme initiée dans [CW21], notons que Cedzich et Werner présentent relativement
rapidement les détails de la mise en place d’un schéma d’analyse multi-échelle dans
le cadre unitaire. Avec Constanza Rojas-Molina et Olivier Bourget, nous avons le
projet d’écrire plus en détails les différentes étapes et ingrédients de l’analyse multi-
échelle dans un cadre unitaire. L’idée est ensuite de l’appliquer à la démonstration
de la localisation d’Anderson et dynamique pour des marches quantiques dans un
environnement de Bernoulli.
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Chapitre 5

L’opérateur d’Airy-Schrödinger
périodique sur la droite réelle

Dans ce chapitre, je présente les résultats obtenus en collaboration avec Olivier
Lafitte et publiés dans [BL18] et [BL21]. Nous avons également publié sous forme
d’actes de conférence, [BL15] et [BL16]. Les résultats présentés dans [BL15] sont tous
contenus dans [BL18]. Ceux contenus dans [BL16] n’ayant pas fait l’objet d’une pu-
blication sous forme d’article dans une revue, je ne les présenterai pas en détail dans
ce chapitre, je les évoquerai juste dans les perspectives futures de recherche à la Sec-
tion 5.3.

5.1 L’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique

5.1.1 Présentation du modèle
Soit 2L0 ∈ R∗

+ une longueur caractéristique modélisant la distance entre deux
ions rangés sur un réseau périodique de dimension 1. Le comportement d’un élec-
tron de masse m dans ce réseau périodique est modélisé par l’opérateur de Schrö-
dinger périodique agissant sur l’espace de H2(R) suivant :

H = − h̄2

2m
d2

dz2 + V, (5.1)

où h̄ est la constante de Planck réduite et V est la fonction 2L0-périodique sur R
définie par

∀z ∈ [−L0, L0], V(z) = V0 ×
(
|z|
L0

− 1
)

,

V0 ∈ R∗
+ étant un potentiel de référence. Dans ce modèle, les ions sont situés aux

points d’abscisses 2nL0 pour n ∈ Z, ces points correspondant aux minima du poten-
tiel V.

L’opérateur H est appelé opérateur d’Airy-Schrödinger périodique sur R.

Puisque V est périodique et localement intégrable, la théorie des opérateurs pé-
riodiques décrite en détails dans [RS78] assure que l’opérateur H a un spectre pu-
rement absolument continu et que ce spectre est une union d’intervalles, les bandes
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spectrales :
σ(H) =

⋃
p≥0

[
Ep

min, Ep
max
]

,

où Ep
min et Ep

max sont les bords des bandes spectrales. Pour p ≥ 0, [Ep
min, Ep

max] est
appelée la p-ième bande spectrale et (Ep

max, Ep+1
min ) est appelé le p-ième trou spectral.

Afin de décrire le spectre de H, nous considérons l’équation en ψ ∈ H2(R),

− h̄2

2m
ψ′′ + V(z)ψ = Eψ . (5.2)

Puisque le potentiel V est affine sur chaque intervalle [nL0, (n + 1)L0], pour tout n ∈
Z, nous reconnaissons dans (5.2), après avoir translaté et mis à l’échelle la variable,
l’équation d’Airy : u′′ = zu.

Afin de mettre (5.2) sous forme canonique au sens de l’analyse semiclassique,
nous introduisons un paramètre semiclassique h,

h :=
h̄

L0(2mV0)
1
2

. (5.3)

Nous introduisons également les notations suivantes : pour tout réel E, posons

E = E
V0

et en particulier, posons pour tout p ≥ 0, Ep
min =

Ep
min
V0

et Ep
max = Ep

max
V0

.

Nous utilisons ces notations et le paramètre semiclassique h pour écrire l’opéra-
teur d’Airy-Schrödinger périodique dans une forme analogue à celle de l’opérateur
étudié dans [Har79].

Soit H l’opérateur de Schrödinger périodique agissant sur l’espace de Sobolev
H2(R) et défini par

H = −h2 d2

dx2 ϕ + V(x) (5.4)

où V est la fonction 2-périodique égale à V(x) = |x| − 1 sur l’intervalle [−1, 1].

Alors, l’équation (5.2) est équivalente à :

Hϕ = Eϕ, ϕ ∈ H2(R). (5.5)

Rappelons que u et v désignent les solutions canoniques de l’équation d’Airy
(celles dont les conditions de Cauchy en 0 sont (1, 0) et (0, 1), base canonique de R2).

Nous utiliserons également les fonctions classiques d’Airy, Ai et Bi. La fonction
d’Airy Ai joue un rôle spécial parmi les solutions de u′′ = xu. Elle engendre l’unique
famille de solutions sous-dominantes de cette équation de Sturm. Elle est également
l’unique solution de l’équation d’Airy dans S ′(R) et dont la transformée de Fou-
rier vérifie Âi(0) = 1. La fonction Bi est la solution de l’équation d’Airy dont les
conditions initiales vérifient Bi(0) =

√
3Ai(0) et Bi′(0) = −

√
3Ai′(0).

Nous pouvons faire le lien entre (u, v) et (Ai, Bi) :

∀x ∈ R, u(x) = π(Bi′(0)Ai(x)− Ai′(0)Bi(x)) (5.6)
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et
∀x ∈ R, v(x) = π(Ai(0)Bi(x)− Bi(0)Ai(x)). (5.7)

Ainsi, u et v sont analytiques sur R. De plus, elles sont strictement croissantes
et positives sur (0,+∞). Les zéros de u, v et de leurs dérivées sont donc tous des
nombres négatifs ou nuls.

Rappelons que nous avons noté à la Section 1.2.4 les zéros de ces solutions cano-
niques de la manière suivante :
1. {−c̃2j}j≥0 et {−c̃2j+1}j≥0 ∪ {0} les ensembles des zéros de respectivement u et u′,

2. {−c2j+1}j≥0 ∪ {0} et {−c2j}j≥0 les ensembles des zéros de respectivement v et v′.

Nous démontrons dans [BL18, Section 3.1] des estimations précises sur ces zéros
dont on peut déduire entre autres : ∀p ≥ 0, −c̃p < −cp.

Enfin, nous introduisons des notations pour les largeurs des bandes et trous spec-
traux. Soit p ≥ 0 un entier. On note

δp = Ep
max − Ep

min

la largeur de la p-ième bande spectrale H et

γp = Ep+1
min − Ep

max

la largeur du p-ième trou spectral.

5.1.2 Le spectre de bande dans le régime semiclassique

Les bords des bandes spectrales sont caractérisés à l’aide de la décomposition de
Bloch pour les opérateurs de Schrödinger périodiques (voir [RS78, Chapitre XIII]).

Soit ω ∈ [−1, 1]. Soit H(ω) la restriction de H à l’espace H2([−1, 1]), défini comme
étant l’espace des fonctions ψ ∈ H2(R) vérifiant les conditions aux bords quasi-
périodiques

ψ(1) = ei(πω+π)ψ(−1) et ψ′(1) = ei(πω+π)ψ′(−1). (5.8)

Alors, H est l’intégrale directe des opérateurs H(ω) :

H =
∫ ⊕

[−1,1]
H(ω)dω.

Pour déterminer les bords des bandes spectrales de H, nous résolvons l’équa-
tion (5.5) sur [−1, 1] en tenant compte des conditions aux bords (5.8). Une paire de
solutions fondamentales est donnée par x 7→ u(−h−

2
3 E + h−

2
3 |x|) et x 7→ sign(x) ·
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v(−h−
2
3 E + h−

2
3 |x|). Nous sommes donc amenés à résoudre les quatre équations en

X = h−
2
3 E :

v′(−X)u′(−h−
2
3 − X)− v′(−h−

2
3 − X)u′(−X) = 0, (5.9)

u(−X)v(−h−
2
3 − X)− v(−X)u(−h−

2
3 − X) = 0, (5.10)

v(−X)u′(−h−
2
3 − X)− u(−X)v′(−h−

2
3 − X) = 0, (5.11)

v′(−X)u(−h−
2
3 − X)− u′(−X)v(−h−

2
3 − X) = 0. (5.12)

La théorie générale des opérateurs de Schrödinger périodiques nous dit que l’en-
semble des solutions de (5.9) et (5.10), après multiplication par h

2
3 , est exactement

{E0
min, E1

max, E2
min, E3

max, . . .} et que l’ensemble des solutions de (5.11) et (5.12), tou-
jours après multiplication par h

2
3 , est exactement {E0

max, E1
min, E2

max, E3
min, . . .}.

Il vient alors, d’après [RS78, Theorem XIII.90],

σ(H) =
⋃
p≥0

[
Ep

min, Ep
max
]

.

Pour résoudre les équations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12), il faut prendre garde aux
valeurs du paramètre semiclassique h telles que

h−
2
3 ∈ {c̃q − c̃r, | q > r ≥ 0} := Z.

Lorsque h−
2
3 /∈ Z, aucun des réels h−

2
3 c̃p n’est une solution en −X d’une des

équations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12).

Dans la suite, nous supposons que h−
2
3 /∈ Z.

Notons que nos résultats restent vrais pour h−
2
3 ∈ Z, mais que ceux-ci sont alors

vides d’intérêt.
Sous l’hypothèse h−

2
3 /∈ Z, les bords des bandes spectrales de H sont solutions

des quatre équations :

v′

u′ (−h−
2
3 − X)=

v′

u′ (−X), pour X /∈ {c̃2j+1 − h−
2
3}j≥0 ∪ {c̃2j+1}j≥0, (5.13)

v
u
(−h−

2
3 − X) =

v
u
(−X), pour X /∈ {c̃2j − h−

2
3}j≥0 ∪ {c̃2j}j≥0, (5.14)

v′

u′ (−h−
2
3 − X) =

v
u
(−X), pour X /∈ {c̃2j+1 − h−

2
3}j≥0 ∪ {c̃2j}j≥0, (5.15)

v
u
(−h−

2
3 − X)=

v′

u′ (−X), pour X /∈ {c̃2j − h−
2
3}j≥0 ∪ {c̃2j+1}j≥0. (5.16)

Pour étudier les solutions de ces quatre équations, nous allons étudier le compor-
tement des fonctions v

u et v′
u′ . Posons

α = − Ai(0)
Ai′(0)

> 0.
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Fig. 6. Graphes de v
u et de v′

u′ .

1. Sur tout intervalle (−c̃2j+2,−c̃2j), la fonction v
u est continue, strictement crois-

sante et est une bijection de (−c̃2j+2,−c̃2j) sur R. Sur (−c̃0,+∞), elle est éga-
lement continue, strictement croissante et est une bijection de (−c̃0,+∞) sur
(−∞, α).

2. Sur tout intervalle (−c̃2j+3,−c̃2j+1), v′
u′ est continue, strictement croissante et est

une bijection de (−c̃2j+3,−c̃2j+1) sur R. Sur (−c̃1, 0) elle est également conti-
nue, strictement croissante et est une bijection de (−c̃1, 0) sur R. Sur (0,+∞)
elle est enfin continue, strictement décroissante et est une bijection de (0,+∞)
sur (α,+∞).

A la Figure 6, nous donnons le tracé des fonctions v
u et v′

u′ et nous précisons où se
trouvent les zéros de u, v, u′, v′ ainsi que ceux de Ai et de Ai′.

Sur la Figure 6, nous pouvons “résoudre” graphiquement les équations (5.13),
(5.14), (5.15) et (5.16). Il suffit de se donner un segment de longueur h−

2
3 fixée, de le

positionner parallèlement à l’axe des abscisses et de le faire glisser le long de l’axe
des ordonnées jusqu’à ce que ses extrémités relient deux branches de courbes. Si l’on
se restreint aux bandes spectrales situées dans l’image du potentiel V, cela revient
à prendre −X ≥ 0 et l’extrémité droite du segment de longueur h−

2
3 utilisé sera

sur l’une des deux branches de courbes situées dans la partie de l’axe réel positif et
situées de part et d’autre de la droite y = α. Toute notre analyse ultérieure revient à
donner un sens mathématique précis à cette résolution graphique.

Pour E < −1, on montre que les équations (5.13), (5.14), (5.16) et (5.15) n’ont
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pas de solutions. En effet, cela revient à avoir −X > h−
2
3 et dans ce cas on ne peut

pas relier un point d’une des deux branches de courbe correspondant aux abscisses
réelles positives à une branche de courbe correspondant aux abscisses réelles néga-
tives avec un segment de longueur h−

2
3 . Cela implique en particulier, compte tenu

de la structure de spectre de bandes de H,

∀h > 0, σ(H) ⊂ [−1,+∞). (5.17)

Puis, afin de pouvoir localiser précisément les bords des bandes, il faut les iden-
tifier parmi les solutions des équations (5.13), (5.14), (5.16) et (5.15). Je vais laisser de
côté la discussion sur l’identification du bas du spectre qui est un peu particulière
comme cela est expliqué dans [BL18, Section 4.2]. Dans tous les cas, l’identification
des bords des bandes spectrales nécessite l’introduction de fonctions auxiliaires dé-
finies ainsi : pour x ≥ 0 et z ∈ R, on pose

fx(z) = v′(x − z)u(x)− u′(x − z)v(x) = π
(

Bi′(x − z)Ai(x)− Ai′(x − z)Bi(x)
)

(5.18)

et

gx(z) = v(x − z)u(x)− u(x − z)v(x) = π (Bi(x − z)Ai(x)− Ai(x − z)Bi(x)) . (5.19)

Les fonctions fx et gx sont des solutions non nulles d’équations différentielles
de la forme u′′ = p(x)u qui satisfont aux hypothèses du théorème de Sturm (voir
[CL55]), leurs zéros sont donc isolés sur la droite réelle. Nous notons

z0(x) < z2(x) < · · · < z2j(x) < . . .

les zéros de fx rangés dans l’ordre croissant. Puisque pour tout x, 0 est le premier
zéro de gx, on note

0 < z1(x) < z3(x) < · · · < z2j+1(x) < . . .

les zéros de gx rangés dans l’ordre croissant.

Soit maintenant j ≥ 0 un entier. Soit x ≥ 0 et soit ψ2j(x) l’unique solution de
l’équation d’inconnue z,

v′

u′ (z) =
v
u
(x), z ∈ [−c2j,−ãj+1). (5.20)

De même, on note ψ2j+1(x) l’unique solution de l’équation

v
u
(z) =

v
u
(x), z ∈ [−c2j+1,−aj+1). (5.21)

Alors, à l’aide des variations de v
u , de

(
v′
u′

∣∣∣
[−c2j,−ãj+1)

)−1

et de
(

v′
u′

∣∣∣
[−c2j+1,−aj+1)

)−1

,

on démontre que pour tout k ≥ 0, la fonction ψk est bien définie, continue et stric-
tement croissante. Ces fonctions vont servir à identifier les solutions des équations
reliant la branche de la courbe de u

v correspondant aux abscisses positives, et située
donc sous la droite y = α, aux autres branches. C’est le cas le plus difficile à étudier.

A l’aide des fonctions ψk on a le résultat suivant.
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Lemme 5.1.1. Soit k ≥ 0. Alors, pour tout x ≥ 0,

zk(x) ≥ 0 et zk(x) = x − ψk(x).

En particulier, zk est continue sur [0,+∞). De plus, pour tout k ≥ 0, la fonction zk est
strictement croissante de [0,+∞) dans [ck,+∞).

Ce lemme constitue a priori le résultat le plus technique de l’article [BL18]. Le
point très difficile à prouver est le caractère croissant de la fonction zk car elle est
une différence de deux fonctions croissantes. Dans [BL18], la démonstration de cette
croissance fait l’objet de deux annexes. L’idée pour étudier la croissance est d’utili-
ser le fait que ces fonctions zk sont des zéros de solutions d’équations différentielles
particulières et d’appliquer des lemmes de Sturm-Picone adaptés à notre problème.
Ces lemmes de Sturm-Picone sont démontrés dans [BL18, Appendix B] et la longue
démonstration de la monotonie de zk fait l’objet de [BL18, Appendix C]. Il faut sépa-
rer les cas k pair et k impair et une preuve par récurrence se fait dans chaque cas en
utilisant un lemme de Sturm-Picone différent dans à chaque fois.

Nous pouvons à présent passer au cas des solutions des équations reliant la
branche de la courbe de u′

v′ correspondant aux abscisses positives, et située donc au-
dessus la droite y = α, aux autres branches. Ce cas est plus simple. Si l’on note, pour
j ≥ 0 et x ≥ 0, ψ2j(x) ∈ (−aj+1,−c̃2j] l’unique solution de l’équation

v
u
(z) =

v′

u′ (x), z ∈ (−aj+1,−c̃2j] (5.22)

et si l’on note ψ2j+1(x) ∈ (−ãj+2,−c̃2j+1) l’unique solution de l’équation

v′

u′ (z) =
v′

u′ (x), z ∈ (−ãj+2,−c̃2j+1), (5.23)

on a le lemme suivant.

Lemme 5.1.2. Pour tout k ≥ 0, la fonction ψk est bien définie, continue et strictement
décroissante sur [0,+∞).

La fonction x 7→ x − ψk(x) est strictement croissante puisque ψk est décroissante,
la monotonie est donc nettement plus simple à obtenir que celle de zk obtenue au
Lemme 5.1.1.

Les fonctions zk et x 7→ x − ψk(x) nous permettent d’identifier et de localiser les
solutions des équations (5.13), (5.14), (5.16) et (5.15).

Proposition 5.1.3. Soit p ≥ 0 et supposons que h ≤ c̃−
3
2

p . Alors, pour tout k ∈ {0, . . . , p},

1. si k = 2j est pair, (5.16) admet une unique solution X̂2j vérifiant −X̂2j ∈ [0,+∞),
−h−

2
3 − X̂2j ∈ (−aj+1,−c̃2j] et :

−h−
2
3 + c̃2j ≤ X̂2j < −h−

2
3 + aj+1. (5.24)
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2. Si k = 2j + 1 est impair, (5.13) admet une unique solution X̂2j+1 vérifiant −X̂2j+1 ∈
[0,+∞), −h−

2
3 − X̂2j+1 ∈ (−ãj+2,−c̃2j+1] et :

−h−
2
3 + c̃2j+1 ≤ X̂2j+1 < −h−

2
3 + ãj+2. (5.25)

D’après le Lemme 5.1.2, pour tout k ≥ 0, la fonction x 7→ x−ψk(x) est strictement
croissante et est une bijection continue de [0,+∞) sur [c̃k,+∞). Donc, si h−

2
3 ≥ c̃p ≥

c̃k, il existe un unique xk ≥ 0 tel que h−
2
3 = xk − ψk(xk). Posons X̂k = −xk. Alors, si

k = 2j, X̂2j est l’unique solution de (5.16) telle que −X̂2j ∈ [0,+∞) et −h−
2
3 − X̂2j ∈

(−aj+1,−c̃2j]. De plus,

−aj+1 < −X̂k − h−
2
3 ≤ −c̃k < 0 ≤ −X̂k,

et on obtient (5.24). Le cas impair se traite de même.

Nous avons également le résultat suivant.

Proposition 5.1.4. Supposons que h ≤ c−
3
2

p . Alors, pour tout k ∈ {0, . . . , p},

1. si k = 2j est pair, (5.15) admet une unique solution X̆2j vérifiant −X̆2j ∈ [0,+∞),
−h−

2
3 − X̆2j ∈ [c2j,−ãj+1) et :

−h−
2
3 + ãj+1 < X̆2j ≤ −h−

2
3 + c2j. (5.26)

2. Si k = 2j + 1 est impair, (5.14) admet une unique solution X̆2j+1 vérifiant −X̆2j+1 ∈
[0,+∞), −h−

2
3 − X̆2j+1 ∈ [c2j+1,−aj+1) et :

−h−
2
3 + aj+1 < X̆2j+1 ≤ −h−

2
3 + c2j+1. (5.27)

Soit k ∈ {0, . . . , p}. Puisque h ≤ c−
3
2

p , on a h−
2
3 ∈ [ck,+∞). D’après le Lemme

5.1.1, zk est continue et strictement croissante, donc il existe un unique réel xk ≥ 0 tel
que h−

2
3 = zk(xk). Posons X̆k = −xk. Alors, X̆2j est l’unique solution de (5.15) telle

que −X̆2j ∈ [0,+∞) et −h−
2
3 − X̆2j ∈ [c2j,−ãj+1). De plus,

−ck ≤ −X̆k − h−
2
3 < −ãj+1

et on obtient (5.26). Le cas impair se traite de même.
Des propositions 5.1.3 et 5.1.4 ainsi que de l’inégalité, ck < c̃k pour tout k ≥ 0

(dont on déduit X̆k < X̂k), on obtient le résultat d’identification des bords des bandes
ainsi qu’une première estimation des trous spectraux de H.

Proposition 5.1.5. Soit p ≥ 0. Supposons que h ≤ c̃−
3
2

p .

1. Pour tout k ∈ {0, . . . , p}, Ek+1
min = h

2
3 X̂k et Ek

max = h
2
3 X̆k.

148



5.1 CHAPITRE 5

2. Nous avons les estimées suivantes sur les trous spectraux :

∀j ≥ 1, 0 < (c̃2j−1 − c2j−1)h
2
3 ≤ E2j

min − E2j−1
max ≤ (ãj+1 − aj)h

2
3

et
∀j ≥ 0, 0 < (c̃2j − c2j)h

2
3 ≤ E2j+1

min − E2j
max ≤ (aj+1 − ãj+1)h

2
3 .

en particulier, tous les trous spectraux dans σ(H) sont non vides.

Nous savons à présent de quelles équations sont solutions les différents bords
des bandes spectrales. Cela permet d’obtenir dans un premier temps une image dy-
namique de l’entrée des bandes spectrales dans l’image du potentiel V puis dans un
second temps, des développements asymptotiques des bords des bandes spectrales
en fonction du paramètre semiclassique.

5.1.3 Comptage des bandes spectrales dans l’image du potentiel

L’un de nos objectifs est d’obtenir une image dynamique de l’entrée des bandes
spectrales renormalisées dans l’intervalle [−1, 0], image du potentiel V. Nous allons
montrer que dès que le paramètre semiclassique h passe sous des valeurs données
explicitement en fonction des zéros cp et c̃p, les bords des bandes entrent dans l’image
du potentiel.

Tout d’abord, à l’aide d’une étude de fonction légèrement différente de celles
faites pour ψk ou zk, nous avons obtenus dans [BL18, Theorem 2.2] l’estimation sui-
vante pour E0

min :

∀h > 0, −1 < E0
min < min

(
1
2

, −1 + ã1h
2
3

)
. (5.28)

Puis, lorsque h ≥ c−
3
2

0 , on démontre dans [BL18, Proposition 4.4.] que E0
max ≥ 0 et[

min
(
−1

2
,−1 + ã1h

2
3

)
, 0
]
⊂
[
E0

min, E0
max

]
. (5.29)

Enfin nous démontrons dans [BL18, Proposition 4.2] que pour tout h < c−
3
2

0 ,

−1 + ã1h
2
3 < E0

max < −1 + c0h
2
3 . (5.30)

Le résultat suivant donne l’initialisation du comptage des bandes spectrales in-
cluses dans l’image de V. C’est une conséquence directe de (5.28), de (5.29) et de
(5.30).

Théorème 5.1.6. Pour h ≥ c−
3
2

0 , il n’y a pas de trou spectral de H dans [−1, 0]. Le premier

trou spectral intersecte [−1, 0) dès que 0 < h < c−
3
2

0 .
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La valeur du paramètre semiclassique h = c−
3
2

0 peut être interprétée comme va-
leur critique entre le régime semiclassique et le régime classique pour l’opérateur H.
Cette valeur est celle au-dessus de laquelle la première bande spectrale dépasse la
valeur maximale du potentiel et où il est donc possible qu’il y ait diffusion de l’élec-
tron d’un puits de potentiel à un autre au sens classique. En-dessous de cette valeur,
le passage d’un puits à un autre met en jeu l’effet tunnel puisqu’un trou spectral au
moins intersecte l’image du potentiel.

On définit ensuite k0 ∈ N l’unique entier tel que

ck0 < h−
2
3 < c̃k0 ou c̃k0 ≤ h−

2
3 < ck0+1 lorsque h < c−

3
2

0 . (5.31)

Si ⌊x⌋ désigne la partie entière d’un nombre réel x, k0 =
⌊

4
3π

1
h

⌋
ou k0 =

⌊
4

3π
1
h

⌋
−

1.

On démontre alors, compte tenu des Propositions 5.1.3 et 5.1.4, le résultat suivant
de comptage des bandes spectrales renormalisées dans l’image du potentiel.

Théorème 5.1.7. Soit h < c−
3
2

0 . Les k0 + 1 premières bandes spectrales de H sont incluses
dans l’image de V.

De la démonstration du Théorème 5.1.7, nous avons déduit dans [BL18, Propo-
sition 2.1] que le nombre de trous spectraux qui intersectent l’image du potentiel V

augmente d’un à chaque fois que le paramètre semiclassique passe sous l’un des c−
3
2

p ,
p ≥ 0. Pour compléter le résultat du Théorème 5.1.7, nous observons que les racines
des solutions canoniques de l’équation d’Airy et de leurs dérivées caractérisent les
valeurs du paramètre semiclassique h qui marquent soit l’entrée d’une bande spec-
trale dans l’image du potentiel, soit le moment où elle y est complètement incluse et
où le trou spectral suivant entre dans l’image du potentiel.

Proposition 5.1.8. Il existe une unique bande spectrale de H dont l’un des deux bords est

nul si et seulement si h ∈ {c−
3
2

p , c̃−
3
2

p }p≥0.

Nous avons également obtenu des résultats sur le comportement de la première
bande spectrale lorsque le paramètre semiclassique tend vers l’infini donc dans la
limite classique (voir [BL18, Theorem 2.3]).

5.1.4 Estimations uniformes des largeurs des bandes spectrales et
des trous spectraux

La Proposition 5.1.5 nous permet d’identifier les bords des bandes spectrales
parmi les solutions de (5.16), (5.15), (5.13) et (5.14). Par ailleurs, dans l’Annexe A de
[BL18], nous démontrons des estimées uniformes pour les fonctions u

v , u′
v′ ,

v
u , v′

u′ ainsi
que leurs dérivées. Pour cela nous nous appuyons sur diverses études de fonctions
ainsi que sur les développements asymptotiques des fonctions d’Airy classiques Ai
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et Bi que l’on trouve dans [ASR88, Section 10.4]. A l’aide de ces estimations uni-
formes, d’un emploi de la formule de Taylor, d’une identité remarquable sur les réels
et d’une procédure d’estimation où l’on injecte des premières estimations simples
dans les estimations uniformes pour les améliorer (procédure de type “bootstrap”),
nous sommes parvenus à démontrer les estimées uniformes suivantes pour les bords
des bandes spectrales de H. Pour les détails de la preuve nous renvoyons aux dé-
monstrations de [BL18, Theorem 2.2] et de [BL18, Proposition 6.1].

Théorème 5.1.9. Soit j ≥ 0.

1. Il existe une constante universelle M2j > 0 telle que pour tout h ∈ (0, ã−
3
2

j+1),∣∣∣∣∣E2j
min −

(
−1 + ãj+1h

2
3 − α

√
3
(u′(−ãj+1))

2

ãj+1
h

2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −ãj+1)

3
2

)∣∣∣∣∣
≤ M2jh

5
3 (1 − ãj+1h

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −ãj+1)

3
2

(5.32)

et il existe une constante universelle M̃2j > 0 telle que pour tout h ∈ (0, c−
3
2

2j ],∣∣∣∣∣E2j
max −

(
−1 + ãj+1h

2
3 + α

√
3
(u′(−ãj+1))

2

ãj+1
h

2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −ãj+1)

3
2

)∣∣∣∣∣
≤ M̃2jh

5
3 (1 − ãj+1h

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −ãj+1)

3
2 .

(5.33)

2. Il existe une constante universelle M2j+1 > 0 telle que pour tout h ∈ (0, a−
3
2

j+1),∣∣∣∣E2j+1
min −

(
−1 + aj+1h

2
3 − α

√
3(u(−aj+1))

2h
2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −aj+1)

3
2

)∣∣∣∣
≤ M2j+1h

5
3 (1 − aj+1h

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −aj+1)

3
2

(5.34)

et il existe une constante universelle M̃2j+1 > 0 telle que pour tout h ∈ (0, c−
3
2

2j+1],∣∣∣∣E2j+1
max −

(
−1 + aj+1h

2
3 + α

√
3(u(−aj+1))

2h
2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −aj+1)

3
2

)∣∣∣∣
≤ M̃2j+1h

5
3 (1 − aj+1h

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −aj+1)

3
2 .

(5.35)

3. Soit h ∈ (0, c−
3
2

1 ]. Pour tout p ∈ {0, . . . ,
⌊

4
3π

1
h

⌋
}, (5.32) et (5.33) sont vérifiées

lorsque p = 2j est pair et (5.34) et (5.35) sont vérifiées lorsque p = 2j + 1 est im-
pair.

Le dernier point du Théoreme 5.1.9 est une conséquence directe du décompte des
bandes spectrales dans l’image du potentiel V obtenu au Théorème 5.1.7 et du fait

que la suite (c−
3
2

p )p≥0 est strictement décroissante.
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La démonstration du Théorème 5.1.9 est l’autre résultat, après celui de la crois-
sance des fonctions zk, qui aura nécessité le plus de travail dans [BL18]. Cela vient du
fait que l’on a cherché à obtenir des estimations mettant en jeu des constantes expli-
cites Mk et M̃k tout en autorisant le paramètre semiclassique à s’approcher des bords
des intervalles de validité des estimations définis à l’aides des zéros des solutions
de l’équation d’Airy. Si nous n’avons pas montré formellement que les intervalles de
validité obtenus sont optimaux ainsi que les constantes Mk et M̃k, les simulations nu-
mériques faites pour obtenir ces constantes nous amène à penser que ces constantes
“explosent” lorsque l’on dépasse les bords ouverts de validité ã−3/2

j+1 et a−3/2
j+1 . Ainsi

les intervalles de validité semblent être optimaux.
Des résultats pour h arbitrairement petit au lieu de h dans un intervalle donné a

priori auraient été beaucoup plus simples à obtenir car ils n’auraient pas nécessité
entre autre tout le travail sur les estimations uniformes fait dans [BL18, Appendix
A], ni l’optimisation faite sur les constantes à chaque étape dans la démonstration de
[BL18, Theorem 2.2].

A partir des estimées uniformes sur les bords des bandes obtenues au Théorème
5.1.9, on obtient des estimées uniformes sur les longueurs des bandes spectrales et
des trous spectraux qui sont inclus dans l’image du potentiel V.

Soit p ≥ 0 un entier. On note δp = Ep
max − Ep

min la largeur de la p-ième bande
spectrale de H et par γp = Ep+1

min −Ep
max la largeur du p-ième trou spectral de H. Nous

avons alors un premier résultat d’estimation des δp dans le régime semiclassique
ainsi que du comportement, dans la limite semiclassique, des bandes spectrales.

Théorème 5.1.10. 1. Soit p ≥ 0. La p-ième bande spectrale translatée et renormalisée ,

[h−
2
3 (1 + Ep

min), h
− 2

3 (1 + Ep
max)]

tends vers le singleton {ap} lorsque h tends vers 0.

2. Il existe une constante universelle K2j > 0 telle que pour tout h ∈ (0, c−
3
2

2j ],∣∣∣∣∣δ2j − 2α
√

3
(u′(−a2j))

2

a2j
h

2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −a2j)

3
2

∣∣∣∣∣ ≤
K2jh

5
3 (1 − a2jh

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −a2j)

3
2

(5.36)

lorsque p = 2j est pair et il existe une constante universelle K2j+1 > 0 telle que pour

tout h ∈ (0, c−
3
2

2j+1],∣∣∣∣δ2j+1 − 2α
√

3(u(−a2j+1))
2h

2
3 e−

4
3 (h

− 2
3 −a2j+1)

3
2

∣∣∣∣ ≤
K2j+1h

5
3 (1 − a2j+1h

2
3 )−

3
2 e−

4
3 (h

− 2
3 −a2j+1)

3
2

(5.37)

lorsque p = 2j + 1 est impair.
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3. Soit h ∈ (0, c−
3
2

0 ]. Pour tout p ∈ {0, . . . ,
⌊

4
3π

1
h

⌋
}, (5.36) est satisfaite lorsque p = 2j

est pair et (5.37) est satisfaite lorsque p = 2j + 1 est impair.

Des formules explicites des constantes universelles K2j et K2j+1 sont déduites de
celles pour M2j, M̃2j, M2j+1 et M̃2j+1 données dans la preuve de [BL18, Proposition
6.1]. Encore une fois, nous ne démontrons pas que ces constantes sont optimales tout
comme nous ne démontrons pas que les intervalles de validité de ces estimées en
h sont optimaux. Toutefois, des calculs numériques non publiés nous conduisent à
penser que les intervalles de validité le sont.

Le premier point du Théoreme 5.1.10 montre la convergence des bandes spec-
trales de l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique vers les valeurs propres de l’opé-
rateur de Schrödinger dont le potentiel est un puits linéaire donné par la fonction
x 7→ |x|. Notons également que pour cet opérateur, l’espace propre associé a la va-
leur propre a2j est engendré par x 7→ Ai(|x| − a2j) et l’espace propre associé à la
valeur propre a2j+1 est engendré par x 7→ sign(x) · Ai′(|x| − a2j+1).

En utilisant la formule de Taylor pour la fonction exponentielle, l’estimée (5.36)
implique qu’il existe une constante universelle K′

2j > 0 telle que, pour tout h ∈

(0, c−
3
2

2j ], ∣∣∣∣∣δ2j − 2α
√

3
(u′(−a2j))

2

a2j
h

2
3 e−

4
3h

−1+2a2jh
− 1

3

∣∣∣∣∣ ≤ K′
2jhe−

4
3h

−1+2a2jh
− 1

3 (5.38)

et nous avons une estimée similaire lorsque p est impair. Dans (5.38), le facteur 4
3

devant h−1 est la distance d’Agmon entre deux minima consécutifs du potentiel V.
Ainsi, par rapport à un potentiel à double puits quadratique par exemple, (5.38)
contient un terme supplémentaire égal à 2a2jh

− 1
3 pour l’effet tunnel.

Enfin, nous pouvons comparer nos largeurs de bandes obtenues pour un po-
tentiel qui n’est pas C1 avec celles obtenues pour un potentiel C2. Nous constatons
que les bandes obtenues pour l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique sont plus
larges que celles obtenues par exemple dans [Har79, Theorem 1.1] qui sont de lar-
geur proportionnelle à un terme exponentiel égal à

he−
4
3h

−1(1−(2p+1)h)
3
2
(

1 +O
(
h

1
4

))
. (5.39)

Nous nous attendions à cette différence de largeur pour les bandes spectrales, puisque
a priori, la largeur des bandes dépend fortement de la régularité du potentiel.

Du Théorème 5.1.9, nous déduisons également des estimées sur les γp. En nous
restreignant au premier ordre, nous obtenons que la largeur des trous spectraux est
proche de la différence entre deux valeurs propres consécutives de l’opérateur de
Schrödinger dont le potentiel est un puits linéaire, donné par la fonction x 7→ |x|, à
un facteur h

2
3 près.
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Théorème 5.1.11. 1. Pour tout p ≥ 0, il existe une constante universelle K̃p > 0 telle

que, pour tout h ∈ (0, a−
3
2

p+1),∣∣∣γp − (ap+1 − ap)h
2
3

∣∣∣ ≤ K̃pe−
4
3 (h

− 2
3 −ap+1)

3
2 . (5.40)

2. Soit h ∈ (0, c−
3
2

1 ]. Pour tout p ∈ {0, . . . ,
⌊

4
3π

1
h

⌋
− 1}, (5.40) est valide.

Remarquons que pour tout h > 0, h ≤ a
− 3

2

⌊ 4
3π

1
h⌋

, ce qui justifie le second point du

Théorème (5.1.11).
Notons aussi que dans [BL18, Proposition 6.2] nous démontrons des estimations

précises pour les largeurs des trous spectraux, avec un terme de développement sup-
plémentaire issu des estimations des bords de bandes obtenues au Théorème 5.1.9.

Pour tout β > 1, l’inégalité (5.40) montre que (pβγp)p≥2 n’est pas borné lorsque h
tends vers 0. Cela est attendu puisque d’après les résultats de Hochstadt, cela impli-
querai que V serait une fonction de classe C∞ (voir [Hoc61]). En allant plus loin, une
largeur exponentiellement petite des trous spectraux est caractéristique de l’analy-
cité du potentiel V (voir [Tru77]), ce dont nous sommes bien loin avec notre potentiel
qui n’est même pas de classe C1.

5.2 Densité d’états intégrée de l’opérateur d’Airy - Schrö-
dinger périodique

Dans cette section, je présente les résultats obtenus dans [BL21] ainsi que les idées
de certaines démonstrations.

Rappelons la définition de l’opérateur d’Airy-Schrödinger à 2N + 1 puits pour
N ≥ 0 un entier naturel. Nous considérons 2L0 ∈ R∗

+ une longueur caractéristique
modélisant la distance entre deux ions dans un réseau unidimensionnel formé de
2N + 1 ions. Le mouvement des électrons dans ce réseau fini peut être étudié au
travers de l’opérateur de Schrödinger H2N+1 de domaine

D(H2N+1) = {ψ ∈ H2(R) | ψ(−(2N + 1)L0) = ψ((2N + 1)L0)}

et défini par

H2N+1 = − h̄2

2m
d2

dx2 + V2N+1, (5.41)

où h̄ est la constante de Planck réduite, m la masse d’un électron et V2N+1 est l’opé-
rateur de multiplication par :

V2N+1 : x 7→
N

∑
k=−N

V(x − 2kL0) (5.42)
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où V : R → R est défini par

V(x) =

{
V0 ×

(
|x|
L0

− 1
)

si x ∈ [−L0, L0]

0 ailleurs
, (5.43)

V0 ∈ R∗
+ étant un potentiel de référence. Notons que V2N+1 est une fonction paire,

continue sur R et de classe C1 sauf en ses extrema.

Fig. 7. Le potentiel V2N+1 pour N = 2.

Afin de décrire le spectre de l’opérateur H2N+1, nous considérons l’équation :

H2N+1ψ = Eψ, E ∈ R, ψ ∈ D(H2N+1). (5.44)

Après une mise à l’échelle et une translation, l’équation (5.44) est équivalente à
l’équation d’Airy sur chaque intervalle ]kL0, (k+ 1)L0[, pour k ∈ {−(2N + 1), . . . , 2N}.
Ainsi, tout comme dans [BL18], nous considérons u et v les solutions canoniques de
l’équation d’Airy qui satisfont :

u(0) = 1, u′(0) = 0 et v(0) = 0, v′(0) = 1.

Nous utilisons à nouveau les notations cp et c̃p pour désigner leurs zéros ainsi
que ceux de leurs dérivées.

Nous introduisons alors notre paramètre semiclassique pour l’équation (5.44).

c =

(
2mL2

0V0

h̄2

) 1
3

. (5.45)

Ce paramètre semiclassique est relié au paramètre semiclassique h que nous avons
introduit à la Section 5.1.1 par la relation

c = h−
2
3 . (5.46)

Comme nous allons le voir dans l’équation (5.50), ce paramètre semiclassique cor-
respond à la hauteur de la barrière de potentiel. Dans ce cas, la limite semiclassique
est donnée par c qui tends vers +∞.
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Dans la suite de notre analyse, en particulier pour le résultat de comptage des va-
leurs propres de H2N+1 dans les bandes spectrales de l’opérateur d’Airy-Schrödinger
périodique, il est plus aisé de travailler avec ce paramètre semiclassique plutôt que
de travailler avec h.

Nous pouvons maintenant énoncer le premier théorème démontré dans [BL21].
Celui-ci décrit le spectre de H2N+1 et le compare au spectre de l’opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique H situé dans l’image du potentiel, l’intervalle [−V0, 0].

Théorème 5.2.1. 1. Le spectre de H2N+1 est égal à son spectre ponctuel et

σ(H2N+1) ∩ [−V0, 0] ⊂ σ(H) ∩ [−V0, 0]. (5.47)

2. Pour tout p ∈ N, pour tout c ≥ cp et tout i ∈ {0, . . . , p},

#
(

σ(H2N+1) ∩
[

Ei
min, Ei

max

])
= 2N + 2. (5.48)

Ainsi, toutes les valeurs propres de H2N+1 sont dans les bandes spectrales de H.
En particulier, aucune valeur propre de H2N+1 ne se trouve dans les trous spectraux
de H.

Rappelons également que pour c ≥ cp, toutes les bandes spectrales
[
Ei

min, Ei
max
]

pour i ∈ {1, . . . , p} sont incluses dans l’intervalle [−V0, 0] et ce d’après le Théorème
5.1.7.
Tout comme dans [BL18], les résultats du Théorème 5.2.1 sont énoncés pour des
valeurs du paramètre semiclassique c plus grand qu’une constante explicite. Nous
avons accès à des informations précises sur les p premières bandes spectrales dès
lors que c ≥ cp. Nous faisons remarquer que les estimées nécessaires à la preuve du
Théorème 5.2.1 deviennent très difficiles à obtenir lorsque c est proche de cp alors
qu’elles sont relativement simples à obtenir si l’on s’octroie la possibilité de prendre
c arbitrairement grand. Cela se voit très bien dans la démonstration du Lemme 5.2.5
dont on présentera les idées plus bas et qui est faite en détails dans [BL21, Appendix
B].

Nous passons maintenant à la présentation du second résultat de [BL21], une
formule exacte pour la densité d’états intégrée de H. Nous rappelons la définition
donnée dans la Section d’introduction 1.2.4. Puisque la définition du domaine de
H2N+1 inclus les conditions de Dirichlet en ±(2N + 1)L0, nous pouvons prendre
comme définition de la densité d’états intégrée associée à l’opérateur H :

La densité d’états intégrée associée à l’opérateur d’Airy-Schrödinger pé-
riodique est la fonction de R dans R+, E 7→ I(E), où I(E), pour E ∈ R,
est défini par

I(E) = lim
N→+∞

1
2(2N + 1)L0

#{λ ≤ E ; λ ∈ σ(H2N+1)}. (5.49)

Pour déterminer l’expression de I(E), il nous faut localiser et compter précisé-
ment les valeurs propres de H2N+1.

156



5.2 CHAPITRE 5

Pour résoudre l’équation (5.44), nous changeons d’échelle en posant E = c E
V0

et
en définissant V2N+1, l’opérateur de multiplication par le potentiel redimensionné
V2N+1 : z 7→ ∑N

k=−N V(z − 2k) où

V(z) =
{

|z| − 1 si z ∈ [−1, 1]
0 sinon .

Nous posons également, pour tout p ≥ 0, Ep
min = c

Ep
min
V0

et Ep
max = cEp

max
V0

. Avec x = L0z
dans (5.44), cette équation est équivalente à

H2N+1ϕ := − d2

dz2 ϕ + c3V2N+1ϕ = c2Eϕ, E ∈ R, (5.50)

ϕ ∈ H2(R), ϕ(−(2N + 1)) = ϕ(2N + 1)

qui définit l’opérateur redimensionné H2N+1. On définit de même l’opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique redimensionné H dont les bandes spectrales sont les inter-
valles [Ep

min, Ep
max].

Dans la suite, nous allons nous restreindre aux énergies E dans l’image du poten-
tiel de cV2N+1, l’intervalle [−c, 0]. En effet, par les résultats de [BL18] et en particulier
le Théorème 5.1.9, nous avons une connaissance fine des bandes spectrales de H dans
cet intervalle.

Pour exprimer la densité d’états intégrée de H, il nous faut introduire des nota-
tions supplémentaires. Soit E ∈ [−c, 0]. Notons par U et V les fonctions définies pour
tout x ∈ R, par

U(x) = v′(−c− E)u(x)− u′(−c− E)v(x) (5.51)

et
V(x) = u(−c− E)v(x)− v(−c− E)u(x). (5.52)

En particulier, le wronskien de U et V est égal à 1.
Ces fonctions U et V apparaissent dans les équations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12)

qui caractérisent les bords des bandes spectrales de H. En effet, les bords des bandes
spectrales de H sont exactement les zéros de U, V et de leurs dérivées. Ainsi, le signe
de UU′VV′ change à chaque bord de bande spectral et uniquement en ces points, ce
qui justifie l’introduction de la fonction suivante :

φ :
{

σ(H) → [0, π]
E 7→ Arg((U′V+ UV′ + 2i

√
−UU′VV′)(−E))

(5.53)

où Arg : C → (−π, π] est la détermination principale de la fonction argument sur C.
Notons également par φ le prolongement de φ par 0 à R. La valeur 0 de ce prolonge-
ment est cohérente avec les signes de UV′ et U′V dans les bandes et trous spectraux.
Ces signes sont précisés plus loin à la Table 5.1.

Nous pouvons à présent énoncer le second résultat principal de [BL21], qui nous
donne, dans le régime semiclassique, une expression de la densité d’états intégrée
de H en fonction de φ.
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Fig. 8. La densité d’états intégrée sur [−c, 0] pour c = 2.8.

Théorème 5.2.2. Supposons que c ≥ c0. Pour tout E ∈ [−c, 0], la densité d’états intégrée
associée à H est donnée par

I(E) =
1
2

p(E) +


1

2π φ(E) · 1
[Ep(E)

min ,Ep(E)
max ]

(E) si p(E) est pair(
1
2 −

1
2π φ(E)

)
· 1

[Ep(E)
min ,Ep(E)

max ]
(E) si p(E) est impair

(5.54)

où p(E) est le plus petit entier tel que E ≤ Ep(E)
max et est donné par

p(E) =
⌊

4
3π

(c+ E)
3
2

⌋
. (5.55)

Le premier point du Théorème 5.2.1 est vrai pour toute valeur du paramètre se-
miclassique c et ne requiert donc pas que l’on soit dans le régime semiclassique.
Toutefois, bien que σ(H) ∩ [−V0, 0] soit toujours non vide, ce résultat devient plus
intéressant lorsque c > c0, puisque dans ce cas la première bande spectrale est en-
tièrement incluse dans [−V0, 0] et le premier trou spectral intersecte cet intervalle
comme nous l’avons montré au Théorème 5.1.6. Cette remarque combinée au fait
que la formule exacte pour la densité d’états intégrée de H démontrée au Théorème
5.2.2 est aussi valide dès lors que c ≥ c0, nous conduit à dire que c0 caractérise le
régime semiclassique pour l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique.

Remarque 5.2.3. Le Théorème 5.2.2 et le second point du Théorème 5.2.1 sont valides dans
le régime semiclassique. Par contre, le premier point du Théorème 5.2.1 ne requiert pas le
régime semiclassique.

Sachant que le spectre de H2N+1 est réduit à son spectre ponctuel puisque le sup-
port du potentiel V2N+1 est compact, nous cherchons à déterminer les nombres réels
E dans [−c, 0] tels que (5.50) admette une solution ϕ ∈ H2(R) non identiquement
nulle et telle que ϕ(−(2N + 1)) = ϕ(2N + 1).
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Pour cela on considère les fonctions définies pour tout z ∈ [−1, 1] par

Upaire(z) = U(cV2N+1(z)− E) et Vimpaire(z) = sign(z)V(cV2N+1(z)− E)

qui forment une base de solutions C1 paires et impaires de l’équation (5.50) sur l’in-
tervalle [−1, 1].

Dans chaque intervalle de la forme [2n − 1, 2n + 1] pour n ∈ {−N, . . . , N}, une
solution ϕ de (5.50)) s’écrit

∀z ∈ [2n − 1, 2n + 1], ϕ(z) = AnUpaire(z − 2n) + BnVimpaire(z − 2n) (5.56)

où An et Bn sont des réels. Puisque Upaire(±(2N + 1)) = U(−E) et Vimpaire(±(2N +
1)) = ±V(−E), la continuité de ϕ et de sa dérivée en 2n + 1 pour n ∈ {−N +
1, . . . , N − 1} donne

AnU(−E) + BnV(−E) = An+1U(−E)− Bn+1V(−E) (5.57)

c
(

AnU
′(−E) + BnV

′(−E)
)
= −c

(
An+1U

′(−E)− Bn+1V
′(−E)

)
(5.58)

Le signe moins devant Bn+1 dans (5.57) et (5.58) provient de l’imparité de Vimpaire.
Il vient alors, pour tout n ∈ {−N + 1, . . . , N − 1},(

An+1
Bn+1

)
=

(
(UV′ + U′V)(−E) 2(VV′)(−E)

2(UU′)(−E) (UV′ + U′V)(−E)

)(
An
Bn

)
:= TE

(
An
Bn

)
(5.59)

où TE est la matrice de transfert qui envoie la solution sur l’intervalle [2n − 1, 2n + 1]
sur la solution sur l’intervalle [2n + 1, 2n + 3]. En particulier,(

AN
BN

)
= T2N+1

E

(
A−N
B−N

)
. (5.60)

Sur l’intervalle [2N + 1,+∞), le potentiel V2N+1 vaut 0 et puisque ϕ est dans
L2(R),

∀z ∈ [2N + 1,+∞), ϕ(z) = ϕ(2N + 1)e−λ(z−(2N+1)) (5.61)

avec λ un réel positif tel que −λ2 = c2E. En exploitant le caractère C1 de ϕ, en fixant
ϕ(2N + 1) = 1 et puisque ϕ′(2N + 1) = −λ,

ANU(−E) + BNV(−E) = 1 (5.62)

c
(

ANU
′(−E) + BNV

′(−E)
)
= −λ. (5.63)

D’où,
λ (ANU(−E) + BNV(−E)) = −c

(
ANU

′(−E) + BNV
′(−E)

)
. (5.64)

La même analyse sur l’intervalle (−∞,−(2N + 1)], conduit aux expressions de
A−N et B−N :

A−N = λ
1
c2V(−E) +

1
c
V′(−E) et B−N = λ

1
c2U(−E) +

1
c
U′(−E). (5.65)

En calculant T2N+1
E , nous pouvons donc également obtenir AN et BN.
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Enfin, comme λ est positif, λ
c = (−E)

1
2 . Cela conduit à introduire la fonction

définie pour y ∈ [−c, 0] par :

Φ(y) = (y + c)
1
2 (ANU(y + c) + BNV(y + c)) + ANU

′(y + c) + BNV
′(y + c)

Alors, (5.64) est équivalente à l’équation en E, Φ(−c− E) = 0. Le changement de
variable y = −c− E nous amène à introduire, pour tout p ≥ 0,

Yp
min = −c− Ep

min et Yp
max = −c− Ep

max.

Nous remarquons que E ∈ [Ep
min, Ep

max] si et seulement si y ∈ [Yp
max, Yp

min].

Afin d’étudier les zéros de la fonction Φ, nous commençons par en donner l’ex-
pression. Celle-ci varie selon que l’on soit dans un trou spectral, une bande spectrale
d’indice pair ou une bande d’indice impair. C’est une conséquence des signes de U,
U′, V et V′ que l’on donne dans la Table 5.1. Ces signes influent sur l’expression de
T2N+1

E .

y

bande-
trou

U

U′

V

V′

Y4j+2
max Y4j+2

min Y4j+1
max Y4j+1

min Y4j
max Y4j

min Y4j−1
max Y4j−1

min Y4j−2
max Y4j−2

min Y4j−3
max Y4j−3

min

bande trou bande trou bande trou bande trou bande trou bande

0 − − − − 0 + + + + 0 − − −

+ 0 − − − − 0 + + + + 0 − −

− − 0 + + + + 0 − − − − 0 +

− − − 0 + + + + 0 − − − − 0

Signe de U, U′, V, V′ sur l’intervalle [Y4j+2
max , Y4j−3

min ] pour j ≥ 1.

Posons

a := (UV′ + U′V)(−E), (5.66)

b0 :=
{ √

(UU′)(−E) si (UU′)(−E) > 0
i
√
(−UU′)(−E) si (UU′)(−E) ≤ 0

(5.67)

b1 :=
{ √

(VV′)(−E) si (VV′)(−E) > 0
i
√
(−VV′)(−E) si (VV′)(−E) ≤ 0.

(5.68)

b := 2
√
(UU′VV′)(−E) = 2b0b1. (5.69)

α(y + c) :=
(√

VV′
−UU′ (U

′ + (·) 1
2U)2

)
(y + c) (5.70)

β(y + c) :=
(√

−UU′
VV′ (V

′ + (·) 1
2V)2

)
(y + c). (5.71)

160



5.2 CHAPITRE 5

Alors,

TE :=
(

a 2b2
1

2b2
0 a

)
. (5.72)

En combinant (5.60), (5.65) et l’expression de la matrice de transfert TE, on obtient
l’expression of Φ.

1. Expression de Φ dans les trous spectraux. Pour y tel que −E soit dans un trou spectral
de H et y ∈ [−c, 0] :

Φ(y) =
1

22N

[
((U′ + (·) 1

2U)(V′ + (·) 1
2V))(y + c)× ((a + b)2N+1 + (a − b)2N+1)

+

(
b1

b0
(U′ + (·) 1

2U)2 +
b0

b1
(V′ + (·) 1

2V)2
)
(y + c)× ((a + b)2N+1 − (a − b)2N+1)

]
(5.73)

2. Expression de Φ dans les bandes spectrales paires. Définissons d’abord la fonction k :
σ(H) ∩ [−c, 0] → R par

∀y ∈ σ(H) ∩ [−c, 0], k(y) =

(√
−VV′

UU′ ×
U′ + (·) 1

2U

V′ + (·) 1
2V

)
(y + c). (5.74)

Alors, pour y tel que −E soit dans une bande spectrale de H d’indice pair et y ∈
[−c, 0], puisque β(y + c) > 0 :

Φ(y) =
1

22N+1 ((a + ib)2N+1 + (a − ib)2N+1)(y + c)× (α + β) (y + c)

×
[

2k(y)
1 + (k(y))2 +

(k(y))2 − 1
(k(y))2 + 1

× tan((2N + 1)Arg(a + ib)(y + c))

]
. (5.75)

3. Expression de Φ dans les bandes spectrales impaires. Pour y ∈ σ(H) ∩ [−c, 0], on pose
k̃(y) = 1

k(y) (légitime car k(y) ne s’annule pas à l’intérieur des bandes impaires).
Alors, pour y tel que −E soit dans une bande spectrale de H d’indice impair et y ∈
[−c, 0] :

Φ(y) =
1

22N+1 ((a + ib)2N+1 + (a − ib)2N+1)(y + c)× (α + β) (y + c)

×
[

2k̃(y)
1 + (k̃(y))2

+
(k̃(y))2 − 1
(k̃(y))2 + 1

× tan((2N + 1)Arg(a + ib)(y + c))

]
. (5.76)

A l’aide de ces expressions pour Φ, le résultat de comptage des zéros dans les
bandes et trous spectraux donné au Théorème 5.2.1 se ramène à une étude de fonc-
tion pour chacune de ces expressions.

Tout d’abord, dans le cas des trous spectraux, les signes de U, U′, V et V′ conduisent
assez rapidement au fait que la fonction Φ ne s’y annule pas. Nous renvoyons à
[BL21, Section III.C.1] pour l’étude détaillée. Notons que cette démonstration diffère
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légèrement suivant que l’on soit dans le cas d’un nombre impair de puits ou dans le
cas d’un nombre pair de puits pour le potentiel.

L’étude des variations et du signe de Φ dans les bandes spectrales est nettement
plus délicate. Pour localiser les zéros, nous utilisons le fait que la tangente qui appa-
raît dans les expressions (5.75) et (5.76) admet 2N + 1 singularités à l’intérieur d’une
bande, à condition que la fonction argument qu’elle contient soit bien une bijection
monotone. Nous commençons donc par introduire la fonction

φ̃ : −c− σ(H) → R

y 7→ Arg(a + ib)(y + c). (5.77)

dont nous résumons les propriétés dans la proposition suivante.

Proposition 5.2.4. Soit p ≥ 0 et c ≥ cp. Alors, pour tout l ∈ {0, . . . , p},
1. si l = 2j est pair, la fonction φ̃ est un homéomorphisme strictement décroissant de

[Y2j
max, Y2j

min] sur [0, π],
2. si l = 2j + 1 est impair, la fonction φ̃ est un homéomorphisme strictement croissant

de [Y2j+1
max , Y2j+1

min ] sur [0, π].

La démonstration de la Proposition 5.2.4 repose sur le lemme suivant.

Lemme 5.2.5. Soit p ≥ 0, c ≥ cp et h : [−c, 0] → R donnée pour tout y ∈ [−c, 0] par

h(y) = −(UU′)(y + c)− y(VV′)(y + c) + (U′V′)(y + c) + (y + c)(UV)(y + c). (5.78)

Alors, pour tout l ∈ {0, . . . , p},

1. si l = 2j est pair, pour tout y ∈ [Y2j
max, Y2j

min], h(y) > 0,

2. si l = 2j + 1 est impair, pour tout y ∈ [Y2j+1
max , Y2j+1

min ], h(y) < 0.

En effet, si on pose pour y ∈ [Yl
max, Yl

min],

f (y) =

(
2
√
−UU′VV′

UV′ + U′V

)
(y + c),

alors f = tan(2φ̃). Puis, on peut montrer que

d
dy

f (y) =
−h(y)

(g(y))2
√
−UU′VV′(y + c)

où, pour tout y ∈ [−c, 0], g(y) = (UV′ + VU′)(y + c), dont la dérivée vaut 2h. Ainsi,
les variations de f et de g dépendent du signe de h.

La démonstration du Lemme 5.2.5 est particulièrement technique et repose sur
des estimations très fines des fonctions d’Airy Ai et Bi que l’on déduit des dévelop-
pements asymptotiques donnés dans [ASR88].

L’idée est d’utiliser tout d’abord le résultat du Théorème 5.1.10 qui nous assure
que les bandes spectrales sont exponentiellement petites et centrées en les zéros de
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Ai et de Ai′, les ap. On commence donc par déterminer le signe de h(ap). Puis en
utilisant les accroissements finis et la largeur exponentiellement petite des bandes
spectrales, on montre que ce signe ne change pas dans la bande étudiée.

Pour en déterminer le signe, on peut écrire l’expression de h(ap) en fonction de
Ai, Bi et de leurs dérivées. Pour p = 2j, cela donne :

h(−ãj+1) = π2
[
(ãj+1(Bi(−ãj+1))

2 − (Bi′(−ãj+1))
2)(AiAi′)(−ãj+1 + c) (5.79)

+ ãj+1(Ai(−ãj+1))
2(BiBi′)(−ãj+1 + c) (5.80)

− 1
π
(AiBi)(−ãj+1) (5.81)

+ (AiBi′)(−ãj+1)(Ai′Bi′)(−ãj+1 + c) (5.82)

− (BiBi′)(−ãj+1)(Ai′(−ãj+1 + c))2 (5.83)

+ (−ãj+1 + c)(AiBi′)(−ãj+1)(AiBi)(−ãj+1 + c) (5.84)

−(−ãj+1 + c)(BiBi′)(−ãj+1)(Ai(−ãj+1 + c))2
]

. (5.85)

On peut voir immédiatement dans cette expression que pour c grand, le terme do-
minant est (5.80) qui est positif, donc h(−ãj+1) l’est aussi. Toutefois, dans le Lemme
5.2.5 on ne s’autorise pas des valeurs arbitrairement grandes de c mais seulement
c ≥ c2j. Il faut donc également être capable de déterminer le signe de h(−ãj+1) pour
c = c2j. C’est cela qui rend la démonstration du Lemme 5.2.5 particulièrement ardue.

Tout d’abord, on peut mettre à part le cas j = 0 pour lequel on peut calculer des
valeurs approchées des termes : −ã1 ≃ −1.088, c0 ≃ 1.515 et h(−ã1) ≃ 1.428 > 0.
On supposera donc j ≥ 1. On utilise les développements asymptotiques donnés
dans [ASR88] pour obtenir des approximations de chaque terme dans h(−ãj+1). Par
exemple, en utilisant [ASR88, p. 10.4.95], on a∣∣∣∣∣−ãj+1 −

(
−
(

3π

8
(4j + 3)

) 2
3
)∣∣∣∣∣ ≤ 5

48

(
3π

8
(4j + 3)

)− 4
3

. (5.86)

Puis en utilisant [ASR88, p. 10.4.97],∣∣∣∣∣Ai(−ãj+1)−
(−1)j
√

π

(
3π

8
(4j + 3)

) 1
6
∣∣∣∣∣ ≤ 5

48
1√
π

(
3π

8
(4j + 3)

)− 11
6

. (5.87)

A l’aide d’estimées de ce type pour chaque terme, on fini par montrer dans [BL21,
Appendix B] que h(−ãj+1) > 0.

On démontre ensuite que h reste strictement positive sur la bande spectrale [Y2j
max, Y2j

min].
Pour cela, on utilise [BL18, Theorem 2.5] qui implique que pour tout c ≥ c2j,

[Y2j
max, Y2j

min] ⊂
[
−ãj+1 − Λ2j,c,−ãj+1 + Λ2j,c

]
(5.88)
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où

Λ2j,c :=

(
(Bi′(−ãj+1))

2

2πãj+1
+

K2j

(c− ãj+1)
3
2

)
e−

4
3 (c−ãj+1)

3
2 . (5.89)

La constante K2j est définie dans la preuve de [BL18, Proposition 6.1], mais nous
l’améliorons fortement dans [BL21] pour que sa dépendance en j, dont nous n’avions
pas besoin dans les résultats de [BL18], soit adaptée à notre objectif de positivité.

Soit t ∈ [−1, 1]. Comme h est C1, par le Théorème des accroissements finis, pour
tout j ≥ 1 et tout c ≥ c2j,

∣∣h(−ãj+1 + tΛ2j,c)− h(−ãj+1)
∣∣ ≤

 sup
y∈[Y2j

max,Y2j
min]

∣∣∣∣ dh
dy

(y)
∣∣∣∣
× |Λ2j,c| (5.90)

Il reste donc à contrôler la dérivée de h ce qui se fait à l’aide d’inégalités entre les
fonctions classiques d’Airy et leur dérivées. Là encore, pour les détails nous ren-
voyons à [BL21, Appendix B].

Une fois le Lemme 5.2.5 démontré, la Proposition 5.2.4 se déduit immédiate-
ment. A partir de cette proposition on peut entamer une étude de fonction pour
Φ qui permet, à l’aide du théorème des valeurs intermédiaires, d’obtenir des zéros
entre deux singularités de la fonction E 7→ tan((2N + 1)φ(E)), ainsi que deux zé-
ros aux bords, ce qui nous donne finalement 2N + 2 zéros. L’étude de fonction est
assez longue et le comptage des zéros se fait en plusieurs étapes, en partant des zé-
ros de E 7→ tan((2N + 1)φ(E)) et en ajoutant progressivement les termes suivants
pour arriver à l’expression de Φ. A chaque terme rajouté cela augmente, diminue ou
laisse inchangé le nombre de zéros de l’étape précédente. Cela est fait en détails dans
[BL21, Section III.C.2].

La localisation des zéros, essentiellement entre deux singularités de la fonction
E 7→ tan((2N + 1)φ(E)), est également le point de départ de la démonstration du
Théorème 5.2.2.

Soit E ∈ [−c, 0]. Rappelons que, d’après le Théorème 5.1.9, la p-ième bande spec-
trale de H est centrée en −c+ ap. Ainsi, le nombre p(E) de bandes spectrales de H
inclus dans [−c, E] (dont la longueur est c+ E) est l’unique entier tel que

ap(E) ≤ c+ E ≤ ap(E)+1. (5.91)

De là, (5.55) est une conséquence d’estimées sur les zéros de Ai et de Ai′ de la
forme : pour tout j ≥ 0,

2
3
(ãj+1)

3
2 ∈

[
π

4
+ jπ − 7

36(π
6 + jπ)

,
π

4
+ jπ +

7
36(π

6 + jπ)

]
et une estimée similaire pour les aj+1 (voir [BL21, Section IV].

Soit φ définie en (5.53). On pose, pour tout m ∈ {1, . . . , 2N},

e±m = φ−1
(
(2m ± 1)π
2(2N + 1)

)
. (5.92)
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Dans une bande spectrale paire. Soit j ≥ 0. Soit E ∈ [E2j
min, E2j

max]. Puisque φ a des
variations opposées sur [Ep

min, Ep
max] à celles de φ̃ sur [Yp

max, Yp
min], φ est strictement

croissante sur [E2j
min, E2j

max].
Soit alors mE ∈ {1, . . . , 2N} l’unique entier tel que E ∈ [e−mE

, e+mE
] et posons mE = 0

si E ∈ [E2j
min, e−1 ) et mE = 2N si E ∈ (e+2N, E2j

max].
Lorsque l’on démontre le Théorème 5.2.1, on obtient que dans chaque intervalle

(e−m , e+m) pour m ∈ {1, . . . , 2N}, il y a exactement une valeur propre de H2N+1, sauf
pour m = m± pour lequel il y a deux valeurs propres de H2N+1. Nous savons égale-
ment qu’il n’y a pas de valeur propre de H2N+1 dans [E2j

min, e−1 ) et dans (e+2N, E2j
min] ce

qui justifie la définition de mE. Ainsi, il y a exactement mE + nE valeurs propres de
H2N+1 dans l’intervalle [E2j

min, E] avec nE ∈ {0, 1, 2}.
Or, comme φ est strictement croissante,

(2mE − 1)π
2(2N + 1)

≤ φ(E) ≤ (2mE + 1)π
2(2N + 1)

et
2N + 1

π
φ(E)− 1

2
≤ mE ≤ 2N + 1

π
φ(E) +

1
2

. (5.93)

D’où,

lim
N→+∞

1
2(2N + 1)

(mE + nE) =
1

2π
φ(E). (5.94)

Dans une bande spectrale impaire. L’argument est similaire, mais cette fois φ est stricte-
ment décroissante sur toute bande spectrale impaire.

Soit j ≥ 0 et soit E ∈ [E2j+1
min , E2j+1

max ]. On définit mE comme dans le cas pair si ce
n’est que l’on échange les bornes de chaque sous-intervalle de [E2j+1

min , E2j+1
max ] et que

l’on pose mE = 2N si E ∈ [E2j+1
min , e+2N) et mE = 0 si E ∈ [e−1 , E2j+1

max ].
Le nombre de valeurs propres de H2N+1 dans [E, E2j+1

max ] est égal à mE + nE avec
nE ∈ {0, 1, 2}. Puis, comme dans chaque bande spectrale il y a exactement 2N + 2
valeurs propres de H2N+1, il y a exactement 2N + 2 − (mE + nE) valeurs propres de
H2N+1 dans l’intervalle [E2j+1

min , E].
On a encore une inégalité similaire à (5.93) si ce n’est que l’on échange les majo-

rants et les minorants, d’où :

lim
N→+∞

1
2(2N + 1)

(2N + 2 − (mE + nE)) =
1
2
− 1

2π
φ(E). (5.95)

Enfin, comme φ est un homéomorphisme de chaque bande spectrale vers [0, π],
de (5.95) et (5.94), on obtient que si E est dans un trou spectral de H, I(E) est égale
à 1

2 p(E), où p(E) est le nombre de bandes spectrales incluses dans [−c, E]. En effet,
chaque bande spectrale a une mesure totale égale à 1

2 . Cela termine la démonstration
du Théorème 5.2.2.

Nous terminons cette section dévolue aux résultats de [BL21] en évoquant les
approximations de φ présentées dans [BL21, Appendix A].
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Tout d’abord, on remarque qu’en utilisant les signes de UV′ et U′V dans les bandes
spectrales et le fait que (U′V+ UV′ + 2i

√
−UU′VV′)(−E) est toujours de module 1,

∀E ∈ σ(H), φ(E) = 2Arctan
(√

−U′V
UV′

)
(−E). (5.96)

Des expressions de U, U′, V et V′ et en effectuant quelques calculs, on obtient alors

φ(E) ∼ Arctan

(1 − cos(4
3(c+ E)

3
2 ) cosh 4

3(−E)
3
2

1 + cos(4
3(c+ E)

3
2 ) cosh 4

3(−E)
3
2

) 1
2
 . (5.97)

Fig. 9. La fonction φ et son approximation (5.97) sur [−2, 0] pour c = 15. La ligne
continue représente l’approximation divisée par π et la ligne pointillée représente φ
divisée par π.

Comme prévu, la Figure 9 illustre le fait que l’approximation (5.97) est meilleure
pour les bandes spectrales loin de 0 que pour celles proches de 0.

Enfin, si on dérive (5.97) par rapport à E, on trouve une approximation pour la
densité d’états φ′(E) :

φ′(E) ∼ 1

1 + cosh 4
3(−E)

3
2 cos 4

3(c+ E)
3
2

. (5.98)

5.3 Perspectives de recherches futures

Avec Olivier Lafitte, nous poursuivons notre collaboration sur l’étude des pro-
priétés spectrales des opérateurs de Schrödinger unidimensionnels à potentiel pé-
riodique dont le potentiel n’est pas régulier, de fait non C1, en ses extrema, ou au
moins en ses minima.

Notre premier projet en cours sur ce sujet est l’étude d’un opérateur d’Airy-
Schrödinger périodique pour lequel le potentiel ne serait plus donné par la valeur
absolue sur la période centrée en 0 mais par un potentiel plus général de la forme
x 7→ V(|x|).
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Nous souhaitons donc étudier l’opérateur de Schrödinger périodique agissant
sur l’espace de Sobolev H2(R) :

H = − h̄2

2m
d2

dz2 + V, (5.99)

où h̄ est la constante de Planck réduite et V est la fonction 2L0-périodique sur R
définie par

∀z ∈ [−L0, L0], V(z) = V
(
|z|
L0

)
,

où V est une fonction de [−1, 1] dans R.

Nous pensons pouvoir démontrer des estimations des bandes spectrales ana-
logues à celles données au Théorème 5.1.9 en supposant que la fonction V est paire,
qu’elle admet un unique minimum en 0 et qu’elle est analytique sur [−1, 1] ou au
moins au voisinage de 0. Nous pourrions alors en déduire des estimées sur les lon-
gueurs des bandes spectrales et des trous spectraux dans un cas relativement géné-
ral.

Pour traiter ce cas plus général, l’idée est de revenir aux techniques de Har-
rell [Har79] en trouvant l’analogue pour notre modèle des fonctions cylindriques
qu’il utilise pour approcher les solutions réelles. Une fois ces solutions approchées
obtenues, il restera à montrer que leurs développements asymptotiques sont bien
proches de ceux pour les vraies solutions ce qui nous obligera à regarder finement
jusqu’où nos développements asymptotiques sont valables.

L’article [BP19] contient des résultats relativement généraux de ce type pour un
potentiel dont les hypothèses sont proches de celui que nous voulons étudier, mais
les auteurs n’obtiennent que des équivalents des longueurs des bandes spectrales
et des trous spectraux, sans pousser plus loin le développement asymptotique. Les
résultats qu’ils obtiennent sont dans le cas de la limite semiclassique.

Nous aimerions parvenir à obtenir, dans le cas général, des résultats dans le ré-
gime semiclassique avec un intervalle de validité explicite. Il est possible que cela
s’avère trop compliqué et que nous obtenions finalement des développements asymp-
totiques dans le cas de la limite semiclassique comme dans [BP19].

Dans [BL18 ; BL21], nous étudions précisément le comportement du spectre de
bandes de l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique ainsi que de l’opérateur d’Airy
- Schrödinger à puits multiples, lorsque les bandes se trouvent dans l’image du po-
tentiel. Il serait également intéressant de voir si on peut caractériser plus précisé-
ment les bandes qui se trouvent au-delà de la valeur maximale du potentiel. Pour
cela, il faudrait pouvoir identifier, parmi les solutions des équations (5.13), (5.14),
(5.15) et (5.16), celles qui correspondent au fait de “relier” deux branches de courbes
situées dans la partie du plan d’abscisses négatives dans la Figure 6. Ce cas n’a pas
été abordé de façon détaillée dans [BL18] et s’avère bien plus difficile à étudier du
fait que l’on ne peut plus utiliser les comportements asymptotiques exponentiels
des fonctions d’Airy en +∞ et que l’on doit s’accomoder uniquement des comporte-
ments oscillants en −∞. Avoir une meilleure connaissance de ces bandes au-delà du
maximum du potentiel permettrait éventuellement d’identifier la bande de valence
pour l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique.
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Une autre extension possible de l’étude du spectre de l’opérateur d’Airy-Schrödinger
est le passage du cas unidimensionnel au cas quasi-unidimensionnel. Nous pour-
rions par exemple considérer un opérateur d’Airy-Schrödinger périodique à valeurs
matricielles de la forme

Hquasi1d = H ⊗ IN + Vper (5.100)

où H est l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique défini en (5.1) et Vper est une
fonction périodique à valeurs dans les matrices symétriques réelles. Nous pourrions
supposer Vper de classe au moins C2 sur R ou juste C2 au voisinage de ses extrema en
supposant qu’elle atteigne ses extrema aux mêmes points que V. Ainsi nous pour-
rions combiner nos résultats pour le potentiel V singulier avec les résultats classiques
de la littérature dans le cas d’un potentiel périodique régulier.

En considérant cette extension au cas quasi-unidimensionnel, nous pourrions
peut-être également compléter du point de vue semiclassique les résultats de Veliev
[Vel21a] ou de Chelkak et Korotyaev [CK06].

Enfin, dans [BL16], nous avons commencé à regarder deux versions simples d’un
modèle d’Airy-Schrödinger périodique en dimension 2. La première est donnée
par l’opérateur

H3/2 = − h̄2

2m
∆ + V3/2, (5.101)

agissant sur H2(R2), où ∆ est le Laplacien sur R2 et V3/2 est la fonction périodique
définie par :

∀(x, y) ∈ R2, V3/2(x, y) = V(x),

où V est le potentiel de l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique (5.1).

Fig. 10. Le potentiel V3/2

En utilisant une décomposition en produit tensoriel de H3/2,

H3/2 =
(

H1 ⊗ Idy
)
+

(
Idx ⊗

(
− ∂2

∂y2

))
,

on obtient
σ(H3/2) = σac(H3/2) = [E0

min,+∞).
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où E0
min est le bas du spectre de l’opérateur d’Airy-Schrödinger périodique (5.1).

Ainsi, les résultats de [BL18] sur le bas du spectre nous donnent une description
complète de l’unique bande spectrale de σ(H3/2). Le fait que les trous spectraux
soient vides pour H3/2 est en accord avec les résultats de [Par08] sur la conjecture de
Bethe-Sommerfeld.

Notons que la décomposition en produit tensoriel de H3/2 reste valable si on
considère un potentiel V3/2 de la forme (x, y) 7→ V(x) + W(y) avec V et W deux
fonctions périodiques. Si ces deux fonctions sont des potentiels d’Airy-Schrödinger
périodiques de deux périodes différentes L0 et L1, il serait intéressant de voir quel est
le spectre de H3/2. Ce spectre sera la somme des spectres pour les deux opérateurs
d’Airy-Schrödinger périodiques associés respectivement à V et à W et les éventuels
recouvrements de leurs bandes spectrales respectives devraient être liés à la nature
arithmétique du quotient L0

L1
, comme ce que l’on peut observer dans [KF16].

Le second modèle en dimension 2 présenté dans [BL16] n’est plus un modèle que
l’on peut décomposer en produits tensoriels d’opérateurs unidimensionnels.

On considère deux longueurs caractéristiques L0 et L et un potentiel de référence
V0. Soit

H2 = − h̄2

2m
∆ + V2, (5.102)

agissant sur H2(R2), où ∆ est encore le Laplacien en dimension 2 et V2 est le potentiel
périodique sur un réseau de R2 de maille élémentaire [−L0, L0]× [−L, L] sur laquelle
il est définit par :

∀(x, y) ∈ [−L0, L0]× [−L, L], V2(x, y) = V(x)× sign(y). (5.103)

Fig. 11. Le potentiel V2

Les modes de Bloch qui correspondent aux bords des bandes spectrales de H2
sont solutions de l’équation H2ψ = Eψ sur [−L0, L0]× [−L, L], avec conditions aux
bords quasi-périodiques :

∀(x, y) ∈ R2, ψ(x + 2L0, y + 2L) = ei( π
L0

ω1+
π
L ω2+π)

ψ(x, y),

pour (ω1, ω2) ∈ {(0, 0), (−L0, 0), (0, L), (−L0, L)}.
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On exploite alors la périodicité en la seconde variable de ces modes de Bloch pour
effectuer une décomposition en série de Fourier partielle par rapport à celle-ci. Cela
conduit à une décomposition en série de Fourier de la forme :

∀(x, y) ∈ [−L0, L0]× [−L, L], ψ(x, y) = ∑
n∈Z

a±n (x)ei 2nπ
L y, (5.104)

où , pour tout n ∈ Z, a±n est une solution sur [−L0, L0] de :

H±
1 a±n =

(
E − h̄2

2m
4n2π2

L2

)
a±n , (5.105)

avec

H±
1 = − h̄2

2m
d2

dx2 ± V,

avec des conditions aux bords assurant que ψ est dans H2(R2) et avec les conditions
aux bords quasi-périodiques :

a±n (−L0) = eiω π
L0 a±n (L0), ω ∈ [0, L0].

On obtient alors le spectre de H2 en fonction des bandes spectrales de l’opérateur
d’Airy-Schrödinger périodique.

Théorème 5.3.1.
σ(H2) ⊂

⋃
i,j≥0

⋃
(n,q)∈Z2

B+
i,n ∩ B−

j,q, (5.106)

où

B+
i,n = [Ei

min, Ei
max] +

h̄2

2m
4n2π2

L2 et B−
j,q = [Ej

min, Ej
max] + V0 +

h̄2

2m
4q2π2

L2 .

Pour localiser plus précisément les bandes spectrales de H2 on peut essayer de
déterminer si B+

i,n ∩ B−
j,q est vide ou non. Introduisons dn,q

i,j la distance entre les inter-
valles B+

i,n et B−
j,q. En utilisant les estimées obtenues au Théorème 5.1.9, on obtient, en

conservant les notations de [BL18 ; BL21] pour les zéros de Ai et Ai′,

dn,q
i,j =

∣∣∣∣∣ai − aj + h−
2
3 + 4π2h

4
3

L2
0

L2 (q
2 − n2)

∣∣∣∣∣+O
(

e−
4
3 (h

− 2
3 +amax(i,j))

3
2
)

. (5.107)

Il faut donc analyser si cette distance est nulle ou non en fonction des tailles de
L0 et L, comparées à une puissance du paramètre semiclassique. Une première dis-
cussion heuristique et qui reste à démontrer rigoureusement est la suivante : soit
ε > 0,

1. si L0
L = O(h−ε), pour tout i et tout j tels que h−

2
3 > |ai − aj|, et pour tout n et

tout q, B+
i,n ∩ B−

j,q = ∅.
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2. Si L0
L = O(h−

2
3+ε), pour tout i et tout j et n ̸= q, tels que h−

2
3+ε >

∣∣∣ ai−aj
4π2(q2−n2)

∣∣∣,
B+

i,n ∩ B−
j,q = ∅.

3. Si L0
L = O(h−

2
3 ), pour tout i, j, n et q tels que h−

2
3 >

∣∣∣ ai−aj
1+4π2(q2−n2)

∣∣∣,
B+

i,n ∩ B−
j,q = ∅.

Cette première analyse nous dit que pour h assez petit, deux intervalles B+
i,n et B−

j,q
loin du bas du spectre de H, sont toujours disjoints.

L’usage de la transformée de Fourier partielle selon la seconde variable est dans
le même esprit que celle faite pour le modèle d’Anderson-Bernoulli sur une bande
continue dans le plan présentée dans la Section 1.2.1 et qui nous a conduit à l’intro-
duction des modèles quasi-unidimensionnels.

L’étude plus précise du spectre de H2 reste à faire et bien entendu, nous vou-
drions également étudier le spectre de bandes pour des opérateurs plus généraux
que H2 mais faisant toujours intervenir un potentiel Z2-périodique dont les extrema
présentent des singularités.
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