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Résumé

La tomographie par impédance électrique (EIT) est une technique d’imagerie non invasive visant à

reconstruire la distribution de conductivité électrique à l’intérieur d’un domaine en appliquant des

courants électriques au bord du domaine à des électrodes et en mesurant les tensions résultantes.

Mathématiquement, le problème, connu sous le nom de problème de Calderón ou problème inverse

de conductivité, est un problème inverse fortement mal posé. L’inconnue principale de ce problème

inverse est la conductivité, mais des manques d’information pour d’autres variables telles que la forme

géométrique du domaine dans lequel nous visons à reconstruire la conductivité, ainsi que les positions

des électrodes, peuvent influencer la qualité de la reconstruction. Par conséquent, nous considérons le

problème EIT avec une géométrie inconnue mobile.

La résolution d’un tel problème peut être coûteuse en terme de calcul, en particulier lors de l’utilisation

de méthodes numériques qui nécessitent un maillage adapté à cause des étapes de remaillage. Pour

éviter celles-ci, nous proposons une approche par méthode de frontière immergée (IBM) pour la

résolution numérique du modèle d’électrode complet en tomographie par impédance électrique. Cette

méthode permet l’utilisation d’un maillage cartésien sans nécessiter une discrétisation précise de la

frontière, ce qui s’avère utile dans les situations où la frontière est complexe et/ou changeante. Nous

démontrons la convergence de notre méthode et en illustrons l’efficacité dans des problèmes directs et

inverses en deux dimensions.

L’utilisation de méthodes de frontière immergée pour résoudre le problème direct permet également

une parallélisation aisée de la méthode et le développement d’un code parallèle dédié au problème

direct. Il est à noter que ce travail s’inscrit dans le contexte de l’imagerie électrocardiographique (ECGi).

Pour l’ECGi, l’inconnue principale est l’activité électrique du cœur. L’objectif à long terme est d’évaluer

si l’EIT peut fournir plus d’informations sur la conductivité des organes à l’intérieur du volume du torse.

Dans cette thèse, notre méthode a été testée sur un modèle de torse très simplifié pour la reconstruction

de la conductivité. D’autres tests ont été réalisés pour évaluer notre méthode en utilisant des données

réelles issues de mesures sur des cuves.

Mots clés : Tomographie par impédance électrique, Méthode de frontière immergée.
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Abstract

Electrical Impedance Tomography (EIT) is a non-invasive imaging technique that aims to reconstruct

the electrical conductivity distribution inside a domain by applying electrical currents to the boundary

of this domain and measuring the resulting voltages on the same boundary. It has several applications

in the medical field, particularly in lung monitoring and stroke detection. Mathematically, the problem,

known as Calderón’s problem or the inverse conductivity problem, is a severely ill-posed inverse

problem. The primary unknown in this inverse problem is the conductivity, but lack of information in

other variables such as the geometrical shape of the domain in which we aim to reconstruct conductivity,

as well as electrode positions, can affect the quality of the reconstruction. Therefore, we consider the

EIT problem with a mobile unknown geometry.

The resolution of such a problem can be computationally expensive, especially when using numeri-

cal methods that demand adapted meshing. To avoid the remeshing step we propose an Immersed

Boundary Method (IBM) approach for the numerical resolution of the Complete Electrode Model in

Electrical Impedance Tomography. This method allows for the use of a Cartesian mesh without the

need for precise discretization of the boundary, making it useful in situations where the boundary is

complex and/or changing. We prove the convergence of our method and demonstrate its efficiency in

two-dimensional direct and inverse problems.

Utilizing immersed boundary methods for solving the direct problem also allows for a straightforward

parallelization of the method and the development of a parallel code dedicated to the direct problem.

It’s worth noting that this work is in the context of electrocardiographic imaging (ECGi). In ECGi the

main unknown is the electrical activity of the heart. In the long run, the primary objective is to assess

whether EIT can provide more information on the conductivity of organs within the torso volume. In

this thesis, our method was tested against a very simplified torso model to reconstruct conductivity.

Further tests were conducted to evaluate our method using real data from tank measurements.

Keywords : Electrical Impedance Tomography, Immersed Boundary Method.
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Introduction 1
Au cours des dernières décennies, la tomographie par impédance électrique (EIT) a connu d’importants

progrès, passant d’une technique expérimentale à une modalité d’imagerie utilisée en clinique. L’EIT

est une méthode d’imagerie non invasive dans laquelle la conductivité électrique, la permittivité et

l’impédance d’une partie du corps sont déduites à partir de mesures sur des électrodes de surface et

utilisées pour former une image tomographique de cette partie. L’EIT est une méthode sûre qui ne

nécessite pas de radiation, ce qui en fait une option attrayante pour la surveillance à long terme des

patients, en particulier dans les unités de soins intensifs. De nombreuses études cliniques ont démontré

l’efficacité de l’EIT en tant qu’alternative aux modalités d’imagerie conventionnelles, en particulier

pour la surveillance de la ventilation et de la perfusion pulmonaires [63, 195]. Mathématiquement, le

problème est connu sous le nom de problème de Calderón ou problème de conductivité inverse, qui

est un problème inverse très mal posé [20, 31, 190].

Dans cette thèse, les études se concentrent principalement sur la résolution numérique du problème

inverse de l’EIT, en particulier sur le développement d’une méthode numérique permettant de réduire

les temps de calcul, dans le cadre d’un problème à géométrie mobile. On note que l’objectif à long

terme est d’explorer l’utilisation de l’EIT pour évaluer la conductivité des organes dans le volume du

torse dans un contexte électrocardiographique. En EIT, des électrodes (généralement entre 16 et 32

électrodes) sont fixées à la surface du corps. Un courant électrique est appliqué séquentiellement à

travers des paires d’électrodes sélectionnées, et les tensions résultantes sont mesurées par les autres

paires d’électrodes. La figure 1.1 montre une configuration expérimentale d’EIT, illustrant la disposition

des électrodes sur la surface d’un objetΩ. On note que le courant alternatif appliqué a généralement une

intensité de quelques milliampères et une fréquence de 10 à 100 kHz. L’injection de courant à travers

des paires d’électrodes est répétée pour un nombre fini et linéairement indépendant de combinaisons

de courant afin de générer un ensemble de données pour la reconstruction de la conductivité. Nous

nous trouvons donc dans une situation où nous disposons d’observations ou de données sur les bords

du domaine (les mesures de surface), et notre objectif est de reconstruire des informations dans le

volume du domaine (la conductivité interne). D’un point de vue mathématique, il s’agit donc d’un

problème inverse.

Dans la littérature et en pratique, il existe beaucoup d’exemples de problèmes inverses [75, 102] : le

problème de rétro-diffusion inverse, ou inverse scattering, où il est demandé de trouver la forme d’un

objet de diffusion, étant donnée l’intensité (et la phase) des ondes sonores ou électromagnétiques

diffusées par cet objet. Les ouvrages de référence sur ces problèmes de scattering direct et inverse sont

les suivants [42, 43, 110] ainsi que les articles de synthèse [41, 174]. Un autre exemple est l’équation
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Fig. 1.1 : Configuration typique d’EIT, Thèse A. Velasco

intégrale d’Abel où l’on est dans la situation suivante : on laisse un élément de masse se déplacer le

long d’une courbe σ, d’un point p1 à un niveau h > 0 à un point p0 à un niveau h = 0, sachant que la

seule force agissant sur cet élément de masse est la force gravitationnelle. Le problème direct consiste

à déterminer le temps T nécessaire à l’élément pour se déplacer de p1 à p0 lorsque la courbe σ est

donnée. Dans le problème inverse, on mesure le temps T = T (h) pour plusieurs valeurs de h, et on vise

à déterminer la courbeσ. Un problème similaire, mais plus important, se pose en sismologie. On étudie

le problème pour déterminer la distribution de la vitesse c de la Terre à partir de mesures des temps de

propagation des ondes sismiques (voir [26]). Pour d’autres exemples de problèmes inverses conduisant

à des équations intégrales d’Abel, nous renvoyons aux notes de cours de R. Gorenflo et S. Vessella [73],

à la monographie [138], et aux articles [117, 203]. On a aussi l’équation de la chaleur inversée où le

problème direct consiste à résoudre le problème classique de la valeur initiale aux limites suivant :

étant donnés la distribution initiale de température u0 et le temps final T , déterminer u(·,T ). Dans le

problème inverse, on mesure la distribution de température finale u(·,T ) et on tente de déterminer

la température à des instants antérieurs t < T , par exemple, la température initiale u(·,0). Pour plus

d’informations, on se réfère aux monographies [11, 109, 138] ainsi qu’aux articles [27, 29, 40, 57, 58, 59,

130, 173]. Pour plus d’exemples on renvoie vers [75, 106].

Dans tous ces exemples, nous pouvons formuler le problème direct comme l’évaluation d’un opérateur

K agissant sur un "modèle" x dans un espace de modèles X , et le problème inverse comme la solution

de l’équation K (x) = y :

• Problème direct : étant donné x (et K ), évaluer K (x).

• Problème inverse : étant donné y (et K ), trouver x tel que K (x) = y .

Afin de formuler un problème inverse, la définition de l’opérateur K , y compris son domaine et son

codomaine, doit être donnée. La formulation sous forme d’équation d’opérateur nous permet de
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distinguer les problèmes linéaires et non linéaires, de dimension finie et infinie. En général, l’évaluation

de K (x) signifie résoudre un problème aux limites pour une équation différentielle ou évaluer une

intégrale. Pour des aspects plus généraux de la théorie de l’inversion, nous renvoyons à [3, 148].

L’EIT, connue mathématiquement comme le problème de Calderón, est un exemple de problème

d’identification des paramètres pour une équation aux dérivées partielles. Parmi la vaste littérature sur

les problèmes d’identification des paramètres, nous ne mentionnons que les articles classiques [108,

160, 161], les monographies [8, 11, 138], ainsi que l’article de synthèse [140].

On note par Ω ⊆ Rd (d ≥ 2) notre domaine borné avec une frontière lisse ∂Ω. On définit l’ensemble

suivant

L2
⋄(∂Ω) = { f ∈ L2(∂Ω) :

∫
∂Ω

f dl = 0}.

Le modèle le plus simple pour modéliser le problème direct de l’EIT est le modèle continuum dans

lequel la distribution de courant f =σ∇u ·ν=σ∂u/∂ν est connue sur tout le bord du domaine ∂Ω. On

a le modèle continuum suivant : div(σ∇u) = 0 dansΩ

σ∇u ·ν= f sur ∂Ω
(1.1)

avec ν = ν(x) est le vecteur normal unitaire en x ∈ ∂Ω dirigé vers l’extérieur de Ω. En pratique, f (x)

n’est pas connu pour tous les x ∈ ∂Ω. En réalité, on connaît les courants envoyés le long de fils attachés

à N électrodes discrètes qui sont, à leur tour, attachées à la frontière ∂Ω. Par conséquent, il convient de

noter qu’il existe plusieurs possibilités pour modéliser l’injection de courant à travers la frontière ∂Ω.

Par exemple, en imagerie géophysique, on ne peut couvrir qu’une petite partie de la surface terrestre

avec des dispositifs de mesure. Il est donc intéressant de considérer des problèmes à données partielles.

Un des modèles les plus précis pour les reconstructions numériques pour l’EIT est le complete electrode

model qui modélise la présence d’électrodes actives sur le bord avec une impédance de contact.

L’impédance de contact est une mesure de la résistance électrique associée à la surface de contact entre

les électrodes et le bord du domaine.

On définit l’opérateur Neumann–Dirichlet par : Λ : L2⋄(∂Ω) → L2⋄(∂Ω) , Λ f = u|∂Ω, avec u ∈ H 1⋄ (Ω) =
{u ∈ H 1(Ω) :

∫
∂Ωu dl = 0} l’unique solution de 1.1. Le problème de Calderón se formule de la manière

suivante :

Déterminer la conductivité σ à partir de l’opérateur Neumann-Dirichlet Λ : L2⋄(∂Ω) → L2⋄(∂Ω)

donné.

Une question qui se pose naturellement pour les problèmes inverses concerne l’unicité : "Les infor-

mations aux bords sont-elles suffisantes pour déterminer la quantité recherchée?" Dans le cas du

problème de Calderón, on se demande si l’opérateur de Neumann-Dirichlet, noté Λ, permet de dé-

terminer uniquement la conductivité σ, ou s’il existe la possibilité que deux valeurs différentes de

σ correspondent au même opérateur Λ. En 2006, K. Astala et L. Päivärinta [5] ont montré que, en

dimension deux d’espace, l’unicité est vraie dans la classe de conductivités σ ∈ L∞(Ω). En dimension

supérieure ou égale à trois, l’unicité est démontrée dans des classes de conductivités plus régulières,

5



mais la question de l’unicité dans L∞(Ω) est toujours ouverte. Dans le cadre de cette thèse, nous

examinons un problème qui prend en compte la manière physique d’injecter du courant, conduisant

en quelque sorte à une version "dimension finie" de l’opérateur Neumann-Dirichlet Λ, où l’unicité est

perdue (voir [36] où des perturbations "invisibles" de la conductivité sont construites dans un cadre

proche de celui que nous utiliserons). Dans tous les cas, ce problème manque de stabilité dans le sens

où des données de mesure proches peuvent correspondre à des conductivités très éloignées. C’est pour

cela que le problème de Calderón [28] est un problème inverse mal posé.

L’approche la plus directe pour aborder le problème inverse consiste à chercher à minimiser l’erreur

des moindres carrés pondérés, c’est-à-dire à chercher σ de manière à ce que la fonctionnelle qui évalue

la différence entre les données réelles et les solutions du problème direct atteigne son minimum. La

résolution d’un tel problème inverse mal posé nécessite généralement des techniques spécialisées et

des méthodes de régularisation pour stabiliser la solution.

Premièrement, on peut utiliser des techniques de régularisation. Ces méthodes de régularisation intro-

duisent des informations ou des contraintes supplémentaires pour stabiliser la solution. En particulier,

on a la régularisation de Tikhonov ; cette méthode ajoute un terme de pénalité au problème d’optimisa-

tion pour contrôler la régularité ou l’amplitude de la solution [188]. On a aussi la régularisation de la

variation totale qui se fait en ajoutant un terme de régularisation, généralement sous la forme de la

norme L1 (valeur absolue) des gradients de l’image.

Une autre famille de méthodes sont les méthodes D-bar. Le nom "D-bar" provient de l’opérateur

mathématique "D-barre" (ou "D-bar operator"). Ces méthodes sont largement utilisées pour l’EIT

[136]. Les méthodes D-bar utilisent une transformée de Fourier non linéaire des données de mesure

pour extraire des informations sur la distribution de la conductivité électrique à l’intérieur de l’objet.

On dispose également de la méthode "Absolute Value" qui consiste à prendre les valeurs absolues des

variations d’impédance [172].

On note aussi, qu’une alternative pour résoudre des problèmes inverses mal posés sont les méthodes

d’inférence bayésienne, qui fournissent un cadre probabiliste. Elles impliquent la modélisation du pro-

blème avec des informations a priori, des fonctions de vraisemblance et des distributions a posteriori.

Des techniques telles que la chaîne de Markov par Monte-Carlo (MCMC) et l’inférence variationnelle

peuvent être utilisées pour l’inférence bayésienne. Pour des références concernant les chaînes de

Markov, on renvoie à [69, 162, 176, 187]. Dans [95], Kaipio et al. ont étudié le problème inverse de l’EIT

d’un point de vue bayésien.

Nous rappelons que notre objectif est de résoudre ce problème inverse numériquement à l’aide d’un

algorithme efficace pour pouvoir reconstruire le paramètre de conductivité à l’intérieur du volume du

torse humain. Nos travaux ont été menés dans un contexte électrocardiographique, sur lequel nous

reviendrons plus en détail par la suite. Notre objectif principal est donc de reconstruire la conductivité.

Cependant, il est également reconnu que la méthode d’imagerie par EIT est affectée par le manque

de connaissance ou la méconnaissance des paramètres de géométrie, tels que la forme du bord et la

position des électrodes [48, 49]. C’est pourquoi, tout au long de cette thèse, nous envisageons non
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seulement le problème d’EIT avec la conductivité comme inconnue, mais nous considérons aussi un

problème de reconstruction simultanée des paramètres de géométrie et de conductivité. Nous nous

trouvons donc à résoudre un problème à géométrie mobile. La résolution du problème inverse d’EIT

avec géométrie mobile a déjà été étudiée dans [48, 49], où une méthode d’éléments finis avec maillage

adapté a été utilisée pour la résolution. Bien qu’une telle méthode avec maillage adapté se soit révélée

très efficace pour la reconstruction simultanée de la conductivité et de la géométrie du bord, on se

retrouve donc confronté à une étape de remaillage inévitable à chaque mise à jour des paramètres

géométriques par l’algorithme du problème inverse, qui peut devenir facilement coûteux en terme de

calcul. Pour éviter cette contrainte, nous proposons de résoudre le problème direct avec une méthode

numérique de différences finies à frontière immergée sur une grille cartésienne.

Notre bord sera donc représenté implicitement et immergé dans la grille cartésienne par une fonction

level-set. Les méthodes à frontière immergée sur grille cartésienne sont généralement utiles pour

résoudre des problèmes issus de la mécanique des fluides, de la biologie, et de la chimie des matériaux.

Que ce soit pour étudier l’écoulement autour d’un objet solide ou pour modéliser le comportement

électrique de cellules biologiques, chaque fois qu’un problème implique une géométrie réaliste, il est

naturel de prendre en compte la présence d’obstacles, d’interfaces ou de frontières de formes variées. Il

s’agit fréquemment d’interfaces physiques séparant des milieux aux propriétés différentes, comme

l’interface entre deux fluides, entre un fluide et un solide, ou entre une cellule biologique et le milieu

extérieur. Dans le cas de l’EIT, l’interface sera le bord du domaine. L’utilisation d’une méthode de

frontière immergée nous permettra de représenter notre bord de manière implicite, ce qui facilitera

grandement sa manipulation. Cela sera particulièrement avantageux lorsque nous considérerons un

problème à géométrie mobile et nous permettra d’éviter complètement l’étape de remaillage.

Un autre avantage de la discrétisation sur grille cartésienne est qu’elle permet une parallélisation aisée,

et une utilisation de splitting directionnel pour la construction des méthodes numériques, ce qui les

rend faciles à coder, et permet d’utiliser des bibliothèques de calcul efficaces comme par exemple

PETSc [185] ou MPI [154]. Dans [39] la parallélisation d’une méthode de frontière immergée sur grille

cartésienne à l’aide de PETSc était abordée. Un des intérêts que nous accordons, concerne cet aspect

du développement en EIT. En effet, nous reconnaissons que la reconstruction des conductivités dans

le volume du torse à l’aide de l’EIT nécessitera l’accès à un code capable de résoudre l’EIT avec une

grande précision. Donc, l’un des objectifs à long terme est le développement de codes parallèles pour

l’EIT en 3D. Jusqu’à présent, nos travaux se sont concentrés sur la résolution du problème en 2D.

Ce travail de thèse sur l’EIT s’inscrit dans une problématique à long terme liée à l’électrocardiographie.

En imagerie électrocardiographique, le problème inverse d’ECGi vise à reconstruire l’activité électrique

du cœur à partir de séries de mesures électriques effectuées sur le torse. Ce problème est représenté

par un problème de Cauchy pour l’équation de Laplace, qui est connu pour être mal posé.


div(σ∇u) = 0 dans le volume du torse

u = uT et σ∇u.n = 0 sur la surface du torse,

u =? sur la surface du coeur,

(1.2)
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avec u le potentiel électrique et σ la conductivité dans le volume du torse. L’approche classique pour le

résoudre consiste à minimiser au sens des moindres carrés une fonctionnelle comportant un terme de

régularisation [100]. L’ECGi est une technologie prometteuse qui peut éventuellement permettre de

détecter des anomalies du rythme cardiaque comme la fibrillation ventriculaire qui est responsable

chaque année de 50 000 morts soudaines par arrêt cardiaque en France, soit une toutes les 10 minutes.

En général, les maladies liées aux anomalies au niveau du rythme cardiaque (appelée arythmies) sont

difficiles à détecter. On distingue généralement trois types d’arythmies :

• tachycardie : quand le cœur bat très vite,

• bradycardie : quand le cœur bat lentement,

• fibrillation : quand le cœur bat irrégulièrement.

La fibrillation ventriculaire se caractérise par une désorganisation complète de l’activité électrique

dans les ventricules, ce qui empêche le cœur de se contracter efficacement. Des thérapies efficaces

existent, mais elles sont encore peu utilisées en pratique, car les mécanismes impliqués dans ces

troubles du rythme cardiaque sont encore mal compris et les pathologies associées sont incorrectement

caractérisées ou ne peuvent être détectées de manière préventive. Ces lacunes en termes de détection

sont principalement dues aux limitations des techniques d’imagerie de l’activité électrique cardiaque.

En effet, les cathéters intra-cardiaques permettent une caractérisation détaillée de l’activité électrique

du cœur, mais ils sont trop invasifs pour être utilisés à grande échelle, et l’électrocardiogramme

classique à 12 électrodes manque de précision.

L’ECGi propose une approche non invasive permettant de reconstruire l’activité électrique du cœur

à partir de séries de mesures électriques effectuées sur le torse, en résolvant un problème inverse

dans le volume situé entre le torse et le cœur. Des études expérimentales in vivo montrent que l’ECGI

peut correctement reconstruire des motifs d’activation électrique réguliers, mais échoue dans des

cas plus complexes, notamment pour des cœurs présentant des hétérogénéités des tissus [54]. Les

erreurs dans la formulation du problème direct, notamment le manque de connaissance des valeurs de

conductivité des différents organes et du mouvement relatif de ces organes, contribuent largement

à ce manque de précision. En effet, en raison de la complexité du caractère anisotrope du domaine

thoracique, le tenseur de conductivité, généralement noté σT , est souvent négligé [99], ce qui peut

entraîner des imprécisions dans les reconstructions d’ECGI. Dans un objectif à long terme, l’utilisation

de l’EIT pourrait permettre de recueillir des informations sur la conductivité des organes et leur position

géométrique, et éventuellement utiliser ces informations dans le modèle d’ECGI.

Dans cette thèse, nous menons des études préliminaires dans le cadre de la reconstruction des conduc-

tivités des organes dans le volume du torse. Nous commençons par un test de reconstruction dans

un modèle de torse simplifié en 2D. Nous reconnaissons que ce problème est extrêmement complexe,

étant donné que l’anatomie du torse est très sophistiquée, comme on peut le voir dans la figure 1.2.

Cette étude est suivie de la validation de notre méthode à l’aide de données réelles à libre accès générées

par Hauptmann et al. dans [80].
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Fig. 1.2 : Coupe transversale du thorax montrant le contenu du médiastin moyen et postérieur.

En conclusion, l’objectif général de cette thèse est de développer des méthodes numériques pour

l’EIT afin d’estimer les conductivités à l’intérieur du volume d’un domaine Ω. Plus précisément, nous

allons mettre au point des méthodes numériques de différences finies avec une approche de frontières

immergées pour résoudre le problème inverse de l’EIT. Nous discutons de l’utilité de ce type de méthode

dans le contexte de l’EIT, en particulier en termes de coûts de calcul. À long terme, l’objectif est de

pouvoir utiliser l’EIT afin de récupérer davantage d’informations sur les conductivités et la position

des organes à l’intérieur du volume du torse. Dans le chapitre 2, nous présentons divers modèles

pour modéliser le problème direct de l’EIT, en particulier notre modèle d’électrode complet généralisé

que nous utilisons dans toute la suite du travail. Dans le chapitre 3, nous présentons notre méthode

numérique de frontière immergée et démontrons sa convergence au premier ordre. Ensuite, dans le

chapitre 4, nous abordons les problèmes inverses de conductivité et de forme, ainsi que leurs résultats

de reconstruction. Dans le chapitre 5, nous présentons nos codes de développement informatique

pour résoudre le problème direct à l’aide de méthodes de frontière immergée. Enfin, dans le chapitre 6,

nous présentons nos tests avec le modèle simplifié de torse et les données réelles du réservoir d’eau.
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La modélisation mathématique
du problème direct de l’EIT

2
Dans ce chapitre, nous présentons différents modèles mathématiques utilisés pour le problème direct

de l’EIT. L’objectif de ces modèles directs est de décrire le comportement d’un objet conducteur soumis

à un courant électrique imposé à sa périphérie. Pour le problème direct, on s’intéresse particulièrement

au potentiel électrique créé à l’intérieur de l’objet conducteur et résultant de cette injection de courant.

Mathématiquement, les modèles directs reposent sur l’approximation quasi-statique des équations de

Maxwell [21], qui décrit la propagation des ondes électromagnétiques à l’intérieur de l’objet observé.

Cela se traduit par une équation elliptique commune à tous les modèles, dans laquelle apparaît la

conductivité du milieu interne de l’objet conducteur. Cependant, ces modèles diffèrent en ce qui

concerne la modélisation de l’injection du courant à travers le bord. Certains modèles considèrent que

le potentiel et la distribution de courant sont connus sur tout le bord, tandis que d’autres adoptent une

approche plus réaliste en considérant un problème à données partielles modélisées grâce à la présence

d’électrodes. On rappelle qu’en pratique, le courant est envoyé à travers un nombre N d’électrodes

attachées à la frontière du domaine.

En partant des modèles les plus simples pour parvenir à des modèles plus réalistes, nous introduisons

différentes conditions aux limites visant à modéliser l’injection du courant à travers le bord. Le dernier

modèle introduit, le "complete electrode model" (ou modèle complet d’électrodes "CEM"), et ses

variantes, sont ceux que nous utiliserons par la suite de cette thèse dans nos études numériques.

2.1 Éléments communs des modèles

SoitΩ le domaine conducteur d’intérêt, supposé borné dans l’espace Rd , où d = 2 ou 3, et ayant une

frontière lisse ∂Ω. On note par ν le vecteur normal extérieur à ∂Ω et par ∂ν la dérivée directionnelle dans

la direction du vecteur normal extérieur à ∂Ω. On notera par σ la conductivité électrique de ce domaine

conducteur, qui est de valeur positive, c’est-à-dire que σ :Ω−→R+. La distribution de conductivité σ

est supposée dans L∞(Ω) et vérifie la propriété suivante : il existe deux constantes c tel que,

0 < c ≤σ(x), pour presque tout x dans Ω. (2.1)
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Remarque 2.1.1. Les fonctions et vecteurs sont considérés comme étant réels. Le cas complexe peut être

déduit facilement.

Pour les modèles qui considèrent la présence d’électrodes sur le bord du domaine, ces électrodes vont

être définies comme des sous-domaines du bord. Dans le cas bi-dimensionnel, ce sont des segments

définis sur le bord. Leur nature varie selon les modèles et les phénomènes physiques considérés.

À travers la thèse, nous noterons ces électrodes par Em ⊂ Ω, où m ∈ {1, . . . , M }. Ces dernières sont

strictement disjointes :

Em ∩El =; pour m ̸= l . (2.2)

On définit E ⊂ ∂Ω comme :

E =⋃M
m=1Em , (2.3)

avec Em la m−ième électrode, et M ∈N le nombre total d’électrodes sur le bord. On note la partie du

bord privée des électrodes par Ec = ∂Ω\E .

Pour modéliser la propagation des champs électromagnétiques dans Ω, on considère le potentiel

électrique scalaire u qui satisfait l’équation suivante :

∇.(σ∇u) = 0. (2.4)

Basé sur l’approximation quasi-statique des équations de Maxwell, on obtient l’équation aux dérivées

partielles décrivant les ondes électromagnétiques à l’intérieur de l’objet observé.

En effet, les équations de Maxwell sont les lois fondamentales de tout phénomène électromagné-

tique. Pour un matériau linéaire, isotrope et non dispersif, le déplacement électrique D et l’induction

magnétique B satisfont les relations suivantes :

D = εE, (2.5)

B =µH, (2.6)

où ε est la permittivité électrique, µ la perméabilité magnétique, et E et H représentent respectivement

les champs électrique et magnétique. De plus, nous pouvons supposer que la perméabilité magnétique

dans le vide est égale à µ0. Ainsi, on a les équations de Maxwell suivantes :

∇· (εE) = ρ, (2.7)

∇·B = 0, (2.8)

∇×E =− ∂

∂t
B, (2.9)

∇×B = J+µ0
∂

∂t
(εE), (2.10)
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où ρ représente la densité de charge et J la densité de courant J qui est liée à E et à la distribution de

conductivité σ par la loi d’Ohm :

J =σE. (2.11)

Étant donné que les systèmes d’EIT opèrent à de basses fréquences appliquées à des objets de petite

taille, les dérivées temporelles dans les équations (2.9) et (2.10) peuvent être négligées [Bor02 ; Nim02].

Ainsi, le champ électrique est désormais irrotationnel et provient d’un potentiel électrique scalaire

u :

E =−∇u. (2.12)

En prenant la divergence de l’équation (2.10) et en substituant les équations (2.11) et (2.12), nous

obtenons respectivement :

∇· (∇×B) =∇· J = 0, (2.13)

∇· (σE) = 0. (2.14)

Par conséquent, nous obtenons l’équation elliptique (2.4) pour le potentiel électrique u dans le domaine

Ω qui est commune à tous les modèles. Cependant, ces derniers diffèrent dans la modélisation des

conditions aux bords.

2.2 Les conditions au bord

On rappelle la définition de l’espace de Sobolev W s,p (Ω), suivante [24] :

W s,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) , ∀α tel que |α| ≤ s, Dαu ∈ Lp (Ω)}

où α est un multi-indice, Dαu est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens des distributions).

Dans la suite, on notera par H s (Ω) =W s,2(Ω).

Dans cette section, on commence par introduire les modèles par ordre de complexité, en commençant

par le modèle le plus simple, le modèle "continuum" qui considère le domaine d’intérêt sans tenir

compte de la présence d’électrodes sur le bord. Il suppose que le courant circule librement à travers la

frontière. Ensuite, nous examinerons des modèles plus réalistes qui prennent en compte la présence

d’électrodes, en partant également des modèles plus simples pour aboutir au modèle d’électrodes

complet (CEM) et aux modèles d’électrodes complet généralisé (CEM généralisé), que nous introduirons

dans cette section.
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2.2.1 Le modèle "Continuum" ou "no-gap"

Dans le modèle "no-gap" on considère que le courant s’applique sur tout le bord. Ce modèle est le plus

simple à traiter mathématiquement. En effet, il est donné par{
∇.(σ∇u) = 0 dans Ω

σ∂νu = f sur ∂Ω,
(2.15)

avec f une fonction dans L2(∂Ω). La condition au bord modélise la circulation libre du courant à travers

tout le bord du domaine. Pour ce type d’équation elliptique munie d’une condition de Neumann

inhomogène sur le bord, l’existence de la solution nécessite le fait que∫
∂Ω

f d s(x) = 0. (2.16)

Cette condition signifie que f vérifie la loi de conservation de charge, qui est un principe fondamental

en physique qui exprime que la charge électrique d’un système isolé est un invariant. Dans ce cas-là,

(2.15) admet une solution dans H 1(Ω), cependant cette dernière n’est pas unique. Il n’est pas difficile

de montrer que deux solutions de l’équation (2.15), sont égales à une constante près. C’est pourquoi il

est naturel de considérer l’espace quotient H 1(Ω)/R pour avoir une bonne formulation de (2.15). On a

donc la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Pour une fonction de densité f ∈ L2(∂Ω) qui vérifie la condition (2.16), le modèle

(2.15) admet une unique solution u dans H 1(Ω)/R.

Démonstration. On choisit de montrer l’existence et l’unicité dans l’espace suivant :

H=
{

u ∈ H 1(Ω) tel que
∣∣∣∫
∂Ω

ud s(x) = 0
}

. (2.17)

Cela revient à montrer l’existence et l’unicité dans l’espace H 1(Ω)/R (en ayant fixé la constante).

Soit w ∈H une fonction test arbitraire. En multipliant la première équation de (2.15) et en intégrant sur

Ω on obtient ∫
Ω
∇.(σ∇u)wd x = 0.

En appliquant la formule de Green [159], on obtient :

0 =
∫
Ω
∇.(σ∇u)wd x =

∫
Ω
σ∇u.∇wd x +

∫
∂Ω
σ(∂νu)wd s(x).

En utilisant la condition limite de Neumann, on obtient la formulation variationnelle suivante :∫
Ω
σ∇u.∇wd x =

∫
∂Ω

f wd s(x). (2.18)
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On définit
a :H×H−→R

(u, w) 7−→
∫
Ω
σ∇u ·∇w d x

et

b :H−→R

w 7−→
∫
∂Ω

f w d s(x)

qui sont respectivement des formes bilinéaires et linéaires. Il est facile de prouver que a est continue et

coercive en utilisant une inégalité de type Poincaré-Wirtinger adaptée àH. Il est aussi facile de montrer

que b est continue. Par conséquent, en utilisant le théorème de Lax-Milgram [24], on conclut que la

formulation variationnelle (2.18) a une solution unique u ∈H. Montrons maintenant que u est bien

solution de (2.15). Pour tout v ∈H, on a :∫
Ω
σ∇u ·∇v d x =

∫
∂Ω

f v d s(x). (2.19)

Considérons ϕ ∈ C∞
c (Ω), et notons c = 1

|∂Ω|
∫
∂Ω
ϕd x ∈ R. Posons ϕ̃ = ϕ− c, alors ϕ̃ ∈ H et ∇ϕ̃ = ∇ϕ.

Nous avons : ∫
Ω
σ∇u ·∇ϕd x =

∫
Ω
σ∇u ·∇ϕ̃d x

Cependant, en utilisant l’équation (2.19), nous pouvons écrire :∫
Ω
σ∇u ·∇ϕd x =

∫
Ω
σ∇u ·∇ϕ̃d x =

∫
∂Ω

f ϕ̃d s(x) =
∫
∂Ω

f ϕd s(x)− c
∫
∂Ω

f d s(x) = 0,

ce dernier point venant du fait que ϕ est à support compact, et de l’hypothèse
∫
∂Ω f d s(x) = 0. Par

conséquent, ∫
Ω
σ∇u ·∇ϕd x = 0, ∀ϕ ∈C∞

c (Ω),

ce qui entraîne que ∇· (σ∇u) = 0 dansΩ.

Nous utilisons ensuite la formule de Green : pour tout v ∈ H 1(Ω),

〈σ∂νu, v〉H−1/2,H 1/2 =
∫
Ω
∇.(σ∇u)vd x +

∫
Ω
σ∇u∇vd x =

∫
Ω
σ∇u∇vd x.

Nous posons alors,

c = 1

|∂Ω|
∫
∂Ω

vd x,

et ṽ = v − c. Comme précédemment, ṽ ∈H et ∇v =∇ṽ , donc

〈σ∂νu, v〉H−1/2,H 1/2 =
∫
Ω
σ∇u∇vd x =

∫
Ω
σ∇u∇ṽd x =

∫
∂Ω

f ṽd s(x) =
∫
∂Ω

f vd s(x),
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puisque,
∫
∂Ω f d s(x) = 0. On a donc

〈σ∂νu, v〉 =
∫
Ω

f vd x, ∀ v ∈ H 1(Ω).

On conclut que σ∂νu = f , et donc que si u satisfait (2.18) alors u satisfait également (2.15).

On note que le modèle continuum n’est pas le modèle le plus réaliste étant donné qu’en EIT expéri-

mentale, un certain nombre d’électrodes, qu’on note par {Em}M
m=1, (M ≥ 2) sont attachées à la surface

extérieure de l’objet conducteur Ω. Un courant net Im ∈C circule à travers chaque Em , et les potentiels

résultants U = [U1, . . . ,UM ]T ∈RM sont mesurés. Il est raisonnable de supposer qu’il n’y a pas de sources

ou de puits à l’intérieur de l’objet. Par conséquent, tout schéma de courant significatif I = [I1, . . . , IM ]

satisfait la loi de conservation du courant, c’est-à-dire
∑

m Im = 0. Les modèles que nous présentons

par la suite prennent en compte la présence d’électrodes sur le bord. Nous commençons par introduire

le modèle "Shunt".

2.2.2 Le modèle "Shunt"

L’effet shunt fait référence à la formation de couches minces à haute résistance à l’interface entre

l’électrode et l’objet [34]. Ces couches minces hautement résistives peuvent être le résultat de pro-

cessus électrochimiques et provoquent des sauts de potentiel selon la loi d’Ohm. Cela peut avoir des

conséquences importantes sur les mesures électriques, en particulier dans le cas de l’EIT. Le modèle

"Shunt" suppose que les électrodes métalliques sont des conducteurs parfaits. On a le modèle "Shunt"

suivant : 
∇.(σ∇u) = 0 dans Ω,

σ∂νu = 0 sur Ec ,

u =Um sur Em , pour m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νud s(x) = Im , pour m = 1, . . . , M ,

(2.20)

avec U = (U1, ...,UM ) le potentiel mesuré à travers les électrodes, et I = (I1, ..., IM ) les courants injectés à

travers les électrodes. Ces potentiels sont des inconnues et font partie de notre solution. Comme on l’a

déjà indiqué (2.20)1 décrit la distribution du potentiel électrique u à l’intérieur du domaineΩ, (2.20)2

exprime le fait que l’injection de courant est entièrement confiée aux électrodes, la condition aux limites

(2.20)3 représente le fait que chaque électrode Em est un conducteur parfait, et enfin (2.20)4 indique

que l’intégrale de la densité de courant à travers l’électrode Em est égale au courant net correspondant

Im . Le modèle "Shunt" présente l’inconvénient de ne plus être un problème de Neumann standard.

Cependant, il peut être correctement formulé si nous incluons la loi de conservation de la charge pour

les courants injectés à travers les électrodes, comme suit :

M∑
m=1

Im = 0 ⇔ I ∈RM
⋄ ,
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avec

RM
⋄ =

{
V ∈RM ,

M∑
m=1

Vm = 0

}
. (2.21)

On a la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. Étant donné un courant d’entrée I ∈RM⋄ , l’équation (2.20) admet une unique solution

dans

V= {(w,W ) ∈ H 1(Ω)×Rm
⋄ : w |Em =Wm , pour m = 1,2, . . . , M }.

La preuve de cette proposition se trouve dans [50]. Les expériences montrent que ce modèle sous-

estime la résistivité et donne de moins bons résultats lorsque la fréquence spatiale du courant est

plus élevée. Les fréquences spatiales plus élevées sont censées contenir proportionnellement plus

d’informations à proximité et autour du bord, ce qui conduit à l’hypothèse qu’il pourrait y avoir un

effet résistif supplémentaire non pris en compte entre l’électrode et le bord du domaine [178]. Cette

résistance à l’interface entre l’électrode et le bord du domaine est définie et prise en compte dans le

modèle présenté dans la section suivante.

2.2.3 Le "Complete Electrode Model" (CEM)

Le modèle complet d’électrode (CEM) a été proposé à l’origine dans [33]. Il prend en compte la forme

des électrodes ainsi que l’effet de shunt, c’est-à-dire l’effet qui provient d’une fine couche résistive qui

apparaît à l’interface entre les électrodes et l’objet pendant les mesures [33, 179]. En effet, lorsqu’on

place des électrodes en contact avec un objet conducteur (sur la peau par exemple), des couches très

résistives et fines se forment aux interfaces électrode-objet. Ces couches peuvent avoir une résistance

électrique non négligeable due à des facteurs tels que la rugosité de la surface, la propreté de la peau

ou du matériau, et d’autres propriétés du contact. Pour tenir compte de cela, le CEM associe à chaque

électrode une valeur d’impédance de contact. Le CEM s’écrit de la manière suivante :

−∇· (σ∇u) = 0 dansΩ,

σ∂νu = 0 sur Ec ,

σ∂νu + 1
zm

(u −Um) = 0 sur Em , pour m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x) = Im , pour m = 1, . . . , M .

(2.22)

Ici, zm représente l’impédance de contact entre les électrodes Em et le bord. Le vecteur d’impédances

de contact est supposé être réel : z = (z1, . . . , zM ) ∈RM . Les composantes doivent satisfaire la condition

suivante :

zm ≥ c, pour m ∈ {1, . . . , M }

où c est une constante strictement positive. Comme dans le modèle "Shunt" la première ligne de

l’équation (2.22) qui découle de l’approximation quasi-statique des équations de Maxwell, la deuxième

formule exprime le fait que l’injection de courant est exclusive aux électrodes. La troisième équation
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de (2.22) modélise l’effet d’impédance de contact. Enfin, la quatrième équation de (2.22) indique que

l’intégrale de la densité de courant à travers Em est égale au courant net correspondant Im .

On considère l’espace quotient H s = (H s (Ω)×RM )/R, avec s ∈R. On dit que deux éléments (u,U ) et

(v,V ) de H s (Ω)×RM sont égaux dans H s s’ils diffèrent d’une constante :

(u,U ) ∼ (v,V ) ⇔∃ c ∈R, u = v + c, U =V + c[1, . . . ,1]. (2.23)

On précise que H s muni de la norme

∥(u,U )∥H s = inf
c∈R

(∥u − c∥H s (Ω) +∥U − c[1, . . . ,1]∥RM ),

est un espace de Banach. On a donc la proposition suivante

Proposition 2.2.3. Étant donné un courant d’entrée I ∈RM⋄ , l’équation (2.22) admet une solution et une

seule dans H 1 = (H 1(Ω)×RM )/R.

Le théorème de Lax-Milgram [24] est utilisé pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du

problème direct du CEM. On rappelle qu’un modèle de courant doit satisfaire la loi de la conservation

de charge, on note que I = (I1, ..., IM ) ∈RM⋄ . Cela assure l’existence d’une solution. La preuve du carac-

tère bien posé et d’unicité du problème direct ont été discutées dans les articles [150] et [179].

Le CEM est connu pour prédire correctement les données expérimentales, il est donc largement utilisé

dans la résolution numérique des problèmes directs et inverses liés à l’EIT [89, 193]. Dans la suite

de notre travail, nous nous intéresserons non seulement à la résolution numérique du problème,

mais nous souhaiterions également mener des études numériques de convergence pour la méthode

numérique de frontière immergée que nous introduisons dans le chapitre 3. Pour faire cela, nous aurons

besoin de solutions assez régulières de notre modèle, cependant, il est connu que (u,U ) la solution de

(2.22), manque de régularité (cela est dû aux conditions limites mixtes (2.22)2, (2.22)3 et (2.22)4.) En

effet, la solution appartient à H 2−ε pour tout ε> 0, mais n’appartient pas à H 2 pour tous les courants

d’entrée I à l’exception de celui qui est nul [50, 90]. Pour surmonter cette difficulté, une idée est de

considérer le "smoothened" CEM introduit dans [90] qui consiste à remplacer la constante zm par une

fonction à support compact dans Em et régulière. Les résultats de régularité standard s’appliquent

alors, ce qui donne un potentiel u régulier. Étant donné que, dans la pratique, l’admittivité de surface

(l’inverse de l’impédance de contacte) est inconnue et qu’il n’existe aucune preuve claire soutenant

l’idée qu’elle est constante, ce changement de modèle est raisonnable. Le principal inconvénient du

modèle smoothened est une paramétrisation plus complexe des admittivités de contact. Néanmoins,

quel que soit le choix de modélisation des impédances (ou de manière équivalente des admittivité),

même dans le cas smoothened, il n’y a pas de solution explicite pour le problème, sauf dans des

configurations géométriques très particulières. C’est pourquoi nous introduisons dans la section

suivante le modèle CEM généralisé qui va nous permettre de construire des solutions explicites afin de

tester numériquement l’ordre de convergence d’une méthode numérique de frontière immergée.
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2.3 Le CEM généralisé

Ce modèle diffère légèrement du modèle standard de la section précédente, car nous autorisons

des termes de source non nuls à l’intérieur et au bord du domaine. Cela sera utile dans l’étude de

convergence numérique.

Avec les mêmes notations que dans les sections 2.1 et 2.2.3, on considère Ω le domaine d’intérêt et

σ la conductivité du domaine. La particularité de notre modèle généralisé réside dans l’autorisation

d’admittivités de contact variables spatialement. On note que l’admittivité de contact d’une électrode

est une caractéristique spécifique qui concerne la capacité de l’interface électrode-objet à conduire des

courants électriques. Pour modéliser cela, nous considérons ξm ∈Zm , avec

Zm = {
ξ ∈ L∞(Em), ξ≥ 0, ξ ̸≡ 0

}
.

Ces admittivités variables ont été introduites dans [90] comme un moyen d’obtenir de la régularité sur

les solutions du modèle d’électrodes complet. Le modèle d’électrodes complet standard correspond au

choix ξm = 1
zm

, qui est effectivement dans Zm .

Soit I ∈ RM représentant les courants d’entrée imposés aux électrodes, et ( f , g ) ∈ L2(Ω)×L2(∂Ω). Le

modèle d’électrodes généralisé est le suivant : trouver (u,U ) ∈H 1 tel que

−∇· (σ∇u) = f dansΩ,

σ∂νu = g sur Ec ,

σ∂νu +ξm(u −Um) = g sur Em , pour m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x) = Im , pour m = 1, . . . , M .

(2.24)

Avant de montrer que le problème (2.24) est bien posé, nous précisons plusieurs points :

— Une application classique du théorème de la divergence montre que pour que le problème (2.24)

admette une solution, il est nécessaire que I , f et g satisfassent la condition de compatibilité.

M∑
m=1

Im +
∫
Ω

f d x +
∫

Ec

g d s(x) = 0. (2.25)

Il s’agit simplement de la loi de conservation du courant appliquée à notre système d’équations.

Dans le cas de l’EIT standard, où les termes source f et g sont nuls, nous retrouvons la condition

suivante sur les courants appliqués aux électrodes

M∑
m=1

Im = 0 ⇔ I ∈RM
⋄ .

— Supposons que (u,U ) ∈ H 1(Ω)×RM satisfait le système d’équations (2.24). Alors, pour toute

constante c ∈ R, (u + c,U + c[1, . . . ,1]) satisfait également le système (2.24). Par conséquent, et
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comme dans le cas du CEM classique, il est naturel de considérer l’espace quotient H 1 pour la

solution du CEM généralisé et afin d’identifier tous les éléments de H 1(Ω)×RM qui ne diffèrent

que par une constante additive. Comme nous le verrons, cela rétablit l’unicité. Cependant, du

point de vue numérique, il est nécessaire de faire un choix de constante. Pour éviter cela, nous

présentons une formulation alternative bien posée dans H 1(Ω)×Rd , qui sera abordée dans la

suite de cette section.

— Dans l’esprit de [90], les conditions limites (2.242) et (2.243) peuvent être écrites simultanément :

en effet, en désignant par 1Em l’opérateur qui associe à une fonction ξ ∈ L∞(Em) son extension

par zéro sur ∂Ω, et en définissant l’opérateur

Ξ : (ξ1, . . . ,ξm) ∈
M∏

m=1
L∞(Em) 7→

M∑
m=1

1Emξm ∈ L∞(∂Ω),

par conséquent (2.242) et (2.243) sont équivalentes à

σ∂νu +Ξ(ξ1, . . . ,ξM )(u −Ξ(U1, . . . ,UM )) = g sur ∂Ω.

— Dans les applications pratiques en EIT, les termes sources f et g sont tous les deux nuls, dans ce

cas, la condition de compatibilité (2.25) devient la condition habituelle I ∈RM⋄ . Néanmoins, des

termes source non nuls seront utilisés dans notre étude lors des tests numériques, afin d’assurer

la régularité de u et l’ordre de convergence de la méthode numérique qu’on présente dans la

suite de cette thèse.

Étude mathématique du CEM généralisé

Nous allons maintenant montrer que le problème (2.24) est bien posé. Nous suivons les étapes stan-

dards utilisées dans le cas où f = 0 et g = 0, basées sur la formulation variationnelle du problème (2.24),

que nous adaptons à notre contexte. Pour pouvoir faire cela, nous aurons besoin des résultats suivants :

Pour tout m dans {1, . . . , M }, soit em ⊂ Em de mesure de Lebesgue positive. On définit :

b : ((u,U ), (v,V )) ∈
(
H 1(Ω)×RM

)2 7→
∫
Ω
σ∇u ·∇v d x +

M∑
m=1

∫
em

(u −Um)(v −Vm)d s(x),

et, pour tout (v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM on note par

∥(v,V )∥2
b = b ((v,V ), (v,V )) .

Lemme 2.3.1. La forme bilinéaire b définit un produit scalaire sur H 1 associé à la norme ∥.∥b qui est

équivalente à ∥.∥H 1 . On en déduit que (H 1,b) est un espace de Hilbert.

Pour la preuve de ce lemme, nous renvoyons à [178]. On a la proposition suivante :
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Proposition 2.3.2. Supposons que f , I et g vérifient (2.25). Alors, le problème (2.24) admet une solution

unique (u,U ) ∈H 1.

Démonstration. Considérons le problème variationnel suivant : trouver (u,U ) ∈H 1 tel que, pour tout

(v,V ) dans H 1,

B
(
(u,U ), (v,V )

)= L
(
(v,V )

)
, (2.26)

avec

B
(
(u,U ), (v,V )

)= ∫
Ω
σ∇u ·∇v d x +

M∑
m=1

∫
Em

ξm(u −Um)(v −Vm)d s(x),

et

L
(
(v,V )

)= ∫
Ω

f v d x +
M∑

m=1

∫
Em

g (v −Vm)d s(x)+
∫

Ec

g v d s(x)+ I ·V.

Il est clair que B est bilinéaire et continue sur H 1×H 1. Par définition de Zm , il existe c > 0 tel que pour

tout m dans {1, . . . , M }, il existe em ⊂ Em de mesure de Lebesgue positive telle que ξm ≥ c sur em . Cette

propriété combinée avec l’hypothèse (2.1) sur σ et le Lemme 2.3.1 implique facilement la coercivité de

B .

D’autre part, pour tout (v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM et toute constante c, nous avons, grâce à la condition de

compatibilité (2.25),

L ((v,V )) = L ((v − c,V − c[1, . . . ,1])) ,

L est une forme bilinéaire continue sur H 1. Par conséquent, le lemme de Lax-Milgram [24] implique

l’existence et l’unicité de (u,U ) ∈H 1 satisfaisant (2.26).

Le fait que (2.24) implique (2.26) est standard, nous nous concentrons donc sur l’implication inverse et

prouvons que (u,U ) ∈H 1 solution de (2.26) satisfait (2.24). En choisissant (v,V ) ∼ (ϕ,0RM ) dans (2.26),

avec ϕ ∈ C∞
c (Ω), cela implique immédiatement que −∇ · (σ∇u) = f dans Ω. En choisissant ensuite

(v,V ) ∼ (v0,0RM ) avec v0 ∈ H 1(Ω), nous obtenons :

∫
Ω

(∇·σ∇u v0 +σ∇u ·∇v0)d x =
M∑

m=1

∫
Em

(
g −ξm(u −Um)

)
v0 d s(x)+

∫
Ec

g v0 d s(x),

ce qui implique, grâce à la surjectivité de l’opérateur de trace v0 ∈ H 1(Ω) 7→ v0|∂Ω ∈ H 1/2(∂Ω) et à

la définition de la dérivée conormale σ∂νu, que u satisfait (2.24)2 et (2.24)3. En particulier, σ∂νu

appartient à L2(∂Ω).

Enfin, en choisissant (v,V ) ∼ (0,V0) avec V0 ∈RM , on obtient

I ·V0 =
M∑

m=1

∫
Em

(
g −ξm(u −Um)

)
V0,m d s(x) =

M∑
m=1

∫
Em

σ∂νu V0,m d s(x) =W ·V0,

avec W ∈RM définie par Wm = ∫
Em

σ∂νu d s(x), ce qui conclut la démonstration.
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Une formulation alternative bien posée dans H 1(Ω)×Rd

Comme mentionné précédemment, le problème (2.24) est bien posé dans H 1. En d’autres termes, la

solution de (2.24) est définie à une constante additive près. Du point de vue numérique, il est nécessaire

de fixer cette constante, ce qui est généralement réalisé en imposant une contrainte sur U , telle que

U1 = 0 où U ∈ RM⋄ . La solution est alors recherchée dans H 1(Ω)× R̃, avec R̃ = {
U ∈Rm , U1 = 0

}
, or

R̃=RM⋄ , rétablissant ainsi l’unicité. Théoriquement, la contrainte peut être imposée sur le potentiel u,

mais cela ajoute des problèmes numériques lors de la résolution numérique du problème. Ici, nous

proposons une autre approche consistant à modifier le problème (2.24) en un nouveau problème, qui

sera bien posé dans H 1(Ω)×Rd , et dont la solution sera dans la classe d’équivalence des solutions du

problème (2.26). Notons que, par construction, aucune contrainte supplémentaire n’est imposée sur le

nouveau problème pour obtenir une bonne formulation. Ainsi, il n’y a aucun traitement numérique

particulier à effectuer.

— Formulation dont la solution vérifie U1 = 0 :

Soit ε> 0 fixé. Nous considérons le problème modifié :



−∇· (σ∇u) = f dansΩ

σ∂νu = g sur Ec

σ∂νu +ξm(u −Um) = g sur Em , m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x)+εδm1Um = Im , m = 1, . . . , M .

(2.27)

La condition (2.27)4 est équivalente à :∫
E1

σ∂νu d s(x)+εU1 = I1,
∫

Em

σ∂νu d s(x) = Im , ∀m ∈ {2, . . . , M } .

En d’autres termes, une seule équation du problème initial (2.24) est modifiée.

Proposition 2.3.3. Le problème (2.27) admet une solution unique (u,U ) ∈ H 1(Ω)×Rd . De plus, si

I , f et g vérifient la condition de compatibilité (2.25), U1 = 0, et le couple (u,U ), considéré comme

un élément de H 1, est solution de (2.24).

Démonstration. Nous dotons H 1(Ω)×RM de son produit scalaire standard, avec la norme cor-

respondante :

∥(u,U )∥2
H 1(Ω)×RM = ∥u∥2

H 1(Ω) +∥U∥2
RM .

Tout d’abord, en adaptant la démonstration de la Proposition 2.3.2, il est facile de voir que le

problème (2.27) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :

B1
(
(u,U ), (v,V )

)= L
(
(v,V )

)
, ∀(v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM . (2.28)

avec

B1
(
(u,U ), (v,V )

)= ∫
Ω
σ∇u ·∇v d x +

M∑
m=1

∫
Em

ξm(u −Um)(v −Vm)d s(x)+εU1 V1
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et

L
(
(v,V )

)= ∫
Ω

f v d x +
M∑

m=1

∫
Em

g (v −Vm)d s(x)+
∫

Ec

g v d s(x)+ I ·V.

De manière similaire, une adaptation mineure de la démonstration du Lemme 2.3.1 montre que

∥(u,U )∥2
b1

=
∫
Ω
|∇u|2d x +

M∑
m=1

|u −Um |2d s(x)+U 2
1 ,

est une norme sur H 1(Ω)×RM équivalente à la norme standard. Les hypothèses sur σ et ξm

impliquent immédiatement la coercivité de la forme bilinéaire continue B1, tandis que la forme

linéaire L est clairement continue sur H 1(Ω)×RM . Par conséquent, le théorème de Lax-Milgram

[24] implique l’existence et l’unicité de la solution de (2.28).

On suppose maintenant que I , f et g vérifient (2.25). En choisissant v = 1 et V = [1, . . . ,1], on

obtient :

εU1 =
∫
Ω

f d x +
∫

Ec

g d s(x)+
M∑

m=1
Im = 0.

En conséquence, U1 = 0, ce qui implique immédiatement que (u,U ) satisfait le système d’équa-

tions (2.24), ce qui conclut la démonstration.

Nous constatons que résoudre le problème (2.27), qui est une légère variation de notre problème

initial (2.24), permet de retrouver la solution unique de (2.24) satisfaisant la condition supplé-

mentaire U1 = 0. Notons que cela est valable pour toute valeur du paramètre positif ε, tant que I ,

f et g sont compatibles au sens de (2.25). Dans la suite de cette thèse, nous nous concentrerons

toujours sur le problème (2.27).

Remarque 2.3.4. Le choix de se concentrer sur la première électrode est complètement arbitraire.

Une simple renumérotation des électrodes permettrait d’utiliser la même formulation pour imposer

la condition de nullité sur n’importe quelle électrode.

Remarque 2.3.5. Le problème (2.27) est bien posé indépendamment de la compatibilité des

données I , f et g . Si les données ne sont pas compatibles, alors (u,U ) solution de (2.27) ne peut pas

résoudre (2.24) car ce dernier n’a pas de solution. Comme on peut le voir dans la démonstration de

la Proposition 2.3.3, si (u,U ) est la solution de (2.24), nous avons toujours

εU1 =
∫
Ω

f d x +
∫

Ec

g d s(x)+
M∑

m=1
Im . (2.29)

En conséquence, si nous définissons Ĩ ∈RM par l’expression suivante :

Ĩ1 = I1 −
(∫
Ω

f d x +
∫

Ec

g d s(x)+
M∑

m=1
Im

)
, Ĩm = Im , m ̸= 1,

nous constatons que (u,U ) satisfait (2.24) avec les termes sources d’origine (I , f , g ) remplacés par

(Ĩ , f , g ). Ce deuxième ensemble de données satisfait évidemment la condition de compatibilité

(2.25). On peut dire que le problème (2.27) corrige les données de sorte qu’elles satisfassent toujours
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la condition de compatibilité.

Dans le cas de données compatibles, la valeur du paramètre ε n’a aucune influence sur la solution

du problème (2.27) et peut être librement fixée à n’importe quelle valeur arbitraire. Du point

de vue numérique, ce n’est pas le cas. En effet, la condition de compatibilité numérique n’a pas

nécessairement à être exactement satisfaite par la formulation en différences finies, mais seulement

à l’ordre de l’approximation, même si les données continues satisfont (2.25). Par conséquent, en

raison de l’équation (2.29), la valeur de ε influence la valeur de U1. Cela provoque une interaction

entre les deux termes du côté gauche de (2.27)4 qui aura une influence sur l’amplitude de l’erreur

numérique, mais pas sur l’ordre de convergence lui-même.

— En fixant U ∈RM⋄ :

Comme dernier point, nous notons qu’il est tout aussi facile de sélectionner (u,U ), solution de

(2.24), satisfaisant la condition supplémentaire de moyenne nulle sur U , c’est-à-dire U ∈ RM⋄ ,

sans imposer strictement cette condition (c’est-à-dire, avec un problème posé dans H 1(Ω)×RM

et non dans H 1(Ω)×RM⋄ ).

En effet, il suffit de résoudre le problème suivant :



−∇· (σ∇u) = f dansΩ

σ∂νu = g sur Ec

σ∂νu +ξm(u −Um) = g sur Em , m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x)+ε〈U 〉 = Im , m = 1, . . . , M .

(2.30)

Ici, nous avons défini 〈U 〉 =∑M
k=1 Uk . La forme variationnelle correspondante est :

B〈〉
(
(u,U ), (v,V )

)= L
(
(v,V )

)
, ∀(v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM .

avec

B〈〉
(
(u,U ), (v,V )

)= ∫
Ω
σ∇u ·∇v d x +

M∑
m=1

∫
Em

ξm(u −Um)(v −Vm)d s(x)+ε〈U 〉〈V 〉.

En suivant le même raisonnement utilisé précédemment, il n’est pas difficile de voir que (2.30)

est bien posé dans H 1(Ω)×RM , et que si (I , f , g ) satisfait (2.25), (u,U ) solution de (2.30) satisfait

les équations originales du CEM généralisé (2.24), avec en plus 〈U 〉 = 0.

24 Chapitre 2 La modélisation mathématique du problème direct de l’EIT



Une méthode de frontière
immergée pour le problème
direct de l’EIT

3

Dans ce chapitre, nous considérons le CEM généralisé suivant introduit précédemment dans le chapitre

2 (équation (2.27)) : trouver (u,U ) ∈ H 1(Ω)×Rd tels que

−∇· (σ∇u) = f dansΩ

σ∂νu = g sur Ec

σ∂νu +ξm(u −Um) = g sur Em , m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x)+εδm1Um = Im , m = 1, . . . , M ,

(3.1)

et présentons sa discrétisation en utilisant une méthode de frontière immergée sur une grille carté-

sienne, en considérant le cas bi-dimensionnel où le domaine Ω⊂R2 est immergé dans un domaine

carré plus grand qu’on note par Ωe (on a donc Ω⊂Ωe ). Le domaine Ωe est entièrement discrétisé avec

une grille cartésienne, ce qui implique que certains points de discrétisation se trouvent dansΩe \Ω,

une partie du domaine étendu où il n’y a pas de problème physique. Comme nous le détaillerons dans

la suite, dans cette partie, nous considérerons le problème secondaire suivant :
−∆ue = 0 dansΩe \Ω

ue = 0 sur ∂Ωe

ue = u sur ∂Ω,

la fonction u étant le potentiel électrique, solution de l’équation (3.1).

La discrétisation d’un tel problème nécessite une stratégie particulière pour gérer la frontière qui

sera "immergée" dans le domaine de discrétisation. Nous présentons tout d’abord notre méthode de

frontière immergée. Ensuite, nous prouvons la convergence de la méthode à l’ordre 1 pour la solution.

La preuve de convergence repose sur un principe du maximum discret. Ce dernier est utilisé pour

fournir des estimations des coefficients de la matrice de discrétisation inverse. Mais premièrement,

nous commençons ce chapitre par quelques rappels historiques sur les méthodes de frontière immergée

et leur utilisation dans la littérature.
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3.1 Motivation et aperçu historique des méthodes de
frontière immergée

Notre objectif principal en EIT est de reconstruire la conductivité à l’intérieur d’un domaineΩ. Cepen-

dant, une configuration de mesure expérimentale contient souvent d’autres paramètres imprécisément

connus : les informations sur les positions des électrodes, les impédances de contact aux interfaces

électrode-objet et la forme du corps examiné peuvent être incomplètes. Ces imprécisions peuvent

affecter de manière significative la qualité de la reconstruction, en particulier dans les applications

médicales de l’EIT. En effet, l’EIT est connu pour être très sensible aux erreurs de modélisation de la

configuration de mesure [9, 48, 49, 107]. Il est donc important de prendre en compte de telles incerti-

tudes lors du développement de méthodes de reconstruction. Ainsi, certaines approches du problème

de l’EIT consistent à résoudre le problème inverse de l’EIT pour une géométrie mobile, permettant

ainsi de reconstruire également la géométrie du problème.

Dans les travaux de Dardé et al. [48, 49], une reconstruction simultanée du bord et de la conductivité a

été abordée à l’aide d’une méthode numérique d’éléments finis à maillage adapté pour la résolution du

problème direct. Dans ces études, un remaillage à chaque étape de mise à jour de la géométrie du bord

était nécessaire. Cette étape de remaillage s’est révélée coûteuse numériquement. Dans de telles situa-

tions, l’utilisation de méthodes de frontière immergée peut permettre d’éviter complètement l’étape de

remaillage. En effet, l’utilisation de méthodes de frontière immergée sur grilles cartésiennes permet

de prendre en compte facilement les géométries mobiles de manière implicite, indépendamment du

maillage utilisé.

En conséquence, nous élaborerons une méthode numérique sur grille cartésienne, adoptant une ap-

proche de frontière immergée similaire à celle présentée dans [39], pour la résolution du problème

direct de l’EIT. Des fonctions level-set seront utilisées pour représenter la géométrie du bord et per-

mettront de tenir compte de la présence de géométries complexes sur la grille cartésienne de façon

implicite.

L’intérêt pour les méthodes de frontière immergée ou "Immersed boundary methods" (IBM) a com-

mencé dès les années 1990, avec le premier article remontant aux travaux originels de Peskin (1972)

[151], où le terme "immersed boundaries" a été introduit pour la première fois. Aujourd’hui, les IBM

sont des méthodes numériques établies qui ont été utilisées pour la résolution de nombreux problèmes

pour la mécanique des solides [155], les systèmes électromécaniques [2], la propagation des fissures

[133], l’élasticité 3D [167] et la diffusion électromagnétique [144]. Ces méthodes sont devenues par-

ticulièrement populaires en mécanique des fluides [6, 97, 104, 105, 114, 119, 131, 132, 142, 181, 191,

207].

Dans notre contexte, on s’intéresse aux méthodes de frontière immergée pour des problèmes elliptiques

avec des discontinuités à travers une interface. La première méthode de grille cartésienne pour les

problèmes elliptiques a été conçue par Mayo en 1984 [125] et développée ultérieurement dans [126]

et [124], où une équation intégrale a été conçue pour résoudre des problèmes d’interface elliptique

26 Chapitre 3 Une méthode de frontière immergée pour le problème direct de l’EIT



avec des coefficients définis par morceaux, avec une précision d’ordre deux en norme infinie. Ensuite,

LeVeque et Li (1994) [113] ont développé la très connue "Immersed Interface Method"(IIM). Cette mé-

thode repose sur des développements en série de Taylor de la solution de part et d’autre de l’interface.

L’opérateur elliptique est discrétisé sur chaque point de la grille près de l’interface avec des formules

prenant en compte les sauts à travers l’interface. Pour trouver ces formules, un système linéaire avec

six inconnues doit être résolu pour chacun des points de la grille concernés. La méthode est également

précise au second ordre en norme infinie. De nombreuses extensions de l’IIM ont été réalisées. Dans

les lignes suivantes, nous évoquons brièvement les plus pertinentes dans le contexte de notre étude

de problème elliptique. Li [115] a développé un algorithme IIM rapide pour les problèmes elliptiques

avec des coefficients constants par morceaux. Cette version de l’IIM utilisait des inconnues auxiliaires

exprimant la dérivée normale à l’interface. L’algorithme IIM rapide a été généralisé par Wiegmann et

Bube dans [201] sous le nom de Explicit Jump Immersed Interface Method (EJIIM). L’EJIIM considère

une discrétisation classique en différences finies et utilise des termes correctifs ajoutés au membre de

droite du système linéaire pour tenir compte de l’interface. Les termes correctifs impliquent les sauts

de la solution et ses dérivées d’ordre élevé à travers l’interface. Ensuite, Li et Ito [116] ont proposé de

résoudre un problème d’optimisation quadratique pour chaque point près de l’interface afin de choisir

les coefficients des différences finies sur un stencil à neuf points conduisant à un schéma préservant le

principe du maximum (MIIM). Bethelsen a développé la Decomposed Immersed Interface Method

(DIIM) [12]. Il a utilisé une procédure itérative pour calculer les termes de correction du membre de

droite successifs prenant en compte les conditions de saut à l’interface, associés à un stencil d’interpo-

lation à neuf points de chaque côté de l’interface.

Une autre classe de méthode cartésienne introduite par Zhou et al. est la méthode Matched Interface

and Boundary (MIB) : [210], [209], [205]. Cette méthode peut fournir des schémas de différences finies

d’ordre arbitrairement élevé. La solution de chaque côté de l’interface est étendue à des points fictifs

de l’autre côté. Ces valeurs fictives sont calculées en imposant de manière itérative les conditions de

saut d’interface d’ordre le plus bas. Enfin, Chern et Shu [35] ont proposé une méthode d’interface de

couplage, où les discrétisations sur chaque sous-domaine sont couplées par une approche dimension

par dimension en utilisant les conditions de saut. Toutes les méthodes citées ci-dessus sont précises au

second ordre et peuvent être considérées comme des méthodes de différence finies. Cependant, des

méthodes cartésiennes pour les problèmes d’interface elliptique existent également dans la commu-

nauté des volumes finis : Collela et son groupe ont notamment développé des méthodes dans un esprit

de volume fini, où une reconstruction de l’interface est appliquée aux cellules proches de l’interface,

afin de préserver les propriétés de conservativité ([93] et [127]). Parmi la communauté des éléments

finis, citons quelques références : [7, 17, 18, 22, 30, 60, 81, 87, 92, 123, 143, 156].

Dans la partie suivante, nous présenterons en détail notre méthode de frontière immergée pour l’EIT

basée sur une discrétisation par différences finies. Nous introduisons des inconnues supplémentaires

aux intersections de l’interface avec la grille pour la discrétisation de l’opérateur elliptique. Ainsi, à

l’image de la méthode MIB, nous traitons un problème elliptique avec un saut à travers l’interface.

Cependant, pour notre méthode, et comme dans [39], les inconnues additionnelles prises en compte
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pour la discrétisation de l’opérateur elliptique sont situées directement à l’interface, et non aux points

du maillage de l’autre côté de celle-ci.

3.2 Méthode de frontière immergée pour l’EIT

Pour la méthode de frontière immergé, le domaineΩ est contenu dans le domaine carré plus grandΩe

(Ω⊂Ωe ). Ce dernier est entièrement discrétisé via une grille cartésienne. Nous nous retrouvons donc

avec des points de discrétisation qui appartiennent àΩe \Ω. Dans cette situation, une première idée

serait de simplement fixer la solution à zéro sur les degrés de liberté situés en dehors de Ω. Cependant,

cela n’est pas une bonne idée dans le cas de notre approche, car nous avons besoin d’une continuité

de la solution de part et d’autre de l’interface ∂Ω pour calculer des formules de quadrature sur les

électrodes, comme nous le verrons plus loin. Nous choisissons donc une approche différente, qui

consiste à résoudre une équation aux dérivées partielles supplémentaire dans Ωe \Ω, similaire au

problème posé dansΩ. En conséquence, nous avons le problème suivant :
−∆ue = 0 dansΩe \Ω

ue = 0 sur ∂Ωe

ue = u sur ∂Ω,

(3.2)

La fonction u étant le potentiel électrique, solution de l’équation (3.1), il est clair que ce problème

est bien posé dans H 1(Ω) et que sa solution dépend continument de u, et donc des termes sources

(I , f , g ) de l’EIT. De plus, elle héritera automatiquement de la régularité de u grâce aux résultats

standards de régularité elliptique. En conclusion, notre objectif est maintenant de définir une méthode

de frontière immergée pour reconstruire (u,U ,ue ), avec (u,U ) solution de l’équation (3.1) et ue solution

de l’équation (3.2).

Description de l’interface

Pour améliorer la précision à proximité de l’interface, nous avons besoin d’informations géométriques

supplémentaires, comme par exemple la distance par rapport à l’interface et la normale à l’interface.

Ces informations peuvent être fournies facilement par la méthode de représentation implicite du

domaine par des fonctions level-set, introduite par Osher et Sethian dans [146]. Nous renvoyons le

lecteur vers [170], [171] et [145] pour des revues de cette méthode. On choisit donc de représenter

l’interface par la méthode de level-set, plus précisément, pour ϕ : Rd → R une fonction ’level-set’

scalaire qui satisfaisant les propriétés suivantes :
ϕ(x) < 0 si x ∈Ω,

ϕ(x) = 0 si x ∈ ∂Ω,

ϕ(x) > 0 si x ∈Rd \Ω.

(3.3)
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Ainsi, Ω est le sous-domaine négatif de ϕ et ∂Ω coïncide avec l’isovaleur 0 de ϕ. On note qu’il existe

une infinité de fonctions level-set associées à un domaine Ω. En général ce type de représentation

du domaine permet une formulation très simple et pratique pour les études avec géométrie mobile

[120]. Discutons d’abord de la manière dont les quantités géométriques attachées à Ω peuvent être

directement calculées à partir des données d’une fonction level-set ϕ :

Soit Ω ⊂ Rd le domaine concerné, supposé de classe C 1, et ϕ : Rd → R , telle que ∇ϕ ̸= 0 dans un

voisinage de ∂Ω. Notons qu’une telle fonction existe toujours, comme conséquence d’un argument

classique de partition de l’unité [4].

Le vecteur normal unitaire ν(x) à ∂Ω, pointant vers l’extérieur de Ω, peut s’exprimer en termes de ϕ

comme suit [39] :

∀x ∈ Γ, ν(x) = ∇ϕ(x)

|∇ϕ(x)| . (3.4)

Classiquement, la fonction level-set est définie comme la fonction distance signée à l’interface :

ϕ(x) =
dist∂Ω(x) à l’extérieur de l’interface

−dist∂Ω(x) à l’intérieur de l’interface
(3.5)

où

dist∂Ω(x) = inf{dist(x, y); y ∈ ∂Ω}

est l’infimum des distances d’un point x ∈ Rd à ∂Ω. l’interface sera implicitement représentée par

l’iso-ligne zéro de cette fonction. Dans notre cas, nous n’allons pas utiliser cette définition, mais nous

allons plutôt en proposer une autre dans la suite du chapitre (comme indiqué dans la remarque 3.4.2).

Comme nous le verrons ultérieurement, dans certains cas, la nature mobile de notre problème et notre

objectif de réaliser une reconstruction de forme dans la suite nous incitent à adopter une définition

spécifique de la fonction de ϕ.

Notation des inconnues du problème discret

Nous considérons une grille cartésienne uniforme définie sur le carréΩe , de sorte que le domaineΩ

soit complètement immergé à l’intérieur de cette grille. L’espacement de la grille est noté h. Chaque

nœud de cette grille cartésienne est appelé un point de grille et est noté Mi j = (xi , y j ) = (i h, j h). Nous

notons par uh
i j l’approximation de la fonction u au point (xi , y j ). L’ensemble des points de grille situés

à l’intérieur du domaine Ωe est noté Ωh . Dans le but de la discrétisation du CEM généralisé, nous

devons définir des points supplémentaires sur l’interface ∂Ω. Nous définissons le point d’interface

Ii+1/2, j = (xi+1/2, j , y j ) comme l’intersection de la frontière ∂Ω et du segment [Mi j Mi+1 j ], s’il existe. De

même, le point d’interface Ii , j+1/2 = (xi , yi , j+1/2) est défini comme l’intersection de l’interface et du

segment [Mi j Mi j+1]. À chaque point de l’interface, nous créons une inconnue supplémentaire qu’on

note par uh
i+1/2, j ou uh

i , j+1/2. L’ensemble des points d’interface est noté δΩh . On dit qu’un point de la

grille est irrégulier s’il a l’un de ses voisins qui est un point d’interface (Figure 3.1). En revanche, les

points de la grille qui ne sont pas irréguliers sont appelés points de grille réguliers. L’ensemble des
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Fig. 3.1 : Gauche : Les points réguliers sont représentés par des cercles ◦, les points irréguliers (appar-
tenant àΩ∗

h) sont représentés par des points •, droite : les points d’interface (appartenant à
δΩh).

nœuds de grille irréguliers est noté parΩ∗
h . L’ensemble des valeurs associées aux électrodes est noté

Eh . Dans certaines parties de ce chapitre, les points de la grille ou d’interface peuvent être désignés

par des lettres telles que P ou Q plutôt que par des indices tels que Mi , j si cela est plus pratique. Nous

désignons également par xP et yP les coordonnées d’un point P .

Nous allons maintenant présenter en détail le schéma numérique, en commençant par la discréti-

sation de l’opérateur elliptique, puis des conditions de flux aux bords et enfin des conditions sur les

électrodes.

Opérateur elliptique

Pour discrétiser l’opérateur elliptique (3.1)1 ( ou (3.2)1) sur chaque point de la grille, qu’il soit du type

régulier ou non, nous utilisons une configuration en cinq points. Ce stencil de cinq points comprend le

point de grille Mi , j et ses voisins les plus proches, qu’ils soient des points d’interface ou de la grille,

dans chaque direction. Pour rendre cela explicite, nous désignons par uh
S la valeur de la solution sur le

point le plus proche dans la direction sud, avec les coordonnées (xS , yS ). De manière similaire, nous

définissons uh
N , uh

W , uh
E et leurs coordonnées associées (xN , yN ), (xW , yW ), (xE , yE ). La discrétisation

s’exprime de la manière suivante :

−
(
∇.(σ∇u)

)h

i , j
=−

(
σi+1/2, j

uh
E −uh

i j

xE −xi
−σi−1/2, j

uh
i j −uh

W

xi −xW

) 1

h

−
(
σi , j+1/2

uh
N −uh

i j

yN − y j
−σi , j−1/2

uh
i j −uh

S

y j − yS

) 1

h
.
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avec σi+1/2, j la valeur de σ au point (
xi +xE

2
, y j ). L’erreur de troncature de cette discrétisation est

d’ordre deux sur les points de grille réguliers, et d’ordre zéro sur les points de grille irréguliers [39].

Conditions aux limites de flux

À chaque point d’interface, nous discrétisons les conditions aux limites (3.1)2 ou (3.1)3, selon si le

point d’interface appartient ou non à une électrode. Par exemple, sur un point de frontière Ii+1/2, j , la

discrétisation est la suivante :

σ(∇u ·ν)h
i+1/2, j +ξm(Ii+1/2, j )

(
uh

i+1/2, j −Um

)
= gi+1/2, j si Ii+1/2, j ∈ Em , (3.6)

σ(∇u ·ν)h
i+1/2, j = gi+1/2, j sinon. (3.7)

avec (∇u ·ν)h
i+1/2, j représentant la dérivée normale discrétisée, dont nous allons détailler la construc-

tion juste après et qui dépend de la géométrie locale de l’interface. Comme illustré sur la Figure 3.2,

l’intersection entre la normale à la frontière et la grille se situe généralement sur un segment : soit

[Mi , j , Mi , j−1], soit [Mi , j−1, Mi+1, j−1], soit [Mi , j , Mi , j+1], soit [Mi , j+1, Mi+1, j+1]. La dérivée normale

discrète (∇u ·ν)h
i+1/2, j est calculée comme la dérivée normale de l’interpolant linéaire de la solution

numérique sur le triangle composé du point d’interface Ii+1/2, j et du segment avec lequel le vecteur

normal intersecte la grille (donc un des segments mentionné précédemment). Si nous notons par K ce

triangle, (x1, y1), (x2, y2) et (x3, y3) ses sommets, et u1, u2 et u3 les valeurs associées, les fonctions de

base aux sommets pour l’interpolation linéaire s’écrivent comme suit :

λ j (x, y) =α j x +β j y +γ j , j = 1,2,3,

avec

α j = yk − yi

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
,

β j = xi −xk

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
,

γ j = xk yi −xi yk

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
.

En notant par (νx ,νy ) l’approximation de la normale au point d’interface on a l’approximation de la

dérivée normale pour le point d’interface Ii+1/2, j suivante :

(∇u ·ν)h
i+1/2, j = (u1α1 +u2α2 +u3α3)νx + (u1β1 +u2β2 +u3β3)νy . (3.8)

Cette discrétisation est d’ordre 1 car elle repose sur une interpolation linéaire [39].
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Fig. 3.2 : Les schémas possibles pour la discrétisation du flux d’ordre 1 du côté gauche de l’interface,
avec les points impliqués dans la discrétisation signalés par des cercles noirs.

Les conditions intégrales sur les électrodes

Nous allons maintenant discrétiser (3.1)4. En utilisant (3.1)3, on réécrit (3.1)4 de la manière suivante :∫
Em

(
ξm(Um −u)

)
d s(x)+εδm1 U1 = Im −

∫
Em

g , m = 1, . . . , M . (3.9)

Nous discrétisons (3.9) sur chaque électrode avec une formule de quadrature du premier ordre basée

sur une fonction de Dirac discrète [175]. Cette fonction de Dirac discrète est, par construction, nulle

en dehors des points irréguliers, positive partout et non nulle sur les points de grille irréguliers. Par

conséquent, (3.9) peut être écrite comme suit :

∑
P∈Ω∗

h

ωP

(
ξm(P )(Um −uP )

)
+εδm1 U1 = Im − ∑

P∈Ω∗
h

ωP g (P ), m = 1, . . . , M . (3.10)

Les coefficients ωP représentent les poids de la formule de quadrature du premier ordre telle qu’énon-

cée dans [175]. Dans le paragraphe suivant, nous présentons de manière générale la valeur de ces poids,

avec les mêmes notations que dans le papier de Smereka [175].

32 Chapitre 3 Une méthode de frontière immergée pour le problème direct de l’EIT



On commence tout d’abord par définir la fonction de Dirac suivante : soit δ la fonction de Dirac usuelle

en deux dimensions telle que,

δ(x, y) =
+∞, si (x, y) = (0,0)

0, sinon.
(3.11)

Remarque 3.2.1. Bien évidemment, cette définition de la fonction de Dirac est incorrecte, puisque

mathématiquement δ est la distribution d’ordre 0 définie par 〈δ,φ〉 =φ(0,0), pour toute fonction test

φ ∈C∞
c (R2). Mais elle donne la bonne intuition menant à la définition des fonctions de Dirac discrètes.

Rappellons que la fonction ϕ(x, y) est la fonction level-set ϕ(x, y), et notons par ϕi , j = ϕ(xi , y j ) la

discrétisation sur une grille de taille de maillage h. Avec ces notations on écrit la longueur de l’arc de

∂Ω par :

I =
∫
Ω
δ(ϕ(x, y))d x d y.

Notre objectif est de trouver une version discrète de δ notée δ̃i , j . En d’autres termes, on cherche à

écrire

I =∑
i , j

h2δ̃i , j +O(hp )

où p > 0. Dans l’article de Smereka [175], il est établi que cette longueur d’arc peut être calculée avec une

précision du second ordre. Cependant, dans notre cas, nous nous contentons d’une implémentation

de premier ordre (p = 1). Autrement dit, si

I =
∫
∂Ω

f (x, y)d s =
∫
Ω

f (x, y)δ(ϕ(x, y))d x d y,

alors on cherche δ̃i , j tel que :

I =∑
i , j

h2δ̃i , j fi , j +O(h).

Si l’on désigne par g la fonction de Green pour l’équation de Laplace alors elle satisfait :

∆g (x, y) = δ(ϕ(x, y)), (3.12)

Le but maintenant est de trouver une écriture discrète de (3.12). En discrétisant le problème (3.12), on

va pouvoir expliciter les valeurs du delta discret. Par exemple, en dimension 1D , Smereka [175] montre

qu’en utilisant une écriture discrète de l’équation suivante :

d 2g

d x2 = δ(x −α) avec g (0) = g (1) = 0

où δ(x) est la fonction Dirac discrète unidimensionnelle et 0 <α< 1, on déduit l’écriture discrète de δ.

En effet, Smereka trouve que :
gi+1 −2gi + gi−1

h2 = δ̃i .
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où

δ̃i = δ̃i
++ δ̃i

−

avec

δ̃i
+ =


(xi+1−α)

h2 si xi ≤α< xi+1,

0, sinon.

δ̃i
− =


(α−xi−1)

h2 si xi−1 <α< xi ,

0, sinon.

et en déduit que le terme à droite est bien une écriture discrète de la fonction delta. La preuve de ce

résultat est détaillée dans [175].

Dans le cas 2D la démarche est similaire, on note par [q] = limϵ→0(q(α+ϵν)−q(α−ϵν)) où α= (αx ,αy )

représente ici un point sur l’interface. Il est également utile de définir le saut dans la direction x

de la manière suivante : [q]x = q(α+
x ,αy )− q(α−

x ,αy ), ainsi que le saut dans la direction de y, [q]y =
q(αx ,α+

y )−q(αx ,α−
y ), où α± =α±ϵ.

En utilisant ces notations on réécrit (3.12) de la manière suivante :

∆g (x, y) = 0 (3.13)

avec les conditions de saut au bord

[∂νg ] = 1 et [g ] = 0. (3.14)

où ∂ν est la dérivée directionnelle dans la direction normale.

Pour les points réguliers, l’approximation standard avec des différences finies centrées donne que :

∆g (xi , y j ) =∆h gi , j +O(h2), (3.15)

où (xi , y j ) sont les emplacements sur la grille et ∆h est le laplacien discret à cinq points :

∆h gi , j =
gi+1, j −2gi , j + gi−1, j

h2 + gi , j+1 −2gi , j + gi , j−1

h2 . (3.16)

Pour les points irréguliers, Smereka [175] trouve la relation discrète suivante :

∆g (xi , y j ) =∆h gi , j − δ̃i , j +O(h), (3.17)

avec δ̃i , j en deux dimensions représenté sous la forme suivante :

δ̃i , j = δ̃(+x)
i , j + δ̃(−x)

i , j + δ̃(+y)
i , j + δ̃(−y)

i , j (3.18)
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avec

h2δ̃(+x)
i , j =

{
h+

x [∂x g ]x + 1
2 (h+

x )2[∂2
xx g ]x si xi ≤αx < xi+1

0 sinon

h2δ̃(−x)
i , j =

{
h−

x [∂x g ]x − 1
2 (h−

x )2[∂2
xx g ]x si xi−1 ≤αx < xi

0 sinon

h2δ̃
(+y)
i , j =

{
h+

y [∂y g ]y + 1
2 (h+

y )2[∂2
y y g ]y si y j ≤αy < y j+1

0 sinon

h2δ̃
(−y)
i , j =

{
h−

y [∂y g ]y + 1
2 (h−

y )2[∂2
y y g ]y si y j−1 ≤αy < y j

0 sinon

où h+
x = xi+1 −αx , h−

x =αx −xi−1 et h−
y , h+

y sont définis de manière similaire. Nous soulignons que les

termes [.]x sont évalués en (αx , y j ) et les termes [.]y sont évalués en (xi ,αy ).

Comme ∆g (xi , y j ) = 0, étant donné que (xi , y j ) n’appartient pas à la frontière, on en déduit que pour

tout point de grille (d’après (3.15) et (3.17)) on a :

∆h gi , j = δ̃i , j +OI (h)+O(h2) (3.19)

OI (h) est différent de zéro uniquement aux points irréguliers. L’équation (3.19) est donc une forme

discrète de l’équation (3.12).

On s’intéresse à une implémentation au premier ordre de (3.18). Cela peut être réalisé en négligeant

les sauts pour les dérivées secondes et en évaluant [∂x g ]x et [∂y g ]y au premier ordre. On note par

ν= (νx ,νy ) le vecteur normal unitaire et par t = (tx , ty ) un vecteur unitaire tangent au bord ∂Ω. Pour

le problème en question on rappelle que , [∂νg ] = 1 et [g ] = 0. Cela implique [∂t g ] = 0. En combinant

[∂νg ] = 1 et [∂t g ] = 0 on obtient donc que :

[gx ] = νx et [g y ] = νy . (3.20)

D’après (3.20) et le fait que [q]x = [q]sgn[νx ] et [q]y = [q]sgn[νy ] on a que

[gx ]x = |nx | et [g y ]y = |nx | (3.21)

Nous rappelons que notre interface est représentée comme l’ensemble de niveau zéro de ϕ(x, y) et

supposons que nous disposons d’une discrétisationϕi , j sur une grille de pas de maillage h. Nous avons

les définitions suivantes :

D+
x ϕi , j =

ϕi+1, j −ϕi , j

h
, D−

x ϕi , j =
ϕi , j −ϕi−1, j

h
, D0

xϕi , j =
ϕi+1, j −ϕi−1, j

2h
;
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on a aussi D+
y ϕi , j , D−

y ϕi , j et, D0
yϕi , j définis de manière analogue et

∥∇ϵ0ϕi , j ∥ =
√

(D0
xϕi , j )2 + (D0

yϕi , j )2 +ϵ, (3.22)

où ε est utilisé afin d’éviter toute division par zéro. En exploitant l’implémentation de la level-set et

les définitions introduites précédemment, on peut dériver une approximation du premier ordre de

l’équation (3.18). En utilisant le développement en série de Taylor, nous pouvons établir que :

h±
x =

∣∣∣ ϕi±1, j

D±
x ϕi , j

∣∣∣+O(h2) et h±
y =

∣∣∣ ϕi , j±1

D±
y ϕi , j

∣∣∣+O(h2) (3.23)

De plus on a que :

νx = ∂xϕ∣∣∣∇ϕ∣∣∣ =
D0

xϕi , j∣∣∣∇ϵ0ϕi , j

∣∣∣ +O(h) et νy =
∂yϕ∣∣∣∇ϕ∣∣∣ =

D0
yϕi , j∣∣∣∇ϵ0ϕi , j

∣∣∣ +O(h) (3.24)

Ces approximations sont d’ordre deux aux points de la grille ; cependant, étant utilisées à l’interface,

leur précision est d’ordre un. Si nous utilisons les approximations données par (3.23) et (3.24) dans

(3.18) et ignorons les sauts dans les secondes dérivées, nous obtenons l’expression suivante d’ordre un

pour la fonction delta discrète :

δ̃i , j = δ̃(+x)
i , j + δ̃(−x)

i , j + δ̃(+y)
i , j + δ̃(−y)

i , j (3.25)

avec

δ̃(+x)
i , j =


|ϕi , j D0

xϕi , j |
h2|D+

x ϕi , j |∥∇ϵ0ϕi , j ∥ si ϕi , jϕi+1, j ≤ 0,

0 sinon,

δ̃(−x)
i , j =


|ϕi−1, j D0

xϕi , j |
h2|D−

x ϕi , j |∥∇ϵ0ϕi , j ∥ si ϕi , jϕi−1, j ≤ 0,

0 sinon,

δ̃
(+y)
i , j =


|ϕi , j+1D0

yϕi , j |
h2|D+

y ϕi , j |∥∇ϵ0ϕi , j ∥ si ϕi , jϕi , j+1 ≤ 0,

0 sinon,

δ̃
(−y)
i , j =


|ϕi , j−1D0

yϕi , j |
h2|D−

y ϕi , j |∥∇ϵ0ϕi , j ∥ si ϕi , jϕi+1, j−1 ≤ 0,

0 sinon.

Par conséquent, notre système d’équations discrétisées à l’aide d’une méthode de frontière immergée

peut être représenté comme suit :
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• L’opérateur elliptique : pour tout point de grille Mi , j on a,

−
(
∇.(σ∇u)

)h

i , j
=−

(
σi+1/2, j

uh
E −uh

i j

xE −xi
−σi−1/2, j

uh
i j −uh

W

xi −xW

) 1

h

−
(
σi , j+1/2

uh
N −uh

i j

yN − y j
−σi , j−1/2

uh
i j −uh

S

y j − yS

) 1

h
= fi , j ,

avec uh
S , nous faisons référence à la valeur de la solution au point le plus proche dans la direction

sud, avec les coordonnées (xS , yS ). De manière similaire, pour les directions Nord, Ouest et Est,

nous utilisons respectivement uh
N , uh

W , uh
E et leurs coordonnées associées (xN , yN ), (xW , yW ),

(xE , yE ).

• Les conditions aux limites de flux : pour le point d’interface Ii+1/2, j on a,

σ(∇u ·ν)h
i+1/2, j +ξm(Ii+1/2, j )

(
uh

i+1/2, j −Um

)
= gi+1/2, j si Ii+1/2, j ∈ Em , (3.26)

σ(∇u ·ν)h
i+1/2, j = gi+1/2, j sinon. (3.27)

avec

(∇u ·ν)h
i+1/2, j = (u1α1 +u2α2 +u3α3)νx + (u1β1 +u2β2 +u3β3)νy . (3.28)

où

λ j (x, y) =α j x +β j y +γ j , j = 1,2,3,

α j = yk − yi

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
,

β j = xi −xk

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
,

γ j = xk yi −xi yk

(x j −xk )(y j − yi )− (x j −xi )(yi − yk )
.

• Les conditions intégrales sur les électrodes :

∑
P∈Ω∗

h

ωP

(
ξm(P )(Um −uP )

)
+εδm1 U1 = Im − ∑

P∈Ω∗
h

ωP g (P ), m = 1, . . . , M , (3.29)

avec les poids ωP définis par les fonctions Dirac discrets introduits dans l’équation 3.25.

3.3 Convergence de la méthode de frontière immergée

Maintenant que nous avons établi les détails de notre méthode numérique de frontière immergée, le

but est de démontrer sa convergence au premier ordre. Pour ce faire, nous commençons par montrer

que la matrice de discrétisation est monotone. Ensuite, en utilisant des estimations de fonctions de

Green discrètes, nous établissons le résultat de convergence.
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3.3.1 Monotonie de la matrice de discrétisation.

On note par Ah la matrice de discrétisation du système linéaire décrit précédemment. Commençons

par démontrer la propriété suivante, qui sera utile dans le raisonnement :

Lemme 3.3.1. Soit v un vecteur défini sur la grille cartésienne, si le minimum de v se trouve sur un point

du bord, alors en ce point, la dérivée normale discrète est négative. De plus, si cette dernière est nulle,

alors les trois valeurs des points utilisés dans le stencil de discrétisation sont égales.

Démonstration. L’approximation de la dérivée normale est constante dans l’espace car elle est calculée

à partir d’une interpolation linéaire sur un triangle. Par conséquent, si le minimum de v se trouve sur

un point de la frontière, alors en ce point là, la dérivée normale discrète est négative.

Proposition 3.3.2. La matrice de discrétisation du système linéaire Ah , est monotone, c’est-à-dire que

Ah est inversible et que toutes les valeurs de A−1
h sont non négatives.

Démonstration. Soit v un vecteur tel que tous les coefficients de Ah v soient non négatifs ( Ah v ≥ 0).

Montrons que tous les coefficients de v sont non négatifs. Pour cela, nous considérons le minimum de

v dans l’ensemble du domaine : il peut s’agir soit d’une valeur de point de grille, soit d’une valeur de

point d’interface, soit d’un potentiel d’électrode. Nous détaillons chacun de ces cas ci-dessous :

• Si le minimum est atteint sur un point de la grille :

Dans ce cas, nous notons (i0, j0) les indices de la plus petite composante de v . Nous supposons

que le point de grille est un point de grille régulier. Sinon, la formule aurait des poids légèrement

différents, mais le raisonnement serait le même. En utilisant l’hypothèse sur l’opérateur elliptique

en ce point ( Ah v ≥ 0), nous pouvons écrire :

4vi0, j0 − vi0+1, j0 − vi0−1, j0 − vi0, j0+1 − vi0, j0−1 ≥ 0,

or comme le minimum est atteint en vi0, j0 on a aussi l’inégalité suivante

4vi0, j0 − vi0+1, j0 − vi0−1, j0 − vi0, j0+1 − vi0, j0−1 ≤ 0,

nous en déduisons que la discrétisation de l’opérateur elliptique en ce point est nulle et donc

on a

vi0+1, j0 = vi0−1, j0 = vi0, j0+1 = vi0, j0−1 = vi0, j0 .

En répétant récursivement ce raisonnement sur les voisins de (i0, j0), puis sur les voisins des

voisins, etc., nous en déduisons que toutes les valeurs de v correspondant aux points de grille ou

de frontière sont égales à vi0, j0 . Par conséquent, ce cas revient au cas où le minimum se trouve

38 Chapitre 3 Une méthode de frontière immergée pour le problème direct de l’EIT



sur un point d’interface.

• Si le minimum se trouve sur un point d’interface qui n’appartient pas à une électrode :

Sans perte de généralité, supposons que le minimum se trouve sur Ii+1/2, j , un point de l’interface.

Sur ce point d’interface, nous avons les deux relations suivantes :

(σ∇v ·n)h
i+1/2, j ≤ 0 d’après le Lemme 3.3.1 (car le minimum est atteint en ce point)

(σ∇v ·n)h
i+1/2, j ≥ 0 Parce que tous les coefficients de Ah v sont non négatifs,

ce qui conduit à

(σ∇v ·n)h
i+1/2, j = 0.

Par conséquent, les valeurs des points de grille impliqués dans la discrétisation de la dérivée

normale sont égales au minimum. Cela signifie que toutes les valeurs des points de grille et

des points de frontière sont égaux à ce minimum. Par conséquent, ce cas revient finalement à

considérer le cas du minimum sur un point de frontière appartenant à une électrode.

• Si le minimum se trouve sur un point de frontière appartenant à une électrode :

Sans perte de généralité, supposons que le minimum se trouve sur Ii+1/2, j , un point de l’interface.

Sur ce point de l’interface, nous avons les relations suivantes :

(σ∇v ·n)h
i+1/2, j ≤ 0,

(σ∇v ·n)h
i+1/2, j +ξm(Ii+1/2, j )

(
vh

i+1/2, j −Vm

)
≥ 0,

la première en raison du fait que le minimum est situé sur ce point, et la deuxième en raison du

fait que tous les coefficients de Ah v sont non négatifs. Par conséquent,

vh
i+1/2, j −Vm ≥ 0,

ce qui signifie que

Vm = vh
i+1/2, j ,

donc le potentiel associé à l’electrode Em noté par Vm est également le minimum de v .

Par conséquent, ce cas revient à considérer que le minimum de v correspond à un potentiel

d’électrode.

• Si le minimum correspond à un potentiel d’électrode Vm avec m ̸= 1 :
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Sur cette électrode, nous avons la relation suivante :

∑
P∈Ω∗

h

ωP ξm(P )
(
Vm − vP

)
≥ 0,

par conséquent, tous les points d’interface appartenant à Em sont égaux au minimum Vm .

En utilisant le raisonnement précédent, cela signifie que toutes les valeurs de v correspondant

aux points de grille, aux points de frontière ou aux potentiels des électrodes sont égales au mini-

mum.

— Si le minimum correspond au potentiel de l’électrode V1 :

Sur cette électrode, nous avons la relation suivante :

∑
P∈Ω∗

h

ωP ξ1(P )
(
V1 − vP

)
+εV1 ≥ 0,

ce qui signifie que

εV1 ≥ 0.

La valeur minimale de v est non-négative, donc tous les coefficients de v sont non-négatifs.

Nous avons donc prouvé que si Ah v est positif, alors v est également positif. Cette propriété a deux

implications : Ah est inversible et toutes les valeurs de A−1
h sont positive.

3.3.2 Estimations des fonctions de Green discrètes et résultat de
convergence

Dans cette section, nous étudions la convergence des schémas numériques. Ce travail se fonde sur ce

qui a été fait dans [200]. Nous allons utiliser par la suite une formulation qui considère la matrice de

discrétisation de manière plus globale, par blocs correspondant à différentes zones de la grille plutôt

que ligne par ligne. Cette formulation se fonde sur l’utilisation d’un principe du maximum discret et de

fonctions de Green discrètes inspirées de l’article de Ciarlet [37], d’une manière légèrement reformulée

pour être en accord avec la manière dont nous construisons les matrices de discrétisation.

On rappelle que les lettres P et Q représentent des indices dans le système linéaire, correspondant soit

à des points de discrétisation (sur la grille ou sur le bord), soit à des valeurs d’électrodes. Par exemple,

nous notons u(P ) le coefficient de la ligne de u ayant le même indice que le point P . De même, AhU (P )

représente le coefficient de la P-ième ligne du tableau AhU , et Ah(P,Q) est le coefficient de la P-ième

ligne et de la Q-ième colonne de la matrice Ah . Nous définissons également par Ah(:,Q) et Ah(P, :) la

Q-ième colonne et la P-ième ligne de la matrice Ah .
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Estimation des fonctions de Green discrètes

Les fonctions de Green discrètes sont une adaptation dans un contexte discret des fonctions de Green

classiques, qui sont utilisées pour résoudre des équations aux dérivées partielles linéaires. L’idée

principale des fonctions de Green discrètes est similaire à celle des fonctions de Green continues : elles

permettent de trouver une solution particulière d’un problème en utilisant une approche intégrale.

Cependant, au lieu d’intégrales continues, les fonctions de Green discrètes utilisent des sommes

discrètes. Elles ont été utilisées dans le passé pour montrer des propriétés de convergence de méthodes

de différences finies avec une discrétisation moins précise sur le bord du domaine qu’à l’intérieur, par

exemple dans [14, 198], ou pour obtenir des estimations ponctuelles de la convergence des dérivées

discrètes de la solution numérique comme dans [23] ou [186], dans le cas de discrétisations uniformes à

l’intérieur du domaine. Elles ont été également parfois utilisées pour étudier des méthodes d’éléments

finis : [38], [53], [169] ou [194] par exemple et beaucoup plus rarement à notre connaissance dans le

domaine des volumes finis, par exemple dans [52].

Pour analyser des schémas de type différences finies sur grilles cartésiennes, l’usage courant semble

être d’utiliser des techniques inspirées des éléments finis ou des volumes finis, comme par exemple

dans [62] ou [46] (même si dans cette référence la méthode n’est pas présentée comme une méthode

de différences finies). Cependant, on perd dans cette analyse le caractère explicite de la formulation

en différences finies, puisqu’il faut re-formuler la méthode comme une classe particulière d’éléments

finis ou de volumes finis. De plus, on obtient alors en général des résultats en norme H 1, qui donnent

de l’information sur la convergence globale de la solution et de son gradient, mais au détriment

d’une information plus locale avec la norme L∞. Cette information en norme L∞ est particulièrement

pertinente dans le cas de méthodes de frontières immergées, puisque c’est près des interfaces ou des

frontières que se concentre la problématique de la précision de la méthode. En revanche, les hypothèses

de régularité sur la solution sont souvent plus fortes lors d’une analyse de méthodes de différences

finies à cause du calcul de l’erreur de troncature qui fait typiquement intervenir les dérivées de la

solution jusqu’à l’ordre quatre pour une méthode classique centrée d’ordre deux. Dans la suite, on

présente des estimations des fonctions de Green qui seront utilisées pour évaluer l’influence sur la

convergence en norme L∞ des erreurs d’approximation dans différentes zones du domaine de calcul.

Dans l’esprit de [37, 200], pour chaque Q ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh , définissons la fonction de Green discrète

Gh(:,Q) =
(
Gh(P,Q)

)
P∈Ωh∪δΩh∪Eh

comme étant la solution du problème discret suivant :{
AhGh(:,Q)(P ) =

{
0, P ̸=Q

1, P =Q
(3.30)

La matrice Ah étant monotone, toutes les valeurs de Gh(:,Q) sont positives. En fait, les fonctions de

Green discrètes sont les colonnes de l’inverse de Ah . Nous pouvons écrire la solution du problème
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discrétisé comme une somme des termes source multipliés par les valeurs des fonctions de Green

discrètes :

uh(P ) = ∑
Q∈Ωh∪δΩh∪Eh

Gh(P,Q) (Ahuh)(Q), ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh .

Nous pouvons obtenir des bornes sur les fonctions de Green discrètes grâce au résultat suivant :

Proposition 3.3.3. Soient S et S̃ deux sous-ensembles de points, W une fonction discrète, α> 0, β> 0 et

i , j ∈N tels que : 
(AhW )(P ) ≥ 0, ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh \ S̃,

(AhW )(P ) ≥α−i , ∀P ∈ S,

(AhW )(P ) ≥−(β− j ), ∀P ∈ S̃.

Alors ∑
Q∈S

Gh(P,Q) ≤αi W (P )+αiβ− j
∑

Q∈S̃

Gh(P,Q), ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh .

Démonstration. En utilisant la définition des fonctions de Green discrètes, nous pouvons écrire :

AhW (P ) ≥ Ah

(
α−i

∑
Q∈S

Gh(:,Q)−β− j
∑

Q∈S̃

Gh(:,Q)
)
(P ), ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh .

Comme tous les coefficients de A−1
h sont non-négatifs, cela conduit à :

W (P )−α−i
∑

Q∈S
Gh(P,Q)+β− j

∑
Q∈S̃

Gh(P,Q) ≥ 0, ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh ,

et finalement, nous obtenons la borne suivante :

∑
Q∈S

Gh(P,Q) ≤αi W (P )+αiβ− j
∑

Q∈S̃

Gh(P,Q), ∀P ∈Ωh ∪δΩh ∪Eh .

Résultat de convergence

Nous rappelons que notre objectif est d’obtenir des majorants pour les fonctions de Green discrètes

associées à la matrice résultant de la discrétisation de (3.1)-(3.2), afin de pouvoir évaluer la convergence

du schéma numérique. Nous supposons que les fonctions ξm sont suffisamment régulières pour que la

solution u ait la régularité requise pour l’analyse suivante.
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Proposition 3.3.4. Pour h suffisamment petit, les bornes supérieures suivantes sont vérifiées :

∑
Q∈Ωh \Ω∗

h

Gh(:,Q) ≤O(1),

∑
Q∈δΩh∪Eh

Gh(:,Q) ≤O(1),

∑
Q∈Ω∗

h

Gh(:,Q) ≤O(h).

Démonstration. Nous utilisons plusieurs fonctions discrètes dans le contexte de la proposition 3.3.3

afin d’obtenir des bornes pour les différents blocs de la matrice inverse A−1
h .

— Nous définissons le vecteur W tel que W ≡ 1. Par conséquent, toutes les expressions du système

linéaire s’annulent à l’exception de la formule de quadrature impliquant l’électrode E1 :

−
(
∇.(σ∇W )

)h

i , j
= 0 ∀Mi , j ∈ Ωh ,

(σ∇W ·ν)h
i+1/2, j −ξm(Ii+1/2, j )

(
Wm −W h

i+1/2, j

)
= 0 ∀ Ii+1/2, j ∈ δΩh ,

(σ∇W ·ν)h
i , j+1/2 −ξm(Ii , j+1/2)

(
Wm −W h

i , j+1/2

)
= 0, ∀ Ii , j+1/2 ∈ δΩh ,∑

P∈Em

ωp ξm(P )
(
Wm −WP

)
= 0 ∀m ̸= 1,

∑
P∈Em

ωp ξm(P )
(
Wm −WP

)
+εW1 = ε.

Par conséquent, en notant par Gh(:,E1) la fonction de Green discrète associée à l’électrode E1,

nous obtenons :

Gh(:,E1) = 1

ε
. (3.31)

— Nous considérons la solution exacte ū de (3.1)-(3.2), avec f = 1, g = 1, Im = 1 ∀,m ̸= 1, et I1 telle

que la condition de compatibilité (2.25) soit satisfaite. Nous définissons le vecteur W̄ comme la

discrétisation de ū sur les points de la grille, les points du bord et les valeurs des électrodes.

La discrétisation de l’opérateur elliptique et des flux est au moins d’ordre un, sauf pour les points

3.3 Convergence de la méthode de frontière immergée 43



de la grille dans Ω∗
h où elle est seulement d’ordre zéro. Ainsi, pour h suffisamment petit, nous

pouvons écrire que :

−
(
∇.(σW̄ )

)h

i , j
≥ 1

2
, ∀Mi , j ∈Ωh \Ω∗

h ,

−
(
∇.(σW̄ )

)h

i , j
≥−C1, ∀Mi , j ∈Ω∗

h ,

(σ∇W̄ ·ν)h
i+1/2, j −ξm(Ii+1/2, j )

(
W̄m −W̄i+1/2, j

)
≥ 1

2
, ∀Ii+1/2, j ∈ δΩh ,

(σ∇W̄ ·ν)h
i , j+1/2 −ξm(Ii , j+1/2)

(
W̄m −W̄i , j+1/2

)
≥ 1

2
, ∀Ii , j+1/2 ∈ δΩh∑

P∈Em

ωp ξm(P )
(
W̄m −W̄P

)
≥ 1

2
, ∀m ̸= 1

∑
P∈E1

ωp ξm(P )
(
W̄1 −W̄P

)
+εW̄1 ≥−2|I1|,

avec C1 une constante strictement positive. Cela peut également être réécrit comme suit :

(AhW̄ )(P ) ≥ 1

2
, ∀P ∈ (Ωh \Ω∗

h)∪ (Eh \ E1),

(AhW̄ )(P ) ≥ 1

2
, ∀P ∈ δΩh ,

(AhW̄ )(P ) ≥−C1, ∀P ∈Ω∗
h ,

(AhW̄ )(E1) ≥−2|I1|,

ce qui conduit à :

∑
Q∈(Ωh \Ω∗

h )∪(Eh \E1)

Gh(:,Q)+ ∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q) ≤ 2W̄ +2C1
∑

Q∈Ω∗
h

Gh(:,Q)+4|I1|Gh(:,E1). (3.32)

— Nous définissons le tableau W̃ tel que W̃ = 1 pour tous les points de Ωh et W̃ = 0 pour tous

les points de δΩh ∪Eh . En raison du saut des valeurs de W̃ entreΩh et δΩh ∪Eh , lorsque nous

appliquons la discrétisation à W̃ , nous obtenons :

−
(
∇.(σ∇W̃ )

)h

i , j
= 0 ∀Mi , j ∈ Ωh \Ω∗

h ,

−
(
∇.(σ∇W̃ )

)h

i , j
≥ C2

h2 ∀Mi , j ∈Ω∗
h ,

(σ∇W̃ ·ν)h
i+1/2, j −ξm(Ii+1/2, j )

(
W̃m −W̃i+1/2, j

)
≥−C3

h
∀ Ii+1/2, j ∈ δΩh ,

(σ∇W̃ ·ν)h
i , j+1/2 −ξm(Ii , j+1/2)

(
W̃m −W̃i , j+1/2

)
≥−C3

h
, ∀ Ii , j+1/2 ∈ δΩh∑

P∈Em

ωp ξm(P )
(
W̃m −W̃P

)
+εδm1W̃1 = 0 ∀m,
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avec C2 et C3 des constantes strictement positives. Nous obtenons donc :

C2

h2

∑
Q∈Ω∗

h

Gh(:,Q) ≤ W̃ + C3

h

∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q),

par suite on obtient :

∑
Q∈Ω∗

h

Gh(:,Q) ≤ h2

C2
W̃ +h

C3

C2

∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q). (3.33)

En combinant 3.33 avec 3.32 on obtient :

∑
Q∈(Ωh \Ω∗

h )∪(Eh \E1)

Gh(:,Q)+ ∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q) ≤ 2W̄ +2C1
h2

C2
W̃ +4|I1|Gh(:,E1)

+2C1
C3

C2
h

∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q),

et pour h suffisamment petit, cela conduit à :

∑
Q∈(Ωh \Ω∗

h )∪(Eh \E1)

Gh(:,Q)+ ∑
Q∈δΩh

Gh(:,Q) ≤ C̄ (3.34)

avec C̄ une constante positive. En réinjectant cette inégalité dans l’équation (3.33), nous obte-

nons :

∑
Q∈Ω∗

h

Gh(:,Q) ≤ h2

C2
W̃ +h

C3

C2
C̄ . (3.35)

Les inégalités (3.31), (3.34) et (3.35) fournissent les bornes de la proposition.

Proposition 3.3.5. Si on note ū la solution exacte de (3.1)-(3.2) et uh la solution numérique, l’erreur

locale |ū(P )−uh(P )| satisfait, pour h suffisamment petit :

|ū(P )−uh(P )| ≤O(h). (3.36)

Par conséquent, la solution numérique converge vers la solution exacte avec une précision du premier

ordre pour la norme L∞.

Démonstration. Nous désignons par τ l’erreur de troncature, qui provient de la discrétisation de (3.1)-

(3.2). Ce type d’erreur désigne l’erreur d’approximation suite à la troncature d’un développement en

série.
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Nous avons l’estimation suivante pour l’erreur de troncature :

|ū(P )−uh(P )| =
∣∣∣∣∣ ∑
Q∈Ωh∪δΩh∪Eh

Gh(P,Q)τ(Q)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ ∑
Q∈Ω∗

h

Gh(P,Q)τ(Q)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ ∑
Q∈Ωh \Ω∗

h

Gh(P,Q)τ(Q)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∑
Q∈δΩh∪Eh

Gh(P,Q)τ(Q)

∣∣∣∣∣ ,

ce qui, selon les résultats précédents, implique

|ū(P )−uh(P )| ≤O(1)

∣∣∣∣∣∣ ∑
Q∈Ω∗

h

Gh(P,Q)

∣∣∣∣∣∣+O(h2)

∣∣∣∣∣∣ ∑
Q∈Ωh \Ω∗

h

Gh(P,Q)

∣∣∣∣∣∣
+O(h)

∣∣∣∣∣ ∑
Q∈δΩh∪Eh

Gh(P,Q)

∣∣∣∣∣
≤O(1)O(h)+O(h2)O(1)+O(h)O(1) =O(h).

3.4 Résolution numérique du problème direct

Dans cette section, nous étudions la capacité de la méthode de frontière immergée proposée à calculer

efficacement des solutions du problème de Tomographie d’Impédance Électrique (3.1) où plus précisé-

ment le problème (3.2). Pour aborder tout cela, nous devons d’abord introduire quelques notations et

précisions sur les différentes configurations géométriques qui vont être utilisées à travers les études

numériques dans cette thèse. Nous soulignons que les résultats de convergence annoncés dans la

Section 3.3 sont effectivement observés en pratique pour des solutions suffisamment régulières. Nous

observons aussi une convergence numérique du gradient de la solution dans nos simulations, mais

cette convergence n’a pas encore été rigoureusement démontrée.

Notation et géométrie dans le cadre numérique

Notre but est de tester la résolution numérique du problème direct (et éventuellement du problème

inverse) dans des domainesΩ quelconques. Pour cela, nous faisons le choix suivant de paramétrisation

du bord :

On considère le vecteur suivantα= [α0,α1, . . . ,α2N ] ∈R2N+1. On définit notre domaineΩ de la manière

suivante :

Ω= {
ρ[cos(θ),sin(θ)] ∈R2,θ ∈ [0,2π], 0 ≤ ρ < r (θ)

}
.
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où

r (θ) =α0 +
N∑

k=1
(αk cos(kθ)+αk+N sin(kθ)) .

On a donc :

∂Ω= {r (θ)u(θ),θ ∈ [0,2π]} ,

avec u(θ) = [cos(θ),sin(θ)].

Remarque 3.4.1. Dans les études numériques considérées dans ce chapitre, on choisit généralement

Ωe = [−2,2]× [−2,2] donc les paramètres de forme [α0, . . . ,α2N ] sont choisis de telle manière que 0 <
r (θ) < 2 pour tout θ ∈ [0,2π].

Remarque 3.4.2. Cette paramétrisation correspond à une fonction Level-set ϕ particulière, qui vérifie la

définition de la section 3.2. On définit ϕ comme suit :

Soit (xc , yc ) le centre de notre géométrie qui est généralement fixé à (0,0), et, soit (x, y) un point de la

grille cartésienne, on a,

ϕ(x, y) =
√

(x −xc )2 + (y − yc )2 − r (θ(x, y))

où r (θ(x, y)) est la valeur du rayon de notre géométrie qui intersecte le point (x, y) et θ(x, y) l’angle

d’orientation du point (x, y) entre 0 et 2π .

Notons qu’avec une telle paramétrisation deΩ, le vecteur unitaire sortant en un point x = |x|[cos(θx ),sin(θx )]

∈ ∂Ω, est donné par

ν(x) = 1

ρ(θx )

[
r (θx )u(θx )− r ′(θx )v(θx )

]
,

avec v(θ) = [−sin(θ),cos(θ)] et ρ(θ) =
√

r (θ)2 + r ′(θ)2. Nous définissons également

τ(x) = 1

ρ(θx )

[
r ′(θx )u(θx )+ r (θx )v(θx )

]
,

le vecteur tangent à ∂Ω en ce point x, de telle sorte que (ν(x),τ(x)) forme une base directe de R2. Les M

électrodes, qu’on note par, E1, . . . ,EM sont paramétrées par deux vecteurs (Θ1,Θ2) ∈RM ×RM vérifiant

Θ1
1 <Θ2

1 <Θ2
2 < . . . <Θ2

M <Θ1
1 +2π,

tels que

Em = {
r (θ)u(θ), θ ∈ [Θ1

m ,Θ2
m]

}
.

Remarque 3.4.3. En pratique, la longueur des électrodes est souvent fixée : nous fixons généralement Θ1,

choisissons une taille de longueur L > 0, et calculonsΘ2 en résolvant l’équation suivante :

L =
∫ Θ2

k

Θ1
k

ρ(θ)dθ. (3.37)

3.4 Résolution numérique du problème direct 47



Nous considérons trois géométries différentes pourΩ (voir figure 3.3) :

— Ω1 est un disque de rayon 1.5, correspondant à α= [1.5],

— Ω2 correspond au choix α= [1.51,0.01,0.05,0.2,0.035,0.01,0.1],

— Ω3 correspond au choix α= [1.6,0.002,0.01,0.003,0.035,0.2,0.15].

Fig. 3.3 : Les domainesΩ1,Ω2 etΩ3 (en rouge) dans le carré de référence [−2,2]× [−2,2] (en bleu),
avec notre configuration habituelle de 16 électrodes (en noir gras).

Étude numérique

Pour vérifier que les taux de convergence prouvés dans la Section 3.3 sont effectivement observés en

pratique, nous procédons comme suit : nous fixons dans (2.24),
Ωe = [−2,2]× [−2,2]

u(x, y) = sin(x × y)

U = 0R16 ,

et nous calculons les termes sources correspondants f , g et I . En particulier, pour obtenir le vecteur

de courants d’entrée I , nous calculons les intégrales correspondantes apparaissant dans (2.24)4 en

écrivant : ∫
Em

σ∂νu d s(x) =
∫

Em

(g −ξm(u −Um))d x

et en utilisant les formules de quadrature introduites dans la section 3.2, on calcule les valeurs de I .

Ensuite, nous utilisons la méthode de frontière immergée décrite dans la Section 3.2 pour obtenir une

solution approchée uh au problème (3.1) pour différentes valeurs du paramètre de maillage h. Pour

tester également la convergence des dérivées, nous calculons une approximation du gradient qu’on

note par duh = (dux ,duy ) à l’aide d’une formule de différenciation centrée classique (qui utilise donc

le voisin de gauche et de droite du point concerné) :

duh(xi , y j ) = u(xi , y j )E −u(xi , y j )W

h
.
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Pour le paramètre ε dans (3.1)4, nous avons choisi de présenter les résultats numériques de convergence

pour la valeur de ε∼ 10−10. Dans la figure 3.5, nous observons une convergence linéaire à la fois pour u

et son gradient. On note que le changement de la valeur du paramètre εne modifie pas le comportement

de convergence. Cependant, il affecte l’amplitude de l’erreur pour un h fixé. Cela est prévu, car la valeur

de U1 dépend de la condition de compatibilité numérique, et n’est donc pas exactement nulle. Il y

a donc une interaction entre le terme εU1 et le terme intégral dans la formule (3.1)4 qui influence la

valeur des deux termes.

Remarque 3.4.4. La convergence linéaire de uh vers u était attendue. La convergence linéaire du gradient

n’est pas surprenante, car la construction de la méthode numérique est fondée sur une discrétisation du

premier ordre des flux près de la frontière du domaine. Cependant, prouver cette convergence n’est pas

évident et n’est pas standard dans le cadre des différences finies.

Sur la Figure 3.4, nous présentons une comparaison des erreurs numériques pour la CEM généralisée,

avec des admittivités variant spatialement et suffisamment régulières, et pour la CEM classique avec

ξm = 1

zm
(on choisit zm=1) et une conductivité égale à 1 dansΩ. Pour les admittivités variant spatiale-

ment on impose sur les extrémités de l’électrode (extrémité d’épaisseur π/32) la fonction Heavyside

régularisée suivante :

Hε(x) =


0, si x <−ε
1
2

(
1+ x

ε + 1
π si n(πx

ϵ

)
, si −ε≤ x ≤ ε

1, si x > ε.

avec ε= π
64 . La géométrie considérée est la suivante :



•Ωe = [−1,1]× [−1,1]

•Un disque de rayon 0.5 correspondant à α= [0.5]

•M=4 électrodes également espacées qui couvre la moitié du bord

•Le paramètre de discrétisation h varie de 1
50 à 1

250 .

Le taux de convergence affiché sur la figure est calculé avec la CEM classique. Nous observons que

l’amplitude des erreurs numériques pour les deux modèles ainsi que leur taux de convergence sont

très proches.

Enfin, nous présentons quelques reconstructions du potentiel intérieur, avec•Ωe = [−2,2]× [−2,2] et

•Une grille cartésienne de taille :700×700,

dans les géométrie Ω2 etΩ3 voir figure 3.3, avec différentes conductivités et différents courants appli-

qués aux électrodes, voir figures 3.6 et 3.7. On observe une variation significative des champs électriques
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(a) ∥duh,1 −∂x u∥∞ comme fonction de h.

Fig. 3.4 : Étude de la convergence avec une solution manufacturée u(x, y) = exp(x2 + y2) et U =
0.5exp(R2)1R4 . Les points bleus représentent les erreurs numériques de la méthode CEM
classique, les croix rouges représentent les erreurs numériques de la méthode CEM générali-
sée.

à l’intérieur du domaine en fonction de la conductivité. En effet, des conductivités plus élevées en-

traînent des amplitudes de champ électrique plus importantes. En revanche, la présence d’inclusions

plus conductrices n’affecte pas de manière drastique l’amplitude du champ électrique. Par consé-

quent, pour résoudre un problème inverse, nous cherchons à capturer un phénomène d’amplitude

relativement faible.
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Ω=Ω2.

10
-2

10
-3

10
-2

10
-1

Errors for u

slope 0.981985

slope 1

(e) ∥uh −u∥∞ comme fonction de h. Ω =
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(f) ∥duh,1 −∂x u∥∞ comme fonction de h.
Ω=Ω3.

Fig. 3.5 : Étude de la convergence avec une solution manufacturée u(x, y) = sin(x × y) et U = 0R16

dans chaque domaine.

3.4 Résolution numérique du problème direct 51



Fig. 3.6 : Résolution du Problème (3.1) dans le domaineΩ2 avec un courant d’entrée Im = (−1)m . À
gauche : potentiel interne. À droite : conductivité.
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Fig. 3.7 : Résolution du Problème (3.1) dans le domaineΩ3 avec un courant d’entrée Im = δm,8−δm,14.
À gauche : potentiel interne. À droite : conductivité.
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Résolution du problème inverse
de l’EIT à l’aide des méthodes
de frontière immergée

4

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution du problème inverse de l’EIT en utilisant la

méthode de frontière immergée du chapitre 3. Nous abordons d’abord la problématique classique, qui

consiste à reconstruire la conductivité dans le volume d’un domaine Ω (section 4.1). Ensuite, nous

examinons un problème à géométrie mobile, où nous reconstruisons les paramètres géométriques tout

en supposant que la distribution de conductivité soit connue dans le volume du domaineΩ (section 4.2).

Cette étude représente une première étape vers une reconstruction simultanée de la conductivité et de

la forme géométrique du domaine, telle que dans [48]. En effet, bien que la distribution de conductivité

soit la quantité d’intérêt principale en EIT, concrètement, une configuration expérimentale contient

souvent d’autres inconnues : les informations sur les positions des électrodes, les impédances de

contact aux interfaces électrode-objet et la forme du corps examiné peuvent être mal connues. Il est

donc important de prendre en compte de telles incertitudes lors du développement des méthodes de

reconstruction, car il est reconnu que l’EIT est très sensible aux erreurs liées à la modélisation de la

configuration expérimentale [9, 107, 150] (voir aussi les analyses de sensibilité [47, 147, 158]).

Pour la résolution de nos problèmes inverses, nous aurons besoin de rappeler les deux modèles de

problème direct introduits dans le chapitre 2. Le premier est le modèle suivant :

−∇· (σ∇u) = 0 dansΩ,

σ∂νu = 0 sur Ec ,

σ∂νu +ξm(u −Um) = 0 sur Em , pour m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x) = Im , pour m = 1, . . . , M .

(4.1)

qui est bien posé dans H 1 = (H 1(Ω)×RM )/R. En d’autres termes, la solution de (4.1) est définie à

une constante additive près. Par suite, du point de vue numérique, il est nécessaire de fixer cette

constante. Cela est généralement réalisé en imposant une contrainte sur U , telle que U1 = 0 ou U ∈
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RM⋄ = {
V ∈RM ,

∑M
m=1 Vm = 0

}
. Pour éviter de faire un choix de constante on rappelle le modèle suivant

déjà introduit dans le chapitre 2 (équation 2.27) :

−∇· (σ∇u) = 0 dansΩ

σ∂νu = 0 sur Ec

σ∂νu +ξm(u −Um) = 0 sur Em , m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x)+εδm1Um = Im , m = 1, . . . , M .

(4.2)

Ce modèle est bien posé dans H 1(Ω)×Rd . Il convient également de noter que tout au long de ce

chapitre, nous examinons ces deux modèles en supposant que ξm est fixé à 1
zm

, où zm représente

l’impédance de contact constante et positive associée à l’électrode Em . Dans ce cas, le modèle (4.1) est

exactement le CEM classique introduit dans la section 2.2.3 du chapitre 2.

4.1 Reconstruction des paramètres électriques dans une
géométrie fixe

Dans cette section, nous supposons que les paramètres liés à la géométrie de l’objet sont connus. Notre

principal objectif est de reconstruire la conductivité σ. Tout d’abord, dans la sous-section 4.1.1, nous

faisons l’hypothèse que les impédances de contact sont connues et que leur valeur est fixée à 1 pour

toutes les électrodes. Cependant, cette hypothèse n’est pas très réaliste, car en pratique, ces valeurs ne

sont pas connues et varient généralement d’une électrode à l’autre [49, 90]. Ensuite, pour évaluer la

capacité de notre méthode numérique à reconstruire les impédances de contact, nous supposons dans

la sous-section 4.1.2 que tous les autres paramètres sont fixes, et nous nous concentrons uniquement

sur la reconstruction des impédances de contact. Enfin, nous abordons la reconstruction simultanée

des impédances de contact et de la conductivité.

4.1.1 Reconstruction de la conductivité

Nous nous concentrons maintenant sur la reconstruction de la conductivité σ : pour une famille de

courants d’entrée (I 1, . . . , I P ) avec P ∈N, où chaque courant est dans RM⋄ , les potentiels des électrodes

correspondantes (U 1, . . . ,U P ) sont mesurés. Ces mesures peuvent éventuellement être affectées par

du bruit et correspondent à la deuxième partie de la solution de l’équation (4.1), avec σ=σ∗. Nous

choisissons d’imposer U p
1 = 0 pour tous les indices p dans {1, . . . ,P }, afin de nous ramener à la formu-

lation (4.2) de notre problème direct, qui est bien posée dans H 1(Ω)×Rd (dans ce cas, les potentiels

sont également solutions de (4.2)). Pour simplifier les notations, nous regroupons tous les courants
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d’entrée et les potentiels des électrodes correspondant à une certaine conductivité σ dans des matrices

M ×P :

I =
[

I 1 . . . I P
]

, U =
[
U 1, . . . ,U P

]
.

La matrice U dépend linéairement des courants d’entrée I et non-linéairement de la conductivité

inconnue σ. Nous noterons cette dépendance en écrivant U (σ,I ). Nous notons également

Umeas ≈U (σ∗,I ),

la matrice qui correspondrait idéalement à nos mesures réelles, mais en pratique elle n’est que proche

de celles-ci, car les mesures sont toujours corrompues par du bruit. Le problème inverse de la conduc-

tivité peut être formulé de la manière suivante :

Connaissant
(
I ,Umeas

)
, reconstruire σ∗

Plus précisément, nous cherchons à minimiser la différence entre la solution du problème direct (2.27),

correspondant à une conductivité estimée σ, et les données mesurées, c’est-à-dire que nous cherchons

σ de telle manière que la fonctionnelle suivante

F (σ) = ∥U (σ, I )−Umeas∥2
2 (4.3)

soit minimisée. Le problème étant mal posé [94, 95], une régularisation est nécessaire. Par conséquent,

nous minimisons en réalité la fonctionnelle suivante :

F (σ) = ∥U (σ, I )−Umeas∥2
RM + ϵ

2
R(σ) (4.4)

où R est une fonction de régularisation à préciser et ϵ> 0 est un paramètre de régularisation. En d’autres

termes, nous utilisons une régularisation déterministe de type Tikhonov pour notre problème.

Dans notre étude actuelle, nous utiliserons une approche relativement simple pour reconstruire σ∗ :

une méthode de minimisation par moindres carrés combinée avec une régularisation de Tikhonov.

Nous choisissons délibérément cette approche, car notre objectif principal est de tester la capacité de

notre méthode directe à fournir une approximation suffisamment bonne de la solution du problème (4.2)

pour être efficacement utilisée dans un algorithme standard pour le problème inverse de conductivité.

On note que d’autres méthodes plus sophistiquées existent pour reconstruire soit la conductivité, soit le

support des inclusions à partir de mesures de frontière (continues ou similaires à celles des électrodes),

on en cite quelques-unes [25, 32, 64, 65, 78, 79, 91, 94, 111, 137, 192], particulièrement les méthodes

d’inversion statistique pour les problème inverse [112, 134, 135, 182, 183] comme dans [95] où Kaipio et

al. examinent le problème de l’EIT dans le cadre de la statistique bayésienne.
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Algorithme de reconstruction

Nous partons du principe que la conductivité est connue sur la frontière du domaine, plus précisément,

on considère que les variations de conductivité ne concernent que l’intérieur du domaine. Désormais,

nous faisons l’hypothèse que σ∗ ∈ L∞∩H 1(Ω). De plus, nous supposons l’existence d’une conductivité

de référence connue σ⋆ ∈ L∞∩H 1(Ω) de telle sorte que σ∗−σ⋆ ∈ H 1
0 (Ω).

F (σ) = 1

2
∥U (σ, I )−Umeas∥2

RM + ϵ

2
∥σ−σ⋆∥2

H 1(Ω). (4.5)

La stratégie de minimisation est simple et repose sur le fait que l’application

M :σ−→ (u(σ, I ),U (σ, I )),

où (u(σ, I ),U (σ, I )) est la solution de (4.2) avec f = g = 0 pour une conductivité σ et un modèle de

courant I ∈RM⋄ , est Fréchet-différentiable [96]. Plus précisément, pour tout δσ dans L∞∩H 1(Ω) tel que

σ+δσ≥ c̃ > 0 p.p. dansΩ, on a

M(σ+δσ) = M(σ)+ (δu,δU )+o(∥δσ∥L∞(Ω)), (4.6)

où δu ∈ H 1(Ω) et δU ∈RM , δU1 = 0, sont les seules solutions du problème variationnel suivant :

Trouver (u,U ) ∈ H 1(Ω)×RM tels que pour tout (v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM , on ait∫
Ω
σ∇u ·∇v d x +∑

m

∫
Em

ξm(u −Um)(v −Vm)d s(x)

+εU1 V1 =−
∫
Ω
δσ∇u(σ, I ) ·∇v d x.

(4.7)

De manière équivalente on peut écrire le problème suivant :

Trouver (δu,δU ) satisfaisant l’équation :

−∇· (σ∇δu) =−∇· (δσ∇u(σ, I )) dansΩ

σ∂ν(δu) = ξm(δUm −δu)− (δσ)∂νu(σ, I ) sur Em

σ∂ν(δu) =−(δσ)∂νu(σ, I ) sur ∂Ω\E ,∫
Em

σ∂ν(δu)d s(x)+εδU1 =−
∫

Em

(δσ)∂ν(u(σ, I ))d s(x) pour m = 1, . . . , M .

(4.8)

Avec cette définition de la dérivée de Fréchet de notre solution par rapport à la conductivité, on peut

définir une direction de descente.

Dans ce but, pour une conductivité donnée σn , nous définissons (dxun ,dyun) par :

dxun =
[
∂u(σn ,I 1)

∂x , . . . , ∂u(σn ,I P )
∂x

]
∈ L2(Ω)d , dyun =

[
∂u(σn ,I 1)

∂y , . . . , ∂u(σn ,I P )
∂y

]
∈ L2(Ω)d . (4.9)
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Maintenant, avec Umeas =
[
U 1

meas , . . . ,U P
meas

]
, on définit (dxwn ,dywn) par

dxwn =
[
∂u(σn ,U (σn ,I 1)−U 1

meas )
∂x , . . . ,

∂u(σn ,U (σn ,I P )−U P
meas )

∂x

]
(4.10)

et

dywn =
[
∂u(σn ,U (σn ,I 1)−U 1

meas )
∂y , . . . ,

∂u(σn ,U (σn ,I P )−U P
meas )

∂y

]
. (4.11)

Enfin, nous définissons δσn comme étant l’unique v ∈ H 1
0 (Ω) tel que :

−∆v + v = ϵ(∆(σn −σ⋆)− (σn −σ⋆)
)+dxu

T
n dxwn +dyu

T
n dywn .

Alors, on peut prouver le résultat suivant.

Lemme 4.1.1. Supposons que δσn appartient à L∞(Ω). Il existe Tn > 0 tel que pour tout t ∈ (0,Tn),

F (σn + tδσn) ≤ F (σn).

On choisit de montrer ce lemme dans le cas P = 1, c’est-à-dire avec une seule configuration d’entrée de

courant I . L’extension à plusieurs motifs de courant est directe. Nous fixons donc I ∈RM⋄ et Umeas ∈RM

tel que Umeas,1 = 0.

Démonstration. Soit (u(σ, I ),U (σ, I )) la solution de (4.2) pour une conductivité σ ∈ L∞∩H 1(Ω) satis-

faisant σ≥ c > 0 p.p. dansΩ. On rappelle que notre solution est Fréchet-différentiable par rapport à la

conductivité (voir (4.6)). Nous avons par calcul direct que,

F (σ+δσ) = F (σ)+ (δU ,U (σ, Ii nput )−Umeas )RM +ϵ(δσ,σ−σ∗)H 1(Ω) +o(∥δσ∥L∞∩H 1(Ω)). (4.12)

Nous définissons maintenant (w,W ) comme la solution unique de (2.27) avec f = g = 0 et le courant

d’entrée I =U (σ, Ii nput )−Umeas , c’est-à-dire

w = u(σ,U (σ, Ii nput )−Umeas ), W =U (σ,U (σ, Ii nput )−Umeas ).

En utilisant (4.7) et la formulation variationnelle du problème (4.2), nous obtenons que

(δU ,U (σ, Ii nput )−Umeas )RM =−
∫
Ω
δσ∇u(σ, I ) ·∇wd x.

Par conséquent, pour δσ dans L∞∩H 1(Ω) tel que σ+δσ≥ c̃ > 0 dansΩ, et t ∈ (0,1), nous avons

F (σ+ tδσ) = F (σ)+ t
∫
Ω

(
δσ(ϵ(σ−σ∗)−∇u(σ, I ) ·∇w)

+ϵ∇(δσ) ·∇(σ−σ∗)
)

d x +o
(
t∥δσ∥L∞∩H 1(Ω)

)
. (4.13)
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Notre objectif est maintenant de choisir δσ de manière à ce que F (σ+ tδσ) ≤ F (σ) pour t > 0 suffisam-

ment petit. La formule précédente montre qu’il suffit de choisir δσ de sorte que∫
Ω

(
δσ(ϵ(σ−σ∗)−∇u(σ, I ).∇w)+ϵ∇(δσ).∇(σ−σ∗)

)
d x < 0.

Définissons v comme l’unique fonction de H 1
0 (Ω) telle que pour tout ṽ dans H 1

0 (Ω),∫
Ω

(∇v ·∇ṽ + v ṽ)d x =−
∫
Ω

(G ·∇ṽ + f ṽ)d x, (4.14)

où

G = ϵ∇(σ−σ∗), f = ϵ(σ−σ∗)−∇u(σ, I ).∇w.

Avec cette définition, nous avons∫
Ω

(
v(ϵ(σ−σ∗)−∇u(σ, I ).∇w)+ϵ∇v ·∇(σ−σ∗)

)
d x =−∥v∥2

H 1(Ω) < 0.

Par conséquent, en supposant que v appartient à L∞(Ω), nous pouvons choisir δσ= v , ce qui conclut

la démonstration.

Nous pouvons alors écrire l’algorithme suivant :

• Choisir σ0 ∈ L∞∩H 1(Ω) (par exemple, σ0 =σ⋆),

• Jusqu’à ce que le critère d’arrêt suivant soit atteint :

|F (σn + tnδσn)−F (σn)| < τ|δσn |, avec τ assez petit

1. Pour une certaine conductivité σn , calculer δσn comme décrit ci-dessus,

2. Définir σn+1 =σn + tnδσn avec tn = argmint∈[0,Tn ] F (σn + tδσn).

• Fin.

Notons qu’à chaque étape n de cet algorithme, nous devons résoudre P problèmes (4.2) pour calculer

dxun et dyun , puis à nouveau P problèmes (4.2) pour calculer dwwn et dywn , et enfin un unique

problème de type Laplace pour calculer δσn , soit 2P +1 problèmes elliptiques. Heureusement, les

2P premiers problèmes sont exactement (4.2) avec une conductivité σn donnée et seul le membre

de droite change, ce qui signifie que le système correspondant à inverser est le même pour les 2P

problèmes. Ainsi, le calcul de δσn est en réalité très rapide. Nos expériences numériques montrent que,

pour des valeurs de t proches de zéro, la fonction t 7→ F (σn + tδσn) se comporte comme une fonction

quadratique en t avec un seul minimum local. Nous recherchons donc tn en utilisant la méthode de

Golden-section search suivante :
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Si on fixe notre intervalle de recherche à [0,Tn], on définit t− = 0 et t+ = Tn , et on choisit tl et tr tels que

t− < tl < tr < t+, avec

tl = t−+ 1

a
(t+− t−)

et

tr = t++ 1

a −1
(t−− tl )

avec

a = 1+p
5

2
.

Tant que le critère d’arrêt suivant : |t−− t+| > τ, avec τ assez petit, n’est pas atteint, on fait :

• Si F (σn + tlδσn) < F (σn + trδσn) alors

t+ ← tr , tr ← tl , tl ← t++ 1
α−1 (t−− tr )

• Sinon

t− ← tl , tl ← tr , tr ← t++ 1
α−1 (t−− tl )

Remarque 4.1.2. Afin de calculer la valeur de F (σn + tδσn), il est nécessaire de réaliser P résolutions

supplémentaires du système linéaire en fixant σ à σn + tδσn à chaque mise à jour de la valeur de t .

Résultat numérique

Nous rappelons les trois géométries suivantes (figure 4.1) pour Ω que l’on utilise à travers nos études

numériques tout au long de ce manuscrit :

• Ω1 est un disque de rayon 1.5, correspondant à α= [1.5],

• Ω2 correspond au choix α= [1.51,0.01,0.05,0.2,0.035,0.01,0.1],

• Ω3 correspond au choix α= [1.6,0.002,0.01,0.003,0.035,0.2,0.15].

Fig. 4.1 : Les domainesΩ1,Ω2 etΩ3 (en rouge) dans le carré de référence [−2,2]× [−2,2] (en bleu),
avec notre configuration habituelle de 16 électrodes (en noir gras).

Dans chaque test, la conductivité de fond σ⋆ est égale à un, et nous cherchons à reconstruire les

scénarios suivants :
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• Premier cas : nous plaçons une inclusion circulaire au centre.

• Deuxième cas : nous plaçons une inclusion similaire plus proche de la frontière.

• Troisième cas : nous plaçons deux inclusions de différentes amplitudes à l’intérieur du domaine.

La matrice de mesure Umeas est obtenue en résolvant (4.2) en utilisant notre méthode numérique,

avec un maillage très raffiné et pour P = 15 motifs de courants linéairement indépendants. La grille

cartésienne utilisée pour calculer Umeas diffère de celle utilisée pour reconstruire la conductivité afin

d’éviter le "crime de l’inverse" [204]. Plus précisément, pour créer nos mesures manufacturées, nous

fixons la taille de la grille cartésienne utilisée à 800×800. Ensuite, nous perturbons les mesures avec un

bruit gaussien additif, échelonné de sorte que l’amplitude relative du bruit soit définie à δ ∈ [0,1] pour

obtenir des données bruitées. Enfin, nous fixons le paramètre de régularisation à ϵ= 10−4.

Les figures 4.2 et 4.3 présentent des reconstructions dans les domaines géométriquesΩ1 etΩ3, avec

différents niveaux de bruit gaussien ajoutés, discrétisées sur une grille cartésienne de taille 400×400

dans le carré Ωe = [−2,2]× [−2,2]. Les inclusions considérées à l’intérieur des domaines sont toutes

circulaires. PourΩ1 on a précisément les inclusions suivantes à reconstruire :

•une inclusion au centre de rayon0.54et d’amplitude2

•une inclusion proche du bord de centre(-0.6,0.4)de rayon0.5et d’amplitude 0.2

•deux inclusions, la première de rayon, 0.4, de centre(0.8,0.3)et d’amplitude 1.5

tandis que la deuxième est de rayon0.38, de centre (-0.3,-0.8) et d’amplitude0.2

Et pourΩ3 on a :

•une inclusion au centre de rayon0.5 et d’amplitude0.2

•une inclusion proche du bord de centre(-0.3,-0.8)de rayon0.54 et d’amplitude0.2

•deux inclusion, la première de rayon, 0.4et de centre(0.8,0.3)et d’amplitude2

tandis que la deuxième de rayon,0.38, de centre (-0.3,-0.8) et d’amplitude0.2

On observe que les reconstructions sont correctes même avec cette approche de reconstruction très

simple, ce qui signifie que nos méthodes de frontière immergée peuvent être utilisées efficacement

dans le problème inverse de conductivité.
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Fig. 4.2 : Reconstructions dans Ω1. Première colonne : conductivité recherchée. Deuxième colonne :
conductivité reconstruite avec des données non-bruitées (δ = 0). Troisième colonne :
conductivité reconstruite avec des données bruitées (δ= 2.0%).

Fig. 4.3 : Reconstructions dans Ω3. Première colonne : conductivité recherchée. Deuxième colonne :
conductivité reconstruite avec des données non-bruitées (δ = 0). Troisième colonne :
conductivité reconstruite avec des données bruitées (δ= 2.0%).
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Dans les applications pratiques, les impédances de contact zm sont inconnues et doivent également

être reconstruites. Cela peut être réalisé sans difficultés supplémentaires en utilisant le fait que la

solution (u,U ) de (4.2) est différentiable au sens de Fréchet par rapport à zm , avec une expression

explicite pour la dérivée de Fréchet [196]. Dans la section suivante, nous visons à reconstruire non

seulement la conductivité σ, mais aussi les valeurs des impédances de contact zm ou des admittances

de contact équivalentes (1/zm).

4.1.2 Reconstruction des impédances de contact

Dans [141], une approche pour l’évaluation des caractéristiques des électrodes pour des études pra-

tiques d’EIT a été proposée. En 2002, Vilhunen et al. dans [196] proposent une méthode pour estimer

simultanément l’impédance de contact ainsi que les propriétés électriques internes. Dans cette section,

notre but est de tester la capacité de notre méthode numérique de frontière immergée à réaliser une re-

construction simultanée de la conductivité et de l’impédance de contact. On commence par présenter

l’algorithme, puis on présente les résultats numériques en deux étapes : une reconstruction de l’impé-

dance de contact uniquement, comme test préliminaire, et ensuite une reconstruction simultanée de

la conductivité et de l’impédance.

De manière similaire à la section précédente, on note par (U 1, . . . ,U P ) les potentiels des électrodes

mesurés correspondant à la deuxième partie de la solution de (4.1) avec σ=σ∗ et z = z∗ la conductivité

et l’impédance de contact que nous cherchons à reconstruire.Pour fixer la constante, on pose U p
1 = 0

pour tous les indices p dans {1, . . . ,P }. En conséquence, les potentiels sont considérés aussi comme la

deuxième partie de la solution du problème (4.2). Comme précédemment, on note par U la matrice de

mesure qui dépend des courants d’entrée I de la conductivité inconnue σ, ainsi que de l’impédance

de contact z. On note cette dépendance par U (σ, z,I ), et on note par

Umeas ≈U (σ∗, z∗,I ),

notre matrice qui correspond idéalement à nos mesures réelles. Le problème inverse peut être formulé

de la manière suivante :

connaissant
(
I ,Umeas

)
, reconstruire σ∗ et z∗.

Plus précisément, nous cherchons à minimiser la différence entre la solution du problème direct (4.2),

correspondant à une conductivité σ et une impédance de contact z estimées, et les données mesurées,

c’est-à-dire que nous cherchons σ et z de telle manière que la fonctionnelle suivante

F (σ, z) = ∥U (σ, z, I )−Umeas∥2
2 (4.15)
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soit minimisée. Le problème étant mal posé, une régularisation est nécessaire. Par conséquent, nous

minimisons en réalité la fonctionnelle suivante :

F (σ, z) = ∥U (σ, z, I )−Umeas∥2
RM + ϵ

2
R(σ, z) (4.16)

où R est une fonction de régularisation correctement choisie et ϵ> 0 est un paramètre de régularisation.

On choisit de minimiser :

F (σ, z) = 1

2
∥U (σ, z, I )−Umeas∥2

RM + ϵ

2
∥σ−σ⋆∥2

H 1(Ω) +
ϵ

2
∥z − z⋆∥2

RM . (4.17)

avec σ⋆ et z⋆ la conductivité et l’impédance de contact de référence supposée connue.

Algorithme de reconstruction

Comme précédemment, la stratégie de minimisation est simple et repose sur le fait que l’application

M : (σ, z) −→ (u(σ, z, I ),U (σ, z, I ))

est différentiable au sens de Fréchet. Plus précisément, pour tout (δσ,δz) dans (L∞∩H 1(Ω))×RM tel

que σ+δσ≥ c̃ > 0 p.p. dansΩ et z +δz > 0, on a

M(σ+δσ, z +δz) = M(σ, z)+ (δu,δU )+o(∥δσ∥L∞(Ω))+o(∥z∥RM ),

et la dérivée (δu,δU ) où δu ∈ H 1(Ω) et δU ∈RM , δU1 = 0, est l’unique solution du problème variation-

nel suivant :

Trouver (u,U ) ∈ H 1(Ω)×RM tels que pour tout (v,V ) ∈ H 1(Ω)×RM , on ait∫
Ω
σ∇u(σ, z, I ).∇v d x +∑

m

∫
Em

zm .(u −Um)(v −Vm)d s(x)+εU1 V1

=−
∫
Ω
δσ∇u(σ, z, I ).∇v d x −∑

m
δzm

∫
Em

(u(σ, z, I )−Um(σ, z, I ))(v −Vm)d s(x)

Pour une conductivité σn et une impédance de contact zn on définit (δσn ,δzn) comme l’unique

(v1, v2) ∈ H 1
0 (Ω)×RM tel que

−∆v1 + v1 = ϵ
(
∆(σn −σ⋆)− (σn −σ⋆)

)+dxu
T
n dxwn +dyu

T
n dywn . (4.18)

et le vecteur v2 ∈RM tel que

(v2)m =−ϵ((zn)m − (z⋆)m)+
P∑

i=1

∫
Em

(u(σn , zn , Ii )−Um(σn , zn , Ii ))(wi − (Wi )m)d s(x), (4.19)

avec

wi = u(σn , zn ,U (σn , zn , Ii )−Umeas ), Wi =U (σn , zn ,U (σn , zn , Ii )−Umeas ),
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où Umeas est la donnée mesurée correspondant à l’entrée Ii , et dxun ,dxwn ,dyun et dywn définis

comme dans (4.9), (4.10) et (4.11) avec σ=σn et z = zn .

Lemme 4.1.3. Supposons que (δσn ,δzn) appartient à L∞(Ω)×RM . Il existe Tn > 0 tel que pour tout

t ∈ (0,Tn),

F (σn + tδσn , zn + tδzn) ≤ F (σn , zn).

La preuve de ce lemme suit les étapes identiques à celles de la preuve du lemme 4.1.1.

Nous avons alors l’algorithme suivant :

• Choisir (σ0, z0) ∈ L∞∩H 1(Ω) (par exemple, σ0 =σ⋆, z0 = z⋆),

• Jusqu’à ce que le critère d’arrêt suivant soit atteint :

|F (σn + tnδσn , zn + tδzn)−F (σn , zn)| < τσ(|δσn |)+τz (|δzn |) avec τσ,τz assez petit

1. Pour une certaine conductivité σn , et une certaine impédance de contact zn calculer

(δσn ,δzn) comme décrit ci-dessus,

2. Définir (σn+1, zn+1) = (σn + tnδσn , zn + tnδzn) with tn = argmint∈[0,Tn ] F (σn + tδσn , zn +
tδzn).

• Fin.

De manière similaire à la section précédente, numériquement, pour des valeurs de t proches de zéro, la

fonction t 7→ F (σn + tδσn) se comporte comme une fonction quadratique en t avec un seul minimum

local. Nous recherchons donc tn en utilisant la méthode de Golden-section search.

Résultats numériques

Nous sommes maintenant en mesure de présenter les résultats numériques pour la reconstruction de

l’impédance de contact ou de l’admittance de contact dans les géométries présentées dans la figure 3.3.

La matrice de mesure Umeas est obtenue en résolvant (2.27) en utilisant notre méthode numérique, avec

une grille cartésienne très raffinée et pour P = 15 motifs de courants linéairement indépendants. Cette

grille cartésienne utilisée pour calculer Umeas diffère de celle utilisée pour reconstruire la conductivité

afin d’éviter l’ inverse crime. Plus précisément, pour créer nos mesures manufacturées, on fixe la taille

de la grille cartésienne utilisée à 800×800. Pour obtenir des données bruitées, on choisit un bruit

gaussien additif, échelonné de sorte que l’amplitude relative du bruit soit définie à δ ∈ [0,1]. Enfin,

nous fixons le paramètre de régularisation à ϵ= 10−4. Dans les figures 4.4, on présente des résultats de

reconstruction de l’impédance de contact, ou plus précisément de l’admittance de contact équivalente,

dans les géométriesΩ1 etΩ2.
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(a) Premier cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ1, sans bruit ajouté.

(b) Deuxième cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ1, sans bruit ajouté.

(c) Troisième cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ1, sans bruit ajouté.

(d) Premier cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ2, sans bruit ajouté.

(e) Deuxième cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ2, sans bruit ajouté.

(f) Troisième cas de reconstruction d’admittance de
contact dans la géométrieΩ1, sans bruit ajouté.

Fig. 4.4 : Reconstruction d’admittance de contact dans les géométriesΩ1 etΩ2
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On constate que nous arrivons à reconstruire les impédances de contact assez précisément, on note

que pour notre problème inverse la taille de la grille est de 300×300. De même pour que le problème

de conductivité, pour chaque étape n de cet algorithme on résout 2×P problèmes (4.2) pour calculer

l’intégrale dans l’équation 4.19.

Nous sommes maintenant en mesure de faire une reconstruction simultanée de la conductivité et de

l’impédance de contact. Avec les mêmes paramètres que précédemment, nous obtenons les recons-

tructions simultanées présentées sur les figures 4.5, 4.6 et 4.7 avec des données sans bruit, ainsi que

dans les figures 4.8, 4.9 et 4.10 avec des données bruitées avec un taux de 2%. Pour générer les mesures

nous avons considéré des inclusions de conductivité similaires à celles reconstruites dans la section

4.1, et des admittances de contact (ou de manière équivalente des impédances de contact) similaires à

celles prises en compte dans la reconstruction précédente d’admittance de contact.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.5 : Reconstructions simultanées pour les différents cas dans la géométrieΩ1.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.6 : Reconstructions simultanées pour les différents cas dans la géométrieΩ2.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.7 : Reconstructions simultanées pour les différents cas dans la géométrieΩ3.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.8 : Reconstructions pour les différents cas dans la géométrie Ω1 avec 0.02 de bruit. On observe
la même qualité de reconstruction.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.9 : Reconstructions pour les différents cas dans la géométrie Ω2 avec 0.02 de bruit. On observe
la même qualité de reconstruction.
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(a) Reconstruction de la conductivité (Cas 1) (b) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 1)

(c) Reconstruction de la conductivité (Cas 2) (d) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 2)

(e) Reconstruction de la conductivité (Cas 3) (f) Reconstruction des admittances de
contact (Cas 3)

Fig. 4.10 : Reconstructions pour les différents cas dans la géométrieΩ3 avec 0.02 de bruit. On observe
la même qualité de reconstruction.

Comme le montrent nos tests numériques, notre algorithme parvient à effectuer une reconstruction

simultanée des admittances de contact et de la conductivité dans les volumes des domaines Ω1, Ω2

et Ω3. En effet, lors de ces tests, nous observons systématiquement des reconstructions de bonne

qualité, même lorsque les admittances de contact utilisées pour les mesures sont faibles, comme dans

le cas 2 de la figure 4.5 et le cas 1 de la figure 4.7, où les admittances de contact étaient de 0.7 et 0.8
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respectivement. Nous notons également que même en présence d’électrodes moins conductrices que

les autres, comme dans les cas 2 et 3 de la figure 4.7, où certaines électrodes conduisent moins bien,

nous parvenons toujours à obtenir une reconstruction indiquant la présence d’inclusions dans les

volumes des domaines.

On note que, à travers nos tests numériques, si l’admittance de contact utilisée est très faible pour toutes

les électrodes (par exemple de l’ordre de 0.5), alors dans ce cas, notre algorithme devient incapable de

reconstruire les conductivités, mais réussit toujours à reconstruire les impédances. En réalité, ce constat

n’est guère surprenant, car une admittance de contact très faible, ce qui correspond à une impédance

de contact très élevée, entrave la circulation du courant électrique entre l’électrode et la surface du

domaine. De manière plus précise, les courants électriques ont été empêchés d’entrer dans le domaine,

ce qui signifie que dans la mesure effectuée, il n’y a en réalité aucune information provenant de l’inté-

rieur du domaine. En conséquent, la reconstruction ou l’interprétation des propriétés électriques du

matériau ou du système étudié devient plus complexe. Il est donc compréhensible qu’une admittance

de contact réduite puisse avoir un impact négatif sur la qualité des mesures électriques et la précision

des résultats obtenus [19].

4.2 Reconstruction des paramètres de géométrie

Il est bien établi que les incertitudes liées à la forme de la frontière extérieure, aux positions des

électrodes et aux impédances de contact sont parmi les principales sources d’erreurs de modélisation

dans les applications de l’EIT. Toutefois, si ces erreurs pouvaient être corrigées, l’EIT pourrait fournir

des informations quantitatives précieuses, en particulier dans des applications médicales. Dans les

travaux de Dardé et al. [48, 49], une méthode itérative a été introduite pour reconstruire simultanément

la conductivité, la forme de la frontière extérieure et les impédances de contact d’un objet cylindrique

tridimensionnel, en utilisant la méthode des éléments finis à maillage adapté dans le cadre du CEM

de l’EIT. Avec cette méthode, un maillage adapté à la géométrie doit être généré à chaque mise à jour

des paramètres géométriques. Il convient de noter que l’étape de remaillage est inévitable lorsqu’on

utilise des méthodes basées sur des maillages adaptés pour des problèmes impliquant une géométrie

mobile.

Nous rappelons que notre proposition pour contourner cette étape de remaillage, coûteuse numérique-

ment, est l’utilisation de notre méthode de frontière immergée pour aborder un problème similaire à

celui exposé dans les travaux de Dardé et al. [48, 49]. Plus précisément, notre objectif est de reconstruire

les paramètres de forme tout en supposant que la conductivité et les impédances de contact sont

connues, grâce à notre méthode directe de frontière immergée. L’utilisation de cette méthode serait

pertinente, car elle nous permettrait de contourner entièrement les étapes de remaillage, simplifiant

ainsi le processus de reconstruction géométrique. Nous choisissons de résoudre d’abord un "problème

simplifié", Pour tester la capacité de notre méthode numérique à reconstruire certains paramètres de

forme. Notre test préliminaire consiste à reconstruire la position des électrodes uniquement. Même si
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ce problème a peu de sens d’un point de vue pratique, il est néanmoins pertinent pour notre méthode,

car (2.24) est connue pour être très instable par rapport à la configuration géométrique, et notre mé-

thode de frontière immergée n’est, par conception, pas précise en termes de géométrie de ∂Ω. Après

cela, on teste la capacité de notre méthode pour reconstruire le paramètre α, qui paramètre le bord du

domaine.

On rappelle tout d’abord les paramètres liés à la géométrie de Ω (introduits dans la section 3.4 du

chapitre 3) :

∂Ω= {r (θ)u(θ),θ ∈ [0,2π]} ,

avec

u(θ) = [cos(θ),sin(θ)],

et

r (θ) =α0 +
N∑

k=1
(αk cos(kθ)+αk+N sin(kθ)) .

où le paramètre de forme α= [α0,α1, . . . ,α2N ] ∈R2N+1 est choisi de telle manière que 0 < r (θ) < 1 pour

tout θ ∈ [0,2π]. On rappelle aussi que les M électrodes, qu’on note par, E1, . . . ,EM sont paramétrées par

deux vecteurs (Θ1,Θ2) ∈RM ×RM vérifiant

Θ1
1 <Θ2

1 <Θ2
2 < . . . <Θ2

M <Θ1
1 +2π,

tels que

Em = {
r (θ)u(θ), θ ∈ [Θ1

m ,Θ2
m]

}
.

4.2.1 Reconstruction de la position des électrodes.

On commence par le "problème simplifié" qui sert à tester notre méthode numérique pour les re-

constructions de forme : nous fixons α et cherchons à reconstruireΘ1 etΘ2. Même si ce test n’a que

peu de sens en pratique, il reste significatif. En effet, la forme générale de la frontière et la position

des électrodes sont interconnectées, de sorte que toute ambiguïté dans la forme globale conduit à

des ambiguïtés dans les positions des électrodes. Par conséquent, nous ne pouvons pas séparer le

problème de la reconstruction générale de la frontière de celui qui consiste à reconstruire la position

des électrodes. On a donc le problème inverse suivant :

Connaissant
(
I ,Umeas

)
, trouver les emplacements des électrodes :Θ1 etΘ2.

On rappelle que tous les autres paramètres α, σ et z sont considérés connus. En adaptant les notations

de la section 4.1, nous désignons par U =U (Θ1,Θ2, I ) (la deuxième partie de) la solution de (4.2) avec

f = g = 0, I ∈ RM⋄ , et les positions des électrodes déterminées par les angles Θ1 et Θ2. Maintenant,
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pour un ensemble de courants d’entrée (I 1, . . . , I P ) ∈ (RM⋄ )P , nous notons les matrices de courant et de

mesure par :

I =
[

I 1, . . . , I P
]

, U =
[
U 1, . . . ,U P

]
.

Nous définissons également Umeas comme la matrice de mesures M ×P potentiellement bruitée

suivante, qui approche la matrice de mesure correspondant aux positions exactes des électrodesΘ1∗ et

Θ2∗ :

Umeas ≈U (Θ1
∗,Θ2

∗,I ).

Notre stratégie est similaire à celle précédemment utilisée : nous cherchons à minimiser la fonction-

nelle

F (Θ1,Θ2) = ∥U (Θ1,Θ2, I )−Umeas∥2
2 +

ϵ

2
∥Θ1 −Θ1

⋆∥2
RM

+ ϵ

2
∥Θ2 −Θ2

⋆∥2
RM

.

Comme précédemment,Θk
⋆ doit être considéré comme une bonne estimation de l’emplacement réel

de la k-ième électrode. Les dérivées partielles de la fonctionnelle par rapport aux paramètresΘ1
k ,Θ2

k ou

même α sont déduites à partir de la notion de dérivée de forme obtenue dans [48], et en particulier de

la formule d’échantillonnage [48, Corollaire 3.4].

Opérateur de mesure et dérivée de forme

L’idée consiste à dériver l’opérateur de mesure associé au CEM généralisé (4.2) avec f = g = 0 par

rapport à un champ de vecteurs h associé à une certaine perturbation des variables de forme. Pour

h ∈C 1(∂Ω,Rd ), nous définissons

F [h] : x ∈ ∂Ω 7→ x +h(x)

et

∂Ωh = F [h](∂Ω).

Pour un h suffisamment petit, ∂Ωh est la frontière d’un domaine lisseΩh , qui est une perturbation de

Ω. On note queΩh est recouvert par M électrodes bien séparées Em,h définies par

Em,h = {x +h(x), x ∈ Em} .

Pour tout I ∈RM⋄ , nous notons par (u(h),U (h)) la solution de (4.2) avec (Ω,Em) remplacé par (Ωh ,Em,h),

et f = g = 0. On définit aussi l’opérateur de mesure

R : (h, I ) ∈Bd ×RM
⋄ 7→U (h),

avec

Bd = {h ∈C 1(∂Ω,Rn);∥h∥C 1(∂Ω,Rd ) < d},

d étant une constante fixe suffisamment petite. L’opérateur de mesure R est Fréchet-différentiable

par rapport à h. On note qu’à l’aide d’une formule d’échantillonnage ([48, Corollaire 3.4]), on pourra

calculer explicitement cette dérivée. Ces résultats sont regroupés dans le théorème suivant.
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Theorem 4.2.1. L’opérateur R est Fréchet-différentiable à l’origine par rapport à la première variable. En

d’autres termes, il existe un opérateur bilinéaire borné

R ′ : C 1(∂Ω;Rd )×RM
⋄ 7→RM

tel que

lim
h→0

1

∥h∥C 1

∥∥R(h, ·)−R(0, ·)−R ′h
∥∥

L = 0.

De plus, on peut calculer chaque composante de R ′h en utilisant la formule d’échantillonnage suivante :

Pour I et Ĩ dans RM⋄ , si on note (u,U ) et (ũ,Ũ ) les solutions correspondantes de (2.27), alors

(
(R ′h)I

)
· Ĩ =−

M∑
m=1

∫
∂Em

(h ·ν∂Em )(Um −u)(Ũm − ũ)d s(x)

−
M∑

m=1

1

zm

∫
Em

hν ((d −1)(Um −u)H −∂νu) (Ũm − ũ)d s(x)

−
∫
∂Ω

hν(σ∇u)τ(∇ũ)τd s(x).

Ici, H est la courbure moyenne, ν (resp. ν∂Em ) est le vecteur normal sortant àΩ (resp. à Em), et hν = h ·ν.

Pour la preuve du théorème, nous renvoyons à [48]. Le lemme suivant qui découle directement du Théo-

rème 4.2.1 nous permettra de calculer des expressions explicites de la dérivée de notre fonctionnelle F

par rapport àΘ1 etΘ2.

Lemme 4.2.2. Soit (ũ,Ũ ) la solution de (2.27) pour un certain modèle de courant Ĩ ∈RM⋄ , avec f = g = 0.

Pour k dans {1,2} et m dans {1, . . . , M }, définissons xk
m = r (Θk

m)[cos(Θk
m),sin(Θk

m)].

Nous avons, pour m ∈ {1, . . . , M } :

∂U

∂Θ1
m

· Ĩ = ρ(Θ1
m)(Um −u(x1

m))(Ũm − ũ(x1
m)) (4.20)

et
∂U

∂Θ2
m

· Ĩ = ρ(Θ2
m)(Um −u(x2

m))(Ũm − ũ(x2
m)), (4.21)

avec,

τ(x) = 1

ρ(θx )

[
r ′(θx )u(θx )+ r (θx )v(θx )

]
,

Démonstration. Dans ce qui suit, nous nous concentrons surΘ2, les calculs avecΘ1 étant similaires.

Nous effectuons également les calculs pour un courant d’entrée unique I ∈RM⋄ , l’extension à P courants

d’entrée étant directe. On rappelle que pour tout x ∈ ∂Ω, nous définissons θ(x) comme l’unique élément

de [−π,π[ tel que x = r (θ(x))u(θ(x)).
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Soit m ∈ {1, . . . , M } fixé, et η ∈R suffisamment petit tel que

Θ1
m <Θ2

m +η<Θ1
m+1,

où, pour simplifier les notations, nous posonsΘ1
M+1 =Θ1

1 +2π. Nous définissonsΘ2
η par

Θ2
η,k =Θ2

k +δkm η, ∀k ∈ {1, . . . , M } .

Nous définissons, pour une constante fixe c > 0,

Hη =

h ∈C 1(∂Ω;R2),

∣∣∣∣∣∣∣
h(Θk

1 ) = 0 ∀k ∈ {1, . . . , M } ,

h(Θk
2 ) = δkmη ∀k ∈ {1, . . . , M } ,

∥h∥C 1 ≤ cη.


L’ensemble Hη n’est pas vide : en effet, prenons χ ∈C∞

c (R; [0,1]) tel que supp(χ) ∈]−1,1[ et χ(0) = 1,

puis définissons

ϕη(θ) = ηχ
(θ−Θ2

m

∆

)
où

∆= max

(
Θ2

m −Θ1
m

2
,
Θ1

m+1 −Θ2
m

2

)
.

Ensuite, définissons ωη :R 7→R, 2π-périodique, comme suit :

ωη : θ ∈ [Θ1
1,Θ1

1 +2π[−→ θ+ϕη(θ).

En choisissant une valeur suffisamment grande pour la constante c, le champ vectoriel

h : x ∈ ∂Ω−→ r (ωη(θ(x))u(ωη(θ(x))− r (θ)u(θ(x)),

appartient à Hη.

En outre, pour η suffisamment petit, pour tout hη dans Hη, on a ∂Ωhη = ∂Ω, Ek,hη = Ek pour tous les

k ∈ {1, . . . , M }, k ̸= m, et

Em,hη =
{
r (θ)u(θ), θ ∈ [Θ1

m ,Θ2
m +η]

}
.

Nous avons U (Θ1,Θ2
η, I ) = R(hη, I ). Ensuite, des calculs sans véritable difficulté montrent que, pour

tout hη dans Hη, pour tout x dans ∂Ω, on a

hη(x) =
(
θ(x +hη(x))−θ(x)

)
ρ(θ(x))τ(x)+o(∥hη∥C 1 ).

En appliquant le Théorème 4.2.1 avec d = 2, cela implique immédiatement que, pour tout Ĩ ∈RM⋄ et

(ũ,Ũ ) solution correspondante de (2.27), on a

(R ′(hη)I ) · Ĩ = ηρ(Θ2
m)(Um −u(x2

m))(Ũm − ũ(x2
m))+o(∥hη∥C 1 ).
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Comme

(
U (Θ1,Θ2

η, I )−U (Θ1,Θ2, I )
)
· Ĩ −ηρ(Θ2

m)(Um −u(x2
m))(Ũm − ũ(x2

m))

=
(
R(hη, I )−R(0, I )−R ′(hη)I

)
· Ĩ +o(∥hη∥C 1 ),

le Théorème 4.2.1 implique directement le Lemme 4.2.2.

Remarque 4.2.3. On note que la principale difficulté de cette formule d’échantillonnage réside dans les

termes u(xk
m) et ũ(xk

m), qui correspondent à la valeur du potentiel intérieur aux extrémités des électrodes,

et qui sont difficiles à calculer avec précision pour deux raisons : tout d’abord, d’un point de vue théorique,

la trace du potentiel u au bord appartient à H
3
2 −ϵ(∂Ω) pour tout ε> 0, mais n’appartient pas à H

3
2 (∂Ω).

Cette trace est donc continue sur ∂Ω, mais elle varie rapidement aux bords des électrodes [88], ce qui rend

le calcul des valeurs au bord des électrodes difficile. De plus, dans notre méthode de frontière immergée,

les électrodes ne sont pas discrétisées de manière exacte, de sorte que cette valeur n’est pas directement

disponible. Pour l’approcher, on utilise la formule d’interpolation linéaire avec les valeurs des points

d’interface les plus proches situés à l’intérieur de l’électrode. Néanmoins, on note qu’avec cette approche,

nous obtenons des résultats suffisamment précis pour reconstruire la position des électrodes, comme on

va le voir dans la sous-partie suivante.

Résultats de reconstruction des positions des électrodes

On considère initialement que la longueur des électrodes n’est pas fixe, et on choisit de perturber

soit le premier angle, soit le deuxième angle de la première électrode. Même si les autres électrodes

sont non perturbées, nous laissons tous les angles libres dans notre algorithme. Dans ce cas, nous

présentons des reconstructions avec Ω un disque de rayon 0.5 (α = [0.5]) recouvert de 4 électrodes

incluses dansΩe = [−1,1]× [−1,1] et discrétisé par une grille cartésienne de taille 400×400. Comme

prévu, les électrodes E2, E3 et E4, étant déjà à leurs positions correctes, ne sont presque pas déplacées

par l’algorithme, tandis que la position de la première électrode est retrouvée comme le montre le

tableau suivant :

Angles recherchés Angles de départ Reconstructions

Θ1
1 Θ2

1 Θ1
1 Θ2

1 Θ1
1 Θ2

1

−2.35619 −1.85619 −3.141592 −1.85619 −2.356028 −1.85619

−3.141592 −2.64 −3.141592 −1.85619 −3.14159 −2.636460
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Maintenant, supposons que la longueur des électrodes est fixe et connue. Dans ce cas, Θ1 etΘ2 ne sont

pas indépendants l’un de l’autre mais sont liés par la relation :

L =
∫ Θ2

k

Θ1
k

ρ(θ)dθ. (4.22)

avec L la longueur de l’électrode. Pour prendre cela en compte, nous décidons simplement que Θ2 est

désormais une fonction deΘ1 donnée par la relation (4.22), et U dépend uniquement de I et deΘ1.

Les dérivées sont alors obtenues par une simple combinaison du Lemme 4.2.2, avec la dérivation des

fonctions composées, et du fait que l’équation (4.22) implique immédiatement que :

∂Θ2
k

∂Θ1
l

= δkl
ρ(Θ1

l )

ρ(Θ2
k )

.

Pour nos tests, nous choisissonsΩe = [−1,1]× [−1,1], discrétisé par une grille cartésienne de 400×400,

N = 4 etα= [0.8,0.02,0.001,0.05,0.001,0.04,0.001]. Les résultats obtenus sont affichés dans les tableaux

suivants :

Positions recherchées Positions initiales Positions reconstruites

Θ1 Θ2 Θ1 Θ2 Θ1 Θ2

E1 −2.51327 −1.93817 −3.14159 −2.51358 −2.55152 −1.97563

E2 −0.94247 −0.30516 −1.57079 −0.91229 −0.90298 −0.27141

E3 0.62831 1.24343 0 0.57253 0.54018 1.14782

E4 2.19911 2.84837 1.57079 2.18999 2.08957 2.72868

Positions recherchées Positions de départ Positions reconstruites

Θ1 Θ2 Θ1 Θ2 Θ1 Θ2

E1 −2.35619 −1.78157 −3.14159 −2.51358 −2.24361 −1.66646

E2 −0.78539 −0.17053 −1.57079 −0.91229 −0.70862 −0.10368

E3 0.78539 1.41055 0 0.57253 0.83745 1.46474

E4 2.19911 2.84837 1.57079 2.18999 2.23475 2.88755

Étant donné que notre méthode numérique a réussi la reconstruction des positions des électrodes,

nous sommes à présent en mesure de nous focaliser sur le problème inverse géométrique plus général,

qui vise à reconstruire le paramètre α.
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4.2.2 Reconstruction des paramètres de modélisation du bord

On suppose que la longueur des électrodes est fixe, dans ce cas la position des électrodes est entièrement

définie par le paramètre Θ1. Le problème inverse géométrique peut maintenant être résumé comme

suit :

Connaissant
(
I ,Umeas

)
, déterminer le paramètre qui définit la frontière du domaine : α,

en supposant que la conductivitéσ et l’impédance de contact z sont connues. En adaptant les notations

de la Section 4.1, nous désignons par U =U (α,Θ1,Θ2(α,θ1), I ) (la deuxième partie de) la solution de

(2.27) avec f = g = 0, I ∈ RM⋄ , les positions des électrodes déterminées par les angles Θ1 et Θ2, et

la géométrie de bord déterminée par α . Nous définissons également Umeas comme la matrice de

mesures M ×P potentiellement bruitée suivante, qui approche la matrice de mesure correspondant

aux positions exactes des électrodes définie parΘ1∗ et la géométrie du bord définie par α∗ :

Umeas ≈U (α∗,Θ1
∗,I ).

Nous visons à minimiser la fonctionnelle suivante :

F (α,Θ1) = ∥U (α,Θ1,Θ2(α,Θ1), I )−Umeas∥2
2 +

ϵ

2
∥α−α⋆∥2

⊙+ ϵ

2
∥Θ1 −Θ1

⋆∥2
RM

,

avec

∥α∥2
⊙ =α2

0 +
N∑

k=1
k2(α2

k +α2
N+k )

une norme équivalente à la norme H 1 du rayon. Comme précédemment,α⋆ doit être considéré comme

une bonne estimation de la vraie valeur de α qu’on cherche à reconstruire et le vecteur Θ1
⋆ doit être

considéré comme une bonne estimation de l’emplacement réel des électrodes. Les dérivées partielles

de la fonctionnelle par rapport à n’importe quel paramètre de forme sont facilement obtenues à partir

de la dérivée de forme obtenue dans [48], et introduite par le théorème 4.2.1. Plus précisément, notons

par V (α,Θ1) = U (α,Θ1,Θ2(α,Θ1)), pour un paramètre de forme quelconque qu’on note par z nous

avons la dérivée partielle de V par rapport à p suivante :

∂V

∂p
= ∂U

∂p
+

M∑
k=1

∂U

∂Θ2
k

· ∂Θ
2
k

∂p
.

Remarque 4.2.4. Pour p =α on a :

• la première partie de la dérivée ∂U
∂α est explicitée par la formule d’échantillonnage définie dans le

théorème 4.2.1 et, ∂U
∂Θ2

k
est explicité par le lemme 4.2.2.

• Il est clair que pour m ∈ {1, . . . , M } :

∂Θ2
m

∂α
ρ(Θ2

m)−
∫ Θ2

m

Θ1
m

∂ρ

∂α
dθ = 0,

82 Chapitre 4 Résolution du problème inverse de l’EIT à l’aide des méthodes de frontière
immergée



ce qui nous donne :
∂Θ2

m

∂α
= 1

ρ(Θ2
m)

∫ Θ2
m

Θ1
m

∂ρ

∂α
dθ.

Les tests présentés dans la suite utilisent un algorithme de descente de gradient très simple.

Résultat de reconstruction du paramètre α

Pour les reconstructions suivantes, le paramètreΘ1 sera fixé à [−π, −π2 ,0, π2 ] pour toutes les géométries

et le paramètre σ sera fixé à 1. On note aussi que toutes les géométries ont le même centre (0,0). Pour

générer les mesures, nous utilisons une grille cartésienne de taille 800× 800, et pour le problème

inverse, une grille de taille 500×500. Dans la figure 4.11, nous présentons trois cas de reconstruction

du bord du domaine avec 4 électrodes sur le bord. Nous constatons que notre algorithme réussit à bien

reconstruire les légères déformations de géométrie comme les cas 1 et 2 dans des domaines presque

circulaires, mais la qualité des reconstructions se détériore dans les cas les plus exigeants, quand une

grande déformation de la géométrie a lieu, comme on peut le voir dans le cas 3.

Dans la figure 4.12 on présente des reconstructions de 3 cas différents, mais maintenant avec 8 élec-

trodes au bord du domaine, donc plus de mesures. On remarque qu’avec un nombre plus important

d’électrodes, comme on peut le voir sur la figure 4.12, on obtient des résultats beaucoup plus précis

même avec des déformations importantes du domaine initial. Il est à noter que notre méthode donne

de bons résultats avec un nombre accru d’électrodes sur le bord, mais peut parfois échouer dans des

cas encore plus complexes où la déformation est plus prononcée. Cela peut être dû à un problème

de précision, et il pourrait être judicieux d’essayer des grilles encore plus fines pour faire les recons-

tructions, d’ailleurs cela demanderait un temps de calcule plus élevé. Soulignons également que le

problème est instable et que les fonctions coût qu’on vise à minimiser ont une allure oscillante, ce qui

suggère que nous pouvons occasionnellement atteindre un minimum local, limitant ainsi la qualité de

la reconstruction.
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(a) cas 1 : reconstruction à l’aide de 4 électrodes (b) cas 2 : reconstruction à l’aide de 4 électrodes

(c) cas 3 : reconstruction à l’aide de 4 électrodes

Fig. 4.11 : Reconstruction de la géométrie avec 4 électrodes : en bleu la géométrie de départ ; en vert
la géométrie désirée; en rouge la géométrie reconstruite. xx représente les coordonnées
de x et y y celles de y .
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(a) cas 4 : reconstruction à l’aide de 8 électrodes

(b) cas 5 : reconstruction à l’aide de 8 électrodes (c) cas 5 : reconstruction à l’aide de 8 électrodes

Fig. 4.12 : Reconstruction de la géométrie du bord avec 8 électrodes : en bleu la géométrie de départ ;
en vert la géométrie désirés ; en rouge la géométrie reconstruite. xx représente les coor-
données de x et y y celles de y .
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Aspects computationnels du
problème direct de l’EIT

5
Dans ce chapitre, nous exposons les travaux réalisés dans le but de développer un code efficace et

robuste pour résoudre le problème direct de l’EIT en C++ en utilisant notre méthode numérique de

frontière immergée développée dans le chapitre 3. On rappelle le modèle de problème direct suivant :



−∇· (σ∇u) = f dansΩ

σ∂νu = g sur Ec

σ∂νu + 1
zm

(u −Um) = g sur Em , m = 1, . . . , M ,∫
Em

σ∂νu d s(x)+εδm1Um = Im , m = 1, . . . , M ,

(5.1)

où zm est l’impédance de contact constante et positive liée à l’électrode Em . Ce modèle est bien posé

dans H 1(Ω)×Rd (voir proposition 2.3.3, chapitre 2). On rappelle aussi que notre domaineΩ est inclus

dans un domaine carré que l’on note Ωe , qui est lui-même entièrement discrétisé avec une grille

cartésienne. Nous sommes donc amenés à résoudre le problème suivant :
−∆ue = 0 dansΩe \Ω

ue = 0 sur ∂Ωe

ue = u sur ∂Ω,

(5.2)

avec u solution de (5.1).

Il est important de noter que nous parlons exclusivement du problème direct dans ce chapitre, car c’est

à ce stade que la majorité du temps de calcul est dépensée. Ceci s’explique par le fait que le problème

inverse implique la résolution successive de nombreux problèmes directs comme on l’a déjà vu dans le

chapitre 4. Par conséquent, l’optimisation du coût de calcul lié à la résolution d’un problème direct

revêt une importance cruciale.

En effet, la discrétisation de (5.2) à l’aide de la méthode de frontière immergée nous conduit à la

résolution d’un système linéaire

Ax = b

où la matrice A est une matrice creuse non symétrique. On sait que les résolutions numériques de

ce type de systèmes linéaires sur des grilles cartésiennes de haute résolution peuvent entraîner des

coûts de calcul élevés, notamment lorsque ces résolutions se succèdent. Pour cela, nous avons besoin
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d’un code suffisamment robuste en termes de vitesse, écrit dans un langage de calcul capable de gérer

des problèmes gourmands en termes de mémoire, sachant que l’objectif à long terme est de pouvoir

résoudre ce problème en 3D, et non seulement en 2D. Ce choix de langage de programmation est donc

assez important, et doit tenir compte de l’exigence en mémoire de notre problème. C’est pour cela que

nous nous sommes dirigés vers le C++, qui est souvent considéré comme un choix judicieux pour de

telles situations, pour les raisons suivantes [165] :

• Contrôle sur la mémoire : en C++, on a un contrôle direct sur la gestion de la mémoire, ce qui

signifie que le fait d’allouer et de libérer la mémoire manuellement est possible. Cela permet

d’optimiser l’utilisation de la mémoire en évitant les fuites de mémoire et en minimisant la

fragmentation de la mémoire.

• Performance : le C++ est un langage compilé qui offre de bonnes performances. On peut donc op-

timiser l’utilisation de la mémoire et obtenir des temps d’exécution plus rapides en comparaison

avec des langages de haut niveau, comme Python.

• Bibliothèques : le C++ dispose d’une vaste bibliothèque standard et de nombreuses bibliothèques

tierces pour la manipulation de données et le calcul scientifique. On peut donc utiliser ces

bibliothèques pour accélérer le développement de notre code sans sacrifier la performance.

• Extensibilité : si on a besoin d’ajouter des fonctionnalités spécifiques à notre code, le C++ offre une

grande extensibilité. On a aussi le choix de créer des classes et des bibliothèques personnalisées

pour répondre à nos besoins.

On renvoie vers les liens suivants pour plus d’informations sur le C++ : http://www.cplusplus.com,

http://cpp.developpez.com.

Dans ce chapitre, nous présentons les deux codes développés au cours de cette thèse pour obtenir un

code robuste permettant de résoudre le problème direct et inverse de l’EIT. Le premier est un code

séquentiel développé en C++ pour le problème direct et inverse de l’EIT, tandis que le deuxième est

un code parallèle pour le problème direct de l’EIT, également développé en C++. On note aussi que

nous adoptons une approche orientée objet pour le développement. La programmation orientée objet

(POO) est un paradigme de programmation qui repose sur le concept de "classe" et d’"objet" [166, 168,

184]. Elle est largement utilisée en C++ et dans de nombreux autres langages de programmation. La

POO permet de modéliser l’organisation du code de manière à ce qu’il soit plus lisible, maintenable et

réutilisable. Pour créer un objet, il faut d’abord créer une classe. Créer une classe consiste à définir les

plans de l’objet. La notion de classe permet donc de définir de nouveaux types pouvant être utilisé avec

les mêmes facilités que les types prédéfinis. Pour plus de détails sur la notion de classe et les concepts

de programmation en C++, nous renvoyons au document suivant [165].

Nous sommes également intéressés par l’aspect de parallélisation. En effet, dans une situation où

l’on doit résoudre de grands systèmes linéaires, la parallélisation est facilitée, car nous utilisons des

grilles cartésiennes pour la discrétisation de notre problème. Nous commençons dans la section 5.1

par présenter la partie qui traite du problème direct de notre code séquentiel, puis nous discutons du

code parallèle pour le problème direct de l’EIT dans la section 5.2. Avant cela, nous aimerions noter
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que tous les calculs effectués dans ce chapitre ont été réalisés, par souci de faciliter les comparaisons, à

l’aide d’un ordinateur Dell Precision 7550, qui dispose de six cœurs et de 16 Go de mémoire.

5.1 Code séquentiel

Tous les tests numériques présentés dans les chapitres précédents, notamment les chapitres 3 et 4,

ont été générés à l’aide du code séquentiel développé en C++ présenté dans cette partie. Il utilise la

bibliothèque open source Eigen [56] destinée à l’algèbre linéaire et à la manipulation de matrices et de

vecteurs et qui offre des classes et des fonctions pour effectuer diverses opérations mathématiques

sur des objets matriciels et la résolution de systèmes linéaires. On rappelle que notre objectif est de

résoudre le système linéaire :

Au = b (5.3)

où A est la matrice qui discrétise l’équation (5.2) à l’aide du schéma numérique de frontière immergée

introduit dans le chapitre 3, et b est le terme source. On note que la matrice A est une matrice creuse

presque symétrique à diagonale dominante comme on peut le voir sur la figure 5.1. La solution est

stockée dans un vecteur u, qui va contenir dans l’ordre suivant : les valeurs des solutions pour les points

d’interface, les valeurs des solutions associées aux électrodes (U ∈Rm⋄ ), et ensuite les valeurs associées

aux points de la grille cartésienne.

Nous notons que les codes de calcul scientifique pour la résolution de systèmes linéaires suivent

généralement une architecture classique. L’architecture de notre code séquentiel suit le plan classique

et peut être décrite essentiellement comme suit : une classe ’Grille’ qui gère la grille cartésienne et stocke

toutes les informations liées a la grille, notamment les points d’interfaces, une classe ’Assemblage’ pour

l’assemblage du système linéaire, et une classe ’Solve’ pour résoudre le problème. Cette structure est

généralement adoptée dans les codes de calcul. Dans la sous-section suivante, nous discuterons de

l’étape d’assemblage de notre matrice creuse.

5.1.1 Assemblage

Pour assembler la matrice, nous utilisons la fonction membre "setFromTriplets" de la classe "Sparse-

Matrix" de Eigen, qui est basée sur un remplissage par triplet. Le terme "triplet" fait référence à un

tableau de tableau qui stocke trois informations : l’indice de ligne, l’indice de colonne et la valeur d’un

élément non nul dans une matrice creuse, donc un format de stockage COO (COOrdinates).

Dans la figure 5.2, nous présentons le temps de calcul nécessaire pour la partie d’assemblage de la

matrice pour différentes tailles de grille de précision croissante. On note (Nx , Ny ) les tailles de la grille

pour les axes x et y respectivement. Dans nos études, nous considérons toujours une grille cartésienne

uniforme telle que Nx = Ny , et nous notons par h = L/Nx = L/Ny l’espacement de la grille avec L la

longueur du carré dans lequel on discrétise notre problème. Comme on peut le voir sur la figure 5.2,
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Fig. 5.1 : Matrice A pour une grille cartésienne de taille 10×10 avecΩ un disque de rayon 0.5 inclus
dans Ωe = [−1,1]× [−1,1] (donc L = 2). On note que les termes extra-diagonaux corres-
pondent aux contributions des points d’interface dans la discrétisation du laplacien pour
les points de grilles irréguliers, en plus de la discrétisation de la dérivée normale aux points
d’interface.

les temps d’exécution sont raisonnables pour les tailles de grille modestes, soit 3 millisecondes (ms)

pour h = 0.02, 138 ms pour 0.0033, et 479 ms pour h = 0.002, mais explosent pour des grilles de taille

d’espacement inférieures ou égales à h = 0.001 (Nx = Ny = 2000), atteignant l’ordre de 1921 ms. Cela

est dû à la taille de la matrice, qui devient exigeante en termes de mémoire au-delà d’un certain seuil de

taille de grille. En effet pour une grille cartésienne de taille N x = N y = 2000 le nombre d’éléments non

nuls de la matrice creuse est de 2.0008891×1010. Cela est certainement coûteux en termes de stockage

mémoire.

Dans la partie suivante, nous discuterons de l’étape de résolution de notre système linéaire, qui est

généralement l’étape la plus coûteuse en termes de temps de calcul. Notons que nous nous appuyons

sur la bibliothèque Eigen pour cette étape de résolution.
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Fig. 5.2 : Sur l’axe des x, nous avons les valeurs de l’espacement de la grille cartésienne, variant de 0.02
à 0.001, donc en ordre croissant de précision. L’axe des y représente la vitesse d’exécution
en millisecondes(ms). On note que pour ces tests Ω est un disque de rayon 0.5 inclus dans
Ωe = [−1,1]× [−1,1].

5.1.2 Résolution

Pour résoudre un système linéaire, deux grandes familles de méthodes sont disponibles : les méthodes

directes et les méthodes itératives. Les solveurs directs factorisent directement la matrice en un produit

de matrices plus simples [10, 15, 51, 164]. Parmi les solveurs directs disponibles dans la bibliothèque

Eigen, on peut citer, à titre d’exemple, SimplicialLLT (basé sur la décomposition de Cholesky) et

SparseLU (solveur direct creux reposant sur la décomposition LU). Les avantages des solveurs directs

sont principalement liés à la précision et à la stabilité. Si une précision très élevée est requise et que la

matrice du système est bien conditionnée, opter pour un solveur direct peut être judicieux. Cependant,

les solveurs directs peuvent présenter des limitations en termes de mémoire et de temps de calcul pour

des matrices de grande taille [122].

D’autre part, les solveurs itératifs sont des méthodes numériques utilisées pour résoudre des systèmes

d’équations linéaires en effectuant une séquence d’itérations successives pour converger vers la solu-

tion. Contrairement aux solveurs directs qui fournissent la solution exacte en un nombre fini d’étapes,

les solveurs itératifs travaillent progressivement vers une solution en améliorant itérativement les
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approximations successives. Ils démarrent avec une estimation initiale de la solution et mettent à jour

cette estimation à chaque itération. L’idée fondamentale est de réduire l’erreur entre la solution actuelle

et la solution réelle à chaque étape, en utilisant des critères de convergence prédéfinis. Les solveurs

itératifs peuvent être plus adaptés pour résoudre de grands systèmes d’équations linéaires creux ou mal

conditionnés, où les solveurs directs peuvent être considérés comme coûteux en termes de mémoire.

Quelques exemples de solveurs itératifs disponibles dans Eigen incluent le gradient conjugué, GMRES

(Generalized Minimal Residual) et BicgStab (BiConjugate Gradient Stabilized).

Remarque 5.1.1. Il convient de noter que, pour les solveurs itératifs, l’étape de préconditionnement peut

être essentielle dans certains cas. Le préconditionnement consiste à résoudre un problème équivalent

mais mieux conditionné, ce qui peut accélérer la convergence des méthodes itératives. Formellement, cela

revient à modifier le système linéaire original Ax = b en le transformant en un système M−1 Ax = M−1b,

où M−1 est la matrice de préconditionnement.

En résumé, si la précision et la stabilité sont cruciales et que la matrice est bien conditionnée, les

solveurs directs peuvent être une bonne option, surtout si des résolutions du même système sont

nécessaires à plusieurs reprises. Si la matrice est grande, creuse ou mal conditionnée, les solveurs

itératifs peuvent offrir une meilleure efficacité en termes de mémoire et de temps [70]. En effet, les

performances des différents types de solveurs dépendent énormément des caractéristiques de la

matrice. On note que le système linéaire que nous considérons n’est pas entièrement symétrique, mais

plutôt presque symétrique. Généralement, les solveurs directs sont efficaces en termes de rapidité de

résolution, même lorsque l’on ne dispose pas d’une matrice parfaitement symétrique [71], donc on

s’attend à ce que notre système soit résolu assez rapidement à l’aide des solveurs directs disponibles

dans Eigen. Cependant, nous savons également que des résolutions consécutives du système linéaire

seront nécessaires pour résoudre un problème inverse. Le fait d’avoir à résoudre plusieurs systèmes

linéaires consécutifs favorise généralement l’utilisation de solveurs itératifs.

Pour comparer les vitesses de résolution des différents solveurs dans le cas de notre matrice, on présente

sur la figure 5.3 suivante le temps de calcul en secondes pour la partie de résolution (factorisation

et résolution dans le cas du solveur direct) en utilisant deux solveurs : un solveur direct SparseLU et

un solveur itératif BiCGSTAB. On note que pour le solveur itératif, la matrice a été préconditionnée à

l’aide du préconditionneur IncompleteLUT. Sans préconditionnement, la performance du BiCGSTAB

se détériore significativement pour les grilles plus précises. On peut observer que le solveur direct

SparseLU est plus rapide pour résoudre notre système linéaire. Cependant, quel que soit le solveur

utilisé, la limite de résolution est atteinte aux alentours de la valeur de h = 0,002 (ce qui correspond

à un nombre de 1000×1000 d’inconnues). Dans la figure 5.3 on observe clairement que le solveur

direct SparseLU est plus performant. C’est la raison pour laquelle nous l’avons choisi pour nos études

numériques dans le code séquentiel.

Malgré le fonctionnement efficace du code séquentiel pour des grilles de taille moyenne, le temps

de calcul explose et devient coûteux pour des grilles de taille supérieure à 1000×1000. Pour pouvoir

augmenter la précision de notre résolution, spécifiquement pour des géométries en 2D et même
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(a) Vitesse de factorisation et résolution avec SparseLU (b) Vitesse de résolution avec BiCGSTAB

Fig. 5.3 : Temps de calcul pour la résolution du système linéaire en utilisant deux solveurs différents,
SparseLU et Bicgstab, pourΩ, qui est un disque de rayon 0,5 inclus dansΩe = [−1,1]×[−1,1].

éventuellement pour considérer le problème en 3D, il est naturel de vouloir augmenter les tailles de

nos grilles cartésiennes. Pour aborder cette problématique, la conception d’un code parallèle semble

être l’étape suivante naturelle. Cette parallélisation sera facilitée par l’emploi de grilles cartésiennes.

5.2 Code parallèle avec MPI

La parallélisation est une technique informatique qui vise à diviser un problème ou un calcul en

plusieurs sous-tâches indépendantes, puis à les exécuter simultanément sur plusieurs processeurs

ou cœurs de calcul [77, 154, 157, 202]. Cette approche permet d’accélérer le traitement des tâches en

répartissant la charge de travail. Pour paralléliser la résolution numérique d’un système linéaire, on

a recours à diverses méthodes, une de ces méthodes est la méthode de décomposition de domaine

qui consiste à diviser le domaine global en plusieurs sous-domaines plus petits [13, 98, 103]. Chaque

sous-domaine est résolu localement sur un processeur ou un nœud de calcul distinct, et les résultats

locaux sont ensuite combinés pour obtenir la solution globale. Cette méthode est particulièrement

avantageuse dans les cas de méthodes numériques utilisant des grilles structurées [153].

Une autre méthode consiste à utiliser des solveurs parallèles pour la résolution de systèmes linéaires,

qu’il s’agisse de solveurs directs tels que la factorisation LU parallèle ou de méthodes itératives parallèles

[98, 103, 164].

Dans cette section, nous présentons notre code parallèle en C++ qui résout numériquement (5.2) en

2D en utilisant notre méthode de frontière immergée. Deux axes principaux guident notre approche.

Le premier repose sur la parallélisation par partitionnement de domaine : notre grille cartésienne est

divisée en colonnes, chaque colonne étant sous la responsabilité d’un processeur. Pour la communica-

tion et la coordination entre les processeurs, nous utilisons la librairie MPI (Message Passing Interface).
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Le deuxième axe est le couplage avec le solveur parallèle Pastix (Parallel Sparse matriX package), une

bibliothèque scientifique offrant un solveur parallèle haute performance pour les systèmes linéaires

creux de grande taille.

Proc nProc n −1 Proc n +1

Fig. 5.4 : Partitionnement vertical d’une grille cartésienne, chaque colonne va être la propriété d’un
processeur.

Dans ce qui suit, nous commençons par donner un bref aperçu des méthodes de parallélisation utilisées

avec les méthodes de frontière immergée dans la littérature. Ensuite, nous introduirons l’architecture

générale du code et discuterons de la phase d’assemblage et de résolution, notamment en ce qui

concerne l’utilisation du solveur PaStiX et comment il a été intégré dans notre code. Enfin, nous

aborderons une étude de convergence plus poussée que celle faite dans le chapitre 3, grâce à notre

code parallèle.

5.2.1 Aperçu : parallélisation et méthode de frontière immergée

Pour mettre en œuvre des stratégies de parallélisation dans le contexte de résolution de système

linéaire, nous avons recours aux bibliothèques de calcul parallèle. Il existe de nombreuses bibliothèques

spécialisées conçues pour la résolution parallèle de systèmes linéaires. On a par exemple : MPI pour la

communication entre processeurs [76], PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation)

[185] et Trilinos [189], qui sont des bibliothèques populaires pour la résolution de systèmes linéaires

parallèles.

94 Chapitre 5 Aspects computationnels du problème direct de l’EIT



Pour les méthodes de frontière immergée sur grille cartésienne, la simplicité de la méthode garantit la

facilité de parallélisation. En 1997 McQueen et Peskin dans [128] réalisent l’implémentation parallèle

de la méthode de frontière immergée sur une machine à mémoire partagée telle que l’ordinateur

Cray C-90. Dans [68], le solveur est parallélisé en utilisant une décomposition de domaine et MPI,

où l’exactitude et l’efficacité du solveur sont examinées. Ensuite, dans [39], la méthode de frontière

immergée pour une équation elliptique avec un saut à travers l’interface a été parallélisée à l’aide de la

bibliothèque PETSc, et une étude numérique de la méthode parallélisée a été réalisée. On note aussi

qu’il existe de nombreuses autres études qui abordent l’aspect de la parallélisation pour les méthodes

de frontière immergée, parmi lesquelles on a [1, 74, 199, 211].

Dans notre travail, nous nous intéressons particulièrement à la bibliothèque MPI. Pour comprendre le

fonctionnement de MPI, il est essentiel de saisir la notion de mémoire dans un système informatique, en

particulier la mémoire RAM (Random Access Memory), qui sert à stocker temporairement les données

et les programmes en cours d’exécution par le processeur. Chaque processus MPI fonctionne dans son

propre espace mémoire distinct. Lorsqu’un programme MPI est en cours d’exécution, chaque processus

réserve sa propre mémoire pour stocker ses données et ses variables locales. Chaque processus peut

éventuellement exécuter des parties différentes d’un même programme. Dans ce scénario, l’échange

de données entre deux ou plusieurs processus s’effectue grâce à des appels spécifiques à des sous-

programmes MPI au sein du programme.

Fig. 5.5 : Schéma MPI : la mémoire est distribuée : Chaque nœud de calcul du cluster a sa propre
mémoire vive (RAM) dédiée. Les données et les calculs sont répartis entre ces nœuds. Les
nœuds de calcul communiquent par envoi/réception de messages. Ces messages sont utili-
sés pour échanger des informations entre les différents nœuds. Des exemples de routine de
communicationss : MPI_Send et MPI_Recv. Pour plus d’information sur les communications
MPI : http://www.idris.fr/formations/mpi/

Dans la sous-section suivante, nous présentons en détail la première partie de l’architecture de notre

code parallèle, qui crée la grille cartésienne associée à un domaineΩ. Cela permettra de mieux com-

prendre le fonctionnement de l’étape de résolution parallèle du système linéaire.
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5.2.2 Architecture du code

Le code traite le problème en 2D, mais il est conçu pour être facilement adapté en 3D. Nous commen-

çons par présenter les classes les plus importantes. Cependant, avant d’aborder cela, nous aimerions

présenter en détail la stratégie de partitionnement pour gérer une grille cartésienne. Dans ce contexte,

nous avons opté pour une approche parallèle à mémoire séparée à l’aide de MPI.

Le partitionnement de la grille cartésienne sera de nature verticale (figure 5.4). Ainsi, chaque processeur

sera responsable d’une portion du système linéaire. Ce partitionnement doit prendre en compte les

particularités de notre méthode numérique de frontière immergée : la première étant la présence de

points d’interface comme inconnues dans le système linéaire, et la deuxième étant que notre solution

est composée de deux parties (u,U ) où U représente les mesures à travers les électrodes. La présence

des points d’interface ou des inconnues U , pourrait potentiellement perturber la numérotation locale

sur les processeurs. Pour éviter cela, nous allons considérer que ces inconnues supplémentaires, qui ne

sont pas affectées à des points de grille, sont une propriété de tous les processeurs.

Nous allons donc choisir de représenter nos solutions à l’aide d’une classe de vecteurs intitulée "EitBi-

Vector". Cette classe crée des objets de type "EIT-bivecteur" : un vecteur constitué de deux tableaux

contigus de tailles différentes, l’un pour les indices négatifs et l’autre pour les indices positifs. La partie

contenant les éléments aux indices négatifs est la propriété de tous les processeurs (tous les processeurs

ont accès à cette partie du vecteur), tandis que l’autre tableau aux indices positifs est réparti entre les

processeurs. Cette classe est utilisée pour stocker des tableaux de solutions. Il convient de préciser que

la partie aux indices négatifs du bivecteur est destinée à stocker la solution pour les points d’interface

et les potentiels à travers les électrodes, tandis que la partie aux indices positifs stocke la solution pour

les points de la grille. Cela nous permet de conserver une numérotation classique pour les points de la

grille. Dans ce cas, l’ajout de points d’interface ne perturbe donc pas le partitionnement classique.

−1 −2 . . . −8 −9 −10 −11 −12 0 . . . . . . . . . . . . . . . 49 0 . . . . . . . . . . . . . . . 49

Proc 1 + Proc 2 Proc 1 Proc 2

Fig. 5.6 : Exemple d’EIT-bivector : On considère ici une grille cartésienne de taille N x = 10, N y = 10,
avecΩ un cercle de rayon 0.5, le problème est lancé en parallèle sur deux processeurs. Dans
ce cas, nous aurons 8 points d’interface qui seront stockés dans le tableau, avec des indices
allant de −1 à −8 et 4 électrodes numérotées de −9 à −12. Ensuite, les 100 points de grille
seront partagés entre 2 processeurs avec une numérotation locale standard.

Dans ce qui suit, nous présentons la liste des classes les plus importantes qui permettront de mieux

comprendre la structure du code

— Classe Point : Classe générant des objets de type Point. Ces instances représentent des points

de grille (réguliers ou irréguliers) ou des points d’interface. Un objet Point, noté P , recueille

principalement les informations suivantes : la position du point dans la grille cartésienne, définie

par les indices (i , j ), les coordonnées du point dans le carréΩe = [−2,2]× [−2,2] désignées par

(xP , yP ), le type du point : régulier (point de grille loin de l’interface), irrégulier (points de grille
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proche de l’interface), point d’interface ou potentiel d’électrode. On enregistre aussi pour chaque

Point P les voisins des quatre côtés (nord, sud, est, ouest) adapté a notre méthode de frontière

immergée pour la discrétisation du laplacien. Dans le cas d’un point de type "interface", le stencil

de discrétisation pour la condition aux bords est stocké, ainsi que l’indication de l’appartenance

de ce point d’interface à une électrode, et si oui le numéro de cette électrode.

— Classe "Forme" : Cette classe génère des objets de type "Forme" qui représentent la géométrie

du domaine. Ces objets stockent la valeur du paramètre α ainsi que la position des électrodes.

La fonction "level-set" est une fonction membre de cette classe. En résumé, cette classe gère les

aspects directement liés à la géométrie du domaineΩ.

— Classe "Grid" : Cette classe génère des objets de type "Grid" en prenant en entrée les dimensions

de la grille ainsi qu’un pointeur de type "Forme". Ce type d’objet stocke plusieurs informations

comme : les dimensions de la grille, les dimensions locales gérées par un processeur, l’espacement

de la grille... En résumé, cette classe crée la grille cartésienne du point de vue parallèle, en utilisant

un partitionnement vertical de la grille et en prenant en compte la géométrie représentée par

l’object Form.

À l’aide de tous ces outils, nous pourrons créer une grille cartésienne associée à une géométrie Ω.

Il convient également de noter qu’avec la création d’un objet "Grid" nous avons stocké toutes les

informations nécessaires pour effectuer l’assemblage de la matrice. Comme on peut le voir sur la figure

5.7, l’étape de création de la grille cartésienne et du stockage de toutes les informations requises pour

l’assemblage de la matrice fonctionne de manière assez efficace.

Fig. 5.7 : Temps d’exécution pour la création d’un objet "Grid" en millisecondes.
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5.2.3 Assemblage "Matrix-Free"

Dans cette sous-section, nous abordons l’étape de l’assemblage de la matrice, par une méthode

"Matrix-Free". En effet, l’approche "Matrix-Free" est une alternative visant à éviter la construction

complète de la matrice globale. Au lieu de stocker la matrice complète en mémoire, nous calculons

directement les produits matrice-vecteur sans avoir besoin de stocker la matrice elle-même. Cette

approche est donc particulièrement bénéfique pour les problèmes de grande dimension. Notre objectif

principal est d’optimiser le coût de calcul nécessaire pour accomplir cette tâche. C’est pour cela,

notre première intuition nous a poussés vers l’adoption d’une approche de remplissage "Matrix-Free".

Cependant, sa mise en œuvre peut être plus complexe et dépend des détails spécifiques du problème à

résoudre. Il est important de souligner aussi que l’étape d’assemblage influencera directement notre

sélection de solveur. Donc un assemblage "Matrix-Free" peut nous obliger à re-programmer certaines

fonctionnalités essentielles, par exemple la partie de résolution.

Pour mettre en œuvre l’approche "Matrix-Free", nous avons créé une classe appelée "Matrix" avec

la multiplication matrice-vecteur en tant que fonction membre de cette classe. Cela va être suivi du

développement d’un solveur itératif tel que Bicgstab.

Remarque 5.2.1. Dans la suite du développement de notre code, nous avons pris la décision d’intégrer la

bibliothèque PaStiX (Parallel Sparse matriX package), qui offre un solveur parallèle de haute performance

conçu pour résoudre des systèmes linéaires creux de très grande taille en utilisant des méthodes directes [82,

83]. Pour pouvoir exploiter la bibliothèque PaStiX, il est impératif que la matrice soit stockée entièrement

sous forme de matrice creuse, en utilisant la bibliothèque SPM (Sparse Matrix Package). Cette dernière

offre une gamme complète d’opérations de base pour la manipulation de matrices creuses, notamment

aux formats CSC (Compressed Sparse Column), CSR(Compressed Sparse Row) et IJV (format de "triplet",

rencontré dans le code séquentiel). On note donc que dans le code, il existe deux façons d’assembler la

matrice. La première est la méthode "Matrix-free", et la deuxième passe par un assemblage SPM. Nous

discuterons davantage de cette dernière dans la section suivante afin de présenter le solveur PaStiX et

expliquer comment il est lié à notre code.

Remarque 5.2.2. Il convient à noter aussi qu’au stade de développement actuel du code parallèle, le

solveur PaStiX représente notre solveur principal. Par conséquent, nous considérons l’étape d’assemblage

à l’aide de SPM comme notre étape d’assemblage principale. L’étape "Matrix-Free" demande un précon-

ditionnement qui n’est pas encore développé dans le code pour rendre l’étape de résolution plus efficace.

Cependant, nous choisissons tout de même de la présenter, même si la partie du solveur associée n’est pas

encore complètement développée.

Nous représentons sur la figure 5.8 ci-dessous les temps de calcul en millisecondes pour une opération

de multiplication matrice-vecteur pour différentes tailles de grille sur le proc 0. Comme on peut le

voir sur la figure 5.8, notre produit matrice-vecteur démontre un grand potentiel en termes de temps

de calcul, où l’on observe un temps d’exécution de 2.248 secondes pour un système linéaire avec
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Fig. 5.8 : Temps de calcul pour un produit matrice-vecteur sur le processeur 0 en secondes, pour
les grilles d’espacement de taille h = 0.04,0.02,0.01, le temps d’exécution est de l’ordre de
fractions de secondes.sur le proc 0.

N x = N y = 5000 (donc h = 0.0008). Il est essentiel de noter que dans ce type d’assemblage, les solveurs

itératifs sont généralement privilégiés, car ils ne nécessitent que le produit matrice-vecteur. Actuelle-

ment, dans notre code, on a l’option d’un solveur BiCGSTAB ; cependant, il présente des performances

limitées en l’absence de préconditionnement. Par conséquent, une étape de préconditionnement doit

être implémentée pour améliorer son efficacité. À ce stade de développement, pour pouvoir résoudre

notre système linéaire, nous avons décidé de nous diriger vers un solveur qui est déjà développé,

optimisé et conçu pour la résolution parallèle de systèmes linéaires creux non symétriques. Dans la

partie suivante, on présente la liaison d’un solveur parallèle conçu pour les grands systèmes linéaires

creux : PaStiX. On note que pour pouvoir lier PaStiX de manière efficace à notre code, on doit bien

adapter l’assemblage de la matrice à un format qui est accepté par le solveur PaStiX. On discute de

l’interface développée pour pouvoir régler tout cela dans la section suivante.

5.3 Liaison avec le solveur parallèle : PaStiX

PaStiX a été conçu spécifiquement pour résoudre des systèmes linéaires de grande taille. Cette bi-

bliothèque est optimisée pour les matrices creuses, qui sont couramment utilisées pour modéli-

ser des problèmes de grande dimension. PaStiX utilise à la fois des algorithmes de factorisation di-

recte et itérative pour résoudre ces systèmes linéaires qui peuvent être adaptées à différents types

de problèmes et de matrices. PaStiX tire parti du parallélisme pour accélérer les calculs et prendre
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en charge les calculs sur des architectures multi-cœurs et distribuées. Les algorithmes sont implé-

mentés en simple ou double précision (réelle ou complexe) en utilisant LLt, LDLt et LU avec un

pivot statique (pour les matrices non symétriques ayant une structure de symétrie). Ce solveur pro-

pose également certaines méthodes de compression à faible rang pour réduire l’empreinte mémoire

et/ou le temps de résolution. Pour plus d’informations sur PaStiX, on réfère à [83] et au lien suivant :

https://solverstack.gitlabpages.inria.fr/pastix/.

Dans cette section, nous expliquerons la manière dont la bibliothèque PaStiX a été intégrée à notre

code à l’aide d’une interface de programmation (API "Application Programming Interface"). Par la

suite, nous aborderons la vitesse de résolution et entreprendrons une étude de convergence similaire à

celle réalisée dans le chapitre 3. Cette API a été développée dans le cadre du projet de fin d’étude pour

la deuxième année d’école d’ingénieur en informatique à l’Enseirb-Matmeca Bordeaux INP avec un

groupe de 8 étudiants.

5.3.1 Interfaçage avec PaStiX

Une API (Application Programming Interface) est un ensemble de règles, de protocoles et de définitions

qui permettent à différents logiciels de communiquer entre eux. Elle définit les méthodes et les données

qu’un programme peut utiliser pour demander des services à un autre logiciel ou système d’exploitation.

En d’autres termes, une API agit comme une interface entre différentes applications informatiques,

leur permettant de partager des données et de fonctionner ensemble de manière cohérente.

Dans notre cas, nous souhaitions avoir accès au solveur PaStiX et à ses fonctionnalités de manière

simple et conviviale dans notre code. Pour atteindre cet objectif, une API (interface de programmation

applicative) a été créée entre notre code et la bibliothèque PaStiX. l’API va nous permettre de simplifier

l’utilisation d’un solveur complexe comme PaStiX, qui nécessite une initialisation particulière, en

réduisant le nombre d’appels à des fonctions simples, qui initialise PaStiX de façons implicite. Plus

précisément, le nombre d’arguments des fonctions de l’interface a été limité aux paramètres liés à notre

modèle, tels que la conductivité σ, les paramètres géométriques comme α, le nombre d’électrodes, et

la taille de la grille. L’interface a également été rendue intuitive grâce à une nomenclature explicite et

cohérente dans l’ensemble du code.

Pour utiliser l’interface, il suffit de choisir le type de solveur, puis les paramètres spécifiques de sa

simulation. Il est aussi important de noter qu’il est facile d’ajouter d’autres solveurs que PaStiX de

manière aisée, car l’API a été conçue de manière modulaire. En effet, le but de cette interface n’est

pas seulement de lier PaStiX, mais aussi d’unifier le fonctionnement de plusieurs solveurs aux fonc-

tionnements très différents. On note donc que l’implémentation de l’interface se fait par l’utilisation

d’une classe virtuelle pure en C++. Cela signifie que les classes concrètes implémentant cette interface

doivent obligatoirement avoir des implémentations des fonctions dont le prototype se trouve dans l’in-

terface, mais ne partagent aucun code commun. Cela vient du fait que les solveurs possèdent tous des

comportements très différents et que les résultats ne sont pas forcément donnés sous la même forme. Il

100 Chapitre 5 Aspects computationnels du problème direct de l’EIT

https://solverstack.gitlabpages.inria.fr/pastix/


est donc impossible d’utiliser une fonction ayant un code commun pour la résolution ou même l’export

des données. Cependant, des fonctions ont été créées pour factoriser le code au maximum et permettre

l’ajout d’un nouveau solveur aussi simplement que possible. Par exemple, la fonction permettant de

construire la matrice du système à partir des paramètres de la simulation pourra être utilisée dans la

plupart des implémentations. Avec le solveur PaStiX intégré via l’API, nous présentons d’abord une

étude de convergence du problème direct, similaire à celle dans le chapitre 3 à l’aide de notre code

parallèle qui va nous permettre d’augmenter les tailles de grille pour l’étude de convergence.

Étude de convergence

Pour l’étude de convergence pour la solution de et son gradient (figure 5.9), nous calculons une

approximation du gradient qu’on note par duh = (dux ,duy ) à l’aide d’une formule de différenciation

centrée classique (qui utilise donc le voisin de gauche et de droite du point concerné) :

duh(xi , y j ) = u(xi , y j )E −u(xi , y j )W

h
.

Pour notre étude on considère la solution manufacturée suivante u(x, y) = sin(x, y) et U = 0R4 . Pour le

domaine Ω on considère le cercle de rayon 1.5 dans le carré Ωe = [−2,2]× [−2,2] l’espacement de la

grille h = L/n avec L = 4 varie entre 4/100 et 4/9000.

(a) Convergence pour la solution u (b) Convergence pour la dérivée de la solution duh

Fig. 5.9 : Étude de convergence pour la résolution de (5.1), on considère la solution manufacturée :
u(x, y) = sin(x × y) et U = 0R4 dans un disque de rayon 1.5 inclue dans [−2,2]× [−2,2]

Grâce à notre code parallèle, nous pouvons réaliser des études de convergence avec des tailles de

grille beaucoup plus précises que celles effectuées précédemment dans le code séquentiel, où la taille

maximale était de 1000× 1000. Dans la figure 5.10 suivante on observe le temps de résolution en

millisecondes pour différentes dimensions de grille. On constate une amélioration de la capacité de

résolution et de la vitesse par rapport au code séquentiel, ou l’étape de résolution atteint les 15s pour

une taille de grille 1000×1000. Cependant, on note que la vitesse totale de l’exécution de notre code

5.3 Liaison avec le solveur parallèle : PaStiX 101



Fig. 5.10 : Temps de résolution (en ms) de notre système linéaire à l’aide du solveur parallèle PaStiX
[139]

reste élevée, en effet pour une grille cartésienne de taille 4000× 4000 lancée sur 6 processeurs : la

partie d’assemblage à l’aide de la librairie SPM et la classe "Grid" atteint les alentours des 300ms,

la partie résolution atteint les alentours des 150ms alors que l’exécution de tout le code est de 6.1s.

Même si cela apporte une amélioration par rapport au code séquentiel, nous cherchons toujours à

améliorer le temps de calcul total pour une résolution de problème direct, vu que notre but final est

d’examiner le problème inverse en 3D. Pour ce faire, nous devons réexaminer toutes les étapes du code,

notamment, l’interface avec PaStiX, afin d’explorer des possibilités d’optimisation. On note aussi que

les communications MPI à travers le code peuvent être couteux, car celles-ci peuvent entraîner des

pertes de temps en communication. En conclusion, notre code dispose d’une capacité mémoire plus

importante, mais il nécessite une optimisation et une analyse approfondie pour réduire les temps

d’exécutions.

On note aussi que, l’implémentation d’autres solveurs doivent être effectuées pour la partie résolution.

Nous notons aussi que d’autres tâches ne sont pas encore accomplies pour le code parallèle, en

particulier la partie problème inverse qui n’est pas encore développée. Nous discuterons des prochaines

étapes de développement dans la sous-partie suivante.

Perspectives de développement

Bien que nous ayons un code efficace qui fonctionne, nous disposons de perspectives de développe-

ment pour améliorer et maintenir le code. Tout d’abord, une optimisation du code doit être mise en
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œuvre. Pour la partie résolution, nous aimerions intégrer la partie de préconditionnement pour les

solveurs itératifs avec un remplissage "Matrix-Free".

Comme notre code parallèle ne traite que la partie directe du problème, l’étape suivante naturelle est

de coder le problème inverse, ce qui nous permettra d’effectuer des tests avec des grilles beaucoup plus

fines pour améliorer la qualité des reconstructions, notamment pour les tests que nous présenterons

dans le chapitre suivant. On rappelle que le problème inverse nécessite des résolutions consécutives de

notre système linéaire, ce qui soulève la question du choix optimal des solveurs. L’idée présentée dans

la remarque suivante pourra aider à réduire ce nombre de résolutions.

Remarque 5.3.1. En effet, on rappelle que notre matrice n’est pas parfaitement symétrique, mais plutôt

presque symétrique. Nous anticipons donc que les solveurs directs seront efficaces en termes de rapidité

de résolution. Cependant, pour le problème inverse, résoudre plusieurs systèmes linéaires consécutifs

avec des matrices légèrement différentes les unes des autres peut rendre cette résolution directe coûteuse.

En particulier, dans le contexte du problème inverse de la conductivité σ, que nous avons déjà traité

dans le chapitre 4, section 4.1, si l’on note Aσ = A(σ) et Aδσ = A(σ+δσ) les matrices du système linéaire

associées à une résolution du problème direct avec une conductivité égale à σ et σ+δσ respectivement, et

en supposant queσ+δσ est une modification légère deσ, on peut approcher A−1
δσ

de la manière suivante :

A−1
δσ = (Aσ+H)−1

= (Aσ(I + A−1
σ H))−1

= (I + A−1
σ H)−1 A−1

σ

= A−1
σ + A−1

σ H A−1
σ +o(∥A−1

σ H∥)A−1
σ .

On pourra donc obtenir une valeur approchée de A−1
δσ

à partir de A−1
σ . Cela signifie qu’on pourra réduire

le nombre de résolutions de chaque itération du problème inverse à une seule résolution associée à

la matrice Aσ (vu que l’inverse de toutes les modifications légères de la matrice Aσ initiale peut être

approché par l’inverse de Aσ).

Une autre tâche essentielle consistera à développer le code en 3D et non seulement en 2D. Depuis le

début de la conception du code, cette transition a été prévue. En effet, une grande partie du code a été

conçue de manière à pouvoir passer facilement en 3D, notamment la partie qui gère la grille cartésienne

et qui stocke les informations de discrétisation. Plus précisément, à travers le code, nous disposons

d’un paramètre : "EIT_DIM" qui stocke la dimension du problème. Le code ajuste son comportement

en fonction de ce paramètre pour s’adapter à la dimension. Cependant, cette fonctionnalité doit être

généralisée à l’ensemble du code.

Dernièrement, l’un des objectifs est de rendre notre code accessible à travers une interface graphique

qui facilitera l’utilisation de notre code. Ce projet est actuellement en cours de développement, et nous

le présenterons plus en détail dans la section suivante.
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5.4 visualisation

Pour rendre notre code plus accessible, nous nous sommes intéressés au développement d’une interface

graphique qui permettrait de manipuler les paramètres de notre problème directement, de lancer un

code et d’exporter la solution sans avoir à manipuler le code lui-même. De même que dans les sections

précédentes, nous continuons à travailler sur une grille cartésienne en 2D. On note que cette partie est

toujours en cours de développement et n’est pas encore complètement fonctionnelle.

L’objectif était de proposer une interface graphique permettant la visualisation de la géométrie sur la

grille, mais également capable d’afficher et de visualiser les solutions calculées par le solveur. Nous

avions le cahier des charges suivant :

• Affichage de la grille cartésienne.

• Affichage de la géométrie : Visualiser la géométrie donnée apposée sur la grille cartésienne.

• Modification de la forme de la géométrie : Un cliqué sur le bord de la forme doit afficher un menu

de paramétrage des coefficients géométriques qui permettra la modification du paramètre α ou

de la position et la longueur des électrodes.

• Affichage des solutions du problème direct sur la grille ;

• Export de la solution sous forme de fichier .vtk ;

Le développement de cette interface a été fait en Javascript et JSON pour la connexion front-end

- back-end, dans le contexte d’un projet de fin d’étude de deuxième année d’école d’ingénieur en

informatique à l’Enseirb-Matmeca Bordeaux INP.

Dans la figure 5.11 suivante, nous présentons le prototype de notre interface graphique. Actuellement,

dans l’interface, nous pouvons fixer les paramètres de géométrie, que ce soit le paramètre de bord α ou

la position et la longueur des électrodes. De plus, nous pouvons définir la taille de la grille. Cependant,

le développement de la résolution et l’export de la solution à travers cette interface n’ont pas encore été

mis en œuvre. En conclusion, l’interface en est encore à ses premiers stades de développement.
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(a) Page de démarrage (b) Modification de la forme par cliquer/glisser

(c) Modification des angles des électrodes (d) Menu d’édition de la grille cartésienne

(e) Menu d’édition de la forme (f) Menu du solveur

Fig. 5.11 : Spécifications fonctionnelles de prototype interface graphique
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EIT et applications 6
Dans ce chapitre, nous explorons l’aspect applicatif de l’EIT et nous testons la capacité de recons-

truction du problème inverse résolu avec notre méthode de frontière immergée face à des modèles

géométriques réalistes ou à des mesures réelles. Puisque nous travaillons dans un contexte électrocar-

diographique, nous testons notre méthode face à un modèle simplifié du torse humain en 2D. Dans

un deuxième temps, nous souhaitons également tester notre méthode avec des données réelles de

mesures d’EIT en 2D. Pour cela, nous utilisons un ensemble de données en libre accès généré à partir

d’un corps circulaire (un réservoir plat rempli de solution saline) avec diverses inclusions de matériaux

conducteurs et résistifs (métal, plastique) [80]. Pour avoir accès à ces données, nous renvoyons vers le

lien suivant https://www.fips.fi/EIT_dataset.php.

Nous présentons d’abord un petit aperçu des applications de l’EIT en imagerie médicale, puis dans la

section nous résolvons un problème de reconstruction de conductivités dans un modèle simplifié de

torse avec des données manufacturées. Enfin, dans la section 6.3 nous testons notre algorithme sur des

données réelles et nous discutons des résultats.

6.1 L’EIT en imagerie médicale

L’EIT est une technique utilisée dans plusieurs domaines, comme l’ingénierie des matériaux, la nano-

technologie, le génie civil et dans de nombreux autres domaines de l’ingénierie. Ici, on s’intéresse aux

applications de l’EIT en imagerie médicale.

L’imagerie médicale est un élément crucial de la recherche clinique ainsi que de l’identification et

du traitement de nombreuses maladies et blessures. Actuellement, les formes d’imagerie les plus

couramment utilisées sont l’échographie, l’imagerie par résonance magnétique (IRM) et la radiographie

(y compris la tomodensitométrie, ou TDM). Dans toutes ces modalités, de l’énergie est déposée dans un

volume de tissu, et l’énergie atténuée est capturée, enregistrée, et transformée en une forme utilisable

[177]. Pour certaines méthodes d’imagerie, une certaine dose de radiation est administrée au patient, ce

qui doit être surveillé et minimisé pour éviter une surexposition susceptible de provoquer des maladies

[86]. Contrairement aux méthodes d’imagerie à risque, l’EIT vise à offrir une nouvelle modalité sans

risque et abordable permettant d’imager des parties du corps et des tissus présentant des différences

de conductivité. On peut citer quelques applications :
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• Imagerie pulmonaire :

Plusieurs études sur l’imagerie pulmonaire par l’EIT ont été menées et rapportées. Meier et

al. [129] ont étudié la pertinence de l’EIT sur des sujets animaux pour visualiser une lésion

pulmonaire aiguë. Ils ont réalisé des études expérimentales d’EIT sur six porcs présentant une

lésion pulmonaire aiguë induite par un lavage au sérum physiologique et ont examiné si la

procédure d’EIT pouvait être adaptée pour surveiller l’effondrement pulmonaire. Des essais de

pression expiratoire positive (PEEP) à dix niveaux de pression ont été réalisés, et les paramètres

ventilatoires, d’échanges gazeux et hémodynamiques ont été automatiquement enregistrés. Des

images d’EIT et de tomodensitométrie (CT) de la même coupe ont été prises simultanément

à chaque niveau de PEEP, et les résultats ont été comparés. Les auteurs ont conclu que l’EIT

est adaptée pour surveiller les effets dynamiques des variations de PEEP sur les changements

régionaux du volume courant. Des études plus récentes sur le réglage de la pression positive en

fin d’expiration (PEEP) [16, 101, 208] montrent aussi que l’EIT apporte une bonne assistance

pour régler la respiration pulmonaire durant les opérations.

• La surveillance thermique :

L’EIT a également été utilisée pour la surveillance thermique du traitement par hyperthermie.

Conway et al. en 1985 [45] et Conway en 1987 [44] ont présenté une méthode d’imagerie par

impédance pour afficher les gradients thermiques induits pendant le traitement par hyperther-

mie. Ils ont présenté les résultats obtenus avec la méthode EIT appliquée aux expérimentations

in vitro et in vivo. Une série temporelle d’images de conductivité a montré la distribution des

changements thermiques et suggéré une résolution de température meilleure que 1 degré celsius.

Ils ont rapporté que la résolution spatiale était limitée à environ 10% du diamètre du réseau

circulaire en raison des 104 mesures indépendantes obtenues à partir de 16 électrodes utilisées

dans le système d’EIT. Des études plus récentes montrent l’utilité de l’EIT pour la surveillance

thermique : dans [61] l’EIT est utilisé pour l’ablation par radio-fréquence, et dans [149] K. D. Paul-

sen et al. suggèrent que l’EIT est un outil potentiellement utile pour la surveillance et l’évaluation

du traitement par hyperthermie.

• Maladies pulmonaires :

L’EIT a également été appliquée aux maladies pulmonaires pédiatriques. Pham et al., en 1994

[152], ont utilisé la technique de l’EIT pour étudier la distribution régionale de la ventilation dans

les maladies pulmonaires néonatales et pédiatriques. L’EIT a été appliquée à des nourrissons

qui respiraient spontanément pendant leur période néonatale, à 3 et 6 mois d’âge, durant leur

sommeil, à mouvements oculaires non rapides, et des données sur la distribution de la ventilation

régionale et les caractéristiques de remplissage régional ont été obtenues. Il est rapporté que les

amplitudes d’impédance régionales augmentaient avec l’âge, mais la distribution de la ventilation

régionale restait inchangée chez tous les nourrissons, quel que soit leur âge, avec une meilleure

ventilation du poumon dépendant (postérieur). Ils ont également rapporté que la distribution de

la ventilation régionale et les caractéristiques de remplissage régional demeuraient inchangées

au cours des six premiers mois de la vie, et que les résultats obtenus sur la distribution de la

ventilation régionale avec l’EIT étaient très similaires à ceux observés chez les sujets adultes.
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• L’imagerie mammaire :

L’imagerie mammaire a été étudiée avec l’EIT par plusieurs groupes de recherche. Zain et Chelliah,

en 2014 [206], ont appliqué la technique de l’EIT à cent cinquante patientes ayant passé une

mammographie et âgées de plus de 40 ans. L’interprétation visuelle des images a été réalisée en

utilisant la classification de l’imagerie mammaire par impédance électrique (BI-EIM) pour la

détection d’anomalies. Une évaluation quantitative a été effectuée en comparant la conductivité

électrique moyenne du sein à la norme, et les corrélations avec l’interprétation visuelle des

images, réalisée par un radiologue, ont été déterminées à l’aide du test du Chi-carré.

• Activité cérébrale :

Holder et al., en 1996 [85], ont rapporté dans leurs études sur l’EIT pour l’imagerie cérébrale

des changements d’impédance de plusieurs pourcents sur une période de quelques dizaines de

secondes, connus pour se produire lors de l’activité du cortex cérébral. Holder et al. ont conclu

que l’EIT pourrait éventuellement être adaptée pour l’imagerie des réponses évoquées ou de

l’épilepsie chez les sujets humains.

Actuellement, des dispositifs EIT commerciaux, tels que le Goe-MF II [55] ou le PulmoVista 500 [180],

sont disponibles, mais ils sont encore considérés relativement nouveaux par rapport à d’autres équipe-

ments d’imagerie médicale disponibles commercialement.

Nous nous concentrons ici sur l’EIT dans le contexte de l’électrocardiographie, plus précisément

dans le cadre de l’imagerie électrocardiographique (ECGi). L’ECGi est une méthode d’imagerie non

invasive qui cherche à reconstruire l’activité électrique du cœur en utilisant des mesures électriques

prises sur le torse, en résolvant un problème inverse. Des études in vivo ont montré que l’ECGi peut

reconstruire avec précision les schémas d’activation électrique réguliers, mais échoue dans les cas

d’arythmie [54] . L’une des raisons contribuant à ces imprécisions est le manque de connaissance de la

conductivité des organes à l’intérieur du torse [54]. L’objectif de long terme de notre étude est d’utiliser

l’EIT pour obtenir de meilleures estimations de ces conductivités. C’est pourquoi il est impératif de

tester notre méthode avec des modèles géométriques plus réalistes en s’inspirant du torse humain.

Dans la section suivante, nous présentons notre tentative de reconstruction de conductivité dans un

modèle géométrique simplifié du torse.

6.2 Modélisation 2D du torse humain

Le torse est une partie anatomique du corps humain. Elle comprend la partie antérieure située entre la

base du ventre (partie supérieure de l’abdomen) et le cou, les épaules ainsi que le thorax en font donc

partie. Les organes internes sous-jacents sont les poumons et la trachée, l’œsophage, l’estomac et le

cœur. Le torse est composé de muscles (grand et petits pectoraux, faisceau antérieur du deltoïde, grand

droit des abdominaux...).

Chez l’homme, la plupart des organes vitaux, à l’exception du cerveau, sont logés dans le torse. On

s’intéresse spécifiquement à la partie supérieure de la poitrine. Cette partie contient le cœur et les
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poumons qui sont protégés par la cage thoracique. Dans la figure 6.1 on peut observer une image de

reconstruction du torse à l’aide de l’EIT. Dans cette section, nous présentons un modèle géométrique

Fig. 6.1 : Reconstruction d’image thoracique par EIT [121] à droite , à gauche : une image réelle d’un
torse humain.

simplifié du torse. Notre objectif est de reconstruire des inclusions représentant les organes vitaux en

utilisant des mesures simulées. Il est important de noter que la création d’un modèle géométrique

inspiré du torse humain constitue un véritable défi. En effet, le torse humain contient de multiples

organes, tissus, muscles, os. On doit également prendre en considération le sang ainsi que les différentes

phases de respiration : en phase d’inspiration, les poumons sont remplis d’air, ce qui affecte la valeur

de la conductivité.

Pour créer notre modèle géométrique simplifié du torse, nous avons opté pour une géométrie similaire

à une coupe transversale du torse, où nous avons placé des inclusions représentant les organes et

les os présents. Plus précisément, nous avons considéré trois configurations d’inclusions dans un

domaine Ω similaire à la géométrie du torse : tout d’abord, nous avons pris en compte uniquement les

poumons à l’intérieur du torse, puis nous avons ajouté le cœur, et enfin, nous avons également pris en

compte la présence de la colonne vertébrale. Ces reconstructions ont été effectuées initialement à une

petite échelle, dans un petit carré [−2,2] en centimètre (voir Figure 6.2 pour les modèles géométriques).

Ensuite, nous avons l’intention de refaire les mêmes reconstructions, mais à une échelle plus réaliste,

dans un carré [−30,30] centimètre (voir Figure 6.3 pour les modèles géométriques).

Pour pouvoir créer nos mesures manufacturées, il nous faut choisir les conductivités des différents

tissus considérés. On considère que l’unité des conductivités est en mS.cm−1. Dans la littérature on

peut voir que les valeurs des différents tissus est variable selon la valeur de la fréquence du courant

injecté. On sait que les fréquences utilisées en EIT se situent généralement entre 1 kHz et 1 MHz [84].

Le tableau 6.1 montre les différentes conductivités des différents tissus[67]. Pour les trois géométries,

nous considérons que la conductivité de l’arrière-plan est égale à celle du sang.

Pour les reconstructions, on considère 16 électrodes placées de manière équidistante sur la surface du

torse, avec une impédance de contact de 0.5 pour toutes les électrodes. Les électrodes ont une longueur
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Fig. 6.2 : Trois modèles géométriques de reconstruction dans un carré de dimension [−2,2]cm.

Tissu Conductivité (mS/cm)
Muscle 0.56 à 8

Sang 6.67
Poumon 0.42 à 1.38
Graisse 0.40

Os 0.06
Tissu cardiaque (myocarde) 2 à 4

Tab. 6.1 : Tableau des conductivités des tissus [66].

de 0.35 cm sur l’échelle [−2,2] et de 3.5cm sur l’échelle plus réaliste [−30,30]. On peut observer dans

les figures 6.4 et 6.5 les reconstructions pour les deux échelles, où les mesures ont été générées à l’aide

d’une grille de taille 800×800, tandis que la reconstruction a été effectuée à l’aide d’une grille de taille

400×400 dans le code séquentiel.

On constate que notre méthode rencontre des difficultés de reconstruction, notamment sur l’échelle

plus réaliste [−30,30], où l’on perd en précision avec une grille de taille 400×400 pour la reconstruction.

Ces résultats sont sans doute les limites de l’algorithme très simple et naïf que nous utilisons pour la

reconstruction. Une reconstruction à l’aide d’un algorithme plus robuste, comme la variation totale
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Fig. 6.3 : Trois modèles géométriques de reconstruction dans un carré de dimension [−30,30]cm.

Fig. 6.4 : Reconstruction dans une géométrie simplifiée du torse, dans un carré [−2,2].
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Fig. 6.5 : Reconstruction dans une géométrie simplifiée du torse, dans un carré [−30,30].

(TV), donnerait de meilleurs résultats. La TV est une approche de régularisation bien connue et

largement utilisée, qui favorise les variations nettes dans les images reconstruites [163]. On note aussi

qu’augmenter la précision pour la reconstruction pourra éventuellement aider dans la qualité de la

reconstruction. Cela sera possible grâce au code parallèle présenté dans le chapitre 5 lorsque la partie

problème inverse sera développée.

Dans la section suivante, nous visons à tester à nouveau notre méthode numérique en utilisant des

données réelles pour la détection de matériaux dans un réservoir d’eau saline.

6.3 Données réelles pour l’EIT

Dans cette section, nous présentons notre travail avec les jeux de données expérimentaux disponibles

en libre accès dans [80] pour tester notre méthode. En effet dans [80] Andreas Hauptmann et al.

voulaient diffuser des données de mesures EIT issues de configurations expérimentales simples dans le

but de les utiliser pour tester et développer des méthodes de reconstruction d’images. Les expériences

ont été menées en utilisant un réservoir cylindrique plat rempli de solution saline. Des inclusions

électroconductrices et résistives ont été insérées à l’intérieur du réservoir, ces inclusions s’étendent du

fond du réservoir à la surface supérieure de la solution saline comme on peut le voir sur la Figure 6.8. On

note aussi que les électrodes sur la surface interne du réservoir s’étendaient également du haut vers le

bas. Les données de mesure sont adaptées à la tomographie d’impédance électrique bidimensionnelle

(2D EIT). L’ensemble de données se compose de deux éléments principaux :

• Modèles de courant et mesures de tension.

• Photographies du réservoir et des cibles.
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Fig. 6.6 : À gauche : une configuration expérimentale pour la collecte de données EIT en 2D avec une
configuration homogène et une autre avec deux inclusions plastiques. À droite : le système
de mesure KIT4 à l’Université de Eastern-Finland [80]. Images issues de [80]

.

Ces données ont été générées pour un ensemble de 37 cas d’inclusions croissantes en termes de com-

plexité, commençant par des cas comportant une seule inclusion pour progresser vers des inclusions

plus sophistiquées avec différentes valeurs de conductivité. Pour les mesures, un total de 79 injections

de courant en paire ont été utilisées. Les courants injectés peuvent être classés en cinq types (voir figure

6.7) :

• Ensemble 1 : Injections adjacentes. Injections entre les électrodes 1−2,2−3, ...,15−16,16−1.

• Ensemble 2 : Saut de 1. Injections entre les électrodes 1−3,2−4, ...,14−16,15−1,16−2.

• Ensemble 3 : Saut de 2. Injections entre les électrodes 1−4,2−5, ...,13−16,14−1, ...,16−3.

• Ensemble 4 : Saut de 3. Injections entre les électrodes 1−5,2−6, ...,12−16,13−1, ...,16−4.

• Ensemble 5 : Toutes contre 1. Injections entre les électrodes i −1, où i = 2, ...,16.

Ici, la première électrode j dans la paire d’électrodes j −k fait référence à l’électrode portant un courant

positif, et la deuxième électrode k porte le courant négatif. Les injections de courant sont illustrées sur

la figure 6.7.

Dans notre contexte, nous entreprenons la reconstruction simultanée de la conductivité et de l’impé-

dance de contact en utilisant notre méthode à frontière immergée conjointement avec l’algorithme de

descente de gradient. Notre démarche commence naturellement par aborder les cas les plus simples

dans [80] : une configuration avec une inclusion proche du bord.

Voici les informations sur le dispositif expérimental utilisant le réservoir de forme cylindrique circu-

laire :
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Fig. 6.7 : Schémas d’injection de courant utilisés dans les expériences. Les barres rouges et bleues sur
les électrodes indiquent respectivement les courants positifs et négatifs circulant à travers
les électrodes [80]

• Le diamètre du réservoir était de 28 cm.

• Les électrodes composées d’acier inoxydable étaient de hauteur 7 cm, largeur 2,5. Elle ont été

fixées de manière équidistante sur la surface interne du réservoir.

• Le réservoir a été rempli de solution saline jusqu’à une hauteur de 7 cm, c’est-à-dire jusqu’au

niveau supérieur des électrodes

• La valeur mesurée de la conductivité de l’eau était de 0.3ms.cm-1 et la température était de 19°C.

• Les amplitudes des courants étaient de 2mA et leurs fréquences étaient de 1 kHz.
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Fig. 6.8 : Les deux configurations d’inclusion considérées : à gauche, une inclusion circulaire en
plastique, et à droite, une inclusion en métal.

Dans notre code nous avons considéré un disque de rayon 14cm dans un carré [−20,20] où nous avons

placé 16 électrodes de manière équidistante sur le bord du domaine de longueur 2.5cm avec une grille

de taille 500×500. Nous avons obtenu les reconstructions présentées sur la figure 6.9 :

Fig. 6.9 : Reconstruction des cas présentés sur la figure 6.8 à l’aide de l’ensemble de données 1 avec
16 électrodes.
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On note que les impédances de contact entre les électrodes et la solution saline étaient inconnues, elles

ont été reconstruites simultanément avec la conductivité dans les tests que nous avons menés [197].

Comme on peut le voir sur la figure 6.9, notre méthode n’arrive pas à reconstruire les inclusions dans

le volume du réservoir. Cela peut être dû au fait que nous utilisons un algorithme très simple pour la

reconstruction. En effet, dans [80], deux exemples de reconstructions ont été réalisés où une recons-

truction simultanée de la conductivité et de l’impédance de contact a été réalisée : l’un en utilisant

une régularisation favorisant une "smoothness prior" [118], et l’autre en utilisant une régularisation

TV isotropique [72]. Ces deux méthodes ont abouti à de bonnes reconstructions. On soupçonne que

l’utilisation d’un algorithme de reconstruction plus robuste pour le problème inverse conduira à de

meilleurs résultats. Nous notons également que l’augmentation de la précision avec laquelle nous

résolvons le problème direct peut également avoir un impact sur la qualité des reconstructions. Après

l’implémentation du problème inverse dans le code parallèle, nous pourrons tester les reconstructions

avec des tailles de grille beaucoup plus importantes.
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Conclusion et perspectives 7
Dans cette thèse, nous avons étudié le problème inverse de la tomographie par impédance électrique

(EIT) dans le contexte électrocardiographique. L’EIT est une méthode d’imagerie non invasive qui

permet de déduire la conductivité électrique et l’impédance d’une partie du corps à partir de mesures

effectuées à l’aide d’électrodes de surface. Ces mesures sont ensuite utilisées pour créer une image to-

pographique de la zone en question. Sur le plan expérimental, un ensemble d’électrodes (généralement

entre 16 et 32 électrodes) est fixé à la surface du corps. Un courant électrique est appliqué séquentielle-

ment à travers des paires d’électrodes sélectionnées, et les tensions résultantes sont mesurées sur les

autres paires d’électrodes.

Nous cherchons à reconstruire la conductivité dans le volume du domaine d’intérêt. Mathématique-

ment, ce problème correspond au problème de Calderón, qui est un problème inverse très mal posé.

Pour modéliser le problème direct, plusieurs modèles sont disponibles. Nous avons présenté les dif-

férents modèles dans l’ordre de complexité, en commençant par le modèle le plus simple, le modèle

"continuum", puis en présentant des modèles plus réalistes qui prennent en compte la modélisation de

l’injection de courant à travers des électrodes. Nous avons également exposé et expliqué les différentes

possibilités pour modéliser l’injection de courant à travers la frontière du domaine. Nous nous sommes

intéressés spécifiquement au modèle d’électrode complet (CEM), et en nous appuyant sur le CEM,

nous avons proposé un CEM généralisé qui prend en considération des termes sources non nuls pour

obtenir une solution régulière, utile pour les études numériques. Nous avons présenté une étude

mathématique du modèle généralisé complet et montré que le problème est bien formulé.

Pour résoudre le problème direct, nous avons défini notre méthode numérique de frontière immergée

sur une grille cartésienne. Notre frontière a été représentée de manière implicite et immergée dans la

grille cartésienne à l’aide d’une fonction level-set. Nous avons montré que cette méthode converge à

l’ordre 1 pour la solution, en utilisant le principe du maximum discret. Ensuite, nous avons mené une

étude numérique de convergence pour valider nos résultats théoriques. Nous avons également effectué

une étude de convergence numérique pour le gradient de la solution, qui s’est révélée converger

également à l’ordre 1.

Pour le problème inverse, nous avons d’abord considéré le problème de la conductivité inverse, visant

à reconstruire la conductivité à l’intérieur d’un domaine. Nous avons présenté notre algorithme de

descente pour calculer la direction de descente, en choisissant une méthode très simple basée sur la

différentiabilité de Fréchet de la solution du problème direct par rapport à la conductivité. Ensuite,

nous avons présenté des exemples de reconstruction avec des données synthétiques que nous avons
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créées nous-mêmes. Nous reconnaissons que dans un problème d’EIT, d’autres paramètres peuvent

être inconnus, tels que l’impédance de contact, nous avons abordé le problème inverse de la recons-

truction de l’impédance de contact avec un algorithme similaire à celui utilisé pour la conductivité.

Ensuite, nous avons présenté une reconstruction simultanée de la conductivité et de l’impédance de

contact. S’inspirant des études menées dans [48, 49], nous avons également considéré une étude de

la reconstruction des paramètres de géométrie, qui peuvent aussi être considérés comme inconnus

dans le problème de l’EIT, où le manque de connaissance de ces paramètres affecte la qualité de la

reconstruction. Nous avons donc été confrontés à un problème de géométrie mobile. Une direction de

descente a été calculée en se basant sur la notion de dérivée de forme obtenue à partir d’une formule

d’échantillonnage. Le fait que notre méthode numérique utilise des grilles cartésiennes non adaptées

a facilité notre étude de reconstruction et a évité une étape de remaillage qui aurait été inévitable si

nous avions utilisé une méthode numérique requérant un maillage adapté. Nous avons présenté des

reconstructions numériques des positions des électrodes, puis nous avons présenté les résultats de

reconstruction du paramètre qui détermine la forme de la frontière du domaine. Nous avons observé

que notre méthode parvient à reconstruire avec une précision satisfaisante les paramètres géomé-

triques, mais dans des cas complexes impliquant des déformations importantes, la précision de la

reconstruction diminue.

Dans le contexte de cette thèse, nous avons développé des codes de calcul scientifique dédiés à la

résolution du problème de l’EIT. Le premier code développé est un code séquentiel pour le problème

direct et inverse de l’EIT, qui a servi pour nos reconstructions et nos tests numériques tout au long

de la thèse. Cependant, pour étendre nos études en 3D, un code plus puissant était nécessaire. Nous

avons donc choisi de développer un code parallèle 2D en C++ en utilisant MPI, couplé avec le solveur

parallèle PaStiX. Nous avons observé des améliorations en termes de capacité de résolution concernant

la taille de la grille. Nous avons donc mené une étude de convergence avec des matrices de plus grande

taille. Cependant, une optimisation du code est toujours nécessaire pour améliorer la vitesse de notre

code.

Comme cette thèse a été menée avec pour visée applicative finale l’électrocardiographie, nous nous

sommes intéressés à la reconstruction des conductivités dans le volume du torse humain. Dans une

première étape vers cet objectif, nous avons présenté un modèle simplifié du torse humain avec des

inclusions représentant les poumons et le cœur, dans une géométrie similaire à celle du torse. Pour

tester davantage notre méthode, nous avons évalué sa capacité de reconstruction avec des données

réelles accessibles concernant le volume d’un réservoir d’eau. Notre méthode a rencontré des difficultés

face à ces scénarios plus réalistes. En effet, l’utilisation d’un algorithme de reconstruction simple limite

notre habileté de reconstruction.

Les perspectives de travail sont nombreuses, notamment pour la partie développement de code, où

nous avons les objectifs suivants :

• Premièrement L’optimisation du code parallèle : spécifiquement l’interfaçage avec PasTiX et les

communications dans le code.
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• Le but final est de pouvoir utiliser les informations reconstruite par l’EIT dans les modèles

d’ECGI. Pour cela on a besoin d’un code qui considère notre problème en 3D avec les méthodes

de frontière immergée.

• Implémentation de la partie problème inverse dans le code parallèle. Pour réduire le temps

de calcul de notre problème inverse, une idée consiste à approcher l’inverse de la matrice du

problème direct, ce qui permettrait de réduire le nombre de résolutions à une résolution par

itération du problème inverse.

Pour le problème inverse, un algorithme de reconstruction plus robuste doit être développé. Nous

nous intéressons précisément à l’algorithme bayésien, où le problème inverse est reformulé sous

la forme d’une inférence statistique. Cela va permettre d’obtenir des reconstructions plus précises,

notamment dans des cas réalistes. Nous pourrons ensuite les tester avec les données réelles en libre

accès disponibles en 2D .
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