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Abstract : This thesis concerns severe accidents in a Sodium-cooled Fast Reactor (SFR). Theterm severe accident refers to nuclear accidents involving partial or total melting of the core,which forms a mixture of molten materials known as corium. Such accidents have occurred inthe past in nuclear reactors of different types : the Three Mile Island accident in 1979 involving aPressurised Water Reactor, the Chernobyl accident in 1986 involving an RBMK-type reactor, andthe Fukushima accidents in 2011 involving Boiling Water Reactors. Although rare, these disas-ters are possible. The probability of occurrence and the consequences must be anticipated andreduced as far as possible. These studies present nuclear safety issues.In the study of severe accidents in nuclear reactors, a major problem is the cooling of thecorium when it is in the form of bed of resolidified particles called the debris bed. The majorityof models treat this debris bed as an immobile porousmedium. But these debris are not bondedand they are able to move under the influence of sodium flows. This thesis focuses specificallyon the study of these movements, which lead to the self-leveling of the initially conical debrisbed. A theoretical macroscopic multiphase flow model with heat source term and phase changeincluding a mobile particulate solid phase is proposed. This model is then partially implementedin the OpenFOAM open source C++ computational platform and verified.
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Âkj Coefficient d’interaction dynamique hors changement d’état de la phase k relative à la vitesse
moyenne de la phase j m−2

Â∗
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µ(J) Coefficient de friction granulaire visqueux −

νk Viscosité cinématique de la phase k m2.s−1

νkEff Viscosité cinématique effective de la phase k m2.s−1

ξk Grandeur quelconque de la phase k
ρk Masse volumique de la phase k kg.m−3

∆ρkk′ Écart entre les masses volumiques des phases k et k′ kg.m−3

σ Tenseur des contraintes des particules Pa

τck Temps caractéristique de convection de la phase k s

τtk Temps caractéristique de diffusion thermique de la phase k s

τvk Temps caractéristique de diffusion visqueuse de la phase k s

τk Tenseur des contraintes visqueuses Pa

φlg Flux massique de changement d’état du sodium à l’interface liquide-gaz kg.m−2.s−1

ϕpk Flux thermique de la particule p vers la phase k J.m−2.s−1

ψk Grandeur scalaire quelconque de la phase k
ψk Grandeur vectoriel quelconque de la phase k
ψk Grandeur tensorielle quelconque de la phase k
⟨ψk⟩ Moyenne de phase de la grandeur ψk
⟨ψk⟩k Moyenne intrinsèque de la grandeur ψk
⟨ψk⟩p Moyenne particulaire de la grandeur ψk
⟨ψk⟩kk′ Moyenne surfacique de la grandeur ψk sur la surface de l’interface entre les phases k et k′
ψ̃k

k Déviation de la grandeur ψk par rapport à la moyenne intrinsèque
ψ̃k

p Déviation de la grandeur ψk par rapport à la moyenne particulaire
Indices

∞ Désigne une grandeur à l’état stationnaire
c Désigne le corium ou la phase continue
d Désigne la phase dispercée
f Désigne les phases fluides (l, g)
f ′ Désigne les phases fluides (l, g) différentes de f

i Désigne les phases (l, s)
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j Désigne les phases (l, g, s)
k Désigne les phases (l, g, s)
k′ Désigne les phases (l, g, s) différentes de k

m Désigne le mélange
p Désigne les propriétés de la particule p
q Désigne les particules du VER
q′ Désigne les particules extérieures au VER en contact avec des particules du VER
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DEM Méthode aux Éléments Discrets
DNS Direct Numerical Simulation
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LBM Lattice Boltzmann Method
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PM Premier Membre
SM Second Membre
QDM Quantité De Mouvement
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RNR-Na Réacteur à Neutrons Rapides refroidi au Sodium
ULOF Unprotected Loss Of Flow
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Introduction

Dans unmonde subissant les effets du changement climatique dû aux émissions de gaz à effet de
serre, l’énergie nucléaire est une source d’énergie fiable et bas carbone. Les centrales nucléaires tirent
leur puissance de la réaction de fission nucléaire. La fission nucléaire est la réaction par laquelle un
noyau d’atome lourd dit fissile est scindé en deux plus petits noyaux appelés produits de fission
suite à l’absorption d’un neutron. Cette réaction produit une grande quantité d’énergie, notamment
sous la forme de chaleur. Elle peut aussi produire des neutrons en plus des produits de fission, qui
dans les bonnes conditions peuvent entraîner la fission induite des atomes fissiles proches. C’est la
réaction en chaîne. En maîtrisant cette réaction en chaîne, les centrales nucléaires produisent une
grande quantité de chaleur que l’on peut convertir en électricité. Pour cela, on procède demême que
pour les centrales thermiques. On génère de la vapeur d’eau avec la chaleur extraite et on détend
cette vapeur dans un alternateur qui produit de l’électricité.

Il existe cependant de très nombreux concepts de réacteurs nucléaires utilisant différents com-
bustibles, caloporteurs (système d’extraction de la chaleur), différentes puissances, etc. Les plus ré-
pandus dans le monde sont les réacteurs à eau légère, également les plus répandues en France sous
la forme de Réacteurs à Eau Pressurisée (REP) dits de génération III. Mais de nombreux autres
types de réacteur existent ou sont à l’étude et notamment ceux dits de génération IV. Ils sont définis
autour de 4 axes d’amélioration principaux :
Durabilité : Production d’énergie à long terme et réduction des déchets nucléaires.
Sûreté et fiabilité : Être plus sûres par conception.
Non prolifération : Limiter au maximum leur intérêt pour la production d’arme nucléaire.
Économique : Faire cela à des coûts et des risques financiers compétitifs avec les autres réacteurs.
Parmi ces réacteurs, on peut citer la filière des Réacteurs à Neutrons Rapides refroidi au Sodium
(RNR-Na). Ces réacteurs utilisent des neutrons très énergétiques dits rapides contrairement aux
réacteurs à eau légère qui fonctionnent avec des neutrons modérés dits thermiques. Cela permet
entre autres d’élargir la gamme de noyaux pouvant servir de combustible. Le sodium est justement
choisi parce qu’il modère très peu les neutrons, et entre autres parce qu’il conduit très bien la chaleur
et favorise les écoulements par convection naturelle. La France s’est dotée de plusieurs RNR-Na par
le passé : d’abord avec les réacteurs de recherche Rapsodie (1967-1983), puis Phénix (1973-2010) et le
démonstrateur industriel Superphénix (1984-1998) et a travaillé sur le projet ASTRID pour Advanced
Sodium Technological Reactor for Industrial Demonstration.

La Fig. 1 schématise les éléments constitutifs d’un RNR-Na. Le réacteur à proprement parler (partie
gauche de la figure) est placé dans un bâtiment généralement en béton appelé l’enceinte. Le réacteur
est quant à lui contenu dans une grande cuve en acier. Cette cuve peut contenir plus ou moins de
dispositifs selon les concepts. Dans le projet ASTRID, on trouve notamment les échangeurs de chaleur
et les pompes primaires en périphérie. Au centre, outre les dispositifs de contrôle et de mesure,
on trouve le combustible. Celui-ci, sous forme de pastilles annulaires, est aligné dans une aiguille
protégée par une gaine. Ces gaines sont disposées en assemblages hexagonaux fermés verticaux

21



Figure 1 – Schéma de fonctionnement d’un RNR-Na.
qui forment le cœur. Sous le cœur, on trouve le sommier, et ils sont tous deux soutenus dans la cuve
par le platelage.

Comme tout dispositif industriel, les centrales nucléaires sont susceptibles de subir des incidents
et hypothétiquement des accidents. Leur nature nucléaire rend ces accidents très dangereux pour les
populations et pour l’environnement. On parle d’accident grave lorsque qu’après une succession de
dysfonctionnements importants, le cœur entre en fusion totale ou partielle. Il forme alors un magma
d’acier et de combustible fondus que l’on nomme corium. Les quatres accidents graves ayant sur-
venus sont : SRE de Santa Susanna en 1959 et de Three Mile Island (TMI-2) en 1979 aux États-Unis,
Chernobyl en 1986 en Ukraine, et Fukushima Daiichi en 2011 au Japon. À ce jour, aucun accident de
ce type n’est connu pour des RNR-Na. On les étudie cependant préventivement de sorte à réduire la
probabilité que ces événements surviennent par conception : c’est la prévention. Mais on les étudie
également pour mettre en place des dispositifs de sûreté permettant de limiter les conséquences
d’un accident s’il survient. On parle de mitigation. Cette thèse traite du lit de débris de corium qui
peut apparaître lors d’un accident grave en RNR-Na afin de contribuer au dimensionnement du dis-
positif de mitigation qu’est le récupérateur de corium, placé au-dessus du fond de cuve et destiné à
recevoir le corium lors de sa relocalisation gravitaire. En entrant dans le plenum inférieur, le corium
se fragmente au contact du sodium froid, en débris de corium solide qui sédimentent en un lit de
débris sur le récupérateur.
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Dans cette thèse, on présente le contexte dans le premier chapitre § 1 : soit la formation du lit
de débris de corium et sa phénoménologie, mais aussi un état de l’art sur les écoulements granu-
laires, avant de présenter la méthode de modélisation choisie pour suivre la configuration du lit de
débris dans le temps. On établit alors un modèle macroscopique théorique du lit de débris selon
cette méthode dans le chapitre § 2. Puis on réalise une implémentation partielle de ce modèle dans
le chapitre § 3 que l’on vérifie. On résume finalement les conclusions de cette étude et les perspectives
qu’elle ouvre.
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1 - Chapitre 1 : Contexte

Dans ce premier chapitre, on pose le cadre de cette étude. Premièrement, on expose les condi-
tions de formation, les caractéristiques et la phénoménologie d’un lit de débris de corium pouvant
exister dans le cas hypothétique d’un accident grave sur un Réacteur à Neutrons Rapides refroidi au
Sodium (RNR-Na), permettant de comprendre les enjeux de sûreté associés. On présente ensuite des
travaux de modélisation et expérimentaux visant à le décrire. Cette présentation conduit à s’intéres-
ser à l’évolution temporelle de la configuration du lit de débris et en particulier au mouvement de la
phase solide particulaire qui le compose. On présente alors les écoulements granulaires et la diversité
des modélisations existantes dans la littérature. On estime ensuite des nombres adimensionnels ca-
ractéristiques pour ces études permettant de déterminer les phénomènes prépondérants et devant
être considérés et de choisir l’approche de modélisation la plus adaptée. Enfin, on donne la méthode
choisie et l’on explicite les raisons de ce choix.

1.1. Accidents graves et lits de débris

Ce manuscrit porte sur la modélisation du comportement thermohydraulique d’un lit de débris
de corium sur le récupérateur en RNR-Na au cours d’un accident grave et plus particulièrement sur le
nivellement de ce lit. Onparle d’accident gravedans le cadre des réacteurs nucléaires lorsque le cœur
entre en fusion partielle ou totale, à la suite d’une succession de dysfonctionnements importants.
Ces travaux sont donc justifiés par des enjeux de sûreté. L’objectif de la gestion de crise est alors
d’empêcher, sinon de limiter, tout rejet radioactif vers l’extérieur afin de protéger les populations et
l’environnement. Pour cela, on doit maintenir autant que possible l’intégrité de la deuxième barrière
de sûreté (la cuve) et de la troisième barrière (l’enceinte), la première barrière (la gaine) ayant perdu
son intégrité. Le récupérateur de corium, situé en fond de cuve (voir Fig. 1.1), est un élément qui a
justement pour objectif de protéger la deuxième barrière.

Une fois en situation d’accident grave, les éléments constitutifs de la structure du cœur forment
une sorte de magma d’acier et de combustible fondus que l’on nomme le corium. Ce mélange en
fusion, extrêmement chaud (≈ 3000K) et dense, est difficile à contenir. Le corium se relocalise alors
dans le réacteur et occasionne de nombreux phénomènes. L’enchaînement de ces situations au cours
du temps lors d’un accident grave compose une séquence accidentelle. Dans cette section, on pré-
sente une séquence accidentelle menant à la formation d’un lit de débris sur le récupérateur de co-
rium d’un RNR-Na. On précise alors ensuite ce qu’est un lit de débris, quelles sont ses caractéristiques
et pourquoi on se propose de le modéliser dans cette thèse.

1.1.1. La Séquence accidentelle (RNR-Na)
On présente un exemple de séquence accidentelle hypothétique en RNR-Na de type ASTRID, à

l’origine de la formation d’un lit de débris [15] [184]. On considère un scénario ULOF (Unprotected
Loss Of Flow) [6] caractérisé par la perte de débit du caloporteur dans le cœur en puissance. Elle est
schématisée par la Fig. 1.1.
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Après une succession de dysfonctionnements importants, on considère le scénario ULOF. Une
partie du combustible chauffe jusqu’à atteindre sa température de fusion (≈ 3000 K). Une portion
d’une ou plusieurs gaines fondent et forment un corium. On est en situation d’accident grave. Avec la
fonte des assemblages voisins, on observe la formation d’un bain de corium liquide très chaud et très
dense dans le cœur. Sous cette forme, la réactivité du combustible d’un réacteur à neutrons rapides
augmente suite à sa compaction, contrairement au réacteur à neutrons thermiques. Le réacteur est
pourvu de tubes de transfert, canaux verticaux remplis de caloporteur (sodium) traversant le cœur,
le sommier et le platelage. Ils permettent de relocaliser le corium liquide hors de la zone du cœur le
plus rapidement possible afin de diminuer la réactivité. Ils doivent également permettre de limiter la
dégradation du cœur et de diminuer l’inventaire de corium créé tout en le dirigeant vers le dispositif
destiné à sa réception : le récupérateur de corium. Le corium rencontre le caloporteur froid une
première fois lorsqu’il perce les tubes de transfert. Une première fragmentation partielle du corium
qui se resolidifie au contact du sodium beaucoup plus froid et une explosion de vapeur peuvent
survenir [44].

On considère que le corium liquide se relocalise vers le fond de la cuve selon les tubes de transfert.
Il entre alors une seconde fois en contact avec le caloporteur froid dans la partie inférieure de la
cuve (plénum inférieur). Il se solidifie de nouveau et se fragmente en de nombreux débris sous
l’action de différents phénomènes comme l’explosion de vapeur, le refroidissement de gouttelettes
ou la fragmentation thermique du corium resolidifié en contact avec le caloporteur sodium [168].

Figure 1.1 – Schéma de la séquence accidentelle dans la cuve d’un RNR-Na.
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Ces phénomènes sont regroupés sous l’appellation d’interaction corium caloporteur ou FCI pour Fuel
Coolant Interaction [89]. Les débris sédimentent ensuite sous l’effet de la gravité, et forment un lit de
débris sur le récupérateur de corium qui protège le fond de cuve [168].

Le lit de débris de corium, supposé sous-critique, est le siège de la puissance résiduelle du com-
bustible issue des produits de fission. Le sodium qui immerge le lit de débris doit permettre son
refroidissement et stabiliser le corium dans cet état. Si l’évacuation de la chaleur est insuffisante, la
température du lit pourrait atteindre à nouveau la température de fusion du combustible. Ils forme-
raient alors de nouveau un bain de corium, qui pourrait ablater à terme le récupérateur, et couler
vers le fond de la cuve, puis la percer [57]. On perdrait ainsi l’intégrité de la deuxième barrière et
seule l’enceinte de confinement protégerait l’environnement contre la contamination radioactive.

On s’intéresse spécifiquement au lit de débris dans ce manuscrit et toutes les étapes et tous les
phénomènes menant à la formation du lit de débris, ou postérieur à la fusion totale ou partielle des
débris sont hors du cadre de cette étude.

1.1.2. Caractéristiques d’un lit de débris en RNR-Na

Le lit de débris se compose de nombreuses particules de corium solidifiées, immergées dans du
sodium liquide qui peut atteindre l’ébullition. Selon les travaux de Schummer [168] et de Geroudet &
Balard [75], le lit de débris peut recouvrir le récupérateur sur une surface entre 10 et 40m2 pour une
hauteur de 2 à 10 cm. Il se compose de débris de corium solidifiés (d’acier ou de combustible), de tailles
très variables (30 µm à 10mm), pour une porosité comprise entre 0.38 et 0.42. La taille des débris est
plutôt uniformément répartie bien que certaines expériences aientmontré soit unemajorité de petits
débris, soit une majorité de gros débris, comme le montre la Fig. 1.2. On peut estimer le nombre de
débris par la formule (1.1) à entre 2.8 · 104 et 2.2 · 1013 particules, à partir du volume précédemment
évoqué et pour des débris supposés sphériques.

Ntot =
Vc
Vp

=
εsSH
π
6d

3
(1.1)

où Ntot est le nombre total de débris, Vc est le volume de corium du lit de débris et Vp celui d’uneparticule de corium considérée sphérique. εs représente le taux d’occupation volumique solide, S la
surface du lit nivelé,H sa hauteur et d le diamètre des débris.

Ces débris sont formés sous l’action de divers phénomènes et sont donc de composition, de taille
et de forme très diverses. Par exemple, les débris d’acier peuvent se former à partir de gouttes en fu-
sion refroidies par le sodium formant des débris pratiquement sphériques. Tandis que les débris
de combustible peuvent se former par fragmentation thermique de gouttes partiellement solidi-
fiées [168]. Les débris incluant du combustible sont la source d’une puissance résiduelle issue des
produits de fission qui se traduit par une importante production de chaleur. Ils admettent une puis-
sance spécifique entre 1 et 5W.g−1 d’UO2 pour des coulées de corium entre quelques tonnes et plus
d’une centaine de tonnes [36]. On résume les propriétés des débris dans la Table 1.1.
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Figure 1.2 – Taille des particules selon le pourcentage massique de corium pour différentesexpérimentations de fragmentation.Extrait du rapport de Schummer [168].
Grandeur Notation Estimation
Hauteur H 2 − 10 cmSurface S 10 − 40m2

Diamètre d’un débris d 30 µm − 10mmNombre total de débris Ntot 2.8 · 104 − 2.2 · 1013Porosité 1− εs 0.38− 0.42Puissance résiduelle q̇s 1000− 5000W.kg−1 d’UO2Densité des débris de corium ρs 8000− 11000 kg.m−3

Table 1.1 – Caractéristiques des débris en RNR-Na.
On suppose que l’inventaire en sodium n’est significativement pas perdu pendant l’accident. Le lit

de débris reste donc immergé dans du sodium liquide et gazeux. Geroudet & Balard [75] donne une
température de saturation de 1253K qui implique une pression de vapeur saturante de 2.3 bar [17]. Il
est possible que la température dans le lit atteigne cette température d’ébullition, et ainsi qu’une par-
tie du sodium liquide se vaporise. Le sodium liquide présente une très bonne conductivité thermique(
≈ 60W.m−1.K−1

) [114]. On résume les caractéristiques du sodium liquide dans la Table 1.2.
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Grandeur Notation Estimation
Conductivité thermique du sodium liquide λl 50− 80W.m−1.K−1

Température d’ébullition du sodium T sat 1253KDensité du sodium liquide ρl 700− 850 kg.m−3

Viscosité dynamique du sodium liquide ηl 1.23 · 10−4 − 2.39 · 10−4 kg.m−1.s−1

Chaleur latente massique de vaporisation ∆hvap 3.9 · 106 J.kg−1

Table 1.2 – Caractéristiques du sodium liquide en RNR-Na.
Pour estimer plus finement les propriétés du sodium, on rapporte les corrélations qui suivent.

Celles donnant la densité (1.2), la viscosité dynamique (1.4), la conductivité thermique (1.6) et la ca-
pacité calorifique (1.7) du sodium liquide sont issues de l’ouvrage de Bonin et al. [17]. La densité de
la vapeur de sodium est estimée à partir de la loi des gaz parfaits (1.3). La viscosité dynamique de la
vapeur de sodium (1.5) est estimée à partir de la corrélation de Stefanov et al. [178] issue du livre de
Foust [70].

ρl = 950.0483− 0.2298Tl − 1.46045 · 10−5T 2
l + 5.6377 · 10−9T 3

l kg.m
−3 (1.2)

ρg =
PgMNa

R(Tg + 273.15)
(1.3)

log ηl = −2.4892 +
220.65

Tg
− 0.4925 log Tg kg.m

−1.s−1 (1.4)
ηg = 1.4273 · 10−5 + 6.083 · 10−9(Tg − 273.15) kg.m−1.s−1 (1.5)

λl = 135.6− 0.167(Tl − 273.15)W.m−1.K−1 (1.6)
Cpl = 1436.715− 0.5805(Tl − 273.15) + 4.6273 · 10−4(Tl − 273.15) J.kg−1.K−1 (1.7)

où Tl et Tg sont respectivement la température en K du sodium liquide et gazeux. Pg désigne la
pression du sodium gazeux,MNa est la masse molaire du sodium et R représente la constante des
gaz parfaits. λl et Cpl symbolisent respectivement la conductivité thermique et la capacité calorifique
du sodium liquide.

1.1.3. Phénoménologie d’un lit de débris en RNR-Na
Le lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na est un système complexe faisant inter-

venir de nombreux phénomènes à la frontière des différentes disciplines de la physique que sont la
thermohydraulique, les écoulements granulaires et les écoulements en milieu poreux. Il s’agit aussi
d’un milieu multi-échelle avec des phénomènes microscopiques à la surface des débris et des phéno-
mènes d’ensemble à l’échelle de lit (échellemacroscopique). Nombre de ces phénomènes sont décrits
en détail dans le rapport de Schummer [168] et de Geroudet & Balard [75].

1.1.3.1. Formation du lit de débris
Les débris se forment quand le coriumentre en contact avec le sodium liquide bien plus froid dans

le plénum inférieur ou les tubes de transfert. Ils sédimentent sous l’effet de la gravité et constituent
un tas sous la sortie du tube de transfert. Cette fragmentation du jet de corium lors de sa pénétration
dans le sodium liquide s’accompagne d’une vaporisation d’une partie du sodium. La sédimentation
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des débris est affectée par cet écoulement de vapeur, et le tas débris final n’est pas nécessairement
conique (convexe),mais peut aussi prendre des formes trapézoïdales ou concaves. Ces configurations
obtenues expérimentalement par Cheng et al. [30] ou Shamsuzzaman et al. [169] par sédimentation
de particules avec injection de gaz à contre-courant sont représentées sur la Fig. 1.3.

Figure 1.3 – Configurations possibles du lit de débris après sédimentation avec injection de gaz àcontre-courant.Extrait des travaux de Cheng et al. [27].
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Figure 1.4 – Cas expérimental de ségrégation par diamètre après sédimentation gravitaire dans de l’eau.Extraits des travaux de Sheikh et al. [170]
Plusieurs phénomènes sont à l’origine de la fragmentation des débris qui sont alors de composi-

tions, de formes et de tailles variées [168]. Par exemple, certains débris se forment par solidification
de goutte d’acier en fusion au contact du sodium et ont une forme sphérique peu rugueuse. À l’in-
verse, les débris de combustible peuvent se former par fragmentation thermique de plus gros débris
de corium resolidifié au contact du caloporteur, sous l’action de la dilatation thermique. Ils forment
ainsi des débris rugueux et plus aplatis que les débris métalliques. Les propriétés de ces débris in-
fluencent leur sédimentation et on peut observer des hétérogénéités dans le lit de débris. On parle
de ségrégation dans le cadre de l’étude des écoulements granulaires. On peut alors envisager un lit
de débris stratifiés entre débris métallique et débris combustible à cause de l’influence de la densité
sur la sédimentation [141], ou celle de la forme des débris [130]. On peut également envisager un
regroupement des débris selon leur taille. En effet, on sait que lors de l’effondrement d’une colonne
ou de la formation d’un tas par écoulement gravitaire, les plus gros débris ont tendance à rester au
centre du tas [170] (voir Fig. 1.8). Ces hétérogénéités ont une influence sur le comportement du lit de
débris, que l’on exposera après avoir présenté les phénomènes dans le cas d’un lit homogène.

1.1.3.2. Les Écoulements d’un lit de débris
Le sodium liquide environnant pénètre par écoulement gravitaire et capillaire dans le lit de débris.

Il évacue alors la puissance résiduelle issue des débris du fait de sa grande conduction thermique et
de son augmentation de température. Le sodium circule alors dans le lit par convection naturelle. Il
peut atteindre la température de vaporisation et entrer en ébullition. On est alors en présence d’un
écoulement diphasique de sodium (liquide et vapeur) dans le lit comme le représente la Fig. 1.5.
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Figure 1.5 – Schéma de l’écoulement de convection naturelle dans un lit de débris de corium.
Bien qu’une partie de la vapeur puisse se diriger sous l’effet de la pression capillaire vers le récu-

pérateur où elle se condense [168], la majeure partie de la vapeur de sodium s’échappe du lit vers
le haut. Ces écoulements de vapeur peuvent mettre en mouvement les débris de corium. Dès que
le débit de vapeur est suffisant, la vapeur a tendance à former des canaux de vapeur qui améliorent
son évacuation. Le refroidissement du lit de débris par le sodium est alors très efficace. Cependant,
si le débit de vapeur dépasse un certain seuil, des instabilités d’Helmholtz peuvent se développer à la
sortie des canaux [75] et limiter l’évacuation de la vapeur hors du lit. La vapeur s’accumule alors dans
le lit de débris qui s’assèche. L’évacuation de la chaleur devient alors très difficile à travers la vapeur
peu conductrice et sans changement de phase. La température dans le lit ne cesse donc de monter
jusqu’à atteindre la température de fusion du combustible. Un nouveau bain de corium se forme sur
le récupérateur, on sort alors du cadre de cette étude.

Figure 1.6 – Schéma du nivellement d’un lit de débris de corium sous ébullition.Traduit des travaux de Cheng et al. [30]
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Sous l’influence des écoulements de sodium au sein du lit, les débris se mettent en mouvement.
On observe ainsi la formation des canaux de vapeur, mais surtout, la déstabilisation des débris à la
surface du lit qui tombent, de proche en proche, le long de la surface du tas, ou qui sont fluidisés [88]
avant de sédimenter à nouveau pour les plus petits débris. Ainsi, les écoulements de sodium font
évoluer la configuration de la matrice poreuse non consolidée que forment les débris qui a tendance
à s’affaisser (voir Fig. 1.6). On parle de nivellement ou d’autonivellement du lit de débris, ou plus
couramment de self-leveling [31] [130]. Ce nivellement peut avoir lieu en quelques minutes à partir de
l’ébullition du sodium [168]. Avec la formation de vapeur dans le lit de débris, des forces de cohésion
capillaires peuvent également apparaître entre les grains, et modifier la dynamique de nivellement.

1.1.3.3. Problématique neutronique et effet de la ségrégation
De par la nature du combustible des réacteurs à neutrons rapides, devant occasionner des réac-

tions de fission avec des neutrons à spectre rapide et non pas des neutronsmodérés, la configuration
en lit de débris pourrait atteindre la criticité [184]. La modération quasi nulle du sodium et sa vapori-
sation dans le lit de débris pourraient également contribuer à un retour en criticité. La criticité du lit de
débris est limitée en partie par sa géométrie (fuite neutronique). Les fuites neutroniques dépendent
notamment du rapport surface sur volume de la configuration du lit de débris. Ce rapport varie au
cours du temps alors que la configuration du lit évolue. Aussi un lit nivelé présente plus de fuites
neutroniques qu’un lit en forme de tas. On comprend l’enjeu de sûreté du suivi de la configuration
du lit de débris au cours du temps.

Figure 1.7 – Schéma de ségrégation par composition avec couche métallique supérieure.
Les phénomènes de ségrégation pourraient également avoir un impact sur la neutronique du lit

de débris. Une ségrégation selon la composition (ou la forme) des débris (voir § 1.1.3.1), pourrait en-
traîner la stratification du lit de débris avec une couche de débris métallique recouvrant les débris
de combustible, schématisé sur la Fig. 1.7. La couche métallique peut alors agir comme un réflecteur,
réduisant les fuites neutroniques. Les débris de combustibles regroupés sont compactés en compa-
raison d’un mélange homogène de débris d’acier et de combustible, augmentant le risque de retour
en criticité .

32



La ségrégation peut également avoir une influence sur le refroidissement du lit de débris. Par
exemple, dans le cas précédent, la concentration de débris combustible réduit le volume de la zone
chauffée à puissance équivalente en réduisant également la conductivité thermique effective des
débris (le combustible étant moins conducteur que les débris métalliques) [128]. Dans un cas de
ségrégation par taille (voir § 1.1.3.1), avec les plus gros débris au centre (voir Fig. 1.8), on peut imaginer
une plus faible proportion de sodiumau centre. On peut aussi imaginer une prépondérance des effets
capillaire en périphérie avec les plus petits débris pouvant tout autant améliorer l’apport en sodium
que limiter son évacuation.

Figure 1.8 – Schéma de ségrégation par diamètre après un écoulement gravitaire.
Ainsi la configuration et la composition du lit semblent importantes pour estimer le refroidisse-

ment du lit de débris et son éventuel retour en criticité. Ce document s’intéresse spécifiquement
au comportement thermohydraulique du lit de débris pour suivre l’évolution de sa configuration au
cours du temps. On ne considère pas les aspects neutroniques dans cette étude.

1.1.4. Modélisations historiques des lits de débris
Les travaux existants sur les lits de débris de corium sont particulièrement axés sur les réac-

teurs à eau légère qui représentent la majorité des réacteurs nucléaires. Parmi les premiers travaux
ont à ceux de Lipinski [115] qui proposa un modèle 1-D d’écoulement diphasique au travers d’une
matrice poreuse immobile, en étendant l’équation d’Ergun [65]. Les recherches suivantes ont long-
temps porté sur le Dryout Heat Flux ou le flux de chaleur limite conduisant à l’assèchement du lit
de débris [133]. C’est d’ailleurs l’objet du benchmark COOLOCE [181] visant à déterminer les princi-
paux paramètres influençant ce phénomène. Les travaux de Duval et al. [60] et de Sapin [161] ayant
réalisé des expériences d’ébullition et de renoyage de matrices poreuses, s’inscrivent dans cette thé-
matique. Des expériences avec des débris mobiles chauffés en volume comme PRELUDE [151] ou
PEARL [35] ont été réalisées, traitant notamment la thématique de renoyage. Récemment, l’expé-
rience MONET [128] continue ces travaux et aborde notamment les effets de la stratification, tandis
que SIMECO-2 [111] [197] s’intéresse à un lit de débris de géométrie réaliste en fond de cuve. Plusieurs
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codes de calcul ont été développés comme ICARE/CATHARE ou dans ASTEC ou COCOMO. Chakravarty
et al. [23] ont récemment proposé un nouveau modèle étudiant un lit de débris conique.

Les études sur les lits de débris spécifiquement en RNR-Na sont moins nombreuses. Geroudet &
Balard [75] reprennent les travaux de Lipinski en les adaptant aux cas des RNR-Na pour le code LI-
DEB. Des calculs SIMMER [116] [186] ont été réalisés en 2006 et ont permis de dimensionner un banc
d’expérience japonais [28] dès 2011. Ce banc d’expérience permet à la fois l’étude de la sédimenta-
tion dans un plan 2-D et dans un cylindre avec la possibilité d’injecter du gaz en bas du dispositif. Il a
été spécifiquement pensé pour l’étude des lits de débris en RNR-Na bien que le sodium soit simulé
par de l’eau. Ces expériences ont permis d’étudier expérimentalement le nivellement du lit de débris
avec des débris sphériques [199] ou non [29] [141], ou polydispersés [170]. Elles sont accompagnées
de modèles empiriques [31] [30] [130]. Ce banc d’expérience a également permis l’étude de la sédi-
mentation du lit [27] [141] [169] [170]. La méthode semble toujours active [183]. Tagami et al. [180]
propose un modèle pour la phase solide particulaire mobile basé sur les équations de Ishii & Zü-
ber [96], qui sera complété par Csengeri [44] dans sa thèse sur les écoulements de débris de corium
dans les tubes de transfert. En dehors du modèle de Tagami, il n’existe pas à notre connaissance de
modèle théorique permettant l’étude du mouvement de la phase solide adapté au cas des RNR-Na.
Cette étude propose un modèle théorique de comportement thermohydraulique du lit de débris de
corium en RNR-Na incluant le mouvement des débris.

1.2. Écoulements granulaires

La description dynamique du lit de débris qui est constitué d’un très grand nombre de particules
de corium mobiles immergées dans du sodium liquide et gazeux, relève de l’étude des écoulements
granulaires. Onprésente donc ce sujet d’étude, les phénomènes particuliers associés et les différentes
approches de modélisation utilisées.

1.2.1. Définition et phénoménologie particulière
L’étude des milieux granulaires est un domaine de recherche assez jeune dont on accorde la pa-

ternité à R. A. Bagnold en 1954 avec son ouvrage sur l’étude de la dynamique du sable et des dunes [7],
bien que ce domaine intègre les travaux bien plus anciens de Coulomb sur les frottements solides
dans le cadre du génie civil pour les talus des fortifications [40]. Il s’agit de l’étude d’un grand nombre
de solides de taille suffisante pour négliger les forces de Van Der Walls (typiquement supérieure à
100 µm) [86]. Les écoulements granulaires représentent le mouvement d’ensemble d’un milieu gra-
nulaire. Ce domaine traite finalement d’un très grand nombre de réalités allant du tas de riz au champ
d’astéroïdes, et de très nombreuses applications comme le génie civil, la géophysique ou encore l’in-
dustrie agroalimentaire, pharmaceutique, chimique, cosmétique ou pétrolière [58], pouvant traiter
du broyage de gravier dans les fours à ciment, ainsi que du dentifrice, des silos à grains ou encore
des glissements de terrain. . .Leur étude est ainsi capitale pour de nombreux problèmes industriels
que ce soit pour la transformation, le stockage ou le transport de ces matériaux.

Il ne s’agit donc pas d’un unique objet d’étude cohérent et il existe de nombreuses approches
de modélisation selon les chercheurs ayant travaillé sur ces domaines. On retrouve principalement
l’héritage de la rhéologie (étude des fluides visqueux ou de suspension de particules), de la méca-
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nique des sols (approche continue macroscopique et empirique avec déformation plastique) et de
la physique des solides. Bien sûr ces différentes conceptions portent chacune un vocabulaire, des
méthodes et des intérêts différents qui sont inhérents aux très nombreux domaines d’applications.
La discipline tend à s’unifier depuis une vingtaine d’années [73].

On sépare en général les milieux granulaires en trois grands ensembles. On les définit naturel-
lement par leur composition et l’influence de celle-ci sur leur comportement par la prédominance
des phénomènes qui peuvent apparaître. Dans la pratique, on différencie ces modélisations par les
forces dominantes considérées. On parle ainsi de milieux granulaires :
Secs : Dans l’air ou d’autre gaz dont l’influence est négligeable sur le comportement des solides (silo

à blé, broyage de gravier. . .) ;
Mouillés, Immergés ou des Suspensions : Le fluide interstitiel ayant une influence non négligeable

(avalanche sous-marine, coulée de boue, ciment, dentifrice. . .) ;
Humides : Avec présence de gaz et de liquide dans le système (ou de plusieurs fluides immiscibles),

où la tension de surface est à l’origine de forces de cohésion (château de sable, neige. . .).
Ces écoulements sont comparables aux écoulements de liquide ou de gaz, mais se différencient

par les trois points suivants : des grains non ponctuels, aux collisions inélastiques et dont les inter-
actions de Van der Waals sont négligeables. Comme pour les fluides, et indépendamment du type
de milieu granulaire que l’on vient de lister, on distingue classiquement trois régimes d’écoulement
granulaire [148]. Ces trois régimes peuvent d’ailleurs être présents simultanément pour un même
système comme le montre l’expérience de Drake [56] (voir Fig. 1.9). On nomme parfois ces trois ré-
gimes en référence aux trois états de la matière (solide, liquide, gaz) par analogie avec les modèles
utilisés pour les décrire ; la nature solide des particules restant toutefois inchangées. On sépare ces
trois régimes comme suit :
Rapide, collisionnel, inertiel, de Bagnold ou gaz : Représente les régimes d’écoulement rapides ou

très dispersés, où l’inertie des grains prédomine et où les chocs peuvent être considérés comme
binaires. Ce régime semble bien connu et plusieurs approches en font une bonne description,
comme l’écoulement de Bagnold [8], la théorie des gaz granulaires ou la théorie cinétique gra-
nulaire [54] [77] [127].

Lent, quasi statique, frictionnel ou solide : Concerne les écoulements très denses où chaque grain
est en contact de plusieurs autres et où la friction et l’encombrement spatial prédominent. Il
est assez bien connu, surtout via des modèles empiriques issus de la mécanique des sols [166],
des approches viscoplastiques ou rhéologiques [81] [159] [162]. Établir les liens entre les inter-
actions microscopiques à l’échelle des grains et les modèles macroscopiques continus reste un
travail important.

Dense ou liquide : Représente l’ensemble des systèmes intermédiaires où ni l’inertie ni la friction
ne prédomine. Leur modélisation est donc plus difficile. Ils représentent cependant la majorité
des situations. Les simulations DEM (Discret Elements Methods) [110] [150] modélisant chaque
particule individuellement, en rendent bien compte pour de petits volumes, mais demandent
une grande capacité de calcul.

35



Figure 1.9 – Expérience de Drake [56] mettant en évidence les différents régimes d’écoulement granulairepar un écoulement à surface libre sur un plan incliné.Extrait des travaux d’Izard [97]
Dans l’étude des écoulements granulaires, on trouve un certain nombre de phénomènes contre-

intuitifs propres à ce type de système. Ces phénomènes sont susceptibles d’apparaître ou d’influencer
le comportement du lit de débris. Les principaux sont :
La densification : Alors que les particules solides sont en mouvement, elles s’entrechoquent. Or,

admettant des chocs inélastiques, elles perdent une part de leur énergie cinétique à chaque
choc et donc leur capacité à s’éloigner de la zone du choc. Les particules ont alors tendance à
se regrouper, perdant très rapidement leur capacité de mouvement dès qu’elles entrent dans
des zones de forte densité (nombre de particules rapporté à l’espace). On peut aussi parler
de refroidissement [34] dans le cadre de la théorie cinétique granulaire, développée dans la
section § 1.2.3.

Effet Janssen : Contrairement à la pression hydrostatique d’une colonne verticale d’eau, la pression
mesurée à la base de la colonne remplie de grains n’est pas proportionnelle à sa hauteur.
On tend rapidement vers une masse mesurée maximale indépendante de la masse granulaire
contenue dans la colonne (voir Fig. 1.10a). Cela s’explique en partie par la formation de voûtes
par les grains qui redirigent les efforts sur la paroi [41] [149]. C’est le phénomène à l’origine du
débit constant d’un sablier en comparaison de la clepsydre [177]. On parle aussi de l’effet silo.

La dilatance : Il s’agit de la variation de volume d’un système granulaire lors de son écoulement, due
à l’encombrement spatial [8] [148]. En effet, un système granulaire qui se met en mouvement
voit généralement son volume augmenter alors que les particules s’écartent pour permettre
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(a) Masse apparente des grains pesée à la base d’untube, en fonction de la hauteur de remplissage,caractérisant l’effet Janssen.Extrait des travaux de Courrech Du Pont [41]

(b) Schéma de la dilatance.

(c) Schéma de l’hystérésis des angles à la base d’un tas.

(d) Illustration de l’effet "Noix du Brésil" par vibrationhorizontale (R = 2.5mm et r = 0.5mm)(avant vibration à gauche et après vibration à droite).Extrait des travaux de Geromichalos et al. [74]

(e) Ségrégation par taille dans un tambour tournant.Grands grains verts (500− 700 µm), moyens blancs(400− 500 µm) et petits rouges (75− 150 µm).Extrait des travaux de J. M. N. T. Gray [80]Figure 1.10 – Illustration des particularités des écoulements granulaires.
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leurmouvement, sous l’action des contraintes de cisaillement. Tandis que le volumedu système
diminue lorsqu’il s’arrête et que les particules se tassent sous l’effet de la gravité. La Fig. 1.10b
schématise ce phénomène d’origine stérique qui a été décrit pour la première fois par Reynolds
en 1885 [152].

Configuration en tas : Les interactions solide-solide, et notamment la friction entre les différents
débris, permettent la formation de tas [40]. C’est une configuration propre à ce type de sys-
tème. L’angle à la base (avec l’horizontale) dépend des caractéristiques des particules comme
leur taux de déformation, leur rugosité, leur densité, du fluide qui les entoure, du type de confi-
nement, etc. On distingue deux valeurs particulières caractérisant le tas. On a l’angle de dé-
stabilisation ou de mouvement au-delà duquel la surface du tas se déstabilise et forme une
avalanche sur ses flancs. Et l’angle de repos, angle à partir duquel cette avalanche s’arrête et où
le tas redevient stable. Le plus couramment, l’angle de déstabilisation et l’angle de repos sont
différents, c’est une hystérésis [41] [58]. Le schéma Fig. 1.10c représente cette caractéristique.

La ségrégation : Dans des écoulements de particules hétérogènes, il est courant que les particules
d’un même type se regroupent [69] [80] [99], par taille, par forme, par densité ou composition,
etc. Ce type de phénomènepourrait être très important dans l’étude des lits de débris de corium
s’il venait à séparer et concentrer les débris combustibles et métalliques. C’est un phénomène
courant dans les fours tournants [58] comme on peut l’observer sur la Fig. 1.10e. L’effet "noix
du Brésil" est aussi un cas particulier de ségrégation qui conduit à retrouver les grains les plus
volumineux en haut des systèmes granulaires vibrés (sac de grains). Les grains les plus petits
trouvent bien plus facilement un passage vers le bas lors d’une déstabilisation quelconque et
font "remonter" les plus gros. La Fig. 1.10d illustre ce type de ségrégation. Les phénomènes
de ségrégation sont des effets d’ensemble ou macroscopiques qui admettent de nombreuses
causes parfois différentes selon les systèmes.

La lubrification : On se place ici dans le cadre des suspensions de particules. Lorsque deux parti-
cules d’une suspension dans un fluide visqueux devraient s’entrechoquer, la viscosité et l’incom-
pressibilité du fluide entourant les particules les en empêchent. Il faut en effet que le fluide ait
le temps de s’échapper de l’espace entre les deux particules. Ainsi, selon la viscosité du fluide
et la vitesse relative des particules, le fluide oppose une force repoussant les particules. On
parle parfois de force de pincement [42]. C’est une force s’opposant aux causes lui donnant
naissance. Il en résulte des effets de lubrification, qui limitent les effets de la friction.

Maintenant que l’on a défini les écoulements granulaires et évoqué leurs principales spécificités,
on présente les différentes catégories de modélisations majoritairement utilisées pour les décrire,
relevant d’origines et de raisonnements divers.

1.2.2. Morh-Coulomb et état critique des sols
Issues de la mécanique des sols, les premières modélisations des systèmes granulaires dans les

années 1950 portaient sur les régimes quasi statiques pour l’étude des fondations et glissement de
terrain [148]. Leurs sujets d’étude sont alors des systèmes granulaires très denses, au taux d’occu-
pation volumique de la phase solide proche du taux d’occupation volumique maximal. Les milieux
granulaires étant composés d’un grand nombre de solides non ponctuels et non interpénétrant, ils
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ne peuvent généralement pas occuper tout l’espace. Il existe plusieurs types d’arrangement selon
l’histoire et la préparation du milieu. Pour des sphères indéformables monodispersées, on peut es-
timer le taux d’occupation volumique maximal entre 55 % et 74 % selon le type d’arrangement [44].
Dans ces conditions, chaque grain est en contact de plusieurs autres voisins et la friction et les effets
stériques sont importants. Ainsi, le système peut soutenir de grandes contraintes sans se déformer
ou en admettant de petites déformations élastiques, puis des déformations plastiques pour de plus
forts chargements jusqu’à atteindre une rupture et s’écouler comme un liquide. On parle parfois de
liquéfaction des sols [92].

L’une des premières approches fait l’analogie avec la mécanique des frottements entre solides de
Coulomb [40] et l’on parle classiquement demodèle deMorh-Coulomb. Cesmodélisations consistent
enune relation deproportionnalité entre les contraintes normales subies par le systèmeet les contrain-
tes tangentielles de friction. Si la contrainte subie surpasse la frictionmaximale exprimée par le critère
de rupture de Morh-Coulomb, alors il y a écoulement. Le coefficient de frottement doit alors rendre
compte de la nature des grains, de leur rugosité, du taux d’occupation volumique, du type d’arran-
gement, etc. Cette analogie a de nombreuses limites et il faut prendre en compte les phénomènes
propres auxmilieux granulaires comme la dilatance ou les réseaux de contraintes (effet Janssen).Mais
elle donne une bonne image de ce type de modélisation comme l’explique Courrech Du Pont [41].

En parallèle, on trouve la théorie des états critiques des sols, plus complexe et spécifiquement
issue de la mécanique des sols. Développée par Roscoe et al. [154] à Cambridge dans les années 50,
elle permet de distinguer plus finement les déformations élastiques, plastiques puis les ruptures du
sol (comme des glissements de terrain). On redirigera le lecteur vers le livre de ses collègues Schofi-
led & Wroth [166] pour plus de détail ou l’exemple de l’article d’Evesque [66] qui l’applique à l’étude
d’avalanches sèches.

Ces modélisations caractérisent alors par définition des milieux granulaires immobiles ou quasi
statiques afin de déterminer le point de rupture. Elles ne semblent donc pas adaptées à cette étude
visant à suivre dans le temps la configuration et les mouvements d’un lit de débris.

1.2.3. Théories cinétique granulaire

La théorie cinétique granulaire ou modèle de gaz granulaire [54] [61] est l’une des modélisations
des écoulements granulaires les plus anciennes et l’une des plus abouties. Ce type de modélisation
s’inspire très largement des travaux de la cinétique statistique de Boltzmann pour les gaz, et plus pré-
cisément de son adaptation au gaz dense sur la forme de l’équation de Chapman-Enskog [24] [163].
Cette dernière est adaptée aux milieux granulaires. La théorie cinétique granulaire se distingue alors
de la théorie cinétique des gaz en ne considérant pas ici des particules ponctuelles,mais admettant un
volume. Cela implique une distance minimale entre les centres de masse des particules. On trouve
dans ce type de modélisation deux grandeurs fondamentales : le coefficient de restitution et la
température granulaire.

Le coefficient de restitution sert àmodéliser le caractère inélastiquedes chocs entre les grains [119]
[118]. Il est défini comme le rapport moyen entre l’énergie cinétique d’un grain après un choc et son
énergie cinétique initiale, avant le choc. Il est donc compris entre 0 et 1 et l’on considère qu’après
chaque choc l’énergie cinétique moyenne d’un grain diminue [78]. Le coefficient de restitution rend
notamment compte de l’intensité du phénomène de densification (voir § 1.2.1). Il est principalement

39



défini par les matériaux constitutifs du milieu granulaire et caractérise ce milieu.
On introduit en général la notion de température granulaire [77]. C’est un champ scalaire défini

sur lemilieu granulaire caractérisant l’écartmoyen entre la vitesse des grains et leur vitessemoyenne.
Pour reprendre l’analogie avec les gaz, l’énergie cinétiquemoyenne du grain est assimilée à une "éner-
gie interne" dont la température granulaire rend compte. En général, on considère une équation ana-
logue à l’équation de la chaleur pour déterminer et suivre la température granulaire dans le système.
C’est une forme de mesure de l’agitation des grains en un point.

Cependant, ce type de modélisation est particulièrement adaptée à des écoulements granulaires
dilués (faible taux d’occupation volumique des solides, inférieur à 40% [165]) et rapides permettant de
ne considérer que des chocs binaires entre les particules. Or les lits de débris en RNR-Na présentent
a priori un taux d’occupation volumique solide d’environ 60 % dans une configuration admettant
de nombreux contacts et un écoulement plutôt lent [75] [168] (voir § 1.1.2). Il advient ainsi assez
rapidement que ce type d’approche ne convient pas à cette étude.

1.2.4. Suspensions denses

Lesmodélisations précédentes sont principalement destinées à l’étude d’écoulements granulaires
secs. Or le lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na est supposé complètement im-
mergé dans du sodium liquide. On étudie donc un milieu granulaire mouillé ou une suspension. Le
fort taux d’occupation volumique du corium permet même de parler de suspension dense.

L’étude des suspensions denses est prolifique et propose plusieurs approches [42]. On distingue
trois types d’approches majeures selon Guazzelli & Pouliquen [85], se restreignant aux suspensions
denses enfluideNewtoniendeparticulesmonodispersées sphériques indéformables nonbrowniennes
et non adhésives, en régime d’écoulement granulaire visqueux (par opposition à inertiel) et principa-
lement stationnaire. Les trois types de modélisation présentée sont : l’approche hydrodynamique,
l’approche de rhéologie du µ(J) et l’approche multiphasique. Dans les deux premières, on considère
la suspension comme un unique fluide à part entière.

1.2.4.1. Modélisations hydrodynamiques, "fluide équivalent" ou fluide unique

Lesmodélisations hydrodynamiques sont issues de lamécanique des fluides. On considère la sus-
pension comme un fluide homogène dont la viscosité est modifiée (généralement augmentée) par la
présence des particules en suspension. On introduit le plus souvent un coefficient sans dimension
issu de corrélations expérimentales ou de modèles et dépendant du taux d’occupation volumique
des particules, en facteur de la viscosité de la phase porteuse. On modélise ainsi la viscosité effec-
tive de la suspension. On nomme ce coefficient : la viscosité relative. C’est Einstein [62] [63] qui le
premier, dès 1906, a mis en place ce type de modélisation. Les premières corrélations proposées ne
sont alors valables que pour de faibles taux d’occupation volumiques solides (inférieurs à 20% [85]). Il
existe désormais de nombreuses expressions pour la viscosité relative, dont les domaines de validité
dépendent du taux d’occupation volumique, du fluide et des particules considérées. La Fig. 1.11 re-
présente plusieurs corrélations et modèles. Celle d’Eilers [179] notamment admet une grande plage
de validité, allant d’un taux d’occupation volumique solide quasi nul jusqu’au taux d’occupation volu-
mique solide maximal (environ ≈ 60 %).
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Cette démarche a le mérite de traiter la suspension comme un fluide Newtonien classique et mo-
délise les propriétés de la suspension relatives aux fluides monophasiques. Elle est particulièrement
bien adaptée aux suspensions diluées (avec un taux d’occupation volumique solide assez faible). Ce-
pendant, cette approche ne permet pas de modéliser la formation de tas ou du moins l’hystérésis
associée à cette configuration en tas (voir § 1.2.1). La densification et la ségrégation ne sont généra-
lement pas accessibles non plus [132]. Ce sont pourtant des phénomènes d’intérêt dans l’étude du
comportement d’un lit de débris.

1.2.4.2. Rhéologie du µ(J)
La rhéologie du µ(I) est une catégorie de modélisation courante pour les écoulements granu-

laires secs, issue des approches de type Morh-Coulomb (voir § 1.2.2). La rhéologie du µ(J) est sa
déclinaison pour l’étude des suspensions. Elle est notamment utilisée pour les régimes frictionnels
ou les suspensions très denses. Comme l’approche précédente, c’est aussi une approche de type
"fluide équivalent" qui considère la suspension comme un unique fluide. On dirigera le lecteur vers
l’ouvrage d’Andreotti et al. [5] pour plus de précisions.

Figure 1.11 – Viscosité dynamique relative (ηr) en fonction du taux d’occupation volumique (εs) rapportéà son maximum (εmax
s ) selon les corrélations.Adapté des travaux de Guazzelli & Pouliquen [85].Références : [11], [21], [18], [45], [49], [62], [63], [72], [122], [139], [171], [198].
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L’idée principale est de caractériser l’écoulement par la définition d’un "coefficient de frottement"
µ(J). Demanière analogue auxmodèles de frottement des solides de Coulomb, µ(J) est vu comme le
coefficient de proportionnalité entre la contrainte normale et la contrainte tangentielle. L’écoulement
est entièrement caractérisé par le nombre adimensionnel visqueux J . On postule en effet que µ(J)
et le taux d’occupation volumique solide dépendent uniquement de J . Il existe un certain nombre de
modèles et de corrélations définissant cette dépendance. La rhéologie du µ(J) permet généralement
de modéliser l’arrêt de l’écoulement et la formation de tas. Cependant, son formalisme "fluide équi-
valent" ne permet pas d’ordinaire de modéliser les phénomènes de densification ou de ségrégation.

Les approches hydrodynamiques et la rhéologie duµ(J) s’avèrent équivalentes bienqu’elles soient
issues de raisonnements distincts. On peut en effet trouver des relations simples entre la viscosité
relative et le nombre visqueux J .

1.2.4.3. Approches multiphasiques
Les approches multiphasiques considèrent la phase fluide et la phase solide séparément comme

dans les travaux de Jackson [98], Z. Cheng et al. [32] ou de Pudasaini [142] (voire plus avec un modèle
à 3 phases par Pudasaini [143]). On parle d’approche multiphase, 2-phases ou encore 2 fluides.
Ces modèles s’inspirent principalement de la mécanique des fluides pour des fluides non miscibles,
décrits par lemodèle d’Ishii & Züber [96] (voir section § 2.7.1.1 dans le chapitre suivant). Dans cette ap-
proche, on considère un jeu d’équations de conservation de lamasse, de la quantité demouvement et
parfois de l’énergie pour chaque phase. Les équations des différentes phases sont alors couplées par
des termes quantifiant les échanges entre les phases qui représentent leurs interactions. Ces termes
d’échanges sont cependant le plus souvent inconnus a priori, et font appel à des lois constitutives,
souvent empiriques.

Le nombre adimensionnel de Stokes permet d’évaluer la pertinence et la nécessité d’utiliser ce
type de modélisation [42] (voir § 1.3.3). L’approche multiphasique devient toutefois nécessaire pour
modéliser certains phénomènes [85], comme la migration sous contrainte [132] [136].

1.2.5. Milieux humides
On parle de milieu humide dans l’étude des milieux granulaires lorsque les particules sont en

présence de liquide et de gaz. Herminghaus [92] introduit particulièrement bien ce domaine d’étude.
La présence de gaz et de liquide, ou de plusieurs fluides non miscibles ayant une tension superfi-

cielle non négligeable, dans unmilieu granulaire, change profondément son comportement. Sous l’ef-
fet de la tension de surface, des ponts capillaires se forment entre les grains [50] [196]. On peut les ob-
server,mis en évidence par fluorescence, dans la photographie Fig. 1.12. Ces ponts agissent commede
petits ressorts fragiles liant deux grains. Ils créent alors des phénomènes de cohésion [67] [84] [129].
Cette cohésion (ou adhérence) entre les grains peut ralentir l’écoulement, voire l’empêcher. L’exemple
le plus évocateur étant l’existence des châteaux de sable ou des statues de sable, qui est impossible
avec du sable sec ou trop humide [71] [90] [140]. On perçoit alors qu’il existe une plage de taux d’hu-
midité permettant l’émergence de ces comportements. On parle ainsi véritablement de milieu gra-
nulaire humide pour un taux de présence volumique du liquide d’au plus 4 à 10 % [104] [164] (contre
initialement 30 à 40 % de sodium liquide dans un lit de débris en RNR-Na [168]). Dans de nombreux
cas d’application comme le génie civil, le taux d’humidité d’un milieu granulaire peut varier dans le
temps, notamment par condensation ou séchage en fonction de l’environnement. On parle de vieillis-
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Figure 1.12 – Photographie d’un réseau capillaire aqueu par fluorescence pour des billes de verre de
375 µm.Extrait des travaux d’Herminghaus [92].

sement pour évoquer cette dépendance temporelle des effets capillaire [16] [43], dont on ne tiendra
pas compte dans cette étude.

Il existe de nombreuses approches pour modéliser ces phénomènes. Dans les modélisations à
l’échelle des grains, on distingue deux approchesmajoritaires. D’une part, on peut prendre en compte
les effets capillaires par l’intermédiaire des conditions de saut aux interfaces. On écrit alors l’équilibre
mécanique à la tension de surface près [13] [106]. D’autre part, et c’est la méthode la plus répandue,
on peut introduire une force de cohésion qu’exercent les grains sur leurs voisins. Cette force propor-
tionnelle à la tension de surface peut alors dépendre des taux d’occupation volumiques des phases
ainsi qu’entre autres de la rugosité des grains ou de leur éloignement [64] [112] [137] [167].

Pour les modélisations à l’échelle macroscopique, on trouve une grande variété d’approches qui
ne s’excluent pas forcément. Certains auteurs introduisent une force volumique capillaire [189] [200]
au même titre que la gravité, ou une force d’interaction entre phases [134]. Certaines modélisations
s’inspirent de la rhéologie du µ(J) (voir § 1.2.4.2) et ajoutent une dépendance au nombre Capillaire
(Ca) ou à la tension de surface dans la définition du coefficient µ(J,Ca) [153] [187]. Dans la même
philosophie, on peut reprendre des modèles de Mohr-Coulomb et ajouter un terme cohésif au ten-
seur des contraintes, souvent en association avec un seuil [46] [90]. On trouve également desmodèles
qui ajoutent seulement un tenseur des contraintes surfaciques dues à la tension capillaire [1] [155].
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1.3. Nombres adimensionnels caractéristiques et leur estimation

Des nombres adimensionnels permettent d’estimer l’importance relative des différents phéno-
mènes et quelles sont les approches et les méthodes les plus appropriées pour en rendre compte.
Dans cette section, on les définit avant de les estimer dans le cas d’un lit de débris en RNR-Na, afin de
choisir et de justifier les directions à prendre dans ces travaux.

Premièrement, on définit le nombre de Reynolds en milieu poreux (Re) relatif aux écoulements
de sodium dans le milieu poreux que constitue le lit de débris, puis le nombre de Reynolds granulaire
(Re∗). Le nombre de Péclet granulaire (Pe∗) quantifie ensuite l’importance de l’agitation thermique
et des mouvements browniens. Le nombre de Stokes (St) compare quant à lui l’inertie des phases.
Puis les nombres de Bond (Bo) et Capillaire (Ca) traduisent l’importance des effets de la tension de
surface.

Préalablement, on rappelle les estimations des propriétés du sodium liquide et des débris de
corium donnés dans la section § 1.1.2. On énumère les plages de valeur associée dans la Table 1.3.

Grandeurs Estimations Unités RéférencesMinimales Maximales
Tlg 0.11 N.m−1 Schummer 1981 [168]
ηl 1.4 · 10−4 2.5 · 10−4 kg.m−1.s−1 Bonin 2014 [17]
ρl 716 844 kg.m−3 Bonin 2014 [17]
ρg 0.44 0.77 kg.m−3 −
ρs ≈ 8750 kg.m−3 Clavier 2021 [36]

∆hvap 3.9 · 106 J.kg−1 Bonin 2014 [17]
q̇s 1000 5000 J.kg−1.s−1 Clavier 2021 [36]
εs 0.58 0.62 − Schummer 1981 [168]
H 0.02 0.1 m Schummer 1981 [168]
d 3 · 10−5 10−2 m Schummer 1981 [168]
T 723 1253 K Schummer 1981 [168]
∥g∥ 9.81 m.s−2 −
sin θ ≈ 0.3 − S. Cheng 2014 [29]

Table 1.3 – Estimations des grandeurs du lit de débris de corium en RNR-Na.
1.3.1. Nombre de Reynolds en milieu poreux

Le nombre de Reynolds en milieu poreux représente le rapport des forces d’inertie et des forces
visqueuses subies par le fluide traversant le milieu poreux. Il permet de déterminer le régime d’écou-
lement du fluide. Si les forces visqueuses prédominent (Re≪ 1), on a un écoulement de Darcy et la
force de traînée est linéaire en vitesse. En revanche, si les forces inertielles dominent (Re≫ 1), alors
la force de traînée est quadratique en vitesse. On définit le nombre de Reynolds en milieu poreux
pour le fluide (f) par la formule suivante [38] : (f = l, g)

Ref =
ρf∥vf∥d
ηfεs

(1.8)
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où ρf désigne la densité du fluide, vf la vitesse du fluide, d le diamètre d’une particule ou des inter-
stices, ηf la viscosité dynamique du fluide et εs le taux d’occupation volumique de la phase solide.

Pour estimer la vitesse des fluides interstitiels, on se place à la température de saturation et l’on
fait l’hypothèse que la puissance déposée par les débris sert entièrement à vaporiser le sodium. On
peut ainsi estimer un débit de vaporisation et les vitesses associées par la formule suivante : (f = l, g)

∥vf∥ =
ρsVcq̇s

εfρfS∆h
vap
f

=
εsρsHq̇s
εfρf∆h

vap
f

(1.9)
où ρs désigne la densité du corium, Vc son volume total et q̇s sa puissance spécifique. εf est le tauxd’occupation volumique du fluide et ∆hvapf est la chaleur latente massique de changement d’état
liquide-gaz. S etH sont respectivement la surface et la hauteur du lit nivelé.

Pour estimer le nombre de Reynolds en milieu poreux du sodium liquide (l) et gazeux (g) dans
le lit de débris, on reprend les valeurs de la Table 1.3. On obtient alors les estimations suivantes des
vitesses d’écoulement et du nombre de Reynolds associées :

9.4 · 10−5 m.s−1 ≤ ∥vl∥ ≤ 2.3 · 10−3 m.s−1 (1.10)
2.3 · 10−2 ≤ Rel ≤ 195 (1.11)

0.15m.s−1 ≤ ∥vg∥ ≤ 3.8m.s−1 (1.12)
0.17 ≤ Reg ≤ 1.4 · 103 (1.13)

Le régime d’écoulement des fluides dans le lit peut être visqueux comme inertiel selon la puis-
sance déposée et de la taille des débris.

1.3.2. Nombre de Reynolds Granulaire
Pour estimer les nombres adimensionnels suivants, comme le nombre de Stokes ou le nombre de

Péclet granulaire, on a besoin d’être en mesure de quantifier la vitesse d’une particule ou de l’écou-
lement granulaire. La méthode la plus répandue pour quantifier le mouvement d’ensemble de ces
systèmes fait appel aux taux de cisaillement, noté (γ̇s) et défini par l’expression (1.14) [91]. Si le
taux de cisaillement apparaît très couramment dans les expressions des nombres adimensionnels
pour l’étude des écoulements granulaires, c’est parce qu’il est facilement mesurable dans les essais
en rhéomètre et qu’il caractérise particulièrement bien les écoulements. Cependant, ce taux de ci-
saillement n’est pas accessible a priori et ne caractérise pas bien le nivellement d’un lit de débris qui
relève des écoulements à surface libre.

γ̇s = ∇vs + (∇vs)
T (1.14)

où vs est la vitesse de la phase solide.Pour pallier cette difficulté, on suit laméthode utilisée par CourrechDu Pont [41] dans sa thèse sur
les avalanches sous-marines qui consiste à estimer la vitesse des particules via leur vitesse terminale
de chute dans le fluide. On fait ce choix, car on est en mesure d’estimer cette vitesse a priori, mais
cela reste discutable et n’est réellement valable qu’à la surface du lit. De plus, on ne considère pas les
actions de contact entre les grains.
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D’après Courrech Du Pont [41], on peut distinguer deux expressions de la vitesse terminale de
chute d’une particule selon le régimed’écoulement du fluide autour de la particule et l’expression de la
force de traînée associée.On les discerne selon la valeur dunombredeReynolds granulaire (Re∗) (1.15).
S’il est petit (Re∗ ≪ 1), la force de traînée est visqueuse et linéaire en vitesse, ce qui donne l’expres-
sion de la vitesse terminale suivante (1.16). À l’inverse, s’il est grand (Re ≫ 1), la force de traînée
est inertielle et quadratique en la vitesse terminale, donnant une seconde expression de la vitesse
terminale (1.17).

Re∗ =
ρl∥vp∞∥d

ηl
(1.15)

∥vp∞∥ =
∆ρls∥g∥ sin θd2

18ηl
(1.16)

∥vp∞∥ =

√
10∆ρls∥g∥ sin θd

3ρl
(1.17)

où vp∞ désigne la vitesse terminale de chute de la particule, d le diamètre d’une particule. ∆ρls re-présente l’écart de densité entre la particule et le sodium liquide, g l’accélération de la pesanteur et θ
l’angle à la base du tas.

Pour estimer le nombre de Reynolds granulaire de cette étude, on doit donc préalablement faire
une hypothèse quant à sa valeur afin de déterminer l’expression de la vitesse de chute à utiliser. On
peut ensuite l’estimer et vérifier que l’estimation est cohérente avec l’hypothèse. L’estimation cohé-
rente avec son hypothèse sera conservée comme l’estimation de référence de l’étude. On réalise les
estimations suivantes en considérant le sodium liquide en tant que fluide environnant, supposant
ainsi l’influence de la vapeur négligeable.

Hypothèse d’un écoulement visqueux : Re∗ ≪ 1

Premièrement, on suppose que le Reynolds granulaire serait faible (Re∗ ≪ 1). On estime alors
la vitesse terminale de chute d’une particule par l’expression (1.16). On l’injecte dans la définition du
nombre de Reynolds granulaire (1.15) et on obtient son expression sous cette hypothèse (1.18). On
peut alors l’estimer via les valeurs reportées dans la Table 1.3 :

Re∗ =
ρl∆ρls∥g∥ sin θd3

18η2l
si Re∗ ≪ 1 (1.18)

1.2 ≤ Re∗ ≤ 1.7 · 107 (1.19)
L’estimation du nombre de Reynolds granulaire (1.19) dépend très fortement de la grande plage

de diamètre des débris envisageables. Elle est cependant bien supérieure à 1 dans la majorité des
cas. On peut donc réfuter l’hypothèse d’un écoulement visqueux.

Hypothèse d’un écoulement inertiel : Re∗ ≫ 1

On fait doncmaintenant l’hypothèse d’un écoulement inertiel (Re∗ ≫ 1). L’estimation de la vitesse
terminale est alors calculée à partir de l’expression (1.17). En la remplaçant dans la définition du
nombre de Reynolds granulaire (1.15), on obtient l’expression du nombre de Reynolds granulaire
dans ce cas (1.20). À partir des valeurs de la Table 1.3, on obtient l’estimation suivante :

Re∗ =
d

3
2

ηl

√
10ρl∆ρls∥g∥ sin θ

3
si Re∗ ≫ 1 (1.20)
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8.5 ≤ Re∗ ≤ 3.2 · 104 (1.21)
L’estimation du nombre de Reynolds granulaire (1.21) est cette fois en accord avec l’hypothèse sur

le régime d’écoulement inertiel (Re∗ ≫ 1) dans tous les cas et notamment quelques soit le diamètre
des débris considérés. Ce résultat est d’ailleurs cohérent avec l’estimation du nombre de Reynolds en
milieu poreux précédente (voir § 1.3.1). L’hypothèse est alors confirmée et on considérera une vitesse
terminale de chute quadratique (1.17) pour estimer les prochains nombres adimensionnels.

1.3.3. Nombre de Stokes
Le nombre de Stokes (St) compare le mouvement d’ensemble de la suspension et le mouvement

d’un unique grain du système. D’après les travaux de Coussot & Ancey [42], il permet alors de déter-
miner la nature du couplage entre la phase fluide et les particules solides. On fixe la valeur du nombre
de Stokes critique grâce aux travaux de Gondret et al. [78].

• St≪ 10 : La phase fluide prédomine. Le fluide emporte les grains. (Mécanique des fluides)
• St≫ 10 : La phase solide prédomine. Les grains emportent le fluide. (Mécanique des sols)
• St ≈ 10 : Aucune des phases ne prédomine. Elles admettent des dynamiques séparées, mais
couplées.

On définit le nombre de Stokes comme le rapport entre le temps caractéristique du mouvement
d’une particule de la suspension et du temps caractéristique du mouvement global de la suspension,
généralement traduit par le taux de cisaillement [42]. Or le taux de cisaillement n’est pas un para-
mètre pertinent pour cette étude, comme on l’a expliqué dans la sous-section précédente § 1.3.2.
En revanche, dans les travaux de Courrech Du Pont [41] sur les avalanches immergées, on trouve
une définition du nombre de Stokes comme le rapport du temps caractéristique de chute visqueuse
(temps nécessaire pour atteindre la vitesse terminale) caractérisant les effets de la viscosité du fluide
sur la particule et du temps caractéristique de chute libre (caractérisant l’inertie de la particule) :

St =
d

3
2

√
ρs∆ρls∥g∥ sin θ
18
√
2ηl

(1.22)

0.64 ≤ St ≤ 2.2 · 103 (1.23)
On peut alors estimer le nombre de Stokes pour un lit de débris de corium dans un RNR-Na avec

les valeurs de la Table 1.3. L’estimation varie grandement avec le diamètre moyen des débris et en-
cadre la valeur critique du nombre de Stokes (1.23). On doit donc choisir unemodélisation permettant
de rendre compte des trois comportements distingués par le nombre de Stokes.

Dans ses travaux, Courrech Du Pont [41] relie l’estimation du nombre de Stokes à l’estimation du
rapport des densités du fluide et des particules. Ce rapport permet de comparer les effets de l’inertie
du fluide sur celle des particules. On peut faire le lien avec les travaux de Srivastava et al. [176], qui
introduit cette comparaison sous la forme d’une inégalité, retranscrite ici (1.24). Si elle est vérifiée,
ou que le rapport des densités est en faveur des particules, alors les turbulences du fluide n’ont pas
la capacité d’influencer la trajectoire des débris. Dans le cas contraire, les turbulences doivent être
considérées, ce qui est généralement admis dans l’étude du transport de sédiment [25].
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εlρl ≪ εsρs (1.24)
15.5 ≤ εsρs

εlρl
≤ 18.3 (1.25)

Avec les valeurs de la Table 1.3 et de la porosité du lit de débris comprise entre 0.38 et 0.42 [168],
on a une estimation de ce rapport par l’inégalité (1.25). L’inégalité de Srivastava (1.24) est donc vérifiée
et on pourra négliger les turbulences dans la modélisation du lit de débris de corium. Ce point accen-
tue la séparation entre le comportement du sodium liquide et des débris de corium et encourage une
fois de plus une modélisation séparée de chaque phase.

1.3.4. Nombre de Péclet granulaire
Le nombre de Péclet granulaire thermique (Pe∗) compare les mouvements de convection, au

transport par diffusion dû à l’agitation thermique. Il permet d’estimer l’importance des mouvements
browniens et de distinguer les suspensions browniennes (Pe∗ ≪ 1) des non browniennes (Pe∗ ≫ 1).
Comme pour les autres nombres adimensionnels des suspensions, il existe plusieurs expressions du
nombre de Péclet granulaire thermique, dont une majorité utilisant le taux de cisaillement. Encore
une fois, on préfère utiliser une formulation ne l’utilisant pas.

On estime l’énergie de diffusion thermique par l’expression (1.26). Pour l’énergie de frottement
visqueux du fluide sur la particule, on a la formule (1.27) issue des travaux de Coussot & Ancey [42].
On utilise le facteur de forme F = 3

2πd valable pour des sphères [113]. On injecte ensuite l’expressionde la vitesse terminale de chute associée au régime d’écoulement estimé précédemment (1.17). On
obtient le nombre de Péclet granulaire thermique suivant :

EBr = kBT (1.26)

Ev = Fηld∥vp∞∥ =
3

2
πηld

5
2

√
10∆ρls∥g∥ sin θ

3ρl
(1.27)

Pe∗ =
Ev
EBr

=
3πηld

5
2

2kBT

√
10∆ρls∥g∥ sin θ

3ρl
(1.28)

2.0 · 106 ≤ Pe∗ ≤ 1.2 · 1013 (1.29)
où kB est la constante de Boltzmann, T désigne la température moyenne et F représente le facteur
de forme.

On peut alors estimer le nombre de Péclet granulaire thermique pour les lits de débris en RNR-Na
avec les valeurs de la Table 1.3. Dans l’estimation (1.29), le nombre de Péclet granulaire étant toujours
très largement supérieur à 1, on pourra négliger les mouvements browniens dans cette étude.

1.3.5. Nombres de Bond et capillaire
Le nombre de Bond (Bo) est défini comme le rapport de la différence de pression isostatique

(soit des effets de la gravité) et de la surpression issue de la loi de Laplace (soit les effets de la tension
superficielle). Il est particulièrement utilisé dans le cadre de formation de gouttes ou de bulles et de
l’estimation de leur forme. Ce n’est pas le plus pertinent ici, mais il permet tout de même d’avoir une
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idée de l’importance des effets de la tension de surface. Si la tension superficielle domine (Bo ≪ 1),
les gouttes tendent à former des sphères. Si la gravité prédomine (Bo≫ 1), les gouttes s’aplatissent.
Le nombre de Bond est défini par la formule suivante :

Bo =
∆ρlg∥g∥d2

Tlg
(1.30)

où ∆ρlg désigne la différence entre la densité du sodium liquide et de sa vapeur et Tlg désigne la
tension de surface du sodium.

On reprend les valeurs de la Table 1.3. On considère une tension de surface à l’interface entre
le sodium liquide et gazeux de 0.11 kg.s−2 [168]. On obtient alors l’estimation du nombre de Bond
suivante :

5.7 · 10−5 ≤ Bo ≤ 7.5 (1.31)
Ainsi, selon la taille des débris considérés, les effets de la tension de surface prédominent ou non

sur les effets de la gravité. On remarque que dans la majorité des cas, les effets de la tension de
surface ne peuvent pas être raisonnablement négligés dans l’étude des lits de débris de corium en
RNR-Na.

On peut aussi définir la longueur capillaire à partir du nombre de Bond. Elle a un rôle absolument
équivalent au nombre de Bond. Elle peut cependant être plus facile à utiliser. Il s’agit de la comparer
aux dimensions caractéristiques du système, ici le diamètre des pores. Pour une longueur caractéris-
tique supérieure à la longueur capillaire, les effets capillaires sont négligeables, dans le cas contraire,
ils prédominent sur la gravité. On exprime la longueur capillaireLc en remplaçant le nombre de Bond
Bo par 1 et alors d par Lc dans l’équation (1.30). On a donc :

Lc =

√
Tlg

∆ρlg∥g∥
(1.32)

Pour un lit de débris en RNR-Na, on estime la longueur capillaire Lc ≈ 4 mm. On retrouve bien
que dans la majorité des cas selon la taille des débris (de 30 µm à 10 mm), on devrait prendre en
compte les effets capillaires qui contribuent notamment à l’apport en sodium liquide dans le lit, tout
du moins en comparaison des effets dus à la gravité.

Nombre capillaire
Le nombre capillaire (Ca) compare l’importance des effets capillaires et celle des effets visqueux.

Le nombre capillaire critique est généralement admis à 10−5 [55]. Ainsi si le nombre capillaire est petit
(Ca ≪ 10−5), les effets visqueux prédominent sur les effets capillaires et inversement si le nombre
capillaire est grand (Ca≫ 10−5). Le nombre capillaire est donné par la formule suivante :

Ca =
ηl∥vl∥
Tls

(1.33)
où ∥vl∥ est la norme de la vitesse caractéristique de l’écoulement du sodium liquide.

On utilise pour estimer le nombre capillaire, la vitesse du sodium liquide interstitiel à l’ébullition
estimée précédemment (1.10). On reprend l’estimation de la viscosité reportée dans la Table 1.3.
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Pour un lit de débris de corium pour un RNR-Na, l’estimation du nombre capillaire est rapportée par
l’inégalité suivante :

2.1 · 10−5 ≤ Ca ≤ 1.9 · 10−4 (1.34)
Ainsi, les effets capillaires sont prédominants par rapport aux effets visqueux à ébullition. Une

fois encore, il conviendra de tenir compte des effets capillaires.

1.4. Choix de modélisation

À ce stade, on a pu établir ce qu’est un lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na
et le besoin d’en concevoir une modélisation permettant de suivre sa configuration dans le temps.
Étant constitué d’un grand nombre de débris immergés dans du sodium liquide avec une porosité de
l’ordre de 40 %, ce système relève l’étude des suspensions denses. On a vu qu’il existe une grande
variété d’approches pour modéliser ces suspensions. On a également vu que l’on peut traiter ce sys-
tème à différentes échelles, allant de la surface des particules, aumouvement d’ensemble en passant
par l’échelle des débris. On a pu estimer certains nombres adimensionnels caractéristiques des sus-
pensions denses pour caractériser les phénomènes physiques prépondérants dans ces lits de débris
et permettre de choisir parmi les différentes approches.

Dans cette section, on justifiera le choix d’une approche multiphasique du lit de débris. On expli-
quera ensuite les inconvénients d’unemodélisation à l’échelle des pores avant de choisir uneméthode
de remontée d’échelle.

1.4.1. Une Approche multiphasique
On a vu précédemment dans la section § 1.2.4 qu’il existe plusieurs approches pour modéliser les

suspensions denses. On doit choisir une approche de modélisation du lit de débris qui soit la plus
adaptée à ses caractéristiques et qui réponde aux motivations à l’origine de cette étude. On fait alors
la synthèse des arguments permettant de faire ce choix :

• On a pu estimer le nombre de Stokes pour un lit de débris de corium dans un RNR-Na dans
la section précédente § 1.3.3. Il distingue les situations où le fluide emporte les grains, des
situations où les débris piègent et emportent le fluide ou encore celles où le fluide et les débris
évoluent distinctement bien que fortement couplés. Variant autour de la valeur critique selon
la taille des débris considérés, il incite à utiliser unemodélisation permettant de rendre compte
de toutes ces situations. Or l’approchemultiphasique est la seule évoquée permettant de suivre
séparément les débris et le fluide.

• Cettemodélisation a entre autres pourmotivation d’être enmesure à terme d’aider à évaluer la
criticité du lit de débris. Elle doit donc notamment fournir des informations sur la concentration
des débris de combustible ou sur le taux de vide ainsi que sur la température du combustible
et non celle du mélange. Les modélisations multiphasiques sont les seules à porter ces infor-
mations séparément pour chacune des phases et à pouvoir les fournir sans post-traitement
additionnel.

• On a pu identifier l’importance des phénomènes de ségrégation inhérents aux milieux granu-
laires, par exemple d’un point de vue neutronique, avec la formation de couche réflective ou la
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concentration du combustible. Or les approches hydrodynamiques ou par la rhéologie du µ(I)
ne permettent pas de rendre compte de la ségrégation a contrario des approches multipha-
siques [85].

Ainsi, les approches multiphasiques sont les plus pertinentes pour modéliser un lit de débris de
corium dans un RNR-Na. C’est donc le cadre choisi dans cette étude dont les enjeux impliquent des
couplages multiples et complexes de nombreux mécanismes physiques.

1.4.2. Nécessité d’utiliser une méthode de remontée d’échelle
On sait désormais que l’on souhaite suivre séparément les différentes phases du lit de débris.

On pourrait alors être tenté de modéliser le système à l’échelle des pores et des particules. Cepen-
dant, plusieurs points dissuadent d’utiliser cette échelle et orientent vers une modélisation à l’échelle
macroscopique, celle du lit de débris. On devra alors choisir une méthode de remontée d’échelle.

1.4.2.1. Les Problèmes d’une modélisation locale
La majorité des phénomènes relatifs aux lits de débris évoqués jusqu’ici ont lieu à l’échelle des

pores ou des débris. C’est donc l’échelle la plus naturelle pour décrire le comportement du lit de
débris. Or cette approche pose de nombreux problèmes.

Tout d’abord, la géométrie du système local n’est pas connueprécisément et notamment le contour
des interfaces entre les phases. C’est une difficulté que les modélisations à l’échelle macroscopique
déplacent. En effet, elles ne nécessitent plus de connaître avec précision l’interface, mais de savoir
quantifier les échanges entre les phases. Cela se traduit au moyen de termes d’échange qui sont
par conséquent le plus souvent inconnus également. On peut cependant les exprimer par l’intermé-
diaire de corrélations expérimentales ou demodèles. De plus, certains travaux théoriques permettent
d’établir les dépendances de ces termes généralement empiriques. Non seulement la position de l’in-
terface, mais aussi l’ensemble des conditions à l’échelle du pore sont inconnues. On parle ici de la
rugosité des débris, de leurs anfractuosités, du nombre de voisins ou le type d’arrangement, etc.

Il faut ajouter que même si l’on connaissait parfaitement ces conditions locales, on serait inca-
pable à ce jour de résoudre le système grâce à une modélisation à l’échelle des pores sur le volume
total du lit de débris. Le temps de calcul, ou la puissance de calcul nécessaire pour réaliser ce type
de simulation est prohibitif, et un code type DNS (Direct Numerical Simulation) n’est pas envisageable.
On trouve par exemple classiquement, pour les simulations d’écoulements granulaires, la Méthode
aux Éléments Discrets (DEM) qui suit individuellement chaque particule [59] [87] [100] [97] [150]. On
couple parfois ce type de modélisation à des modélisations du fluide par la Méthode Lattice Boltz-
mann (LBM) qui est assez peu coûteuse pour une bonne approximation des équations de Navier-
Stokes comme dans la thèse d’Amarsid [2]. Dans ce type de méthode, on peut simuler jusqu’à 5 · 104
particules sphériques ou 2 · 104 particules polyédriques. Or, on rappelle que dans un lit de débris
de corium en RNR-Na, on a entre 2.8 · 104 débris (en ne considérant que les plus gros) et 2.2 · 1013
débris, comme reporté dans la Table 1.1. On comprend ainsi très bien l’impossibilité de recourir aux
méthodes de résolution type DNS, même les moins gourmandes. De plus, malgré l’ajout récent des
considérations thermiques dans les méthodes DEM/LBM [3], ces méthodes n’étaient pas fonction-
nelles en 2022 selon L. Amarsid pour modéliser l’ébullition. Il y a notamment des difficultés pour
traquer les interfaces d’un système triphasique.
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Par ailleurs, quand bien même on serait capable de résoudre le système par une modélisation
à l’échelle locale, on n’aurait pas véritablement mieux compris le comportement global d’un lit de
débris pour autant. Malgré l’intérêt prédictif qu’aurait ce type d’outil, on ne comprendrait pas les
comportements émergeant à l’échelle macroscopique que l’on pourrait cependant observer et simu-
ler. C’est pourtant bien cette compréhension du système global que l’on souhaite obtenir. On citera
par exemple la perméabilité d’un milieu poreux, qui caractérise un milieu poreux dans son ensemble
(macroscopiquement) et permet d’estimer le débit à travers une structure poreuse sans simuler en
détail la trajectoire suivie par le fluide.

Ainsi, on ne cherchera pas à simuler le comportement du lit de débris par une modélisation à
l’échelle des pores, mais à l’échelle macroscopique. On doit alors utiliser une méthode de remontée
d’échelle pour établir unemodélisation à l’échelle du lit de débris à partir des comportements locaux.

1.4.2.2. Pourquoi choisir la méthode de la prise de moyenne volumique?
Parmi les méthodes de remontée d’échelle, on peut citer en particulier la méthode d’homogé-

néisation [48], certaines applications de la théorie des distributions [98] ou encore la méthode de la
moyenne d’ensemble [103],mais on choisit d’utiliser laMéthodede la Prise deMoyenneVolumique
(MPMV). On a de nombreuses raisons de penser que cette méthode de remontée d’échelle est perti-
nente pour obtenir une modélisation macroscopique d’un lit de débris de corium sur le récupérateur
d’un RNR-Na.

D’une part, la MPMV est une méthode ancienne. Les prémisses ont été développées dans les
années 1960 [123] [172], et elle fut particulièrement développée par Whitaker [193]. Elle a ainsi eu le
temps de faire ses preuves et est d’ailleurs toujours développée de nos jours [108].

Mais le principal argument est que la MPMV a déjà été utilisée avec succès sur de nombreux sys-
tèmes présentant des similitudes avec le sujet de cette étude. Originaires de l’étude des écoulements
en milieux poreux, les premiers travaux ont notamment permis de justifier théoriquement la loi em-
pirique de Darcy pour les écoulements visqueux à travers une matrice poreuse immobile comme
dans les travaux de Quintard & Whitaker [144] (I, II, III, IV et V). On a ensuite pu traiter des écoule-
ments diphasiques visqueux [107], puis des écoulements diphasiques inertiels [106] [174], donnant
un socle théorique à la passabilité et aux équations de Darcy-Forchheimer [175]. Marle [124] traite
également par cette méthode, la diffusion solutale en milieu poreux, voire dans des milieux poreux
hétérogènes comme dans les travaux de Cherblanc et al. [33]. Portant initialement sur les équations
de conservation de la masse et de la quantité de mouvement, les travaux de Thorpe &Whitaker [185]
l’étendirent ensuite à l’équation de conservation de l’énergie. On a dès lors pu traiter des écoule-
ments avec changement de phase, comme l’écoulement monophasique avec solidification du fluide
dans les travaux de Bousquet-Melou et al. [20] ou de Moussa et al. [131], ou encore diphasique avec
changement d’état liquide-gaz à travers une matrice poreuse chauffante, comme dans les travaux de
Duval et al. [60] ou la thèse de Sapin [160]. Ces deux derniers travaux sont déjà motivés, entre autres,
par l’étude du refroidissement de lit de débris pour des accidents graves en réacteur nucléaire à eau
(pressurisée ou bouillante). Tous les travaux cités jusqu’ici traitent des systèmes où la matrice so-
lide poreuse est immobile. Mais cette méthode a également permis de modéliser des suspensions
denses où les particules sont mobiles. On peut citer les travaux de Nott et al. [136] sur la migration
sous contrainte en suspension, ou encore ceux de Wang et al. [192] ou de Combeau et al. [39] qui
traitent de la solidification de grains en suspension. Tveito et al. [188] ont récemment complété ces
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études par la considération d’une troisième phase modélisant l’interface de solidification.
Après cette synthèse, on remarque que l’ensemble des éléments caractérisant le comportement

thermohydraulique du lit de débris en RNR-Na ont déjà été traités séparément par la MPMV. La mé-
thode de la prise de moyenne volumique semble pertinente pour établir un modèle macroscopique
d’un lit de débris en RNR-Na. On peut alors s’inspirer de tous ces travaux afin d’utiliser la MPMV pour
traiter un écoulement diphasique inertiel avec source de chaleur volumique et changement de phase
liquide-gaz à travers une matrice poreuse non consolidée mobile, caractérisant le lit de débris en
RNR-Na. L’ajout principal de ces travaux est alors de prendre en compte tous ces phénomènes à la
fois et de traiter un système triphasique où les trois phases interagissent.
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2 - Chapitre 2 : Établissement d’un système macroscopique.

L’étude bibliographique présentée dans le chapitre § 1 ayant montré notamment qu’il n’existe
pas de modèle théorique décrivant l’autonivellement d’un lit de débris de corium sur le récupérateur
d’un Réacteur à Neutrons Rapides refroidi au Sodium (RNR-Na), on cherche à l’établir. Ce système
peut être vu comme une suspension dense de particules de corium immergées dans du sodium li-
quide en ébullition modélisée par trois phases distinctes non miscibles. Une phase pour le sodium
liquide (l), une autre pour le sodium gazeux (g) issu de la vaporisation du sodium liquide par la puis-
sance résiduelle délivrée par le corium, et la phase solide (s)modélisant l’ensemble des particules de
corium resolidifiées formant une matrice poreuse non consolidée. Comme expliqué dans le chapitre
précédent § 1.4.2.2, on choisit la méthode de prise de moyenne volumique (MPMV) commeméthode
de remontée d’échelle. Par cette méthode, on établit un système macroscopique pour une matrice
poreuse non consolidée chauffée en volume, soumise à un écoulement diphasique avec changement
de phase. On s’inspirera principalement des travaux de Lasseux et al. [106] pour traiter les équations
de conservation de la masse et de quantité de mouvement, et des travaux de Duval et al. [60] ou en-
core de Sapin [160] pour l’équation de conservation de la chaleur tandis que les conditions de saut
aux interfaces sont majoritairement inspirées des travaux de Delhaye [52] [53]. Ce chapitre présente
ainsi les opérateurs nécessaires à l’application de la méthode de prise de moyenne volumique, le
modèle local initial (à l’échelle des pores) et l’ensemble des étapes menant à l’établissement d’un sys-
tème macroscopique décrivant le comportement d’un lit de débris à l’échelle macroscopique, avant
de discuter le système obtenu.

2.1. La Méthode de Prise de Moyenne Volumique (MPMV)

La prise de moyenne volumique est uneméthode de remontée d’échelle qui permet, à partir d’un
système local, d’obtenir un nouveau système valable à plus grande échelle. Le problème macrosco-
pique ne dépend alors plus des grandeurs locales. La méthode consiste à moyenner en espace sur
un Volume Élémentaire Représentatif (VER), ou volume de contrôle (voir Fig. 2.1), les équations
régissant les grandeurs locales. Le nouveau système macroscopique portera alors sur ces grandeurs
moyennes pouvant être résolues indépendamment des grandeurs locales. Cependant, obtenir la sé-
paration stricte des deux échelles nécessite plusieurs étapes. Ainsi, dans cette partie, on présentera
les outils nécessaires à la prise demoyenne volumique avant de décrire succinctement les différentes
étapes utilisées pour séparer les deux échelles. On appliquera ensuite cette méthode aux lits de dé-
bris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na dans les parties suivantes.
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2.1.1. Définition des opérateurs et théorèmes
La méthode de la prise de moyenne volumique nécessite un certain nombre de concepts, théo-

rèmes et relations présentés dans cette section.
2.1.1.1. Notation générique

Pour commencer, on explicite les notations utilisées. On introduit une notation générique per-
mettant d’écrire des expressions pour les trois phases à la fois via un indice de phase générique k
pouvant désigner chacune des phases en présence. Par exemple, pour un système de trois équa-
tions portant chacune sur une phase différente (l), (g) et (s), on aurait dans le cas de l’équation de
continuité si toutes les phases étaient incompressibles :

∇ · vl = 0

∇ · vg = 0

∇ · vs = 0

⇐⇒ ∇ · vk = 0 k = l, g, s (2.1)

où vk est la vitesse de la phase k.On note, avec ψk désignant une grandeur physique quelconque de la phase k, une grandeur sca-laire en italique : ψk, une grandeur vectorielle en gras : ψk et une grandeur tensorielle par deux barressupérieures : ψk.

Figure 2.1 – Schema d’un VER triphasiqueTraduit de Lasseux et al. [106]
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2.1.1.2. Le Volume Élémentaire Représentatif (VER)
Le concept le plus fondamental de la Méthode de Prise de Moyenne Volumique (MPMV) est le

Volume Élémentaire Représentatif (VER) ou volume de contrôle (voir Fig. 2.1) qui n’est autre que
le volume sur lequel les grandeurs du problème sont moyennées. Il n’est pas évident de déterminer
la bonne taille pour le volume de contrôle [37] [147]. S’il est trop petit, il reste sensible aux variations
locales des grandeurs moyennées et n’est pas représentatif du comportement macroscopique. S’il
est trop grand, il n’est plus représentatif et tend vers la moyenne sur l’ensemble du système, perdant
trop d’information et devient sensible aux hétérogénéités macroscopiques éventuelles (voir Fig. 2.2).
De plus, il faut choisir le VER demanière à ce qu’il convienne à l’ensemble des grandeurs caractérisant
chaque phase. On suppose, cependant, l’existence de ce VER et on le note V . On désigne le rayon du
VER par r0. Le VER ainsi défini doit vérifier l’inégalité suivante, que l’on citera par la suite en tant queséparation des longueurs ou séparation des échelles :

lk ≪ r0 ≪ L k = l, g, s (2.2)
où lk est la longueur caractéristique locale associée à la phase k, r0 est la longueur caractéristiqueassociée au VER et L la longueur caractéristique associée au système macroscopique.

On définit également Vk, le volume de la phase k compris dans le VER V . On peut dès lors définir
le taux d’occupation volumique de la phase k dans le VER, noté εk et défini par : (k = l, g, s)

εk = Vk/V (2.3)
Maintenant que l’on adéfini les volumesd’intérêt, on va définir les opérateurs deprise demoyenne

volumique.

Figure 2.2 – Moyenne d’une grandeur selon le rayon r du VER.Adaptée des travaux de Borges et al. [19] sur la mesure de la porosité.
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2.1.1.3. Moyenne de phase et moyenne intrinsèque
On distingue deux types de moyenne : lamoyenne de phase où l’on moyenne la grandeur pour

une phase sur tout le volume de contrôle du VER (V ), notée ⟨ψk⟩ (où ψk désigne une grandeur phy-sique quelconque de la phase k) ; et la moyenne intrinsèque qui moyenne la grandeur pour une
phase sur le volume de cette phase compris dans le VER (Vk) que l’on note ⟨ψk⟩k. On définit alors
les opérateurs de prise de moyenne volumique pour la moyenne de phase puis pour la moyenne
intrinsèque suivants :

⟨ψk⟩ =
1

V

∫
Vk

ψkdV (2.4)

⟨ψk⟩k =
1

Vk

∫
Vk

ψkdV (2.5)
En faisant appel à la définition du taux d’occupation volumique (2.3), on lie ces deux moyennes

par la relation suivante :
⟨ψk⟩ = εk⟨ψk⟩k (2.6)

2.1.1.4. Théorèmes d’interversion
Pour dériver un problème macroscopique par l’application des opérateurs de prise de moyenne

volumique ((2.4) et (2.5)) aux équations de conservation locales, il est nécessaire de lier la moyenne
de la dérivée temporelle ou spatiale d’une grandeur à la dérivée correspondante de la grandeur
moyenne afin d’écrire un système portant sur ces grandeursmoyennes. On utilise pour cela des théo-
rèmes fondamentaux dans l’application de laméthode de la prise demoyenne volumique. Celui relatif
à la dérivation temporelle ((2.7) et (2.8)) est le théorème de transport [68] [106]. Le théorème de la
moyenne spatiale [93] [145] [185] [195] est quant à lui lié à la dérivation spatiale ((2.9), (2.10) et (2.11)).
On les nommera conjointement dans ces travaux les théorèmes d’interversion dérivée-intégrale ou
simplement les théorèmes d’interversion. Ces deux théorèmes relient l’intégrale volumique de la
dérivée d’une grandeur physique à la dérivée de l’intégrale volumique de cette grandeur via un terme
correctif représentant les effets à l’interface de la frontière du volume de la phase. Pour les grandeurs
physiques qui nous intéressent ici, on peut résumer ces théorèmes par les relations suivantes, selon
la nature scalaire, vectorielle ou tensorielle de la grandeur physique considérée :

⟨∂ψk
∂t

⟩ = ∂⟨ψk⟩
∂t

− 1

V

∫∫
Sk

ψkwk.nkdS (2.7)

⟨∂ψk

∂t
⟩ = ∂⟨ψk⟩

∂t
− 1

V

∫∫
Sk

nk. (ψkwk) dS (2.8)

⟨∇ψk⟩ = ∇⟨ψk⟩+
1

V

∫∫
Sk

ψknkdS (2.9)

⟨∇ · ψk⟩ = ∇ · ⟨ψk⟩+
1

V

∫∫
Sk

ψk.nkdS (2.10)

⟨∇ · ψk⟩ = ∇ · ⟨ψk⟩+
1

V

∫∫
Sk

nk.ψkdS (2.11)
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où Sk =
⋃
k′ ̸=k Skk′ est la surface englobante du volume Vk avec Skk′ la surface interfaciale entre lesphases k et k′ ; wk est la vitesse de déplacement de l’interface Sk et nk est le vecteur normal sortant

à l’interface de la phase k.
En appliquant le théorème d’interversion (2.9) à la fonction indicatrice de phase (valant 1 pour les

coordonnées où la phase est présente et 0 sinon) [106], on obtient la relation suivante :
1

V

∫∫
Sk

nkdS = −∇εk (2.12)

2.1.1.5. Décomposition de Gray et déviation à la moyenne
On remarque que les théorèmes d’interversion ci-dessus ((2.7) à (2.11)) relient les grandeurs moy-

ennes pour un volume de contrôle donné aux grandeurs locales indépendantes de ce volume. Pour
permettre à terme une véritable séparation des échelles et écrire des problèmes cohérents avec le
volume de contrôle considéré, on introduit la décomposition de W. G. Gray (2.13). Elle décompose la
grandeur locale comme la somme de samoyenne et de la déviation à cette moyenne, notée ψ̃kk pourla déviation de ψk :

ψk = ⟨ψk⟩k + ψ̃k
k (2.13)

Quintard & Whitaker montrent dans leurs travaux [146] que la moyenne intrinsèque de la dévia-
tion d’une grandeur physique peut être considérée comme nulle (2.14). En appliquant ensuite l’opéra-
teur de prise demoyenne de phase à la décomposition deW. G. Gray (2.13), on démontre l’invariance
des grandeurs moyennes intrinsèques à la prise de moyenne intrinsèque (2.15).

⟨ψ̃k
k
⟩
k

= 0 (2.14)

⟨⟨ψk⟩k⟩
k
= ⟨ψk⟩k (2.15)

Cela nous permet, avec la linéarité de l’intégrale, l’application de la décomposition de
W. G. Gray (2.13) et le lien entre les opérateurs de prise de moyenne (2.6), d’écrire la décomposition
suivante pour la moyenne d’un produit :

⟨ψkξk⟩ = εk⟨
(
⟨ψk⟩k + ψ̃k

k
)(

⟨ξk⟩k + ξ̃k
k
)
⟩
k

= εk

⟨ψk⟩k⟨ξk⟩k + ⟨ψk⟩k ⟨ξ̃k
k
⟩
k︸ ︷︷ ︸

=0

+ ⟨ψ̃k
k
⟩
k︸ ︷︷ ︸

=0

⟨ξk⟩k + ⟨ψ̃k
k
ξ̃k
k
⟩


= εk⟨ψk⟩k⟨ξk⟩k + ⟨ψ̃k

k
ξ̃k
k
⟩

(2.16)

où ψk et ξk sont deux grandeurs physiques quelconques portant sur la phase k.
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2.1.2. Prise de moyenne volumique : Étape par étape

La Méthode de la Prise de Moyenne Volumique (MPMV) est une méthode de remontée d’échelle.
Elle permet à partir d’un système d’équations décrivant l’objet à une échelle dite locale d’écrire un
système d’équations à une plus grande échelle (ditemacroscopique) décrivant le même objet. La re-
montée d’échelle opérée ici a plusieurs intérêts qui sont exprimés dans le chapitre précédent § 1.4.2.
La MPMV consiste en la prise de moyenne volumique des équations de conservation locales et une
succession d’étapes permettant de séparer complètement les échelles i.e. que le problème macro-
scopique final ne dépende plus que de grandeurs macroscopiques. Il porte alors sur les moyennes
volumiques intrinsèques des grandeurs physiques d’intérêts (2.5).

On doit donc tout d’abord considérer un systèmed’équation décrivant le système à l’échelle locale.
C’est le problème local. On lui applique l’opérateur de prise de moyenne volumique de phase (2.4).
Pour obtenir des équations aux dérivées partielles portant sur les grandeurs physiquesmoyennes, on
utilise les théorèmesd’interversion § 2.1.1.4. Ces théorèmes introduisent un terme correctif interfacial
qui dépend des grandeurs locales indépendamment du VER considéré. On utilise la décomposition
de W. G. Gray (2.13) pour distinguer la partie macroscopique et la partie locale (constituées par les
déviations) de ces grandeurs pour ce VER. Puisque des grandeurs locales persistent dans le système
moyenné obtenu, les échelles ne sont pas encore correctement séparées. On nomme ce système,

Figure 2.3 – Diagramme résumant la méthode de prise de moyenne volumique.Adapté des travaux de Soulaine [174].
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le Problème Moyenné Non Fermé (PbMNF). L’ensemble des étapes suivantes vise alors à fermer
ce problème. Le diagramme Fig. 2.3, inspiré des travaux de Soulaine [174], résume ces étapes. On y
trouve en bleu (à gauche) les problèmes à une échelle locale, inférieure au VER, et en orange (à droite)
les problèmes macroscopiques. Un tel diagramme est aussi présent dans les travaux de Sapin [160].

Pour fermer le PbMNF, on écrit un système d’équations portant sur les déviations : le Problème
aux Déviations (PbD). On l’écrit à partir du problème local, réécrit avec la décomposition de W. G.
Gray (2.13), auquel on soustrait le PbMNF. Le PbD est défini sur un VER donné. Les grandeurs macro-
scopiques figurant encore dans le PbD sont donc des paramètres extérieurs au systèmeet constituent
les sources des déviations. On suppose que les déviations peuvent s’écrire comme des combinaisons
linéaires de ces grandeurs macroscopiques que l’on nomme justement les sources dans le cadre de
la MPMV. Ces combinaisons linéaires sont les relations de fermeture et on nomme les coefficients
de ces combinaisons linéaires les variables de fermeture. Cependant, ces variables de fermeture
définies à l’échelle locale sont toujours inconnues.

On écrit donc de nouveaux problèmes, les Problèmes de Fermeture (PbF), qui portent sur les
variables de fermeture. Pour cela, on injecte les relations de fermeture dans le PbD. On utilise ensuite
le principe de superposition algébrique pour découper le problème obtenu en plusieurs plus petits
problèmes.Onécrit ainsi un PbFpar source, que l’on adéterminée grâce auPbD. Chacund’eux permet
de déterminer les expressions des variables de fermeture relatives à la source en question.

En injectant les relations de fermeture dans le PbMNF, on parvient à écrire les termes interfaciaux
comme des combinaisons linéaires des sources. Les coefficients associés sont nommés les proprié-
tés effectives qui sont entièrement définies en fonction des variables de fermeture. Ces propriétés
effectives sont définies à l’échelle macroscopique et rendent compte des phénomènes émergeant
à grande échelle par la présence et l’interaction des différentes phases. On a donc bien séparé les
échelles et fermé notre PbMNF, obtenant ainsi le Problème Moyenné Fermé (PbMF) souhaité.

Maintenant que l’on a expliqué quelles étaient les étapes constitutives de la MPMV et défini les
outils nécessaires à son application, on les applique à l’étude du nivellement d’un lit de débris sur le
récupérateur d’un RNR-Na lors d’un accident grave.

2.2. Modèle local

Tout d’abord, la méthode de prise de moyenne volumique (MPMV) nécessite une modélisation
locale préalable du système à traiter. Dans le cadre de la modélisation du nivellement du lit de débris
sur le récupérateur de corium d’un RNR-Na lors d’un accident grave, on a vu que l’ordre de grandeur
estimé du nombre de Stokes § 1.3.3 préconise unemodélisation distinguant les différentes phases en
présence. On distinguera alors trois phases dans notre modélisation locale puis macroscopique : une
phase pour le sodium liquide (l), une phase pour le sodium gazeux (g) qui apparaît par vaporisation
du sodium liquide sous l’effet de puissance résiduelle déposée par les débris de corium qui seront
représentés par une troisième phase dite solide (s). Dans cette modélisation locale, on considère
les phases immiscibles, et en chaque point de l’espace, on ne considère qu’une unique phase. On
adjoint aux équations de conservation régissant le comportement de chaque phase, un ensemble de
conditions de saut qui décrit les comportements aux interfaces.
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On présente dans cette section la modélisation locale de la phase solide, puis celle du sodium. On
réécrit ensuite les équations de conservation de l’énergie avant de finaliser la modélisation par les
conditions de saut.

2.2.1. Modélisation de la phase solide : Approche particulaire et pseudo-fluide
Pour modéliser la phase solide, il semble naturel de partir de l’étude d’une unique particule. Le

premier système d’équations local s’écrit alors comme la conservation de la quantité de mouvement
(QDM) via la seconde loi de Newton (ou du principe fondamental de la dynamique) (2.17) et la conser-
vation de l’énergie (2.18) pour une particule p quelconque. On ne considère pas dans cette étude
l’équation de conservation du moment cinétique.

ρsVp
∂vp

∂t
= ρsVpg +

∑
q

fqp +

∫∫
Slp∪Sgp

σp.npkdS (2.17)

ρsVp
∂hp
∂t

= ρsVpq̇p −
∫∫

Slp∪Sgp∪Spq

ϕpk.npkdS (2.18)
où ρs est la densité du corium, Vp le volume de la particule p et vp sa vitesse et g est l’accélération dela pesanteur. q désignant toutes les particules en contact (supposé ponctuel) avec la particule p, fqpreprésente la force de contact exercée par q sur la particule p. σp désigne le tenseur des contraintesde la particule p et npk le vecteur normal à sa surface. hp désigne l’enthalpie spécifique de la particule
p, q̇p sa puissance spécifique et ϕpk représente le flux de chaleur à la surface de la particule p.On considère maintenant un ensemble de particules immergées, et conformément à la MPMV
expliquée précédemment § 2.1.2, on cherche àmoyenner les équations précédentes ((2.17) et (2.18)).
Cependant, on n’est pas en présence d’une modélisation continue où les équations seraient valables
en tout point de l’espace occupé par la phase solide, mais en présence d’une modélisation discrète
admettant une équation par particule. On ne peut donc pas appliquer les opérateurs de prise de
moyenne volumique définis préalablement § 2.1.1.3. On utilise alors la moyenne arithmétique en
guise d’opérateur de prise de moyenne volumique, nomméemoyenne particulaire et notée ⟨ψp⟩p.Cette moyenne particulaire et le théorème d’interversion analogue associé sont établis dans les tra-
vaux de Jackson [98] et d’Anderson & Jackson [4]. Les calculs sont détaillés dans l’ Annexe A pour
des raisons de clarté de l’exposé. Une fois les équations moyennées sur l’ensemble des particules
admettant leur centre de masse dans le VER, on obtient :
εsρs

(
∂⟨vp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p∇ · ⟨vp⟩p +

1

N
∇ ·N⟨ṽp

pṽp
p⟩p
)

= εsρsg +
1

V

∑
q′

fq′ +
1

V

∫∫
Sls∪Sgs

σs.nsfdS

(2.19)
εsρsCps

(
∂⟨Θp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p.∇⟨Θp⟩p +

1

NCps
∇ ·
(
N⟨h̃p

p
ṽp

p⟩
p))

= εsρsq̇s + λs∇2 (εs⟨Θs⟩)− λs∇⟨Θs⟩s.∇εs +
λs
V

∫∫
Sls∪Sgs

∇Θ̃s
s
.nsf dS

(2.20)

où q′ désigne l’ensemble des particules extérieures au VER en contact avec une ou plusieurs parti-
cules du VER, et fq′ la résultante des forces qu’elles exercent sur ces particules. V est le volume du
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VER etN le nombre de particule dans ce VER.Θ est la température relative à la température de satu-
ration du sodium,Cps représente la capacité calorifique de la phase solide (s) et λs est sa conductivitéthermique.

On ne conserve pas ce formalisme particulaire dans la suite de ce document, car on a rencon-
tré des difficultés pour réaliser les étapes suivantes de la MPMV. En particulier, l’absence d’un terme
d’advection dans les équations de conservation locales ((2.17) et (2.18)) complique l’obtention du pro-
blème aux déviations. Une autre approche consiste à voir la phase solide comme un pseudo-fluide
commeonapu l’évoquer dans les approches hydrodynamiques des écoulements granulaires § 1.2.4.1
ou comme on peut la trouver dans les travaux de Ni & Beckermann [134]. Une modélisation pseudo-
fluide d’un ensemble de particules est analogue à celle des fluides à la différence près que l’on doit
utiliser des modèles définissant la pression et la viscosité. Cette approche pseudo-fluide permet de
contourner les difficultés rencontrées, et est alors adoptée. La moyenne particulaire de l’équation de
conservation de laQDM (2.19) permet toutefois d’accréditer cettemodélisation. En effet, en observant
l’équation (2.19), si on occulte le terme 1

N∇·N⟨ṽp
pṽp

p⟩p, on retrouve bien un terme instationnaire, un
terme d’advection et un terme de force volumique (influence gravitaire). Le dernier terme de l’équa-
tion est quant à lui relatif aux interactions entre les particules et les fluides qui les immergent (force
de traînée, de pincement, capillaire, etc.). Il ne reste alors que le terme issu des forces de contact
entre les particules.

Figure 2.4 – Schéma de la compensation des forces de contact à la frontière du VER.
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On s’attarde quelque peu sur l’établissement de cette force macroscopique issue des contacts
entre particules. Dans l’équation de la seconde loi de Newton, on trouve la résultante des forces de
contact entre les particules : ∑q fqp. Lorsque l’on fait la moyenne arithmétique de cette force sur
toutes les particules du VER, le principe des actions réciproques de Newton (fqp = −fpq) permet
de compenser chacune des forces considérées, à l’exception des forces exercées par les particules
à l’extérieur du VER sur des particules du VER. On trouve bien la somme sur les particules externes
au VER en contact avec les particules du VER (∑q′ fq′

) de l’équation moyennée (2.19). La Fig. 2.4
schématise ce raisonnement à la frontière du VER. Maintenant, on choisit de décomposer chacune
des forces restantes fq′ selon leur composante normale au VER et leur composante tangentielle. On
peut alors assimiler la résultante des composantes normales à une force de pression exercée par
les particules extérieures sur la surface du VER. De même, on peut considérer la partie tangentielle
de la résultante comme le frottement des particules extérieures sur le VER. Ce frottement pourrait
alors s’assimiler à une diffusion macroscopique de la QDM dans la phase solide, soit à une viscosité
de la phase solide. On parle alors de pression et de viscosité dites granulaires, particulaires ou
solides. Il existe un grand nombre de modèles [21] [62] [134] [180] définissant une pression et/ou
une viscosité granulaire.

Généralement, la pression granulaire représente les contraintes normales aux contacts entre les
particules liées à leur non-interpénétrabilité. Elle permet ainsi de respecter le taux d’occupationmaxi-
mal des particules, présenté dans le chapitre précédent (voir § 1.2.2). Plus on augmente le nombre de
particules par unité de volume ou leur taux d’occupation volumique, plus cette pression augmente
pour repousser les particules ou agrandir le volume et maintenir le taux d’occupation en deçà du
maximum. Loin de ce taux, elle est pratiquement nulle, les particules interagissant peu. Elle peut éga-
lement s’interpréter, dans une certaine mesure, comme les chocs entre les particules au même titre
que la pression d’un fluide.

La viscosité particulaire représente plutôt la friction entre les particules. Ainsi, plus l’encombre-
ment est important, plus les particules frottent et plus la viscosité solide est grande. Cette viscosité
solide peut prendre rapidement plusieurs ordres de grandeur lorsqu’on s’approche du taux d’occupa-
tion maximal, comme on peut le voir sur la Fig. 1.11 si on assimile les viscosités solides aux viscosités
relatives. La viscosité tendant vers l’infini lorsque le taux d’occupation volumique s’approche dumaxi-
mum, elle peut pousser l’écoulement granulaire à s’immobiliser.

On peut ainsi assez bien représenter les comportements spécifiques aux systèmes granulaires
comme les phénomènes d’écoulements intermittents, la densification ou le taux d’occupation maxi-
mal.

On utilise ce type de modélisation pseudo-fluide pour la phase solide dans la suite de ce docu-
ment. Cependant, on vient déjà de réaliser une remontée d’échelle. Aussi, le VER considéré pour la
remontée d’échelle basée sur unemodélisation pseudo-fluide de la phase solide doit être "plus grand"
que le VER utilisé pour la moyenne particulaire.

2.2.2. Des fluides Newtoniens et l’approximation de Boussinesq
On considère les fluides (l) et (g) comme Newtoniens, incompressibles et non miscibles, soumis

à la gravité comme seule force volumique. D’après l’estimation du rapport des densités au chapitre
précédent § 1.3.3, en s’appuyant sur les travaux de Srivastava et al. [176] et de Courrech Du Pont [41],
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on peut négliger l’influence de la turbulence des écoulements de sodium liquide ou gazeux sur les
débris. On considère que les variations de la viscosité dynamique ηk sont négligeables. On choisit descorrélations pour la pression granulaire et la viscosité granulaire pour la phase solide qui dépendent
uniquement du taux d’occupation volumique, en cohérence avec ces hypothèses [21] [180]. Dans ces
conditions, les équations de Navier-Stokes pour la conservation de la masse (2.21) et de la quantité
de mouvement (QDM) (2.22) décrivent le comportement de chaque phase : (k = l, g, s)

∂ρk
∂t

+∇ · (ρkvk) = 0 (2.21)
∂ (ρkvk)

∂t
+∇ · (ρkvkvk) = ρkg −∇Pk + ηk∇2vk (2.22)

où pour la phase k, ρk désigne sa densité, vk est sa vitesse locale, Pk symbolise sa pression et ηkreprésente sa viscosité dynamique. g transcrit l’accélération de la pesanteur.
On se place ensuite dans le cadre de l’approximation de Boussinesq [10] [126], car c’est le forma-

lisme le plus simple permettant demodéliser la convection naturelle, fondamentale dans cette étude.
Il s’agit de considérer que l’influence de la variation de la densité ρk en fonction de la pression et dela température est toujours négligeable, excepté dans le terme gravitaire où elle est approximée par
une dépendance linéaire à la température : (k = l, g, s)

ρk(Tk) = ρ0k
(
1− βk

(
Tk − T 0

k

)) (2.23)
où ρ0k est une densité de référence associée à la température de référence T 0

k tandis que βk est lecoefficient de dilatation thermique de la phase k et Tk sa température.
On choisit alors la température d’ébullition du sodium T sat comme température de référence,

quelle que soit la phase. On introduit Θk la température relative de la phase k, définie par la rela-
tion (2.24) comme l’écart entre sa température de la phase et la température de saturation du so-
dium. On réécrit alors la dépendance de la densité à la température sous l’approximation de Boussi-
nesq (2.23) via la température relative : (k = l, g, s)

Θk = Tk − T 0
k = Tk − T sat (2.24)

ρk(Tk) = ρ0k
(
1− βk

(
Tk − T sat

))
= ρ0k (1− βkΘk) (2.25)

où Θk est l’écart de température algébrique entre la phase k et la température de saturation du
sodium, ou température relative de la phase k.

On réécrit alors les équations de conservation de la masse (2.26) et de la QDM (2.27) dans le cadre
de l’approximation de Boussinesq pour un fluide incompressible, en considérant la densité constante
à la valeur ρ0k renotée ρk pour tout autre terme que le terme gravitaire. On a alors : (k = l, g, s)

∇ · vk = 0 (2.26)
∂vk

∂t
+∇ · (vkvk) = (1− βkΘk)g − 1

ρk
∇Pk +

ηk
ρk

∇2vk (2.27)
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2.2.3. Conservation de l’énergie : Écriture en Température relative
On écrit ici la conservation de l’énergie pour la phase k. On fait l’hypothèse en première approxi-

mation que les flux conductifs et advectifs dus à la puissance volumique issue des débris sont prépon-
dérants devant le travail des forces de pression, les transferts radiatifs et la dissipation visqueuse. On
s’appuie sur la grande conduction thermique du sodium liquide et l’importance motrice de la convec-
tion naturelle pour le nivellement du lit de débris pour faire cette hypothèse, ainsi que l’opacité du
sodium liquide. La conservation de l’énergie peut alors s’écrire comme un bilan d’enthalpie sous la
forme d’une équation d’action-diffusion [160] : (k = l, g, s)

∂ (ρkhk)

∂t
+∇ · (ρkhkvk) = ρkq̇k +∇ · (λk∇Tk) (2.28)

où hk est l’enthalpie de la phase k, q̇k sa puissance spécifique λk sa conductivité thermique et Tk satempérature.
On suppose la densité et la conductivité thermique constante pour chaque phase. On a la rela-

tion (2.29) issue des travaux de Duval et al. [60] reliant l’enthalpie et la température relative. Grâce
à elle, on peut réécrire le terme d’advection pour un écoulement incompressible (2.26) en fonction
de la température relative si on considère l’enthalpie à température de saturation hsatk , la capacité
calorifique Cpk et la température de saturation T sat constante également : (k = l, g, s)

hk = hsatk + Cpk
(
Tk − T sat

)
= hsatk + CpkΘk (2.29)

∇ · (hkvk) = vk.∇hk + hk∇ · vk︸ ︷︷ ︸
=0

= vk.∇hk = Cpkvk.∇Θk = Cpk∇ · (Θkvk) (2.30)
où hsatk est l’enthalpie de la phase k à la température de saturation du sodium.

On peut facilement utiliser la relation (2.29) entre l’enthalpie et la température 1 dans l’opérateur
de dérivation temporelle. Il en va de même dans celle liant la température relative et la température
absolue (2.24) dans le Laplacien. On injecte ensuite la réécriture précédente de l’advection (2.30). On
a alors l’équation de conservation de l’énergie écrite en température relative suivante : (k = l, g, s)

Cpk
∂Θk

∂t
+ Cpk∇ · (Θkvk) = q̇k +

λk
ρk

∇2Θk (2.31)
2.2.4. Conditions de saut aux interfaces

On adjoint aux équations de conservation précédemment établies, les conditions de saut aux
interfaces (liquide-gaz, solide-liquide et solide-gaz) pour former le problème local, en s’appuyant sur
les travaux de Delhaye [52] [53]. Premièrement, on considère le non-glissement aux interfaces, avec
une matrice solide mobile, et le changement de phase entre les deux phases de fluide (liquide-gaz).
On a alors les conditions de saut aux interfaces suivantes : (f = l, g)

ρl (wlg − vl) .nlg = −ρg (wlg − vg) .ngl = φlg sur Slg (2.32a)
vf = vs sur Sfs (2.32b)

1. On a utilisé ici des notations génériques k pour désigner les trois phases (l), (g) et (s). C’est l’enthalpiede référence de la phase solide à la température de saturation du sodium (h0s = hs(T
sat)) qui apparaît dansl’expression (2.29) et non pas hsats . Cela ne modifiant en rien les calculs, l’écriture générique de l’équation (2.31)est aussi valable pour la phase solide.
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où φlg est le flux massique de changement de phase du sodium à l’interface et wlg représente la
vitesse de déplacement de l’interface liquide-gaz.

On considère également que l’équilibre hydrostatique aux interfaces entre les phases en consi-
dérant la tension de surface, donnant les conditions de saut aux interfaces suivantes : (f = l, g)

φlg (vl − vg) + Plnlg − ηl
(
∇vl +∇vl

T
)
.nlg + Pgngl − ηg

(
∇vg +∇vg

T
)
.ngl

= TlgRlgnlg

sur Slg (2.33a)
Pfnfs − ηf

(
∇vf +∇vf

T
)
.nfs + Psnsf − ηs

(
∇vs +∇vs

T
)
.nsf = TfsRlsnfs sur Sfs (2.33b)

où Tkk′ est la tension de surface entre les phases k et k′,Rkk′ désigne le rayonde courbure à l’interface.On supposera plus tard que le changement de phase a lieu sur l’intégralité de l’interface liquide-
gaz. La température de l’interface liquide-gaz est alors connue et fixée à la température de saturation
du sodium. : (f = l, g)

Θl = Θg sur Slg (2.34a)
Θf = Θs sur Sfs (2.34b)
Θf = 0 sur Slg (2.34c)

On suppose l’équilibre thermique et l’égalité des flux thermiques aux interfaces [185]. On a alors
le conditions de saut suivantes : (f = l, g)

−∆hvapl φlg + λl∇Θl.nlg + λg∇Θg.ngl = 0 sur Slg (2.35a)
λf∇Θf .nfs + λs∇Θs.nsf = 0 sur Sfs (2.35b)

où∆hvapl représente la chaleur latente de vaporisation du sodium.
L’absence de changement de phase aux interfaces avec la phase solide peut également se traduire

comme suit : (f = l, g)

wfs = vs sur Sfs (2.36a)
wfs = vf sur Sfs (2.36b)

2.2.5. Résumé : Problème local - Échelle des grains
Le système se compose de trois phases : le sodium liquide (l), la vapeur de sodium (g) et les

particules de corium considérées comme une troisième phase (s) pseudo-fluide. On considère les
deux fluides comme incompressibles, immiscibles et Newtoniens avec des échanges de matière par
ébullition et condensation, aux propriétés physiques constantes sous l’approximation de Boussi-
nesq [10] [126]. Les particules de corium formant unematrice poreuse non consolidée seront considé-
rées comme une unique phase pseudo-fluide incompressible et immiscible [134] libérant une chaleur
volumique représentant la puissance résiduelle associée à la désintégration des produits de fission.
On considère alors pour chaque phase les équations de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement (QDM) et de l’énergie (exprimée en température relative). Les températures considérées
ici ne sont pas les températures absolues de chaque phase, mais la température relative à la tempé-
rature de saturation du sodium, qui sert de température de référence dans ces travaux (voir 2.24).
On résume alors les hypothèses du modèle local ainsi :
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• On ne considère qu’une unique phase en chaque point de l’espace.
• On modélise la phase solide comme un pseudo-fluide admettant des lois constitutives pour
définir sa pression Ps et sa viscosité ηs.

• On considère le sodium liquide et gazeux comme des fluides Newtoniens, incompressibles et
non miscibles.

• Les propriétés physiques sont considérées comme uniformes sur le VER et indépendantes des
grandeurs physiques comme la température ou la pression (βk, g, ρk, ηk,Cpk, q̇k, λk et hsatk ) sous
l’approximation de Boussinesq [10] [126].

• On modélise un système hors équilibre thermique.
• On néglige dans les équations de conservation de l’énergie les flux radiatifs, le travail des forces
de pression et les effets de dissipation visqueuse.

Les 9 équations de conservation du problème local s’écrivent alors : (k = l, g, s)

∇ · vk = 0 (2.26)
∂vk

∂t
+∇ · (vkvk) = (1− βkΘk)g − 1

ρk
∇Pk +

ηk
ρk

∇2vk (2.27)
Cpk

∂Θk

∂t
+ Cpk∇ · (Θkvk) = q̇k +

λk
ρk

∇2Θk (2.31)
Ces équations de conservation sont associées aux conditions de saut suivantes pour former le

problème local :
ρl (wlg − vl) .nlg = −ρg (wlg − vg) .ngl = φlg sur Slg (2.32a)

vf = vs sur Sfs (2.32b)
φlg (vl − vg) + Plnlg − ηl

(
∇vl +∇vl

T
)
.nlg + Pgngl − ηg

(
∇vg +∇vg

T
)
.ngl

= TlgRlgnlg

sur Slg (2.33a)
Pfnfs − ηf

(
∇vf +∇vf

T
)
.nfs + Psnsf − ηs

(
∇vs +∇vs

T
)
.nsf = TfsRlsnfs sur Sfs (2.33b)

Θl = Θg sur Slg (2.34a)
Θf = Θs sur Sfs (2.34b)
Θf = 0 sur Slg (2.34c)

−∆hvapl φlg + λl∇Θl.nlg + λg∇Θg.ngl = 0 sur Slg (2.35a)
λf∇Θf .nfs + λs∇Θs.nsf = 0 sur Sfs (2.35b)

2.3. Problème Moyenné Non fermé (PbMNF)

La première étape de la méthode consiste à appliquer l’opérateur de prise de moyenne de phase
aux équations de conservation du problème local. Comme on le verra dans cette sous-section, l’ap-
plication des théorèmes d’interversion ((2.7) à (2.11)) fait apparaître des termes dépendant des gran-
deurs locales qu’il faudra fermer. On parle donc ici de l’obtention du Problème Moyenné Non Fermé
(PbMNF). On traitera distinctement chaque équation de conservation puis les conditions de saut.
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2.3.1. PbMNF : Conservation de la masse
On commence par les équations de conservation de la masse. On applique l’opérateur de prise

de moyenne de phase (2.4) à l’équation de conservation de la masse locale (2.26). On utilise ensuite
le théorème d’interversion spatial (2.10). On passera alors de la moyenne de phase à la moyenne
intrinsèque (2.6) dans le terme en gradient de vitesse moyenne ainsi obtenu. (k = l, g, s)

∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

)
=

1

V

∫∫
Sk

−vk.nkk′dS (2.38)
On ajoute alors, pour tenir compte de la variation potentielle du volume de la phase Vk dans leVER V , l’expression obtenue par application du théorème d’interversion temporelle (2.7) à la fonction

indicatrice de la phase k. On obtient alors par linéarité de l’intégrale, les équations de conservation
de la masse moyennée non fermées suivantes : (k = l, g, s)

∂εk
∂t

+∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

)
=

1

V

∫∫
Sk

(wkk′ − vk) .nkk′dS =
∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
(2.39)

où ṁkj est le débitmassique par unité de volumede changement de phase, de la phase k vers la phase
j. La conservation de la masse, représentée par la condition de saut à l’interface de changement de
phase (2.32a) implique leur compensation (2.40). En particulier pour un lit de débris de corium, il n’y
a pas de transfert de masse de la phase solide vers les autres phases dans le cadre de notre étude et
les débits massiques par unités de volumes associés sont donc nuls (2.41). (k, j = l, g)

ṁlg = −ṁgl (2.40)
ṁks = ṁsj = 0 (2.41)

2.3.2. PbMNF : Conservation de la quantité de mouvement (QDM)
Pour obtenir la conservation de la quantité de mouvement moyennée non fermée, on applique

également l’opérateur de prise de moyenne de phase et les théorèmes d’interversion. On réécrit en-
suite les équations avec la décomposition de W. G. Gray (2.13), entre autres pour limiter le plus pos-
sible la présence des grandeurs physiques locales (non moyennées) . Pour plus de clarté, on traitera
séparément le premier et le second membres avant de les rassembler.

PbMNF : QDM - Premier Membre (PM)
Pour le premier membre (PM ) des équations de conservation de la quantité de mouvement

(QDM), on applique l’opérateur de prise de moyenne de phase (2.4) et les théorèmes d’interver-
sion (2.8) et (2.11) au premier membre des équations de conservation de la QDM locale (2.27) et
on rassemble les termes intégraux en un seul par linéarité de l’intégrale. Afin d’écrire un problème
portant bien sur les grandeurs physiques moyennes, on utilise la décomposition de la moyenne d’un
produit (2.16) dans le terme en gradient de la moyenne du produit des vitesses. On passe alors à la
moyenne intrinsèque (2.6) dans le terme de dérivation temporelle. On obtient alors : (k = l, g, s)

⟨PM⟩ = ∂εk⟨vk⟩k

∂t
+∇ ·

(
εk⟨vk⟩k⟨vk⟩k

)
+∇ · ⟨ṽk

kṽk
k⟩ − 1

V

∫∫
Sk

vk (wkk′ − vk) .nkk′dS (2.42)
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On décompose ensuite les dérivées de produit afin de faire apparaître le premier membre de
l’équation de conservation de la masse macroscopique non fermée (2.39). On le remplacera par son
secondmembre, un terme intégral portant sur la même surface interfaciale que le terme intégral issu
des théorèmes d’interversion précédents. (k = l, g, s)

⟨PM⟩ = εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+

(
∂εk
∂t

+∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

))
︸ ︷︷ ︸
= 1

V

∫∫
Sk

(wkk′−vk).nkk′dS

⟨vk⟩k +
(
εk⟨vk⟩k.∇

)
⟨vk⟩k

+∇ · ⟨ṽk
kṽk

k⟩ − 1

V

∫∫
Sk

vk (wkk′ − vk) .nkk′dS

(2.43)

On rassemble alors les termes intégraux, en rappelant que la vitessemoyenne est uniforme sur le
VER (2.15). On applique alors la décomposition de W. G. Gray (2.13) pour faire apparaître la déviation
de la vitesse :

⟨PM⟩ = εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+
(
εk⟨vk⟩k.∇

)
⟨vk⟩k +∇ · ⟨ṽk

kṽk
k⟩− 1

V

∫∫
Sk

ṽk
k (wkk′ − vk) .nkk′dS (2.44)

Le dernier terme du premier membre moyenné non fermé (en bleu) ainsi obtenu est relatif à
l’échange de QDM entre les phases (à l’interface) par changement de phase.

PbMNF : QDM - Second Membre (SM)
Pour le secondmembre (SM ), on applique également l’opérateur deprise demoyennedephase (2.4)

et les théorèmes d’interversion spatiale (2.9), (2.10) et (2.11). On considère que∇2ψ = ∇ · (∇ψ) pour
l’utilisation successive des théorèmes d’interversion (2.11) puis (2.10). On suppose aussi que le coef-
ficient de dilation thermique βk, la densité ρk, l’accélération de pesanteur g, et la viscosité dynamique
ηk sont uniformes sur le VER. On passe à la moyenne intrinsèque (2.6) par cohérence avec le premier
membre PM . On a alors : (k = l, g, s)

⟨SM⟩ = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g − 1

ρk

(
∇
(
εk⟨Pk⟩k

)
− 1

V

∫∫
Sk

Pknkk′dS

)
+
ηk
ρk

(
∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
1

V

∫∫
Sk

vknkk′dS

)
+

1

V

∫∫
Sk

∇vk.nkk′dS

) (2.45)

On utilise alors la séparation des échelles (2.2) qui nous permet de négliger la divergence de l’inté-
grale de la vitesse normale par rapport à l’intégrale du gradient de la vitesse. En effet, le premier opé-
rateur de dérivation spatial porte sur une grandeur macroscopique (∇ · ⟨ψ⟩ = O

(
⟨ψ⟩
L

)) tandis que
le second porte sur une grandeur locale (∇ψ = O

(
ψ
lk

)), les ordres de grandeur des autres termes
étant égaux, on a : (k = l, g, s)

O
(
∥vk∥Sk
LV

)
= ∇ ·

(
1

V

∫∫
Sk

vknkk′dS

)
≪ 1

V

∫∫
Sk

∇vk.nkk′dS = O
(
∥vk∥Sk
lkV

)
(2.46)

On réécrit ensuite les grandeurs locales via la décomposition de W. G. Gray (2.13) pour écrire
une équation cohérente avec le VER considéré et réduire le nombre d’occurrences des grandeurs

69



locales. Par linéarité de l’intégrale et comme on suppose l’uniformité des grandeurs moyennes sur le
VER (2.15), on peut sortir ces grandeurs moyennes de l’intégrale et estimer l’intégrale restant via la
relation particulière (2.12). (k = l, g, s)

1

V

∫∫
Sk

Pknkk′dS =
⟨Pk⟩k

V

∫∫
Sk

nkk′dS +
1

V

∫∫
Sk

P̃k
k
nkk′dS

= −⟨Pk⟩k∇εk +
1

V

∫∫
Sk

P̃k
k
nkk′dS

(2.47)

1

V

∫∫
Sk

∇vk.nkk′dS = ∇⟨vk⟩k.
1

V

∫∫
Sk

nkk′dS +
1

V

∫∫
Sk

∇ṽk
k.nkk′dS

= −∇⟨vk⟩k.∇εk +
1

V

∫∫
Sk

∇ṽk
k.nkk′dS

(2.48)

On remplace les termes concernés dans l’expression précédente du SM (2.45). On développe en-
suite le gradient du produit du taux d’occupation volumique et de la pression moyenne intrinsèque
∇
(
εk⟨Pk⟩k

) permettant de simplifier le terme en pression moyenne intrinsèque−⟨Pk⟩k∇εk que l’on
vient d’injecter via la réécriture de l’intégrale de pression. On rassemble encore une fois les intégrales
par linéarité. On a alors :

⟨SM⟩ = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k +

ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk

+
1

V

∫∫
Sk

(
− 1

ρk
P̃k

k
nkk′ +

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′

)
dS

(2.49)

On vient ainsi de faire apparaître les termes de Brinkman [106] : ηkρk∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk
∇⟨vk⟩k.∇εk

PbMNF : Simplification QDMmoyennée non fermée
On obtient donc les équations de QDM moyennées non fermées en rassemblant le ⟨PM⟩ (2.44)

et le ⟨SM⟩ (2.49) que l’on vient d’établir : (k = l, g, s)
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(2.50)

On peut alors comparer le terme∇ · ⟨ṽk
kṽk

k⟩ au terme 1
V

∫∫
Sk

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′dS en estimant le

second terme à l’aide de l’expression (2.12) et en se rappelant que l’opérateur∇ est appliqué à deux
échelles différentes (∇ · ⟨ψ⟩ = O

(
⟨ψ⟩
L

) tandis que∇ψ = O
(
ψ
lk

)). On a alors (2.51), dès lors que la
condition (2.52) est respectée : (k = l, g, s)
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(2.51)
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ρk∥ṽk
k∥lk

ηkεk
≪ L

lk
(2.52)

On peut remarquer que cette condition (2.52) fait apparaître un terme analogue à un nombre
de Reynolds en milieu poreux (1.8) où la vitesse serait remplacée par la déviation de la vitesse. Il
est cependant difficile d’estimer cette condition sans information sur l’ordre de grandeur de la dé-
viation de la vitesse. Comme on le verra dans la section suivante portant sur les conditions de saut
du problème aux déviations (voir § 2.4.4) et contrairement au cas présent, il a été établi dans le cas
d’une matrice poreuse immobile [20] [106] [145] que la déviation de la vitesse est de l’ordre de la
vitesse moyenne (2.87). La condition précédente (2.52) limiterait alors le nombre de Reynolds poreux
macroscopique à être inférieur au rapport des échelles. Lemodèle serait alors valable pour des écou-
lements relativement lents, condition respectée par ailleurs selon les estimations du premier chapitre
(voir (3.18c) et (3.18d)). On ne peut cependant pas l’affirmer dans le cas du lit de débris sans informa-
tion supplémentaire sur l’ordre de grandeur de la déviation de la vitesse et il faudrait le confirmer a
posteriori.

On supposera dans toute la suite de ce document que les conditions (2.52) sont vérifiées. On peut
alors réécrire les équations de conservation de la quantité de mouvement moyennées non fermées
ainsi : (k = l, g, s)
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(2.53)
Ces équations dépendent encore des deux échelles. Bien que ce soient bien des équations aux

dérivées partielles portant sur les grandeurs moyennes intrinsèques, elles comportent des termes
dépendant des déviations de la pression ou de la vitesse qui nous sont inconnus. C’est pourquoi ces
équations sont dites "non fermées".

2.3.3. PbMNF : Conservation de l’énergie
Pour établir les équations de conservation de l’énergie moyennées non fermées, on procède de

manière similaire à l’obtention des équations de conservation de la QDM moyennées non fermées
précédemment établies (2.53). On applique l’opérateur de prise de moyenne de phase aux équa-
tions de conservation de l’énergie locales. On séparera le traitement du premier membre (PM ) et
du second membre (SM ) pour plus de clarté avant de les rassembler à nouveau. On supposera la
capacité calorifique Cpk, la puissance spécifique q̇k, la conductivité thermique λk et encore la densité
ρk uniformes sur le VER.

PbMNF : Énergie - Premier Membre (PM)
Pour le premier membre (PM ), on applique l’opérateur de prise de moyenne de phase (2.4) et

les théorèmes d’interversion (2.8) et (2.11) à l’équation de conservation de l’énergie locale (2.31). On
rassemble ensuite les termes intégraux en un seul terme par linéarité. On utilise ensuite la décom-
position de la moyenne d’un produit (2.16). On passe à la moyenne intrinsèque (2.6) dans le terme de
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dérivation temporelle. On obtient alors : (k = l, g, s)

⟨PM⟩ = Cpk

(
∂εk⟨Θk⟩k
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k⟩ − 1
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Θk (wkk′ − vk) .nkk′dS

)
(2.54)

Or, on rappelle l’hypothèse de non-glissement aux interfaces solides (2.32b). Ainsi le dernier terme
est nul pour la phase solide. Pour les phases fluides, (wkk′ − vk) est nul sur les aires à l’interface avecla phase solide (soit sur Sls pour le liquide et sur Sgs pour la phase gazeuse). De plus, en supposantqu’il y a changement de phase entre le sodium liquide et la vapeur de sodium sur l’ensemble de
l’interface liquide-gaz dans le VER, alors les températures relatives à la température de saturation Θlet Θg sont nulles sur l’interface Slg (2.34c). Ainsi, dans tous les cas, le dernier terme de l’expression
précédente (2.54) est nul.

On développe ensuite les dérivées de produit pour faire apparaître le premier membre de l’équa-
tion de conservation de la masse macroscopique (2.39). On le remplace alors par le second membre
sous sa forme macroscopique : (k = l, g, s)
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ṁkj
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+εk⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k (2.55)

Ce qui donne finalement pour le premier membre de la conservation de l’énergie moyennée non
fermée : (k = l, g, s)

⟨PM⟩ = Cpk

εk ∂⟨Θk⟩k
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 (2.56)

PbMNF : Énergie - Second Membre (SM)

Le traitement du second membre (SM ) de la conservation de l’énergie est similaire au traitement
du second membre de la conservation de la quantité de mouvement. On applique toujours l’opéra-
teur de prise de moyenne de phase (2.4) et les théorèmes d’interversion spatiale (2.9) et (2.10) en
rappelant que l’on considère que ∇2ψ = ∇ · (∇ψ). Puis on passe à la moyenne intrinsèque (2.6). On
a alors : (k = l, g, s)
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(2.57)
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On utilise aussi la séparation des échelles (2.2) qui permet de négliger la divergence de l’intégrale
de la température relative par rapport à l’intégrale du gradient de la température (2.58). En effet, le
premier opérateur dedérivation spatiale porte sur une grandeurmacroscopique(∇ · ⟨ψ⟩ = O

(
⟨ψ⟩
L

))
tandis que le second porte sur une grandeur locale (∇ψ = O

(
ψ
lk

)), les autres ordres de grandeur
de ces termes étant égaux, on a bien : (k = l, g, s)
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(2.58)

On réécrit ensuite la température relative locale via la décomposition de W. G. Gray (2.13), pour
écrire une équation tout à fait cohérente avec le VER et limiter l’occurrence des grandeurs locales. Puis
toujours par linéarité de l’intégrale et de gradient ainsi que par uniformité des grandeurs moyennes
sur le VER (2.15), on peut sortir la température relative moyenne de l’intégrale. On estime l’intégrale
restante via la relation particulière (2.12). (k = l, g, s)
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(2.59)

On néglige alors dans le second membre (2.57), le premier terme intégral conformément à (2.58)
et on remplace le second terme intégral par sa réécriture (2.59). On obtient ainsi pour la diffusion
thermique des termes analogues aux termes de Brinkman pour la diffusion visqueuse. On a alors :
(k = l, g, s)
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On observe ainsi des termes analogues aux termes de Brinkman : λkρk ∇2
(
εk⟨Θ⟩k

)
− λk

ρk
∇⟨Θ⟩k.∇εk

PbMNF : Simplification de la conservation de l’énergie moyennée non fermée
En rassemblant le premier membre (2.56) et le second membre (2.60) de l’équation de conserva-

tion de l’énergie moyennée, on obtient les équations de conservation de l’énergie macroscopiques
non fermées suivantes : (k = l, g, s)
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On peut alors comparer le terme Cpk∇ · ⟨Θ̃k
k
ṽk

k⟩ au terme 1
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pelant que l’opérateur ∇ est appliqué à deux échelles différentes (∇ · ⟨ψ⟩ = O
(
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) tandis que
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ψ
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)) et la séparation des échelles (2.2). On estime le second terme à l’aide de l’expres-
sion (2.12). On a alors l’inégalité (2.62) dès lors que la condition (2.63) est respectée. (k = l, g, s)
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Cpkρk∥ṽk
k∥lk

λkεk
≪ L

lk
(2.63)

On peut remarquer que cette condition (2.63) fait apparaître un terme analogue à un nombre de
Péclet thermique en milieu poreux où la vitesse serait remplacée par la déviation de la vitesse de la
phase. Comme pour la condition précédente (2.52), la déviation de la vitesse est difficile à estimer
dans le cas présent. Si l’une des phases était immobile, on pourrait affirmer [20] [106] [145] que cette
condition est vérifiée si le nombre de Péclet en milieu poreux est inférieur au rapport des échelles.
L’hypothèse serait alors valable pour un transfert de chaleurmajoritairement conductif, ce qui semble
être le cas du lit de débris en RNR-Na [75] [168]. On ne peut cependant pas l’affirmer dans ce cas sans
études additionnelles et il faudrait confirmer a posteriori si effectivement la déviation de la vitesse est
de l’ordre de la vitesse moyenne.

On supposera dans toute la suite de ce manuscrit que les conditions (2.63) sont vérifiées. On a
alors établi les équations de conservation de l’énergie moyennées non fermées : (k = l, g, s)
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(2.64)
où αk est la diffusivité thermique de la phase k, telle que αk = λk

ρkCpk
.

Ces équations dépendent encore des deux échelles. Bien qu’elles soient des équations aux déri-
vées partielles portant sur les grandeurs moyennes intrinsèques, elles comportent un terme relatif à
la déviation de la température relative de la phase qui est inconnue.

2.3.4. Résumé : PbMNF
On a ainsi établi les équations de conservations moyennées non fermées pour le système à partir

des équations de conservations locales. On rappelle les hypothèses et simplifications utilisées ici :
• Les propriétés physiques sont considérées comme constantes (βk, g, ρk, ηk, Cpk, q̇k et λk).
• On suppose qu’il y a changement de phase entre le sodium liquide et gazeux sur l’ensemble de
l’interface liquide-gaz dans le VER.
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• La séparation des échelles (2.2) permet de négliger les termes : ∇ ·
(

1
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) et

∇ ·
(

1
V

∫∫
Sk

vknkk′dS
) par rapport aux autres termes.

• On suppose être dans les conditions décrites par les inégalités (2.52) et de (2.63).
• Moyennes supposées uniformes sur le VER (2.15), notamment aux interfaces.
On obtient alors les équations de conservation moyennées non fermées suivantes : (k = l, g, s)
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2.4. Problème aux déviations (PbD) et relation de fermeture

Dans la section précédente, on a obtenu les équations de conservation moyennées non fermées
décrivant le comportement d’un lit de débris de corium sur un RNR-Na. Ces équations ne sont pas
fermées, car elles dépendent encore de grandeurs locales inconnues et ne séparent donc pas com-
plètement les échelles. Les étapes suivantes ont pour but de les fermer, i.e. les écrire en utilisant
seulement des grandeurs macroscopiques connues. Pour cela, l’idée va être d’exprimer les dévia-
tions inconnues en fonction des grandeurs macroscopiques d’intérêt. On va alors écrire un Problème
aux Déviations (PbD) puis des Problèmes de Fermeture (PbF). On commence par le PbD que l’on écrit
dans cette section. Le PbD est un système d’équations de conservation portant sur les déviations
qui permet de déterminer les grandeurs moyennes nécessaires à leur description. On pourra alors
introduire les relations de fermeture définissant les dépendances des déviations à ces grandeurs
moyennes. Les PbF permettront quant à eux de définir les paramètres de ces dépendances que l’on
nomme variables de fermeture.

Le PbD est obtenu par l’application de la méthode suivante :
1. On réécrit le problème local via la décomposition de W. G. Gray (2.13).
2. On lui soustrait les équations de conservations moyennées.
3. On simplifie le problème obtenu.
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Parmi les hypothèses simplificatrices évoquées dans la méthodologie, deux sont communes à
l’obtention de toutes les équations de conservation du problème aux déviations et des conditions de
saut associées. On les précise préalablement dans ces paragraphes.

Premièrement, on fera l’hypothèse de quasi-stationnarité du problème aux déviations. Pour justi-
fier cette approximation, on compare les temps caractéristiques à l’échelle des déviations aux temps
caractéristique à l’échelle macroscopique. Puisque la convection naturelle semble le phénomène
moteur du lit de débris, on considère principalement le temps caractéristique de convection, mais
on compare également le temps caractéristique de diffusion visqueuse et de diffusion thermique
(conduction). On présente dans la Table 2.1 l’expression de ces temps caractéristiques et leur com-
paraison entre les différentes échelles. On utilise alors la séparation des échelles (2.2) et on montre
que pour ces trois types de temps caractéristiques, le temps caractéristique à l’échelle des déviations
est toujours très inférieur au temps caractéristique macroscopique. Le problème aux déviations at-
teint ainsi son état stationnaire bien plus rapidement que le problèmemacroscopique. On peut donc
considérer le problème aux déviations comme quasi stationnaire par rapport au problème macro-
scopique.

Pour estimer le rapport des temps caractéristiques de convection, on rencontre néanmoins une
difficulté. En effet, ce temps caractéristique fait intervenir la vitesse de l’écoulement à l’échelle consi-
dérée. On verra cependant dans le § 2.4.4 que l’on suppose par la suite l’inégalité (2.85) vérifiée. Cette
hypothèse permet alors également d’affirmer que le temps caractéristique de convection aux dévia-
tions est nettement inférieur au temps caractéristique de convection macroscopique.

Convection Diffusion visqueuse Diffusion thermique
Tempscaractéristique τck =

L
∥vk ∥

τvk =
ρkL2

ηk
τtk =

L2

αk

Rapport τ̃ck
k

⟨τck⟩k
=

∥⟨vk⟩k∥
∥ṽk

k∥
lk
L

≪ 1
τ̃vk

k

⟨τvk⟩k
=

l2k
L2

≪ 1
τ̃tk

k

⟨τtk⟩k
=

l2k
L2

≪ 1

Table 2.1 – Expression et estimation des rapports des temps caractéristiques auxdéviations sur les temps caractéristiques macroscopiques pour la convection, la diffusionvisqueuse et la diffusion thermique.
où L représente la longueur caractéristique et où τ̃ckk et ⟨τck⟩k désignent respectivement par abus denotation le temps caractéristique à l’échelle des déviations et à l’échelle macroscopique.

Deuxièmement, on fait l’hypothèse que les effets du changement de phase ont une influence né-
gligeable sur le comportement des grandeurs aux déviations comme le font Duval et al. [60] dans
leurs travaux. Cette hypothèse est nécessaire, car les termes induits par le changement de phase
rendent l’obtention et la résolution des problèmes de fermeture très complexe. On peut parfois jus-
tifier cette hypothèse en comparant la vitesse de changement de phase à la vitesse de l’écoulement
comme dans les travaux de Bousquet-Melou et al. [20] ou de Ni & Beckermann [134] qui traitent des
situations de changement de phase liquide-solide. Cependant, on manque d’information sur l’ébulli-
tion du sodium dans les conditions d’un lit de débris en RNR-Na pour pouvoir utiliser cet argument et
estimer quantitativement cette hypothèse. Il conviendra donc de la valider a posteriori en quantifiant
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cette influence par des études complémentaires comme des travaux expérimentaux ou des simula-
tions numériques. Cette hypothèse, appliquée au problème aux déviations, ne présume en rien des
phénomènesmacroscopiques, en particulier, elle n’empêche pas la vaporisation du sodium à l’échelle
macroscopique.

On va donc appliquer cette méthode à chacune des équations de conservation de la masse, de la
quantité de mouvement (QDM) ou de l’énergie séparément pour chaque phase. On écrira ensuite les
conditions de saut associées. On pourra alors écrire le PbD final, défini sur un VER donné.

2.4.1. PbD : Conservation de la masse
On commence ainsi par écrire les équations de conservation de la masse portant sur les dévia-

tions. Pour les établir, on suit la méthode ci-dessus.
On réécrit alors les équations locales de conservation de la masse (2.26) via la décomposition de

W. G. Gray (2.13), afin de faire émerger un terme en déviation. Puis l’on multiplie par le taux d’occu-
pation volumique, qui est uniforme pour un VER, pour avoir une équation cohérente avec l’équation
moyennée non fermée. On a donc : (k = l, g, s)

∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
εkṽk

k
)
= 0 (2.65)

On soustrait alors à l’équation obtenue (2.65), l’équation de conservation de la masse moyennée
non fermée (2.39) afin de simplifier les termes portant sur les grandeurs moyennes. On obtient ainsi
des équations portant sur les déviations : (k = l, g, s)

∇ ·
(
εkṽk

k
)
− ∂εk

∂t
= −

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
(2.66)

Après avoir supposé le PbD quasi statique et que l’influence du changement de phase est négli-
geable pour le PbD (voir § 2.4), on obtient, à partir des équations (2.66), les équations de conservation
de la masse aux déviations suivantes : (k = l, g, s)

εk∇ · ṽk
k = 0 (2.67)

2.4.2. PbD : Conservation de la QDM
On établit les équations de conservations de la quantité de mouvement (QDM) aux déviations en

appliquant la même méthode. Ces équations admettant plus de termes, on sépare le traitement du
premier membre (PM ) et du second membre (SM ) pour plus de clarté.

PbD : QDM - Premier membre (PM)
On rappelle dans un premier temps la formule de calcul vectoriel suivante, d’usage pour les écou-

lements incompressibles (2.26) :
∇ · (vkvk) = vk.∇vk +∇ · (vk)︸ ︷︷ ︸

=0

vk = vk.∇vk (2.68)

On suit les mêmes étapes pour la conservation de la QDM que celles utilisées pour la conser-
vation de la masse. On réécrit ainsi le PM de l’équation locale de conservation de la QDM (2.27) par
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l’intermédiaire de la décomposition deW. G. Gray (2.13) pour faire émerger les termes aux déviations.
On utilisera cependant, pour le terme d’advection, la formulation équivalente précédente (2.68). On
multiplie ensuite par le taux d’occupation volumique uniforme sur le VER : (k = l, g, s)

PM = εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+ εk

∂ṽk
k

∂t
+ εkvk.∇⟨vk⟩k + εkvk.∇ṽk

k (2.69)
Puis on soustrait le PM de la conservation de la quantité de mouvement moyennée afin de faire

intervenir les grandeurs moyennes le moins possible. On utilise également la décomposition de W.
G. Gray (2.13) dans ce but (termes en vert) : (k = l, g, s)

PM − ⟨PM⟩ = εk
∂ṽk

k

∂t
+ εkvk.∇⟨vk⟩k + εkvk.∇ṽk

k−εk⟨vk⟩k.∇⟨vk⟩k

+
1

V

∫∫
Sk

ṽk
k (wkk′ − vk) .nkk′dS

= εk
∂ṽk

k

∂t
+ εkvk.∇ṽk

k + εkṽk
k.∇⟨vk⟩k +

1

V

∫∫
Sk

ṽk
k (wkk′ − vk) .nkk′dS

(2.70)

PbD : QDM - Second membre (SM)
On procède de même sur le second membre. On le réécrit selon la décomposition de W. G.

Gray (2.13) appliquée à la vitesse, mais aussi à la température relative et à la pression, pour faire ap-
paraître les termes en déviation. On multiplie ensuite par le taux d’occupation volumique uniforme
du VER pour être cohérent avec le SM de l’équation moyennée : (k = l, g, s)
SM = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k − βkΘ̃k

k
)
g − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k −

εk
ρk

∇P̃k
k
+
ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
+ εk

ηk
ρk

∇2ṽk
k (2.71)

On soustrait ensuite à (2.71) le SM de l’équation de conservation de la QDM moyennée non fer-
mée (2.49), pour simplifier la plupart des termes en grandeur moyennée. On a : (k = l, g, s)

SM − ⟨SM⟩ = −εkβkΘ̃k
k
g − εk

ρk
∇P̃k

k
+ εk

ηk
ρk

∇2ṽk
k +

ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk

− 1

V

∫∫
Sk

(
− 1

ρk
P̃k

k
nkk′ +

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′

)
dS

(2.72)

PbD : Simplification de la QDM aux déviations
En rassemblant les premiers membres (2.70) et les seconds membres (2.72) que l’on vient d’ob-

tenir, on peut écrire les équations de conservation de la QDM aux déviations avant simplifications
suivantes : (k = l, g, s)
εk
∂ṽk

k

∂t
+ εkvk.∇ṽk

k + εkṽk
k.∇⟨vk⟩k +

1

V

∫∫
Sk

ṽk
k (wkk′ − vk) .nkk′dS = −εkβkΘ̃k

k
g

− εk
ρk

∇P̃k
k
+ εk

ηk
ρk

∇2ṽk
k +

ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk −
1

V

∫∫
Sk

(
− 1

ρk
P̃k

k
nkk′ +

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′

)
dS

(2.73)
On ajoute aux hypothèses de quasi-stationnarité et d’influence négligeable du changement de

phase pour le problème aux déviations, les hypothèses suivantes :
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• On rappelle la séparation des échelles (2.2) : εkvk.∇ṽk
k ≫ εkṽk

k.∇⟨vk⟩k

• Au même titre que pour le changement de phase § 2.4, on néglige les effets de la dilatation
thermique à l’échelle du PbD. Cette hypothèse ne présume en rien des phénomènes macro-
scopiques et, en particulier, elle n’empêche pas la considération de la convection naturelle à
l’échelle macroscopique.

• On rappelle que le taux d’occupation volumique est uniforme sur le VER :∇εk = 0

Les équations de conservation de la QDM aux déviations deviennent alors : (k = l, g, s)

εkvk.∇ṽk
k = −εk

ρk
∇P̃k

k
+ εk

ηk
ρk

∇2ṽk
k − 1

V

∫∫
Sk

(
− 1

ρk
P̃k

k
nkk′ +

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′

)
dS (2.74)

2.4.3. PbD : Conservation de l’énergie
Pour établir les équations de conservation de l’énergie aux déviations, on procède toujours de la

même manière. On va également traiter séparément le premier membre PM et le second membre
SM avant de les rassembler.

PbD : Énergie - Premier Membre (PM)
On réécrit le premier membre de l’équation locale de conservation de l’énergie (2.31) à l’aide de

la décomposition de W. G. Gray (2.13) pour la vitesse et la température relative pour faire apparaître
les termes aux déviations. On multiplie ensuite par le taux d’occupation volumique uniforme sur le
VER par cohérence avec l’équation moyennée associée. On a alors : (k = l, g, s)

PM = εkCpk

[
∂⟨Θk⟩k

∂t
+
∂Θ̃k

k

∂t

+∇ ·
(
⟨Θk⟩k⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
⟨Θk⟩kṽk

k
)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
ṽk

k
)] (2.75)

On soustrait ensuite à cette expression le premier membre de l’équation de conservation de
l’énergie moyennée non fermée (2.56) afin de retirer la majorité des termes impliquant les grandeurs
moyennes : (k = l, g, s)

PM − ⟨PM⟩ = εkCpk
∂Θ̃k

k

∂t
− Cpk

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k

+ εkCpk

[
∇ ·
(
⟨Θk⟩k⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
⟨Θk⟩kṽk

k
)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
ṽk

k
)
− ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k

]
(2.76)

On développe et on réarrange les termes en dérivée spatiale pour simplifier l’écriture. On utilise
là aussi la linéarité de ces opérateurs et la décomposition de W. G. Gray (2.13) pour faire apparaître
la vitesse locale et utiliser l’équation de conservation de la masse locale (2.26). Soit : (k = l, g, s)
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∇ ·
(
⟨Θk⟩k⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
⟨Θk⟩kṽk

k
)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
⟨vk⟩k

)
+∇ ·

(
Θ̃k

k
ṽk

k
)
− ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k

= ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k + ⟨Θk⟩k∇ · ⟨vk⟩k + ⟨Θk⟩k∇ · ṽk
k + ṽk

k.∇⟨Θk⟩k + ⟨vk⟩k.∇Θ̃k
k
+ Θ̃k

k
∇ · ⟨vk⟩k

+ ṽk
k.∇Θ̃k

k
+ Θ̃k

k
∇ · ṽk

k − ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k

= ⟨Θk⟩k∇ · vk︸ ︷︷ ︸
=0

+ ṽk
k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k

k
+ Θ̃k

k
∇ · vk︸ ︷︷ ︸

=0

= ṽk
k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k

k

(2.77)
On injecte ensuite cette simplification d’écriture (2.77) dans le premiermembre de notre équation

de conservation de l’énergie aux déviations que l’on vient d’obtenir (2.76) pour en simplifier l’écriture :
(k = l, g, s)

PM − ⟨PM⟩ = εkCpk
∂Θ̃k

k

∂t
+ εkCpk

(
ṽk

k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k
k
)
− Cpk

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k (2.78)

PbD : Énergie - Second Membre (SM)
On procède de même pour le second membre de la conservation de l’énergie aux déviations. On

réécrit le second membre de l’équation locale (2.31) via la décomposition de W. G. Gray (2.13) et la
linéarité du Laplacien, pour faire apparaître les termes aux déviations. Puis on le multiplie par le taux
d’occupation volumique uniforme sur le VER, par cohérence avec la forme moyennée non fermée.
(k = l, g, s)

SM = εkq̇k +
λk
ρk

∇2
(
εk⟨Θk⟩k

)
+ εk

λk
ρk

∇2Θ̃k
k (2.79)

On obtient donc, après soustraction du second membre de l’équation de conservation de l’éner-
gie moyennée non fermée (2.64), le second membre de l’équation de conservation de l’énergie aux
déviations :

SM − ⟨SM⟩ = εk
λk
ρk

∇2Θ̃k
k
+
λk
ρk

∇εk.∇⟨Θk⟩k −
1

V

∫∫
Sk

λk
ρk

∇Θ̃k
k
.nkk′dS (2.80)

PbD : Simplification de l’énergie aux déviations
On rassemble les premiers membres (2.78) et les secondsmembres (2.80) que l’on vient d’obtenir

pour écrire les équations de conservations de l’énergie aux déviations suivantes : (k = l, g, s)

εkCpk
∂Θ̃k

k

∂t
+ εkCpk

(
ṽk

k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k
k
)
=

Cpk
∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k + εk

λk
ρk

∇2Θ̃k
k
+
λk
ρk

∇εk.∇⟨Θk⟩k −
1

V

∫∫
Sk

λk
ρk

∇Θ̃k
k
.nkk′dS

(2.81)
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On rappelle ensuite que le taux d’occupation volumique est uniforme sur le VER : ∇εk = 0. On
ajoute également que l’on considère le problème aux déviations quasi stationnaire et que l’influence
du changement de phase y est négligeable. Onobtient alors les équations de conservation de l’énergie
aux déviations suivantes, après avoir divisé par la capacité calorifique Cpk : (k = l, g, s)

εk

(
ṽk

k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k
k
)
= εkαk∇2Θ̃k

k
− 1

V

∫∫
Sk

αk∇Θ̃k
k
.nkk′dS (2.82)

2.4.4. PbD : Conditions de saut aux déviations
Pour compléter le problème aux déviations, on doit écrire les conditions de saut associées. La

méthode pour les obtenir consiste à reprendre les conditions de saut associées au problème local et
à les réécrire selon la décomposition W. G. Gray (2.13).

Cependant, on a fait l’hypothèse que les effets du changement de phase étaient négligeables sur
le problème aux déviations. On a par ailleurs déjà discuté cette hypothèse dans le § 2.4. Elle amène à
utiliser une condition de non-glissement à l’interface liquide-gaz (2.83) plutôt que la condition de saut
du problème local (2.32a). De même, conformément aux travaux de Duval et al. [60], on n’utilisera
pas l’égalité des flux thermiques à l’interface liquide-gaz (2.35a) pour écrire les conditions de saut
du PbD. Ces considérations sont nécessaires, sans quoi après avoir établi les conditions de saut des
problèmes de fermeture (voir § 2.5.2 et § 2.5.3) et l’expression du débit massique par unité de volume
ṁkj en fonction des variables de fermeture (2.121), celles-ci imposeraient l’absence de changement
d’état à l’échelle macroscopique.

vl = vg sur Slg (2.83)
On a alors les conditions de saut pour le PbD suivantes : (f = l, g) (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)

ṽk
k = ṽk′

k′ −
(
⟨vk⟩k − ⟨vk′⟩k

′
) sur Skk′ (2.84a)

Tkk′Rkk′nkk′ =
(
⟨Pk⟩k + P̃k

k
)
nkk′ +

(
⟨Pk′⟩k

′
+ P̃ ′

k

k′
)
nk′k

− ηk

(
∇ṽk

k +∇ṽk
kT
)
.nkk′ − ηk

(
∇⟨vk⟩k +∇⟨vk⟩k

T
)
.nkk′

− ηk′

(
∇ṽ′

k

k′

+∇ṽ′
k

k′T
)
.nk′k − ηk′

(
∇⟨vk′⟩k

′
+∇⟨vk′⟩k

′T
)
.nk′k

sur Skk′ (2.84b)

Θ̃f
f
= −⟨Θf ⟩f sur Slg (2.84c)

Θ̃f
f
= Θ̃s

s
−
(
⟨Θf ⟩f − ⟨Θs⟩s

) sur Sfs (2.84d)(
λf∇⟨Θf ⟩f + λf∇Θ̃f

f
− λs∇⟨Θs⟩s − λs∇Θ̃s

s
)
.nfs = 0 sur Sfs (2.84e)

On a ainsi un problème aux déviations complet. On pourrait alors, conformément à la MPMV, dé-
terminer les grandeurs moyennes dont dépendent les déviations. Cependant, le PbD est encore très
complexe et un grand nombre de grandeurs moyennes sont encore présentes. Afin de déterminer
les grandeurs moyennes ayant le plus d’influence sur les déviations, on simplifie ces conditions de
saut, et en particulier celles relatives à la conservation de la quantité de mouvement (2.84b).
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Premièrement, en supposant que les conditions suivantes sur les vitesses (2.85) soient respec-
tées, on a l’inégalité (2.86). On rappelle que l’ordre de grandeur de l’opérateur gradient diffère selon
l’échelle sur laquelle est définie la grandeur physique à laquelle on l’applique, on utilise alors la sépa-
ration des échelles (2.2). (k = l, g, s)

∥⟨vk⟩k∥
lk
L

≪ ∥ṽk
k∥ (2.85)

∇⟨vk⟩k ≪ ∇ṽk
k (2.86)

On obtient en général [20] [106] [145] dans l’application de la méthode de la prise de moyenne
volumique que la déviation de la vitesse et de l’ordre de la vitesse moyenne (2.87), ce qui se justifie
par la condition de saut (2.84a) où les vitesses relatives à la phase solide sont nulles, car la matrice
poreuse solide est immobile (or ce n’est pas le cas dans ce manuscrit). En association à la séparation
des échelles, cela permet de faire la simplification que l’on vient de présenter. Dans notre cas, on doit
ajouter la contrainte (2.85).

ṽk
k = O

(
⟨vk⟩k

) (2.87)
Dans leurs travaux, Lasseux et al. [106], déterminent les deux conditions suivantes (2.88) et (2.89)

permettant de négliger l’influence des pressionsmoyennes et de la tension de surface dans les condi-
tions de saut du problème aux déviations (2.84b), si elles sont respectées. Là encore, cela ne présume
en rien de l’influence des phénomènes capillaires sur le problème macroscopique.

(k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)

ηk
Tkk′

⟨∥∇ṽk
k∥⟩kk′

⟨Rkk′⟩kk′
= Cak

⟨∥∇ṽk
k∥⟩kk′

⟨Rkk′⟩kk′∥⟨vk⟩k∥
≪ 1 (2.88)

ρklk
Tkk′

⟨∥vk∇ṽk
k∥⟩kk′

⟨Rkk′⟩kk′
=Wek

⟨∥∇ṽk
k∥⟩kk′

⟨Rkk′⟩kk′∥⟨vk⟩k∥2
≪ 1 (2.89)

où ⟨ψk⟩kk′ désigne la moyenne surfacique de la grandeur ψk sur l’aire interfaciale entre les phases ket k′, Cak etWek sont respectivement le nombre Capillaire et le nombre de Weber.
Après application de ces simplifications aux conditions de saut relatives à la QDM pour le pro-

blème aux déviations (2.84b), on a les conditions de saut finales suivantes : (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)(
P̃k

k
− P̃k′

k′
)
nkk′ − ηk

(
∇ṽk

k +∇ṽk
kT
)
.nkk′ − ηk′

(
∇ṽk′

k′ +∇ṽk′
k′T
)
.nk′k = 0 sur Skk′

(2.90)
Avec uneméthode similaire, on pourrait négliger les termes en gradient de températuremoyenne

λk∇⟨Θk⟩k dans les conditions de saut relatives à l’égalité des flux thermiques (2.84e) et, avec une
condition sur les vitesses, on pourrait également le faire dans les équations de conservation de l’éner-
gie aux déviations (2.82). Dans ses travaux, Sapin [160] affirme d’ailleurs que ces termes sont effec-
tivement négligeables selon les résultats des expériences numériques de Bousquet-Melou et al. [20],
bien que ces travaux soient relatifs à la solidification dendritique. Étant confronté à un cas d’ébullition,
on choisira cependant de ne pas le faire, conformément aux travaux de Duval et al. [60]. Le problème
moyenné fermé final écrit dans ce manuscrit sera d’autant plus général. Il sera toujours possible de
négliger les termes issus des sources en gradient de température moyenne dans le système macro-
scopique final.
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2.4.5. Résumé : PbD
On a donc pu établir le problème aux déviations, composé de ses équations de conservation de la

masse aux déviations (2.67), de conservation de la QDM aux déviations (2.74) et de conservation de
l’énergie aux déviations (2.82) ainsi que les conditions de saut associées, à partir du problème local et
des équations de conservations moyennées non fermées. Pour obtenir ce problème aux déviations,
on a appliqué un certain nombre d’hypothèses :

• On part du problème local et des équations de conservations moyennées précédemment éta-
blies, et on conserve donc les hypothèses qui y sont associées.

• On suppose que le problème aux déviations est quasi stationnaire.
• On rappelle que le taux d’occupation volumique est uniforme pour un VER.
• On suppose que le changement d’état est négligeable à l’échelle du problème aux déviations.
• On suppose que la dilatation thermique est négligeable à l’échelle du problème aux déviations.
• On suppose être dans le cas d’application des inégalités (2.85), (2.88) et (2.89).
On a donc établi le problème aux déviations composé des équations de conservation suivantes :
(k = l, g, s)

∇ · ṽk
k = 0 (2.67)

εkvk.∇ṽk
k = −εk

ρk
∇P̃k

k
+ εk

ηk
ρk

∇2ṽk
k − 1

V

∫∫
Sk

(
− 1

ρk
P̃k

k
nkk′ +

ηk
ρk

(
∇ṽk

k
)
.nkk′

)
dS (2.74)

εk

(
ṽk

k.∇⟨Θk⟩k + vk.∇Θ̃k
k
)
= εkαk∇2Θ̃k

k
− 1

V

∫∫
Sk

αk

(
∇Θ̃k

k
)
.nkk′dS (2.82)

Et les conditions de saut associées : (f = l, g) (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)

ṽk
k = ṽk′

k′ −
(
⟨vk⟩k − ⟨vk′⟩k

′
) sur Skk′ (2.84a)(

P̃k
k
− P̃k′

k′
)
nkk′ = ηk

(
∇ṽk

k +∇ṽk
kT
)
.nkk′ + ηk′

(
∇ṽk′

k′ +∇ṽk′
k′T
)
.nk′k sur Skk′ (2.90)

Θ̃f
f
= −⟨Θf ⟩f sur Slg (2.84c)

Θ̃f
f
= Θ̃s

s
−
(
⟨Θf ⟩f − ⟨Θs⟩s

) sur Sfs (2.84d)(
λf∇⟨Θf ⟩f + λf∇Θ̃f

f
− λs∇⟨Θs⟩s − λs∇Θ̃s

s
)
.nfs = 0 sur Sfs (2.84e)

2.4.6. Relations de fermeture
On vient d’établir le problème aux déviations (PbD) complet que l’on vient de résumer dans la

section précédente. Le problème aux déviations présente encore un certain nombre de termes dé-
pendant de grandeurs moyennées sur le VER. Ce problème porte sur un unique VER et ces grandeurs
moyennes sont des constantes dans le cadre du PbD (uniformité et hypothèse de quasi-stationnarité)
et agissent comme des sources extérieures du PbD. Le PbD étant un problème linéaire, on suppose
que l’on peut écrire les déviations comme des combinaisons linéaires des sources [60] [106] [146].
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On nomme relations de fermeture ces combinaisons linéaires tandis que leurs coefficients sont les
variables de fermeture.

À partir du problème aux déviations résumé ci-dessus, on identifie les vitesses moyennées de
chaque phase ⟨vl⟩l, ⟨vg⟩g et ⟨vs⟩s, les températures relatives moyennées de chaque phase ⟨Θl⟩l,
⟨Θg⟩g et ⟨Θs⟩s et leurs gradients∇⟨Θl⟩l,∇⟨Θg⟩g et∇⟨Θs⟩s comme étant les sources du PbD. On sup-
pose, de plus, que la déviation de la vitesse et de la pression dépendent uniquement des sources
en vitesse et que les déviations des températures dépendent des sources en température et en gra-
dient de température, comme dans les travaux de Duval [60]. On en déduit les relations de fermeture
suivantes : (k = l, g, s)

ṽk
k =

∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

) (2.92a)
P̃k

k
=
∑
j=l,g,s

(
ηkbkj.⟨vj⟩j

) (2.92b)
Θ̃k

k
=
∑
j=l,g,s

(
ckj⟨Θj⟩j + dkj.∇⟨Θj⟩j

) (2.92c)

où akj est la variable de fermeture tensorielle pour la déviation de la vitesse de la phase k associée
à la vitesse moyenne de la phase j. Il en va de même pour bkj variable de fermeture vectorielle
pour la déviation de la pression. On remarquera l’introduction de ηk dans la relation de fermeture.
Cela permet une factorisation plus évidente dans les étapes suivantes de la MPMV, ne changeant
la définition des variables de fermeture bkj qu’à un facteur multiplicatif près. ckj est la variable defermeture scalaire pour la déviation de la température relative de la phase k associée à la température
relative moyenne de la phase j, et dkj sa variable de fermeture vectorielle associée au gradient de
température dans la phase j.

Voici à titre d’exemple les relations de fermeture pour la phase liquide :
ṽl
l = all.⟨vl⟩l + alg.⟨vg⟩g + als.⟨vs⟩s (2.93)

P̃l
l
= ηl

(
bll.⟨vl⟩l + blg.⟨vg⟩g + bls.⟨vs⟩s

) (2.94)
Θ̃l

l
= cll⟨Θl⟩l + clg⟨Θg⟩g + cls⟨Θs⟩s + dll.∇⟨Θl⟩l + dlg.∇⟨Θg⟩g + dls.∇⟨Θs⟩s (2.95)

Dès lors, on peut injecter ces relations de fermeture dans le problème moyenné non fermé pour
le fermer. À ce stade, n’ayant aucune information sur les variables de fermeture, on ne ferait que
déplacer le problème posé par les déviations à l’obtention des variables de fermeture. On écrit alors
des problèmes sur ces variables de fermeture afin d’être en mesure de les déterminer. On nomme
ces problèmes : les Problèmes de Fermeture (PbF).

2.5. Problèmes de Fermeture (PbF)

Après avoir obtenu le problèmemoyenné non fermé à partir du problème local, on suit les étapes
de la MPMV pour le fermer. On vient ainsi d’écrire le problème aux déviations (PbD) associé à par-
tir du problème local et du problème moyenné non fermé (PbMNF) et d’en déduire les relations de
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fermeture. Ce faisant, on a introduit des variables de fermeture sur lesquelles nous n’avons pour l’ins-
tant aucune information. On écrit alors dans cette section, les problèmes portant sur les variables de
fermeture ou Problèmes de Fermeture (PbF) permettant de les déterminer.

Pour déterminer ces PbF, on suit la méthode suivante :
1. On injecte les relations de fermeture (2.92) dans le PbD § 2.4.5.
2. On factorise les expressions par les sources.
3. La linéarité du PbD permet de séparer l’écriture d’un problème de fermeture par source.
Préalablement, on écrit les approximations des dérivations spatiales de produit suivantes (2.96)

détaillées dans l’ Annexe B et utilisant la séparation des échelles (2.2) : (k, j = l, g, s)

∇ ·
(
akj .⟨vj⟩j

)
≈
(
∇ · akj

)
.⟨vj⟩j (2.96a)

∇
(
akj .⟨vj⟩j

)
.nkj ≈

(
(nkj.∇) akj

)
.⟨vj⟩j (2.96b)

∇2
(
akj .⟨vj⟩j

)
≈ ∇2akj .⟨vj⟩j (2.96c)

∇
(
bkj.⟨vj⟩j

)
≈ ∇bkj.⟨vj⟩j (2.96d)

∇
(
ckj⟨Θj⟩j

)
≈ ∇ckj⟨Θj⟩j (2.96e)

∇2
(
ckj⟨Θj⟩j

)
≈ ∇2ckj⟨Θj⟩j (2.96f)

∇
(
dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇dkj.∇⟨Θj⟩j (2.96g)

∇2
(
dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇ ·

(
∇dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇2dkj.∇⟨Θj⟩j (2.96h)

La première étape de l’écriture des PbF est d’injecter les relations de fermeture (2.92) dans le
PbD § 2.4.5. Puisque l’on considère les sources comme des constantes dans le PbD, on utilise la li-
néarité des différents opérateurs et les formules pour les dérivations de produit (2.96), afin de fac-
toriser les équations par les sources. On obtient alors les équations suivantes après division par εk :
(k = l, g, s) ∑

j=l,g,s

((
∇ · akj

)
.⟨vj⟩j

)
= 0 (2.97)

∑
j=l,g,s

((
(vk.∇) akj

)
.⟨vj⟩j

)
=
∑
j=l,g,s

((
−ηk
ρk

∇bkj +
ηk
ρk

∇2akj −
1

Vk

∫∫
Sk

ηk
ρk

(
nkk′ .

(
−Ibkj

)
+ (nkk′ .∇) akj

)
dS

)
.⟨vj⟩j

) (2.98)

∑
j=l,g,s

((
akj .⟨vj⟩j

)
.∇⟨Θk⟩k + vk.

(
∇ckj⟨Θj⟩j +∇dkj.∇⟨Θj⟩j

))
=
∑
j=l,g,s

(
αk∇2ckj −

1

Vk

∫∫
Sk

αk∇ckj .nkk′dS

)
⟨Θj⟩j +

(
αk∇2dkj −

1

Vk

∫∫
Sk

αk∇dkj.nkk′dS

)
.∇⟨Θj⟩j

(2.99)
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On fait de même dans les conditions de saut du PbD pour construire les conditions de saut as-
sociées aux PbF. Comme les sources sont uniformes à l’échelle d’un VER et grâce à la linéarité de la
somme et de la transposition, on a : (f = l, g) (k, k′ = l, g, s | k ̸= k′)

∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

)
=
∑
j=l,g,s

(
ak′j .⟨vj⟩j

)
−
(
⟨vk⟩k − ⟨vk′⟩k

′
) sur Skk′ (2.100a)

∑
j=l,g,s

ηk

([
Ibkj −

(
∇akj +∇akj

T
)]
.nkk′

)
.⟨vj⟩j

=
∑
j=l,g,s

ηk′
([
Ibk′j −

(
∇ak′j +∇ak′j

T
)]
.nkk′

)
.⟨vj⟩j

sur Skk′ (2.100b)
∑
j=l,g,s

(
cfj⟨Θj⟩j + dfj.∇⟨Θj⟩j

)
= −⟨Θf ⟩f sur Slg (2.100c)

∑
j=l,g,s

(
cfj⟨Θj⟩j + dfj.∇⟨Θj⟩j

)
=
∑
j=l,g,s

(
csj⟨Θj⟩j + dsj.∇⟨Θj⟩j

)
−
(
⟨Θf ⟩f − ⟨Θs⟩s

) sur Sfs (2.100d)
λf∇⟨Θf ⟩f − λs∇⟨Θs⟩s +

∑
j=l,g,s

(λf∇cfj − λs∇csj) ⟨Θj⟩j

+
∑
j=l,g,s

(λf∇dfj + λs∇dsj) .∇⟨Θj⟩j
 .nfs = 0

sur Sfs (2.100e)

Pour écrire les problèmesde fermeture relatifs à chaque source dans les sous-sections qui suivent,
on effectue le raisonnement suivant [60]. Ces équations ((2.97) à (2.100)) sont valables quelle que
soit la valeur des sources. Elles sont donc vraies dans les cas particuliers où toutes ces sources sont
nulles à l’exception d’une seule. Ainsi, pour une source donnée, on réécrit les équations précédentes
en annulant toutes les autres sources. On peut alors simplifier ces expressions par la source restante
(puisqu’elle n’est pas nulle). On obtient alors le problème de fermeture associé à cette seule source.

On décrit dans ce qui suit les 9 problèmes de fermeture (un pour chaque source) ainsi séparés. On
les écrira trois par trois en les écrivant sous un formalisme générique permettant de n’écrire qu’une
fois chaque type de PbF (un par type de source : vitesse moyenne, température relative moyenne et
gradient de température moyenne).

2.5.1. PbF : Problèmes associés à une vitesse moyenne

Conformément à ce que l’on vient d’expliquer, on considère en particulier la phase j ∈ {l, g, s}
parmi les différentes phases. On écrit le PbF pour la vitesse moyenne ⟨vj⟩j , en annulant toutes les
autres sources dans les équations précédentes ((2.97) à (2.100)). ⟨vj⟩j non nulle étant en facteur de
tous les termes, on le simplifie dans les équations. On obtient alors le PbF associé à la vitessemoyenne
de la phase j comme source qui suit :
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(k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k) (f = l, g)

∇ · akj = 0 (2.101a)
ρk
ηk

(vk.∇) akj = −∇bkj +∇2akj −
1

Vk

∫∫
Sk

(
nkk′ .

(
−Ibkj

)
+ (nkk′ .∇) akj

)
dS (2.101b)

akj = ak′j −
(
δkj − δk′j

)
I sur Skk′ (2.101c)

ηk

(
Ibkj −

(
∇akj +∇akj

T
))

.nkk′ = ηk′
(
Ibk′j −

(
∇ak′j +∇ak′j

T
))

.nkk′ sur Skk′ (2.101d)
où δkj est le delta de Kronecker valant 1 si k = j et 0 sinon.

On rappelle que l’on décrit bien ici 3 PbF (un par phase j), se composant chacun de 6 équa-
tions de conservation (2 par phase k) et des 6 conditions de saut associées. Ils permettent chacun
de déterminer les jeux de variables de fermeture associées à la phase considérée (j), i.e. les variables(
akj ,bkj

)
k=l,g,s

.
2.5.2. PbF : Problèmes associés aux températures relatives

Pour écrire les PbF associés aux températures relatives moyennes et non plus aux vitesses rela-
tives, on procède comme précédemment § 2.5.1. Soit une phase j ∈ {l, g, s}, on annule toutes les
sources à l’exception de ⟨Θj⟩j . Pouvant factoriser tous les termes par ⟨Θj⟩j non nulle, on simplifie la
température moyenne et on obtient le PbF suivant : (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k) (f = l, g)

vk.∇ckj = αk∇2ckj −
1

Vk

∫∫
Sk

αk∇ckj .nkk′dS (2.102a)
cfj = −δfj sur Slg (2.102b)

cfj = csj − (δfj − δsj) sur Sfs (2.102c)
λf∇cfj .nfs = λs∇csj .nfs sur Sfs (2.102d)

On décrit bien 3 PbF distincts (un par phase j) portant sur les variables de fermeture (ckj)k=l,g,squi sont associées à la source ⟨Θj⟩j . Chaque problème est composé de 3 équations différentielles
(une par phase k) et de 6 conditions de saut.

2.5.3. PbF : Problèmes associés aux gradients de température
Pour finir avec les PbF, on écrit les PbF associés au gradient de température pour la phase j ∈

{l, g, s} :∇⟨Θj⟩j . Pareillement, après injection des relations de fermeture (2.92) dans le PbD et facto-
risation des sources, on suppose toutes sources nulles à l’exception de∇⟨Θj⟩j . On obtient :
(k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k) (f = l, g)

vk.∇dkj = αk∇2dkj −
1

Vk

∫∫
Sk

αk∇dkj.nkk′dS (2.103a)
dfj = 0 sur Slg (2.103b)

dfj = dsj sur Sfs (2.103c)
λf (δfj +∇dfj) .nfs = λs (δsj +∇dsj) .nfs sur Sfs (2.103d)
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On décrit bien 3 PbF distincts (un par phase j) associés à la source∇⟨Θj⟩j permettant d’obtenir le
jeu de variable de fermeture (dkj)k=l,g,s. Ils se composent chacun de 3 équations différentielles (une
par phase k) et des 6 contions de saut associées.

On a bien établi un problème de fermeture associé à chacune des 9 sources considérées.

2.6. Problème Moyenné Fermé (PbMF)

On a établi le problème moyenné non fermé (PbMNF) § 2.3 et suivi les étapes décrites par la
méthode de la prise de moyenne volumique (MPMV) permettant de le fermer. On a ainsi établi les re-
lations de fermeture (2.92) et obtenu les problèmes de fermeture (PbF) qui permettent de déterminer
les variables de fermeture. On peut désormais fermer le PbMNF dans cette section.

Pour fermer le PbMNF § 2.3.4, on remplace les déviations par les relations de fermeture (2.92) per-
mettant de les exprimer en fonction des grandeurs moyennes. Le PbMNF dépend alors des variables
de fermeture, déterminées grâce aux PbF. On obtient alors le problème suivant : (k, k′ = l, g, s | k′ ̸=
k)

∂εk
∂t

+∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

)
=
∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
(2.39)

εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨vk⟩k = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k +

ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk

+
1

V

∫∫
Sk

− 1

ρk

∑
j=l,g,s

(
ηkbkj.⟨vj⟩j

)
.nkk′ +

ηk
ρk

∇

 ∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

) .nkk′

 dS

+
1

V

∫∫
Sk

∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

)
(wkk′ − vk) .nkk′dS

(2.104)
εk

(
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k

)
= −

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k +

εk
Cpk

q̇k + αk∇2
(
εk⟨Θ⟩k

)
− αk∇⟨Θ⟩k.∇εk

+
1

V

∫∫
Sk

αk∇

 ∑
j=l,g,s

(
ckj⟨Θj⟩j + dkj.∇⟨Θj⟩j

) .nkk′dS

(2.105)
On va réécrire et arranger ces équations de sorte à pouvoir écrire un problème portant uni-

quement sur les grandeurs moyennes et ne faisant plus directement intervenir des grandeurs aux
échelles locales. On aura alors bien séparé les échelles et fermé le problème macroscopique. On
cherche donc à faire apparaître des propriétés effectivesmacroscopiques rendant compte des par-
ticularités du système et des interactions entre les phases. Elles doivent caractériser les phénomènes
émergeant à l’échelle macroscopique et n’étant pas considérés à l’échelle locale. Pour cela, on réécrit
les intégrales en les factorisant par les grandeurs moyennes qui ont été identifiées comme étant des
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sources, de sorte qu’il ne reste plus que des termes considérés connus sous les intégrales. On les iden-
tifie alors comme les propriétés effectives. On en obtiendra donc une propriété effective par phase
et par source pour chaque équation de conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie. En
effet, aucun traitement n’est nécessaire à ce stade pour l’équation de conservation de la masse. On
séparera ces propriétés effectives en deux catégories, de sorte à isoler les effets du changement de
phase. On établira chaque type de propriétés effectives séparément dans les sous-parties ci-dessous.

2.6.1. PbMF : Fermeture de la conservation de la QDM
On détermine dans cette partie les propriétés effectives dynamiques, qui sont associées aux

équations de conservation de la quantité de mouvement (QDM). On commence par la partie indé-
pendante du changement d’état avant de traiter celles dues au changement d’état.

Propriété effective indépendante du changement de phase
On part des équations de conservation de la QDM moyennées fermées non simplifiées précé-

dentes (2.104). On s’intéresse d’abord à la première intégrale permettant d’écrire les propriétés ef-
fectives dynamiques indépendantes du changement d’état. On utilise la linéarité de l’intégrale, de la
somme finie et de l’opérateur de dérivation spatiale (approximée par (2.96b) grâce à la séparation des
échelles (2.2) et détaillée dans l’ Annexe B, comme pour l’obtention des PbF précédente § 2.5). On uti-
lise alors l’invariance de la moyenne sur un VER (2.15) permettant de sortir les sources de l’intégrale.
On obtient alors : (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)

1

V

∫∫
Sk

− 1

ρk

∑
j=l,g,s

(
ηkbkj.⟨vj⟩j

)
.nkk′ +

ηk
ρk

∇
∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

) .nkk′

dS

=
∑
j=l,g,s

[
ηk
ρk

1

V

∫∫
Sk

((
−bkj.⟨vj⟩j +∇

(
akj .⟨vj⟩j

))
.nkk′

)
dS

]

≈
∑
j=l,g,s

ηk
ρk

[
1

V

∫∫
Sk

(
nkk′ .

(
−Ibkj

)
+ (nkk′ .∇) akj

)
dS

]
︸ ︷︷ ︸

=Akj

.⟨vj⟩j

=
∑
j=l,g,s

ηk
ρk
Akj .⟨vj⟩j

(2.106)

où Akj est la propriété effective dynamique de la phase k associée à la vitesse moyenne de la phase
j, et dépendant des variables de fermeture akj et bkj. Elle admet pour expression :
(k, k′, j = l, g, s | k′ ̸= k)

Akj =
1

V

∫∫
Sk

(
nkk′ .

(
−Ibkj

)
+ (nkk′ .∇) akj

)
dS (2.107)

Propriété effective associée au changement de phase
Préalablement, on montre par le calcul en Annexe C l’échange de position entre vecteurs et ma-

trice suivant : (k, k′, j = l, g, s | k′ ̸= k)((
akj .⟨vj⟩j

)
(wkk′ − vk)

)
.nkk′ = ((wkk′ − vk) .nkk′) akj .⟨vj⟩j (2.108)
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Dans les équations de conservation de la QDMdu problèmemoyenné fermé non simplifié (2.104),
le dernier terme est relatif au changement de phase. Il représente l’échange de QDM entre phases,
dû à la masse de fluide changeant d’état et transférant sa QDM. On n’a cependant pas pu l’écrire en
faisant intervenir les débits massiques de changement de phase par unité de volume ṁkj , comme on
a pu le faire pour les équations de conservations de la masse et de l’énergie. En revanche, ce terme
fait intervenir la déviation de la vitesse que l’on remplace par la relation de fermeture (2.92a). On
réalise alors lesmêmes étapes queprécédemment pour fermer ce terme.On factorise alors l’intégrale
d’intérêt par les sources grâce à la linéarité en rappelant l’invariance des moyennes sur un VER (2.15).
On obtient : (k, k′ = l, g, s | k′ ̸= k)

1

V

∫∫
Sk

∑
j=l,g,s

(
akj .⟨vj⟩j

)
(wkk′ − vk) .nkk′dS =

∑
j=l,g,s

[
1

V

∫∫
Sk

((wkk′ − vk) .nkk′) akj .⟨vj⟩jdS
]

=
∑
j=l,g,s

[
1

V

∫∫
Sk

((wkk′ − vk) .nkk′) akjdS

]
.⟨vj⟩j

=
∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j

(2.109)
où Akj est la propriété effective dynamique de la phase k due au changement de phase, associée à la
vitesse moyenne de la phase j et dépendant de la variable de fermeture akj . Elle admet l’expression
générale : (k, k′, j = l, g, s | k′ ̸= k)

Akj =
1

V

∫∫
Sk

((wkk′ − vk) .nkk′) akjdS (2.110)
Dans ce cas d’application au lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na, on rappelle

que l’on considère les conditions de saut locales modélisant l’absence de changement de phase à
l’interface fluide-solide et adhérence (2.36), ce qui annule la propriété effective précédente (2.110)
pour la phase solide et réduit la surface d’intégration à (Slg) pour les propriétés effectives des fluides :

Asj = 0 j = l, g, s (2.111a)
Afj =

1

V

∫∫
Slg

((wff ′ − vf ) .nff ′) afjdS j = l, g, s ; f, f ′ = l, g | f ′ ̸= f (2.111b)
On vient de déterminer pour chaque phase l’expression des propriétés effectives dynamiques

relatives aux vitesses moyennes des phases, en séparant les effets dus au changement de phase.
On les note respectivement Akj hors changement de phase (2.107) et Akj dû au changement de
phase (2.110). On peut alors fermer la conservation de la quantité de mouvement macroscopique en
remplaçant les termes intégraux : (k, j = l, g, s | k′ ̸= k)

εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨vk⟩k = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k +

ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk

+
ηk
ρk

∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j +
∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j

(2.112)
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2.6.2. PbMF : Fermeture de la conservation de l’énergie
On établit les propriétés effectives thermiques hors changement d’état, dont l’influence est

rendue par les termes en ṁkj , associées aux équations de conservation de l’énergie du problème
moyennées fermées non simplifiées (2.105). On applique alors toujours la même méthode. On in-
jecte les relations de fermeture (2.92c) dans le dernier terme des équations (2.105) puis on réar-
range l’expression de sorte à factoriser par les sources. On utilise pour cela l’invariance des sources
à l’échelle du VER (2.15) et les approximations des dérivations de produit (2.96e) et (2.96g) détaillées
dans l’ Annexe B grâce à la séparation des échelles (2.2). Ce qui donne pour le terme intégral consi-
déré : (k = l, g, s | k′ ̸= k)

1

V

∫∫
Sk

αk∇

 ∑
j=l,g,s

(
ckj⟨Θj⟩j + dkj.∇⟨Θj⟩j

) .nkk′dS

=
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Sk

αk∇
(
ckj⟨Θj⟩j

)
.nkk′dS

)
+
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Sk

αk∇
(
dkj.∇⟨Θj⟩j

)
.nkk′dS

)

≈
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Sk

αk⟨Θj⟩j∇ckj .nkk′dS

)
+
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Sk

αk

(
∇dkj.∇⟨Θj⟩j

)
.nkk′dS

)

=
∑
j=l,g,s

αk

(
1

V

∫∫
Sk

∇ckj .nkk′dS

)
⟨Θj⟩j +

∑
j=l,g,s

αk

(
1

V

∫∫
Sk

∇dkj.nkk′dS

)
.∇⟨Θj⟩j

=
∑
j

αkCkj⟨Θj⟩j +
∑
j

αkDkj.∇⟨Θj⟩j

(2.113)

où Ckj et Dkj sont les propriétés effectives thermiques hors changement d’état de la phase k, res-
pectivement associées à la température relative moyenne de la phase j et au gradient de tempéra-
ture moyenne dans la phase j, dépendant respectivement des variables de fermeture (ckj)k,j=l,g,s et
(dkj)k,j=l,g,s. Elles admettent les expressions suivantes : (k, j = l, g, s)

Ckj =
1

V

∫∫
Sk

∇ckj .nkk′dS (2.114)

Dkj =
1

V

∫∫
Sk

∇dkj.nkk′dS (2.115)
On vient alors de fermer les équations de conservation de l’énergiemoyennées qui font seulement

appel à des termes définis à l’échelle macroscopique. On obtient ainsi pour chaque phase (k), une
propriété effective par source thermique, soit 6 par phase, soit 18 propriétés effectives thermiques
sans changement de phase. Ces propriétés effectives macroscopiques sont entièrement décrites par
l’expression des variables de fermeture données par les PbF.

On écrit alors l’équation de conservation de l’énergie moyennée fermée finale en remplaçant l’ex-
pression précédente (2.113) dans les équations de conservation de l’énergiemoyennées fermées non
simplifiées (2.105) :
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(k = l, g, s)

εk
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k = −

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k +

εk
Cpk

q̇k + αk∇2
(
εk⟨Θk⟩k

)
− αk∇⟨Θk⟩k.∇εk

+ αk
∑
j=l,g,s

Ckj⟨Θj⟩j + αk
∑
j=l,g,s

Dkj.∇⟨Θj⟩j

(2.116)
2.6.3. PbMF : Fermeture des ṁkj

D’après les travaux de F. Duval et al. [60], on peut exprimer le débit massique de changement de
phase par unité de volume ṁkj en fonction des variables de fermeture et des sources, à partir des
conditions de saut. On a exprimé qu’il n’y avait pas d’échange de matière avec la phase solide (2.41).
Et l’on sait également que le bilan d’échange de matière entre le sodium liquide et le sodium gazeux
et son opposé se compensent (2.40), mais il reste à déterminer l’expression de ṁlg. (k, j = l, g, s)

ṁlg = −ṁgl (2.40)

ṁks = ṁsj = 0 (2.41)

Pour fermer le débit massique par unité de volume de changement de phase du sodium ṁlget l’exprimer en fonction des variables de fermeture et des sources, on part de l’égalité des flux de
chaleur à l’interface liquide-vapeur (2.35a). On intègre la condition de saut sur l’interface liquide-gaz
que l’on divise par le volume du VER après avoir sorti de l’intégrale la chaleur latente considérée
comme constante. On retrouve alors la définition de ṁlg :

1

V

∫∫
Slg

(λl∇Θl − λg∇Θg) .nlgdS =
∆hvapl

V

∫∫
Slg

φlgdS = ∆hvapl ṁlg (2.117)

On ne connaît toujours pas les grandeurs locales, on n’a donc pas encore fermé le débit massique
par unité de volume de changement de phase du sodium. On cherche à exprimer les grandeurs lo-
cales par l’intermédiaire des sources qui sont des grandeurs macroscopiques. Pour cela, on va ré-
écrire l’intégrale (2.117) à l’aide de la décomposition de W. G. Gray (2.13) sur la température afin de
remplacer les grandeurs locales par des termes en sources et en déviations. On sait ensuite exprimer
les déviations en fonction des sources grâce aux relations de fermeture (2.92). Comme dans la sous-
section précédente § 2.6.2, on utilise donc les approximations des décompositions de dérivation de
produit (2.96e) et (2.96g) détaillées dans l’ Annexe B. On factorise ensuite par les sources que l’on
sort encore des intégrales par invariance des moyennes sur un VER (2.15). Ce qui donne :
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1

V

∫∫
Slg

(λl∇Θl − λg∇Θg) .nlgdS

=
1

V

∫∫
Slg

(
λl∇Θ̃l

l
− λg∇Θ̃g

g
)
.nlgdS +

1

V

∫∫
Slg

(
λl∇⟨Θl⟩l − λg∇⟨Θg⟩g

)
.nlgdS

=
1

V

∫∫
Slg

(
λl∇Θ̃l

l
)
.nlgdS−

1

V

∫∫
Slg

(
λg∇Θ̃g

g
)
.nlgdS

+

(
1

V

∫∫
Slg

λlnlgdS

)
.∇⟨Θl⟩l −

(
1

V

∫∫
Slg

λgnlgdS

)
.∇⟨Θg⟩g

=
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

λl∇clj .nlgdS

)
⟨Θj⟩j +

∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

λl∇dlj.nlgdS

)
.∇⟨Θj⟩j

−
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

λg∇cgj .nlgdS

)
⟨Θj⟩j −

∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

λg∇dgj.nlgdS

)
.∇⟨Θj⟩j

+

(
1

V

∫∫
Slg

λlnlgdS

)
.∇⟨Θl⟩l −

(
1

V

∫∫
Slg

λgnlgdS

)
.∇⟨Θg⟩g

=
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

(λl∇clj−λg∇cgj) .nlgdS

)
⟨Θj⟩j

+
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

[λl∇dlj−λg∇dgj] .nlgdS

)
.∇⟨Θj⟩j

+

(
1

V

∫∫
Slg

λlnlgdS

)
.∇⟨Θl⟩l −

(
1

V

∫∫
Slg

λgnlgdS

)
.∇⟨Θg⟩g

=
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

(λl∇clj−λg∇cgj) .nlgdS

)
⟨Θj⟩j

+
∑
j=l,g,s

(
1

V

∫∫
Slg

[λl∇dlj−λg∇dgj + (δjl − δjg)λj ] .nlgdS

)
.∇⟨Θj⟩j

=
∑
j=l,g,s

Clgj ⟨Θj⟩j +
∑
j=l,g,s

Dlg
j .∇⟨Θj⟩j

(2.118)

où Clgj etDlg
j sont les propriétés effectives thermiques dues au changement de phase respectivement

associées à la température relative moyenne de la phase j et au gradient de température moyenne
de la phase j, dépendant respectivement des variables de fermeture selon les expressions suivantes :
(j = l, g, s)

Clgj =
1

V

∫∫
Slg

(λl∇clj − λg∇cgj) .nlgdS (2.119)
Dlg

j =
1

V

∫∫
Slg

[λl∇dlj − λg∇djg + (δlj − δgj)λj ] .nlgdS (2.120)
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où δkj est le delta de Kronecker.
On en déduit la fermeture du débitmassique par unité de volume de changement de phase du so-

dium (2.121) en réintroduisant la réécriture de l’intégrale (2.118) dans l’expression précédente (2.117).
D’où :

ṁlg =
1

∆hvapl

 ∑
j=l,g,s

Clgj ⟨Θj⟩j +
∑
j=l,g,s

Dlg
j .∇⟨Θj⟩j

 (2.121)

2.6.4. Résumé : PbMF

On vient d’écrire toutes les intégrales intervenant dans le problèmemoyenné fermé par l’intermé-
diaire des propriétés effectives macroscopiques que l’on a ainsi mises en évidence. On a notamment
pu établir les expressions des propriétés effectives en fonction des variables de fermeture, hors chan-
gement de phase (voir (2.107), (2.114) et (2.115)), et dues au changement de phase (voir (2.110), (2.119)
et (2.120)). On a bien séparé les échelles en ne faisant plus apparaître que des grandeurs macro-
scopiques dans le problème moyenné fermé. Pour cela, on a considéré l’ensemble des hypothèses
suivantes :

• On modélise la phase solide comme un pseudo-fluide admettant des modèles définissant sa
pression Ps et sa viscosité dynamique ηs.

• On considère les fluides Newtoniens, incompressibles, non miscibles.
• Les propriétés physiques sont considérées uniformes sur le VER et indépendantes des gran-
deurs physiques comme la température ou la pression (βk, g, ρk, ηk, Cpk, q̇k, λk et ∆hvapl ) sous
l’approximation de Boussinesq [10] [126].

• On néglige dans les équations de conservation de l’énergie les flux radiatifs, le travail des forces
et les effets de la dissipation visqueuse.

• On suppose qu’il y a changement de phase entre le sodium liquide et gazeux sur l’ensemble de
l’interface liquide-gaz.

• On suppose l’existence des VER (voir § 2.1.1.2) et que la séparation des échelles (2.2) est vérifiée.
• On suppose être dans les conditions décrites par les inégalités (2.52) et de (2.63).
• On rappelle que les hypothèses relatives à l’écriture du problème aux déviations et des pro-
blèmes de fermeture ne conditionnent pas le problème macroscopique.

Le problème moyenné fermé décrivant le nivellement thermodynamique d’un lit de débris de co-
rium sur le récupérateur d’un RNR-Na obtenu par l’intermédiaire de la méthode de prise demoyenne
volumique est :
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(k, k′, j = l, g, s | k′ ̸= k) (f, f ′ = l, g | f ′ ̸= f)

∂εk
∂t

+∇ ·
(
εk⟨vk⟩k

)
=
∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
(2.39)

εk
∂⟨vk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨vk⟩k = εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k +

ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk

+
ηk
ρk

∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j +
∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j

(2.112)
εk
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k = −

∑
j=l,g,s
j ̸=k

ṁkj

ρk
⟨Θk⟩k +

εk
Cpk

q̇k + αk∇2
(
εk⟨Θk⟩k

)
− αk∇⟨Θk⟩k.∇εk

+ αk
∑
j=l,g,s

Ckj⟨Θj⟩j + αk
∑
j=l,g,s

Dkj.∇⟨Θj⟩j

(2.116)
Akj =

1

V

∫∫
Sk

(
nkk′ .

(
−Ibkj

)
+ (nkk′ .∇) akj

)
dS (2.107)

Asj = 0 (2.111a)
Afj =

1

V

∫∫
Slg

((wff ′ − vf ) .nff ′) afjdS (2.111b)

Ckj =
1

V

∫∫
Sk

∇ckj .nkk′dS (2.114)

Dkj =
1

V

∫∫
Sk

∇dkj.nkk′dS (2.115)
ṁks = ṁsj = 0 (2.41)
ṁlg = −ṁgl (2.40)

ṁlg =
1

∆hvapl

 ∑
j=l,g,s

Clgj ⟨Θj⟩j +
∑
j=l,g,s

Dlg
j .∇⟨Θj⟩j

 (2.121)

Clgj =
1

V

∫∫
Slg

(λl∇clj − λg∇cgj) .nlgdS (2.119)

Dlg
j =

1

V

∫∫
Slg

[λl∇dlj − λg∇djg + (δlj − δgj)λj ] .nlgdS (2.120)
On a ainsi fermé notre problème moyenné non fermé et bien séparé les échelles. Pour chaque

phase, on admet autant de propriétés effectives hors changement de phase de chaque type (dyna-
mique et thermique associées aux températures moyennes ou à leur gradient) que l’on considère
de phase. Soient 9 propriétés effectives hors changement d’état par phase, pour un sous-total de 27
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pour les 3 phases. En comptant les propriétés effectives dues au changement de phase, on a au total
de 42 fermetures (dont trois nulles (2.111a) sous ces conditions).

On notera que dans les travaux de Lasseux et al. [106], visant à étayer théoriquement la loi de
Darcy-Forchheimer par l’utilisation de la méthode de la prise de moyenne volumique, les proprié-
tés effectives dynamiques hors changement de phase Akj (2.107) sont encore subdivisées en deux
termes. L’un rend compte des effets visqueux et faisant intervenir la perméabilité et la perméabilité
relative (Darcy) et l’autre des effets inertiels faisant intervenir la passabilité et la passabilité relative
(Forchheimer). Mais on ne décrira pas le système à ce niveau de détail.

À l’inverse, et comme expliqué lors de l’écriture des équations de conservation de l’énergie aux
déviations, Sapin [160] précise que les sources du type gradient de température moyenne et leur
influence dans les transferts de chaleur seraient négligeables. Il s’appuie sur les travaux de Bousquet-
Melou et al. [20] bien que ces travaux soient relatifs au suivi d’un phénomène de solidification. Si
ces sources sont bien négligeables pour notre système, alors les propriétés effectives Dkj (2.115) et
Dlg

j (2.120) pourraient être négligées.

2.7. Discussion sur le modèle macroscopique

Dans les parties précédentes de ce chapitre, on a présenté la méthode de la prise de moyenne
volumique (MPMV) puis on l’a appliquée à la modélisation du comportement thermohydraulique du
nivellement d’un lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na lors d’un accident grave. On
a ainsi écrit un système d’équations décrivant le comportement du lit de débris et de ses trois phases
à l’échelle macroscopique portant sur des grandeurs moyennes. Que peut-on dire de ce nouveau
système?

On verra qu’il amène certaines nouveautés et qu’il ouvre la voie pour d’autres modélisations.
2.7.1. Une nouvelle structure d’équation

On va évaluer les nouveautés apportées par le problème macroscopique fermé que l’on vient
d’écrire (voir § 2.6.4). Pour cela, on doit présenter rapidement une modélisation assez généralement
utilisée pour traiter ces problèmes d’écoulements multiphasiques en guise de comparaison. On par-
lera principalement de l’équation de conservation de la quantité de mouvement (QDM) (2.112), mais
ce sera généralement valable pour l’équation de conservation de l’énergie (2.116) par analogie, bien
que la littérature soit moins abondante sur ce point.

2.7.1.1. Un modèle général des écoulements multiphasiques
On présente d’abord une modélisation que l’on retrouve dans de nombreux travaux portant sur

des écoulements diphasiques (hors MPMV). Il s’agit du modèle Eulérien diphasique décrit par Ishii &
Züber en 1979 [96] décrivant l’écoulement d’une phase dispersée (d) dans une phase continue (c).
Cette modélisation est assez représentative de nombreuses situations, pouvant aussi bien modéliser
selon les corrélations utilisées, des bulles de gaz dans un fluide [22], des émulsions ou des mélanges
de fluide immiscibles [95] ou encore une phase solide en suspension dans une phase fluide [94].

Leurs équations portent aussi sur des grandeurs "moyennes" pour une phase, la vitesse de la
phase dispersée représentant la vitesse d’ensemble des particules la constituant et non la vitesse
d’une particule par exemple, sans pour autant définir précisément le type de résultante utilisée. On
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assimilera alors les grandeurs évoquées comme lesmoyennes de phase pour faciliter la comparaison.
Le modèle d’Ishii & Züber s’écrit alors ainsi : (k, k′ = d, c | k′ ̸= k)
εk

(
∂⟨vk⟩k

∂t
+ ⟨vk⟩k · ∇⟨vk⟩k

)
= εkg−

εk
ρk

∇⟨Pk⟩k+
εk
ρk

∇·
(
τk + τk

T
)
+Mik+

(
⟨wkk′⟩k − ⟨vk⟩k

) ṁkk′

ρk(2.122)
où τk désigne les contraintes visqueuses etMik représente les forces généralisées à l’interface de laphase k hors changement de phase.

On retrouve déjà une structure d’équation cohérente avec les équations établies dans ce docu-
ment. Ce modèle a été très largement repris depuis dans de nombreux domaines de la physique,
mais sa structure est généralement conservée et ce sont les différentes corrélations et modèles uti-
lisés pour les différents paramètres comme les contraintes visqueuses ou le choix des forces appa-
raissant dans Mik, qui différencient chaque application. On le retrouve par exemple à la base du
code de calcul CATHARE ou SIMMER pour les accidents graves, et plus précisément pour des mo-
dèles portant sur le lit de débris avec les modèles P. Liu et al. [116] ou de Tagami et al. [180]. Dans
certains papiers, on ajoute également à cette modélisation (2.122), un terme de masse ajoutée ou
virtuelle [25], [142], [143] ou [180].

On réécrit ce modèle général pour rendre la comparaison au système établi dans ce document
plus significative en l’écrivant dans un cadre proche du nivellement d’un lit de débris en RNR-Na.

Pour des fluides Newtoniens d’une part, le terme de contraintes visqueuses semble faire consen-
sus sous la forme (2.123) ([25], [116], [117], [136], [143], [182]) quitte à ajouter des termes correctifs
ou à ajouter une corrélation particulière pour la viscosité pour traiter une phase dispersée, une phase
solide ou des fluides non newtoniens : (k = l, g, s)

εk
ρk

∇ ·
(
τk + τk

T
)
=
εkηk
ρk

∇2⟨vk⟩k (2.123)
Au premier ordre ensuite, si on le restreint à la force de traînée,Mik peut simplement s’écrire de la

façon suivante (2.124) [96]. C’est une écriture que l’on retrouve régulièrement dans la littérature (par
exemple : [25], [44], [54], [116], [132], [134], [143], [176] et [180]). Le coefficient de traînée généralisé
Cdkk′ admet alors un grand nombre d’expressions et de modélisations. (k, k′ = l, g, s|k′ ̸= k)

Mik = Cdkk′
(
⟨vk′⟩k

′
− ⟨vk⟩k

) (2.124)
où Cdkk′ est le coefficient de traînée généralisé.

Afin de permettre une comparaison d’intérêt avec le modèle établi dans ce manuscrit, les équa-
tions de conservation de laQDMde Ishii & Züber (2.122) deviennent alors en injectant (2.123) et (2.124)
dans un cadre multiphasique similaire au lit de débris [180] : (k = l, g, s)

εk

(
∂⟨vk⟩k

∂t
+ ⟨vk⟩k · ∇⟨vk⟩k

)
= εkg − εk

ρk
∇⟨Pk⟩k +

εkηk
ρk

∇2⟨vk⟩k

+
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Cdkj

(
⟨vj⟩j − ⟨vk⟩k

)
+
∑
j=l,g,s
j ̸=k

(
⟨wkj⟩k − ⟨vk⟩k

) ṁkj

ρk

(2.125)
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On fait de même pour l’équation de la chaleur que l’on peut aussi écrire de manière générale en
s’appuyant sur les travaux de Niessner & Hassanizadeh [135] ou encore [14], [132] ou [134] : (k =

l, g, s)

εk
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ εk⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k =

∑
j=l,g,s
j ̸=k

Λṁkj

ṁkj

ρk
+

εk
Cpk

q̇k + εkαk∇2⟨Θk⟩k +
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Λkj

(
⟨Θj⟩j − ⟨Θk⟩k

)
(2.126)

où Λkj est le coefficient de transfert à l’interface de Newton et Λṁkj
est le coefficient de transfert de

chaleur par changement d’état.
2.7.1.2. Comparaison et nouveauté

On peut maintenant comparer la modélisation théorique établie dans ce document (voir § 2.6)
issue de l’application de la méthode de prise de moyenne volumique à une modélisation plus gé-
néralement adoptée (2.125) et (2.126), du moins d’un point de vue structurel, chaque modélisation
utilisant des fermetures spécifiques. Les équations de conservation de la masse des deux approches
n’admettant pas de différence, on prend principalement appui sur les équations de conservation de la
QDMpour faire la comparaison. On pourramalgré tout généralement raisonner demanière analogue
pour les équations de conservation de l’énergie. Les équations de conservation de la QDM obtenues
via la MPMV (2.112) et issues de la littérature que l’on vient d’écrire (2.125) sont rappelées ici :

εk
∂⟨vk⟩k

∂t︸ ︷︷ ︸
I

+ εk⟨vk⟩k.∇⟨vk⟩k︸ ︷︷ ︸
II

= εk

(
1− βk⟨Θk⟩k

)
g︸ ︷︷ ︸

III

−εk
ρk

∇⟨Pk⟩k︸ ︷︷ ︸
IV

+
ηk
ρk

∇2
(
εk⟨vk⟩k

)
− ηk
ρk

∇⟨vk⟩k.∇εk︸ ︷︷ ︸
V

+
ηk
ρk

∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j︸ ︷︷ ︸
VI

+
∑
j=l,g,s

Akj .⟨vj⟩j︸ ︷︷ ︸
VII (2.112)

εk
∂⟨vk⟩k

∂t︸ ︷︷ ︸
I

+ εk⟨vk⟩k · ∇⟨vk⟩k︸ ︷︷ ︸
II

= εkg︸︷︷︸
III

−εk
ρk

∇⟨Pk⟩k︸ ︷︷ ︸
IV

+
εkηk
ρk

∇2⟨vk⟩k︸ ︷︷ ︸
V

+
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Cdkj

(
⟨vj⟩k − ⟨vk⟩k

)
︸ ︷︷ ︸

VI

+
∑
j=l,g,s
j ̸=k

(
⟨wkj⟩k − ⟨vk⟩k

) ṁkj

ρk︸ ︷︷ ︸
VII

(2.125)

En comparant ces deux formalismes, c’est d’abord leur grande ressemblance qui est frappante et
rassurante. On retrouve un terme de dérivation temporelle (I), un terme d’advection (II), un terme
relatif aux forces volumiques avec la gravité (III), les forces surfaciques avec le terme en gradient de
pression (IV) et un terme de diffusion visqueuse (V), puis un terme d’interaction hors changement
de phase (VI) et enfin un terme associé au changement de phase (VII). On remarquera d’ailleurs
que les termes de dérivation temporelle, d’advection et en gradient de pression sont rigoureusement
identiques. En revanche, les autres termes présentent des différences plus ou moins importantes.
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La première différence, mineure, apparaît sur le terme relatif à la gravité (III). Il s’agit simplement
de l’application de l’approximation de Boussinesq [10] [126] (voir § 2.2.2) utilisée pour permettre de
rendre compte des phénomènes de convection naturelle, moteurs dans le nivellement du lit de dé-
bris.

Une deuxième différence, mineure également, apparaît sur le terme de diffusion visqueuse (V).
Cependant, les deux écritures seraient équivalentes si on négligeait l’influence du gradient du taux
d’occupation volumique, ce qui est le cas dans les milieux homogènes. On fait sciemment le choix de
conserver les termes en gradient du taux d’occupation volumique dans le cadre de la modélisation
du nivellement d’un lit de débris. Ces termes en dérivation spatiale du taux d’occupation volumique
pourraient en effet être importants à la surface du lit, siège du nivellement par déstabilisation et ava-
lanches successives de cette surface. Il serait donc pertinent de pouvoir estimer par la suite l’apport
effectif de ce terme dans les simulations.

Une propriété effective d’auto-interaction
La troisième différence que l’on observe porte sur le terme d’interaction (VI).On retrouve bien

dans les deux cas un terme écrit comme la somme sur les phases en présence d’une "propriété ef-
fective" en facteur d’une vitesse. On note cependant trois distinctions entre l’équation obtenue par la
MPMV (2.112) et les modélisations plus classiques représentées par les équations (2.125) :

• les propriétés effectives sont respectivement des tenseurs et des coefficients scalaires,
• les vitesses considérées sont respectivement les vitesses moyennes des phases et les vitesses
relatives entre ces phases,

• et par conséquent, une propriété effective supplémentaire pour le premier système (absence
d’une propriété Cdkk pour le second système).

Premièrement, les propriétés effectives sont des tenseurs alors que l’on trouve plus générale-
ment une corrélation scalaire, on pourrait d’ailleurs trouver des corrélations tensorielles pour cette
propriété effective, bien que je n’en ai pas rencontré dans ma bibliographie. En effet, une telle formu-
lation permettrait par exemple de tenir compte d’anisotropie dans le système. Ainsi, il est tout à fait
envisageable pour les propriétés effectivesAkj qu’elles puissent s’écrire ainsi (2.127). Elles pourraientalors être substituées par des propriétés scalaires, une fois calculées à partir des expressions (2.107)
et des problèmes de fermeture § 2.5.1 pour des configurations homogènes et isotropes par exemple.
(k, j = l, g, s)

Akj = AkjI (2.127)
Deuxièmement, écrire le terme d’interaction (VI) via les vitesses des phases en présence plu-

tôt que via les vitesses relatives introduit une propriété effective supplémentaire par équations (par
phase), que l’on nomme dans ce document propriété effective d’auto-interaction Akk. On écrit
alors le terme d’interaction comme la somme de n termes plutôt que n − 1 termes habituellement
(où n est le nombre de phases considérées). Et bien qu’il semble plus intuitif de considérer les vitesses
relatives entre phases comme les grandeurs d’intérêts pour caractériser leur interaction, et que les
modèles actuels semblent efficaces, ce travail tend à signifier que les grandeurs d’intérêts seraient
plutôt les vitesses moyennes de chaque phase. De plus, admettant un degré de liberté supplémen-
taire, on peut chercher à savoir si la modélisation usuelle ne serait pas incluse dans la modélisation
établie dans ce document.
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On peut effectivement réécrire les équations établies dans ce manuscrit (2.112) selon la formu-
lation générale portant sur les vitesses relatives si l’on ajoute la contrainte (2.128) sur les propriétés
effectives d’auto-interaction. On peut également écrire cette même contrainte à partir de l’écriture
classique (2.125) en distribuant les propriétés effectives aux vitesses de phase à partir de la vitesse
relative. La grandeur en facteur de la vitesse de la phase considérée peut alors s’assimiler à une
propriété effective d’auto-interaction, elle vérifie alors (2.128). Or, cette contrainte n’est pas a priori
vérifiée par la définition des propriétés effectives (2.107) et les problèmes définissant les variables de
fermeture § 2.5.1. (k = l, g, s)

Akk = −
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Akj (2.128)

S’il s’avère qu’il existe des conditions réelles ne vérifiant pas cette contrainte, il serait alors perti-
nent de les confronter aux réalités expérimentales et demesurer la pertinence de cette approche. On
pourrait alors vérifier laquelle des deux approches reproduit le plus fidèlement la réalité physique de
ces écoulements.

Les propriétés effectives d’auto-interaction mise en évidence dans ces travaux Akk représententcomment le comportement de la phase est influencé par la seule présence des autres phases indé-
pendamment de leur comportement dynamique. On peut le résumer comme la propriété représen-
tant comment l’écoulementmacroscopique estmodifié pour tenir compte de la réalitémicroscopique
et de l’encombrement spatial. Pour s’en convaincre, supposons que toutes les phases sont immobiles
à l’exception de la phase considérée. On peut alors assimiler la propriété d’auto-interaction à l’inverse
de la perméabilité (au sens des écoulements en milieu poreux) [144].

Ce commentaire sur le nombre de propriétés effectives indépendantes et la contrainte sur les
propriétés effectives d’auto-interaction (2.129) nécessaire pour avoir une équivalence mathématique
entre les 2 structure est tout aussi valable pour les propriétés effectives thermiques associées aux
températures moyennes Ckj qui sont à comparer au coefficient Λkj . (k = l, g, s)

Ckk = −
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Ckj (2.129)

Bien que cette remarque soit sûrement tout aussi valable pour les propriétés effectives ther-
miques associées aux gradients de température Dkj, il n’est tout simplement pas fait mention de
terme d’interaction thermique entre phases associé au gradient de température dans les modélisa-
tions courantes (2.126) et dans le corpus que j’ai pu consulter, y compris dans les travaux de Nagrani
et al. [132] portant pourtant spécifiquement sur l’influence du gradient de température macrosco-
pique sur la migration sous contrainte des particules en suspension. On rappelle cependant que l’on
a conservé les gradients de températuremoyenne en tant que sources par cohérence avec les travaux
deDuval et al. [60], mais que Sapin [160] les néglige dans ses travaux en s’appuyant sur les simulations
de Bousquet-Melou et al. [20] portant sur un phénomène de solidification et non d’ébullition. Pareille-
ment aux termes de Brinkman, ces termes sont présents dans le modèle établi dans ce document,
mais on les suspecte d’être négligeables. C’est ce qu’impliquerait la séparation des échelles si on pou-
vait comparer la température relative moyenne et sa déviation (on aurait pu le faire pour les phases
sodium (l) et (g) grâce à (2.84c)), ou ce que suggère l’absence de ces termes dans les modèles usuels.
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Des études additionnelles comme celles de Bousquet-Melou et al. [20] dans le cadre de l’ébullition
permettraient de statuer sur leur influence. Dans le cas contraire, ils portent la même particularité
structurelle que les deux autres types de propriétés effectives hors changement de phase, à savoir la
présence d’une propriété effective d’auto-interaction.

Pour résumer ces différence, la structure d’équations (2.112) fait apparaître une propriété effec-
tive supplémentaire par rapport à la structure (2.125) dans le termeVI. Outre la signification physique,
une équivalencemathématique entre les deux structures impliquerait la relation (2.128), qui n’est pas
assurée a priori. Des remarques analogues sont valables pour les propriétés effectives thermiques.

2.7.2. Méthode n-phases
Dans ce chapitre, on a pu appliquer la méthode de prise de moyenne volumique (MPMV) à un

système composé de 3 phases mobiles sans équilibre thermique local avec changement de phase
et source de chaleur. Grâce au formalisme générique sur les phases (k) et en conservant l’hypo-
thèse par laquelle les phases interagissent deux à deux à leur interface, on peut désormais affirmer
que l’on pourrait appliquer la MPMV à un système composé de n phases admettant m couples de
phases s’échangeant de la masse par changement d’état. Cela ne changerait rien à l’établissement
des équations de conservation macroscopiques déjà écrites de manière générique. On aurait cepen-
dant à modifier les problèmes de fermeture, notamment par l’ajout des conditions de saut relatives
aux nouvelles interfaces alors considérées. Le problème macroscopique fermé se composerait alors
de :

• n équations de conservation de la masse, de la QDM et de l’énergie,
• dans le cadre de nos hypothèses, 3n2 propriétés effectives hors changement d’état (npropriétés
effectives dynamiques et 2n propriétés effectives thermiques par phase),

• 4mn propriétés effectives dues au changement de phase.
Malgré la complexité inhérente à une telle modélisation, la considération de n phases serait très

intéressante pour l’étude du nivellement d’un lit de débris sur le récupérateur d’un RNR-Na lors d’un
accident grave. On pourrait alors considérer plusieurs phases solides et ainsi distinguer le compor-
tement des grains par catégorie, que ce soit par des groupes de compositions, de tailles et/ou de
formes. Cela nous permettrait notamment demodéliser des phénomènes de ségrégation des débris,
ce qui selon les catégories considérées pourrait avoir un impact non négligeable quant aux enjeux de
sûreté comme on a pu le voir dans le premier chapitre (voir § 1.1.3.3).

Maintenant que l’on a pu écrire un modèle thermodynamique Eulerien et multiphasique macro-
scopique d’un lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na lors d’un accident grave, par
l’application de la méthode de la prise de moyenne volumique, on l’implémente dans un code de
calcul afin de pouvoir tester son comportement.
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3 - Chapitre 3 : Vers une simulation numérique d’un lit de
débris en RNR-Na

On a écrit un modèle à l’échelle macroscopique à partir des équations aux petites échelles par
application de la méthode de la prise de moyenne volumique [60] [106] [144] dans le chapitre pré-
cédent § 2. À la suite de ce travail, deux axes majeurs sont ouverts. D’une part, on doit résoudre les
problèmes de fermeture ((2.101), (2.102) et (2.103)) afin de déterminer les propriétés effectives du
lit de débris de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na. D’autre part, on doit implémenter ce mo-
dèle macroscopique dans un code de calcul pour être en mesure de simuler le comportement de ce
système.

La résolution des problèmes de fermeture implique une connaissance fine de l’état du système
à l’échelle locale sur l’ensemble d’un VER. Cela nécessite entre autre des simulations DNS que l’on a
évoquées dans le premier chapitre § 1.4.2.2. Restreindre ce type de méthode à un VER accroît leur
pertinence en comparaison de leur utilisation sur l’ensemble du lit de débris. Cela reste cependant
un travail conséquent et difficile hors du cadre de cette étude. Quelques pistes de réflexion initiales
sont proposées dans les perspectives de ce manuscrit.

Dans ce chapitre, on s’intéresse alors au deuxième axe principal de ce travail : l’implémentation du
problème macroscopique dans un outil de calcul. L’intégralité du modèle n’a cependant pas pu être
implémentée à ce jour. Ce chapitre présente ainsi la plateforme de calcul choisie (OpenFOAM.com
v2212) et la méthode d’implémentation adoptée. On présentera ensuite les tests permettant de véri-
fier que l’on a bien implémenté et que l’on résout correctement les équations souhaitées.

3.1. Implémentation du problème macroscopique

On cherche à implémenter le système d’équations macroscopiques établi dans le chapitre précé-
dent § 2.6.4. C’est un système d’équations aux dérivées partielles eulériennes triphasique. On choisira
pour cela, la plateforme open source OpenFOAM [82] qui permet la résolution d’équations similaires.
On présentera, dans cette section, cette plateforme de résolution numérique, puis comment on l’uti-
lise pour implémenter et résoudre le problème macroscopique.

3.1.1. Présentation d’OpenFOAM
OpenFOAM, pour "Open source FieldOperation AndManipulation", est une librairie open-source C++

pour le calcul multiphasique dimensionné basée sur les volumes finis. Son utilisation est décrite dans
le guide utilisateur de Greenshields [82]. C’est une plateforme de développement collaborative com-
prenant déjà un grand nombre d’applications préétablies que l’on sépare en deux catégories. D’un
côté, les utilities rassemblent un certain nombre d’aides aux prétraitements et aux post-traitements.
On trouve des outils de maillage, des méthodes de résolution d’équations ou des visualiseurs de
données. OpenFOAM comprend également des méthodes passerelles permettant d’utiliser certains
outils extérieurs, comme lire un maillage créé sous Fluent, ou de changer le format des sorties pour
le rendre compatible avec des outils de post-traitement externes. D’autre part, les solvers résolvent
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spécifiquement un problème de mécanique des fluides ou des milieux continus par des méthodes
s’appuyant sur les volumes finis. C’est dans les solvers que l’on écrit les systèmes d’équations et que
l’on définit l’ordre et les étapes de résolution. Plus d’une centaine de solvers préconstruits sont dis-
ponibles dans la distribution de base et chacun est libre, selon les termes de la licence GPL [173], de
construire et d’ajouter ses propres développements en s’inspirant des solvers préexistants.

OpenFOAM présente plusieurs qualités qui ont motivé le choix de cette plateforme pour implé-
menter le système d’équations établi au chapitre précédent § 2.6.4 :

• Particulièrement développé pour la thermohydraulique, OpenFOAM comprend un grand nom-
bre de solvers préexistants dédiés aux écoulements multiphasiques, dont au moins 3 permet-
tant la résolution d’écoulements multiphasiques eulériens, dont on a pu s’inspirer.

• Très utilisé dans le domaine académique, une partie non négligeable de ces solvers est docu-
mentée par un ou plusieurs articles publiés sous-comité de lecture qui expliquent leur fonc-
tionnement, les choix réalisés ou des développements additionnels.

• Étant sous licence libre, et ayant une reconnaissance académique, la communauté de dévelop-
peurs est suffisamment grande pour trouver de l’aide ou des informations en cas de dysfonc-
tionnement.

• OpenFOAM est conçue de telle sorte que la majorité des opérateurs et un certain nombre de
méthodes de résolution sont préécrites. Ainsi, l’implémentation d’un système d’équations dans
un nouveau solver peut être réalisée assez rapidement. On peut pratiquement écrire les équa-
tions physiques telles qu’elles le sont dans le chapitre précédent (voir § 2.6.4). La discrétisation
et les méthodes de résolution sont alors prises en charge par OpenFOAM, bien que l’on puisse
préciser lesquelles on souhaite utiliser et en ajouter si on le désire.

Les trois solvers OpenFOAM permettant de résoudre des systèmes d’équations aux dérivées par-
tiellesmultiphasiques eulériennes dont on s’inspire sont les suivants. Premièrement, twoPhaseEuler-
Foam et multiphaseEulerFoam sont tous les deux disponibles dans la distribution principale d’Open-
FOAM. twoPhaseEulerFoam propose de résoudre les équations de conservation de la masse, de la
quantité de mouvement et de l’énergie pour deux fluides Newtoniens distincts. Il s’appuie sur les tra-
vaux de Rusche [156] et la méthode de résolution décrite dans sa thèse pour résoudre les équations
de conservation de la quantité de mouvement. Le solver multiphaseEulerFoam, adapté de twoPhase-
EulerFoam, permet de résoudre les équations de conservation de la masse et de la quantité de mou-
vement pour autant de fluides Newtoniens que nécessaire. Il ne permet pas en revanche de résoudre
les équations de conservation de l’énergie. Enfin, on s’inspire aussi du solver sedFoam [25] développé
par le laboratoire LEGI de Grenoble. Bien qu’il ne permette pas la résolution des équations de conser-
vation de l’énergie, sedFoam est également adapté de twoPhaseEulerFoam pour traiter le transport de
sédiment. Une des deux phases considérées par twoPhaseEulerFoam est modifiée de sorte à repré-
senter un ensemble de particules dans le cadre d’une modélisation pseudo-fluide similaire à celle
adoptée dans le chapitre § 2. sedFoam comprend notamment plusieurs lois physiques décrivant la
pression granulaire [26] [94] [101] et la viscosité granulaire [21] [63] [105] ou encore des modèles
de rhéologie du µ(I) [102]. Chauchat et al. [25] précisent d’ailleurs la description de la méthode de
résolution de Rusche [156] dans leur article de 2017.
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C’est pour toutes ces raisons que l’on a choisi d’utiliser OpenFOAM pour implémenter le système
d’équations aux dérivées partielles multiphasiques eulériennes.

3.1.2. Méthode d’implémentation de debrisBedSedFoam

On implémente les équations du problème macroscopique § 2.6.4 dans OpenFOAM selon une
méthode incrémentale, afin de faciliter le débogage de l’implémentation.

On procède par étape, en commençant par implémenter la résolution des équations de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement (QDM) pour trois phases en isotherme à par-
tir du solver sedFoam en s’inspirant du solver multiphaseEulerFoam. On conserve ainsi la structure
proposée dans sedFoam permettant de choisir dans le jeu de donnée les différentes lois constitu-
tives donnant les propriétés effectives à défaut de les avoir calculées. On s’inspire ensuite du solver
twoPhaseEulerFoam, pour implémenter les équations de conservation de l’énergie, d’abord sans la
dilatation thermique, puis avec le couplage qu’elle induit entre les équations de conservation de la
QDM et de l’énergie représentant la convection naturelle. À ce jour, on n’a cependant pas eu le temps
de réaliser la dernière étape de l’implémentation, à savoir le changement de phase.

Le changement de phase est cependant un point essentiel de la phénoménologie du lit de débris.
On rappelle que le nivellement du lit de débris a lieu en quelques minutes à partir de l’ébullition du
sodium [168] (voir § 1.1.3). Pour implémenter ces termes de changement de phase, on pourra s’ins-
pirer du solver multiphaseChangeEulerFoam adapté de multiphaseEulerFoam par d’Oruganti [138]
pour simuler des problèmes de cavitation. Cette adaptation consiste principalement à réutiliser le
module de changement de phase du solver interPhaseChangeFoam et de l’adapter à l’architecture de
multiphaseEulerFoam. Une fois l’architecture mise en place, il ajoute un modèle de changement de
phase représentant les phénomènes de cavitation auquel on pourrait substituer un modèle adapté
à l’ébullition-condensation permettant de représenter les propriétés effectives dues au changement
d’état (2.119) et (2.120). Ces termes coupleront alors encore plus fortement la résolution des équa-
tions, étant présents à la fois dans les équations de conservation de la quantité de mouvement et de
l’énergie, mais aussi dans les équations de conservation de la masse.

3.1.3. Adaptation du modèle
L’implémentation du problème macroscopique § 2.6.4 et de sa résolution impliquent certaines

adaptations. Certaines sont inhérentes à la méthode de résolution, d’autres sont des optimisations
numériques ou encore des palliatifs à la méconnaissance des propriétés effectives.

Premièrement, on a décidé de repartir de sedFoam [25] qui reprend la méthode de résolution
imaginée par Rusche [156]. En conséquence, on doit faire l’hypothèse d’une pression unique pour
toutes les phases, renommant ⟨Pk⟩k : ⟨P ⟩. On conserve cependant un terme correctif permettant de
modéliser les particularités de la phase solide pseudo-fluide sous la forme d’une pression particulaire
Pp à la manière de sedFoam [25].

On conserve aussi le choix réalisé pour l’implémentation de sedFoam, de diviser les équations de
conservation de la quantité de mouvement (2.112) par εk afin de pouvoir réutiliser correctement les
corrélations relatives à la modélisation pseudo-fluide de la phase solide préimplémentées. Par cohé-
rence, on fait demêmepour les équations de conservation de l’énergie (2.116). On fait donc apparaître
respectivement les viscosités cinématiques effectives νkEff et les diffusivités thermiques effectives
αkEff . Cette division par εk est discutable d’un point de vue numérique, car εk pourrait devenir nul ou
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tendre vers zéro dans lesmailles où une phase serait absente par exemple, et occasionnerait alors des
problèmes de division par zéro. Cependant, on remarque aussi que les grandeurs physiques comme
la vitessemoyenne ou la température relativemoyenne d’une phase absente ou résiduellemanquent
de pertinence physique. Aussi, on fait le choix de considérer que pour un taux d’occupation inférieur
à un certain seuil (paramétrable), la vitesse et la température de la phase associée prennent la valeur
de la grandeur du mélange (3.3) et (3.4) 1.

⟨vm⟩ =
∑
k

εk⟨vk⟩k (3.3)

⟨Θm⟩ =
∑
k

εk⟨Θk⟩k (3.4)
où ⟨vm⟩ et ⟨Θm⟩ sont respectivement la vitesse moyenne et la température relative moyenne du
mélange.

Pour simplifier la résolution numérique, sachant que les trois phases occupent l’ensemble du
volume (3.5), le taux d’occupation volumique de la troisième phase est calculé à partir des deux
autres (3.8). On évite ainsi la résolution d’une équation aux dérivées partielles supplémentaire.∑

k=l,g,s

εk = 1 (3.5)

Les problèmes de fermeture § 2.5 n’étant pas résolus pour l’instant, on ne connaît pas encore
les expressions des propriétés effectives définies en fonction des variables de fermeture ((2.107),
(2.114), (2.115), (2.119) et (2.120)). À défaut, on fait le choix de pouvoir utiliser les lois constitutives
de la littérature pour pouvoir comparer les futures simulations aux travaux existants. Premièrement,
conformément aux corrélations les plus courantes et à l’architecture de sedFoam, on considère les
propriétés effectives comme scalaires (2.127). Celles associées aux gradients de température ((2.115)
et (2.120)) seront négligées (voir § 2.7.1.2), bien que la structure permettant de les prendre en compte
lorsqu’elles seront connues soit implémentée. De même, les propriétés effectives d’auto-interaction
dynamiques et thermiques sont respectivement implémentées en respectant les contraintes (3.6)

1. On remarquera que l’on utilise ces formulations ((3.3) et (3.4)) pour décrire la vitesse et la températurede phase résiduelle. La vitesse et la température de ces phases en ce point de l’espace n’ont donc que peu desens physique. Cependant, on a conscience que la vitesse et la température étant des grandeurs intensives,ces expressions sont maladroites. On devrait leur préférer des expressions construites respectivement sur laquantité de mouvement [136] [192] et l’enthalpie suivantes :
ρm⟨vm⟩ =

∑
k

εkρk⟨vk⟩k (3.1)

Cpm⟨Θm⟩ =
∑
k

εkCpk⟨Θk⟩k (3.2)
où ρm etCpm seraient respectivement la densité et la capacité calorifique dumélange. Ces grandeurs implique-raient néanmoins de choisir unemodélisation les définissant. On fait alors le choix présenté dans ce documentpar simplicité et pour améliorer le comportement du code localement en l’absence d’une ou plusieurs phases.On remarquera d’ailleurs que l’on peut trouver la définition de la vitesse de mélange par l’expression 3.3 dansla littérature [156] [200].
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et (2.129) (voir § 2.7.1.2), bien que l’implémentation soit faite de sorte à pouvoir redonner leur indé-
pendance aux propriétés effectives d’auto-interaction par la modification de deux lignes de code, une
fois leur expression connue. (k = l, g, s)

Akk = −
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Akj (3.6)

Ckk = −
∑
j=l,g,s
j ̸=k

Ckj (2.129)

Une fois toutes ces adaptations apportées au problème moyenné fermé § 2.6.4, on se propose
finalement d’implémenter et de résoudre le système d’équations suivant :
(i = s, l), (f = l, g), (k = l, g, s)

∂εi
∂t

+∇ ·
(
εi⟨vi⟩i

)
= 0 (3.7)

εg = 1− εl − εs (3.8)

∂⟨vs⟩s

∂t
+ ⟨vs⟩s.∇⟨vs⟩s =

(
1− βsats ⟨Θs⟩s

)
g − ∇⟨P ⟩

ρs
+

∇Pp
εsρs

+ νsEff∇2 (εs⟨vs⟩s)− νsEff∇⟨vs⟩s.∇εs

+ νsEff
∑
j=l,g,s

Asj⟨vj⟩j

(3.9)
∂⟨vf ⟩f

∂t
+ ⟨vf ⟩f .∇⟨vf ⟩f =

(
1− βsatf ⟨Θf ⟩f

)
g − ∇⟨P ⟩

ρf
+ νfEff∇

2
(
εf ⟨vf ⟩f

)
− νfEff∇⟨vf ⟩f .∇εf

+ νfEff

∑
j=l,g,s

Afj⟨vj⟩j

(3.10)
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k =

q̇k
Cpk

+ αkEff∇2
(
εk⟨Θk⟩k

)
− αkEff∇⟨Θk⟩k.∇εk + αkEff

∑
j=l,g,s

Ckj⟨Θj⟩j

(3.11)
où νkEff = νk

εk
= ηk

εkρk
est la viscosité effective de la phase k avec νk sa viscosité cinématique.

Pp désigne la pression granulaire ou particulaire. αkEff = αk
εk

= λk
εkρkCpk

est la diffusivité thermique
effective de la phase k.
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3.2. Vérification de l’implémentation de debrisBedSedFoam

Une fois l’implémentation du système d’équations ((3.7) à (3.11)) réalisée, il faut vérifier que l’on
a bien implémenté les équations souhaitées. Il s’agit bien de vérifier l’implémentation et non de la
valider. On définit ici la vérification comme la procédure visant à s’assurer que les équations ré-
solues par le solver sont bien rigoureusement les équations que l’on souhaite résoudre et qu’elles
sont correctement résolues. À ne pas confondre avec ce que l’on nomme la validation qui consiste à
confirmer qu’un modèle reproduit fidèlement les comportements physiques qu’il est censé modéli-
ser, notamment par comparaison avec des données expérimentales ou à d’autres résultats de calculs
obtenus avec des outils validés.

Pour vérifier l’implémentation présente, on choisit de contrôler l’implémentation des équations
terme à terme. On réalise donc des simulations dégradées, dont le comportement est entièrement
déterminé par un nombre restreint de termes des équations, que l’on compare aux résultats théo-
riques afin d’affirmer que les termes implémentés le sont correctement. On comparera à des résultats
analytiques et à des résultats de la littérature. On pourra ainsi vérifier de façon incrémentale l’implé-
mentation de tous les termes, mais aussi de toutes les équations et de leur couplage.

Dans toutes les simulations suivantes, on choisit les propriétés effectives d’interactiondynamiques
et thermiques respectivement définies par les équations (3.12) et (3.13). On les définit par les taux
d’occupation volumiques des deux phases concernées en facteur d’une constante nommée respecti-
vement le coefficient d’interaction dynamique et thermique. Ce sont des expressions très simples
permettant aux phases d’échanger de la quantité demouvement ou de la chaleur sans introduire des
comportements aberrants. Par exemple, lorsqu’une phase est résiduelle, son taux d’occupation volu-
mique en facteur rend l’influence de cette phase sur les autres phase négligeable contrairement aux
cas d’une propriété effective constante. (k, j = l, g, s | j ̸= k)

Akj = εkεjÂkj (3.12)
Ckj = εkεjĈkj (3.13)

où Âkj et Ĉkj sont respectivement les coefficients d’interaction dynamiques et thermiques, considé-
rés constants.

3.2.1. Écoulements de Darcy et de Darcy généralisé
Pour les premiers tests de vérification, on simule des écoulements isothermes monodimension-

nels à travers un milieu poreux homogène immobile, en régime visqueux (ou régime de Darcy). Dans
ce cas, les équations de conservation de l’énergie (3.11) et l’équation de conservation de la quantité
de mouvement (QDM) de la phase solide (3.9) ne sont pas résolues. Les équations de conservation
de la QDM des fluides (3.10) se réduisent sous la forme des équations suivantes : (f = l, g)

∂⟨vf ⟩f

∂t
= g − ∇⟨P ⟩

ρf
+ νfEff

∑
j=l,g,s

Afj⟨vj⟩j (3.14)
Ces tests permettent ainsi de vérifier l’implémentation du terme de gravité (sans la dilatation ther-

mique), du gradient de pression et des interactions entre les phases. Ils permettent également de
vérifier la résolution des équations sous cette forme dégradée avec ou sans couplage. On commence
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par un cas sans couplage, avec un écoulement monophasique qui peut être décrit comme un écou-
lement de Darcy [47] [144] [194]. On simule ensuite un écoulement diphasique qui peut être décrit
par les approches dites de Darcy généralisées [38] [106].

3.2.1.1. Écoulement de Darcy
Dans un premier temps, on considère un écoulement monophasique. Le domaine 1-D vertical est

soumis à la gravité et à un gradient de pression qui s’y oppose. Il est rempli à 40% par une matrice
solide poreuse uniforme immobile. La phase solide est ainsi présente, mais fixe : sa vitesse est fixée
à la vitesse nulle tout au long de la simulation. Le fluide (g) remplit l’espace restant. Les équations
relatives au fluide (l) ne sont pas résolues. On résume cela dans le schéma ci-contre Fig. 3.1. On place
100 mailles dans la direction de l’écoulement.

Figure 3.1 – Schéma d’écoulement de Darcy monophasique.
Dans ces conditions, la vitesse du fluide doit être uniforme sur tout le domaine à tout instant

et doit tendre vers l’état stationnaire de l’équation de Darcy [144]. On peut estimer cette vitesse à
l’état stationnaire à partir de l’équation (3.14), qui devient à l’état stationnaire monophasique l’équa-
tion (3.15). On peut alors prédire la vitesse finale selon les paramètres de la simulation.

⟨vg⟩g∞ =
1

νgεsÂgs

(
g − ∇⟨P ⟩

ρg

)
(3.15)

où ⟨vg⟩g∞ désigne la vitesse moyenne de la phase (g) une fois l’état stationnaire atteint.
On présente deux résultats de simulation obtenus pour les valeurs des paramètres résumés dans

la Table 3.1. Dans le premier cas, c’est le gradient de pression qui domine l’écoulement et le fluide doit
monter. Dans le second, c’est la gravité qui est prédominante et le fluide doit tomber. Après calcul,
on obtient bien un gradient de pression et une vitesse uniforme à tout instant dans la conduite. La
vitesse tend parfaitement vers la prédiction théorique donnée par la formule (3.15), comme on peut
l’observer sur la Fig. 3.2.

Paramètres ρg νg εs Âgs ∥g∥ ∥∇⟨P ⟩∥ ⟨vg⟩g∞.ezCas (a) [S.I] 1000 10−4 0.4 105 10 1.5 · 104 1.25Cas (b) [S.I] 1000 10−4 0.4 105 10 5 · 103 −1.25

Table 3.1 – Valeurs des paramètres des écoulements de Darcy simulés.
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(a) Écoulement de Darcy pour la phase (g) dirigé par ungradient de pression surclassant la gravité. (b) Écoulement de Darcy pour la phase (g) dirigé par lagravité surclassant le gradient de pression.Figure 3.2 – Composante verticale de la vitesse uniforme du fluide (g) au cours du temps, convergeantvers la vitesse stationnaire prédite.
On a donc pu vérifier que le code permet de résoudre correctement une équation de conservation

de la quantité de mouvement dans les conditions d’un écoulement de Darcy. On vérifie ensuite que
la méthode permet également de le faire pour plusieurs phases distinctes simultanément.

3.2.1.2. Écoulement de Darcy généralisé
La simulation d’un écoulement de Darcy généralisé est en tout point similaire à celle de l’écoule-

ment de Darcy précédente § 3.2.1.1, seulement la matrice poreuse n’est plus traversée par un seul
fluide, mais par deux : (l) et (g) (voir Fig. 3.3). La matrice poreuse uniforme immobile occupe toujours
40% du volume tandis que les fluides occupent respectivement 40% pour (l) et 20% pour (g). Ainsi et
dans les conditions précédemment décrites, la vitesse des fluides doit toujours être uniforme à tout
instant et tendre vers une vitesse stationnaire. Ces vitesses stationnaires sont cependant décrites par

Figure 3.3 – Schéma d’écoulement de Darcy diphasique.
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une nouvelle expression (3.16a) obtenue à partir des équations de conservation de la QDM (3.14) en
tenant compte de la présence du second fluide. On retrouve d’ailleurs une composante semblable à
l’écoulement de Darcy ((3.16b) et (3.16c)), modifiée par la présence de l’autre fluide via les coefficients
d’interaction Âlg et Âgl. (f, f ′ = l, g | f ′ ̸= f)

⟨vf ⟩f∞ =
1

1− Â∗
l Â

∗
g

(
⟨vf ⟩f∞

Darcy
+ Â∗

f ′⟨vf ′⟩f
′

∞
Darcy

) (3.16a)
⟨vl⟩l∞

Darcy
=

1

νl

(
εgÂlg + εsÂls

) (g − ∇⟨P ⟩
ρl

)
(3.16b)

⟨vg⟩g∞
Darcy =

1

νg

(
εlÂgl + εsÂgs

) (g − ∇⟨P ⟩
ρg

)
(3.16c)

Â∗
l =

εgÂlg

εgÂlg + εsÂls
(3.16d)

Â∗
g =

εlÂgl

εlÂgl + εsÂgs
(3.16e)

On présente deux cas, dont les jeux de paramètres sont donnés dans la Table 3.2. Dans le premier
cas, la pression dirige l’écoulement diphasique co-courant. Dans le second cas, on choisit spécifique-
ment le gradient de pression de sorte qu’il soit prépondérant pour le fluide (g), mais que ce soit la
gravité qui dirige le fluide (l), les deux fluides circulant à contre-courant.

Paramètres ρf νf Âfk εf εs ∥g∥ ∥∇⟨P ⟩∥ ⟨vf ⟩f∞.ez

Cas (a) [S.I] f = l 1000 10−4 105 0.4
0.4 10 2 · 104 3.5

f = g 500 10−4 105 0.2 5.5

Cas (b) [S.I] f = l 1000 10−4 105 0.4
0.4 10 7.5 · 103 −0.25

f = g 500 10−4 105 0.2 0.5

Table 3.2 – Valeur des paramètres des écoulements de Darcy généralisés simulés.
Les figures Fig. 3.4montrent l’évolution de la composante verticale de la vitesse de chaque fluide

au cours du temps. Dans les deux cas, les vitesses sont bien uniformes à tout instant et tendent
parfaitement vers les vitesses stationnaires théoriques. Le taux de présence volumique reste bien
inchangé et le gradient de pression est bien uniforme.

On a ainsi pu vérifier que le code fonctionne dans le cas d’un écoulement simple et permet de cal-
culer séparément et correctement la vitesse de deux phases distinctes tout en considérant 3 phases,
dont une immobile. En plus de la méthode de résolution, on a pu vérifier que le code simule une
évolution temporelle et que l’implémentation des termes rendant compte de la gravité, du gradient
de pression et des propriétés effectives d’interaction dynamiques entre les fluides est correctement
réalisée.
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(a) Écoulement de Darcy généralisé dirigé par ungradient de pression surclassant la gravité. (b) Écoulement de Darcy généralisé respectivementdirigé par la gravité (l) et le gradient de pression (g).Figure 3.4 – Projection verticale de la vitesse uniforme du fluide (g) et (l) au cours du temps, convergeantvers leur vitesse stationnaire prédite respective, pour un écoulement de Darcy généralisé à deux fluides.
3.2.1.3. Validation de l’écoulement de Darcy généralisé

On sort de la démarche de vérification dans cette sous-section seulement en présentant un travail
de validation. Ce test de validation propose de simuler un écoulement diphasique de sodium liquide-
vapeur co-courant, monodimensionnel, dans une colonne poreuse verticale, en régime de Darcy. Ce
type d’écoulement est bien décrit par les modèles dits de "Darcy généralisé". Comme on vient de le
vérifier, le système est bien implémenté et résolu pour ce type d’écoulement. Ce test de validation
réalisé avec les propriétés réelles du sodium permet d’éprouver la robustesse du code à traiter une
densité très faible (vapeur de sodium) et de grand écart de densité, situation rencontrées en condi-
tions accidentelles. Ce test est une étape vers la modélisation d’un lit de débris en RNR-Na.

On se place dans les conditions d’un régime d’écoulement de Darcy où les termes inertiels (ou
de Forchhemier) sont négligeables. Cette condition implique que les nombres de Reynolds en milieu
poreux du sodium diphasique soient petits devant 1 (Rel ≪ 1 et Reg ≪ 1). On rappelle l’expression
du nombre de Reynolds en milieu poreux : (f = l, g)

Ref =
∥⟨vf ⟩f∥d
νfεs

(1.8)
où d est le diamètre des pores.

On utilise la loi d’Ergun [65] pour exprimer la perméabilité (3.17b). On considère les modèles d’Er-
gun généralisés sans traînée interfaciale comme le modèle de Lipinski [115] pour exprimer les per-
méabilités relatives (3.17c). On a alors le modèle suivant :
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(f = l, g)

νf
KKf

⟨vf ⟩f∞ = g − ∇⟨P ⟩
ρf

(3.17a)
K =

(1− εs)
3d2

180ε2s
(3.17b)

Kf =
ε3f

(1− εs)3
(3.17c)

oùK est la perméabilité de la matrice poreuse etKf la perméabilité relative pour la phase f .
On peut maintenant choisir les paramètres du test de validation de sorte à représenter des condi-

tions proches de celles présentes dans le lit de débris et respectant les conditions sur les nombres
de Reynolds en milieu poreux. On résume ces paramètres dans la Table 3.3. Ils correspondent à un
écoulement diphasique de sodium liquide et de sodium gazeux à 1200K (approximativement la tem-
pérature de saturation à 2 bar). La densité et la viscosité dynamique de sodium liquide sont obtenues
respectivement par les corrélations (1.2) et (1.4) issues du livre de Bonin [17]. La densité de la vapeur
de sodium est estimée à partir de la loi des gaz parfaits (1.3). La viscosité dynamique de la vapeur
de sodium est estimée à partir de la corrélation de Stefanov et al. [178] issue du livre de Foust [70]
reportée par l’équation (1.5).

Paramètres [S.I.] ρf νf εf εs d ∥g∥ ∥∇⟨P ⟩∥
f = l 729 2.1 · 10−7 0.2

0.6 5 · 10−4 9.81 8 · 103
f = g 0.46 4.3 · 10−5 0.2

Table 3.3 – Paramètres de l’écoulement de Darcy diphasique de sodium pour un modèled’Ergun généralisé.
Dans ces conditions, on prédit les vitesses stationnaires suivantes, qui respectent toutes deux la

contrainte d’un nombre de Reynolds en milieu poreux petit devant 1.
∥⟨vl⟩l∞∥ = 1.7 · 10−4 m.s−1 (3.18a)
∥⟨vg⟩g∞∥ = 1.2 · 10−2 m.s−1 (3.18b)

Rel = 0.7 ≪ 1 (3.18c)
Reg = 0.239 ≪ 1 (3.18d)

Pour simuler l’écoulement décrit ci-dessus avec le système implémenté, on considère comme
dans le test de vérification précédent un domaine monodimensionnel vertical soumis à la gravité et à
un gradient de pression. Le domaine est rempli à 60 % par une matrice solide poreuse uniforme im-
mobile et le reste de l’espace est occupé par le sodium liquide (l) et gazeux (g). Ce cas est schématisé
par la Fig. 3.3. On doit calculer les propriétés effectives dynamiques et en particulier les coefficients
d’interaction dynamique du sodium liquide et gazeux pour simuler unmodèle d’Ergun généralisé sans
traînée interfaciale. Cette dernière hypothèse implique des coefficients d’interaction entre les fluides
nuls (Âlg = Âgl = 0). Pour retrouver le modèle précédent, on doit satisfaire la correspondance sui-
vante qui permet de calculer les coefficients d’interaction de chaque fluide avec la phase solide Âfs :
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(f = l, g)
νf
εf
εfεsÂfs ≡

νf
KKf

⇐⇒ Âfs =
180εs
d2ε3f

(3.19)
Âfs = 5.4 · 1010 m−2 (3.20)

En conservant les paramètres de la Table 3.3, on obtient la valeur de Âfs correspondante (3.20).On a alors une parfaite correspondance entre les vitesses théoriques et les vitesses simulées une fois
l’état stationnaire atteint, comme représenté sur la Fig. 3.5. Ainsi, le système implémenté est capable
de reproduire les résultats produits par les équations de Darcy pour un modèle d’Ergun diphasique
sans traînée interfaciale dans les conditions réelles d’un écoulement de sodium diphasique en milieu
poreux.

Figure 3.5 – Projection verticale de la vitesse uniforme du fluide (g) et (l) au cours du temps, convergeantvers leur vitesse stationnaire prédite respective, d’un écoulement de Darcy diphasique pour un modèled’Ergun généralisé sans traînée interfaciale.
3.2.2. Écoulement de Couette et de Poiseuille diphasique

La méthode de résolution a pu être testée dans un cas simple et l’on a pu confirmer l’implémen-
tation des termes relatifs à la variation temporelle, à la gravité, au gradient de pression et aux inter-
actions dynamiques entre phases dans la section précédente § 3.2.1. On vérifie dans cette section
l’implémentation de la diffusion visqueuse ou termes de Brinkman, ainsi que la diffusion thermique
mathématiquement analogue. On en profite pour vérifier l’implémentation de la chaleur spécifique.
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Pour cela, on se place dans la situation d’écoulement isotherme diphasique 1-D horizontal en
régime de Stokes. Dans ce cas, l’équation de conservation de la QDM de la phase solide (3.9) et les
équations de conservation de l’énergie (3.11) ne sont pas résolues. Les équations de conservation de
la QDM des fluides (3.10) prennent la forme suivante : (f = l, g)

∂⟨vf ⟩f

∂t
= −∇⟨P ⟩

ρf
+ νfEff∇

2
(
εf ⟨vf ⟩f

)
− νfEff∇⟨vf ⟩f .∇εf + νfEff

∑
j=l,g,s

Afj⟨vj⟩j (3.21)

Sous certaines conditions, ces équations peuvent décrire des écoulements de Couette ou de Poi-
seuille, une fois l’état stationnaire atteint. On se propose de simuler ces cas. On traitera ensuite
par analogie les équations de conservation de l’énergie dont on pourra vérifier l’implémentation des
termes de diffusion et de production de chaleur volumique.

Pour vérifier l’implémentation du terme ∇⟨vf ⟩f .∇εf , on doit simuler des cas où le gradient du
taux d’occupation volumique est non nul (∇εf ̸= 0). Les distributions affines sont les distributions
les plus simples vérifiant cette contrainte. On choisit donc de simuler des écoulements diphasiques
admettant une distribution affine dans les tests suivants. Préalablement, on simule toutefois un cas
avec une distribution uniforme du taux d’occupation volumique pour vérifier l’implémentation du
terme en∇2

(
εf ⟨vf ⟩f

) seul.
3.2.2.1. Écoulement de Couette plan pour une distribution de phase uniforme

Premièrement, on considère un domaine 1-D maillé dans la hauteur sans gradient de pression
extérieur et rempli uniformément par les fluides (l) et (g). Aux deux extrémités séparées d’une hau-
teurH fixée, on place une paroi adhérente aux fluides. La paroi inférieure est immobile tandis que la
paroi supérieure à une hauteurH fixée bouge horizontalement à la vitesse constanteU. Pour être en
mesure de calculer une solution analytique, on choisit dans un premier temps des coefficients d’inter-
action dynamiques nuls (Âkj = 0). On résume cette configuration dans le schéma Fig. 3.6. Ce cas peut
être décrit comme un écoulement de Couette plan diphasique à distribution des phases uniforme.

Figure 3.6 – Schéma et profil de vitesse d’un écoulement de Couette plan établi.
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Dans ces conditions, les équations de conservationde laQDM (3.21), s’écrivent sous la forme (3.22).
On les résout analytiquement sans difficulté afin de prédire un profil de vitesse à l’état stationnaire
proportionnel à la hauteur (3.23) pour les deux fluides. (f = l, g)

νfEff∇
2
(
εf ⟨vf ⟩f

)
= 0 (3.22)

⟨vf ⟩f∞ = Uz (3.23)
oùU est la vitesse de la plaque supérieure et z la distance verticale à la plaque inférieure.

Ce profil est identique à celui obtenu pour un écoulement de Couette plan monophasique pour
chaque fluide. C’est bien le profil de vitesse obtenu en simulation. Le code est donc toujours fonction-
nel dans ces conditions d’écoulement simples.

3.2.2.2. Écoulement de Couette pour une distribution de phase affine
Comme expliqué en début de section, il est nécessaire de considérer des distributions spatiales

du taux d’occupation volumique des fluides non uniforme si l’on souhaite confirmer que l’implémen-
tation des termes de Brinkman est correcte. On reprend alors la simulation précédente d’un écou-
lement de Couette plan diphasique, mais en fixant une distribution affine dans la hauteur du taux
d’occupation volumique (3.24), toutes les propriétés des fluides étant égales par ailleurs. Il n’y a au-
cun mécanisme physique qui pourrait altérer ces distributions initiales et elles sont conservées au
cours du temps.

εg = c+
1− 2c

H
z (3.24a)

εl = 1− εg (3.24b)
où c est le taux d’occupation volumique minimale.

On rappelle que pour être en mesure de calculer une solution analytique, on choisit dans un
premier temps des coefficients d’interaction nuls (Âkj = 0). Dans ces conditions, à l’état stationnaire,
le système d’équations devient le suivant : (f = l, g)

εf∇2⟨vf ⟩f∞ +∇εf .∇⟨vf ⟩f∞ = 0 (3.25a)
⟨vf ⟩f∞ (z = 0) = 0 (3.25b)
⟨vf ⟩f∞ (z = H) = U (3.25c)

On résout ce système et on obtient les profils analytiques de vitesse dans la hauteur de chaque
fluide pour un écoulement de Couette plan diphasique à distribution du taux de présence volumique
affine suivant :

⟨vl⟩l∞ =
ln
(

1
1−δlz

)
ln
(

1
1−δlH

)U où δl = 1− 2c

H (1− c)
(3.26a)

⟨vg⟩g∞ =
ln
(

1
1+δgz

)
ln
(

1
1+δgH

)U où δg = 1− 2c

Hc
(3.26b)

où c ̸= 1
2 , c ̸= 0,H ̸= 0, (Hc− 2c+ 1) ̸= 0, (H (1− c)− 1 + 2c) ̸= 0 etH (1− c) ̸= 0
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Ayant le profil analytique, on simule maintenant cet écoulement avec le code. La Fig. 3.7 rend
compte des résultats de la simulation pour le jeu de paramètres de la Table 3.4. On obtient une
très bonne correspondance entre les courbes analytiques et les courbes simulées, avec des erreurs
relatives de l’ordre de 0.2 % en moyenne (récapitulées dans la Table 3.5). On peut dès lors affirmer
que les termes de Brinkman sont bien implémentés et résolus dans le code.

Paramètres ∥U∥ H c

Valeurs [S.I] 1 1 0.2

Table 3.4 – Valeurs des paramètres pour les simulations d’écoulements de Couette plandiphasique à distribution affine du taux d’occupation volumique.

Figure 3.7 – Comparaison entre l’écoulement de Couette diphasique théorique et simulé pour unedistribution affine des fluides.

Courbes considérées ⟨vl⟩l∞.ex ⟨vg⟩g∞.ex ⟨vm⟩∞.ex

Erreur relative maximale 0.36% 0.35% 0.34%Erreur relative moyenne 0.21% 0.21% 0.20%Ecart-type associé à la moyenne 1.17 · 10−3 1.15 · 10−3 1.09 · 10−3

Table 3.5 – Comparaison entre la courbe analytique et la courbe simulée pour l’écoulementde Couette plan diphasique à distribution affine du taux d’occupation volumique.
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Figure 3.8 – Comparaison entre l’écoulement de Couette plan diphasique théorique et simulé pour unedistribution affine des taux d’occupation volumiques selon les coefficients d’interaction Âlg = Âgl.
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On considère dans un second temps que les fluides interagissent et que les coefficients d’inter-
action Âff ′ puissent être non nuls. Il ne semble plus possible de calculer une solution analytique du
profil de vitesse lorsque les coefficients d’interaction entre fluides sont non nuls. En revanche, avec
les fermetures choisies pour ces vérifications ((3.6) et (3.12)), le terme d’interaction agissant comme
un terme de frottement, il doit réduire la différence entre les vitesses des phases à mesure que le
coefficient d’interaction croît. Ainsi, si l’on fait tendre Âff ′ vers l’infini, l’équation (3.21) tend, à l’état
stationnaire, vers l’égalité des vitesses des phases (3.27) alors que les termes visqueux deviennent
négligeables. Les deux fluides ayant les mêmes propriétés et tendant à avoir la même vitesse, l’écou-
lement devient asymptotiquement équivalent à un écoulement de Couette plan monophasique. On
s’attend alors à ce que les profils de vitesse tendent vers ce profil linéaire (3.23) à mesure que Âff ′tendent vers l’infini.

⟨vl⟩l∞ = ⟨vg⟩g∞ (3.27)
C’est exactement ce que l’on observe sur la Fig. 3.8 qui récapitule les profils de vitesse pour des

valeurs de Âff ′ de plus en plus grande, toujours avec les paramètres de la Table 3.4.
3.2.2.3. Écoulement de Poiseuille plan diphasique à distribution affine

On ajoute un gradient de pression extérieur à la situation précédente pour des plaques immo-
biles. On décrit alors un écoulement de Poiseuille plan diphasique. On le décrit sur le schéma Fig. 3.9.
On rappelle que c’est une modélisation 1-D diphasique horizontale dans les conditions de Stokes où
l’on cherche les profils de vitesse des fluides dans la hauteur H entre les deux plaques immobiles
avec adhérence aux parois. Les fluides ont initialement une vitesse nulle et sont soumis à un gradient
de pression extérieur donné. Toujours afin d’être en mesure d’obtenir une solution analytique, on
choisit les coefficients d’interaction dynamiques nuls (Âkj = 0). La distribution des fluides dans le
mélange diphasique entre les plaques est elle aussi connue. On conserve la distribution affine précé-
dente (3.24). Le problème à résoudre devient alors (3.28) :

Figure 3.9 – Schéma d’un écoulement de Poiseuille plan établi.
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(f = l, g)

εf∇2⟨vf ⟩f∞ +∇εf .∇⟨vf ⟩f∞ = εf
∇⟨P ⟩
ηf

(3.28a)
⟨vf ⟩f∞ (z = 0) = 0 (3.28b)
⟨vf ⟩f∞ (z = H) = 0 (3.28c)

On résout ce problème et l’on trouve les profils de vitesse analytiques suivants :
⟨vl⟩l∞ =

1

4 (1− 2c)

∇⟨P ⟩
ηl

H2 ln (1− δlz)

ln
(

c
1−c

) −H (1− c) (2− δlz) z

 où δl = 1− 2c

H (1− c)
(3.29a)

⟨vg⟩g∞ =
1

4 (1− 2c)

∇⟨P ⟩
ηg

H2 ln (1 + δgz)

ln
(

c
1−c

) +Hc (2 + δgz) z

 où δg = 1− 2c

Hc
(3.29b)

On peut donc comparer les profils de vitesse analytiques aux profils de vitesses simulés. On dis-
tingue deux simulations résumées dans la Table 3.6. La première avec des fluides ayant les mêmes
propriétés physiques et la seconde où les deux fluides n’ont pas la même viscosité dynamique pour
vérifier la dépendance relevée par les solutions analytiques (3.29). On observe alors dans les deux
cas une correspondance parfaite entre les résultats analytiques et les profils simulés, représentés
respectivement sur la Fig. 3.10 et la Fig. 3.11, admettant une erreur relative moyenne de l’ordre de
4 · 10−3% (voir Table 3.7).

Paramètres ηl ηg ∥∇⟨P ⟩∥ H c

Cas 1 [S.I] 1 1 1 1 0.2Cas 2 [S.I] 1.5 1 1 1 0.2

Table 3.6 – Paramètres des simulations d’écoulement de Poiseuille plan diphasique.

Courbes considérées ⟨vl⟩l∞.ex ⟨vg⟩g∞.ex

Cas 1. Erreur relative maximale 9.2 · 10−5 9.2 · 10−5

Erreur relative moyenne 3.9 · 10−5 3.9 · 10−5

Ecart-type associé à la moyenne 2.3 · 10−5 2.3 · 10−5

Cas 2. Erreur relative maximale 1.1 · 10−4 9.2 · 10−5

Erreur relative moyenne 2.5 · 10−5 3.9 · 10−5

Ecart-type associé à la moyenne 2.5 · 10−5 2.4 · 10−5

Table 3.7 – Comparaison entre la courbe analytique et la courbe simulée pour l’écoulementde Poiseuille plan diphasique à distribution affine du taux d’occupation volumique.
Ensuite, on peut considérer de nouveau l’interaction entre phases avec des coefficients d’interac-

tion dynamiques non nuls comme cela a été fait pour l’écoulement de Couette précédent. Pareille-
ment, on n’est alors plus enmesure de calculer une solution analytique. On sait cependant que si l’on
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Figure 3.10 – Cas 1 : Profils de vitesse théoriques et simulés pour un écoulement de Poiseuille plandiphasique à distribution du taux d’occupation volumique affine avec des fluides de même viscosité.

Figure 3.11 – Cas 2 : Profils de vitesse théoriques et simulés pour un écoulement de Poiseuille plandiphasique à distribution du taux d’occupation volumique affine avec des fluides de viscosité différente.
120



Figure 3.12 – Profils de vitesse à l’état stationnaire théoriques et simulés pour un écoulement de Poiseuilleplan diphasique à distribution du taux d’occupation volumique affine avec des fluides de viscositédifférente selon le coefficient d’interaction Âlg = Âgl.
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fait tendre les coefficients Âff ′ vers l’infini, alors les profils de vitesse des deux fluides tendent à êtreidentiques (3.27). C’est ce que l’on observe sur la Fig. 3.12 récapitulant les résultats de simulation pour
des coefficients d’interaction de plus en plus grands à partir des mêmes conditions que le Cas 2 de la
Table 3.6.

On vient donc de vérifier l’implémentation du modèle et sa résolution pour des écoulements
diphasiques soumis aux seuls effets visqueux, et aussi aux effets visqueux en interaction avec les
termes de gradient de pression ou d’interaction entre fluide.

3.2.2.4. Équivalence sur la température
On s’intéresse dans cette sous-section à la vérification de l’implémentation des termes de conduc-

tion, de puissance volumique et d’échange de chaleur entre phases dans les équations de conserva-
tion de l’énergie et de la bonne résolution de ces équations. Les questionnements et les vérifications
réalisées sont mathématiquement analogues aux vérifications de la section précédente. Il s’agit là
aussi de s’assurer que les Laplaciens et les termes en gradient de taux d’occupation volumique des
équations de conservation de l’enthalpie sont bien implémentés. Cette vérification, pour les termes
en ∇⟨Θk⟩k.∇εk, nécessite des distributions du taux d’occupation volumique admettant un gradient
non nul.

Pour cela, on va effectuer plusieurs calculs de transfert thermique à travers un domaine dipha-
sique. On considère les fluides immobiles (sans gradient de pression imposé, sans dilation thermique
et sans gravité). Comme précédemment, on choisit une distribution affine du taux d’occupation vo-
lumique de chaque fluide selon la hauteur (3.24). On distingue alors le cas de la conduction de la
chaleur à travers les fluides immobiles entre deux parois thermostatées puis le cas où ces fluides
sont également chauffés en volume.

Conduction thermique - Analogue à Couette
On s’intéresse d’abord au problème de conduction de la chaleur pure à travers unmélange dipha-

sique de fluide immobile (sans gradient de pression et sans dilatation thermique et sans différence
de densité). On considère un domaine 1-D horizontal maillé dans la hauteur entre deux plaques ther-
mostatées séparées d’une hauteur H . On fixe la température des fluides aux parois, choisissant la
température froide en bas et la température chaude en haut. On fixe initialement une température
uniforme et identique pour les deux fluides à la températuremédiane. Leur distribution affine respec-
tive dans la hauteur est donnée par l’expression (3.24). Dans un premier temps, pour être en mesure
de calculer une solution analytique, on ne considère pas les échanges de chaleur entre les phases. Les
coefficients d’interaction thermique Ĉff ′ sont nuls. Les équations de conservation de l’énergie (3.11)à l’état stationnaire s’écrivent alors comme suit avec les conditions aux limites associées : (f = l, g)

εf∇2⟨Θf ⟩f∞ +∇εf .∇⟨Θf ⟩f∞ = 0 (3.30a)
⟨Θf ⟩f∞ (z = 0) = 0 (3.30b)
⟨Θf ⟩f∞ (z = H) = T (3.30c)

On remarque alors que ce problème (3.30) estmathématiquement analogue au problèmemodéli-
sant l’écoulement de Couette plan diphasique précédent (3.25) où la température à l’état stationnaire
⟨Θf ⟩f∞ se substitue à la vitesse du fluide. Les profils de température analytiques des deux fluides
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Figure 3.13 – Profils de température à l’état stationnaire théoriques et simulés selon le coefficientd’échange thermique entre phases Ĉlg = Ĉgl pour de la conduction thermique diphasique à travers unedistribution affine de fluides immobiles.

obéissent alors à l’expression analogue (3.26) où l’on substitue T à U. Tout en suivant l’analogie, on
choisit une température relative nulle comme température froide et une température chaude à 1K ,
conformément à la Table 3.4.

Comme pour l’écoulement de Couette plan diphasique précédent § 3.2.2.2, on peut alors ajouter
le terme d’interaction entre phases en considérant les coefficients d’interaction thermiques Ĉkk′ nonnuls. Alors pareillement, plus ces coefficients sont grands, plus la température de chaque phase tend
à être proche, pour tendre vers un unique profil de température quand ils tendent vers l’infini. C’est
ce que l’on observe sur le graphique représentant les différentes simulations selon les coefficients
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d’interaction entre phases Fig. 3.13. On constate une parfaite correspondance avec la solution analy-
tique dans le cas où les deux phases n’interagissent pas (Ĉff ′ = 0), avec une erreur relative moyenne
de l’ordre de 3 · 10−3%, (voir Table 3.8).

Courbes considérées ⟨Θl⟩l∞ ⟨Θg⟩g∞Erreur relative maximale 6.8 · 10−5 9.2 · 10−5

Erreur relative moyenne 3.1 · 10−5 2.5 · 10−5

Ecart-type associé à la moyenne 1.4 · 10−5 2.4 · 10−5

Table 3.8 – Comparaison entre le profil de température dans la hauteur théoriques etsimulés pour des coefficients d’interaction thermiques nuls (Ĉff ′ = 0) pour de laconduction thermique diphasique à travers un mélange diphasique suivant unedistribution volumique affine de fluide immobile.
On a ainsi pu vérifier que les termes de dérivation temporelle et les termes de conduction des

équations de conservation de l’énergie (3.11) sont correctement implémentés et résolus, avec ou
sans couplage. La méthode de résolution est donc fonctionnelle pour ces équations également. On
vérifie maintenant les termes de puissance volumique.

Source de chaleur volumique - Analogue à Poiseuille
On reprend le test précédent, en considérant également les termes de puissance volumique. On

considère donc un domaine 1-D horizontal maillé dans la hauteur entre deux plaques thermostatées
à la même température, séparées d’une hauteur H . Le domaine est rempli par deux fluides immo-
biles ayant les mêmes propriétés physiques (αf et Cpf ) qui produisent de la puissance volumique.
Leur distribution affine selon la hauteur est donnée par l’expression (3.24). On fixe initialement une
température uniforme et identique aux deux fluides, à la même température que les parois. Dans
un premier temps, pour être en mesure de calculer une solution analytique, on ne considère pas les
échanges de chaleur entre les phases. Les coefficients d’interaction thermique Ĉff ′ sont nuls. Leséquations de conservation de l’énergie (3.11) à l’état stationnaire avec les conditions aux limites as-
sociées s’écrivent alors comme suit : (f = l, g)

εf∇2⟨Θf ⟩f∞ +∇εf .∇⟨Θf ⟩f∞ = εf
q̇f

αfCpf
(3.31a)

⟨Θf ⟩f∞ (z = 0) = 0 (3.31b)
⟨Θf ⟩f∞ (z = H) = 0 (3.31c)

On remarque alors qu’il est bien mathématiquement équivalent à un problème de Poiseuille plan
diphasique à distribution affine précédent (3.28), où le terme de puissance volumique q̇f

αfCpf
se substi-

tue au gradient de pression ∇⟨P ⟩
ηf

, et la température relativemoyenne à la vitessemoyenne. Les profils
de température des fluides selon la hauteur suivent alors les mêmes courbes analytiques (3.29) à ces
substitutions près.

On considère dans un second temps que les fluides peuvent s’échanger de la chaleur avec des
coefficients d’interaction thermiques non nuls. On ne peut plus calculer de solution analytique. Mais
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Figure 3.14 – Profils de température à l’état stationnaire théoriques et simulés selon le coefficientd’échange thermique entre phases Ĉlg = Ĉgl pour de la conduction thermique diphasique avecproduction de chaleur volumique à travers une distribution affine de fluides immobiles.
comme précédemment, plus ce coefficient est grand, plus les températures des fluides sont proches,
et le profil de température tend vers le profil de température monophasique à mesure que les coef-
ficients d’interaction thermiques Ĉff ′ tendent vers l’infini.

On peut observer cela sur la Fig. 3.14 où les profils de température pour chaque phase selon la
valeur des coefficients d’interaction thermiques sont présentés. Ils sont obtenus pour les paramètres
résumés dans la Table 3.9. La correspondance avec le profil analytique sans transfert de chaleur entre
les fluides est parfaite avec une erreur relative moyenne de 4 · 103% (voir Table 3.10).

On a ainsi pu vérifier les termes de diffusion des équations de conservation de la quantité de
mouvement et des équations de conservations de l’énergie.
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Paramètres αf Cpf q̇f H c

Valeur [S.I] 0.01 1 10 1 0.2

Table 3.9 – Paramètres des simulations de conduction avec source de chaleur volumique àtravers un mélange diphasique de fluide.
Courbes considérées ⟨Θl⟩l∞ ⟨Θg⟩g∞Erreur relative maximale 1 · 10−4 1 · 10−4

Erreur relative moyenne 4 · 10−5 4 · 10−5

Ecart-type associé à la moyenne 2.3 · 10−5 2.3 · 10−5

Table 3.10 – Comparaison entre le profil de température dans la hauteur théoriques etsimulés pour des coefficients d’interaction thermiques nuls (Ĉff ′ = 0) pour de laconduction thermique diphasique avec production de chaleur volumique à travers unmélange diphasique suivant une distribution volumique affine de fluide immobile.

3.2.3. Cavité entraînée
Maintenant que les termes de gravité sans effet de la dilatation thermique, de gradient de pres-

sion, de diffusion visqueuse et thermique, les termes d’interaction et le terme de source de chaleur
volumique ont été vérifiés dans les équations de conservation de la quantité de mouvement et de
l’enthalpie, on vérifie l’implémentation du terme d’advection dans les équations de conservation de
la quantité de mouvement (QDM) (3.10).

Pour vérifier l’implémentation du terme d’advection, il n’est plus possible de calculer une solu-

Figure 3.15 – Schéma pour la simulation d’un écoulement dans une cavité entraînée par le "haut".
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tion analytique. On vérifie alors l’implémentation et la résolution du code par comparaison avec les
résultats de la littérature. Pour vérifier l’advection seule, on reproduira les travaux numériques de
Ghia et al. 1982 [76] sur la cavité entraînée par une paroi ("lid-driven cavity"). Il s’agit de l’écoulement
monophasique d’un fluide dans une boite 2-D horizontale (sans gravité) et sans gradient de pression
extérieur imposé. Les parois de la boite sont immobiles à l’exception d’une des parois qui a une vi-
tesse constante. On considère l’adhérence du fluide aux parois. Le mouvement de la paroi mobile
est le moteur de l’écoulement. Cette situation est résumée dans le schéma Fig. 3.15, et l’équation de
conservation de la QDM (3.10) du fluide dans cette situation devient :

∂⟨vg⟩g

∂t
+ ⟨vg⟩g.∇⟨vg⟩g = −∇⟨P ⟩

ρg
+ νgEff∇

2 (εg⟨vg⟩g)− νgEff∇⟨vg⟩g.∇εg (3.32)
Cet écoulement en convection forcée à l’état stationnaire est complètement caractérisé par son

nombre de Reynolds Re (3.33). Le fluide forme une cellule de convection avec de plus en plus de
cellules de recirculation à mesure que le nombre de Reynolds croît, et la vitesse est maximale au
niveau de la paroi motrice. Le centre de rotation de la cellule principale du fluide est au centre de la
cavité pour de grands Reynolds. Pour de plus petits Reynolds, il est en revanche décalé vers la plaque
mobile dans le sens de son mouvement. C’est bien ce que l’on observe qualitativement à partir des

(a) Simulation Re = 100. (b) Simulation Re = 1000. (c) Simulation Re = 10000.

(d) Ghia et al. 1982 Re = 100. (e) Ghia et al. 1982 Re = 1000. (f) Ghia et al. 1982 Re = 10000.
Figure 3.16 – Lignes de courant pour un écoulement en cavité entraînée par le "haut" selon le Reynolds etcolorées selon la norme de ⟨vg⟩g comparées à Ghia et al. [76].
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résultats des simulations présentées sur la Fig. 3.16 et dont les lignes de courant sont comparables
aux lignes de courant publiées dans les travaux de Ghia et al. [76].

Re =
UH

νg
(3.33)

Ces simulations ont été réalisées sur un maillage 2-D régulier. La Fig. 3.17 représente la conver-
gence en maillage pour le casRe = 1000, en comparant quantitativement le profil de vitesse dans les
plans médians horizontal et "vertical" aux profils de Ghia et al. [76]. Les maillages étant réguliers, on
note par exemple un maillage de 150x150mailles : M150.

Afin de vérifier quantitativement et de mesurer la bonne implémentation du terme d’advection,
on compare les profils de vitesse dans les plans médians (voir Fig. 3.18). Ces profils de vitesse passant
par zéro, l’erreur relative n’est plus pertinente pour évaluer l’écart aux courbes de référence, et on

Figure 3.17 – Convergence en maillage des profils de vitesse dans le plan médian horizontal (en magenta)et "vertical" (en vert) pour un Re = 1000 comparée à Ghia et al. 1982 [76].
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(a) Re = 100 avec 150 mailles. (b) Re = 1000 avec 600 mailles.Figure 3.18 – Profils de vitesse dans le plan médian horizontal (en magenta) et "vertical" (en vert) selon leReynolds comparés à Ghia et al. [76].
considère alors l’erreur absolue. Pour Re = 100, la correspondance est très bonne avec une erreur
absolue moyenne de 1.7 ·10−3 m.s−1 pour des vitesses d’écoulement de l’ordre du dixième dem.s−1,
avec un maillage régulier de 150 mailles seulement. En revanche, pour Re = 1000, même avec 600
mailles par côté, on a encore une erreur absolue moyenne de l’ordre de 9.3 · 10−3 m.s−1 pour le plan
médian horizontal. Soit une erreur relative sur les maximums locaux d’environ 10 %. Cependant, on
a pu voir que plus on maille finement, plus ces erreurs diminuent (voir Fig. 3.17). On n’a pas poursuivi
le processus de convergence en maillage au-delà de 600 mailles pour des raisons de temps de si-
mulation, car les résultats présentés ici sont suffisants à la vérification de l’implémentation du terme
d’advection. Les écarts aux courbes de référence sont reportés dans la Table 3.11.

Courbes considérées ⟨vg⟩g∞.ex ⟨vg⟩g∞.ey

Re = 100
Erreur absolue maximale 4.7 · 10−3 4.6 · 10−3

Erreur absolue moyenne 1.7 · 10−3 1.7 · 10−3

Ecart-type associé à la moyenne 1.7 · 10−3 1.4 · 10−3

Re = 1000
Erreur absolue maximale 2 · 10−2 2 · 10−2

Erreur absolue moyenne 6.7 · 10−3 9.3 · 10−3

Ecart-type associé à la moyenne 6.1 · 10−3 6.2 · 10−3

Table 3.11 – Comparaison des profils de vitesse simulés dans les plans médians aux profilsde référence de Ghia et al. [76] pour un écoulement de cavité entraînée.
Ona ainsi pu vérifier la bonne implémentation du termed’advection dans les équations de conser-

vation de la quantité de mouvement.
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3.2.4. Convection naturelle
On vérifie désormais le terme d’advection ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k des équations de conservation de l’en-

thalpie (3.11) et le couplage avec les équations de conservationde la quantité demouvement (QDM) (3.10).
On vérifie notamment le terme de dilatation thermique −βsatf ⟨Θf ⟩f . (k = l, g, s) (f = l, g)

∂⟨vf ⟩f

∂t
+ ⟨vf ⟩f .∇⟨vf ⟩f =

(
1− βsatf ⟨Θf ⟩f

)
g − ∇⟨P ⟩

ρf
+ νfEff∇

2
(
εf ⟨vf ⟩f

)
− νfEff∇⟨vf ⟩f .∇εf

+ νfEff

∑
j=l,g,s

Afj⟨vj⟩j

(3.10)
∂⟨Θk⟩k

∂t
+ ⟨vk⟩k.∇⟨Θk⟩k =

q̇k
Cpk

+ αkEff∇2
(
εk⟨Θk⟩k

)
− αkEff∇⟨Θk⟩k.∇εk + αkEff

∑
j=l,g,s

Ckj⟨Θj⟩j

(3.11)
Dans un premier temps, pour vérifier ces termes, on réalise des simulations de convection natu-

relle monophasique. Il n’existe pas de solutions analytiques et on compare les résultats de simulation
à des résultats de référence issus de la littérature. On s’appuie sur les travaux deMassarotti et al. [125]
qui rassemble déjà plusieurs travaux sur la convection naturelle monophasique.

Dans un second temps, on réalisera des tests de convection naturelle en milieu poreux pour s’as-
surer que la résolution s’effectue toujours correctement en considérant deux phases et les coeffi-
cients d’interaction dynamiques Âkj et thermiques Ĉkj . On s’appuiera alors sur les travaux de Saeid& Pop 2005 [158] qui regroupent plusieurs résultats de la littérature, dont les travaux de Goyeau et
al. 1996 [79].

3.2.4.1. Convection naturelle monophasique
On commence par simuler un écoulement de convection naturelle monophasique. On considère

une boite en 2-D carrée et verticale (soumise à la gravité). Cette boite est entièrement remplie d’un
unique fluide. Toutes les parois de la boite sont immobiles et l’on considère l’adhérence du fluide aux
parois. Les parois latérales sont respectivement maintenues à une température constante chaude à
gauche et froide à droite. Les parois supérieure et inférieure sont adiabatiques. Ces conditions sont
représentées sur le schéma Fig. 3.19a. Le fluide est initialement immobile et isotherme à la tempéra-
ture médiane. Sous l’effet de la conduction thermique puis de la dilatation thermique, le fluide doit
initier un mouvement de convection naturelle, montant le long de la paroi chaude et tombant le long
de la paroi froide.

L’écoulement de convection naturelle monophasique est entièrement déterminé par le nombre
de Grashof (3.34) défini comme le rapport de la force de flottabilité sur les forces visqueuses. On
peut l’écrire comme le rapport du nombre de Rayleigh Ra (3.35) et du nombre de Prandtl Pr (3.36).
Pour comparer avec les résultats de Massarotti et al. [125], on fera varier le nombre de Rayleigh dans
les prochaines simulations, pour un nombre de Prandtl quant à lui toujours égal à 1. Le nombre de
Nusselt intégral Nu (3.37) résultant de l’écoulement caractérise le transfert de chaleur au niveau de
l’une des parois latérales. C’est le point de comparaison quantitatif principal avec la littérature. Pour
améliorer la précision du calcul permettant d’obtenir la valeur de Nu (3.37), on utilise un maillage
raffiné auprès des parois. Il comprend 150 mailles sur chaque côté, dont un tiers dans le premier
et le dernier quart, et le tiers restant sur la moitié centrale. Sur les premiers et derniers quarts, il
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(a) Schéma des conditions des simulations de convectionnaturelle.Adapté de Massarotti et al. 2006 [125].
(b) Maillage utilisé (150x150).Rapport 10 entre les plus petites et les plus grandesmailles.Figure 3.19 – Résumé du cas de simulation de convection naturelle.

y a un rapport 10 entre la longueur de la plus fine maille (proche paroi) et celle de la plus grande
du domaine. On le représente sur la Fig. 3.19b. Pour qualifier quantitativement les simulations, on
pourra aussi utiliser les maximums des profils de vitesse aux mi-sections et les profils de vitesse sur
la mi-section horizontale issus des travaux de Massarotti et al. [125].

Gr =
∥g∥βg∆⟨Θg⟩gH3

ν2g
=
Ra

Pr
(3.34)

Ra =
∥g∥βg∆⟨Θg⟩gH3

νgαg
(3.35)

Pr =
νg
αg

(3.36)

Nu =
1

∆⟨Θg⟩g
∫ H

0

[
∂⟨Θg⟩g

∂x

]
x=0

dz (3.37)
où∆⟨Θg⟩g est l’écart de température entre la paroi froide et la paroi chaude.

On réalise ces simulations pour trois valeurs du nombre de Rayleigh. On peut comparer quali-
tativement sur l’ensemble du domaine les lignes de courant selon le nombre de Rayleigh à nombre
de Prandlt constant, au regard de celles présentées dans les travaux de Massarotti et al. [125], dans
la Fig. 3.20. On fait de même pour les isothermes, représentées sur la Fig. 3.21. On observe alors
qualitativement bien les écoulements de convection naturelle souhaités.
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Ayant vérifié qualitativement les écoulements, onmesure quantitativement l’écart entre les profils
de vitesse dans la mi-section horizontale pour différents Rayleigh avec les profils de référence issus
des travaux de Massarotti et al. [125], représentés sur la Fig. 3.22. Les courbes correspondent très
bien avec une erreur absolue moyenne au maximum de l’ordre de 3% (voir Table 3.12). Enfin, on
compare lesmaximums des profils de vitesse dans les plansmédians et le nombre deNusselt intégral
des nombreux résultats de référence répertoriés par Massarotti et al. [125] dans la Table 3.13. On
remarque que les valeurs simulées sont bien encadrées par les valeurs de la littérature.

Figure 3.22 – Profils de vitesse dans le plan médian horizontal pour différents nombres de Rayleigh à
Pr = 1, comparés aux résultats de Massarotti et al. 2006 [125].

On a ainsi vérifié l’implémentation de la dilatation thermique dans les équations de conservation
de la quantité de mouvement et les termes d’advection des équations de conservation de l’enthalpie.
On a pu vérifier également que le couplage des équations est correctement résolu.
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Courbes considérées Ra = 104 Ra = 105 Ra = 106

Erreur absolue maximale 1.7 · 10−2 3.10−2 1.4 · 10−1

Erreur absolue moyenne 5.2 · 10−3 1.10−2 2.9 · 10−2

Ecart-type associé à la moyenne 3.4 · 10−3 7.4 · 10−3 2.8 · 10−2

Table 3.12 – Comparaison entre les profils de vitesse dans le plan médian horizontalsimulés aux profils issus des travaux de Massarotti et al. 2006 [125] pour un écoulement deconvection naturelle dans un carré en 2-D selon le nombre de Rayleigh et à Pr = 1.
Ra Références [51] [109] [9] [120] [191] [125] [125] Présent
104

(⟨vg⟩g.ex)max 16.15 16.18 16.26 16.17 16.12 16.06 16.12 16.14
(⟨vg⟩g.ez)max 19.62 19.63 19.72 19.80 19.79 19.62 19.74 19.62

Nu 2.24 2.25 2.25 2.25 2.25 2.25 2.29 2.26

105
(⟨vg⟩g.ex)max 34.73 34.00 35.17 34.95 33.39 33.38 33.18 34.29
(⟨vg⟩g.ez)max 68.59 68.64 68.75 68.66 70.63 70.64 70.33 70.56

Nu 4.51 4.52 4.51 4.57 4.60 4.67 4.63 4.60

106
(⟨vg⟩g.ex)max 64.63 64.83 64.88 65.08 65.40 65.30 65.30 66.04
(⟨vg⟩g.ez)max 219.40 220.60 220.77 222.70 227.11 226.80 226.60 226.61

Nu 8.82 8.83 8.81 9.02 8.98 9.12 9.11 8.97

Table 3.13 – Maximums des profils de vitesses dans le plan médian vertical puis horizontalet le nombre de Nusselt intégral à la paroi chaude pour des écoulements de convectionnaturelle dans une boite carrée en 2-D selon le nombre de Rayleigh avec Pr = 1.

3.2.4.2. Convection naturelle en milieu poreux
On vérifie enfin que les termes d’advection et le couplage entre les équations sont toujours correc-

tement fonctionnels en considérant plusieurs phases, par des simulations de convection naturelle en
milieu poreux. On reste ainsi dans la configuration précédente en résolvant les équations de conser-
vation (3.10) et (3.11), mais on considère désormais la boite 2-D remplie d’unematrice poreuse immo-
bile. On intègre alors la phase (s) à la simulation précédente, avec une vitesse fixée commenulle,mais
permettant les interactions entre phases, comme dans les simulations d’écoulement de Darcy § 3.2.1.
On le schématise sur la Fig. 3.23.

On compare quantitativement les résultats du présent code aux résultats de la littérature par
le nombre de Nusselt intégral (3.37), et on conserve donc le maillage précédent (voir Fig. 3.19b). On
compare les simulations aux travaux de Saeid & Pop 2005 [158] qui récapitulent plusieurs résultats
de la littérature et aux travaux de Goyeau et al. 1996 [79].

L’écoulement de convection naturelle en milieu poreux dans une cavité carrée 2-D est complète-
ment caractérisé par le nombre de Prandlt (3.36), le nombre de Rayleigh poreux (3.38) et le nombre
de Darcy (3.39) qui caractérise la porosité du système. Dans les simulations suivantes, on fixe tou-
jours Pr = 1 et Da ≤ 10−7 afin de pouvoir comparer aux résultats de référence selon le nombre de
Rayleigh poreux (3.38). De même, les résultats de référence considérant l’équilibre thermique entre
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le fluide et la matrice poreuse qu’il traverse, on choisit donc un coefficient d’interaction thermique
très élevé (Ĉkk′ = 107

) pour forcer l’équilibre thermique dans les simulations.
Ra∗ =

∥g∥βg∆⟨Θg⟩gH
νgαgÂgs

(3.38)
Da =

1

ÂgsH2
(3.39)

On commente d’abord les résultats qualitatifs. Premièrement, on a pu s’assurer que les tempéra-
tures de la phase (g) et (s) sont bien identiques à tout instant. Les lignes de courant selon les différents
nombres de Rayleigh poreux sont représentées sur la Fig. 3.24. On observe bien unmouvement circu-
laire de convection naturelle et une augmentation de la vitesse avec le nombre de Rayleigh poreux.
De plus, contrairement à l’écoulement de convection naturelle monophasique hors milieu poreux
précédent (voir Fig. 3.20), il y a un pic de vitesse dans la zone de rencontre du fluide et des parois laté-
rales thermostatées. Il est caractéristique de la convection naturelle en milieu poreux, car à mesure
que le fluide remonte la paroi, la différence de température motrice diminue. Or elle est désormais
en compétition avec le ralentissement dû aux frottements sur la matrice poreuse. D’où le ralentisse-
ment de l’écoulement dans la seconde moitié de la hauteur de la paroi. Les isothermes représentées
sur la Fig. 3.25 selon leur Rayleigh poreux sont également conformes à la littérature.

Figure 3.23 – Schéma des conditions des tests de convection naturelle en milieu poreux.
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Pour comparer quantitativement ces simulations aux résultats de référence, on calcule le nombre
de Nusselt intégral à la paroi chaude (3.37). On remarque que les Nusselts obtenus sont cohérents
avec les résultats de la littérature (voir Table 3.14).

Références Nu
Ra∗ = 100 Ra∗ = 400 Ra∗ = 1000

Walker & Homsy 1978 [190] 3.097 − 12.960Gross et al. 1986 [83] 3.141 − 13.448Manole & Lage 1992 [121] 3.118 − 13.637Goyeau et al. 1996 [79] 3.11 7.77 13.47Baytas 2000 [12] 3.160 − 14.060Saeid & Pop 2004 [157] 3.002 − 13.726Saeid & Pop 2005 [158] 3.100 − 13.442

Présent 3.031 7.676 13.057

Table 3.14 – Comparaison du nombre de Nusselt intégral à la paroi chaude en fonction dunombre de Rayleigh poreux.
On a ainsi pour vérifier l’implémentation de tous les termes, la méthode de résolution et les cou-

plages entre les équations de conservation de la quantité de mouvement et de l’enthalpie. L’implé-
mentation des corrélations pour la pression solide ou granulaire et la viscosité solide ont été reprises
du code validé sedFoam [25].

3.3. Bilan sur les simulations numériques

Dans ce chapitre, on a réalisé l’implémentation partielle du problème moyenné fermé obtenu
dans le chapitre précédent § 2.6.4, adapté dans ce but et défini par les équations (3.7) à (3.11), sous
la forme d’un solver de la plateforme open source OpenFOAM, nommé debrisBedSedFoam. Ce solver
utilise la méthode de résolution de Rusche [156]. Pour l’implémenter, on s’inspire des solvers préexis-
tants twoPhaseEulerFoam et multiphaseEulerFoam dédiés aux calculs CFD multiphasiques eulériens
et de sedFoam [25] qui est dédié au transport de sédiment.

Une fois l’implémentation effectuée, on a vérifié qu’elle avait été correctement réalisée. On utilise
une méthode incrémentale, vérifiant les termes par petit groupe de plus en plus inclusif. Il en va de
même avec les équations. On considère d’abord les équations dynamiques, puis thermiques, seules
avant de les coupler. On agit pareillement sur le nombre de phases considérées. La simulation d’écou-
lement de Darcy et de Darcy généralisé § 3.2.1 permet ainsi de vérifier la résolution des équation de
conservation de la quantité demouvement, le terme de gravité, le gradient de pression et l’interaction
dynamique entre les phases. Les simulations d’écoulements de Couette et de Poiseuille § 3.2.2 ont
permis de vérifier l’implémentation correcte des termes de Brinkman. Puis par des simulations de
conduction et puissance volumique mathématiquement analogues § 3.2.2.4, on a vérifié les termes
de diffusions thermiques, de puissances volumiques et d’interaction thermique entre phases ainsi
que la résolution des équations de conservation de l’énergie. L’implémentation du terme d’advection
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est vérifiée par les simulations d’écoulement de cavité entraînée par le "haut" § 3.2.3. Tandis que le
terme d’advection thermique, la dilatation thermique et le couplage entre les équations dynamiques
et thermiques ont été vérifiés par les simulations de convection naturelle § 3.2.4.1 et de convection
naturelle en milieu poreux § 3.2.4.2. En s’appuyant sur la modélisation des lois constitutives décri-
vant la pression granulaire et la viscosité granulaire développées pour sedFoam [25], on a confirmé
l’implémentation et la résolution du système d’équations (3.7) à (3.11).
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Conclusion et Perspectives

4.1. Conclusion

Cette thèse s’inscrit dans la thématique d’étude prospective des accidents graves en RNR-Na de
type ASTRID. Plus précisément, on modélise le comportement thermohydraulique d’un lit de débris
de corium sur le récupérateur d’un RNR-Na lors d’un hypothétique accident grave. Cette étude est
motivée par des enjeux de sûreté. On s’intéresse en particulier à l’évolution de la configuration du lit
de débris dans le temps, autrement dit à son nivellement ou self-leveling. En effet, le lit initialement
sous la forme d’un tas, doit s’aplanir sous l’action des écoulements de sodium (liquide et gazeux) dus à
la puissance résiduelle du corium. On s’intéresse à l’évolution de sa configuration, car certaines confi-
gurations pourraient conduire à d’éventuels retours en criticité devant être proscrits et pour évaluer
le refroidissement du lit. Aucun outil validé ne permettant de suivre cette évolution de la phase solide
mobile, à l’exception de modèle empirique, on établit un modèle macroscopique du comportement
thermodynamique du lit de débris en RNR-Na modélisant les déplacements de la phase solide. On a
premièrement exposé les principales caractéristiques de ce systèmeet quantifié les nombres adimen-
sionnels permettant de déterminer les phénomènes prépondérants, après avoir évoqué la formation
du lit de débris. Après avoir décrit les différents domaines d’études des écoulements granulaires et
leur diversité, on a pu caractériser le type d’écoulement rencontré et définir une méthode pertinente
pour le modéliser à l’échelle macroscopique.

On a choisi d’adopter une approche dite multiphase et d’appliquer la méthode de la prise de
moyenne volumique développée dans les travaux de Lasseux et al. [106] et de Duval et al. [60]. Ce
manuscrit propose ainsi pour la première fois d’appliquer cette méthode à un système triphasique
avec interaction entre les trois phases mobiles pour l’établissement des équations macroscopiques
de conservation de lamasse, de la quantité demouvement et de l’énergie avec source de puissance en
volume et changement de phase. On a ainsi établi le problèmemacroscopique (résumé § 2.6.4) et les
problèmes de fermeture associés (voir § 2.5). Les équations macroscopiques établies présentent des
différences structurelles avec les modèles d’écoulements multiphasiques de type Ishii & Züber [96]
déjà utilisés pour décrire des lits de débris de corium en RNR-Na par Tagami et al. [180] en compor-
tant notamment une propriété effective "d’auto-interaction" supplémentaire. Le problèmemacrosco-
pique établi est d’ailleurs valable pour n phases, si l’on peut considérer que ses phases interagissent
deux à deux à leur interface. Certaines hypothèses simplificatrices comme l’incompressibilité de la
vapeur de sodium, la modélisation pseudo-fluide de la phase solide ou la pertinence des propriétés
effectives thermiques relatives au gradient de température moyenne sont discutées.

Dans l’attente de la résolution des problèmes de fermeture, on a ensuite réalisé une implémenta-
tion partielle du modèle macroscopique établi sous la forme d’un solver de la plateforme open source
OpenFOAM. Cette implémentation permet alors de simuler des écoulements triphasiques en convec-
tion naturelle avec production de chaleur volumique admettant une phase solide particulaire. On a
pu vérifier l’implémentation et la résolution de chacun des termes, des équations et de leur cou-
plage. On a notamment établi et simulé les profils de vitesse pour des écoulements de Couette plan
et de Poiseuille plan d’émulsions diphasiques à distribution affine et stationnaire du taux d’occupa-
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tion volumique des phases permettant la vérification de l’implémentation des termes de Brinkman
(voir § 3.2.2). L’implémentation est cependant encore partielle et nécessite certains ajouts, précisés
dans les perspectives, pour pouvoir simuler le comportement d’un lit de débris de corium sur le ré-
cupérateur d’un RNR-Na.

4.2. Perspectives

Ces travaux qui ont permis l’établissement d’un modèle macroscopique pour les lits de débris en
RNR-Na et son implémentation partielle dans un code de calcul ouvrent plusieurs perspectives.

4.2.1. Propriétés effectives et problèmes de fermeture
Lors de l’établissement du problème macroscopique par la méthode de la prise de moyenne vo-

lumique, on a également établi les problèmes de fermeture associés. La résolution de ces problèmes
de fermeture permet la détermination des variables de fermeture et donc de calculer les propriétés
effectives macroscopiques. Dans cette étude, on n’a cependant pas eu le temps de travailler à la ré-
solution de ces problèmes de fermeture. C’est un travail considérable qui nécessite des calculs DNS
(Direct Numerical Simulation).

On peut toutefois évoquer plusieurs pistes de travail sur ce point. On pourrait commencer par
faire des calculs DNS pour des configurations "simples", se restreignant par exemple à certains phé-
nomènes. On note, cependant, qu’il faudra certainement considérer un grand nombre de ces confi-
gurations afin d’obtenir des propriétés effectives valables enmoyenne dans l’ensemble des situations
rencontrées, pour être représentatif de l’ensemble du système. Ces simulations sont très complexes
et très lourdes en puissance de calcul. Pour réduire les coûts de calcul, on pourrait entre autres envi-
sager des simulations DEM couplées aux méthodes LBM (voir § 1.4.2.1) qui ont inclus récemment les
équations de conservation de l’énergie [3]. Ces méthodes n’étaient cependant pas fonctionnelles en
2022 selon L. Amarsid pour modéliser l’ébullition, la détermination de la position des interfaces d’un
système triphasique posant notamment problème. Il semblerait qu’en 2023, on ne dispose toujours
pas des outils numériques nécessaires à ces résolutions.

4.2.2. Simulation du lit de débris
Dans cette étude, on a réalisé une implémentation partielle du problèmemacroscopique. Le solver

en question n’est donc pas capable à ce jour de simuler le comportement thermohydraulique d’un lit
de débris de corium en RNR-Na. Dans cette perspective, il reste plusieurs travaux à mener.

Premièrement, le changement de phase est un phénomène prépondérant dans le nivellement
des lits de débris qui survient quelques minutes après l’ébullition [168]. Or l’implémentation actuelle
n’inclut pas les effets du changement de phase, parmanquede temps.Onpourra cependant s’inspirer
des travaux d’Oruganti [138] qui adapte le solver multiphaseEulerFoam à l’étude de la cavitation pour
ajouter l’ébullition au solver debrisBedSedFoam (voir § 3.1.2).

De plus, les propriétés effectives macroscopiques n’étant pas connues à ce jour, on a utilisé des
modèles très simples pour réaliser les vérifications. Dans une optique de validation, ou de simulation
d’un lit de débris réaliste, il faut utiliser des lois plus complexes. À défaut de pouvoir calculer les pro-
priétés effectives, l’implémentation a été réalisée de sorte à pouvoir utiliser les modèles d’interaction
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issus des modélisations de type Ishii & Züber [96]. On pourrait ainsi reprendre les corrélations pro-
posées par Tagami et al. [180]. Mais un véritable travail bibliographique, spécifiquement axé sur ce
type de corrélations très nombreuses, est nécessaire pour déterminer les plus adaptées.

On a également vu quedes phénomènes de ségrégation peuvent apparaître dans les lits de débris,
et qu’ils pourraient avoir d’importantes répercussions sur son comportement. Le problème macro-
scopique théorique étant valable pour n phases, on pourrait ajouter au solver debrisBedSedFoam la
capacité de modéliser autant de phases que nécessaire. Cela permettrait par exemple de distinguer
deux phases solides pour traiter le cas de la stratification [128] selon la composition des débris ou la
ségrégation par taille. Cependant, la résolution des propriétés effectives est déjà très difficile dans le
cas triphasique et à ce jour rien n’indique que l’on puisse les calculer dans ce cas. De plus, contraire-
ment aux interactions entre fluides, ou aux interactions fluide-particule, les corrélations ou les mo-
dèles d’interaction entre différentes phases solides mobiles semblent très rares. On peut néanmoins
envisager en première approche de parcourir les publications scientifiques industrielles du secteur
des cimentiers (broyage de gravier dans les fours tournants) ou les travaux sur la ségrégation [80].

À long terme, si le code est capable de simuler de manière satisfaisante le comportement d’un lit
de débris de corium et de suivre sa configuration dans le temps, il serait pertinent d’envisager son
couplage, ou du moins son chaînage, à des codes neutroniques. Ce code fournirait alors des infor-
mations géométriques, de composition et de température du lit de débris au code neutronique, qui
pourrait en retour fournir le termede puissance volumique. Ce couplage pourrait permettre d’estimer
la criticité du lit de débris de corium sur le récupérateur en RNR-Na au cours d’un accident grave.
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Annexe :

A. Annexe : Prise de moyenne particulaire des équations locales de conservation
de la phase solide

Dans cette annexe, on défini l’opérateur de prise de moyenne particulaire, puis on l’applique aux
équations locale de conservation de la quantité de mouvement (QDM) et de l’énergie d’une particule
p. On rappelle ces équations locales ci-dessous : (f = l, g)

ρsVp
∂vp

∂t
= ρsVpg +

∑
q

fqp +

∫∫
Slp∪Sgp

σp.npfdS (2.17)

ρsVp
∂hp
∂t

= ρsVpq̇p −
∫∫

Slp∪Sgp∪Spq

ϕpf .npkdS (2.18)
où ρs est la densité du corium, Vp le volume de la particule p et vp sa vitesse et g est l’accélération dela pesanteur. q désignant toutes les particules en contact (supposé ponctuel) avec la particule p, fqpreprésente la force de contact exercée par q sur la particule p. σp désigne le tenseur des contraintes dela particule p etnpk le vecteur normal à sa surface. hp désigne l’enthalpie spécifique de la particule p, q̇psa puissance spécifique et ϕpk représente le flux de chaleur à la surface de la particule p. On rappelleque l’on considère les particules identiques indéformables (ρs, Vp, q̇p, Cps et λs sont constants et demêmes valeurs quelques soit p).

A.1. Définition des outils et conservation de la masse par la moyenne particulaire
Pour la phase solide, on utilise comme équations locales, les équations bilans sur une particule.

On ne peut donc pas utiliser les opérateurs de prise de moyenne volumique définis dans le corps du
manuscrit pour des champs continus. Pour obtenir les grandeurs moyennes des particules d’un VER,
on utilise la moyenne arithmétique discrète sur le VER, en s’inspirant des travaux de Jackson [98] et
d’Anderson & Jackson [4]. On note la moyenne particulaire d’une grandeur quelconque ψp d’uneparticule ainsi : ⟨ψp⟩p. Cet opérateur est défini comme suit :

⟨ψp⟩p =
1

N

∑
p

ψp (A.1)

où N est le nombre de particules dans le VER.
Le nombre de particules dans le VER pouvant varier dans le temps, on utilise également un théo-

rème d’interversion pour la dérivation temporelle, démontré dans les travaux d’Anderson & Jack-
son [4], définit ainsi :

⟨∂ψp
∂t

⟩
p

=
1

N

∂ (N⟨ψp⟩p)
∂t

+
1

N
∇ ·N⟨ψpvp⟩p (A.2)

⟨∂ψp

∂t
⟩
p

=
1

N

∂ (N⟨ψp⟩p)
∂t

+
1

N
∇ ·N⟨ψpvp⟩p (A.3)
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Si on applique ce théorème à la fonction identité, comme le fait Jackson [98], on obtient une équa-
tion portant sur la variation du nombre de particules du VER, soit l’équivalent pour la phase solide
particulaire de l’équation macroscopique de conservation de la masse :

∂N

∂t
+∇ ·N⟨vp⟩p = 0 (A.4)

A.2. Moyenne particulaire de l’équation de conservation de la quantité de mouvement
(QDM)

La méthode utilisée pour établir l’équation de conservation de la QDM macroscopique pour les
particule par l’opérateur de prise demoyenne particulaire est similaire à celle utilisée avec l’opérateur
de prise de moyenne volumique dans le manuscrit. On applique l’opérateur de prise de moyenne
particulaire (A.1) à l’équation de conservation de la QDM locale (2.17). Pour plus de clarté, on traite
séparément le premier membre (PM) et le second membre (SM).

Une fois l’opérateur de prise de moyenne particulaire appliqué au premier membre (PM), pour
écrire une équation portant sur la vitesse moyenne particulaire, on applique le théorème d’interver-
sion (A.3). On rappelle que l’on considère des particules identiques indéformables. On a alors :

⟨PM⟩p = ρsVp
N

(
∂N⟨vp⟩p

∂t
+∇ ·N⟨vpvp⟩p

)
(A.5)

On utilise la décomposition de W. G. Gray (2.13), définie identiquement pour la moyenne particu-
laire 2.13, afin de décomposer la moyenne du produit (2.16). On décompose ensuite les dérivées de
produit et on factorise par la vitesse moyenne des particules de sorte à faire apparaître l’équation de
conservation de la masse particulaire (A.4).

⟨PM⟩p = ρsVp
N

N ∂⟨vp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p

(
∂N

∂t
+∇ · (N⟨vp⟩p)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+N⟨vp⟩p∇ · ⟨vp⟩p +∇ ·N⟨ṽp
pṽp

p⟩p


(A.6)

Onmultiplie alors l’expression obtenu par NV pour faire apparaître le taux d’occupation volumique
de la phase solide dans le VER.

N

V
⟨PM⟩p = εsρs

(
∂⟨vp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p∇ · ⟨vp⟩p +

1

N
∇ ·N⟨ṽp

pṽp
p⟩p
)

(A.7)
Pour le second membre (SM), on applique de même l’opérateur de prise de moyenne particu-

laire (A.1). La force de pesanteur se traite par linéarité de la somme finie. On a alors : (f = l, g)

⟨SM⟩p = ρsVpg +
1

N

∑
p

∑
q

fqp +
1

N

∑
p

∫∫
Slp∪Sgp

σp.npfdS (A.8)
Pour la double somme représentant la moyenne particulaire des forces de contact ponctuelles

entre les particules, on utilise le second principe de Newton ou principe des actions réciproques
(fqp = −fpq). Ainsi, pour chaque couple de particule dont le centre de masse et mutuellement conte-
nu dans le VER, les forces fqp et fpq se compensent. Il ne reste alors plus que les forces exercées par
des particules extérieures au VER néanmoins en contact avec des particules du VER (voir Fig. A.1).
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Figure A.1 – Schéma de la compensation des forces de contact à la frontière du VER.
Pour la somme de l’intégrale, on remarque que la somme des intégrales sur la surface de chaque

particule, revient à intégrer sur la surface d’interaction de la phase solide avec les autres phases :∑
p(Slp ∪Sgp) = Sls ∪Sgs. On peut donc réécrire la moyenne particulaire du second membre comme

suit : (f = l, g)

⟨SM⟩p = ρsVpg +
1

N

∑
q′

fq′ +
1

N

∫∫
Sls∪Sgs

σp.npfdS (A.9)

où q′ désigne l’ensemble des particules extérieures au VER en contact avec une ou plusieurs particules
du VER, et fq′ est la résultante des forces qu’elles exerces sur ces particules.

Ainsi, après multiplication du second membre par NV et rassemblement du premier et du second
membre, on obtient l’équationmacroscopique particulaire de conservation de la QDM suivante : (f =

l, g)

εsρs

(
∂⟨vp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p∇ · ⟨vp⟩p +

1

N
∇ ·N⟨ṽp

pṽp
p⟩p
)

= εsρsg +
1

V

∑
q′

fq′ +
1

V

∫∫
Sls∪Sgs

σp.npfdS

(2.19)
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A.3. Moyenne particulaire de l’équation de conservation de l’énergie
Pour établir l’équationmacroscopique particulaire de conservation de l’énergie, on applique l’opé-

rateur de prise de moyenne particulaire (A.1) aux équations de conservation de l’énergie des parti-
cules du VER (2.18). On traite séparément le premiermembre (PM) et le secondmembre (SM), pour
plus de clarté.

Pour le premier membre (PM), après application de l’opérateur de prise de moyenne particu-
laire (A.1), on utilise le théorème d’interversion de la dérivée temporelle (A.2) à l’enthalpie. On ap-
plique la décomposition de W. G. Gray (2.13) en moyenne particulaire pour obtenir le produit des
moyennes (2.16). On décompose ensuite les dérivées de produits afin de faire apparaître l’équation
de conservation de la masse particulaire (A.4). On obtient :

⟨PM⟩p = ρsVp
N

N ∂⟨hp⟩p

∂t
+ ⟨hp⟩p

(
∂N

∂t
+∇ · (N⟨vp⟩p)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+N⟨vp⟩p.∇⟨hp⟩p +∇ ·
(
N⟨h̃p

p
ṽp

p⟩
p)
(A.10)

Comme dans le corps du manuscrit, on a la relation entre l’enthalpie et la température (2.29).
On remplace alors l’enthalpie de la particule par cette relation. On considère la capacité calorifique
constante et identique pour chaque particule. Onmultiplie ensuite par NV pour obtenir une expression
volumique et faire apparaître le taux d’occupation volumique solide.

hp = hsatp + CpsΘp (2.29)
N

V
⟨PM⟩p = εsρsCps

(
∂⟨Θp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p.∇⟨Θp⟩p +

1

NCps
∇ ·
(
N⟨h̃p

p
ṽp

p⟩
p)) (A.11)

Avant d’appliquer lamoyenne particulaire au secondmembre, on remarque que l’on peut réécrire
le terme de conduction à l’interface via le théorème de Green-Ostrogradski, car la surface de la parti-
cule est une surface fermé. On peut alors utiliser la loi de Fourier en température relative pour décrire
la conduction thermique dans la particule, donnant : (f = l, g)∫∫

Slp∪Sgp∪Spq

ϕpk.npkdS =

∫
Vp

∇ · ϕp dV = −
∫
Vp

∇ · (λs∇Θp) dV (A.12)
Pour plus de clarté, on conserve la notation condensé ϕp. Lorsque l’on applique l’opérateur de

prise de moyenne particulaire à la réécriture du terme de conduction à l’interface précédente, on
retrouve la définition de la moyenne de phase pour la phase solide (2.4). On peut alors utiliser le
théorème d’interversion spatiale vectoriel (2.10) : (f = l, g)

1

N

∑
p

∫
Vp

∇·ϕp dV =
1

N

∫
Vs=NVp

∇·ϕs dV =
V

N
⟨∇·ϕs⟩ =

V

N
∇·⟨ϕs⟩+

1

N

∫∫
Sls∪Sgs

ϕs.nsf dS (A.13)
Pour le second membre (SM), on applique de même l’opérateur de prise de moyenne parti-

culaire (A.1). Le terme de source de puissance volumique ne pose pas problème. Pour le terme
d’échange à l’interface, on utilise la réécriture que l’on vient d’établir (A.13). On a alors : (f = l, g)

⟨SM⟩p = ρsVpq̇s −
V

N
∇ · ⟨ϕs⟩ −

1

N

∫∫
Sls∪Sgs

ϕs.nsf dS (A.14)
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On réécrit ensuite le flux thermique par la loi de Fourier. On applique alors le théorème d’inter-
version (2.9) une seconde fois. Et comme pour le premier membre (PM), on multiplie le résultat par
N
V . On obtient : (f = l, g)

N

V
⟨SM⟩p = εsρsq̇s + λs∇2⟨Θs⟩+ λs∇ ·

(
1

V

∫∫
Sls∪Sgs

Θsnsf dS

)
+
λs
V

∫∫
Sls∪Sgs

∇Θs.nsf dS (A.15)
Comme dans le corps du manuscrit, on utilise alors la séparation des échelles (2.2) qui permet de

négliger la divergence de l’intégrale de la température relative par rapport à l’intégrale du gradient de
température (A.16). En effet, le premier opérateur de dérivation spatiale porte sur une grandeur ma-
croscopique(∇ · ⟨ψk⟩ = O

(
⟨ψk⟩
L

)) tandis que le secondporte sur une grandeur locale(∇ψk = O
(
ψk
lk

)),
les autres ordres de grandeur de ces termes étant égaux, on a bien : (f = l, g)

O
(
λsΘsSs
LV

)
= λs∇ ·

(
1

V

∫∫
Ss

ΘsnsfdS

)
≪ λs

V

∫∫
Ss

∇Θs.nsfdS = O
(
λsΘsSs
lsV

)
(A.16)

On passe à la moyenne intrinsèque (2.5) pour faire apparaître le taux d’occupation volumique
solide. On utilise la décomposition de W. G. Gray (2.13) pour la température locale dans l’intégrale
restante afin de ne plus avoir que des grandeursmoyennes et leurs déviations. On obtient des termes
analogues aux termes de Brinkman en température relative grâce à l’invariance de la moyenne (2.15)
et l’identité (2.12). Ce qui donne : (f = l, g)

N

V
⟨SM⟩p = εsρsq̇s + λs∇2 (εs⟨Θs⟩)− λs∇⟨Θs⟩s.∇εs +

λs
V

∫∫
Sls∪Sgs

∇Θ̃s
s
.nsf dS (A.17)

On obtient donc finalement l’équation macroscopique particulaire de conservation de l’énergie
écrite en température relative suivante, en réunissant les deux membres : (f = l, g)

εsρsCps

(
∂⟨Θp⟩p

∂t
+ ⟨vp⟩p.∇⟨Θp⟩p +

1

NCps
∇ ·
(
N⟨h̃p

p
ṽp

p⟩
p))

= εsρsq̇s + λs∇2 (εs⟨Θs⟩)− λs∇⟨Θs⟩s.∇εs +
λs
V

∫∫
Ss

∇Θ̃s
s
.nsf dS

(2.20)
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B. Annexe : Simplification préalable des dérivées spatiales de produit avec sépara-
tion des échelles

Pour pouvoir factoriser les équations de conservation du problème aux déviations par les sources,
afin d’établir les problèmes de fermeture, on doit écrire les simplifications des dérivations de produit
suivantes : (k, j = l, g, s)

∇ ·
(
akj .⟨vj⟩j

)
≈
(
∇ · akj

)
.⟨vj⟩j (2.96a)

∇
(
akj .⟨vj⟩j

)
.nkj ≈

(
(nkj.∇) akj

)
.⟨vj⟩j (2.96b)

∇2
(
akj .⟨vj⟩j

)
≈ ∇2akj .⟨vj⟩j (2.96c)

∇
(
bkj.⟨vj⟩j

)
≈ ∇bkj.⟨vj⟩j (2.96d)

∇
(
ckj⟨Θj⟩j

)
≈ ∇ckj⟨Θj⟩j (2.96e)

∇2
(
ckj⟨Θj⟩j

)
≈ ∇2ckj⟨Θj⟩j (2.96f)

∇
(
dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇dkj.∇⟨Θj⟩j (2.96g)

∇2
(
dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇ ·

(
∇dkj.∇⟨Θj⟩j

)
≈ ∇2dkj.∇⟨Θj⟩j (2.96h)

Elles sont obtenues par la décomposition de la dérivé d’un produit et l’application de la sépa-
ration des échelles (2.2). En effet, si l’opérateur de dérivation spatial porte sur une grandeur ma-
croscopique alors on a : (∇ · ⟨ψk⟩ = O

(
⟨ψk⟩
L

)) tandis que s’il porte sur une grandeur locale, on a :(
∇ψk = O

(
ψk
lk

)). Les ordres de grandeur des autres termes étant égaux, on les simplifications sui-
vantes : (k = l, g, s)

∇
(
ckj⟨Θj⟩j

)
= ∇ckj⟨Θj⟩j + ckj∇⟨Θj⟩j ≈ ∇ckj⟨Θj⟩j (B.2)

∇2
(
ckj⟨Θj⟩j

)
= ∇ ·

(
∇
(
ckj⟨Θj⟩j

))
= ∇ ·

(
⟨Θj⟩j∇ckj + ckj∇⟨Θj⟩j

)
= ∇⟨Θj⟩j .∇ckj + ⟨Θj⟩j∇ · (∇ckj) +∇ckj .∇⟨Θj⟩j + ckj∇ ·

(
∇⟨Θj⟩j

)
≈ ⟨Θj⟩j∇ · (∇ckj) = ∇2ckj⟨Θj⟩j

(B.3)

Les approximations (2.96e) et (2.96f) sont donc établies.
Pour certaines de ces dérivées de produit, on n’a pas de relation connue. On introduit les gran-

deurs suivantes afin de faire le calcul dans le cas général. Soient A une matrice réelle de dimension
3 locale, B et N des vecteurs réels de dimension 3 locaux et V un vecteur réel de dimension 3 ma-
croscopique et on introduit ∇ comme le vecteur des dérivées spatiales. On note leurs coefficients
comme suit :

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 , B =

b1b2
b3

 , N =

n1n2
n3

 , V =

v1v2
v3

 , ∇ =

∂1∂2
∂3

 (B.4)
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On peut alors faire les calculs suivants :

∇ (B.V) = ∇(b1v1 + b2v2 + b3v3) =

∂1(b1v1 + b2v2 + b3v3)
∂2(b1v1 + b2v2 + b3v3)
∂3(b1v1 + b2v2 + b3v3)


=

b1∂1v1 + v1∂1b1 + b2∂1v2 + v2∂1b2 + b3∂1v3 + v3∂1b3
b1∂2v1 + v1∂2b1 + b2∂2v2 + v2∂2b2 + b3∂2v3 + v3∂2b3
b1∂3v1 + v1∂3b1 + b2∂3v2 + v2∂3b2 + b3∂3v3 + v3∂3b3


≈

v1∂1b1 + v2∂1b2 + v3∂1b3
v1∂2b1 + v2∂2b2 + v3∂2b3
v1∂3b1 + v2∂3b2 + v3∂3b3

 =

∂1b1 ∂1b2 ∂1b3
∂2b1 ∂2b2 ∂2b3
∂3b1 ∂3b2 ∂3b3

 .V = ∇B.V

(B.5)

Alors en substituantB etV par les grandeurs dumanuscrit, on justifie les approximations (2.96d)
et (2.96g).

∇ ·
(
A.V

)
= ∇ ·

v1a11 + v2a12 + v3a13
v1a21 + v2a22 + v3a23
v1a31 + v2a32 + v3a33


= ∂1(v1a11 + v2a12 + v3a13) + ∂2(v1a21 + v2a22 + v3a23) + ∂3(v1a31 + v2a32 + v3a33)

= v1∂1a11 + a11∂1v1 + v2∂1a12 + a12∂1v2 + v3∂1a13 + a13∂1v3

+ v1∂2a21 + a21∂2v1 + v2∂2a22 + a22∂2v2 + v3∂2a23 + a23∂2v3

+ v1∂3a31 + a31∂3v1 + v2∂3a32 + a32∂3v2 + v3∂3a33 + a33∂3v3

≈ v1(∂1a11 + ∂2a21 + ∂3a31) + v2(∂1a12 + ∂2a22 + ∂3a32) + v3(∂1a13 + ∂2a23 + ∂3a33)

=

∂1a11 + ∂2a21 + ∂3a31
∂1a12 + ∂2a22 + ∂3a32
∂1a13 + ∂2a23 + ∂3a33

 .V

=
(
∇ ·A

)
.V

(B.6)
Alors en substituantA etV par les grandeurs dumanuscrit, on justifie (2.96a) et enutilisant (2.96g),

on justifie aussi (2.96h).
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