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Résumé

Simulation numérique de l’ablation liquide
Lors de sa rentrée dans l’atmosphère d’une planète, un engin spatial tel qu’une sonde, par

exemple, subit un échauffement important dû au frottement des gaz atmosphériques. Afin de garantir
l’intégrité de la structure, l’avant de la capsule qui subit le freinage est recouvert d’un bouclier
thermique. La surface de ce bouclier thermique subit une dégradation physico-chimique globalement
appelée ablation. La fusion de la partie métallique ainsi que la sublimation de la structure en carbone
donnent lieu à un écoulement diphasique complexe.

L’écoulement diphasique est résolu par une méthode d’interface diffuse basée sur le modèle à cinq
équations en considérant les effets liés à la dissipation visqueuse, la conduction thermique ainsi que
la tension de surface. La résolution numérique de la partie fluide est basée sur une décomposition
d’opérateurs entre la partie dite « acoustique » regroupant les phénomènes physiques potentiellement
présents dans l’écoulement fluide et une partie liée au transport des quantités conservatives. Les
grands rapports de densité entre les deux fluides ainsi que les phénomènes physiques pris en compte
induisant une contrainte de pas de temps très restrictive, l’étape « acoustique » est résolue avec un
schéma temporel implicite par un solveur de Riemann approché tandis que l’étape de « transport
» est résolue par un schéma explicite. La diffusion thermique dans le domaine solide est résolue
avec un schéma implicite. Les effets liés à la tension de surface sont étudiés sous deux formulations :
une forme conservative discrétisée naturellement et une forme non-conservative directement prise en
compte dans le solveur de Riemann. Une méthode MUSCL permet d’étendre les schémas numériques
à l’ordre deux, et un limiteur compressif est utilisé afin de limiter la diffusion numérique de l’interface
liquide/gaz.

Les conditions de couplage à l’interface fluide-solide sont déterminées grâce aux bilans de masse
et d’énergie. Une formulation ALE des équations permet de suivre le front de fusion avec précision
en déformant les maillages. L’extension des méthodes numériques dans les coordonnées cylindriques
permet d’étudier des configurations axisymétriques.

Mots-clés Simulation numérique, écoulements compressibles, problèmes multi-physiques.

Laboratoire d’accueil CEA-CESTA, 15 avenue de Sablières, CS 60001–33116, Le Barp cedex.
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Abstract

Numerical simulation of liquid ablation
During re-entry into a planet’s atmosphere, a spacecraft such as a probe, for example, undergoes

significant heating due to friction with atmospheric gases. To ensure structural integrity, the front of
the capsule undergoing braking is covered by a heat shield. The surface of this heat shield undergoes
physico-chemical degradation known as ablation. Melting of the metal part and sublimation of the
carbon structure give rise to a complex two-phase flow.

The two-phase flow is solved using a diffuse interface method based on the five-equation model,
taking into account the viscous dissipation, thermal conduction and surface tension effects. The
numerical resolution of the fluid part is based on operator splitting between the so-called "acoustic"
part, grouping together the physical phenomena potentially present in the fluid flow, and a part
linked to the transport of conservative quantities. As the high density ratios between the two fluids
and the physical phenomena taken into account induce a very restrictive time step constraint, the
"acoustic" step is solved with an implicit time scheme by an approximate Riemann solver, while
the "transport" step is solved with an explicit scheme. Thermal diffusion in the solid domain is
solved with an implicit scheme. Surface tension effects are studied under two formulations : a
naturally discretized conservative form and a non-conservative form directly taken into account in
the Riemann solver. A MUSCL method is used to extend the numerical schemes to second order,
and a compressive limiter is used to limit the numerical diffusion of the liquid/gas interface.

Coupling conditions at the fluid-solid interface are determined using mass and energy balances.
An ALE formulation of the equations enables the melting front to be followed precisely by mesh
deformation. The extension of numerical methods to cylindrical coordinates enables us to study
axisymmetric configurations.

Keywords Numerical simulation, compressible flows, multiphysics problems.
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1.1 Contexte physique

L’exploration spatiale est un rêve qui, depuis la fin de la second guerre mondiale, devient de
plus en plus réalisable. Après la conquête de l’espace, puis de la Lune, c’est aujourd’hui Mars qui
s’apprête à devenir, dans le futur, la prochaine destination de l’Homme. Les progrès des lanceurs
permettant de quitter l’orbite terrestre sont certes toujours plus impressionnants, mais un problème
majeur fait toujours l’objet de recherche approfondie, il s’agit de l’atterrissage, ou plutôt de l’étape
de rentrée atmosphérique.

Lors de sa rentrée dans l’atmosphère d’une planète, tout objet subit un freinage important dû
au frottement de sa paroi avec les gaz atmosphériques. Sa vitesse lors de la phase de rentrée est
d’autant plus importante que la gravité est élevée, de 7 à 12 kilomètres par seconde pour un véhicule
spatial. Ces frottements, ainsi que l’augmentation de la température de l’air autour du véhicule par
compression, entraînent un échauffement important de l’objet, qui subit une dégradation physico-
chimique globalement appelée ablation. Certains vont complètement se désintégrer, c’est le cas des
météores que l’on observe en étoiles filantes, mais aussi des micros débris spatiaux, ou des satellites
et sondes qui sont volontairement détruits après leur utilisation.
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1.1. Contexte physique

Dans le cas d’une capsule spatiale, laquelle peut être habitée par un astronaute, la tenue mé-
canique de l’objet, ainsi que la température à l’intérieur du module doivent être assurées. C’est
pourquoi elles sont recouvertes d’un bouclier thermique, permettant d’absorber la chaleur lors de
la phase de rentrée, et ainsi garantir leur intégrité. Ces boucliers peuvent être de deux types :

— les boucliers réutilisables,
— les boucliers ablatifs.

Les premiers sont utilisés sur des objets tels que la navette spatiale, pour lesquels leur manœuvra-
bilité leur permet d’avoir un grand angle d’incidence lors de la rentrée, et ainsi limiter le freinage
lié aux gaz atmosphériques et l’échauffement proche paroi. Ils sont composés de matériau de faible
conductivité thermique et d’une forte réflectivité, permettant de réemettre la chaleur par convec-
tion et radiation. Les seconds sont utilisés pour des objets comme les modules de commande et
de service des missions Apollo, des engins peu manœuvrables subissant des conditions de freinage
et d’échauffement beaucoup plus sévères. Ils sont généralement composés d’un assemblage de deux
matériaux, une matrice et un renfort, appelé matériau composite. Le renfort (fibre de carbone ou
de silice), plus résistant, assure la tenue mécanique du bouclier. La matrice (métal, résine), injectée
à travers le renfort, sert de liaison et transfère les efforts entre les fibres. Elle offre ainsi une couche
de protection supplémentaire. L’inhomogénéité de la protection, sous l’effet de la chaleur extrême,
est l’objet d’une ablation différentielle, observable sous la forme d’alvéole à la surface des boucliers
Fig. 1.1.

Fig. 1.1. Bouclier thermique du module de commande et de service utilisé lors de la mission Apollo
12 (Wikipédia).

Le flux thermique pariétal significatif va faire se sublimer les fibres de carbones et faire fondre la
matrice. Cette phase liquide va alors s’écouler le long de la paroi rugueuse et dans les alvéoles. La
dynamique de cet écoulement multiphasique et multiespèce est très complexe. En effet, la sublima-
tion et la fusion du composite s’accompagnent de l’apparition de lignes triples au niveau desquelles
la force de tension de surface entre en compétition avec les forces inertielles et les forces visqueuses.
Dans ces travaux, on s’intéresse aux phénomènes en présence à l’échelle de la taille des alvéoles,
entre l’écoulement gazeux et le bouclier thermique, il faut donc tenir compte a priori de l’ensemble
de ces forces.
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1.2 Présentation des différents types d’interactions
Les phénomènes étudiés font intervenir quatre interactions distinctes :
1. les effets de pyrolyse et couplage thermique entre les matériaux du composite résine-fibres,
2. les réactions d’ablation à l’interface entre la fibre de carbone et l’écoulement gazeux,
3. la fusion de la matrice,
4. l’interaction entre la phase liquide issue de la fusion de la résine et l’écoulement gazeux.

Ces interactions sont représentées schématiquement sur la Fig. 1.2.

métal

liquide
fibre fibre

écoulement gazeux

1

2

3

4

Fig. 1.2. Représentation schématique de l’ablation d’un matériau composite [Lat13].

1.2.1 Effets de pyrolyse et couplage thermique entre les matériaux du composite
résine-fibres

Les fibres constituant le bouclier sont élaborées à partir d’un tissage, dans lequel est injecté
la matrice. Le composite possède alors des conductivités thermiques différentes selon les zones, ce
qui va affecter les transferts thermiques de la paroi vers l’intérieur de l’objet. Ainsi, soumis à des
températures extrêmes, la chaleur va se diffuser dans tout le bouclier. Les gradients de température
en présence vont transformer le matériau composite. La résine va fondre et une phase liquide sera
injectée entre les fibres, tandis que les celles-ci vont se pyrolyser, introduisant ainsi du gaz, et créant
des fissures et déformations dans le matériau. Ces réactions de pyrolyse vont affecter la stabilité
mécanique et thermique du composite, et modifier ses propriétés en profondeur.

1.2.2 Réactions d’ablation à l’interface entre la fibre de carbone et l’écoulement
gazeux

L’ablation est l’érosion progressive de la surface du bouclier, résultat de réactions physico-
chimiques complexes entre l’écoulement gazeux et les fibres du composite. Dans le cas de l’atmo-
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1.2. Présentation des différents types d’interactions

Fig. 1.3. Structure d’un matériau composite C/C d’un bouclier thermique [YZX+09].

sphère terrestre, la présence d’oxygène entraîne des réactions d’oxydation lors de la décomposition
des fibres carbonées, et la formation d’oxyde de carbone. Comme le montre la Fig. 1.4, lorsque la
température est inférieure à 1000 K, elle est la réaction dominante. Entre 1000 K et 2500 K, l’oxy-
gène présent dans la couche limite induit un débit de masse quasi constant. A des températures plus
élevées, la réaction de sublimation va ablater l’objet et entraîner une perte de masse importante.
De plus, les différentes espèces chimiques présentes dans l’écoulement peuvent interagir avec celles
produites par l’ablation, et entraîner la formation de nouvelles espèces.

Fig. 1.4. Débit d’ablation en fonction de la température de surface pour le graphite [Lau04].
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1.2.3 Fusion de la matrice

La matrice qui assure la cohésion des fibres de carbone va elle aussi subir des dégradations et
décompositions lorsque le bouclier thermique est soumis à des températures intenses. Celle-ci va
fondre, et s’écouler le long de la paroi, laissant les fibres à nu (voir Fig. 1.5). La fusion de la matrice
peut avoir lieu avant les réactions d’ablation des fibres et entraîne alors une ablation différentielle.
La dynamique de l’écoulement de cette phase liquide est d’abord pilotée par les effets du cisaillement
de la phase gazeuse. Elle va se déplacer dans les alvéoles où la tension de surface peut jouer un
rôle prépondérant. Cette phase liquide peut former une couche protectrice à la surface du matériau,
agissant comme une barrière thermique et réduisant la vitesse d’ablation. La modification de la
surface du bouclier peut jouer sur l’aérodynamisme de l’objet, et favoriser la transition laminaire-
turbulent au sein de la couche limite.

Fig. 1.5. Simulation 3D de l’ablation d’un matériau composite de type PICA [LCM10]. L’ablation
de la résine avant celle des fibres laisse à nu celles-ci.

1.2.4 Interactions entre la phase liquide (issue de la fusion de la résine) et
l’écoulement gazeux

A mesure que la matrice fond, la phase liquide interagit avec l’écoulement gazeux et ruisselle le
long de la paroi. Les propriétés thermodynamiques des deux phases fluides sont très différentes. Le
liquide est très dense, très visqueux et quasi incompressible contrairement au gaz très peu dense
et fortement compressible. Les lignes triples, frontières entre la phase liquide, la phase solide, et la
phase gazeuse, sont les lieux où vont s’exercer les forces de tension de surface. Des gouttelettes de
métal fondu peuvent alors être emportées par l’écoulement, et potentiellement se solidifier plus loin
sur la surface de l’objet.
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1.3 Calcul d’ordres de grandeur

Nous cherchons ici à savoir si les forces de tension de surface peuvent avoir un impact significatif
sur un écoulement typique de la rentrée atmosphérique. Pour cela, nous allons chercher à estimer
le nombre de Weber dans la fine couche de liquide issue de la fusion d’un cylindre métallique,
soumis aux effets dissipatifs visqueux et thermiques. Le nombre de Weber est le ratio entre les
forces inertielles et les forces liées à la tension de surface.

On considère le cas d’un film liquide mince s’étalant sur une sphère (voir Fig. 1.6) et soumis à
sa surface au cisaillement et au flux de chaleur de l’écoulement gazeux, notés respectivement τg et
qg. On note O le point d’arrêt aérodynamique sur la demi-sphère, ∆ l’axe de symétrie passant par
O et r(M) la distance à l’axe ∆ d’un point M quelconque de la demi-sphère.

film liquide

solide

écoulement
hyperso-

nique gazeux

ch
oc

dé
ta

ch
é

Fig. 1.6. Représentation schématique d’un objet entrant dans l’atmosphère.

On note hl l’épaisseur du film et ul sa vitesse moyenne (intégrée sur l’épaisseur) en un point
donné sur la demi-sphère. On suppose le film suffisamment mince pour que le profil de vitesse soit
linéaire (régime de lubrification). On a par continuité de la contrainte tangentielle à la surface du
film

2µl
ul

hl
= τg, (1.3.0.1)

où µl est la viscosité du liquide. La conservation de l’énergie donne

ṁLf = qg − qs ≃ qg, (1.3.0.2)

où ṁ est le flux massique produit par fusion, Lf la chaleur latente de fusion et qs le flux thermique
du solide. La température de celui-ci étant supposée très proche de la température de fusion, le flux
solide peut être négligé. En régime permanent, la conservation de la masse du liquide donne

ρlul(r)hl(r)2πr = qm, (1.3.0.3)

où ρl est sa densité et qm est le flux de masse par unité de temps traversant le cercle de rayon r
dans un plan orthogonal à l’axe ∆ tel que qm = πr2qg/Lf . Les relations (1.3.0.1), (1.3.0.2), (1.3.0.3)
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nous permettent d’obtenir le système de taille 2, d’inconnues la vitesse ul et la hauteur hl, vérifiant
2µul(r)
hl(r)

= τg,

2ρlhl(r)ul(r) = r
qg

Lf
.

On en déduit les expressions de ul et hl en fonction du rayon r
ul(r) = 1

2

√
τgrqg

ρlLfµl
,

hl(r) =
√

rµlqg

ρlLfτg
.

(1.3.0.4)

A partir de ces grandeurs on peut estimer le nombre de Weber We et le nombre de Reynolds Re,
ratio des forces inertielles et des forces visqueuses tels que

We = ρlu
2
l hl

σ
et Re = ρlulhl

µl
.

Considérons le cas de la fusion d’une bille d’aluminium solide. On reprend les valeurs utilisées
dans le cas de la simulation d’une bille d’aluminium dans un écoulement supersonique étudié au
Chapitre 9. Le métal fondu possède une densité ρl = 2550 kg.m−3 et une viscosité µl = 1.235 ×
10−3 N.m−2. Sa chaleur latente de fusion vaut Lf = 3.97 × 103 J.kg−1. Le coefficient de tension de
surface de l’aluminium liquide est pris à 0.88 J.m−2. Prenons une bille de rayon r = 1 cm. Dans les
applications visées, avec un nombre de Mach amont M∞ = 4.5, on s’attend aux ordres de grandeurs
suivant pour la contrainte de frottement pariétale et le flux de chaleur : τg = 2 × 103 N.m−2 et
qg · n = 2.5 × 106 J.m−2.s−1.

D’après (1.3.0.4), on en déduit les ordres de grandeur de l’épaisseur et de la vitesse du film
liquide, le nombre de Weber et le nombre de Reynolds pour différents rayons (voir Tab. 1.1)

r (mm) 1 5 10 20
u(r) (m/s) 10 22 32 45
h(r) (mm) 0.012 0.027 0.039 0.055
We 3.5 40 113 320
Re 255 1275 2550 5100

Tab. 1.1. Ordre de grandeur de la vitesse, de la hauteur du film liquide, du nombre de Weber et
du nombre de Reynolds en fonction du rayon.

Ainsi, pour de telles configurations, les forces inertielles et les forces capillaires sont du même
ordre de grandeur. La tension de surface doit alors être prise en compte. L’écoulement est également
dominé par les forces visqueuses, puisqu’on se trouve dans la couche limite visqueuse. Évidemment,
il s’agit ici d’une analyse d’ordre de grandeur avec de nombreuses hypothèses simplificatrices sur la
topologie de l’écoulement du liquide et compte-tenu des irrégularités de la surface réelle de l’objet,
on s’attend à ce que l’écoulement réel soit bien plus complexe.
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1.4 Objectifs de la thèse

L’objectif de la thèse est de développer des méthodes numériques permettant de simuler une
partie des phénomènes en présence, énoncés précédemment. En particulier, on considérera des écou-
lements laminaires, pour lesquels la dissipation visqueuse et la conduction thermique ne sont pas
négligeables. On se concentrera sur l’ablation liquide d’une pièce entièrement métallique, typique-
ment composée d’aluminium, dans des configurations de type cavité entraînées ou d’écoulement
axysymétrique autour d’une sphère. La force de tension de surface devra, dans certaines configu-
rations, être prise en compte. Ainsi, nous ne considérerons pas dans ce travail les phénomènes de
pyrolyse, de turbulence dans l’écoulement gazeux, ni d’ablation différentielle.

Afin de simuler de telles configurations, il faut être capable de modéliser les trois phases en pré-
sence : un gaz considéré monophasique, un solide, et un liquide issu de la fusion de ce dernier. Les
deux phases fluides possèdent des propriétés thermodynamique très distinctes. Ainsi, les grands ra-
tios de densité et de pression en jeu nécessitent l’utilisation de méthodes non seulement précises mais
aussi très robustes, permettant de représenter le caractère compressible du gaz et incompressible du
liquide, dans des écoulements hypersoniques et hyperenthalpiques. La résolution d’écoulement de
type couche limite nous oblige également à utiliser des méthodes temporelles implicites, permettant
de lever les contraintes de stabilité des schémas liées à l’utilisation de maillages très fins à proxi-
mité des parois. Deux interfaces sont donc à traiter dans ce problème : l’interface entre le gaz de
l’atmosphère et le liquide issue de la fusion, et le front de fusion qui n’est autre que l’interface entre
le fluide et le solide. La première interface sera capturée avec un modèle diphasique représentant
l’écoulement fluide, tandis que la seconde sera explicitement suivie par une méthode autorisant le
déplacement du maillage, permettant de suivre précisément le front de fusion.

1.5 Descriptif des travaux

Ces travaux sont regroupés en trois grandes parties.

Modélisation du problème de l’ablation liquide

La première partie contient le Chapitre 2 et le Chapitre 3 et concerne d’abord de la modélisation
choisie pour traiter le problème de l’ablation liquide.

Dans le Chapitre 2, le modèle diphasique utilisé pour résoudre l’écoulement liquide/gaz est
présenté. Nous utilisons le modèle à cinq équations réduit de [ACK02, MSNA02]. Ce modèle à in-
terface diffuse, à une vitesse et une pression, permet de gérer facilement l’apparition de nouvelles
interfaces et les changements de topologie. Il est suffisant en comparaison aux modèles plus com-
plexes [BN86, SPB09] dans la mesure où on considère les deux phases comme non-miscibles, et on
ne cherche pas à résoudre des écoulements avec des gouttelettes ou des inclusions plus petites que
l’échelle d’une maille. Ce modèle est enrichi par la prise en compte des effets visqueux et thermiques,
ainsi que des forces de tension de surface par deux modélisations différentes. La première modélisa-
tion, appelée CSF (Continuum Surface Force) [BKZ92], utilise une formulation volumique des forces
de tension de surface, appliquée à l’interface entre les deux phases. Elle permet, en construisant un
schéma numérique adéquat, de préserver exactement les solutions stationnaires pour lesquelles le
champ de pression vérifie la loi de Laplace. Cependant, son écriture avec un produit non-conservatif
ne lui permet pas de garantir la conservation de la quantité de mouvement et ni de l’énergie totale.
La seconde modélisation, appelée CSS (Continuum Surface Stress) [GLN+99], résout le problème
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de conservation en remarquant que les forces capillaires peuvent s’écrire sous la forme d’une diver-
gence d’un tenseur des contraintes capillaires. Elle conduit à introduire une énergie capillaire dans
l’équation d’énergie totale. Le défaut de cette formulation est la difficulté de construire un schéma
qui préserve les solutions stationnaires. On termine le Chapitre 2 par la présentation des relations
de fermeture du modèle diphasique, des lois d’état retenues pour chacune des deux phases et par
quelques propriétés mathématiques du modèle.

Dans le Chapitre 3, nous présentons succinctement la modélisation du problème de thermique
dans le solide. Celui-ci est simplement piloté par l’équation de diffusion. Nous dérivons enfin une
condition aux limites à l’interface entre les domaines fluide et solide permettant de calculer la vitesse
locale de récession du solide ainsi que la vitesse d’injection du matériau fondu dans le domaine fluide.
Le Chapitre 3 se termine par la présentation de l’algorithme de couplage retenu.

Résolution numérique du problème de l’ablation liquide

Dans la deuxième partie, nous abordons la résolution numérique du problème. Tout d’abord,
nous présentons dans le Chapitre 4 le schéma utilisé pour discrétiser les termes du second ordre des
équations de la partie fluide ou solide sur un maillage mobile, ainsi que la gestion du déplacement
du maillage. Le déplacement de l’interface fluide/solide est ainsi précisément calculé par une réso-
lution ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method) des équations. Le schéma utilisé pour résoudre
l’équation de la chaleur dans le solide est aussi employé pour discrétiser les termes dissipatifs du
modèle fluide.

Ensuite, nous présentons dans le Chapitre 5 l’approche générale de résolution de l’écoulement
fluide. Celle-ci est basée sur la décomposition d’opérateur Lagrange-Transport [CGK16, CGK17].
Le système global est décomposé en deux sous-systèmes, résolus successivement en deux étapes. La
première, appelée étape Lagrange, traite de toute la physique du modèle, c’est-à-dire, l’acous-
tique, la dissipation visqueuse, la conduction thermique, ainsi que les forces de tension de surface
[CGK16, CGK17, PGM17, ZAGT20, PGM21, ZGK+21]. Elle est appelée Lagrange car elle est ré-
solue sous sa forme lagrangienne. Cela nous permet d’utiliser pour la partie hyperbolique aussi bien
des schémas de type Godunov classiques [Gal00, Gal03, PGM17], que des schémas construits pour
l’hydrodynamique lagrangienne [DM05, MABO07, CM18]. De plus, le pas de temps pouvant être
très contraignant du fait des maillages utilisés pour capturer la couche limite et des propriétés diffé-
rentes entre les deux phases, un schéma temporel implicite est utilisé lors de cette étape. La seconde
étape, appelée étape de Transport, n’est autre que le transport des quantités conservatives à
vitesse matérielle. Dans la mesure où une approche ALE des équations est utilisée pour traiter la
déformation de maillage due à l’ablation, ce mouvement est géré naturellement dans la seconde
étape de décomposition Lagrange-Transport.

Dans le Chapitre 6, nous présentons plus en détail la construction des schémas utilisés pour
la résolution de la partie hyperbolique de l’étape Lagrange. En particulier, ou souhaite pouvoir
traiter le produit non-conservatif issu des forces de tension de surface sous la forme CSF directement
dans le problème de Riemann, afin de construire des schémas équilibrés, qui préservent les solutions
stationnaires. De récents travaux [GCLM22, DGCC+23, Gal23] ont montré le lien étroit entre les
schémas de type Godunov et le solveur Lagrangien multidimensionnel EUCCLHYD [MABO07].
Ceux-ci sont alors réemployés pour construire des schémas de type Godunov non-conservatifs mul-
tidimensionnels. Par multidimensionnel, on entend que le stencil utilisé pour le calcul des flux ne
dépend pas seulement des voisins aux faces contrairement aux schémas unidimensionnels classiques,
mais de tous les voisins aux nœuds. Une fois quelques résultats théoriques présentés, ceux-ci sont
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employés pour la construction de schémas numériques pour résoudre le système à cinq équations
avec tension de surface sous la forme CSF. Ces schémas sont notamment basés sur la notion de
solveur de Riemann simple [Gal00, Gal02a, Gal03, GCLM22, Gal23]. Les schémas de type Godunov
ayant des lacunes pour traiter précisément les écoulements à faible nombre de Mach, une correction
est proposée pour les schémas unidimensionnels et multidimensionnels, en prenant soin de vérifier
que le schéma final préserve toujours les solutions stationnaires.

Les schémas numériques introduits jusque là étant seulement d’ordre un, nous présentons dans le
Chapitre 7, leur extension à l’ordre deux. Celle-ci est basée sur les schémas de type-MUSCL [Kol72,
Kol11, vL73, vL74, vL77a, vL77b, vL79], qui consistent à définir une approximation polynomiale
de la solution dans chacune des cellules, limitée par un limiteur de pente, afin d’évaluer le flux
numérique avec les valeurs de la solution interpolées aux centres des faces. Cette stratégie permet
d’avoir un schéma d’ordre supérieur à un et robuste. Après une présentation des résultats de la
littérature du schéma MUSCL dans le cas scalaire unidimensionnel, nous présentons un résultat de
stabilité dans le cadre scalaire multidimensionnel. Puis, un certain nombre de propriétés pouvant être
vérifiées par le limiteur de pente sont rappelées. Celle qui nous intéresse en particulier dans le cadre
des écoulements diphasiques est le caractère compressif du limiteur, qui permet de mieux représenter
des discontinuités. On se sert du caractère compressif de certains limiteurs pour la reconstruction de
la fraction volumique afin de limiter la diffusion numérique de l’interface liquide/gaz, dans la mesure
où nous nous intéressons à fluides considérés comme non-miscibles [Bla15, CSN17, DFM+21]. Puis,
nous présentons quelques schémas numériques temporels pouvant être utilisés dans la stratégie
de décomposition Lagrange-Transport. La précision du schéma temporel implicite est notamment
améliorée par l’utilisation d’un θ-schéma. Enfin, l’extension des schémas de type Godunov non-
conservatifs à l’ordre deux est présentée. On montre notamment l’apparition d’un terme centré lié
au produit non-conservatif.

Résultats numériques

Dans la dernière partie, nous présentons les résultats numériques obtenus. Après un résumé des
méthodes employées, le Chapitre 8 présente un ensemble de cas académiques utilisés pour tester
et évaluer les schémas numériques développés dans cette thèse. Ceux-ci permettent de valider l’ap-
proche utilisée pour résoudre des écoulements de type hydrodynamique, visqueux, à faible ou grand
nombre de Mach, et en prenant compte les forces de tension de surface. Certains cas sont traités
en coordonnées cylindriques en faisant l’hypothèse d’une géométrie axisymétrique. L’extension de
la décomposition Lagrange-Transport dans ce système de coordonnées est présentée en Annexe B.

Enfin, le Chapitre 9 présente trois cas plus applicatifs, traitant de l’ablation liquide d’une pièce
en aluminium. Le premier, purement monophasique, illustre la prise en compte du déplacement de
maillage avec la condition de fusion dans un écoulement de type cavité entraînée. Le deuxième est
diphasique et correspond au cas d’une cavité bidimensionnelle remplie de gaz (celui-ci étant entraîné
sur le bord supérieur et transmettant de la chaleur au fond métallique de la cavité, ce qui provoque
sa fusion et la création d’une phase liquide au sein du gaz). Le dernier cas, inspiré d’une étude
expérimentale et numérique menée par [DHB+22], correspond à la fusion d’une bille d’aluminium
d’un centimètre de rayon dans un écoulement supersonique à Mach 4.5.

1.6 Communications et publications
Ces travaux ont fait l’objet de plusieurs communications et publications listées ci-dessous.
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Communications

— Schéma à l’ordre 2 limitant la diffusion pour l’ablation liquide, SMAI 2021 (10th Biennale
Française des Mathématiques Appliquées et Industrielles), La Grande-Motte, France. Pré-
sentation d’un poster.

— An implicit-explicit lagrange projection splitting scheme with capillary effects and wetting,
ECCOMAS 2022 (European Congress on Computational Methods in Applied Sciences and
Engineering) , Oslo, Norvège. Présentation orale.

— A numerical strategy based on a diffuse interface two-fluid model to simulate the melting of
a solid swept by a hot gas flow, ICMF (The 11th International Conference on Multiphase
Flow), 2023, Kobe, Japon. Présentation orale.

Publications

— L. Tallois, S. Peluchon, P. Villedieu. A second-order extension of a robust implicit-explicit
acoustic-transport splitting scheme or two-phase flows, Computers & Fluids, 2022. [TPV22].

— L. Tallois, G. Gallice, S. Peluchon, P. Villedieu. One-dimensional and multi-dimensional non-
conservative Godunov-type schemes : application to two-phase flows with surface tension
using Lagrange-Transport splitting strategy. En préparation.
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La modélisation des écoulements diphasiques a fait l’objet de nombreuses études. Plusieurs
méthodes ont été développées, chacune présentant des avantages et des inconvénients. Elles peuvent
être regroupées en deux familles distinctes : les méthodes à interface raide et les méthodes à interface
diffuse.

Parmi la famille des méthodes à interface raide, une première approche est la méthode dite
lagrangienne. Chaque phase peut être modélisée par des équations différentes, et l’interface est
suivie explicitement en déplaçant le maillage à la vitesse matérielle. Dans les méthodes dites ALE
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian methods), le maillage suit le déplacement de l’interface. Le maillage
peut cependant être sujet à de fortes distorsions qui peuvent avoir un impact sur la robustesse
des calculs. Il est alors nécessaire de développer des algorithmes performants de projection sur un
nouveau maillage.
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Ensuite, parmi les méthodes eulériennes sans diffusion ou presque, il y a les méthodes de Front
capturing comme les méthodes Volume Of Fluid [HN81] et Moment Of Fluid [AS07], les méthodes
Front tracking [CS98] et la méthode Level Set [OS88]. Bien que largement utilisées pour leurs
résultats satisfaisants, ces méthodes sont complexes à mettre en œuvre et certaines sont parfois
non-conservatives, ce qui peut constituer un inconvénient sérieux en fonction des applications visées.

Les méthodes dites à interface diffuse, quant à elles, sont basées sur des modèles à deux phases,
c’est-à-dire des modèles contenant des équations de conservation pour chacune des deux phases qui
sont artificiellement supposées être présentes en tout point de l’espace. Les équations sont résolues
sur un maillage fixe de manière eulérienne. Les mêmes équations sont résolues sur l’ensemble du
domaine. Ces méthodes permettent la diffusion de l’interface entre chaque fluide. Ainsi, des zones de
mélange apparaissent, correspondant à un étalement numérique de l’interface sur quelques cellules.
Ces zones nécessitent un traitement particulier pour préserver la cohérence thermodynamique du
modèle. De nombreuses études ont été menées dans le but de développer des modèles diphasiques,
à la suite des travaux de Baer & Nunziato [BN86] et de leur modèle à sept équations. Il existe en
effet toute une hiérarchie de modèles diphasiques déduits du modèle à sept équations [FL11, Lun12].
Un équilibre local de vitesse entre les deux fluides [SA99b] permet de se ramener à un modèle à
six équations. Si l’on suppose l’équilibre des pressions, on obtient le modèle à cinq équations de
Kapila et al. [KMB+01, KK10] ou le modèle réduit à cinq équations [ACK02, MSNA02, MG05]. Il
est appelé réduit car les différences de pression entre les phases induisent un terme non-conservatif
sur l’équation de la fraction volumique dans le modèle de Kapila, qui est négligé dans le modèle
réduit. On a alors simplement une équation de transport de la fraction volumique. Récemment, des
modèles diphasiques plus complexes prenant en compte plusieurs échelles de vitesse ont été élaborés
[CKDBM19, Cor20].

Une autre approche pour simuler un écoulement diphasique consiste à écrire le même ensemble
d’équations pour chaque fluide, et à fermer le modèle en définissant les quantités de mélange comme
les quantités de chaque fluide pondérées par sa fraction de volume [CVV02, GVV13, Bla15]. Une
hypothèse de fermeture isobare et la résolution d’un système de taille 2 permettent de déterminer
la fraction de volume dans les zones de mélange.

Une dernière classe de méthode à d’interface diffuse est appelée Phase Field [AMW98]. Cette
méthode introduit un champ auxiliaire (le champ de phase ou la fonction de couleur) qui agit comme
un paramètre prenant deux valeurs distinctes dans chacune des phases, avec une transition lisse
entre les deux valeurs dans la zone autour de l’interface. Dans les modèles d’écoulement diphasique
à interface diffuse, la notion de fonction de couleur ou de paramètre de champ de phase n’est pas
explicitement introduite, mais son rôle est implicitement joué par la fraction volumique de l’un des
deux fluides.

Dans ce travail, une méthode d’interface diffuse est utilisée. Les avantages numériques de cette
méthode sont nombreux : les mêmes équations sont résolues sur l’ensemble du domaine, les inter-
faces ne nécessitent aucun traitement spécifique et l’apparition de nouvelles interfaces ainsi que les
changements de topologie se font naturellement. Dans le cas où l’on souhaite modéliser l’écoulement
diphasique entre une phase gazeuse et une phase liquide, où la seconde phase n’est pas présente
initialement et apparaît à partir de la fusion d’un solide, ces méthodes semblent les plus pertinentes
et les plus faciles à mettre en œuvre. La contrepartie de ces méthodes est la diffusion de l’interface
entre les deux fluides, qui peut dégrader la solution lorsque les fluides sont supposés non-miscibles.
Chacun des fluides est supposé potentiellement présent en tout point de l’espace, avec une fraction
volumique prenant les valeurs 0 ou de 1 selon que l’on se trouve dans le fluide 1 ou le fluide 2. Ce
n’est qu’au voisinage de l’interface entre les fluides que la fraction volumique de chacun des fluides
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passe par la valeur 1/2. Comme nous considérons que les fluides ne glissent pas l’un par rapport à
l’autre à l’échelle d’une cellule, un modèle diphasique avec une vitesse et une pression est utilisé.
Ceci évite d’avoir à considérer un modèle à deux vitesses et/ou deux pressions [BN86, SPB09] qui
pose de plus grandes difficultés théoriques et numériques et n’est pas nécessaire lorsque la zone de
mélange ne modélise pas une zone avec des inclusions telles que des gouttes ou des bulles d’une taille
plus petite que l’échelle résolue par le maillage. Les deux phases n’étant pas initialement mélangées,
le terme non conservatif du modèle de Kapila et al. [KMB+01, KK10] est nul. Le modèle réduit à
cinq équations de [ACK02, MSNA02] sera donc utilisé dans ce travail.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord présenter le modèle diphasique utilisé en prenant en
compte la diffusion visqueuse et thermique, ainsi que deux modèles permettant de tenir compte
de la tension de surface. Ensuite, nous présenterons la fermeture employée ainsi que les lois d’état
utilisées. Puis, après un rappel des généralités sur les systèmes hyperboliques, nous détaillerons les
propriétés mathématiques du système diphasique que nous considérons dans ce travail.

2.1 Modèle à cinq équations réduit

Dans la famille des méthodes à interface diffuse, l’un des modèles diphasique le plus complet
est le modèle de Baer & Nunziato [BN86]. Dans ce modèle, les deux phases sont en déséquilibre de
pression et de vitesse. Chaque phase k = 1, 2 est définie par sa fraction volumique zk, sa densité ρk,
sa vitesse uk = (uk, vk) et son énergie interne εk = Ek − 1

2 ||uk||2 où Ek est son énergie totale. Une
loi d’état pour chaque fluide permet de calculer sa pression thermodynamique pk(ρk, εk). A chacune
des deux phases est associée une équation de conservation de la masse, de quantité de mouvement
et d’énergie. Une quatrième équation concerne l’évolution de la fraction volumique zk de la phase
considérée. Le modèle s’écrit

∂t(ρkzk) + ∇ · (ρkzkuk) = 0,
∂t(ρkzkuk) + ∇ · (ρkzkuk ⊗ uk) + ∇(zkpk) − pI∇zk = Θu∆u,

∂t(ρkzkEk) + ∇ · (ρkzkEkuk + zkpkuk) − pIuI∇zk = uI .Θu∆u + Θp∆p,
∂tzk + uI · ∇zk = Θp∆p,

(2.1.0.1)

avec ∆• = •k′ − •k et où k′ = 3 − k est le numéro de l’autre phase, Θp et Θu sont les paramètres
de relaxation en pression et vitesse, et les quantités pI et uI représentent la pression et la vitesse à
l’interface entre les deux fluides. Ce modèle possède donc 8 équations. La relation de saturation∑

k

zk = 1

permet de se ramener à un système à 7 équations. Ce modèle a été l’objet de très nombreux travaux,
à la fois pour modéliser les quantités interfaciales pI et uI mais aussi pour développer des schémas
numériques adaptés, permettant de traiter les produits non-conservatifs pI∇zk et pIuI∇zk, k = 1, 2
(voir par exemple [SA99a, CGHS02, AS03, GHS04, CL07, TT10, LL21, PBM23]).

Dans ce travail, on considère que les deux phases sont vraiment séparées. Le modèle diphasique
doit simplement permettre de déterminer une fermeture nécessaire au calcul des quantités de mé-
langes dans des zones normalement très réduites, dues à la diffusion du schéma numérique. Ainsi,
en supposant l’équilibre des pressions et des vitesses, on peut alors se ramener au système à cinq
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équations réduit avec une seule vitesse u et une seule pression p

∂t(ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0
∂t(ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = 0

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0
∂tz1 + u · ∇z1 = 0

(2.1.0.2)

Le modèle est appelé réduit pour le différencier du modèle à cinq équations de Kapila [KMB+01]
pour lequel un terme non-conservatif modélisant les fluctuations de pression d’ordre un sur l’équation
d’évolution de la fraction volumique est présent. Ce terme est ici négligé car on considère que les deux
phases ne sont pas mélangées à l’instant initial, ne sont pas miscibles, et la diffusion de l’interface
est seulement numérique.

La densité de mélange ρ ainsi que l’énergie interne de mélange ε se déduisent par pondération
des densités et énergies de chaque phase par la fraction volumique. On a donc

ρ = ρ1z1 + ρ2(1 − z1),
ρε = ρ1ε1z1 + ρ2ε2(1 − z1).

(2.1.0.3)

L’énergie totale de mélange E se déduit ainsi facilement par

ρE = ρ1E1z1 + ρ2E2(1 − z1).

Ce modèle a été proposé indépendamment par Allaire et al. [ACK02] et par Massoni et al. [MSNA02].
On y retrouve les équations de conservation de la masse de chaque phase, de conservation de la
quantité de mouvement et de l’énergie ainsi qu’une équation de transport de la fraction volumique.
C’est ce modèle qui a été retenu afin de modéliser l’écoulement diphasique. La fermeture isobare
[ACK02, MSNA02] est la plus judicieuse afin de fermer le système (2.1.0.2). Dans le cas où l’on
considère des équations d’états de type gaz raides, van der Waals ou Mie-Grüneisen [ACK02], on
peut alors trouver une expression analytique de la pression de mélange. Dans le cas où une fermeture
isotherme est considérée, l’équation sur la fraction volumique est alors découplée du reste du système
[ACK02]. Cette fermeture ne sera pas traitée ici.

Ce modèle réduit, ainsi que le modèle à cinq équations de Kapila [KMB+01] ont par la suite été
enrichis de nombreux phénomènes physiques. Tout d’abord, Périgaud & al. [PS05] y ajoutent les
effets liées à la dissipation visqueuse, ainsi que la tension de surface sous forme CSF (Continuum
surface Force) [BKZ92] et sous la forme CSS (Continuum Surface Stress) [GLN+99]. Ensuite, Bar-
beron & al. [BH05] et Saurel & al. [SPA08] ajoutent les effets de changement de phase, tandis que
l’ébullition est traitée par Le Martelot & al. [LMSN14] et l’évaporation par Rodio & al. [RA15].
Braconnier considère en plus des effets visqueux et capillaire la conduction thermique [BN09]. Dans
sa thèse, Latige considère des écoulements diphasiques pour lesquels la phase gazeuse est multies-
pèces [Lat13]. Ici, les phénomènes physiques d’intérêts sont ceux intervenant dans le cadre d’un
écoulement hypersonique avec une phase liquide et une phase gazeuse non miscibles. On se contente
alors des effets liés à la dissipation visqueuse et la conduction thermique, ainsi que de la force de
tension de surface.
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2.2 Prise en compte des effets diffusifs

Afin de prendre en compte les effets diffusifs liés à la viscosité et la conduction thermique, il est
nécessaire de supposer que chacune des phases k est modélisée par les équations de Navier-Stokes

∂tρk + ∇ · (ρkuk) = 0,
∂t(ρkuk) + ∇ · (ρkuk ⊗ uk) + ∇pk = ∇ · τk,

∂t(ρkEk) + ∇ · (ρkEkuk + pkuk) = ∇ · (τkuk) − ∇ · qk,

où les effets visqueux sont pris en compte via le tenseur des contraintes visqueuses τk pour lequel
l’hypothèse de Stokes est ainsi considérée vraie

τk = −2
3µk∇ · uk + µk(∇uk + ∇T uk),

où µk est la viscosité de la phase considérée. La diffusion thermique est modélisée par le flux de
chaleur qk qui suit la loi de Fourier

qk = −λk∇Tk,

où λk est la conduction thermique et Tk la température.
Il est possible de montrer que, lorsque les termes de relaxations en vitesse et en pression tendent

vers 0, la limite asymptotique du système à sept équations de Baer & Nunziato (2.1.0.1) avec effets
diffusifs correspond au modèle à cinq équations réduit avec dissipation visqueuse et conduction
thermique suivant 

∂t(ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0
∂t(ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = ∇ · τ ,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (τu) − ∇ · q,

∂tz1 + u · ∇z1 = 0.

où µ =
∑2

k=1 zkµk est la viscosité du mélange et q = −z1λ1∇T1 − z2λ2∇T2 est un flux thermique
de mélange [Pé03, Bra07]. Ainsi, les deux phases sont modélisées par les équations de Navier-Stokes
compressible.

En pratique, il est difficile de définir le flux de chaleur de chaque phase en présence d’une interface
où les fluides ne sont pas mélangés. On adopte alors la stratégie développée dans [PGM21], et on
suppose que le flux de chaleur de mélange q suit une loi de Fourier

q = −λ∇T,

avec un conductivité de mélange λ = z1λ1 + z2λ2 et une température de mélange

T = 1
cv

2∑
k=1

ρkzk

ρ
cvk
Tk,
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où cvk
est la capacité thermique à volume constant de la phase k et cv est une capacité thermique

de mélange telle que

cv =
2∑

k=1

ρkzk

ρ
cvk
.

Cette écriture est cohérente avec la définition de l’énergie interne de mélange (2.1.0.3) [PGM21].

2.3 Prise en compte de effets de tension de surface
La tension de surface se caractérise par une force surfacique s’appliquant à l’interface entre deux

milieux. Cette force a pour origine l’interaction inter-particulaire électrostatique. Dans un milieu
au repos, l’attraction inter-particulaire de type van der Waals assure le maintient de la cohésion de
la matière. Cette attraction est cependant différente entre l’intérieur d’un domaine et sa surface,
puisque à l’interface, les molécules interagissent avec moins de voisins du même milieu. Ces forces
électrostatiques étant attractives, il faut fournir de l’énergie pour augmenter le nombre de molécules
en surface à volume constant. C’est ce phénomène qui est à l’origine de la tension de surface.

s+ δs/2

σt(s+ δs/2)

s− δs/2
−σt(s− δs/2) n(s)

p = pi

p = pe

fluide 1

fluide 2

Fig. 2.1. Représentation unidimensionnelle des forces agissant sur l’interface courbe entre deux
fluides non miscibles.

Considérons pour simplifier une interface unidimensionnelle, séparant deux fluides non miscibles
au repos (voir Fig. 2.1). La force de tension de surface, notée Fc = σt, agit en chaque point au
plan tangent à l’interface. En supposant l’interface isotherme, sa norme par unité de longueur est
constante et égale à σ : le coefficient de tension de surface. Sur la surface linéique infinitésimale δs,
paramétrée par la grandeur s la force linéique de tension de surface est donné par

δFc = σt(s+ δs/2) − σt(s− δs/2).

Les formules de Frenet-Serret nous donnent

lim
δs→0

t(s+ δs) − t(s)
δs

= −κn,

où κ, proportionnel à l’inverse d’une longueur, désigne la courbure de l’interface, et n est la normale
sortante. La résultante des forces de tension de surface est une force normale à l’interface dirigée
vers le centre de courbure, dont l’expression finale est donc

δFc = σκnδs.
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σLG

σGS

σLS

solide

liquide
gaz

θ

Fig. 2.2. Représentation schématique de l’angle de contact.

La résultante des forces de pression par unité de longueur a quant à elle pour expression

δFp = pinδs− penδs,

où pi désigne la pression intérieur du fluide 1 et pe la pression extérieur du fluide 1. A l’équilibre,
la somme des forces est nulle. On aboutit à la relation

pi − pe = σκ. (2.3.0.1)

Cette relation est appelée Loi de Laplace. Ainsi, dans un milieu fluide s’exercent des forces vo-
lumiques liées à la pression, ainsi que des forces surfaciques à l’interface liées à sa géométrie. Ces
dernières induisent un saut de pression égal au produit de la courbure de l’interface κ et du coefficient
de tension de surface σ.

Un second phénomène lié à la tension de surface est le mouillage d’un fluide sur un substrat
(voir [VZ02]). Il est caractérisé par exemple, par l’apparition d’un ménisque dans un verre d’eau.
L’angle de contact, que l’on notera θ, entre le fluide, l’air et le substrat est défini sur la Fig. 2.2.
Cet angle vérifie la loi de Young-Dupré, bilan des forces de tension de surface entre le liquide et le
gaz σLG, entre le liquide et le solide σLS et entre le gaz et le solide σGS

σLG cos θ = σGS − σLS .

Cet angle de contact θ est généralement dynamique, et dépend de la vitesse de la ligne triple, inter-
section entre le solide, le liquide et le gaz. Il prend alors une ensemble de valeurs entre deux angles
limites : l’angle d’avancement θa et l’angle de recul θr. Cependant, pour simplifier, seul un angle
statique sera considéré dans ces travaux, ce qui revient à supposer θa = θr. De plus, des phénomènes
microscopiques peuvent également intervenir et modifier l’angle de contact macroscopique, comme
le cas d’une paroi avec des micro-rugosités contrairement au cas d’une paroi parfaitement lisse, mais
ne seront pas traités ici.

Il existe deux formulations principales permettant de modéliser la force de tension de surface
dans les modèles à interface diffuse. Elles sont toutes les deux issues de l’application de la loi de
Laplace. En effet, d’après cette loi, la force volumique issue de la tension de surface appliquée à
l’interface entre les fluides s’écrit

Fσ = σκδn, (2.3.0.2)
où δ est la mesure de Dirac portée par l’interface et n la normale à l’interface. Nous allons maintenant
présenter ces deux formulations.

2.3.1 Formulation non-conservative

La difficulté de modéliser la tension de surface de manière volumique réside dans le fait qu’il
faut être capable de situer exactement l’interface entre deux fluides distincts. Dans les méthodes
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2.3. Prise en compte de effets de tension de surface

à interface raide, cette interface est explicitement connue. Il est cependant nécessaire d’estimer
correctement la courbure κ. Dans les méthodes à interface diffuse, on ne connaît pas la position
exacte de l’interface. Brackbill & al. [BKZ92] proposent alors une formulation volumique de la Loi
de Laplace, où cette force Fσ est donnée par

Fσ = σκ∇z1, (2.3.1.1)

ce qui revient à approcher δn dans (2.3.0.2) par ∇z1. La fraction volumique z1 étant dans le cas idéal
égale à 0 ou 1 selon la phase, cette approximation est consistante. Il reste à estimer la courbure.
Sachant qu’elle est égale en théorie à ∇ · n ou n désigne la normale unitaire à l’interface, il est
naturel de prendre

κ = ∇ ·
(

∇z1
||∇z1||

)
.

Cette modélisation des effets de tension de surface est appelée CSF (Continuum Surface Force). Le
modèle à cinq équations avec tension de surface sous la forme CSF est donné par le système suivant

∂t(ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0
∂t(ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = σκ∇z1,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = σκ∇z1 · u,

∂tz1 + u · ∇z1 = 0.

Ici, les effets Marangoni [VZ02], prenant en compte la variation du coefficient de tension de surface
σ en fonction de la température T sont négligés. Dans le cas contraire, il est nécessaire d’ajouter une
force supplémentaire tangentielle à l’interface. De plus, le système à cinq équations avec tension de
surface sous la forme CSF est non-conservatif. Il n’est donc pas bien adapté à l’écriture de schémas
numériques garantissant la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie. Ce défaut
nous pousse à étudier une formulation conservative.

2.3.2 Formulation conservative

Dans [GLN+99], les auteurs montrent qu’il est possible de dériver une forme conservative du
modèle CSF. En effet, la quantité de mouvement et l’énergie ne peuvent que se conserver puisque la
tension de surface est une force interne du système composé des deux fluides. On doit donc pouvoir
l’écrire sous la forme d’une divergence. Ainsi, on a formellement

Fσ = ∇ ·
(
σ||∇z1||Id − σ

∇z1 ⊗ ∇z1
||∇z1||

)
= ∇ · σ, (2.3.2.1)

où σ est le tenseur des contraintes capillaires. Cette modélisation est par la suite appelée CSS
(Continuum Surface Stress) [GLN+99]. Elle présente l’avantage d’être écrite sous forme conservative
et de contenir l’effet Marangoni sans besoin d’ajouter une composante tangentielle supplémentaire.
Dans le cas où l’on s’intéresse à l’équation d’énergie, on peut montrer que cette formulation introduit
une énergie capillaire par unité de masse εσ proportionelle au gradient de la fraction volumique
[Cha04, PS05]. Elle est donnée par

ρεσ = σ||∇z1||.
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La quantité ||∇z1|| est une approximation de la densité volumique d’aire interfaciale. Le modèle à
cinq équations réduit avec tension de surface sous la forme CSS est donc donné par

∂t(ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0
∂t(ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = ∇ · σ,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (σu) ,
∂tz1 + u · ∇z1 = 0.

où l’énergie totale de mélange devient E = ε+ 1
2 ||u||2 + εσ. Ce modèle permet donc de conserver la

masse de chaque phase, la quantité de mouvement ainsi que l’énergie totale de mélange. De plus, il
n’est plus nécessaire d’un point de vu numérique d’estimer la courbure κ, qui est une des difficultés
principales de la formulation CSF, ce qui le rend dans un premier temps plus attrayant. Cependant,
il est difficile avec cette formulation de construire un schéma numérique permettant de préserver
exactement les solutions stationnaires à vitesse nulle. On observe alors des courants parasites, de
plus ou moins grande amplitude.

Remarque 1
Dans [SPD+17], les auteurs montrent que ce modèle peut être obtenu à partir du hamiltonien, en
se donnant une énergie capillaire ρε = σ||∇z1|| et en appliquant le principe variationnel. Cette
approche a récemment été utilisée dans [Cor20] pour dériver des modèles diphasiques plus complets.

2.4 Fermeture du modèle diphasique et lois d’état

Dans les modèles présentés précédemment, il y a toujours une ou deux inconnues de plus que
d’équations. Si on connaît toutes les quantités conservatives, les inconnues sont alors la pression p
et la température T . Il est nécessaire de fermer le modèle.

2.4.1 Rappels de thermodynamique

Une loi d’état en thermodynamique est une relation entre les variables d’état. Ce sont par
exemple la densité, la température, l’énergie interne ou encore la pression. En mécanique des fluides
et notamment en dynamique des gaz compressible, la loi d’état permet de relier la pression aux
autres variables d’état, afin de fermer le modèle. L’essentiel des quantités et relations nécessaires à
la modélisation des états fluides utilisés dans ce manuscrit est rappelé ici. Pour plus de détails, on
pourra se référer à [MP89, Ann. A].

La relation fondamentale de Gibbs-Duhem nous donne l’expression de la température T et de la
pression p comme des dérivées de l’énergie interne spécifique ε en fonction de l’entropie spécifique
s et du volume spécifique ϑ = 1/ρ tel que

dε = Tds− pdϑ.

Il est alors possible de définir l’ensemble des variables thermodynamiques en fonction du couple
volume spécifique–énergie interne spécifique (ϑ, ε). Ainsi, à partir de l’entropie spécifique s = s(ϑ, ε),
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on peut définir la température T = T (ϑ, ε) telle que

T = ∂ε

∂s

∣∣∣∣
ϑ

,

et la pression p = p(ϑ, ε) telle que

p = T
∂s

∂ϑ

∣∣∣∣
ε

.

En écrivant la différentielle du volume spécifique à partir du couple pression–température (p, T ),
on a

dϑ = αpϑdT − βTϑdp,

où αp est le coefficient de dilatation isobare

αp = 1
ϑ

∂ϑ

∂T

∣∣∣∣
p

, (2.4.1.1)

et βT est le coefficient de compressibilité isotherme

βT = − 1
ϑ

∂ϑ

∂p

∣∣∣∣
T

. (2.4.1.2)

L’énergie libre de Helmholtz F est donnée par

F (ϑ, T ) = ε− Ts, (2.4.1.3)

On a donc, en différenciant F
dF = dε− Tds− sdT.

A partir de la relation fondamentale de Gibbs, on en déduit

dF = −pdϑ− sdT,

ce qui permet de définir la pression et l’entropie en fonction des variables indépendantes (ϑ, T )

p(ϑ, T ) = −∂F

∂ϑ

∣∣∣∣
T

, (2.4.1.4)

s(ϑ, T ) = −∂F

∂T

∣∣∣∣
ϑ

. (2.4.1.5)

En écrivant la différentielle de l’énergie interne avec le même couple de variables indépendantes, on
a

dε = ∂ε

∂T

∣∣∣∣
ϑ

dT + ∂ε

∂ϑ

∣∣∣∣
T

dϑ.

Le premier terme cv = ∂ε
∂T |ϑ est la capacité thermique à volume constant.

L’enthalpie par unité de masse d’un système est donnée par

h = ε+ pϑ.
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En étudiant sa différentielle et en utilisant la relation fondamentale de Gibbs, on a

dh = Tds+ ϑdp.

La capacité thermique à pression constante est donnée par cp = ∂h
∂T |p. Ces deux capacités sont reliées

par la coefficient adiabatique γ tel que γ = cp

cv
. Le différentielle de l’entropie vaut

ds = ∂s

∂ϑ

∣∣∣∣
T

dϑ+ ∂s

∂T

∣∣∣∣
ϑ

dT,

avec
∂s

∂ϑ

∣∣∣∣
T

= Γcv

ϑ
et ∂s

∂T

∣∣∣∣
ϑ

= cv

T
,

où Γ est le coefficient de Grüneisen. Une dernière grandeur essentielle permettant de caractériser un
fluide est la vitesse du son c. A partir de la différentielle de la pression et du couple densité–entropie
(ρ, s), on a

dp = c2dρ+ ρΓTds,

où Γ = ϑ
T

∂p
∂s |ρ est encore le coefficient de Grüneisen et

c2 = ∂p

∂ρ

∣∣∣∣
s

.

On peut trouver d’autres relations pour exprimer la vitesse du son. On utilisera notamment

c2 = ϑ2p
∂p

∂ε

∣∣∣∣
ϑ

− ϑ2 ∂p

∂ϑ

∣∣∣∣
ε

, (2.4.1.6)

ou encore
c2 = χ+ hκ, (2.4.1.7)

avec
χ = ∂p

∂ρ

∣∣∣∣
ρε

et κ = ∂p

∂ρε

∣∣∣∣
ρ

. (2.4.1.8)

2.4.2 Lois d’états

Dans ce travail, on utilisera les lois d’états des gaz parfaits, des gaz raides et une loi de type
Mie-Grüneisen. Les rappels de thermodynamique nous permettront de déterminer les différentes
grandeurs thermodynamiques ainsi que la vitesse du son associées à ce type de lois.

Loi d’état des gaz parfaits

Pour un fluide donné, l’équation d’état de type gaz parfait est entièrement déterminée par
l’énergie libre de Helmholtz (par unité de masse)

Fγ(ϑ, T ) = cvT

(
1 − ln

(
T

T0

)
− (γ − 1) ln

(
ϑ

ϑ0

))
− soT,

où γ > 1 est le coefficient adiabatique, cv > 0 est la capacité thermique à volume constant, et
T0, ϑ0 et s0 sont respectivement une température, un volume spécifique et une entropie spécifique
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(par unité de masse) de référence. Les relations de thermodynamique introduites précédemment
permettent de déterminer, d’après (2.4.1.4), la loi d’état

p(ρ, ε) = ρε(γ − 1),

d’après (2.4.1.3), la loi calorifique
ε(T ) = cvT,

d’après (2.4.1.6), la vitesse du son
c2 = γ

p

ρ
,

et d’après (2.4.1.5), l’entropie d’un gaz parfait

s(p, ϑ) = s0 + cv ln
(
pϑγ

p0ϑ
γ
0

)
,

où p0 est une pression de référence. Les coefficients de Grüneisen, de dilatation isobare et de com-
pressibilité isotherme sont donnés par

Γ = γ − 1, αp = 1
T
, et βT = 1

p
.

Loi d’état des gaz raides

L’énergie libre de Helmholtz pour un gaz raide est donnée par

F (ϑ, T )γ,π = Fγ(ϑ, T ) + ϑπ + q,

où Fγ(ϑ, T ) est l’énergie libre de Helmholtz d’un gaz parfait, q est une énergie interne de référence
et π une pression de référence. Cette loi sera largement utilisée dans ces travaux pour décrire les
liquides. On remarque aisément que la loi des gaz parfaits correspond au cas particulier de la loi
des gaz raides où q = π = 0. L’énergie interne de référence permettra entre autres d’ajuster le zéro
de l’énergie interne et ne sera nécessaire que dans les applications avec du changement de phase,
et ce pour tenir compte de l’enthalpie de formation. Les relations thermodynamiques précédentes
permettent de déterminer la loi d’état

p(ρ, ε) = ρ(ε− q)(γ − 1) − γπ, (2.4.2.1)

la loi calorifique
ε(ϑ, T ) = q + cvT + ϑπ,

la vitesse du son
c2 = γ

p+ π

ρ
,

ainsi que l’entropie d’un gaz raide

s(p, ϑ) = s0 + cv ln
(

(p+ π)ϑγ

(p0 + π)ϑγ
0

)
,
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où p0 est toujours une pression de référence. Les coefficients de Grüneisen, de dilatation isobare et
de compressibilité isotherme sont donnés par

Γ = γ − 1, αp = 1
T
, et βT = 1

p+ π
.

La pression de référence π permet de restituer le comportement mécanique des liquides. Géné-
ralement, cette pression est très grande devant l’unité, de l’ordre de 108 Pa pour de l’eau liquide.
Ainsi, le coefficient de compressibilité βT est très faible. Cependant, αp ne dépend d’aucun para-
mètre permettant de restituer correctement la comportement de dilatation thermique du fluide.
Celle-ci sera alors surestimée par cette loi d’état.

Loi d’état de type Mie-Grüneisen

Nous allons construire une loi d’état de type Mie-Grüneisen, permettant de rendre compte de
dilatation thermique du fluide. Cette stratégie a notamment été utilisée par Latige [Lat13]. On
rappelle que l’énergie libre de Helmholtz est donnée par

F (ϑ, T ) = ε(ϑ, T ) − s(ϑ, T )T.

Pour une équation d’état générale avec un coefficient de Grüneisen et une capacité thermique fonc-
tions du volume ϑ et de la température T , on a l’entropie, la pression et l’énergie interne suivantes

s(ϑ, T ) = s0 +
∫ T

T0

1
T ′ cv(ϑ, T ′)dT ′ +

∫ ϑ

ϑ0

cv(ϑ′, T )Γ(ϑ′, T )
ϑ′ dϑ′,

p(ϑ, T ) = pc(ϑ) − ΓcvT0
ϑ

− 1
ϑ

∫ T

T0

cv(ϑ, T ′)ΓdT ′,

ε(ϑ, T ) = ε0 −
∫ ϑ

ϑ0

pc(ϑ′)dϑ′ +
∫ T

T0

cv(ϑ, T ′)dT ′,

où T0, s0, ε0 et ϑ0 sont respectivement des température, entropie, énergie interne et volume de réfé-
rence [Men16]. La quantité pc(ϑ) est homogène à une pression. On considère par souci de simplicité
que la capacité thermique à volume constant cv et le coefficient de Grüneisen Γ sont constants et
ne dépendent pas du volume spécifique. On en déduit alors simplement l’expression de l’entropie

s(ϑ, T ) = s0 + cv

(
ln
(
T

T0

)
+ Γ ln

(
ϑ

ϑ0

))
.

L’énergie interne et la pression sont alors données avec le couple (ϑ, T )

ε(ϑ, T ) = ε0 + cv(T − T0) −
∫ ϑ

ϑ0

pc(ϑ′)dϑ′, (2.4.2.2)

p(ϑ, T ) = pc(ϑ) + Γcv

ϑ
T. (2.4.2.3)

Il reste alors à déterminer la quantité pc(ϑ). Pour cela, on suppose que la pression a la forme d’une
équation d’état de type gaz raide

p(ϑ, ε) = p0 + Γ
ϑ

(ε− ε0) + Π
(
ϑ0
ϑ

− 1
)
. (2.4.2.4)

43



2.4. Fermeture du modèle diphasique et lois d’état

En identifiant, d’après l’équation d’état de la pression d’un gaz raide (2.4.2.1), on trouve

Γ = γ − 1, q = ε0 − ϑ0
Π

γ − 1 et π = Π − p0
γ

.

D’après (2.4.2.2), (2.4.2.3), on a

p(ϑ, ε) = pc(ϑ) + Γ
ϑ

(
ε− ε0 +

∫ ϑ

ϑ0

pc(ϑ′)dϑ′ + cvT0

)
. (2.4.2.5)

On peut ainsi identifier l’égalité suivante d’après (2.4.2.4) et (2.4.2.5)

pc(ϑ) + Γ
ϑ

∫ ϑ

ϑ0

pc(ϑ′)dϑ′ = p0 − ΓcvT0
ϑ

+ Π
(
ϑ0
ϑ

− 1
)
.

Cette équation aux dérivées ordinaires du premier ordre est facilement résoluble. On obtient, en
posant

F (ϑ) =
∫ ϑ

ϑ0

pc(ϑ′)dϑ′,

l’expression de F (ϑ)
F (ϑ) = ϑ

p0 − Π
Γ + 1 + ϑ0

Π
Γ − cvT0 + C

1
ϑΓ .

où C est une constante à déterminer. On a naturellement F (ϑ0) = 0, ainsi

F (ϑ) =
(
ϑ0

Π
Γ − cvT0

)(
1 −

(
ϑ0
ϑ

)Γ
)

+ ϑ
p0 − Π
Γ + 1

(
1 −

(
ϑ0
ϑ

)Γ+1
)
.

La fonction F (ϑ) peut alors s’écrire en fonction des paramètres de type gaz raide

F (ϑ) = (ε0 − q − cvT0)
(

1 −
(
ϑ0
ϑ

)γ−1
)

− ϑπ

(
1 −

(
ϑ0
ϑ

)γ)
,

soit
F (ϑ) = −ϑπ + ε0 − q − cvT0 +

(
ϑ0
ϑ

)γ−1
(q − ε0 + cvT0 + ϑ0π) .

Finalement, l’énergie libre de Helmholtz de ce type d’équation d’état est alors donnée par

F (ϑ, T ) = Fγ,π(ϑ, T ) −
(
ϑ0
ϑ

)γ−1
(q − ε0 + cvT0 + ϑ0π) .

où Fγ,π(ϑ, T ) est l’énergie libre de Helmholtz d’un gaz raide. Les relations thermodynamiques pré-
cédentes permettent de déterminer la loi d’état, identique à celle des gaz raides

p(ρ, ε) = ρ(ε− q)(γ − 1) − γπ,

la loi calorifique

ε(ϑ, T ) = q + cvT + ϑπ −
(
ϑ0
ϑ

)γ−1
(q − ε0 + cvT0 + ϑ0π)
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et la vitesse du son, identique à celle des gaz raides

c2 = γ
p+ π

ρ
.

Pour exprimer les constantes Γ et Π en fonction des coefficients de dilatation isobare et de com-
pressibilité isotherme, on utilise les relations (2.4.1.1) et (2.4.1.2),

∂p

∂ϑ

∣∣∣∣
T

= − 1
ϑβT

et ∂p

∂T

∣∣∣∣
ϑ

= αp

βT
.

En évaluant les coefficients αp et βT à l’état de référence (p0, T0, ϑ0, ε0), on a

Γ = ϑ0αp,0
cvβT,0

, (2.4.2.6)

et
Π = 1

βT,0
− Γp0 + Γ2cvT0

ϑ0
. (2.4.2.7)

Cette loi d’état sera utilisée lorsque la conduction thermique sera prise en compte, notamment dans
les cas applicatifs de fusion de d’aluminium.

2.4.3 Fermeture du modèle diphasique

La partie hyperbolique du modèle à cinq équations utilisé ici possède une inconnue de plus
que d’équations, et la prise en compte de la diffusion thermique rajoute encore une inconnue. Il
est nécessaire de fermer le modèle. Pour cela, on adopte une fermeture isobare [ACK02]. Cette
fermeture est donnée par le système d’inconnues ρ1ε1 et ρ2ε2 suivant{

p1(ρ1, ρ1ε1) = p2(ρ2, ρ2ε2),
ρε = ρ1ε1z1 + ρ2ε2z2.

(2.4.3.1)

où ρ1, z1, ρ2 et z2 sont connues. Lorsque l’on considère des gaz parfaits, des gaz raides ou des gaz de
type Mie Grüneisen, le système (2.4.3.1) peut être résolu explicitement et l’on obtient l’expression
suivante pour la pression du mélange

p(ρ, ε, z1) = ρ(ε− q)(γ(z1) − 1) − γ(z1)π(z1),

où γ le rapport de capacité thermique de mélange, π la pression de référence et q sont donnés par

1
γ − 1 =

2∑
k=1

zk

γk − 1 ,
γπ

γ − 1 =
2∑

k=1

zkγkπk

γk − 1 et q = z1ρ1q1 + z2ρ2q2.

L’expression de la pression de mélange a donc la même forme que celle d’une phase pure (2.4.2.1)
avec les coefficients de mélanges définis précédemment.

Dans la suite, on utilisera notamment yk la fraction massique de la phase k telle que

yk = ρkzk

ρ
,
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qui permet entre autres d’exprimer l’énergie interne spécifique de mélange

ε =
2∑

k=1
ykεk,

le volume spécifique de mélange

ϑ =
2∑

k=1
ykϑk,

ainsi que l’enthalpie spécifique de mélange

h = ε+ pϑ =
2∑

k=1
ykhk,

où hk = εk + pkϑk est l’enthalpie spécifique de la phase k. De plus, nous noterons z = z1 la fraction
volumique de la phase 1 et y = y1 la fraction massique du fluide 1. La quantité (1−z), respectivement
(1 − y), désignera quant à elle la fraction volumique, respectivement massique, de la phase 2.

Remarque 2
Pour un grand nombre de lois d’état comme les lois de Mie-Grüneisen, de van der Waals ou les lois
tabulées, la pression de mélange p peut être déduite explicitement du système (2.4.3.1). De manière
générale, si les lois d’état de chaque phase pure vérifient

ρk
∂εk

∂pk

∣∣∣∣
ρk

> 0, pk ≥ 0, pk(ρk, ρkεk) est une fonction C1 telle que pk(ρk, 0) = 0,

alors le système (2.4.3.1) possède une unique solution [ACK02, KL10].

2.5 Généralités sur les systèmes hyperboliques
Les sections précédentes nous ont permis d’introduire la modélisation retenue pour l’écoule-

ment diphasique. Celle-ci est basée sur le modèle à cinq équations réduit dans lequel est ajouté la
dissipation visqueuse, la conduction thermique ainsi que la force de tension de surface sous deux
formulations différentes, la forme CSF (2.3.1.1) laquelle s’exprime avec un produit non-conservatif
et la forme CSS (2.3.2.1). Avant de détailler les propriétés mathématiques des deux formulations,
nous allons présenter quelques rappels sur les systèmes de lois de conservation généraux, du premier
ordre en espace et en temps, présentant un terme différentiel non-conservatif. Pour une présentation
plus détaillée sur les lois de conservation, nous renvoyons à [Bou04, GR21].

Soit d ∈ N la dimension de l’espace physique et Ω un ouvert de Rd. Soit m la taille du système,
U(x, t) ∈ Rm le vecteur des variables conservatives avec (x, t) ∈ Ω×R+, et F de taillem×d le tenseur
de flux dont les colonnes sont des fonctions régulières (f1, ...,fd) telles que ∀i = 1, d, fi : Ω → Rm.
De tels systèmes sont donnés sous la forme

∂tU + ∇ · F (U) + P (U)∇ · B(U) = 0, dans Ω × R+, (2.5.0.1)

où B une matrice de taille m×d, et P , une matrice de taille m×m, constituent le terme différentiel
non-conservatif. On ne donnera pas ici de sens au produit non-conservatif. Une définition rigoureuse
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a été faite dans [DMLM95]. De manière générale, de tels systèmes sont invariants par rotation. On
se ramène alors au cadre unidimensionnel. L’étude théorique de tels systèmes se fait sous la forme
non-conservative

∂tU + A∂xU = 0, (2.5.0.2)

où a été introduite la matrice A = ∂U F + P ∂U B.

Définition 1 (Système hyperbolique)
Le système (2.5.0.1) est dit hyperbolique si et seulement si A est diagonalisable et ses valeurs propres
(λj(U))j=1,m sont réelles et ses vecteurs propres à droite (rj)j=1,m sont linéairement indépendants.

Le système est strictement hyperbolique si ses valeurs propres sont de plus toutes distinctes.
Si ses valeurs propres sont réelles mais ses vecteurs propres à droite ne sont pas linéairement

indépendants, il est faiblement hyperbolique.

Les valeurs propres du système correspondent à la vitesse de propagation des ondes. Elles sont
de deux types.

Définition 2 (Nature des champs)
On dit que le j-champ ou le vecteur propre rj associé à λj est

• Vraiment Non Linéaire si ∀ U , ∇Uλj · rj ̸= 0,
• Linéairement Dégénéré si ∀ U , ∇Uλj · rj = 0.

Les invariants de Riemann sont les quantités constantes le long des courbes caractéristiques,
c’est-à-dire, les courbes d’équation

dx
dt

= λj(U(x(t), t)),

où λj est une des valeurs propres du système. Ils sont définis comme suit.

Définition 3 (Invariants de Riemann)
Les invariants de Riemann associés aux vecteurs propres rj sont les quantités Φ telle que

∇U Φ · rj = 0.

Les solutions de (2.5.0.2) muni d’une condition initiale U(x, 0) = U0(x) peuvent présenter des
discontinuités. On cherche alors des solutions au sens faible à ce problème de Cauchy. Le produit
non-conservatif P ∂xB a été interprété au sens faible dans [DMLM95]. Cependant, son interprétation
est hors du cadre de ces travaux et on présente seulement les définitions dans le cadre conservatif
P ∂xB = 0.

Définition 4 (Solution au sens faible)
Une solution U vérifiant∫

R+

∫
R

(U∂t + F (U)∂x)ϕ dxdt = −
∫
R

U0(x)ϕ(x, 0) dx,

est dite solution au sens faible pour toute fonction ϕ à support compact dans C1 (R × R+).
On remarque qu’une solution classique est une solution au sens faible. De plus, si la solution est

discontinue, on a la propriété suivante.
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Proposition 1 (Relation de Rankine-Hugoniot)
Soit σ ∈ C1 (R+) une fonction dans l’ouvert Ω de Rd et Γ =

{
(t,x) ∈ R+ × Rd,x = σ(t)

}
la courbe

coupant les ouverts Ω− = {(t,x) ∈ Ω,x < Γ(t)} et Ω+ = {(t,x) ∈ Ω,x > Γ(t)}. Soit U ∈ C1(Ω−) ∪
C1(Ω+), alors U est solution au sens faible sur Ω si et seulement si

−σ′ (U+ − U−)+ F
(
U+)− F

(
U−) = 0.

en notant U± = u(t, σ(t)) les limites de u de part et d’autre de la courbe Γ où u est solution au
sens classique sur Ω\Γ. Cette relation est appelée la relation de saut de Rankine-Hugoniot.

La solution d’un tel problème n’est pas unique. Pour discriminer, on sélectionne la solution
entropique. Nous allons définir le couple entropie-flux ainsi que la notion de solution entropique.

Définition 5 (Couple entropie-flux)
Soit η : Ω → R une fonction strictement convexe. Elle est une entropie du système (2.5.0.1) si il
existe un flux d’entropie q : Ω → R tel que(

∂F

∂U

)t ∂η

∂U
= ∂q

∂U
. (2.5.0.3)

Définition 6 (Solution entropique)
Une solution faible vérifiant∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(η(U)∂t + q(U)∂x)ϕ dxdt ≤ −

∫ ∞

−∞
η(U0(x))ϕ(x, 0) dx,

est appelée solution entropique pour toute fonction ϕ positive à support compact dans C1 (Rd × R+)
et pour tout couple entropie-flux (η, q).

2.6 Propriétés mathématiques

2.6.1 Vitesse du son

La vitesse du son est étroitement liée à l’hyperbolicité des systèmes provenant de la mécanique
des milieux continus. Nous allons ici chercher à déterminer l’équation d’évolution de la pression.
Celle-ci nous permettra de définir une vitesse du son de mélange pour le système à cinq équations
sans les effets de dissipation visqueuse et de conduction thermique.

La pression de mélange est supposée être une fonction des masses de chacune des phases, de
l’énergie interne de mélange et de la fraction volumique. La différentielle de la pression donne

dp =
2∑

k=1

∂p

∂ρkzk

∣∣∣∣
ρk′ zk′ ,ρε,z

d(ρkzk) + ∂p

∂ρε

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

d(ρε) + ∂p

∂z

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

dz.

Dans [ACK02], les auteurs montrent que les dérivées partielles de la pression sont données par

∂p

∂ρkzk

∣∣∣∣
ρk′ zk′ ,ρε,z

= −δk

ξ
,

∂p

∂ρε

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

= 1
ξ

et ∂p

∂z

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

= M

ξ
,
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où ξ =
∑2

k=1 zkξk, ξk = ρk∂εk

∂p

∣∣∣∣
ρk

, δk = ρk∂εk

∂ρk

∣∣∣∣
p

et M = ρ1(δ1 − ε1) − ρ2(δ2 − ε2).

Maintenant, à partir de la dérivée particulaire de la fraction volumique, des deux masses, de la
quantité de mouvement et de l’énergie totale, nous allons déterminer l’équation d’évolution de la
pression. On note pour toute grandeur f sa dérivée particulaire Df

Dt telle que

Df

Dt
= ∂f

∂t
+ u · ∇f. (2.6.1.1)

Étant donnée que les deux formulations CSF et CSS sont équivalentes, nous allons mener les calculs
avec la forme CSF par simplicité. Les termes de diffusion sont négligés. On a la dérivée particulaire
de la fraction volumique

Dz

Dt
= 0,

les dérivées particulaires des masses

Dρkzk

Dt
= −ρkzk∇ · u, k = 1, 2,

la dérivée particulaire du moment

Dρu

Dt
= −ρu∇ · u − ∇p+ σκ∇z,

et la dérivée particulaire de l’énergie totale

DρE

Dt
= −ρE∇ · u − ∇ · (pu) + σκ∇z · u.

En combinant les équations du moment et de l’énergie totale, on obtient la dérivée particulaire de
l’énergie interne

Dρε

Dt
= −ρh∇ · u.

On remarque que la tension de surface ne joue pas sur cette équation, ce qui est logique car cette force
dérive d’un potentiel et donc des forces conservatives. L’enthalpie de mélange, définie précédemment,
est toujours telle que h =

∑2
k=1 ykhk où hk = εk + p

ρk
. En utilisant l’expression de la différentielle

de p, on en déduit
Dp

Dt
= −ρ1

ξ

2∑
k=1

yk(hk − δk)∇ · u.

D’après (2.4.1.7) (2.4.1.8), on a la relation avec ck la vitesse du son de la phase k

hk − δk =ξk(χk + κkhk),
=ξkc

2
k,

et en l’injectant dans la dérivée particulaire de la pression, on obtient

Dp

Dt
= −ρ1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k∇ · u.
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Dans le cas monophasique, l’équation de la pression est donnée par
Dp

Dt
+ ρc2∇ · u = 0.

Ainsi, l’analogie nous permet de donner la vitesse de son du mélange pour le système à cinq équa-
tions. La proposition suivante synthétise les résultats démontrés dans [ACK02, MG05].
Proposition 2
La vitesse du son de mélange du système à cinq équations avec tension de surface est donnée par

c2 = 1
ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k,

avec ξk l’inverse du coefficient de Grüneisen de la phase k, ck la vitesse du son de la phase k et
ξ =

∑2
k=1 zkξk l’inverse du coefficient de Grüneisen de mélange.

La vitesse du son de mélange peut être donnée explicitement lorsqu’on connaît la loi d’état de
chacun des fluides. Dans le cas de deux gaz raides, les coefficients de Grüneisen des phases pures
sont

ξk = 1
γk − 1 .

On a ainsi
c2 = γ(z)p+ π(z)

ρ
.

Cette forme est exactement la même que celle donnée pour une phase pure. On peut aussi faire la
même remarque pour un gaz parfait, qui est un cas particulier d’un gaz raide, et pour la loi de type
Mie-Grüneisen.

2.6.2 Hyperbolicité

Nous allons étudier l’hyperbolicité du système à cinq équations avec les deux modèles de tension
de surface. On peut se référer aux travaux de Périgaud & al. [PS05], respectivement à Schmidmayer
& al. [SPD+17] pour plus de détails sur l’hyperbolicité des formulations CSF, respectivement CSS.
L’analyse de la formulation CSS a aussi été menée dans [Cor20].

Formulation CSF

On considère le système à cinq équations avec la tension de surface sous la forme CSF en variable
primitive W telles que

W = (ρ, y, u, v, p, z)t,

où u et v sont les deux composantes de la vitesse u. Le système s’écrit alors dans un cadre unidi-
mensionnel 

∂tρ + u∂xρ + ρ∂xu = 0,
∂ty + u∂xy = 0,
∂tu + u∂xu + 1

ρ∂xp = −σκ
ρ ∂xz,

∂tv + u∂xv = 0,
∂tp + u∂xp + ρc2∂xu = 0,
∂tz + u∂xz = 0.

(2.6.2.1)
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Comme dans [PS05], l’analyse suivante est menée en considérant la courbure κ figée, c’est-à-dire,
comme un paramètre géométrique indépendant qui ne dépend plus de la fraction volumique. Cette
approximation du premier ordre des forces de tension de surface est nécessaire afin de pouvoir étudier
le système à cinq équations en variables primitives. La matrice jacobienne du système précédent est
la suivante

A =



u 0 ρ 0 0 0
0 u 0 0 0 0
0 0 u 0 1

ρ
σκ
ρ

0 0 0 u 0 0
0 0 ρc2 0 u 0
0 0 0 0 0 u

 . (2.6.2.2)

On peut alors réécrire (2.6.2.1) sous la forme non-conservative

∂tW + A∂x(W ) = 0.

Soit λ un réel, l’étude du déterminant de la matrice A − λId permet de trouver les valeurs propres
de A. Si le carré de la vitesse du son est positif, on a

det(A − λId) = (u− λ)4(u− c− λ)(u+ c− λ).

Ses valeurs propres sont données par λ1−4 = u, λ5 = u− c et λ6 = u+ c. On peut montrer que les
vecteurs propres associés sont tous linéairement indépendants. Le système est ainsi hyperbolique
(voir Def. 1). Les ondes associées à u sont linéairement dégénérées tandis que celles associées à u± c
sont vraiment non linéaires (voir Def. 2).

Formulation CSS

L’étude de l’hyperbolicité d’un modèle diphasique avec tension de surface sous la forme CSS a
été menée dans [SPD+17, Cor20]. L’analyse rappelée ici est similaire.

Tout d’abord, nous réécrivons l’équation de la fraction volumique en notant w = ∇z son gra-
dient. On a

∂tw + ∇(w · u) = 0.

Cette équation peut se réécrire, en utilisant les propriétés du gradient, comme

∂tw + ∇(w)u + ∇t(u)w = 0.

Maintenant, en considérant le vecteur des variables primitives W tel que

W = (ρ, y, u, v, p, z, w1, w2)t,

où w1 = ∂xz et w2 = ∂yz sont les deux composantes du gradients de la fraction volumique, on a
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formellement

∂tρ + u∂xρ + ρ∂xu = 0,
∂ty + u∂xy = 0,
∂tu + u∂xu + 1

ρ∂xp = −1
ρ (∂w1Ω11∂xw1 + ∂w2Ω11∂xw2) ,

∂tv + u∂xv = −1
ρ (∂w1Ω12∂xw1 + ∂w2Ω12∂xw2) ,

∂tp + u∂xp + ρc2∂xu = 0,
∂tz + u∂xz = 0,
∂tw1 + u∂xw1 + w1∂xu+ w2∂xv = 0,
∂tw2 + u∂xw2 = 0,

avec les notations
Ω11 = −σ w2

2√
w2

1 + w2
2

et Ω11 = σ
w1w2√
w2

1 + w2
2
.

Nous pouvons remarquer que la tension de surface n’a aucune contribution sur l’équation d’évolution
de la pression. Ainsi, on peut écrire le système précédent sous la forme

∂tW + A∂xW = 0,

où

A =



u 0 ρ 0 0 0 0 0
0 u 0 0 0 0 0 0
0 0 u 0 1

ρ 0 1
ρ∂w1Ω11

1
ρ∂w2Ω11

0 0 0 u 0 0 1
ρ∂w1Ω12

1
ρ∂w2Ω12

0 0 ρc2 0 u 0 0 0
0 0 0 0 0 u 0 0
0 0 w1 w2 0 0 u 0
0 0 0 0 0 0 0 u


. (2.6.2.3)

Maintenant, pour déterminer les valeurs propres de A on étudie le déterminant de A − λId. On a

det(A − λId) = (u− λ)4 ((u− λ)4 + α(u− λ)2 + β
)
,

où
α = −c2 − 1

ρ
(w1∂w1Ω11 + w2∂w1Ω12) = −c2 − σ||w||

ρ
n2

2,

et
β = c2

ρ
w2∂w1Ω12 = c2σ||w||

ρ
n4

2

avec la notation nk = wk/||w||. Il y a 4 valeurs propres triviales λ1−4 égales à u. Pour déterminer
les 4 dernières, il faut étudier les solutions de l’équation quadratique

X2 + αX + β = 0,
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où X = (u− λ)2. Le discriminant ∆ est donné par

∆ =
(
c2 + σ||w||

ρ
n2

2

)2
− 4c2σ||w||

ρ
n4

2,

≥
(
c2 + σ||w||

ρ
n2

2

)2
− 4c2σ||w||

ρ
n2

2, (car n2 ≤ 1),

=
(
c2 − σ||w||

ρ
n2

2

)2
≥ 0.

Ce dernier étant positif, on en déduit que le polynôme précédent possède 4 racines réelles distinctes.
Les dernières valeurs propres de la matrice A sont données par

λ5,6 = u± cs,

λ7,8 = u± cc,

où
c2

s = c2 + εσn
2
2 +

√
(c2 + εσn2

2)2 − 4c2εσn4
2

2 ,

et
c2

c = c2 + εσn
2
2 −

√
(c2 + εσn2

2)2 − 4c2εσn4
2

2 ,

sont respectivement des ondes associées aux ondes acoustiques et aux ondes capillaires. On remarque
l’apparition de l’énergie capillaire εσ = σ||w||

ρ dans la définition des ondes. Le système précédent est
cependant faiblement hyperbolique (voir Def. 1). Les vecteurs propres associés aux valeurs propres
λ1−4 = u ne sont pas linéairement indépendants [SPD+17] (voir Def. 2).

D’un point de vue numérique, la résolution ne se fera pas sous cette forme, mais en considérant le
tenseur capillaire séparément de la partie acoustique, comme pour les effets diffusifs, contrairement
à la formulation CSF où le produit non-conservatif sera pris en compte dans la construction du
solveur.

2.6.3 Entropies mathématiques associées

Nous allons maintenant chercher les entropies du système à cinq équations sous la forme η =
ρs. L’entropie spécifique s étant transportée le long des lignes de courants, on considère des flux
d’entropie de la forme q = ηu. La tension de surface n’ayant aucune influence sur l’entropie [PS05],
l’analyse sera menée en la négligeant.

Soit W le vecteur des variables primitives tel que W = (ρ, y, u, v, p, z)t et A la jacobienne du
flux dans la direction considérée. Elle est donnée par (2.6.2.2) ou (2.6.2.3) avec σ = 0. Le couple
entropie-flux doit alors vérifier la relation (voir Def. 5)(

∂η

∂W

)t

A =
(
∂q

∂W

)t

.

En développant la relation précédente, on obtient

∂us = ∂vs = 0,
ρ∂ρs+ ρc2∂ps = 0.

(2.6.3.1)

53



2.6. Propriétés mathématiques

L’entropie est donc une fonction de quatre variables s = s(ρ, y, p, z), solution de (2.6.3.1).
Dans [ACK02], les auteurs ont seulement réussi à déterminer les entropies du système dans le

cas d’un mélange de deux gaz parfaits. Plus tard, Périgaud & al. [PS05] ont déterminé des entropies
du système dans le cas de deux gaz raides. Elles sont de la forme

s = ys1 + (1 − y)s2,

où les entropies sk sont données par

sk(ρk, p, zk) = p+ π(z)
ρ

γ(z)
k

, k = 1, 2.

Cependant, ces entropies ne sont pas les entropies phasiques. Elles dépendent des paramètres de
mélange γ et π. En effet, Murrone & al [MG05] ont montré que les entropies de chaque phase prises
séparément ne sont pas des entropies pour le système à cinq équations utilisé ici, contrairement
au système de type Kapila [KMB+01] où l’influence des différences de pression sur l’équation de
la fraction volumique n’est pas négligé [MG05]. Ceci est un des défauts du modèle. Enfin, Latige
[Lat13] a donné la forme générale des entropies du système à cinq équations pour la loi d’état de
type Mie-Grüneisen de la forme (2.4.2.4)

p = Γ(ϑ, z, y)
( ε
ϑ

+ p∞(ϑ, z, y)
)
,

où

p∞(ϑ, z, y) = p0
Γ + Π

Γ

(
ϑ0
ϑ

− 1
)

− ε0
ϑ
.

Elles sont les fonctions convexes de la forme

s(ϑ, ε, y, z) = s0

(
ea(ϑ)

[
ε+

∫ ϑ

ϑ0

Γ(ϑ, z, y)p∞(τ, z, y)ea(τ)−a(ϑ)dτ
]
, y, z

)

où a(ϑ) =
∫ ϑ

ϑ0

Γ(τ, z, y)
τ

dτ dépend de (ϑ, z, y).

2.6.4 Structure du problème de Riemann

Nous allons étudier la structure du problème de Riemann pour le modèle à cinq équations avec
tension de surface sous la forme CSF. Cette étude est essentielle considérant que les schémas numé-
riques utilisés dans la suite de ce manuscrit sont basés sur la résolution approchée de problème de
Riemann. En effet, pour l’approche CSF, nous utiliserons des schémas de type Godunov basés sur
des solveurs de Riemann dans lesquels le terme différentiel non-conservatif est directement inclus.
Pour l’approche CSS, la discrétisation du tenseur capillaire est faite séparément de la partie hyper-
bolique. Cette résolution séparée est contenue dans la présentation suivante en prenant simplement
une courbure nulle.
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2.6.4.1 Invariants de Riemann

Les variables primitives sont toujours données par W = (ρ, y, u, v, p, z)t. Le système sous forme
primitive est alors 

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0,

Dy

Dt
= 0,

Du

Dt
+ ϑ∇p = ϑσκ∇z,

Dp

Dt
+ ρc2∇ · u = 0,

Dz

Dt
= 0,

où D•
Dt

est toujours la notation de la dérivée particulaire (2.6.1.1). Comme énoncé dans la Def. 3, les
invariants de Riemann sont les quantités Φ telles que

∂Φ
∂W

· rj = 0,

où rj sont les vecteurs propres. En considérant toujours la courbure comme un élément géométrique
indépendant de la fraction volumique, les invariants de Riemann associés à la valeur propre u sont

Φu = {u, p− σκz} ,

tandis que ceux associés aux valeurs propres u± c sont

Φu±c =
{
z, u∓ 2c

γ(z) − 1 , s1, s2

}
,

où ici sk est l’entropie liée à la phase k telle que

sk(ρk, p, zk) = p+ π(z)
ρ

γ(z)
k

, k = 1, 2,

et ck correspond à la vitesse du son de mélange.
La définition des invariants de Riemann permet notamment de mettre en lumière les états

préservés par l’onde linéairement dégénérée, appelée discontinuité de contact. Dans le système à
cinq équations avec tension de surface, l’onde u est une discontinuité de contact. Ainsi, les états
à vitesse constante et saut de pression proportionnel à la courbure doivent être préservés. Ce saut
correspond exactement à la Loi de Laplace ∆p = σκ∆z (2.3.0.1).

2.6.4.2 Problème de Riemann

Résoudre un problème de Riemann consiste à trouver U(x, t) la solution du problème

∂tU + ∂xF (U) + P (U)∂xB(U) = 0, U(x, 0) = U0(x) =

 Ul si x < 0,
Ur si 0 ≤ x.

La solution d’un problème de Riemann a originellement été utilisée par Godunov [God59] pour
construire un schéma numérique permettant de résoudre les équations de l’hydrodynamique. On
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peut montrer que pour un système hyperbolique, le problème de Riemann possède une solution Wr

qui se présente sous la forme d’une succession d’états constants Ul = U0,U1, ...,Um = Ur séparées
par les ondes λk, k = 1,m émanant de l’origine.

Nous avons vu précédemment que le système à cinq équations sous la forme CSF est hyperbo-
lique et possède 3 ondes distinctes, tandis que le système à cinq équations sous la forme CSS est
faiblement hyperbolique et possède 5 ondes distinctes. Pour le premier, la solution exacte du pro-
blème de Riemann, détaillée dans [Pé03], est utilisée pour construire un schéma numérique résolvant
le système à cinq équations une loi d’état de type gaz raides. A notre connaissance, personne n’a
résolu le problème de Riemann du système à cinq équations avec tension de surface sous la forme
CSS de manière exacte.

2.6.5 Domaine de convexité

L’étude du domaine de convexité est nécessaire afin de construire des schémas respectant cer-
taines propriétés telles que la positivité de la solution, ou le caractère entropique. Par positif, on
entend qui préservent les états admissibles, comme la positivité de la densité, de l’énergie interne
ou du carré de la vitesse du son. En effet, les schémas développés dans la suite sont des schémas
de type Godunov basés sur la notion de solveur de Riemann approché, où le schéma global est une
combinaison convexe entre les états initiaux et les états intermédiaires du solveur. Si ceux-ci sont
positifs, alors le schéma l’est. En particulier, nous cherchons les ensembles convexes contenus dans
le domaine d’hyperbolicité du système.

Le domaine d’hyperbolicité du système à cinq équations est

DE =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)t ∈ R6 | ρ > 0, c2 > 0
}
.

Ainsi, ce domaine est déterminé par la positivité de la densité et du carré de la vitesse du son.
Dans la suite, nous construirons des schémas numériques en se basant sur la forme lagrangienne
des équations. Les variables lagrangiennes sont données par ϑ = 1

ρ , y, u, E et z. Le domaine
d’hyperbolicité du système à cinq équations en variables lagrangiennes est

DL =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz)t ∈ R6 | ϑ > 0, c2 > 0
}
.

On peut notamment montrer que la transformation Euler-Lagrange

L : DE → DL

U = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)t 7→ V = (ϑ, y,u, E, ϑz)t,

conserve les ensembles convexes [Pel17].
Le domaine d’hyperbolicité n’est pas suffisant pour définir un ensemble d’état admissible ayant

un caractère physique. Par exemple, on veut préserver la relation de saturation et imposer que la
fraction volumique z et la fraction massique y soient comprises entre 0 et 1. De plus, l’énergie interne
de référence q doit toujours être inférieure à l’énergie interne ε. On peut ainsi définir les domaines
des solutions physiques admissibles écrits en variables lagrangienne

AL =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz)t|ϑ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
.

et en variable eulériennes

AE =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)t|ρ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
,
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La positivité de la quantité p + π(z) assure que le carré de la vitesse du son est positif, et permet
donc de préserver l’hyperbolicité. Pour une loi d’état de type gaz raide, on a la proposition suivante.

Proposition 3 (Convexités des ensembles d’admissibilités [Pel17])
Si on considère un mélange de deux gaz raides vérifiant

(γ2 − γ1)(π2 − π1) ≥ 0,

alors les ensembles

AE =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)t|ρ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
,

AL =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz)t|ϑ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
,

sont convexes.

Il est donc nécessaire d’utiliser des paramètres γk et πk, k = 1, 2 qui soient ordonnés. Dans les
écoulements de type liquide/gaz, on a en général πg = 0 et γl ≥ γg. La convexité est ainsi assurée.

2.7 Conclusion
Ce chapitre nous a permis de décrire le modèle à interface diffuse utilisé dans la suite de ces

travaux. Ce modèle n’est autre que le système à cinq équations [ACK02, MSNA02], dans lequel sont
ajoutés les effets liés à la viscosité et la diffusion de la chaleur dans le fluide. Deux formulations
différentes des forces de tension de surface ont été considérées. Après avoir présenté la fermeture
isobare du modèle, ainsi que les différentes lois d’état qui seront utilisées pour représenter le com-
portement mécanique des liquides, nous avons présenté les propriétés mathématiques du modèle à
cinq équations avec les deux formulations de tension de surface. Puis, le domaine des solutions ad-
missibles a été rappelé. Ce dernier, convexe, nous permettra de construire des schémas numériques
positifs.
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Les boucliers thermiques des objets soumis à des écoulements hypersoniques et hyperenthal-
piques sont généralement constitués de matériaux composites. De ce fait, la modélisation du pro-
blème de thermique dans le solide revient à considérer un problème de thermique multimatériaux
[Lat13]. Chacun de ces matériaux peut avoir des propriétés bien distinctes, comme la température
de changement de phase, qui rend complexe le couplage avec un domaine fluide (voir Fig. 3.1).

De plus, l’étude de l’ablation d’un matériau composite soumis à un écoulement hypersonique
gazeux nécessite la prise en compte des effets de pyrolyse. Dans ce chapitre, on se concentre seulement
sur un domaine solide composé uniquement d’un matériau métallique qui, soumis à un flux de chaleur
intense, va fondre. Il est alors nécessaire de déterminer des conditions aux limites pour chacun des
domaines permettant de traiter de la fusion d’un matériau. En effet, le changement de phase du
solide en liquide induit une injection de masse dans la zone fluide et un déplacement de la paroi.
Dans le cas le plus général, l’écoulement gazeux potentiellement multiespèces est le lieu de réactions
chimiques avec radiation et conduction thermique. Cependant dans le cas de la présente étude, le
fluide est considéré comme monoespèce et le régime de température étudié nous permet de négliger
la radiation thermique. Dans le solide, on peut donc se ramener à un simple problème de conduction
thermique.

Les bilans de masse et d’énergie au niveau de l’interface entre le solide et le fluide permettent
de calculer la vitesse de récession de la paroi ainsi que la vitesse d’injection du matériau fondu dans
le domaine fluide.

59



3.1. Rappel des équations

liquide

solide

écoulement ga-
zeux hypersonique couche limite visqueuse

choc détaché

u = ue

qf ṁ∆H

qs

Fig. 3.1. Représentation schématique d’un objet entrant dans l’atmosphère.

Dans un premier temps, nous indiquerons les équations résolues dans le domaine solide, et
rappellerons celles du fluide. Celles-ci nous permettront de déterminer des conditions de fusion pour
traiter le problème de l’ablation liquide. Enfin, nous présenterons l’algorithme de couplage entre les
deux domaines.

3.1 Rappel des équations

Afin d’exprimer la condition de fusion, on rappelle d’abord les équations à utiliser dans les
domaines fluide et solide. Les quantités du domaine fluide seront indicées par •f tandis que celles
du solides le seront par •s. Pour différencier les quantités du liquide de celles du gaz, on utilise
également les indices •l et •g. Par soucis de simplicité, le domaine solide est considéré indéformable,
nous n’avons pas pris en compte le phénomène de pyrolyse, et nous avons supposé que la densité ρs,
la conductivité thermique λs ainsi que la capacité calorifique à volume constant cv,s ne dépendent
pas de la température. De ce fait, le solide n’est gouverné que par l’équation de diffusion

∂t(ρsEs) = ∇ · (λs∇Ts) . (3.1.0.1)

où Es est l’énergie massique du solide et Ts sa température. Ces quantités sont liées par la relation
Es = cv,sTs.
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Le domaine fluide est modélisé par le système à cinq équations réduit avec effets visqueux,
diffusion thermique et tension de surface, ici sous la forme CSF (2.3.1.1)

∂t(ρgzg) + ∇ · (ρgzguf ) = 0,
∂t(ρlzl) + ∇ · (ρlzluf ) = 0,
∂t(ρf uf ) + ∇ · (ρf uf ⊗ uf ) + ∇pf = ∇ · τf + Fσ,

∂t(ρfEf ) + ∇ · (ρfEf uf + pf uf ) = ∇ · (τf uf ) + Fσ · uf − ∇ · qf ,

∂tzl + u · ∇zl = 0,

avec des densité et énergie interne de mélange ρf et εf vérifiant

ρf = zgρg + zlρl et εf = ygεg + ylεl.

3.2 Condition de fusion
La condition de fusion est exprimée à l’aide des bilans de masse et d’énergie, en considérant le

solide comme un fluide à vitesse nulle. On peut donc déterminer des relations de saut à l’interface
fluide/solide. Celle-ci est caractérisée par la normale espace-temps (nt,nX) où nX est supposé
unitaire ||nX || = 1.

3.2.1 Bilan de masse

Soit ρ la densité du fluide ou du solide. La conservation de la masse dans le milieu constitué du
solide et du fluide est donnée par

∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0.

En appliquant la relation de Rankine-Hugoniot dans le repère spatio-temporel normal à l’interface,
on a

[ρnt] + [ρu · nX ] = 0. (3.2.1.1)

où [•] = •f − •s. Le déplacement de l’interface fluide/solide est piloté par le vecteur vitesse wI =
wInX où wI = −nt/||nX ||. En injectant la relation nt = −wI · nX dans (3.2.1.1), et en supposant
également que l’injection de fluide se fait selon la normale à la paroi i.e. uf = uf nX . on obtient

−(ρf − ρs)wI + ρfuf = 0.

En effet, la vitesse du solide est supposée nulle. Le flux de masse à travers l’interface est donné par

ṁ = ρf (uf − wI) = −ρswI .

Ces deux relations nous permettent de déduire la vitesse de récession de la paroi ainsi que la vitesse
d’injection de liquide dans le domaine fluide à partir du flux de masse et des densités mises en œuvre

uf =
(

1 − ρs

ρf

)
wI ,

wI = −ṁ

ρs
.

(3.2.1.2)
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On a alors deux configurations distinctes. La première concerne le cas où la température à l’interface
est inférieure à la température de fusion. Dans ce cas, la vitesse de l’interface et la vitesse d’injection
sont nulles et le domaine fluide est composé uniquement de gaz. Le ratio des densités ρs/ρf est très
grand, de l’ordre de 103 dans le cas de l’aluminium. La seconde concerne l’instant où la température
à la paroi atteint la température de fusion. Les vitesses wI et uf ne sont plus nulles, mais de signe
opposé. Une fine couche de métal fondu recouvre la paroi, et le ratio ρs/ρf n’est plus que de 1.08.

3.2.2 Bilan d’énergie

Comme pour l’équation de la masse, l’équation d’énergie à l’interface entre le solide et le liquide
peut s’écrire

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (τu) + Fc · u − ∇ · q,

Nous avons ici considéré que la force de tension de surface est nulle au niveau de l’interface liquide-
solide puisqu’elle n’intervient qu’au niveau de l’interface liquide-gaz. La relation de saut de Rankine-
Hugoniot donne alors

[ρEnt] + [(ρE + p)u · nX ] =
[
τ tnX · u

]
− [q] . (3.2.2.1)

Au niveau de l’interface, on peut négliger l’énergie cinétique devant l’énergie interne. De plus, dans
le fluide, τ tnX désigne la contrainte visqueuse à la paroi qui est une contrainte tangentielle donc
τ tnX ·uf = 0 car uf est normal à l’interface. Dans le solide, us = 0 donc τ tnX ·us = 0. La relation
(3.2.2.1) donne alors

−(ρfεf − ρsεs)wI + ρf

(
ε+ pf

ρf

)
uI = − [q] ,

en notant h l’enthalpie. En négligeant p•/ρ• devant ε•, cette relation devient

ṁ(hf − hs) =
[
λ
∂T

∂n

]
.

Le saut d’enthalpie hf − hs n’est autre que la chaleur latente de fusion L. On retrouve alors la
relation de Stefan

ṁL =
[
λ
∂T

∂n

]
, (3.2.2.2)

où L = (hf − hs). Cette dernière relation permet de déterminer le flux de masse ṁ.
Maintenant que les relations nécessaires au couplage fluide/solide ont été déterminées, nous

allons présenter l’algorithme de couplage.

3.3 Algorithme de couplage

Afin de définir un algorithme de couplage performant, il est nécessaire auparavant d’effectuer une
analyse d’ordre de grandeur des temps caractéristiques. Pour cela, nous allons mener une analyse
dimensionnelle des équations mises en jeu.
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3.3.1 Analyse dimensionnelle

Domaine fluide

Nous introduisons les paramètres

t̃f = tf
tf,0

, x̃ = x
l0
, ρ̃f = ρf

ρf,0
, ũf = uf

uf,0
, p̃f = pf

ρf,0c
2
f,0
, ε̃f = εf

c2
f,0
, Ẽf = ε̃f +M2

2 ũ2
f et M = uf,0

cf,0
,

où tf,0, l0, ρf,0, uf,0, cf,0 et M sont le temps, la longueur, la densité, la vitesse, la vitesse du son et
le nombre de Mach caractéristiques de l’écoulement fluide. Les effets de tension de surface sont liés
aux variables adimensionnées

κ̃ = κ

l0
, σ̃ = σ

σ0
, et We = ρ0u

2
0l0

σ0
.

où κ, σ0 et We sont l’échelle de longueur, le coefficient de tension de surface et le nombre de Weber
caractéristiques. La fraction massique et volumique y et z sont sans dimension. Les effets dissipatifs
sont liés aux variables adimensionnées

τ̃ = τ

µf,0uf,0
, T̃f = Tf

cp,f,0
c2

f,0
, Re = ρf,0l0uf,0

µf,0
et Pr = µf,0cp,f,0

λf,0

où µf,0, cp,f,0, λf,0, Re, Pr sont la viscosité, la capacité thermique à pression constante, la conduc-
tivité thermique, le nombre de Reynolds et le nombre de Prandtl de référence.

Le temps caractéristique de l’écoulement est

tf,0 = l0
uf,0

.

Interface fluide/solide

A l’interface entre les domaines fluide et solide, le temps caractéristique est donné par

tI,0 = l0
wI,0

, (3.3.1.1)

où wI,0 est la vitesse de référence liée au déplacement de la paroi.

Domaine solide

Le temps caractéristique de conduction de la chaleur dans le domaine solide est le suivant

ts,0 = l20ρs,0cp,s,0
λs,0

,

où ρs,0, cp,s,0 et λs,0 sont la densité, la capacité thermique et la conductivité de référence pour le
solide.
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Système d’équations adimensionné

Le temps caractéristique du système complet est considéré être le temps de référence de l’interface
(3.3.1.1), qui est le temps caractéristique du système complet fluide+interface+solide. Il est utilisé
pour adimensionner les équations fluide et solide. On a d’abord le système adimensionné

tf,0
tI,0

∂t̃ρ̃f + ∇̃ · (ρ̃f ũf ) = 0,
tf,0
tI,0

∂t̃ρ̃fy + ∇̃ · (ρ̃fyũf ) = 0,
tf,0
tI,0

∂t̃(ρ̃f ũf ) + ∇̃ · (ρ̃f ũf ⊗ ũf ) + 1
M2 ∇̃p̃f = 1

Re
∇̃ · τ̃f + 1

We
σ̃κ̃∇̃z̃,

tf,0
tI,0

∂t̃

(
ρ̃f Ẽf

)
+ ∇̃ ·

((
ρ̃f Ẽf + p̃f

)
ũf

)
= M2

Re
∇̃ · (τ̃f ũf ) + M2

We
σ̃κ̃∇̃z̃ · ũf + 1

Pe
∇̃ · (λ̃f ∇̃T̃f ),

tf,0
tI,0

∂t̃z + ũf · ∇̃z = 0,

pour le domaine fluide où Pe = RePr est le nombre de Péclet. La simulation de l’ablation liquide
nécessite de se concentrer sur l’écoulement proche paroi, pour lequel la vitesse caractéristique de
l’écoulement est bien inférieure à la vitesse amont. Dans des configurations de type cavité entraî-
nées, c’est-à-dire lorsqu’on se place à l’échelle des aspérités de la paroi dues à l’ablation, la vitesse
d’entraînement de la cavité peut être considérée comme la vitesse de référence de l’écoulement. Le
ratio des temps caractéristiques

tf,0
tI,0

= wI,0
uf,0

,

est alors proche de l’unité. Le calcul fluide doit donc être mené en instationnaire.
Pour le domaine solide, l’analyse dimensionnelle donne simplement

ts,0
tI,0

∂t̃

(
ρ̃sẼs

)
= ∇̃ · (λ̃s∇̃T̃s).

Le ratio des temps caractéristiques entre le solide et l’interface est

ts,0
tI,0

= l0ρs,0cp,s,0wI,0
λs,0

= l0cp,s,0
L

[∂nT ] ,

En estimant le gradient de température de l’ordre de

[∂nT ] = T∞ − Tfusion

l0
,

avec l0 la longueur caractéristique du gradient thermique dans le fluide, on a alors

ts,0
tI,0

= cp,s,0
T∞ − Tfs

L
, (3.3.1.2)

où Tfs est la température de fusion de l’aluminium. Ce rapport est lui aussi proche de l’unité. Pour
s’en convaincre, prenons un objet en aluminium, capacité thermique cp,s,0 = 1240 J.kg−1.K−1, et de
chaleur latente de fusion L = 3.94 × 105 J.kg−1. La température de fusion de l’aluminium se situe
autour de Tfs = 933 K. Ainsi, avec une température amont de T∞ = 2000 K, le rapport (3.3.1.2)
est d’environ 3.3. Le domaine solide sera donc aussi traité en instationnaire.
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Remarque 3
Si on se place à une échelle de longueur plus grande, liée par exemple aux dimensions du corps de
rentrée complet, l’analyse précédente n’est plus valable. On a en général

tf,0 << ts,0 << tI,0,

et un couplage à chaque pas de temps du fluide n’est pas pertinent. Il faut passer à un couplage
quasi-stationnaire pour le fluide, c’est-à-dire, au calcul d’une succession d’états stationnaires avec
une remise à jour de la géométrie et du champ de température dans le solide à la fin de chaque
itération en temps.

3.3.2 Algorithme de couplage fluide/solide

Maintenant, nous allons énoncer l’algorithme utilisé permettant de coupler les domaines fluides
et solides.

Algorithme 1 Algorithme de couplage entre les domaines fluide et solide pour la fusion.
1. Initialisation : Les domaines fluides et solides sont initialisés en tout point. La position de

l’interface est connue.
2. Bilan d’énergie : Le bilan d’énergie permet de calculer le flux de masse ṁ (3.2.2.2) au

temps tn.
3. Bilan de masse : Le bilan de masse donne alors la vitesse d’injection uf du liquide dans

le domaine fluide ainsi que la vitesse de déplacement de l’interface fluide/solide wI .
4. Pas de temps : Le pas de temps global est le minimum entre les contraintes de stabilité

des domaines fluides et solides.
5. Mise à jour de la métrique : Les métriques au temps tn+ 1

2 et tn+1 sont calculées, à savoir
l’aire des cellules, les longueurs des faces et les normales. Dans le domaine fluide, la métrique
au temps tn est sauvegardée. L’interface ainsi que le maillage sont déplacées au temps tn+1.

6. (a) Calcul fluide : Le domaine fluide est mis à jour avec la méthode de décomposition
Lagrange-Transport présentée au Chapitre 5. L’étape Lagrange se fait sur le maillage
fixe au temps n tandis que l’étape de Transport se fait sur le maillage au temps tn+1.
La GCL (Loi de Conservation Géométrique) est vérifiée lors de cette seconde étape. Une
condition de Dirichlet permet d’imposer la température à l’interface. La vitesse du fluide
à l’interface fluide/solide est donnée par la vitesse d’injection uf .

(b) Calcul solide : Le domaine solide est calculé en prenant en compte le déplacement
du maillage, avec le schéma numérique (4.2.3.2) présenté dans le Chapitre 4. La même
condition de Dirichlet permet d’imposer la température de fusion à l’interface. Le calcul
du solide ne dépend pas de la résolution du fluide et peut être fait en parallèle.

7. Mis à jour de la solution : On connaît la position du maillage et la solution dans les deux
domaines au temps tn+1. On connaît notamment les flux fluide et solide à l’interface. On
reprend l’algorithme à l’étape Bilan d’énergie pour calculer la solution au temps tn+2.

Remarque 4
Parfois, on ne résoudra pas l’équation de la chaleur dans le solide. On se contentera d’imposer au
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domaine fluide une température et une densité à la paroi, afin de calculer les relations de saut. Pour
traiter l’ablation liquide, la température imposée sera la température de fusion.

3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la modélisation du domaine fluide, ainsi que le traitement

de la condition de couplage permettant d’étudier numériquement le processus d’ablation liquide.
Les bilans de masse et d’énergie à la paroi nous ont permis de déterminer une vitesse de récession de
la paroi ainsi qu’une vitesse d’injection de matière liquide dans le domaine fluide. Ensuite, l’étude
des temps caractéristiques a permis de proposer un algorithme de couplage entre les domaines fluide
et solide adapté à une configuration où les temps caractéristiques de l’écoulement du fluide, de la
régression de l’interface et de la conduction dans le solide sont comparables.

Dans la partie suivante, nous allons présenter les méthodes numériques utilisées pour simuler le
problème de l’ablation liquide.
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Deuxième partie

Résolution numérique du problème de
l’ablation liquide
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Chapitre 4

Résolution numérique du problème de
thermique dans le solide et couplage
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Un objet pénétrant dans l’atmosphère d’une planète à très haute vitesse, comme des débris de
lanceurs, un satellite, une capsule d’astronaute ou un météore, subit un échauffement très impor-
tant dû à la friction avec les molécules des hautes couches de cette atmosphère, et à l’élévation
de la température par compression au passage du choc. Le freinage de l’objet, souvent violent, en-
traîne également la conversion dans la couche limite d’une partie de l’énergie cinétique en énergie
thermique. La composition chimique de la paroi de l’objet est la source de différentes réactions
physico-chimiques. Une surface carbonée se sublimera, tandis qu’une surface métallique va fondre.
La conception de bouclier thermique robuste pour les capsules d’astronautes ou le design de satellites
capable de se désintégrer entièrement dans l’atmosphère une fois leurs missions achevées nécessitent
des méthodes permettant de calculer avec précision le flux thermique à l’interface fluide/solide, ainsi
que l’influence du processus d’ablation sur ce dernier.

Ce chapitre présente la résolution numérique de la thermique dans le domaine solide. D’abord,
nous présentons la prise en compte du déplacement du maillage entre les domaines fluide et solide
par une approche ALE. Puis nous explicitons la dérivation d’un schéma de diffusion pour résoudre
numériquement le problème de thermique du solide.

4.1 Prise en compte du déplacement de maillage

Dans ce travail, le maillage considéré est un maillage de type multibloc structuré. La partie
fluide et la partie solide sont donc traitées dans différents blocs. Cela permet de suivre explicitement
l’interface fluide/solide de façon lagrangienne.
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4.1. Prise en compte du déplacement de maillage

Les coordonnées des nœuds du maillage xn+1 sont déterminées à l’aide de la vitesse de déplace-
ment des nœuds, obtenue grâce à la condition de fusion et notamment au bilan de masse (3.2.1.2).
En effet, on considère que le déplacement se fait le long des lignes de maillages. Par souci de gé-
néralité on appelle "face" aussi bien les arêtes en 2D que les faces en 3D. Ici, on se limite au cas
bidimensionnel, donc une face s’agit en réalité d’une arête comme l’illustre la Fig. 4.1. Les bilans
de masse et d’énergie effectués nous permettent d’obtenir la vitesse de récession de chaque face à
l’interface entre les domaines fluide et solide comme

w = −ṁ

ρs
n.

Connaissant cette vitesse de récession sur chaque face (voir Fig. 4.1.a), on en déduit la vitesse des
nœuds à l’interface par une simple demi-somme (voir Fig. 4.1.b). Puis, par interpolation linéaire
entre la paroi mobile et la face opposée du maillage supposée fixe, le champ de vitesse de tous les
nœuds du maillage est déterminé (voir Fig. 4.1.c). La mise à jour du maillage (voir Fig. 4.1.d) se
fait simplement par la relation

xn+1 = xn + ∆tw.

■

■

■

■

■

■

(a) Les vitesses au centre des faces sur l’interface
sont calculées à partir du bilan de masse.

■

■

■

■

■

■

••
•

•
•

•

•

(b) Les vitesses nodales à l’interface sont calcu-
lées à partir des vitesses au centre des faces.

•••••
•

•

•••
•

•
•

•

••
•

•
•

•
•

••
•

•
•

•

•

(c) Les vitesses nodales sont interpolées linéaire-
ment entre la valeur à l’interface et la paroi fixe. (d) Le maillage est déplacé à sa nouvelle position

Fig. 4.1. Illustration de la méthode de déplacement du maillage.

Le déplacement du maillage nécessite de faire attention à la métrique utilisée. En effet, une bonne
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façon de construire un schéma numérique capable de gérer la déformation du maillage est de vérifier
que celui-ci préserve les champs constants. On appelle cela la Loi de Conservation Géométrique
(Geometric Conservation Law ou GCL). Elle s’exprime de manière continue par

∂t (|ω(t)|) − ∇ · w = 0, (4.1.0.1)

où |ω(t)| désigne l’aire du volume de contrôle ω(t). Soit une cellule c d’aire |Ωc|, et V(c) l’ensemble
des voisins par les faces de cette cellule. Soit Ncd = |Γcd|ncd avec ncd la normale sortante à la cellule
et |Γcd| sa longueur. La GCL (4.1.0.1) s’exprime de manière discrète par

|Ωn+1
c | = |Ωn

c | + ∆t
∑

d∈V(c)

wcd · Ncd,

avec wcd ·Ncd à déterminer en fonction des maillages aux temps n et n+1. Dans [LF96], les auteurs
montrent que l’utilisation de la règle du point milieu permet de respecter la GCL. La vitesse de
déplacement du maillage wcd, correspondant à la vitesse de déplacement de la face commune à Ωc

et Ωd, est alors calculée à l’aide de la formule

wcd = 1
2∆t

((
xn+1

n− + xn+1
n+

)
−
(
xn

n− + xn
n+
))
.

où xn− et xn+ sont les coordonnées des deux nœuds constituant la face en question. La normale et
la longueur de la face sur laquelle est calculée le flux sont calculées sur un maillage intermédiaire
au temps tn+ 1

2 tel que
xn+ 1

2 = 1
2
(
xn+1 + xn

)
.

Enfin, la prise en compte du mouvement de maillage dans la résolution de la partie fluide et solide
est explicite.

En réécrivant le GCL discrète sous la forme

|Ωn+1
c | = |Ωn

c |

1 + ∆t
|Ωn

c |
∑

d∈V(c)

wcd · Ncd

 ,

on se rend compte que le pas de temps doit être choisi de façon à assurer la positivité du terme
entre parenthèses. La condition de stabilité sur le pas de temps est alors donnée par

1
∆t > max

c

 1
|Ωn

c |
∑

d∈V(c)

|Γcd||wcd|

 . (4.1.0.2)

4.2 Résolution de la thermique
Dans les applications visées, le maillage utilisé est d’abord cartésien ou curviligne, et le processus

d’ablation du matériau entraîne sa déformation. Ainsi, au cours du temps, le maillage sera légèrement
déformé. Ces considérations nous autorisent à utiliser une discrétisation assez simple l’équation de
diffusion (3.1.0.1). Par simple, on entend qu’on ne va pas chercher à préserver la positivité des
quantités sur des maillages quelconques. La méthode employée est celle décrite dans [PGM21]. La
discrétisation du gradient est basée sur une transformation entre le maillage physique curviligne et
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4.2. Résolution de la thermique

un maillage de référence cartésien. Nous en rappelons les principes, en prenant soin de considérer
le déplacement du maillage.

Plaçons nous alors dans le cadre d’une équation de diffusion du type

∂tU = ∇ · (D∇U), (4.2.0.1)

où U est notre inconnue et D correspond à un coefficient de diffusion dépendant de l’espace, telle
une conduction thermique ou une viscosité. Une telle équation de diffusion met en jeux des dérivés
secondes en espace.

4.2.1 Transformation des coordonnées

Le domaine solide est discrétisé par un maillage structuré mais pas nécessairement cartésien. Par
exemple, dans le cadre d’un écoulement axisymétrique autour d’une bille, il sera curviligne. Nous
considérons alors la transformation entre le maillage structuré curviligne (t, x, y) et un maillage
structuré cartésien unitaire (T,X, Y ) (voir Fig. 4.2). On considère en plus que le maillage évolue au

x

y

X

Y

Fig. 4.2. Transformation entre le maillage structuré curviligne (à gauche) et le maillage structuré
cartésien (à droite).

cours du temps. En notant A la jacobienne de la transformation (t, x, y) 7→ (T,X, Y ), et A−1 celle
de la transformation inverse (T,X, Y ) 7→ (t, x, y), nous avons

A =

 1 0 0
Xt Xx Xy

Yt Yx Yy

 , A−1 =

 1 0 0
xT xX xY

yT yX yY


en utilisant la notation ab = ∂ba. Cette transformation assure T = t. Soit J =

∣∣∣∣dTdXdYdtdxdy

∣∣∣∣ le jacobien
de la transformation. On en déduit facilement

xT = XyYt −XtYy

J
, xX = Yy

J
, xY = −Xy

J
,

yT = XtYx − YtXx

J
, yX = −Yx

J
, yY = Xx

J
.
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On peut alors déterminer les quantités

∇X

J
= (yY ,−xY )t = 1

∆Y (δy,−δx) ,
∇Y

J
= (−yX , xX)t = 1

∆X (−δy, δx) ,

où δ• correspond à une variation de la quantité • sur une ligne de maillage. En notant NX =
nX |Γ|X = (δy,−δx) et NY = nY |Γ|Y = (−δy, δx), nous avons

∇X

J
= NX

∆Y ,

∇Y

J
= NY

∆X .

(4.2.1.1)

Les vecteurs n•|Γ|• correspondent en fait à la normale multipliée par la longueur sur une ligne de
maillage telle que • = cste. A partir des relations précédentes, on peut en déduire la vitesse de
déplacement du maillage w = (xT , yT ) avec X = (X,Y ) et Xt = (Xt, Yt) telle que

Xt

J
= −∇X

J
xT − ∇Y

J
yT = −∇X

J
w.

Pour finir, les relations entre les dérivées en (t, x, y) et en (T,X, Y ) sont données par l’opérateur
∂(t,x,y) = At∂(T,X,Y ) tel que ∂t

∂x

∂y

 =

1 Xt Yt

0 Xx Yx

0 Xy Yy

∂T

∂X

∂Y

 , (4.2.1.2)

ce qui donne

∂tψ = ∂Tψ + Xt∂Xψ + Yt∂Y ψ

∂xψ = Xx∂Xψ + Yx∂Y ψ,

∂yψ = Xy∂Xψ + Yy∂Y ψ.

(4.2.1.3)

Toutes ces relations entre le maillage structuré et le maillage cartésien de référence vont nous
permettre de construire un schéma pour l’équation de diffusion.

4.2.2 Application à l’équation de diffusion

Notons par souci de simplification D∇U = (−F (U),−G(U)). Reprenons l’équation de diffusion
(4.2.0.1), et intégrons la dans l’espace physique après l’avoir multipliée par une fonction test ψ∫

(t,x,y)
(∂tU + ∂xF + ∂yG)ψ dtdxdy = 0.

L’intégrale précédente devient après intégration par parties∫
(t,x,y)

(U∂t + F∂x +G∂y)ψ dtdxdy = 0.
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Maintenant, on procède au changement de variable (t, x, y) 7→ (T,X, Y )∫
(T,X,Y )

(U∂t + F∂x +G∂y)ψ 1
J

dTdXdY = 0.

l’opérateur (4.2.1.2) donne, après une deuxième intégration par parties∫
(T,X,Y )

(
∂T

(
U

J

)
+ ∂X

(
U
Xt

J
+ F

Xx

J
+G

Xy

J

)
+ ∂Y

(
U
Yt

J
+ F

Yx

J
+G

Yy

J

))
ψ dTdXdY = 0.

Ainsi, dans le repère cartésien unitaire (T,X, Y ), l’équation précédente s’écrit

∂T

(
U

J

)
+ ∂X

(
U
Xt

J
+ F

Xx

J
+G

Xy

J

)
+ ∂Y

(
U
Yt

J
+ F

Yx

J
+G

Yy

J

)
= 0.

L’équation (4.2.0.1) devient

∂T

(
U

J

)
= ∂X

(
−UXt

J
+D

Xx

J
Ux +D

Xy

J
Uy

)
+ ∂Y

(
−U Yt

J
+D

Yx

J
Ux +D

Yy

J
Uy

)
,

avec, d’après (4.2.1.3)
Ux = XxUX + YxUY ,

Uy = XyUX + YyUY .
(4.2.2.1)

Avec les définitions des gradients le long d’une ligne de maillage (4.2.1.1), on peut écrire l’équation
précédente sous la forme plus compacte

∂T

(
U

J

)
= ∂X

(
−UXt

J
+DJ

∇x,yX

J
· ∇x,yU

J

)
+ ∂Y

(
−U Yt

J
+DJ

∇x,yY

J
· ∇x,yU

J

)
.

soit
∂T

(
U

J

)
= −∇X,Y ·

(
U

Xt

J

)
+ ∇X,Y ·

(
DJ∇x,y

(
X

J

)
∇x,y

(
U

J

))
. (4.2.2.2)

Dans le cas d’un maillage mobile, on voit apparaître la formule de transport de Reynolds. En effet,
en intégrant (4.2.2.2) sur un volume Ωc(T ) du maillage cartésien unitaire en (X,Y ), et en utilisant
la vitesse de déplacement du maillage, on a

∂T

(
Uc

Jc

)
=
∫

Ωc(T )
∇X,Y ·

(
U∇x,y

(
X

J

)
w

)
+ ∇X,Y ·

(
DJ∇x,y

(
X

J

)
∇x,y

(
U

J

))
dv,

ce qui, avec la formule de la divergence, donne

∂T

(
Uc

Jc

)
=
∫

∂Ωc(T )
∇x,y

(
X

J

)[
Uw +DJ∇x,y

(
U

J

)]
· nX,Y ds.

L’équation précédente s’écrit enfin

∂T

(
Uc

Jc

)
=
∫

∂Ωc(T )

[
Uw +DJ∇x,y

(
U

J

)]
·

(
∇x,y

(
X

J

)t

nX,Y

)
ds. (4.2.2.3)
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Le maillage étant unitaire, l’aire et la longueur des faces du maillage cartésien n’apparaissent pas.
Par définition, le jacobien J n’est autre que l’inverse de l’aire de la cellule considérée dans le repère
curviligne. La quantité DJ correspond au coefficient de diffusion sur la face pondéré par une aire.
Le terme (

∇x,y

(
X

J

)t

nX,Y

)
,

quand à lui correspond à la longueur de la face portée par la normale unitaire sortante du domaine
physique. Pour déterminer les grandeurs sur chaque face, on utilise le fait que la transformation est
réalisée sur un maillage cartésien unitaire. Une cellule c peut s’indicer (i, j). Ainsi, d’après (4.2.1.1)
et les formules des différences finies(

∇X

J

)
i+ 1

2 ,j

= Ni+ 1
2 ,j ,(

∇Y

J

)
i+ 1

2 ,j

= 1
4

(
Ni,j+ 1

2
+ Ni,j− 1

2
+ Ni+1,j+ 1

2
+ Ni+1,j− 1

2

)
.(

∇X

J

)
i,j+ 1

2

= 1
4

(
Ni+ 1

2 ,j + Ni− 1
2 ,j + Ni+ 1

2 ,j+1 + Ni− 1
2 ,j+1

)
.(

∇Y

J

)
i,j+ 1

2

= Ni,j+ 1
2
,

où on rappelle que N représente la normale à la face multipliée par la longueur. Pour le gradient
de Uc/Jc, en utilisant les relations (4.2.2.1), on a(

U

J

)
x

= Xx

J
UX + Yx

J
UY ,(

U

J

)
y

= Xy

J
UX + Yy

J
UY .

Il reste à définir les quantités UX et UY . On peut prendre simplement des formules de différences
finies sur le maillage de cartésien de référence et on a

UX i+ 1
2 ,j = Ui+1,j − Ui,j ,

UY i+ 1
2 ,j = 1

4 (Ui+1,j+1 − Ui+1,j−1 + Ui,j+1 − Ui,j−1) .

UX i,j+ 1
2

= 1
4 (Ui+1,j+1 − Ui−1,j+1 + Ui+1,j − Ui−1,j) .

UY i,j+ 1
2

= Ui,j+1 − Ui,j .

Maintenant que toutes les grandeurs ont été définies, il nous reste à appliquer la discrétisation
spatiale et temporelle de l’équation (4.2.2.3).

4.2.3 Discrétisation temporelle

Un schéma de diffusion explicite possède une contrainte de stabilité inversement proportionnelle
au carré d’une longueur caractéristique. Elle est donnée par

1
∆t > max

c

 1
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|2
(
D

|Ω|

)
cd

 . (4.2.3.1)
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|Γcd| Ncd

Tcd

×
c

×
d

•
n−

•n
+

Fig. 4.3. Notations associée à la discrétisation de l’équation de la chaleur sur la face Γcd.

Dans le cas où un maillage très raffiné proche de la paroi est utilisé pour capturer un flux thermique,
un schéma explicite est trop restrictif. C’est pourquoi on préfère utiliser un schéma implicite sur la
partie de diffusion. On a alors le schéma volumes finis

|Ωn+1
c |Un+1

c = |Ωn
c |Un

c + ∆t
∑

d∈V(c)

[
(Uw)n

cd +
(
D

|Ω|

)
cd

(
Ncd (∆nU)n+1 + Tcd (∆tU)n+1

)]
· Ncd,

(4.2.3.2)
avec, sur la face cd = (i+ 1

2 , j) (voir Fig.4.3)

∆nU = Ud − Uc = Ui+1,j − Ui,j ,

∆tU = Un+ − Un− ,

Ncd = ncd|Γcd|,

Un± = 1
4 (Ui,j + Ui+1,j + Ui+1,j±1 + Ui,j±1) ,

Tcd = 1
4

(
Ni,j+ 1

2
+ Ni,j− 1

2
+ Ni+1,j+ 1

2
+ Ni+1,j− 1

2

)
.

Pour calculer le terme de diffusion sur la face, la moyenne harmonique, qui permet de préserver les
champs linéaires par morceaux, est utilisée [Cha04]. Cela donne(

D

|Ω|

)
cd

= 2 DcDd

Dc|Ωd| +Dd|Ωc|
.

De plus, nous avons vu que le déplacement du maillage oblige à calculer la métrique sur un pas de
temps intermédiaire. Ainsi

Ncd = 1
2
(
nn

cd|Γcd|n + nn+1
cd |Γcd|n+1) .

La prise en compte du déplacement de maillage est explicite. Le flux (Uw)n
cd est calculé avec le

schéma décentré amont (dit upwind) d’ordre 1. La même contrainte sur le pas de temps que la GCL
assure la stabilité du schéma (4.1.0.2). En pratique, cette contrainte est implicite, car la vitesse de
déplacement du maillage dépend elle même du pas de temps. Il serait donc nécessaire de vérifier,
après chaque pas de temps, que cette condition n’est pas violée, et, si c’est le cas, de refaire le calcul
avec un pas de temps plus petit.

Remarque 5
Ce schéma numérique est d’ordre 2 en espace pour tous maillages tels que pour chaque face, son
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centre est aligné avec les centres des cellules voisines. De tels maillages sont appelés admissibles.
C’est le cas des maillages cartésiens, mais pas des maillages curviligne. Sur un maillage cartésien,
on retrouve le schéma à 5 points classique. En pratique, la précision est très peu dégradée sur des
maillages légèrement déformés. Il est néanmoins possible d’utiliser des schémas plus sophistiqués,
permettant entre autre d’être d’ordre 2 quelque soit le maillage [CVV99, DO05, MB12, BL14], ou
de garantir la positivité [LP09].

4.3 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre la méthodologie utilisée pour simuler la fusion d’un maté-

riau solide en le couplant à un domaine fluide. Les relations de saut à l’interface, explicitées dans le
chapitre précédent, permettent de déterminer les flux de masse, la vitesse d’injection de la matière
en fusion dans le domaine fluide, ainsi que la vitesse de récession de la paroi solide. Une approche
ALE des domaines fluides et solides permet de suivre avec précision l’évolution de l’interface entre
les domaines. Le schéma de diffusion utilisé pour résoudre la thermique dans le solide prend en
compte le déplacement du maillage et respecte la Loi de Conservation Géométrique.
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Résolution numérique du système
diphasique : approche générale
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Ce chapitre présente les outils généraux utilisés afin de résoudre l’écoulement diphasique, mo-
délisé par le système diphasique présenté au Chapitre 2. Ce modèle, largement utilisé dans la lit-
térature, a été l’objet du développement de nombreuses méthodes numériques [ACK02, MSNA02,
Pé03, SPA08, BN09, KL10, Lat13, LMSN14, PGM17, PGM21]. On s’intéresse plus particulièrement
à celles prenant en compte la tension de surface sous la forme CSS. La formulation CSF, quant à
elle, est plus délicate à discrétiser à cause de la présence d’un terme différentiel non-conservatif.

Le modèle à 5 équations utilisé ici a été proposé indépendamment par Massoni et al. [MSNA02]
et par Allaire et al. [ACK02]. Les premiers utilisent un schéma de type Godunov avec des flux de
Rusanov tandis que les seconds adoptent un schéma de Roe. Plus tard, Périgaud et Saurel [PS05]
enrichissent le modèle en ajoutant les effets capillaires et visqueux. Deux approches sont utilisées
dans ce travail, la première utilisant une formulation conservative en étendant la formulation CSS
de [GLN+99] au cadre compressible, et la seconde utilisant la formulation CSF de [BKZ92]. Dans
ce chapitre, nous allons considérer les effets de la tension de surface sous la forme CSS. Cette forme
a été utilisée dans le cadre d’écoulement compressible par [Bla15] dans un modèle a interface diffuse
avec fermeture isobare, ou encore dans [SPD+17] appliqué à un modèle similaire à celui de Kapila
[KMB+01]. La forme CSS étant conservative, sa discrétisation se fait naturellement dans le cadre
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des méthodes volumes finis Cell-Centered que l’on considère dans ce travail. De plus, elle prend
naturellement en compte les effets Marangoni, contrairement à la forme CSF qui, quant à elle,
est plus délicate à traiter puisqu’elle fait intervenir un produit non-conservatif. Le Chapitre 6 sera
consacré à la construction d’un schéma adapté à prise en compte du produit non-conservatif dans
le schéma numérique.

La construction d’un schéma numérique appliqué aux systèmes généraux de la dynamique des
fluides est plus facile à réaliser sous sa forme lagrangienne que sa forme eulerienne. Bien qu’utilisable
dans un cadre purement lagrangien [CHL20], on souhaite ici pouvoir gérer de grandes déformations
de l’interface et l’apparition de liquide, ce qui est plus simple dans un formalisme eulérien. Pour reve-
nir au cadre eulérien, plusieurs approches peuvent être suivies. Tout d’abord, l’approche Lagrange-
Projection [Ben92, Des10a], utilisée par exemple dans [KL10]. Après une étape purement lagran-
gienne, les variables sont projetées sur un maillage eulérien fixe. Une autre approche consiste à uti-
liser la transformation Lagrange-Euler de Gallice [Gal03], particulièrement adaptée à la dynamique
des gaz. A partir du schéma sous sa forme lagrangienne, on peut directement se ramener au cadre eu-
lérien via une relation discrète entre les états intermédiaires du solveur lagrangien et son équivalent
eulérien. Latige a étendu cette approche au système à cinq équations [Lat13], mais son extension
s’avère peu robuste avec un schéma temporel implicite pour des mélanges liquide/gaz. Une autre
approche, utilisée ici, est appelée méthode de décomposition Lagrange-Transport [CGK16, CGK17].
L’approche de Chalons & al. consiste à utiliser une décomposition d’opérateurs qui permet de ré-
soudre successivement deux sous-systèmes en deux étapes distinctes. La première, appelée étape
Lagrange, consiste à résoudre le premier sous-système en variable lagrangienne. La seconde, ap-
pelée étape de Transport, correspond simplement au transport des quantités conservatives à la
vitesse matérielle. Initialement utilisée pour les équations d’Euler [CGK16], les écoulements dipha-
siques à quatre équations [CGK17] et les équations de Saint-Venant avec fond [CKKS16], Peluchon
& al. [PGM17] ont étendu cette méthode au système à cinq équations puis en y ont ajouté les
effets liées à la dissipation visqueuse et la dissipation thermique [PGM21]. Plus récemment, cette
approche a été appliquée au modèle de Baer & Nunziato barotrope [AAKM+23]. L’intérêt de cette
méthode réside dans la possibilité de résoudre l’étape Lagrange par un schéma implicite. En
effet, les applications visées font intervenir des rapports de densité, de pression, de vitesse du son
ou de viscosité très importants, ce qui peut être extrêmement contraignant au niveau du pas de
temps. Une approche semi-implicite permet au schéma global de n’être contraint que par la vitesse
matérielle puisque toute la physique est résolue dans l’étape Lagrange implicite. Cette approche
s’avère très robuste, notamment pour résoudre des écoulements de type couche limite visqueuse
et thermique avec un maillage raffiné en proche paroi, avec un pas de temps basé sur la vitesse
matérielle. Ici, nous allons ajouter les effets de tension de surface sous la forme CSS et CSF dans
l’étape Lagrange, afin de comparer les deux approches.

Dans l’approche de décomposition Lagrange-Transport, Zou et al. ne prennent pas en compte
dans la première étape les termes de diffusion [ZAGT20, ZGK+21]. Ils rajoutent une troisième étape
pour les intégrer. Cette stratégie n’est viable que dans le cas où l’on souhaite utiliser un schéma
temporel explicite sur l’étape Lagrange. Dans notre cas, le fait d’utiliser une discrétisation implicite
de l’étape Lagrange dans laquelle est contenue toute la physique permet d’avoir un pas de temps
soumis seulement à la contrainte liée à l’étape de transport, et non aux effets dissipatif, contraints
par les maillages de type couche limite. Plus récemment, une approche de décomposition Lagrange-
Transport à une seule étape a été mise au point pour les équations d’Euler avec gravité [BTKP23].
Bien que présentée dans un cadre explicite, son extension avec une résolution implicite des ondes
acoustiques semble possible.

80



Chapitre 5. Résolution numérique du système diphasique : approche générale

L’approche de décomposition Lagrange-Transport sera présentée dans le cas général d’un sys-
tème hyperbolique avec un produit non-conservatif et un terme dissipatif. Dans l’étape Lagrange,
de nombreuses discrétisations peuvent être employées pour résoudre l’acoustique. Parmi les mé-
thodes volumes finis Cell-Centered, nous distinguons deux catégories. La première consiste à utiliser
un schéma de type Godunov basé sur un solveur de Riemann exact ou approché [Roe81, HLvL83,
TSS94, Gal00]. Dans ce travail, nous utiliserons le paradigme des solveurs de Riemann simples de
Gallice [Gal02a, Gal03, GCLM22]. Un tel solveur a notamment été utilisé pour résoudre l’étape
Lagrange du système à cinq équations dans les travaux de Peluchon & al. [PGM17, PGM21]. La
deuxième catégorie est composée des solveurs utilisés dans le cadre de l’hydrodynamique lagran-
gienne [DM05, MABO07, CM18]. Récemment, le lien entre ces deux types de solveur a été fait
[GCLM22]. Celui-ci sera traité dans le chapitre suivant. Pour l’étape de Transport, un simple
schéma décentré amont (d’ordre un dans un premier temps) est employé. Ce schéma, bien que très
robuste, possède l’inconvénient d’être diffusif et induire un étalement numérique de l’interface entre
les deux fluides. Plusieurs stratégies existent dans le but de limiter cette diffusion. Ce point sera
traité dans le Chapitre 7.

Après une présentation dans un cadre général de la méthode de décomposition Lagrange-
Transport, nous l’appliquerons au modèle à cinq équations avec effets visqueux, dissipation ther-
mique et tension de surface sous la forme CSS. La discrétisation spatiale de chaque terme sera
donnée. Certains détails manquant, comme les conditions de positivité, seront explicitement traité
dans le chapitre Chapitre 6. L’étape Lagrange pouvant être résolue par un schéma explicite ou
implicite, les deux approches seront détaillées.

5.1 Décomposition Lagrange-Transport appliquée au modèle à
cinq équations réduit

L’approche consiste à utiliser une décomposition d’opérateurs qui permet de résoudre successi-
vement deux sous-systèmes, un premier sous sa forme lagrangienne, et un second correspondant au
transport des quantités conservatives. L’intérêt de cette approche est de séparer les ondes acous-
tiques et les ondes de transport à la vitesse matérielle, afin d’utiliser des schémas temporels adaptés.
En effet, une intégration temporel implicite de l’étape Lagrange et explicite de l’étape de Trans-
port permet d’avoir un schéma globalement stable uniquement sous une condition sur la vitesse
matérielle.

Nous allons détailler la résolution du système complet, introduit au Chapitre 2. Le système à
cinq équations avec tension de surface, effets visqueux et dissipation thermique s’écrit dans sa forme
eulérienne

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,
∂t(ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = ∇ · τ + ∇ · σ,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (τu) + ∇ · (σu) − ∇ · q,

∂tz + u · ∇z = 0,

(5.1.0.1)

où les effets visqueux sont pris en compte via τ le tenseur des contraintes visqueuses

τ = −2
3µ∇ · u + µ(∇u + ∇T u),
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et µ =
∑2

k=1 zkµk est la viscosité du mélange. L’hypothèse de Stokes est ainsi considérée vraie. La
diffusion thermique est modélisée par le flux de chaleur q qui suit la loi de Fourier

q = −λ∇T,

où λ =
∑2

k=1 zkλT,k et T est la température de mélange. Les effets de tension de surface sont donnés
par σ le tenseur des contraintes capillaires avec

σ = σ

(
|∇z|Id − ∇z ⊗ ∇z

|∇z|

)
,

où σ est le coefficient de tension de surface. Cette formulation introduit une énergie capillaire
massique εσ = ϑσ|∇z| dans l’énergie totale massique E = ε + εσ + 1

2u · u. La décomposition
Lagrange-Transport nous mène à considérer le premier sous-système

∂tρ + ρ∇ · u = 0,
∂t(ρy) + ρy∇ · u = 0,
∂t(ρu) + ρu∇ · u + ∇p = ∇ · τ + ∇ · σ,

∂t(ρE) + ρE∇ · u + ∇ · (pu) = ∇ · (τu) + ∇ · (σu) − ∇ · q,

∂tz = 0,

ou sous sa forme lagrangienne

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,
∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · τ + ϑ∇ · σ,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (τu) + ϑ∇ · (σu) − ϑ∇ · q,

∂tz = 0.

(5.1.0.2)

La forme compacte de ce sous-système est donnée par

∂tV + ϑ∇ · G(V ) = ϑ∇ · D(V ,∇V ),

avec V = (ϑ, y,u, E, z)t, G(V ) = (−u, 0, p, pu, 0)t et D(V ,∇V ) = (0, 0, τ + σ, τu + σu − q, 0)t.
Le second sous-système de Transport sous sa forme compacte est donné par

∂tU + ∇ · (uU) − U∇ · u = 0, (5.1.0.3)

où U = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)t correspond au vecteur des variables conservatives du système (5.1.0.1).

5.2 Discrétisation spatiale

Maintenant, nous allons détailler la discrétisation spatiale de la partie hyperbolique, ainsi que
des termes de tension de surface et de diffusion visqueuse et thermique.
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5.2.1 Partie hyperbolique

La discrétisation de la partie hyperbolique de l’étape Lagrange est succinctement détaillée
car déjà fait dans la littérature [CGK16, CGK17, PGM17, PGM21]. Dans le chapitre suivant, une
analyse plus approfondie du schéma sera donnée, car la prise en compte du terme non-conservatif
de la modélisation CSF des forces de tension de surface est non trivial. Le système a résoudre est
donné par 

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,
∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = 0,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = 0,
∂tz = 0,

Pour discrétiser ce système, nous avons deux choix. Premièrement, on peut utiliser le schéma acous-
tique largement détaillé dans [CGK16, PGM17]. Ce schéma numérique est un schéma de type Go-
dunov basé sur un solveur de Riemann simple à quatre états. En notant •† les quantités calculées
lors de l’étape Lagrange, on a formellement

V †
c = V n

c − ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|Gcd (5.2.1.1)

avec
Gcd = (−u, 0, pn, pu, 0)t

cd,

où les flux de vitesse et de pression u et p s’écrivent

u = λ+uc + λ−ud

λ+ + λ− − ∆p
λ+ + λ− ,

p = λ−pc + λ+pd

λ+ + λ− − λ+λ−∆u
λ+ + λ− .

(5.2.1.2)

en notant ∆• = •d − •c. Les coefficients λ+ et λ− sont les pentes du solveur de Riemann associé
au flux numérique. Elles doivent être assez grandes pour assurer la positivité du schéma. Pour les
calculer, nous utilisons la stratégie donnée dans [PGM17]. Le chapitre suivant détaille des conditions
explicites sur ces pentes permettant d’assurer la positivité du schéma. Ce schéma est stable sous la
condition sur le pas de temps

1
∆t > max

c

(
ϑc

|Ωc|
max

d∈V(c)

(
|Γcd|λ−

c

))
. (5.2.1.3)

Dans la littérature, il est connu que les schémas de type Godunov ne convergent pas asymptotique-
ment vers la limite incompressible des équations. Ce problème est généralement résolu en appliquant
une correction bas-Mach, qui consiste à centrer le flux de pression en fonction du Mach local. Dans
notre cas, on applique la même procédure que Chalons & al. [CGK16], basé sur la correction pro-
posée par Dellacherie [DJOR16]. Les détails du problème bas-Mach sont traités dans le chapitre
suivant.
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Deuxièmement, on peut choisir d’utiliser un schéma lagrangien du type [DM05, MABO07,
CM18]. Ces schémas ont été développés dans le cadre de l’hydrodynamique lagrangienne. Contrai-
rement au schéma (5.2.1.1), où les flux sont basés sur un stencil aux faces, les schémas lagrangiens
sont vraiment multidimensionnels dans le sens où le flux numérique est basé sur les voisins aux
nœuds et pas seulement les voisins aux faces. La construction de tels schémas sera explorée dans le
chapitre suivant, et donc pas détaillée ici. De la même manière que le schéma présenté précédem-
ment, il est nécessaire d’utiliser une correction bas-Mach. On peut employer la correction proposée
par Labourasse [Lab19].

5.2.2 Dissipation visqueuse et conduction thermique

L’étude du système à cinq équations avec effets dissipatifs a été réalisée dans [PGM21]. La
même discrétisation est employée ici. Les gradients de vitesse et de température sont discrétisés par
le schéma présenté au Chapitre 4. Pour la vitesse aux faces nécessaire sur l’équation d’énergie, dans
les termes visqueux et capillaires, la moyenne arithmétique est suffisante pour préserver les champs
linéaires [ND22]. Ainsi, considérons la face cd et τcd la discrétisation du tenseur des contraintes
visqueuse sur cette face. Alors nous utilisons la discrétisation

(τu)cd = τcd
uc + ud

2 .

Les contraintes de stabilité liées à la dissipation visqueuse et la conduction thermique, données par
l’équation (4.2.3.1), sont les suivantes

1
∆t > max

c

 1
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|2
(
µ

|Ω|

)
cd

 ,
1

∆t > max
c

 1
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|2
(
λ

|Ω|

)
cd

 . (5.2.2.1)

Ces conditions de stabilité sont très contraignantes. En effet, elles sont proportionnelles au carré
de l’inverse d’une longueur caractéristique, ce qui, dans le cas d’un écoulement proche paroi pour
lequel la couche limite doit être résolue avec un maillage très fin, avec l’utilisation d’une discréti-
sation temporelle explicite, affecte grandement le temps de simulation. Cette considération suggère
d’utiliser un schéma implicite.

5.2.3 Tension de surface

Nous allons maintenant discuter de l’ajout des effets de tension de surface. Ces effets sont
intrinsèquement liés à la courbure de l’interface, qui est un phénomène multidimensionnel. Par
conséquent, le tenseur des contraintes capillaires ne peut pas être discrétisé par un schéma uni-
dimensionnel. Ainsi, on ne peut pas utiliser le schéma de diffusion détaillé au Chapitre 4 sur un
maillage cartésien. Le tenseur discrétisé sur la face |Γcd| est donné par

σn
cd = σ

(
|∇z|ncdncd −

∇zn
cd · ncd

|∇z|ncd

∇zn
cd

)
.

Pour calculer le gradient de la fraction volumique sur la face |Γcd| Périgaud [PS05] utilise la méthode
de Green-Gauss basée sur un maillage dual. Schmidmayer [SPD+17] utilise une méthode de diffé-
rence finie d’ordre 2. Ici, afin de garder un stencil compact, et utiliser une méthode compatible avec
des maillages non structurés ou structurés mais pas cartésien, le gradient aux nœuds est d’abord
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calculé par une méthode des Moindres Carrés linéaire (voir Annexe A.2), en utilisant les cellules
qui ont ce nœud comme sommet. Le gradient à la face est alors la demi-somme des gradients à ses
sommets. Ainsi, en notant ∇zn± les gradients aux nœuds d’une face cd, on a

∇zcd = 1
2 (∇zn+ + ∇zn−) .

De cette manière, l’aspect multidimensionnel de la force de tension superficielle est pris en compte,
puisque tous les voisins des nœuds constituant la face sont utilisés, et cela quel que soit le type de
maillage.

Nous avons montré dans le Chapitre 2 que le modèle à cinq équations réduit avec tension de
surface sous la forme CSS est faiblement hyperbolique et possède 5 ondes distinctes, une liée à la
discontinuité de contact, une première paire liée aux ondes acoustiques et une seconde paire liée
aux ondes capillaires. Il existe alors une contrainte de stabilité liée aux effets capillaires. On peut
la déterminer en imposant à une onde capillaire de vitesse c de ne pas parcourir plus d’une maille
par pas de temps. Cela revient à imposer au pas de temps la condition

c∆t |Γcd|
|Ωc|

≤ 1
2 .

La vitesse d’une onde capillaire est reliée à sa fréquence angulaire ω et son nombre d’onde k = 2π/λ
avec λ la longueur d’onde, telle que c = ω/k. La fréquence est donnée par

ω2 = σ

ρ1 + ρ2
k3,

où ρ1 et ρ2 sont les densités des deux fluides. Si la plus petite longueur d’onde résoluble est liée au
maillage par λ = 2|Ωc|/|Γcd|, alors on obtient la condition CFL

1
∆t > max

c

√√√√2πσϑc

∑
d∈V(c)

(
|Γcd|
|Ωc|

)3
. (5.2.3.1)

On retrouve ainsi la condition introduite dans [BKZ92].

5.3 Résolution temporelle de l’étape Lagrange

La résolution de l’étape Lagrange du système (5.1.0.2) a été brièvement détaillée dans les
sections précédentes. Le schéma global peut s’écrire sous la forme

V †
c = V n

c − ϑn
c

∆t
|Ωn

c |

 ∑
d∈V(c)

|Γcd|G#
cd − ∇c · D#

 . (5.3.0.1)

La discrétisation de la partie hyperbolique du système Lagrange avec le schéma unidimensionnel
utilise le flux

G
#
cd = (u, 0, pn, pu, 0)#

cd.

L’expression des flux est donnée explicitement par (5.2.1.2).
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La fraction volumique z étant constante lors de l’étape Lagrange, les termes de tension de
surface sont pris au temps n. Ainsi, le terme

∇c · D# = ∇c ·
(

0, 0, τ # + σn, τ #u# + σnu# − q#, 0
)t
,

correspond à la discrétisation spatiale des termes capillaires et de diffusion. Le schéma utilisé pour le
calcul des gradients de chaque grandeur (ux, uy, T ) est le même que celui détaillé dans le Chapitre 4
sur la résolution de la thermique.

5.3.1 Version explicite

La version explicite du schéma s’obtient en prenant # = n. On a alors

V †
c = V n

c − ϑn
c

∆t
|Ωn

c |

 ∑
d∈V(c)

|Γcd|Gn
cd − ∇c · Dn

 .

Ce schéma est stable sous les conditions (5.2.1.3), (5.2.2.1) et (5.2.3.1). La forme explicite du système
n’a que peu d’intérêt dans notre application. En effet, on considère principalement des écoulements
avec des grands ratios de densité et de pression, où la phase liquide est quasi-incompressible. De
plus, pour des écoulements proche paroi, la nécessité de résoudre la couche limite avec un maillage
très raffiné va drastiquement affecter le pas de temps, à cause des conditions de stabilité liées aux
effets dissipatifs (5.2.2.1). Il est alors nécessaire d’utiliser une discrétisation implicite, pour laquelle
le schéma est stable sans condition sur le pas de temps.

5.3.2 Version implicite

La forme implicite de (5.3.0.1) nécessite la résolution d’un système non linéaire, qui peut s’avérer
complexe, coûteux en terme de temps CPU et peu robuste. Ainsi, l’approche de Chalons & al.
[CGK16, CGK17] étendue au modèle à cinq équations par Peluchon & al. [PGM17] est utilisée. Elle
consiste à remarquer que, en l’absence de choc, l’équation de l’évolution de l’entropie dans l’étape
Lagrange est simplement ∂ts = 0. On peut alors changer de variables pour résoudre le système en
(ϑ,u, E) par (u, p, s). L’équation de la pression lors de l’étape Lagrange est donnée par

∂tp+ a2ϑ∇ · u = ϑ
τ : d − ∇ · q

γ − 1 , (5.3.2.1)

où d est le tenseur de déformation et a = ρc est la vitesse du son lagrangienne. Les effets de tension
de surface ne jouent pas sur cette dernière équation. La résolution de (5.3.2.1) sous cette forme est
difficile à cause des termes non-linéaires liés aux effets visqueux. Ils seront dans un premier temps
négligés [PGM21]. De plus, on omet aussi les termes liés à la diffusion thermique par soucis de
simplicité et pour ne pas coupler la résolution à l’équation d’énergie. Le système vitesse-pression-
entropie qui sera résolu s’écrit

∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · τ + ϑ∇ · σ,

∂tp + a2ϑ∇ · u = 0,
∂ts = 0.

(5.3.2.2)
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Puisque le flux ne dépend que de la vitesse et de la pression, on peut se ramener au système vitesse-
pression en omettant l’équation d’entropie. Ce système est quasi-linéaire, et même linéaire si la
vitesse a et le volume massique ϑ sont figés. Il s’écrit

∂tV
up + ϑA∇ · Gup(V ) = ϑ∇ · Dup(V ,∇(V )),

avec V up = (u, p), Gup = (p,u), Dup = (τ + σ, 0) et

A =
(

1 0
0 a2

)
.

Sa résolution par un schéma implicite nécessite seulement la résolution d’un système linéaire. Ce
dernier est résolu avec le schéma temporel Euler-implicite suivant

V up,†
c = V up,n

c − ϑn
c An

c

∆t
|Ωn

c |

 ∑
d∈V(c)

|Γcd|Gup,†
cd − ∇c · Dup,†

 .

Il peut se mettre sous la forme matricielle(
Id + ϑn

c

∆t
|Ω|

Mup

)
V † = V n + ϑn

c

∆t
|Ω|

([[C]])up,n .

En dimension deux, lorsque le maillage est structuré, Mup est une matrice bloc à cinq diagonales
pour le solveur unidimensionnel de la partie hyperbolique présenté précédemment et une matrice
bloc à neuf diagonales pour un solveur multidimensionnel de type GLACE [DM05] ou EUCCLHYD
[MABO07]. Les effets visqueux induisent également une matrice à neuf diagonales sur une grille
curviligne. Les coefficients de la matrice dépendent des pentes du solveur de Riemann λ±, de la
vitesse du son lagrangienne a, de la géométrie et de la viscosité pour la partie visqueuse. La force de
tension de surface est prise en compte dans ([[C]])n. On voit qu’elle agit comme un terme explicite
puisque la fraction volumique n’est pas modifiée lors de cette étape. En pratique, le système obtenu
est résolu sous delta-forme (

Id + ϑn
c

∆t
|Ω|

Mup

)
δV = −ϑn

c

∆t
|Ω|

Rup,n,

où δV = V † − V n et Rup,n est le membre de droite, donné pour chaque cellule par

Rup,n
c = An

c

 ∑
c∈V(d)

|Γcd|Gup,n
cd − ∇c · Dup,n

 .

Mise à jour du volume spécifique

La résolution de ce système linéaire donne alors une nouvelle vitesse et une prévision de la
pression. Ces prédictions de pression sont utilisées pour évaluer le flux numérique du système complet
G

†
ncf et mettre à jour le volume spécifique ϑ† explicitement avec les formules (5.3.0.1), c’est-à-dire

ϑ†
c = ϑn

c + ϑn
c

∆t
|Ωn

c |
∑

d∈V(c)

|Γcd|un
#
cd. (5.3.2.3)
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5.4. Étape de Transport

Mise à jour de l’énergie totale

Pour la mise à jour de l’énergie totale E, on prend cette fois en compte la diffusion thermique,
négligée dans un premier temps. L’équation d’évolution de l’énergie est donnée par

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (τu) + ϑ∇ · (σu) − ϑ∇ · q.

Pour la résoudre, on va la transformer pour se ramener à une équation sur l’énergie interne puisque
E = ε+ 1

2u2 + εσ. On a

∂tε+ ϑ∇ · q = ϑ∇ · (τu) + ϑ∇ · (σu) − ϑ∇ · (pu) − ∂t
u2

2 − ∂tεσ.

Une discrétisation implicite de cette équation donne

ε†
c − εn

c − ϑn
c

∆t
|Ωn

c |
∇c · q† = ϑn

c

∆t
|Ωn

c |
R†

ε, (5.3.2.4)

où, après la résolution du système vitesse-pression (5.3.2.2) et la mise à jour du volume (5.3.2.3),
tout le membre droit R†

ε est connu. Le flux thermique est supposé suivre la loi de Fourier q = −λ∇T
avec une conduction thermique de mélange définie par λ = zλ1 + (1 − z)λ2 et la température de
mélange T telle que

T = 1
cv

2∑
k=1

ykcvk
Tk,

où la température de chaque phase suit l’équation d’état Tk(p, ϑk) = ϑk
p+πk

cvk
(γk−1) . La résolution de

(5.3.2.4) se fait alors avec une méthode de Newton en température de mélange

ε
(
T †

c , ϑ
†
c, z

†
c , y

†
c

)
− ε (Tn

c , ϑ
n
c , z

n
c , y

n
c ) − ϑn

c

∆t
|Ωn

c |
∇c ·

(
λ∇q†

)
= ϑn

c

∆t
|Ωn

c |
R†

ε,

Une fois la convergence atteinte, l’énergie totale peut être calculée d’après l’énergie interne et la
vitesse par

E†
c = ε†

c + 1
2 |u†

c|
2 + εσ

†
c.

La pression réelle est alors déterminée par l’équation d’état.

5.4 Étape de Transport
La résolution de l’étape de transport est très classique. Cependant, puisque le mouvement de

maillage de l’algorithme de couplage s’effectue dans cette étape, il est nécessaire de faire attention
au flux utilisé. Pour établir un tel schéma, on reprend la démarche utilisée pour construire le schéma
de diffusion sur maillage mobile Chapitre 4. On rappelle notamment que ce schéma numérique a été
obtenu par transformation entre une grille curviligne et un maillage cartésien unitaire de référence.
Lorsqu’on applique cette transformation à l’équation de transport (5.1.0.3) sur une quantité ϕ, on
a sous forme compacte

∂T

(
ϕ

J

)
+ ∇X,Y ·

(
ϕ

Xt

J
+ ϕ∇x,y

(
X

J

)
u

)
− ϕ∇X,Y ·

(
∇x,y

(
X

J

)
u

)
= 0.
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En remplaçant la dérivé temporelle du maillage par sa vitesse de déplacement, on obtient

∂T

(
ϕ

J

)
+ ∇X,Y ·

(
ϕ∇x,y

(
X

J

)
(u − w)

)
− ϕ∇X,Y ·

(
∇x,y

(
X

J

)
u

)
= 0,

où on rappelle que w est la vitesse de déplacement du maillage. En intégrant l’équation précédente
sur une cellule c du maillage de référence, on en déduit

∂T

(
ϕc

Jc

)
+
∫

Ωc(t)
∇X,Y ·

(
ϕ∇x,y

(
X

J

)
(u − w)

)
dv − ϕc

∫
Ωc(t)

∇X,Y ·
(

∇x,y

(
X

J

)
u

)
dv = 0.

En utilisant le théorème de la divergence, on obtient

∂T

(
ϕc

Jc

)
+
∫

∂Ωc(t)
ϕ(u − w) · ∇x,y

(
X

J

)t

nds− ϕc

∫
∂Ωc(t)

u · ∇x,y

(
X

J

)t

nds = 0.

Là encore, la quantité

∇x,y

(
X

J

)t

n,

correspond à la longueur de la face portée par la normale unitaire sortante. Après une discrétisation
temporelle explicite, on obtient finalement le schéma de transport

|Ωn+1
c |ϕn+1

c = |Ωn
c |ϕ†

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|ϕ†
cd(ũcd − wcd) + ∆tϕ†

c

∑
d∈V(c)

|Γcd| ũcd,

pour la quantité ϕ où ũcd est un flux de vitesse à déterminer, wcd correspond à la vitesse du
déplacement de maillage d’une face, et ϕ†

cd est un flux. En revenant aux quantités conservatives U ,
on doit donc résoudre

|Ωn+1
c |Un+1

c = |Ωn
c |U †

c + U †
c ∆t

∑
d∈V(c)

|Γcd| ũcd − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|U †
cd(ũcd − wcd).

Le choix de discrétisation de la vitesse matérielle ũcd est déterminant pour avoir un schéma globa-
lement conservatif. Pour cela, il suffit de prendre pour ũcd l’opposé de la première composante du
flux Gcd soit ucd. Ainsi, ce flux est donné explicitement dans le cas du schéma unidimensionnel par

ucd =
λ+u†

c + λ−u†
d

λ+ + λ− · ncd − ∆p†

λ+ + λ− .

Pour le flux Ucd, plusieurs choix sont possibles. Le plus naturel est d’utiliser le flux décentré amont
[CGK16] (ou flux upwind) suivant le flux de vitesse tel que Ucd = Uc si ucd − wcd > 0,

Ucd = Ud sinon,

qui correspond au schéma de Godunov d’ordre un. On peut l’écrire sous la forme d’un schéma de
type Godunov comme

Ucd = ucd − wcd

2 (Uc + Ud) − |ucd − wcd|
2 (Ud − Uc) .
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5.5. Schéma global

Ce schéma va donc naturellement diffuser les quantités et notamment la fraction volumique z. Dans
ce travail, nous considérons les fluides comme non-miscibles. Il existe de nombreuses techniques pour
limiter la diffusion de l’interface entre les phases. Ce problème sera traité au chapitre Chapitre 7.
L’étape de Transport est stable sous la condition sur le pas de temps

1
∆t > max

c

 1
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd| |(ucd − wcd)|

 . (5.4.0.1)

Remarque 6
Dans le cas d’une résolution par un schéma implicite de l’étape Lagrange, cette condition sur le
pas de temps est implicite [CGK16]. Elle doit donc être vérifiée entre la fin de l’étape Lagrange
et le début de l’étape de Transport. En pratique, si cette condition n’est pas vérifiée, on divise le
pas de temps par deux et on reprend le calcul de l’étape Lagrange.

5.5 Schéma global

Maintenant que nous avons détaillé la résolution du système (5.1.0.1) par la méthode de dé-
composition Lagrange-Transport, nous pouvons donner le schéma numérique global. Il est donné
par 

|Ωn+1
c |ρn+1

c = |Ωn
c |ρn

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd| ρ†
cd(u#

cd − w#
cd),

|Ωn+1
c |(ρy)n+1

c = |Ωn
c |(ρy)n

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd| (ρy)†
cd(u#

cd − w#
cd),

|Ωn+1
c |(ρu)n+1

c = |Ωn
c |(ρu)n

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|
(

(ρu)†
cd(u#

cd − w#
cd) + p#

cd

)
+ ∆t∇c ·

(
τ # + σn

)
,

|Ωn+1
c |(ρE)n+1

c = |Ωn
c |(ρE)n

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|
(

(ρE)†
cd(u#

cd − w#
cd) + p#

cdu
#
cd

)
+ ∆t∇c ·

(
τ #u# + σnu# − q#) ,

|Ωn+1
c |zn+1

c = |Ωn
c |zn

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd| zn
cd(u#

cd − w#
cd) + zn

c ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|u#
cd.

(5.5.0.1)
Ce schéma est clairement conservatif pour les équations de densité, de quantité de mouvement et
d’énergie totale. Sa version explicite est stable sous les conditions sur le pas de temps (5.2.1.3),
(5.2.2.1), (5.4.0.1), alors que sa version implicite est stable seulement sous la condition (5.4.0.1). Il
préserve les discontinuités de contact, à savoir les états u et p constants lorsque les effets de tension
de surface ne sont pas pris en compte [CGK16]. En effet, les effets capillaires provoquent un saut
de pression sur la discontinuité de contact, vérifiant la loi de Laplace. De plus, la formulation CSS
utilisée ici n’est pas équilibrée avec le flux de pression, ce qui peut produire des courants parasites,
bien connus dans la simulation numérique des effets capillaires [GLN+99, PS05, SPD+17].

Remarque 7
Le flux numérique global, donné dans (5.5.0.1) dépend lui même du pas de temps ∆t. En effet, les
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variables du flux avec l’exposant † sont mises à jour par l’étape Lagrange (5.3.0.1) qui dépend du
pas de temps. Ainsi, les solutions stationnaires dépendent du pas de temps. Nous pouvons considérer
les deux étapes comme une méthode implicite pour calculer le flux numérique associé à (5.5.0.1). En
pratique, cela n’empêche pas de converger vers une solution stationnaire qui ne dépend pas de ∆t.

5.6 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre le cadre général de la méthode de décomposition Lagrange-

Transport. Cette stratégie a ainsi été employé pour résoudre le système à cinq équations avec effets
visqueux, dissipation thermique et tension de surface sous la forme CSS.

Cette méthode consiste à résoudre successivement une première étape appelée étape Lagrange
puis une seconde étape appelée étape de Transport. La partie hyperbolique de l’étape Lagrange
est résolue avec un solveur de Riemann simple [PGM17], mais il est aussi possible d’utiliser un
solveur lagrangien de type GLACE ou EUCCLHYD [DM05, MABO07]. Une correction bas-Mach
doit être utilisée dans les deux méthodes pour que le schéma converge asymptotiquement vers la
limite incompressible des équations [DJOR16, Lab19]. Celles-ci seront détaillées dans le prochain
chapitre.

La discrétisation des termes dissipatifs est la même que celle employée pour résoudre la thermique
dans le solide. Pour traiter les effets de tension de surface, et l’aspect vraiment multidimensionnel,
le calcul des gradients de la fraction volumique aux faces est basé sur l’interpolation des gradients
aux nœuds par une méthode des moindres carrés. Les contraintes de stabilité sur le pas de temps de
l’étape Lagrange pouvant être très limitantes, nous en avons étendue la version implicite utilisée
dans [CGK16]. Ainsi, la stabilité globale n’est contrainte que par l’étape de Transport.

Cependant, le schéma construit dans cette partie n’est pas exempt de tous défauts. Premiè-
rement, il n’est que d’ordre un en espace et en temps, ce qui est insuffisant. La montée en ordre
permettra d’avoir des résultats plus précis et de limiter la diffusion numérique de l’interface entre
les phases considérées non-miscibles. Ce point sera traité dans le Chapitre 7. Deuxièmement, la
prise en compte des effets de tension de surface, bien que conservative, ne permet pas de préser-
ver les solutions équilibres du type loi de Laplace. Ainsi, lorsque le nombre de Weber, rapport des
forces d’inertie aux forces de tension superficielle, est petit, l’écoulement peut présenter des cou-
rants parasites comme on l’illustre dans le Chapitre 8. Ces courants sont des vitesses artificielles qui
proviennent de la mauvaise discrétisation de la divergence du tenseur capillaire face au gradient de
pression. Pour tenter de réduire leur amplitude, la prise en compte des effets de tension de surface
sous la forme CSF peut être employée. Celle-ci, bien que délicate à prendre en compte à cause du
produit non-conservatif, est étudiée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6

Résolution numérique du système
diphasique : approche
non-conservative
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Ce chapitre présente les outils numériques utilisés afin de résoudre l’écoulement diphasique par
une modélisation non-conservative des effets de tension de surface. Ce modèle, appelé formulation
CSF est largement utilisé dans la littérature et a été l’objet du développement de nombreuses
méthodes numériques [PS05, Bra07, ND15, GOR17, ZAGT20].

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une approche simple, basée sur les méthodes
de la littérature, pour résoudre le modèle à cinq équations en prenant en compte la tension de
surface sous la forme CSS. Cette forme conservative de la contribution des effets capillaires rend sa
prise en compte simple. Dans ce chapitre, nous allons considérer les effets de la tension de surface
sous la forme CSF, qui est quant à elle, plus délicate à traiter numériquement. Récemment, de
nombreux auteurs ont proposé des schémas pour traiter la tension de surface sous cette forme dans
un modèle compressible à deux phases, en incluant ce produit non-conservatif directement dans
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le solveur. Périgaud & al. [PS05] ont utilisé un schéma de type Godunov basé sur le solveur de
Riemann exact incluant la tension de surface. Plus tard, Braconnier & al. [Bra07] ont proposé un
solveur de Riemann approché avec la tension de surface, basé sur un schéma de relaxation. Nguyen
& al. [ND15] ont résolu le modèle à cinq équations avec un schéma basé sur un solveur de Riemann
de type Osher équilibré. Ensuite, le schéma HLLC [TSS94] a été étendu pour prendre en compte
la force de tension de surface par Garrick & al. [GOR17]. Dans le contexte de la méthode Level-
Set, Zou & al. [ZAGT20, ZGK+21] ont utilisé la stratégie de décomposition Lagrange-Transport de
Chalons & al. [CGK16] où les flux à l’interface contiennent la force de tension de surface.

L’objectif est donc d’adapter la méthode numérique présentée précédemment à la formula-
tion CSF, en construisant un schéma permettant de vérifier exactement la loi de Laplace à tra-
vers une interface stationnaire courbe. On rappelle que la partie hyperbolique de l’étape La-
grange est résolue soit avec un schéma de type Godunov basé sur un solveur de Riemann simple
de Gallice [Gal00, Gal02b, Gal02a, Gal03], soit avec un schéma lagrangien multidimensionnel
[DM05, MABO07, CM18]. L’utilisation d’un solveur simple permet de construire un schéma po-
sitif dans la phase lagrangienne, en prenant soin de vérifier de manière discrète la préservation de
certaines solutions stationnaires. Un schéma multidimensionnel, quant à lui, permet de prendre en
compte l’aspect multidimensionnel des écoulements et de la tension de surface.

Ainsi, nous allons présenter l’extension de la notion de schéma de type Godunov au cadre non-
conservatif basé sur un solveur de Riemann approché. La difficulté principale réside dans le fait que
le produit non-conservatif n’est pas défini par les concepts usuels de la théorie des distributions. Ce
point a été abordé dans [DMLM95], et ne sera pas abordé ici. La construction de schéma de type
Godunov non-conservatifs a déjà été abordé par plusieurs auteurs [Tou92, Gal02b, Gal02a, Par06,
CGP06, CLMRP08, AK10, CC17, CKMdL19].

Généralement, l’extension en dimension supérieure à un se fait en résolvant le problème de Rie-
mann approché sur chaque face séparant les cellules du maillage. Le schéma n’est donc pas purement
multidimensionnel puisqu’il n’utilise que le voisinage aux faces, et pas le voisinage aux nœuds. Des
schémas vraiment multidimensionnels ont d’abord été introduits pour la résolution de l’hydrodyna-
mique lagrangienne [DM05, MABO07]. Plusieurs travaux récents ont consisté à étendre la notion de
schéma multidimensionnel au cadre eulérien [Bal10, SYY14]. Récemment, Gallice & al. [GCLM22]
ont montré le lien profond entre le schéma lagrangien EUCCLHYD [MABO07] et la notion de schéma
de type Godunov. Ils ont alors introduit les schémas de type Godunov multidimensionnels, pour
obtenir un schéma numérique multidimensionnel, positif et entropique basé sur la notion de solveur
simple. Son extension aux problèmes avec terme source a été fait dans [Cha22, Gal23, DGCC+23].
Aussi, les effets de tension de surface étant un phénomène vraiment multidimensionnel, l’extension
de la théorie de schéma de type Godunov multidimensionnel au cadre non-conservatif basé sur un
solveur de Riemann approché s’avère intéressante, et une étude comparative des approches unidi-
mensionnelle et multidimensionnelle va être réalisée. L’extension de la tension de surface dans le
cadre lagrangien a déjà été étudiée dans [CHL20], mais à ce jour, elle n’a jamais été réalisé dans le
cadre eulérien.

Cependant, il est connu que les schéma de type Godunov nécessitent un traitement particulier
dans le régime bas-Mach [GV99, GM04, Rie11, Del10, DJOR16]. En effet, lorsque le nombre de Mach
tend vers 0, la solution discrète du schéma ne tend pas vers la limite asymptotique du modèle résolu.
Or, les applications visées nécessitent d’avoir un schéma numérique tout-régime, qui soit précis pour
les écoulements supersonique ou hypersonique comme pour les écoulements quasi incompressible.

Aussi, après avoir présenté la théorie des schémas de type Godunov non-conservatifs unidimen-
sionnels et multidimensionnels, nous appliquerons ces résultats au système à cinq équations avec
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tension de surface sous la forme CSF. Enfin, nous étudierons des corrections des schémas permettant
de capturer correctement la limite incompressible lorsque le nombre de Mach tend vers 0.

6.1 Schéma de type Godunov non-conservatif

6.1.1 Schéma de type Godunov unidimensionnel

Soit Ω un ouvert de R. On se donne une discrétisation de cet espace enN cellules ([xi− 1
2
, xi+ 1

2
])i∈Z

de taille ∆x = xi+ 1
2

− xi− 1
2
. Le temps est discrétisé par tn = n∆t pour n ∈ N, où ∆t > 0 est le

pas de temps. Dans l’approche des schémas de type volumes finis Cell-Centered qui est utilisée, la
notation ϕn

i est une approximation de

1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

ϕ(x, tn)dx,

pour toute quantité ϕ(x, t).
Nous considérons des systèmes hyperboliques unidimensionnels qui ont la forme suivante

∂tU + ∂xF (U) + P (U)∂xB(U) = 0, (6.1.1.1)

avec U , F et B vecteurs de Rd et P une matrice d× d où d est le nombre d’inconnues du système.
Comme rappelé dans le Chapitre 2, on suppose que le système (6.1.1.1) est muni d’un couple
entropie-flux (η, q) avec η une fonction strictement convexe vérifiant (2.5.0.3). On cherche en outre
la solution entropique satisfaisant l’inégalité d’entropie

∂tη(U) + ∂xq(U) + π(U)∂xβ(U) ≤ 0. (6.1.1.2)

On suppose ici qu’il existe une matrice π et un flux β vérifiant(
P
∂B

∂U

)t ∂η

∂U
= π

∂β

∂U
.

La construction de schéma numérique pour des systèmes non-conservatif de la forme (6.1.1.1) reste
un problème ouvert, notamment lorsque les quantités P (V ) et B(V ) peuvent être discontinues
en même temps. La classe de schémas Path-Conservative introduits par Parès [Par06] et Castro
[CGP06] est basée sur les travaux de la théorie de Dal Maso & al. [DMLM95]. Ces schémas sont
une extension des travaux de Toumi sur la formulation faible du solveur de Roe [Tou92]. Il est mis
en évidence dans [CLMRP08] que la convergence de tels schémas vers la solution faible ne peut être
obtenue que si la diffusion numérique est nulle. Ce résultat est illustré dans [AK10], où même avec le
bon chemin, le schéma écrit sous forme non-conservative ne converge pas. L’idée d’avoir un schéma
sans diffusion numérique a été reprise dans [CC17], afin de construire un schéma Path-Conservative
basé sur la méthode de tirage aléatoire de Glimm, appliqué à la dynamique des gaz dans le cadre
lagrangien. Dans ces travaux, on se contentera uniquement des configurations où de tels théories et
schémas ne sont pas nécessaires, c’est-à-dire, lorsque le sens du produit non-conservatif est clairement
défini. C’est le cas par exemple du modèle à sept équations de Baer & Nunziato [BN86], du système
à cinq équations de Kapila [KMB+01], des équations de Saint-Venant avec fond, ou encore de la
Magnétohydrodynamique et du système de Powell, pour lesquels les quantités P (V ) et B(V ) ne
sont pas discontinues en même temps.
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Un schéma de type Godunov est basé sur la résolution du problème de Riemann suivant

∂tU + ∂xF (U) + P (U)∂xB(U) = 0, U(x, 0) = U0(x) =

 Ul si x < 0,
Ur si 0 ≤ x.

(6.1.1.3)

Soit W (x/t; Ul,Ur), une approximation du problème de Riemann défini par le système (6.1.1.3) à
chaque interface entre les états gauche et droit Ul,Ur. La fonction auto-similaire W est telle que

• W (x/t; Ul,Ur) = Ul pour −x/t suffisamment grand,
• W (x/t; Ul,Ur) = Ur pour x/t suffisamment grand.

De plus, le solveur doit être consistant dans le sens où W (x/t; U ,U) = U . Sur une face i+ 1
2 , on

utilisera régulièrement la notation

Wi+ 1
2

= W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

)
.

Nous allons maintenant énoncer quelques définitions générales.

Définition 7 (Schéma de type Godunov [Har83])
Le solveur de Riemann W induit un schéma de type Godunov tel que

Un+1
i = 1

2

(
U+

i− 1
2

+ U−
i+ 1

2

)
, (6.1.1.4)

avec

U+
i− 1

2
= 2

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t ; Ui−1,Ui

)
dx, U−

i+ 1
2

= 2
∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

)
dx.

(6.1.1.5)

Cette définition illustre la forme d’un schéma de type Godunov (voir Fig. 6.1). La solution est
mise à jour dans chaque cellule par la résolution d’un problème de Riemann à chaque interface. Le
solveur de Riemann peut être exact ou approché. Dans le paradigme des volumes finis, cette forme

tn + ∆t

xi
xi− 1

2
xi+ 1

2

Un
i−1 Un

i Un
i Un

i+1

Fig. 6.1. Illustration d’un schéma de type Godunov basé sur un solveur de Riemann.

en elle même n’est pas évidente à utiliser en pratique. Il est préférable de définir des flux numériques
basés sur le solveur de Riemann W .
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Définition 8 (Flux numériques associés au solveur de Riemann)
Soit F

+
i− 1

2
et F

−
i+ 1

2
les flux numériques associés au solveur de Riemann sur les faces i− 1

2 et i+ 1
2

de la cellule i. Par intégration de (6.1.1.1) sur leur domaine spatio-temporel respectif, ces flux nu-
mériques sont donnés par

F
+
i− 1

2
= F (Ui) − ∆x

2∆tUi + 1
∆t

∫ xi

x
i− 1

2

Wi− 1
2
dx+

(
P ∆B

)+
i− 1

2
,

F
−
i+ 1

2
= F (Ui) + ∆x

2∆tUi − 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

Wi+ 1
2
dx−

(
P ∆B

)−
i+ 1

2
.

(6.1.1.6)

où
(
P ∆B

)+
i− 1

2
et
(
P ∆B

)−
i+ 1

2
sont deux approximations du terme non-conservatif vérifiant

(
P ∆B

)+
i− 1

2
≃
∫ xi

x
i− 1

2

P (U)∂xB(U)dx et
(
P ∆B

)−
i+ 1

2
≃
∫ x

i+ 1
2

xi

P (U)∂xB(U)dx.

Cette définition des flux est identique à [GCLM22] sans produit non-conservatif et similaire à
[Gal23, DGCC+23] dans le cas d’un terme source et où le solveur de Riemann est basé sur un solveur
simple. On adopte la notation Fi = F (Ui) dans la suite. On a alors le Lemme suivant.

Lemme 1
La définition précédente équivaut à

2
∆x

∫ xi

x
i− 1

2

Wi− 1
2
dx = Ui + 2∆t

∆x

(
F

+
i− 1

2
− Fi

)
− 2∆t

∆x
(
P ∆B

)+
i− 1

2
,

2
∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

Wi+ 1
2
dx = Ui + 2∆t

∆x

(
Fi − F

−
i+ 1

2

)
− 2∆t

∆x
(
P ∆B

)−
i+ 1

2
.

On peut alors réécrire (6.1.1.4) sous la forme non-conservative suivante

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
F

−
i+ 1

2
− F

+
i− 1

2

)
− ∆t

∆x

((
P ∆B

)−
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)+
i− 1

2

)
. (6.1.1.7)

Les flux numériques (6.1.1.6) sont non-conservatifs dans le sens où F
−
i+ 1

2
− F

+
i+ 1

2
̸= 0. D’après

la définition des flux (6.1.1.6), on a la relation

F
+
i+ 1

2
− F

−
i+ 1

2
= ∆F + P ∆B + 1

∆t

∫ xi+1

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx, (6.1.1.8)

avec les notations

P ∆B =
(

(P ∆B)−
i+ 1

2
+ (P ∆B)+

i+ 1
2

)
, ∆F = Fi+1 − Fi, et U0 = U0(x).

En remarquant que les flux F
±
i+ 1

2
vérifient la relation

F
±
i+ 1

2
= 1

2

(
F

+
i+ 1

2
+ F

−
i+ 1

2

)
± 1

2

(
F

+
i+ 1

2
− F

−
i+ 1

2

)
,
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ils peuvent être réécrits comme comme

F
±
i+ 1

2
= 1

2

Fi + Fi+1 − 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx−

∫ xi+1

x
i+ 1

2

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx


± 1

2

(
∆F + P ∆B + 1

∆t

∫ xi+1

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx
)

+ 1
2∆(P ∆B)i+ 1

2
,

(6.1.1.9)

avec
∆(P ∆B)i+ 1

2
=
(
P ∆B

)+
i+ 1

2
−
(
P ∆B

)−
i+ 1

2
.

Maintenant que nous avons explicité la forme des flux numériques F
±
i+ 1

2
, il reste à définir les ap-

proximations du produit non-conservatif

P ∆B
+
i+ 1

2
et P ∆B

−
i+ 1

2
. (6.1.1.10)

Plusieurs choix sont possibles. L’analyse avec le cas conservatif va nous permettre de donner une
bonne définition. En effet, dans le cas dégénéré où P = Id la matrice identité, il suffit de définir

∆B
∓
i± 1

2
= ±(B∓

i± 1
2

− Bi),

avec B
∓
i+ 1

2
= B

∓
i+ 1

2
(Ui,Ui+1) un flux consistant dépendant des états gauches et droits, et la notation

Bi = B (Ui), pour que la définition des flux soit consistante avec le système (6.1.1.1). Dans le cas
où P ̸= Id, on verra dans la suite que la relation de consistance nécessite de définir le terme P ∆B
tel que

P ∆Bi+ 1
2

=
(

(P ∆B)−
i+ 1

2
+ (P ∆B)+

i+ 1
2

)
,

qui correspond à l’approximation du produit non-conservatif sur la face i+ 1
2 . On suppose l’existence

d’un matrice P telle que P (U ,U) = P (U), et telle que par construction

P ∆Bi+ 1
2

≃
∫ xi+1

xi

P (U)∂xB(U)dx ≃ P i+ 1
2

(Ui,Ui+1) (Bi+1 − Bi) . (6.1.1.11)

Il est aussi possible de définir les termes non-conservatifs (6.1.1.10) de la manière suivante

P ∆B
+
i+ 1

2
= P

+
i+ 1

2

(
Bi+1 − B

+
i+ 1

2

)
et P ∆B

−
i+ 1

2
= P

−
i+ 1

2

(
B

−
i+ 1

2
− Bi

)
,

avec P
±
i+ 1

2
= P

±
i+ 1

2
(Ui,Ui+1). En choisissant une discrétisation centré de B

±
i+ 1

2
, telle que B

±
i+ 1

2
=

(Bi+1 + Bi) /2, on a alors

P ∆Bi+ 1
2

= 1
2

(
P

+
i+ 1

2
+ P

−
i+ 1

2

)
(Bi+1 − Bi) .

Le lien avec la définition (6.1.1.11) est évident, on a

P i+ 1
2

= 1
2

(
P

+
i+ 1

2
+ P

−
i+ 1

2

)
.
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Remarque 8
La discrétisation de ce terme sera discuté plus tard, au regard de la préservation des solutions
équilibres. On a donc une approximation d’ordre un du terme non-conservatif. Pour avoir un schéma
d’ordre deux vis-à-vis du terme non-conservatif, il est nécessaire d’introduire une approximation
centré de P ∂xB dans chacune des cellules (voir [Bou04] par exemple). Ce point sera traité dans le
chapitre suivant.

L’écriture des flux sous la forme (6.1.1.9) permet entre autres de réécrire le schéma sous diffé-
rentes formes intéressantes.

• La première

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
H

−
i+ 1

2
− H

+
i− 1

2

)
− ∆t

2∆x

((
P ∆B

)
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)
i− 1

2

)
. (6.1.1.12)

avec

H
±
i+ 1

2
= 1

2

Fi + Fi+1 − 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx−

∫ xi+1

x
i+ 1

2

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx


± 1

2

(
∆F + P ∆B + 1

∆t

∫ xi+1

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx
)
.

On peut voir sous cette forme que le schéma numérique est composé d’un flux classique
constitué d’une partie centrée et d’une partie de diffusion, et d’un traitement centré du
terme non-conservatif.

• La seconde

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
H i+ 1

2
− H i− 1

2

)
+ ∆t

∆x

(
Ei+ 1

2
+ Ei− 1

2

)
. (6.1.1.13)

avec

H i+ 1
2

= 1
2

Fi + Fi+1 − 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx−

∫ xi+1

x
i+ 1

2

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx

 ,

et
Ei+ 1

2
= 1

2

(
∆F + 1

∆t

∫ xi+1

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx
)
.

Du point de vue de la mise en œuvre dans un code de calcul, cette forme est très attrayante :
il suffit de se doter d’un solveur de Riemann exact ou approché, d’être capable d’évaluer
seulement son intégrale, et le schéma est simple. Le terme non-conservatif est toujours pré-
sent, mais contenu dans le solveur de Riemann. Le schéma est toujours non-conservatif par
la présence des termes Ei± 1

2
.

6.1.1.1 Stabilité

La stabilité du schéma numérique est assurée si la solution reste dans l’ensemble des solutions ad-
missibles. Cette propriété peut être garantie si la solution est constituée d’une combinaison convexe
de solutions admissibles. La propriété suivante donne une condition de stabilité sur le pas de temps.
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Proposition 4
Soit ξmax

i− 1
2

et ξmin
i+ 1

2
deux vitesses positives telles que

• ∀ξ ≥ ξmax
i− 1

2
, Wi+ 1

2
− Ui = 0,

• ∀ξ ≤ −ξmin
i+ 1

2
, Wi− 1

2
− Ui = 0.

Le schéma défini par (6.1.1.4) et (6.1.1.5) est stable sous la condition

∀i, 1
∆t ≥

ξmax
i− 1

2
+ ξmin

i+ 1
2

∆x .

Démonstration. Le schéma peut être réécrit sous la forme

Un+1
i = Un

i + 1
∆x

∫ xi

x
i− 1

2

(
Wi+ 1

2
− Ui

)
dx+

∫ x
i+ 1

2

xi

(
Wi− 1

2
− Ui

)
dx

 .

D’après la définition de ξmax
i− 1

2
et ξmin

i+ 1
2
, l’équation précédente devient

Un+1
i =

1 −
ξmax

i− 1
2

+ ξmin
i+ 1

2

∆x ∆t

Un
i + 1

∆x

∫ ξmin
i+ 1

2
∆t

x
i− 1

2

Wi+ 1
2
dx+

∫ x
i+ 1

2

ξmax
i− 1

2
∆t

Wi− 1
2
dx

 .

Si les quantités Ui, Wi+ 1
2

et Wi+ 1
2

sont admissibles, alors la solution est constituée d’une combi-
naison convexe de solutions admissibles sous la condition sur le pas de temps.

6.1.1.2 Conservation

Dans le cadre des schémas classiques de type Godunov, la conservation est obtenue de manière
classique par l’égalité sur chaque interface des flux donnés par (6.1.1.6) i.e. F

+
i+ 1

2
− F

−
i+ 1

2
= 0 ce

qui n’est pas encore le cas ici. La définition de la consistance avec la forme intégrale, similaire
à [HLvL83], va nous permettre d’énoncer une proposition sur la conservation des flux. Même si
le système étudié est non-conservatif, on parle de flux conservatif dans le sens où, sans produit
non-conservatif, les flux sont égaux de part et d’autre de l’interface .

Définition 9 (Consistance avec la forme intégrale [Gal02a])
Le solveur de Riemann W est consistant avec la forme intégrale de (6.1.1.1) si et seulement si il
existe une approximation du terme non-conservatif P ∆B telle que

1
∆t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

(
W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

)
− U0

)
dx+ ∆F + P ∆B = 0. (6.1.1.14)

Dans ce cas, (6.1.1.4) est appelé schéma de type Godunov conservatif.

Proposition 5 ([Gal02a])
Le schéma de type Godunov induit par le solveur de Riemann W associé à l’approximation du terme
non-conservatif P ∆B est consistant avec la forme intégrale si et seulement si

F
+
i+ 1

2
− F

−
i+ 1

2
= 0.
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Démonstration. D’après l’équation (6.1.1.8), la relation (6.1.1.14) est vraie si et seulement si F
+
i+ 1

2
−

F
−
i+ 1

2
= 0.

Cette dernière proposition permet de faire deux remarques sur les schémas précédents.
• Si le schéma (6.1.1.4) possède des flux conservatifs, alors (6.1.1.12) devient

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
H i+ 1

2
− H i− 1

2

)
− ∆t

2∆x

((
P ∆B

)
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)
i− 1

2

)
,

avec H
±
i+ 1

2
= H i+ 1

2
.

• De plus, on peut voir que sans terme non-conservatif, les termes Ei± 1
2

s’annulent dans
(6.1.1.13) et le schéma a exactement la forme d’un schéma de type Godunov, avec un flux
composé d’une partie centrée et d’une partie de diffusion. On retrouve alors exactement les
définitions et propositions énoncées dans [HLvL83].

6.1.1.3 Entropie

De la même façon que précédemment, nous allons énoncer des définitions similaire concernant
l’entropie.
Définition 10
Soit q−

i+ 1
2

et q−
i+ 1

2
les flux d’entropie associés au solveur de Riemann sur les faces i− 1

2 et i+ 1
2 de

la cellule i. Par intégration sur leur domaine spatio-temporel respectif, ces flux sont donnés par

q+
i− 1

2
= qi − ∆x

2∆tηi + 1
∆t

∫ xi

x
i− 1

2

η
(

Wi− 1
2

)
dx+

(
π∆β

)+
i− 1

2
,

q−
i+ 1

2
= qi + ∆x

2∆tηi − 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(

Wi+ 1
2

)
dx−

(
π∆β

)−
i+ 1

2
.

(6.1.1.15)

en notant qi = q(Ui) et ηi = η(Ui), et où
(
π∆β

)−
i+ 1

2
et
(
π∆β

)+
i− 1

2
sont deux approximations du

terme non-conservatif vérifiant(
π∆β

)+
i− 1

2
≃
∫ xi

x
i− 1

2

π(U)∂xβ(U)dx,
(
π∆β

)−
i+ 1

2
≃
∫ x

i+ 1
2

xi

π(U)∂xβ(U)dx.

On a en outre le Lemme suivant.
Lemme 2
La définition précédente équivaut à

2
∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(

Wi− 1
2

)
dx = ηi + 2∆t

∆x

(
q+

i− 1
2

− qi

)
− 2∆t

∆x
(
π∆β

)+
i− 1

2
,

2
∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(

Wi+ 1
2

)
dx = ηi + 2∆t

∆x

(
qi − q−

i+ 1
2

)
− 2∆t

∆x
(
π∆β

)−
i+ 1

2
.

D’après la convexité de l’entropie et l’inégalité de Jensen, on a

ηn+1
i ≤ ηn

i − ∆t
∆x

(
q−

i+ 1
2

− q+
i− 1

2

)
− ∆t

2∆x

((
π∆β

)−
i+ 1

2
+
(
π∆β

)+
i− 1

2

)
.

Cette inégalité n’est rien d’autre que l’équivalent de (6.1.1.7) pour l’entropie.
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On note, par analogie avec l’approximation du produit non-conservatif, le terme

π∆β =
(
π∆β

)+
i+ 1

2
+
(
π∆β

)−
i+ 1

2
.

De même que l’égalité des flux permet d’avoir un schéma conservatif, il est nécessaire de s’assurer que
l’entropie décroît afin d’avoir un schéma numérique entropique. On impose donc au flux d’entropie
de vérifier q−

i+ 1
2

≥ q+
i+ 1

2
. Nous avons alors la définition suivante.

Définition 11 (Consistance avec la forme intégrale de l’inégalité d’entropie [Gal02a])
Le solveur de Riemann W est consistant avec la forme intégrale de (6.1.1.2) si et seulement si il
existe une approximation du terme non-conservatif π∆β telle que

1
∆t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

(
η

(
W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

))
− η0

)
dx+ ∆q + π∆β ≤ 0. (6.1.1.16)

avec η0 = η (U0(x)). Dans ce cas, le schéma (6.1.1.4) a des flux entropiques et est appelé schéma
de type Godunov entropique.

Proposition 6
Le schéma de type Godunov induit par le solveur de Riemann W associé à l’approximation du terme
non-conservatif π∆β est consistant avec la forme intégrale de l’inégalité d’entropie si et seulement
si

q+
i+ 1

2
− q−

i+ 1
2

≤ 0.

Démonstration. D’après l’expression des flux d’entropie (6.1.1.15), on a directement

q+
i+ 1

2
− q−

i+ 1
2

= 1
∆t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

(
η

(
W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

))
− η0

)
dx+ ∆q + π∆β.

Ainsi, l’inégalité (6.1.1.16) est vérifiée si et seulement si q+
i+ 1

2
−q−

i+ 1
2

≤ 0. Cela conclu la preuve.

6.1.1.4 Solution équilibre

Il est essentiel d’avoir des schémas qui préservent les solutions stationnaires. Dans un premier
temps, nous donnons la définition de la solution d’équilibre au sens de Gallice [Gal02b, Gal02a].

Définition 12 (Solution d’équilibre)
Nous appelons solution d’équilibre une séquence (Ui)i qui vérifie à chaque interface

U+
i+ 1

2
= Ui+1, U−

i+ 1
2

= Ui+1.

Définition 13 (Solution d’équilibre fort)
Nous appelons solution d’équilibre fort une séquence (Ui)i qui vérifie W (x/t; Ui,Ui+1) = Ui si x/t ≤ 0,

W (x/t; Ui,Ui+1) = Ui+1 si x/t > 0.
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Chapitre 6. Résolution numérique du système diphasique : approche non-conservative

Une solution d’équilibre fort est évidemment une solution d’équilibre. Nous avons la proposition
suivante.

Proposition 7 (Relation de consistance d’une solution équilibre [Gal02a])
Une solution d’équilibre et d’équilibre fort vérifie la relation de consistance

∆F + P ∆B = 0.

Démonstration. On rappelle que la relation de consistance (6.1.1.14) est donnée par

1
∆t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

(
W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Ui,Ui+1

)
− U0

)
dx+ ∆F + P ∆B = 0.

Si l’on considère une solution d’équilibre fort, l’intégrale disparaît, et le résultat est obtenu.

Ce résultat montre que les solutions d’équilibre vérifient un équilibre aux faces. Le fait d’avoir un
schéma qui vérifie l’équilibre et/ou l’équilibre fort est bien plus puissant que de vérifier simplement
un équilibre au niveau de la cellule. Il est facile de vérifier qu’un tel schéma préserve les états
stationnaires

∀i, Un+1
i = Un

i .

Cette question a notamment été abordée dans [Bou04].

6.1.2 Schéma de type Godunov multidimensionnel

L’objectif de cette section est de généraliser les résultats précédents en dimension supérieure. On
se contentera ici de la dimension 2. Considérons tout d’abord un domaine ouvert Ω ∈ R2 discrétisé
en N cellules Ωc telles que V(c) est l’ensemble des cellules voisines de la cellule Ωc par les faces. |Ωc|
est la surface de la cellule Ωc. Le centre de masse xc de la cellule Ωc est défini comme suit

xc = 1
|Ωc|

∫
Ωc

xdx.

On note N (c) l’ensemble des nœuds de la cellule Ωc. La longueur de la face f commune aux cellules
c et d est |Γf | = |Γcd|, et |Γncf | = |Γcd|/2 est la demi-longueur attachée au nœud n, et nf = ncd est
le vecteur unitaire normal à Γcd tel que ncd = −ndc (voir Fig. 6.2). Enfin, SF(nc) est l’ensemble des
faces de Ωc attachées au nœud n. En deux dimensions, il n’y en a toujours que deux. On utilisera
parfois la notation SF(n) pour définir cette fois l’ensemble des faces attachées au nœud n. Dans le
cas d’un maillage cartésien en deux dimensions, cette ensemble est composé de quatre faces. Enfin,
on note xn+ et xn− les nœuds qui constituent la face f .

Le temps est toujours discrétisé par tn = n∆t pour n ∈ N, où ∆t > 0 est le pas de temps.
Dans l’approche des volumes finis centrés sur les cellules qui est utilisée, la notation ϕn

c est une
approximation de

1
|Ωc|

∫
Ωc

ϕ(x, tn)dx,

pour toute quantité ϕ(x, t).
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•xn−

•

•
xc

•
•

xn+

•

•
xf

•

•
xd

nf

Ωc

Ωd

Γf

(a)

•
xn

nncf
Γcd

Ωc

Ωd

(b)

Fig. 6.2. Notations associées au maillage 2D concernant la face f (a) et le nœud n (b).

En dimension supérieure à un, le système (6.1.1.1) s’écrit

∂tU + ∇ · F (U) + P (U)∇ · B(U) = 0. (6.1.2.1)

On le suppose toujours équipé d’un couple entropie-flux (η, q) avec η une fonction strictement
convexe vérifiant (2.5.0.3). On cherche encore la solution entropique satisfaisant l’inégalité d’entropie

∂tη(U) + ∇ · q(U) + π(U)∇ · β(U) ≤ 0.

Une extension directe des schémas classiques de type Godunov au cas multidimensionnel consiste
à considérer le solveur de Riemann W dans la direction associée à la normale à la face. Ainsi
Wcf = Wcf (ξ; Ul,Ur,nf ) où ξ = x · nf/t est une variable auto-similaire. Wcf est la solution
exacte ou approchée du problème de Riemann sur la face f de la cellule c

∂tU + ∇ · F (U) + P (U)∇ · B(U) = 0,

U(x · nf , 0) = U0(x · nf ) =

 Uc = Ul si x · nf < 0,
Ud = Ur si 0 ≤ x · nf .

Cependant, il est également possible d’associer au solveur de Riemann une dépendance nodale, à la
manière des schémas lagrangiens GLACE [DM05] ou EUCCLHYD [MABO07]. Cette formulation
a été nouvellement introduite dans [GCLM22]. Cela implique que le solveur de Riemann devient
Wncf = Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) où Pn est un paramètre nodal associé à n. Dans [DM05, MABO07,
GCLM22], Pn correspond à la vitesse du nœud. Contrairement à un schéma lagrangien, il n’est
pas évident de voir l’intérêt de déterminer une telle vitesse dans un cadre eulérien. Son utilité a
été montré dans [GCLM22]. On peut cependant imaginer d’autres choix pour le paramètre nodal
comme la pression au nœud. La fonction auto-similaire Wncf est toujours telle que

• Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) = Uc pour −ξ suffisamment grand,
• Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) = Ud pour ξ suffisamment grand,
• Wncf (ξ; U ,U ,Pn,nf ) = U .

De plus, on suppose que le solveur est symétrique dans le sens où

Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) = Wndf (−ξ; Ud,Uc,Pn,nf ) . (6.1.2.2)
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La normale nf agit de la manière suivante

Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,−nf ) = −Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) . (6.1.2.3)

Maintenant, par analogie avec le cas unidimensionnel, nous allons énoncer la définition d’un schéma
de type Godunov multidimensionnel.

Définition 14 (Schéma de type Godunov multidimensionnel)
Soit (αncf )ncf une séquence de réels positifs associée à la cellule c telle que∑

n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

αncf = 1.

Le solveur de Riemann Wncf induit un schéma de type Godunov multidimensionnel tel que

Un+1
c =

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

αncf Uncf , (6.1.2.4)

avec
Uncf = Uc + |Γncf |∆t

αncf |Ωc|

∫ 0

−∞
(Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) − Uc) dξ. (6.1.2.5)

Généralement, on introduit le périmètre |∂Γc| de la cellule c et on définit la séquence (αncf )ncf

telle que
αncf = |Γncf |

|∂Γc|
, |∂Γc| =

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |.

Un schéma de type Godunov basé sur une solveur de Riemann Wncf nécessite l’introduction d’un
flux numérique associé, afin d’écrire le schéma dans le formalisme des volumes finis.

Définition 15 (Flux associé au solveur de Riemann multidimensionnel)
Soit F ncf = F ncf (Uc,Ud,Pn,nf ) le flux numérique associé au solveur de Riemann Wncf . Par
intégration spatio-temporelle, ce flux est donné par

F ncf = Fc · nf −
∫ 0

−∞
(Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) − Uc) dξ −

(
P ∆B

)
ncf

· nf .

où
(
P ∆B

)
ncf

· nf est une approximation du terme non-conservatif telle que

∆t
∫ 0

−∞
P (U)∂nB(U)dξ ≃

(
P ∆B

)
ncf

· nf . (6.1.2.6)

Un abus de notation est fait quand à l’intégration de (6.1.2.6). En effet, l’intégrale n’est pas
réellement sur un domaine infini mais plutôt sur le support de Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) − Uc. Par
simplicité, on gardera cette notation. La définition des flux permet déduire le Lemme suivant, afin
de construire un schéma volumes finis.

Lemme 3
La définition précédente équivaut à∫ 0

−∞
(Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) − Uc) dξ = −

(
F ncf − Fc · nf +

(
P ∆B

)
ncf

· nf

)
.
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6.1. Schéma de type Godunov non-conservatif

En remarquant que ∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |nf = 0,

on peut écrire (6.1.2.4) sous la forme

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

F ncf +
(
P ∆B

)
ncf

· nf

)
. (6.1.2.7)

La définition du solveur de Riemann avec un paramètre nodal induit un schéma de type volumes
finis Cell-Centered où les flux sont évalués autour des nœuds (voir Fig. 6.3). Ainsi, dans notre
configuration 2D, sur une même face, il existe deux flux numériques de chaque côté de la face
(voir Fig. 6.3.a). De plus, autour d’un nœud attaché à une cellule, il y a deux flux distincts (voir
Fig. 6.3.b) pour une même face.

•xn−

•

•
xc

•
•

xn+

• •

•
xd

‚
Fn−cf ‚

Fn−df

‚Fn+cf ‚Fn+df

Ωc

Ωd

(a)

•
xn

‚

‚
‚

Fndf

‚
Fncf

‚

‚

‚‚

Ωc

Ωd

(b)

Fig. 6.3. Pour un maillage 2D, représentation schématique des flux évalués sur une face f (a) et
des flux évalués autour d’un nœud (b).

Remarque 9
En ce qui concerne le produit non-conservatif, on appliquera les mêmes préceptes que dans le cas
unidimensionnel. À l’ordre un en espace, on supposera l’existence d’une matrice P consistante avec
P . Dans le contexte multidimensionnel, cette matrice P peut être associée à une face, ou à un
nœud. De plus, il n’y a pas de raison qu’elle ne dépende pas non plus du paramètre nodal Pn. On
discutera de l’influence de ce choix dans la section traitant des solutions équilibres. Le cas de l’ordre
deux sera abordé dans le prochain chapitre.

La proposition suivante permet de donner une écriture unifiée des flux numériques. Cette écriture
permettra de mettre en évidence le caractère conservatif ou non-conservatif des flux.

Proposition 8
Soit F

±
nf les flux tels que F

−
nf = F ncf et F

+
nf = −F ndf , alors F

±
nf peut s’écrire sous la forme

F
±
nf = 1

2

[
(Fc + Fd) · nf −

(∫ 0

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ −

∫ ∞

0
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ

)]
± 1

2

[(
∆F + P ∆B

)
· nf +

∫ ∞

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)dξ)

]
+ 1

2∆ (P ∆B) · nf ,

(6.1.2.8)
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avec la notation Wncf (ξ) = Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) ainsi que celles du terme non-conservatif

P ∆B =
(
P ∆B

)
ncf

+
(
P ∆B

)
ndf

. (6.1.2.9)

et
∆ (P ∆B) =

(
P ∆B

)
ndf

−
(
P ∆B

)
ncf

.

Démonstration. Le flux F ndf = F ndf (Ud,Uc,Pn,−nf ), n’est autre que le flux de la cellule d attaché
au nœud n sur la face f . On ne considère pas a priori l’égalité des flux dans le sens où F ncf +F ndf ̸= 0.
La conservation du schéma est traitée dans la suite. Le flux est donné par

F ndf = Fd · (−nf ) −
∫ 0

−∞
(Wndf (ξ; Ud,Uc,Pn,−nf ) − Ud) dξ +

(
P ∆B

)
ndf

· (−nf ), (6.1.2.10)

où
(
P ∆B

)
ndf

· (−nf ) est une approximation du terme non-conservatif tel que

∆t
∫ 0

−∞
P (U)∂nB(U)dξ ≃

(
P ∆B

)
ndf

· (−nf ).

De plus, en utilisant les hypothèses (6.1.2.2) et (6.1.2.3), l’intégrale du solveur de Riemann dans
l’expression du flux (6.1.2.10) n’est autre que∫ 0

−∞
Wndf (ξ; Ud,Uc,Pn,−nf ) dξ =

∫ ∞

0
Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) dξ.

On a formellement les relations

F ncf + F ndf

2 = −1
2

[(
∆F + P ∆B

)
· nf +

∫ ∞

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)dξ)

]
,

et

F ncf − F ndf

2 = 1
2

[
(Fc + Fd) · nf −

(∫ 0

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ −

∫ ∞

0
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ

)]
+ 1

2∆P ∆B · nf ,

En remarquant que

F
±
nf = F ncf − F ndf

2 ∓
F ncf + F ndf

2 ,

on obtient l’expression du flux F
±
nf donnée dans la proposition.

Il est alors possible, de la même manière que pour le cadre unidimensionnel, d’écrire (6.1.2.7)
sous les formes intéressantes suivantes

• La première

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

Hncf + 1
2P ∆B · nf

)
, (6.1.2.11)
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avec

Hncf = 1
2

[
(Fc + Fd) · nf −

(∫ 0

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ −

∫ ∞

0
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ

)]
− 1

2

[(
∆F + P ∆B

)
· nf +

∫ ∞

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)dξ)

]
.

et le terme non-conservatif défini par (6.1.2.9).
• La seconde

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(
Hnf − Enf

)
, (6.1.2.12)

avec

Hnf = 1
2

[
(Fc + Fd) · nf −

(∫ 0

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ −

∫ ∞

0
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ

)]
,

et
Enf = 1

2

[
∆F · nf +

∫ ∞

−∞
(Wncf (ξ) − U0(ξ)) dξ

]
.

Les deux formes sont exactement les mêmes que celles données dans le cas unidimensionnel (6.1.1.12)
et (6.1.1.13), sauf que le solveur de Riemann a maintenant une dépendance nodale. Dans le seconde,
la contribution du terme non-conservatif n’est pas visible a priori, mais elle est néanmoins pris en
compte dans le solveur de Riemann.

6.1.2.1 Stabilité

Nous allons maintenant énoncer la condition de stabilité du schéma défini par (6.1.2.4) et
(6.1.2.5).

Proposition 9
Soit ξmin

ncf un réel positif tel que ∀ξ ≤ −ξmin
ncf , Wncf (ξ) − Uc = 0. Le schéma défini par (6.1.2.4) et

(6.1.2.5) est stable sous la condition suivante

1
∆t > max

c

 1
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |ξmin
ncf

 .

Démonstration. D’après (6.1.2.4) et (6.1.2.5), il vient que

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

∫ 0

−∞
|Γncf | (Wncf (ξ) − Uc) dξ.

Cette définition de ξmin
ncf donne

Un+1
c =

1 − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |ξmin
ncf

Uc + ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
∫ 0

−ξmin
ncf

Wncf (ξ) dξ.
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De cette dernière équation, on peut déduire que si Uc et Wncf sont inclus dans l’ensemble des
solutions admissibles, alors Un+1

c est également admissible et le schéma est stable, à condition que

∀c, ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |ξmin
ncf ≤ 1.

6.1.2.2 Conservation

Il est nécessaire de définir le sens d’un schéma conservatif dans le contexte présent, où le système
étudié n’est pas conservatif.

Définition 16 (Schéma conservatif)
Le schéma volumes finis (6.1.2.7) pour le système non-conservatif (6.1.2.1) est conservatif si et
seulement si∑

c

|Ωc|Un+1
c =

∑
c

|Ωc|Un+1
c − ∆t

∑
c

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(
P ∆B

)
ncf

· nf .

Cette définition est cohérente avec la définition de la conservation sans terme non-conservatif.

Le schéma de type Godunov multidimensionnel peut être conservatif dans un sens non-classique,
c’est-à-dire F ncf + F ndf ̸= 0. Cette idée a été utilisée pour construire des schémas pour l’hydro-
dynamique lagrangienne [DM05, MABO07], et formalisée comme définissant une nouvelle classe
de schémas de type Godunov dans [GCLM22]. Nous allons d’abord énoncer la consistance non-
classique du solveur de Riemann avec la forme intégrale, et montrer que le flux associé au solveur de
Riemann Wncf induit un schéma de type Godunov multidimensionnel où les flux sont conservatifs
non-classiques.

Définition 17 (Consistance non-classique avec la forme intégrale)
Le solveur de Riemann Wncf est consistant de manière non-classique avec la forme intégrale
(6.1.2.1) si et seulement si il existe une approximation du terme non-conservatif P ∆B telle que∑

f∈SF(nc)

|Γncf |
[∫ ∞

−∞
(Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,nf ) − U0(ξ)) dξ +

(
∆F + P ∆B

)
· nf

]
= 0, (6.1.2.13)

Dans ce cas, (6.1.2.4) est appelé schéma de type Godunov conservatif non-classique.

Proposition 10 (Flux conservatif non-classique)
Si le solveur de Riemann Wncf est consistant de manière non-classique avec la forme intégrale, alors
le schéma de type Godunov (6.1.2.4) induit par le solveur de Riemann possède des flux conservatifs
non-classiques associés à Wncf et P ∆B.

Démonstration. Ici, le flux est toujours non-conservatif au sens classique. D’après la définition d’un
schéma conservatif (voir Def. 16), il suffit d’avoir l’égalité suivante∑

c

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |F ncf = 0,
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qui s’écrit, en manipulant les sommes∑
n

∑
c∈C(n)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |F ncf = 0.

Ici, C(n) désigne l’ensemble des cellules attachées au nœud n. Une condition suffisante pour obtenir
un schéma conservatif est que le flux vérifie la relation

∀n ∈ N (c),
∑

c∈C(n)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |F ncf = 0.

En utilisant les flux F
±
nf introduit précédemment et défini par (6.1.2.8), et en remarquant que

sommer sur les cellules c ∈ C(n) attachées au nœud n puis sommer sur les faces f ∈ SF(nc) de la
cellule c attachées au nœud n est équivalent à sommer directement sur toutes sur les faces f ∈ SF(n)
attachées au nœud, l’équation précédente devient

∀n ∈ N (c),
∑

f∈SF(n)

|Γncf |
(

F
+
nf − F

−
nf

)
= 0. (6.1.2.14)

Ici, F
−
nf et F

+
nf sont les flux de chaque côté de la face f attachée au nœud n, et défini par (6.1.2.8).

Leur dépendance au paramètre nodal Pn fait qu’a priori, ces flux ne sont pas égaux. La relation
(6.1.2.14) exprime le fait que la conservation peut être obtenue si, autour de chaque nœud, la somme
des flux sur les faces attachées à ce nœud est nulle. La différence des flux dans (6.1.2.14) permet
d’aboutir à la relation de conservation non-classique (6.1.2.13).

La réciproque est probablement vraie dans notre configuration en dimension deux, mais difficile
à justifier. On remarque facilement que la définition de la consistance avec la forme intégrale (voir
Def. 9) comme défini par [HLvL83] implique la consistance non-classique avec la forme intégrale.

6.1.2.3 Entropie

L’extension de la conservation non-classique s’étend de manière naturelle à la définition d’un
schéma entropique non-classique.

Définition 18 (Flux d’entropie associé au solveur de Riemann multidimensionnel)
Soit qncf = qncf (ηc, ηd,Pn,nf ) le flux d’entropie associé au solveur de Riemann. Par intégration
spatio-temporelle, ce flux est donné par

qncf = qc · nf −
∫ 0

−∞
(η (Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,n)) − ηc) dξ −

(
π∆β

)
ncf

· nf .

où
(
π∆β

)
ncf

· nf est une approximation du terme non-conservatif telle que

∆t
∫ 0

−∞
π(U)∂nβ(U)dξ ≃

(
π∆β

)
ncf

· nf .

On a ainsi le Lemme suivant.
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Lemme 4
Cette définition équivaut à∫ 0

−∞
(η (Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,n)) − ηc) dξ = −

(
qncf − qc · nf + π∆β

)
ncf

· nf .

On peut écrire (6.1.2.4) sous la forme

ηn+1
c ≤ ηn

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

qncf +
(
π∆β

)
ncf

· nf

)
.

Le schéma de type Godunov multidimensionnel peut être entropique dans un sens non-classique,
c’est-à-dire qncf +qndf ≥ 0. Cependant, le résultat suivant propose d’obtenir un schéma globalement
entropique.

Définition 19 (Consistance non-classique avec la forme intégrale de l’inégalité d’entro-
pie)
Le solveur de Riemann Wncf est consistant de manière non-classique avec la forme intégrale
(6.1.2.1) si et seulement si il existe une approximation consistante du terme non-conservatif π∆β
telle que ∑

f∈SF(nc)

|Γncf |
[∫ ∞

−∞
(η (Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,n)) − η0) dξ +

(
∆q + π∆β

)
· nf

]
≤ 0,

avec η0 = η (U0(ξ)). Dans ce cas, (6.1.2.4) est appelé schéma de type Godunov entropique non-
classique.

Proposition 11 (Flux entropique non-classique)
Le schéma de type Godunov (6.1.2.4) induit par le solveur de Riemann Wncf associé à l’approxima-
tion du terme non-conservatif π∆β est consistant de manière non-classique avec la forme intégrale
de l’inégalité d’entropie si

qndf + qncf ≥ 0.

Démonstration. La démonstration se fait identiquement à celle de la conservation.

6.1.2.4 Solution équilibre

L’extension de la solution d’équilibre du cas unidimensionnel au cas multidimensionnel est la
suivante.

Définition 20 (Solution d’équilibre)
Nous appelons solution d’équilibre une séquence (Uc)i qui vérifie à chaque interface

Uncf = Uc.

Définition 21 (Solution d’équilibre fort)
Nous appelons solution d’équilibre fort une séquence (Uc)i qui vérifie Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,n) = Uc si ξ ≤ 0,

Wncf (ξ; Uc,Ud,Pn,n) = Ud si ξ > 0.
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Proposition 12
Dans le cas multidimensionnel, les solutions d’équilibre et d’équilibre fort vérifient la relation de
consistance ∑

f∈SF(nc)

|Γncf |
(
∆F + P ∆B

)
· nf = 0. (6.1.2.15)

Démonstration. La démonstration de ce résultat se fait de manière identique à celle du cas uni-
dimensionnel.

Avec le résultat précédent, on se rend compte de l’importance de la définition de l’approximation
du terme non-conservatif P . Si P est définie aux faces, alors l’équilibre est vérifié sur chaque face
comme dans le cas unidimensionnel. La proposition précédente est triviale. Cependant, construire
une matrice P aux faces vérifiant l’équilibre aux nœuds (6.1.2.15) mais ne vérifiant pas l’équilibre
sur les faces semble impossible. Il est aussi possible de définir P au nœud. Un tel choix est possible
puisque la matrice peut elle même dépendre du paramètre nodal Pn. Elle dépend ainsi du paramètre
nodal et de toutes les cellules attachées au nœud. De cette manière, l’équilibre est vraiment obtenu
aux nœuds. On a alors

P = P n (...,Uc,Ud, ...; Pn) .

Un tel choix n’a pas de conséquence sur les définitions et résultats précédents, mais permettra de
construire des schémas numériques différents.

6.1.3 Solveur de Riemann simple

Les définitions précédentes des schémas de type Godunov sont basées sur la notion de solveur de
Riemann. A partir de là, tout type de solveur de Riemann exact ou approché peut être utilisé, comme
le solveur HLL [HLvL83] ou HLLC [TSS94], le solveur de Roe [Roe81] ou le solveur d’Osher [EO81]
(voir [Tor97]). Pour construire notre schéma numérique, nous utilisons un solveur de Riemann
simple, appelé solveur simple. Cette notion a été introduite par Gallice [Gal00, Gal02b, Gal02a,
Gal03]. Il s’agit de la forme la plus simple de solveur de Riemann approché. Des solveurs célèbres
comme Roe [Roe81], HLL [HLvL83] ou HLLC [TSS94] sont des solveurs de Riemann simples.

Nous rappelons d’abord la définition d’un solveur simple, donnée dans [Gal00, Gal02b, Gal02a,
Gal03], puis nous les utiliserons d’abord dans le cadre unidimensionnel et ensuite multidimensionnel.

Définition 22 (Solveur simple)
Un solveur simple est un solveur de Riemann défini simplement par (m+1) états constants (U)m+1

k=1
séparés par des discontinuités de pente (λ)m

k=1, c’est-à-dire

W (x/t; Ul,Ur) =


Ul si x/t ≤ λ1,

Uk si λk−1 < x/t ≤ λk, k = 2,m,
Ur si λm < x/t.

6.1.3.1 Cadre unidimensionnel

Nous pouvons alors caractériser le schéma de type Godunov induit par un solveur simple.
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Proposition 13 ([Gal02a])
Un solveur simple induit un schéma de type Godunov si et seulement si

F
+
i+ 1

2
− F

−
i+ 1

2
= ∆F + P ∆B −

m∑
k=1

λkδUk. (6.1.3.1)

Dans le cas où les flux sont conservatifs au sens classique, ils sont donnés par

F i+ 1
2

= 1
2 (Fi + Fi+1) − 1

2

m∑
k=1

|λk|δUk − 1
4

((
P ∆B

)+
i+ 1

2
−
(
P ∆B

)−
i+ 1

2

)
.

Le schéma numérique induit s’écrit

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
F i+ 1

2
− F i− 1

2

)
− ∆t

2∆x

((
P ∆B

)−
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)+
i− 1

2

)
.

De plus, un solveur simple induit un schéma de type Godunov entropique si et seulement si

q+
i+ 1

2
− q−

i+ 1
2

≤ ∆q + π∆β −
m∑

k=1
λkδηk.

Dans le cas où les flux sont entropiques au sens classique, ils sont donnés par

qi+ 1
2

= 1
2 (qi + qi+1) − 1

2

m∑
k=1

|λk|δηk − 1
4

((
π∆β

)+
i+ 1

2
−
(
π∆β

)−
i+ 1

2

)
.

Le schéma numérique induit s’écrit

ηn+1
i ≤ ηn

i − ∆t
∆x

(
qi+ 1

2
− qi− 1

2

)
− ∆t

2∆x

(
(π∆β)−

i+ 1
2

+ (π∆β)+
i− 1

2

)
.

Démonstration. D’après la définition d’un solveur simple, on a∫ x
i+ 1

2

xi

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx = −

m∑
k=1

λ−
k δUk,∫ xi+1

x
i+ 1

2

(
Wi+ 1

2
− U0

)
dx = −

m∑
k=1

λ+
k δUk.

où λ+ = max(λ, 0) et λ− = min(λ, 0). En injectant ces relations dans la définition du flux numé-
rique F i+ 1

2
(6.1.1.9), la forme du flux est obtenu. Les mêmes calculs peuvent être fait pour le flux

d’entropie.

Les deux formes intéressantes (6.1.1.12) et (6.1.1.13) sont données ci-dessous
• La première est

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
H i+ 1

2
− H i− 1

2

)
− ∆t

2∆x

((
P ∆B

)
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)
i− 1

2

)
. (6.1.3.2)
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avec H i+ 1
2

le flux donné par

H i+ 1
2

= 1
2 (Fi + Fi+1) − 1

2

m∑
k=1

|λk|δUk.

Cette forme n’est pas nouvelle et a déjà été introduite dans [Gal02b, Gal02a]. Le flux est
conservatif dans le sens où H

±
i+ 1

2
= H i+ 1

2
.

• La seconde est

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
H i+ 1

2
− H i− 1

2

)
+ ∆t

∆x

(
Ei+ 1

2
+ Ei− 1

2

)
.

avec Ei+ 1
2

le flux donné par

Ei+ 1
2

= 1
2

(
∆F −

m∑
k=1

λkδUk

)
.

L’utilisation d’un solveur simple a rendu cette forme très attrayante du point de vue de la
mise en œuvre dans un code de calcul. En effet, il suffit de calculer les états intermédiaires
et le schéma est simple. Le terme non-conservatif est toujours présent, mais il est contenu
seulement dans les états intermédiaires. De plus, dans le cas sans produit non-conservatif,
les flux Ei+ 1

2
s’annulent et le schéma a exactement une forme de type Godunov.

6.1.3.2 Cadre multidimensionnel

Dans le cas d’un schéma de type Godunov multidimensionnel, nous avons la proposition suivante.

Proposition 14
Un solveur simple induit un schéma type Godunov conservatif non-classique si et seulement si

∑
f∈SF(nc)

|Γnf |
[(

∆F + P ∆B
)

· nf −
m∑

k=1
λkδUk

]
= 0.

Dans le cas où les flux sont conservatifs au sens non-classique, le schéma de type Godunov induit
est donné par

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

F ncf + 1
2
(
P ∆B

)
ncf

· nf

)
,

avec

F ncf = 1
2

[
(Fc + Fd) · nf −

m∑
k=1

|λk|δUk − ∆(P ∆B)
]

− 1
2

[(
∆F + P ∆B

)
· nf −

m∑
k=1

λkδUk

]
.

et
∆(P ∆B) = 1

2

((
P ∆B

)− −
(
P ∆B

)+)
nf

· nf .
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En outre, un solveur simple induit un schéma type Godunov conservatif entropique non-classique
si et seulement si ∑

f∈SF(nc)

|Γnf |
[(

∆q + π∆β
)

· nf −
m∑

k=1
λkδηk

]
≤ 0.

Dans le cas où les flux sont conservatifs au sens non-classique, le schéma de type Godunov induit
est donné par

ηn+1
c ≤ ηn

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

qncf + 1
2
(
π∆β

)
ncf

· nf

)
,

avec

qncf = 1
2

[
(qc + qd) · nf −

m∑
k=1

|λk|δηk − ∆(π∆β)
]

− 1
2

[
−

m∑
k=1

λkδUk +
(
∆F + π∆β

)
· nf

]
.

et
∆(π∆β) = 1

2

((
π∆β

)− −
(
π∆β

)+)
nf

· nf .

Démonstration. La démonstration est analogue au cadre unidimensionnel.

Le schéma numérique précédent, écrit sous les deux formes (6.1.2.11) et (6.1.2.12), est donné
par

• La première forme

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

H
−
ncf + 1

2P ∆B · nf

)
,

avec

H
−
ncf = 1

2

[
(Fc + Fd) · nf −

m∑
k=1

|λk|δUk

]
− 1

2

[
−

m∑
k=1

λkδUk +
(
∆F + P ∆B

)
· nf

]
.

(6.1.3.3)
Le schéma type Godunov multidimensionnel est exactement de la même forme que dans le cas
unidimensionnel, sauf que le flux a un second terme de diffusion provenant de la conservation
dans le sens non-classique.

• La seconde forme

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(
Hncf − Encf

)
,

avec

Hncf = 1
2

[
(Fc + Fd) · nf −

m∑
k=1

|λk|δUk

]
,

et

Encf = 1
2

[
−

m∑
k=1

λkδUk + ∆F · nf

]
.
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Cette dernière forme est très séduisante. Le flux est composé du flux unidimensionnel clas-
sique, plus une seconde partie provenant de la condition de conservation non-classique. Même
sans terme non-conservatif, cette dernière partie ne s’annule pas. Comme dans le cas unidi-
mensionnel, l’implémentation du schéma sous cette forme ne nécessite que le calcul des états
intermédiaires.

Si la dépendance nodale du solveur de Riemann est abandonnée, le schéma précédent est exactement
le schéma unidimensionnel, puisqu’il devient conservatif au sens classique.

6.1.4 Application aux systèmes généraux de la mécanique des fluides

Les systèmes généraux de mécanique des fluides sont très souvent décrits par un système hyper-
bolique de la forme (6.1.1.1) dans le cas unidimensionnel et (6.1.2.1) dans le cas multidimensionnel.
Les équations de Saint-Venant avec fond, les équations d’Euler avec gravité ou les équations de la
Magnétohydrodynamique sont des systèmes bien étudiés qui s’inscrivent dans ce cadre. Un certain
nombre d’hypothèses sont formulées dans le contexte des systèmes généraux de dynamique des gaz.
Ces hypothèses générales permettront de construire des schémas de type Godunov basés sur des
solveurs de Riemann simples dans la forme lagrangienne des équations. De tels systèmes sont donnés
par

∂τ V + ∂M G(V ) + P (V )∂M B(V ) = 0, (6.1.4.1)

où la première équation du système précédent n’est rien d’autre que la loi de conservation du volume
ϑ = 1/ρ

∂τϑ− ∂Mun = 0, M =
∫
ρdx et τ = t, (6.1.4.2)

avec ρ la densité. Supposons qu’un solveur simple puisse être défini en suivant la Def. 22
Vl si M/τ ≤ λ1,

Vk si λk−1 < M/τ ≤ λk, k = 2,m,
Vr si λm < M/τ.

Ce solveur est supposé satisfaire les propriétés (H1) et (H2) suivantes [Gal00, Gal03]

δun,k + λkδϑk = 0, (H1). (6.1.4.3)

L’hypothèse (H1) n’est rien d’autre que la forme discrète de (6.1.4.2). Elle est naturelle car l’équation
de conservation du volume est linéaire et permet notamment de faire le lien entre les solveurs Eulérien
et Lagrangien [Gal00, Gal03]. De plus, (H2) est une hypothèse naturelle supposant que le volume
de chaque état intermédiaire ne peut pas être négatif.

ϑk ≥ 0, k = 1,m+ 1, (H2).

Le terme non-conservatif doit donc remplir la condition (H3) [Gal02a]

(P ∆B)ϑ = 0, (H3),

où ()• indique l’équation de la quantité • du système (6.1.4.1). Cela signifie que le terme non-
conservatif n’agit pas sur l’équation du volume.
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Ces propriétés étant supposées vraies, il sera alors possible de déterminer les états intermédiaires
du solveur simple. Ensuite, des conditions explicites sur les pentes du solveur garantiront la positivité
des états intermédiaires. Puisque, pour les schémas de type Godunov, la solution donnée après un
pas de temps est une combinaison convexe des états intermédiaires, cette positivité permet de
garantir que la solution reste dans l’ensemble des solutions admissibles, sous une condition explicite
sur le pas de temps.

6.2 Application au système à cinq équations avec tension de sur-
face

Maintenant que la théorie du schéma de type Godunov dans le contexte d’un système de loi
de conservation avec un terme non-conservatif est présentée dans les cadres unidimensionnel et
multidimensionnel, les résultats sont appliqués au système à cinq équations avec tension de surface
en utilisant le modèle CSF. Cependant, ils peuvent être appliqués à divers systèmes hyperboliques
avec un terme non-conservatif, tels que les équations de Saint-Venant avec fond, les équations d’Euler
avec la gravité, le système de Kapila, le modèle à sept équations de Baer & Nunziato, ou encore
la Magnétohydrodynamique [Gal00, Gal02b, Gal03, ACR12, Pel17, CGLM21, GCLM22, Cha22,
Gal23, DGCC+23].

6.2.1 Rappel des équations

Le système à cinq équations avec la force de tension de surface sous la forme CSF s’écrit

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,
∂t(ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = σκ∇z,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = σκ∇z · u,

∂tz + u · ∇z = 0.

Dans notre l’approche de décomposition Lagrange-Transport, le système étudié dans l’étape La-
grange est donné en variables lagrangiennes par

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,
∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = ϑσκ∇z,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑσκ∇z · u,

∂tz = 0.

(6.2.1.1)

Ici, nous allons construire un schéma de type Godunov basé sur un solveur de Riemann simple.
Ce solveur sera dérivé à partir de la résolution d’un problème de Riemann approché dans le repère
normal à une face du maillage. Le flux numérique ainsi construit sera consistant avec le système
associé à la normale n = (nx, ny)

ρ∂tV + ∂nG(V ) + P (V )∂nB(V ) = 0,
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avec V T = (ϑ, y, u, v, E, z), G(V )T = (−u, 0, pnx, pny, pu · n, 0), BT = (0, 0, z, z, z, 0) et

P =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −σκnx 0 0 0
0 0 0 −σκny 0 0
0 0 0 0 −σκu · n 0
0 0 0 0 0 0

 .

On rappelle que, en supposant le terme lié aux effets de tension de surface du premier ordre,
c’est-à-dire que la courbure est fixe et ne dépend plus de la fraction de volumique, ce système est
hyperbolique et possède comme valeurs propres (−ρc, 0, 0, 0, ρc) avec c la vitesse du son. Nous sou-
haitons alors développer un schéma équilibre, qui permette de préserver les solutions stationnaires,
en particulier la loi de Laplace.

6.2.2 Solveur de Riemann simple lagrangien : cas unidimensionnel

Un schéma est dit "équilibré" ou "bien équilibré" s’il préserve les états stationnaires. Dans notre
cas, ces états sont donnés de manière continue par u = 0 et ∇p = σκ∇z, ce qui correspond à
la loi de Laplace. Une prise en compte naïve des termes non-conservatifs, c’est-à-dire, une simple
discrétisation centrée de σκ∇z, ne permet pas de vérifier de manière discrète la loi de Laplace
donnée par u = 0 et ∆p = σκ∆z. Une telle discrétisation génère alors des courants parasites, même
si la courbure est exactement calculée. Nous allons donc construire un schéma de type Godunov
basé sur un solveur de Riemann simple, en prenant soin de vérifier les conditions d’équilibre. Dans
la suite, nous considérons σ = 1 par souci de clarté. De plus, les relations sur les équations sur la
fraction massique et volumique y et z étant triviales, elles seront omises.

6.2.2.1 Construction du solveur de Riemann lagrangien

Soit W (x/t; Vl,Vr) une approximation du problème de Riemann défini par le système (6.2.1.1)
à chaque interface entre les états gauche et droit Vl,Vr. La fonction autosimilaire W consiste en
quatre états intermédiaires séparés par des discontinuités se propageant à la vitesse −λ−ϑl, 0 et
λ+ϑr (voir Fig. 6.4). W est défini par

Vl

V ∗
l V ∗

r

Vr

t
x
t = −λ−ϑl

x
t = λ+ϑr

x

Fig. 6.4. Solveur de Riemann pour le système (6.2.1.1).
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W (x/t; Vl,Vr) =


Vl si x/t ≤ −λ−ϑl,

V ∗
l si − λ−ϑl < x/t ≤ 0,

V ∗
r si 0 < x/t ≤ λ+ϑr,

Vr si λ+ϑr < x/t.

Dans la suite, on utilisera parfois la notation λ− = λl et λ+ = λr. Tout d’abord, la propriété (H1)
(6.1.4.3) étant supposée vraie, on a

u∗
l − λ−ϑ∗

l = ul − λ−ϑl,

u∗
r + λ+ϑ∗

r = ur + λ+ϑr,

u∗
l = u∗

r .

(6.2.2.1)

Les vitesses intermédiaires des états gauche et droit sont égales, ce qui nous permet d’écrire u∗
l =

u∗
r = u∗. Maintenant, nous introduisons les flux Gs = (−u∗, 0, ps, pus, 0)t, s = l, r. Si le solveur de

Riemann est de type Godunov pour le système (6.2.1.1) alors les relations (6.1.3.1) donnent
−λ−(ϑ∗

l − ϑl) + λ+(ϑr − ϑ∗
r) = −∆u,

−λ−(u∗
l − ul) + λ+(ur − u∗

r) = ∆p− κ∆z,
−λ−(E∗

l − El) + λ+(Er − E∗
r ) = ∆(pu) − κu∆z.

(6.2.2.2)

D’après (6.2.2.1) et (6.2.2.2) les expressions de u∗, ϑ∗
l et ϑ∗

r peuvent être déduites

u∗ = λ+ur + λ−ul

λ+ + λ− − ∆p− κ∆z
λ+ + λ− ,

ϑ∗
l = ϑl − 1

λ−(λ− + λ+)
(
∆p− κ∆z − λ+∆u

)
,

ϑ∗
r = ϑr + 1

λ+(λ− + λ+)
(
∆p− κ∆z + λ−∆u

)
.

A partir des équations de flux (6.1.1.6), nous avons les relations à gauche et à droite
u∗ = ul + λ−(ϑ∗

l − ϑl),
pl = pl − λ−(u∗ − ul) + (κ∆z)l,

pul = plul − λ−(E∗
l − El) + (κu∆z)l,


u∗ = ur − λ+(ϑ∗

r − ϑr),
pr = pr + λ+(u∗ − ur) − (κ∆z)r,

pur = prur + λ+(E∗
r − Er) − (κu∆z)r,

En faisant l’hypothèse sur la discrétisation du flux d’énergie totale que pus = psu
∗ et κu∆zs =

κ∆zsu
∗, s = l, r, les états intermédiaires du solveur de Riemann sont alors entièrement caractérisés.

On a alors la remarque suivante.

Remarque 10
Le solveur de Riemann obtenu pour le système à cinq équations avec tension de surface est exacte-
ment l’extension du solveur de Peluchon & al. sans tension de surface [PGM17], et du solveur de
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Gallice dans le contexte de la dynamique des gaz [Gal03]. On peut résumer W à

W (x/t; Vl,Vr) =


Vl si x/t ≤ −λ−ϑl,

V ∗
l = Vl + ϕ−R− si − λ−ϑl < x/t ≤ 0,

V ∗
r = Vr − ϕ+R+ si 0 < x/t ≤ λ+ϑr,

Vr si λ+ϑr < x/t,

(6.2.2.3)

où
R± = (−1, 0,±λ±, p1−α ± λ±uα, 0)t,

ϕ± = ∆p− κ∆z ± λ∓∆u
λ−λ+ + λ2

±
.

et
κ∆z = (κ∆z)l + (κ∆z)r.

avec α = λ−/(λ+ + λ−) et la notation xα = (1 − α)xr + αxl.

6.2.2.2 Schéma global

A partir du solveur de Riemann, nous pouvons calculer la solution donnée après un pas de temps

V n+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t ; Vi−1,Vi

)
dx+

∫ x
i+ 1

2

xi

W

(x− xi+ 1
2

∆t ; Vi,Vi+1

)
∂x

 ,

c’est-à-dire, d’après (6.1.3.2)

V n+1
i = V n

i − ϑn
i

∆t
∆x

(
H

n
i+ 1

2
− H

n
i− 1

2

)
− ϑn

i

∆t
2∆x

((
P ∆B

)n

i+ 1
2

+
(
P ∆B

)n

i− 1
2

)
, (6.2.2.4)

avec
H i+ 1

2
= (−u, 0, p, pu, 0)t

i+ 1
2
,

et (
P ∆B

)
i+ 1

2
= −κ∆z (0, 0, 1, u, 0)t

i+ 1
2
.

où les flux de vitesse et de pression u = u∗ et p s’écrivent

u = λ+ur + λ−ul

λ+ + λ− − ∆p− κ∆z
λ+ + λ− ,

p = λ−pr + λ+pl

λ+ + λ− − λ+λ−∆u
λ+ + λ− − κ∆z

2
λ− − λ+

λ+ + λ− .

Le schéma global est donc

ϑn+1
i = ϑn

i + ϑn
i

∆t
∆x

(
un

i+ 1
2

− un
i− 1

2

)
,

yn+1
i = yn

i ,

un+1
i = un

i − ϑn
i

∆t
∆x

(
pn

i+ 1
2

− pn
i− 1

2

)
+ ϑn

i

∆t
2∆x

(
κ∆zn

i+ 1
2

+ κ∆zn
i− 1

2

)
,

En+1
i = En

i − ϑn
i

∆t
∆x

(
pn

i+ 1
2
un

i+ 1
2

− pn
i− 1

2
un

i− 1
2

)
+ ϑn

i

∆t
2∆x

(
κ∆zn

i+ 1
2
un

i+ 1
2

+ κ∆zn
i− 1

2
un

i− 1
2

)
,

zn+1
i = zn

i .
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Nous avons donc construit un schéma numérique basé sur un solveur de Riemann à quatre états,
prenant en compte les termes non-conservatifs liés aux effets de tension de surface. Il nous reste à
discrétiser le terme non-conservatif, afin de préserver les états stationnaires, ainsi qu’à déterminer des
conditions sur les pentes du solveur de Riemann pour garantir la positivité des états intermédiaires.

6.2.2.3 Solutions équilibre

Jusqu’à présent, aucun choix n’a été fait quant à la discrétisation des termes non-conservatifs
P ∆B. Dans notre cas, le choix naturel est de considérer P ∆B = P ∆B où P est la moyenne
arithmétique

P (Ui,Ui+1) = 1
2 (P (Ui) + P (Ui+1)) .

Cette approximation est consistante dans le sens où P (U ,U) = P (U). On peut en déduire que

(
κ∆z

)
i+ 1

2
=
(
κi + κi+1

2

)
(zi+1 − zi).

Proposition 15
Les solutions discrètes satisfaisant la loi de Laplace (u = 0, ∆p = κ∆z) sont solutions d’équilibre.
De plus, le choix précédent permet de préserver les solutions d’équilibre u = 0, ∆κ = 0 et ∆p = κ∆z.

Démonstration. En utilisant la Rem. 10, il est facile de démontrer que la loi de Laplace est une
solution d’équilibre fort. Si la courbure est constante, on a κ = κ. La relation ∆p = κ∆z est
l’application de la Prop. 7.

6.2.2.4 Conditions de positivité

Il existe différentes façons d’exhiber des conditions sur les pentes qui garantissent la positivité
des états intermédiaires [CGLM21]. Pour garantir la positivité de la densité, on peut utiliser le fait
que

ϑ∗
l = λ−

λ− + λ+

(
ϑl − ∆p− κ∆z

λ−2

)
+ λ+

λ− + λ+

(
ϑl + ∆u

λ−

)
,

ϑ∗
r = λ−

λ− + λ+

(
ϑr + ∆u

λ+

)
+ λ+

λ− + λ+

(
ϑr + ∆p− κ∆z

λ+2

)
.

Ainsi, en s’assurant que les termes entre parenthèses sont positifs, les états intermédiaires de la
fraction volumique sont positifs. Puisqu’un schéma de type Godunov est composé de combinaison
convexe de d’états positifs, alors la solution est positive.

On peut aussi exhiber une condition sur l’énergie interne. En multipliant le flux de pression ps

par 1
2(u∗ + us), s = l, r, en le substituant au flux d’énergie totale psu

∗, s = l, r, et en utilisant la
relation sur les états intermédiaires de la vitesse et du volume, on obtient

ε∗
s = εs − ps(ϑ∗

s − ϑs) + λ2
s

2 (ϑ∗
s − ϑs)2, s = l, r. (6.2.2.5)

Cette équation du second degré en (ϑ∗
s − ϑs) permet de déduire que si le discriminant est négatif,

alors ε∗
s > 0. Ainsi,

ε∗
s > 0 si λs ≥ ps√

2εs
, s = l, r.
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Dans le cas d’une équation de type gaz raide, l’équation précédente devient

ε∗
s > 0 si λs ≥

√
γ − 1

2γ ρscs

(
cs − γsπs

ρscs

)√
ρs

ρsc2
s + γs(γs − 1)πs

, s = l, r.

Cependant, pour le système à cinq équations, l’hyperbolicité est assurée si p+ π > 0 dans le cas de
deux gaz raides. Puisque p = ρε(γ − 1) − γπ, on a

p+ π > 0 si et seulement si ε− ϑπ > 0.

Puisque la fraction volumique ne varie par lors de l’étape Lagrange, on a π∗
s = πs. En utilisant

(6.2.2.5), on a

ε∗
s − ϑ∗

sπs = εs − ϑsπs − (ps + πs)(ϑ∗
s − ϑs) + λ2

s

2 (ϑ∗
s − ϑs)2, s = l, r.

Cette fois, la vitesse du son est positive si

p∗
s + πs > 0 si λs ≥ ps + πs√

2(εs − ϑsπs)
, s = l, r.

En utilisant l’équation d’état, on obtient

p∗
s + πs > 0 si λs ≥

√
γ − 1

2γ ρscs, s = l, r.

En regroupant les conditions de positivité du volume ϑ et de p + π, on en déduit que le choix des
pentes λl et λr telles que

λl = max

ρlcl,

√
|∆p− κ∆z|

ϑl
,−∆u

ϑl

 , et λr = max

ρrcr,

√
| − ∆p+ κ∆z|

ϑr
,−∆u

ϑr

 ,

permet de garantir que les états intermédiaires du volumes ainsi que la vitesse du son sont positifs.
Une autre méthode permettant de garantir la positivité des états intermédiaires, introduite par

Gallice [Gal03] pour la dynamique des gaz et étendue dans [PGM17] pour le système à cinq équations
sans tension de surface, est énoncée. Elle consiste à introduire le ratio des pentes r = λ+/λ− et se
ramener à la résolution d’équations du second degré.

Proposition 16
Pour un r = λ+/λ− donné, nous avons les conditions de positivité exactes suivantes

ϑ∗
l ≥ 0 si dl ≤ 0, ou si dl ≥ 0 et λ− ≥ −r∆u+

√
dl

2(1 + r)ϑl
,

ϑ∗
r ≥ 0 si dr ≤ 0, ou si dr ≥ 0 et λ+ ≥ −∆u+

√
dr

2(1 + r)ϑr
,

(p+ π)∗
l ≥ 0 si Dl ≤ 0, ou si Dl ≥ 0 et λ− ≥ r∆u (∆p+ Πl + 2(1 + r)πl) +

√
Dl

4(1 + r)2ε̂l + 2r2(∆u)2 ,

(p+ π)∗
r ≥ 0 si Dr ≤ 0, ou si Dr ≥ 0 et λ+ ≥ ∆u (Πr − r∆p+ 2(1 + r)πr) +

√
Dr

4(1 + r)2ε̂r + 2(∆u)2 ,
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avec

∆p = ∆p− κ∆z,
dl = r2(∆u)2 + 4(1 + r)ϑl(∆p− κ∆z),
dr = (∆u)2 − 4r(1 + r)ϑr(∆p− κ∆z),
Πl = 2(pr + rpl) − (∆p− κ∆z),
Πr = 2(pr + rpl) + r(∆p− κ∆z),
ε̂l = εl − ϑlπl,

ε̂r = εr − ϑrπr,

Dl = r2(∆u)2 (∆p+ Πl + 2(1 + r)πl)2 − 4∆p
(
2(1 + r)2ε̂l + r2(∆u)2) (Πl + 2(1 + r)πl) ,

Dr = (∆u)2 (Πr − r∆p+ 2(1 + r)πr)2 + 4r∆p
(
2(1 + r)2ε̂r + (∆u)2) (Πr + 2(1 + r)πr) .

Démonstration. La preuve des conditions de positivité est donnée en annexe Annexe C.

En pratique, les conditions précédentes sont utilisées pour calculer λ−(r), en supposant r = 1
ou r = ρrcr

ρlcl
, alors

λ− = K max(λ−(r), ρlcl),

avec K une constante positive supérieure à 1. Enfin, la dernière pente est calculée par

λ+ = K max(rλ−(r), ρrcr).

Remarque 11
Dans le cas où les effets de tension de surface sont absents, c’est-à-dire κ = 0, les conditions de
positivité énoncées dans [PGM17] sont retrouvées.

Remarque 12
Les conditions de positivité présentées précédemment ont été obtenues en faisant l’hypothèse d’une
discrétisation temporelle explicite. De manière générale, il n’est pas possible de dériver de telles
conditions sur les pentes avec un schéma temporel implicite. De récents travaux ont cependant
introduit une classe de schémas implicites inconditionnellement stables pour résoudre les équations
de la dynamique des gaz [PdPD23].

Nous avons donc construit un schéma de type-Godunov basé sur un solveur simple pour ré-
soudre le système à cinq équations avec tension de surface. Le schéma est positif, préserve les états
stationnaires et est stable sous condition sur le pas de temps. Maintenant, nous allons étendre ce
schéma au cadre multidimensionnel.

6.2.3 Solveur de Riemann simple lagrangien : cas multidimensionnel

Cette fois, nous sommes dans une configuration bidimensionnelle. La vitesse devient u = (u, v)t.
Nous voulons construire un schéma pour le système (6.2.1.1).
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6.2. Application au système à cinq équations avec tension de surface

6.2.3.1 Construction du solveur de Riemann lagrangien

Tout d’abord, la propriété (H1) (6.1.4.3) est à nouveau considérée comme vraie

u∗
n,l − λ−ϑ∗

l = un,l − λ−ϑl,

u∗
n,r + λ+ϑ∗

r = un,r + λ+ϑr,

u∗
n,l = u∗

n,r,

(6.2.3.1)

avec un,s = us · n, s = l, r où n = ncd est la normale sortante de la cellule c. Cela permet de définir
u∗

n,l = u∗
n = u∗

n,r. Deuxièmement, en supposant que la vitesse tangentielle ne change que de part et
d’autre de la discontinuité de contact, on obtient

u∗
t,l = ut,l, u∗

t,r = ut,r.

avec ut,s = us · t, s = l, r où t est le vecteur orthogonale à n. Nous introduisons les flux gauche et
droit

Gnsf = (−u∗
n, 0, psnx, psny, psu

∗
n, 0)t, s = l, r,

où l’hypothèse sur la discrétisation du flux d’énergie pus = psu
∗
n est faite. Ces flux satisfont les

relations suivantes
G

−
nf − Gl · n = −λ−(V ∗

l − Vl) − (P ∆B)l · n,

G
+
nf − Gr · n = −λ+(Vr − V ∗

r ) + (P ∆B)r · n.
(6.2.3.2)

où on rappelle que Gncf = G
−
nf et Gndf = −G

+
nf . Les équations (6.2.3.2) représentent en fait un

système de 8 équations à 9 inconnues. En introduisant u∗
n le paramètre nodal tel que u∗

n = u∗
n · n,

u∗
t = u∗

n · t on obtient
u∗

n = un,l + λ−(ϑ∗
l − ϑl),

pln = pln − λ−(u∗
n − ul) + (κ∆z)ln,

plu
∗
n = plul − λ−(E∗

l − El) + (κu∆z)l,


u∗

n = un,r − λ+(ϑ∗
r − ϑr),

prn = prn + λ+(u∗
n − ur) − (κ∆z)rn,

pru
∗
n = prur + λ+(E∗

r − Er) − (κu∆z)r,

(6.2.3.3)
en omettant les relations triviales sur la fraction volumique et la fraction massique. De plus, l’une
des deux équations sur le flux de pression est redondante car les états u∗

t,l et u∗
t,r sont déjà connus.

Nous avons encore un système de 6 équations et 7 inconnues u∗
n, ϑ

∗
l , ϑ

∗
r , pl, pr, E

∗
l , E

∗
r . En faisant

toujours l’hypothèse de discrétisation κu∆z = u∗
nκ∆z, on remarque que la matrice P dépend bien

du paramètre nodal. On peut écrire la différence des deux flux sous la forme plus compacte

G
+
nf − G

−
nf = (pr − pl)


0
0
n
u∗

n

0

 .

En utilisant les flux de pression gauche et droite donnés par les relations (6.2.3.3), et après avoir
développé les calculs, on déduit

pr − pl = (λ+ + λ−)
(
u∗

n −

(
λ+un,r + λ−un,l − ∆p+ κ∆z

λ+ + λ−

))
,
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avec
κ∆z = (κ∆z)l + (κ∆z)r.

De la même manière que dans [GCLM22], nous introduisons la vitesse normale à une face

un = λ+un,r + λ−un,l − ∆p+ κ∆z
λ+ + λ− ,

qui correspond à la vitesse normale du solveur acoustique unidimensionnel avec effets de tension de
surface. La valeur donnée à u∗

n défini en fait le type de schéma
— Si u∗

n = un, nous retrouvons le schéma unidimensionnel de type Godunov de la partie
précédente, à condition de définir κ∆z sur les faces. Les flux de pression sont donc conservatifs
dans le sens classique.

— Si u∗
n ̸= un, on trouve un schéma de type Godunov multidimensionnel ou nodal de type

[GCLM22]. Ce schéma n’est donc pas conservatif au sens classique du terme. On peut choisir
de définir κ∆z sur les faces ou sur les nœuds.

6.2.3.2 Conservation

Pour un schéma type Godunov multidimensionnel, la condition de conservation est obtenue en
sommant les contributions des flux autour d’un nœud. Selon (6.1.2.13), nous avons∑

f∈SF(n)

|Γnf |
(

G
+
nf − G

−
nf

)
= 0,

donc ∑
f∈SF(n)

|Γnf |

(
−

m∑
k=1

λkδVk +
(

∆Gnf +
(
P ∆B

)
nf

)
· nf

)
= 0.

Les calculs précédents conduisent à

∑
f∈SF(n)

|Γnf |
(
pdf − pcf

)


0
0

nf

u∗
n

0

 = 0.

En ne retenant que l’équation de la vitesse, on obtient∑
f∈SF(n)

|Γnf |
(
pdf − pcf

)
nf = 0.

Ici, u∗
n est toujours une inconnue du problème, attachée à chaque face des cellules connectées au

nœud n. Nous avions précédemment supposé l’existence d’une vitesse nodale u∗
n telle que

u∗
n = u∗

n · n.

Cette fermeture est identique à celle réalisée dans la construction des schémas multidimensionnel
GLACE [DM05], EUCCLHYD [MABO07], et plus récemment dans [GCLM22]. On omettra dans
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la suite l’exposant ∗ sur la vitesse nodale u∗
n. La différence de flux de pression est maintenant

transformée en une condition de conservation nodale∑
f∈SF(n)

|Γnf | (λr + λl) (un · nf − uf ) nf = 0,

avec
uf = λrun,r + λlun,l − ∆p+ κ∆z

λr + λl
,

où on a encore utilisé la notation λ− = λl et λ+ = λr sur la face f . L’équation (6.1.2.13) n’est rien
d’autre qu’un système 2 × 2 ayant pour inconnue la vitesse nodale un∑

f∈SF(n)

|Γnf | (λr + λl) (nf ⊗ nf ) un =
∑

f∈SF(n)

|Γnf | (λr + λl)uf nf .

Ce système est inversible et admet donc une solution unique [MABO07]. La vitesse nodale déter-
minée dépend des quantités de toutes les cellules attachées au même nœud. Le schéma numérique
est donc véritablement multidimensionnel. La vitesse nodale est donnée par

un = M−1
n

∑
f∈SF(n)

(
Mnf

(
λrur + λlul

λr + λl

)
− ∆p− κ∆z

λr + λl
nnf

)
,

avec Mn la matrice de taille 2 × 2

Mn =
∑

f∈SF(n)

Mnf , Mnf = |Γnf | (λr + λl) nf ⊗ nf .

Remarque 13
Le solveur de Riemann Wncf se résume à

W (ξ; Vc,Vd,un,nf ) =


Vc si ξ ≤ −λlϑc,

V ∗
c = Vc + ϕcR

−
c si −λlϑc < ξ ≤ 0,

V ∗
d = Vd − ϕdR+

d si 0 < ξ ≤ λrϑd,

Vd si λrϑd < ξ,

avec
R±

c,d = (−1, 0,±λl,rnf , pc,d ± λl,run · nf , 0)t,

ϕc,d = −(un − uc,d) · nf/λl,r.

Le vecteur R a la même structure que celui obtenu dans le cas unidimensionnel dans la Rem. 10.

6.2.3.3 Schéma global

Une fois la vitesse nodale déterminée, nous pouvons facilement obtenir les flux du schéma mul-
tidimensionnel. Il s’écrit alors sous sa seconde forme (6.1.2.11)

V n+1
c = V n

c − ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

H
−
nf + 1

2P ∆B · nf

)
= 0,
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avec, d’après (6.1.3.3)

H
−
nf = 1

2

(
Gl + Gr −

m∑
k=1

|λk|δVk

)
− 1

2
(
(λr + λl)

(
un · nnf − unnf

))


0
0

nnf

un · nnf

0

 ,

et

P ∆B · nf = −κ∆z


0
0

nnf

un · nnf

0

 .

De manière concrète, le schéma global s’écrit simplement

ϑn+1
c = ϑn

c + ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |un · nf ,

yn+1
c = yn+1

c ,

un+1
c = un

c − ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf | (pc · nf − λl (un − uc) nf ) ,

En+1
c = En

c − ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf | (pc · nf − λl (un − uc) nf ) un,

zn+1
c = zn+1

c .

Sous cette forme, on constate que le calcul des flux nécessite seulement de déterminer le paramètre
nodal un, les effets de tension de surface étant entièrement inclus dans ce paramètre.

Nous avons donc construit un schéma multidimensionnel, permettant de résoudre le système
à cinq équations avec effets de tension de surface, sous sa forme lagrangienne. Contrairement au
schéma unidimensionnel construit dans la sous-section précédente, ce schéma dépend d’un stencil
non seulement sur les voisins des faces, mais aussi sur les voisins des nœuds. La forme finale du
schéma est exactement celle obtenue dans [GCLM22] pour la dynamique lagrangienne des gaz.
Cependant, les effets de tension de surface sont pris en compte dans les états intermédiaires et la
vitesse nodale. Enfin, si l’on considère les flux conservatifs classiques, c’est-à-dire un · nf = uf , le
schéma est strictement équivalent à (6.2.2.4).

6.2.3.4 Solutions équilibre

Pour traiter les solutions équilibre, on considère toujours que la discrétisation du produit non-
conservatif P ∆B = P ∆B. Il est nécessaire de définir le paramètre κ. Comme vu dans la première
partie du chapitre, il peut être défini aux faces, comme dans le cas unidimensionnel, ou aux nœuds.
Si on le définit aux faces, on a

κf = κc + κd

2 .

Cela permet de vérifier l’équilibre sur chaque face. Ainsi, lorsque u = 0 et κ = cste, le schéma
préserve la loi de Laplace. Si on définit l’approximation de la courbure au nœud, on a alors κn tel
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que
κn = 1

card {C(n)}
∑

c∈C(n)

κc. (6.2.3.4)

L’approximation de la courbure à un nœud est la moyenne des courbures des cellules attachées à ce
nœuds. Nous avons enfin la proposition suivante.

Proposition 17
Les solutions discrètes satisfaisant la loi de Laplace (u = 0, ∆p = κ∆z) sont solutions d’équilibre.
De plus, les deux choix d’approximation de κ, aux faces ou aux nœuds, permettent de préserver les
solutions d’équilibre u = 0, ∆κ = 0 et ∆p = κ∆z.

Démonstration. La démonstration est analogue au cas unidimensionnel.

6.2.3.5 Conditions de positivité

Les conditions de positivité des états intermédiaires du schéma multidimensionnel sont plus
compliquées à dériver explicitement. En effet, on a par exemple pour le volume spécifique, en
reprenant (6.2.3.1)

ϑ∗
l = ϑl +

u∗
n,l − un,l

λ− et ϑ∗
r = ϑr −

u∗
n,r − un,r

λ+ .

La positivité des états intermédiaires du volume spécifique est assurée en prenant

λ− ≥ −
u∗

n − un,l

ϑl
et λ+ ≥ u∗

n − un,r

ϑr
.

Le calcul de la vitesse nodale u∗
n rend l’état de vitesse intermédiaire non linéaire en ce qui concerne

les pentes. Dans le cadre de la dynamique des gaz, Chan a utilisé dans sa thèse une méthode de
point fixe [Cha22] pour assurer la positivité du volume spécifique. Dans notre cas, les pentes sont
calculées comme dans le cas unidimensionnel. De plus, l’objectif étant d’utiliser un schéma temporel
implicite pour lequel aucune condition ne peut être donnée, cette stratégie est jugée suffisante.

6.2.4 Stabilité

Les conditions de stabilité, aussi bien pour l’approche unidimensionnelle (Prop. 4) que pour
l’approche multidimensionnelle (Prop. 9), peuvent être simplifiées comme suit

1
∆t > max

c

 ϑc

|Ωc|
∑

n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γcf |λ−

 . (6.2.4.1)

Les termes liés à la tension de surface étant directement pris en compte dans le solveur, ils le sont
aussi dans les pentes et donc dans la condition de stabilité. Tout cela a été possible parce que la
courbure a été considérée comme un terme du premier ordre. Cependant, on peut aussi ajouter en
pratique la condition de stabilité de la tension de surface donnée par Brackbill [BKZ92] et détaillée
dans le Chapitre 2

1
∆t > max

c

√√√√2πσϑc

∑
d∈V(c)

(
|Γcd|
|Ωc|

)3
. (6.2.4.2)
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6.3 Régime bas-Mach

Le régime bas-Mach correspond à la limite incompressible des équations. Il est connu dans la
littérature que les schémas de type Godunov ne convergent pas asymptotiquement vers cette limite
[GV99, GM04, Rie11, Del10, DJOR16]. Il est alors nécessaire, à défaut de pouvoir suffisamment
raffiner le maillage, d’utiliser une correction bas-Mach. Celle-ci doit être capable de rendre le schéma
all-Mach, c’est-à-dire, capable de traiter précisément aussi bien les zones à faible nombre de Mach,
quasi incompressible, que les zones à grand nombre de Mach, supersonique ou hypersonique.

La stratégie employée pour résoudre le système diphasique est basée sur la décomposition d’opé-
rateur Lagrange-Transport de Chalons & al. [CGK16, CGK17]. La résolution de cette décomposition
est constituée de deux étapes successives, l’étape Lagrange et l’étape de Transport. Le compor-
tement de cette stratégie dans le cadre des équations d’Euler au regard du régime bas-Mach a déjà
été étudié dans [CGK16, CGK17]. Une dissipation trop importante du flux de pression dans l’étape
Lagrange est identifiée comme étant la cause de la mauvaise convergence de la méthode. Une étude
asymptotique du schéma numérique montre qu’il n’est pas possible de converger vers la limite in-
compressible des équations, à savoir une densité constante, un champ de vitesse à divergence nulle
et une équation d’évolution en temps de la vitesse. Pour remédier à ce défaut, une correction bas-
Mach est généralement utilisée, consistant à centrer le flux de pression en fonction d’un nombre de
Mach local [GM04, Rie11, Del10, DJOR16, CGK16, CGK17, PGM17, PGM21, ZAGT20, ZGK+21].
Une autre idée consiste à construire un schéma numérique pour un système préconditionné par une
matrice astucieusement choisie. Cette méthode, introduite par Turkel [Tur87, Tur93], lorsqu’elle est
appliquée à un schéma de type Godunov, revient à modifier les pentes du solveur de Riemann en
fonction du nombre de Mach. Elle présente l’inconvénient de nécessiter la définition d’un seuil limite
sur ce nombre de Mach pour ne pas trop impacter le pas de temps lors d’une approche explicite.

Dans cette section, nous allons d’abord analyser le comportement asymptotique du système
de l’étape Lagrange. Une fois le problème identifié, nous allons proposer une correction adaptée
aux schémas unidimensionnel et multidimensionnel, tout en prenant soin de vérifier que le schéma
bas-Mach préserve les états stationnaires.

6.3.1 Analyse asymptotique du modèle diphasique en régime bas-Mach

Tout d’abord, nous allons réécrire le système à cinq équations en variables adimensionnées.
L’adimensionnement des équations du domaine fluide a déjà été fait dans le Chapitre 3. Nous
introduisons les paramètres

t̃ = t

t0
, x̃ = x

l0
, ρ̃ = ρ

ρ0
, ũ = u

u0
, p̃ = p

ρ0c2
0
, ε̃ = ε

c2
0
, Ẽ = ε̃+ M2

2 ũ2 et M = u0
c0
,

où t0, l0, ρ0, u0, c0 et M sont le temps, la longueur, la densité, la vitesse, la vitesse du son et
le nombre de Mach caractéristique de l’écoulement. Les effets de tension de surface sont liés aux
variables adimensionnées

κ̃ = κ

l0
, σ̃ = σ

σ0
, et We = ρ0u

2
0l0

σ0
,

où κ0, σ0 et We sont la courbure, le coefficient de tension de surface et le nombre de Weber
caractéristique. La fraction massique et volumique y et z sont sans dimension. Le système à cinq
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équations avec tension de surface dans sa forme en variables lagrangiennes adimensionnées s’écrit

ρ̃∂t̃ϑ̃ − ∇̃ · ũ = 0,

ρ̃∂t̃y = 0,

ρ̃∂t̃ũ + 1
M2 ∇̃p̃ = 1

We
σ̃κ̃∇̃z,

ρ̃∂t̃Ẽ + ∇̃ · (p̃ũ) = 1
We

σ̃κ̃∇̃z · ũ,

ρ̃∂t̃z = 0.

(6.3.1.1)

On voit ainsi apparaître sur l’équation de la vitesse le nombre de Mach M devant le gradient de
pression. La variation du gradient de pression au regard du nombre de Mach permet de distinguer
deux régimes différents

• Si le gradient de pression adimensionné ∇̃p̃ ne varie pas d’une amplitude en O(M2) mais en
O(M) ou O(1), alors la vitesse varie en O(1/M) ou O(1/M2). En conséquence, ces grandes
variations de vitesse induisent un régime haut-Mach. Quand le nombre de Mach est grand
devant l’unité, on parle d’écoulement supersonique voir hypersonique.

• Si le gradient de pression adimensionné ∇̃p̃ varie de l’ordre O(M2), alors la vitesse varie en
O(1) au regarde du nombre de Mach. Ces faibles variations induisent un régime bas-Mach.
Lorsque le nombre de Mach est petit devant l’unité, on parle d’écoulement subsonique.

Nous allons maintenant étudier la limite asymptotique du système (6.3.1.1) lorsque le nombre de
Mach tend vers 0. Tout d’abord, on introduit le développement asymptotique en nombre de Mach
de la quantité •̃ tel que

•̃ = •̃(0) +M •̃(1) +M2•̃(2) + O
(
M3) .

En injectant ce développement asymptotique pour toutes les variables dans (6.3.1.1) et en regroupant
chaque terme en fonction de sa fluctuation en nombre de Mach, nous trouvons

• à l’ordre M−2

∇̃p̃(0) = 0,

• à l’ordre M−1

∇̃p̃(1) = 0,

• à l’ordre M0 

ρ̃(0)∂t̃ϑ̃
(0) − ∇̃ · ũ(0) = 0,

ρ̃(0)∂t̃y
(0) = 0,

ρ̃(0)∂t̃ũ
(0) + ∇̃p̃(2) = 1

We
σ̃(0)κ̃(0)∇̃z(0),

ρ̃(0)∂t̃Ẽ
(0) + ∇̃ · (p̃(0)ũ(0)) = 1

We
σ̃(0)κ̃(0)∇̃z(0) · ũ(0),

ρ̃(0)∂t̃z
(0) = 0.

Les deux premières équations du développement asymptotique précédent implique que la pression
est constante en espace jusqu’à une variation en M2. Ainsi

p̃(x, t) = p̃(0)(t) +M2p̃(2)(x, t).
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Un champ de pression de cette forme est caractéristique d’un écoulement incompressible. L’équation
adimensionnée de la pression sous forme lagrangienne est la suivante

ρ̃(0)∂t̃p̃
(0) + ã(0)∇̃ · ũ(0) = 0, (6.3.1.2)

où ã correspond à la vitesse du son lagrangienne adimensionnée. En considérant un domaine ouvert
où la pression p̃(0) est égale à la pression extérieure ne dépendant pas du temps, l’équation d’évolution
de la pression (6.3.1.2) devient simplement

∇̃ · ũ(0) = 0.

Là encore, un champ de vitesse à divergence nulle est caractéristique d’un écoulement incompressible.
La limite asymptotique quand le nombre de Mach tend vers 0 du système à cinq équations avec
tension de surface sous sa forme lagrangienne s’écrit donc

ρ1 = constante,
ρ2 = constante,
∇ · u = 0,
ρ (∂tu) + ∇p = σκ∇z,

∂tz = 0.

(6.3.1.3)

Le système obtenu est quasiment identique aux équations d’Euler incompressible monophasique
en formulation lagrangienne avec tension de surface. Le schéma numérique utilisé est basé sur la
décomposition Lagrange-Transport de Chalons & al. [CGK16, CGK17]. On montre aisément par un
développement asymptotique que l’équation de transport adimensionnée, résolue dans cette étape,
n’est pas impactée par le nombre de Mach. Ainsi, le schéma global tend vers la limite des équations
d’Euler incompressible monophasique avec tension de surface

ρ1 = constante,
ρ2 = constante,
∇ · u = 0,
ρ (∂tu + ∇ · (u ⊗ u)) + ∇p = σκ∇z,

∂tz + u · ∇z = 0.

(6.3.1.4)

Maintenant que l’analyse asymptotique du modèle diphasique en régime bas-Mach a été réalisée,
nous allons présenter une modification pour les schémas numériques unidimensionnel et multidimen-
sionnel. Nous verrons que cette modification permet en autre d’assurer que la limite asymptotique
du schéma dans le régime bas-Mach est une discrétisation du système (6.3.1.3). En effet, les schémas
de type-Godunov utilisés ont l’inconvénient de ne pas converger asymptotiquement vers cette limite.
Nous prendrons soin entre autre de vérifier que ces corrections préservent les états équilibres, et
permettent de converger asymptotiquement vers (6.3.1.3). On se limitera donc à l’étape Lagrange
de la stratégie de décomposition employée, sachant que l’étape de Transport n’a besoin d’aucune
correction [CGK16, CGK17] pour tendre asymptotiquement vers (6.3.1.4).
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6.3.2 Correction bas-Mach : schéma unidimensionnel

La correction bas-Mach utilisée pour le schéma unidimensionnel est inspirée de celle utilisée par
Chalons & al. [CGK16, CGK17]. Le schéma numérique utilisé pour résoudre le système diphasique
sous sa forme lagrangienne avec les effets capillaires est un schéma de type Godunov basé sur un
solveur de Riemann à quatre états. La correction utilisée consiste à légèrement modifier le solveur
de Riemann (6.2.2.3)

W (x/t; Vl,Vr) =


Vl si x/t ≤ −λ−ϑl,

V ∗
l = Vl + ϕ−R− + LM− si −λ−ϑl < x/t ≤ 0,

V ∗
r = Vr − ϕ+R+ − LM+ si 0 < x/t ≤ λ+ϑr,

Vr si λ+ϑr < x/t,

(6.3.2.1)

où
R± = (−1, 0,±λ±, p1−α ± λ±uα, 0),

LM± = λ∓(θ − 1)∆u
λ− + λ+

(0, 0, 1, u, 0),

ϕ± = ∆p− κ̃∆z ± λ∓∆u
λ−λ+ + λ2

±
,

avec

θ = min
(

1, |u|
max(cl, cr)

)
.

Nous avons repris les notations introduite dans la construction du schéma unidimensionnel en ce
qui concerne α, p1−α, uα et u. Cela revient à modifier le flux de pression p simplement par

pθ = λ−pr + λ+pl

λ+ + λ− − θλ+λ−∆u
λ+ + λ− − κ∆z

2
λ− − λ+

λ+ + λ− . (6.3.2.2)

On constate que la correction bas-Mach ne joue que dans le régime subsonique, lorsque M < 1. Il est
maintenant nécessaire de regarder le comportement de ce schéma vis-à-vis des solutions équilibres.

Proposition 18
La loi de Laplace est une solution d’équilibre fort du solveur de Riemann (6.3.2.1).

Démonstration. On voit immédiatement que le terme LM± lié à la correction bas-Mach s’annule
lorsque u est constant. De plus, si p − σκz = cste, alors ϕ± = 0. Ce qui revient à V ∗

l = Vl et
V ∗

r = Vr, qui est la définition d’un équilibre fort.

Le comportement asymptotique du schéma unidimensionnel en régime bas Mach a été étudié
dans [CGK16] pour la dynamique des gaz. Nous rappelons le résultat suivant, en omettant les termes
liés à la tension de surface.

Proposition 19 ([CGK16])
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Dans le régime bas Mach, le discrétisation adimensionnée de l’étape Lagrange est consistante avec

ρ̃∂t̃ϑ̃ − ∇̃ · ũ = O(∆t̃) + O(M∆x̃),

ρ̃∂t̃y = O(∆t̃),

ρ̃∂t̃ũ + ∇̃p̃ = O(∆t̃) + O
(
θ∆x̃
M

)
,

ρ̃∂t̃Ẽ + ∇̃ · (p̃ũ) = O(∆t̃) + O(M∆x̃) + O(θM∆x̃),

ρ̃∂t̃z = O(∆t̃).

(6.3.2.3)

La discrétisation adimensionnée de l’étape de Transport est consistante avec

∂t̃ϕ̃+ ũ∇̃ϕ̃ = O(∆t̃) + O(∆x̃) + O(M∆x̃)

pour ϕ̃ ∈
{
ρ̃, ρ̃ỹ, ρ̃ũ, ρ̃Ẽ, z̃

}
, et le système complet résolue par le schéma de décomposition Lagrange-

Transport adimensionné est donné par

∂t̃ρ̃ + ∇̃ · (ρ̃ũ) = O(∆t̃) + O(∆x̃) + O(M∆x̃),

∂t̃(ρ̃y) + ∇̃ · (ρ̃yũ) = O(∆t̃) + O(∆x̃) + O(M∆x̃),

∂t̃(ρ̃ũ) + ∇̃ · (ρ̃ũ ⊗ ũ) + 1
M2 ∇̃p̃ = O(∆t̃) + O(∆x̃) + O

(
θ∆x̃
M

)
,

∂t̃

(
ρ̃Ẽ
)

+ ∇̃ ·
((
ρ̃Ẽ + p̃

)
ũ
)

= O(∆t̃) + O(∆x̃) + O(M∆x̃) + O(θM∆x̃),

∂t̃z + ũ∇̃z = O(∆t̃) + O(∆x̃) + O(M∆x̃).

Le choix θ = O(M) permet alors d’obtenir une erreur de troncature uniforme par rapport au nombre
de Mach M.

Une analyse asymptotique du schéma numérique permet de montrer qu’il est consistant avec la
limite incompressible des équations.

6.3.3 Correction bas-Mach : schéma multidimensionnel

Le schéma multidimensionnel peut être corrigé de différentes manières. Une première idée
consiste à remplacer le flux de pression multidimensionnel par une combinaison convexe entre le
flux multidimensionnel et le flux unidimensionnel corrigé (6.3.2.2) en fonction du Mach local. Cette
correction permet toujours de conserver un schéma bien équilibré. Cependant, le flux de pression
devient unidimensionnel, le caractère multidimensionnel du schéma est perdu. Ainsi, il est plus inté-
ressant d’explorer une correction permettant d’avoir un schéma bas-Mach multidimensionnel. Nous
pouvons nous inspirer de la correction proposée par [Lab19] et utilisée dans [CHL20].

Tout d’abord, on définit par qn une quantité au nœud n telle que∑
f∈SF(n)

|Γnf |
(

1
λl

+ 1
λr

)
qn =

∑
c∈C(n)

∑
f∈SF(nc)

|Γnf |
(
pc − σκczc

λ− + uc · nf

)
. (6.3.3.1)

On rappelle que la notation λ− correspond à la valeur de la pente associée à l’état gauche de la face
f , orientée par la normale nf sortante de c vers d. Cette définition est basée sur la construction de
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la vitesse nodale un. En effet, nous avons vu dans la section précédente que la vitesse nodale est une
combinaison des flux de vitesse unidimensionnels sur les faces attachées au nœud. Ainsi, le second
membre de (6.3.3.1) correspond à un flux de pression unidimensionnel. A partir de là, on définit le
nouveau flux de pression comme

pl = θn

(
pl − λ−(un − ul) · n

)
+ (1 − θn) (qn + σκnzc) + (κ∆z)l. (6.3.3.2)

où
θn = min

(
1, ||un||

maxc c

)
.

Le flux de pression ainsi défini est une combinaison convexe du flux de pression multidimensionnel
originel et d’un flux multidimensionnel permettant de résoudre les écoulements bas Mach avec
tension de surface. Le paramètre κn correspond à une courbure nodale. Si la courbure κ est défini
aux nœuds, alors κ = κn. Dans le cas contraire, où la courbure κ a été définie aux faces, la courbure
nodale κn est donnée par (6.2.3.4). La quantité nodale qn est donc composée d’un terme centré en
q = p− σκz et d’un terme de diffusion en vitesse. Ce terme de diffusion D de la pression nodale est
donné par

D = 1∑
f∈SF(n)

|Γnf |
(

1
λl

+ 1
λr

) ∑
c∈C(n)

∑
f∈SF(nc)

|Γnf |uc · nf .

Il est aisé de voir que le terme de diffusion D est en fait une discrétisation de la divergence discrète
de la vitesse au nœud n. Nous avons vu que dans le régime bas-Mach, la limite asymptotique du
système lorsque le nombre de Mach tend vers 0 donne un champ de vitesse à divergence nulle.
Ainsi, le terme de diffusion s’annule lui aussi, et le schéma adimensionnée de l’étape Lagrange est
consistant avec (6.3.2.3). La preuve théorique de ce résultat ne sera pas donnée ici. Pour démontrer
que D est une approximation d’ordre un de la divergence au nœud, on peut utiliser les mêmes outils
que dans [Des10b, Lab19]. Il est aussi possible de construire la quantité nodale qn sans les termes
de vitesse. On a alors∑

f∈SF(n)

|Γnf |
(

1
λl

+ 1
λr

)
qn =

∑
c∈C(n)

∑
f∈SF(nc)

|Γnf |
(
pc − σκczc

λ−

)
. (6.3.3.3)

On peut alors montrer que le schéma adimensionné (6.3.3.2) avec la pression nodale (6.3.3.1) ou
(6.3.3.3) est consistant avec (6.3.2.3). Nous allons maintenant étudier la correction proposée vis-à-vis
des solutions équilibres.

Proposition 20
La loi de Laplace est une solution d’équilibre fort du schéma (6.3.3.2), (6.3.3.1) et (??).

Démonstration. Lorsque la vitesse u, la courbure κ et la quantité q = p−σκz sont constantes, on a
un = u. De plus, qn = q donc qn + σκnzc = pc. Ainsi, pl = pl et pr = pr. En injectant ces relations
dans les définitions des flux (6.2.3.3), on a de suite ϑ∗

s = ϑs et E∗
s = Es, s = l, r.

Ce schéma conserve la propriété d’être multidimensionnel, consistant avec la limite asymptotique
du régime bas-Mach, et préserve les solutions stationnaires. En définissant les quantités nodales avec
les mêmes pentes, c’est-à-dire ∀f ∈ SF(nc), λ− = λ+, on retrouve alors la correction bas-Mach de
Labourasse [Lab19], utilisée notamment dans [CHL20].
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Remarque 14
Ces dernières années, de nombreux auteurs ont proposé des corrections bas-Mach pour les modèles
compressibles. À notre connaissance, le travail de Labourasse [Lab19] est le seul à traiter le cas
des schémas lagrangiens. Cette correction a été appliquée dans le contexte de l’hydrodynamique
lagrangienne avec tension de surface dans [CHL20]. Cependant, une classe de schémas multidimen-
sionnels semble capable de traiter directement les écoulements à faible nombre de Mach. C’est le cas
du schéma lagrangien récemment mis au point par Corot [CM18], pour lequel les flux de pression
sont basés sur une pression nodale. Le bon comportement du schéma de Corot dans le régime bas-
Mach avait déjà été remarqué dans [Lab19]. Curieusement, la dissipation de cette pression nodale a
la forme d’une divergence nodale discrète, qui s’annule dans le régime de bas-Mach. Cette idée a été
utilisée par Barsukow [Bar21] pour construire un solveur multidimensionnel dans le cas cartésien,
et employée dans [CM18] pour réduire la dissipation des schémas GLACE [DM05] et EUCCLHYD
[MABO07]. Une des corrections proposées ici s’appuie aussi sur cette observation. D’ailleurs, on af-
firme que dans le cas cartésien sans tension de surface, lorsque θn = 0, le schéma (6.3.3.1), (6.3.3.2)
devient exactement le schéma multidimensionnel bas-Mach de Barsukow [Bar21].

6.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étendu la notion de schéma de type Godunov au cadre non-

conservatif. Notre utilisation du schéma multidimensionnel EUCCLHYD [MABO07] dans le cas
conservatif du Chapitre 5 nous a poussé à utiliser la notion de schéma de type Godunov multidi-
mensionnel de Gallice & al. [GCLM22] pour construire un schéma de type Godunov multidimen-
sionnel non-conservatif. Les schémas unidimensionnel et multidimensionnel basés sur un solveur de
Riemann simple [Gal00, Gal02b, Gal02a, Gal03] sont positifs, entropiques et stables sous condition
sur le pas de temps. Ils ont été utilisés pour construire un schéma numérique unidimensionnel et son
extension multidimensionnelle pour le système à cinq équations réduit avec tension de surface sous
la forme CSF en variables lagrangiennes. On parle de schéma multidimensionnel car le stencil de
construction des flux est basé sur un voisinage nodal, contrairement au schéma unidimensionnel où
le stencil du flux numérique est constitué des voisins aux faces. Ils sont équilibrés, c’est-à-dire qu’ils
préservent les solutions stationnaires liées à la tension de surface dans le cas de la modélisation CSF.
L’utilisation de la méthode de décomposition Lagrange-Transport présentée au Chapitre 5 permet
de se ramener au cadre eulérien. Les effets dissipatifs liés à la viscosité et la diffusion thermique
peuvent être pris en compte de la même manière, tout comme la résolution implicite de l’étape
Lagrange. Les schémas de type Godunov nécessitant une correction bas-Mach, nous avons présenté
les choix utilisés en prenant soin de vérifier qu’ils permettent de préserver les solutions équilibres.

Le schéma numérique global est seulement d’ordre un en temps et en espace. Pour avoir des
résultats plus précis, il est nécessaire de monter en ordre. De plus, la diffusion liée à l’étape de
Transport va induire un étalement numérique de l’interface liquide-gaz, considérée ici comme non
physique. Dans le chapitre suivant, nous allons voir comment améliorer la précision du schéma et
réduire la diffusion de la fraction volumique.
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Extension à l’ordre deux
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Les schémas construits précédemment ne sont que d’ordre un en espace et en temps. Bien que
rapides et robustes, ils manquent de précision, du fait de leur diffusion numérique trop importante.
De plus, dans le cadre de l’utilisation des méthodes à interfaces diffuses, la fraction volumique va
naturellement être diffusée à l’interface entre les deux fluides considérés. Le simple schéma décentré
utilisé lors de l’étape de transport va produire un étalement numérique de la solution bien trop
important pour suivre avec précision l’interface entre le liquide et le gaz. Plusieurs méthodes ont
été développées afin de limiter la diffusion numérique de l’interface. Kokh et Lagoutière ont uti-
lisé le schéma antidiffusif [KL10] développé dans [DL02], qui consiste à utiliser un flux décentré
aval le plus possible, tout en garantissant la stabilité et la consistance du schéma. Cette méthode
limite la diffusion de l’interface à 2 cellules de mélange. Helluy et Jung [HJ14] ont combiné la
méthode de projection aléatoire de Glimm près de l’interface avec le schéma upwind pour simuler
un écoulement diphasique sans aucune cellule de diffusion. Par contre, les propriétés de consis-
tance, conservation et ordre du schéma sont vraies en moyenne. Ils ont étendu cette méthode à
l’ordre deux en espace et en temps. L’extension en dimension supérieure est réalisée avec un split-
ting directionnel. Shyue et Xiao [SX14] ont adapté la méthode THINC de [XHK05] pour simuler
les écoulements diphasiques. L’idée principale est de reconstruire la fraction volumique avec la
fonction tangente hyperbolique, en contrôlant le caractère compressif de la reconstruction avec un
paramètre β. Cette technique est largement combinée avec l’algorithme BVD (Boundary Variation
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Diminishing) [SIX16, DIX+18, CDX+20] pour simuler des écoulements diphasiques sur des grilles
structurées et non structurées. Dans le contexte des schémas de type MUSCL [vL79], où les flux
sont calculés avec une reconstruction linéaire par morceaux avec limitation de pente, ces derniers
peuvent être conçus pour avoir des propriétés compressives et donner une interface raide lorsqu’ils
sont appliqués à l’équation de transport de la fraction volumique. Cette approche a été largement
utilisée dans la littérature, par exemple dans Qian et al. [QCMI06], Blanchard [Bla15], Chiapolino
et al. [CSN17] et De Vuyst et al. [DFM+21].

L’approche retenue ici sera d’utiliser un schéma de type MUSCL avec un choix de limiteur
différent selon qu’il s’agit de la fraction volumique ou des autres variables. Il permettra à la fois
d’augmenter la précision du schéma global à l’ordre deux pour être plus précis et calculer correc-
tement le flux à la paroi, tout en diminuant considérablement la diffusion numérique de la fraction
volumique. La méthode MUSCL est relativement simple et facile à utiliser et peu coûteuse en temps
CPU sur un maillage curviligne structuré qui se déforme au cours du temps, contrairement à des
méthodes de type ENO [HEOC87, SO88, Abg94] ou WENO [LOC94] qui sont plus complexes et
plus coûteuses en temps CPU.

Ce chapitre est divisé en cinq parties. Tout d’abord, nous allons rappeler le principe de la
méthode MUSCL dans le cadre unidimensionnel. Cela nous permettra d’introduire la notion de li-
miteur compressif, permettant de raidir la fraction volumique. Ensuite, nous allons tenter d’entendre
la méthode MUSCL dans le cadre multidimensionnel. Nous présenterons alors un certain nombre
de propriétés intéressantes vérifiées par la méthode. Puis, l’amélioration de l’ordre en temps sera
discuté. Nous terminerons enfin par étendre la notion de schéma de type Godunov non-conservatif
au second ordre en espace.

7.1 Schéma MUSCL : cadre unidimensionnel

On reprend les notations introduites aux chapitres précédents pour la discrétisation spatiale et
temporelle. Dans un premier temps, on considère l’équation scalaire hyperbolique

∂tu+ ∂xf(u) = 0, ∀x ∈ R et ∀t ∈ R+. (7.1.0.1)

La variable u ∈ R est la quantité conservée et f est un flux quelconque. Dans tout le chapitre,
nous allons uniquement nous intéresser à la discrétisation volumes finis Cell-Centered. Le schéma
numérique induit par une telle discrétisation est de la forme

∆x∂tui = −
(
f(ui, ui+1) − f(ui−1, ui)

)
, (7.1.0.2)

où f(•, •) est un flux numérique consistant avec la loi de conservation (7.1.0.1). Il existe une
grande variété de choix concernant le flux f . On peut citer entre autres les flux de Lax-Friedrichs,
Lax-Wendroff, Beam-Warming, ou encore Fromm (voir [Tor97] par exemple). Les flux numériques
peuvent être d’ordre quelconque, généralement d’ordre un. Cela implique dans ce dernier cas que
le schéma numérique associé génère trop de diffusion numérique. Puisque les schémas convergent, il
existe un maillage assez fin pour capturer précisément tous les phénomènes physiques. Cependant,
un tel maillage est en pratique inutilisable du point de vue du temps de calcul.

Un flux numérique linéaire d’ordre deux possède l’inconvénient de produire de nouveaux ex-
trema, et ainsi perdre la monotonie du schéma, notamment autour de fortes discontinuités. Dans la
littérature, on appelle cela le phénomène de Gibbs [Tor97]. Un résultat dû à Godunov [God59] nous
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dit qu’un schéma linéaire permettant de ne pas générer de nouveaux extrema est au plus d’ordre un.
Pour traiter ce résultat, Kolgan [Kol72, Kol11] et van Leer [vL73] proposent indépendamment une
nouvelle technique permettent d’améliorer la précision du schéma de Godunov. Dans une série de
cinq articles [vL73, vL74, vL77a, vL77b, vL79], van Leer développe un schéma appelé MUSCL (Mo-
notone Upstream-centered Scheme for Conservation Laws) permettant de résoudre des équations
scalaires en dimension un à l’ordre deux et trois sans perdre la monotonie. Il étend cette méthode
avec succès à la dynamique des gaz. Nous allons en présenter les idées générales.

7.1.1 Reconstruction de la solution

Le principe du schéma MUSCL est de remplacer les valeurs moyennes des cellules dans l’évalua-
tion des flux numériques par une extrapolation de la solution sur les faces. Soit ui une approximation
de

1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

u(x, tn)dx,

pour toute quantité u(x, t). On définit la reconstruction ûi(x) de ui comme l’approximation qua-
dratique de u dans la cellule i telle que

ûi(x) = ui + (∂xu)i(x− xi) + 3κ
2 (∂2

xu)i

(x− xi)2 − 1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

(x− xi)2dx

 , (7.1.1.1)

où (∂xu)i et (∂2
xu)i sont des approximations centrées des dérivées première et seconde de ui. Cette

reconstruction a la propriété d’être conservative dans le sens où

1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

ûi(x)dx = ui.

Le paramètre κ introduit dans (7.1.1.1) permet de définir une famille de reconstructions appelée
κ-schéma. Généralement, κ est choisi dans l’intervalle [−1, 1], où κ = 0 correspond au schéma
de Fromm, κ = 1 au schéma centré, κ = 1/2 donne le schéma QUICK [Tor97, Hir07]. Le choix
particulier κ = 1/3 permet d’avoir une reconstruction d’ordre trois de la solution au point x à
partir de la moyenne de u dans la cellule i et de ses dérivées première et seconde. Le schéma
volumes finis Cell-Centered défini par (7.1.0.2) est alors d’ordre trois avec κ = 1/3 et d’ordre deux
pour les autres choix [BHO17]. En introduisant uR

i et uL
i+1 respectivement les reconstructions à

gauche et à droite de la face i+ 1
2 , on a exactement

uR
i = ui + (∂xu)i

∆x
2 + 3κ

2 (∂2
xu)i

[(
∆x
2

)2
− ∆x2

12

]
,

uL
i+1 = ui+1 − (∂xu)i+1

∆x
2 + 3κ

2 (∂2
xu)i+1

[(
∆x
2

)2
− ∆x2

12

]
.

En remplaçant les dérivées première et seconde par leur approximation centrée, on obtient

uR
i = ui + 1

4
(
(1 − κ)∆−

i + (1 + κ)∆+
i

)
,

uL
i+1 = ui+1 − 1

4
(
(1 − κ)∆+

i+1 + (1 + κ)∆−
i+1
)
,

(7.1.1.2)
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avec ∆−
i = ui − ui−1, ∆+

i = ui+1 − ui. Le schéma (7.1.0.2) devient alors

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
f(uL

i+1, u
R
i ) − f(uL

i , u
R
i−1)

)
. (7.1.1.3)

Afin de résoudre le problème lié au théorème de Godunov [God59], van Leer introduit maintenant
le concept de limiteur de pente.

7.1.2 Limitation des reconstructions

Le schéma (7.1.1.3) étant linéaire et d’ordre au moins deux, il ne préserve pas la monotonie de
la solution. On peut définir la monotonie d’un schéma à partir de son flux numérique.

Définition 23 (Schéma monotone)
Considérons le schéma volumes finis unidimensionnel avec une discrétisation temporelle explicite

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
f i+ 1

2
− f i− 1

2

)
, (7.1.2.1)

où le flux numérique consistant f i+ 1
2
(ui−k+1, ..., ui, ui+ 1, .., ui+k) dépend de 2k + 1 cellules. Si la

fonction flux f est monotone et k-lipschitzienne telle que

∂f i+ 1
2

∂uj
≥ 0 si j = i, et

∂f i+ 1
2

∂uj
≤ 0 si j ̸= i,

alors le schéma est monotone.

Un schéma monotone ne génère pas de nouveaux extremum autres que ceux déjà présents dans
la solution initiale. Il préserve la monotonie de la solution. On a la définition suivante.

Définition 24 (Schéma préservant la monotonie)
Le schéma (7.1.2.1) préserve la monotonie de la solution si pour toute solution (un)i monotone alors
(un+1)i est monotone dans le même sens i.e. croissante ou décroissante.

Pour rendre le schéma de Godunov monotone, l’idée de Kolgan et van Leer est d’y incorporer
des non-linéarités astucieusement choisies, appelées limiteurs, pour localement décroître l’ordre du
schéma là où des oscillations peuvent se produire. Van Leer construit dans ses articles un schéma
d’ordre élevé à Variation Totale Décroissante (TVD). Cette notion, moins contraignante que la
monotonie, a été introduite plus tard par Harten [Har83], en définissant la variation totale de la
solution discrète d’une équation de loi de conservation par

TV (u) =
∑

i

|ui+1 − ui|.

On a la définition d’un schéma TVD.

Définition 25 (Schéma TVD)
Le schéma (7.1.2.1) est TVD si TV (un+1) ≤ TV (un).

Harten montre en particulier qu’un schéma TVD préserve la monotonie. On a en outre les
relations suivantes
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Schéma monotone ⇒ Schéma TVD ⇒ Schéma préservant la monotonie.

On peut alors choisir de limiter les flux ou les reconstructions. La deuxième option, probablement
la plus populaire aujourd’hui, est détaillée dans la suite. Soit ri = ∆−

i /∆
+
i le ratio des pentes de la

solution. Sur un maillage cartésien uniforme, ri est exactement le ratio des gradients décentrés. Les
reconstructions (7.1.1.2) se réécrivent alors

uR
i = ui + 1

4
(
(1 − κ)ri∆+

i + (1 + κ)(1/ri)∆−
i

)
,

uL
i+1 = ui+1 − 1

4
(
(1 − κ)(1/ri+1)∆−

i+1 + (1 + κ)ri+1∆+
i+1
)
.

Le principe de limiteur de pente consiste à appliquer à celles-ci un limiteur ϕ tel que

ûR
i = ui + 1

4
(
(1 − κ)ϕ(ri)∆+

i + (1 + κ)ϕ (1/ri) ∆−
i

)
,

ûL
i+1 = ui+1 − 1

4
(
(1 − κ)ϕ (1/ri+1) ∆−

i+1 + (1 + κ)ϕ(ri+1)∆+
i+1
)
.

où la notation •̂ indique la reconstruction modifiée par le limiteur. Cette fonction ϕ va permettre de
limiter la pente de la reconstruction pour s’assurer que le schéma reste TVD dans les zones à forte
courbure (c’est-à-dire forte valeur de ri ou de 1/ri). Sweby [Swe84] va développer toute une classe
de limiteurs en définissant une région admissible dans laquelle celui-ci doit appartenir pour avoir
un schéma TVD. La Fig. 7.1 représente en gris foncé la zone de Sweby, dans laquelle tout limiteur
induit un schéma TVD d’ordre supérieur à 1.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 30

0.5

1

1.5

2

r

ϕ(r)

Fig. 7.1. Diagramme de Sweby. La région de TVD du premier ordre est composée des zones gris
clair et gris foncé, tandis que la région de second ordre est exclusivement composée de la zone gris
foncé.

La propriété ϕ(1) = 1 est une condition nécessaire et suffisante pour préserver la linéarité de
la solution et donc l’ordre deux. Lorsque le ratio des pentes est trop important, ϕ tend vers 0 et
le schéma devient du premier ordre. Le limiteur le plus diffusif est appelé Minmod. Il correspond
à la limite inférieure de la zone de Sweby. Le moins diffusif est appelé Superbee. Il correspond à
la limite supérieure de la zone. Ce dernier possède un caractère compressif. La compressibilité est
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la capacité à reproduire avec précision une discontinuité. Le limiteur Overbee correspond quant à
lui à la zone supérieure du digramme soit ϕ(r) = min(2r, 2). Il ne permet pas d’avoir un schéma
d’ordre élevé car il ne préserve pas la linéarité de la solution puisque ϕ(1) ̸= 1. Cependant, il est
le plus compressif des limiteurs TVD et de ce point de vue il est le plus adapté pour capturer
précisément les discontinuités. Il est même possible de faire mieux en prenant en compte le nombre
de CFL [Tor97, Hir07]. Dans ce cas, le limiteur correspondant à la borne supérieure de la zone TVD
est appelé Ultrabee. Il correspond exactement au schéma d’Antidiffusion de Desprès & Lagoutière
[Lag00, DL02], et permet de limiter la diffusion d’une discontinuité sur une maille. Un tel limiteur
est alors intéressant à utiliser dans le cas du transport de la fraction volumique du système à 5
équations [KL10, PGM21].

On demande parfois au limiteur d’être symétrique i.e. ϕ(r)/r = ϕ(1/r). Dans ce cas, les recons-
tructions s’écrivent simplement

ûR
i = ui + 1

2ϕ(ri)∆+
i ,

ûL
i+1 = ui+1 − 1

2ϕ(ri+1)∆+
i+1.

On constate qu’il n’y a plus de dépendance au paramètre κ. On a en outre le théorème suivant qui
résume les résultats énoncés précédemment
Théorème 1 (Schéma volumes finis MUSCL TVD [BHO17])
Le schéma défini par

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
f(ûL

i+1, û
R
i ) − f(ûL

i , û
R
i−1)

)
,

avec f la fonction flux monotone et k-lipschitzienne et les reconstructions linéaires du κ-schéma de
van Leer

ûR
i = un

i + 1
4
(
(1 − κ)ϕ(ri)∆+

i + (1 + κ)ϕ (1/ri) ∆−
i

)
,

ûL
i+1 = un

i+1 − 1
4
(
(1 − κ)ϕ (1/ri+1) ∆−

i+1 + (1 + κ)ϕ(ri+1)∆+
i+1
)
,

où ∆−
i = un

i − un
i−1, ∆+

i = un
i+1 − un

i et ri = ∆−
i /∆

+
i le ratio des pentes de la solution, est TVD si

le limiteur de pente ϕ vérifie

0 ≤ ϕ(ri) ≤ 3 − κ

1 − κ
− (1 + α)1 + κ

1 − κ
,

et
0 ≤ ϕ(ri)

ri
≤ 2 + α,

avec
−2 ≤ α ≤ 21 − κ

1 + κ
,

sous la condition de stabilité sur le pas de temps

1
∆t >

1
∆x

2 − (2 + α)κ
1 − κ

sup
ũ∈[ûR

i−1,ûR
i ]

˜̃u∈[ûL
i ,ûL

i+1]

(
∂f

∂ũ

(
ũ, ûL

i+1
)

− ∂f

∂ ˜̃u
(
ûR

i−1, ˜̃u
))

.

De plus, l’erreur de troncature τ∆x dans le cas non-limité (ϕ(r) = 1) est la suivante

τ∆x = −κ− 1/3
4 ∆x2 ∂

2

∂x2 f(u).
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Pour avoir un limiteur compressif TVD et qui préserve l’ordre élevé, on introduit généralement
le paramètre β dans le limiteur β-Minmod tel que

ϕi = max(0,min(ri, β)), β ∈
[
1, 3 − κ

1 − κ

]
.

Si β = 1, on retrouve le limiteur Minmod usuel. Le choix β > 1 donne alors un limiteur compressif
[BHO17].

Remarque 15
Le concept de schéma TVD et la théorie sur les limiteurs de pentes est établie pour le cas scalaire en
dimension un. L’extension à des systèmes tels que la dynamique des gaz est plus délicate. La notion
de schéma TVD pour un système n’a pas de sens. En pratique, on utilise les mêmes limiteurs de
manière scalaire, c’est-à-dire, appliqués à chacune des variables, primitives ou conservatives. On
cherche plutôt à garantir que le schéma préserve certaines conditions vérifiées par la solution exacte
(positivité de la densité et de l’énergie interne, principe du maximum sur les fractions massiques et
volumiques, ...).

7.2 Schéma MUSCL : cadre multidimensionnel
Dans la section précédente, nous avons rappelé des résultats classiques sur la méthode MUSCL

dans le cas unidimensionnel. Nous allons maintenant voir comment étendre cette méthode en di-
mension d supérieure à un (on se contente ici de d = 2). On considère alors l’équation scalaire
hyperbolique suivante

∂tu+ ∇ · F (u) = 0, ∀x ∈ R2 et ∀t ∈ R+, (7.2.0.1)

où u est la variable d’intérêt et F le vecteur de flux. La discrétisation volumes finis de l’équation
précédente sur une cellule c est donnée par

|Ωc|∂tuc = −
∑

d∈V(c)

|Γcd|F (uc, ud,n), (7.2.0.2)

où uc est la moyenne de la solution u sur la cellule c, |Ωc| est l’aire de la cellule c, V(c) est l’ensemble
des cellules voisines par les faces de la cellule c, n est la normale sortante à la face et F (u, v,n) est
un flux numérique monotone tel que

∂F

∂u
(u, v,n) ≥ 0, et ∂F

∂v
(u, v,n) ≤ 0.

Ce flux est généralement évalué au centre des faces.

7.2.1 Reconstruction de la solution

Il existe principalement deux façons d’obtenir un schéma d’ordre deux en espace pour l’équation
semi-discrète (7.2.0.2) en utilisant les concepts de la méthode MUSCL. La première [BC10, LMG15]
est appelée Multislope. Elle consiste à reconstruire des pentes de chaque côté de l’interface d’une
cellule afin d’évaluer les flux. Elle est appelée ainsi car, contrairement au cas unidimensionnel, il
y a au sein d’une même cellule une pente associée à chaque face. Initialement développée pour
des triangles [BC10], elle a été étendue avec succès sur des maillages quelconques en deux et trois
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7.2. Schéma MUSCL : cadre multidimensionnel

dimensions [LMG15]. Cette méthode possède la bonne propriété d’être positive sous conditions,
c’est-à-dire que le schéma volumes finis (7.2.0.2) peut s’écrire sous la forme semi-discrète

|Ωc|∂tuc = −
∑

d∈V(c)

|Γcd|Ccd(uV(c))(uc − ud),

où les coefficients Ccd(uV(c)) ≥ 0 dépendent des voisins de c. Cette propriété permet notamment de
démontrer un certain nombre de résultats sur la monotonie.

La seconde méthode, appelée Monoslope, consiste à reconstruire la solution au sein de la cellule
par un polynôme [BJ89]. Nous allons nous attarder maintenant sur cette méthode. Le schéma
numérique (7.2.0.2) est d’ordre deux en espace en évaluant le flux numérique F par F (ucd, udc,ncd)
où les reconstructions linéaires ucd et udc sont telles que

ucd = uc + ∇uc · (xf − xc),
udc = ud + ∇ud · (xf − xd),

(7.2.1.1)

et où xc, xd et xf sont respectivement les centres de masse des cellules c, d et le centre de la face
commune aux deux cellules.

Variante de reconstruction linéaire

Une variante de ce schéma, appelée U-MUSCL (Unstructured MUSCL), consiste à modifier les
reconstructions (7.2.1.1) de la manière suivante

ucd = uc + κ

2 (uj − ui) + (1 − κ)∇uc · (xf − xc),

udc = ud + κ

2 (ui − uj) + (1 − κ)∇ud · (xf − xd),
(7.2.1.2)

avec κ ∈ [−1, 1]. Cette modification est due à Burg [Bur05] qui remarque que dans le cas unidimen-
sionnel, sous cette forme, et avec une estimation centrée des gradients ∇uc et ∇ud, ce schéma est
exactement le κ schéma de van Leer (7.1.1.2). En écrivant (7.2.1.2) sous la forme

ucd = κ

2 (ud + uc) + (1 − κ) (uc + ∇uc.(xf − xc)) ,

la reconstruction peut être vue comme une combinaison de l’interpolation linéaire (premier terme)
et de l’extrapolation linéaire (deuxième terme) de ucd. Notons que κ = 0 est la reconstruction
MUSCL (7.2.1.1). Cependant, cette méthode n’est d’ordre deux que si le centre de la face xf se
trouve exactement entre les centres de masse des cellules c et d (voir Fig. 7.2). Par conséquent, une
modification doit être utilisée pour préserver la précision d’ordre deux [Nis20] sur des maillages ne
vérifiant pas cette condition. Elle consiste à introduire le point xp comme le symétrique de xc par
rapport à xf (voir Fig. 7.2). Ainsi, xp = 2xf − xc − xd. La reconstruction linéaire de la solution à
ce point est

up = ud + ∇ud · xp.

Cette reconstruction est alors utilisée pour modifier la reconstruction (7.2.1.2) de telle sorte que

ucd = uc + κ

2 (up − uc) + (1 − κ)∇uc · (xf − xc), (7.2.1.3)
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Fig. 7.2. Définition du point xp pour la reconstruction ucd du schéma LP-U-MUSCL.

Le schéma LP-U-MUSCL (Linear Preserving Unstructured MUSCL) (7.2.1.3) [Nis20] est le schéma
U-MUSCL avec la modification de préservation des solutions linéaires. Celui-ci est intéressant à
utiliser en raison de sa simplicité et de sa précision avec le choix κ = 1/3. Comme le montre
[Nis21a, PN22], le schéma U-MUSCL avec κ = 1/3 peut être d’une précision d’ordre trois sur des
maillages cartésiens en dimension un. Cependant, seule une précision d’ordre deux peut être obtenue
dans notre configuration, à savoir le cas bidimensionnel sur une grille structurée déformée avec un
seul point de quadrature pour évaluer le flux sur les faces.

Estimation du gradient

Même si on utilise ici des maillages structurés, on souhaite utiliser des méthodes générales com-
patibles avec le non structuré. Aussi, le schéma de type MUSCL présenté précédemment nécessite
le calcul du gradient des inconnues sur des maillages non structurés. L’évaluation des gradients par
une méthode au moins d’ordre un, c’est-à-dire exacte pour les fonctions linéaires, est indispensable
pour avoir un schéma globalement d’ordre deux.

Il existe un certains nombre de méthodes qui se basent sur deux approches distinctes : la mé-
thode de Green-Gauss (GG) et la méthode des moindres carrés (LSQ). La première est basée sur
l’application du théorème de Green-Ostrogradski. Le gradient est approché par

∇uc = 1
|Ωc|

∑
c∈V(d)

|Γcd|ucdncd,

où ucd est une approximation de u à la face. On peut pour cela utiliser une moyenne arithmétique

ucd = uc + ud

2 ,

ou une interpolation linéaire

ucd = uc
||xf − xc||
||xd − xc||

+ ud
||xf − xd||
||xd − xc||

.

Cette méthode, appelée Green-Gauss Cell-Based ne fait intervenir que les voisins aux faces. Bien
qu’elle soit facile à mettre en œuvre et peu coûteuse, ces deux méthodes ne sont précises que si xf est
le milieu de [xc,xd] dans le premier cas ou que si xf est situé sur le segment [xc,xd] dans le second
cas. Pour des maillages cartésiens peu déformés c’est acceptable. Elles ne sont pas très précise sur les
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maillages déformés, et un processus itératif coûteux est nécessaire pour les faire converger [SVD+17].
Une solution consiste à utiliser le voisinage nodal, en interpolant les grandeurs aux nœuds par un
problème de minimisation [HC89, RBY91]. C’est la méthode Green-Gauss Node-Based. Elle plus
coûteuse mais préserve les champs linéaires, et ne nécessite pas de processus itératif pour améliorer
sa précision.

La méthode des moindres carrés (voir Annexe A) est généralement préférée pour sa robustesse
et sa précision. Elle est basée sur le développement de Taylor de la solution dans une cellule c sur
un stencil V(c) composé de ses voisins. Cela peut être les voisins par les faces, les voisins par les
nœuds, ou un stencil encore plus étendu. Un stencil élargi pour le calcul du gradient permet une
plus grande précision, en particulier lorsque le maillage est fortement déformé. De plus il est possible
de choisir l’ordre de reconstruction du gradient désiré. Une autre méthode basée sur les moindres
carrés, consiste à calculer les gradients aux nœuds des cellules (voir Annexe A.2), et déduire le
gradient au centre de la cellule en sommant les gradients aux nœuds pondérés par le nombre de
nœuds de la cellule [NW20]. Cette approche se veut plus économique en terme de temps CPU.

Remarque 16
Il est possible d’envisager des reconstructions linéaires, quadratiques ou même d’ordre supérieur
[MOG09, CDL11, DCL12, Tso18] mais un schéma d’ordre supérieur à deux nécessite une meilleure
approximation de l’intégrale du flux physique sur les faces, et donc d’utiliser deux voire plusieurs
points de quadrature sur les faces ce qui peut être coûteux.

7.2.2 Limitation des reconstructions

Le développement de méthodes volumes finis d’ordre élevé préservant la monotonie de la solution
pour les lois de conservation scalaires est bien plus complexe dans le cadre multidimensionnel. En
effet, un résultat dû à Goodman et LeVeque [GL85] montre qu’en dimension supérieure à un, un
schéma TVD est au plus d’ordre un. Ce résultat a poussé à déterminer des contraintes plus faibles
pour garantir une certaine monotonie de la solution. La plus exploitée est celle du Principe du
Maximum Local (PML) ou critère de Spekreijse [Spe87]

∀c, un,min
c ≤ un+1

c ≤ un,max
c , (7.2.2.1)

où un,min
c et un,max

c sont les valeurs minimale et maximale de la solution pour une cellule c donnée
et toutes les cellules adjacentes voisines au temps n, c’est-à-dire

un,min
c = min

d∈V(c)
(un

c , u
n
d ), et un,max

c = max
d∈V(c)

(un
c , u

n
d ). (7.2.2.2)

Nous allons maintenant tenter de déterminer les conditions sur les reconstructions ucd et ucd per-
mettant de garantir le PML, sous une contrainte de stabilité sur le pas de temps, pour l’équation
scalaire hyperbolique (7.2.0.1). Le théorème suivant, démontré dans la suite, les énonce.

Théorème 2 (Méthode volumes finis préservant le Principe du Maximum Local sur
maillage non-structuré)
Soit un,min

c et un,max
c (7.2.2.2) les valeurs minimale et maximale de la solution pour une cellule c

donnée et toutes les cellules adjacentes voisines au temps n. Le schéma volumes finis donné par

un+1
c = un

c − ∆t
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|F (ûn
cd, û

n
dc,ncd), (7.2.2.3)
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avec F la fonction flux monotone et k-lipschitzienne et les reconstructions linéaires limitées par ϕ
un limiteur de pente tel que

ûn
cd = un

c + ϕc∇un
c · (xf − xc),

ûn
dc = un

d + ϕd∇un
d · (xf − xd),

vérifie le Principe du Maximum Local (7.2.2.1) sous la condition

1
∆t >

∑
d∈V(c)

|Γcd|
|Ωc|

sup
ũ∈[min(ûn

cd,un
c ),max(ûn

cd,un
c )]

˜̃u∈[min(ûn
dc,un

c ),max(ûn
dc,un

c )]

(
∂F

∂ũ
(ũ, ûn

dc,ncd) − ∂F

∂ ˜̃u
(ûn

dc, ˜̃u,ncd)
)
, (7.2.2.4)

si les reconstructions sont bornées de la manière suivante

∀d ∈ V(c),

 un,min
c ≤ 2un

c − ûn
cd ≤ un,max

c ,

un,min
c ≤ ûn

dc ≤ un,max
c .

(7.2.2.5)

Démonstration. Le schéma volumes finis (7.2.2.3) peut se mettre sous la forme

un+1
c =

∑
d∈V(c)

|Γcd|
|∂Γc|

[
un

c − λcF (ûn
cd, û

n
dc,ncd)

]
, (7.2.2.6)

avec |∂Γc| le périmètre de la cellule c tel que

|∂Γc| =
∑

d∈V(c)

|Γcd|,

et
λc = ∆t|∂Γc|

|Ωc|
.

De plus, puisque le flux numérique est consistant, on a ∀u∑
d∈V(c)

|Γcd|F (u, u,ncd) = 0.

L’équation (7.2.2.6) peut alors s’écrit

un+1
c =

∑
d∈V(c)

|Γcd|
|∂Γc|

αn
cd, (7.2.2.7)

avec

αn
cd = un

c − λc

(
F (ûn

cd, û
n
dc,ncd) − F (ûn

cd, u
n
c ,ncd) + F (ûn

cd, u
n
c ,ncd) − F (un

c , u
n
c ,ncd)

)
. (7.2.2.8)

Le schéma volumes finis sur maillages non structurés peut être vu comme une combinaison convexe
de schéma unidimensionnels. Nous allons donc étudier αn

cd. D’après le théorème de la moyenne, il
existe ũ ∈ [min (ûn

cd, u
n
c ) ,max (ûn

cd, u
n
c )] et ˜̃u ∈ [min (ûn

dc, u
n
c ) ,max (ûn

dc, u
n
c )] tels que

∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd,
˜̃u,ncd) = F (ûn

cd, û
n
dc,ncd) − F (ûn

cd, u
n
c ,ncd)

ûn
dc − un

c

,

∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd) = F (ûn
cd, u

n
c ,ncd) − F (un

c , u
n
c ,ncd)

ûn
cd − un

c

,
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ce qui permet de réécrire (7.2.2.8) comme

αn
cd = un

c − λc

(
∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd, ˜̃u,ncd)(ûn
dc − un

c ) + ∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd)(ûn
cd − un

c )
)
.

Cette dernière équation peut se factoriser de la manière suivante

αn
cd = un

c

(
1 − λc

(
∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd) − ∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd, ˜̃u,ncd)
))

+ λc

(
∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd)(2un
c − ûn

cd) − ∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd, ˜̃u,ncd)ûn
dc

)
.

Si les reconstructions vérifient les bornes (7.2.2.5), alors on peut encadrer αn
cd par

un
c (1 − σn

cd) + σn
cdu

n,min
c ≤ αn

cd ≤ un
c (1 − σn

cd) + σn
cdu

n,max
c , (7.2.2.9)

avec
σn

cd = λc

(
∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd) − ∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd, ˜̃u,ncd)
)
.

Le coefficient σn
cd est strictement positif d’après les propriétés du flux numérique F , supposé mono-

tone. En utilisant (7.2.2.7) et (7.2.2.9), on a alors l’encadrement de la solution au temps tn+1

∑
d∈V(c)

|Γcd|
|∂Γc|

(
un

c (1 − σn
cd) + σn

cdu
n,min
c

)
≤ un+1

c ≤
∑

d∈V(c)

|Γcd|
|∂Γc|

(un
c (1 − σn

cd) + σn
cdu

n,max
c ) .

Afin d’encadrer un+1
c par des combinaisons convexes, on veut imposer∑

d∈V(c)

|Γcd|
|∂Γc|

σn
cd < 1,

soit
∆t

∑
d∈V(c)

|Γcd|
|Ωc|

(
∂F

∂ũ
(ũ, un

c ,ncd) − ∂F

∂ ˜̃u
(ûn

cd, ˜̃u,ncd)
)
< 1.

Ainsi, on obtient l’encadrement du PML sous la condition de stabilité sur le pas de temps énoncée.

Un résultat similaire a été démontré dans [Bla15] pour l’équation d’advection en dimension
deux. Le théorème obtenu ici est quelque peut différent de celui de Barth (Finite volume maximum
principle on unstructured meshes, R0

1 [BHO17, Th. 22]) pour le même problème. En effet, il ne
nous a pas été nécessaire d’introduire le paramètre géométrique de Barth Γgeo (voir [BHO17] pour
la définition de Γgeo) qui impacte le pas de temps d’un facteur 1/2 pour des maillages cartésiens.
Cependant, l’encadrement des reconstructions (7.2.2.5) n’est pas le même. On constate que ce
n’est pas la reconstruction dans la cellule c qui doit être bornée par ses extremum locaux mais la
reconstruction opposée ûn

dc. De plus, il est aussi nécessaire d’encadrer 2uc − ûn
cd, la symétrie de ûn

cd

par rapport à uc. Dans le cadre unidimensionnel ou d’un maillage cartésien, il est facile de donner
un sens à la symétrie de ûn

cd. Si ûn
cd = ûR

i et ûR
i ne dépend pas de κ, alors 2uc − ûn

cd = ûL
i .
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7.2.2.1 Conception d’un limiteur performant

Le théorème précédent permet donc, en introduisant un limiteur de pente ϕc dans les recons-
tructions ûcd et ûdc, d’avoir un schéma volumes finis préservant le PML sur maillage non-structuré.
Maintenant, il reste à déterminer la valeur maximale du limiteur permettant de garantir le PML.
Une fois déterminée, nous pourrons construire des limiteurs satisfaisant différentes propriétés utiles
pour la résolution du système à cinq équations. On veut entre autres des limiteurs robustes pour
l’étape Lagrange, et un limiteur compressif permettant de mieux représenter les discontinuités
pour la fraction volumique dans l’étape de Transport.

La proposition suivante caractérise le limiteur induit par l’encadrement des reconstructions
(7.2.2.5).

Proposition 21 (Limiteur préservant le Principe du Maximum Local)
Soit ûcd la reconstruction linéaire ucd limitée par ϕc

ûcd = uc + ϕc∆ucd, avec ∆ucd = ∇uc · (xf − xc). (7.2.2.10)

Le limiteur ϕc de la reconstruction (7.2.2.10) respectant l’encadrement (7.2.2.5) se caractérise par

ϕc = min
d∈V(c)



min
(
uc − un,min

c

∆ucd
,
un,max

d − uc

∆ucd

)
si ∆ucd > 0,

min
(
un,max

c − uc

|∆ucd|
,
uc − un,min

d

|∆ucd|

)
si ∆ucd < 0,

1 sinon.

(7.2.2.11)

Démonstration. D’après l’encadrement (7.2.2.5), on a

∀d ∈ V(c),

 un,min
c ≤ 2uc − ûcd ≤ un,max

c ,

un,min
d ≤ ûcd ≤ un,max

d ,

soit

∀d ∈ V(c),

 un,min
c − uc ≤ −ϕc∆ucd ≤ un,max

c − uc,

un,min
d − uc ≤ ϕc∆ucd ≤ un,max

d − uc.
(7.2.2.12)

Maintenant, il faut discriminer les cas en fonction du signe de ∆ucd

• Si ∆ucd > 0, le système (7.2.2.12) devient

∀d ∈ V(c),


uc − un,max

c

∆ucd
≤ ϕc ≤ uc − un,min

c

∆ucd
,

un,min
d − uc

∆ucd
≤ ϕc ≤

un,max
d − uc

∆ucd
.

(7.2.2.13)

Les inégalités de gauche de (7.2.2.13) sont toujours vraies par définition. En effet, on a
toujours uc − un,max

c ≤ 0 et un,min
d − uc ≤ 0. Cela donne

0 ≤ ϕc ≤ min
d∈V(c)

(
uc − un,min

c

∆ucd
,
un,max

d − uc

∆ucd

)
.
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• Si ∆ucd < 0, le système (7.2.2.12) devient cette fois

∀d ∈ V(c),


uc − un,min

c

∆ucd
≤ ϕc ≤ uc − un,max

c

∆ucd
,

un,max
d − uc

∆ucd
≤ ϕc ≤

un,min
d − uc

∆ucd
.

(7.2.2.14)

Les inégalités de gauche de (7.2.2.14) sont toujours vraies par définition. En effet, on a
toujours uc − un,min

c ≤ 0 et un,max
d − uc ≤ 0. Cela donne

0 ≤ ϕc ≤ min
d∈V(c)

(
un,max

d − uc

|∆ucd|
,
uc − un,min

d

|∆ucd|

)
.

• Si ∆ucd = 0, il n’y a pas de contrainte sur le limiteur.
Les résultats précédents permettent de définir la borne supérieure du limiteur ϕc qui garantit le
PML. Cette borne est donnée par

ϕc = min
d∈V(c)



min
(
uc − un,min

c

∆ucd
,
un,max

d − uc

∆ucd

)
si ∆ucd > 0,

min
(
un,max

c − uc

|∆ucd|
,
uc − un,min

d

|∆ucd|

)
si ∆ucd < 0,

1 sinon.

On retrouve un limiteur similaire à celui utilisé par [Bla15] dans le cas de l’advection pure.
En pratique, l’évaluation des bornes min et max des cellules voisines peut s’avérer coûteuse plus
le voisinage est étendu. Dans le cas de la résolution d’un système de lois de conservation par un
schéma en temps implicite nécessitant un processus itératif, l’évaluation des bornes min et max
peut grandement impacter le temps de calcul si le voisinage est trop étendu. Le corollaire suivant
permet de déterminer un limiteur moins coûteux qui permet de vérifier le PML.

Corollaire 1
Si les reconstructions sont convexes dans le sens où

∀d ∈ V(c),

 min(un
c , u

n
d ) ≤ 2uc − ucd ≤ max(un

c , u
n
d ),

min(un
c , u

n
d ) ≤ udc ≤ max(un

c , u
n
d ),

alors le schéma vérifie le PML.

Démonstration. Le résultat est immédiat puisque qu’on a facilement

∀d ∈ V(c), un,min
c ≤ min(un

c , u
n
d ), et max(un

c , u
n
d ) ≤ un,max

c ,

et par symétrie
∀c ∈ V(d), un,min

d ≤ min(un
d , u

n
c ), et max(un

d , u
n
c ) ≤ un,max

d .
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On a alors un limiteur moins coûteux en temps CPU. Il devient

ϕc = min
d∈V(c)

 min
(
uc − min(un

c , u
n
d )

|∆ucd|
,
max(un

c , u
n
d ) − uc

|∆ucd|

)
si |∆ucd| ≠ 0,

1 sinon.

Ce limiteur est cependant beaucoup trop restrictif en pratique, et la précision du schéma est forte-
ment dégradée. Il est préférable d’utiliser un limiteur moins restrictif et moins coûteux, quitte à ne
plus garantir le PML. Ainsi, le limiteur (7.2.2.11) est modifié en remplaçant les quantités un,min

d et
un,max

d par un,min
c et un,max

c . On obtient alors le limiteur

ϕc =


min

(
uc − un,min

c

|∆ucd|max ,
un,max

c − uc

|∆ucd|max

)
si |∆ucd|max ̸= 0,

1 sinon.
(7.2.2.15)

avec
|∆ucd|max = max

d∈V(c)
(∆ucd).

Ce limiteur garantie seulement le Principe du Maximum Global sous la condition sur le pas de
temps (7.2.2.4). Il vérifie l’encadrement

un,min
c ≤ uc ± ϕc∆ucd ≤ un,max

c .

Le limiteur dernièrement défini est celui retenu dans la suite.

Comparaison avec un limiteur type Barth & Jespersen

Ce limiteur est plus restrictif que celui obtenu originellement par Barth & Jespersen [BJ89]. En
effet, ils ont développé le premier limiteur multidimensionnel sur un maillage triangulaire. Afin de
préserver une certaine monotonie dans la solution, ils utilisent le critère de Spekreijse [Spe87] pour
déterminer le limiteur ϕc. Cela revient à demander à ce que la reconstruction ucd reste comprise
entre les minima et maxima locaux des cellules voisines. Ainsi

un,min
c ≤ uc + ϕc∆ucd ≤ un,max

c .

Le limiteur s’écrit alors de manière compacte

ϕc = min
d∈V(c)


max

(
un,min

c − uc

∆ucd
,
un,max

c − uc

∆ucd

)
si ∆ucd ̸= 0,

0 sinon .

(7.2.2.16)

Remarque 17
Les limiteurs précédents ont été déterminés en posant

∆ucd = ∇uc · (xf − xc).

Dans le cas de la reconstruction U-MUSCL (7.2.1.2) ou LP-U-MUSCL (7.2.1.3), il suffit de définir
∆ucd par

∆ucd = κ

2 (up − uc) + (1 − κ)∇uc.(xf − xc),

pour dans le calcul du limiteur.
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Nous allons maintenant détailler plusieurs propriétés intéressantes pouvant être données au
limiteur.

7.2.2.2 Limiteur préservant la linéarité

Soit la cellule d ∈ V(c) telle que |∆ucd|max = ∆ucd. Supposons aussi que un,min
c ou un,max

c vaut
ud, alors en définissant Φ par

Φ = min
(
uc − un,min

c

|∆ucd|max ,
un,max

c − uc

|∆ucd|max

)
.

Si la solution est linéaire, on a alors

Φ = 2 + ∇u · (xc + xd − 2xf )
∇u · (xf + xc)

= 2 + O(∆x).

Le terme d’ordre un vient du fait que le point d’évaluation de la reconstruction ucd dans (7.2.2.19)
ne se situe pas exactement entre les deux centres de masse. Ainsi, le limiteur vaut 2+O(∆x) lorsque
la solution est linéaire. Il ne préserve pas l’ordre deux. Afin de préserver la linéarité de la solution,
Barth & Jespersen ont imposé à leur limiteur (7.2.2.16) de satisfaire la condition

ϕc ≤ 1. (7.2.2.17)

Celle-ci permet d’assurer que la reconstruction soit exacte dans le cas où la solution continue est
linéaire. Le limiteur (7.2.2.15) devient

ϕc =

 min(1,Φ) si |∆ucd|max ̸= 0,
1 sinon.

(7.2.2.18)

Dans la suite, nous ferons un abus de langage en appelant la fonction min(1,Φ) comme le limiteur de
Barth & Jespersen, alors qu’un limiteur de type Barth & Jespersen correspond à la forme (7.2.2.16).

Remarque 18 (Multidimensional Limiting Process)
Il est possible de modifier l’évaluation du limiteur. Plutôt que d’évaluer la reconstruction non limitée
aux centres des faces, elle peut s’évaluer aux nœuds. Ainsi, l’argument Φ dans le limiteur (7.2.2.18)
devient

Φ =
(
uc − un,min

c

|∆ucn|max ,
un,max

c − uc

|∆ucn|max

)
, et |∆ucn|max = max

n∈N (c)
∆ucn. (7.2.2.19)

où
∆ucn = ∇uc · (xn − xc),

et xn est la coordonnée du nœud n. Les valeurs un,min
c , un,max

c peuvent être prises dans un voisinage
global de la cellule, ou dans un voisinage local au nœud. Cette modification vérifie toujours que
la reconstruction est bornée par les minima et maxima locaux, puisque pour une reconstruction
linéaire, les extrema dans une cellule sont atteints à un nœud. Cette méthode est appelée MLP
(Multidimensional Limiting Process) [KK05, PYK10, DFM+21]. Elle est plus restrictive et conduit
donc en général à des schémas plus robustes mais plus diffusifs.
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7.2.2.3 Limiteur préservant la monotonie

Certains limiteurs ont la propriété de préserver la monotonie de la reconstruction, dans le sens
où

∀d ∈ V(c), uc ≤ ud =⇒ ûcd ≤ ûdc. (7.2.2.20)

Lorsqu’il s’agit de résoudre des écoulements diphasiques à grand rapport de pression ou de densité,
comme dans l’étude de l’interaction d’une colonne de gaz dans du liquide que l’on présentera dans
le Chapitre 8, la propriété de préservation de la monotonie peut être essentielle, afin d’améliorer
la robustesse du schéma numérique. Le très connu limiteur unidimensionnel Minmod vérifie cette
condition, ce qui explique pourquoi il est très utilisé dans les codes industriels. Dans une approche
volumes finis Cell-Centered sur maillage déformé, une telle condition est applicable à un limiteur.
En effet, pour satisfaire au principe de monotonie, la reconstruction de uc doit être comprise entre
umin

c = mind∈V(c)(uc, ucd) et umax
c = maxd∈V(c)(uc, ucd) où ucd est une valeur moyenne entre uc et

ud sur leur face commune. Elle est telle que

ucd − uc

||xf − xc||
= ud − ucd

||xf − xc||
.

Ainsi,
ucd = ucωc + udωd

ωc + ωd
, ωc = ||xf − xc||−1.

On obtient alors le limiteur (7.2.2.18) avec

Φ = max
(
umin

c − uc

|∆ucd|max ,
umax

c − uc

|∆ucd|max

)
.

Cette fois, lorsque la solution est linéaire, on a directement Φ = 1 + O(∆x).

7.2.2.4 Limiteur compressif

A l’inverse, il est possible d’enlever la contrainte de préservation de la monotonie (7.2.2.20)
ainsi que la contrainte de préservation des solutions linéaires (7.2.2.17) pour seulement garantir le
Principe du Maximum Global. Le limiteur ϕc devient alors

ϕc =
{

Φ si |∆ucd|max ̸= 0,
1 sinon,

avec

Φ = min
(
uc − un,min

c

|∆ucd|max ,
un,max

c − uc

|∆ucd|max

)
.

Ce limiteur correspond alors à la borne supérieure de la zone admissible pour garantir le Principe du
Maximum Global. De plus, on constate numériquement qu’il a la même propriété que les limiteurs
unidimensionnel Superbee, Overbee, Ultrabee à savoir être compressif. Il permet de mieux représenter
les discontinuités. De manière générale, un paramètre β ∈ [1,∞[ est introduit pour contrôler le
caractère compressif du limiteur [QCMI06, Bla15, CSN17, DFM+21, TPV22]. Il s’écrit alors

ϕc =
{

min(β,Φ) si |∆ucd|max ̸= 0,
0 sinon.

(7.2.2.21)
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Si β = 1, on retrouve le limiteur de Barth & Jespersen. Si β > 1, le limiteur est compressif. Sur
un maillage cartésien, on peut facilement montrer que la limite supérieure de |∆ucd|max est atteinte
lorsque la solution est linéaire. On a alors |∆ucd|max = 2. Cela explique pourquoi le paramètre β est
souvent défini comme prenant les valeurs 1 ou 2 [Bla15, CSN17, DFM+21]. Un tel limiteur permet
alors de réduire drastiquement la diffusion numérique de la fraction volumique lors de l’étape de
Transport, comme nous l’illustrerons dans le Chapitre 8.

7.2.2.5 Limiteur différentiable

Le limiteur de Barth & Jespersen donné par la fonction ϕBJ(Φ) = min(1,Φ) peut être modifié.
Venkatakrishan [Ven95], constate en effet que la convergence vers un état stationnaire est dégradée
à cause de son caractère non-différentiable. Il propose de remplacer min(1,Φ) dans (7.2.2.18) par

ϕV K(Φ) = Φ2 + 2Φ
Φ2 + Φ + 2 .

Le limiteur de Venkatakrishan préserve la linéarité de la solution mais peut prendre des valeurs su-
périeures à 1. Pour améliorer la précision des reconstructions d’ordre élevé, Michalak et al. [MOG09]
puis Nishikawa [Nis22] ont développé de nouvelles familles de limiteurs différentiables permettant
de préserver les solutions d’ordre supérieur à deux. Dans approche de décomposition Lagrange-
Transport, pour laquelle l’étape Lagrange peut être résolue par un schéma implicite, un tel
limiteur peut grandement aider la convergence du processus itératif nécessaire à la résolution de
cette étape, comme nous le détaillerons dans la section 7.3.

Ainsi, nous avons développé un limiteur robuste, défini comme suit.

Proposition 22
Soit ϕ la fonction limiteur telle que

ϕd
xp

(x) =


1

d− 1

[
d
x

xp
−
(
x

xp

)d
]
, si x < xp,

1 si x ≥ xp,

(7.2.2.22)

avec d en entier strictement supérieur à 1 et xp ∈ [1, 2] un réel. Cette fonction limiteur préserve
l’ordre deux

ϕd
xp

(xp + ∆x) = 1 + O(∆x2).

Dans ce limiteur différentiable, la quantité xp permet, comme pour les limiteurs de Michalak et
al [MOG09], de régler min(x) tel que ϕd

xp
(x) = 1. Plus xp est proche de 2 et plus le limiteur est

diffusif. Il est nécessaire de choisir xp ≤ 2 pour garantir dans le cas linéaire que le limiteur préserve
l’ordre deux. De plus, on veut imposer que

∀x > 0, ϕd
xp
< x.

Une condition nécessaire est de choisir d et xp tels que d/(d − 1) < xp. Ce limiteur différentiable
est plus diffusif que les limiteurs de Nishikawa [Nis22] et permet de préserver l’ordre deux. Son
caractère plus diffusif assure une meilleure robustesse, notamment lors de la résolution implicite de
l’étape Lagrange.
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7.3 Schéma en temps
L’utilisation d’un schéma en temps précis est nécessaire lors de la simulation d’écoulement

instationnaire. De plus, un tel schéma temporel doit permettre de préserver les bonnes propriétés
du schéma numérique d’ordre un. Nous allons discuter dans cette partie de l’utilisation d’un schéma
en temps d’ordre élevé dans le cas de la décomposition Lagrange-Transport, ainsi que la stratégie
mise en place dans l’étape Lagrange lorsque la résolution est implicite et le schéma d’ordre deux en
espace est utilisé.

7.3.1 Schéma explicite pour la décomposition Lagrange-Transport

Le schéma temporel est important pour augmenter la précision du schéma global, en particulier
lorsque des schémas d’ordre élevé en espace sont utilisés. Cela permet d’éviter l’apparition d’artefacts
numériques qui dégraderont la solution, comme le montre par exemple [DFM+21]. Dans le cas de
la résolution d’un système écrit sous la forme semi-discrète

∂tU = R(U, t),

où R(U, t) correspond à la discrétisation spatiale du second membre de la loi de conservation
étudiée. On utilise de manière naïve le schéma Euler-Explicite

Un+1 = Un + ∆tR(Un,∆t), (7.3.1.1)

où ∆t est le pas de temps et Un est le vecteur solution au temps tn = n∆t. Ce schéma n’est que
d’ordre un en temps. Une famille de schémas temporels appelée SSP-RK (Strong Stability Preserving
Runge-Kutta) a été initialement introduite par Shu & al. [Shu88, SO88]. Un schéma à s étages s’écrit

U0 = Un,

Uk =
k−1∑
j=1

(
αkjU j + βkj∆tR(U j , tj)

)
, ∀k = 1, s,

U s = Un+1,

où les coefficients αkj , βkj sont choisis astucieusement de manière à atteindre l’ordre désiré. Ces
schémas permettent entre autres de préserver les états convexes. En effet, si les coefficients αkj et
βkj sont positifs, alors Uk s’écrit sous la forme

Uk =
k−1∑
j=1

αkj

(
U j + βkj

αkj
∆tR(U j , tj)

)
.

Par soucis de consistance, on doit avoir
k−1∑
j=1

αkj = 1.

Le schéma SSP-RK est une combinaison convexe de la méthode d’Euler Explicite (7.3.1.1) avec le
pas de temps ∆tRK satisfaisant une condition de stabilité en fonction de celui de schéma Explicite
∆tE

∆tRK ≤ min
kj

βkj

αkj
∆tE .
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Ainsi, si toutes les bonnes propriétés du schéma ont été déterminées avec le schéma temporel Euler-
Explicite, alors elles sont préservées par les schémas SSP-RK. Dans le cas de l’approche Lagrange-
Transport détaillée dans le Chapitre 5, U correspond au vecteur des variables conservatives et
R(Un,∆t) au second membre. Le schéma peut s’écrire sous cette forme peu importe la discrétisation
temporelle employée sur l’étape Lagrange. Cependant, il n’est pas évident que ce schéma soit d’ordre
deux en temps dans le cas de la stratégie de décomposition d’opérateur en raison de la dépendance
du flux numérique par rapport au pas de temps (comme expliqué dans la remarque 7). En effet, le
flux numérique est une approximation du premier ordre en temps de l’opérateur spatial. De plus,
on souhaite utiliser un schéma implicite pour l’étape Lagrange.

7.3.2 Schéma implicite pour l’étape Lagrange

On rappelle que la résolution de l’étape Lagrange par un schéma temporel implicite est basée
sur la résolution d’un système vitesse-pression. Ce système est quasi-linéaire, et peut être considéré
comme linéaire en figeant les termes de volume spécifique et de vitesse du son lagrangienne. Ainsi,
à l’ordre un en espace, la résolution implicite de cette étape nécessite seulement la résolution d’un
système linéaire. Cependant, lorsqu’on utilise le schéma du second ordre en espace, les non-linéarités
introduites par le limiteur font qu’il est impossible d’écrire le saut de flux sous la forme d’un produit
matrice-vecteur de X. Une façon conventionnelle de résoudre les systèmes non linéaires est d’utiliser
une méthode de quasi-Newton. Reprenons la résolution implicite de l’étape Lagrange, détaillée dans
la Sec. 5.3.2 du Chapitre 5. On a

V n+1 = V n − ϑn ∆t
|Ω|

R
(
V n+1) . (7.3.2.1)

Par soucis de clarté, on omet les notations lourdes liées à la résolution en vitesse-pression. On
rappelle que R est le second membre construit à partir du flux acoustique G et du flux des termes
de dissipation visqueuse et de conduction thermique D. Pour résoudre ce système non-linéaire, on
introduit la fonction f telle que

f (X) = X − V n + ϑn ∆t
|Ω|

R (X) .

On cherche le vecteur solution X tel que f (X) = 0. La méthode de Newton est le processus itératif
qui permet de déterminer une suite de (Xk)k qui converge vers V n+1. On a alors

∂f

∂X

(
Xk+1 − Xk

)
= −f(Xk), (7.3.2.2)

où
∂f

∂X
=
(

Id + ϑn ∆t
|Ω|

∂R
(
Xk
)

∂X

)
.

La matrice ∂XR
(
Xk
)

est approchée par Mo1 = ∂XRo1 (Xk
)

où Ro1 correspond au second membre
construit avec le flux numérique d’ordre un. Le flux en vitesse-pression étant linéaire, on obtient
finalement le processus itératif suivant(

Id + ∆t
|Ω|

Mo1
)(

V k+1 − V k
)

= −V k + V n − ∆t
|Ω|

Ro2
(

V k
)
, (7.3.2.3)
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où le second membre est construit avec le schéma d’ordre deux. La convergence du processus itératif
est étudiée sur le second membre de (7.3.2.3). Lorsque la norme L2 de chacune des composantes du
vecteur

−V k + V n − ϑn ∆t
|Ω|

Ro2
(

V k
)
,

est inférieur à un seuil ϵ, le processus a convergé. En pratique, on ajoute un nombre maximal
d’itérations κmax = 20.

Amélioration du schéma implicite

Dans [TPV22], nous avons montré qu’un schéma implicite d’ordre un mais avec une erreur de
troncature plus petite pouvait être obtenu en modifiant le second membre de (7.3.2.1). Soit θ un
réel tel que

V n+1 = V n − ϑn ∆t
|Ω|

(
θR
(
V n+1)+ (1 − θ)R (V n)

)
. (7.3.2.4)

On appelle généralement une telle discrétisation temporelle un θ-schéma. Si θ = 0, le schéma est
explicite, alors que si θ = 1, on retrouve le schéma implicite étudié précédemment. Si θ = 1/2, on
a le schéma de Crank-Nicolson modifié. On l’appelle ainsi car ce schéma n’est pas d’ordre deux,
étant donné qu’on a gardé le volume ϑ au temps tn dans l’équation (7.3.2.4). Ce choix nous permet
de rester globalement conservatif après l’étape de Transport. Pour résoudre le θ-schéma par un
processus itératif, il suffit de modifier la fonction f introduite précédemment par

f (X) = X − V n + ∆t
|Ω|

(θR (X) + (1 − θ)R (V n)) ,

et d’après (7.3.2.2), on en déduit en faisant les mêmes hypothèses que dans la cas purement implicite
à savoir l’approximation sur la jacobienne du flux(

Id + θ
∆t
|Ω|

Mo1
up

)(
V k+1 − V k

)
= −V k + V n − ∆t

|Ω|

(
θRo2

(
V k
)

+ (1 − θ)Ro2 (V n)
)
.

Nous avons en outre le résultat suivant sur l’erreur de troncature du θ-schéma.

Proposition 23
L’erreur de troncature du θ-schéma sous la forme semi-discrète

V n+1 − V n

∆t = −ϑn
(
θ∇ · G

(
V n+1)+ (1 − θ)∇ · G (V n)

)
,

est donnée par

τ∆t = ∆t
2
(
∂2

t V (t) + 2θϑ(t)∂t∇ · G(V (t))
)

+ O(∆t2).

où V est la solution exacte.

Démonstration. L’erreur de troncature est définie par

τ∆t = V (t+ ∆t) − V (t)
∆t + ϑ(t) (θ∇ · G(V (t+ ∆t)) + (1 − θ)∇ · G(V (t))) .
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On a alors

τn = V (t+ ∆t) − V (t)
∆t + ϑ(t) (θ∇ · G(V (t+ ∆t)) + (1 − θ)∇ · G(V (t))) ,

= ∂tV (t) + ∆t
2 ∂2

t V (t) + ϑ(t)∇ · G(V (t) + θ∆t∇ · (∂tG(V (t))) +O(∆t2),

= [∂tV (t) + ϑ(t)∇ · G(V (t))] + ∆t
2
[
∂2

t V (t) + 2θϑ(t)∇ · ∂tG(V (t))
]

+O(∆t2),

= ∆t
2
[
∂2

t V (t) + 2θϑ(t)∇ · ∂tG(V (t))
]

+O(∆t2).

D’après l’erreur de troncature calculée précédemment, on peut voir que le nouveau schéma
implicite, appelé θ-schéma, produit une erreur plus petite, notamment avec θ = 1/2, que le schéma
Euler-implicite correspondant au choix θ = 1. Nous nous attendons donc à obtenir des résultats
numériques plus précis avec ce choix.

Remarque 19
En régime faiblement compressible, on a ∂tϑ(t) ≃ 0. Le choix θ = 1/2 donne ainsi une erreur de
troncature τn = O(∆t2). Le schéma sera d’ordre deux en temps en régime incompressible.

7.4 Schéma de type Godunov non-conservatif : extension au se-
cond ordre

Dans le Chapitre 6, nous avons introduit la notion de schéma de type Godunov non-conservatif.
Le schéma précédemment a été construit en considérant la solution de manière constante dans
chacune des cellules. L’extension à l’ordre deux nécessite de faire attention à cette considération.
Nous allons voir précisément dans le cadre unidimensionnel que le produit non-conservatif nécessite
de traiter un problème de Riemann à l’intérieur même de la cellule, afin de faire apparaître une
contribution d’ordre deux. L’extension au cadre multidimensionnel se fera naturellement.

7.4.1 Extension au second ordre : cadre unidimensionnel

Nous reprenons toutes les notations du Chapitre 6. Cette fois, on considère le problème illustré
sur la Fig. 7.3, où la solution n’est pas constante par morceaux. En effet, en utilisant un schéma de
type MUSCL par exemple, où les flux sont évalués par une reconstruction polynomiale de la solution
au sein des cellules, on peut considérer qu’il existe au sein de la cellule i deux états constantes UL

i

et UR
i , calculés à partir des variables reconstruites telles que

UL
i + UR

i = 2Ui.

Cette idée a notamment été utilisée par LeVeque [LeV98]. Ainsi, on va résoudre quatre problèmes
de Riemann. D’après la définition d’un schéma de type Godunov, on a

Un+1
i = 1

4

(
U+

i− 1
2

+ U−
i + U+

i + U−
i+ 1

2

)
, (7.4.1.1)
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tn + ∆t

xixi− 1
2

xi+ 1
2

Ui Ui

(a) Structure du problème de Riemann lorsque la
solution est constante par morceaux.

tn + ∆t

xixi− 1
2

xi+ 1
2

UL
i UR

i

(b) Structure du problème de Riemann lorsque la
solution n’est pas constante par morceaux.

Fig. 7.3. Structure du problème de Riemann.

avec
U+

i− 1
2

= 4
∆x

∫ x
i− 1

4

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t ; UR
i−1,U

L
i

)
dx,

U−
i = 4

∆x

∫ xi

x
i− 1

4

W

(x− xi− 1
4

∆t ; UL
i ,U

R
i

)
dx,

U+
i = 4

∆x

∫ x
i+ 1

4

xi

W

(x− xi+ 1
4

∆t UL
i ,U

R
i

)
dx,

U−
i+ 1

2
= 4

∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i+ 1

4

W

(x− xi+ 1
2

∆t UR
i ,U

L
i+1

)
dx.

D’après la définition des flux (6.1.1.6), on a alors directement les expressions

U+
i− 1

2
= UL

i + 4∆t
∆x

(
F

+
i− 1

2
− Fi− 1

4

)
− 4∆t

∆x
(
P ∆B

)+
i− 1

2
,

U−
i = Ui + 4∆t

∆x

(
Fi− 1

4
− F

−
i

)
− 4∆t

∆x
(
P ∆B

)−
i
,

U+
i = Ui + 4∆t

∆x

(
F

+
i − Fi+ 1

4

)
− 4∆t

∆x
(
P ∆B

)+
i
,

U−
i+ 1

2
= UR

i + 4∆t
∆x

(
Fi− 1

4
− F

−
i+ 1

2

)
− 4∆t

∆x
(
P ∆B

)−
i+ 1

2
.

Ici, la relation de consistance avec la forme intégrale (voir Def. 9) est supposée vérifiée par les
flux intermédiaires F

−
i et F

+
i . Ils sont alors égaux. En injectant les relations précédentes dans la

définition d’un schéma de type Godunov (7.4.1.1), on obtient

Un+1
i = Un

i − ∆t
∆x

(
F

−
i+ 1

2
− F

+
i− 1

2

)
− ∆t

∆x

((
P ∆B

)−
i+ 1

2
+
(
P ∆B

)+
i− 1

2

)
− ∆t

∆xP ∆Bi,

où on voit alors apparaître une contribution d’ordre deux du produit non-conservatif, centrée sur
la cellule, et donnée par

P ∆Bi = P ∆B
−
i + P ∆B

+
i .

La nécessité d’avoir une contribution centrée du produit non-conservatif pour des schémas de type
volumes finis d’ordre deux n’est pas nouvelle [Bou04]. Ce résultat est cohérent avec le schéma
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construit par Audusse & al. [ABB+04, AB04] pour les équations de Saint-Venant. Ici, nous avons
mis en évidence son apparition dans le cadre de schéma de type Godunov non-conservatif. En
appliquant les mêmes approximations que dans le cas d’ordre un du Chapitre 6, on définit les
produits non-conservatifs centrés par

P ∆B
−
i = P

−
i

(
B

−
i − BL

i

)
et P ∆B

+
i = P

+
i

(
BR

i − B
+
i

)
.

Le flux B
±
i peut être pris centré, c’est-à-dire, B

±
i = Bi =

(
BL

i + BR
i

)
/2. Le terme centré devient

donc
P ∆Bi = 1

2

(
P

−
i + P

+
i

) (
BR

i − BL
i

)
.

On constate alors que, à l’ordre un, sans reconstruction, ce terme est nul puisque BR
i = BL

i =
Bi. Cependant, si on souhaite également appliquer un schéma d’ordre élevé sur le produit non-
conservatif, de type MUSCL par exemple, la prise en compte de ce terme centré est absolument
nécessaire. Il ne joue cependant ni sur la construction des flux, ni sur la notion de consistance. Enfin,
la discrétisation des termes

P
−
i et P

+
i ,

peut être faite identiquement à celle de l’ordre un, en prenant soin d’être consistant avec P et en
vérifiant que le schéma garantisse les solutions équilibre.

7.4.2 Extension au second ordre : cadre multidimensionnel

Nous reprenons toutes les notations du Chapitre 6 dans le contexte des schémas de type Godunov
multidimensionnels non-conservatifs. Par analogie avec le cas unidimensionnel, on peut montrer
que le schéma de type Godunov multidimensionnel non-conservatif d’ordre deux possède aussi un
second terme centré de l’approximation du produit non-conservatif. Le flux numérique d’ordre deux
F ncf (Ucd,Udc,Pn,nf ) associé au solveur de Riemann Wncf est toujours défini par

F ncf = Fc · nf −
∫ 0

−∞
(Wncf (ξ; Ucd,Udc,Pn,nf ) − Uc) dξ −

(
P ∆B

)
ncf

· nf .

Le schéma global devient

Un+1
c = Un

c − ∆t
|Ωc|

∑
n∈N (c)

∑
f∈SF(nc)

|Γncf |
(

F ncf +
(
P ∆B

)
ncf

· nf +
(
P ∆B

)
cf

· nf

)
,

avec (
P ∆B

)
ncf

= P
−
ncf (Ucd,Udc) (B (Udc) − B (Ucd)) ,

et le terme centré défini par la même approximation(
P ∆B

)
cf

= P
−
cf (Uc,Ucd)

(
B (Ucd) − B

+
c

)
.

Ce dernier terme est exactement le même que dans le cas unidimensionnel. Il reste alors à approcher
le flux B

+
c par B (Uc), et discrétiser le terme P

−
cf de manière consistante avec P .
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7.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode MUSCL permettant d’améliorer la précision

des schémas de type Godunov à l’ordre deux sans trop d’effort. Après un rappel des résultats
unidimensionnel, nous avons présenté un résultat permettant d’obtenir un schéma préservant le
Principe du Maximum Local sous condition sur le pas de temps, avec un encadrement particulier
des reconstructions. Le limiteur induit étant coûteux à évaluer, nous l’avons quelque peu relaxé
pour garantir seulement le Principe du Maximum Global. Ensuite, la fonction limitation appliquée
à un tel limiteur peut satisfaire différentes propriétés intéressantes selon les applications. Préserver la
linéarité est essentiel pour garantir l’ordre deux, alors que préserver la monotonie de la reconstruction
permet d’être plus robuste. La convergence d’un processus itératif nécessite l’utilisation d’un limiteur
différentiable pour converger plus rapidement. Le caractère compressif est quant à lui intéressant à
utiliser pour le transport d’une quantité discontinue comme la fraction volumique dans le système
à cinq équations. L’extension à l’ordre deux en temps à aussi été abordée, et un θ-schéma implicite
plus précis dans le cadre de la décomposition Lagrange-Transport a été développé. De plus, nous
avons étendu la notion de schéma de type Godunov non-conservatif au cas où la solution discrète est
discontinue au sein des cellules. Cette considération est étudiée pour construire un schéma consistant
vis-à-vis de l’approche MUSCL. Nous avons mis en évidence l’apparition d’un terme centré lié au
produit non-conservatif, qu’il est nécessaire d’évaluer. Le schéma ainsi construit est d’ordre deux en
espace et préserve les discontinuités de contact dans le cas CSF.

Le chapitre suivant présentera une évaluation de ces méthodes sur une batterie de cas tests
permettant de les comparer et de les valider pour traiter l’application visée.
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Validation numérique
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Dans ce chapitre, nous allons soumettre les méthodes numériques présentées précédemment à
un ensemble de cas académiques. Ces validations numériques vont nous permettre de comparer les
schémas unidimensionnel et multidimensionnel, d’observer l’intérêt d’utiliser une correction bas-
Mach pour certains écoulements ou encore de comparer les deux formulations utilisées pour prendre
en compte les forces de tension de surface. L’approche MUSCL utilisée pour monter en ordre doit
aussi permettre d’améliorer la précision des résultats, et l’utilisation d’un limiteur compressif de
limiter la diffusion de l’interface.

Dans un premier temps, nous allons rappeler l’ensemble des méthodes et des outils numériques
utilisés dans la suite. Ensuite, les cas de validation numériques sont présentés et regroupés en quatre
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catégories : les cas de transport pur, les cas de validation acoustique du système à cinq équations
réduit, les cas de validation de la prise en compte de la dissipation visqueuse et enfin les cas de
validation de la prise en compte des forces de tension de surface.

8.1 Schémas numériques et conditions aux limites

8.1.1 Schéma temporel

La stratégie de décomposition Lagrange-Transport nous permet de choisir entre un schéma
implicite ou un schéma explicite pour la résolution de l’étape Lagrange. On appellera EXEX
(EXplicit-EXplicit) le schéma explicite sur l’étape Lagrange et IMEX (IMplicit-EXplicit) sa ver-
sion implicite. Lorsqu’on utilisera le θ schéma décrit précédemment, on l’appellera CNEX (Crank-
Nicolson-EXplicit). Sauf mention contraire, on utilisera toujours θ = 1/2 lorsqu’on parlera du
θ-schéma CNEX. Si, sur la résolution globale, on emploie le schéma temporel SSPRK2 (Strong-
Stability-Preserving Runge-Kutta 2), on ajoutera le suffixe -RK2 au nom du schéma. Il est donné
par 

U1 = Un + ∆tR(Un,∆t),
U2 = U∗ + ∆tR(U∗,∆t),

Un+1 = 1
2
(
Un + U2) .

Le pas de temps utilisé est toujours calculé en prenant le minimum de tous les pas de temps
relatifs aux phénomènes physiques considérées, multiplié par un nombre CFL C inférieur à 1, tel
que

∆t = C min (∆ta,∆tu,∆tv,∆tt,∆tc) ,

où ∆ta,∆tu,∆tv,∆tt,∆tc, sont respectivement les pas de temps liés aux contraintes acoustiques
(6.2.4.1), contraintes de transport (5.4.0.1), contraintes de dissipation visqueuse et conduction ther-
mique (5.2.2.1) et contraintes capillaires (6.2.4.2). Cependant, si une stratégie implicite est utilisée
sur l’étape Lagrange, le pas de temps devient simplement

∆t = C∆tu,

dans la mesure où l’étape de Transport est toujours résolue avec un schéma explicite en temps.
Lorsqu’un schéma d’ordre deux en espace est employé, le nombre CFL doit être divisé par deux afin
de vérifier la condition de stabilité donnée dans le Théorème 2.

8.1.2 Reconstruction et limitation

On rappelle que deux schémas différents ont été présentés dans le Chapitre 6 pour résoudre la
partie acoustique de l’étape Lagrange, en prenant éventuellement en compte les forces de tension
de surface sous la forme CSF (2.3.1.1) : un schéma unidimensionnel et un schéma multidimensionnel.
Le flux numérique du schéma unidimensionnel ne dépend que des voisins aux faces, tandis que le
stencil du flux numérique du schéma multidimensionnel dépend lui des voisins aux nœuds attachés
à cette face. Ces deux schémas s’étendent à l’ordre deux d’une manière un peu différente.

La méthode LP-U-MUSCL (Linear Preserving Unstructured MUSCL, voir (7.2.1.3)) est utilisée
avec κ = 1/3 pour calculer les reconstructions des grandeurs sur les variables primitives pour le
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schéma unidimensionnel. L’extension du schéma LP-U-MUSCL au schéma multidimensionnel n’est
pas évidente dans la mesure où les variables reconstruites ne le sont pas aux centres des faces mais
aux nœuds. Ainsi, pour le schéma multidimensionnel, on utilisera simplement la méthode MLP
(voir Rem. 18). Les minima et maxima locaux sont calculés avec le voisinage aux nœuds. Tous les
gradients sont calculés avec la méthode des moindres carrés quadratique décrite dans l’Annexe A
en utilisant le même stencil, sans aucun poids.

Lors de l’étape Lagrange, on reconstruit les variables primitives (u, p) car le flux ne dé-
pend que de le pression et de la vitesse, tandis que lors de l’étape de Transport, on reconstruit
(ρ1, ρ2,u, p, z). Si la modélisation CSS (2.3.2.1) est employée, il est aussi nécessaire de reconstruire
l’énergie capillaire lors de cette étape, afin de déterminer l’énergie totale. Si la modélisation CSF
(2.3.1.1) est employée, et qu’on souhaite prendre en compte le terme centré d’ordre deux du produit
non-conservatif (voir Sec. 7.4 du Chapitre 7), il est également nécessaire de reconstruire la courbure
κ et la fraction volumique z.

Deux limiteurs distincts seront utilisés. Le premier, est le limiteur différentiable robuste ϕd
xp

(7.2.2.22) présenté dans le Chapitre 7, avec d = 5 et xp = 2. Son caractère diffusif assure une
meilleure robustesse, notamment lors de la résolution implicite de l’étape Lagrange. Ce limiteur
est appliqué à toutes les variables excepté la fraction volumique lors de l’étape de Transport.
Ainsi, le second limiteur employé est le limiteur compressif (7.2.2.21) avec β = 2, permettant de
largement réduire la diffusion numérique de l’interface.

Lorsque l’étape Lagrange est résolue par un schéma implicite, avec le schéma d’ordre deux
en espace, on ajoute également dans la matrice du processus itératif les contributions des recons-
tructions non limitées [MOG07], en se restreignant à une matrice à neuf diagonales. Cette stratégie,
avec une matrice, plus étoffée que simplement la jacobienne exacte du schéma à l’ordre un, améliore
la convergence du processus itératif.

Lorsqu’on utilise les corrections bas-Mach, présentées dans la Sec. 6.3 du Chapitre 6, avec la ré-
solution de l’étape Lagrange par un schéma implicite, la matrice est construite avec la jacobienne
exacte du flux, donc la correction bas-Mach est inclue dans la matrice. Cela permet de converger à
l’ordre un en espace en une seule itération. Cependant, à l’ordre deux en espace dans l’étape La-
grange, le processus itératif peut parfois mettre plusieurs dizaines d’itérations pour converger. Pour
améliorer la convergence, on remplace les limitations ϕc des reconstructions de l’étape Lagrange
dans la cellule c par ϕL

c comme ceci

ϕL
c = f(1 −mp) + (1 − f(1 −mp))ϕc,

où
f(u) = 2u3 − 3u2 + 1,

et

mp = min
d∈V(c)

(
pc

pd
,
pd

pc

)3
.

La grandeur mp permet de détecter les grands ratios de pression dans le voisinage V(c) de la cellule
c. Si ce ratio est proche de 0, alors on est situé au voisinage d’un choc, et on ne souhaite pas modifier
ϕc. Si ce ratio est proche de 1, alors la cellule considérée est dans une zone lisse, loin d’un choc,
et on peut se permettre remplacer ϕc par ϕL

c qui sera proche de 1. La fonction f [MOG09] permet
une transition douce entre les deux cas extrêmes. Cette stratégie permet d’améliorer la convergence
du processus itératif, en tuant les non-linéarités des limiteurs. La fonction f a été introduite dans
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[MOG09] pour faire la transition entre des reconstructions à l’ordre deux et des reconstructions à
l’ordre plus élevé.

De plus, lorsque la correction bas Mach est employée dans une cellule, on modifie le paramètre
θ comme ceci

si θLM < 1, alors θLM = 0.

Là encore, l’élimination des non-linéarités de θLM permet d’améliorer la convergence du processus
itératif.

8.1.3 Tension de surface

Pour le schéma multidimensionnel avec tension de surface sous la forme CSF (2.3.1.1), nous avons
vu dans la Sec. 6.2.3.4 du Chapitre 6 que deux choix étaient possibles pour définir la courbure : aux
faces ou aux nœuds. Nos expériences numériques ont montré que le choix de la courbure aux nœuds
est plus diffusif numériquement que le choix aux faces. Par exemple sur le cas de l’oscillation d’une
goutte ellipsoïdale présentée dans la Sec. 8.5.2, l’amplitude des oscillations était moins grande avec
le choix aux nœuds. Ainsi, sauf mention contraire, la courbure sera définie aux faces.

La courbure est toujours estimée aux centres des cellules à partir des moments de la fraction
volumique, calculés par la méthode des moindres carrés quadratique présentée en Annexe A. Ainsi,
on a

κc = −∇ ·
(

∇z

|∇z|

)
=

(
2zxzyzxy − z2

xzyy − z2
yzxx

(z2
x + z2

y)3/2

)
,

avec la notation z• = ∂z

∂•
, etc...

Lorsqu’on utilise la formulation CSS (2.3.2.1), l’énergie capillaire est calculée à partir du gradient
de la fraction volumique, estimée de la même manière que les gradients du schéma à l’ordre deux,
à partir de la méthode des moindres carrés quadratique détaillée en Annexe A.

8.1.4 Conditions aux limites

8.1.4.1 Conditions aux limites générales

Nous allons présenter très brièvement les conditions aux limités utilisées dans ces travaux. La
plus part d’entre elles sont classiques. Les flux sur les bords sont calculés à l’aide de cellules fictives,
dans lesquelles sont imposées les grandeurs nécessaires à l’évaluation des flux.

Condition de Neumann homogène

Pour utiliser des conditions de sortie, on utilise la condition de Neumann homogène : les valeurs
des grandeurs dans la maille fictive sont les mêmes que celles dans la maille interne voisine.

Condition de paroi

Pour les conditions de paroi, il est nécessaire d’évaluer les flux de la partie acoustique de l’étape
Lagrange et l’étape de Transport afin de faire rebondir les ondes. La vitesse de la maille fictive
est telle que la vitesse normale à la paroi est nulle et la vitesse tangentielle à la paroi est égale à
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la vitesse de la maille interne. Pour la dissipation visqueuse, on veut imposer une vitesse nulle à la
paroi. On impose alors dans la maille fictive la vitesse opposée de la maille interne.

Condition de symétrie

Pour les conditions de symétrie, on effectue la même procédure qu’un mur, en prenant soin de
ne pas appliquer la condition de non-glissement sur la dissipation visqueuse.

Condition périodique

L’utilisation de conditions périodiques avec des maillages structurés est assez simple. Puisque
les quatre bords se font face avec le même nombre de mailles, il suffit d’imposer dans les mailles
fictives la grandeur dans la maille interne du bord opposé.

8.1.4.2 Condition limite de mouillage

Pour traiter des configurations où un point triple apparaît (voir Fig. 2.2 dans le Chapitre 2),
induisant un phénomène de mouillage, nous avons mis en place une condition aux limites adaptées
aux maillages quelconques pour les formulations CSS et CSF.

Le cas du maillage cartésien

zi−1,1 zi+1,1zi,1

zi,0

zi,2

Fig. 8.1. Schéma du stencil utilisé pour calculer ∇z près d’une paroi.

Lorsque le liquide est en contact avec une paroi, il est nécessaire de considérer le problème du
point triple. En ce point, le gradient de la fraction volumique doit respecter la condition

∇z.n = |∇z| cos(θ), (8.1.4.1)

où ∇z est orienté du liquide vers le gaz (zl = 0, zg = 1), n est la normale sortante à la paroi et θ
est l’angle de mouillage que nous imposons. De nombreux auteurs proposent d’imposer directement
dans le flux numérique de la formulation CSS

∇zn
cd · ncd

|∇z|ncd

= cos(θ).
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Cependant, il reste certains termes à déterminer dans le flux qui dépendant de la fraction volumique,
ainsi que l’énergie capillaire. Pour remédier à ce problème, l’idée retenue ici consiste à utiliser une
condition aux limites dans les cellules fantômes, qui permet de calculer la courbure, pour prendre
en compte le phénomène de mouillage sur tout type de maillage. On utilise pour cela la condition
de mouillage (8.1.4.1) dans une cellule qui a une face sur laquelle le mouillage s’applique. En effet,
dans le cas d’un maillage cartésien sur la face inférieure (voir Fig. 8.1), si l’on considère le calcul
du gradient dans la dernière cellule au mur avec ses quatre voisines par une méthode des moindre
carré linéaire, l’équation (8.1.4.1) s’écrit de manière discrète(

zi+1,1 − zi−1,1
zi,2 − zi,0

)
.

(
0
1

)
=
√

(zi+1,1 − zi−1,1)2 + (zi,2 − zi,0)2 cos(θ) (8.1.4.2)

En élevant au carré l’équation (8.1.4.2), nous avons alors une équation quadratique à résoudre.
Celle-ci a 2 solutions réelles, z+

i,0 et z−
i,0

z±
i,0 = zi,2 ± cot(θ)(zi+1,1 − zi−1,1).

Pour choisir la solution qui dirige le gradient du côté désiré, il faut regarder les 4 configurations
possibles (voir Fig. 8.2) en fonction de l’angle θ et du signe de (zi+1,1 − zi−1,1). On en déduit que

zi,0 = zi,2 − cot(θ)|zi+1,1 − zi−1,1|.

solide

liquide
gaz

∇z
θ

solide

liquide
gaz

∇z
θ

solide

liquidegaz

∇z

θ

solide

liquide gaz

∇z

θ

Fig. 8.2. Schéma des 4 configurations possibles.

Cette condition a été utilisée pour la première fois par [DS07], en calculant le gradient avec la
méthode des différences finies de manière équivalente, dans le cadre de la simulation d’écoulements
de fluides incompressibles.

Remarque 20
Il est possible que zi,0 prenne des valeurs négatives. Ainsi, nous utiliserons cette condition de paroi
exclusivement pour le calcul de la courbure à l’intérieur du domaine (pas dans les cellules fictives).

Le cas du maillage non structuré

Une généralisation de cette condition pour les maillages non structurés est possible. En effet,
puisque nous calculons les gradients par une méthode des moindres carrés linéaire, nous avons une
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expression presque analytique du gradient de

Ai∇zi = bi, (8.1.4.3)

où Ai ne dépend que de la géométrie et bi est le vecteur de la différence de fraction volumique entre
la cellule i et ses voisines. La fraction volumique est également donnée par (8.1.4.3) par

∇zi = Xa + b,

avec a, b deux vecteurs donnés en annexe et X = z0 où z0 est la valeur de z que l’on veut imposer
dans la cellule fantôme de la paroi. La résolution de (8.1.4.1) s’écrit alors

(Xa · n + b · n)2 = cos(θ)2|Xa + b|2,

donc
X2 ((a · n)2 − c2|a|2

)
+ 2X

(
(a · n)(b · n) − c2a · b

)
+
(
(b · n)2 − c2|b|2

)
= 0,

avec c = cos(θ). Le discriminant de cette équation quadratique peut être réduit à

∆ = 4
(
(a · n)(b · n) − c2a · b

)2 − 4
(
(a · n)2 − c2|a|2

) (
(b · n)2 − c2|b|2

)
,

= 4
(
(a · n)2(b · n)2 + c4(a · b)2 − 2c2(a · n)(b · n)|a||b|

−(a · n)2(b · n)2 + c2 ((a · n)2|b|2 + (b · n)2|a|2
)

− c4|a|2|b|2
)
,

= 4c2 (c2 ((a · b)2 − |a|2|b|2
)

(a · n)2|b|2 + (b · n)2|a|2 − 2(a · n)(b · n)|a||b|
)
,

= 4c2
(

((a · n)|b| − (b · n)|a|)2 − c2(a ∧ b)2
)
.

On peut alors exhiber 2 solutions réelles X+ et X−. Pour choisir la bonne, on peut faire une analogie
avec le cas cartésien. Il faut alors choisir z0 tel que

z0 =
{

min(X+, X−) si θ < π/2,
max(X+, X−) sinon .

Ainsi, une condition limite a été construite qui permet de respecter la condition de paroi mouillante,
sans avoir à l’imposer directement dans le calcul du flux numérique.

Remarque 21
Le discriminant peut théoriquement prendre une valeur négative. Cela n’a jamais été observé dans
les simulations réalisées. Cependant, afin d’avoir une condition limite robuste si ∆ < 0, on peut
utiliser à la place la fraction volumique calculée par différences finies comme dans le cas du maillage
cartésien.

Remarque 22
L’hypothèse que zl = 0 et zg = 1 a été faite pour dériver ces conditions aux limites. Si l’on souhaite
utiliser zl = 1 et zg = 0, les calculs restent vrais, à condition de remplacer θ par π − θ.
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8.1. Schémas numériques et conditions aux limites

P (Pa) ρ (kg.m−3 ) u (m.s−1 ) z γ π (Pa)
liquide 105 103 0 1 4.4 6.8 × 108

gaz 105 1 0 0 1.4 0

Tab. 8.1. Mouillage : données initiales.

Validation numérique

On cherche ici à valider la condition de mouillage, et de montrer qu’elle est compatible avec
les approches CSF et CSS. On se donne un domaine de taille [0, 12 × 10−5] m × [0, 8 × 10−5] m,
composé d’un sortie à gauche et de trois murs. Le domaine et rempli d’un gaz jusqu’en x = 8×10−5 m
modélisé par un gaz parfait et d’un liquide à partir de x > 8 × 10−5 m suivant la loi des gaz raides.
Les données des deux fluides sont détailles dans le Tab. 8.1. Le coefficient de tension de surface est
de 72 × 10−3 Pa. Pour illustrer un mouillage significatif, on prend un angle de mouillage de 30° et
150°.

Initialement, l’interface est plane, donc la courbure est infinie. Le gradient de la fraction volu-
mique est partout orienté dans le sens de l’abscisse, sauf dans la première maillage fictive au niveau
de l’interface liquide/gaz. La courbure calculée est alors non-nulle dans la maille proche paroi, et
l’interface est mise en mouvement. La fraction volumique est présentée au temps tf = 10−3s sur
les Fig. 8.3 et Fig. 8.4, un temps suffisant pour obtenir une solution stationnaire. Les résultats sont

(a) Schéma unidimensionnel.

(b) Schéma multidimensionnel.

Fig. 8.3. Simulation du mouillage à 30 ° : fraction volumique du gaz au temps final. Approche CSF
(à gauche) et CSS (à droite).

presque identiques pour les deux schémas avec les modélisations CSF et CSS. La même démarche
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est réalisée avec un angle de 150 °. Le liquide est alors non mouillant. Les résultats numériques sont
cohérents avec l’angle imposé. L’approche est ainsi validée.

(a) Schéma unidimensionnel.

(b) Schéma multidimensionnel.

Fig. 8.4. Simulation du mouillage à 150 ° : fraction volumique du gaz au temps final. Approche
CSF (à gauche) et CSS (à droite).

8.1.5 Raffinement du maillage avec une loi β

Le raffinement du maillage avec une loi β est généralement utilisé pour resserrer le maillage
proche de la paroi, afin de résoudre précisément les couches limites. Dans le contexte de maillages
structurés curvilignes, les nœuds xi du maillage sont déplacés de la manière suivante

xr
i = xp + (xm − xp)

(
1 + β

1 − pi

1 + pi

)
,

avec
pi = exp

(
log
(
β + 1
β − 1

)
(1 − i/nx)

)
, β > 1,

où xr
i est la coordonnée du nœud après raffinement, xp est la coordonnée sur la ligne de maillage

du nœud à la paroi, xm est la coordonnée sur la ligne de maillage du nœud le plus loin de la paroi
et nx est le nombre de cellules sur la ligne de maillage. On remarque que les nœuds de coordonnées
xp et xm ne sont pas déplacés par la loi β, tandis que tous les autres nœuds de la ligne de maillage
sont rapprochés de la paroi. La Fig. 8.5 illustre la fonctionnement de la méthode pour β = 1.1. Le
paramètre β doit être strictement supérieur à 1. Plus β tend vers 1 et plus le maillage sera raffiné
proche de la paroi.
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(a) Maillage initial. (b) Maillage raffiné par la loi β = 1.1.

Fig. 8.5. Illustration de la méthode de raffinement du maillage.

8.2 Transport pur

Cette section a pour objectif de valider l’approche utilisée pour la résolution numérique de l’étape
de transport, notamment celui de la fraction volumique du modèle diphasique, afin de limiter sa
diffusion numérique. Pour cela, nous allons étudier des cas académiques de transport pur, plus ou
moins complexes.

8.2.1 Disque de Zalesak

Nous considérons ici le célèbre disque de Zalesak [Zal79]. Ce disque, possédant une encoche, est
placé dans un champ de vitesse u(x, y) = (0.5 − y, x − 0.5) m.s−1 dans le domaine Ω = [0, 1] m ×
[0, 1] m. Au temps initial, le disque est défini par

z(x, y) =
{

1 si (||x − c|| < R) et (|x− cx| ≥ e ou y − cy > l) ,
0 sinon,

avec x = (x, y), c = (0.5, 0.75) m le centre du disque, R = 0.15 m le rayon, e = 0.025 m la largeur
de l’encoche et l = 0.1 m sa hauteur. Le ratio ∆x/R ≃ 0.026 est suffisamment petit pour une bonne
résolution du problème. Un nombre CFL de 0.4 sur un maillage de 256 × 256 cellules est utilisé
avec des conditions aux limites de Neumann homogène. Les résultats donnés sur la figure Fig. 8.6
sont obtenus après une révolution au temps tf = 2π s. Nous allons comparer les résultats obtenus
à l’ordre un et à l’ordre deux avec différents choix sur le paramètre β du limiteur compressif.

Les calculs à l’ordre un, à l’ordre deux avec β = 1 et à l’ordre deux avec β = 2 sont présentés
sur la Fig. 8.6. Le schéma d’ordre un est bien trop diffusif pour transporter fidèlement la géométrie.
L’utilisation d’un schéma à l’ordre deux améliore nettement les résultats, mais l’interface est bien
plus raide avec le limiteur compressif, c’est-à-dire, le choix β = 2. La forme du disque est bien
préservée, presque symétrique.
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(a) (b) (c)

Fig. 8.6. Disque de Zalesak : ordre un (a), ordre deux avec β = 1 (b) et ordre deux avec β = 2 (c).

8.2.2 Advection de Kothe-Rider

On considère maintenant le cas test de l’advection de Kothe-Rider [RK98] sur un domaine
Ω = [0, 1] m × [0, 1] m. Ce cas consiste à placer un disque dans un champ de vitesse tel que

u(x, y, t) =
(

− sin(πy) cos(πy) sin(πx)2 cos(πt/tf )
sin(πx) cos(πx) sin(πy)2 cos(πt/tf )

)
.

Le disque de rayon R = 0.15 m est placé au point (0.5, 0.75) m. Le nombre CFL est de 0.4 et le
maillage est constitué de 256 × 256 cellules, avec des conditions aux limites constantes. Le ratio
∆x/R est donc le même que pour le cas précédent. Les résultats donnés sur la figure Fig. 8.7 sont
obtenus au temps intermédiaire t = 3 s et au temps final tf = 6 s. D’abord, jusqu’à t = 3 s, le champ

(a) (b) (c)

Fig. 8.7. Advection de Kothe-Rider. Condition initial (a), solution à t = 3 (b) et solution au temps
final t = 6s (c).

de vitesse déforme le cercle en un filament. Ce dernier (voir Fig. 8.7.b) est bien capturé dans les
régions où il est suffisamment grand vis-à-vis de la taille des cellules. Ensuite, le champ de vitesse
rembobine le filament pour reformer un disque. A la fin, la forme du disque est assez bien préservée
(voir Fig. 8.7.c).
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8.3 Modèle à cinq équations réduit
Maintenant que nous avons présenté les avantages de la méthode LP-U-MUSCL avec un limiteur

compressif, nous allons valider l’approche de décomposition Lagrange-Transport sur différents cas
académiques.

8.3.1 Tube à choc diphasique unidimensionnel

Dans le cas d’un écoulement purement unidimensionnel, les schémas unidimensionnel et mul-
tidimensionnel sont équivalents. On s’intéresse alors à la résolution d’un tube à choc liquide/gaz
de type Sod sur le domaine Ω = [0, 1] m, étudié dans [VSM16] par exemple. L’équation d’état des
gaz raides est utilisée pour le liquide, tandis que le gaz est modélisé par la loi des gaz parfaits. Les
conditions initiales sont les suivantes

(ρ, u, p, γ, π) =
{

(103, 0, 109, 4.4, 6 × 108) si x ≤ 0.7 m,
(5, 0, 105, 1.4, 0) sinon.

Le nombre CFL est de 0.25. Un maillage de 1000 cellules est utilisé, avec des conditions aux limites
de type Neumann homogène. Le temps final est tf = 240 µs. Ce cas permet de tester la capacité
des différents schémas à représenter avec précision les trois ondes de ce problème. On retrouve une
détente, une discontinuité de contact, et un choc. Ce cas test est assez difficile au vu des grands
ratios de pression et de densité présents. Les résultats de comparaison des schémas d’ordre un en
espace pour les approches IMEX, CNEX, EXEX et EXEX-RK2 sont présentés sur la Fig. 8.8. Les
résultats sont en bon accord avec la solution exacte pour les différents schémas temporels. L’approche
purement implicite est aussi la plus diffusive, alors que l’approche CNEX permet d’obtenir des
résultats aussi précis que le schéma purement explicite avec le pas de temps implicite. En effet, le
pas de temps lié à la contrainte acoustique est 60 fois plus petit que celui lié à la contrainte de
transport.

Nous allons maintenant comparer à l’ordre deux en espace les différents schémas temporels. Cette
comparaison est faite sur la Fig. 8.9. On constate que tous les schémas en temps donnent d’excellents
résultats. Comme attendu, l’approche EXEX explicite sur l’étape Lagrange est toujours la moins
diffusive. Ce comportement se retrouve sur le schéma implicite CNEX, qui est en fait une moyenne
des deux approches sur l’étape Lagrange. De plus, l’utilisation d’un limiteur compressif sur la
fraction volumique limite grandement la diffusion numérique de l’interface liquide/gaz. On peut
observer un undershoot sur la discontinuité de contact de la densité à l’ordre deux. Cette observation,
appelée wall heating, est souvent faite lorsque des techniques de limitation de diffusion de l’interface
sont utilisées, comme le schéma d’antidiffusion [KL10, FBC+11]. La compréhension profonde de ce
phénomène et sa correction est cependant hors du cadre de ces travaux.

8.3.2 Interaction choc/bulle

Nous considérons maintenant un premier cas bidimensionnel d’interaction choc/bulle plan. Ce
cas a largement été étudié dans la littérature [SA99a, KL10, Jun13, PGM17]. Le domaine rectangu-
laire Ω = [0, 2] m×[0, 1] m contient un cylindre de gaz de rayon R = 0.4 m à (0.5, 0.5) m initialement
au repos dans un liquide alors qu’un choc initialement en x = 0.04 m se propage dans le liquide de
la gauche vers la droite (voir Fig. 8.10). Les conditions initiales de chaque phases sont données dans
Tab. 8.2. La phase gazeuse est modélisée par l’équation d’état des gaz parfaits avec γ = 1.4 tandis
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Fig. 8.8. Tube à choc diphasique unidimensionnel : la densité (en haut à gauche), la vitesse (en haut
à droite), la pression (en bas à gauche) et la fraction volumique (en bas à droite) sont comparées au
temps final tf = 240 µ avec la solution exacte. Sauf pour la fraction volumique où tous les points
sont affichés, une cellule est représentée tous les dix points pour plus de clarté.

ρ (kg.m−3 ) u (m.s−1 ) p (Pa)
Liquide (choc) 1030.9 (300,0) 3 × 109

Liquide 1000 (0,0) 105

Gaz 1 (0,0) 105

Tab. 8.2. Interaction choc/bulle : données initiales.

que le liquide est représenté par la loi d’état des gaz raides avec γ = 4.4 et π = 6.8 × 108 Pa. De
part la symétrie du problème, un domaine de Ω = [0, 2] m × [0.5, 1] m est utilisé avec une condition
de symétrie en bas, alors que une condition réflective est imposée en haut, et des conditions de
Neumann homogène sont imposées à gauche et à droite. Le domaine est discrétisé en 1600 × 400
cellules.
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Fig. 8.9. Tube à choc diphasique unidimensionnel : résultats à l’ordre deux en espace.
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Fig. 8.10. Interaction choc/bulle : description géométrique du cas.

Ce cas test permet, entre autres, d’illustrer la robustesse de la méthode. En effet, il met en jeux
des grands ratios de densité et de pression. Pour ce cas, nous montrerons seulement les résultats avec
l’approche explicite de décomposition Lagrange-Transport. En effet, les conditions sur la positivité
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des pentes permettent, avec un ratio r = (ρccc)/(ρdcd) pour chaque face cd, d’avoir un pas de
temps bien plus grand que le choix r = 1 avec l’approche explicite [Lat13, Pel17]. Aussi, ce pas de
temps, même un peu plus petit que celui obtenu par le schéma implicite pour lequel la CFL dépend
seulement de la vitesse matérielle, est compensé par la nécessité de résoudre un processus itératif à
l’ordre deux dans l’étape Lagrange. Sur la Fig. 8.11 on trace l’évolution du pas de temps ∆t au
cours du temps pour le schéma unidimensionnel à l’ordre deux avec les approches IMEX et EXEX.
On se rend compte que les pas de temps sont assez proches tout au long de la simulation. Les calculs,

 0

 1e−08

 2e−08

 3e−08

 4e−08

 5e−08

 6e−08

 7e−08

 8e−08

 9e−08

 1e−07

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6

∆
t 
(s

)

t (ms)

IMEX
EXEX

Fig. 8.11. Interaction choc/bulle : évolution du pas de temps avec les approches IMEX et EXEX
pour le schéma unidimensionnel.

menés sur 64 cœurs, ont pris 836 s pour l’approche EXEX et 2637 s pour l’approche IMEX. Ainsi,
pour ce type de cas, avec une résolution à l’ordre deux dans l’étape Lagrange, l’approche EXEX
est suffisante, ce qui n’est pas le cas avec des schémas à l’ordre un espace sur l’étape Lagrange.

Maintenant, nous allons comparer les schémas unidimensionnel et multidimensionnel. Dans ce
cas test, aucun effet dissipatif ni la tension de surface ne sont pris en compte. De plus, le maillage
étant assez fin et le nombre de Mach de l’ordre de l’unité, nous n’utilisons aucune correction bas-
Mach. L’évolution de la densité et de la fraction volumique à différents temps est présentée sur les
Fig. 8.12 et Fig. 8.13. Les résultats sont très similaires et cohérents avec la littérature. Le choc se
propageant dans le liquide vient percuter la colonne de gaz qui subit une large déformation avant
de se séparer en plusieurs fragments. Le limiteur compressif sur la fraction volumique permet de
limiter la diffusion de l’interface. Les différences entre les deux schémas sont visibles sur l’aspect de
la fragmentation du gaz. Le schéma multidimensionnel, plus dissipatif, possède un front de gaz au
niveau de l’axe de symétrie plus régulier que le schéma unidimensionnel, où des instabilités liées au
passage du choc à travers l’interface semblent apparaître (voir Fig. 8.14).

8.3.3 Interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau

Nous allons poursuivre la comparaison entre les schémas unidimensionnel et multidimensionnel
sur le cas expérimental de l’interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau [HRC+20],
étudié numériquement dans [HRC+20, THR+20, LTR22]. Ce cas complexe consiste à étudier la
fragmentation d’une goutte en suspension dans un écoulement d’air supersonique à Mach 4.4. La
configuration numérique est présentée sur la Fig. 8.15 . Celle-ci est similaire au cas précédent.
Un choc se propageant dans l’air va venir percuter une goutte d’eau au repos, centrée sur l’axe à

179



8.3. Modèle à cinq équations réduit

(a) t = 150 µs. (b) t = 300 µs.

(c) t = 450 µs. (d) t = 600 µs.

Fig. 8.12. Interaction liquide gaz : évolution de la densité (en haut) et de la fraction volumique
(en bas) avec le schéma unidimensionnel explicite.

x = 2.5675 mm et de rayon r = 0.5675 mm. Afin d’avoir une comparaison réaliste avec l’expérience,
ce cas est réalisé en géométrie 2D axisymétrique. Le maillage utilisé est constitué de 1600 × 800
cellules, ce qui correspond à ∆x/R = ∆r/R ≃ 0.022. C’est a peu près le même ratio que celui
employé pour les cas de Transport pur. Cette fois, la condition du bord supérieur est une condition
de Neumann homogène, tandis qu’à gauche, la condition est une entrée supersonique définie par la
dernière ligne du Tab. 8.3. En bas du domaine, une condition d’axe de symétrie est utilisée, tandis
qu’une condition de Neumann homogène est utilisée en sortie. Le gaz est décrit par l’équation
d’état des gaz parfaits avec γg = 1.4 alors que le liquide est modélisé par l’équation d’état des
gaz raides où γl = 4.4 et πl = 6 × 108 Pa. Encore une fois, seul les effets acoustiques sont pris en

P (Pa) ρ (kg.m−3 ) ux (m.s−1 ) c (m.s−1 ) us (m.s−1 )
Liquide 1, 000 × 105 1000 0 1700
Gaz 1, 020 × 105 1, 16 0 348
Gaz (choc) 21, 10 × 105 5, 71 1175 717 1424

Tab. 8.3. Interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau : données initiales.

compte dans ces simulations, étant donné que le nombre de Weber est de l’ordre de 105. De plus, le
maillage n’est pas suffisamment fin pour prendre en compte les effets de dissipation visqueuse et de
conduction thermique, et pour résoudre la fragmentation à l’échelle des gouttelettes. On souhaite
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(a) t = 150 µs. (b) t = 300 µs.

(c) t = 450 µs. (d) t = 600 µs.

Fig. 8.13. Interaction liquide gaz : évolution de la densité (en haut) et de la fraction volumique
(en bas) avec le schéma multidimensionnel explicite.

(a) Schéma unidimensionnel. (b) Schéma multidimensionnel.

Fig. 8.14. Interaction liquide gaz : zoom sur le champ de densité au niveau du filament au temps
final tf = 600 µs.

alors simplement comparer le phénomène de fragmentation global, mais surtout la position du choc
détaché en amont de la goutte en fonction des deux schémas. L’étape Lagrange est donc résolu
avec le schéma explicite. On représente sur la même image les résultats expérimentaux avec la
simulation où est représenté en rouge le contour du Schlieren numérique défini par la quantité

exp
(

−k
√

|∇ρ|
)
, avec k << 1
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Fig. 8.15. Interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau : description géométrique du cas.

L’échelle entre l’expérience et la simulation est ajustée afin d’avoir la goutte d’eau positionnée au
même endroit au temps initial avant impact t0 = −0.32 µs. Le temps total de simulation est de
t = 39 µs. La phénoménologie de ce cas test est largement commentée dans [HRC+20]. Les images
obtenues ne permettent pas d’observer la fragmentation de manière précise. On voit simplement
que la goutte est fragmentée dans un "brouillard". Cependant, on distingue clairement le choc
détaché en amont de l’écoulement ainsi que le choc de recompression à l’arrière de la goutte. Les
comparaisons entre l’expérience et la simulation sont faites sur les Fig. 8.16 et Fig. 8.17. Afin de les
comparer, on superpose à l’expérience le contour du Schlieren numérique de la simulation. Celui-
ci permet notamment d’observer les chocs, ainsi que les zones du domaine contenant du liquide.
Dans un premier temps, le choc défilant vient percuter la goutte au repos. Apparaît alors un choc
détaché en amont de la goutte, qui commence à se déformer. Le choc défilant continue à se propager
jusqu’à sortir du domaine, tandis qu’un choc de recompression est observable à l’arrière de la goutte.
De manière générale, les schémas unidimensionnel et multidimensionnel donnent sur les premiers
temps des résultats similaires concernant la position du choc détaché. Jusqu’à t = 26.77 µs, les
deux schémas numériques donnent des résultats très satisfaisant vis-à-vis de l’expérience, le choc
est bien positionné. Aux temps suivant, on observe expérimentalement un choc plus oblique que
celui obtenu par la simulation, qui est plutôt courbe, même si sa position sur l’axe de symétrie est
proche. Cette observation est similaire pour le choc de recompression, bien décrit par la simulation
jusqu’à t = 20.77 µs.

Cependant, de grandes différences sont observables sur la fragmentations de la goutte, laquelle
reste bien plus compacte avec le schéma multidimensionnel que le schéma unidimensionnel. Cela
s’explique par le fait qu’on observe numériquement une moins grande sensibilité du schéma multidi-
mensionnel aux instabilités, que ce soit les instabilités de choc comme le Carbuncle où les instabilités
hydrodynamiques de type Kelvin-Helmoltz par exemple. Ceci est notamment observable sur le choc
défilant, lequel présente une instabilité de type Odd-Even decoupling avec le schéma unidimensionnel
(voir Fig. c par exemple), qui est absente avec le schéma multidimensionnel. De manière générale,
la fragmentation est un phénomène très non-linéaire pour lequel il est difficile d’avoir une conver-
gence en maillage. Nous avons observé que même l’utilisation d’un limiteur moins diffusif donne une
fragmentation très différente, qui est beaucoup plus prononcée. Malheureusement, l’expérience ne
permet pas de savoir ce qui est le plus représentatif de la réalité physique de la fragmentation, étant
donné que la goutte est représentée comme un "brouillard" dans les images données par l’expérience.
Cette difficulté à résoudre précisément le phénomène de fragmentation est notamment illustré dans
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(a) t = −0.23 µs. (b) t = 2.77 µs. (c) t = 5.77 µs.

(d) t = 8.77 µs. (e) t = 11.77 µs. (f) t = 14.77 µs.

(g) t = 17.77 µs. (h) t = 20.77 µs. (i) t = 23.77 µs.

(j) t = 26.77 µs. (k) t = 29.77 µs. (l) t = 32.77 µs.

(m) t = 35.77 µs. (n) t = 38.77 µs.

Fig. 8.16. Interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau : superposition de l’expérience
(nuances de violet) et du contour du Schlieren numérique (rouge) pour le schéma unidimensionnel.
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[THR+20], où l’expérience est comparée à deux approches numériques distinctes, une approche VoF
et une approche à interface diffuse. Ici, une des grandes différences entre les deux schémas est la
présence à partir de t = 32.77 µs d’une pointe de liquide sur l’axe de symétrie pour le schéma
unidimensionnel. Cette forme est aussi observée dans [HRC+20, THR+20, LTR22].

8.4 Modèle à cinq équations réduit avec dissipation visqueuse

Maintenant, les effets dissipatifs sont pris en compte dans un contexte monophasique. Deux
cas test académiques associés respectivement à une plaque plane et une cavité entraînée vont nous
permettre de valider notre approche numérique.

8.4.1 Plaque plane laminaire

Ce cas test monophasique est une reproduction d’un cas étudié dans [Nis21a]. On s’intéresse
à un écoulement visqueux sur une plaque plaque plane à M∞ = 0.15 et Re∞ = 106. Le domaine
Ω = [−2, 2] × [0, 4] est initialisé par un gaz parfait de densité ρ = 1 kg.m−3, de pression p =
3.17460317 × 105 Pa et de vitesse u = (100, 0) m.s−1. Le coefficient adiabatique du gaz est de
γ = 1.4 et sa viscosité est de µ = 2 × 10−4 kg.m−1.s−1. Une condition d’entrée est imposée à gauche
du domaine, tandis qu’une condition de Neumann homogène est imposée en haut et à droite. La
condition de paroi (non glissement) ne commence qu’à partir de x = 0+ en bas du domaine, alors
qu’une condition de symétrie est imposée de x = −2 à x = 0−. L’objectif de ce cas test est de vérifier
que la méthode permet de capturer précisément un écoulement visqueux proche paroi, pour lequel
la théorie de Blasius donne une bonne approximation du résultat. Le maillage est initialement un
maillage cartésien régulier de 80 × 160 cellules, sur lequel est appliqué la loi β présentée Sec. 8.1.5.
Le raffinement est appliqué sur la paroi horizontale, ainsi que sur l’axe vertical qui relie la zone
amont sans plaque avec la zone aval de la plaque, en utilisant β = 1.001.

Ce cas est intéressant car il permet de comparer les profils de vitesse donnés par la simulation
avec des résultats analytiques. L’obtention des courbes théorique de Blasius est réalisée par la
méthode décrite dans [Mas09]. On trace ainsi à x = 0.9 m les vitesses adimensionnées pour les
schémas unidimensionnel et multidimensionnel d’ordre deux. Pour ce cas, on choisi de ne pas utiliser
de correction bas-Mach, pour étudier uniquement les schémas à l’ordre deux. On cherche ici une
solution stationnaire, en supposant que le calcul est convergé lorsque les résidus sont inférieurs à
10−6. Les résultats (voir Fig. 8.18) sont en bon accord avec la théorie de Blasius. La composante
horizontale de la vitesse est superposée avec la courbe théorique tandis que pour la composante
verticale, de légers écarts sont observables, surtout en ce qui concerne le schéma multidimensionnel,
plus diffusif. Cette composante est la plus difficile à capturer.

8.4.2 Cavité entraînée

Ce cas test monophasique nous permet de tester le schéma numérique en couplant les effets
visqueux avec le schéma d’ordre deux et la correction bas-Mach. En effet, on considère un domaine
carré de Ω = [0, 1] m × [0, 1] m initialisé avec une vitesse nulle, une pression p = 105 Pa et une
densité ρ = 1 kg.m−3. Le gaz considéré suit la loi des gaz parfaits avec γ = 1.4 et possède une
viscosité µ = 10−2 Pa.s. La dissipation thermique est négligée. La paroi supérieure du domaine est
entraînée à une vitesse u = (1, 0) m.s−1.
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(a) t = −0.23 µs. (b) t = 2.77 µs. (c) t = 5.77 µs.

(d) t = 8.77 µs. (e) t = 11.77 µs. (f) t = 14.77 µs.

(g) t = 17.77 µs. (h) t = 20.77 µs. (i) t = 23.77 µs.

(j) t = 26.77 µs. (k) t = 29.77 µs. (l) t = 32.77 µs.

(m) t = 35.77 µs. (n) t = 38.77 µs.

Fig. 8.17. Interaction entre une onde de choc et une goutte d’eau : superposition de l’expérience
(nuances de violet) et du contour du Schlieren numérique (rouge) pour le schéma multidimensionnel.
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(a) Profils des vitesses à x = 0.9 m pour le schéma unidimensionnel.
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(b) Profils des vitesses à x = 0.9 m pour le schéma multidimensionnel.

Fig. 8.18. Plaque plane laminaire : comparaison des profils des vitesses pour les schémas unidi-
mensionnel et multidimensionnel avec la solution de Blasius.

On considère un maillage grossier de 50×50 cellules, raffiné sur les quatre parois par la loi β avec
β = 1.01. Les calculs sont menés jusqu’à tf = 10 s avec le schéma unidimensionnel d’ordre deux avec
et sans correction bas-Mach, en utilisant l’approche implicite. On compare des coupes du champ
de vitesse au centre du domaine avec les résultats de [GGS82]. Ces résultats sont obtenus avec une
résolution des équations de Navier-Stokes incompressible (voir Fig. 8.19). Même avec un maillage
grossier, le schéma à l’ordre deux permet de retrouver un écoulement de type cavité entraînée, avec
un vortex au centre du domaine. Cependant, les résultats restent loin de la référence. L’utilisation
d’une correction bas-Mach permet d’améliorer nettement les résultats. La même observation peut
être faite sur le schéma multidimensionnel, mais ne sera pas montrée ici.

8.5 Modèle à cinq équations réduit avec tension de surface

Cette série de cas académiques doit permettre de valider et comparer les schémas numériques
prenant en compte la tension de surface, et de tester le couplage de ses effets avec la dissipation
visqueuse ou encore la correction bas Mach. On rappelle que deux formulations différentes des
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(b) Avec correction bas-Mach.

Fig. 8.19. Cavité entrainée : comparaison des coupes de vitesse avec la référence de Ghia avec et
sans correction bas-Mach.

forces de tension de surface sont considérées ici, l’approche conservative CSS (2.3.2.1) et l’approche
non-conservative CSF (2.3.1.1).

8.5.1 Goutte d’eau à l’équilibre

Ce cas académique bidimensionnel va nous permettre de tester la capacité des schémas numé-
riques à préserver les solutions équilibre. En effet, on place initialement une goutte d’eau de rayon
R = 1.8 × 10−5 m au centre d’un domaine de taille Ω = [0, 0.9 × 10−5] m × [0, 0.9 × 10−5] m d’air
au repos. Les données initiales sont explicitées dans le Tab. 8.4. Le coefficient de tension de surface

P (Pa) ρ (kg.m−3 ) u (m.s−1 ) z γ π (Pa)
liquide 105 103 0 1 4.4 6.8 × 108

gaz 105 1 0 0 1.4 0

Tab. 8.4. Goutte d’eau à l’équilibre : données initiales.

est de σ = 0.072 N.m−1. Le domaine est divisé en 128 × 128 cellules. Puisque la courbure de la
goutte est non-nulle, la tension de surface doit induire un saut de pression à l’interface, qui doit
respecter la loi de Laplace (2.3.0.1). On propose alors d’étudier l’amplitude des courants parasites
via l’énergie cinétique totale dans le domaine, ainsi que de calculer l’erreur sur le saut de pression,
pour 6 schémas différents : les schémas unidimensionnel et multidimensionnel sous la forme CSF
avec courbure exacte imposée, les schémas unidimensionnel et multidimensionnel sous la forme CSF
avec courbure calculée numériquement ainsi que les schémas unidimensionnel et multidimensionnel
sous la forme CSS. Le temps final est tf = 5×10−5 s. Les calculs sont faits avec le schéma implicite,
à l’ordre un en espace, sans correction bas Mach. Les conditions de paroi sont utilisées sur les quatre
bords.

Afin de calculer les dérivées de la fraction volumique, on initialise les mailles traversées par le
cercle définissant la goutte en mailles de mélange, pour lesquelles la fraction volumique comprise
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entre 0 et 1 dans une maille de mélange est calculée en subdivisant cette maille en 100 × 100 sous-
cellules, en estimant leur nombre dans le cercle et en divisant ce nombre par le nombre total de
sous-cellules.
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Fig. 8.20. Goutte d’eau à l’équilibre : évolution de l’énergie cinétique totale dans le domaine.

La Fig. 8.20 montre l’évolution de l’énergie cinétique dans le domaine au cours du temps. Tout
d’abord, on constate que l’approche CSF préserve les solutions équilibre : la courbure exacte (CSF
uniD + κth & CSF multiD + κth) permet de faire tendre l’énergie cinétique totale vers l’erreur
machine. Ensuite, on observe que si la courbure n’est pas calculée exactement, le schéma unidi-
mensionnel CSF (CSF uniD) et CSS (CSS uniD) ne converge pas en temps long vers une solution
stationnaire, contrairement au schéma multidimensionnel CSF (CSF multiD) et CSS (CSS multiD).
On observe numériquement un champ de vitesse complètement aligné avec le maillage, qui provoque
des instabilités au niveau de l’interface. Celle-ci sont complètement absentes avec le schéma multidi-
mensionnel, le champ de vitesse est lui aussi complètement différent. Pour l’illustrer, on représente
sur la Fig. 8.21 l’amplitude de la vitesse à t = 10−5 s, avant l’apparition de ces instabilités, pour les
schémas unidimensionnel et multidimensionnel sous la forme CSF. Alors que le champ de vitesse est
réellement multidimensionnel pour le schéma multidimensionnel, le schéma unidimensionnel possède
un champ de vitesse aligné avec le maillage. Celui-ci perturbe l’interface et provoque des grandes
instabilités. On remarque aussi que la prise en compte des effets de tension de surface de manière
équilibrée par l’approche CSF permet de réduire l’amplitude des courants parasites face à l’approche
CSS. Au niveau de l’énergie cinétique totale, elle est diminuée de deux décades.

Pour vérifier que le bon saut de pression est obtenu, on trace sur la Fig. 8.22 l’écart ξp tel que

ξp = |[psim] − [pth]|
[pth] ,

où

[psim] =

∑
c

pz∑
c

z
−

∑
c

p(1 − z)∑
c

(1 − z)
,

et
[pth] = σ

√√√√ π∑
c

zωc

.
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(a) Schéma multidimensionnel. (b) Schéma unidimensionnel.

Fig. 8.21. Goutte d’eau à l’équilibre : amplitude de la vitesse à t = 10−5 s pour les schémas
unidimensionnel et multidimensionnel sous la forme CSF

Afin de comparer les écarts avant l’apparition de ses instabilités, on regarde les résultats jusqu’au
temps t = 10−5 s. De manière générale, les écarts sont de l’ordre du pour-cent (4 % max). La
loi de Laplace est donc bien reproduite par les deux approches. Étant donné que l’estimation du
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Fig. 8.22. Goutte d’eau à l’équilibre : évolution de l’écart entre la pression théorique et la pression
calculée.

saut de pression est calculée en prenant en compte toutes les cellules du domaine, les schémas
unidimensionnel et multidimensionnel sous la forme CSF avec courbure exacte (CSF uniD + κth &
CSF multiD + κth) ne donne pas exactement sur la Fig. 8.22 un écart de 0 %. Il faudrait pour cela
utiliser un seuil sur l’estimation de [psim] pour ne pas prendre en compte les mailles de mélange.

Extension à l’ordre deux et correction bas-Mach

Pour vérifier que l’extension des schémas unidimensionnel et multidimensionnel à l’ordre deux
ainsi qu’avec la correction bas Mach permet de préserver les solutions stationnaires, on impose
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cette fois directement dans la goutte d’eau le saut de pression théorique ∆p = 4000 Pa ainsi que la
courbure exacte κ = 1/r. En effet, puisque le domaine est fermé et qu’il n’y a pas de dissipation
visqueuse, initialiser la goutte sans le saut de pression ferait apparaître dans le domaine des ondes
qui, rebondissant sans jamais s’amortir, ne permettraient pas d’obtenir une solution stationnaire.
De plus, puisqu’on impose directement la solution stationnaire, pour laquelle la vitesse est nulle
dans tout le domaine, on utilise le schéma explicite. En effet, le processus itératif nécessaire à la
résolution de l’étape Lagrange dans l’approche implicite ne converge pas en pratique rapidement
vers une solution à vitesse nulle.

La simulation est menée jusqu’à t = 5×10−8 s, qui est un temps final suffisant pour observer un
éventuel déséquilibre des schémas. Pour les schémas unidimensionnel et multidimensionnel à l’ordre
deux avec correction bas Mach, l’énergie cinétique totale au temps final est inférieure à 10−18 J,
ce qui permet d’affirmer que les schémas sont équilibrés. L’équilibre à l’ordre deux est notamment
assuré grâce à la prise en compte des termes centrés d’ordre deux du produit non-conservatif, ici la
tension de surface sous la forme CSF. En effet, négliger ces termes ne permet pas de préserver la
loi de Laplace, et l’énergie cinétique totale augmente de manière conséquente jusqu’au temps final.
Ce résultat est illustré sur la Fig. 8.23.
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Fig. 8.23. Goutte d’eau à l’équilibre : évolution de l’énergie cinétique totale pour le schéma unidi-
mensionnel et multidimensionnel avec le terme centré non-conservatif (o2) et sans le terme centré
non-conservatif (o1).

8.5.2 Oscillation d’une goutte ellipsoïdale

Ce cas académique bidimensionnel a été introduit dans [PS05], et étudié notamment dans [ND15,
CHL20, Cor20, PBM23]. Une goutte en forme d’ellipse est positionnée au centre d’un domaine carré
de taille Ω = [0, 1] m × [0, 1] m rempli de gaz au repos. L’ellipse est définie par

(x− 0.5)2

0.22 + (y − 0.5)2

0.122 = 1.

L’ellipse, considérée liquide, est modélisée par la loi des gaz raides, tandis que l’air est représenté par
la loi des gaz parfaits. Les données initiales sont explicitées dans le Tab. 8.5. Le coefficient de tension
de surface est σ = 340 N.m−1. Le temps de simulation est tf = 0.5 s. Comme pour le cas précédent,
sur les quatre bords sont utilisées des conditions de paroi. Le maillage est composé de 128 × 128
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P (Pa) ρ (kg.m−3 ) u (m.s−1 ) z γ π (Pa)
liquide 105 102 0 1 2.4 1.× 107

gaz 105 1 0 0 1.4 0

Tab. 8.5. Oscillation d’une goutte ellipsoïdale : données initiales.

cellules. La courbure de la goutte, qui n’est pas uniforme, induit un mouvement périodique de
l’interface. En effet, initialement, l’énergie potentielle associée à la tension de surface est maximale
tandis que l’énergie cinétique est nulle. Le transfert de l’énergie potentielle en énergie cinétique va
alors déformer l’ellipse en une sphère, pour laquelle l’énergie cinétique est maximale, qui va alors
se déformer pour donner la même ellipse que précédemment. Ce processus d’oscillation, sans effets
dissipatifs, est sensé durer indéfiniment, et seule la diffusion numérique du schéma doit atténuer
l’amplitude des oscillations. Périgaud [PS05] utilise la formule de Rayleigh modifiée [Ray79, FOF88]
pour estimer analytiquement la période des oscillations en fonction des densités des deux fluides,
du rayon R de la goutte au repos ainsi que du coefficient de tension de surface σ. Cette relation est
donnée par

ω2 = (o3 − o) σ

(ρl + ρg)R3 , avec ω = 2π
T
,

avec o le mode d’oscillation égale ici 2. Si on estime, par conservation de son volume que l’ellipse à
un rayon moyen R = 0.15 m, on a alors une période théorique de 85 ms.

On va d’abord comparer les schémas unidimensionnel et multidimensionnel avec les formulations
CSF et CSS pour différentes résolutions de l’étape Lagrange, à savoir :

— la résolution à l’ordre un (notée o1 dans la légende de la Fig. 8.24),
— la résolution à l’ordre un avec correction bas Mach (lm+o1),
— la résolution à l’ordre deux (o2),
— la résolution à l’ordre deux avec correction bas Mach (lm+o2).

L’étape de Transport est toujours résolue à l’ordre deux avec κ = 1/3 et β = 2 pour limiter la
diffusion de l’interface. A l’ordre deux sur l’étape Lagrange, on n’utilise pas la correction d’ordre
deux sur l’approche CSF. En effet, on a remarqué numériquement une moins bonne convergence
du processus itératif à l’ordre deux en prenant en compte ce terme. Ce n’est pas gênant ici car, on
ne cherche pas forcément à être équilibré sur un tel cas, puisque en théorie, la goutte doit osciller
indéfiniment, sans jamais revenir à l’équilibre. Les résultats sur la Fig. 8.24 présentent l’évolution
de l’énergie cinétique volumique totale dans le domaine pour les différents schémas. On constate
tout d’abord que les schémas à l’ordre un et à l’ordre deux sans correction bas-Mach ne permettent
pas de bien reproduire le phénomène d’oscillation périodique de la goutte. A l’ordre deux sans
correction, les résultats sont bien moins bons. On remarque numériquement que cela est dû à
l’utilisation de β = 2, un choix qui a tendance à comprimer l’interface et à diminuer fortement
l’amplitude des oscillations. Avec β = 1, on retrouve les résultats de la littérature [PS05, ND15,
CHL20, Cor20, PBM23], à savoir que l’amortissement des oscillations est préservé sur plusieurs
périodes. La correction bas-Mach permet, pour les quatre approches, de préserver l’amplitude des
oscillations de manière très correcte. Ces dernières ne sont presque pas atténuées lorsque le schéma
à l’ordre deux est employé en plus de la correction bas-Mach. De manière générale, on remarque
que le schéma multidimensionnel est plus diffusif que le schéma unidimensionnel. De plus l’approche
CSS présente plus de perturbations parasites dans les oscillations que l’approche CSF. On remarque
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(a) Schéma unidimensionnel CSF
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(b) Schéma unidimensionnel CSS
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(c) Schéma multidimensionnel CSF
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Fig. 8.24. Oscillation d’une goutte ellipsoïdale : évolution de l’énergie cinétique volumique dans le
domaine pour les schémas unidimensionnel et multidimensionnel avec les formulations CSF et CSS,
où l’étape Lagrange est résolue à l’ordre un (o1), à l’ordre un avec correction bas Mach (lm+o1), à
l’ordre deux (o2) et à l’ordre deux avec correction bas Mach (lm+o2).

aussi que l’énergie cinétique minimale est toujours plus petite avec l’approche non-conservative. Cela
est cohérent avec les résultats obtenus sur le cas précédent. Les courants parasites sont largement
diminués. Pour un tel cas, on constate clairement que la dissipation du schéma est responsable
de l’amortissement des oscillations, et que l’utilisation d’une correction bas-Mach avec un schéma
d’ordre élevé est nécessaire pour retrouver le comportement théorique de la goutte.

Le Tab. 8.6. donne la période d’oscillation obtenue pour les quatre schémas. Celle-ci est mesurée
comme une moyenne des 5 périodes d’oscillations observables sur les figures, à partir du premier et
dernier maximum. La période moyenne est quasiment la même pour tous les schémas. L’écart avec
la période théorique est inférieure à 6%. Les schémas unidimensionnel et multidimensionnel ainsi
que les deux approches CSF et CSS sont donc capables de reproduire des phénomènes dynamiques
liés à la tension de surface, à condition d’employer une correction bas-Mach.
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CSF CSS
1D 2D 1D 2D

lm+o1 0.090s 0.090s 0.090s 0.089s
lm+o2 0.089s 0.090s 0.090s 0.090s

Tab. 8.6. Oscillation d’une goutte ellipsoïdale : période des oscillations observées numériquement.

8.5.3 Atténuation visqueuse d’une onde capillaire

Dans ce cas test, on s’intéresse à l’atténuation d’une onde capillaire. La théorie linéaire des
petites oscillations d’une interface entre deux fluides visqueux ayant la même viscosité a été étudiée
théoriquement par Prosperetti [Pro81], qui en a donné une solution analytique dans le cas où les
viscosités cinématiques des deux fluides sont égales, soit νl = νg. Pour ce cas test, étudié notamment

2a0

L

2L

Gaz
Oh = 1/

√
3.106

Liquide
Oh = 1/

√
3000

Fig. 8.25. Atténuation visqueuse d’une onde capillaire : description géométrique du cas

dans [PZ99, Bla15], on considère deux fluides séparés par une interface sinusoïdale

a(x) = a0 cos(kx),

où a0 est l’amplitude initiale des oscillations et k est le nombre d’onde (voir Fig. 8.25). Lorsque
a0 << 2πk, l’évolution temporelle de l’amplitude des oscillations est donnée par Prosperetti [Pro81]

a(x, t) = 4(1 − 4β)ϵ2
8(1 − 4β)ϵ2 + ω2

0
a0erfc(

√
ϵt)

+
4∑

i=1

zi

Zi

(
ω2

0a(x, 0)
z2

i − ϵ

)
exp

(
(z2

i − ϵ)t
)

erfc(R(zi)
√
t),
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8.5. Modèle à cinq équations réduit avec tension de surface

avec β = ρ1ρ2/(ρ1 + ρ2)2, ω0 = σκ/(ρ1 + ρ2), ϵ = νk2, Zi = Π4
j=1, j ̸=i(zj − zi) et zi, i = 1, 4 les

racines complexes conjuguées de l’équation

z4 − 4β
√
ϵz3 + 2(1 − 6β)ϵz2 + 4(1 − 3β)ϵ3/2z + (1 − 4β)ϵ2 + ω0 = 0.

La notation R(zi) désigne la partie réelle de zi, et erfc est la fonction d’erreur complémentaire.
En se basant sur les travaux de Popinet et Zaleski [PZ99], nous prenons les données du Tab. 8.7,
avec une loi d’état de type gaz parfait pour l’air, et une équation de type gaz raide pour le liquide.

ρ (kg.m−3 ) p (Pa) µ (kg.m−1.s−1) γ π (Pa)

Eau 103 105 1.68495882 × 102 4.4 6.8 × 108

Air 1 105 1.68495882 × 10−1 1.4 0

Tab. 8.7. Atténuation visqueuse d’une onde capillaire : données initiales.

Le coefficient de tension de surface est de σ = 13.556 × 103 N.m−1. Le domaine est rectangulaire,
[0, 2π] m × [0, 4π] m. L’amplitude a0 est telle que le ratio 2L/a0 = 10−2 est suffisamment petit pour
se placer dans le cadre de la théorie linéaire des petites oscillations. Le nombre d’Ohnesorge, ratio
des forces visqueuses sur les forces de tension de surface et les forces inertielles, et donné par

Oh = µ√
ρσL

.

Ici, on a Oh = 1/
√

3000 pour le liquide et Oh = 1/
√

3 × 106 pour le gaz. La viscosité cinématique
adimensionnée vaut ϵ = 6.472 × 10−2 pour les deux fluides. La conduction thermique est supposée
nulle dans ce cas. Le temps final de simulation est tf = 10 s. Des conditions aux limites périodiques
sont utilisées sur les bords gauche et droit tandis que des conditions de paroi sont imposées en haut
et en bas du domaine.

Nous allons comparer l’évolution de l’amplitude des oscillations au cours du temps avec la so-
lution théorique pour différents maillages. Les calculs sont réalisés avec l’approche implicite de la
décomposition Lagrange-Transport. L’étape Lagrange est toujours résolue à l’ordre un avec cor-
rection bas-Mach tandis que l’étape de Transport est résolue à l’ordre deux avec le limiteur com-
pressif. Au vu des résultats obtenus sur le cas de l’oscillation d’une goutte ellipsoïdale, cette approche
est suffisante pour reproduire avec précision des oscillations sur plusieurs périodes. Pour résoudre
plus précisément les ondes capillaires, on prend un pas de temps tel que ∆t = min (∆tt, 50∆tc), où
∆tt est le pas de temps lié à l’étape de Transport et ∆tc est celui lié à la tension de surface.
Ajouter la contrainte capillaire dans le pas de temps avec un facteur 50 permet de mieux résoudre
la dynamique de ce cas puisque plus d’itérations seront faites entre chaque période d’oscillation. En
effet, utiliser seulement le pas de temps de l’étape de Transport ne permettrait pas de résoudre
avec précision chaque période des oscillations.

Une convergence en maillage est réalisée. L’amplitude initiale étant plus petite que la taille d’une
maille, on initialise les mailles dans lesquelles est contenue l’interface sinusoïdale avec des mailles de
mélange, à la manière du cas de la Goutte d’eau à l’équilibre. On utilise encore 100×100 sous cellules
pour estimer la fraction volumique des mailles de mélange. Cette procédure permet de calculer les
gradients de la fraction volumique pour l’approche CSS, et la courbure pour l’approche CSF. Elle est
nécessaire car l’amplitude initiale étant très petite, l’interface n’est contenue que dans une maille.
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(c) Schéma multidimensionnel CSF
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(d) Schéma multidimensionnel CSS

Fig. 8.26. Atténuation visqueuse d’une onde capillaire : évolution de l’amplitude des oscillations
de l’interface pour les schémas unidimensionnel et multidimensionnel avec les formulations CSF et
CSS, pour différents maillages.

Les résultats présentés sur la Fig. 8.26 permettent de comparer les schémas unidimensionnel et
multidimensionnel avec les approches CSF et CSS, pour différents maillages. Les résultats sont en
bon accord avec la solution exacte donnée par Prosperetti. La fréquence d’oscillation ainsi que le
taux d’amortissement sont d’autant plus proches de la solution théorique que le maillage est raffiné.

8.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de valider l’ensemble des méthodes numériques présentées précédem-
ment. Les cas de transport pur ont montré l’intérêt d’utiliser un limiteur compressif sur la fraction
volumique afin de limiter drastiquement la diffusion de l’interface entre deux fluides. Ensuite, le
modèle à cinq équations réduit seul a été résolu, en comparant les schémas unidimensionnel et mul-
tidimensionnel. Ceux-ci ont donné des résultats similaires lors de l’étude de l’interaction choc/bulle,
tandis que la comparaison numérique avec le cas expérimental de l’interaction entre une onde de choc
et une goutte d’eau a mis en évidence de grandes différences dans le processus de fragmentation. De
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8.6. Conclusion

manière générale, l’observation faite est que le schéma multidimensionnel est moins sensible aux in-
stabilités, aussi bien les instabilités hydrodynamiques de type Kelvin-Helmholtz ou Rayleigh-Taylor,
que les instabilités de choc de type Odd-Even decoupling ou Carbuncle [PGM17, GCLM22].

La prise en compte de la dissipation visqueuse pour les schémas unidimensionnel et multidimen-
sionnel a été validée, avant de comparer les deux formulations CSF et CSS permettant de prendre
en compte les forces de tension de surface. La formulation CSF, équilibrée par construction, devait
permettre de diminuer l’amplitude des courants parasites face à la formulation CSS. Cette hypo-
thèse a été confirmée sur les cas statiques. Cependant, en dynamique, l’effet des courants parasites
pour le schéma CSS n’est pas vraiment visible, surtout si le maillage est assez fin.

Nous allons employer dans le prochain chapitre ces méthodes sur des cas plus applicatifs traitant
de l’ablation liquide.
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Chapitre 9

Application à la fusion de l’aluminium
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Dans ce chapitre, nous allons employer nos schémas numériques sur des cas plus applicatifs.
On veut notamment voir si nos méthodes permettent de simuler le phénomène d’ablation liquide,
que ce soit sur des cas quasi-incompressibles de type cavité entraînée, que des cas d’écoulements
supersoniques autour d’une bille métallique susceptible de fondre.

9.1 Fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’aluminium liquide

Ce cas test monophasique va nous permettre de tester le couplage entre les domaines fluide et
solide, avec un certain nombre de phénomènes physique présent dans la partie fluide.

Une cavité fluide de taille [0, 1] mm × [0, 1] mm est initialement remplie d’aluminium liquide de
densité ρl = 2365 kg.m−3 à la pression p = 105 Pa. La viscosité du fluide est µl = 1.235 × 10−3

kg.m−1.s−1, et sa conductivité thermique est λl = 90 W.m−1.K−1. La paroi supérieure est entraînée
à une vitesse de 10 m.s−1 et chauffée à une température de 2000 K. La paroi inférieure est couplée à
un domaine solide de taille identique, et de température uniforme égale à la température de fusion
Tf = 933 K. On utilise le couplage comme une simple condition aux limites de fusion, à température
Ts = 933 K et ρs = 2550 kg.m−3. Cela permet de simplifier les calculs en omettant la résolution de
la thermique dans le solide. La chaleur latente de fusion est prise à 3.97 × 105 J.kg−1.

Le liquide est modélisé par la loi d’état de type Mie-Grüneisen afin de retrouver une dilatation
thermique correspondant à de l’aluminium liquide. Les paramètres liés à la loi d’état sont donnés
dans le Tab. 9.1. L’énergie interne de référence ε0, la pression de référence p0, la température de
référence T0, la densité de référence ρ0, les coefficients de Grüneisen de référence αp,0 et βT,0 ainsi
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9.1. Fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’aluminium liquide

grandeurs valeurs unités
p0 105 Pa
ρ0 2368 kg.m−3

cv 970 J.kg−1.K−1

αp,0 1.17 × 10−4 K−1

βT,0 2.38 × 10−11 Pa−1

T0 933 K

Tab. 9.1. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’alumi-
nium liquide : paramètres de la loi d’état.

que la capacité volumique cv permettent de déduire les paramètres Γ (2.4.2.6) et π (2.4.2.7) de la
loi d’état tels que

Γ = αp,0
ρ0cvβT,0

,

π = 1
Γ + 1

(
1
βT,0

+ Γ2ρ0cvT0

)
− p0.

On en déduit alors que les paramètres de la loi d’état de type Mie-Grüneisen valent Γ = 2.14 et
π = 1.651 × 1010 Pa. Les calculs sont effectués sur un maillage composé de 128 × 128 cellules. Une
condition de paroi est utilisée sur les trois autres bords, et un raffinement est appliqué sur les quatre
bords, avec la loi β (voir Sec. 8.1.5) en prenant β = 1.1. Le maillage légèrement raffiné ainsi que
la présence de la dissipation visqueuse et la conduction thermique rend très attrayante l’approche
implicite de la décomposition Lagrange-Transport. En effet, le pas de temps de simulation est ici
1000 fois plus grand que le pas de temps imposé par les conditions de stabilité de l’étape Lagrange.
Nous allons comparer les schémas unidimensionnel et multidimensionnel avec correction bas-Mach
à l’ordre un. Puisque dans ce cas, le nombre de Mach est inférieur à 1 dans tout le domaine, on
impose directement θLM = 0. L’étape de Transport est résolue à l’ordre deux avec κ = 1/3. Le
nombre CFL est imposé à 0.1. Le champ de température ainsi que l’amplitude de la vitesse sont
représentés sur les Fig. 9.1 et Fig. 9.2 à deux instants différents.

Le nombre de Mach est de l’ordre de 10−3 −10−4 et le nombre de Reynolds autour de 2×104. La
paroi supérieure met en mouvement et chauffe l’aluminium liquide dans la cavité. Le mouvement
du liquide prend la forme d’un vortex, qui vient se déstabiliser au centre du domaine. Lorsque
la température augmente en bas du domaine, un flux thermique significatif active la condition de
fusion. On a alors injection d’aluminium liquide et récession de la paroi. Pour les deux schémas, le
profil d’ablation est similaire. Les différences sont dues à la recirculation du liquide qui se déstabilise
différemment. On constate numériquement qu’avec simplement un schéma d’ordre un sur l’étape
de Transport et une correction bas Mach sur l’étape Lagrange, la recirculation du liquide n’est
jamais déstabilisée. Le schéma à l’ordre un est trop diffusif. En ajoutant l’ordre deux sur l’étape
Lagrange, il n’y a quasiment aucune différence. La stratégie d’utiliser un simple schéma d’ordre
un avec une correction bas Mach sur l’étape Lagrange et un schéma d’ordre deux sur l’étape de
Transport est au moins nécessaire pour observer des instabilités dans l’écoulement.

On trace sur la Fig. 9.3 le profil d’ablation au temps final t = 2ms ainsi que l’évolution du flux
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(a) Schéma unidimensionnel.

(b) Schéma multidimensionnel.

Fig. 9.1. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’alumi-
nium liquide : évolution temporelle de la température à t = 0.66ms (gauche), t = 1.32ms (centre)
et t = 2ms (droite) pour les schéma unidimensionnel et multidimensionnel.

thermique q ·n en W.m−2 en fonction du temps au centre de la paroi. Les profils d’ablation obtenus
avec les deux schémas sont différents, surtout au centre du domaine. La différence maximale de
déplacement de la paroi est d’environ un dixième de millimètre. On se rend compte, en observant
l’évolution du flux thermique à x = 0.5 mm que celui-ci évolue différemment à partir de t = 1 s.
En effet, le champ de vitesse se déstabilisant différemment entre les deux schémas, la quantité de
chaleur apportée à la paroi est bien plus grande avec le schéma unidimensionnel, d’un facteur deux
à t = 1.8 ms. L’ablation est ainsi très différente.

9.2 Fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’air

Contrairement au cas précédent, on va chercher à étudier le processus d’ablation liquide d’un
bloc d’aluminium par un gaz chaud.

Une cavité fluide de taille [0, 10] mm × [0, 10] mm est initialement remplie d’air de densité ρg =
0.296 kg.m−3 à la pression p = 105 Pa. Ce gaz est modélisé par la loi d’état des gaz parfait. La paroi
supérieure est entraînée à une vitesse de 1 m.s−1 et chauffée à une température de 8000 K. La paroi
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9.2. Fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air

(a) Schéma unidimensionnel.

(b) Schéma multidimensionnel.

Fig. 9.2. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’alumi-
nium liquide : évolution temporelle de l’amplitude de la vitesse à t = 0.66ms (gauche), t = 1.32ms
(centre) et t = 2ms (droite) pour les schéma unidimensionnel et multidimensionnel.

inférieure est couplée à un domaine solide de taille identique, à température de fusion Tf = 933
K. Le processus d’ablation va injecter dans le domaine fluide de l’aluminium liquide de densité
ρg = 2368 kg.m−3. Le liquide est représenté par un gaz raide. Cette loi d’état est suffisante dans le
contexte où la variation de température de la phase liquide est assez faible. Les données du liquide
et du gaz sont présentées dans le Tab. 9.2. On utilise le couplage comme une simple condition aux
limites de fusion, à température Ts = 933 K et ρs = 2550 kg.m−3. Contrairement au cas précédent,
on prend une chaleur latente de fusion de 3.97×103 J.kg−1. Elle est 100 fois inférieure à celle utilisée
dans le cas précédent. Cela permet d’avoir une processus d’ablation significatif sur une durée plus
courte.

La tension de surface va avoir un rôle important à jouer dans cette application. En effet, en
prenant un coefficient de tension de surface σ = 0.88 Pa, le nombre de Weber est estimé à We = 30.
Les forces capillaires sont alors supérieures en moyenne aux forces inertielles. De plus, l’angle de
mouillage est pris à θ = 75°. Ainsi, lorsque du liquide fondu sera injecté dans la cavité, il va
remonter sur les paroi gauche et droite. Les incertitudes sur les grandeurs liées au forces capillaires
sont grandes, c’est pourquoi elles sont choisies afin d’avoir un impact significatif sur le processus de
fusion.

Les calculs sont réalisés sur un maillage de 128 × 128 cellules. La loi β permet de raffiner le
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Fig. 9.3. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’alumi-
nium liquide : profil d’ablation (a) et évolution temporelle du flux thermique au centre de la paroi
(b) pour les schémas unidimensionnel et multidimensionnel.

Al. liquide Air
ρ (kg.m−3 ) 2368 0.296
γ 1.4 1.4
π (Pa) 8.57 × 108 0
µ (Pa.s) 1.235 × 10−3 1.8 × 10−5

λ (W.m.−1.K−1) 90 2 × 10−2

cv (J.kg−1.K−1) 970 905

Tab. 9.2. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air :
données initiales du liquide et du gaz.

maillage en prenant β = 1.01. Le schéma unidimensionnel d’ordre un avec correction bas Mach
est utilisé sur l’étape Lagrange, tandis que le schéma d’ordre deux avec le limiteur compressif et
κ = 1/3 est utilisé sur l’étape de Transport. Sur ce cas spécifique, l’approche CSS modélisant
les forces de tension de surface produit des courants parasites du même ordre de grandeur que
la vitesse de l’écoulement. Les précédents cas de validation ont montré que la formulation CSF,
équilibrée par construction, produit des courants parasites d’une plus faible amplitude. Ainsi, cette
dernière formulation est utilisée. Le temps final ici est tf = 0.15 s. Grâce à l’approche implicite de
l’étape Lagrange, le pas de temps utilisé est 3000 fois plus grand que celui imposé par l’approche
explicite. Un raffinement plus important à la paroi aurait rendu l’approche implicite encore plus
attractive.

On représente sur les Fig. 9.4 l’évolution du champ de température ainsi que l’amplitude de la
vitesse dans le domaine. L’interface gaz/liquide est représentée comme l’isoligne rouge z = 0.5. La
paroi supérieure du domaine entraîne le gaz initialement au repos. Le champ de vitesse observé est
caractéristique d’un écoulement dans une cavité entraînée. On observe une recirculation au centre
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9.2. Fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air

(a) Amplitude de la vitesse.

(b) Température.

Fig. 9.4. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air :
évolution de l’amplitude de la vitesse (a) et de la température (b) à t = 0.05 s, 0.1 s et 0.15 s.
Isoligne de la fraction volumique à z = 0.5 en rouge.

du domaine. La paroi chauffe également le gaz, qui est initialement à T = 920 K. La recirculation de
gaz amène alors une quantité importante d’énergie à la paroi inférieure. Dans notre approche, un tel
écoulement ne peut pas être correctement calculé sans employer de correction bas Mach. Lorsque la
température à la paroi atteint la température de fusion T = 933 K, le processus d’ablation liquide
commence. Le liquide qui apparaît se déplace rapidement vers les coins inférieurs du domaine, sous
l’effet de la force de tension de surface et particulièrement des forces au niveau de la ligne triple.
Dans ces poches de liquide, la vitesse de l’écoulement est très petite, mais des recirculations sont
présentes. Du liquide chaud est coincé et le processus d’ablation est plus important.

Comme illustré sur la Fig. 9.5 l’interface liquide/gaz reste très peu diffusée grâce au limiteur
compressif utilisé sur la fraction volumique z. On compare également au même temps le profil de
la fraction volumique avec et sans la tension de surface. Sans tension de surface, l’interface reste
complètement plane. Le liquide n’est pas du tout en mouvement. On en conclut que, même si on
a diminué artificiellement l’enthalpie de fusion de l’aluminium, et que la température imposée à la
paroi supérieure est très grande, la tension de surface à un rôle majeur dans ce type d’application.
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(a) (b)

Fig. 9.5. Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air :
fraction volumique au temps final tf = 0.15 s (a) avec tension de surface et (b) sans tension de
surface.

9.3 Fusion d’une bille d’aluminium dans un écoulement superso-
nique

Dans ce dernier cas applicatif, on cherche à étudier l’ablation liquide d’une bille d’aluminium
d’un centimètre de rayon soumise à un écoulement hypersonique.

Ce cas est inspiré d’une étude expérimentale et numérique menée dans [DHB+22] sur le processus
d’ablation liquide du Gallium. On considère une bille soumise à un écoulement gazeux supersonique,
pour lequel l’écoulement amont est défini par ρg = 0.7049 kg.m−3, ug = (1670, 0) m.s−1 et pg =
6.94 × 104 Pa. L’air est modélisé par un gaz parfait de coefficient adiabatique γg = 1.4, de viscosité
µg = 2.378 × 10−5 Pa.s de conductivité thermique λg = 2.56 × 10−2 W.m.−1.K−1 et de capacité
thermique cv,g = 717.6325 J.kg−1.K−1. Le maillage est composé de 100 × 300 cellules.

9.3.1 Validation de la partie hyperbolique

Dans un premier temps, on va chercher une solution stationnaire à cet écoulement. Avant de
traiter le système complet, on étudie d’abord le comportement des schémas sur les équations d’Euler.
Les schémas unidimensionnel et multidimensionnel à l’ordre un sont comparés. L’approche implicite
est employée, avec la géométrie considérée axisymétrique, en utilisant l’approche conservative (voir
Annexe B). Le calcul est considéré convergé lorsque les résidus sont diminués de 6 décades.

Le schéma multidimensionnel est assez dissipatif pour ne pas provoquer d’instabilité de choc,
pouvant perturber l’écoulement [PGM17, GCLM22]. Ce n’est pas le cas du schéma unidimensionnel,
qui est susceptible de provoquer le phénomène de Carbuncle [PGM17, GCLM22]. Pour remédier
à cela, une correction est employée. Il en existe de nombreuses dans la littérature, lesquelles sont
basées sur l’idée que plus de dissipation numérique permet de limiter la production de ces instabilités.
C’est pourquoi les schémas HLL ou Rusanov sont connus pour être moins sensibles au phénomène
de Carbuncle, contrairement au schéma HLLC ou Roe par exemple. Cependant, dans l’approche
de décomposition Lagrange-Transport, Peluchon a montré que le schéma HLL produit ce type
d’instabilité de choc [Pel17]. Nous avons alors exploré un autre type de correction pour le schéma
unidimensionnel.

Récemment, Flieschmann & al. [FAA20] ont montré qu’une correction des schéma de type
Godunov permettant d’être compatible avec les écoulements bas Mach avait la bonne propriété
d’être presque insensible aux instabilités de chocs. Leur correction consiste à réduire la dissipation
du schéma. C’est le cas du schéma unidimensionnel avec correction bas-Mach présentée dans la
Sec. 6.3.2 du Chapitre 6, lequel va réduire la dissipation du schéma dans la zone subsonique. Ce-
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pendant, cette approche provoque toujours des instabilités de choc. Ainsi, une approche semblable
à [FAA20] est employée. Le flux unidimensionnel de l’étape Lagrange est centré par le Mach local.
Les flux de vitesse et de pression deviennent

u = (1 − θ)uc + ud

2 + θ

(
λ+uc + λ−ud

λ+ + λ− − ∆p
λ+ + λ−

)
,

p = (1 − θ)pc + pd

2 + θ

(
λ−pc + λ+pd

λ+ + λ− − λ+λ−∆u
λ+ + λ−

)
.

où θ est toujours le mach local comme défini dans le Chapitre 6. Ces flux sont compatibles avec
l’idée de centrer le flux de pression pour avoir un schéma bas-Mach. De plus, dans les zones quasi-
incompressibles, le schéma sera d’ordre deux. Pour le schéma multidimensionnel, on utilise la cor-
rection bas Mach proposée dans la Sec. 6.3.2 du Chapitre 6. Dans ce type d’écoulement, une zone
subsonique est présente en aval du choc, proche du point d’arrêt. Celle-ci permet donc de réduire
la dissipation dans cette zone et d’avoir des résultats plus précis, notamment en ce qui concerne le
champ de pression, devant vérifier à la paroi ∂np = 0.
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Fig. 9.6. Simulation d’un écoulement axysymétrique autour d’une bille : Enthalpie totale le long
de la ligne d’arrêt pour les différents schémas.

De plus, l’enthalpie massique totale doit être conservée le long des lignes de courants en l’absence
de choc. Ici, sur la ligne d’arrêt, un choc détaché est présent, c’est pourquoi on observe un léger pic
sur l’enthalpie massique totale au niveau du choc sur la Fig. 9.6. Celui-ci est positionné autour de
−0.0017 m. En amont du choc, l’enthalpie massique totale est constante. Cependant en aval, elle
doit être égale à l’enthalpie massique amont. On remarque que les quatre schémas étudiés donnent
des résultats très différents. Tout d’abord, les schémas unidimensionnel et multidimensionnel sans
correction ou modification présentent une enthalpie croissante à mesure qu’on se rapproche de la
paroi. Ce comportement est problématique dans la mesure où la seule quantité d’intérêt dans la suite
sera le gradient de température sur la paroi, qui doit être calculé précisément. De plus, on observe
visuellement que le schéma unidimensionnel (1d) produit un Carbuncle au niveau du choc détaché,
ce qui perturbe l’écoulement. Ce n’est pas le cas du schéma multidimensionnel (2d). Les deux
corrections (1d+cc & 2d+lm) utilisées ici permettent de réduire la diffusion numérique des schémas
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Fig. 9.7. Simulation d’un écoulement axysymétrique autour d’une bille : profil de densité (en haut)
et de la pression (en bas) du schéma unidimensionnel avec correction centrée (1d + cc) à gauche et
du schéma multidimensionnel avec correction bas-Mach (2d + lm) à droite.

dans la zone subsonique. Pour le schéma multidimensionnel, on observe une nette diminution de
l’enthalpie totale en aval par rapport au même schéma sans correction, mais elle n’est cependant
toujours pas égale à l’enthalpie amont. Pour le schéma unidimensionnel avec correction centrée, les
résultats sont nettement meilleurs. De plus, aucun Carbuncle n’est produit par cette correction.

Pour s’en assurer, on présente sur la Fig. 9.7 le champ de densité et de la pression avec 50
isolignes. Premièrement, on constate qu’aucun des schémas ne produit d’instabilité de type Car-
buncle. Le profil de la densité est plutôt lisse, et même si de légères différences sont notables, les
résultats sont cohérents et satisfaisant vis-à-vis de l’observation faite sur l’enthalpie totale le long
de la ligne d’arrêt. Le maillage n’est pas suffisamment raffiné pour avoir ∂np = 0 à la paroi. On
s’assurera par la suite que, pour la résolution des équations de Navier-Stokes, qui nécessitent un
maillage raffiné proche paroi pour calculer précisément la couche limite, on a bien ∂np = 0. Le
schéma unidimensionnel corrigé donnant ici de meilleurs résultats, c’est celui qui sera retenu pour
la suite de l’étude.

9.3.2 Validation de la dissipation visqueuse et la conduction thermique

Maintenant, nous allons prendre en compte la dissipation visqueuse et thermique. On suppose
que la paroi de la bille est à sa température de fusion soit T = 933 K. Cette température est imposée
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à la paroi. Le maillage, toujours composé de 100 × 300 cellules, est raffiné dans le sens de la bille
avec la loi beta telle que β = 1.0005. La maille au point d’arrêt a ainsi une épaisseur de 10−7 m.

On trace le flux thermique à la paroi q · n, en W.m−2 (voir Fig. 9.8). Sur la première cellule

 0

 500000

 1e+06

 1.5e+06

 2e+06

 2.5e+06

 3e+06

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

fl
u
x

x (mm)

1d + cc
ref

Fig. 9.8. Simulation d’un écoulement axisymétrique autour d’une bille : comparaison entre le
schéma unidimensionnel avec correction centrée et la référence.

à la paroi en x = 0 mm, le flux à une valeur de 2.65 × 106 W.m−2, puis reprend sur 3 cellules un
profil régulier. Le flux obtenu est en accord avec un code interne du CEA, pour lequel la résolution
n’est pas basée sur l’approche de décomposition Lagrange-Transport mais sur une approche implicite
d’ordre deux en espace. Les profils de la densité et de la température dans le domaine sont présentés
sur la Fig. 9.9 avec encore 50 isolignes. De part la couche limite visqueuse, la densité est bien plus
élevée que dans le cas Euler. Le schéma unidimensionnel avec correction centrée ne provoque pas de
Carbuncle, les isolignes de densités et de température sont régulières. De plus, il est généralement
nécessaire d’utiliser une correction sur le solveur hyperbolique dans la couche limite visqueuse pour
limiter la diffusion. Ici, la correction est activée partout dans la couche limite, où le nombre de Mach
tend vers 0 proche de la paroi.

9.3.3 Fusion d’une bille d’aluminium

A partir du calcul Navier-Stokes obtenu précédemment, c’est-à-dire, un écoulement axisymé-
trique à Mach 4.5 autour d’une sphère de 1 cm, nous allons simuler la fusion de la bille. La condition
de non-glissement sur la paroi est remplacée par une condition de fusion. On suppose toujours le
solide à température de fusion. Pour simplifier les calculs, on prend une vitesse d’injection nulle, en
imposant la densité du solide à celle de l’aluminium liquide, soit ρs = 2368 kg.m−3. L’enthalpie de
fusion est toujours prise à 3.97 × 103 J.kg−1 afin d’avoir un processus d’ablation significatif sur un
temps court. L’aluminium liquide est supposé régi par la loi des gaz raides, en prenant cette fois
les constantes égales à γ = 3.14 et π = 4586056275.2 Pa. Il est de plus caractérisé par sa viscosité
µl = 1.235 × 10−3 kg.m−1.s−1, sa conductivité thermique est λl = 90 W.m−1.K−1, et sa capacité
volumique cvl

= 920 J.kg−1.K−1. La tension de surface est ici négligée. Les calculs sont cette fois
menés en instationnaire où le temps final est pris à tf = 1 ms. Le schéma de l’étape Lagrange
n’est pas modifié, tandis que l’étape de Transport est résolue à l’ordre un (o1) et à l’ordre deux
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Fig. 9.9. Simulation d’un écoulement axisymétrique autour d’une bille : profil de la densité (à
gauche) et de la température (à droite).

(o2). L’ordre un est suffisant sur l’étape Lagrange dans la mesure où la correction centrée permet
d’être d’ordre deux dans les zones subsoniques. De plus, cette stratégie permet de ne pas avoir de
processus itératif à résoudre et est donc moins chère en temps de calcul.

Sur la Fig. 9.10, on trace le profil de la vitesse proche de la paroi autour de θ = 60° pour
les schémas d’ordre un et deux. La position de l’interface liquide/gaz est représentée par l’isoligne
rouge z = 0.5.

Le profil de vitesse dans la couche limite est différent du profil type pour un écoulement mono-
phasique. En effet, la viscosité du liquide étant beaucoup plus grande que celle du gaz, sa vitesse
dans la couche limite visqueuse est beaucoup plus faible. Le profil de vitesse est quasi linéaire dans
cette zone, ce qui valide l’hypothèse du régime de lubrification dans le liquide. Le liquide joue pour
le gaz comme une paroi entraînée. Le profil de vitesse du gaz est caractéristique d’une couche limite.
On remarque également sur la Fig. 9.10 que la paroi n’est pas positionnée au même endroit. A cette
endroit précis, l’ablation est plus importante pour le schéma d’ordre deux. Ce n’est pas le cas sur le
reste de la paroi. On trace sur la Fig. 9.11 les profils d’ablation en le comparant au profil initial. De
manière générale, ceux-ci sont très proches. L’ablation est d’autant plus importante que la surface
est proche du point d’arrêt, la où le flux thermique est le plus grand. La température dans la couche
de liquide ne varie quasiment pas, est reste à Tl = 933 K. Ainsi, le flux thermique est assez constant
au cours du temps.
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Fig. 9.10. Simulation d’un écoulement axisymétrique autour d’une bille : comparaison à t = 0.4
ms du profil de vitesse proche paroi de la bille (à gauche) à l’ordre un sur l’étape de Transport
(o1) et (à droite) à l’ordre deux sur l’étape de Transport (o2).
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Fig. 9.11. Simulation d’un écoulement axisymétrique autour d’une bille : comparaison des profils
d’ablation à l’ordre un et à l’ordre deux au temps final tf = 1 ms.

9.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu soumettre nos méthodes numériques au problème de l’ablation
liquide. Nous avons d’abord étudié le cas monophasique de l’ablation d’une cavité entraînée remplie
d’aluminium liquide. Les schémas unidimensionnel et multidimensionnel avec correction bas-Mach
permettent tous les deux de simuler ce type d’écoulement. Ensuite, nous avons choisi le schéma
unidimensionnel pour traiter la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie d’air.
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Sur ce cas, nous avons montré l’influence des forces de tension de surface sur le processus d’ablation
et la régression de la paroi. Enfin, nous avons pu mener une étude préliminaire de la fusion d’une
bille d’aluminium soumise à un écoulement hypersonique. Après avoir mené successivement des
calculs Euler puis Navier-Stokes, nous avons utilisé ce dernier comme initialisation du processus de
fusion de la bille. L’approche de décomposition Lagrange-Transport utilisée dans ces travaux s’est
montrée assez robuste pour traiter cet écoulement diphasique complexe.
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Chapitre 10

Conclusion générale et perspectives

Cette thèse avait pour objectif de mettre en place de nouvelles méthodes permettant d’étudier
numériquement le phénomène de l’ablation liquide d’une pièce partiellement métallique soumise
à un écoulement hypersonique. Ce problème multi-physique a nécessité de considérer trois phases
distinctes : une phase gazeuse provenant de l’écoulement hypersonique, une phase solide, ainsi qu’une
phase liquide provenant de la fusion du solide. La simulation numérique d’une telle configuration
est complexe ; il faut être capable de gérer les grands ratios de densité entre les deux fluides, de
pouvoir calculer avec précision la position des interfaces liquide/gaz et liquide/solide, de gérer la
déformation du maillage due à l’ablation du matériau, de prendre en compte les effets de dissipation
visqueuse et de conduction thermique ainsi que la force de tension de surface, ou encore d’avoir un
schéma numérique multi-régime, pouvant aussi bien traiter les écoulements à grand nombre de Mach
que ceux à faible nombre de Mach.

La modélisation retenue pour l’écoulement diphasique liquide/gaz est basée sur un modèle à
interface diffuse à deux phases. Celui-ci permet entre autres de gérer naturellement les change-
ments de topologie ainsi que la création de nouvelles interfaces. Il existe toute une hiérarchie de
modèles à interface diffuse issus du modèle à sept équations de Baer & Nunziato [BN86], présentant
tous des avantages et des inconvénients. Le modèle retenu est le modèle à cinq équations réduit
[ACK02, MSNA02]. Ce modèle, à une vitesse et une pression, est suffisant pour traiter des écou-
lements diphasique où les deux phases sont supposées non miscibles, ce qui est supposé vrai dans
notre application où l’on considère du métal fondu et de l’air. Il permet de définir une fermeture
thermodynamique consistante dans les zones de mélange, considérées comme purement numérique
dues à la diffusion des schémas utilisés. Les effets liés à la présence d’une phase multi-espèces ainsi
que l’ajout de la dissipation visqueuse et thermique ayant été traités dans [Lat13, Pel17], nous
avons ajouté la prise en compte des forces de tension de surface, sous la forme non-conservative
CSF [BKZ92] et sous la forme conservative CSS [GLN+99]. Le domaine solide, quant à lui, est régi
par une équation de conduction thermique. Les effets de pyrolyse, entre autres, sont négligés. Le
déplacement de l’interface entre les deux domaines fluide et solide est calculé grâce à une approche
ALE. A l’aide de ces modélisations, il nous est possible de calculer le taux de fusion à partir du
saut du flux de chaleur entre les domaines fluide et solide. Une étude des équations adimensionnées
a permis de montrer que, sous certaines hypothèses, le domaine solide et le domaine fluide peuvent
être résolus simultanément en instationnaire. Un algorithme de couplage adéquat a alors été mis au
point.

Une partie importante des travaux de cette thèse ont porté sur le développement de méthodes
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numériques pouvant traiter de telles configurations. Tout d’abord, le schéma numérique utilisé pour
la résolution du domaine solide, ainsi que pour la partie parabolique des équations du domaine fluide,
a été dérivé en prenant soin de prendre en compte le déplacement du maillage et la préservation de
la GCL. Ensuite, nous avons présenté l’approche générale de résolution de l’écoulement diphasique.
Celle-ci est basée sur la décomposition Lagrange-Transport de [CGK16, CGK17], qui consite à
résoudre successivement une étape Lagrange puis une étape de Transport. Cette méthode
permet notamment, par l’utilisation d’un schéma implicite sur l’étape Lagrange, d’utiliser des
pas de temps plus grands tout en maintenant la précision et la robustesse d’une approche directe
classique.

Bien que conservative, la modélisation des forces de tension de surface sous la forme CSS ne
permet pas de construire un schéma équilibré, capable de préserver les solutions stationnaires.
Cette approche produit des courants parasites, pouvant être d’une amplitude significative lorsque la
vitesse de l’écoulement est faible. Dans les applications visées, ce n’est pas forcément le cas. Cette
observation nous a mené à construire un schéma numérique adapté à la forme CSF non-conservative.
Ainsi, nous avons présenté dans un cadre le plus général possible les schémas de type Godunov non-
conservatifs. Grâce aux récents travaux de [GCLM22], nous avons étendu la notion de schéma de
type Godunov non-conservatif du cadre unidimensionnel au cadre multidimensionnel. On parle de
schéma multidimensionnel car le calcul des flux ne dépend pas seulement des voisins par les faces,
mais de tous les voisins par les nœuds. Ce cadre a alors été appliqué au système à cinq équations
avec tension de surface sous la forme CSF, en utilisant la théorie des solveurs simples de Gallice
[Gal02a, Gal00, Gal03, Gal23]. Deux schémas positifs et équilibrés ont alors été mis au point : un
schéma unidimensionnel et son extension en un schéma multidimensionnel. Une correction bas Mach
a aussi été proposée pour chacun des deux schémas.

Concernant l’extension à l’ordre 2 des différents schémas proposés, l’approche MUSCL adaptée
aux maillages non-réguliers a été employée. Afin de réduire le plus possible l’étalement de l’interface
liquide/gaz, nous avons étudié et appliqué un limiteur compressif sur la fraction volumique en nous
inspirant de [QCMI06, Bla15, CSN17, DFM+21]. Nous avons également construit l’extension à
l’ordre deux des schémas de type Godunov non-conservatifs, en montrant la nécessité de prendre
un compte un terme centré d’ordre deux lors de la discrétisation du produit non-conservatif.

Enfin, l’ensemble des méthodes numériques développées dans ces travaux a été soumis à une
série de cas test académiques. L’intérêt d’avoir une correction bas mach, d’utiliser un schéma mul-
tidimensionnel, où encore d’utiliser un limiteur compressif sur l’équation de transport de la fraction
volumique a ainsi été discuté. De plus, l’approche CSF, aussi précise que l’approche CSS, a été
confirmée comme produisant moins de courants parasites. A la suite de ces validations numériques,
différents cas applicatifs ont été étudiés. L’étude préliminaire de la fusion d’une bille d’aluminium
soumise à un écoulement supersonique a pu être menée, après une succession de calculs Euler et
Navier-Stokes. La méthode de décomposition Lagrange-Transport a ainsi prouvé sa robustesse sur
ce type d’écoulement diphasique complexe.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. A propos des schémas de type Godunov multi-
dimensionnels, un travail intéressant serait de construire un schéma multidimensionnel basé sur un
solveur de Riemann simple, définissant une pression nodale unique pour laquelle les écoulements à
faible nombre de Mach n’ont pas besoin d’être corrigés. En ce qui concerne le traitement des effets
capillaires par la méthode CSF, le calcul de la courbure est largement perfectible. Dans le mesure
où le maillage employé est curviligne, une méthode de type Height-function peut être envisagée
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[CFK05]. Il serait également intéressant de comparer d’autres approches permettant de limiter la
diffusion numérique de la fraction volumique avec la méthode utilisée ici, comme les méthodes de
type Phase-Field [Jai22]. Aussi, pour l’étude de l’ablation liquide dans un écoulement hypersonique,
l’approche implicite de l’étape Lagrange-Transport peut s’avérer contraignante vis-à-vis du pas de
temps. En effet, la stabilité de la méthode dépend de la vitesse matérielle qui est très grande dans
ce type d’écoulement. Un algorithme de couplage avec une résolution stationnaire de l’écoulement
fluide peut être envisagé. Ensuite, pour une simulation réaliste de l’ablation d’un bouclier thermique
fait d’un matériau composite, il est nécessaire de gérer l’ablation différentielle, entre les fibres de
carbone et la matrice métallique, avec un modèle plus complexe pouvant prendre en compte le
phénomène de pyrolyse, tout en couplant l’écoulement gazeux multi-espèces à la phase liquide dans
le modèle diphasique [Lat13]. Enfin, en vue de valider la méthodologie, c’est-à-dire, les hypothèses
de simulation ainsi que les méthodes numériques développées, une comparaison avec des résultats
expérimentaux, du type de ceux obtenus dans [DHB+22], permettrait de valider la méthodologie
et de vérifier que la tension de surface peut jouer un rôle important dans certaines configurations
d’étude de l’ablation d’une protection thermique pendant la phase de rentrée.
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Annexe A

Méthodes des moindre carrés

A.1 Méthodes des moindres carrés pour le calcul d’un gradient
discret

A.1.1 Modèle linéaire

La méthode des moindres carrés utilisée pour calculer le gradient local est décrite dans cette
annexe. Nous considérons la solution uc dans xc, le centre de la cellule c. Nous définissons alors le
modèle linéaire suivant

ûc(x) = uc + ∇uc.(x − xc).

La méthode consiste à trouver le minimum de la somme

Sc =
∑

d∈V(c)

(ûc(xd) − ud)2, (A.1.1.1)

où V(c) est un ensemble de voisins de la cellule c. Le problème de minimisation (A.1.1.1) peut être
écrit sous la forme

Sc = ||AX − b||2, (A.1.1.2)

avec

X =

∂uc

∂x
∂uc

∂y

, A =


xd1 − xc yd1 − yc

xd2 − xc yd2 − yc
...

...
xdN

− xc ydN
− yc

 et b =


ud1 − uc

ud2 − uc
...

udN
− uc

.

où N est le nombre de cellules voisines.

A.1.2 Modèle quadratique

On reprend les notations précédentes. Cette fois, on défini le modèle quadratique

ûc(x) = uc + ∇uc.(x − xc) + 1
2(x − xc)t∇2uc(x − xc).
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A.2. Méthodes des moindres carrés pour le calcul d’un gradient discret au nœud

Pour s’assurer que le modèle quadratique est conservatif dans le sens où
1

|Ωc|

∫
Ωc

ûc(x)dx = uc,

il est nécessaire de rajouter la correction suivante

ûc(x) = uc + ∇uc.(x − xc) + 1
2

(
(x − xc)t∇2uc(x − xc) − 1

|Ωc|

∫
Ωc

(x − xc)t∇2uc(x − xc)dx
)
.

Dans le cas du modèle linéaire, on a choisit de définir le centre des cellules xc comme le centre de
masse, ce qui permet d’avoir naturellement un modèle linéaire conservatif. Dans le cas du modèle
quadratique, on ne peut pas faire disparaître les moments d’ordre 2 : ils doivent être calculés et
stockés. Le problème de minimisation devient

Sc = ||AX − b||2, (A.1.2.1)

avec cette fois

X =



∂uc

∂x
∂uc

∂y
∂2uc

∂2c
∂2uc

∂x∂y
∂2uc

∂2y


, A =


δX(1,0)

c,d1
δX(0,1)

c,d1
δX(2,0)

c,d1
δX(1,1)

c,d1
δX(0,2)

c,d1

δX(1,0)
c,d2

δX(0,1)
c,d2

δX(2,0)
c,d2

δX(1,1)
c,d2

δX(0,2)
c,d2...

...
...

...
...

δX(1,0)
c,dN

δX(0,1)
c,dN

δX(2,0)
c,dN

δX(1,1)
c,dN

δX(0,2)
c,dN

 et b =


ud1 − uc

ud2 − uc
...

udN
− uc

.

et la notation

δXα
c,d = 1

|Ωd|

∫
Ωd

(x − xc)αdx − 1
|Ωc|

∫
Ωc

(x − xc)αdx, α = (α1, α2) ∈ {0, 1, 2}2 .

Ces coefficients δXα
c,d composés des moments d’ordre 1 et 2, peuvent être calculés numériquement

[Ste96].

A.2 Méthodes des moindres carrés pour le calcul d’un gradient
discret au nœud

Pour calculer un gradient discret au nœud, il est nécessaire d’interpoler la grandeur considérée.
En effet les inconnues sont situées aux centres des cellules, donc nous n’avons pas accès à leur valeur
aux nœuds. Le problème de minimisation s’écrit alors

Sc = ||AX − b||2, (A.2.0.1)

avec

X =


uc

∂uc

∂x
∂uc

∂y

, A =


1 xd1 − xc yd1 − yc

1 xd2 − xc yd2 − yc
...

...
...

1 xdN
− xc ydN

− yc

 et b =


ud1

ud2
...

udN

.
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A.3 Résolution du problème des moindres carrés

Trouver le minimum de (A.1.1.2), (A.1.2.1) et (A.2.0.1) consiste à trouver le minimum de la
fonction f(X) = ||AX − b||2. Son gradient est nul lorsque AX = b. La méthode des moindres carrés
nécessite de résoudre un problème surdéterminé de la forme

AX = b.

Il est évidemment possible d’utiliser des poids dans la procédure des moindres carrés. Il suffit pour
cela de transformer le problème par

WAX = Wb.

Ce système surdéterminé est résolu en passant par les équations normales, c’est-à-dire en multipliant
le système par (WA)T , et la solution est la suivante

X = (AT WT WA)−1AT WT Wb.

Dans le cas où la matrice est mal conditionnée, le calcul du gradient peut être imprécis. Une autre
approche pour éviter ce problème consiste à utiliser la décomposition QR. La matrice WA peut
être décomposée comme WA = QR où Q est une matrice orthogonale et R une matrice triangulaire
supérieure. La solution s’écrit alors

X = R−1QT Wb.

La deuxième méthode est donc préférable. La décomposition QR est effectuée avec l’algorithme
de Gram-Schmidt modifié [Gan80]. Notons que la matrice R−1QT W n’est constituée que de para-
mètres géométriques. Lorsque le maillage ne bouge pas, il suffit alors de la calculer une fois lors de
l’initialisation des calculs et de la stocker.

Remarque 23
La méthode des moindres carrés pour le calcul d’un gradient discret en utilisant un modèle linéaire
avec une matrice de poids W diagonale telle que

wkk = ||xdk
− xc||−q,

avec q ∈ [0, 2] est généralement utilisé. Dans [SVD+17], les auteurs montrent que le choix q = 3/2
permet d’avoir une reconstruction de gradient précise au second ordre pour des maillages curvilignes
lisses ou sur des maillages de parallélogrammes identiques. Cette propriété est prouvée dans [Nis21b]
pour des maillages non uniformes unidimensionnels.
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Annexe B

Décomposition Lagrange-Transport :
version axisymétrique

On s’intéresse ici au développement d’une version axisymétrique de l’approche de décomposition
Lagrange-Transport pour la résolution du système à cinq équations avec force de tension de surface
et effets dissipatifs. Nous allons d’abord étudier la version axisymétrique des équations du système
sans aucun autre effet que les ondes acoustiques, puis nous étendrons la schéma numérique obtenu
à la formulation complète.

B.1 Le système à cinq équations

B.1.1 Formulation continue

On rappelle que le système à cinq équations (5.1.0.1) est donné par

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,
∂t(ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = 0,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0,
∂tz + u · ∇z = 0.

L’approche de décomposition Lagrange-Transport utilisée ici et largement détaillée dans les chapitres
précédents nous mène à considérer deux sous-systèmes, un premier sous-système résolu lors de
l’étape Lagrange 

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,
∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = 0,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = 0,
∂tz = 0,
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ainsi qu’un second sous-système de l’étape de Transport, donné sous sa forme compacte par

∂tU + ∇ · (uU) − U∇ · u = 0, (B.1.1.1)

où U correspond au vecteur (ρ, ρy, ρu, ρE, z)t des variables du système. Jusqu’ici, les coordonnées
du système sont données implicitement dans l’opérateur ∇·. Nous avons déjà étudié le système en
géométrie plane, nous allons maintenant l’étudier en géométrique cylindrique.

On se place maintenant dans un repère cylindrique 3D, où un point quelconque de l’espace
est repéré par ses coordonnées (x, θ, z) dans la base (ex, eθ, er). On considère notamment que
l’écoulement étudié est axisymétrique, ce qui revient à dire qu’aucune grandeur ne dépend de θ. Le
repère pseudo-2D d’un point à partir de (x, r) où x est la projection du point sur l’axe de symétrie
et r sa distance avec l’axe de symétrie, est maintenant considéré. Le champ de vitesse est alors
donné par u = (ux, ur). Dans un repère cylindrique, seul l’opérateur divergence est modifié. Nous
allons voir ainsi deux formulations différentes du systèmes Lagrange. L’étape de Transport, elle,
n’est pas impactée.

Première formulation

La première formulation du système Lagrange est la suivante

∂tϑ − ϑ∇ · u = ϑur/r,

∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = 0,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = −ϑurp/r,

∂tz = 0,

Le repère axisymétrique introduit alors un terme source ponctuel sur l’équation du volume et de
l’énergie. Bien que facile à implémenter, cette formulation est non conservative sur l’équation sur
le volume, ce qui est un élément ne permettant pas de construire un schéma numérique adapté à
l’approche de décomposition Lagrange-Transport. En effet, cette approche nécessite d’utiliser, lors
de l’étape de Transport, une vitesse de transport égale à l’opposé de la première composante du
flux numérique de l’étape Lagrange, dans le but d’avoir un schéma globalement conservatif. Sous
cette forme, il n’est pas possible de déterminer une telle vitesse de transport. Ainsi, on s’intéresse
à une deuxième formulation.

Seconde formulation

En remarquant que lors de l’étape Lagrange, le maillage est statique, on a ∂tr = ∂xr = 0. Le
système précédent peut alors s’écrire sous sa seconde forme

∂t(rϑ) − ϑ∇ · (ru) = 0,
∂ty = 0,
∂t(ru) + ϑ∇(rp) = 0,

∂t(rE) + ϑ∇ · (rpu) = 0,
∂tz = 0,

224



Annexe B. Décomposition Lagrange-Transport : version axisymétrique

Cette forme possède l’avantage d’être conservative. Ainsi, il sera possible, lors de la construction
du schéma numérique global, de déterminer une vitesse matérielle pour l’étape de Transport
permettant d’être globalement conservatif.

B.1.2 Formulation discrète

Première formulation

La discrétisation de la première formulation est classique. Il suffit pour cela d’évaluer de manière
ponctuelle les termes sources au sein des cellules. En pratique, la méthode des volumes finis Cell-
Centred d’ordre un donne ∫

Ωc

∫
∆t
ϕ(x, t)dtdx = ∆t|Ωc|ϕn

c , (B.1.2.1)

pour toute quantité ϕ(x, t). Il suffit alors de rajouter au second membre du schéma numérique la
discrétisation des termes sources par (B.1.2.1). Notons que lors de la formulation implicite, lors de
l’étape Lagrange, on résout le système vitesse pression ∂tu + ϑ∇p = 0,

∂tp + a2ϑ∇ · u = −a2ϑur

r
.

Le terme source sur l’équation de la pression peut directement être intégré de manière implicite lors
de la résolution du système linéaire.

En ce qui concerne l’étape de Transport, on ne peut pas déterminer de vitesse matérielle per-
mettant d’avoir un schéma globalement conservatif. On se contente alors de l’opposé de la première
composante du flux de l’étape Lagrange, sans tenir compte du terme source.

Seconde formulation

Pour la seconde formulation, sa forme conservative la rend plus facile à traiter. Le schéma
numérique global de la résolution de l’étape Lagrange devient

V †
c = V n

c − ϑn
c

∆t
|Ωc|

∑
d∈V(c)

|Γcd|Gcd

avec
Vc = (rϑ, y, ru, rE, z)t

c,

et
Gcd = rf/rc(−u, 0, pn, p u, 0)t

cd,

où rcd le rayon au centre de la face cd et rc le rayon au centre de la cellule c. Cette écriture
est valable aussi bien pour le schéma unidimensionnel que pour le schéma multidimensionnel. Pour
l’étape de Transport, il suffit alors de prendre comme vitesse matérielle uaxi pour avoir un schéma
globalement conservatif.
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B.1.3 Validation numérique

Nous allons illustrer la différence majeure entre les deux formulations axisymétriques pour la
partie hyperbolique à l’aide d’un tube à choc monophasique. Pour cela, on se place sur un domaine
Ω = [0, 1] m. L’état initial est composé de deux états constants séparés par une discontinuité, tels
que

(ρ, u, p) =
{

(1, 0, 1) si x ≤ 0.5 m,
(0.125, 0, 0.1) sinon.

Le gaz suit la loi d’état des gaz parfaits avec le coefficient adiabatique γ = 1.4. Le temps final
de la simulation est tf = 0.2 s. Le maillage est composé de 500 cellules. La résolution de l’étape
Lagrange est explicite en temps, le schéma numérique est d’ordre un et le nombre CFL est de 0.4.
La solution de référence est obtenue par résolution directe des équations d’Euler axisymétrique avec
10000 mailles. On trace sur la Fig. B.1 la densité, la vitesse, ainsi que la pression au temps final. Le
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Fig. B.1. Tube à choc unidimensionnel axisymétrique. La densité (en haut à gauche), la vitesse
(en haut à droite), la pression (en bas à gauche) sont comparés au temps final tf = 240µs avec
une solution de référence pour les formulations non-conservative (axi 1) et conservative (axi 2).
Évolution de la conservation de la masse (en bas à droite)
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profil usuel du tube à choc de Sod en géométrie plane, est retrouvé, à ceci-près que les "plateaux"
ne sont plus constants, du fait de la nature cylindrique de l’écoulement. Par ailleurs, les profils de
densité, de vitesse et de pression des deux formulations sont indiscernables. Toutefois, à cet instant
de la simulation, les ondes n’ont pas atteint les bords du domaine. De fait, on s’attend à ce que la
quantité totale de masse dans le domaine demeure inchangée de t = 0 à t = tf . Considérons alors
l’écart relatif entre la masse totale à l’instant t

ρtot(t) =
∫

Ω
ρ(r, t)dr,

et la masse totale initiale ρ0 = ρtot(t = 0). Notons cet écart, évalué en pourcentage

ε(t) = 100 |ρtot(t) − ρ0|
ρ0

.

Lorsque l’on trace l’évolution de cet écart relatif ε au cours du temps, on obtient la fig Fig. B.1.d. On
constate la différence fondamentale entre les deux formulations. L’écart relatif reste nul (à l’erreur
numérique près) pour la formulation conservative, tandis qu’il croît linéairement avec le temps pour
la formulation non-conservative.

B.2 Le système à cinq équations avec termes dissipatifs

B.2.1 Formulation continue

On rappelle que le modèle à cinq équations avec termes dissipatifs s’écrit

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,
∂t(ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇p = ∇ · τ ,

∂t(ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (τu) − ∇ · q,

∂tz + u · ∇z = 0.

où τ est le tenseur des contraintes visqueuses et q le flux thermique, modélisé par la loi de Fourier. La
décomposition Lagrange-Transport nécessite de traiter lors de l’étape Lagrange le sous-système

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,
∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · τ ,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (τu) − ϑ∇ · q,

∂tz = 0.

Comme précédemment, nous allons voir deux formulations de ce système Lagrange en coordonnées
cylindrique sous l’hypothèse d’un écoulement axisymétrique.
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B.2. Le système à cinq équations avec termes dissipatifs

Première formulation

La première formulation du système Lagrange est la suivante

∂tϑ − ϑ∇ · u = ϑur/r,

∂ty = 0,
∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · τ + ϑSτ/r,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (τu − q) − ϑurp/r + ϑSuτ/r,

∂tz = 0,

où
Sτ = (τxr, τrr − τθθ), et Suτ = τxrux + τrrur − qr,

avec
τxx = 2∂xux − 2

3

(
∂xux + ∂rur + ur

r

)
,

τrr = 2∂rur − 2
3

(
∂xux + ∂rur + ur

r

)
,

τxr = ∂rux + ∂xur,

τθθ = 2ur

r
− 2

3

(
∂xux + ∂rur + ur

r

)
.

Cette formulation est facile à mettre en œuvre, mais elle possède les mêmes problème lié à la non
conservation de l’équation du volume quant à la conservation du schéma global. Ainsi, nous allons
voir une seconde formulation.

Seconde formulation

La seconde formulation du système Lagrange est la suivante

∂t(rϑ) − ϑ∇ · (ru) = 0,
∂ty = 0,
∂t(ru) + ϑ∇(rp) = ϑ∇ · (rτ ) − ϑτθθ,

∂t(rE) + ϑ∇ · (rpu) = ϑ∇ · (rτu) − ϑ∇ · (rq),
∂tz = 0,

où cette fois, on écrit τθθ sous la forme

τθθ = 4
3
ur

r
− 2

3r (∂x(rux) + ∂r(rur)) .

Ce système est quasi-conservatif. En effet, malgré l’absence de vitesse orthoradiale, la quantité τθθ

reste présente comme un terme non conservatif et doit être traitée comme tel. Cependant, puisque
ce terme ne joue que sur l’équation de la vitesse, il est toujours possible de déterminer une vitesse
matérielle pour l’étape de Transport permettant d’avoir un schéma globalement conservatif.

La dérivation de schémas numériques adaptés à ces deux formulations se fait de manière analogue
au cas sans terme dissipatif.
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B.3 Prise en compte du mouvement de maillage
Nous avons vu dans les chapitres précédents que le mouvement de maillage de la zone fluide

est pris en compte lors de l’étape de Transport. Ainsi, il est nécessaire de prendre en compte le
rayon r dans (B.1.1.1). On a l’équation de transport en axisymétrique sur maillage mobile

∂t(rU) + ∇ · (ruU) − U∇ · ru = 0.

En reprenant les notations du Chapitre 5, le schéma numérique de l’étape de transport est ainsi
modifié

rn+1
c |Ωn+1

c |ϕn+1
c = rn

c |Ωn
c |ϕ†

c − ∆t
∑

d∈V(c)

|Γcd|ϕ†
cdr

n
cd(ũcd − wcd) + ∆tϕ†

i

∑
d∈V(c)

|Γcd| rn
cducd,

avec rn
c le rayon de la cellule c au temps tn et rn

cd le rayon de la face cd au temps tn.
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Annexe C

Conditions de positivité

Nous allons ici détailler la preuve de la Prop. 16 énoncée dans le Chapitre 6. Celle-ci donne
des conditions exactes sur les pentes du solveur de Riemann unidimensionnel afin de garantir la
positivité du schéma numérique.

C.1 Conditions de positivité des états intermédiaires gauches

Tout d’abord, nous verrons les conditions de positivité de l’état intermédiaire gauche. Nous
avons

ϑ∗
l = ϑl − ∆p− κ∆z − rλ−∆u

(1 + r)(λ−)2 ,

y∗
l = yl,

u∗
l = ul − ∆p− κ∆z − rλ−∆u

(1 + r)λ− ,

E∗
l = El + ∆p− κ∆z − rλ−∆u

(1 + r)(λ−)2 (p1−α − λ−uα) ,

z∗
l = zl,

(C.1.0.1)

où r = λ+/λ−, α = λ−/(λ+ + λ−) et la notation xα = (1 − α)xr + αxl.

Positivité du volume spécifique

La première équation de (C.1.0.1) donne directement une équation du second degré en λ−

(1 + r)(λ−)2ϑ∗
l = (1 + r)(λ−)2ϑl + rλ−∆u− ∆p+ κ∆z.

Puisque les pentes ainsi que le volume spécifique de l’état gauche sont positifs, nous concluons que
le volume spécifique intermédiaire gauche est positif si le discriminant dϑl

de l’équation précédente
est négatif, ou si

λ− ≥
−r∆u+

√
dϑl

2(1 + r)ϑl
.
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C.2. Conditions de positivité des états intermédiaires droits

Positivité de l’énergie interne

En combinant les troisième et quatrième équations de (C.1.0.1), on obtient ε∗
l = E∗

l − u∗
l /2 soit

ε∗
l = εl + ∆p− κ∆z − rλ−∆u

2(1 + r)2(λ−)2
(
Πl − rλ−∆u

)
,

ce qui donne

2(1 + r)2(λ−)2ε∗
l =

(
2(1 + r)2εl + r2∆u2) (λ−)2 − r∆u (∆p− κ∆z + Πl)λ− + Πl (∆p− κ∆z) ,

avec Πl = 2(pr + rpl) − ∆p+ κ∆z. Avec les mêmes arguments que précédemment, nous déduisons
les conditions de positivité de l’énergie interne de l’état intermédiaire gauche.

Positivité de la vitesse du son

Pour un mélange de deux gaz raides, la vitesse du son est donnée par

c2 = ϑ
p+ π

γ − 1 .

Ainsi, la positivité de p + π assure la positivité de la vitesse du son. La pression est donnée par
l’équation d’état

p = ρε(γ − 1) − γπ,

soit
ϑ(p+ π) = (ε− ϑπ)(γ − 1).

Ainsi, déterminer les conditions de positivité de la vitesse du son revient à trouver ces conditions
sur ε̂ = ε − ϑπ. D’après la dernière équation de (C.1.0.1), les paramètres de mélange pour l’état
intermédiaire gauche γ∗

l et π∗
l sont γl et πl. Cela permet d’écrire

ε̂∗
l = ε̂l + (∆p− κ∆z − rλ−∆u) (Πl − rλ−∆u)

2(1 + r)2(λ−)2 + πl
∆p− κ∆z − rλ−∆u

(1 + r)(λ−)2 .

Les mêmes arguments permettent de déduire une condition de positivité sur la vitesse du son.

C.2 Conditions de positivité des états intermédiaires droits

De la même manière que pour l’état gauche, avec les mêmes notations, nous avons

ϑ∗
r = ϑr + r(∆p− κ∆z) + λ+∆u

(1 + r)(λ+)2 ,

y∗
r = yr,

u∗
r = ur − r(∆p− κ∆z) + λ+∆u

(1 + r)λ+ ,

E∗
r = Er − r(∆p− κ∆z) + λ+∆u

(1 + r)(λ+)2
(
p1−α + λ+uα

)
,

z∗
r = zr.

(C.2.0.1)
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Positivité du volume spécifique

La première équation de (C.2.0.1) donne

(1 + r)(λ+)2ϑ∗
r = (1 + r)(λ+)2ϑr + λ+∆u+ r(∆p− κ∆z),

ce qui permet encore de se ramener à une équation du second degré et de déterminer des conditions
de positivité en fonction du discriminant.

Positivité de l’énergie interne

Des troisième et quatrième équations de (C.2.0.1), on déduit l’énergie interne de l’état intermé-
diaire droit

ε∗
r = εr − r(∆p− κ∆z) + λ+∆u

2(1 + r)2(λ+)2
(
Πr − λ+∆u

)
,

donc

2(1 + r)2(λ+)2ε∗
r =

(
2(1 + r)2εr + ∆u2) (λ+)2 − λ+∆u (Πr − r (∆p− κ∆z)) − rΠr (∆p− κ∆z) ,

(C.2.0.2)
avec Πr = 2(pr + rpl) + r(∆p− κ∆z).

Positivité de la vitesse du son

De la même manière, nous recherchons des conditions sur ε̂∗
r = ε∗

r −ϑ∗
rπr. En combinant (C.2.0.2)

et la première équation de (C.2.0.1), nous avons

ε̂∗
r = ε̂r −

(
r(∆p− κ∆z) + λ+∆u

) (
Πr − λ+∆u

)
2(1 + r)2(λ+)2 − πr

r(∆p− κ∆z) + λ+∆u
(1 + r)(λ+)2 .

Les mêmes arguments que précédemment permettent de conclure.
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