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Directrice de recherche, Université Paris-Saclay (SPEC CEA) Examinatrice

Christophe Clanet
Directeur de recherche, Ecole Polytechnique (LadHyx) Examinateur

Philippe Gondret
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Introduction

”L’eau est la force conductrice de la nature”, Léonard de Vinci.

Symbole de la puissance et des mystères de la nature, métaphore de la vie qui nous attire
vers la mort, les tourbillons fascinent depuis toujours l’humanité. De l’échelle de la tur-
bulence à celle des ouragans, ils demeurent au cœur des défis de la mécanique des fluides.
Loin d’être anodin, le tourbillon de notre baignoire (aussi appelé vortex) est le sujet de re-
cherches qui permettent de mieux comprendre la physique des tornades, des ouragans [35,
55] et même des trous noirs [81]. Agissant comme un incroyable amplificateur de la vorticité,
la vidange tourbillonnaire fait partie, comme le pendule de Foucault [12], des démonstra-
tions à échelle humaine de la rotation de la Terre. Les travaux renommés de Shapiro [96] et
Trefethen [109], menés dans des conditions rigoureusement contrôlées, illustrent clairement
ce phénomène. Toutefois, mal interprétées par le grand public, ces recherches ont donné
naissance à la rumeur, largement répandue et encore persistante aujourd’hui, d’un sens de
rotation privilégié du tourbillon de notre baignoire selon l’hémisphère. Or, cette idée est
éloignée des conditions strictes des études scientifiques.

Le vortex, lorsqu’il se forme dans la phase liquide d’un milieu diphasique liquide/gaz,
pose problème dans des secteurs industriels aussi variés que l’automobile [86, 85], la cos-
métique [60] et l’énergie. Responsable d’une usure du matériel, d’une perte d’efficacité des
systèmes ou d’un entraînement de la phase gazeuse dans le liquide, le vortex est souvent
non désiré [56, 41]. Aujourd’hui, l’énergie décarbonée est au cœur des préoccupations en-
vironnementales, économiques et diplomatiques de notre société. Le vortex de vidange a
des applications dans la détection de risques associés aux barrages hydroélectriques [70],
dans les mécanismes des convertisseurs d’énergie houlomotrice [29, 34], et il est également
un élément clé d’études sur la sûreté des centrales nucléaires, notamment pour les réac-
teurs RNR-Na. Ces réacteurs, dits de quatrième génération, sont étudiés et développés
depuis plusieurs dizaines d’années soit dans des versions grande échelle comme Superphé-
nix [113], soit sous forme de projets, comme c’est le cas du projet ASTRID (Advanced
Sodium Technological Reactor for Industrial Demonstration) [7, 8] ou plus récemment
dans des versions plus petites et modulaires (AMR, Advanced Modular Reactors)[80]. Ils
permettent la consommation de l’uranium appauvri issu de notre filière actuelle et la géné-
ration de nouveau combustible. Dans le cœur d’un RNR-Na, le sodium liquide qui circule
présente une surface libre en contact avec un gaz neutre. En fonctionnement, le système
de recirculation du sodium liquide peut créer un vortex et entraîner des bulles de gaz
dans l’écoulement. Ces bulles sont non seulement dommageables pour les pompes, mais
peuvent également provoquer des sauts de réactivité du cœur si elles sont entraînées entre
les crayons de combustible du réacteur, voire dégrader ces derniers en créant des points
chauds.

Un des objectifs de ce travail est donc de proposer un critère physique de prédiction
d’entraînement de gaz dans une configuration d’aspiration à proximité d’une surface libre.



Il s’agit également de produire une série d’expériences de références pour la validation des
codes de simulation numériques du CEA qui permettent de modéliser l’écoulement avec
surface libre dans les RNR-Na.

Pour répondre à ces questions aux enjeux fondamentaux, environnementaux et indus-
triels, la vidange, et le vortex qu’elle peut créer, sont le sujet de nombreuses études de la
littérature. Ces travaux, qui serviront de fondement à notre recherche, seront abordés dans
le premier chapitre. En commençant par l’étude de la vidange sans vortex, nous constate-
rons que, malgré les quatre siècles écoulés depuis la découverte de la loi de Torricelli [106],
ce sujet demeure d’actualité dans les publications contemporaines [13, 52, 24, 111, 66, 21,
32]. Nous examinerons par la suite le vortex de vidange, sujet pour lequel de nombreuses
recherches se sont concentrées sur la modélisation du champ de vitesse et de la défor-
mation de l’interface. Puis, nous confronterons ces modèles théoriques à nos observations
expérimentales.

Les différents dispositifs expérimentaux, protocoles de mesures et post-traitement des
données utilisés lors de cette thèse seront présentés dans le Chapitre 2. Ils permettent
d’étudier la vidange tourbillonnaire autant dans un régime permanent (Chapitre 3) que
dans un régime instationnaire (Chapitre 4 et 5). Ces dispositifs, intégrant la cuve vidangée
et les systèmes d’acquisition, sont montés sur une plate-forme tournante.

Dans la littérature, les expériences de vidange tourbillonnaires sont souvent effectuées à
niveau constant, à l’aide d’un système de réinjection de l’eau vidangée. Sous ces conditions,
comme les différents paramètres de l’expérience sont constants, le vortex peut atteindre
un régime permanent. Cependant, les dispositifs utilisés sont souvent proches des systèmes
industriels et présentent une géométrie complexe ne permettant pas au vortex de se stabi-
liser. Nous utilisons ici un système axisymétrique, pour lequel la vorticité est générée par
la mise en rotation de la plateforme et le débit est contrôlé par la gravité, ce qui permet de
maintenir la stabilité du vortex. Dans le Chapitre 3, nous détaillons la structure de l’écou-
lement de la vidange tourbillonnaire en régime permanent, nous proposons de modéliser
la vitesse de vidange en présence du tourbillon et nous discutons de l’établissement d’un
critère d’apparition de l’arrachement de bulles à la pointe du vortex.

Les études sur la vidange tourbillonnaire à niveau constant sont nombreuses, mais rares
sont celles qui traitent du cas instationnaire où le réservoir est vidangé. Cette vidange plus
complexe dépend du régime transitoire qui permet l’établissement du vortex et des couches
limites. Ce régime de vidange est présenté au Chapitre 4. Ce chapitre, construit autour de
notre article paru dans Physical Review Fluids, traite de l’influence du vortex sur la vitesse
et le temps de vidange du récipient. La structure de l’écoulement sera, elle aussi, abordée
dans un second temps.

Nous avons ensuite approfondi cette étude en équipant la cuve d’un couvercle étanche,
recréant ainsi une configuration idéalisée permettant de répondre à la question : "Comment
se vide une bouteille d’eau avec un vortex ?". Bien que ce sujet ait été abordé lors du
Tournoi de Physique International de 2019 et soit populaire dans les vidéos de vulgarisation,
il semble absent de la littérature scientifique. Le Chapitre 5, consacré à ce sujet, fait
l’objet d’un article en cours de publication dans Physical Review Fluids. Nous comparons
l’efficacité de la vidange dans un référentiel avec et sans rotation et décrivons les différents
régimes de vidange identifiés lors de cette étude.

Enfin, le sixième Chapitre de cette thèse porte sur l’étude numérique des écoulements
diphasiques. La simulation numérique revêt une importance croissante dans le cadre indus-
triel. En effet, elle permet de dimensionner des systèmes et de vérifier leur bon fonctionne-
ment, voir de les étudier dans des conditions dégradées, et ce, à moindre coût. L’industrie
nucléaire et le CEA en particulier, recourent à des outils de calcul scientifique depuis leur
origine. Dans le domaine de la mécanique des fluides, le CEA a développé TrioCFD pour

2



simuler les écoulements thermohydrauliques avec une option de suivi d’interface de type
"Front Tracking" qui permet d’étudier les écoulements diphasiques. Après une première
étude de validation sur différents cas tests de la littérature, nous avons réalisé des simu-
lations numériques afin de reproduire certaines des expériences de vidange tourbillonnaire
instationnaire. Face à certains problèmes numériques rencontrés avec TrioCFD (problème
de vitesses parasites), nous avons également réalisé des simulations avec le logiciel libre
d’accès OpenFoam à des fins de vérifications et de comparaisons.
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Nomenclature

α Rapport entre la sections efficaces (sans dimension)

αphase Fraction volumique (sans dimension)

β Coefficient de correction de la loi de Torricelli, permettant notamment de prendre
en compte la vena contracta réelle et les effets de pertes de charges (sans dimension)

δ Epaisseur des couches limites d’Ekman (en m)

∆(t) Discrétisation temporelle (en s)

∆(x) Discrétisation spatiale (en m)

Γ Circulation du vortex (en m2 s−1)

γ Gradient axial de la composante axiale de la vitesse (en s−1)

Γ∗ Circulation du vortex adimensionné par la viscosité ν (sans dimension)

γ∗ Gradient axial de la composante axiale de la vitesse adimensionné

γHM Gradient axial de la composante axiale de la vitesse calculé en z = 0 dans le cadre
du modèle de Hite et Mih (en s−1)

κ Courbure de l’interface en coordonnées cylindriques pour un problème axisymé-
trique (en m−1)

µ Viscosité dynamique (en Pa/s)

ν Viscosité cinématique (en m2/s)

νe Viscosité cinématique effective (en m2/s)

Ω Vitesse de rotation de la plateforme (en rad/s sauf mention contraire)

ω Distribution de vorticité en s−1

Ωc Vitesse de rotation du cœur du vortex en (rad/s)

R Rayon de la cuve adimensionnée par rm (sans dimension)

r coordonnée radiale adimensionnée par rm (sans dimension)

Φ Diamètre de la section de la pièce en sortie, cas avec couvercle (en m)

ϕ Diamètre de la section de la pièce en sortie, cas sans couvercle (en m)



Nomenclature

Φeff Diamètre de la section efficace du jet en sortie (en m)

ρ Masse volumique d’une maille (en kg/m3)

ρg Masse volumique de l’air (en kg/m3)

ρl Masse volumique de l’eau (en kg/m3)

σ Tension de surface (en N/m)

r̃pont Rayon de la jonction entre les gouttes adimensionné par R0 (sans dimension)

t̃ Temps adimensionné par µR0/σ (sans dimension)

ϑ La solution de l’équation 2ϑ = eϑ − 1

ζ Viscosité cinématique turbulente (en m2/s)

A Rapport entre le rayon ϕ/2 et le rayon rm (sans dimension)

a Rayon pour lequel les effets visqueux du vortex sont importants (en m)

B1 Paramètre libre (sans dimension)

C Rapport entre le rayon ϕ/2 et l’apaisseur de couche limite δ (sans dimension)

CGdet Centre de gravité au moment du détachement de la bulle (en s)

Ek Nombre d’Ekman (sans dimension)

Fr Nombre de Froude (sans dimension)

FrΩ Nombre de Froude rotationel (sans dimension)

g Accélération de la pesanteur (en m s−2)

H Niveau d’eau moyen dans la cuve (en m)

h(r) Profil de l’interface (en m)

H∗ Hauteur d’eau adimensionnée par le rayon ϕ/2 (sans dimension)

H0 Niveau d’eau pour t = 0 s (en m)

H∗
c Hauteur d’eau critique d’apparition du phénomène d’entraînement d’air adimen-

sionnée par le rayon ϕ/2 (sans dimension)

L Hauteur de la cuve (en m)

L∗
gc Longueur adimensionnée du cœur gazeux (sans dimension)

lc Longueur capillaire (en m)

m Masse (en kg)

n Paramètre libre (sans dimension)

Oh Nombre d’Ohnesorge (sans dimension)

p Pression (en Pa)
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Nomenclature

Pa Pression atmosphérique (en Pa)

Q Débit (en m3/s sauf mention contraire)

QE Débit d’eau à travers la couche limite d’Ekman (en m3/s sauf mention contraire)

Qmes Débit de vidange mesuré (en m3/s sauf mention contraire)

Qmodel Débit de vidange modélisé (en m3/s sauf mention contraire)

R Rayon de la cuve (en m)

R0 Rayon final de la goutte (en m)

Rc Rayon de l’orifice d’ouverture (en m)

rc Rayon du cœur du vortex (en m)

Ri Rayon initial des gouttes (en m)

rm Rayon du cœur du vortex introduit à l’origine par Hite et Mih non équivalent à rc
(en m)

rpont Rayon de la jonction entre les gouttes (en m)

Re Nombre de Reynolds (sans dimension)

Rec Nombre de Reynolds critique d’apparition du phénomène d’entraînement d’air (sans
dimension)

Reth Nombre de Reynolds obtenu par modélisation (sans dimension)

Ro Nombre de Rossby défini à partir de la vitesse de vidange vQ (sans dimension)

Ro∗ Nombre de Rossby défini à partir de la vitesse U∗(sansdimension)

S Section de la cuve (en m2)

s Section de la pièce en sortie (en m2)

seff Section efficace du jet en sortie (en m2)

Sw Nombre de Swirl (sans dimension)

t Temps (en s)

T0 Temps totale de vidange théorique (en s)

Ta Température ambiante (en °C)

TS Temps de mise en rotation solide théorique, temps de "spin-up" (en s)

Tβ Temps totale de vidange prenant en compte le coefficient de correction β (en s)

tdet Temps de détachement de la bulle (en s)

vE vitesse débitante à travers la couche limite d’Ekman (en m/s)

Vi Volume d’une maille (en m3)
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Nomenclature

vQ Vitesse de vidange mesurée (en m/s)

vT Vitesse de vidange théorique obtenue par la loi de Torricelli (en m/s)

vβT Produit de la vitesse théorique de vidange obtenue par la loi de Torricelli avec le
coefficient de correction β (en m/s)

Vdet Volume de détachement de la bulle (en s)

We Nombre de Weber (sans dimension)

Wec Nombre de Weber critique d’apparition du phénomène d’entraînement d’air (sans
dimension)

Weth Nombre de Weber obtenu par modélisation (sans dimension)

(ũr,ũθ,ũz) Composantes radiale, azimutale et verticale du champ de vitesse dans la couche
limite en coordonnées cylindriques (en m/s)

(ur,uθ,uz) Composantes radiale, azimutale et verticale du champ de vitesse dans le volume
fluide en coordonnées cylindriques (en m/s)

(r,θ,z) Système de coordonnées cylindriques (en m)

(x,y,z) Système de coordonnées cartésienne (en m)
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CHAPITRE 1
Modèles de vidange et de vortex
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Chapitre 1. Modèles de vidange et de vortex

1.1 Introduction

Il y a près de 400 ans, Torricelli découvrait la loi décrivant la vidange d’un récipient [106].
Cette loi ne sera démontrée que 100 ans plus tard par le théorème de Bernoulli. Dans
sa version originelle, la loi de Torricelli est conditionnée par le diamètre de l’orifice de
sortie, qui se doit d’être nettement inférieur à celui du récipient. Elle néglige les effets
dissipatifs et de mouillage au niveau de la buse qui permet l’écoulement du fluide en
sortie. Néanmoins, une reformulation plus générale a depuis été proposée pour remédier
à la limitation sur le diamètre de l’orifice [21], et les effets dissipatifs [68] et de mouillage
[32] peuvent être intégrés à loi originelle. Par ailleurs, la loi de Torricelli ne prend pas en
compte un phénomène couramment observé lors de la vidange : l’apparition d’un vortex.
C’est une observation commune pour la vidange des baignoires, mais cela se produit aussi
à des échelles beaucoup plus grandes. Il est donc nécessaire d’étudier ce vortex pour mieux
comprendre son impact sur la loi classique de Torricelli. Dans ce chapitre, nous discuterons
d’abord de la vidange sans vortex et de la démonstration de la loi Torricelli, ainsi que de la
prise en compte des effets dissipatifs et de mouillage. Ensuite, nous aborderons différents
modèles de vortex de vidange. Ces modèles, nous permettrons d’étudier le champ de vitesses
et le profil de la déformation de l’interface en incluant ou non les effets de tensions de
surface.

1.2 La vidange classique de Torricelli

Nous appellerons ici "vidange classique de Torricelli", une vidange sans vortex pour laquelle
la loi de Torricelli est vérifiée.

Lors d’une telle vidange, la structure de l’écoulement, illustrée par les résultats d’une
simulation numérique à la Figure 1.1 est simple et bien connue de la littérature [22]. Elle
se découpe en deux zones. La première est proche de la section de sortie et présente un
écoulement de type puits ponctuel. La seconde, se situe loin de l’orifice de sortie et présente
un écoulement uniforme descendant.

La vitesse de vidange du récipient en sortie vT , est alors reliée à la hauteur H de
fluide à l’instant t, par la loi de Torricelli : vT (t) =

√
2gH(t), où g est l’accélération de la

pesanteur. L’évolution de H(t), établie à partir de la conservation de la masse, conduit au
temps total de vidange T0 = (S/s)

√
2H0/g. Remarquons qu’au passage de la section de

vidange, le jet de sortie subit une contraction appelée vena contracta.
Comme rappelé dans l’introduction, la loi de Torricelli néglige tout effet dissipatif. Or,

au passage de la section de vidange, le fluide traverse une discontinuité, ce qui entraîne une
perte de charge singulière. Pour corriger la surestimation du débit induite par ce phénomène
physique, il est courant d’appliquer un coefficient β lié à la contraction non idéale du jet
[68], tel que vβT = βvT . Le temps de vidange totale Tβ est alors plus long d’un facteur 1/β
que sa valeur idéale T0.

La démonstration de la loi de Torricelli, qui est un cas d’école, repose sur l’utilisation
du théorème de Bernoulli sur une ligne de courant partant de l’interface et s’arrêtant dans
la partie du jet contractée. Nous commençons cette partie par la présentation de cette
démonstration. Puis, nous proposons d’introduire une démonstration moins connue de la
loi de Torricelli qui repose sur l’utilisation des bilans [67]. Dans la loi corrigée, la valeur
de β dépend en particulier de la forme de la buse. Il est donc courant de considérer des
valeurs de β différentes si la buse a ou non une géométrie entrante dans le volume fluide,
avec ajutage de Borda [68]. Le matériau dans lequel est réalisée la buse a, lui aussi, une
influence pour des diamètres proches de la longueur capillaire [32] et nous discuterons des
effets liés au mouillage dans la suite de cette partie.
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1.2. La vidange classique de Torricelli

Figure 1.1 : Simulation numérique réalisée avec TrioCFD. Cas d’une vidange sans rotation. La
colorimétrie représente la composante axiale de la vitesse en m.s−1. Les lignes de courant sont
tracées à droite. Les lignes de courant sont verticales proches de l’interface, alors qu’elles convergent
toutes vers la section de vidange en proximité de celle-ci.

Enfin, nous verrons dans le dernier paragraphe de cette partie que la hauteur d’eau
effective peut, elle aussi, être sensiblement affectée par les pertes de charges.

1.2.1 Vitesse et temps de vidange par le théorème de Bernoulli

Nous nous appuyons ici sur l’étude de Milne-Thomson [68] pour mettre en lien la dé-
monstration de la loi de Torricelli par le théorème de Bernoulli et par les bilans. Dans la
démonstration présentée, le fluide est supposé parfait, incompressible et l’écoulement en
régime permanent.

L’origine du repère est prise au centre de la section de vidange (cf. Figure 1.2). Consi-
dérons une ligne de courant allant d’un point en surface du liquide (Point A) jusqu’au
jet en sortie (Point B). Dans cette démonstration, le point B est choisi au niveau du jet
libre en sortie. Il est situé à l’endroit où la vitesse dans le jet d’eau est homogène, i.e. en
z = hB et non au niveau de la section de passage, i.e. en z = 0. À la surface du liquide, la
pression est égale à la pression atmosphérique Pa. Comme la section du cylindre S est très
grande devant la section de sortie s, la vitesse au niveau de l’interface peut être négligée
par rapport à la vitesse dans le jet d’eau en sortie vT . La pression est aussi égale à Pa.

En appliquant le théorème de Bernoulli entre ces deux points, on obtient :

PA +
1

2
ρlv

2
A + ρlgH(t) = PB +

1

2
ρlv

2
T + ρlghB (1.1)

où ρl est la densité du liquide. On supposera que la distance entre le point B et l’origine
est négligeable, et donc hB ≈ 0. Comme PA = PB = Pa et vA ≈ 0, l’équation se réduit
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Chapitre 1. Modèles de vidange et de vortex

X

X

A

B
0

z

Figure 1.2 : Schéma du problème de vidange.

donc à :
ρlgH(t) =

1

2
ρlv

2
T (1.2)

Soit finalement, la loi de Torricelli :

vT =
√

2gH(t) (1.3)

Notons seff = π(Φeff/2)
2 la section du jet de sortie, différent de celle de la buse s =

π(Φ/2)2 en raison du phénomène de vena contracta (cf. Fig. 1.2). Par conservation du
débit volumique, nous obtenons l’équation différentielle suivante :

S × dH

dt
= −seff ×

√
2gH (1.4)

Soit :
− S

seff
√
2g

dH√
H

= dt (1.5)

Par intégration, nous obtenons :

− S

seff
√
2g

ˆ H0

0

1√
H

dH =

ˆ T0

0
dt (1.6)

où H0 est la hauteur initiale du liquide dans le cylindre. Soit, après simplification :

T0 = (S/seff)
√
2H0/g (1.7)

1.2.2 Vitesse de vidange par les bilans

Nous appliquons dans un premier temps le bilan de quantité de mouvement sur le volume
de contrôle D de surface Sc défini Figure 1.2. Ce volume de contrôle englobe le volume
d’eau dans la cuve et une partie du jet libre sortant du réservoir. Nous supposons que le
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1.2. La vidange classique de Torricelli

fluide est parfait, incompressible et en écoulement quasi-statique. Le bilan de quantité de
mouvement dans la direction de l’écoulement, i.e. projeté suivant l’axe Oz, s’écrit :

˚

D

∂ρl(r, t)uz(r, t)

∂t
dV +

‹

Sc

ρl (r, t)uz(r, t)(u · dS) = −2πρlg

ˆ Φ/2

0
h(r, t)rdr (1.8)

Avec h(r, t) le profil de l’interface, ρl(r, t) la masse volumique et uz(r, t) la vitesse axiale
dans le volume fluide. Comme l’écoulement est quasi-statique, l’intégrale volumique peut
être négligée. Le second terme peut lui aussi se simplifier :

‹

Sc

ρl (r, t)uz(r, t)(u · dS) = −ρl

¨

seff

vT
2 (t) rdrdθ = −ρlv

2
T (t)seff (1.9)

D’où :

vT (t) =

√
2g

(Φeff/2)2

ˆ Φ/2

0
h (r, t) rdr (1.10)

Dans le cas sans vortex, h(r, t) = H(t) est indépendant de r. On trouve ainsi :

vT (t) =

√
gH (t)

α
(1.11)

avec α = Φ2
eff/Φ

2 le coefficient de contraction du jet dont la valeur théorique idéale est de
1/2 par égalité avec l’équation (1.3). En général, la pression dans le volume fluide proche
de la sortie est inférieure à la pression hydrostatique et le facteur de contraction n’atteint
jamais 1/2 [68]. D’autres effets tels que le mouillage de la buse peuvent induire des écarts
notables par rapport à cette valeur théorique.

Dans la suite, la vitesse de vidange au niveau de la sortie sera définie, telle que vβT =
βvT , où β est un coefficient correcteur de la loi de Torricelli qui permet notamment de
corriger la vena contracta idéale, i.e. α = 1/2.

1.2.3 Effet du mouillage

Dans l’étude réalisée ici, les diamètres des sections de vidange sont proches de la longueur
capillaire. Dans cette configuration spécifique, le matériau utilisé pour fabriquer les buses a
une influence significative sur la vitesse de vidange. Selon les recherches de Ferrand [32], les
effets de mouillage à la sortie entraînent une accélération du fluide, dont l’intensité dépend
de l’angle de contact (avec un effet minimal pour les angles intermédiaires).

Lorsque le fluide s’écoule, il mouille la face inférieure de la buse, formant ainsi un
ménisque qui augmente le diamètre effectif du jet libre. En conséquence, l’effet de la vena
contracta classique, qui normalement réduit le diamètre du jet, est atténué. Le coefficient
classique β (sans considérer l’effet de tension de surface) a une valeur de 0.64. Cependant,
dans les conditions expérimentales étudiées par Ferrand, il peut atteindre 0.93. Dans notre
étude, nous évaluons la valeur du coefficient β = 0.90 ± 0.03. En conséquence, l’effet de
la tension de surface entraîne une augmentation significative de la vitesse de vidange dans
notre cas, multipliant celle-ci par un facteur d’environ 1.4.

1.2.4 Hauteur effective à t = 0 s

Dans les sections précédentes, nous avons montré que le diamètre du jet en sortie était
un paramètre important à estimer pour nous permettre d’appliquer la loi de Torricelli à
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Chapitre 1. Modèles de vidange et de vortex

un écoulement réel. Il ne s’agit pas de la seule variable qui peut être modifiée. La hauteur
d’eau initiale considérée dans la loi de Torricelli peut être différente de la hauteur mesurée.

En effet, la prise en compte des effets de pertes de charges en volume dans la cuve
(i.e. en amont du trou) peuvent introduire une hauteur effective plus petite que la hauteur
réelle dans le calcul de la vitesse de vidange [93, 32].

La hauteur effective à prendre en compte peut aussi être modifiée par l’épaisseur de
la buse introduite. Ferrand [31] a montré qu’il n’est pas évident de conclure sur l’impact
de cette épaisseur et qu’elle ne peut pas être simplement ajoutée au niveau d’eau dans la
cuve, car la hauteur supplémentaire induite dépend aussi du diamètre de l’orifice. C’est
pourquoi, les hauteurs présentées ici n’intègrent pas directement l’épaisseur de la buse.
Cependant, pour limiter cet effet, nous avons choisi d’utiliser des pièces en sortie d’une
épaisseur de 1 cm.

La Figure 1.3 représente les vitesses de vidange mesurées pour les trois sections tes-
tées. Les courbes obtenues sont presque identiques. Nous avons choisi d’ajuster la courbe
correspondant au diamètre ϕ3 en utilisant la loi de Torricelli au carré corrigée :

v2Q(t) = 2β2gH0

(
H(t)

H0
+ ϵ

)
(1.12)

où β et ϵ sont les paramètres de l’ajustement linéaire.
L’écart de hauteur d’eau ϵ obtenu est alors de l’ordre de 1%, ϵ étant positif, la hauteur

à considérer est supérieure à celle mesurée directement dans notre cas. Ce résultat est en
accord avec les résultats de la littérature [32] et montre que les effets dissipatifs dans le
volume fluide sont négligeables.

En fixant ϵ à 0, la valeur de β reste pratiquement inchangée. Ainsi, la hauteur d’eau
effective a peu d’impact sur une grande partie du processus de vidange. Seule la phase
finale de l’expérience est sensible à ce paramètre.

1.3 Le vortex de vidange : composantes de vitesses et modèles
interfaciaux

Lors de la vidange d’un récipient, il est très courant de voir un vortex se former. Ce vortex
est au centre de l’étude présentée dans ce manuscrit. Nous proposons ici de décrire différents
modèles de la littérature sur la vitesse de l’écoulement et la déformation de l’interface
induite par le vortex. Dans un but illustratif, ces modèles seront mis en comparaison d’un
de nos profils expérimentaux. Enfin, nous discuterons de la modélisation de la forme de la
surface libre avec une prise en compte des effets de la tension superficielle.

Le vortex de vidange a été largement étudié dans la littérature scientifique. Le modèle
le plus élémentaire pour représenter un vortex est une rotation potentielle où la vitesse
azimutale est inversement proportionnelle au rayon (i.e. en 1/r). Les autres composantes
de vitesse sont nulles. Cependant, cette approche présente une discontinuité le long de l’axe
(Oz). Au 19e siècle, le physicien William John Macquorn Rankine a amélioré ce modèle en
introduisant un cœur de vortex en rotation solide [84]. Ce modèle, connu sous le nom de
modèle de Rankine, élimine la divergence en r = 0 mais introduit une nouvelle discontinuité
en r = rc, où rc est le rayon du cœur. Les vitesses axiale et radiale sont constantes (ou
nulles), omettant le phénomène d’étirement tourbillonnaire induit par la vidange.

En considérant les effets de la diffusion visqueuse au sein du cœur du vortex, Rott [89]
suggère d’adapter le modèle initialement développé par Burgers [14], non seulement pour
les cas de vidange tourbillonnaire, mais également pour les tornades. Ce modèle présente
un étirement constant le long de l’axe (Oz) et offre une représentation continue de la vitesse
azimutale en tous points.
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1.3. Le vortex de vidange : composantes de vitesses et modèles interfaciaux

%

Figure 1.3 : Vitesses de vidange en fonction de la hauteur d’eau pour les trois sections testées
(courbes en couleurs). Deux ajustements de la loi de Torricelli au carré sont testés, tel que :
v2Q(t) = 2β2gH0

(
H(t)
H0

+ ϵ
)
, où β et ϵ sont les paramètres de l’ajustement linéaire. Le premier

considère β et ϵ comme des paramètres libres (en trait plein). Le second considère β comme un
paramètre libre et ϵ est supposé nul (traits pointillés).

Lundgren [63], d’autre part, propose une méthode alternative qui simplifie les équations
de Navier-Stokes en supposant un faible nombre de Rossby. Cette approche plus générale lui
permet de dériver diverses solutions analytiques ou ensembles d’équations différentielles en
fonction de conditions supplémentaires (problème linéarisé, fluide parfait, etc.). Il propose
notamment un ensemble d’équations différentielles pour déduire le profil de l’interface qui
sera la base de travaux de références sur le sujet comme les travaux d’Andersen [4] et de
Stepanyants [98, 97]. Les modèles de Burgers-Rott et l’approche de Lundgren continuent
d’être largement cités et utilisés dans la recherche actuelle, ayant été raffinés au fil du
temps par de nombreux chercheurs. Nous présentons ici un aperçu des développements et
améliorations apportés à ces modèles.

Rappelons, ci-dessous, les équations de Navier-Stokes pour les composantes de la vitesse
(ur,uθ,uz) exprimées dans les coordonnées cylindriques (r,θ,z), qui s’expriment dans le cas
général :
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∂ur
∂t

+ ur
∂ur
∂r

+
uθ
r

∂ur
∂θ

− u2θ
r

+ uz
∂ur
∂z

= − 1

ρl

∂p

∂r
+ ν

(
∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r

+
1

r2
∂2ur
∂θ2

+
∂2ur
∂z2

− ur
r2

− 2

r2
∂uθ
∂θ

) (1.13)

∂uθ
∂t

+ ur
∂uθ
∂r

+
uθ
r

∂uθ
∂θ

+
uruθ
r

+ uz
∂uθ
∂z

= − 1

ρlr

∂p

∂θ
+ ν

(
∂2uθ
∂r2

+
1

r

∂uθ
∂r

+
1

r2
∂2uθ
∂θ2

+
∂2uθ
∂z2

− uθ
r2

+
2

r2
∂ur
∂θ

)

(1.14)
∂uz
∂t

+ ur
∂uz
∂r

+
uθ
r

∂uz
∂θ

+ uz
∂uz
∂z

= − 1

ρl

∂p

∂z
+ ν

(
∂2uz
∂r2

+
1

r

∂uz
∂r

+
1

r2
∂2uz
∂θ2

+
∂2uz
∂z2

)
− g

(1.15)
Ainsi que l’équation de continuité :

1

r

∂(rur)

∂r
+

1

r

∂uθ
∂θ

+
∂uz
∂z

= 0 (1.16)

Sous les hypothèses d’axisymétrie et de stationnarité qui seront utilisées par la suite, nous
obtenons :

ur
∂ur
∂r

− u2θ
r

+ uz
∂ur
∂z

= − 1

ρl

∂p

∂r
+ ν

(
∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r

− ur
r2

+
∂2ur
∂z2

)
(1.17)

ur
∂uθ
∂r

+
uruθ
r

+ uz
∂uθ
∂z

= ν

(
∂2uθ
∂r2

+
1

r

∂uθ
∂r

− uθ
r2

+
∂2uθ
∂z2

)
(1.18)

ur
∂uz
∂r

+ uz
∂uz
∂z

= − 1

ρl

∂p

∂z
− g + ν

(
∂2uz
∂r2

+
1

r

∂uz
∂r

+
∂2uz
∂z2

)
(1.19)

1

r

∂(rur)

∂r
+

∂uz
∂z

= 0 (1.20)

1.3.1 Le modèle de Rankine

Un des modèles les plus simples de la littérature pour représenter le vortex de vidange est
le modèle de Rankine [84]. Ce modèle divise l’écoulement en deux zones distinctes séparées
au niveau du maximum de vitesse azimutale, i.e. en r = rc où rc est le rayon du cœur du
vortex. Dans la zone de cœur, i.e. pour r ≤ rc, l’écoulement est supposé en rotation solide.
Dans la zone entourant le cœur, i.e. pour r > rc, l’écoulement est en rotation potentielle.
Il s’exprime ainsi :

uθ =





Γ · r
2πr2c

pour r ≤ rc

Γ

2πr
pour r > rc

(1.21)

où Γ est la circulation du tourbillon. Le profil de l’interface peut être déduit de ce modèle.
Pour y parvenir, nous appliquons le théorème de Bernoulli, dans toute la zone potentielle :

p+ ρlgz +
1

2
ρlu

2 = cst (1.22)
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Nous utilisons cette équation au niveau de l’interface, entre le bord de la cuve, i.e. pour
r = R et un point quelconque de coordonnée r.

Pa + ρlgh(r) +
1

2
ρlu

2
θ = Pa + ρlgh(R) (1.23)

où h(r) est le profil radial de l’interface et h(R) le niveau d’eau aux bords de la cuve. Le
profil radial de l’interface pour r > rc est ainsi donné par l’équation :

h(r) = h(R)− Γ2

8π2gr2
(1.24)

Pour r ≤ rc, le fluide est au repos dans le référentiel tournant à la vitesse Ωc = Γ/2πr2c
[39]. Ainsi, dans la zone de cœur, le gradient de pression équilibre les forces appliquées.
Les équations de Navier-Stokes (1.17) et (1.19) se simplifient, telles que :





∂p

∂r
= ρlΩ

2
cr

∂p

∂z
= −ρlg

(1.25)

Soit :

p(r, z) =
1

2
ρluθ(r)

2 − ρlgz + cst (1.26)

À l’interface :

Pa =
1

2
ρluθ(r)

2 − ρlgh(r) + cst (1.27)

Enfin, comme l’interface est continue en r = rc, on peut déduire la constante précédente
et le profil de l’interface h(r) dans la zone r < rc :

h(r) = h(R)− Γ2

4π2r2cg
+

Γ2r2

8π2r4cg
(1.28)

L’amplitude de la déformation de l’interface s’exprime alors telle que :

h(R)− h(0) =
1

g

(
Γ

2πrc

)2

(1.29)

Dans le modèle de Rankine, la vitesse uz est supposée constante dans la zone r ≤ rc et
nulle dans la zone r > rc. Cette modélisation de la vitesse axiale est grossière dans le cadre
de la vidange, car il est attendu que le gradient de vitesse axiale suivant z soit important.
De plus, ce modèle surestime le maximum de vitesse azimutale en r = rc [44]. Cependant,
dans le cas de mesures expérimentales de uθ(r), le modèle de Rankine a l’avantage de
permettre une estimation simple de la circulation du vortex dans la zone où l’écoulement
est potentiel, sans avoir besoin de connaître le rayon du cœur du vortex. Il permet aussi
de déduire une forme analytique du profil de l’interface. Cette modélisation ne représente
pas finement l’interface, mais permet d’en expliquer l’aspect qualitatif sans introduire de
résolution numérique. Un exemple de représentation de la vitesse azimutale et de profil de
l’interface correspondant est donné sur la Figure 1.4 et sur la Figure 1.5. Sur la Figure 1.4,
le rayon du cœur du vortex est choisi équivalent à celui des modèles mis en comparaison.
Sur la Figure 1.5, l’amplitude de la déformation de l’interface est ajustée aux données
expérimentales.
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Chapitre 1. Modèles de vidange et de vortex

1.3.2 Le modèle de Burgers

Dans son étude sur la turbulence, Burgers propose, en 1948, un modèle de tourbillon qui
sert d’illustration au mécanisme d’étirement des vortex. Le modèle proposé par Burgers [15]
permet de prendre en compte la diffusion visqueuse du cœur du vortex, et ainsi d’enlever
la discontinuité en r = rc du modèle précédent. Cette description sera reprise par Rott
[89] en 1958 qui l’appliquera notamment au cas du vortex de vidange. Nous proposons ici
de reprendre cette démonstration historique en nous positionnant directement dans le cas
stationnaire.

On suppose que la vitesse uz dépend linéairement de z, telle que : uz = γz, avec γ > 0 le
gradient de vitesse axiale. En résolvant l’équation de continuité présentée Eq. (1.20), nous
obtenons l’expression de la vitesse radiale ur, qui est donnée par ur = −1

2γr. À partir de
ces prémisses, Rott substitue les expressions de vitesse ainsi dérivées dans les équations de
Navier-Stokes, spécifiquement les équations (1.17) à (1.19). Nous pouvons alors déduire que
la vitesse azimutale uθ(r) est également une fonction de la composante radiale. L’équation
azimutale de Navier-Stokes devient :

−1

2
γr

(
∂uθ
∂r

+
uθ
r

)
= ν

(
∂2uθ
∂r2

+
1

r

∂uθ
∂r

− uθ
r2

)
(1.30)

Cette équation peut s’écrire plus simplement :

∂

∂r
ln

[
1

r

∂(ruθ(r))

∂r

]
= −γr

2ν
(1.31)

En supposant uθ(r) → 0 lorsque r → ∞, l’intégration donne :

uθ(r) =
A

r

(
1− exp

(
−r2

a2

))
(1.32)

où a = 2
√
ν/γ est le rayon du cylindre pour lequel les effets visqueux sont importants. Dans

la littérature, ce rayon est généralement choisi comme étant le rayon du cœur du vortex.
Dans notre contexte de comparaison des modèles visqueux et non visqueux, nous avons
préféré une définition unique du rayon du cœur du vortex établie à partir du maximum de
vitesse azimutale. La distribution de vorticité ω = 1

r
∂
∂r (ruθ) du vortex de Burgers est donc

une gaussienne, telle que :

ω(r) = ω0 exp

(
−r2

a2

)
, (1.33)

avec ω(0) = ω0 la vorticité sur l’axe Oz qui a une valeur finie. La circulation associée est
Γ = ω0×πa2 = 4πω0ν/γ et il est alors possible d’exprimer la vitesse azimutale en fonction
de la circulation :

uθ(r) =
Γ

2πr

(
1− exp

(
−r2

a2

))
(1.34)

Cette expression ressemble au modèle de vortex proposé par Oseen [78] pour le cas insta-
tionnaire pour lequel γ = 0 :

uθ(r, t) =
Γ

2πr

(
1− exp

(
− r2

4νt

))
(1.35)

Rott remarque que sa solution stationnaire Eq. (1.34) semble "gelée" au temps t = 1/γ. Il
interprète ce phénomène en proposant que le gradient de vitesse axiale alimente continuel-
lement le cœur du vortex même pendant sa diffusion, ce qui permet d’atteindre un état
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d’équilibre. Le maximum de la vitesse azimutale est tel que :

uθ(r = rc) =
Γ

2πrc

(
1− e−ϑ

)
(1.36)

avec ϑ ≈ 1.256 qui est la solution de l’équation 2ϑ = eϑ−1. Nous avons choisi de définir le
rayon du cœur du vortex comme le rayon pour lequel la vitesse uθ est maximale. Dans le
modèle proposé par Burgers-Rott, le rayon du cœur du vortex n’est donc pas directement
la constante a mais s’exprime tel que rc = 2

√
νϑ/γ ≈ 1.12 a. Nous cherchons maintenant à

exprimer le profil de l’interface. Reprenons l’analyse de Rott, pour les équations de Navier-
Stokes. Les équations radiale et axiale de Navier-Stokes s’écrivent telles que :

1

4
γ2r − u2θ

r
= − 1

ρl

∂p

∂r
(1.37)

γ2z = − 1

ρl

∂p

∂z
− g (1.38)

Il est alors possible de donner une expression de la pression :

p(r, z) = ρl

(
−1

8
γ2r2 − 1

2
γ2z2 +

ˆ r

0

u2θ
r′
dr′
)
− ρlgz + C (1.39)

où le terme pΓ(r) = ρl
´ r
0

u2
θ
r′ dr

′ correspond à la dépression liée à la présence du vortex.
La valeur de la constante C est déterminée grâce à la condition limite à l’interface, i.e. en
z = h(r). Au niveau de l’interface, la pression est équivalente à la pression atmosphérique
p0, soit :

C = p0 − pΓ(R) + ρl

[
γ2

2

[
R2

4
+ h(R)2

]
+ gh(R)

]
(1.40)

En posant C ′ = C − p0, on a :

h(r) +
1

2g
γ2h(r)2 +

1

8g
γ2r2 − C ′

ρlg
=

pΓ(r)

ρlg
(1.41)

Pour évaluer le terme pΓ(r), on peut introduire le changement de variable suivant :

u =
r2

a2
(1.42)

La pression pΓ(r) s’exprime alors telle que :

pΓ(u) =
ρlΓ

2

8π2a2

ˆ u

0

(1− exp(−u′))2

u′2
du′ (1.43)

=
ρlΓ

2

8π2a2

[
ˆ +∞

0

(1− exp(−u′))2

u′2
du′ −

ˆ +∞

u

(1− exp(−u′))2

u′2
du′
]

(1.44)

=
ρlΓ

2

8π2a2

[
2 ln(2)−

ˆ +∞

u

(1− exp(−u′))2

u′2
du′
]

(1.45)

En intégrant par parties :
ˆ +∞

u

(1− exp(−u′))2

u′2
du′ = −(1− exp(−u′))2

u′

∣∣∣∣
+∞

u

−
ˆ +∞

u

2(1− exp(−u′)) exp(−u′)

u′
du′

(1.46)
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Soit :

pΓ(r) =
ρlΓ

2

8π2a2

[
2 ln(2)− a2(1− exp(− r2

a2
))2

r2
+ 2Ei(−r2

a2
)− 2Ei(−2

r2

a2
)

]
(1.47)

avec Ei(u) = −
´ +∞
−u

exp(−u′)
u′ du′ la fonction exponentielle intégrale. Le profil de l’interface

s’exprime alors ainsi :

h(r) = − g

γ2

(
1−

√
1− 2γ2

g2

(
γ2r2

8
− C ′ + pΓ(r)

ρl

))
(1.48)

En appliquant les simplifications classiques qui éliminent les termes en γ2 dans l’équation
de la pression Eq. (1.39), on obtient :

h(r) ≈ h(R) +
pΓ(r)− pΓ(R)

ρlg
(1.49)

Il est alors possible de calculer l’amplitude de la déformation de l’interface :

h(R)− h(0) ≈ pΓ(R)

ρlg
(1.50)

En supposant de plus R/a ≫ 1, on trouve [26] :

h(R)− h(0) ≈ ln(2)ϑΓ2

4π2r2cg
(1.51)

L’amplitude de la déformation, telle qu’elle a été formulée, est semblable à celle prédite
par le modèle de Rankine, à un facteur multiplicatif près correspondant à ln(2)ϑ ≈ 0.87.

Le modèle de Burgers-Rott fournit une base solide pour la compréhension du vortex
de vidange. Cependant, cette méthode présente des limitations, notamment l’hypothèse
d’une vitesse axiale uz constante par rapport au rayon r [88]. De plus, la vitesse axiale
possède une dépendance radiale, car elle dépend de la distance à la section de sortie,
ce qui est négligé ici. Pour affiner cette approximation, Einstein et Li [28] ont élaboré
une approche plus réaliste établie sur le modèle de Burgers-Rott. Ils divisent l’écoulement
en deux régions distinctes, en spécifiant que pour des rayons inférieurs au rayon de la
section de sortie ϕ/2, l’écoulement pourrait être considéré comme essentiellement uniforme
(écoulement bouchon). La valeur de la vitesse axiale se calcule alors simplement en fonction
du débit de vidange, telle que :

uz(r, z) = − Q

πh(R)(ϕ/2)2
(z − h(R)) (1.52)

Pour des rayons supérieurs à ϕ/2, la vitesse axiale est de nouveau supposée nulle.
Cette approche entraîne une discontinuité en r = ϕ/2. Cependant, elle présente l’avantage
d’estimer facilement la vitesse axiale.

Dans leurs travaux, Eintein et Li ont constaté un écart entre leurs valeurs expéri-
mentales et théoriques. Pour expliquer ces écarts, ils ont utilisé le concept de viscosité
turbulente. La viscosité effective totale à considérer s’exprime donc telle que νe = ν+ζ, où
ζ est la viscosité turbulente. Cette méthodologie a été reprise par Odgaard [74], qui a défini
ζ comme étant proportionnel à la circulation Γ : ζ = kΓ et on trouve différentes estimations
du paramètre k dans la littérature [44, 98]. Néanmoins, l’utilisation de la viscosité turbu-
lente devient de plus en plus rare. Dans un article récent, Duinmeijer [26] mène une étude
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expérimentale par stéréo-PIV (Particle Image Velocimetry). Il exprime des réserves quant
à la pertinence de l’emploi d’un paramètre libre pour représenter la viscosité turbulente et
montre que l’ajout d’une viscosité turbulente dans l’estimation du rayon peut introduire
un écart considérable avec les valeurs mesurées. Il explique ce dernier point par le fait que
la vitesse radiale n’est pas très élevée. Il est donc peu probable d’observer un phénomène
de diffusion plus important lié à la turbulence dans cette direction. Selon Duinmeijer, les
écarts observés entre les mesures expérimentales et les modèles théoriques pourraient da-
vantage être attribués à une représentation trop simplifiée de la vitesse axiale. Ce dernier
point est à l’origine d’écarts significatifs dans l’estimation du rayon du cœur du vortex qu’il
mesure expérimentalement. Cependant, il souligne que l’expression de la vitesse azimutale
fournie par le modèle de Burgers s’avère conforme à ses observations, notamment en termes
d’amplitude de déformation de l’interface.

Un exemple de représentation de la vitesse azimutale et de profil de l’interface du modèle
de Burgers est donné Figure 1.4 et 1.5. Sur la Figure 1.4, le rayon du cœur du vortex
est choisi équivalent à celui des autres modèles mis en comparaison. Sur la Figure 1.5,
l’amplitude de la déformation de l’interface est ajustée aux données expérimentales.

1.3.3 Le modèle de Hite & Mih

Hite et Mih [44] ont proposé une adaptation du modèle de Rosenhead [87] pour représenter
le vortex de vidange. Dans cette version du modèle de Rosenhead, qui diffère très peu du
modèle original, le maximum de la vitesse azimutale est fixé équivalent à celui du modèle
de Burgers.

La principale amélioration de ce modèle est une description plus précise des vitesses
radiale et axiale. En effet, Hite et Mih considèrent que près de l’axe z, l’écoulement radial
se transforme en écoulement axial. Les trois composantes de vitesse peuvent s’exprimer
par les équations suivantes :

uθ =
Γ

2πrm

2r

1 + 2r2
(1.53)

ur =
−νe
rm

8r

1 + 2r2
(1.54)

uz =
νez

r2m

16

(1 + 2r2)2
(1.55)

où r = r/rm est le rayon adimensionné, νe = ν + ζ est la viscosité effective et rm est le
rayon du cœur introduit à l’origine par Hite et Mih. Le rayon du cœur rc s’exprime alors
en fonction de rm, tel que rc = rm/

√
2. On remarquera, de plus, que :

γHM =
∂uz(z, r = 0)

∂z
=

16νe
r2m

(1.56)

où γHM = ∂uz/∂z est le gradient de la vitesse uz en r = 0. Ainsi, il est possible d’exprimer
le rayon du cœur du vortex avec une expression semblable au modèle de Burgers :

rc = 4

√
νe

2γHM
. (1.57)

En posant une viscosité turbulente nulle, i.e. ζ = 0, le rayon rc, devient proportionnel au
rayon du cœur établi par Burgers, avec un coefficient multiplicatif de

√
2/ϑ.
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En considérant les termes prépondérants des équations radiale et axiale de Navier-
Stokes (1.17) et (1.19), les équations se simplifient comme dans l’étude de Burgers-Rott :

1

ρl

∂p

∂r
=

u2θ
r

(1.58)

1

ρl

∂p

∂z
= g (1.59)

Ceci nous permet de déduire le profil de l’interface suivant :

h(r) = h(R) +
1

g

(
Γ

2πrm

)2
[

2r2

1 + 2r2
− 2R

2

1 + 2R
2

]
(1.60)

où R = R/rm représente le rapport entre le rayon de la cuve et le rayon du cœur du vortex.
L’amplitude de la déformation de l’interface s’exprime alors telle que :

h(R)− h(0) ≈ 1

2g

(
Γ

2πrc

)2

(1.61)

L’amplitude de la déformation de l’interface est donc deux fois plus petite que celle obtenue
par le modèle de Rankine, différence qui s’explique par la différence de définition du cœur
de vortex (rm/rc =

√
2).

Il est à noter que ce modèle conserve le paramètre de viscosité turbulente introduit
par Einstein et Li. En ajustant ce paramètre, Hite et Mih ont réussi à obtenir une bonne
correspondance entre leurs données expérimentales et les vitesses radiales et azimutales
mesurées.

Chen et al. [20], s’appuyant sur les travaux de Hite et Mih, ont développé un modèle basé
sur leurs propres observations expérimentales pour représenter les dépendances radiales et
axiales de toutes les composantes de vitesse. Ils ont observé que les lignes de courant
formaient des spirales et ont donc décomposé l’expression de la vitesse azimutale en deux
fonctions :

La première, reprend le modèle de Hite et Mih, tandis que la seconde, est basée sur
leurs mesures expérimentales :




f1(r) =

Γ

2πrm

2r

1 + 2r2

f2(z) = 1 + a2z

(1.62)

où a2 est une constante qui dépend de la profondeur de la déformation de l’inter-
face. Ainsi, la vitesse azimutale est exprimée comme le produit de ces deux fonctions, soit
uθ(r, z) = f1(r)f2(z). En réinjectant cette solution dans l’équation de continuité et les
équations de Navier-Stokes, les trois composantes de vitesse peuvent alors être exprimées
de la manière suivante :

uθ =
Γ

2π

2r

r2m + 2r2
(1 + b2z) (1.63)

ur = −νe
8r

r2m + 2r2
(1 + ln(1 + b2z)) (1.64)

uz =
16νer

2
m

(r2m + 2r2)2
1 + b2z

b2
ln(1 + b2z) (1.65)
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a.                                                                                b.

Figure 1.4 : Comparaison entre les différents modèles présentés dans le tableau 1.1 (en noir) et
les mesures expérimentales en régime stationnaire (en orange). Les paramètres sont les suivants :
rc = 2.35 × 10−3 m, Ω = 3 rpm, H = 0.28 m, et Γ = 1.16 × 10−2 m2/s. Les différents profils
d’interfaces sont donnés en (a) et les vitesses azimutales correspondantes en (b).

Chen et al. ont réalisé des mesures expérimentales pour valider leur modèle. Ils ont
obtenu un bon accord qualitatif entre les trajectoires de traceurs injectés dans l’écoulement
et celles prévues par le modèle. Bien que leur modèle offre une représentation plus détaillée
du tourbillon, il existe toujours une marge d’erreur notable comprise entre 8 et 36 % entre
les prédictions du modèle et leurs mesures expérimentales.

Telles que mentionné dans la section consacrée au modèle de Burgers, des données
récentes obtenues par stéréo-PIV de la part de Duinmeijer et al. [26], ainsi que des simu-
lations numériques réalisées par Bøhling [10], indiquent que le gradient de la vitesse axiale
le long de l’axe Oz n’est pas constant. Plus précisément, une linéarité de la vitesse axiale
le long de cet axe n’est observée qu’à proximité de l’interface, soit suffisamment loin de la
section de vidange. Un exemple de représentation de la vitesse azimutale et de profil de
l’interface du modèle de Burgers est donné sur les Figures 1.4 et 1.5. Sur la Figure 1.4,
le rayon du cœur du vortex est choisi équivalent à celui des modèles mis en comparaison.
Sur la Figure 1.5, l’amplitude de la déformation de l’interface est ajustée aux données
expérimentales.

1.3.4 Comparatif des modèles analytiques présentés

Le tableau 1.1 fournit une analyse comparative des trois modèles analytiques discutés dans
les sections précédentes qu’il est possible de visualiser graphiquement sur la Figure 1.4.
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Rankine Burgers-Rott Chen-Hite
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Table 1.1 : Tableau comparatif des modèles proposés par Rankine, Burgers-Rott, et Chen-Hite.

Celle-ci propose une comparaison des différents modèles avec des données expérimentales
que nous avons obtenues et qui sont constituées d’un profil d’interface mesuré (a) et de la
vitesse azimutale correspondante (b). Le rayon rc = 2.35×10−3 a été choisi équivalent pour
les trois modèles représentés. De fait, l’amplitude de la déformation varie considérablement
en fonction du modèle utilisé. Pour mieux visualiser l’impact de ce choix, nous avons
représenté, Figure 1.5, une autre comparaison de ces modèles en maintenant cette fois-ci
l’amplitude de déformation constante. Parmi les modèles étudiés, celui de Hite-Mih s’ajuste
particulièrement bien avec nos données expérimentales, suivi du modèle Burgers-Rott. Le
modèle de Rankine, bien que plus rudimentaire en général, décrit mieux la pointe du vortex.

1.3.5 Le modèle de Lundgren

Dans son étude publiée en 1985, Lundgren [63] propose une nouvelle approche pour modé-
liser le tourbillon de vidange. Il considère une cuve cylindrique dont le rayon pourra être
fini ou infini et dont l’orifice central est centré suivant l’axe Oz. Dans certaines configura-
tions, une paroi solide remplace la surface libre du fluide. Cette étude prend notamment
en compte les effets transitoires et les effets de la viscosité. Pour ce faire, les équations de
Navier-Stokes et de continuité sont utilisées. Le modèle qui nous intéresse particulièrement
ici a pour but de poser les équations décrivant la forme du profil de l’interface. Dans ce
cas précis, Lundgren associe les équations de Navier-Stokes et de continuité simplifiées aux
conditions cinématiques et dynamiques à l’interface. Ces dernières établissent un lien entre
la hauteur de la surface libre et la vitesse du fluide, ce qui permettra d’exprimer le profil
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a. b.

Figure 1.5 : (a) Différents profils d’interfaces obtenus à partir des modèles analytiques présentés
dans le tableau 1.1 (en noir), des mesures expérimentales en régime stationnaire (en orange). Les
différents rayons choisis dans les modèles utilisés sont les suivants : rHite&Mih = 2.02 × 10−3m,
rBurgers = 2.69 × 10−3m, rRankine = 2.88 × 10−3m. Les paramètres autres sont ceux du cas
expérimental représenté : Ω = 3 rpm, H = 0.28 m et Γ = 1.16×10−2 m2/s. (b) Vitesses azimutales
correspondantes pour les modèles analytiques (en noir) et les données expérimentales (en orange).
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de l’interface.
Lundgren se concentre sur les zones proches de l’interface et il est alors possible de

négliger la vitesse axiale, c’est-à-dire de considérer uz ≪
√

2gh(R). Cependant, en utilisant
cette hypothèse, ce modèle ne permet pas de décrire précisément le champ de vitesse
dans tout l’écoulement comme nous l’avons expliqué précédemment et cette hypothèse
est particulièrement fausse près de la section de vidange. Si ce modèle semble de fait
inapproprié pour décrire des déformations de l’interface dont l’amplitude serait comparable
à la profondeur totale de l’eau, il est tout de même utilisé dans la littérature dans ces
situations [97].

De plus, dans son approche, Lundgren propose de simplifier les équations de Navier-
Stokes en supposant un nombre de Rossby global faible Ro = U/2ΩL ≪ 1, où U et L
sont les vitesses et la dimension caractéristiques de l’écoulement. Il est à noter que cette
hypothèse se vérifie davantage près du cœur du vortex [4] en introduisant un nombre de
Rossby local. Comme la déformation de l’interface est surtout visible au niveau du cœur
du vortex, cette approximation est, elle aussi, raisonnable pour décrire la déformation de
l’interface.

La condition cinématique à l’interface exprime le fait que la surface est parallèle à
l’écoulement et prend la forme [4] :

∂h(r)

∂r
=

uz
ur

, pour z = h(r) (1.66)

En utilisant l’approximation uz ≪
√
2gh(R), l’équation axiale de Navier-Stokes (1.17) se

réduit à :
0 = − 1

ρl

∂p

∂z
− g (1.67)

Par intégration et en négligeant la tension de surface dans la composante normale de la
condition dynamique à l’interface, nous pouvons dériver une expression standard pour la
pression hydrostatique :

p(r, z) = ρlg[h(r)− z] (1.68)

L’équation radiale de Navier-Stokes se simplifie alors en :

u2θ
r

=
1

ρl

∂p

∂r
(1.69)

En réinjectant l’expression de la pression dans cette équation, il vient :

u2θ
r

= g
∂h(r)

∂r
(1.70)

La vitesse azimutale est donc uniquement une fonction de r et est indépendante de z.
L’équation azimutale de Navier-Stokes (1.18) se simplifie alors ainsi :

ur
∂uθ
∂r

+
uruθ
r

= ν

(
∂2uθ
∂r2

+
1

r

∂uθ
∂r

− uθ
r2

)
(1.71)

Soit encore :
ur = ν

∂

∂r
ln

[
1

r

∂(ruθ(r))

∂r

]
(1.72)

La vitesse radiale est donc, elle aussi, indépendante de z. L’équation de continuité (1.20)
nous permet de déduire que la vitesse axiale est linéaire suivant z. Il est ainsi possible de
réécrire l’équation de continuité telle que :

1

r

∂(rur)

∂r
+

uz(h(r))− uz(0)

h(r)
= 0 (1.73)
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En utilisant la condition cinématique à l’interface Eq. (1.66), cette équation devient :

1

r

∂(rh(r)ur)

∂r
= uz(0) (1.74)

Lundgren choisit d’appliquer l’approche d’Einstein et Li [28] pour modéliser la vitesse
axiale au point z = 0, une méthodologie qui sera par la suite reprise par Stepanyants dans
ses travaux [98, 97]. Pour r ≤ ϕ/2, l’écoulement est de type bouchon, i.e. uz(z = 0) =
Q/π(ϕ/2)2. Pour r > ϕ/2, il n’y a pas d’écoulement vertical et uz(z = 0) = 0. D’autres
modèles de la vitesse axiale uz(z = 0) ont été proposés dans la littérature. Lautrup [58]
propose notamment un profil gaussien. En utilisant l’approche d’Einstein et Li, l’équation
(1.74) conduit à :

h(r)ur(r) =





− Qr

2π(ϕ/2)2
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2 ,

− Q

2πr
, pour r > ϕ

2 .
(1.75)

qui se réécrit grâce à l’équation (1.72) :

h(r)ν
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(1.76)

La modélisation de l’interface passe donc par la résolution du système d’équations
(1.70), et (1.76) reliant la vitesse azimutale au profil de l’interface.

Il est intéressant de considérer le cas particulier du fluide parfait en posant ν = 0 et de
constater qu’il est possible de retrouver la formule analytique du modèle de Rankine (cf.
Table 1.1).

La prise en compte des termes visqueux nécessite quant à elle une résolution numérique
de ces équations. Miles [67] a établi une solution approximative de ce système d’équations
qui peut être vue comme une extension du modèle de Burgers-Rott. En supposant la
circulation très faible, le rayon du coeur du vortex grand et la profondeur h(R) grande,
l’amplitude de la déformation de l’interface est faible et a peu d’impact sur la vitesse
azimutale. Il est alors possible d’utiliser l’approximation h(r) ≈ h(R) dans l’équation
(1.76). Cette approximation très forte reste donc cohérente avec le cadre théorique de
Lundgren. Dans cette limite, la solution des équations (1.70)-(1.76) correspond au modèle
de Burgers-Rott. Ce modèle se révèle donc lui-aussi mieux adapté pour décrire des interfaces
dont l’amplitude de déformation est relativement faible comparée à la profondeur totale du
liquide. En utilisant un développement de Taylor du profil h(r) et de la vitesse azimutale
uθ(r) il est aussi possible d’obtenir une solution analytique approchée de l’équation de
Lundgren [98].

1.3.6 Effets de la tension de surface

Les profils de l’interface obtenus grâce aux différents modèles présentés dans les sections
précédentes négligent tous les effets de tension superficielle. Dans la littérature, Andersen
propose d’effectuer la résolution numérique du système d’équations établie par Lundgren
avec et sans prise en compte du terme de tension de surface.

Contrairement à Eintein & Li, il choisit un profil de la vitesse axiale en z = 0 qui
correspond à ses propres mesures expérimentales. L’écoulement est alors vertical non nul
en r > r0 et bouchon en r ≤ r0. On suppose ici r0 > ϕ/2. Dans sa première étape
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de résolution, Andersen néglige l’effet de la tension de surface et résout donc le système
composé de l’équation (1.70) et de l’équation suivante :

h(r)ν
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ln
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1
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]
=
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2πr20
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2π(r0 + d)r
exp

(
−r − r0

d

)
, pour r > r0.

(1.77)

où d est une constante estimée grâce à son profil expérimental de vitesse uz(z = 1 cm).
Cette résolution donne un écart significatif avec les données expérimentales d’Andersen

d’environ 70% pour le profil h(r) testé.
Pour affiner le modèle de Lundgren, Andersen est le premier à proposer une prise en

compte de l’effet de la tension de surface en exprimant le terme de Laplace-Young dans
l’expression de la pression, et il généralise l’équation (1.70) sous la forme :

u2θ
r

= g
∂h(r)

∂r
− γ

ρl

∂κ

∂r
(1.78)

avec :
κ(r) =

h′

r[1 + (h′)2]1/2
+

h′′

[1 + (h′)2]3/2
(1.79)

La fonction κ(r) représente la courbure de l’interface en coordonnées cylindriques pour
un problème axisymétrique.

Andersen résout numériquement le nouveau système composé des équations (1.77)-
(1.78) par la méthode des différences finies et obtient un excellent accord avec ses profils
expérimentaux en ajustant le débit Q et le rayon r0. La valeur de d est estimée expérimen-
talement.

Il est compliqué d’évaluer de manière précise l’effet de la tension de surface sur des pro-
fils expérimentaux grâce à la méthode proposée par Andersen. Sans mesure expérimentale
du profil de uz(0), son approche nécessite de considérer d comme un autre paramètre à
ajuster. Nous avons donc choisi de ne pas utiliser cette méthode pour modéliser nos profils.

La mesure directe de h′ et de h′′ demande, elle aussi, une très grande précision sur
les profils de l’interface et il n’est donc pas évident d’évaluer l’impact de la tension de
surface a posteriori à partir de nos profils expérimentaux, dont une estimation grossière
correspondrait à un écart de 2σ/(ϕ/2)2ρlg ≈ 8mm dans le cas présenté à la Figure 1.5.

1.4 Conclusions

Dans un premier temps, nous avons présenté la base théorique permettant de démontrer la
loi de vidange classique de Torricelli, mais également de comprendre l’origine de ses limites.
Nos expériences sans rotation s’inscrivent dans la continuité des résultats de la littérature
et nous permettent de caractériser l’influence des effets dissipatifs et du mouillage dans nos
expériences.

Dans un second temps, nous avons abordé différents modèles permettant la description
du champ de vitesse et du profil de l’interface. La modélisation des différentes composantes
de vitesses s’est affinée au cours du temps et les modèles les plus récents essayent notam-
ment de mieux modéliser la composante axiale. L’utilisation de la viscosité turbulente pour
décrire le vortex de vidange devient davantage controversée, notamment dans la gamme de
vitesses de rotation peu élevées qui est utilisée dans le cadre de notre étude. Nous avons
donc choisi d’utiliser la viscosité de l’eau sans correction turbulente. En utilisant le rayon
du cœur comme un paramètre libre, notre profil d’interface expérimental est alors parti-
culièrement bien décrit sans cette correction turbulente par le modèle analytique d’Hite
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et Mih et le modèle de Burgers et Rott. Cependant, les différentes approches analytiques
ne permettent pas de rendre compte de l’effet de la tension de surface sur le profil qui
est alors masqué par l’utilisation du paramètre libre. Néanmoins, l’utilisation d’un modèle
plus complet considérant les effets superficiels, comme celui proposé par Andersen, impose
une résolution numérique et dans notre cas le choix de plusieurs paramètres libres. Nous
avons donc choisi de ne pas résoudre ce système.
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Chapitre 2. Dispositif expérimental

2.1 Introduction

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la vidange de récipients, en régimes sta-
tionnaires (à hauteur d’eau constante) ou instationnaires (vidange complète du réservoir),
en référentiel tournant. La vidange en référentiel fixe nous sert de cas de référence.

Les expériences réalisées dans cette thèse reposent sur l’utilisation d’une plateforme
tournante. Les récipients sont de géométrie cylindrique (axisymétrique centrée), ce qui
permet de contrôler la vorticité générée dans le système et de stabiliser le vortex. Ces dis-
positifs ont été initialement conçus lors d’un stage de master précédant ce travail de thèse,
et ont fait l’objet d’améliorations et d’adaptations continues face aux besoins rencontrés.
Dans la section 2.2, nous commençons par une présentation générale qui offre une vue
d’ensemble sur les dispositifs expérimentaux utilisés dans les études de vidange en régimes
instationnaires et stationnaires. Nous détaillons ensuite les équipements et dispositifs ex-
périmentaux dans la section 2.3, les instruments de mesure, leur précision et les techniques
de post-traitement des données dans la section 2.4, les protocoles expérimentaux dans la
section 2.5, et la reproductibilité des résultats obtenus dans la section 2.6.

2.2 Présentation générale

2.2.1 Dispositif instationnaire

é
é

é

é

z

é

é

z

a. b.

Figure 2.1 : Schéma du dispositif expérimental (a) dans le cas sans couvercle et (b) avec couvercle.
Les différences entre les deux expériences sont indiquées en bleu.

Le dispositif expérimental utilisé dans les études instationnaires avec et sans couvercle
est illustré respectivement Figures 2.1a et 2.1b. Les différences entre les deux configurations
sont indiquées en bleu.

Une cuve cylindrique fait office de réservoir. Elle est utilisée avec un couvercle étanche
(expériences du Chapitre 5) ou sans couvercle (expériences du Chapitre 4). La cuve, ainsi
que tous les autres équipements et instruments de mesures, sont placés sur une plateforme
rotative pilotée à distance.
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é

é

é

z

M

Figure 2.2 : Schéma du dispositif expérimental. Les différences par rapport à la Figure 2.1a sont
indiquées en bleu.

Avant de déclencher la vidange, le réservoir est mis en rotation pendant une heure pour
obtenir une rotation homogène et stationnaire. Une fois la vidange déclenchée, l’eau perdue
est recueillie dans un bac de récupération.

Nous effectuons quatre types de mesures au cours de ces expériences :

• Nous mesurons la masse du bac de récupération à l’aide d’une balance de précision.
La mesure de la variation de masse dans le bac nous permet de calculer à la fois la
hauteur moyenne de l’eau dans la cuve et la vitesse de vidange.

• Nous utilisons une caméra placée sur un banc de translation pour observer l’évolution
de la déformation de l’interface en suivant son mouvement descendant.

• Un système de Vélocimétrie par Images de Particules (qui sera noté PIV pour "Par-
ticle Image Velocimetry" en anglais), composé d’une caméra positionnée au-dessus
de la cuve et d’un plan laser horizontal, nous permet d’obtenir le champ de vitesse
et la circulation du vortex dans le cas d’une vidange sans couvercle.

• Un enregistrement audio nous permet d’identifier la fréquence d’apparition des bulles,
dans le cas de la vidange avec couvercle.

2.2.2 Dispositif stationnaire

Le dispositif expérimental utilisé pour l’étude du régime permanent de la vidange (à hau-
teur d’eau constante), exposée au Chapitre 3, est illustré sur la Figure 2.2. Les nouveaux
éléments de ce montage sont indiqués en bleu sur la Figure 2.2.

Pour maintenir un niveau d’eau stable, un système de recirculation est mis en place.
L’eau qui s’écoule de la cuve est collectée dans un bac de récupération puis réinjectée grâce
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Figure 2.3 : Schéma représentant le protocole expérimental utilisé dans le cas stationnaire.

à une pompe dans le circuit hydraulique connecté à la cuve. Cette vidange par gravité
permet d’éviter que le vortex ne soit perturbé par un circuit hydraulique directement
connecté à la buse de sortie, comme Cristofano et al. ont pu l’observer dans leurs travaux
[23]. Pour contrôler le débit de réinjection, nous utilisons une vanne proportionnelle pilotée
par une régulation PID (Proportionnel Intégral Dérivé) conçue avec Labview et développé
pendant cette thèse. La masse d’eau équivalente dans le bac de réception sert de consigne
pour le contrôleur PID.

La cuve utilisée ici possède une géométrie particulière avec une injection d’eau en trois
parties (cf. Figure 2.6a et b) nous permettant de conserver l’axisymétrie du problème et
de limiter l’influence de l’injection d’eau sur la stabilité et l’intensité du vortex.

Nous mettons en œuvre trois types de mesures durant ces expériences :

• La mesure de la masse du bac de réception nous permet de calculer la vitesse de
vidange en déclenchant, durant la mesure, la fermeture de la vanne proportionnelle
et l’arrêt du système de contrôle.

• Nous utilisons une caméra de profil pour enregistrer la déformation de l’interface et
détecter l’apparition d’instabilités conduisant à la formation de bulles.

• Le système de vélocimétrie par images de particules (PIV) est également utilisé dans
cette expérience. Nous avons cependant dupliqué certaines expériences, avec et sans
particules d’ensemencement (avec et sans PIV respectivement).

Le protocole utilisé ici, schématisé à la Figure 2.3, diffère de celui présenté précédemment.
En effet, nous augmentons progressivement la vitesse de rotation de la plateforme, par un
incrément de 0.5 tours/min après chaque stabilisation de l’état d’équilibre. Ceci requiert
une pause de 20 minutes entre chaque série de mesures.

2.3 Dispositif expérimental

La Section 2.3.1 présente la plateforme expérimentale sur laquelle ont eu lieu toutes nos
expériences de vidange. Les caractéristiques générales du récipient vidangé sont décrites
pour le cas instationnaire dans la Section 2.3.2. La géométrie spécifique de la cuve utilisée
dans le cas stationnaire ainsi que le système de réinjection de l’eau qu’elle nécessite sont
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décrits dans la Section 2.3.3. Un soin tout particulier est apporté au centrage de la cuve, que
nous décrivons en Section 2.3.4. La géométrie des buses qui s’adaptent sur les différentes
cuves utilisées sera décrite dans la Section 2.3.5. Enfin, le système de contrôle de niveau
mis en place pour atteindre le régime stationnaire sera donné dans la Section 2.3.6.

2.3.1 Plateforme rotative

Notre plateforme rotative est composée de deux plateaux cylindriques en marbre ayant
une épaisseur de 20 cm et un diamètre de 1.5 m, empilées l’une sur l’autre et séparées par
un coussin d’air comprimé d’une épaisseur de 1 mm (cf. Fig 2.4c). Ce dernier permet à la
partie supérieure de tourner sans frottement solide autour de l’axe de rotation vertical Oz
(Fig. 2.1). La vitesse de rotation Ω peut être modifiée de 0 à 10 tours/minute. L’erreur
associée est estimée à ±1 seconde pour une période de rotation d’une minute. Le poids de
la plateforme est d’environ une tonne.

Afin de garantir la sécurité pendant l’expérience, une grille de protection entoure la
plateforme, comme visible sur la photographie de la Figure 2.4a. La rotation de la plate-
forme ne peut s’effectuer qu’une fois cette grille fermée, le système de contrôle-commande
de la plateforme se trouvant à l’extérieur de la grille.

Pour optimiser l’agencement des différents équipements sur la plateforme, nous avons
ajouté une structure composée de profilés en aluminium NORCAN. Cette adaptation per-
met de disposer le récipient sur la plateforme, mais également d’intégrer les systèmes de
contrôle et de mesure, comme la carte d’acquisition, le PC, la balance, les caméras, le
laser, etc. Par sécurité, des panneaux ajustables à la structure ont pour fonction d’isoler
l’ensemble de l’expérience des rayonnements du laser. De plus, ils permettent de protéger
le dispositif contre les courants d’air pouvant perturber l’interface air/eau.

2.3.2 Cuve utilisée dans le cas instationnaire

Un cylindre en Plexiglas de rayon R = 145 ± 0.1mm et de longueur L = 390 ± 0.1mm
(cf. Fig 2.4b), dont la plaque inférieure est percée en son centre, est fixé sur une structure
en aluminium solidaire de la plateforme. Le récipient est centré sur l’axe Oz, afin d’éviter
l’excitation de modes inertiels ou d’instabilité de précession du vortex [117]. Pour s’assurer
de la parfaite horizontalité du dispositif, nous avons utilisé à un niveau à bulle électronique
dont la précision est de 0.1◦.

La cuve utilisée est identique dans les études avec et sans couvercles. La cuve dispose
d’un rebord dans lequel une gorge est creusée pour accueillir un joint en caoutchouc qui
assurera l’étanchéité en couvercle fermé (cf. Figure 2.5). Le rebord et le couvercle de la
cuve sont percés de 15 trous régulièrement espacés afin d’y disposer des vis de serrage
garantissant la bonne étanchéité du récipient. Plusieurs tests d’étanchéité ont été réalisés.
Pour ce faire, nous avons tenté de réaliser la vidange du réservoir avec couvercle pour un
diamètre de buse de l’ordre de la longueur capillaire. Après un temps très bref d’équilibre
des pressions dans le volume gazeux, nous avons observé l’absence d’écoulement durant une
dizaine de minutes. C’est la durée caractéristique des expériences de vidange tourbillonnaire
avec couvercle qui seront présentées dans le Chapitre 5. Ce système de couvercle permet
de plus un remplissage aisé de la cuve.

2.3.3 Système d’injection et géométrie de la cuve dans le cas stationnaire

Dans le dispositif à hauteur d’eau constante, un processus de remplissage en trois parties
a été conçu (voir Figure 2.6a et b) afin de minimiser l’effet de l’injection continue d’eau
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a.                                                                     b.

c.

Figure 2.4 : Photographies du dispositif expérimental : a) vue extérieure, b) vue intérieure, c)
plateforme rotative (photographie prise lors de la rotation, le marbre tournant apparaît flou).
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Figure 2.5 : Vue de dessus du couvercle de la cuve avec le joint d’étanchéité (en noir) et les 15
vis de serrage.

1

2

3

a.                                                                     b.

Figure 2.6 : Schéma du dispositif expérimental (a) et photographie (b). (a) Les différences par
rapport à la Figure 2.1a sont indiquées en rouge pour le tube perforé et en bleu pour l’espace radial
perforé sur sa partie interne.
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1) Réglage du faisceau laser                                   2) centrage

Miroir

laser laser

centre

Figure 2.7 : Schéma de principe de centrage de la cuve.

sur l’axisymétrie du dispositif et d’éviter toute corrélation indésirable entre la vorticité et
le débit d’injection.

Notre cuve comprend deux cylindres en plexiglas partageant le même axe de symé-
trie. Le cylindre interne, aux dimensions identiques à celles de notre première expérience
(30 cm de hauteur et 14.5 cm de rayon), est perforée de 300 trous de 7mm de diamètre
régulièrement espacés pour maintenir une vitesse d’injection radiale minime par rapport à
la vitesse de rotation de la cuve. Dans cette configuration, nous avons constaté un facteur
d’au moins 10 entre la vitesse d’injection radiale et la vitesse de rotation au niveau de la
paroi centrale.

La cuve externe a un diamètre de 44.2 cm. Un tube perforé à intervalles réguliers est
installé au fond de l’interstice entre les deux cylindres et relié au tuyau du système de re-
circulation. L’eau collectée dans le bac est réinjectée dans la cuve, en circulant initialement
dans le tube perforé, puis dans l’espace entre les deux cuves, enfin en s’infiltrant dans la
cuve centrale à travers les trous prévus à cet effet.

2.3.4 Centrage de la cuve

Pour centrer la cuve, nous avons utilisé un pointeur laser (voir Figure 2.7). Ce dernier
est fixé à la section de sortie du réservoir à l’aide d’une pièce adaptée. Un miroir, disposé
horizontalement sous la cuve, sert à l’ajustement de l’angle du faisceau laser, en superposant
ce dernier à sa réflexion. Une fois l’angle du faisceau finement ajusté, la cuve est déplacée
afin de positionner le faisceau sur le repère indiquant le centre de la plateforme. La précision
obtenue grâce à cette méthode est de l’ordre de l’épaisseur du faisceau, soit environ un
millimètre.

2.3.5 Géométrie des buses

La conception des buses, i.e. des pièces utilisées comme orifices de sortie, a connu de
nombreuses modifications. Nous mettrons l’accent sur la géométrie des pièces sélectionnées
lors des études finales, qui permet d’éliminer des effets indésirables provenant d’interactions
avec le jet d’eau en sortie.
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Figure 2.8 : Schéma des buses.

Dans le contexte des expériences instationnaires sans couvercle, trois buses fabriquées
en PVC, d’épaisseur 1 cm, ont été conçues. Un schéma de la forme générale de ces pièces
est présenté sur la Figure 2.8. Elles comportent des trous internes de diamètres ϕ1 =
2.9 ± 0.1mm, ϕ2 = 3.5 ± 0.1mm et ϕ3 = 4.0 ± 0.1mm, respectivement. Comme ces
diamètres sont proches de la longueur capillaire, des effets de mouillage importants du
jet de sortie peuvent se produire [32]. Bien que non problématiques pour interpréter nos
résultats, ces effets ont été expliqués en détail dans le Chapitre 1. Les buses utilisées pour
les expériences stationnaires sont identiques, avec l’ajout d’un diamètre ϕ0 = 2.65±0.1mm
plus petit.

Dans les expériences de vidange avec couvercle du Chapitre 5, nous avons constaté,
lors de tests d’étanchéité, que pour des diamètres ϕ proches de la longueur capillaire
ℓc =

√
2σ/ρlg ≈ 3.4mm, la tension de surface a un effet de blocage sur l’écoulement.

Comme nous voulons nous affranchir au maximum de l’influence de la tension de surface sur
l’écoulement de vidange, les deux buses cylindriques utilisées présentent des trous internes
de diamètres nettement supérieurs à ℓc, soit Φ1 = 12.7 ± 0.1mm et Φ2 = 19.8 ± 0.1mm,
pour respecter Φ > 1.9ℓc [22] où 1.9ℓc est le seuil en dessous duquel le temps de vidange
dans un tube diverge [120].

2.3.6 Système de contrôle de niveau

Dans le montage stationnaire, une pompe permet l’acheminement de l’eau collectée dans le
bac de réception vers la cuve. Dotée d’un débit maximal de 15 L/min, celui-ci est réduit à
12 L/min en raison des pertes de charge à une hauteur de 1 m (correspondant à la hauteur
de ré-injection).

Notre dispositif expérimental utilise un système de recirculation de l’eau, piloté par
une vanne proportionnelle. Cette vanne est contrôlée sous Labview par une commande
PID asservie sur la mesure de la masse du bac de réception. Ceci permet de maintenir
l’équilibre des débits entrant et sortant.

Le choix d’une vanne adaptée est essentiel pour garantir le bon fonctionnement de notre
système. Sa sélection repose sur le calcul de pertes de charges qui doivent être supérieures
à 25% des pertes de charges totales du système.

Les fluctuations de masses sont suivies en temps réel pendant toute la durée de l’ex-
périence. Une fois l’état stationnaire atteint, les fluctuations enregistrées sont en moyenne
de ±1.5 g.

Pendant la durée de l’expérience, de l’ordre d’une dizaine d’heures, une perte de niveau
d’eau globale a été constatée. Cette perte, liée aux projections d’eau et à l’évaporation,
est évaluée entre 1 à 2 mm par jour. Nous réajustons donc régulièrement le niveau d’eau
pendant l’expérience.
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Données lissées
Données brutes

a. b.

Figure 2.9 : Évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps (a) et de la vitesse de vidange
en fonction de la hauteur d’eau (b) pour une rotation de 2 tours/min et la section ϕ1. Les données
brutes sont représentées en gris. Les données lissées sont représentées en noir.

2.4 Techniques de mesures

2.4.1 Balance de précision

Les données collectées par la balance de précision OHAUS Ranger 7000 nous permettent
de déterminer l’évolution de la hauteur d’eau moyenne restant dans la cuve H(t) = H0 −
m(t)/ρπR2 = 1

πR2

´ R
0 h(r, t)2πrdr, où h(r, t) est le profil radial de l’interface à l’instant

t. La balance utilisée ici se distingue par sa précision de 0.5 g et une capacité de mesure
pouvant atteindre 35 kg. Pour contextualiser cette précision, notons qu’une couche d’eau
de 1 millimètre d’épaisseur dans notre cuve a une masse d’environ 70 g. La précision sur
δH(t) est donc de l’ordre du micromètre. Aucune correction d’inertie n’est nécessaire pour
les mesures de poids, car l’équilibre des forces est centré sur l’axe Oz. Nous avons procédé
à une mesure expérimentale de la dérive de la balance. Cette mesure a été effectuée avec et
sans rotation pour contrôler l’absence d’effets inertiels. Pour une masse initiale de 22.6 kg,
sur une durée équivalente à la plus longue expérience réalisée, la dérive est de 3.5 g, ce qui
équivaut à un écart négligeable de 0.015%.

Notre balance est aussi utilisée pour calculer la vitesse de vidange vQ à partir du débit
Q = ṁ/ρ, telle que vQ = Q/π(Φ/2)2. Dans les expériences de vidanges instationnaires sans
couvercle du Chapitre 4, nous calculons la dérivée analytique de m(t) avec une interpolation
polynomiale glissante de Savitzky-Golay de m(t) sur 8 points de mesures [94], ce qui est
bien inférieur au nombre de points de mesures totaux lors d’une acquisition qui est de
l’ordre de 103 points. La statistique de mesure est donc suffisante pour réaliser ce lissage.
Un exemple de courbes de hauteur et de vitesse obtenues avant et après lissage est présenté
en Figures 2.9a et b. Dans les expériences de vidanges instationnaires avec couvercle du
Chapitre 5, nous utilisons les données brutes non lissées, car la statistique de mesure est
insuffisante et les phénomènes physiques sont trop rapides pour réaliser le lissage. Ce lissage
nous permet aussi d’évaluer a posteriori la précision temporelle de notre balance, qui n’est
pas référencée dans la notice d’utilisation. En effet, la balance renvoie les informations au
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PC en continu via une connexion RS-232 à une vitesse de 9600 Bauds. Dans notre cas,
cette vitesse correspond à un temps caractéristique de transmission de l’ordre de 10ms.
D’un autre côté, elle affiche un temps de stabilisation de 2 s en réponse à un échelon de
masse. Lorsque le poids est modifié en continu, la précision temporelle de la balance est
donc comprise entre le temps de transmission de l’information de l’ordre de 10 ms et le
temps de stabilisation de 2 s. En supposant que les écarts de mesures entre les données
lissées et les données brutes sont principalement dues à l’erreur temporelle de la balance,
nous pouvons évaluer un temps de réponse moyen de l’ordre de 100 ms.

Dans le cadre de l’étude de vidange en régime stationnaire du Chapitre 3, deux mé-
thodes de mesures du débit ont été utilisées. La première, classique, consiste à utiliser un
débitmètre de la gamme LIQUI-VIEW Base dont la plage de mesure est comprise entre
0.5 et 10 L.min−1, avec une précision de l’ordre de ±0.1 L.min−1. Le débit dans le cas de
l’étude à niveau constant est compris entre 0.45 et 1 L.min−1. Le débitmètre n’est donc
pas adapté, car il possède une précision trop grossière. Nous avons donc choisi d’utiliser
de nouveau la balance pour mesurer le débit de vidange. Pour effectuer la mesure, nous
fermons la vanne proportionnelle et arrêtons le système de contrôle. Ceci nous permet de
mesurer les variations de masses pendant plusieurs dizaines de secondes. Pendant ce court
laps de temps, le niveau de la cuve a légèrement changé (avec une variation comprise entre
0.5 et 2 mm de hauteur d’eau).

Pour évaluer le débit de vidange au moment t = 0 s, nous utilisons l’approximation
d’une évolution linéaire du débit avec le temps. Cette approximation est notamment vérifiée
dans le cas sans rotation, comme le modélise la loi de Torricelli, mais également en présence
d’un vortex lorsque les couches limites sont établies (cf. Chapitre 3). Par conséquent, nous
pouvons effectuer un ajustement linéaire de la racine de la masse

√
m(t)−

√
m(t = 0) ≈

a0t, ce qui nous permet d’obtenir le débit initial recherché Q(t = 0) = 2a0
√
m(t = 0)/ρ.

Pour un ajustement réalisé à partir d’une trentaine de points, l’écart type sur le coefficient
a0 est estimé à 0.5%.

2.4.2 Dispositif de Vélocimétrie par Images de Particules (PIV)

La Vélocimétrie par Images de Particules (PIV) est une méthode de mesure quantitative
des champs de vitesse dans les écoulements fluides. Nous effectuons ici une PIV standard
2D2C (deux directions et deux composantes de vitesses) avec une nappe laser dans le plan
horizontal. Une caméra placée en vue de dessus prend des images successives des particules
d’ensemencement éclairées par la nappe laser.

Le plan laser est généré par un laser MAGNUM SP de longueur d’onde 670 nm, équipé
d’une lentille cylindrique et d’un miroir. Le plan d’étude est fixé à une hauteur de 1.5 cm
au-dessus du fond de la cuve. Cette hauteur a été choisie pour être suffisamment à l’écart
des couches limites (en l’occurrence, l’épaisseur des couches limites d’Ekman δ =

√
ν/Ω ≤

2.2mm) tout en assurant une acquisition des données pendant une durée significative de
la vidange. De plus, cette hauteur est compatible avec les acquisitions de l’étude présentée
dans le Chapitre 3, qui, en raison de spécificités géométriques du système de ré-injection,
ne peuvent pas être réalisées à une hauteur inférieure.

Nous avons utilisé des particules Sphericel©, dont la dimension caractéristique est
d’environ dix micromètres. Il s’agit de micro-billes de verre borosilicaté, creuses et de
forme sphérique, dont la densité de 1.1 g cm−3 est proche de celle de l’eau afin de réduire
à la fois le phénomène de sédimentation et d’éviter les effets de flottabilité. Ces billes,
recouvertes d’un revêtement réfléchissant, sont présentes en quantités minimes (environ 2 g
pour 25L d’eau). Leur présence affecte sensiblement la tension de surface globale dont la
moyenne sans particule vaut 55.7± 1mN/m et augmente de 4mN/m en leur présence.
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Zo

Zo

Zone de déformation importante
liée à l'interface

Vue de pro�il 
de la déformation
correspondante

Figure 2.10 : Exemple d’image PIV obtenue. La zone de déformation est entourée en rouge et
l’insert montre la photographie de la vue de profil de l’interface associée.
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Figure 2.11 : Champs de vitesses moyen (a) et dépendance radiale de la vitesse azimutale uθ(r)
(b). Les données expérimentales proviennent des mesures PIV pour Ω = 5 tours/min, ϕ1 et à
t = 2000 s. L’ajustement du modèle de Rankine, uθ = Γ/2πr avec Γ = 7.4 × 10−3 m2.s−1, est
donné en trait continu orange. La zone grise correspond à la zone pour laquelle l’interface déformée
empêche des mesures correctes de la vitesse azimutale.

Néanmoins, la tension de surface locale peut être davantage affectée par ces particules.
En effet, lorsqu’un tourbillon est présent, les particules ont tendance à se concentrer là
où l’interface se déforme, ce qui engendre une concentration de particules très élevée dans
cette zone. Cependant, nous avons constaté que pour une expérience typique de vidange
instationnaire dont la durée est d’environ 30min, cet effet est négligeable. Pour le régime
de vidange stationnaire, où le niveau d’eau est gardé constant, cet effet sera nettement plus
perceptible lors de nos expériences dont la durée est comprise entre 10 et 12 heures. Nous
discuterons de cet aspect plus en détail dans la partie dédiée à l’étude de la reproductibilité
du cas stationnaire (cf. Section 2.6.3). La caméra JAI GO-5000M-USB d’acquisition utilisée
ici possède une résolution de 2560× 2048 pixels et prend les images à une fréquence d’ac-
quisition ajustable entre 20 et 60 images/seconde. Lors de nos expériences, cette fréquence
est modifiée en fonction de l’intensité du vortex et donc de la rotation de la plateforme. Un
exemple d’images obtenues est présenté dans la Figure 2.11. Lorsque l’interface se déforme
fortement, une partie du champ devient inaccessible.

Les champs de vitesses sont calculés, à partir des images de particules, avec PIVlab
[105], un logiciel de vélocimétrie développé sous MATLAB. Ce logiciel utilise un algorithme
de corrélation implémenté dans le domaine spectral, ce qui permet un gain de temps si-
gnificatif pour post-traiter les données. Les images sont divisées en fenêtres d’interrogation
de tailles multiples de 16 pixels. L’algorithme calcule la corrélation entre les intensités
des pixels des images successives pour déterminer le déplacement des particules dans cette
zone. Plusieurs passes avec des fenêtres de tailles décroissantes peuvent être effectuées, per-
mettant à l’algorithme de converger vers le champ de vitesse final à partir d’une condition
initiale correctement estimée en tous points de la grille initiale. Dans notre cas, nous avons
utilisé une fenêtre de 64 pixels (avec un recouvrement de 32 pixels) suivie d’une fenêtre
de 32 pixels (avec un recouvrement de 16 pixels). La résolution spatiale est alors comprise
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Figure 2.12 : Exemple de photographie de l’interface et de profil correspondant obtenu (en rouge).

entre 1 et 2 mm. Une fois le champ de vitesse obtenu, les vecteurs incorrects sont filtrés
par la méthode de Westerweel et Scarano [114] implémentée dans PIVlab. Si un vecteur
est identifié comme incorrect, il est remplacé par la moyenne des vecteurs de ses voisins les
plus proches. Ces données sont ensuite exportées dans un format MATLAB.

Les 10 champs successifs obtenus sont ensuite moyennés. Un exemple de champ moyen
est présenté sur la Figure 2.11a. L’évolution radiale de la vitesse azimutale uθ est obtenue
en utilisant l’axisymétrie de l’expérience et en moyennant le champ de vitesses suivant
l’angle θ. Un exemple de courbe est donné à la Figure 2.11b. L’erreur sur la vitesse en

r = ri est estimée à partir de l’écart-type σuθ(ri) =
√

1
N

∑N
i=1(uθ(ri)− ūθ(ri))2, où N est

le nombre de points de mesure, ūθ(ri) est la moyenne des valeurs de la variable uθ à la
distance r = ri. Nous constatons une décroissance globale (excepté en proche paroi) de
l’erreur en fonction du rayon r car le nombre de points est croissant avec le rayon.

Enfin, la circulation du vortex est obtenue par l’ajustement de la vitesse azimutale avec
le modèle de Rankine uθ(r) = Γ/2πr dans la zone où le modèle de Rankine est vérifiée
(entre 2.2 et 5 cm dans l’exemple présenté Figure 2.11b). Ainsi, la zone hors mesure liée
à la déformation de l’interface n’affecte pas notre analyse, car la circulation du vortex est
estimée en dehors de cette zone.

2.4.3 Acquisition du profil de l’interface

Une webcam Logitech BRIO 4K montée sur un banc de translation est utilisée pour visua-
liser le profil radial de l’interface. Le banc de translation, haut de 40 cm, déplace vertica-
lement la webcam, ce qui nous permet de suivre l’évolution de la surface libre sans avoir à
tenir compte des variations d’angle de vue de la caméra.

Ce suivi est rendu possible par un asservissement sur la masse mesurée qui est pro-
portionnelle à la hauteur d’eau dans la cuve. Nous pouvons ainsi adapter la commande de
l’alimentation du moteur (via un relais) qui assure la translation du banc et, par consé-
quent, déplacer la caméra. Les profils de l’interface sont bien visibles sur les photographies
tant que l’interface ne plonge pas dans la section de vidange (régime supercritique). En
effet, une fois que l’interface se creuse jusqu’à la section, le fond sombre, choisi pour le bon
contraste des mesures PIV, empêche une bonne visualisation de la forme de l’interface.
Pour effectuer le post-traitement des images, nous utilisons des fonctions de détection de
contours disponibles dans MATLAB. La précision obtenue est de l’ordre de la taille du
pixel, soit environ ±0.1mm. Un exemple de contour obtenu à partir d’une image est donné
à la Figure 2.12.
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Figure 2.13 : Spectre sonore basse fréquence en fonction du temps dans le cas Ω = 0 tours/min
et Φ = Φ1. La fréquence fondamentale et ses harmoniques sont marqués par des points. Le spectre
est obtenu grâce à la transformée de Fourier glissante du signal.

2.4.4 Enregistrement audio

En parallèle, dans les expériences instationnaires avec couvercle (cas de la bouteille d’eau
idéale), la webcam enregistre en continu le son à une fréquence d’échantillonnage de 48 kHz.

Sans vortex, la bouteille d’eau se vide par un régime intermittent qui alterne entre
phase d’écoulement et génération de bulles. Ce régime peut aussi être présent lorsque la
cuve tourne. Le son caractéristique produit (le « glouglou ») est facilement identifiable.
La fréquence d’apparition de ces bulles est de l’ordre de 1 à 2 Hz. Nous effectuons la
transformée de Fourier glissante du signal avec des fenêtres de 20 s et un pas de 2 s. Un
exemple de spectre aux basses fréquences (entre 0 et 10Hz) est donné à la Figure 2.13. Nous
localisons ensuite les pics d’intensité du signal, provenant de la fréquence fondamentale et
des deux premières harmoniques.

2.5 Protocole expérimental

2.5.1 Propriétés des fluides

L’eau utilisée est traitée au chlore afin d’éviter toute contamination biologique et est régu-
lièrement renouvelée. Lors des nouvelles mises en eau de l’expérience, un temps de repos
d’au minimum 12 heures est respecté, ce qui nous permet d’obtenir de l’eau à la tempé-
rature ambiante Ta = 19± 1◦ C et partiellement dégazée. Les fluctuations de température
ambiante sont mesurées quotidiennement et ne dépassent pas ±1◦ C. L’air est à la pression
atmosphérique Pa.

L’air ambiant et l’eau chlorée ont une densité spécifique ρg = 1.2 kg m−3 et ρl =
998 kg m−3, respectivement. L’eau chlorée a une viscosité cinématique ν = (1.03± 0.02)×
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a. b.

Figure 2.14 : a. Évolution temporelle du profil radial de la vitesse azimutale obtenue par PIV
après un incrément de rotation de 2.5 à 3 tour/min. La colorimétrie représente le temps écoulé
depuis la modification de la vitesse de rotation de la plateforme. Le modèle de Rankine est tracé
en pointillés noirs. Le modèle de Foster est indiqué en trait plein noir. L’épaisseur de la couche
limite est représentée par la zone grisée. b. Évolution de la circulation correspondante obtenue en
r = 7 cm en fonction du temps.

10−6 m2 s−1 et une tension superficielle σ mesurée expérimentalement avec une précision
de ±1mN m−1. La tension superficielle vaut en moyenne 58mN m−1 et est mesurée quo-
tidiennement à l’aide d’un tensiomètre numérique à plaque de Wilhelmy de la gamme
DCA-Gilbertini. L’écart moyen des valeurs de tension de surface mesurées est de l’ordre
de ±3mN m−1 lorsqu’il est évalué séparément pour les mesures avec et sans utilisation de
poudre PIV.

2.5.2 Expériences instationnaires

La vidange s’effectue à partir d’un état initial contrôlé. Dans un premier temps, la cuve est
remplie à une hauteur d’eau H0 = 371.5±1mm. Nous appliquons un temps de stabilisation
d’une heure qui permet de garantir une rotation solide du fluide à l’état initial. Ce temps a
été déterminé par des observations expérimentales lors d’une étude PIV préliminaire sur un
réservoir rotatif sans déclenchement de vidange. Le temps de mise en rotation théorique,
aussi appelé temps de « spin-up », est défini par Greenspan [38] comme Ts =

√
H2

0/νΩ. Ce
temps caractéristique reste applicable lorsqu’une surface libre est présente [19, 118]. Dans
notre expérience, il varie de 360 à 800 secondes, ce qui est nettement inférieur au temps
de stabilisation de notre protocole.

La déformation parabolique de l’interface à t = 0 s, causée par la rotation de la plate-
forme, est d’ordre Ω2R2/4g. Dans notre expérience, les vitesses de rotation sont faibles et
cette amplitude reste inférieure à 0.6 mm. La déformation initiale de l’interface n’a donc
aucun effet mesurable sur la vitesse de vidange et peut être négligée.

Après l’établissement de l’état initial, le processus de vidange est déclenché par l’ouver-
ture d’une trappe télécommandée. Tout au long de l’expérience, un programme Labview,
spécifiquement conçu pendant la thèse, assure la gestion simultanée de l’acquisition des
données, du contrôle des instruments de mesure et des équipements, ainsi que de l’éclai-
rage.
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La balance de précision, intégrée dans ce système, effectue une mesure de masse toutes
les deux secondes.

L’acquisition de données par Particle Image Velocimetry (PIV) est réalisée sur deux
échelles de temps distinctes. Nous prenons en effet une série de onze images successives
toutes les dix secondes. Nous obtenons ainsi un champ de vitesse moyenné à partir des 10
champs successifs toutes les 10 s. En raison des contraintes liées au stockage des images,
l’acquisition n’est pas continue, mais l’intervalle choisi permet d’observer l’évolution lente
du champ de vitesse, sur la durée totale d’une expérience de vidange instationnaire (de
l’ordre de 30 min).

Au cours des 10 secondes qui séparent deux acquisitions PIV, la caméra de profil
filme l’interface. En parallèle, les données de masse fournies par la balance sont utilisées
pour synchroniser la position de la caméra sur le banc de translation avec la descente de
l’interface.

Une gestion automatique de l’alimentation d’un panneau LED est activée pendant
toute la durée de l’expérience. Ceci nous permet à la fois une bonne visualisation de la
déformation de l’interface par ombroscopie grâce à la vidéo de la caméra de profil (éclairage
allumé), mais également d’obtenir la pénombre nécessaire pour la visualisation dans le plan
laser lorsque les mesures PIV sont en cours (éclairage éteint).

Dans les expériences du Chapitre 5, nous enregistrons avec la webcam le son émis par
l’écoulement.

Enfin, il est courant d’observer à la fin de la vidange d’un réservoir un régime de
goutte-à-goutte qui n’est pas le sujet de cette thèse. Nous avons choisi de définir le temps
de vidange comme étant le temps au bout duquel 99% du volume d’eau initial a été vidé.
Ceci correspond à une hauteur d’eau dans la cuve de 3.7 mm, pour laquelle le régime de
goutte-à-goutte n’est pas encore atteint.

2.5.3 Expériences stationnaires

L’état initial des expériences stationnaires est réalisé sans rotation et avec une vidange
déclenchée. Nous commençons par fixer une hauteur d’eau consigne pour chaque série
de mesures. Cette hauteur est choisie dans une plage comprise de 11 à 38 cm, avec une
précision de ±1mm correspondant à l’épaisseur du ménisque. Pour rappel, la masse d’eau
dans la cuve étant initialement de plus de 25 kg, il serait compliqué d’effectuer un simple
transvasement après une pesée initiale (en raison de l’encombrement et du poids du volume
d’eau). Une fois que le niveau d’eau est stabilisé, nous respectons un temps de repos de
20 minutes. Une photographie de l’interface est prise comme repère pour la suite. La caméra
de profil reste à la même position pendant toute la série de mesures, ce qui nous permet
d’estimer et de compenser la quantité d’eau perdue par la cuve sans avoir besoin d’arrêter
la plateforme. Un à deux arrêts de la plateforme peuvent cependant être nécessaires lors des
séries de mesures avec PIV pour re-mélanger les particules dans le fluide, lorsque les images
PIV présentent une décroissance du nombre de particules dans le plan d’observation.

Une fois l’état initial atteint, nous effectuons les premières mesures sans rotation. En
fonction du type de protocole (avec ou sans PIV), deux mesures de champs PIV moyennés
peuvent être réalisées à partir de deux séries de 11 images successives.

Puis, le système de contrôle de niveau est arrêté et la vanne proportionnelle est fermée
pendant plusieurs dizaines de secondes. Des mesures de masse sont réalisées toutes les 2 s,
ce qui permet de déduire le débit de vidange.

Enfin, le système de contrôle de niveau est remis en fonctionnement et la rotation de
la plateforme est activée. Initialement fixée à 2 tours/min, la valeur de rotation est ensuite
augmentée par pas de 0.5 tours/min, jusqu’à atteindre 10 tours/min. Les photographies de
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l’interface, les mesures PIV et les mesures de débit sont toujours effectuées dans cet ordre,
car la mesure du débit perturbe légèrement l’état stationnaire. Des vidéos de l’interface
sont réalisées lorsqu’une instabilité d’arrachement de bulles est constatée.

Après chaque incrément de rotation, un temps de repos de 20 min est respecté avant
d’effectuer les mesures. Ce temps, qui est supérieur au temps de « spin-up » Ts =

√
H2

0/νΩ
de notre expérience (dont le maximum est estimé à 800 s), a été déterminé lors d’expériences
de référence.

Lors de ces expériences, le régime transitoire du vortex est étudié par mesure PIV
immédiatement après un incrément de rotation. Comme dans l’étude instationnaire, ces
champs PIV moyens sont alors obtenus à partir de 11 images successives (10 champs
de vitesse) prises toutes les 10 s. Un exemple d’évolution temporelle du profil de vitesse
azimutale uθ(r) obtenue est présentée sur la Figure 2.14a. La colorimétrie des courbes
évolue du bleu pour les premiers instants au rouge pour le maximum de temps enregistré. La
circulation correspondante, calculée en r = 7 cm, est représentée sur la Figure 2.14b. Dans
cet exemple, nous avons augmenté la rotation de la plateforme de 2.5 à 3 tours/minute.
Comme la caméra PIV est placée dans le référentiel en rotation, il est normal d’observer
une circulation négative en début d’expérience, juste après le changement de vitesse de
rotation (cf. Figure 2.14b). Nous observons que les courbes sont confondues au-delà de 20
minutes d’expérience et que la circulation associée converge vers sa valeur stationnaire.
Le vortex a donc atteint son régime permanent et la vitesse azimutale converge vers celle
prédite par le modèle de Foster [33] (ligne noire continue sur la Figure 2.14b). Ce modèle,
expliqué dans le Chapitre 3, est établi à partir du modèle de Rankine uθ(r) = Γ/2πr
présenté à titre comparatif en pointillés. Il prend notamment en compte les effets liés aux
couches limites de Stewartson, d’épaisseur E

1/4
k R ≈ 1.6 cm.

2.6 Reproductibilité

2.6.1 Vidange instationnaire sans couvercle

Nous montrons ici un exemple de reproductibilité obtenue dans le cadre de l’étude insta-
tionnaire sans couvercle. L’expérience reproduite a été réalisée avec une section de diamètre
ϕ = 3.5± 0.1mm et une rotation de 5 tours/min. Les résultats présentés en Figures 2.15a
et b montrent respectivement l’évolution de la hauteur d’eau avec le temps et l’évolution
de la vitesse de vidange en fonction de la hauteur d’eau adimensionnée. Nous présentons
un exemple constitué de deux expériences équivalentes. Pour la hauteur d’eau, l’écart-type
médian vaut 0.5mm. Pour la vitesse de vidange, l’écart-type médian vaut 0.01m/s, ce
qui est équivalent aux fluctuations de mesures. Nous avons également effectué le post-
traitement des données PIV et déduit la circulation du vortex pour les deux expériences,
qui est présentée à la Figure 2.16. L’évolution de la circulation est, elle aussi, parfaitement
reproductible avec un écart-type relatif médian d’environ 1%.

2.6.2 Vidange instationnaire avec couvercle

Nous présentons ici un exemple de reproductibilité réalisée dans les expériences instation-
naires avec couvercle, cf. Chapitre 5. Nous montrons la reproductibilité du cas sans rotation
qui présente un régime de bulles non interrompu pendant toute la vidange du récipient et
permet donc d’étudier la reproductibilité en fréquence (cf. Figure 2.17). Sur les trois tests
réalisés, nous remarquons que l’évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps peut
présenter un écart cumulé (courbe noire) par rapport aux deux autres courbes (rouge et
bleue). L’écart-type médian est alors de 5mm, ce qui semble élevé, mais n’entraîne qu’un
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a.                                                                    b.

Figure 2.15 : Évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps (a) et de la vitesse de vidange
en fonction de la hauteur d’eau H/H0 (b) (adimensionnée par la hauteur d’eau initiale). Nous
avons choisi ici ϕ = ϕ2 et une vitesse de rotation de 5 tours/min. Deux expériences équivalentes
sont ici représentées en rouge et en noir.

Figure 2.16 : évolution de la circulation en fonction de la hauteur d’eau H/H0 (adimensionnée par
la hauteur d’eau initiale). Nous avons choisi ici ϕ = ϕ2 et une vitesse de rotation de 5 tours/min.
Deux expériences équivalentes sont ici représentées en rouge et en noir.

écart de 23 s en termes de temps de vidange, soit 3% du temps de vidange moyen. De
plus, la représentation de la vitesse et de la fréquence d’apparition des bulles en fonction
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de la hauteur d’eau permet de "recadrer" ces grandeurs, et donc d’obtenir une bonne
reproductibilité, avec des écarts de l’ordre des fluctuations de mesures.

a.                                                                                 b.

c.

Figure 2.17 : évolution de la hauteur d’eau au cours du temps (a), de la vitesse de vidange (b)
et de la fréquence d’apparition des bulles en fonction de la hauteur d’eau adimensionnée H/H0

(c). Nous avons choisi ici Φ = Φ1 et une vitesse de rotation de 0 tours/min. Trois expériences
équivalentes sont ici représentées en rouge, noire et bleue.

2.6.3 Vidange stationnaire

Dans les expériences en régime stationnaire, la reproductibilité est évaluée pour les me-
sures effectuées avec et sans la poudre PIV. Ces mesures de débit sont présentées à la
Figure 2.18a-b. En l’absence de poudre PIV, les débits mesurés présentent une bonne re-
productibilité dont l’écart est compris de 0.2 à 3%. En revanche, les mesures réalisées avec
la poudre PIV sont moins fiables. En effet, il est difficile d’obtenir un état de l’eau équi-
valent pour ces mesures. De plus, la stagnation des particules PIV à l’interface entraîne
une modification significative de la tension de surface locale, ce qui affecte le débit mesuré.
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a. b.

c.

Figure 2.18 : Débits en fonction de la vitesse de rotation Ω, les mesures sans PIV sont indiquées
en noires et les mesures avec PIV sont indiquées en rouges, les sections ont un diamètre (a) ϕ0 et
(b) ϕ1.(c) Circulation en fonction de la rotation Ω pour ϕ1 et H = 23 cm. La circulation est ici
obtenue grâce aux mesures PIV, les mesures qui sont réalisées en doublon sont présentées en gris
et en noir.
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Le phénomène d’arrachement de bulles est également sensible à ce changement d’agglo-
mération locale de particules d’ensemencement. Nous avons observé que l’arrachement de
bulles peut survenir à des vitesses de rotation Ω décalées au maximum d’un incrément de
0.5 tours/min lors des expériences menées en doublon, avec et sans PIV. De plus, l’aspect
des bulles change : elles apparaissent plus allongées et grisâtres, car l’interface est chargée
en particules, contrairement à leur forme sphérique en l’absence de poudre PIV.

La Figure 2.18c montre l’évolution de la circulation pour la même expérience réalisée
en doublon avec des mesures PIV. Les évolutions de la circulation sont identiques tant que
les débits mesurés sont identiques, ces deux grandeurs physiques, circulation et débit, étant
liées. L’écart relatif médian sur le débit et la circulation est alors compris de 0.03 à 4%.
Lorsque les débits diffèrent, l’écart sur la circulation et le débit s’accroît (de 4 à 9% pour
les vitesses de rotation les plus élevées). Ce constat nous a amené à réaliser une partie des
expériences stationnaires en doublon avec et sans poudre PIV.
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CHAPITRE 3
Vidange tourbillonnaire en régime

permanent
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Chapitre 3. Vidange tourbillonnaire en régime permanent

3.1 Introduction

Le tourbillon de vidange est, contrairement à sa dénomination, souvent étudié dans un
système où le niveau d’eau est gardé constant. Dans un contexte industriel, où l’apparition
de tourbillon n’est souvent pas désirée, le fluide est mis en recirculation au lieu d’être vi-
dangé [51]. Dans un contexte plus académique, le maintien de la hauteur d’eau permet de
produire un vortex permanent bien contrôlé [4]. Nous présentons ici les caractéristiques de
l’écoulement de vidange tourbillonnaire en régime permanent. Nous abordons dans un pre-
mier temps la structure caractéristique de l’écoulement. Puis, nous discutons de la vitesse
de vidange en présence d’un vortex et enfin, nous étudions l’instabilité d’arrachement de
bulles à la pointe du cœur gazeux, qui représente un problème dans de nombreux dispositifs
industriels.

3.2 Structure de l’écoulement de la vidange tourbillonnaire

En 2006, Andersen [4] propose une description complète et qualitative de la structure de
l’écoulement dans le cas stationnaire, qu’il est possible de visualiser sur la Figure 3.1.
Aux bords périphériques de la cuve, l’écoulement est dirigé vers le bas dans les couches
limites de Stewartson [101, 99, 100]. Le fluide s’écoule ensuite radialement dans les couches
limites d’Ekman, qui se développent au fond de la cuve. Une partie du fluide est pompé
verticalement le long de lignes de courant qui s’enroulent en spirales, comme illustré en
Figure 3.3. Une large fraction du fluide vidangé s’écoule par les couches limites. La fraction
complémentaire est prélevée au voisinage de l’interface et s’écoule à travers un tube de
vidange centré sur l’axe jusqu’à la buse.

Yukimoto [119] a montré que cette description de l’écoulement était valable tant que
le nombre de Rossby Ro∗ = U∗/ΩR, pour une vitesse caractéristique de l’écoulement :

U∗ =
Q

2πH

√
Ω

ν
, (3.1)

vérifiait Ro∗ < 0.88R/h(R). Lorsque Ro∗ > 0.88R/h(R), l’écoulement radial est plus
important en dehors des couches limites. Dans nos expériences, 0.04 ≤ Ro∗ ≤ 0.2, soit
Ro∗ ≤ 0.35R/h(R) et la structure de l’écoulement doit suivre la description proposée par
Andersen.

Nous donnons ici une description des modèles des couches limites d’Ekman et de Ste-
wartson, lorsque de plus Ro∗ ≪ 1 et lorsque le nombre d’Ekman Ek = ν/ΩR2 vérifie
Ek ≪ 1. Dans nos expériences, nous vérifions cette dernière condition avec 4.7 × 10−5 ≤
Ek ≤ 2.3× 10−4.

Pour rappel, les équations de Naviers-Stokes stationnaires dans un référentiel en rota-
tion à la vitesse Ω s’écrivent :

(u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u− 2Ω× u (3.2)

∇ · u = 0 (3.3)

3.2.1 La couche limite de Stewartson

La couche limite de Stewartson est composée de deux zones, la plus proche de la paroi
d’épaisseur R × Ek1/3 ≈ 5 à 9 mm et la seconde d’épaisseur R × Ek1/4 ≈ 1.2 à 1.8 cm,
avec R le rayon de la cuve. En supposant un faible nombre de Rossby, Foster [33] propose
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Figure 3.1 : Schéma de la structure de l’écoulement de la vidange tourbillonnaire. Les couches
limites de Stewartson sont représentées en vert, les couches limites d’Ekman et le phénomène de
pompage associé en rouge, le tube de vidange en bleu.

de raccorder la solution potentielle du vortex de Rankine à un modèle visqueux pour le
cœur du tourbillon et à la vitesse établie dans la couche limite externe de Stewartson. La
modélisation du cœur du vortex n’est pas applicable pour nos conditions expérimentales,
car elle exclut, par exemple, les cas où l’interface est déformée. Le raccordement avec la
vitesse établie dans la couche limite est quant à lui tout à fait applicable. Dans la couche
limite d’épaisseur R×Ek1/4, Foster suppose l’équilibre entre la force de Coriolis et la force
visqueuse et simplifie l’équation de Navier-Stokes azimutale en :

ν
∂2uθ
∂z2

= 2Ωur (3.4)

En prenant en compte l’expression du débit d’Ekman transféré dans les couches limites, il
obtient pour la vitesse azimutale :

uθ(r) =
vQ(ϕ/2)

2

√
ν/Ω

1− ec0(r/R−1)

r
(3.5)

avec :

c0 ≡
(
Ek1/2h(R)

R

)−1/2

(3.6)

Comme on peut le voir sur la Figure 3.2, le modèle de Rankine s’écarte notablement des
données expérimentales pour des rayons élevés. Au contraire, le modèle de Foster eq.(3.5)
est en très bon accord avec les données expérimentales, confirmant ainsi que les écarts aux
différents modèles potentiels (déjà visibles aux Figures 1.4 et 1.5) sont attribuables à la
présence de couches limites de Stewartson.

55



Chapitre 3. Vidange tourbillonnaire en régime permanent

Figure 3.2 : Exemple de vitesses azimutales en fonction du rayon. Le modèle de Rankine (poin-
tillés) et le modèle de Foster (trait plein) sont représentés en noir. Les données expérimentales
associées sont en rouges. L’épaisseur de la couche limite est matérialisée par la zone grisée.
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3.2.2 La couche limite d’Ekman et le phénomène de pompage

Au fond de la cuve, les couches limites d’Ekman participent, elles aussi, activement à la
vidange du récipient. Ces dernières sont aussi à l’origine du phénomène de pompage visible
dans l’écoulement. Les équations de Navier-Stokes (3.2) se réduisent à :

0 = ν
∂2ũr
∂z2

+ 2Ω(ũθ − uθ) (3.7)

0 = ν
∂2ũθ
∂z2

− 2Ωũr (3.8)

où (ũr,ũθ,ũz) sont les vitesses dans la couche limite. Avec les conditions aux limites ũr(r, z =
0) = ũθ(r, z = 0) = 0, ũr(r, z) → 0 lorsque z → ∞ et ũθ(r, z) → u0(r) lorsque z → ∞, les
équations ont pour solutions :

ũr(r, z) = −uθ(r)e
−z/δ sin(z/δ) (3.9)

ũθ(r, z) = −uθ(r)
(
1− e−z/δ cos(z/δ)

)
(3.10)

où δ =
√
ν/Ω est l’épaisseur de la couche limite d’Ekman. Enfin, l’équation de conti-

nuité (1.20) et la condition ũz(r, z = 0) = 0 permettent de déduire ũz :

ũz(r, z) =
δ

2r

d(r − uθ(r))

dr

(
1− e−z/δ (sin(z/δ) + cos(z/δ))

)
(3.11)

La vitesse axiale est donc directement proportionnelle à la vorticité, ce qui constitue la
cause sous-jacente du phénomène de pompage d’Ekman observé. Néanmoins, cette relation
ne permet pas de caractériser le comportement du fluide au sein du cœur du vortex, où le
nombre de Rossby local atteint des valeurs non négligeables [4].

Le phénomène de pompage des couches limites d’Ekman est illustré sur la Figure 3.3.
Ces structures sont analogues à celles décrites par Andersen [3]. Nous constatons que
l’efficacité du pompage d’Ekman augmente avec la vitesse de rotation de la plateforme,
entraînant une ascension accrue du colorant, ce qui va dans le sens de la formule établie à
l’équation (3.11).

En supposant un écoulement potentiel dans la cuve, tel que ũθ(r) = Γ/2πr, il est
possible de calculer le débit QE d’eau à travers la couche limite à partir de l’équation (3.9) :

QE = −
ˆ ∞

0
dz 2πr ũr(r) =

Γδ

2
(3.12)

Andersen suppose que le débit traversant les couches limites est approximativement
équivalent au débit de vidange, i.e. Q ≈ QE . Il observe un écart compris entre 5% à 10%
avec ses mesures expérimentales de débit et de circulation.

La Figure 3.4 illustre le rapport entre la vitesse au sein des couches limites d’Ekman,
notée vE , et la vitesse de vidange, notée vQ. Nos observations confirment l’écart de 5−10%
estimé par Andersen pour des hauteurs d’eau relativement faibles. Les meilleurs résultats
étant atteints pour H = 18 cm et pour des vitesses de rotations élevées. Cependant, pour
des profondeurs d’eau plus importantes, la différence entre vE et vQ peut nettement s’ac-
croître, et atteindre jusqu’à 35% pour une vitesse de rotation minimale de 2 tours/minute.
Par ailleurs, le diamètre de la buse ne semble pas exercer une influence significative sur ces
estimations dans la gamme des diamètres que nous avons utilisés.
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Figure 3.3 : Pompage d’Ekman dans le cas stationnaire H = 18 cm et Ω = 2, 5 et 8 tours/min et
ϕ = 3mm. L’injection de colorant est réalisée après un temps de stabilisation de 20 min.
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3.3. Vitesse de l’écoulement pour la vidange tourbillonnaire

Figure 3.4 : Rapport vE/vQ en fonction de la rotation de la plateforme pour différentes hauteurs
et sections dans le cas stationnaire.

3.3 Vitesse de l’écoulement pour la vidange tourbillonnaire

Nous avons vu dans la partie précédente que la structure de l’écoulement est entièrement
modifiée par la présence du tourbillon de vidange. Nous proposons ici de tenir compte des
effets du tourbillon sur la vitesse de vidange. Dans la littérature, cette vitesse est souvent
considérée comme équivalente à celle de Torricelli, c’est le cas, par exemple, dans l’étude
d’Andersen [4], même s’il constate un écart de 15% entre les vitesses mesurées avec et sans
rotation. Dans cette partie, nous montrons que la rotation du réservoir peut nettement
diminuer la vitesse de vidange [17] et nous établissons un modèle permettant d’expliquer
ces écarts.

Il existe différentes classifications de régimes de vidange tourbillonnaire définies en
fonction de la déformation de l’interface [41, 107, 98]. Le régime sous-critique [98] désigne
une vidange pour laquelle la déformation de l’interface n’atteint pas la buse. Au contraire,
le régime est qualifié de super-critique, lorsque le cœur gazeux s’étend jusqu’à la buse.
Nous réécrivons le modèle de la vitesse de vidange pour ces deux régimes particuliers.

3.3.1 Effet de la rotation sur la vitesse de vidange

La Figure 3.5 représente la vitesse de vidange adimensionnée vQ(Ω) = vQ(Ω)/vQ(0) par
la vitesse de vidange en l’absence de rotation, où vQ(Ω) = Q(Ω)/π(ϕ/2)2, pour différents
diamètres de section ϕ, profondeurs d’eau H = h(R) et vitesses de rotation de la plateforme
Ω.

Nous observons une décroissance générale de la vitesse adimensionnée vQ(Ω) avec l’aug-
mentation de Ω (excepté pour Ω < 3 et ϕ = 2.65mm). Cette décroissance est quasi-linéaire
pour les sections de faible diamètre. Pour les sections de plus grand diamètre, la relation
devient non linéaire.
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Figure 3.5 : Vitesse de vidange vQ(Ω) = Q(Ω)/π(ϕ/2)2 adimensionnée par rapport à la vitesse de
vidange en l’absence de rotation, pour divers diamètres de section ϕ, profondeurs d’eau H = h(R)
et vitesses de rotation de la plateforme Ω.

Par ailleurs, nous observons que les vitesses de vidange diminuent davantage en fonction
de la rotation avec un diamètre de section ϕ croissant. Une réduction de la hauteur d’eau
diminue, elle aussi, la vitesse de vidange. Dans chaque cas, l’interface se creuse. En outre,
nous avons remarqué que le ratio entre la profondeur de la déformation de l’interface
et la profondeur d’eau totale (h(R)− h(0)) /h(R) s’accroît lorsque la vitesse de vidange
adimensionnée diminue.

3.3.2 Modèle de vidange à partir de la déformation de l’interface

Nos observations indiquent l’existence d’une relation entre l’apparition de la déformation
de l’interface et la diminution de la vitesse de vidange.

La diminution de la vitesse de vidange vQ par rapport à la valeur habituelle vβT peut
être comprise en examinant les équations du bilan de la quantité de mouvement dans le
référentiel en rotation. En négligeant les effets de la tension superficielle [26], la distribution
de pression p dans le milieu peut être considérée comme hydrostatique.

p(r, z) = p0 + ρg [h(r)− z] , (3.13)

où p0 représente la pression atmosphérique à la surface libre. En suivant les travaux de
Milne-Thomson [68] et d’Andersen [4], les termes visqueux dans l’équation de la quantité
de mouvement peuvent être négligés. Sous l’approximation quasi-statique, l’équation de la
quantité de mouvement intégrée sur l’ensemble du domaine fluide D de surface Sc (voir
Fig. 3.6) se simplifie :

ez

‹

Sc

ρu(udS) = −2πρg

ˆ R

0
h(r)rdr − ez

‹

Sc

pdS (3.14)
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3.3. Vitesse de l’écoulement pour la vidange tourbillonnaire

Figure 3.6 : Dessin schématique du réservoir et du domaine fluide D (en bleu), incluant le volume
d’eau dans le réservoir et le jet contracté à la sortie.

ρv2effseff = 2πρg

ˆ ϕ/2

0
h(r) rdr. (3.15)

Sans déformation de surface, lorsque h(r) = H, la vena contracta devrait correspondre à
seff/s = (ϕeff/ϕ)

2 = 1/2, comme rappelé dans la section 1.2.2. Dans le cas plus général,
avec déformation de surface, la vitesse de vidange prend la forme suivante :

vQ = β

√
4g

(ϕ/2)2

ˆ ϕ/2

0
h (r) rdr (3.16)

Cette équation générale relie la vitesse de vidange à la forme de la surface libre au-
dessus de l’orifice sans nécessiter de modélisation spécifique de la forme de l’interface.
Lorsque la surface libre s’allonge localement en raison du tourbillon, on s’attend donc à ce
que la vitesse de vidange diminue en conséquence.

Les résultats comparatifs entre le modèle (3.16) et les mesures expérimentales pour le
cas ϕ0 = 2.65mm et H = 18 cm sont présentés en termes de débit sur la Figure 3.7. Nous
constatons qu’un ajustement du paramètre β permet de faire correspondre le modèle aux
mesures, avec un écart de 3.5% par rapport à la valeur de β évaluée pour Ω = 0 tours/min.
Comme on le voit sur la Figure 3.7, le modèle (ligne bleue pointillée) s’ajuste parfaite-
ment aux points de mesure (croix rouges) au-delà de l’optimum de vidange (Ω ≥ 2.5
tours/minute). Avant l’optimum en revanche, le modèle (3.16), dans lequel β est supposé
constant, ne permet pas d’expliquer les débits expérimentalement observés. Nous suspec-
tons une modification des effets de mouillage en sortie de la buse avec l’apparition des
effets inertiels, effets qui se traduisent par une modification visible de la forme du jet de
sortie aux petites vitesses de rotation. Ainsi, dans le régime de vidange tourbillonnaire, β
semble n’être effectivement indépendant de Ω qu’au-delà de l’optimum de vidange.

3.3.3 Cas sous-critique

Dans le régime sous-critique, il est possible de modéliser la déformation de l’interface par le
modèle de Hite et Mih en utilisant le rayon de cœur du tourbillon rc comme un paramètre
libre (cf. Chapitre 1). Le rayon du cœur est alors un rayon effectif qui ne nous permet pas
de discriminer les effets de la tension de surface. En utilisant le modèle d’Hite et Mih (1.60),
la vitesse de vidange (3.16) peut s’écrire :
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Chapitre 3. Vidange tourbillonnaire en régime permanent

Figure 3.7 : Débit de vidange en L/min en fonction de la rotation de la plateforme. La courbe en
trait continu noir représente le modèle de Torricelli. Le modèle établi à l’équation (3.16), illustré
en trait continu bleu, est dérivé des profils d’interface observés. Une variante de ce dernier modèle,
avec un paramètre β ajusté, est montrée en trait pointillé bleu. Les points de mesure du débit sont
indiqués en rouge. Le cas représenté est ϕ0 = 2.65mm avec une hauteur H = 18 cm.
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3.3. Vitesse de l’écoulement pour la vidange tourbillonnaire

vQ = β

√√√√ g

(ϕ/2)2

ˆ ϕ/2

0

[
h(R) +

1

2g

(
Γ

2πrm

)2
[

2r2

1 + 2r2
− 2R

2

1 + 2R
2

]]
rdr (3.17)

où r = r/rm et R = R/rm représentent respectivement la coordonnée radiale et le rayon
de la cuve adimensionnés par le rayon du cœur du tourbillon tel que défini par Hite et Mih,
et vQ = Q/π(ϕ/2)2 représente la vitesse moyenne calculée sur l’ensemble de la section de
vidange. Par intégration, nous avons :

vQ = β
√

2gh(R)

[
1− 2f(C)

gh(R)

(
Γ

2πrmC

)2
]1/2

(3.18)

avec C = ϕ/2rc et

f(C) = − C2

2 + 4R
2 +

ln(2C2 + 1)

4
≈ ln(2C2 + 1)

4

Dans l’hypothèse où le fluide vidangé passerait exclusivement par les couches limites, i.e.
Q = Γδ/2, nous avons :

vQ
v⋆βT

= (1 + 4f(C)A2β2)−1/2 (3.19)

avec A = ϕ/2δ et δ =
√
ν/Ω et v⋆βT =

√
2gh(R). Il est à noter que la hauteur moyenne

mesurée expérimentalement est quasiment équivalente à la hauteur au niveau du bord de la
cuve, i.e. H ≈ h(R). L’écart évalué à partir des profils de l’interface mesurés reste inférieur
à 0.03mm et nous pouvons utiliser dans la suite l’approximation suivante v⋆βT ≃ vβT . Nous
supposons ici que le rayon du cœur du tourbillon s’exprime grâce à la formule d’Hite et
Mih, telle que rm = 4

√
ν/γ, avec γ le gradient de vitesse axiale calculé sur l’axe Oz. Nous

supposerons, de plus, que ce gradient de vitesse est linéaire en fonction de z. La validité
de ses hypothèses a déjà été évoquée au Chapitre 1. Nous considérerons que l’expression
du gradient de vitesse axiale peut être ajustée par un paramètre libre B1, dont la valeur
est présumée constante pour toutes les expériences. Le gradient de vitesse axiale s’exprime
alors comme :

γ = B1β

√
2g

h(R)(1 + 4f(C)A2β2)
, (3.20)

et le paramètre C = ϕ/2rm vérifie l’équation :

C
(
1 +A2β2 ln(2C2 + 1)

)−0.25 −
(

2g

h(R)

)0.25 ϕ
√

B1β/ν

8
= 0 (3.21)

La Figure 3.8 présente le rapport Qmodel/Qmes du débit Qmodel prédit par le modèle (3.19)
et du débit mesuré Qmes, pour tous les points de mesures. Les points noirs signifient que le
régime est sous-critique, les points rouges que de l’air est entraîné (arrachement de bulles
ou régime super-critique). Le paramètre B1 = 0.15 est choisi afin de minimiser l’écart
type entre tous les points noirs de la Figure 3.8 pour lesquels Ω ≤ 6 tours/min. Pour les
trois sections, la vitesse modélisée est légèrement plus faible que la vitesse expérimentale,
Qmodel/Qmes ≈ 0.94. Cela traduit une diminution initiale de β par rapport au cas sans
rotation, comme évoqué en fin de section 3.3.2. Sans surprise, le modèle (3.19) cesse de
s’appliquer, pour les deux plus grandes sections de buse, dès que des bulles sont entraînées.
Ce régime s’accompagne d’un changement brusque de l’aspect de l’interface. À l’inverse,
la section la plus petite s’écarte plus doucement du modèle, le changement d’aspect de
l’interface étant moins brutal même en présence d’arrachement de bulles.
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Chapitre 3. Vidange tourbillonnaire en régime permanent

Figure 3.8 : Qmodel/Qmes en fonction de Ω pour tous les points de mesures sans PIV. Les points
noirs représentent les points pour lesquels une déformation sous-critique de l’interface est présente,
les points rouges représentent les expériences pour lesquelles un phénomène d’entraînement d’air
est observé (arrachement de bulles ou régime super-critique). Nous fixons B1 = 0.15.
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3.3. Vitesse de l’écoulement pour la vidange tourbillonnaire

Figure 3.9 : Validité de l’équation (3.26) dans le cadre stationnaire en fonction de la vitesse de
rotation Ω pour deux configurations expérimentales différentes.

3.3.4 Cas super-critique

Le régime super-critique apparaît pour les grandes vitesses de rotation et des sections de
buse plus larges. Dans ce régime, la forme de l’interface est régie par la circulation Γ du
tourbillon [40] :

h(r) = h(R)− Γ2

8π2gr2
, (3.22)

pour ϕg/2 ⩽ r ⩽ R, où ϕg =
√

Γ2/[2π2gh(R)] est le diamètre du noyau gazeux à la sortie.
Ce modèle n’a pas pour objectif de décrire parfaitement la forme de l’interface, qui est un
problème complexe et a fait l’objet de nombreuses études, il sert plutôt d’intermédiaire
pour prédire la vitesse de vidange en fonction des grandeurs caractéristiques du problème
H, Ω, ν, ϕ et β. En injectant ce profil de l’interface (3.22) dans l’équation (3.16), nous
obtenons :

vQ = β

√
4g

(ϕ/2)2

ˆ ϕ/2

ϕg/2

(
h(R)− Γ2

8π2gr2

)
rdr, (3.23)

où la vitesse moyenne vQ est calculée sur l’ensemble de la section de vidange, y compris
le cœur gazeux, et peut donc être directement comparée à la vitesse de vidange mesurée
expérimentalement. L’intégration de l’équation (3.23) donne :

vQ = β
√

2gh(R)

[
1 +

Γ2

2gh(R)π2ϕ2

(
−1 + 2 ln(

Γ√
2gh(R)πϕ

)

)]1/2
. (3.24)
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En considérant que le fluide vidangé passe exclusivement par les couches limites, i.e. Q ≃
Γδ/2 :

A

(
vQ
v⋆T

)2 [
1 +

1

β2A
− 2 ln

(
A1/2 vQ

v⋆T

)]
− 1 = 0, (3.25)

où v⋆T =
√

2gh(R) et A = (ϕ/2δ)2 est un paramètre sans dimension correspondant au
rapport entre le rayon de sortie ϕ/2 et l’épaisseur de la couche limite δ =

√
ν/Ω. En

supposant v⋆T ≈ vT , la solution de l’équation (3.25) s’écrit :

vQ
vβT

=
1

β
√

AW−1(−e−(1+1/β2A))
, (3.26)

où W−1 est le prolongement analytique de la fonction du produit logarithmique. La vitesse
de vidange vQ est donc proportionnelle à la vitesse de Torricelli vβT dans le régime super-
critique, avec un coefficient directeur qui dépend uniquement du paramètre sans dimension
A = Ω(ϕ/2)2/ν = (ϕ/2R)2Ek−1.

En régimes de vidange stationnaire, peu d’expériences présentent un régime super-
critique stabilisé, i.e. sans oscillations du cœur gazeux. Les données expérimentales illus-
trées à la Figure 3.9 montrent la validité de l’équation (3.26) pour deux séries de mesures
distinctes. On constate que pour les valeurs élevées de Ω, un plateau est atteint lorsque
le régime super-critique est stable. Ce comportement confirme la pertinence du modèle
énoncé par l’équation (3.26), avec une erreur d’environ 15% pour les rotations les plus éle-
vées. Ce résultat est à mettre en parallèle avec la validité de la relation d’Andersen entre
les débits, i.e. Q = QE , utilisée ici. Pour les différentes hauteurs d’eau examinées, l’écart
entre le débit de vidange mesuré et le débit théorique associé aux couches limites est d’au
moins 10% (cf. Section 3.2.2) et se répercute sur la validité de l’équation (3.26).

3.4 Instabilité d’arrachement de bulles

L’entraînement de gaz dans les boucles hydrauliques n’est pas un objet d’étude récent,
notamment dans l’industrie nucléaire [57, 6]. Néanmoins, l’étude et la modélisation précise
de ce phénomène reste très présente dans la littérature scientifique actuelle [73, 8] et repré-
sente un défi dans le développement des réacteurs à neutrons rapides refroidis au sodium
(RNR-Na) [59]. Dans ces réacteurs, le caloporteur sodium présente une surface libre en
contact avec un gaz inerte susceptible d’être entraîné dans l’écoulement et de perturber
le fonctionnement des pompes de circulation, voire le réacteur lui-même, en modifiant les
réactions neutroniques [73, 102, 104].

Bien que des recherches aient été menées avec du sodium liquide [6], les contraintes
expérimentales inhérentes à son emploi (température de fusion, réactivité à l’air et à l’eau)
et les similitudes expérimentales réalisables avec un usage de l’eau (pour des nombres de
Reynolds et de Weber équivalents) [54], ont conduit à favoriser l’emploi de l’eau dans la
plupart des études sur le phénomène d’entraînement dans les RNR-Na.

Différents mécanismes d’entraînement gazeux peuvent intervenir lorsqu’un liquide mis
au contact d’une phase gazeuse est aspiré [102]. Le premier mécanisme d’entraînement est
observé pour une interface liquide-gaz perturbée avec, par exemple, une présence d’ondes
interfaciales ou de remous générés par un système de remplissage situé au-dessus de l’in-
terface. Dans de telles conditions, des bulles de gaz peuvent se former dans le liquide à
proximité de l’interface et être entraînées dans l’écoulement par aspiration.

Le deuxième mécanisme d’entraînement se produit dans des conditions de faible hau-
teur d’eau. La zone située au-dessus de l’orifice d’aspiration ou de sortie subit alors une
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dépression significative, déformant l’interface [61] et permettant ainsi au gaz d’être entraîné
dans l’écoulement.

Dans le cas qui nous intéresse ici, un tourbillon se forme dans l’écoulement et génère
une déformation en pointe de l’interface. Des bulles peuvent alors être arrachées de la
pointe et entraînées dans l’écoulement. Si le tourbillon s’intensifie, le régime super-critique
apparaît et entraîne une grande quantité d’air dans l’écoulement. Dans la suite, le terme
entraînement gazeux sera utilisé lorsqu’un arrachement de bulles ou un régime super-
critique sera détecté.

Différentes approches existent pour étudier le phénomène d’arrachement de bulles. La
première, qui est classique en physique, s’appuie sur l’analyse dimensionnelle [6, 23, 18].
Plusieurs études expérimentales établissent alors des cartes et des critères empiriques d’oc-
currence du phénomène, utilisant les grandeurs adimensionnelles qui régissent le problème.
Cependant, ces critères sont très dépendants des géométries des dispositifs expérimentaux
utilisés (cuve cylindrique [6, 72, 71], cuve rectangulaire [77], avec ou sans présence d’obs-
tacle en amont de l’écoulement [73], maquette à l’échelle 1/1.8 du réacteur à neutrons
rapides [54, 107], etc). Dans ces études, la stabilité du tourbillon dépend du système de
recirculation du fluide (avec, par exemple, une injection tangentielle à la paroi en amont
de la zone d’aspiration). Et, l’apparition du tourbillon et de son instabilité sont définies
en fonction d’une durée minimale d’observation de ces phénomènes. Notre dispositif nous
permet ici d’étudier le tourbillon et l’instabilité d’arrachement dans un régime permanent
bien contrôlé.

Une autre approche, moins classique, repose sur des simulations numériques, bien qu’il
soit difficile de simuler des expériences d’écoulement diphasiques avec arrachement de bulle
[73, 9]. Sakai [90] et Ito [51] ont élaboré une méthode de prédiction de l’entraînement ga-
zeux, établie à partir du modèle de Burgers et des résultats expérimentaux de Monji et
Moriya [71, 72]. Grâce à un algorithme de type Volume Of Fluid (VOF) et une simulation
monophasique, ils ont pu estimer deux conditions d’apparition du phénomène d’entraîne-
ment, fonction de la circulation et du rayon du coeur du tourbillon.

3.4.1 Influence des différents paramètres expérimentaux

La Figure 3.10a présente le débit adimensionné obtenu lors de nos expérimentations en
fonction des différentes vitesses de rotation Ω de la plateforme. Les points noirs signifient
que le régime est sous-critique, les points rouges que de l’air est entraîné (arrachement
de bulles ou régime super-critique). Cette carte d’occurrence permet de voir une frontière
se dessiner, représentant le seuil d’apparition de l’instabilité, qui est reportée sur la Fi-
gure 3.10b. Nous constatons que l’apparition de l’instabilité d’arrachement intervient pour
des valeurs de Ω d’autant plus grandes que le diamètre ϕ est petit, entraînant une diffé-
rence de débit avec le cas sans rotation plus marquée pour ces valeurs. La hauteur d’eau
est un autre paramètre important, comme nous pouvons le constater sur la Figure 3.10c et
l’apparition de l’instabilité d’arrachement intervient pour des valeurs de Ω d’autant plus
grandes que la hauteur d’eau moyenne H est élevée.

3.4.2 Analyse dimensionnelle : Théorème de Buckingham

Dans la littérature, il est classique d’exprimer une hauteur critique d’apparition du phé-
nomène d’arrachement. Pour déterminer les grandeurs adimensionnelles qui régissent le
problème, nous utilisons le théorème de Buckingham. Dans une étude classique sans mise
en rotation du système et avec une injection d’eau tangentielle à la paroi, les grandeurs
physiques sont [6, 23] :
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a.      b.                                              

                                                      

                                                   c.                                                   

Figure 3.10 : Débit adimensionné en fonction de la vitesse de rotation de la plateforme. (a) Carte
d’occurrence de l’entraînement gazeux. Les points noirs correspondent aux valeurs expérimentales
pour lesquelles aucun arrachement n’est détecté. Les points rouges présentent un phénomène d’en-
traînement gazeux identifié. (b) Seuils d’apparition de l’instabilité d’arrachement de bulles. Les
points et les cercles représentent les mesures sans PIV et avec PIV respectivement. Les barres
d’erreurs sont calculées en fonction des incertitudes de mesures et inclus l’incertitude sur le seuil
d’apparition de l’arrachement qui pourrait se déclencher entre la mesure de détection et la pré-
cédente mesure réalisée. (c) Hauteur d’eau en fonction de Ω au seuil d’apparition de l’instabilité
d’arrachement de bulles.
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• H : la hauteur d’eau en (m).

• ϕ : le diamètre de vidange en (m).

• ν : la viscosité cinématique en (m2·s−1).

• ρ : la masse volumique en (kg·m−3).

• σ : la tension de surface en (kg ·s−2).

• g : l’accélération de la pesanteur en (m ·s−2).

• vQ : la vitesse de vidange en (m · s−1).

Ainsi, il y a 7 grandeurs physiques et 3 unités, d’où la nécessité de construire 4 nombres
adimensionnels. Dans la littérature, ces nombres sont généralement définis comme nombres
de Froude Fr, de Weber We, de Reynolds Re et de hauteur réduite H⋆ :

Fr =
vQ√
2gH

We =
v2Qϕρ

2σ

Re =
vQϕ

2ν

H∗ =
2H

ϕ

où nous avons choisi de rajouter un coefficient 1/
√
2 dans le nombre de Froude, qui exprime

alors directement le rapport entre la vitesse de vidange mesurée et la vitesse de vidange
de la loi de Torricelli.

Une grandeur physique supplémentaire intervient dans notre expérience du fait de la
rotation de la plateforme. Cette grandeur physique peut être directement Ω, mais il peut
aussi s’agir de la vitesse ΩR ou de la circulation ΩR2 imposées à la paroi. Il sera ainsi
possible de construire, par exemple, un nombre de Swirl Sw = 2

√
Ων/gϕ ou un nombre

de Rossby Ro = vQ/ΩR ou un nombre de Froude rotationnel FrΩ = ΩR2/
√

gH3 comme
proposé par Takahashi [102]. Nous choisissons FrΩ pour deux raisons. La première est
d’utiliser la circulation, et donc une grandeur conservative, pour construire notre nombre
adimensionnel. La seconde est motivée par les expériences utilisant une injection tangen-
tielle à la paroi, dans lesquelles il est, en effet, assez courant de considérer que la hauteur
critique pour laquelle le phénomène d’arrachement de bulles intervient dépend du nombre
de Froude [6, 51]. La dépendance en Froude devient a contrario plus difficile à identifier
lorsque l’injection tangentielle à la paroi disparaît [18].

Comme on peut le voir sur la Figure 3.11, le nombre de Froude critique pour lequel le
phénomène d’arrachement intervient varie très peu, avec Frc = 0.82 ± 0.04. Dans notre
expérience, cela s’explique probablement par le fait que la vorticité n’est pas générée par
un écoulement tangentiel à la paroi. Comme on peut le voir sur la Figure 3.12, la hauteur
d’eau critique H∗

c est une fonction croissante de Re et We, et elle est d’autant plus grande
que ϕ est grand. À l’opposé, H∗

c est fonction décroissante de FrΩ et est d’autant plus
grande que ϕ est petit.

Nous proposons une formulation empirique en loi de puissance de nos résultats sous la
forme (cf. Figure 3.12) :

H∗
c = 5.5× 10−8Re3.2We0.16Fr1.12Ω . (3.27)
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Figure 3.11 : Hauteur adimensionnée H∗ en fonction du nombre de Froude. (a) Carte d’occur-
rence de l’entraînement gazeux. Les points noirs correspondent aux valeurs expérimentales pour
lesquelles aucun arrachement n’est détecté. Les points rouges présentent un phénomène d’entraî-
nement gazeux identifié. (b) Seuils d’apparition de l’instabilité d’arrachement de bulles. Les points
et les cercles représentent les mesures sans PIV et avec PIV respectivement.

La loi ainsi tracée s’insère parfaitement dans les barres d’erreurs. Cependant, comme l’er-
reur relative sur le Reynolds peut atteindre 6%, l’erreur relative sur la loi de puissance
peut être supérieure à 19%. Bien que cette démarche soit courante [18, 23, 6], il est ce-
pendant délicat de conclure, avec nos résultats, sur la validité d’une telle loi, qui utilise
quatre paramètres libres. Les lois obtenues dans la littérature sont de plus dépendantes
des géométries utilisées et sont donc différentes de l’équation (3.27).

3.4.3 Nombres adimensionnels critiques

Nous avons constaté que l’apparition de l’instabilité d’arrachement entraînait un écart au
modèle sous-critique présenté en section 3.3.3, la vitesse de vidange mesurée étant alors
plus faible que sa valeur modélisée. Nous utilisons ici ce constat afin de déterminer un
critère de l’apparition de l’instabilité.

Nous représentons Reth et Weth obtenus avec le modèle de vitesse de vidange dans le
cas sous-critique en fonction de Re et We à la Figure 3.13a-c. Nous constatons qu’il est
alors possible de définir un nombre de Reynolds et de Weber critique, tracé en vert, tel
que : Rec = Reth/0.94 et Wec = Weth/0.94

2, pour lesquels l’apparition de l’instabilité
intervient lorsque Re < Rec et We < Wec. Le coefficient 0.94 est choisi pour correspondre
au rapport moyen des débits Qmodel/Qmes trouvé précédemment (cf. section 3.3.3). Nous
constatons une bonne prédiction du seuil de l’instabilité qui reste toujours comprise dans
les barres d’erreurs pour les trois sections étudiées (l’erreur relative sur les nombres de
Reynolds et de Weber pouvant atteindre jusqu’à 6% et 12% respectivement).

3.4.4 Critères d’Ito

Ito et al. [51, 76] proposent deux critères définis à partir de données de simulations CFD
monophasiques dont ils comparent les données à différents résultats expérimentaux [90,
71]. Ito réécrit la longueur du cœur gazeux adimensionnée L∗

gc obtenue par le modèle de
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3.4. Instabilité d’arrachement de bulles

a. b.

c. d.

Figure 3.12 : Hauteur adimensionnée H∗ en fonction de (a) We, (b) Re et (c) FrΩ (d) 5.5 ×
10−8Re3.2We0.16Fr1.12Ω pour les valeurs seuils d’apparition de l’instabilité d’arrachement de bulles.
Les points et les cercles représentent les mesures sans PIV et avec PIV respectivement. La droite
bleue en pointillés représente la loi de puissance proposée à l’équation (3.27).
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a.                                                                                                       b.

Figure 3.13 : Carte d’occurrence de l’entraînement représentant (a) Reth en fonction de Re et (b)
Weth en fonction de We. Les points noirs correspondent aux valeurs expérimentales pour lesquelles
aucun arrachement n’est détecté. Les points rouges présentent un phénomène d’entraînement ga-
zeux identifié.

Burgers en fonction du gradient de vitesse axiale γ∗ = γν/gh(R) et de la circulation
Γ∗ = Γ/ν adimensionnés, telle que :

L∗
gc = 1− h(0)

h(R)
= Kγ∗Γ∗2 (3.28)

où K = ln(2)/16π2 = 4.389 × 10−3. Le premier critère donné par Ito considère qu’un
arrachement gazeux a lieu lorsque la déformation atteint une valeur critique pour laquelle
le cœur gazeux atteint l’orifice de sortie. L’utilisation du modèle de Burgers avec les don-
nées CFD donne une incertitude comprise de 0.3 à 3 fois la valeur expérimentale de L∗

gc,
conduisant à un critère CFD qui permet de prévenir le phénomène d’arrachement avec une
marge de sécurité telle que L∗

gc < 1/3, soit :

γ∗Γ∗2 < 76 (3.29)

Le critère est donc arbitraire, mais il permet à l’ingénieur de caractériser les situations à
risques, à partir de simulations CFD monophasiques.

Le second critère d’Ito, également empirique, est établi sur l’évaluation CFD du gradient
de vitesse axiale et considère qu’il existe un gradient de vitesse limite pour lequel des bulles
s’arrachent de la pointe. Ito pose ainsi :

γ∗ < 10−7 (3.30)

Nous proposons une évaluation de γ∗ dans nos expériences à partir du modèle (3.20).
La Figure 3.14 présente γ∗ en fonction de γ∗Γ∗2 pour nos différents points de mesures. On
constate que nos données sont dans le même ordre de grandeur que celles de la maquette à
l’échelle 1/8 [53] étudiées par Ito. Ainsi, malgré des dispositifs expérimentaux très différents,
les tourbillons générés semblent présenter des caractéristiques assez proches. Les valeurs
de γ∗ appartiennent cependant à une plage moins étendue qui reste supérieure à la valeur
seuil du second critère, et il sera impossible de tester ce critère avec nos données. Le critère
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Figure 3.14 : Carte d’occurrence de l’entraînement représentant γ∗ en fonction de γ∗Γ∗2, pour
les mesures réalisées avec PIV. Les points noirs correspondent aux valeurs pour lesquelles aucun
arrachement n’est détecté. Les points rouges présentent un phénomène d’entraînement gazeux
identifié. Les deux critères d’Ito sont ajoutés en pointillés.

sur la longueur du cœur γ∗Γ∗2 < 76 est particulièrement bien respecté par nos mesures.
Ainsi, malgré la définition d’une valeur seuil arbitraire, qui dépend de la modélisation CFD
choisie, nous constatons que ce critère est pertinent d’un point de vue physique et que sa
valeur est cohérente avec nos données modélisées.

3.5 Conclusion

L’étude de la vidange tourbillonnaire révèle une structure beaucoup plus complexe que le
cas classique de la vidange de Torricelli. Cette structure est bien connue et se décompose
en différentes zones : les couches limites de Stewartson, les couches limites d’Ekman, la
zone de pompage d’Ekman et enfin le tube de vidange. La présence de la couche limite de
Stewartson influence le profil de vitesse azimutale telle qu’elle a été explicitée par Foster
[33] et explique les écarts aux différents modèles potentiels dans la zone proche paroi. Les
structures liées au pompage d’Ekman sont semblables aux structures observées dans la
littérature en régime stationnaire. Nous avons testé l’hypothèse d’Andersen qui propose
que la quasi-totalité du fluide vidangé passe par les couches limites. Cette hypothèse peut
en présenter des écarts importants de l’ordre de 35%, si la hauteur d’eau devient trop
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élevée.
Dans un second temps, nous avons montré que la loi de vidange en présence du tour-

billon obéit à une loi de Torricelli généralisée dans laquelle le niveau moyen de l’eau doit
être remplacé par le niveau local au-dessus de la section de sortie. L’augmentation de l’in-
tensité du tourbillon accroît la déformation de la surface libre et, par conséquent, diminue
la vitesse de vidange. Il est alors possible d’utiliser une modélisation de la déformation de
l’interface et de réécrire la vitesse de vidange dans les cas sous-critique et super-critique
en fonction de la circulation et du rayon du cœur du tourbillon. En considérant que la
vidange s’effectue essentiellement à travers les couches limites d’Ekman, la circulation
peut être remplacée par les autres paramètres du problème. Nos modèles sous-critique et
super-critique sont en bon accord avec nos mesures expérimentales, en considérant pour
le cas sous-critique, l’utilisation d’un paramètre libre, gardé constant pour toutes nos ex-
périences et permettant de calculer le rayon du cœur du vortex. Le modèle sous-critique
s’écarte naturellement des données expérimentales lorsque l’instabilité d’arrachement de
bulles apparait.

Ce phénomène d’arrachement de bulles est d’abord étudié par analyse dimensionnelle.
Celle-ci nous permet d’écrire une loi de puissance empirique pour la hauteur critique H∗

d’arrachement de bulles en fonction de Re, We et FrΩ. Si cette démarche est courante
dans la littérature, sa validité dans notre cas particulier est délicate à établir. Dans un
second temps, nous proposons d’utiliser le modèle sous-critique établi dans la Section 3.3.3
pour définir un critère d’arrachement sur les nombres de Reynolds et de Weber. Les seuils
de l’instabilité modélisés, qui dépendent d’un unique paramètre libre, sont alors compris
dans les erreurs de mesures. Enfin, nos données sont mises en comparaison des critères
d’arrachement proposés par Ito et faisant intervenir la circulation (grandeur mesurée) et
le gradient de vitesse axiale (grandeur évaluée à partir du modèle sous-critique). Nous
constatons qu’elles vérifient bien le premier critère proposé par Ito, le second critère étant
en dehors de notre plage de mesures.
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Chapitre 4. Vidange instationnaire

4.1 Introduction

Dans la plupart des cas, un tourbillon se forme lors de la vidange d’un récipient. C’est le
cas classique de la vidange d’une baignoire ou d’un évier, et, à une plus grande échelle,
des barrages hydrauliques. Le tourbillon qui se crée n’est souvent pas désiré. Il ralentit la
vidange, rallongeant le temps nécessaire pour vider le volume d’eau et peut être responsable
de l’entraînement de gaz en aval de la vanne de sortie. Nous étudions ici l’effet du tourbillon
sur l’écoulement d’une vidange instationnaire, qui est très peu référencé dans la littérature.
Contrairement à ce que nous avons vu dans le Chapitre précédent, le tourbillon et les
couches limites ne sont pas formés à l’instant initial. Ils s’établissent progressivement,
puis évoluent de manière quasi-statique avec la diminution de la hauteur d’eau. L’article
reproduit dans la Section 4.2 analyse l’influence de la rotation sur la vidange du récipient et
propose une généralisation de la loi de Torricelli en présence d’un vortex dans l’écoulement.
Le modèle développé dans la Section 3.3, appliqué aux profils expérimentaux de l’interface,
permet de prédire les vitesses de vidange instantanées observées. Nous montrons également
que le temps de vidange est affecté par le tourbillon, son évolution dépendant alors d’un
nombre sans dimension qui est fonction de l’épaisseur de la couche limite et du ratio entre
le diamètre et l’épaisseur de couche limite d’Ekman.

Dans la Section 4.3, nous décrivons l’évolution des structures d’écoulement au cours
de la vidange, qui résultent de l’évolution quasi-statique du pompage d’Ekman et nous
discutons de la validité du modèle de Foster dans le cas instationnaire.

4.2 Modélisation de la loi de vidange en présence d’un tour-
billon
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We investigate experimentally the unsteady draining flow from a rotating tank. The fluid in the
tank is first set in solid rotation, before the draining hole is opened. We show that the draining may
be drastically reduced by the rotation, as the vortex circulation increases together with the surface
deformation. We demonstrate that the usual Torricelli’s draining law has to be modified with the
surface deformation and that the draining time is mainly governed by a nondimensional parameter
corresponding to the ratio of the size of the outlet to the thickness of the Ekman boundary layer.

I. INTRODUCTION

Nearly four centuries ago, Torricelli discovered the law describing the emptying of a vessel under the acceleration due
to gravity g [1]. This law, which was demonstrated one century later by Bernoulli when neglecting viscous dissipation

[2], relates the draining velocity vT to the mean water level H above the bottom hole, vT (t) =
√

2gH(t), at any time
t, for a hole of section s much smaller than the section S of the vessel. The evolution of H(t) established from mass

conservation, leads to the total draining time T0 = (S/s)
√

2H0/g. Many works devoted to the emptying of tanks
with a free surface in the open air focus on some discrepancies between this theoretical law and experimental data
[3–9]. These discrepancies can be taken into account by using a corrective coefficient β < 1 in the draining law, i.e.,
vβT = βvT . Many subtle phenomena come into play near the outlet. From a simple analysis of the vena contracta of
the water jet, β can be as small as 1/2 [10] but other phenomena such as wetting effects give rise to experimental β
values from 0.64 to 0.93, depending on the geometry of the outlet but also on its size relative to the capillary length
[9]. The total draining time Tβ is thus expected to be 1/β longer than its ideal value T0.

In contrast to small vessels such as bottles of water where a vortex can hardly be observed without rotation, a
vortex appears during the draining of large open-air tanks. This is a common observation for emptying baths, but
this also occurs at much larger scales in environmental or industrial situations, for instance in the case of hydraulic
dams with a loss of efficiency and wear of equipment [11–13] or in the case of nuclear power plants with major safety
issues [14–16]. The emptying process is an incredible amplifier of vorticity and the popular experiments of Shapiro
[17] and Trefethen et al. [18] perfectly illustrate this phenomenon. Carried out under very controlled conditions, they
are like the Foucault’s pendulum, part of the human-scale demonstrations of the Earth’s rotation [19, 20].

When the fluid is drained without any rotation, the flow structure is simple with a point sink flow close to the
outlet section and connected far away to a downward uniform flow. The structure of the vortex flow is more complex.
It consists of several regions that have been studied under steady conditions, i.e. at constant water level H [21–36].
Two distinct regions of the flow contribute to the emptying. The boundary layer at the interface is drained within a
fine pipe region above the outlet. A part of the Ekman boundary layer that develops at the bottom wall of the tank
flows directly into the outlet section while the remaining part is pumped upwards and forms complex structures in
the bulk. Andersen et al. [27, 29] estimated that the flow rate QE coming from the Ekman boundary layer accounts
for 90% of the total drained flow Q and found the relation QE = Γδ/2 where δ is the thickness of the boundary layer
and Γ is the velocity circulation associated with the vortex. It is worth noting that the vortex flow characterized by
its circulation and core size deforms the free surface accordingly [36].

Although differences in draining velocities with and without a vortex have been reported in steady conditions
[29], to our knowledge, no study has been done to investigate in detail the influence of vortex flow on the unsteady
Torricelli’s law. In this article, we address this question with a rotating vessel. We show that a transition between
two different draining regimes takes place resulting in a slower draining in the case of rotation. The study of bathtub
vortex in a rotating reference frame is widely used [27, 29, 33–35] and allows the vortex to be controlled in intensity
and stabilized on the axis of rotation, avoiding possible complex precession motion.

II. EXPERIMENTAL SETUP

Our rotating platform consists of two 20 cm-thick cylindrical marble pieces of diameter 1.5m, piled up together and
separated by a 1mm-thick air cushion, which allows the upper piece to rotate without solid friction around the vertical
axis of rotation Oz (a sketch of the experimental setup is shown in Fig. 1a). The rotation velocity Ω can be changed
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FIG. 1. Schematic drawing of (a) the experimental setup and (b) the outlet cylindrical draining pieces. (c) Typical radial
dependence of the azimuthal velocity uθ(r): experimental data from PIV measurements for Ω = 5 rpm, ϕ1 and at t = 2000 s
(black symbols), and Rankine’s model fit of equation uθ = Γ/2πr with Γ = 7.4 × 10−3 m2 s−1 (orange solid line). The gray
area corresponds to a zone where the distorted interface prevents correct azimuthal velocity measurements.

from 0 to 10 rpm. A Plexiglas cylinder of radius R = 145± 0.1mm and length 390mm whose bottom plate is drilled
in its center is mounted on a metal frame in the rotating platform and is centered along Oz. The levelling is ensured
with a precision of ±0.1 deg. Three different cylindrical draining pieces are made in PVC (1 cm-thick) with internal
holes of diameter ϕ1 = 2.9± 0.1mm, ϕ2 = 3.5± 0.1mm or ϕ3 = 4.0± 0.1mm, respectively (see Fig. 1b). The top of
the draining pieces is flush with the bottom wall of the tank. An hermetic hatch leans against the bottom and can be
remotely removed at t = 0 s, at which the initial level of water is H0 = 375± 1mm. The rotation is imposed during
the entire experiment and 1 h before the draining starts at t = 0 s, to be sure that the bulk is initially in solid body
rotation. The typical spin-up time H0/(νΩ)

1/2 [37, 38] which holds for cylindrical geometry and in the presence of free
surface [34, 39] is actually of the order of 103 s, smaller than the settling time of 1 h. The initial parabolic deformation
of the interface Ω2R2/4g is less than 0.3mm, thus negligible. We use chlorinated water with a surface tension σ of
58 ± 4mNm−1, density ρ of 998 kgm−3 and kinematic viscosity ν of (1.03 ± 0.02) × 10−6 m2 s−1 at the regulated
room temperature 19± 1°C. The Ekman number Ek = ν/ΩR2 is thus in the range 6.7× 10−5 ⩽ Ek ⩽ 2.3× 10−4.

The cumulative mass m(t) of drained water at time t is measured with a precision of 0.5 g and a sampling frequency
of 7Hz. The scale is centered on Oz, such that no inertial correction is required for the weight measurement. The
mean level of water in the tank is deduced as H(t) = H0 − m(t)/ρπR2 within an accuracy of 1mm. The flow rate
Q = ṁ/ρ is determined from the time derivative of m by using a Savitzky-Golay polynomial interpolation of m(t) at
time t over 8 successive points of measurement [40]. Two video cameras are placed in the rotating frame to track the
free surface and the velocity in the bulk. From the side of the tank, every 10 s we capture the axisymmetric radial

profile of the water level h(r, t), which satisfies 1
πR2

´ R

0
h(r, t)2πrdr = H(t) ≃ h(R, t). The radial and azimuthal

components (ur, uθ) of the velocity field in the rotating frame are measured in a horizontal plane located 1.5 cm
above the bottom using a thin horizontal 670 nm laser sheet and a camera from above thanks to a particle image
velocimetry (PIV) technique. The frame rate of the camera is adjusted between 20 and 60Hz for the correlation of
two successive images and the mean velocity field is obtained from 10 successive velocity fields. Immediately after the
PIV measurement, the ambient light is automatically switched on to make the h(r, t) measurement. When the water
surface is deformed by the vortex core, the particle displacements in the PIV plane cannot be correctly determined
close to Oz. Thus, the vortex core radius, rc, of the vortex cannot be directly determined in our experiment. However,
we can determine the vortex circulation, Γ, from the expected variation in azimuthal velocity, Γ/(2πr). The Rankine

model should be valid in the irrotational region outside the Stewartson boundary layer of thickness R × Ek1/4 ≈ 2
cm, thus far enough from the sidewall [29, 35]. In our experiments, the validity region is shorter due to the unsteady
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FIG. 2. a. Time evolution of vQ/
√
2gH0 for ϕ = ϕ1 and ϕ3, and Ω = [0, 2, 7] rpm. The time t is scaled by T0 = (2R/ϕ)2

√
2H0/g.

b. Experimental draining time T (Ω) scaled by T (0) as a function of Ω for ϕ1, ϕ2 and ϕ3.

nature of the draining. Fig. 1c shows a typical experimental curve of uθ(r), as well as the corresponding fitting curve
that provides the value of Γ.

III. EFFECT OF ROTATION ON DRAINING

Figure 2a shows some typical time evolutions of the draining velocity vQ(t) = Q(t)/π(ϕ/2)2 for different rotation
velocity Ω and hole diameter ϕ, where vQ and t are made dimensionless with the initial velocity value

√
2gH0 and

total draining time T0 = (2R/ϕ)2
√
2H0/g for an ideal Torricelli’s law, respectively. In such a dimensionless plot, an

ideal Torricelli draining would follow a straight line of slope -1 starting from (0,1). Without rotation, the draining
curves are straight lines with a correction coefficient β = 0.90± 0.03 close to 1 as the hole diameter ϕ is of the order
of the capillary length ℓc = (γ/ρg)1/2 ≃ 3mm [9].

When the rotation is large enough, the draining curves are no more straight lines but a drastic reduction of the
draining velocity appears during the discharge. This reduction leads to a significant increase of the experimental
draining time T for increasing Ω as shown in Fig. 2b for all Ω and ϕ. The time T (Ω), defined as the time for which
99% of the initial water level has been drained, increases with Ω by a factor that increases with increasing ϕ, up to
twice T (0) for the largest Ω and ϕ. This phenomenon is observed to be closely related to the deformation of the free
surface during the discharge.

IV. DRAINING MODEL FROM SURFACE DEFORMATION

Typical photographs of the interface evolution are displayed in Fig. 3a-c for Ω = 2 rpm and ϕ2. Initially, the
interface remains flat and the draining curve does not deviate from the Torricelli’s law, with vQ = vβT , even when the
vortex is well formed in the bulk. The free surface then slightly deepens above the hole (≈ 3mm in Fig. 3a) as the
vorticity concentrates, which is accompanied by a slight decrease of the draining velocity (≈ 1% in Fig. 3e). The air
core continues to deepen (≈ 2 cm in Fig. 3b), with now a significant drop in the draining velocity (≈ 4% in Fig. 3e).

The reduction of the draining velocity vQ compared to the usual value vβT can be understood by considering
the momentum balance equations in the rotating frame. When neglecting surface tension effects [36], the pressure
distribution p in the bulk can be considered as hydrostatic:

p(r, z) = p0 + ρg [h(r)− z] , (1)

where p0 is the atmospheric pressure at the free surface.
Following Milne-Thomson [10] and Andersen et al. [29], the viscous terms in the momentum equation can be

neglected. Under the quasi-static approximation, the momentum equation integrated over the whole fluid domain D
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FIG. 3. (a,b,c) Photographs of the interface during the emptying for Ω = 2 rpm and ϕ2 at (a) H(t = 396 s)/H0 = 0.66, (b)
H(t = 696 s)/H0 = 0.46, and (c) H(t = 1006 s)/H0 = 0.3. At that moment, bubbles are formed and carried down the outlet
from the tip of the vortex. (d) Schematic drawing of the tank and fluid domain D (in blue), which includes the volume of water
in the tank and the contracted jet at the outlet. (e,f) Draining velocity vQ scaled by vβT as a function of the instantaneous
water height H scaled by its initial value H0 for (e) ϕ2 and Ω = 2 rpm, and (f) ϕ1 and Ω = 7 rpm. The gray curve corresponds
to mass measurements and the red points to Eq. (4) with interface shape measurements. The black dashed line shows the
reference value vQ = vβT .

of surface Sc (see Fig. 3d) reduces to

ez ·
‹

Sc

ρu(u · dS) = −2πρg

ˆ R

0

h(r)rdr − ez ·
‹

Sc

pdS (2)

along the z-axis, the projection of the centrifugal and Coriolis forces being zero following this axis. By considering
the uniform draining velocity veff a little below the outlet where the jet section is seff = π(ϕeff/2)

2 and where the
pressure is p0, Eq. (2) yields:

ρv2effseff = 2πρg

ˆ ϕ/2

0

h(r) rdr. (3)

In the simple case without surface deformation, when h(r, t) = H(t), the vena contracta should correspond to
seff/s = (ϕeff/ϕ)

2 = 1/2 as recalled in the introduction from Bernoulli’s theorem [10]. In the more general case with
surface deformation, the draining velocity takes the form:

vQ(t) = β

√
4g

(ϕ/2)2

ˆ ϕ/2

0

h (r, t) rdr. (4)

This general equation relates the draining velocity to the shape of the free surface above the hole without any
modelling of the interface shape. When the free surface deepens locally due to a strong enough bathtub vortex, the
draining is thus expected to be decreased accordingly. This prediction can be tested in our well controlled rotating
experiments.

Figures 3e-f show the agreement between the draining velocity calculated from Eq. (4) using the experimental profiles
of the interface and the draining velocity measured by the mass derivative for two cases with different Ω and ϕ. While
the Torricelli’s law systematically overestimates the draining velocity by up to 20%, the present model remains within
a 3% range. When the interface starts to be destabilized with some oscillations due to bubble entrainment from the
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FIG. 4. (a) Time evolution of the draining velocity vQ(t) (orange curve) and the Ekman draining velocity vE(t) =
Γ(t)δ/(2π(ϕ/2)2) (gray curve) for Ω = 3 rpm and ϕ3. The black dashed line corresponds to Eq. (9). The two vertical dotted
lines correspond to the time τ at which the draining velocity significantly deviates from the usual Torricelli’s velocity and to
the time τs at which the super-critical regime appears. The inset shows the flow structure in the steady case: the Ekman
boundary layer and pumping (in red), the draining pipe (in blue). (b) Evolution of the Ekman draining velocity vE with the
total draining velocity vQ for all Ω and ϕ. The blue line corresponds to vE = vQ. (c) Time evolution of vQ scaled by β

√
2gH

for ϕ3 and Ω = [0, 2, 3, 5, 7] rpm, where the time t is scaled by T (0). The dashed lines correspond to the values from Eq. (9) for
Ω ̸= 0.

tip (Fig. 3c), h(r, t) can no longer be measured with confidence. This phenomenon of bubble entrainment is well
known in the literature [41, 42].

Let us emphasize that Eq.(4) is established for the entire emptying process, regardless of whether the Ekman
boundary layer is established or not. When the boundary layer is established, the flow structure is comparable to
that observed under steady state conditions, as illustrated in the inset of Fig. 4a. The water flux through the Ekman
layer at the bottom of the container of thickness δ =

√
ν/Ω is QE = Γδ/2 ≃ Q [27, 29], giving us a useful link

between the discharge flow rate Q and the circulation Γ. A typical time evolution of the Ekman draining velocity
vE(t) = QE(t)/π(ϕ/2)

2 is shown in Fig. 4a; vE first increases, reaches a maximum and eventually decreases. After vE
has reached its maximum value (t ≈ 500 s), the total draining velocity vQ abruptly decreased at τ ≈ 350 s. Then, when
the gaseous core extends to the outlet section at τs ≈ 500 s , vQ almost merges with vE and both decrease linearly
in the final stage of the draining (t ≳ 700 s). This important result is common to all experiments with rotation as
shown in Fig. 4b, where vE is plotted as a function of vQ: at the first stage of each experiment, vE increases when
vQ decreases, but the remarkable observation is that all the curves collapse onto the straight line vE = vQ in the final
stage of the draining. In our experiments, this last stage occurs after a transient time ranging approximately from 11
to 23 min which accounts for one quarter to one half of the total emptying time.

V. SUPER-CRITICAL REGIME

In most of our experiments, at a critical stage of the draining, the gaseous core extends to the outlet section. This
so-called super-critical regime [31] happens faster the greater the rotation and the larger the hole size. In this regime,
the interface shape should be governed by the circulation of the vortex Γ [43]:

h(r, t) = h(R, t)− Γ(t)2

8π2gr2
, (5)

for ϕg/2 ⩽ r ⩽ R, where ϕg(t) =
√
Γ(t)2/[2π2gh(R, t)] is the diameter of the gas core at the outlet. The model

presented in Eq. (5) is not intended to perfectly fit the shape of the interface, which has been the subject of many
studies [31, 44]. Instead, it serves as an intermediary for predicting the draining velocity based on characteristic
quantities of the problem (H, Ω, ν, ϕ and β). Equations (4) and (5) yield:

vQ(t) = β

√
4g

(ϕ/2)2

ˆ ϕ/2

ϕg/2

(
h(R, t)− Γ(t)2

8π2gr2

)
rdr, (6)

where vQ = Q/π(ϕ/2)2 represents the average velocity calculated over the entire emptying section, including the
gaseous core, and can therefore be directly compared to the experimentally measured draining velocity of the container.
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a.                                                 b.     

FIG. 5. (a) Transition time τ and (b) draining time T , both normalized by T (0), as a function of Ω(ϕ/2)2/ν. Same symbols
as in Fig. 2b. The solid lines correspond (a) to the best power fit τ/T (0) = 0.6ν/Ω(ϕ/2)2 of the data and (b) to the estimate
T/T (0) = τ/T (0) + (1− τ/T (0))(vQ/vβT )

−1, with τ/T (0) given by the power fit of (a) and vQ/vβT by Eq. (9) with β = 0.9.

Integrating Eq. (6) yields:

vQ(t) = β
√

2gh(R, t)

[
1 +

Γ2

2gh(R, t)π2ϕ2

(
−1 + 2 ln(

Γ√
2gh(R, t)πϕ

)

)]1/2
. (7)

Considering that the total flow rate Q ≃ Γδ/2, Eq. (7) reads:

A

(
vQ
v⋆T

)2 [
1 +

1

β2A
− 2 ln

(
A1/2 vQ

v⋆T

)]
− 1 = 0, (8)

where v⋆T =
√

2gh(R, t) ≃ vT and A = (ϕ/2δ)2 is a dimensionless parameter corresponding to the ratio between the

outlet radius ϕ/2 and the thickness of the boundary layer δ =
√

ν/Ω. The solution of Eq. (8) reads

vQ
vβT

=
1

β
√
−AW−1(−e−(1+1/β2A))

, (9)

where W−1 is the analytic continuation of the product log function. The draining velocity vQ is thus expected
to be proportional to the Torricelli’s velocity vβT in the super-critical regime with a factor depending only on the
dimensionless parameter A = Ω(ϕ/2)2/ν = (ϕ/2R)2Ek−1. The values of vQ predicted by Eq. (9) for ϕ3 and Ω = 3 rpm
is shown with dashed line in Fig. 4a and matches very well the experimental data when vQ = vE . The values of vQ/vβT
from Eq. (9) compared to experimental measurements are also shown for ϕ3 and different Ω in Fig. 4c. The agreement
is very good as shown by the plateau values observed for the experimental measurements in the final discharge regime.
These plateau values, ranging from 0.62 to 0.43 as Ω increases, mean that the discharge is strongly reduced by the
rotation-induced vortex. This strong reduction appears earlier as Ω increases.

The time τ at which the draining velocity significantly deviates from the usual Torricelli’s velocity, as shown in
Fig. 4a, is displayed in Fig. 5a for different Ω and ϕ as a function of Ω(ϕ/2)2/ν. All data are clustered on a master
curve whose best fit is τ/T (0) = 0.6(Ω(ϕ/2)2/ν)−1. This implies that the draining time should not be affected
significantly by rotation (T (Ω) ≃ T (0)) if τ/T (0) > 1, which corresponds to the condition Ω(ϕ/2)2/ν < 0.6. When
Ω(ϕ/2)2/ν > 0.6, an estimate of the draining time can be inferred by considering the fraction of draining time in the
super-critical regime, which should correspond to 1− τ/T (0): T (Ω)/T (0) ≃ τ/T (0) + (1− τ/T (0))(vQ/vβT )

−1. This
prediction, shown by a solid line in Fig. 5b, is in good agreement with all the experimental data of Fig. 2b, which
means that Ω(ϕ/2)2/ν is the relevant parameter and that the present model catches the main physics.

VI. DISCUSSION AND CONCLUSION

The present experimental study shows that the law of discharge for a water tank obeys a generalized Torricelli’s
law in which the mean water level must be replaced by the local level above the outlet section. The increase in the
vortex strength increases the deformation of the free surface and consequently decreases the draining velocity and
increases the draining time. A model that considers draining mainly through the Ekman boundary layers predicts
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that the increase in the emptying time for a rotating tank is mainly governed by the non-dimensional parameter
Ω(ϕ/2)2/ν which writes also as (ϕ/2R)2Ek−1, involving the Ekman number Ek = ν/ΩR2. The typical time at which
the unsteady draining starts to deviate from Torricelli’s law scales as (R2/ϕ4)(ν/Ω)(H0/g)

1/2, which is very different
from the typical spin-up time H0/(νΩ)

1/2. Our model predictions are in good agreement with our experimental
measurements (with deviations of less than 3%), even though we did not account for the effects of surface tension in
our model. As a result, the pressure term in Eq. (1) is overestimated, and the draining velocity obtained with our
model is slightly underestimated. However, we believe that the effect of surface tension in our experiments is second
order. Gas entrainment (see Fig. 3c), which is an instability related to surface tension, is also not taken into account
in our model. However, this phenomenon is only present for a duration that is not representative of our experiments.
The consideration of these different effects on the draining velocity could be an interesting perspective of our work.

In order to be able to predict the draining law in the super-critical regime, we used the model Eq. (5) for the
interface shape. Such a model would not be suitable in the sub-critical regime, where the interface has not yet
reached the outlet. In such sub-critical regime, another model could be used instead of Eq. (5) to model the interface
shape, also based on the Rankine model, but this would have very limited relevance to our experiments. Indeed, in
the sub-critical regime, the boundary layers are not yet established, since they only become fully established at the
end of the discharge, when the regime is most usually super-critical.

For larger scale experiments with larger outlet section, we believe that the present model Eq. (4) would still be
valid. For smaller outlet section, we expect surface tension effects to be non negligible so that the present model
should be refined accordingly.
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4.3. Quelques résultats complémentaires sur la vitesse de vidange

4.3 Quelques résultats complémentaires sur la vitesse de vi-
dange

Remarquons que l’Eq. (4) de la section 4.2 n’est autre que l’Eq. (3.16) dérivée en Sec-
tion 3.3 en régime de vidange stationnaire. L’Eq. (3.16) est ici appliquée à un régime de
vidange instationnaire. Les résultats de la Section 4.2, ainsi que la Figure 4.1, montrent
que l’Eq. (3.16) reste pertinente pour prédire la vitesse de vidange instationnaire à partir
du profil instantané de l’interface.

La vitesse prédite par l’Eq. (3.16) à partir des profils d’interface (points rouges) s’écarte
des vitesses mesurées (courbes grises) sur les Figures 4.1c-d lorsque la pointe de l’interface
commence à osciller, pour des hauteurs d’eau critiques pour l’arrachement de bulles (cf.
Section 3.4). Le modèle (3.16), qui suppose une interface stationnaire et néglige la tension
de surface, n’est plus capable dans ce cas de prédire correctement la vitesse de vidange.

La Figure 4.2 montre une représentation complète des courbes expérimentales repré-
sentant les évolutions caractéristiques de la hauteur d’eau et de la vitesse de vidange dans
le cas de l’étude instationnaire.

a.                                                                      b.

c.                                                                      d. 

Figure 4.1 : (a-d) Vitesse de vidange vQ adimensionnée par vβT en fonction de la hauteur d’eau
instantanée H adimensionnée par sa valeur initiale H(t = 0 s) = H0. La courbe grise est calculée
à partir des mesures de masse et les points rouges correspondent à l’équation (4), ils sont calculés
à partir des mesures du profil de l’interface. La ligne pointillée noire indique la valeur de référence
vQ = vβT

.
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a            .                                                                  b.

c.                                                                              d.

e.                                                                               f.

Figure 4.2 : (a,c,e) évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps pour (a) ϕ1, (c) ϕ2 et (e)
ϕ3 respectivement. (b,d,f) évolution de la vitesse de vidange en fonction de la hauteur d’eau pour
(b) ϕ1, (d) ϕ2 et (f) respectivement. Les couleurs correspondent aux vitesses de rotations indiquées
dans la légende.

4.4 Structure de l’écoulement

Nous avons décrit dans la Section 3.2.2 le phénomène de pompage d’Ekman en régime de
vidange stationnaire. Dans la section 4.4.1, nous montrons de quelle manière le pompage
est affecté par l’instationnarité de la vidange. Dans la Section 4.4.2, nous verrons que, à la
différence de ce qui était observé dans le régime stationnaire (cf. Section 3.2.1), le modèle
de Foster ne permet plus de rendre compte des vitesses azimutales dans les couches limites
de Stewartson en vidange instationnaire, en dépit du caractère quasi-statique de la vidange.
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4.4. Structure de l’écoulement

4.4.1 Le phénomène de pompage

Le phénomène de pompage des couches limites d’Ekman dans le régime instationnaire
est illustré en Fig.4.3. L’apparition des structures nécessite un temps de latence associé
à l’établissement du tourbillon et des couches limites d’Ekman. Ainsi, il est nécessaire
d’attendre environ 6min avant de voir apparaître les premières structures. Au fil du temps,
ces structures s’élèvent de plus en plus haut autour du cœur du tourbillon, jusqu’à atteindre
l’interface après une vingtaine de minutes. La variation continue de l’intensité du tourbillon,
de la hauteur d’eau et du débit de vidange crée des structures imbriquées dans un feuilletage
complexe.

  06:03          08:31         09:21         10:23           10:47       

  14:29            16:29                             23:51

 20:07

Figure 4.3 : Évolution des structures au fil du temps pour le cas Ω = 2 tours/min et ϕ = ϕ2.
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Figure 4.4 : Exemple de vitesses azimutales en fonction du rayon. Les modèles de Rankine (poin-
tillés) et Foster (trait plein) sont représentés en noir. Les données expérimentales associées sont en
rouge. L’épaisseur de la couche limite est matérialisée par la zone grisée.

4.4.2 Les couches limites de Stewartson

Un exemple de profil de vitesse azimutal est donné à la Figure 4.3. En comparaison du
régime stationnaire, le régime instationnaire présente une divergence plus prononcée par
rapport au modèle de Rankine et de Foster pour des rayons situés bien en dehors des
couches limites de Stewartson. Cette déviation est intrinsèquement liée à la nature insta-
tionnaire de la vidange, qui engendre un tourbillon non établi et par conséquent une région
d’écoulement potentiel moins étendue. Il convient également de souligner que les conditions
aux limites, qui ont conduit à l’élaboration de l’équation (3.5), diffèrent dans ce contexte.
Une modélisation du tourbillon de vidange instationnaire, par les modèles présentés au
Chapitre 1, reste toutefois pertinente dans une région adéquate du volume fluide.
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Chapitre 5. Vidange instationnaire avec couvercle

5.1 Introduction

Bien que la vidange d’une bouteille d’eau idéale sans rotation fasse l’objet de nombreuses
études [21, 115, 116], le cas avec rotation est, à notre connaissance, très peu référencé.
C’est pourtant un cas d’applications industrielles intéressant, en particulier lorsqu’il s’agit
de déterminer le régime de vidange optimale d’un réservoir.

Nous avons réalisé l’étude expérimentale de la vidange d’un réservoir cylindrique avec
un couvercle hermétique dans un référentiel en rotation. Nous avons constaté l’existence
d’une vitesse de rotation optimale pour la vidange. Ceci implique qu’il n’est pas toujours
plus efficace de faire tourner la bouteille d’eau. Trois régimes de vidange différents sont
identifiés, à savoir (i) un régime de bulles, (ii) un régime de jet d’air tourbillonnant et
(iii) un régime de vidange tourbillonnaire. Le régime de bulles, qualifié par onomatopée de
régime de « glouglou » [22] présente les caractéristiques du régime observé sans mise en
rotation de la plateforme. L’ajout d’un couvercle hermétique au-dessus du récipient modifie,
en effet, drastiquement la dynamique de la vidange classique de Torricelli. La pression à
la surface libre, qui cesse d’être la pression atmosphérique, doit s’adapter dynamiquement
à la quantité de fluide perdu et à la masse d’air ingérée par la formation périodique de
bulles. Le régime de vidange tourbillonnaire, présentant la forme du tourbillon de notre
baignoire (cf. Chapitre 3 et 4), apparaît lorsque le vortex devient suffisamment intense pour
déformer l’interface jusqu’à l’embouchure de la bouteille (régime super-critique [97]). Le gaz
jusqu’alors emprisonné dans le récipient se retrouve soumis à la pression atmosphérique.
Enfin, nous avons identifié un régime transitoire qui ne semble pas avoir été décrit dans
la littérature. Dans ce régime, l’interface présente la forme caractéristique d’un jet d’air
très instable qui n’atteint pas l’interface et ne permet pas l’équilibre entre la pression
atmosphérique et la pression dans le volume d’air. Ces trois régimes, caractérisés par la
forme de l’interface air-eau, ont des efficacités de vidange différentes. Pour comprendre
l’évolution du temps de vidange en fonction de la vitesse de rotation de la plateforme, il
est alors nécessaire d’étudier la durée de vie de chaque régime et les transitions entre les
régimes.

Nous présentons ici l’essentiel de nos résultats dans un article en cours de revue dans
Physical Review Fluids.

5.2 Article soumis
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How does rotation change the emptying of an ideal bottle of water?
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1Unité de Mécanique, ENSTA Paris, Institut Polytechnique de Paris, Palaiseau, France
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We are carrying out the experimental study of the emptying of an hermetically sealed cylindrical
tank in a rotating frame. We determine the optimal rotational velocity for the tank, which minimizes
the emptying time. Moreover, there exists a critical rotation velocity at which the emptying time
exceeds that of the non-rotating case, depending on the relative duration of each of the three
emptying regimes identified in this flow, namely (i) a bubble regime, (ii) a vortical air jet regime
and (iii) a bathtub vortex regime. The three regimes, easily distinguished by the shape of the
air-water interface, have different draining velocities. The lifetime of each regime, as well as the
transitions between them, depend on both the water level and the rotating velocity of the platform.

I. INTRODUCTION

About 400 years ago, Torricelli [1] formulated the law describing the emptying of a vessel. Since then, numerous
studies have been conducted on free-surface tank draining, resulting in refined versions of Torricelli’s law based on
experimental findings and adapted to a wider range of configurations [2–5].

While the industrialization of glass bottles began contemporaneously with Torricelli’s discovery, the emptying of
bottles [6–9], sealed cylinders [10–16], and cubic tanks [17–19] was first studied only 35 years ago [20]. Many studies
have investigated the emptying time of sealed tanks [6, 7, 10–13, 20] and the influence of tank and outlet size and
geometry [6, 9–12, 20], inclination [6, 8, 9, 11, 20], temperature [18, 20], surface tension [9] and more recently on the
influence of bottle perforation [21]. Furthermore, the periodic occurrence of bubbles during tank draining, which is
commonly known as the ”glug-glug” phenomenon, has been described and modeled in many works [13, 14, 17, 22–24].

Spinning a bottle of water to empty it faster or creating a “tornado in a bottle” [25] are well-known experiments
to the general public. Vortices, which promote fluid mixing, can be desirable [26] or, on the contrary, undesirable
because it can entrain air and damage equipment, particularly pumps, and pose safety problems in nuclear facilities
[27–29]. Moreover, as will be illustrated in the following sections, the formation of a vortex has a significant impact
on tank emptying and on recirculation systems that use buffer tanks, which drastically affects the emptying time.

Although there exists an extensive literature on bathtub vortices at atmospheric pressure [5, 30–46], surprisingly, to
the best of our knowledge, no quantitative studies have been investigated on the specific case of emptying a rotating
water bottle [7, 22].

In this article, we fill this gap and show the many connections that exist between emptying a rotating water bottle
and the vortical emptying of open-air tanks. To do so, we perform extensive experimental measurement on a sealed
cylindrical tank mounted on a rotating platform. We describe the different stages and regimes that affect the emptying
flow and show how the emptying time is affected. We identify three discharge regimes: the first is commonly referred
to as the bubble regime, while the other two involve either a vortical jet or a bathtub vortex. We show how the total
draining time depends critically on each of these emptying regimes and their succession.

The article is structured as follows. In section II we present the experimental set-up we used to carry out our
experiments. Section III presents the effect of rotation on drainage efficiency in terms of the time required for emptying.
The three flow regimes identified during rotational emptying are described in section IV and their transition dynamics
in section V.

II. EXPERIMENTAL SET-UP

The ideal bottle is a Plexiglas cylinder of radius R = 145 ± 0.1mm and depth L = 390mm. The tank has a rim
with a groove designed to accommodate a rubber seal, ensuring a tight seal when the non-deformable lid, made of 1
cm-thick PVC, is closed. The rim and PVC lid of the tank are pierced with 15 evenly spaced holes to accommodate
tightening screws, ensuring the proper sealing. It is rigidly mounted on a rotating platform composed of two cylindrical
marble plates, each with a diameter of 1.5 m and a thickness of 20 cm. The plates are stacked on top of each other
with a 1 mm-thick air cushion in between, such that the upper piece rotate frictionlessly around the vertical axis
of rotation Oz, as illustrated in Fig. 1a. The center of the bottle is aligned with Oz. The rotating velocity Ω can
be varied between 0 and 10 rpm. The leveling accuracy has been ensured within ±0.1 degrees. The bottom plate
has a hole drilled in its center for drainage. Two PVC cylindrical draining pieces have been machined (see Fig. 1a),
each with a thickness of 1 cm and internal hole diameters of Φ1 = 12.7± 0.1mm and Φ2 = 19.8± 0.1mm, such that
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FIG. 1. (a) Schematic drawing of the experimental set-up including details of the

outlet cylindrical draining pieces. (b) Low-frequency glug-glug sound spectrum as a function of time in the case Ω = 0 rpm
and Φ = Φ1. The fundamental frequency and its harmonics are marked with dots. The spectrum is obtained by using a

sliding Fourier transform processing of the signal.

Φ > 1.9ℓc, where ℓc =
√
2σ/ρlg ≈ 3.4mm is the capillary length of water in our experiments, in order to avoid the

effects of surface tension at the outlet [13]. For diameters below this limit, the emptying time in a tube tends towards
infinity [47]. The top surface of each draining piece is flush with the bottom of the tank, and a tight hatch is located
beneath it, which can be remotely opened at t = 0 s.

At t = 0 s, the air at the top of the container is at the atmospheric pressure Pa and both air and water are at the
ambient temperature Ta = 19± 1◦ C. The initial water level is H0 = 375± 1mm. The air and chlorinated water used
have a specific density ρg of 1.2 kgm−3 and ρl of 998 kgm

−3, respectively. The chlorinated water has a kinematic
viscosity ν of (1.03± 0.02)× 10−6 m2 s−1 and a surface tension σ of 58± 4mNm−1. This yields an Ekman number
Ek = ν/ΩR2 in the range of 4.7× 10−5 ⩽ Ek ⩽ 4.7× 10−4.

To ensure that the initial bulk is in solid body rotation, the system is rotated continuously throughout the experi-
ment, beginning one hour before the start of the emptying. The typical spin-up time H0/(νΩ)

1/2 [48, 49] which holds
for cylindrical geometry and in the presence of free surface [50, 51] is actually of the order of 103 s, smaller than the
settling time of 1 h. The initial parabolic deformation of the interface resulting from rotation, which can be expressed
as Ω2R2/4g, is in the uncertainty range of H0, with a magnitude of less than 0.6mm and thus negligible.

The cumulative mass m(t) of drained water at time t is measured on a digital mass scale with a precision of 0.5 g
and a sampling frequency of 7Hz. No inertial correction is necessary for weight measurements, as the force balance
is centered on Oz. We determine the water flow rate Q using the time derivative ṁ of the measured mass m(t). The
average water level H(t) in the tank at time t is computed from H(t) = H0 −m(t)/ρlπR

2 with an accuracy of 1mm.
A side view webcam captures the radial profile of the free surface h(r, t). Furthermore, the webcam records the

audio throughout the process, allowing us to determine the frequency at which bubbles are formed by analyzing the
distinct glug-glug sound they produce. A typical sound spectrogram is shown in Figure 1b. The spectrum is obtained
by using a sliding Fourier transform processing of the signal. The fundamental frequency and its harmonics obtained
by considering the maximum intensity of the spectrum are marked with dots and allow us to deduce the associated
period τ .

To study the reproducibility of the experiments, some of them were replicated under identical conditions. The
experiments with diameter Φ1 were repeated 8 and 7 times at Ω = 4 and 5 rpm, respectively. For these rotations
speed, the draining velocity can undergo different trends, with a non-reproducible appearance of the different regimes
(a point that will be addressed in the final part of this article). For all the other rotation speeds, the standard
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FIG. 2. (a,b) Emptying time Te(Ω) scaled by the emptying time without rotation Te(0) (a) as a function of the rotating
velocity Ω, and (b) as a function of Ω(Φ/2)2/ν. The black horizontal dashed lines represent the non-rotating case (Ω = 0
rpm). The black solid lines are included as a visual guide of the dispersion of the results for intermediate Ω. The blue dashed
lines represent the linear fit of the experiments for which only regimes 2 and 3 are significant during drainage. The estimated
standard deviation across different measurements is included in the size of the points, except for Φ1 and Ω = 4 and 5 rpm,
points for which the two observed behaviors are shown in red.).

deviation of the draining time is below 2% for large Ω and diameter Φ1, and 5% for diameter Φ2. For smaller Ω, the
standard deviation is below 5% for diameter Φ1 and 7% for diameter Φ2.

III. THE EFFECT OF ROTATION ON DRAINAGE EFFICIENCY

We explore the relationship between the emptying time Te of the sealed tank and the rotating velocity Ω of the
platform. The emptying time Te is defined as the time it takes for 99% of the initial water level to drain. In this
context, efficiency is defined as the ratio of the emptying time Te with rotation to that without rotation, the smaller
the ratio, the more efficient the drain. Figure 2a illustrates the scaled emptying time Te(Ω)/Te(0) as a function of the
platform’s rotating velocity Ω, where Te(0) is the emptying time in the absence of rotation. The time values shown
are averaged over the number of experiments performed for each rotation. They have also been doubled for diameter
Φ1 and Ω = 4 and 5 rpm, where emptying can follow different behaviors, leading to drastically different emptying
times, as will be explained in section V. For both outlet sections, an increase in the rotating velocity of the tank
initially leads to a reduction in the emptying time. The shortest emptying time is observed at the optimal rotating
velocities Ωopt(Φ1) = 4.0± 0.5 rpm and Ωopt(Φ2) = 3.0± 0.5 rpm for sections Φ1 and Φ2, respectively. However, this
minimum time is not reproducible. For section Φ1, the emptying time can be much longer for intermediate values
of the rotational speed, namely 4 and 5 rpm. Non reproducible emptying times are also expected at Ω = 4 rpm for
diameter ϕ2, as will be justified in Section V. Further increasing the tank’s rotation increases the discharge time,
which follows a seemingly linear trend whose slope depends on the outlet diameter Φ, as shown by the blue dashed
lines in Figure 2a. Notably, when plotting the scaled emptying time as a function of the dimensionless parameter
Ω(Φ/2)2/ν = (Φ/2R)2Ek−1 (Figure 2b), the points collapse on a master line. This dimensionless parameter is thus
the relevant control parameter for describing the bathtub vortex emptying process that occurs when the rotation is
large enough (see section IV), as reported in [5]. When the rotation speed Ω becomes sufficiently large, the bathtub
vortex regime becomes dominant and has time to establish. The trend (blue dashed line) in Figure 2b can differ for
sections with smaller diameters, where surface tension has a considerable effect on the flow, potentially even stopping
it, and can differ also for sections that are too large, as the tank would then empty too quickly and the short draining
time would not allow the vortex to establish properly. It is worth noting that, for the smaller outlet diameter Φ1, the
emptying time remains shorter than the one of the non-rotating case even at the highest rotating velocity tested in
our experimental setup. However, for the larger section Φ2, the discharge time exceeds that of the non-rotating case
once Ω exceeds 8 rpm. Contrary to a common assumption, our results reveal that rotating the tank does not always
result in faster emptying compared to the non-rotating case. Instead, we identify an optimal tank rotating velocity
Ωopt that maximizes the efficiency of the emptying process.

To delve further, we analyze the behavior of the scaled water height H/H0 inside the container as a function of
the dimensionless time t/Te(0) (see Figure 3a and 3b for sections Φ1 and Φ2 respectively). Different emptying trends
related to different regimes (see section IV for a detailed description) are observed depending on the rotating velocity
of the system.

At low rotating velocities (Ω ≤ 1 rpm), the evolution ofH/H0 follows a nearly linear trend with time. This evolution
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FIG. 3. (a) Time evolution of H/H0 for Φ1 and (b) for Φ2 at 0 ≤ Ω ≤ 10 rpm. Dotted lines indicate the presence of regime
1, dashed lines indicate the presence of regime 2, and solid lines indicate the presence of regime 3. The time t is scaled by the
emptying time Te(0) when Ω = 0 rpm. It is worth noting that for high rotation speeds, regime 1 only lasts between 5 and 6%
of the drainage time.

is characteristic of a non-rotating regime in which bubbles periodically form in the system, which we will refer to as
regime 1 or bubble regime (dotted lines). At higher rotating velocities (Ω(Φ1) ≥ 4 rpm and Ω(Φ2) ≥ 5 rpm), while the
duration of regime 1 becomes negligible compared to the emptying time, two other regimes are observed, namely the
vortical jet regime and the bathtub vortex regime, labeled as regimes 2 (dashed lines) and 3 (solid lines), respectively.
In regime 2, the height decreases at a faster rate compared to regime 1, following here also a nearly linear trend. In
regime 3, a non-linear decrease in height is observed, characteristic of the discharge behavior in rotating free-surface
tanks (see section IV for further explanations). As can be seen in Figure 3, this non-linear decay can become less
effective than the linear decay of regime 1, which explains why the emptying becomes less effective when Ω is too
large and regime 3 dominates. At intermediate rotating velocities (2 ≤ Ω(Φ1) ≤ 3 rpm and 2 ≤ Ω(Φ2) ≤ 4 rpm),
all three regimes are observed sequentially. The relative duration of each regime during an experiment influence the
overall effectiveness of the drainage process.

IV. CHARACTERIZATION OF THE THREE DIFFERENT EMPTYING REGIMES

The bubble regime (regime 1) represents the discharge regime observed in the absence of rotation (see Fig 4a. at
t/Te(Ω) = 0.01). It is characterized by the cyclic occurrence of air bubbles at the outlet of the tank, which rise by
buoyancy up to the top of the tank. Air is therefore gradually replacing water in the upper portion of the tank,
with a decreasing frequency over time, as shown in Figures 1b and 5. The analytical expression proposed by Clanet
and Searby [13] for the period of bubble formation is applicable to containers whose aspect ratios allow the inertia
term (2R/Φ)4vQ

2 to be neglected. This does not apply to our experiments [13]. Figure 5 shows the scaled bubble
periods τ/Te(0) measured for different rotating velocities. The period of the glug-glug is clearly related to H/H0,
whereas it depends only slightly on Ω over the explored range of Φ and Ω. The bubble regime is characterized by an
oscillating draining velocity whose mean value remains constant over time and relatively small compared to the other
two regimes, as shown in Fig 4b. The emptying velocity in this regime can be modeled using Whalley’s approach

[20] as vB = C2
√

gΦ(ρl − ρg)/(ρ
1/4
g + ρ

1/4
l )2, with C ≈ 0.916 as proposed by [10]. The draining velocity obtained

from this model (vB = 0.261m s−1) is in relatively good agreement with the experimentally measured mean velocity
(vQB = 0.276m s−1) for the case Ω = 0 rpm and Φ = Φ2 (Φ1 is not in the range of previous studies). Intermittent
bursts can be observed in figure 4b (black arrows) and in the first video of the supplemental materials, when regime
2 transiently settles in the bubble regime, for Ω > 0.

Regime 2 is characterized by a highly unsteady vortical jet flow. This regime occurs when vorticity concentrates
along the discharge axis aligned with Oz. However, the generated vortex is not strong enough to maintain a continuous
gaseous core from the outlet to the free surface. Instead, it takes the form of an “air jet”, as shown in Fig 4a at



5

a. b.

FIG. 4. (a) Sequence of photographs for the case Ω = 2 rpm and Φ1. The first bubble appears after t/Te(Ω) = 0.01 with a

normalized water height H̃ = H̃B (out of scale). Regime 2 stabilizes at t/Te(Ω) = 0.53, with a normalized water height H̃ = H̃J .

Regime 3 stabilizes at t/Te(Ω) = 0.68, with a normalized water height H̃ = H̃BV . Images capturing the interfacial aspect
during the transitions between regime 1 and 2 and between regime 2 and 3 were taken at t/Te(Ω) = 0.02 and t/Te(Ω) = 0.66,
respectively. At t/Te(Ω) = 0.04 (red arrow), the first appearance of the unstable vortical jet (regime 2) is observed, as also
shown in Figure 4b. (b) Draining velocity vQ normalized by the mean velocity of the case without rotation vQB , plotted for

Ω = 0 rpm and Ω = 2 rpm with section Φ1 as a function of H/H0. The boundaries of the different regimes H̃ = H̃B , H̃J , H̃BV

for the Ω = 2 rpm case are represented respectively by dotted lines, dotted-dashed lines and dashed lines, matching the color
scheme used in Figure 4a. Arrows on the velocity curve indicate the appearances of the jet, which coincide with the measured
velocity peaks. The first arrow in red corresponds to the photographic image marked by a red arrow in Figure 4a.

t/Te(Ω) = 0.53. In this regime, the fluid continuously flows through the discharge section. The pressure in the air
volume is lower than the atmospheric pressure Pa, but larger than in regime 1 (see section V for further explanations).
This difference in pressure explains why regime 2 is more effective than regime 1 in draining, as seen in Figure 4b,
where the draining velocity is the largest and exhibits only slight variations with H/H0.

Regime 3 is similar to the bathtub vortex regime observed in rotating free-surface tanks [30, 31, 34–46] in terms
of interface deformation (see Figure 4a at t/Te(Ω) = 0.68), as well as draining velocity. In Figure 6a, we compared
experiments with and without a lid for a rotation rate of Ω = 5 rpm. The red curve, representing the standard case
with a lid, matches perfectly with the grey dashed curve of the lidless case from a critical height H/H0 = 0.46, which
is lower than the height at which regime 3 establishes (H/H0 = 0.6). The vortex regimes in both configurations are
thus identical once the vortex is well established. Furthermore, the draining velocity vQ normalized by the classical
Torricelli velocity vT = β

√
2gH is shown in Figures 6b and 6c as a function of the water depth H/H0 at Ω = 7 rpm

for both sections. The dashed lines vQ/vT = 1 serve as a reference to illustrate Torricelli’s law. It can be observed
that the measured draining velocity is significantly lower than the classical Torricelli case. Following Caquas et al. [5],
the draining velocity vBV in the presence of a bathtub vortex can be predicted (red data points in Figure 6) based
on the shape of the free surface as:

vBV (t) = β

√
4g

(Φ/2)2

ˆ Φ/2

0

h (r, t) rdr, (1)

with a correction coefficient β ≈ 0.6, consistent with values reported in the literature for a circular hole [2, 13].
This agreement demonstrates that once the vortex is formed, the draining velocity vQ, is no longer influenced by the
presence of the tank lid nor subject to hysteresis effects. Thus, in this regime, the top and bottom of the tank are
continuously connected through the gaseous core. Consequently, air pressure above the water volume is Pa. In this
regime, the larger the rotating velocity of the platform, the faster the draining velocity decreases as the water level
decreases. This can be attributed to the expansion of the gaseous core with increasing rotation, resulting in a reduced
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FIG. 5. Period of bubble appearance τ scaled by the emptying time without rotation Te(0) for different rotating velocities as
a function of the scaled water height H/H0 for section Φ1.

a.

b. c.

FIG. 6. (a) Draining velocity vQ scaled by vQB as a function of the instantaneous water height H scaled by its initial value H0

for the case Φ1 at Ω = 5 rpm. The red curve represents the standard experiment with the airtight lid, while the grey dotted
line represents the case without lid (i.e. at atmospheric pressure throughout the experiment). (b,c) Draining velocity vQ scaled
by vT as a function of the instantaneous water height H scaled by its initial value H0 for (a) Φ1 and Ω = 7 rpm, and (b) Φ2

and Ω = 7 rpm. The solid black lines correspond to mass measurements and the red points to Eq. (1) with interface shape
measurements. The black dashed line shows the reference value vQ = vT . Here, the estimated value of the corrected coefficient
β is approximately 0.6.



7

a.

b. c.

P(t)Vg

Vl
Mxz

max

FIG. 7. (a) Diagram showing the occurrence of the different regimes as a function of the mean scaled regime time TR/Te(Ω)
and the rotating velocity Ω for section Φ1. Regime 1 appears in red, regime 2 in green and regime 3 in blue. (b) Normalized

height HR/H0 at which each regime appears plotted against 2
√

Ων/Φg for the two sections. The appearance of regime 2
(HR = HJ) is indicated in green, while the appearance of regime 3 (HR = HBV ) is indicated in blue. All experiments for which
the onset of regime 2 differ are represented. The black dashed lines are included as a visual guide. (c) Scaled draining velocities
vQ/vT at the threshold value for Ω = 4 rpm and section Φ1. For this threshold value of Ω, the results of three emptying, in the
same initial configuration, are shown, and show different trends. The onset of the jet regime is marked with arrows, and the
transition to the vortex regime is indicated by diamonds. The colors of the symbols correspond to those of the curves. The
inset shows the schematic diagram of the experiment.

average water height above the outlet section and a reduced wet section at the outlet. In contrast, in regime 2, the
radius of the gaseous core remains small and relatively constant throughout the entire regime. Ultimately, regime 3
becomes even less effective than regime 1.

V. DYNAMICS OF TRANSITIONS

As mentioned in section III, the efficiency of the draining process, as a function of the rotating velocity, is highly
dependent on the relative duration of each of the three emptying regimes described in the previous section. The
transition between the different regimes is not straightforward either, particularly given the unstable nature of regime
2. In order to describe the transitions between each of the three draining regimes, we consider the case of Fig. 4 where
Ω = 2 rpm and Φ = Φ1. The visualization of transitions between different regimes (see Fig. 4a) is also indicated in
Fig. 4b, corresponding to the changes in slope of the velocity curve.

At t/Te(Ω) = 0, the draining is initiated at the pressure P of the air volume Vg located in the upper zone of the
tank (see inset of Figure 7c), which is initially equal to the atmospheric pressure Pa. The fluid flows until the pressure
P reaches the critical value Pc = Pa − ρlgH. Once this pressure is reached, the external air at the outlet pushes
the water, forming a bubble. This bubble grows, expanding both the volume of water Vl (Vl being the volume of
water including bubbles or air jet) and the pressure P of the air volume Vg. At t/Te(Ω) = 0.01, the bubble pinches
off and detaches from the outlet. The tank drains and P decreases again. When the pressure P reaches the new
Pc(H), a second bubble forms at the outlet. Eventually, by repeating the aforementioned mechanism [17], bubbles
form periodically in the tank. For larger outlet diameters (such as Φ2), counter-currents of water can occur when a
bubble is formed [22].

As the container drains, vorticity concentrates and the pressure decreases along the Oz axis. From the start of the
draining (see Fig 4a at t/Te(Ω) = 0.02), the resulting stretching can cause the rising bubbles to elongate. Once the
stretching reaches a critical intensity, it can lead to the formation of an air jet, which, due to the inherent instability
of the vortex, can subsequently disappear (see Fig 4a at t/Te(Ω) = 0.04). Before reaching the surface, the jet breaks
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up into bubbles at a level zmax < H (see inset of Fig. 7c). The pressure P (t) at point M , which belongs to the air
core at height zmax, must satisfy Pa = P (t)+ρlg(H(t)− zmax), where zmax increases as the vortex becomes stronger.

When HB ≤ H < HJ (see Fig. 4b), regime 1 dominates, the vortex is weak, the height zmax is small, and the
pressure P approaches the previous critical value Pc. The air jet can even disappear at the critical value P (t) = Pc.
In this case, there is no more outflow, which breaks the structure of the vortex, and regime 1 reappears. Generally,
the intermittent bursts of regime 2 are brief (t ∼ 4 s) and only represents a small fraction of regime 1. It can be
observed in Fig. 4b where peaks of draining velocity correspond to the appearance of the intermittent air jet.

When HJ < H < HBV (see Fig. 4b), regime 2 stabilises and the air jet reaches a height zmax close to the interface.
The airflow brought by the jet is sufficient for the pressure P to increase. When the pressure P (t) approaches Pa,
the transition from regime 2 to regime 3 initiates. Simultaneously, the upper interface undergoes deformation in an
attempt to match the shape of the air jet. This transition can occur continuously, as showed in the case of Ω = 2 rpm
presented in Figure 4a at t/Te(Ω) = 0.66. In this scenario, the interface deformation exhibits a hybrid form, combining
characteristics of both an air jet and the typical deformation observed in a bathtub vortex interface. However, for
higher rotating velocities, as observed in video 2 of the supplementary material, the transition can become oscillatory.
In such cases, the air jet can intermittently disappear when the pressure P (t) is high, while a distinctive bathtub
vortex deformation appears at the upper air-water interface. If the vortex intensity is insufficient for the interface
deformation to rapidly extend into the outlet section, the pressure P (t) decreases once again, causing the jet to
reappear. The interface deformation then oscillates between these two states in a pulsating cycle until the pressure
equilibrates at P (t) = Pa.

The transitions between the successive regimes, and therefore the time spent in each of them, directly depend on
the vortex intensity, and thus on Ω. Figure 7a shows the diagram of occurrences of the different regimes. The duration
of regime 1 decreases with increasing Ω. For high rotation velocities, the vortex establishes itself rapidly and remains
stable, causing regime 1 to last only a few seconds. Consequently, its influence on the emptying process is negligible.
On the contrary, regime 3 behaves in the opposite manner. Its duration decreases as Ω decreases, and for low values
of Ω, regime 3 does not occur at all.

The swirl ratio S = ΩΦ/U [52], commonly used in tornado research to analyze their intensity and stability [53],
is defined locally at the discharge section. Here, U = 2Q/πδΦ represents the characteristic radial velocity in the
Ekman layer at the bottom of the tank [43] during the early stages of the emptying process. During this stage, Q

is approximately equal to
√
Φg(Φ/2)2, resulting in the simplification of the swirl ratio to S = 2

√
Ων/Φg. Figure 7b

illustrates the heights at which the jet regime HJ (in green) and the bathtub vortex regime HBV (in blue) occur as

a function of 2
√

Ων/Φg. The evolution of HBV exhibits a seemingly linear increase with the swirl ratio within the
range of tested Ω values (it is expected that the ratio H/H0 approaches 1 for higher Ω values). The occurrence of the
stable vortex regime is therefore clearly correlated to the initial swirl ratio. This transition point between regime 2
and 3 is also reproducible (see Figure 7b-c).

The establishment of regime 2 requires a vortex and therefore a sufficient Ω, but the vortex must not be too intense
in order to delay the transition to regime 3. Thus, the fraction of time spent in regime 2 first increases with Ω,
becomes maximal for an optimal rotating velocity ΩJ which depends on Φ and decreases for larger values of Ω.

At the largest Ω, the water level HJ at which the transition occurs between regime 1 and 2 is repeatable and
appears to be constant (see Figure 7b). The value of the plateau varies very slightly with the diameter Φ, with
HJ(Φ1)/H0 = 0.96± 0.01 and HJ(Φ2)/H0 = 0.92± 0.01. However, this is no longer true for intermediate and small
Ω. The values of HJ become random. Figure 7c shows the draining velocity for several experiments with the same
settings (Ω = 4 rpm and Φ1). The red and purple curves exhibit a behaviour typical at large Ω, with mainly regime
2 and 3 only present. The yellow curve is representative of a case where all three regimes are successively present,
as is usually observed at intermediate Ω. Across all experiments conducted at Ω = 4 and 5 rpm with diameter Φ1,
we observed that approximately half of the curves followed either an intermediate rotation trend or a high rotation
trend. This phenomenon was not observed for diameter Φ2, but the few experiments carried out (4 at Ω = 4 rpm, 3
at Ω = 5) do not allow us to draw any general conclusions about this case.

Similarly to the jet intermittence in regime 1, the unpredictability of the settling of regime 2 underlines the instability
of the vortex in regime 2. This explains why the fastest emptying is not always obtained for a repeatable value of Ω.

VI. CONCLUSIONS

Our study has demonstrated that the draining of a closed vessel in a rotating frame is far from being trivial,
with three successive regimes identified whose occurrence and duration depend on Ω, H and Φ. We found that
rotation is efficient to empty the tank only when an optimal rotating velocity Ωopt is reached. In our range of studied
diameters and rotations, we observed that the draining time increases almost linearly with the parameter Ω(Φ/2)2/ν
once the critical value Ωopt is reached. By studying the critical heights at which the regimes occur, we noticed that
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the critical height for the occurrence of regime 2 is not well defined and non-reproducible at low values of Ω, but
becomes reproducible and constant beyond Ωopt. As for the height HBV , it can be expressed in terms of the swirl

ratio S = 2
√

Ων/gΦ and scales almost linearly over the range of explored Ω values.

Although idealised, our experiment provides a better understanding of the emptying of a rotating water bottle. The
chosen ratio H0/R in our experiment is approximately three times smaller than that of a typical water bottle, while
H0 is of the same order of magnitude. Variations in this aspect ratio should not change the physics of the emptying
process. It is worth noting that while the water height does not affect the velocity during the bubble regime, the
draining velocity will be larger for a larger height as soon as the vortex is present. Therefore, for an equivalent water
volume, a higher H0/R ratio leads to a shorter emptying time. The choice of a larger radius R allows for a slower
emptying rate and longer visualization of the different regimes compared to a typical water bottle. The ratio Φ/R
also is chosen to be very small in our case to remain within the typical approximation used for the Torricelli’s law.
For larger aspect ratios, as in the case of a typical water bottle (Φ/R ≈ 0.2), we expect a modification in the draining
velocity expressed by Eq.(1), as the interface velocity would no longer be negligible in the balance. However, for
aspect ratios close to those of a bottle, the three regimes mentioned in this article can be observed. Only the duration
of each regime is affected.
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Ph.D. thesis, Université de Provence-Aix-Marseille I (2002).
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5.3. Conclusion

5.3 Conclusion

Notre étude a révélé que le processus de vidange d’une bouteille d’eau en rotation n’est
en aucun cas trivial, et ce, en identifiant trois régimes successifs dont l’apparition et la
durée sont dépendantes des paramètres Ω, H et Φ et permettent de comprendre l’existence
d’une vitesse de rotation optimale Ωopt pour vider plus rapidement le contenant. Dans le
premier régime identifié, que nous appelons ici le régime de bulles, la vitesse de vidange
et la fréquence d’apparition des bulles sont semblables au cas sans rotation, seul l’aspect
des bulles, plus allongé sous l’effet de la concentration de la vorticité, diffère. La cuve se
vide alors par intermittence avec une vitesse de vidange qui oscille autour d’une vitesse
moyenne quasi constante. Peu efficace, ce régime disparaît presque (ne durant que quelques
secondes) pour des vitesses de rotation supérieures à Ωopt.

Dans le régime de vidange tourbillonnaire, la vitesse de vidange suit la loi généralisée
de l’Eq. (3.16) établie dans le Chapitre 3 et l’interface prend la forme typique du régime
super-critique. Ainsi, lorsque ce régime est atteint, la pression s’équilibre dans le volume
gazeux de la partie supérieure de la cuve et atteint la pression atmosphérique. La vitesse de
vidange dépend alors de la hauteur d’eau située au-dessus de la section de vidange. Elle est
généralement plus élevée que celle du régime de bulles, mais peut drastiquement diminuer
lorsque le vortex devient très intense et ne permet presque plus au fluide de s’écouler. Ce
régime s’établit pour une hauteur d’eau reproductible qui suit une dépendance linéaire en
nombre de Swirl Sw = 2

√
Ων/gΦ sur la plage des valeurs de Ω que nous avons étudiée.

Le régime de jet d’air, qui fait la transition entre les deux précédents régimes, est très
instable. Dans ce régime, l’écoulement de l’eau est, lui aussi, continu. Il est permis par le
cœur gazeux présent dans la partie basse de la cuve. Ce jet ne va cependant pas jusqu’à
l’interface et l’équilibre des pressions n’est pas atteint. La finesse du cœur gazeux permet
au fluide de s’écouler efficacement de la cuve en présentant un débit de vidange très élevé.
Lors de la phase initiale de la vidange, où le régime de bulles est prédominant, le régime
de jet d’air peut se manifester de manière intermittente et non reproductible. La hauteur
d’eau pour laquelle le régime de jet d’air s’établit est, elle aussi, non reproductible pour de
faibles valeurs de Ω. Malgré ces irrégularités, ce régime prend progressivement plus de place
dans le processus de vidange lorsque Ω augmente jusqu’à atteindre Ωopt. Une fois la vitesse
Ωopt atteinte, la durée relative de ce régime transitoire diminue et sa hauteur d’apparition
devient reproductible et quasi-constante. Le régime de vidange tourbillonnaire devient alors
prédominant, ce qui entraîne une augmentation du temps de vidange en fonction de Ω, qui
suit alors une évolution linéaire en fonction du paramètre sans dimension Ω(Φ/2)2/ν.
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CHAPITRE 6
Simulations numériques
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Chapitre 6. Simulations numériques

6.1 Introduction

La simulation numérique revêt une importance croissante dans le cadre industriel, car elle
permet potentiellement de dimensionner des systèmes et de vérifier leur bon fonctionne-
ment, voire de les étudier dans des conditions dégradées, et ce, à moindre coût. L’industrie
nucléaire et le CEA en particulier ont recours à des outils de calcul scientifique depuis
leur origine. Le CEA développe ainsi en interne des outils de simulation numérique dans
diverses disciplines comme la neutronique ou la mécanique des fluides. Dans le domaine de
la mécanique des fluides, le CEA a notamment développé le code TrioCFD [5, 16]. Cet outil
permet de simuler les écoulements thermohydrauliques avec une option de suivi d’interface
de type "Front Tracking" pour l’étude des écoulements diphasiques.

La problématique des écoulements avec vortex étudiée dans le cadre de cette thèse
intéresse particulièrement le CEA. Le phénomène d’entraînement de bulles à la pointe
du vortex peut, en effet, être la cause de problème de sûreté dans les futurs réacteurs à
neutrons rapides et à caloporteur sodium [103]. Ce phénomène est complexe à modéliser
en raison de la rupture de la phase gazeuse qui se produit à une échelle bien plus petite
que celle du système étudié. Les expériences conduites dans le cadre de cette thèse dans
des conditions parfaitement contrôlées constituent une base de validation expérimentale et
nous avons cherché à les simuler avec TrioCFD. Comme nous le verrons dans ce chapitre,
face à certains problèmes numériques rencontrés avec TrioCFD (problème de vitesses pa-
rasites), nous avons également réalisé des simulations au moyen d’OpenFoam à des fins
de vérification et de comparaison. Dans une première partie de ce chapitre, nous décri-
rons brièvement les méthodes numériques utilisées par les outils de calcul. Puis, nous nous
intéresserons à divers cas tests de validation de complexité croissante. Nous présentons
tout d’abord le cas test analytique de la coalescence étudié en 2D avec TrioCFD. Ensuite,
nous considérerons le cas expérimental issu de la littérature de la génération d’une bulle
d’air dans une cuve remplie d’eau et nous comparerons les résultats et les performances
de TrioCFD et d’OpenFoam (3D et 2D axisymétrique). Enfin, nous nous intéresserons à
un exemple de vidange instationnaire et nous discuterons de la faisabilité de la simulation
numérique d’expériences faisant intervenir le phénomène d’arrachement.

6.2 Outils de calcul et méthodes numériques

Au cours des dernières décennies, l’évolution notable des ressources de calcul et des mé-
thodes numériques a rendu possible la simulation des écoulements multiphasiques avec
suivi des interfaces dans des systèmes de plus en plus complexes. Dans ce contexte, di-
verses approches, dont nous donnons ici quelques exemples, sont employées pour modéliser
la déformation complexe de l’interface liquide/gaz.

Les méthodes de suivi ou de capture d’interface résolvent généralement un unique
ensemble d’équations de Navier-Stokes, traitant alors le système comme un fluide unique
dont les propriétés sont déterminées par la position de l’interface.

Dans les méthodes de capture d’interface, l’approche Volume-Of-Fluid (VOF) [42] uti-
lise la fraction volumique advectée sur le maillage eulérien pour localiser l’interface. Le
solveur InterFoam d’OpenFoam, détaillé ultérieurement, appartient à cette catégorie de
méthodes. L’approche Level-Set (LS) [79] utilise, quant à elle, une fonction de distance
signée qui s’annule au niveau de l’interface. Celle-ci sera ou non reconstruite à partir de
l’interpolation de ces données.

Les méthodes de suivi d’interface emploient un maillage lagrangien mobile pour mo-
déliser et advecter explicitement l’interface en utilisant le champ d’écoulement résolu sur
le maillage eulérien. Les données calculées sur les deux maillages sont alors couplées. La
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méthode Front-Tracking [112, 110, 50], utilisée dans TrioCFD, est un exemple typique de
cette catégorie, où l’interface est suivie de manière explicite par des marqueurs lagrangiens
sur une grille sous-jacente.

Les méthodes à maillages mobiles permettent de combiner les avantages des approches
précédentes. La méthode Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) [43, 83] propose, par exemple,
de calculer les équations de Navier-Stokes sur un unique maillage adaptatif qui se déforme
avec l’interface. Ces méthodes sont cependant complexes à mettre en œuvre, notamment
pour modéliser des interfaces très déformées.

Ces différentes méthodes qui intègrent un maillage eulérien pour discrétiser le domaine
de calcul sont compatibles avec tous les schémas de discrétisation spatiale [64], tels que les
Éléments Finis [30] ou les Méthodes de Boltzmann sur Réseau (LBM : Lattice Boltzmann
Methods) [95, 36].

Enfin, certaines méthodes utilisent une discrétisation particulaire des écoulements. Par
exemple, les méthodes de suivi de particules (SPH : Smoothed Particle Hydrodynamics)
[37, 62], représentent les fluides par des particules de masse fixe interagissant à distance.
Ces particules peuvent alors occuper n’importe quelle position du domaine étudié.

6.2.1 La méthode Front-Tracking de TrioCFD

TrioCFD est un logiciel polyvalent de Dynamique des Fluides Numérique, développé au
CEA depuis près de 30 ans. Ce logiciel est spécialisé dans la simulation d’écoulements
incompressibles ou faiblement compressibles (bas-Mach), qu’ils soient stationnaires ou ins-
tationnaires et diphasiques, avec une application principale dans le domaine nucléaire (ther-
mohydraulique des réacteurs), mais son utilisation ne s’y limite pas. Comme pour la mé-
thode VOF d’OpenFOAM qui sera présentée dans la suite, la méthode Front-tracking [110]
de TrioCFD utilise une formulation monofluide dont la description complète est donnée
dans différentes thèses[65, 108, 11]. Chaque grandeur physique gk est alors définie dans la
phase k, telle que :

g =
2∑

k=1

χkgk (6.1)

avec χk la fonction indicatrice de phase qui vaut 1 si la phase k est présente et 0 en dehors.
Pour obtenir la formulation monofluide, les équations de continuité et de Navier-Stokes

sont exprimées dans chaque phase puis multipliées par la fonction indicatrice de phase χk

et sommées, il vient :

∇ · u⃗ = 0 (6.2)

∂(ρu⃗)

∂t
+∇ · (ρu⃗⊗ u⃗) = ρg⃗ −∇p+∇ ·

[
µ
(
∇u⃗) + (∇u⃗T

)]
+ σκn⃗δi (6.3)

Avec δi la distribution de Dirac localisée à l’endroit de la discontinuité.
Contrairement à la méthode VOF d’OpenFOAM, la méthode de Front-Tracking implé-

mentée dans TrioCFD consiste en l’utilisation de deux maillages pour décrire les écoule-
ments diphasiques. D’un côté, un maillage eulérien fixe, utilisé, lui aussi, dans les méthodes
de capture d’interface, permet d’effectuer les calculs numériques des champs de pression
et de vitesse dans chaque phase. De l’autre, un maillage lagrangien mobile permet une
meilleure description de la forme de l’interface, et donc du calcul des forces s’exerçant à
l’interface entre les deux fluides. Cette dernière est discrétisée avec des marqueurs sans
masse, qui sont déplacés par un système d’aller-retour (interpolation et extrapolation)
utilisant les propriétés physiques calculées sur le maillage Eulérien.

105



Chapitre 6. Simulations numériques

Afin d’assurer la conservation du volume de chaque phase, cette approche de Front-
Tracking est combinée au niveau local de l’interface avec une méthode conservative de type
capture d’interface. Le transport de l’interface obtenue à partir de la vitesse interpolée est
alors suivie d’une étape de correction qui entraîne un second déplacement de l’interface,
généralement bien plus faible [65].

6.2.2 La méthode Volume-Of-Fluid d’OpenFOAM

OpenFoam est un code libre d’accès sous licence GNU disponible depuis 2004. Il utilise
une méthode de capture d’interface de type Volume of Fluid. Ce genre de méthode est
réputé pour être moins coûteuse qu’une méthode de suivi d’interface, mais également moins
précise. OpenFoam offre, de plus, la possibilité d’effectuer des simulations numériques en
2D axisymétrique, ce qui permet un gain considérable en termes de temps calcul et de
nombre de processeurs utilisés lorsque les géométries étudiées le permettent.

Les méthodes numériques implémentées dans OpenFOAM sont présentées en détail
dans l’article de Deshpande [25] et dans la documentation en ligne 1.

La méthode VOF implémentée dans le solveur InterFoam utilise la fraction volumique
αphase. Cette grandeur est définie comme le rapport du volume d’une phase de référence
(la phase liquide par exemple) sur le volume total considéré. Numériquement, les équations
de Navier-Stokes sont exprimées, comme précédemment, dans une formulation monofluide
et la masse volumique d’une maille s’écrit telle que :

ρ = αphaseρl + (1− αphase)ρg (6.4)

où αphase est la fraction volumique de la maille, ρl la masse volumique de la phase liquide
et ρg celle de la phase gazeuse.

Il est ensuite possible de réécrire ce bilan local grâce à l’équation de continuité. On
obtient alors les équations de transport de la fraction volumique dans les phases gazeuse
et liquide :

∂αphase

∂t
+∇. (αphaseu⃗l) = 0 (6.5)

∂(1− αphase)

∂t
+∇. ((1− αphase)u⃗g) = 0 (6.6)

Ces équations peuvent être résolues numériquement avec les discrétisations temporelles et
spatiales adaptées. Cependant, la résolution directe de cette équation aux dérivées par-
tielles n’est pas optimale, car elle peut entraîner des problèmes de diffusion numérique de
l’interface. En effet, la définition de l’interface à partir de la fraction volumique est discon-
tinue. Il est alors nécessaire de limiter l’étalement des valeurs de la fraction massique sur le
maillage pour éviter sa diffusion. En introduisant la vitesse relative entre les deux phases
u⃗r = u⃗l−u⃗g, un terme dit de "compression d’interface" permet de réécrire l’équation (6.6) :

∂αphase

∂t
+∇. (αphaseu⃗) +∇. (αphase(1− αphase)u⃗r) = 0 (6.7)

Pour que cette correction ne s’applique qu’à l’interface, le terme de compression d’interface
est nul sauf au niveau de la zone interfaciale. Il permet d’éviter le phénomène de diffusion
ou de lissage de la discontinuité en ’compressant’ l’interface. L’équation (6.7) est ensuite
intégrée sur chaque maille de volume Vi [25] nécessitant le calcul des flux volumiques entrant
et sortant de la maille par toutes ses faces.

La méthode VOF conserve donc la masse puisqu’elle est établie à partir des formes
intégrales des équations résolues exprimées en forme conservative. Le flux total lié au terme

1https ://openfoamwiki.net/index.php/InterFoam
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de compression est calculé à partir d’un coefficient limiteur implémenté dans le solveur
MULES (Multidimensionnal Universal Limiter with Explicit Solution), dont la valeur vaut
1 au niveau de l’interface et 0 dans le reste du volume. Le limiteur permet ici de traiter le
transport de la fraction volumique avec un schéma décentré amont dans le domaine fluide.
Ainsi, la diffusion de l’interface peut être limitée tout en maintenant un temps de calcul
raisonnable pour la correction de l’interface.

Dans InterFoam, les effets de la tension de surface sont modélisés avec la méthode
Continuum Surface Force (CSF). Dans les simulations numériques, il est souvent difficile
de traiter directement les forces surfaciques, comme la tension de surface, en raison de
la discrétisation du domaine. La méthode CSF contourne ce problème en reformulant la
force surfacique comme une force volumique qui peut être intégrée dans les équations de
Navier-Stokes résolu pour les deux phases grâce à la fraction volumique αphase.

6.3 Premier cas test de validation : la coalescence

Parmi l’ensemble des tests de validation que nous avons réalisés qui présentent une solution
analytique, tel le cas de la goutte posée ou celui de la goutte oscillante, nous avons choisi de
présenter ici la coalescence de deux gouttes. Cette étude est particulièrement intéressante,
car elle permet de tester les performances de TrioCFD dans une situation critique où
les phases fusionnent. En effet, la coalescence, à l’instar de la séparation de phase qui
peut se produire lors du phénomène d’arrachement de bulles, peut poser des problèmes de
simulation numérique [49].

D’un point de vue physique, la coalescence prend naissance à l’échelle du nanomètre
lors de la mise en contact de deux gouttelettes sous l’effet des forces de Van der Waals
et se développe à l’échelle du micromètre sous l’effet de la tension de surface. Afin de
minimiser l’énergie de surface, la surface partagée par les deux anciennes gouttes doit être
minimale. Le pont reliant les deux gouttelettes s’accroît alors très rapidement sous l’effet
de la dépression localisée au niveau de cette singularité.

6.3.1 Solution analytique pour le cas 2D (Régime de Stokes)

Hopper présente en 1984 [45] la solution analytique de la coalescence de deux cylindres
infinis identiques (de deux disques en 2D), visqueux, sans fluide extérieur (ou pour un
fluide extérieur dont on peut négliger la viscosité) placés tangentiellement l’un à côté de
l’autre à l’instant initial.

Soit Ri =
R0√
2

le rayon initial des gouttes, ρ la masse volumique de l’eau, σ la tension
de surface, µ la viscosité dynamique du fluide, t̃ le temps adimensionné tel que t̃ = tσ

µR0
.

L’équation paramétrique de l’interface s’exprime sous la forme d’une ellipse inverse et
s’écrit :

x = R0

(
(1− n2)(1 + n2)−0.5(1 + 2n cos(2θ) + n2)−1

)
(1 + n) cos(θ) (6.8)

y = R0

(
(1− n2)(1 + n2)−0.5(1 + 2n cos(2θ) + n2)−1

)
(1− n) sin(θ) (6.9)

où l’angle θ vérifie 0 ≤ θ < 2π et n est un paramètre réel tel que 0 ≤ n < 1. Une
visualisation de ces profils paramétriques est donnée à la Figure 6.1a pour différentes
valeurs du paramètre n. Dans cette équation paramétrique, n dépend du temps et Hopper
exprime leur relation sous la forme :

t̃ =

ˆ 1

n2

π

4

(
η(1 + η)0.5K(η)

)−1
dη (6.10)
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a. b.

Figure 6.1 : a. Profils paramétriques pour différentes valeurs du paramètre n dont la valeur est
représentée par colorimétrie. b. Évolution temporelle du rayon r̃pont donné par l’équation 6.12.

avec :

K(η) =

ˆ

π
2

0
(1− η sin2(θ))−0.5dθ (6.11)

On remarquera que n = 1 pour t = 0 et l’on retrouve alors la position initiale des
gouttes (cf. Figure 6.1a pour n = 0). Le rayon de la jonction entre les deux cylindres (cas
2D) ou entre les gouttes (cas 3D) est noté rpont. On pose ici : r̃pont = rpont/R0. Hopper
exprime alors ce rayon adimensionné tel que :

r̃pont = (1− n)(1 + n2)−1/2 (6.12)

Par développement asymptotique aux premiers instants (r̃pont ≪ 1), son expression se
simplifie, telle que [48] :

r̃pont =
t̃

π
ln
(√

2t̃
)

(6.13)

La Figure 6.1b représente l’évolution temporelle du rayon r̃pont donné par l’équa-
tion 6.12. La solution donnée par Hopper peut être généralisée dans le cas de deux cy-
lindres de rayons différents [46]. Dans un second temps, Hopper [47] présente des résultats
complémentaires pour la courbure, la pression et la forme de l’interface ; seul le champ de
vitesse dans le fluide n’est pas abordé.

6.3.2 Simulation numérique avec TrioCFD

Plusieurs simulations ont été réalisées avec TrioCFD (en 2D). Nous comparons ici le profil
des gouttes obtenu avec le modèle analytique donné par les équations (6.8)-(6.9).

Dans le cas test présenté ici, le rayon des gouttes est Ri = 0.2mm, la tension de surface
est de 0.7mN.m−1, la masse volumique est de 1000 kg.m−3 et 0.01Pa.s. La viscosité de
l’air est fixée nulle. Le domaine maillé est une boîte carrée de 1mm de côté. Le maillage
est davantage raffiné au centre du domaine (autour du point de contact initial entre les
gouttes) et la taille des mailles ∆x vérifie 1.4 × 10−6 ≤ ∆x ≤ 2.4 × 10−6 m (soit environ
250000 mailles). Le pas de temps est de l’ordre de 10−9 s. Le calcul a été réalisé sur une
station de travail avec neuf processeurs pour un temps de calcul physique de 10 jours.
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Nous avons remarqué que le niveau de discrétisation au point de contact initial avait
une influence sur la dynamique simulée de la coalescence. En effet, alors que la forme de
l’interface analytique est constituée de deux cercles jointifs en un unique point en t = 0 s,
un pont dont la taille dépend de la discrétisation est déjà formé dans le cas de la simulation
numérique. Les conditions initiales de la coalescence sont donc décalées (en avance) dans
le cas de la simulation par rapport au modèle analytique d’Hopper pour lequel le contact
à t = 0 s est équivalent à r̃pont = 0. Il est possible de réduire ce décalage en raffinant
davantage le maillage. Ceci induit l’utilisation d’un pas de temps plus petit et des calculs
d’autant plus longs et il a été choisi de ne pas pousser plus loin ces calculs.

Nous avons tracé l’évolution du profil de l’interface à différents instants en comparaison
du modèle analytique d’Hopper en tenant de ce décalage temporel à la Figure 6.2. L’accord
entre les simulations et le modèle est satisfaisant. Il est donc possible de simuler le phéno-
mène de coalescence avec TrioCFD, les écarts pouvant être attribués à une discrétisation
insuffisante et à l’application non idéale du modèle d’Hopper.

6.4 Second cas test de validation : Formation d’une bulle d’air

De façon analogue à la coalescence, le fractionnement d’une phase en plusieurs phases
est un point délicat pour les codes numériques qui traitent des problèmes à deux phases.
Des divisions précoces peuvent, en effet, survenir ou à l’inverse ne pas se produire alors
qu’elles sont attendues. Ce problème peut être dû à la discrétisation et dépend également
des algorithmes utilisés. Ce problème nous intéresse particulièrement ici afin de déterminer
quelle discrétisation est nécessaire pour modéliser le phénomène d’arrachement de bulles
sans artéfacts numériques. La simulation numérique présentée ici utilise les travaux de
Mirsandi [69] et Albadawi [2, 1] qui présentent des comparaisons de résultats expérimentaux
et numériques de la formation d’une bulle d’air dans un réservoir d’eau par injection au
travers d’un orifice. Nous proposons une étude comparative des performances des codes
TrioCFD et OpenFoam. Ce travail a notamment fait l’objet d’un stage encadré pendant
cette thèse et réalisé par Yanis Bendali, étudiant en dernière année d’école d’ingénieur.

6.4.1 Position du problème

Nous considérons ici la formation d’une bulle d’air dans une cuve remplie d’eau. La bulle se
forme par une injection d’air à débit constant au travers d’un orifice, son volume s’agrandit
jusqu’à son détachement (cf. Figure 6.3).

Pour un débit d’injection d’air Q constant, le volume de la bulle formée va augmenter
linéairement. Lorsque ce débit est suffisamment petit, i.e. inférieur à un débit critique Qc =

π
(

16
3g2

)1/6 (
σRc
ρl

)5/6
≈ 1.82×10−6m3 s−1 décrit par Oguz [75], le régime de l’écoulement est

quasi-statique. Ainsi, le bilan des forces statiques s’appliquant sur la bulle est le suivant :

• la force de flottabilité (résultante du poids et de la poussée d’Archimède) : FB =
(ρl − ρg)V g

• les forces de pression : FCP = πR2
c(pg − pT )

• la force capillaire : FC = 2πσRc sin(θ)

• la force de traînée représentant les effets inertiels et visqueux de la phase liquide au
niveau de l’interface FD

Ici, g est l’accélération de la pesanteur, V le volume de la goutte, ρl et ρg les masses vo-
lumiques des phases liquide et gazeuse, Rc le rayon de l’orifice, σ la tension de surface
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a.

b.

c.

Figure 6.2 : a. Profils paramétriques pour (a) t = 0.001 s, (b) t = 0.004 s et (c) t = 0.008 s. La
représentation paramétrique d’Hopper est donnée en trait continu bleu, les résultats numériques
sont en pointillés. Le décalage temporel induit par la discrétisation en t = 0 s est pris en compte
dans les profils comparés.
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liquide/gaz, θ l’angle de contact au niveau de l’orifice, pg la pression du gaz à l’intérieur
de la bulle et pT la pression du liquide au sommet de la bulle [1].

Initialement, la forme de la bulle résulte principalement d’un équilibre entre la force
capillaire et les forces de pression. Lorsque le volume de la bulle s’agrandit, la force de
flottabilité s’appliquant à l’interface devient plus importante et la force capillaire diminue.
L’interface va se déformer de plus en plus jusqu’à prendre une forme de "montgolfière" avec
une zone basse pincée de rayon minimal rneck. Ce rayon diminue progressivement jusqu’à
disparaître avec le détachement de la bulle qui a lieu à l’instant tdet pour un volume de
bulle Vdet. La naissance de cette région de pincement est à l’origine du terme "Pinch-off"
utilisé pour décrire ce phénomène dans la littérature.

6.4.2 Mesures expérimentales de référence

Contrairement à l’étude précédente, il n’existe pas de modèle analytique pour décrire la
formation d’une bulle d’air. Toutefois, plusieurs expériences de références ont été menées,
notamment par Albadawi [2, 1], afin de valider les modèles de simulation numérique utilisés
pour la description de ce phénomène. Les données expérimentales d’Albadawi sont consti-
tués de profils interfaciaux (donnés à la Figure 6.3), ainsi que du temps d’arrachement tdet,
du volume de la bulle à cet instant critique Vdet et de la position du centre de gravité de
la bulle CGdet. Le montage expérimental décrit dans les travaux d’Albadawi est constitué
d’un réservoir rempli d’eau de 20 mm de hauteur et de base carrée de côté 50 mm. Un orifice
de rayon Rc = 0.8 mm est créé en acier inoxydable pour permettre l’injection d’air. Le débit
volumique Q d’air injecté, de valeur ajustable 1.39× 10−8 ≤ Q ≤ 5.56× 10−8 m3.s−1, est
maintenu constant pendant la durée de l’expérience par un système de régulation. Dans le
cadre de notre travail, les simulations numériques ne seront effectuées que pour une unique
valeur du débit Q = 5.56× 10−8 m3/s.

Figure 6.3 : Observation expérimentale des formes la bulle pour 6 instants de croissance différents
0, 0.2tdet, 0.4tdet, 0.6tdet, 0.8tdet, tdet avec Rc = 0.8 mm et Q = 200 mL/h, photos issues des travaux
de Albadawi [1].
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6.4.3 Simulations numériques avec TrioCFD

6.4.3.1 Paramètres physiques

Les valeurs de références pour les grandeurs physiques de l’eau et de l’air à 20° sont utilisées
ici :

Liquide : Eau, ρl = 998.2 kg/m3, µl = 10−3 Pa s
Gaz : Air, ρg = 1.225 kg/m3, µg = 1.79× 10−5 Pa s
Interface : Eau/Air, σ = 0.073 J/m2

6.4.3.2 Géométrie du problème

Le domaine de simulation est constitué d’une boîte cylindrique de 4 mm de rayon et 8
mm de hauteur, dont la paroi solide inférieure est percée d’un orifice circulaire de rayon
Rc = 0.8 mm. Une coupe 2D de ce domaine est représentée sur la Figure 6.4. Contrairement
aux travaux de simulation numérique d’Albadawi ([2] et [1]), un domaine 3D est considéré
ici, et l’approximation d’axisymétrie ne sera pas réalisée dans le cadre de la simulation
réalisée avec TrioCFD.

6.4.3.3 Conditions aux limites et condition initiale

Initialement, on considère que la bulle a la forme d’une demi-sphère de rayon Rc au ni-
veau de l’orifice. Cette hypothèse est nécessaire, car le système d’injection d’air n’est pas
modélisé dans le domaine, ce qui est aussi le cas dans [2] et [1].
Les conditions aux limites imposées s’inspirent également des travaux de [2] et [69]. Les
faces latérales et inférieure du domaine (excepté l’orifice) sont considérées comme des pa-
rois solides avec une condition de non-glissement. La face supérieure est ouverte, la pression
y est équivalente à la valeur de la pression atmosphérique P = Pa = 101 325 Pa. Le profil
de vitesse à l’orifice, qui est laminaire dans les expériences effectuées, est donc imposé, tel
que :

u⃗(x, y) =
2Q

πR2
c

(
1− x2 + y2

R2
c

)
e⃗x (6.14)

Des conditions de symétries sont imposées pour l’angle de contact sur les parois latérales
et supérieure, la bulle n’étant pas en contact direct avec celles-ci. Sur la paroi inférieure,
la bulle est uniquement en contact avec le bord de l’orifice. D’un point de vue expérimen-
tal, son angle de contact instantané varie (cf. Figure 6.3). Il est impossible d’utiliser des
conditions aux limites dynamiques pour l’angle de contact dans TrioCFD. Pour contourner
cette limitation, nous avons choisi des conditions aux limites différentes sur la paroi et au
niveau de l’orifice. L’angle de contact est alors imposé à 180° sur la paroi solide et 10° sur
la surface de l’orifice. Cette technique permet à l’angle de contact instantané situé à la
frontière de ces deux zones de varier.

6.4.3.4 Résolution numérique

Nous souhaitons réaliser l’étude de la convergence de TrioCFD en prenant en référence
les résultats expérimentaux disponibles. Il est à noter qu’il ne s’agit pas ici de réaliser une
étude de convergence en maillage au sens mathématiques appliquées du terme qui nécessite
la simulation d’un problème dont on connaît une solution analytique, mais de définir un
niveau de discrétisation minimal à utiliser pour simuler correctement les résultats expéri-
mentaux. Le maillage du domaine eulérien est un maillage uniforme et structuré (mailles
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Figure 6.4 : Domaine de simulation avec conditions initiale et aux limites, schéma issu de [69]

cubiques) dont le pas d’espace varie entre 0.1 et 0.25mm. L’orifice n’a donc pas une forme
parfaitement circulaire. La spécificité de la méthode Front-Tracking est qu’elle nécessite
l’utilisation d’un second maillage mobile (lagrangien) pour décrire l’interface et sa dyna-
mique [65]. Les options disponibles de TrioCFD permettent de choisir plusieurs paramètres
ayant une influence sur le remaillage lagrangien de l’interface. Pour notre simulation, une
méthode Volume-finis (VDF) est utilisée pour résoudre les équations de Navier-Stokes in-
compressibles. La résolution numérique de ce cas test se fait en Résolution Numérique
Directe (DNS) et ainsi, on ne considère pas de modèles de turbulence. La tolérance du
solveur en pression est fixée à 1 × 10−12 Pa et nous utilisons un facteur de précondition-
nement 1.5. La discrétisation en temps est réalisée avec un schéma d’Euler explicite. La
discrétisation en espace est implémentée avec un schéma QUICK d’ordre 3 pour le terme
de convection et un schéma centré d’ordre 2 pour le terme de diffusion. La méthode de suivi
d’interface utilisée est une méthode de suivi lagrangienne couplée Front-Tracking/VOF im-
plémentée dans TrioCFD [65]. Les erreurs numériques et de discrétisation de ces méthodes
de résolution d’écoulements diphasiques amènent généralement à l’apparition de courants
parasites [82, 110]. En particulier, l’intensité des courants parasites augmente lorsque le
nombre adimensionné d’Ohnesorge diminue [27] :

Oh =
µl√
σρlD0

(6.15)

Dans les configurations étudiées, Oh = 3.7× 10−3.

6.4.3.5 Résultats numériques

Nous avons choisi d’étudier la convergence avec un pas de temps constant ∆t = 1.5× 10−6

s, permettant d’assurer la stabilité numérique des 6 discrétisations spatiales réalisées. Ce
choix permet de vérifier la bonne convergence spatiale de TrioCFD pour le cas étudié et
d’estimer l’ordre de cette convergence.
Cependant, cette étude est effectuée en prenant des résultats expérimentaux pour référence
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et non un modèle analytique. Ainsi, il est possible que les modèles numériques utilisés ne
prennent pas en compte certains effets physiques qui interviennent au cours des expériences.
Par exemple, l’air n’est pas un fluide incompressible, mais il est modélisé comme tel dans
TrioCFD. La simulation peut donc converger vers une solution différente des données expé-
rimentales à cause de ces simplifications. Par ailleurs, ces valeurs expérimentales possèdent
une incertitude liée aux méthodes de mesure et aux instruments utilisés. Cependant, dans
l’étude d’Albadawi aucune estimation de l’erreur sur le diamètre de l’orifice utilisé ou sur le
débit d’injection réel n’est donné. Seules la fréquence d’acquisition de la caméra de 1000Hz
et sa précision estimée à ±1pixel ≈ ±0.0134mm sont référencés et il est donc impossible
d’estimer l’incertitude sur les mesures expérimentales des différentes grandeurs étudiées
lors du détachement.

Pour l’analyse réalisée ici, l’instant de détachement de la bulle sera pris comme le
dernier instant numérique où la bulle est encore accrochée à l’orifice. Cet instant est connu
avec une précision de 0.5 ms qui correspond au pas de temps de stockage des données. Nous
définissons l’erreur numérique, pour les différentes grandeurs étudiées (temps tdet, volume
Vdet et centre de gravité lors du détachement CGdet) à partir des données expérimentales
de référence, telles que :

Etdet =
tnum
det − texp

det
texp
det

× 100 (6.16)

Evoldet =
V num

det − V exp
det

V exp
det

× 100 (6.17)

Ecgdet =
CGnum

det − CGexp
det

CGexp
det

× 100 (6.18)

Table 6.1 : Caractéristiques du détachement de la bulle pour chaque simulation

Méthode tdet (s) Vdet (mm3) CGdet (mm) Etdet Evoldet Ecgdet

Expériences [2] 0.523 30.074 3.611 0 0 0
∆x = 0.3 mm 0.391 21.952 2.967 -25.334 -27.008 -17.822
∆x = 0.25 mm 0.476 27.016 3.279 -8.986 -10.169 -9.195
∆x = 0.2 mm 0.432 24.736 3.215 -17.495 -17.750 -10.978
∆x = 0.15 mm 0.493 28.217 3.402 -5.832 -6.174 -5.782
∆x = 0.1 mm 0.496 28.429 3.454 -5.162 -5.469 -4.350

Le tableau 6.1 présente ces écarts pour toutes les simulations réalisées. Nous constatons
que les erreurs pour chaque caractéristique du détachement numérique ont des valeurs
similaires pour un pas d’espace fixé. De plus, l’erreur est globalement décroissante avec la
diminution du pas d’espace ∆x et varie de 20%, pour le cas le moins raffiné, à 5% pour le
cas le plus raffiné. Les graphiques donnés en échelle log-log aux Figures 6.5a-c permettent
d’étudier plus précisément la convergence de ces différentes grandeurs.

Un ajustement linéaire en échelle log-log a été réalisé pour déterminer l’ordre de conver-
gence. Il a été évalué entre 1.2 et 1.3. Cependant, il n’est pas évident de conclure sur la
linéarité en échelle log-log de la décroissance des trois erreurs grandeurs étudiées, des si-
mulations complémentaires seraient nécessaires.

Les travaux d’Albadawi [2, 1] présentent également des photos du profil de la bulle en
fonction du temps, i.e. pour t = 0, t = 0.2tdet, t = 0.4tdet, t = 0.6tdet, t = 0.8tdet, t = tdet.
La comparaison de ces profils expérimentaux avec nos données numériques est proposée en
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a.

b.

c.

Figure 6.5 : Écarts entre les résultats de simulation et expérimentaux sur le temps de détachement
(a), le volume (b) et la position du centre de gravité (c) lors du détachement en fonction du pas
d’espace en échelle log-log pour des simulations réalisées avec TrioCFD. Un ajustement linéaire (en
rouge) a été réalisé pour déterminer un ordre de convergence de chaque grandeur.
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Figure 6.6.
On remarque une très grande similitude entre les profils numériques et expérimentaux.
Pour toutes les discrétisations utilisées, la taille de la bulle simulée aux différents instants
est sous-estimée. Cet écart devient de plus en plus marqué au fil du temps et la taille de la
bulle au moment du détachement présente un écart d’environ 16% pour le maillage le plus
grossier à 5% pour le maillage le plus raffiné avec une discrétisation d’au moins 16 mailles
pour le diamètre de l’orifice.

Les erreurs obtenues dans la littérature par Albadawi [2, 1] avec des méthodes de cap-
ture de l’interface (VOF-Geo, CLSVOF-Geo, VOF-Comp) sont 2 à 5 fois plus grandes.
Toutefois, les méthodes LS [2] et S-CLSVOF [1] permettent d’obtenir des erreurs 2 à 5 fois
plus petites que celles du travail réalisé ici. Cependant, les incertitudes de mesures sont in-
connues et il n’est donc pas évident de conclure sur les performances relatives des différents
codes de calculs pour des erreurs inférieurs à 5%. Les travaux de Mirsandi [69] détaillent
également les résultats obtenus avec une méthode de Front-Tracking assez comparable à
celle de TrioCFD mais utilisant un remaillage plus fin de l’interface permettant notamment
d’obtenir plus de points de discrétisation du maillage, mais également une meilleure ges-
tion de la dynamique de l’angle de contact. Avec cette méthode de remaillage, les erreurs
obtenues pour ∆x = 0.2mm sont de l’ordre de 2%, i.e. 9 fois plus petites que les résultats
obtenus avec TrioCFD.

Au final, la méthode numérique de Front-Tracking/VOF de TrioCFD se présente comme
une méthode efficace permettant d’apporter une bonne résolution de l’interface pour la
croissance de la bulle avec une erreur de l’ordre de 5% pour le maillage le plus fin. La
méthode de suivi utilisé par TrioCFD pourrait sans doute être améliorée par des méthodes
de remaillages plus aboutis et une meilleure gestion de l’angle de contact.

6.4.4 Simulations numériques avec OpenFoam

Nous réalisons ici une étude de convergence, semblable à celle effectuée précédemment, avec
le code OpenFoam dans les cas 3D et 2D axisymétrique. OpenFoam permet de réaliser des
simulations axisymétriques en sélectionnant un secteur du domaine cylindrique. Ce secteur
a un angle de 5◦ et il est composée d’une maille d’épaisseur finie dans la direction e⃗θ.

Les maillages (pour le cas 3D), le pas de temps ∆t = 1.5× 10−6 s et les conditions aux
limites utilisés sont identiques à l’étude précédente.
Les simulations 3D sont réalisées avec un pas d’espace variant de ∆x = 0.3mm à ∆x =
0.1mm. Les simulations 2D axisymétriques ont pu être menées avec des discrétisations plus
raffinées, le pas d’espace pouvant atteindre ∆x = 0.025mm.

6.4.4.1 Résultats numériques du cas 3D

Les écarts obtenus sont représentés dans le Tableau 6.2. Ces écarts sont plus grands que
dans l’étude précédente. Pour le maillage le plus grossier, elles peuvent atteindre 50% et
ne descendent pas en dessous de 27% pour le temps et le volume de détachement et 12%
pour le centre de gravité. Pour les discrétisations les plus grossières, les simulations pré-
sentent des effets de courants parasites qui perturbent la dynamique de l’interface. La
bulle bouge sous l’effet de ces courants et sa formation n’est plus axisymétrique. Elle se dé-
tache alors prématurément de l’orifice d’injection. Seules les discrétisations les plus raffinées
∆x = 0.15, 0.1mm, pour lesquels les courants parasites sont moins intenses, permettent de
maintenir le centre de gravité de la bulle sur l’axe (Oz) à chaque instant. Pour ces deux
cas, il est alors possible de tracer les profils interfaciaux et de les comparer aux données ex-
périmentales (cf. Figure 6.7). Les profils simulés sont alors qualitativement très semblables
aux données expérimentales, avec un écart cependant plus marqué que celui observé avec
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a.                                                                    b.                                                                         c.

d.                                                                         e.

Figure 6.6 : Profils de l’interface à différents instants 0, 0.2tdet, 0.4tdet, 0.6tdet, 0.8tdet, tdet. Les
données numériques obtenues par les simulations réalisées avec TrioCFD sont en bleu. Les profils
expérimentaux sont en rouge. La discrétisation du maillage est ∆x = 0.3mm (a), ∆x = 0.25mm
(b),∆x = 0.2mm (c), ∆x = 0.15mm et (d) ∆x = 0.1m (e).
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a.                                                                                   b.

Figure 6.7 : Profils de l’interface à différents instants 0, 0.2tdet, 0.4tdet, 0.6tdet, 0.8tdet, tdet. Les
données numériques obtenues par les simulations réalisées avec OpenFoam 3D sont en bleu. Les
profils expérimentaux sont en rouge. La discrétisation du maillage est ∆x = 0.15mm (a) et ∆x =
0.15mm (b).

TrioCFD. La taille de la bulle lors de son détachement présente en effet un écart d’environ
12% pour la discrétisation la plus raffinée (∆x = 0.1mm). Comme avec TrioCFD, nous
constatons que le volume de la bulle simulée est sous-estimé.

Comme précédemment, les graphiques donnés en échelle log-log à la Figure 6.8a-c
permettent d’étudier la convergence de l’écart aux résultats expérimentaux sur le temps,
le volume et le centre de gravité lors du détachement. Un ajustement linéaire en échelle
log-log a été réalisé pour estimer l’ordre de convergence. Ce dernier est de 0.5 pour le temps
et le volume de détachement et il est donc bien plus faible que les ordres de convergence
estimés avec TrioCFD. Enfin, il est estimé à 1.2 pour le centre de gravité, ce qui est du
même ordre que TrioCFD.

6.4.4.2 Résultats numériques du cas 2D

Les résultats des simulations 2D sont donnés dans le Tableau 6.3. L’expression du problème
en deux dimensions permet à OpenFoam d’éliminer l’effet des courants parasites et de sta-
biliser le centre de gravité sur l’axe Oz. Cependant, les erreurs comparées aux données
expérimentales restent très élevées pour des discrétisations bien plus raffinées que celles
utilisées dans TrioCFD en 3D. La convergence des résultats de simulations 2D est repré-
sentée à la Figure 6.10a-c. L’ordre de convergence est de 0.15 pour les différentes grandeurs
testées, ce qui est très faible. Il semble en effet qu’OpenFoam converge vers une solution
différente des résultats expérimentaux obtenus, ce qui biaise l’estimation précédente. Les
profils de l’étude 2D sont plus stables que dans l’étude 3D, mais présentent une forme plus
irrégulière que ceux obtenus avec TrioCFD. Pour une discrétisation ∆x = 0.1mm, nous
retrouvons un écart de taille lors du détachement de l’ordre de 12% comparable au cas
3D et un profil de l’interface qui suit qualitativement la forme autosimilaire des profils
expérimentaux.

Notons que les résultats numériques obtenus par Albadawi [2] avec une méthode VOF
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6.4. Second cas test de validation : Formation d’une bulle d’air

a.

b.

c.

Figure 6.8 : Erreur sur le temps de détachement (a), le volume (b) et la position du centre de
gravité (c) lors du détachement en fonction du pas d’espace en échelle log-log pour des simulations
OpenFOAM 3D. Un ajustement linéaire (en rouge) a été réalisé pour déterminer un ordre de
convergence de chaque grandeur.
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compressible comparable à celle d’OpenFoam sont très proches des résultats présentés
ici pour OpenFoam. En effet, avec un pas d’espace ∆x = 0.1 mm et un pas de temps
∆t = 10−5 s, les résultats d’Albadawi donnent un temps de détachement tdet = 0.336 s, un
volume de détachement Vdet = 21.591mm−3 et un centre de gravité à CGydet = 3.050 mm
de hauteur.

a.                                                                            b.                                                                               c.

d.                                                                           e.                                                                                   f.

Figure 6.9 : Profils de l’interface à différents instants 0, 0.2tdet, 0.4tdet, 0.6tdet, 0.8tdet, tdet. Les
données numériques obtenues par les simulations réalisées avec OpenFoam 2D-axisymétrique sont
en bleu. Les profils expérimentaux sont en rouge. La discrétisation du maillage est ∆x = 0.3mm
(a), ∆x = 0.2mm (b), ∆x = 0.15mm (c), ∆x = 0.1mm (d), ∆x = 0.05mm (e) et ∆x = 0.025mm
(f).

6.4.5 Conclusions

Pour les simulations 3D réalisées, TrioCFD présente des résultats plus proches des données
expérimentales à raffinement équivalent et génère moins de courants parasites au niveau
de l’interface qu’OpenFoam.

Il semble qu’OpenFoam sous-estime la force capillaire permettant de maintenir la bulle
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6.4. Second cas test de validation : Formation d’une bulle d’air

a.

b.

c.

Figure 6.10 : Erreur sur le temps de détachement (a), le volume (b) et la position du centre de
gravité (c) lors du détachement en fonction du pas d’espace en échelle log-log pour des simulations
OpenFOAM 2D-axisymétrique. Un ajustement linéaire (en rouge) a été réalisé pour déterminer un
ordre de convergence de chacune des grandeurs.
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Table 6.2 : Caractéristiques du détachement de la bulle sur OpenFOAM pour des maillages 3D

Méthode tdet (s) Vdet (mm3) CGdet (mm) Etdet Evoldet Ecgdet

Expériences [2] 0.523 30.074 3.611 0 0 0
∆x = 0.3 mm 0.271 16.047 2.347 -48.279 -46.643 -42.039
∆x = 0.25 mm 0.332 19.347 2.765 -36.52 -35.670 -37.029
∆x = 0.2 mm 0.324 19.041 2.824 -38.05 -36.686 -21.861
∆x = 0.15 mm 0.367 21.424 3.09 -29.828 -28.763 -14.444
∆x = 0.1 mm 0.377 22.01 3.166 -27.916 -26.815 -12.316

Table 6.3 : Caractéristiques du détachement de la bulle sur OpenFOAM pour des maillages 2D
axisymétriques

Méthode tdet (s) Vdet (mm3) CGdet (mm) Etdet Evoldet Ecgdet

Expériences [2] 0.523 30.074 3.611 0 0 0
∆x = 0.3 mm 0.373 21.524 2.707 -28.776 -28.431 -25.046
∆x = 0.2 mm 0.324 19.035 2.728 -38.145 -36.707 -24.440
∆x = 0.15 mm 0.375 21.918 2.894 -28.298 -27.118 -19.845
∆x = 0.1 mm 0.366 21.458 2.971 -30.019 -28.65 -17.718
∆x = 0.05 mm 0.393 22.947 2.975 -24.857 -23.70 -17.624
∆x = 0.025 mm 0.405 23.579 2.972 -22.562 -22.562 -17.702

à l’orifice d’injection et converge vers des caractéristiques de détachement assez différentes
de l’expérience réalisée par Aladawi (20% d’écart). Les temps de calculs 3D pour Open-
Foam et TrioCFD sont équivalents pour les différents maillages utilisés et n’excèdent pas
une journée. Cependant, les résultats obtenus par OpenFoam en 2D axisymétrique pour
une discrétisation ∆x = 0.1mm permettent d’obtenir le bon aspect qualitatif de l’arrache-
ment avec peu de ressources numériques. Les calculs sont en effet effectués sur un unique
processeur, alors que les calculs 3D moins discrétisés ont nécessité l’utilisation d’une dizaine
de processeurs.

Les résultats obtenus avec TrioCFD sont très satisfaisants et permettent d’estimer le
niveau de discrétisation nécessaire à une simulation correcte du problème qui est ici de 10
mailles pour le diamètre de l’orifice (i.e. avec une erreur de l’ordre de 5 à 6%).

6.5 Simulation de la vidange instationnaire

Les résultats précédents nous ont guidés afin de proposer des simulations de vidange tour-
billonnaire avec TrioCFD et OpenFoam dans sa version 2D-axisymétrique. Dans un premier
temps, il a été choisi de modéliser des expériences de courte durée (de l’ordre de quelques
minutes). Le diamètre de l’orifice est alors choisi plus grand que celui des expériences pré-
sentées dans les chapitres précédents. Toutefois, sa section s vérifie encore la condition
s ≪ S, où S est la section de la cuve. Les simulations réalisées sans rotation restent donc
dans le cadre de la loi de Torricelli classique, qui exprime la vitesse de vidange vQ, telle que
vQ = β

√
2gH (cf. Chapitre 1), où H est la hauteur d’eau, g l’accélération de la pesanteur

et β un coefficient correcteur qui dépend notamment du phénomène de réduction du jet
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libre en sortie, appelé phénomène de vena contracta. Le but de cette étude est de pouvoir
vérifier la bonne évolution de la déformation de l’interface en présence d’un vortex sur
une échelle plus grande que celle permettant de visualiser le phénomène d’arrachement de
bulles et pour des vidanges relativement courtes.

6.5.1 Simulation numérique avec TrioCFD : premier test

La simulation numérique présentée ici a été réalisée avant d’effectuer les mesures expérimen-
tales qui seraient dédiées à une première validation de résultats de vidange tourbillonnaire.

6.5.1.1 Descriptions

La cuve considérée ici est cylindrique de hauteur L = 20 cm et de diamètre D = 29 cm
avec un diamètre d’orifice ϕ = 2 cm. La pièce de sortie n’est ici pas modélisée. La rotation
est imposée à 4.77 tours/min et la hauteur d’eau initiale est fixée telle que H0 = 19 cm.
Le maillage utilisé ici est assez grossier avec une discrétisation de l’ordre de 5mm dans
la cuve et 2.5mm dans la zone centrale de diamètre ϕ. Ce maillage possède déjà près
de 900 000 éléments et nécessite donc l’utilisation d’une trentaine de processeurs pour
réaliser un calcul optimal sur un cluster de calcul. Le pas de temps utilisé est fixé à
∆t = 5 × 10−4 s. Les valeurs de références pour les grandeurs physiques de l’eau et de
l’air à 20° sont utilisées ici : ρl = 998.2 kg/m3, µl = 10−3 Pa.s, ρg = 1.225 kg/m3 et
µg = 1.79× 10−5 Pa.s. Dans ce premier test, la tension de surface est fixée nulle. Les faces
latérales et inférieures du domaine (excepté l’orifice) sont considérées comme des parois
solides avec une condition de non-glissement. La face supérieure et l’orifice sont ouverts, la
pression y est équivalente à la valeur de la pression atmosphérique P = Pa = 101 325Pa.
Des conditions de symétries sont imposées pour l’angle de contact sur tous les bords du
domaine. Dans ces simulations, une méthode Volume-finis (VDF) est utilisée pour résoudre
les équations de Navier-Stokes incompressibles. La résolution numérique de ce cas test se
fait en Résolution Numérique Directe (DNS) et ainsi, on ne considère pas de modèles de
turbulence. La tolérance du solveur en pression est fixée à 1×10−12 Pa et nous utilisons un
facteur de préconditionnement 1.5. La discrétisation en temps est réalisée avec un schéma
d’Euler explicite. La discrétisation en espace est implémentée avec un schéma QUICK
d’ordre 3 pour le terme de convection et un schéma centré d’ordre 2 pour le terme de
diffusion.

6.5.1.2 Résultats numériques

L’évolution de la hauteur d’eau moyenne obtenue lors de cette simulation est donnée à
la Figure 6.11. Cette évolution peut être comparée qualitativement aux résultats expéri-
mentaux obtenus avec et sans rotation. Notons que la vitesse de rotation utilisée pour la
simulation est légèrement différente du cas expérimental. La pièce en sortie n’est pas mo-
délisée, ce qui joue sur la hauteur effective à considérer et le phénomène de vena contracta.
Malgré l’ensemble de ces approximations, l’évolution qualitative de la hauteur d’eau si-
mulée semble tout à fait correcte. La forme de l’interface obtenue à différents instants est
donnée à la Figure 6.12 et correspond, elle aussi, qualitativement aux résultats attendus.

6.5.2 Simulation numérique avec TrioCFD : cas plus raffiné

6.5.2.1 Descriptions

Les simulations présentées ici reprennent les caractéristiques du premier test. Le maillage
est cependant plus raffiné avec une discrétisation de 4.2mm dans le volume de la cuve et de
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Figure 6.11 : Évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps pour deux expériences (Ω =
0 tours/min et Ω = 4 tours/min et la simulation Ω = 4.77 tours/min.

0.6mm dans la zone centrale de diamètre ϕ. Cette fois-ci, la pièce de sortie est modélisée.
Le maillage est représenté Figure 6.13. Il compte près d’1.6 million d’éléments et nécessite
l’utilisation de près de 60 processeurs pour réaliser un calcul optimal sur un cluster de
calcul. Le pas de temps utilisé est fixé à 1.5× 10−4 s. La tension de surface est équivalente
au cas expérimental et est fixée à 60mN/m. Dans un premier temps, nous avons testé le
cas d’une vidange sans rotation. Sous les conditions énoncées. Le calcul a été réalisé en
près de 11 jours.

Un second calcul effectué à une vitesse de rotation de 4 tours/minute a été ensuite
réalisé. Ce second calcul présente des problèmes de vitesses parasites et de déformation de
la surface libre sous forme d’oscillations qui s’amplifient au cours du temps. Ces problèmes
numériques conduisent au final à l’arrêt du calcul. Nous présentons donc ici les résultats
obtenus avant de rencontrer ce problème. Nous avons essayé différentes stratégies pour ré-
soudre cette difficulté (diminution du pas de temps, ajustage des différents paramètres de
lissage et de remaillage de l’interface), mais sans succès. Il est à noter que le temps calcul
nécessaire avant d’observer ces problèmes numériques est de plusieurs jours, ce qui com-
plique l’ajustage de certains paramètres numériques par essais-erreur. De plus, il semble
acquis que la divergence numérique observée soit liée à l’augmentation en intensité de cou-
rants parasites. Il existe des stratégies numériques pour réduire ces courants qui pourraient
être implémentées dans la méthode Front-Tracking de TrioCFD. Ce travail est en cours.

6.5.2.2 Résultats numériques

L’évolution de la hauteur d’eau est donnée pour le cas sans rotation Figure 6.14a et avec
une vitesse de rotation de 4 tours/min Figure 6.14b. Les comparaisons entre les résultats
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Figure 6.12 : Profils de l’interface obtenus avec TrioCFD pour Ω = 4.77 tours/min aux instants
t = 16.5 s (a) et t = 42.5 s(b)

a.                                                                                                                                 b.

Figure 6.13 : Maillage utilisé pour les simulations de vidange dans le cas plus raffiné. a) Vue
générale b) Vue du bas de la cuve.

de la simulation et les mesures expérimentales sont très bonnes. Un exemple de profil et
de champ de vorticité obtenu avant la divergence du calcul est donné à la Figure 6.15. Il
correspond qualitativement aux résultats attendus.
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a.                                                                                                                  b.

Figure 6.14 : Évolution de la hauteur d’eau en fonction du temps pour la simulation (en rouge)
et les mesures expérimentales (en noir). a) Cas sans rotation. b) Cas Ω = 4 tours/min.
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Figure 6.15 : Coupe du domaine. Le trait blanc représente l’interface, la colorimétrie représente
la vorticité.
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6.5.3 Simulations numériques avec OpenFoam

Nous considérons ici les cas d’une vidange sans rotation et d’une vidange tourbillonnaire
avec une vitesse de rotation de 4 tours/min. On considère la cuve cylindrique définie dans
l’étude précédente. Les simulations ont été réalisées dans le cadre du stage de Yanis Bendali.
Elles ont été effectuées avec OpenFoam en 2D-axisymétrique avec un secteur de 5◦ et ont
nécessité l’utilisation de 5 processeurs et 2.5 jours de calculs sur une station de travail.

6.5.3.1 Description

L’intérieur de la cuve est discrétisé avec des mailles carrées de 1 mm de côté. Ce maillage
est raffiné au centre de la cuve sur un rayon équivalent au rayon de l’orifice avec une taille
de maille de 0.33 mm. Comme dans les cas précédents, ce raffinement permet de mieux
décrire la zone centrale de la cuve dans laquelle l’interface se déforme.

Les conditions aux limites imposées aux bords du domaine s’inspirent des travaux de
Sakri [92],[91] et Recoquillon [85]. La vitesse et la dérivée normale de la pression sont
considérées nulles au niveau des parois solides. Une condition de symétrie est imposée pour
l’angle de contact. Pour la partie supérieure du domaine (haut ouvert de la cuve), on permet
un flux d’air entrant et sortant avec une pression fixée telle que P = Pa. On applique
cette même condition au niveau de l’orifice de sortie. Dans cette zone, un écoulement
d’eau sortant est aussi permis. Le pas de temps utilisé vérifie deux conditions. Il doit être
inférieur au pas ∆tstab = 6 × 10−5 s qui est calculé pour respecter un critère numérique
de stabilité de l’interface comme décrit par Deshpande [25]. Comme la forme et la position
de l’interface peuvent rapidement évoluer, il est aussi nécessaire de contrôler le nombre de
Courant Coαphase

=
vαphase

∆x

∆t de l’équation de transport de la fraction volumique αphase

qui doit vérifier Coαphase
≤ 0.5.

6.5.3.2 Vidange sans rotation

La hauteur d’eau initiale est ici fixée à H0 = 19 cm. Les mesures expérimentales per-
mettent de comparer la hauteur d’eau H dans la cuve avec la vitesse de vidange en sortie
vQ. L’évolution de la vitesse de vidange vQ en fonction de la hauteur H est représentée sur
la Figure 6.16 pour les valeurs expérimentales et numériques.

Malgré une tendance générale assez proche, les données expérimentales et numériques
présentent un écart prononcé, notamment en début de vidange, de l’ordre de 20%. Cet écart
s’explique principalement par une discrétisation insuffisante de la pièce de sortie. L’effet du
phénomène de vena contracta modélisé par OpenFoam est alors surestimé (cf. Figure 6.18).
De plus, comme nous l’avons évoqué au Chapitre 1, le coefficient β peut être modifié par
d’autres facteurs expérimentaux qu’il n’est pas évident de considérer dans la simulation.
En réalisant l’ajustement des données numériques et expérimentales par la loi de Torricelli
classique vQ = β

√
2gH, la valeur du coefficient expérimental βexp = 0.68 est plus élevée

que pour le coefficient numérique βnum = 0.6. À titre comparatif, nous avons tracé sur la
Figure 6.17 l’évolution de la vitesse vQ numérique en fonction de la hauteur d’eau H en
multipliant vQ par le rapport βexp/βnum . Nous constatons ainsi qu’il est possible de limiter
ces écarts et d’obtenir une simulation très satisfaisante.

6.5.3.3 Vidange tourbillonnaire

Dans cette partie, la cuve est mise en rotation à une vitesse Ω = 4 tours/min. À l’instant
initial, l’eau est en rotation solide à la vitesse Ω et la surface peut être considérée plate,
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Figure 6.16 : Évolution de la vitesse de vidange en fonction de la hauteur du niveau d’eau dans le
cas sans rotation. Les points représentent les données expérimentales et le trait continu les données
numériques. Le trait en pointillé correspond aux données numériques avec un coefficient β ajusté.

car la vitesse de rotation est relativement faible.

Comme précédemment, la vitesse de vidange est tracée pour les données expérimentales
et numériques en fonction de la hauteur d’eau à la Figure 6.19. Les données expérimentales
et numériques partagent la même allure globale, avec une rupture de pente simultanée et
un écart semblable au cas sans rotation lié au coefficient β. Le tracé de la vitesse de vidange
numérique multiplié par le rapport βexp/βnum évalué dans le cas sans rotation permet de
corriger les écarts de mesures. Les écarts mesurés semblent donc principalement liés à la
modélisation de la vena contracta.

Les profils de l’interface simulés et mesurés à différentes dates sont comparés à la
Figure 6.19a-d. Comme nous l’avons vu, la vitesse de vidange numérique est moins élevée
que celle du cas expérimental, ceci entraîne un niveau d’eau simulé plus élevé dans la cuve
à un instant donné sur les différents profils. Mis à part cette différence, nous constatons
une excellente correspondance entre les profils de la surface libre et en particulier du vortex
de la simulation et des expériences.
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Figure 6.17 : Évolution de la vitesse de vidange en fonction de la hauteur du niveau d’eau pour
le cas Ω = 4 tours/min. Les points représentent les données expérimentales et le trait continu les
données numériques. Le trait en pointillé correspond aux données numériques avec un coefficient
β ajusté.

Figure 6.18 : Visualisation numérique du phénomène de vena contracta au niveau de la pièce de
sortie. La phase liquide est en rouge. La phase gazeuse est en bleu.
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a.                                                                                                                                            b.

c.                                                                                                                                           d.

Figure 6.19 : Profils interfaciaux à différents instants a) t = 12.5 s b) t = 13.5 s c) t = 17.25 s
et d) t = 32.25 s. Les points expérimentaux sont en bleu et le niveau de l’eau expérimental est en
trait continu bleu. Les données numériques sont en trait continu rouge.

6.5.4 Conclusions

Les simulations numériques réalisées dans le cadre de cette thèse ont montré, dans un
premier temps, que la méthode de Front-Tracking implémentée dans TrioCFD est parfai-
tement bien adaptée pour réaliser des simulations de phénomènes diphasiques à l’échelle
fine comme la coalescence de gouttes ou l’injection de bulles. Elles ont également permis
de constater qu’à cette échelle, les vitesses parasites inhérentes aux méthodes numériques
utilisées ici sont plus réduites avec TrioCFD qu’avec OpenFoam et que l’approche axisy-
métrique d’OpenFoam permet de les réduire notablement.

Nous avons également montré qu’il est possible de simuler, avec des discrétisations assez
grossières et quelques hypothèses simplificatrices, des expériences de vidange tourbillon-
naire avec les codes de calculs TrioCFD en 3D et OpenFoam en axisymétrique. Toutefois,
pour des discrétisations plus fines avec prise en compte de la tension de surface, les résultats
obtenus avec TrioCFD montrent qu’il reste un effort à fournir pour résoudre un problème
d’instabilité numérique lié à l’intensification de vitesses parasites entraînant la divergence
du calcul. La modélisation 2D axisymétrique d’OpenFoam permet quant à elle d’obtenir
des résultats relativement proches de l’expérience si on considère le phénomène de vena
contracta.

Dans les cas de vidange testés ici, nous restons cependant assez loin du raffinement
nécessaire à la modélisation du phénomène d’arrachement de bulle qui nécessiterait une
discrétisation de l’ordre du dixième de millimètre dans la zone centrale, les diamètres
des bulles arrachées dans les expériences étant de l’ordre du millimètre. Une des limites
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6.5. Simulation de la vidange instationnaire

importantes pour résoudre ce problème est le coût de calcul de la modélisation 3D de
notre expérience. En considérant un rayon de cuve et une zone centrale plus petites, nous
nous attendons à avoir un besoin de l’ordre du million de mailles dans le simple cas 2D-
axisymétrique. Le temps calcul nécessaire à la simulation est également dépendant du pas
de temps qui devrait être de l’ordre de 10−6 s alors que le temps physique de stabilisation
du vortex est d’au moins 15 min. Ces estimations nous indiquent que même si les vitesses
parasites seraient fortement réduites, il serait très coûteux, voire difficilement réalisable,
de simuler le phénomène d’arrachement de bulles avec TrioCFD et OpenFoam en trois
dimensions. TrioCFD étant plus efficace pour modéliser les phénomènes fins comme nous
l’avons montré sur le cas test de la génération d’une bulle qu’OpenFoam, le développement
d’une option 2D-axisymétrique pourrait peut-être permettre de réaliser des simulations
d’arrachement de bulle.
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Conclusion & perspectives

Le tourbillon de vidange est au cœur de nombreux problèmes industriels. À travers dif-
férentes configurations, nous avons analysé l’influence de ce tourbillon sur la structure de
l’écoulement, la vitesse et la durée de vidange du réservoir.

Une nouvelle loi pour la vidange

La structure de l’écoulement de vidange tourbillonnaire est complexe. Elle met en jeu
différentes zones de l’écoulement, dont les couches limites d’Ekman et de Stewartson. Dans
le régime de vidange permanent, à hauteur d’eau constante, nous montrons que le modèle
de Foster est particulièrement bien adapté pour décrire le profil de vitesse azimutale dans
les couches limites de Stewartson. Contrairement à l’hypothèse émise par Andersen, qui
propose que le fluide vidangé s’écoule essentiellement par les couches limites, nous montrons
que cette proportion de fluide vidangé par les couches limites est une fonction croissante
de la vitesse de rotation et diminue lorsque la hauteur d’eau augmente.

L’étude de la vitesse de vidange nous a permis de démontrer qu’il était possible de
généraliser la loi de Torricelli en présence d’un vortex dans l’écoulement. Dans cette version
généralisée de la loi, le niveau moyen de l’eau est substitué par le niveau local situé juste au-
dessus de la buse. Cette loi nécessite de connaître le profil de l’interface. Nous avons vérifié
la pertinence de notre loi en comparant la vitesse de vidange prédite à partir des profils
interfaciaux expérimentaux, à la vitesse de vidange effectivement mesurée. Par la suite,
en nous appuyant sur les modèles interfaciaux existants, nous avons établi une expression
pour la vitesse de vidange dans les régimes sous-critiques et super-critiques en fonction des
différents paramètres du problème et en introduisant un paramètre libre.

Arrachement de bulles

Nous avons constaté que le modèle sous-critique s’écartait des données expérimentales à
l’approche de l’instabilité d’arrachement de bulles, la vitesse de vidange mesurée étant
alors plus faible que sa valeur prédite. À partir de ce constat, nous pouvons exprimer
un critère d’arrachement sur les nombres de Weber ou de Reynolds. Ces critères, établis
dans un régime d’écoulement soumis à la gravité en référentiel tournant, montrent un très
bon accord avec les données expérimentales. En comparant nos données avec les critères
empiriques d’arrachement établis par Ito [51], construits sur le gradient de vitesse axial
(grandeur modélisée par notre modèle) et la circulation (grandeur mesurée par PIV), nous
constatons que nos données vérifient bien le premier critère, le second se situant en dehors
de notre gamme de données. Pour poursuivre cette étude, il semble alors nécessaire de
réaliser des mesures stéréo-PIV afin de mesurer expérimentalement la composante axiale
de la vitesse et ses variations selon l’axe Oz. Une telle étude permettrait, par exemple, de



valider les critères existants en fonction de données mesurées, mais également d’établir un
modèle de la composante axiale de la vitesse dans la cuve.

La vidange de récipients revisitée

Peu d’études s’intéressent aux régimes de vidange instationnaire, complète, du récipient.
Dans ces expériences, le vortex s’établit en même temps que la cuve est vidangée. Nous
montrons qu’il est possible de modéliser la vitesse de vidange par notre loi de Torricelli
généralisée et que le temps de vidange est principalement régi par un paramètre sans
dimension, Ω(ϕ/2)2/ν, qui dépend du nombre d’Ekman. Ces résultats ouvrent la voie à
des études futures portant sur les régimes transitoires du vortex et des couches limites.

Pour compléter notre étude expérimentale du cas instationnaire, nous avons démontré
que la vidange d’une bouteille d’eau idéale, dans un référentiel en rotation, était loin d’être
triviale. Nous avons identifié trois régimes successifs : (i) un régime de bulles (aussi appelé
régime de « glouglou »), (ii) un régime de jet d’air tourbillonnant et (iii) un régime de
vidange tourbillonnaire, dont l’occurrence et la durée dépendent de Ω, H et Φ. Contrai-
rement à l’idée généralement répandue, nous montrons que la rotation est efficace pour
vider le réservoir uniquement pour des vitesses de rotation peu élevées, et qu’il existe une
rotation optimale pour la vidange de la bouteille d’eau.

Simulations numériques

Les simulations numériques réalisées dans le cadre de ce travail de thèse, avec le logiciel
TrioCFD développé au CEA et le logiciel OpenFoam libre d’accès, ont permis d’évaluer la
possibilité de reproduire numériquement les expériences réalisées. Elles ont démontré que la
méthode de Front-Tracking, implémentée dans TrioCFD, est particulièrement bien adaptée
pour mener des simulations détaillées à l’échelle fine de phénomènes diphasiques, tels que
la coalescence de gouttes ou l’injection de bulles. À cette échelle, ces simulations ont révélé
que les perturbations de vitesse ou courants parasites, inhérents aux méthodes numériques
utilisées ici, ont peu d’influence. Nos travaux ont montré qu’il est possible de simuler des
expériences de vidange tourbillonnaire grâce à des discrétisations relativement grossières et
en faisant quelques hypothèses simplificatrices, avec les codes de calculs TrioCFD en 3D et
OpenFoam en axisymétrique. Néanmoins, il est important de noter que dans le cas de ces
simulations, le niveau de discrétisation utilisé reste éloigné du raffinement nécessaire pour
modéliser de manière précise le phénomène d’arrachement de bulle. Ce dernier requiert une
discrétisation de l’ordre du dixième de millimètre dans la zone centrale, car les diamètres
des bulles arrachées dans les expériences sont de l’ordre du millimètre. Une limitation
significative à la résolution de ce problème réside donc dans le coût de calcul élevé associé
à la modélisation 3D de notre expérience avec TrioCFD. Cependant, le verrou numérique
principal réside dans l’impact des courants parasites générés qui ne sont plus négligeables
dans ce cas et deviennent une source de divergence du calcul.

Une solution potentielle à court terme serait de réaliser les simulations avec une ap-
proche axisymétrique, celles réalisées avec OpenFoam présentant un coût de calcul considé-
rablement inférieur aux simulations 3D de TrioCFD et des niveaux d’intensité de courants
parasites plus réduites. Mais, les difficultés engendrées par les courants parasites subsistent
et un travail visant à résoudre cette difficulté dans TrioCFD est en cours.

Les résultats expérimentaux obtenus lors de cette thèse constituent une base de va-
lidation pour les outils de calcul scientifique qui traitent de la simulation des vortex et
notamment ceux du CEA.
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Titre : Vidange tourbillonnaire : propriétés de l’écoulement et de l’entrainement gazeux
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Résumé : Un jour, notre regard d’enfant s’est
arrêté sur le vortex créé par notre baignoire.
D’une apparente simplicité, car il nous semble com-
mun, l’écoulement se caractérise pourtant par une
étonnante complexité. La vidange tourbillonnaire fait
en effet l’objet de nombreux articles dans la littérature,
notamment sur la modélisation du champ de vi-
tesses et du profil caractéristique de l’interface. Pour-
tant, de nombreuses questions restent ouvertes. Ces
études sont souvent menées en régimes stationnaires
lorsque le niveau de l’eau est gardé constant par
un système de réinjection de l’eau. Le cas instation-
naire pour lequel l’eau s’écoule simplement sous l’ef-
fet de la gravité est rarement exploré. Nous propo-
sons d’étudier et de comparer ces deux régimes. Les
questions abordées portent sur l’influence du vortex
sur la loi de Torricelli, les conditions de formation de
bulles à la pointe de la déformation de l’interface, ou
encore la vitesse de vidange d’une bouteille d’eau
idéale mise en rotation. Ces questions qui touchent
à notre quotidien ont de forts enjeux industriels :
estimation du temps de vidange d’un récipient ou
prévention du phénomène d’entrainement de bulles.
Ces bulles sont en effet à l’origine de problèmes
de sécurité dans les centrales nucléaires et hydrau-
liques, mais aussi dans bien d’autres systèmes indus-
triels. Notre étude s’intéresse, dans un premier temps,
à la modification de l’écoulement de vidange par
la présence du vortex et notamment à l’élaboration
d’un nouveau modèle pour la vitesse de vidange du
récipient. À cet effet, un dispositif à taille humaine
a été conçu sur une plateforme-tournante avec un
système de mesures embarqué. Le modèle obtenu
s’appuie sur la loi classique de Torricelli qu’il est
possible de généraliser en prenant en compte l’ef-

fet de la déformation de l’interface induite par le vor-
tex. La structure de l’écoulement est aussi fortement
impactée par la présence du tourbillon et nous pro-
posons ici d’étudier comparativement les cas de vi-
danges stationnaire et instationnaire. La forme de l’in-
terface est un problème complexe à modéliser qui
dépend des effets de tensions de surface. Sous l’effet
d’une vorticité de plus en plus grande et concentrée,
cette déformation s’allonge. Le cœur gazeux ainsi
formé peut se déstabiliser, osciller et générer des
bulles d’air qui seront entraı̂nées dans l’écoulement.
Cette thèse propose d’étudier expérimentalement les
conditions d’apparitions de cette instabilité. Dans un
deuxième temps, notre étude s’intéresse au cas par-
ticulier de la vidange d’une bouteille d’eau idéale,
i.e. d’une cuve cylindrique hermétiquement fermée,
mise en rotation. Nous avons aussi étudié les condi-
tions d’apparition d’un optimum, pour lequel la vi-
dange est réalisée plus rapidement et ainsi tenté
de mieux comprendre l’expérience très populaire qui
consiste à concevoir un tourbillon dans une bou-
teille d’eau pour la vider plus vite. En particulier,
nous décrivons les différents régimes d’écoulement
lors de ce type de vidange, ainsi que les transitions
entre ces régimes. Enfin, des simulations numériques
basées sur la résolution des équations de Navier-
Stokes sont réalisées avec les codes TrioCFD, qui uti-
lise la méthode Front-traking, et OpenFoam, qui uti-
lise la méthode Volume of Fluid et permettent de re-
produire certaines expériences de vidange tourbillon-
naire. Cependant, le phénomène d’arrachement de
bulles par sa finesse reste un défi numérique dont
nous aborderons la problématique après une étude
comparative des performances des codes utilisés sur
différents cas tests de référence.



Title : The bathtub vortex : properties of the flow and gas entrainment
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Abstract : One day, our childlike gaze stopped on the
vortex created by our bathtub. Seemingly simple, as
it appears common to us, the flow is actually charac-
terized by astonishing complexity. Swirling drainage
is indeed the subject of numerous articles in the li-
terature, particularly on the modeling of the velocity
field and the characteristic profile of the interface. Yet,
many questions remain unanswered. These studies
are often conducted in steady-state conditions when
the water level is kept constant by a water injection
system. The unsteady case, where water simply flows
due to gravity, is rarely explored. We propose to study
and compare these two regimes. The questions ad-
dressed concern the influence of the vortex on Torri-
celli’s law, the conditions for bubble formation at the
tip of the interface deformation, and the draining ve-
locity of an ideal rotating water bottle. These ques-
tions, which touch on our daily lives, have significant
industrial implications: estimating the drainage time of
a container or preventing the phenomenon of bubble
entrainment. These bubbles are indeed the cause of
safety issues in nuclear and hydraulic power plants, as
well as in many other industrial systems. Our study ini-
tially focuses on the modification of the drainage flow
by the presence of the vortex, and particularly on the
development of a new model for the draining velocity
of the container. For this purpose, a human-sized de-
vice has been designed on a rotating platform with an
onboard measurement system. The obtained model
relies on the classical Torricelli law, which can be ge-
neralized by taking into account the effect of interface

deformation induced by the vortex. The flow structure
is also strongly impacted by the presence of the vor-
tex, and we propose to comparatively study the cases
of steady and unsteady drainage. The shape of the in-
terface is a complex problem to model, depending on
surface tension effects. Under the influence of increa-
sing and concentrated vorticity, this deformation elon-
gates. The gaseous core thus formed can destabilize,
oscillate, and generate air bubbles that will be entrai-
ned in the flow. This thesis proposes to experimentally
study the conditions for the appearance of this insta-
bility. Then, our study focuses on the particular case
of draining an ideal water bottle, i.e., a hermetically
sealed cylindrical tank set in rotation. We have also
studied the conditions for the appearance of an opti-
mum, where drainage is achieved more quickly, and
thus tried to better understand the very popular ex-
periment of creating a whirlpool in a water bottle to
drain it faster. Specifically, we describe the different
flow regimes during this type of drainage, as well as
the transitions between these regimes. Finally, nume-
rical simulations based on solving the Navier-Stokes
equations are carried out using TrioCFD codes, which
use the Front-tracking method, and OpenFoam, which
uses the Volume of Fluid method, and allow for the
reproduction of certain swirling drainage experiments.
However, the phenomenon of bubble detachment, due
to its sharpness, remains a numerical challenge that
we will address after a comparative study of the per-
formance of the codes used on various reference test
cases.
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