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Résumé ix

DYNAMIQUE DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES SINGULIERS HYPERBOLIQUES
Résumé

Nous étudions dans cette thése une théorie dynamique et ergodique pour des feuilletages holomorphes sin-
guliers hyperboliques. Nous poursuivons les travaux de Dinh, Nguyén et Sibony qui proposent de considérer
la distance dans l'uniformisation des feuilles comme temps canonique. Nous élargissons quelques-uns de
leurs théoremes de singularités linéarisables a des singularités non-dégénérées. Une grande partie de nos
raisonnements est fondée sur l'application du lemme de Gronwall et de ses généralisations; ainsi que sur
une estimation de la métrique de Poincaré autour de singularités non-dégénérées due a Canille Martins et
Lins Neto.

Nous donnons d’abord une introduction aux diverses approches et résultats généraux de la théorie des feuille-
tages. Ensuite, nous discutons de la métrique de Poincaré d’un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique
par I'étude du module d'uniformisation de Verjovsky. Nous déterminons un module de continuité de cette
fonction dans le cas d'un feuilletage Brody-hyperbolique sur une variété complexe compacte aux singulari-
tés non-dégénérées. Cette condition est générique pour un feuilletage de degré au moins 2 sur un espace
projectif. Aprés quoi, nous reproduisons la construction de deux semi-groupes d’opérateurs de diffusion de
la chaleur, puis montrons leur identité sous les mémes hypotheses que le module de continuité. Enfin, nous
nous penchons sur la notion d’entropie introduite par Dinh, Nguyén et Sibony pour les feuilletages hyperbo-
liques. Nous établissons la finitude de cette entropie pour un feuilletage Brody-hyperbolique sur une surface
compacte aux singularités non-dégénérées et sans résonance.

Mots clés : dynamique complexe, géométrie complexe, théorie ergodique, feuilletages holomorphes singu-
liers, métrique de Poincaré feuilletée, équation de la chaleur, courants harmoniques

Abstract

This thesis deals with a dynamical and ergodic theory for hyperbolic singular holomorphic foliations. We
follow the approach of Dinh, Nguyén and Sibony, for whom the canonical time is the Poincaré distance in
a uniformization of the leaves. We broaden some of their statements from linearizable singularities to non-
degenerate singularities. A large part of our arguments are based on the application of the Gronwall Lemma
and its generalizations ; as well as on an estimate of the Poincaré metric around non-degenerate singularities
due to Canille Martins and Lins Neto.

We give an introduction to various approaches and general results in the theory of foliations. Next, we
discuss the Poincaré metric of a hyperbolic singular holomorphic foliation by studying the Verjovsky’s modulus
of uniformization map. We determine a modulus of continuity of this function in the case of a Brody-
hyperbolic foliation on a compact complex manifold with non-degenerate singularities. This is a generic
condition for foliations on P (C) of degree at least 2. We pursue by explaining the construction of two semi-
groups of heat diffusion operators. We show that they coincide under the same hypothesis as the modulus
of continuity. Finally, we study the notion of entropy that Dinh, Nguyén and Sibony have introduced for
hyperbolic foliations. We establish the finiteness of this entropy for a Brody-hyperbolic foliation on a compact
complex surface with non-degenerate and without resonance singularities.

Keywords: complex dynamics, complex geometry, ergodic theory, singular holomorphic foliations, leafwise
Poincaré metric, heat equation, harmonic currents

Laboratoire Paul Painlevé
CNRS U.M.R. 8524 — 59655 Villeneuve d’Ascq Cedex — France
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Introduction

La présente thése se situe dans la lignée des travaux de Forness, Sibony, Dinh, Nguyén, etc.
visant a développer une théorie dynamique des feuilletages holomorphes singuliers hyperboliques.
Nous y étudions des propriétés ergodiques pour ces feuilletages, une dynamique canonique héritée
de la structure des feuilles, ainsi que 'adaptation du langage de la dynamique a ce cadre. Par cette
introduction, nous entendons tout a la fois motiver I'étude des feuilletages holomorphes, proposer
une revue succinte de la littérature a propos des questions qui nous ont occupé, et situer les
contributions de nos propres travaux de recherche.

Des feuilletages comme outils d’étude d’une géométrie ou d’une
dynamique

Parmi la vingtaine de problemes qu’'Hilbert propose a la communauté des mathématiciens du
xxe siécle figure le suivant, encore largement irrésolu. Considérons une équation différentielle

d

o =P

dy (0.1)
E = Q(xa y)v

ol P et () sont des polynémes premiers entre eux a coefficients réels. Le théoreme de Poincaré-
Bendixson assure que toute trajectoire solution de (0.1)), lorsque ¢ tend vers +oo, ou bien s’échappe
de tout compact, ou bien converge vers un point, ou bien converge vers un cycle limite (voyez la
figure[1). Le 16¢ probléme de Hilbert s’énonce ainsi : que peut-on dire du nombre et de la position
relative des cycles limites des solutions de ? Notamment, peut-on donner une borne H(n) a
la quantité de ces cycles limites, ne dépendant que du degré maximal n des deux polynémes P
et ) ? Quoiqu’'on I'a plusieurs fois cru résolu, ses solutions souffraient d’erreurs qui n’ont parfois
été vues que bien plus tard. La seule résolution partielle qui a tenu le choc des réfutations est a
I'heure actuelle celle d’Ilyashenko [47], qui a montré qu'une telle équation admettait un nombre
fini de cycles limites.

L’approche la plus prometteuse pour une réponse compléte au 16¢ probléme de Hilbert est sans
doute celle d’envisager I'équation comme un feuilletage holomorphe singulier sur P?(C). Plus
précisément, il s’agit d’abord de considérer des solutions pour un temps complexe, puis d’oublier la
dynamique pour ne retenir que la statique de ses trajectoires accomplies, et enfin de compactifier
le tout dans le plan projectif P?(C). Cette technique d’attaque du probléme a été inaugurée par
Petrovskii et Landis [57]], puis reprise par Ilyashenko dans sa solution partielle. On obtient ainsi un
objet géométrique composé d’une partition par des surfaces de Riemann immergées dans P?(C),
qui sont localement paramétrées par le flot d'un champ de vecteurs. Si 'on avait initialement
un champ de vecteurs global X = P% + Qa% sur C2, le champ obtenu n’est pas global sur
P2(C) (sauf en degré 1) et 'on a par ce procédé généralisé la dynamique d’un champ de vecteurs.
Plus généralement, un feuilletage holomorphe de dimension 1 est ainsi une décomposition d’une
variété complexe M en surfaces de Riemann immergées qui sont localement les trajectoires de



2 Introduction

FIGURE 1 - Un cycle limite dans le plan réel. Des orbites voisines s’accumulent sur une orbite
périodique en temps +oo ou —oo. On parle d’ensemble w-limite (respectivement a-limite).

flot d’'un champ de vecteurs holomorphe. Ces champs de vecteurs locaux ne sont pas canoniques
en tant que lors de 'oubli de la dynamique, la seule chose qu’on en a gardé est 'espace tangent
aux trajectoires. On peut donc les multiplier par une fonction holomorphe ne s’annulant pas et
obtenir le méme feuilletage. La question de Hilbert en elle-méme porte sur le feuilletage et non
sur la dynamique effective de (0.1I), mais 'on peut de méme traiter de questions entiérement
dynamiques par le biais des feuilletages.

Considérons a présent un probleme dont I'énoncé est purement géométrique. Existe-t-il une
hypersurface Levi-plate H dans P"(C)? Une hypersurface Levi-plate est une hypersurface réelle
d’une variété complexe dont la forme de Levi s’annule. Elle est naturellement munie de son feuille-
tage de Cauchy-Riemann de codimension 1 réelle. Dans les espaces projectifs, on peut montrer
qu’il s’étend en un feuilletage holomorphe singulier .%# sur P*(C) et fait de H une réunion com-
pacte non-singuliére de feuilles. Un ensemble minimal est un ensemble compact non-vide, qui est
une réunion de feuilles de .# et qui est minimal pour ces propriétés. Il est dit non-trivial s’il n’est
pas réduit a une singularité. Un ensemble minimal non-trivial peut-étre vu comme un analogue
d’une orbite périodique dans le cas réel, et 'on peut ainsi proposer un traitement dynamique du
probléme de I'existence d’une hypersurface Levi-plate. On peut notamment reformuler le probléme
de 'ensemble minimal par la conjecture de Camacho, Lins Neto et Sad [17], selon laquelle toute
feuille d’un feuilletage d'un espace projectif s’accumule sur I'ensemble singulier. Sur P"(C), pour
n > 3, c’est le travail qu’a réalisé Lins Neto [[59]. Il a montré qu’un feuilletage de codimension 1
sur P*(C), n > 3 n’admet pas d’ensemble minimal non-trivial. En particulier, il n’existe pas d’hy-
persurface Levi-plate dans P"(C), n > 3. Dans P?(C), qui nous intéresse particuliérement puisqu’il
s’agit alors de dimension 1, le probleme reste ouvert. L’article de synthése de Zakeri [90] présente
quelques premiers résultats des trois auteurs de [[17], décrivant de tels ensembles s’il en existait.

Des feuilletages comme objets dynamico-géométriques

Ainsi, la théorie des feuilletages se situe a I'intersection de questions géométriques et dyna-
miques. Un feuilletage est a la fois un outil géométrique qui permet d’étudier une dynamique ; mais
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C’est aussi un objet géométrique a part entiére que I'on peut traiter avec des outils dynamiques.
Cette dialectique de I'objet qui devient outil et réciproquement marque tout le développement
théorique autour des feuilletages et le rend particuliérement riche. En tant que nous travaillons
dans un cadre holomorphe, et que notre exemple typique est celui des espaces projectifs, la ma-
niére d’aborder ces objets elle-méme est traversée par des questions algébriques et analytiques.

L’analyse fine des singularités est sans doute I'exemple le plus éclatant ou tous ces angles
d’approche convergent pour donner ensemble des résultats. Une singularité d’un feuilletage est
un point ol un champ de vecteurs local qui le définit Sannule. Dans le cas de 'équation (0.I)), une
singularité dans C? est un point ot les polynémes P et ) s'annulent simultanément. A priori, le
feuilletage sur C? pourrait ne pas en avoir, mais sa compactification dans le plan projectif P?(C)
admet nécessairement au moins une singularité. Plus généralement, on montre que tout feuilletage
holomorphe sur P (C) est singulier. De nombreux travaux ont été menés, alliant outils algébriques
et outils analytiques, pour classifier toutes les singularités possibles d'un feuilletage. En utilisant
des éclatements, outil incontournable s’il en est de 'étude des courbes et de leur désingularisation,
Seidenberg [81]] a montré que I'on peut réduire toute singularité en dimension 2 a des singularités
dites simples. Ces singularités simples sont par ailleurs pour I’essentiel entierement connues par les
travaux plus analytiques de Briot et Bouquet, puis de Poincaré et Dulac (voyez [23] chapitre 3] par
exemple, ou [[48, chapitre 1]), et plus récemment de Martinet et Ramis [65} [66]. En dimension
supérieure, de nombreuses études viennent prolonger ces résultats, notamment celles de Cano,
Cerveau, Lins Neto, Mozo-Fernandez [24] 22} 25| 21]. L’énoncé le plus simple et puissant que
I'on peut citer est le théoreme de Camacho et Sad [18], selon lequel toute singularité isolée en
dimension 2 admet une séparatrice. Une séparatrice d’'une singularité p est une courbe locale C,
contenant p et telle que C \ {p} est une feuille.

La notion d’holonomie est stirement celle ou le lien avec le cadre dynamique est le plus pa-
tent. Outre sa définition qui vient faire analogie avec I'application de premier retour de Poincaré,
elle permet de se ramener a la dynamique d’'un groupe de germes de biholomorphismes pour
I’étude des feuilletages. Elle consiste a suivre un chemin contenu dans une feuille sur des feuilles
proches, de transversale en transversale. Ainsi, un chemin sur une feuille induit un germe de bi-
holomorphisme entre une transversale a son point de départ et a son point d’arrivée, définie par
I'unique intersection locale d’une feuille proche avec ces transversales. On parle de monodromie
lorsque le chemin est un lacet et que les deux transversales sont égales. Le théoreme de Mattei
et Moussu [[67] assure que la monodromie d’une séparatrice caractérise entierement une singula-
rité. Entre autre par I'étude de pseudo-groupes d’holonomie, Loray et Rebelo [64] ont d’autre part
construit un ouvert non-vide de 'espace .%,;(P"(C)) des feuilletages de degré d sur P*(C), tel que
toute feuille de tout feuilletage de cet ouvert est dense dans P*(C).

D’autres méthodes plus analytiques ont également porté leurs fruits. Dans ’étude du probléeme
de I'ensemble minimal, Camacho, Lins Neto et Sad [[17] utilisent des techniques dérivées de la
théorie du potentiel et de I'analyse harmonique. Leurs résultats impliquent des restrictions quant
a sa possibilité d’existence dans P?(C). En considérant des courants adaptés & un feuilletage, et
notamment des courants harmoniques, Fornass et Sibony [38} [39] ont également ouvert tout un
champ d’étude qui allait permettre une théorie ergodique des feuilletages. C’est ensuite Dinh et
Sibony, bientot rejoints par Nguyén, qui s’engouffrent dans cette bréche pour obtenir des résultats
trés convaincants. Nous y revenons plus précisément dans le paragraphe suivant.

Plus humblement, dans cette thése, nous considérons un probléme a I'énoncé parfaitement
géométrique par des approches ot la dynamique est omniprésente. Considérons un feuilletage
holomorphe singulier dont toutes les feuilles sont hyperboliques. La métrique de Poincaré est-elle
transversalement continue ? A la suite de Dinh, Nguyén et Sibony [30, 3T} [32], on peut dans cette
situation définir une dynamique canonique via le revétement universel des feuilles et 1a métrique
de Poincaré. La méme technique dynamique sensiblement raffinée nous permet alors de travailler
sur 'entropie d’un feuilletage au sens de ce temps hyperbolique.

La question de la géométrie intrinséque des feuilles, et notamment de leur caractere hyper-
bolique, parabolique ou elliptique, a été 'objet de nombreux travaux depuis plusieurs décennies.
Rappelons qu’une surface de Riemann est dite hyperbolique si elle est uniformisée par le disque D,
parabolique si elle est uniformisée par le plan C et elliptique si elle est uniformisée par la sphére
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P*(C). Ces trois cas couvrent toute surface de Riemann d’aprés le théoréme de Poincaré-Koebe.
Les théorémes de Reeb [78]] et de Brunella [[15] montrent dans un cadre trés général que les cas
mixtes, ou coexistent des feuilles de plusieurs types, sont tres contraints. Pour étre plus précis
(mais encore vague), sous certaines hypothéses larges, ou bien toutes les feuilles sont elliptiques,
ou bien toutes les feuilles sont paraboliques, ou bien il existe un ensemble pluripolaire qui contient
toutes les feuilles paraboliques et toutes les autres sont hyperboliques. Dans un registre proche,
Nguyén [68] a démontré que presque toute feuille est invariante par holonomie.

A la suite de Verjovsky [86], qui propose une fonction qui quantifie point par point 'hyperbo-
licité des feuilles en tant que surfaces de Riemann immergées, beaucoup d’auteurs se sont attelés
a montrer la continuité de sa fonction. Avant de rentrer dans le détail de certains résultats, citons
parmi d’autres Candel [19], Canille Martins et Lins Neto [61]], Dinh, Nguyén et Sibony [31, [32]],
Forness et Sibony [38]], Ghys [42]]. Dans le cadre de feuilletages sur les espaces projectifs, qui
constituent notre exemple canonique, Lins Neto et Soares [63], a 'aide d'un travail qui les avait
précédé de Jouanolou [50], ont prouvé qu'un ouvert de Zariski non-vide de .%,(P"(C)) est consti-
tué de feuilletages dont toutes les singularités sont non-dégénérées. D’autre part, Lins Neto [58] a
montré qu'un tel feuilletage pour d > 2 a toutes ses feuilles qui sont hyperboliques. Ces résultats
ont ensuite été généralisés par Glutsyuk [44] et Lins Neto lui-méme [60].

Théorie ergodique et dynamique canonique

En systématisant I'étude analytique par les courants et le cadre harmonique, Dinh, Nguyén
et Sibony [30] ont proposé une théorie ergodique pour les feuilletages hyperboliques. Rappelons
que ceux-ci sont génériques dans notre cadre typique des espaces projectifs. Si I'on veut mettre
en place une théorie ergodique, il nous faut avoir des notions de temps et de mesure invariante.
Dans un cadre de variétés différentielles, on peut plus faiblement considérer des courants, qui
permettent une étude compatible avec les formes et les opérateurs différentiels. I’analogue strict
d’une mesure invariante serait alors un courant dirigé positif fermé. C’est un outil dont Rebelo [[77]]
a proposé de nombreuses applications, mais Brunella [13] a montré qu'un feuilletage générique
de P*(C) n’en admet pas. C’est pourquoi Garnett [41]] s’est penchée sur la notion plus faible de
courant harmonique dirigé. Cette fois, d’aprés un résultat de Berndtsson et Sibony [9], la plupart
des feuilletages en est dotée.

Ce cadre harmonique amene naturellement a considérer une équation et une diffusion de la
chaleur le long des feuilles. Ceci conduit également Garnett a définir un mouvement brownien
sur les feuilles. En envisageant une notion plus faible de mesure quasi-harmonique, Nguyén [68]]
a démontré un théoréme ergodique multiplicatif de type Oseledec. C’est en étudiant différentes
équations de la chaleur que les trois auteurs de [30] sont parvenus & une adaptation plus compléte
du vocabulaire de la théorie ergodique et de la dynamique. Leur méthode consiste a prendre pour
temps canonique la distance de Poincaré dans 'uniformisation par D des feuilles. D’'une certaine
facon, ce temps est comparable au temps de diffusion de la chaleur et la considération de ces
deux types de temps leur a ouvert la voie a de nombreux théorémes proches de la théorie ergo-
dique discrete. Nguyén [70, [72] a pu alors calculer un exposant de Lyapounov pour un feuilletage
générique sur P?(C), et les trois auteurs [33] ont montré un théoréme d’unique ergodicité pour
les feuilletages holomorphes singuliers sur les surfaces kédhleriennes compactes aux singularités
hyperboliques.

Dans une série de deux articles [[31}[32], ils ont étudié cette dynamique canonique, notamment
par la démonstration de la régularité transversale de la métrique de Poincaré, et par la définition
d’une notion d’entropie pour les feuilletages hyperboliques. C’est principalement a la suite de
ces travaux que nos recherches se sont tournées, pour les généraliser a un cadre plus large. Ils
montrent un module de continuité pour la métrique de Poincaré, plutét faible dans I'absolu, mais
qui pourrait sans étonnement étre optimal. Ainsi, cela signifie que le temps que 'on considere
est transversalement continu, mais guére mieux, ce qui rend sa manipulation difficile. D’autres
notions d’entropie pour les feuilletages ont été introduites, par Ghys, Langevin et Walczak [43]]
notamment, ce qui prouve bien que le caractere canonique de la dynamique des feuilletages se
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cherche encore, et est par bien des aspects encore en construction. Nous renvoyons aux articles de
synthése de Dinh, Fornass, Nguyén et Sibony [38], (34} 169, [71]] pour une approche plus systéma-
tique de la théorie a I'école de laquelle nous nous inscrivons.

Contenu de la these

Chapitre

Nous y proposons une introduction générale a I’étude des feuilletages holomorphes singuliers
et y abordons de nombreux sujets et résultats généraux de la théorie des feuilletages. Nous traitons
tout d’abord du cadre général des feuilletages et de leurs singularités. Nous développons ensuite
le cas particulier des feuilletages sur les espaces projectifs. Nous reproduisons a cette occasion la
démonstration du résultat ci-dessous.

Théoreme (Lins Neto-Soares [63]], voyez aussi le théoreme ci-dessous). Un feuilletage géné-
rique de P"*(C) a toutes ses singularités qui sont non-dégénérées.

Pour nous, cela consiste a préparer la vérification de la généricité des hypothéses de nos résul-
tats des chapitres suivants. Nous présentons également quelques éléments qui restreignent I’exis-
tence d’ensembles minimaux non-triviaux sur P?(C). Enfin, nous discutons de singularités locales
en dimension 2, en classifiant les singularités pré-simples, qui contiennent en particulier les sin-
gularités non-dégénérées. Nous démontrons alors un théoréme de Seidenberg de réduction aux
singularités pré-simples par une une suite finie d’éclatements.

Derriére son aspect peut-étre décousu, 'objectif de ce chapitre est triple. Il nous permet tout a
la fois de fixer les notions et notations que nous employons tout au long de cette these, d’illustrer
les diverses techniques pour attaquer un probleme de feuilletage, et de démontrer les résultats
bien connus que nous utilisons pour nos propres résultats. Nous nous sommes largement inspiré
d’ouvrages introductifs, chacun avec son angle d’approche spécifique et la vision systématique qui
en résulte. Il s’agit essentiellement des livres de Cano, Cerveau et Déserti 23], d’Ilyashenko et
Yakovenko [48]], de Lins Neto et Scardua [|62], et des articles de synthése de Nguyén [69], [71] et
de Zakeri [90]. L'ensemble des résultats du chapitre [1| est déja connu. Tous les autres chapitres
font une plus large place a nos propres travaux.

Chapitre

Nous y étudions plus précisément la métrique de Poincaré le long des feuilles d’un feuilletage
holomorphe. Nous suivons la méthode de Verjovsky [86] par sa fonction quantifiant point par
point ’hyperbolicité des feuilles. Nous discutons de divers problemes concernant sa continuité
et son estimation locale, notamment prés des singularités et reproduisons la démonstration du
théoréme suivant.

Théoreme (Lins Neto [58], voyez aussi le théoréeme ci-dessous). Génériquement, au sens d’'un
ouvert de Zariski non-vide, un feuilletage sur P™(C) de degré d > 2 est Brody-hyperbolique et a toutes
ses singularités non-dégénérées.

Nous généralisons alors 'approche de Dinh, Nguyén et Sibony [31], [32] pour montrer un mo-
dule de continuité au module d’uniformisation n de Verjovsky. Plus précisément, on considére
F = (M, %, F) un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique sur une variété complexe M.
On note gp la métrique de Poincaré le long des feuilles de .%. D’autre part, on se donne une mét-
rique hermitienne g, sur M. La fonction 7 est définie pour avoir I'égalité n?gp = 4gys, ol dans
le membre de droite, g, est restreinte a chacune des feuilles. Par leur méthode, les trois auteurs
démontrent leur estimation pour des feuilletages aux singularités linéarisables sur une variété
compacte. Nous montrons pour notre part le méme énoncé dans le cadre plus large de singularités
non-dégénérées. Plus précisément, on démontre le résultat ci-dessous, qui implique le corollaire
suivant.
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Théoréme (voyez le théoréeme plus loin). Soit # = (M,.%,E) un feuilletage holomorphe
singulier sur une variété complexe compacte. On suppose que toutes les singularités de .# sont non-
dégénérées et que % est Brody-hyperbolique. Alors, il existe une constante C' > 0 et un exposant
a €]0,1] tels que

log* E),log* EN\°
o) -] < ¢ (PLE LD LR M)y eans 02

ou log* = 1 + |log| est une fonction de type log, d(x, E) désigne la distance de x a U'ensemble singu-
lier E, et d(x,y) désigne la distance entre x et y, toutes deux mesurées par la métrique hermitienne
ambiante gy;.

Corollaire. Pour un feuilletage générique (au sens de Zariski) de degré d > 2 sur P™(C), le module
d’uniformisation de Verjovsky admet le module de continuité (0.2)).

Ces travaux sont issus de notre article [8]. Pour démontrer ce théoréme, nous suivons la méme
idée que Dinh, Nguyén et Sibony [31}[32], qui consiste a construire par recollement de projections
orthogonales locales d’une feuille vers une autre, une application quasiment holomorphe que I'on
corrige par la résolution d’'une équation de Beltrami. Ainsi, on peut comparer 7 en deux points
proches de M\ E. Pour ce faire, on utilise une estimation de 7 prés de singularités non-dégénérées,
due a Canille Martins et Lins Neto [61]], qui nous permet de controler jusqu'a quelle profondeur
pres des singularités 'on doit étudier notre application. Cette méme estimation est cruciale tout
au long de cette these. D’autre part, les trois auteurs utilisent la géométrie toute particuliere des
singularités linéarisables et leur invariance par homothétie. Ainsi, ils parviennent a maitriser la
croissance du coefficient de Beltrami au voisinage des singularités. Nous avons d{i pour notre part
vérifier le méme type d’estimation pour la projection orthogonale dans le cadre de singularités
non-dégénérées, en utilisant le lemme de Gronwall.

Chapitre

Nous y présentons la théorie ergodique ouverte par les trois auteurs de [30]. Nous développons
tout d’abord le cadre analytique nécessaire a sa mise en place, notamment le vocabulaire des
courants. Nous rappelons deux constructions des diffusions de la chaleur, qui ont chacune ouvert
la voie a une série de théorémes de type ergodique. La premiére consiste a considérer un noyau
de la chaleur sur n'importe quelle surface de Riemann hyperbolique et a diffuser la chaleur le long
de chaque feuille indépendamment. Pour la seconde, on se donne un courant harmonique dirigé
positif T sur # = (M, %, F) un feuilletage holomorphe singulier sur une variété complexe M.
Sous certaines conditions sur la variété M et les singularités de .%, on montre que T donne lieu
a une mesure harmonique p = T A gp. On résout alors abstraitement I’équation de la chaleur
par le théoréme de Hille-Yosida pour obtenir des opérateurs de diffusion abstraite de la chaleur.
Nous établissons les premiers liens que 'on peut montrer en toute généralité entre ces deux semi-
groupes d’opérateurs et les mesures et les courants harmoniques. Nous énoncons ensuite quelques
théorémes de type ergodique obtenus gréce a ces opérateurs, en considérant plus ou moins comme
temps canonique le temps de diffusion de la chaleur ou la distance de Poincaré dans le revétement
universel D des feuilles.

Dans une optique d’unification de ces deux théories, Nguyén [71]] a montré que pour un feuille-
tage holomorphe singulier sur une variété complexe compacte aux singularités linéarisables hy-
perboliques, et pour un courant ne donnant de masse a aucune feuille, les deux semi-groupes
d’opérateurs de diffusion de la chaleur coincident. Nos recherches ont élargi le cadre de validité
de cet énoncé. On a plus précisément le résultat suivant.

Théoréme (voyez le théoréme ci-dessous). Soit . ¥ = (M, %, E) un feuilletage holomorphe
singulier Brody-hyperbolique sur une variété complexe compacte dont toutes les singularités sont non-
dégénérées. Soit de plus T un courant harmonique dirigé positif sur 7. Alors, les opérateurs de diffu-
sion abstraite de la chaleur coincident avec les opérateurs de diffusion de la chaleur le long des feuilles.
En particulier, les premiers ne dépendent pas du courant harmonique considéré et sont uniques.
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Corollaire. Pour un feuilletage .# générique (au sens de Zariski) de degré d > 2 sur P™(C), et un
courant harmonique dirigé positif T sur %, les deux semi-groupes d’opérateurs de diffusion de la
chaleur coincident. En particulier; les opérateurs de diffusion de la chaleur abstraite sont uniques.

Nous reproduisons la démonstration du théoreme ci-dessus, issue de notre article [7]. Pour
ce faire, il nous faut traiter de singularités des courants harmoniques. Plus précisément, dans le
cadre de singularités non-dégénérées, les courants harmoniques dirigés peuvent avoir un exces
dimensionnel, c’est-a-dire un nombre de Lelong strictement positif. Ce n’est pas le cas sous les
hypothéses de Nguyén [[73]] sur les singularités et le courant. Pour compenser ce terme nouveau, il
nous faut contrdler la diffusion de la chaleur prés des singularités, et 'on montre que la diffusion
d’une distribution de la chaleur contenue dans un compact de M \ E n’atteint presque pas les sin-
gularités en temps fini. La encore, c’est 'estimation de la métrique de Poincaré par Canille Martins
et Lins Neto qui nous permet d’avoir un tel résultat. La présentation de ce chapitre est largement
inspirée des articles de synthése de Nguyén [69, [71]].

Chapitre

Nous y discutons des notions d’entropies hyperboliques que les trois auteurs de [31], [32]] ont
introduites. Ces notions sont fondées sur le concept de boule de Bowen pour le temps hyper-
bolique. Ainsi, on obtient une définition parfaitement intrinseque et canonique, qui ne dépend
pas de différents choix de champs de vecteurs locaux représentant un feuilletage. Nous rappelons
quelques problémes a propos d’entropies d’'une mesure harmonique, qu’ils ont soumis a la sagacité
des futurs chercheurs, dont nous souhaitons étre.

Dans leurs deux articles, Dinh, Nguyén et Sibony montrent dans un premier temps que I’entro-
pie hyperbolique est finie pour une lamination compacte par des surfaces de Riemann hyperbo-
liques. Dans un second temps, ils étudient cette entropie pour un feuilletage Brody-hyperbolique
aux singularités linéarisables. Ils considérent I'entropie locale prés des singularités, construisent
des cellules de Bowen et déduisent qu’elle est finie. Néanmoins, ceci n'implique rien directement
sur 'entropie globale, et ils ne parviennent a montrer sa finitude qu’en dimension ambiante 2.
Dans le cas des surfaces complexes, nous avons élargi leur énoncé par le suivant.

Théoréme (voyez le théoreme ci-dessous). Soit # = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe
singulier sur une surface complexe compacte. On suppose que toutes les singularités de # sont non-
dégénérées, sans résonance, et que .# est Brody-hyperbolique. Alors, Uentropie hyperbolique de % est
finie.

Nous améliorons donc 1égérement le résultat de Dinh, Nguyén et Sibony [32], dont les hy-
pothéses sont déja génériques. Pour démontrer ce résultat, nous suivons une méthode inspirée
de leurs idées, mais sensiblement différente au niveau technique. Ces résultats feront 'objet de
larticle [6]. Comme nos prédécesseurs, nous construisons un recouvrement des transversales ré-
guliéres par des disques ot I'on peut définir une projection orthogonale dune feuille vers une
autre. On la corrige par la suite en la rendant holomorphe prés des singularités pour controler le
coefficient de Beltrami. Enfin, on suit la méme procédure qu’au chapitre [2| pour la rendre holo-
morphe partout. Il nous faut bien s{ir majorer la cardinalité de notre recouvrement. On considére
pour cela un pas de temps hyperbolique petit, mais indépendant du temps ou du lieu dans la va-
riété, et on transmet les informations de transversale en transversale. Pour ce faire, il nous faut
comparer trois maniéres de se déplacer sur une feuille le long d’une feuille voisine : 'holonomie,
le flot en méme temps et la projection orthogonale locale.

C’est alors que commence l'adaptation fine de leurs arguments. Par les théorémes de Briot-—
Bouquet, de linéarisation de Poincaré et de Poincaré-Dulac, exposés au chapitre 1}, on a une clas-
sification des singularités non-dégénérées en dimension 2 par les singularités linéarisables, les
singularités résonantes, et les singularités a deux séparatrices et nombre caractéristique réel néga-
tif. Dans le cas résonant, nous ne sommes pas encore en mesure de conclure, mais commencons
déja a exposer des raisonnements analogues. En considérant les deux autres cas, on parvient a
construire un méme recouvrement initial par des cellules de Bowen pour les déplacements locaux
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dans un ouvert singulier. On corrige alors la projection orthogonale en fixant un point d’une feuille
dans un ouvert singulier et en considérant tout déplacement restant dans cet ouvert comme un
déplacement selon le flot d'un champ de vecteurs. Dans une feuille voisine, on peut ainsi suivre le
méme champ de vecteurs en méme temps de flot et obtenir une application holomorphe que I'on
contrble. Le reste de 'adaptation consiste a vérifier chaque élément technique de la preuve des
trois auteurs. De nouvelles difficultés apparaissent par rapport au cas linéarisable, et c’est parfois
le cas résonant et parfois le cas & deux séparatrices qui posent des problemes, ot I'on a soit une
expression explicite mais plus compliquée du flot, soit pas d’expression explicite du tout. Nous uti-
lisons dans ce cas une version généralisée aux équations non-linéaires du lemme de Gréonwall due
a Canille Martins et Lins Neto [J61]] afin de controler le flot, outre leur estimation de la métrique de
Poincaré, toujours aussi essentielle. Quoique 1'on a mis en place de nombreux énoncés similaires
aux autres singularités, il reste une difficulté du cas résonant que nous n’avons pas pu surmonter.

Notations.

Dans toute cette thése, on note D le disque unité de C et B C C" (plus rarement R™), n € N*,
la boule unité pour la norme euclidienne. Quand un sous-ensemble U C C™ a un point marqué
a € U, on note pU limage de U par 'homothétie de centre a et de raison p. Ainsi, rD est le
disque de centre 0 et de rayon r dans C et rB la boule de centre 0 et de rayon r dans C". Plus
généralement, si D C C est un disque de centre z et de rayon r, pD est le disque de centre z et de
rayon pr.

Si I'on se donne une métrique hermitienne g); sur une variété complexe M, on note dy; la
distance induite par g,,. De maniére similaire, on note dp la distance de Poincaré induite par une
métrique de Poincaré gp sur une surface de Riemann hyperbolique. On note également B(z, )
la boule de centre = et de rayon r pour la distance d,;. On réserve cette notation de type boule
pour les distances hermitiennes ambiantes. Comme elles sont toutes équivalentes sur une variété
compacte, on se soucie souvent peu de laquelle on manipule.

Quand on considere sur le disque D la distance de Poincaré, on note Dg le disque de rayon

hyperbolique R centré en 0. On a rD = Dg pour R = In £~ ou r = zi;} Pour x € D, on
note également Dy(x) le disque de Poincaré de rayon R centré en z, c’est-a-dire que Dp(x) est
I'ensemble {y € D | dp(x,y) < R}.

Si . # = (M, %, E) est un feuilletage holomorphe singulier et z € M \ E, on note L, la feuille
de .# passant par z. Si de plus L, est hyperbolique, on note ¢,: D — L, une uniformisation de

L, telle que ¢,(0) = =.




Chapitre

Feuilletages holomorphes

1.1 Introduction

Nous proposons ici une introduction a la théorie des feuilletages holomorphes singuliers de
dimension 1 (c’est-a-dire, en surfaces de Riemann). Par son caractére introductif, ce chapitre nous
permet tout a la fois de présenter les notations et définitions de 'ensemble de cette thése; et
également de traiter des sujets treés divers par des méthodes tout aussi diverses, afin d’éclairer
la richesse de la théorie des feuilletages. Dans la plupart des cas, il s’agit pour nous d’un souci
d’avoir un manuscript le plus autonome possible, oli aucun résultat classique que nous avons
utilisé dans nos recherches ne soit laissé sans démonstration. C’est bien entendu impossible dans
I'absolu, mais nous tentons d’y tendre. Ce chapitre évoque donc des questions trés variées et il nous
parait difficile d’en donner une introduction qui soit a la fois compléte et relativement courte. Son
aspect “patchwork” nous oblige donc a étre bref ici, et a discuter de maniere plus approfondie de
chaque sujet lorsque nous 'abordons. Chaque section et sous-section est donc accompagnée d’'une
présentation plus fouillée de son objet spécifique. Nous invitons le lecteur pressé a ne pas en rester
la et a lire au moins ces débuts de sections.

L’ensemble des résultats de ce chapitre est déja connu. On le retrouve pour sa majorité dans
de nombreux livres ou articles de synthese a I'usage de qui voudrait se lancer dans la théorie des
feuilletages. Nous nous sommes d’ailleurs largement inspiré de ces ouvrages que nous voulons
citer afin de marquer la gratitude que nous avons a ’égard de leurs auteurs pour nous avoir donné
acces a cette riche théorie. Il s’agit principalement du livre de Lins Neto et Scardua [62], de celui
de Candel et Conlon [20] concernant strictement les feuilletages en général, de celui de Cano,
Cerveau et Déserti [23]] concernant spécifiquement la codimension 1, de celui d’Ilyashenko et
Yakovenko [48] concernant particulierement le cas local, et des articles de synthese de Zakeri [90],
pour le cas spécifique de P?(C) (mais qui nous a également inspiré quant a sa présentation), et de
Nguyén [69, [71]].

Ce chapitre est organisé comme suit. En section nous donnons une définition des feuille-
tages holomorphes et de leur version singuliére. Nous passons brievement en revue quelques résul-
tats sur les singularités que nous avons étudiées tout au long de notre these en sous-section[1.2.2)
Une partie de ces résultats est due a I'étude systématique de Poincaré et Dulac et est donc dé-
sormais assez ancienne. Nous donnons enfin une introduction aux notions d’holonomie et de
monodromie en sous-section qui constituent un outil dynamique essentiel a '’étude des
feuilletages, en faisant analogie avec 'application de premier retour de Poincaré.

La section est dédiée au cas des feuilletages sur les espaces projectifs P"(C). C’est un
exemple fondamental, en premier lieu par la simplicité relative de 'espace ambiant et la descrip-
tion complete des feuilletages qu’on y a, et en second lieu pour son utilisation potentielle dans
la résolution du 16¢ probleme de Hilbert. Il montre en particulier que I'étude du cas régulier de
la section précédente est rarement suffisante, car tout feuilletage sur P"*(C) est singulier. Nous
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décrivons les feuilletages sur P""(C) en sous-section[1.3.1] Ensuite, nous montrons un théoréme de
Lins Neto et Soares [63] concernant des conditions génériques sur les singularités des feuilletages
de P*(C) en sous-section Nous étudions enfin un probléme & 'aspect plus dynamique en
sous-section : celui de 'ensemble minimal. Celui-ci a largement été abordé par les travaux
de Camacho, Lins Neto et Sad [17].

Nous traitons en section [1.4]du cas local en dimension 2, en étudiant en sous-section[1.4.1] des
singularités relativement sympathiques que nous classifions et décrivons. Les travaux inauguraux
concernant ces questions sont dus a Briot et Bouquet, puis Poincaré et Dulac. Nous montrons en
sous-section [1.4.2| que I'on peut toujours se ramener a de telles singularités aprés un nombre fini
d’éclatements. C’est le théoréme de Seidenberg [81]].

1.2 Cadre général

L’objectif de cette section est de proposer une introduction a la notion de feuilletage holo-
morphe. Elle contient donc beaucoup de définitions et de vocabulaire spécifique a I'étude des
feuilletages. Comme il existe plusieurs manieres équivalentes (ou parfois seulement presque équi-
valentes) de définir les feuilletages, les singularités, etc. son objet est donc de partir sur de bonnes
bases et de nous accorder avec notre lecteur sur les termes que nous employons. Nous définissons
briévement la notion de feuilletage holomorphe (non singulier) en donnant quelques exemples
triviaux ou non, puis clarifions ce que nous entendons par singularité, et présentons également
un outil fondamental a la théorie des feuilletages, a savoir les applications d’holonomie et de
monodromie. Pour ce faire, il va nous falloir montrer quelques résultats bien connus, et méme
si connus que l'on ne sait pas a qui les attribuer. Nous donnons dans ce cas une référence dans
un livre qui nous a aidé a exposer clairement (nous I'espérons) notre cadre de travail. Parfois
néanmoins, certains de nos énoncés ne sont pas présents dans ces ouvrages et seulement leurs
analogues en codimension 1, desquels nous nous sommes inspirés. Le lecteur voulant aller plus
loin sur certaines questions que nous ne faisons qu’effleurer peut se référer aux ouvrages systéma-
tiques [62, 20}, 23] 48}, 90}, [71]] cités plus précisément en introduction.

1.2.1 Définitions et vocabulaire

Commencons par planter le décor et fixer les notions que nous étudions et les notations que
nous utilisons.

Définition 1.1. Soit M une variété complexe de dimension n > 2 et k € [1,n — 1]. Un feuilletage
holomorphe .7 = (M, .Z) de dimension k (ou de codimension n — k) sur M est la donnée d’un atlas
holomorphe ¥ de M dont les changements de carte sont de la forme

O e S
(1.1
(21) = (U(z,£), A1),

ou ¥ et A sont des fonctions holomorphes. Plus précisément, .# est la donnée d’un recouvrement
de M par des ouverts (U;);c;, de biholomorphismes sur leur image ®;: U; — C", tels que les
D;; =D, 0 <I>;1: ®;(U; NU;) — C, pour i, j € I sont de la forme (I.I). Les cartes (U;, ®;) sont
appelées des boites a flots. On se restreint souvent au cas ou I'image de ®; est un polydisque, et
'on note souvent U; ~ D* x T, ot T ~ D%,

Les niveaux ®; ' (D* x {t}), pour ¢ € T, sont appelés des plaques. On dit que deux plaques P;
et P, sont adjacentes si P, N P, # (. On se donne U; la boite a flots dont P; est une plaque, pour
j € {1,2}. La forme des changements de carte implique que si P; et P, sont adjacentes, alors
une composante connexe de Py NUs est contenue dans P,. On dit que les plaques sont compatibles.
On considere ~ la relation d’équivalence sur les plaques constituée par la complétion transitive
de I'adjacence. Plus explicitement, si P, sont des plaques, on note P ~ @ sil existe une suite
de plaques P, ..., P,,, ou Py = P, P,,, = Q et P; est adjacente a P; 1, pour j € [0,m — 1]. Une
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feuille est la réunion des plaques d’'une méme classe d’équivalence pour ~. La condition de com-
patibilité implique que les feuilles sont des variétés complexes abstraites connexes de dimension &
en tant que recollement de plaques. Ces variétés complexes sont immergées (pas nécessairement
plongées) dans M. On dit que deux feuilletages .%; et .%, sont égaux s’ils ont les mémes feuilles.
L’ensemble de ces définitions est résumé et représenté dans la figure

D"k ~ T D"k~ T

Dk D*

FIGURE 1.1 — Définition d’un feuilletage par un atlas de boites a flots. En haut, la variété ambiante
M et son feuilletage. Les plaques P; et P; sont adjacentes et on a la condition de compatibilité.
Reproduite avec quelques ajouts de [71], figure 2].

Par un point p € M, il existe une unique feuille L telle que p € L. En effet, les feuilles forment
par définition une partition de M. On note cette feuille L,,. On peut définir de maniére équivalente
les feuilletages par une partition de M en variété complexes connexes de dimension &k immergées
dans M, qui localement sont les ®; ' (D* x {t}), ot les ®; sont des cartes qui recouvrent M toute
entiére.

Une transversale est un sous-ensemble analytique de U; qui intersecte toutes les plaques de U;
transversalement. En particulier, pour z € D*, ®; ({2} x T) est une transversale, ce qui explique
nos notations.

Remarque 1.2. Dans cette these, on se restreint en fait aux feuilletages holomorphes de dimen-
sion 1. Dans toute la suite, on parle simplement de feuilletage holomorphe, voire de feuilletage,
en le sous-entendant. La plupart des travaux sur les feuilletages concerne la dimension 1 ou la
codimension 1 et trés peu de choses sont connues au-dela.
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On peut définir une notion plus faible que celle de feuilletage. Avec les notations ci-dessus,
on peut supposer seulement que M et T sont des espaces topologiques localement compacts, et
que les changements de carte sont holomorphes par rapport a z et continus (ou €%, %2,
etc.) par rapport a t. On parle alors de lamination (¢, €2, etc.) par des variétés complexes de
dimension k. Une partie de nos résultats s’étend naturellement aux laminations mais sont plus
faciles a énoncer dans le cas des feuilletages. Le lecteur intéressé est invité a se poser la question
de I'extension de nos résultats aux laminations. Pour nous, les exemples typiques de laminations
proviennent en fait des feuilletages, comme on peut le voir dans la proposition suivante. Notons
qu’il s’agit bien ci-dessous a priori d'une lamination qui n’est pas un feuilletage. Le lecteur peut
notamment se convaincre que L,, peut transversalement s’accumuler sur un Cantor ou encore sur
une variété réelle de dimension strictement positive.

Proposition 1.3 ([90, proposition 1.6]). Soit # = (M,.¥) un feuilletage holomorphe et p,q € M.
Sigq € Ly, alors L, C L,. En particulier, (fp,,i” \fp> forme une lamination.

Démonstration. On se donne p, € L, telle que p, —,—400 ¢ €t ¢ € Ly. Par définition d'une
feuille, il existe une suite de plaques Qy, ..., Q. de L, telle que @); est adjacente a @;11, pour

i € [0,m—1],q € Qo et ¢ € Qn,. Si n est suffisamment grand, il existe une suite de plaques

p™, ..., P de L, telle que P\ et Pi(ﬂ sont adjacentes, pour i € [0,m — 1], p, € P{™ et

)

Pj(”) et (Q; sont dans la méme boite a flots. Soit p/, I'’élément de la plaque P™ sur une méme

transversale que ¢'. L’existence de la suite de plaques Pé"), ey P'™ résulte de la continuité de A
dans (1.I). La méme continuité implique que p}, =, 1o ¢'. Ainsi, ¢ € L, et L, C L,,. O

La proposition suivante vient préciser le lien annoncé en introduction entre les champs de
vecteurs et les feuilletages. En particulier, cela signifie que le cas des feuilletages globalement
donnés par un champ de vecteurs n’est qu'un cas particulier. Nous partons de cette description
pour définir le cas singulier.

Proposition 1.4. Soit M une variété complexe. On se donne un recouvrement ouvert (U;);c; de M
et pour chaque i € I un champ de vecteurs holomorphe X; sur U;. On suppose que

(1) Pourtouti € I et tout x € U;, X;(x) #0,

(2) Pour tous i,j € I, si U; N U; # 0, il existe une application holomorphe g;;: U; N U; — C* telle
que X; = gi; X;.
Alors, il existe un feuilletage holomorphe % = (M, %) tel que les feuilles de .# sont localement (au
sens de la topologie des feuilles) données par les trajectoires de flot des X;.
Réciproquement, si .F = (M,.%) est un feuilletage holomorphe, alors il existe un recouvrement
ouvert (U;);er de M et des champs de vecteurs holomorphes X; sur U; vérifiant et tels que les
feuilles de F sont localement données par les trajectoires de flot de X;.

Le lecteur peut penser a I’hypothése comme caractérisant le fait que X; et X; définissent
le méme espace tangent. Pour démontrer le résultat ci-dessus, on utilise le théoreme classique de
géométrie différentielle suivant. Son énoncé est représenté et résumé par la figure

Théoréme 1.5 (Redressement d’un champ de vecteurs [23] théoréme 2.1]). Soit X un champ de
vecteurs holomorphe sur un ouvert U de C" et xy € U tel que X () # 0. Alors, il existe un voisinage
V' de xq et un biholomorphisme ¢: V. — W, ou W est un ouvert de C", tels que ¢, X = 6%1.

Remarque 1.6. On a une description analogue a la proposition des feuilletages holomorphes
de codimension 1 par des 1-formes holomorphes w;. C’est une telle description qui rend les feuille-
tages holomorphes plus faciles a étudier en dimension et codimension 1, et plus encore dans le cas
singulier. En codimension 1, on doit cependant ajouter une autre hypothése sur les w;. En effet, on
ne peut pas sans hypothése redresser une 1-forme holomorphe. Il faut pour cela ajouter la condi-
tion w; A dw; = 0, dite d’intégrabilité, et appliquer le théoréme de Frobenius. Nous renvoyons le
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w

FIGURE 1.2 — Redressement d'un champ de vecteurs X au voisinage de zy. En pointillés, les
trajectoires de flot de X.

lecteur au livre de Cano, Cerveau et Déserti [23]] pour I’étude des feuilletages de codimension 1,
et en particulier a [23] section 2.2] pour le théoréme de Frobenius.

Nous utilisons parfois la description en terme de forme en dimension 2, et notamment dans la
section Dans ce cas, la condition d’intégrabilité est vide car w; A dw; est une (3,0)-forme en
dimension 2, donc est nulle.

Démonstration de la proposition Commencons par la réciproque. Par définition, .# est un atlas
de boites a flots ol I'on peut définir en coordonnées (z,¢) € D x T ~ U; le champ de vecteurs
X; = %. Il est clair que les X; ne peuvent s’annuler et que les plaques de .# dans U; sont les
trajectoires de flot de X;. Considérons ¢,j € I, deux boites a flots U; de coordonnées (z,t) et U;
de coordonnées (2',t') avec U; N U; # (). Dans les coordonnées (2',t'), X;|y,ny, s'écrit (@ij)*%.
La forme donne alors

o oV 0 ov

(@,'(#,1)) X;.
Comme ®;; est un biholomorphisme, sa différentielle est inversible. Comme A ne dépend pas de z,
ceci implique que %—‘f(@;jl(z’, ")) # 0.

On se donne a présent les U; et les X; vérifiant les hypotheses et (2). D’aprés le théoréme
de redressement d’'un champ de vecteurs et 'hypothese (1)), il existe un voisinage V; , de tout
x € U, des coordonnées (z,t1,...,tp—1) € D x T de V; ., ot X; s’écrit %. Quitte a raffiner le
recouvrement U; par les V; ;, on peut donc supposer que X; = % avec les mémes hypotheses.
Considérons alors deux boites a flots U; ~ D x T de coordonnées (z,t1,...,t,—1) et U; D x T de
coordonnées (z/,t;,...,t._;), pour i,j € I. Considérons également le changement de coordon-
nées ®;;(2,t1,. .. tn—1) = (V(2,t1,. .oy tn1), Az, b1, tnm1)) = (2, t/ -5l _1). On cherche
a montrer que A ne dépend pas de z. Dans les coordonnées (z/,t},...,t),_), I'hypothése (2
traduit par X; = (9; )*8Z Gij a7 8Z = g;;X;. Or,

o ov, _, oA o 0

((I)U)*aizg(@m (Z/,tll,..., n— 1 +;72] 7'.7 tl,,t,/n_l))aT:gU@

Z J

Ceci implique bien que A ne dépend pas de z, et que les changements de carte entre les U; sont de
la forme (I.I)). 11 est d’autre part clair que les plaques du feuilletage .# obtenu sont données par
les trajectoires de flot des X;;. O

Il est alors naturel de se demander si le feuilletage obtenu est bien unique, et sous quelles
conditions de tels systémes locaux de champs de vecteurs donnent lieu au méme feuilletage.
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Proposition 1.7. Soit M une variété complexe et (U;, X;)ic1, (U]’, X;)je] des recouvrements ouverts
et des champs de vecteurs vérifiant et ). Soit .F (respectivement #') un feuilletage holomorphe
dont les feuilles sont localement les trajectoires de flot de X; (respectivement X}). Alors F = 7' si et
seulement si (U;, X;) U (U}, X}) vérifie (2).

En particulier, le feuilletage défini par la proposition |1.4|est unique.

Démonstration. On suppose tout d’abord que . = Z’. En particulier, les feuilles de .Z et de
7' ont le méme espace tangent et on a donc X;(v) = gi;()X(z), pour g;;(z) € C*, point
par point. Comme les X; et les X’ sont holomorphes et comme on a (1), on peut considérer un
coefficient de X; et de X’ qui localement ne s’annule pas pour montrer que g;; est holomorphe.
Ainsi, (U, X;) U (U}, X}) vérifie ().

Réciproquement, on suppose que (U;, X;)U (U}, X7) satisfait (2)). Par redressement d’un champ
de vecteurs, on peut se ramener a X; = a% et X j’ = g;;X; dans certaines coordonnées holomorphes
(z,t). En particulier, ceci implique que .% et .%’ ont les mémes plaques car les trajectoires de flot
de gji% restent dans {¢ = cste}. Les feuilletages .% et %’ ont donc également les mémes feuilles
et sont par conséquent égaux. O

Nous concluons cette sous-section par quelques exemples. Certains sont triviaux du point de
vue de la théorie des feuilletages holomorphes et d’autres sont déja plus riches. Néanmoins, ils
manquent pour nous encore de ce qui a été 'objet principal de notre recherche, a savoir des singu-
larités. Ils ne sont donc pas notre exemple typique, et celui-ci est plutdt un feuilletage holomorphe
sur P"(C) (voir section [1.3).

Exemple 1.8. Fibration localement triviale. Soit M une variété complexe et p: N — M une
fibration localement triviale par une surface de Riemann S. Par définition, il existe un re-
couvrement ouvert (U;);c; de M et des biholomorphismes ®;: p~1(U;) — S x U; tels que
myo®; =p, ot me: S x U; — U; est la projection canonique. En considérant des cartes de S,
on se rameéne a la forme plus habituelle D x U; = D x T. La condition 75 o ®; = p implique
alors que les changements de carte ont la forme et définissent un feuilletage .# sur
N. Les feuilles de .# sont les fibres p~!(¢), pour t € M et sont toutes fermées. La forme
®;: p~1(U;) — S x U; permet en quelque sorte d’avoir une boite a flots ot ce ne sont pas
seulement les plaques qui sont triviales, mais les feuilles entiéres. C’est un cas trop simple
pour la théorie des feuilletages.

Champ de vecteurs sur un tore [62] exemple 1.9]. Soit A C C™ un réseau libre de rang 2n, i.e.
un sous-groupe additif de C" qui est isomorphe a Z2" et qui contient une base de C" en tant
que R-espace vectoriel. On définit le tore IT = C" /A et 7: C™ — II la projection canonique.
Un champ de vecteurs holomorphe X non identiquement nul sur IT définit un champ de
vecteurs holomorphe X sur C" par la formule X (z) = (d.m) "' X (7(2)). Les coefficients de X
sont alors invariants par translation selon le réseau A et d’aprés le théoréme de Liouville sont
donc constants. Le champ de vecteurs X définit en particulier un feuilletage .% sur II dont
les feuilles sont les quotients par A des droites affines de C™ dirigées par X. Typiquement,
avec des conditions d’irrationnalité entre X et le réseau A, ces feuilles peuvent tout a fait
étre denses. Nous ne sommes pas précis et voulons simplement pointer du doigt le fait que
les feuilles fermées dans 'exemple de la fibration relevent d'un phénomeéne trop simple.

Feuilletage par les lignes de niveau d’une submersion [62] exemple 1.2]. Soit M et N deux
variétés complexes de dimensions respectives n et n — 1. Soit f: M — N une submersion
holomorphe. D’aprés la forme normale des submersions, on montre facilement qu’il existe
un feuilletage holomorphe sur M dont les feuilles sont les lignes de niveau de f, i.e. les
{f = cste}.

Suspension d’un groupe d’automorphismes [62} section 1.7]. Soit S une surface de Riemann
et M une variété complexe. On se donne p: m1(S) — Aut(M) une représentation du groupe
fondamental de S. Soit 7: S — S une uniformisation de S, c’est-a-dire un revétement univer-
sel holomorphe. Le cas le plus typique est celui ou S est une surface de Riemann compacte de
genre g > 2, S =D et M = P!(C) avec Aut(M) ~ PSLy(C). Le groupe fondamental ; (S)
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agit d’une part sur S par monodromie et sur M par la représentation p. Il agit donc diagona-
lement sur le produit, c’est-a-dire g - (z,t) = (¢- z, p(g)(¢)), pour (z,t) € S x M. De plus, son

action sur S est libre et proprement discontinue. On définit alors S, = (§ x M ) / m1(8)>

qui est appelée la variété de suspension de la représentation p. Le groupe fondamental 7 (S)
agissant sur les fibres du revétement 7, S, est munie d’'une projection p: S, — S définie par
p([z,m]) = 7(z), pour (z,m) € S x M et [z, m] sa classe d’équivalence dans S,. Le fait que
I'action de 7, (.S) soit libre et proprement discontinue implique que S, est feuilletée par les

{[z, mleS,|z¢€ S }, pour m € M fixé. Les feuilles sont donc isomorphes a des revétements
holomorphes de S en tant que surfaces de Riemann abstraites.

1.2.2 Singularités

Nous présentons ici le cadre dans lequel nous considérons les singularités d’'un feuilletage.
Nous commengons par préciser ce que nous entendons par singularité, puis donnons une des-
cription plus fine, plus exactement encore une liste de définitions, dans le cadre de singularités
isolées. Ce sont essentiellement les seules que nous étudions. Nous suivons la méthode d’exposi-
tion de [62]. Par analogie avec la proposition|1.4} on a la définition suivante.

Définition 1.9. Soit M une variété complexe de dimension n > 2. Un feuilletage holomorphe
singulier .% sur M est la donnée d’un recouvrement ouvert (U;);,c; et de champs de vecteurs
holomorphes X; non identiquement nuls sur U;, pour ¢ € I, tels que pour tout i,j € I avec
U; NU; # 0, il existe une fonction holomorphe g;;: U; N U; — C* telle que X; = g;;X;. Soit
E = U;e{X; = 0}. On appelle E l'espace des singularités de #. C’est un sous-ensemble analytique
strict de M et 'on montre plus loin qu’on peut toujours se ramener au fait que codim £ > 2.

Il est clair que .# peut étre vu comme un feuilletage holomorphe sur M \ E et M \ E peut
donc étre muni d’un atlas . de boites a flots. On note .% = (M, %, E). On dit parfois que .# est
régulier sur M \ E.

Réduction a la codimension au moins 2 La proposition suivante vient préparer la démonstra-
tion que I'on peut se ramener a codim £ > 2.

Proposition 1.10 ([62, proposition 1.6]). Soit M une variété complexe connexe et 1, %5 deux
feuilletages holomorphes singuliers sur M. Soit E1, F5 les espaces des singularités respectifs de %1 et
F5. On suppose que codim E; > 2, pour j € {1, 2} et que %, et .F, coincident sur un ouvert non-vide
de M. Alors, %, et ¥, coincident sur M.

On utilise le résultat suivant.

Théoréme 1.11 (extension de Levi [28] chapitre II, §8]). Soit M une variété complexe et E un
sous-ensemble analytique de M de codimension au moins 2. Alors, toute fonction méromorphe sur
M \ E s’étend en une fonction méromorphe sur M.

Démonstration de la proposition[I1.10} On considére tout d’abord un ouvert U ou .%; est défini par
un champ de vecteurs X;, %, par un champ de vecteurs X,, et .%; et .%, coincident sur un
ouvert V C U, au sens ot les feuilles de % et %, sur V' \ (E; U E») sont les mémes. D’apres la
proposition il existe une fonction holomorphe f: V' \ (E; U E3) — C* telle que X; = fX»
sur V'\ (E; U E»). Donnons-nous X; = >, _; Xjk%k les coefficients des X, j € {1,2}, dans des

coordonnées (z1,...,2,) de U.Ona f = §;: sur V' \ (E1 U E») pour tout k tel que X # 0. En

tout point z € U\ (E1 U E»), il existe k € [1,n] tel que X5 # 0 au voisinage de x. On définit alors
g(z) = % Par théoréme d’unicité du prolongement analytique, ona g = f sur U \ (E1 U E3).
D’apreés le théoréme d’extension de Levi, f se prolonge d’autre part sur U. On a toujours pour tout
k € [1,n], X1r = fXor donc X; = fXo. Ainsi, .%; et %, coincident sur U tout entier. Comme
M est connexe, on en déduit enfin que % et %, coincident sur M toute entiere, par exemple en
considérant un chemin de « € U a n’importe quel y € M, et en recouvrant v par un nombre fini

d’ouverts ol .#; et .%, sont définis par des champs de vecteurs. O
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Proposition 1.12 ([62} proposition 1.5]). Soit % = (M, .%, E) un feuilletage holomorphe singulier.
Il existe un unique feuilletage holomorphe singulier %' = (M,.¥’, E’) vérifiant les faits suivants.

(1) La codimension de E' est au moins égale d 2 et E' C E.
(2) F' coincide avec F sur M \ E.

Démonstration. Remarquons immédiatement que 'unicité résulte de la proposition On se
donne % = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier. On a donc un recouvrement ouvert
(Ui)icr de M et des champs de vecteurs X; sur U;. Considérons une composante irréductible W
de codimension 1 de E telle que W N U; # 0. Quitte a réduire louvert U;, W N U; est donnée
comme une union de composantes W = W, U --- U W, chacune définie par une équation holo-
morphe irréductible W, = {f; = 0}. Dire que W est dans F, c’est dire qu’il existe des exposants
Nit, - .. Nip € N* tels que X; = [} _, ””‘XZ, ol X ne s’annule pas identiquement sur aucune des
Wk, k: € {1,...,p}. On se donne un (U;, X;) tel que U; NU; # D et g;;: U; N U; — C* telle que
X; = ¢i;X;. On suppose qu'on a des composantes irréductibles Wi,...,W; de W N U; données
par des équations holomorphes irréductibles W, = {h; = 0}. On a

X, = H fka — g” = gij H thkX

ot X; = [[¢_, h}"* X, de méme que pour X;. On définit alors §i; = gi; [T7_, k7" ([T0_, fi*) .
La condltlon que g;; soit holomorphe et ne s’annule pas implique que n;, = nj; si Wi, = Wj.
D’autre part, les composantes irréductibles W, (respectivement W}) qui n’intersectent pas U; (res-
pectivement U;) sont telles que fi(x) # 0 (respectivement h;(z) # 0) sur U; N U;. Ainsi, il est clair
que g;; ne sannule pas. De plus, W N U; n’est plus dans I'espace des singularités de X,. Enfin,

les trajectoires de flot de X; et de X; coincident sur U; \ E. En procédant ainsi pour chacune des
composantes W de E de codimension 1, on a bien le résultat voulu. O

Dans toute la suite, on suppose donc la plupart du temps qu'un feuilletage holomorphe singu-
lier # = (M, %, E) vérifie codim E > 2, quitte a s’y ramener par la proposition[1.12] En pratique,
cela signifie simplement que I'on suppose que les coefficients des X; sont premiers entre eux,
quitte a les diviser par leur pged. La proposition suivante vient alors montrer que se donner un
feuilletage holomorphe régulier sur M\ E est essentiellement équivalent a se donner un feuilletage
holomorphe singulier sur M.

Proposition 1.13 ([62, proposition 1.8]). Soit M une variété complexe et E un sous-ensemble
analytique de M de codimension au moins 2. Soit % = (M \ E,.%) un feuilletage holomorphe. Alors,
il existe un unique feuilletage holomorphe singulier %' = (M, £, E’) tel que E' C E et F et F'
coincident sur M \ E.

Les éléments de F \ E’ sont appelés des singularités effacables de F

Démonstration. L'unicité d’'un éventuel .#’ est une conséquence de la proposition On doit
donc en démontrer I'existence. Il suffit de travailler localement dans un voisinage V' de x € E. On
se donne alors des ouverts (U;);cs, des champs de vecteurs (X;);c; définissant .# et des fonctions
holomorphes g¢;;: U; N U; — (C* ou les U; recouvrent V' \ E et X; = g;;X;. Considérons les
coefficients X; = Y ;| Xix 5> 82 de X; dans des coordonnées (zi,...,2,) de V. Pour un ¢ € I
fixé, il existe un k£ € [1,n] tel que X;; n’est pas identiquement nul. Comme codim F > 2, V \ E
est connexe et il s’ensuit que X, n’est pas identiquement nul pour tout j € I. On définit alors
le champ de vecteurs méromorphe X; = %ﬂX jsur Uj, j € I. Lidentité X; = g;;X; implique
que X; = X, sur U; N U;. D’'apres le théoreme d’extension de Levi, il existe un champ de vecteurs
méromorphe X = >"" ala%z sur V tel que X = X sur Uy, pour tout j € I. Quitte a réduire V, on
peut écrire chacune des fonctions méromorphes a; = %, oul'on a ou bien f; = 0 et h; = 1, ou bien
codim{f; = h;} > 2. Soit le champ de vecteurs holomorphe X = T, mX et X la division de X
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par le pged g de ses coefficients. Par définition, X s'annule sur un ensemble E’ de codimension au
moins 2 et X = LX = izl g Hl:l} M X .. La fonction H = M n’admet alors pas de pole
g g 9Xje “7J 9Xjk

car X n’en a pas et X; ne s'annule pas. D’autre part, // ne s'annule au plus que sur un ensemble
de codimension au moins 2. Il s’ensuit que H ne s’annule pas et X vient bien prolonger .% en un
feuilletage holomorphe singulier sur V. Comme .%’ est encore défini par les X; sur chacun des U;,
on a clairement E' C E. O

De méme que dans le cas non-singulier, on a le critére suivant qui permet d’identifier si deux
données de champs de vecteurs locaux définissent le méme feuilletage.

Proposition 1.14. Soit M une variété complexe et (U;, X;)ic1, (U]’-, X!)jey des recouvrements ou-
verts et des champs de vecteurs vérifiant les hypothéses de la définition Soit & = (M, % ,E) et
F' = (M, %', E') les feuilletages respectifs associés. On suppose que codim E, codim E’ > 2. Alors,
F = F'siet seulement si (U;, X;) U (U}, X}) vérifie les hypothéses de la définition

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas non-singulier de la proposition [1.7] Dans
le cas ot1 .% = .%’, on utilise de plus le théoréme d’extension de Hartogs [28] chapitre I, §3] et la
condition codim E, codim E’ > 2 vient assurer que la fonction g,;; obtenue ne s’annule pas. O

Remarque 1.15. Avec les notations de la définition [1.9] comme les X; ne s’annulent pas identi-
quement, on a la relation g¢;;g;x = ¢ sur U; N U; N Uy. Les (gi5):,;er forment donc un cocyle
du faisceau O* des fonctions holomorphes ne s’annulant pas. Il s’ensuit qu’ils définissent un fibré
en droites B sur M, et les champs de vecteurs X; sont alors donnés par un morphisme de fibrés
B: B — TM, ou TM est le fibré tangent de M. La proposition [1.14] montre par ailleurs que le
fibré en droites B ne dépend pas du choix des U; et des X; définissant le méme feuilletage. On
note B = T'#, qu'on identifie parfois de maniere abusive avec son image par .

Rappelons quelques éléments de topologie algébrique a propos des fibrés en droite sur M. On

. . 23 . . .
a une suite exacte courte de faisceaux 0 — Z =" 0 =¥ ©* — 0. Elle induit donc une suite exacte

longue de groupes de cohomologie de Cech
o= HY(M,0) — HY(M,0%) & H*(M,Z) — H*(M,0) — ...

Le morphisme ¢; est appelé la premiére classe de Chern. Elle permet de classifier les fibrés en droite
sur M, notamment si H!(M, ) = 0, ou elle est injective. Le cas kéhlerien est en ce cas particu-
lierement intéressant, puisque nous y disposons de la décomposition de Hodge pour décrire les
groupes de cohomologie ci-dessus. Nous ne nous attardons pas sur cette remarque, en premier lieu
parce qu’elle dépasse nos compétences. Le lecteur intéressé peut se référer au livre de Voisin [87]]
pour plus de détail et une approche systématique de la théorie de Hodge.

Singularités isolées On s’intéresse dans ce paragraphe au cas de singularités isolées. En ef-
fet, considérons un champ de vecteurs X = Z;’:l X jaizj sur un voisinage de 0 € C" vérifiant
X;(0) = --- = X,(0) = 0. Génériquement (au sens des coefficients de X), les hypersurfaces
analytiques H; = {X; = 0} s’intersectent en un unique point 0. Une singularité donnée est donc
localement génériquement isolée. D’autre part, nous montrons dans la sous-section[1.3.2]que c’est
également le cas pour un feuilletage global de P*(C) (les singularités sont méme génériquement
non-dégénérées). Notons également qu’en dimension 2, que nous étudions plus systématiquement
en section [1.4} les singularités sont automatiquement isolées si I'on suppose codim(E) > 2.

On considére ici un feuilletage local sur un voisinage U de l'origine 0 € C™ défini par un
champ de vecteurs X. Néanmoins, nous sommes attentifs a ce que nos définitions ne dépendent
pas du champ de vecteurs X a multiplication par une fonction holomorphe ne s’annulant pas
pres, et ne dépendent pas non plus du choix de coordonnées holomorphes. Ainsi, les définitions
suivantes s’étendent naturellement a une singularité d’un feuilletage sur une variété complexe
M. Nous suivons la présentation du livre d’Ilyashenko et Yakovenko [48| chapitre I, section 5].
Nous ne prouvons aucun des énoncés ci-dessous et laissons le lecteur curieux parcourir [48] et ses
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références. Nous démontrons toutefois quelques-uns de ces résultats dans le cas particulier de la
dimension 2 en section [L.4]

Définition 1.16. Soit X = " | X; 32 un champ de vecteurs holomorphe défini sur un voisinage
J

de l'origine 0 € C". On développe en série entiere chacun des X; = ) \» a;jo2%, avec la notation
2% = 2. 28, sia = (ag,...,a,) € N™. On note par ailleurs |a| = Z;L:1 a;. Pour k € N, le

k-jet de X est défini comme le champ de vecteurs
-k S « 0
PR3N e
,_ Zj
J=1|a|<k

Le champ de vecteurs X admet donc une singularité en 0 si et seulement si son 0-jet s’annule.
Si c’est le cas et si son 1-jet admet une singularité isolée en 0, on dit que 0 est une singularité
non-dégénérée. Si 'on note Jac(X,0) la jacobienne de X en 0, c’est-a-dire la matrice définie par

Jac(X,0) = (%}ZZJ (O)) " 0 est une singularité non-dégénérée si et seulement si X(0) = 0
7,k€[1l,n

et det Jac(X,0) # 0. Cette condition est bien sfir invariante par multiplication par une fonction
holomorphe g: V' — C*, pour V' un voisinage de 0, et par changement de coordonnées.
On suppose que X admet une singularité non-dégénérée en 0. On note Ay, ..., A, les valeurs
propres de Jac(X, 0), répétées selon leur multiplicité. S’il existe i, j € [1,n] tels que ;\— ¢ R, on dit
J
que 0 est une singularité faiblement hyperbolique. Si pour tout ¢ # j € [1,n], ;\— ¢ R, on dit que 0
J

est une singularité hyperbolique. Enfin, s’il existe des coordonnées (z1, ..., z,) et une application
holomorphe ¢ ne s’annulant pas telles que

- 0
j=1

on dit que 0 est une singularité linéarisable. De méme, il est clair que les trois dernieres notions ne
dépendent pas du changement de variable holomorphe, ni du champ de vecteurs X engendrant
un méme feuilletage au voisinage de 0.

Dans le cas des singularités linéarisables, notons que les axes z; sont remarquables en ce qu’ils
sont des feuilles dés lors qu’on leur retire la singularité 0. De maniére générale, une courbe S telle
que 0 € S et S\ {0} est une feuille est appelée une séparatrice du feuilletage .# en 0.

On a le résultat remarquable suivant, dont la démonstration consiste en des éclatements suc-
cessifs de la singularité. Nous y procédons plus loin, sans spécifiquement le démontrer.

Théoréme 1.17 (Camacho-Sad [48], théoréme 14.1]). Toute singularité isolée en dimension 2 ad-
met une séparatrice.

Il semble que les singularités linéarisables soient assez exceptionnelles comparées aux singu-
larités non-dégénérées. Pourtant, on a de nombreux théoremes de linéarisation qui montrent que
la plupart des singularités non-dégénérées sont linéarisables. Nous avons besoin pour les énoncer
d’un peu plus de vocabulaire.

Définition 1.18. Soit (A1,...,\,) € C". Ondit que (Aq,...,\,) est dans le domaine de Poincaré si
I'enveloppe convexe de {\q,..., A, } ne contient pas 'origine 0 € C. Sinon, on dit que (A1, ..., \,)
est dans le domaine de Siegel. On dit que ()\,...,\,) est résonant s'il existe k € [1,n] et « € N”
tels que |a > 2 et A, = (a, A) = 200, ;.

Théoréme 1.19 (Poincaré [48, théoréme 5.5]). Soit X un champ de vecteurs ayant une singularité
non-dégénérée en 0 et (\1,...,\,) € C" les valeurs propres de Jac(X,0) répétées selon leur multipli-
cité. Si (A1,..., \,) est dans le domaine de Poincaré et si (\1,. .., \,) n’est pas résonant, alors X est
analytiquement équivalent a son 1-jet. En particulier; si Jac(X,0) est de plus diagonalisable, alors X
est linéarisable.
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Dans le cas de la dimension 2, la condition ci-dessus est équivalente au fait que le rapport des
valeurs propres nest pas réel négatif (domaine de Poincaré), ni m ou = pour m > 2 un entier
(non-résonant). Outre en dimension 2, cette condition ne semble pas générique, mais ces résul-
tats ont ensuite été améliorés par Siegel, en considérant la vitesse d’approximation de 0 par des
combinaisons linéaires rationnelles de (Aq,...,A,) et en étudiant une condition diophantienne.
11 obtient une condition générique. Dans la mesure ol nos recherches ont plutdt consisté a nous
débarasser de I’hypothése de linéarisabilité, nous ne nous attardons pas sur ces conditions. Le lec-
teur intéressé peut consulter [48] et y trouver un théoréme de Siegel [48, théoreme 5.20], son
amélioration ultérieure par Brjuno [48] théoréme 5.22] et la démonstration de I'optimalité de la
condition de Brjuno par Yoccoz [48, théoreme 5.23]. Le lecteur peut aussi trouver un résultat
récent sur les conditions de Brjuno dans Raissy [[76].

FIGURE 1.3 — Représentation d’'une singularité hyperbolique a l'origine de C? et ses séparatrices.
Toutes les feuilles sauf les séparatrices sont simplement connexes. Reproduite de [90] figure 12].

1.2.3 Holonomie et monodromie

On définit dans cette sous-section un outil majeur de la théorie des feuilletages. Pour parler
encore peu précisément, ’holonomie consiste a suivre un chemin sur une feuille, sur d’autres
feuilles dans un voisinage suffisamment petit. On peut également la voir comme un analogue
complexe de I'application de premier retour de Poincaré d’un flot réel. Elle permet souvent de
transporter des informations concernant le voisinage transversal d’'une feuille donnée d’un endroit
de cette feuille & un autre. Nous ne développons pas beaucoup et nous contentons de fixer les
notions. Le lecteur intéressé peut se référer a [23| chapitre 6] ou [62} section 1.5] pour plus de
détails. Nous suivons par ailleurs souvent leur méthode d’exposition. Il est temps cependant de
devenir plus formel et d’introduire quelques notations. On commence par la notion de germe.

Définition 1.20. Soit X, Y des espaces topologiques et p € X. Un germe d’application de (X, p)
vers Y est une classe d’équivalence de (f,U), ol U est un voisinage de pdans X et f: U — Y
est une application continue, pour la relation ~ définie comme suit. Soit deux couples (f,U),
(9, V) comme précédemment. On dit que (f,U) ~ (g, V) s'il existe un voisinage W de p tel que
WcUnVetfly =gw.-Onnote f: (X,p) — Y pour signifier qu’il existe un voisinage U de p
dans X tel que f: U — Y est bien définie.
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Pour f: (X,p) — Y telle que f(p) = qetg: (Y,q) = Z. La composition go f: (X,p) — Z est
bien définie au sens des germes, c’est-a-dire que sa classe d’équivalence pour ~ ne dépend pas du
choix de représentant de f et g. Notons qu'’il est bien possible qu'il faille restreindre le voisinage
de p dans X ou f est définie pour que son image soit dans un domaine de définition de g. En
particulier, si X = Y et p = ¢, on peut définir la composée n-fois, notée f™ du germe f. Pour
signifier que f: (X,p) — Y est telle que f(p) = g, on note f: (X,p) — (Y, q). En tout point p de
X, on considére le germe de 'application identité, noté id: (X, p) — (X, p). On peut alors parler
de germe d’application inversible.

Dans le cas ot l'on a une structure supplémentaire pour les fonctions, par exemple des fonc-
tions holomorphes, qui est stable par composition, on peut définir de méme les germes d’appli-
cations holomorphes, les germes de biholomorphismes. On note Bih((X,p), (Y, q)) 'espace des
germes de biholomorphismes f: (X,p) — (Y, ¢) et simplement Bih(X,p) si X =Y et p = ¢. Plus
simplement encore, pour k£ € N*, on note Bihy(C*) = Bih(C*, 0).

On considere alors .# = (M,.%) un feuilletage holomorphe, p € M et ¢ € L,. On se donne
des boites a flots U ~ D x T et U’ ~ D x T’ contenant respectivement p et ¢. Ici, on peut encore
considérer que T et T’ sont de simples transversales dans M, pas encore identifiées 4 D"~!. On
considere un chemin continu «: [0,1] — L, tel que y(0) = p et (1) = ¢. Par continuité de v et
compacité de [0, 1], il existe un nombre fini de boites a flots U; ~ D x T;, j € [0, N] et des temps
0=ty < - <ty =1telsque~(t) € Uj,sit € [tj,t;y1], j € [0,N —1]. Notons p; = ~(t;)
et identifions T; & une transversale en p;, pour j € [0, N]. On suppose de plus que Ty = T et
Ty = T'. Soit j € [0, N — 1]. Pour tout p} € T; suffisamment proche de p;, il existe un unique
Pit1 € Tjq1 tel que p) et p’,, sont dans la méme plaque. On note f;: (T;,p;) — (Tj11,pj41)
l'application qui a p/; associe p, ;. On définit enfin Hol, = fy_10---0 fo: (T,p) — (T',q) et
on l'appelle T'application d’holonomie le long de v de (T, p) a (T’,q). On se permet d’abréger cette
expression si certains éléments en sont sous-entendus sans ambigiiité. Dans le cas ol p = ¢ et
T = T’, on parle d’application de monodromie. Les figures [1.4] et [1.5| représentent respectivement
le processus de définition de I’holonomie et les phénomeénes typiques que 'on peut observer grace
a la monodromie.

Il semble que nous ayons fait de multiples choix qui pourraient affecter I'application d’holono-
mie en chosissant un découpage de ~, des boites a flots et des transversales intermédiaires. L'objet
des propositions suivantes est de montrer que 'application d’holonomie est en fait indépendante
de ces choix.

Proposition 1.21 ([62] lemme 1.3]). Avec les notations ci-dessus, Hol,, est un germe de biholomor-
phisme. En tant que germe, il est indépendant du choix de ty < --- < ty, Up,...,Un et To,..., Tx.

FIGURE 1.4 — Construction de I'application d’holonomie le long du chemin ~ de (T, p) vers (T’, q).
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FIGURE 1.5 — Application de monodromie d’'une transversale T le long d’'un chemin ~ sur une
feuille L. Reproduite de [[90, figure 6].

Démonstration. Commencons par montrer que Hol, est un germe de biholomorphisme. II suffit
de montrer que chacun des f;, j € [0, N — 1] en est un. Or, en coordonnées, f; est simplement
donné par A; 1, avec les notations de pour un changement de carte ®; ;; de la boite a
flots U; a Uj;41. 1l s’ensuit que f; est bien un germe de biholomorphisme et Hol, aussi. D’autre
part, considérons un autre choix de 0 = tj < --- < t%y, = 1, de boites a flots Uy, ..., Uy, et de
transversales T = T{,...,T%, = T’. Rappelons qu’il y a unicité d'un élément d’une plaque sur
une transversale donnée dans une boite a flots donnée. Par récurrence, il est ainsi clair que le
raffinement de v par les deux découpages 0 =ty < --- <ty =let0 =t < - < th, =1
donne & chaque temps intermédiaire ¢; le méme p’;. Il s’ensuit que Hol, est indépendant du choix
de découpage, boites a flots et transversales, a condition que les deux découpages donnent des
applications f; bien définies, c’est-a-dire, en tant que germe. O

On peut en fait dire beaucoup mieux.

Proposition 1.22 ([62}, lemmes 1.4 et 1.5]). Le germe Hol, est indépendant du choix de représentant
~ d’'une classe d’homotopie a extrémités fixées. De plus, si v et § sont deux chemins tels que v(1) = 6(0),
alors Hols, = Hols o Hol,, ot &y est la concaténation de -y et ¢.

En particulier; Uapplication de monodromie d’'un chemin définit un morphisme de groupes du
groupe fondamental 71 (L,, p) vers Bih(T, p).

Démonstration. La propriété de composition est claire. En effet, la proposition[I.21]nous permet de
faire n’importe quel choix de découpage de ¢, et 'on peut en particulier choisir de suivre d’abord
~ puis §. Considérons a présent deux chemins homotopes o, v1 et une homotopie H: [0,1]* — L,
telle que H(0,t) = ~vo(t), H(1,t) = v (t), H(u,0) = p et H(u,1) = ¢q. On note v, (t) = H(u,t).
Siuy et up sont suffisamment proches, par continuité de H, Hol,, et Hol,, peuvent étre définis
par les mémes choix de boites a flots et des transversales variant contintiment. Il est alors facile
de vérifier que u — Hol,, est continue. Comme d’autre part Hol,, (p") € L, N'T’, qui est un espace
dénombrable, il s’ensuit que u — Hol,, est constante. On a donc Hol,, = Hol,,. O

Remarquons enfin que les transversales T et T’ s’identifient chacune a un voisinage de 0 dans
C"~'. A ces identifications prés, on peut donc assimiler Hol, & un élément de Biho(C"~!). Dans
le cas de la monodromie, on obtient un morphisme 7 (L,,p) — Bihg(C"!). Les choix d’iden-
tification T ~ D"~! et les choix des transversales initiale et finale T et T’ font varier leur image
dans Biho(C"~!) mais dans des limites bien circonscrites. En effet, on peut par exemple considérer
I'’holonomie du chemin trivial avec deux transversales différentes. On montre ainsi que changer de
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transversale initiale (resp. de transversale finale) résulte en une précomposition (resp. une post-
composition) de Hol, par un élément de Biho(C"~!). Dans le cas de la monodromie, c’est plus
précisément une conjugaison par un élément de Bihg(C"~1!). De méme, changer de point de base
du 7 (L, p) résulte en une conjugaison par un élément de Biho(C"~1). Pour L une feuille, on note
donc Hol(L) le sous-groupe de Biho(C"~!) qui est l'image du (L) par le morphisme v — Hol,,
défini a conjugaison prés par un élément de Bihy(C"~1).

Exemple 1.23. 1. Monodromie d’une séparatrice dans le cas linéarisable [62, exemple 1.13].
Soit X = Z}”zl Aj Zja%j un champ de vecteurs linéarisable sur le polydisque 2D". Le champ
X admet n séparatrices qui sont les axes. Considérons par exemple la feuille donnée par
le premier axe de coordonnées L = {(z1,0,...,0) | z; € 2D\ {0}}. La feuille L est ho-
méomorphe a 2D \ {0}, et admet en particulier un groupe fondamental isomorphe a Z,
engendré par le lacet v: 6 — (¢2™%,0,...,0). On cherche & déterminer la monodromie de v
sur la transversale T = {z; = 1} ~ D", Soit zp = (1,2,...,2,) € T. Pour ¢t un nombre
complexe, on note z(t) le flot de X au départ de z. On a zp(t) = (eM?, 202t ..., z,eM?).

En particulier, si zp = (1,0,...,0), ona z (Qiﬂ%) = 7(t). Il est alors facile de vérifier que

2w 2im 2 Qi in ¢
Hol, (2r) = 27 ()\ = (1,226 TN et ) .
1

En particulier, avec l'identification T ~ D"~ !, c’est une application linéaire. Ceci caracté-
rise en fait les singularités linéarisables, d’aprés un théoreme de Mattei et Moussu [[67]. Le

lecteur peut penser a la figure pour se représenter les chemins v et 6 — zp (2;—7;9)

2. Multiplicateur d’une séparatrice dans le cas non-dégénéré en dimension 2 [62, exemple 1.14].
On considére en dimension 2, un feuilletage .# ayant une singularité non-dégénérée en 0
et une séparatrice {y = 0} dans certaines coordonnées (z,y). Le feuilletage .# peut alors
s’écrire comme engendré par un champ de vecteurs de la forme X = x% + A(x, y)a%, avec

A(z,y) = 0 et %(O) # 0. De méme que dans le cas précédent, on note L la séparatrice

{(z,0) | z € 2D\ {0}}, T la transversale {(1,y) | y € 2D} et v le lacet 6 — (€2 0). En
coordonnées T ~ I, soit f.,: (D,0) — (D, 0) 'application d’holonomie de ~. On souhaite cal-
culer le multiplicateur de f,, c’est-a-dire le nombre complexe f (0). Pour z = (1,y) un point
de T, on considére le chemin J(t,y) = (%™, Y (t,y)), avec 2 (t,y) = 2imA(e*™, Y (t,y)) et
Y(0,y) = y. On a alors f,(y) = Y(1,y). La fonction Y est de classe ¢ par rapport a ¢ et
holomorphe par rapport a y. De plus, si I'on pose Z(t) = %—’y/(t, 0), en dérivant le probleme
de Cauchy vérifié par Y, on obtient

Z'(t) = 22‘77%’; (e*™,0) - Z(t), Z(0)=1.

Or, f1(0) = Z(1), donc

UOA 0A
/ — Y —— (27t _ 9 242 .
f(0) = exp (/o i oy (e*™*,0) dt) exp ( T oy (0,0))

En particulier, notons que ‘ f;(0)| = 1 si et seulement si le rapport des valeurs propres de
Jac(X,0) est réel. Si ce n’est pas le cas, il existe donc un attracteur dans le groupe de mo-
nodromie, cest-a-dire un germe de biholomorphisme g € Bihg(C) tel que |¢’(0)| < 1. Le
théoréme de linéarisation de Poincaré implique qu'’il est linéarisable, et le groupe de mono-
dromie étant abélien, on peut montrer que ses éléments sont simultanément linéarisables
(voyez par exemple [62] lemme 4.3]). D’aprés le théoréme de Mattei-Moussu, X est donc
linéarisable. Ceci explique pourquoi dans le paragraphe précédent, seul le cas d’un rapport
de valeurs propres réel posait probléme a la linéarisation, voyez notre remarque apres le

théoréme
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1.3 Le cas des espaces projectifs

On s’intéresse dans cette section aux feuilletages sur les espaces projectifs. En effet, ceux-ci
constituent notre exemple typique, en tant qu'’ils sont les espaces les plus canoniques ot compacti-
fier les flots des champs de vecteurs polynomiaux. Outre que cela constitue un probleme de Hilbert
encore largement irrésolu, c’est également une mine importante d’exemples et une illustration de
techniques que l'on peut adapter ailleurs sur d’autres variétés qui pourraient avoir une structure
similaire, en particulier algébrique. On y montre notamment que I'ensemble des feuilletages sur
P (C) peut étre canoniquement muni d’'une structure projective stratifiée par un degré, et que I'on
peut parler de conditions génériques (par exemple au sens d’'un ouvert de Zariski non-vide). Nous
nous soucions particulierement de ces conditions, en tant qu’elles constituent une motivation de
notre travail : avant méme de démontrer un théoréme, il est naturel de se poser la question de
la généricité de ses hypothéses. Autrement dit, est-ce que ce résultat s’applique a presque tout
feuilletage sur P"(C) ? Nos résultats principaux des chapitres et[4) ayant des hypotheses tres
similaires, nous nous intéressons notamment a démontrer que celles-ci sont génériquement véri-
fiées, au moins en degré suffisamment grand. Cette section aura sa suite en sous-section [2.2.3] ot
I'on démontre des conditions suffisantes a 'hyperbolicité des feuilles, que 'on ne sera en mesure
d’énoncer précisément qu’a ce moment-la. Pour écrire ce qui suit, 'auteur s’est largement basé sur
le livre récent de Lins Neto et Scardua [62]] en changeant légérement leurs notations.

1.3.1 Structure de P"(C) et feuilletages sur P"(C)

Commencons par rappeler brievement la structure de P™(C). On la suppose en fait essentiel-
lement connue par le lecteur et on parle librement de courbe ou d’hypersurface algébrique, de
topologie de Zariski, etc. sans les définir. Néanmoins, ces brefs rappels nous permettent d’intro-
duire quelques notations utiles pour la suite.

L’espace P*(C) On envisage l'espace P"(C) comme l'espace des droites vectorielles de C™*1.
Plus précisément, C* agit sur C"™! par homothétie, i.e., X - (20,...,2n) = (A\20,...,z,), pour
A € C* et (20,...,2n) € C""1. Les orbites pour cette action sont les droites vectorielles de C"**.

On définit
P(C) = (€1 {0}) /e

On note [zg:...: 2,] € P*(C) la classe d’équivalence d’un point (zo,...,2,) € C**\ {0}. On
munit alors P*(C) d’une structure de variété complexe compacte en la recouvrant par n + 1 ou-
verts Uy, ..., U, biholomorphes & C". On note U; = {[z : ... : z,] | z; # 0}. Remarquons que la
condition z; # 0 ne dépend pas du représentant de [z : ... : z,,] choisi. On considére les cartes

20 Z; z
0 Ui = C" pi(lzo0:...:2]) = (Zj"”’z;"”’zz>’

ol le chapeau sur une variable désigne son omission dans I'’énumération. Plus explicitement,
(2—0 ce, 2 ) = (2—0 coL, 2t @,...72—? . Notons que I'expression de ¢, ne dépend pas

I 27 zj 7z
du choix de représentant de z = [z : ... : z,] et qu’elle est bien définie car z € U; et donc z; # 0.
Il est par ailleurs facile de montrer que ¢; est un homéomorphisme. Pour j, k € [0,n], on pose

Yik =@j o0 <p,;1. Ona

R 20 1 Z; Zn
©ik (20, s 2y Zn) = —, iy — e, =, — (1.2)
Zj Zj Zj Zj

ol la coordonnée % se situe en position z;. Ainsi, les ¢;; sont bien des biholomorphismes, et on
a bien doté P"(C) d’une structure de variété complexe de dimension 7.

On appelle les cartes (U;, ¢;), pour j € [0, n], des cartes affines de P"(C). Leur complémentaire
P"(C) \ U; est appelé Uhyperplan a linfini de la carte U; et est isomorphe & P"~!(C). Lorsqu’on ne
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précise pas, 'hyperplan a l'infini est celui relatif a Uy. L'action de GL,, 1 (C) (et méme PGL,,1(C))
sur P"(C) par quotient de celle sur C"*1\ {0} permet d’envoyer n’importe quel hyperplan vectoriel
sur {zp = 0} et, dans une certaine carte affine, de considérer n'importe quel hyperplan comme a
l'infini. Rappelons qu'un hyperplan H C P"(C) est donné par une équation de degré 1

H=(lz0:...:25) | Zajzj:O ,
j=0
pour [ag : ...: a,] € P*(C), et que 'on peut donc parler d’'un ensemble générique d’hyperplans,
en considérant I'ensemble des hyperplans définis par les parametres [aq : ... : a,] € U, pour U un

ouvert de Zariski non-vide de P"(C), ou plus faiblement un ouvert dense.

Feuilletages sur P"(C) L’objectif de ce paragraphe est de décrire I'ensemble des feuilletages
sur P"(C) et de le munir d’'une certaine structure d’ouvert d'un espace projectif. La proposition
suivante décrit tout d’abord une large classe de feuilletages sur P"(C), et 'on montre par la suite
que tout feuilletage de P"*(C) est de ce type.

Proposition 1.24 ([l62, proposition 2.6]). Soit Xy un champ de vecteurs a coefficients polynomiaux
sur C™. Alors, il existe un unique feuilletage holomorphe singulier % = (P"(C), %, E) sur P"(C), tel
que codim FE > 2 et F# prolonge le feuilletage sur C™ ~ U, défini par X.

Démonstration. L'unicité et le résultat concernant la codimension de E résultent des proposi-
tions et Quitte a diviser les coefficients de Xy par leur plus grand diviseur commun, on
peut supposer qu’ils sont premiers entre eux. Donnons-nous les coefficients de X, nommément
Xo = Z?Zl Py;(z0,. .., Zn)a%j- Considérons alors le poussé en avant de X par les applications de

changement de cartes ¢;o, pour j € [1,n], données par (1.2).

N z 1 z 0
(ijo)*XQ(ZQ,...,Zj,...,zn>Z—ngoj (Zl,...,,... n)
0

20 ’ 20 820
n (1.3)
9 21 1 Zn\ O
+ZO Z (szok—szoj) (7...,7...7) o)
ey 20 20 zo ) Oz
ol la coordonnée % se situe en position j. On décompose alors X, de la maniere suivante.
- 0
Xo(Zl, ey Zn) = ; fj(zlv ey Zn)aizj =+ g(Zl, ey Z7L)R, (14)

ol g est un polyndme homogene de degré d (éventuellement nul), R = Z;;l Zj aizj est le champ
radial et les f; sont des polynémes de degré au plus d. On suppose de plus que si g = 0, alors il
existe j, k € [1, n] tels que les composantes homogenes de degré d respectives f;4 et fiq de f; et fi
satisfont z, fj4 — zj fra # 0. Une telle décomposition est unique. En effet, ou bien les composantes
homogenes Py;q, en degré maximal d, des coefficients Fy; vérifient g = % = ... = % et

dy = d — 1 avec g ainsi défini et les f; doivent étre de la forme f; = Py; — z;g; ou bien il existe
J. k € [1,n] tels que 2 Py;a, — 2 Poka, # 0, auquel cas g = 0, Py; = f; et dy = d. De retour a (1.3),

_ - 21 1 Zn 0
zg 1(gojo)*Xg(zo,...,zj,...,zn)—(zg“fj (0,...,,...,) g(zl,...,l,...,zn)>azo

z 1 Zn\ O
+Zg+1 Z (Z]fk_zkrf]) (237...,,...7 ) 872]6

20 g
(1.5)
Sous cette forme et avec les hypotheses de (1.4), il est clair que X; = zg*1 (¢j0), Xo est un champ
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polynomial, que sur U; N Uy, il définit le méme feuilletage que X, et que les coefficients de X
n’ont pas de facteurs en commun. O

Proposition 1.25 ([62, théoréeme 2.4]). Réciproquement, tout feuilletage % = (P"(C), %, E) sur
P™(C) vérifiant codim FE > 2 est défini sur la carte affine Uy par un champ de vecteurs polynomial.

Démonstration. Rappelons-nous la remarque[1.15] Tout feuilletage .7 sur P"'(C) est la donnée d’un
fibré en droites B sur P"(C) et d'un morphisme de fibrés 5: B — TP"(C). Or, on connait tous les
fibrés en droites sur P"(C). Il s’agit des O(m), pour m € Z (voir [45] chapitre II, corollaire 6.17]).
Ceci implique qu'’il existe des champs de vecteurs X; définissant .# sur Uj, pour j € [0,n], tels
que (¢jo), Xo = 2" X; pour j € [1,n]. En revenant au calcul (I1.3), ceci implique que tous les Pp;
sont des polynémes. O

Remarque 1.26. Dans la preuve de la proposition [1.24] notons qu’on a calculé le cocycle qui dé-
1-d

finit le fibré en droite B, avec les notations de la remarque [1.15 En effet, on a go; = (Z—O

Zj

d’apres (1.5) (en coordonnées ol z; = 1). Ainsi, si d est I'entier apparaissant dans la forme (1.4),
F est défini par un morphisme de fibrés : O(1 — d) — TP"(C).

Degré d’un feuilletage sur P*(C) On a deux possibilités concurrentes pour définir le degré d’'un
feuilletage.

Définition 1.27. Soit Xy un champ de vecteurs polynomial sur C" définissant un feuilletage .%
sur P*(C). On appelle degreé affine de .# le degré maximal des coefficients de X,. On appelle degré
géométrique l'entier d apparaissant dans la forme (1.4).

Ces deux notions sont bien distinctes. Si % est de degré géométrique d et si g # 0 dans la
forme (1.4), alors le degré affine de .7 est d + 1. Autrement dit, si .# est de degré affine d, mais
si la composante homogene Xéd) en degré d de X, s’écrit gR, ou R est le champ radial, alors %
est de degré géométrique d — 1. La figure résume ces relations ensemblistes entre les degrés.
Le résulat suivant est une conséquence élémentaire de (1.5, qui illustre les différences entre ces
deux notions.

R /{/X(()degXo) g = 0

FIGURE 1.6 — Relations ensemblistes entre les dégrés affine et géométrique. «7; (respectivement
F4) désigne I'ensemble des feuilletage de degré affine (respectivement géométrique) d. Repro-
duite de [90, figure 4].

Proposition 1.28 ([62] proposition 2.8]). Soit X, un champ de vecteurs a coefficients polynomiaux
sous la forme (1.4) et F le feuilletage correspondant donné par la proposition Alors, Uhyperplan
a linfini Hy, = P™(C) \ Uy est invariant par .Z si et seulement si g = 0.
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On dit qu’une sous-variété analytique H de M est invariante, si toute feuille de .% qui intersecte
H est contenue dans H. On voit 14 la différence entre le degré affine et le degré géométrique. Si
c’est le champ de vecteurs X, qui est donné “au hasard”, il est générique qu’il vérifie g = 0, c’est-
a-dire que le champ radial R ne divise pas la composante homogéne en degré maximal de X,. En
revanche, si ce sont les polynémes g et f1, ..., f, qui sont donnés “au hasard”, il n’est absolument
pas générique que g = 0. D’un co6té, on a donc 'hyperplan a l'infini qui est typiquement invariant,
et de I'autre qui typiquement ne l’est pas.

Nous nous intéressons pour notre part principalement au degré géométrique. En effet, le degré
affine n’est pas en général invariant par changement de carte affine de P"(C). Ainsi, c’est plutdt
une notion qui décrit le champ de vecteurs X, que le feuilletage .%. Cette notion a son intérét,
notamment lorsque I'on souhaite d’abord étudier la dynamique du champ de vecteurs X, et que
le passage par le truchement du feuilletage sur P"(C) n’est qu'un artifice pour y parvenir. On peut
trouver dans l'article de synthese de Zakeri [90] un certain nombre de résultats concernant les
propriétés génériques de ces feuilletages, pour la notion de généricité issue du degré affine. Ces
résultats ont notamment été obtenus par Landis et Petrovskil [57]] dans leur étude du 16¢ probléme
de Hilbert.

Néanmoins, si 'on souhaite écarter I'étude des feuilletages par leur degré affine, il reste encore
a motiver la notion de degré géométrique, dont le qualificatif est pour l'instant bien mystérieux.
Nous avons mis de coté la notion de degré affine parce qu'en général elle n’est pas invariante
par changement de carte (ce qui reste a démontrer), mais le degré géométrique l'est-il? La re-
marque [1.26] montre déja qu’il I'est, mais nous en donnons une autre preuve, et démontrons qu’il
décrit I'interaction de .%# avec un hyperplan générique. En particulier, cela montre, a 'aide égale-
ment de la proposition que le degré affine n’est pas invariant par changement de carte si %
admet un hyperplan invariant. Lorsque nous ne précisons pas, le degré d’un feuilletage sur P"(C)
désigne systématiquement son degré géométrique.

Définition 1.29. Soit H un hyperplan de P*(C), p € H, et # = (P*(C),.Z, E) un feuilletage
holomorphe singulier sur P*(C). On dit que .% est tangenta Henpsip € Eousi T,L, C T,H.
On note T'(#, H) 'ensemble des points p € H tels que .# est tangent a H en p.

Théoreme 1.30 ([62, proposition 2.7]). Soit .# un feuilletage holomorphe singulier sur P"(C)
défini sur Uy par un champ de vecteurs X, de la forme (1.4). Alors, il existe un ouvert de Zariski
non-vide U de U'ensemble des hyperplans de P"(C) tel que si H € U, H n’est pas invariant par % et
T (%, H) est une hypersurface algébrique de degré d dans H.

Démonstration. On considere un hyperplan H qui ne soit pas ’hyperplan a I'infini par rapport a U,.

Son équation dans Uy est alors de la forme H = {Z?Zl ajz; +b= O}, avec (ai,...,a,,b) € C"t1
Gréce a la forme (1.4), on a (21, ...,2,) € T(Z, H) si et seulement si

n
0= Z a;zj + b,
j=1
n n
0 :Z a;fi(z1,...,2n) + Zajzjg(zl, ey Zn)-
j=1 j=1
On substitue alors la premiére ligne a la deuxieme somme de la deuxieéme ligne. On obtient
n
O = Z CLij + b,
j=1
n
0= Zajfj(zl, ceyzn) —bg(z1, .0y 20).
j=1

(21y...y2n) €ET(F,H) —

Sous cette forme, il est clair que T'(.%, H) est ou bien H tout entier, ou bien une hypersurface de H
de degré au plus d. La partie homogene de degré d en (z1, . . ., z,,) de la seconde ligne est I’équation
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0= Z?’Zl a;fia(z1,. .., 2n) — bg(z1,. .., 2z,). C’est un polynéme homogene de degré d (éventuel-
lement nul) en (21, ..., 2,) dont les coefficients sont des fonctions affines en (aq, ..., a,, b). Ainsi,
si 'on pose U 'ensemble des hyperplans non-invariants tels que 7'(.#, H) est une hypersurface de
degré d, il est clair que U est un ouvert de Zariski. Il suffit donc de montrer qu’il est non-vide.
Autrement dit, il suffit de trouver (aq,...,an,,b,21,...,2,) tel que

n
0 ZZ a;zj + b,
=1

0 #Zajfjd(zl, . .,Zn) - bg(2’1, ‘e .,Zn).
j=1

Or, ou bien g # 0, et on peut alors choisir a; = —Xas — 0, ag = - -- = a,, = 0 pour avoir d’'une part
doim1aifia — 0etg(Azo, 20, 20) #0& (22,...,2,,b) fixés; oubien g = 0 et il existe j € [1,7]
tel que f;q # 0, et on pose a; = 1, a;, = 0 si k # j pour obtenir fjqa(z1,...,2;-1,—=b,2j41,-..,2n),
que I'on peut choisir non nul car f;q # 0. Dans tous les cas, on a démontré le théoreme. O

Le degré géométrique est alors bien une notion géométrique canonique vis-a-vis du feuilletage
Z, voyez la figure On note .%#4(P"(C)) 'ensemble des feuilletages de degré d sur P"(C).
D’apres (1.4), en considérant les coefficients de g et des f;, on peut injecter .%;(P"(C)) dans un
espace projectif PV (C), avec N = n("F%) + (""9~1) — 1. De plus, la condition g # 0 ou il existe
J, k € [1,n] tels que z; fra—2x fja # 0 est une condition Zariski-ouverte. De méme, la condition que
les coefficients de X n’ont pas de facteur commun est également une condition Zariski-ouverte.

Ainsi, Z,4(P"(C)) s’identifie & un ouvert de Zariski de PV (C).

—

FIGURE 1.7 — De gauche a droite, des feuilletages de degré 0, 1 et 2. Reproduite de [23] page 50].

1.3.2 Conditions génériques en degré d

On souhaite dans cette sous-section démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.31 (Lins Neto—Soares [63, lemme 4.2]. Voir aussi [62], théoréme 2.5]). Soit d € N
et n > 2. Lensemble %74 (P"(C)) C Z4(P"(C)) des feuilletages .7, dont toutes les singularités sont
non-dégeénérées, est un ouvert de Zariski non-vide.

De plus, tout F € %} (P"(C)) admet exactement N(n,d) = d™ + - -- + d + 1 singularités.

Ce résultat est particuliéerement intéressant pour nous en guise de motivation. En effet, la plu-
part de nos recherches ont été menées sur des feuilletages holomorphes singuliers sur une variété
complexe compacte dont toutes les singularités sont non-dégénérées. On peut légitimement se
demander si une telle hypothése n’est pas un peu trop demander, notamment dans le cas cano-
nique de P"(C). C’est-a-dire, si de tels feuilletages existent et si oui, s’ils sont typiques ou bien
plutot rares. Il est assez clair qu'une singularité d’'un champ de vecteurs est génériquement non-
dégénérée, mais la rigidité de P"(C), ol1 'on ne peut pas toucher a une singularité sans toucher a
tout le feuilletage associé et donc aux autres singularités rend le théoreme [1.31|non-trivial.
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Commencons par un pas de c6té par rapport au résultat attendu. On cherche a démontrer
des propriétés génériques des feuilletages de %;(P*(C)) et on commence par travailler sur un
exemple. Ce n’est en fait qu'un pas de c6té apparent et 'on montre par la suite qu’on peut suivre
un certain nombre de propriétés au voisinage d'un feuilletage et sur tout un ouvert connexe. Ainsi,
il est crucial d’avoir un exemple sur lequel on peut relativement bien calculer un certain nombre de
choses. Le suivant est d{i a Jouanolou, et 'on peut y déterminer le degré, le nombre de singularités,

leur type.

Exemple 1.32 (Feuilletages de Jouanolou [50], voir aussi [62] exemple 2.3]). Pour n > 2 et
d € N, on considére le champ de vecteurs

n—1

0 0
J(n,d) = Z (Z;l_H — zjz‘f) Pa + (1 — znzf) G

j=1 J

11 est clair que la forme (1.4) de J(n,d) est f; = 2z}, sij # n, f, = 1 et g = —z{. Ainsi, J(n,d)
définit un feuilletage .7 ;(n, d) de degré d sur P"(C). Nous affirmons que .7 ;(n, d) n’admet pas de
singularité sur I'hyperplan & l'infini. Afin de le démontrer, calculons X; = 2§~ (¢;0), J(n,d), pour

j € [1,n] et déterminons ses singularités quand z; = 0. On a

n
0
~ d d
Xi(205 -1 Z5s s 2n) = E (2h1 — 2r241) o

k=0 2k

k£
avec la convention z,41 = 2o et z; = 1. Une singularité a I'infini (0, z1,...,%;,.. ., 2,) doit vérifier
71 =--- = z;_1 = 0, mais le coefficient en af - vient alors contredire z; = 1. Ainsi, le feuilletage

: i

Zj(n,d) associé a J(n,d) n’admet pas de singularité a I'infini. D’autre part, ses singularités dans
d

Ry N . 7 . .
la carte Uy vérifient z; = J;gl, avec la convention z, 1 = z9 = 1. Par récurrence, il s’ensuit que
1

Zp—j = z;dHl*'”*d etque 2; 17?4 = 1. Silonpose N = 1+d+---+d", J(n,d) admet donc

N singularités, données par z,_; = £+
etk e [0,N —1].

Nous affirmons d’autre part que toutes les singularités de .%;(n, d) sont non-dégénérées. Afin
de le démontrer, calculons la jacobienne D(n,d) de J(n,d) en une singularité (; de coordonnées

(Chts s Chn) = (§k7§—k(d"’l+---+d>7 . ,g—kd), pour k € [0,N —1]. On a

++d) ol ¢ est une racine primitive N-éme de 'unité

—(d+ )¢ dgyt 0 0

—dCeaCTt ¢ :

D(n,d)(Cr) = : 0 . .0
: : ¢t
—deanfl 0 e 0 _Cgl

On substitue alors les (y; par leur valeur. On note f(j) =1+ d+ ---+ d’, pour j € [0,n].

1 | 0
gR=D S
D(n,d)(¢) = —dgr : : 0 kg
: : _gkd?
f_k'f(l) 0 e 0

On conjuge par une matrice diagonale astucieuse Ay, = diag (1,8 ("=D . ¢kF(D) Comme ¢ est
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une racine f(n)-eme de l'unité, on obtient

11 0 0
0 :
Ap(D(n,d)(GR) At =dg™ | ot g | =ML
P Sl
10 - - 0

En fait, Ay conjugue D(n,d)((x) avec D(n,d)((o), parce que A, * agit sur C" en envoyant (, sur
(i et laisse invariant .%;(n,d). Sous cette forme, il est facile de montrer que les valeurs propres
de D(n,d)(¢y) sont les \jj, = &5 (—1 + de?™/("+1)) ' pour j € [1,n], qui sont toutes non nulles.
Ainsi, les singularités de .%;(n, d) sont non-dégénérées.

On résume les résultats de cet exemple que nous utilisons ci-aprés de la maniere suivante.
Proposition 1.33 ([62, proposition 2.10]). Pour tout d € N et n > 2, il existe un feuilletage
F = Fj(n,d) € Fq(P™(C)) tel que

1. Toutes les singularités de .7 sont non-dégénérées;

2. F admet exactement N (n,d) singularités, ot N (n,d) est défini au théoréme[1.31]

En particulier, (P (C)) # 0.

Revenons au théoreme|1.31| et commencons par démontrer le résultat ci-dessous.
Lemme 1.34. L’ensemble %4 (P"(C)) est un ouvert de Zariski.
On utilise la version affaiblie du théoréme de Grauert—-Remmert suivante.

Théoréme 1.35 (Grauert—-Remmert [28, chapitre IX, §5]). Soit M et N des variétés complexes et
f: M — N une application holomorphe propre. Si V est un sous-ensemble analytique de M, alors
f (V) est un sous-ensemble analytique de N.

Démonstration du lemme On se donne 'ensemble V C .%,(P"(C)) x P"*(C) défini par
V ={(#,p) € Z4(P"(C)) x P*(C) | p est une singularité dégénérée de .#} .

Sil'on considere 7y : .Z4(P"(C)) x P*(C) — %4(P"(C)) la projection sur la premiére composante,
lapplication m; est holomorphe et propre. De plus, m (V) = Z4(P"(C)) \ Z(P"(C)). Ainsi,
d’apres le théoreme [1.35] il suffit de montrer que V est un fermé de Zariski. Or, 'application

(g7f17 .- '7fnap) = (Xo(p),det JaC(XOap)) )

avec les notations de (1.4) pour g, f1, ..., fn, Xo €t p € Uy, est une application polynomiale dont
le lieu d’annulation est V, qui est donc un fermé de Zariski. Ceci conclut la preuve du lemme[1.34
O

Pour terminer la démonstration du théoreme il reste a montrer le résultat sur le nombre
de singularités. Comme %,4(P"(C)) est un ouvert de Zariski, c’est un ouvert connexe. Comme
de plus, le feuilletage de Jouanolou J(n,d) a N(n,d) singularités, il suffit de montrer que le
nombre de singularités est localement constant sur %4 (P"(C)). Le lemme suivant est une brique
a cet édifice, en énoncant une forme de variation holomorphe par rapport a un feuilletage d’une
singularité non-dégénérée.

Lemme 1.36 ([62, proposition 2.9]). Soit %, € F#4(P"(C)) et pg une singularité non-dégénérée de
Fo. Alors, il existe un voisinage U de py dans P"(C), un voisinage U de %, dans F#4(P"(C)), et une
application holomorphe ¢: U — U tels que pour tout F € U, (%) est lunique singularité de &
dans U, et est de plus non-dégénérée.
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Démonstration. Par un changement affine de coordonnées, on peut supposer que p, est l'origine
de U, et %, est alors défini par un champ de vecteurs X, = Z;’:l fjoa%j + goR, avec les nota-
tions de (I.4). L’espace .7,4(P"(C)) est localement paramétré par les coefficients des polynémes
fi,---sfn,g. On note X = Z?Zl fja%j + gR. Lapplication 6(f1,..., fn,9,p) — X(p) est holo-
morphe et vérifie 6( f10,. .., frno,90,0) = 0. De plus, sa différentielle partielle par rapport a p en
(X0,0) vaut Jac(Xy,0) qui est inversible par hypothese. D’aprés le théoreme des fonctions im-
plicites, on obtient 'existence de U, U et ¢ tels que ¢(.%) est 'unique singularité de .# dans U.
Enfin, 'application .% — det Jac(X, (%)) est continue donc localement non-nulle. Ainsi, quitte
a réduire la taille de U, p(F) est une singularité non-dégénérée de 7. O

Remarquons que par continuité de la fonction ¢ de la démonstration précédente, on obtient le
résultat suivant.

Lemme 1.37 ([62] lemme 2.3]). Soit %, € Z4(P"(C)) et py € P*(C) un point régulier de .Z.
Alors, il existe un voisinage U de %, dans %4(P"(C)) et U de py dans P™(C) tel que tout .# € U n'a
aucune singularité dans U.

En combinant les lemmes|1.36|et[1.37} on obtient le corollaire ci-dessous, qui conclut la preuve
du théoréme

Corollaire 1.38 ([62, corollaire 2.7]). Le nombre de singularités d’un feuilletage .7 € %dnd (P™(C))
est localement constant.

Une autre conséquence des développements précédents est la suivante.
Corollaire 1.39. Tout feuilletage holomorphe sur P"*(C) est singulier:

Démonstration. Par 'absurde, on suppose qu’il existe .# = (P"(C),.Z) un feuilletage holomorphe
non-singulier. En particulier, toutes les singularités de .# sont non-dégénérées. Ainsi, .# est dans
(P (C)) pour un certain d. D’apreés le théoréme F admet donc N (n,d) # 0 singularités.
C’est une contradiction. O

On finit cette sous-section par la description des feuilletages en petit degré, a titre d’exemple.
C’est en fait souvent le cas que I'on écarte en supposant que le degré de .# est au moins 2.

Proposition 1.40. Soit # = (P*(C),.%, E) un feuilletage holomorphe singulier.

— Si F est de degré 0, alors il existe une carte affine de P"(C) o F est engendré par le champ
; d
radial R =377 zj5

— Si % est de degré 1, alors il existe une carte affine de P"*(C) oit # est engendré par un champ
de vecteurs linéaire 2?21 Soh Qikzk %. En particulier; & admet un hyperplan invariant.

Démonstration. D’apres le corollaire et par un changement de carte affine, on peut toujours
considérer que l'origine de Uj est une singularité de .%. En degré 0, la forme (1.4) est immédia-
tement donnée par le champ radial. En degré 1, le champ X, définissant .# sur U, est alors de la

forme
n n n a
X, = . ) b =

j=1 \k=

pour des nombres complexes a;i, j,k € [1,n] et by, | € [1,n]. Soit H = {Z;’:O cjzj = 0} un hy-
perplan projectif dans P"(C), pour [co : ... : ¢,] € P™(C). On cherche les conditions sous lesquelles
H est invariant. Si H est I'hyperplan a l'infini, d’apres la proposition [1.28] H est invariant si et
seulement si X est déja sous la forme demandée. On suppose donc que (by,...,b,) # (0,...,0)
et que H n’est pas I'hyperplan a l'infini. C’est-a-dire que [co : ... :¢,] # [1:0:...:0]. Uhyperplan
H est alors invariant si et seulement si pour tout (z1,...,2,) € H,on a

Z cj <Z ajk2k + 2 Z blzl> =0.
k=1 =1

Jj=1
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Comme (z1,...,2,) € H, on peut utiliser 'équation de H. L’hyperplan H est invariant si et seule-
ment si pour tout (21,...,2,) € H,

Z Z(Cjajk — coby)z, = 0.

k=1 j=1

En particulier, si pour tout k& € [1,n], le coefficient 2721 ¢jajr — coby est nul, oll [co @ ... @ ¢y
nest pas [1 : 0 : ... : 0], alors H est invariant. Considérons B le vecteur colonne (by, ..., b,)"
et A = (ajx);ref1,n]- La condition précédente se réécrit (B|A) (co, - .. ,cn)’ =0, ot (B|A) est la
matrice définie par les deux blocs B et A. Comme (B|A) est une matrice de taille (n + 1,n), elle
admet un vecteur non nul (cy, . .., ¢,) dans son noyau. Or, B est supposé non-nul et ceci implique
que [cp :...:¢p] #[1:0:...:0] Ainsi, on a démontré que .# admet un hyperplan invariant.
Quitte a changer de coordonnées affines, on peut donc le supposer a 'infini. On trouve alors bien
que Z est engendré par un champ de vecteurs sous la forme annoncée. O

1.3.3 Le probléme de ’ensemble minimal

On considere ici un probleme dont la saveur est déja plus dynamique que tout ce qui a pré-
cédé. Il rejoint les questions d’ensemble limite d’'un feuilletage |62} chapitre 4], en considérant un
analogue des orbites périodiques dans le cas de flots réels.

Définition 1.41. Soit .7 = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe singulier. Un ensemble mini-
mal est un ensemble S compact, non-vide, invariant par .%# et minimal pour ces propriétés. Un
ensemble minimal est dit trivial s'il est réduit a une singularité.

Un ensemble minimal non-trivial est un exemple typique de lamination par des surfaces de
Riemann qui n’est pas nécessairement un feuilletage. En effet, sa structure transverse est bien
héritée d’un feuilletage mais est seulement celle d’'un espace topologique compact a priori. On
s'intéresse ici plus spécifiquement au cas ott X est un P"(C), n > 2. Dans le cas réel, le théoréme
de Poincaré-Bendixon assure que toute trajectoire de flot sur la sphere de dimension 2 s’accumule
ou bien sur une singularité, ou bien sur une orbite périodique. L’analogue strict d’'une orbite pé-
riodique serait ici une feuille compacte, ce qui donnerait bien un ensemble minimal non-trivial.
Néanmoins, on montre plus loin qu'une telle feuille ne peut pas exister sur P?(C). Ainsi, on peut
se poser une question plus faible.

Probléme 1.42. Soit n > 2. Existe-t-il un feuilletage .# = (P"(C), %, E) tel que .# admet un
ensemble minimal non-trivial ?

La méme question peut étre posée pour des feuilletages de codimension 1, ot Lins Neto [59]
a montré qu’il n’en existe pas pour n > 3. En dimension 1, nous ne connaissons pas de réso-
lution de ce probléeme, méme pour n > 3. Dans le cas de la codimension 1 (par exemple pour
P%(C)), l'existence d’ensemble minimal est lié a 'exitence d’hypersurfaces Levi-plates. Un certain
nombre de travaux, notamment d’Adachi, Biard et Brinkschulte [12] (3} [1], 2], de Lins Neto [59],
ou encore de Brunella [14] ont cherché a résoudre le probléme de 'ensemble minimal non-trivial
pour n = 2 par ces méthodes, sans succés décisif encore. Il semble en fait que des exemples de
Diederich et Ohsawa [29] montrent que la question est bien différente en dimension 2, avec des
phénomenes bien spécifiques qui peuvent y arriver. La conjecture majoritaire dans la communauté
de recherche semble plutdt celle de la non-existence de feuilletage admettant un ensemble mini-
mal non trivial sur P?(C), mais la question reste ouverte. Nous proposons ici quelques résultats
bien connus concernant les ensembles minimaux, la plupart extraite de l'article de synthése de
Zakeri [90] et au préalable des travaux de Camacho, Lins Neto et Sad [[17]. Nous nous restrei-
gnons au cas de P2(C). Certains de ces résultats peuvent relativement facilement s’étendre au cas
de P*(C) (plut6t en codimension 1). Une partie des démonstrations repose sur les propriétés des
fonctions sous-harmoniques. Nous renvoyons le lecteur au livre de Demailly [28]] pour plus de
détails.
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Commencons par un résultat qui tient de I'élémentaire, mais qui nous est utile pour développer
la suite.

Proposition 1.43. Soit # = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe singulier sur une variété complexe
M et S un ensemble minimal non-trivial pour .%. Alors, pour tout p € S, S = L.

En particulier; # admet un ensemble minimal non trivial si et seulement s’il existe une feuille L
de .7 telle que LN E = .

Démonstration. Soit p € S. Comme L, C S et S est fermé, il est clair que L, C S. D’aprés la
proposition et par minimalité de S, on a d’autre part S C L,. On démontre alors l'affirmation
concernant les singularités. S’il existe une feuille L telle que L N E = (), alors L contient un
ensemble minimal, qui est bien slir non-trivial. Réciproquement, supposons que toute feuille L
vérifie L N E # (), et considérons par 'absurde que .# admet un ensemble minimal non-trivial S.

Soit p € S. Comme SN E = L, N E # (), on a une contradiction. O

Poursuivons alors I'analyse, en montrant qu’il ne peut y avoir deux ensembles minimaux non-
triviaux distincts pour un méme feuilletage.

Théoréme 1.44 (Camacho-Lins Neto—Sad [[17, théoréme 1], voir aussi [[90] théoréme 4.2]). Soit
Z = (P?(C),.Z, E) un feuilletage holomorphe singulier sur P?(C). Il existe au plus un ensemble
minimal non-trivial pour %.

On a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.45 ([90, corollaire 4.4]). Soit A et B deux compacts disjoints de P?(C). Soit A’ = AN Uy
et B' = BN Uy, ot Uy est une carte affine de P?(C). Supposons que A’ et B’ sont non-vides et posons
e=inf{|lp—q| | p € A',q € B'}, ot ||-|| désigne la norme euclidienne standard de U, ~ C2. Alors,
e>0etilexistep e A, g € B tels que ||p— ¢q|| = e.

Démonstration. Soit p,, € A’ et ¢, € B’ deux suites de points qui réalisent e comme un inf, i.e.
lpr — gnll =n—+00 €. Quitte a extraire des sous-suites de chacune, on peut d’autre part supposer
que P, —nsico P € A€t gy —noico ¢ € B, car A et B sont supposés compacts. Si p € A’
et ¢ € B’, alors le lemme est démontré. Si ce n’est pas le cas, remarquons d’autre part qu'on a

pe A\ A etqe€ B\ B’ car ||p, — g»|| est bornée. En considérant la distance de Fubini-Study drs
. . _ |dZ1|2+|d22|2+‘21d22722d21|2
induite par hps = Pl

calcul facile donne

, et le segment joignant p,, a ¢, dans la carte Uy, un

1/2
. 2 2
(1 + min(lgn ], o))

Comme ||p,||,|l¢n]l = n—+e +00 et comme ||p, — g,|| est bornée, ceci implique que p = ¢ et
contredit 'hypothése que A et B sont disjoints. O

dFS (pna Qn) <

Démonstration du théoréme[1.44] Soit S; et Sy deux ensembles minimaux non-triviaux pour .%.
D’aprés la proposition [1.43] ou bien S; et S, sont disjoints, ou bien ils sont égaux. On suppose
donc par I'absurde qu’ils sont disjoints. Quitte a changer de carte affine, on peut d’autre part
supposer que ni S, ni S ne sont contenus dans la droite a I'infini de Pouvert affine Uy ~ C2. Soit
St =8;NUo, j € {1,2}. Dapres le lemme|1.45 ¢ = inf{|p — ¢ | p € S7,q € 55} est atteint pour
certains points p € 57, ¢ € S} tels que ||p — ¢]] = e. Quitte a procéder a nouveau a un changement
de coordonnées affines, on peut supposer que p = (0,0) et ¢ = (wp, 0). Par minimalité de ||p — ¢||,
il est clair que les espaces tangents T, L, et T,L, sont dirigés par le vecteur (0, 1). Ainsi, on peut
paramétrer localement les feuilles L, et L, respectivement par des applications v,,v,: D — C?
de la forme 7,(t) = (ap(t),t), 74(t) = (aq(t),t), avec a,(0) = 0 et o, (0) = wop. La fonction
log |a,(t) — aq(t)] est harmonique et atteint son minimum en ¢ = 0. Ainsi, elle est constante sur
D d’apres le principe du maximum [|80} chapitre 11]. Par prolongement analytique, on en déduit
{(0,2)} € L, N Uy et {(wo, 2)} C L, N Uy, mais ceci implique alors que L, et L, s'intersectent a
Iinfinien [0 : 1 : 0]. C’est une contradiction. O
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On a également le résultat suivant, qui montre que I'analogue strict d'une orbite périodique ne
peut exister dans le cas de P?(C).

Théoréme 1.46 ([90, théoréme 4.10]). Soit ¥ = (P?(C),.%, E) un feuilletage holomorphe singu-
lier sur P?(C). Alors, .7 n’admet pas de feuille compacte non-singuliére.

On commence par en démontrer une version apparemment plus faible, olt I'on peut se conten-
ter de simples manipulations algébriques.

Proposition 1.47 (Jouanolou [50]). Soit .# = (P?*(C),.%, E) un feuilletage holomorphe singulier
sur P2(C). Alors, .7 n‘admet pas de feuille algébrique non-singuliére.

Démonstration. On se donne X, = P(z1, 22)8%1 + Q(~, 22)6%2 un champ de vecteurs engendrant
Z sur Uy ~ C2. On note d le degré de .#. Par 'absurde, on se donne également R un polynéme
homogéne de degré k tel que L = {R = 0} est une feuille non-singuliére. En particulier, on
peut supposer que R est irréductible. Soit P et Q les polyndémes homogénéisés en degré d + 1
respectifs de P et ). Remarquons tout d’abord que L ne peut pas étre a la fois contenue dans
{P =0} et {Q = 0} car P et () sont premiers entre eux. Sans perte de généralité, on suppose que
L n’est pas contenue dans {P = 0}. Sans perte de généralité, on peut d’autre part supposer que
{P=0}NLcCU,.

Nous voila alors préts a nos manipulations algébriques. La condition que {R = 0} est une
feuille se traduit par le fait que R divise P%—f + Q%—’J. Autrement dit, il existe un polynome S
tel que RS = P‘g—f + Q%—];. Dans le calcul qui suit, on note Cy; la courbe de P?(C) définie par
{U = 0}, pour U un polyndéme homogene. Pour Cy,Cy deux courbes de P?(C) et z € P?(C), on
note mult.(C; N Cy) la multiplicité de l'intersection de C; et C; en z, voyez [45] section 1.7] par
exemple. On a

mult, (Cg NCp) = mult, (CRS OCP%) —mult, (Cs NCp) — mult, (CRS HC%>

Soit z € Cr N Cp tel que Q(z) # 0. En particulier, la relation RS = P% + Q%—I; implique que

F5(2) = 0 et le fait que Cr = L soit lisse implique que 3%(2) # 0. Si 2 € Cr N Cp est tel que

Q(z) # 0, on a donc mult, (CkNCp) < mult, (Cp N ng). D’apres le théoréme de Bézout, on en

déduit qu’il existe z € Uy tel que R(z) = P(z) = Q(z) = 0. Ceci est une contradiction car z est une
singularité dans L. O

On cherche alors a ramener le théoréme [1.46] 4 l'utilisation de la proposition On utilise
pour cela le lemme de topologie suivant. On peut en trouver la preuve dans [36) section 1.3].
Rappelons que si X est un espace topologique localement compact et A C X, on appelle ensemble

dérivé de A, que I'on note A’, 'ensemble A’ = {m eX|ze A\ {x}}

Lemme 1.48. Soit X un espace topologique localement compact et A C X un ensemble fermé,
non-vide et dénombrable. Alors, A’ # A.

Démonstration du théoréme[1.46] D’apres la proposition il suffit de montrer qu’une feuille
compacte est algébrique. D’apreés le théoréme de Chow (voyez par exemple [28, chapitre II, §8]),
il suffit de montrer qu'une feuille compacte est analytique. Soit L une feuille compacte et p € L.
On peut trouver un voisinage de p qui est une boite a flots U ~ I x T. On considére alors
T, = mpr(L NU), ol 7r est la projection sur la transversale T dans la boite a flots U. Comme L
est compacte, Ty, est fermé, non-vide et dénombrable. Il s’ensuit que son ensemble dérivé vérifie
T’ # Tp.1l existe donc un point de T, ot Ty, ne s’accumule pas. Par holonomie, tous les points de
T, sont ainsi. Quitte a restreindre la boite a flots, U N L est donc une plaque, et L est analytique.
On conclut grace aux réductions préalables. O
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Proposition 1.49 (Camacho-Lins Neto—Sad [[17, proposition 1], voir aussi [90, proposition 4.11]).
Soit S un ensemble minimal pour un feuilletage holomorphe singulier % = (P?(C), %, E). Alors, S
intersecte toute courbe algébrique de P?(C).

Ce résultat implique en particulier les deux corollaires suivants, qui montrent qu'un certain
nombre de feuilletages ne peuvent pas avoir d’ensemble minimal non-trivial. On dit qu’un feuille-
tage .# = (P?(C),.%, E) admet une feuille algébrique, s'il existe une courbe C C P?(C) telle que
C \ E est une feuille de .. Néanmoins, les conditions du premier corollaire ne sont pas géné-
riques [63].

Corollaire 1.50 ([90, corollaire 4.12]). Soit .# = (P?(C),.%, E) un feuilletage holomorphe sin-
gulier sur P?(C). Si .7 admet une feuille algébrique, alors .# n’admet pas d’ensemble minimal non-
trivial.

Démonstration. On suppose par 'absurde que .%# admet une feuille algébrique C et un ensemble
minimal S. Ici, C désigne la courbe de P?(C) et non la feuille de .. D’aprés la proposition on
a(C\E)NS #0.La propositionimplique alors que C\ E = C C S. Ceci est une contradiction
car C N E # (), en utilisant la proposition [1.47 O

Corollaire 1.51. Soit # = (P?(C),.%, E) un feuilletage holomorphe singulier de degré 0 ou 1 sur
P2(C). Alors, .# n’admet pas d’ensemble minimal non-trivial.

Démonstration. On applique la proposition En dégré 1, la feuilletage admet une feuille al-
gébrique. En degré 0, tous les feuilletages sont les mémes, quitte & changer de carte affine. En
particulier, si ¢ = 0 avec les notations habituelles de (T.4), le feuilletage admet I'hyperplan a
l'infini comme feuille algébrique d’apres la proposition On conclut grace au corollaire précé-
dent. O

Apres en avoir développé quelques conséquences, revenons a la preuve du résultat annoncé.

Démonstration de la proposition[1.49] Soit K un polynéme de degré k sur C? qui définit une
courbe algébrique Cx dans P?(C). Pour a, b, c € R*_, on considére la fonction suivante.

K (21, 22)]
-
(a +b \zl|2 +c |22|2)

qsabc(zh 22) =

En considérant 'homogénéisation en degré k de K, il est clair que ¢4 S’étend une fonction sur
P2(C), dont le lieu d’annulation est Cx. Par I'absurde, on suppose que S n’intersecte pas Cx.
Ainsi, ¢.p. ne s'annule pas sur S. Soit pg un argument minimal de ¢4, sur S, ie., pour tout
p €S, abc(D) > Gape(po) > 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que py € Up. Soit
d’autre part . = — log ¢gpc. En paramétrant L, , on trouve le long de cette paramétrisation que
—log |K|? est harmonique, et log(a + b|z1|* + ¢|2|”) est sous-harmonique (voyez [28} chapitre I,
exemple 5.12]). Des lors, 14 €st sous-harmonique et atteint son maximum en pg le long de Ly, .
Elle est donc constante sur L,,. D’apres la proposition Yape €St constante sur S. Or, si 'on
prend deux points distincts p, g € S tels que K(p) # 0 et K(q) # 0 par hypotheése, il est facile de
choisir les coefficients a, b, c € R tels que Yapc(p) # Yabe(q). Cest une contradiction. O

1.4 Classification des singularités en dimension 2

L’objet de cette section est de proposer une classification de toutes les singularités en dimen-
sion ambiante 2. Remarquons que dans ce cas spécifique, on peut supposer que la codimension de
I'espace des singularités est au moins 2, c’est-a-dire que les singularités sont isolées. Ainsi, dans
une analyse d’un feuilletage sur une surface, on peut séparer une a une toutes les singularités et les
étudier isolément et localement. On considére alors des changements de carte qui les font ressem-
bler a un modele adéquat, et on recolle le tout avec des boites a flots réguliéres pour obtenir notre
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feuilletage total. Nous procédons a ce type de travail dans la section On propose une classi-
fication dans la sous-section qui comprend un certain nombre de cas relativement simples,
ce sont pour nous les singularités dites pré-simples; et une procédure dans la sous-section |1.4.2
qui permet de s’y ramener. Celle-ci consiste a procéder a de multiples éclatements d’'une singula-
rité, jusqu’a ce que toutes les nouvelles singularités obtenues (en nombre fini) soient pré-simples.
Ce procédé s’appelle une réduction aux singularités pré-simples. Le théoréme de Seidenberg [81]]
montre que cette procédure aboutit en un nombre fini d’étapes.

Ces résultats ne sont possibles que parce qu’'on est en dimension ambiante 2. Dune part, en
dimension supérieure quelconque, 'espace des singularités peut bien contenir des composantes de
dimension 1 ou plus, ce qui rend I'étude particulierement difficile. En codimension 1, c’est notam-
ment toujours le cas d’au moins une composante singuliere dans les espaces projectifs, d’aprés un
résultat de Lins Neto [59]. D’autre part, si certains des résultats de la sous-sectionpeuvent se
généraliser au cas des singularités isolées pré-simples, avec des énoncés souvent plus complexes,
aucun procédé de réduction n’est connu. Lorsqu’on démontre un résultat sur les feuilletages en
dimension ambiante 2, il convient de se demander si sa généralisation éventuelle est naturelle-
ment celle de la dimension 1 ou de la codimension 1. En dimension ambiante 3 et codimension 1,
les résulats que nous présentons ont été démontrées, a savoir une classification de quelques cas
simples par Cerveau et Lins Neto [24], améliorée ensuite par Cerveau et Mozo-Ferndndez [25] ;
et une réduction a ces cas simples par Cano [21], puis Cano et Cerveau [22].

Nous suivons la présentation du livre de Cano, Cerveau et Déserti [23]] ainsi que la plupart
de leurs notations. On utilise également parfois quelques développements de celui d’Ilyashenko et
Yakovenko [48]].

1.4.1 Singularités pré-simples et séparatrices

Eclatements On commence par définir I'éclatement de l'origine de C2, afin d’introduire nos
notations. Soit V un voisinage de 0 € C2. On considére I'espace suivant.

Z ={([t : u}; (z,w)) € P'(C) x C* | (z,w) € [t : u]}. (1.6)

Ci-dessus, l'espace P*(C) désigne la droite projective complexe, décrite en section Ses élé-
ments [t : u] sont envisagés en tant que droites vectorielles de C2. En particulier, (z,w) € [t : u] si
et seulement si zu — wt = 0, ou autrement dit, si et seulement s’il existe A € C tel que z = M et
w = Au. On appelle Z Uéclaté de 0, ou encore I'espace total de Uéclatement de 0. Il est muni d'une
structure de variété complexe et d’'une projection canonique

T Z =V, ([t : ul; (z,w)) = (2, w). 1.7)

On appelle 7 Péclatement de 0. L'espace D = 7~ 1({0}) est appelé le diviseur exceptionnel de Z ou de
7. En dehors de ce diviseur exceptionnel, 7 est un biholomorphisme, c’est-a-dire que I'application
m: Z\ D — V\ {0} en est un, de réciproque

t: V\{0} - Z\ D, (z,w) = ([z: w]; (z,w)). (1.8)

On munit également Z de deux cartes standard (V}, ¢;), j € {1,2}, ol les ouverts V; sont définis
par les conditions V; = {t # 0}, Vo = {u # 0}, et les applications ¢;: V; — C? par les formules

o1 ([t:u]; (z,w)) = (z, %) , e ([t:u];(z,w)) = (i,w) . (1.9

On vérifie facilement que les ¢, sont des biholomorphismes sur leur image, de réciproque ; don-
nées par ¥y (z,u) = ([1:u];(z,2u)) et Po(t,w) = ([t:1]; (wt,w)). Comme 7|z p et . sont des
biholomorphismes, on peut étendre ces définitions a n’importe quel point d’une surface complexe
en considérant des coordonnées holomorphes. Ces définitions s’étendent naturellement en dimen-
sion supérieure en remplacant P! (C) par P*~1(C). Pour plus de simplicité, nous nous restreignons
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au seul cas qui nous intéresse ici.

Intuitivement, ’éclatement de l'origine consiste a séparer les directions différentes que peut
prendre un point au voisinage de l'origine. C’est I'outil majeur de désingularisation des courbes
(voyez [62] section 1.6] et la figure [1.8)). Dans le cas des feuilletages, c’est aussi par éclatement
que I'on obtient des singularités dites simples, mais 'on n’a pas de processus de désingularisation.

v-g=f=

FIGURE 1.8 — Désingularisation de la courbe y? = z3 en trois éclatements. Le point noir est a
chaque étape celui que l'on éclate. A la fin du processus, on obtient un diviseur a croisements
normaux.

Pour plus de simplicité dans la manipulation, nous employons dans les paragraphes qui suivent
le langage des 1-formes plut6t que des champs de vecteurs, c’est-a-dire, des feuilletages de codi-
mension 1 plutét que de dimension 1. En dimension 2, c’est bien stir la méme chose. Pour un champ

d

de vecteurs X = a(z, w)% + b(z,w) 5, on considere sa forme duale w = a(z, w)dw — b(z, w)dz.

Proposition 1.52. Soit .% un feuilletage holomorphe singulier sur un voisinage V de 0 € C? défini
par une 1-forme holomorphe w. Alors, il existe un unique feuilletage holomorphe singulier ' sur Z
tel que Uespace E' des singularités de F' est discret, qui coincide sur Z \ D avec .F sur V \ {0}, via
Uidentification par = et t.

Démonstration. D’apres la proposition[1.12] il suffit de construire un feuilletage sur Z qui coincide
avec Z sur Z \ D. Pour cela, on considére la 1-forme 7*w qui est bien une 1-forme holomorphe
car 7 est holomorphe. Par définition, le feuilletage défini par 7*w coincide sur Z \ D avec .% sur
V'\ {0}, via I'identification par 7 et ¢. O

On calcule par la suite en coordonnées la forme 7*w, et mieux méme celle qui définit %', apres
division par le pged des coefficients pour avoir des singularités isolées. Nous en restons cependant
la pour l'instant.

Singularités simples et pré-simples Poursuivons en nommant les quelques notions qui nous
occupent ici. On suit plus ou moins les notations de [23] chapitres 3 et 4].

Définition 1.53. Soit X = a(z, w)% +0(z, w)% un germe de champ de vecteurs en 0 € C? ayant
une singularité isolée en 0 et w = a(z, w)dw — b(z, w)dz la forme duale associée. On dit que 0 est
une singularité simple si la matrice jacobienne

da ob

—(0 —(0
wo-| 0 O

700 55,

admet deux valeurs propres A et p distinctes, avec p # 0 et % ¢ Q. On dit que 0 est une sin-
gularité pré-simple si la matrice jacobienne admet une valeur propre non-nulle. Ces deux notions
ne dépendent pas des coordonnées choisies ni du représentant X d’un feuilletage donné. On peut
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donc dire qu'un feuilletage admet une singularité simple ou pré-simple. D’autre part, on se per-
met de noter Jo(X) comme Jy(w), lorsque c’est plutot la forme que le champ de vecteurs qui est
donnée. Le nombre o = % est appelé un nombre caractéristique de la singularité. Toute singularité

admet deux nombres caractérisitques « et é (éventuellement infini si a = 0). Ils ne dépendent
pas du choix de coordonnées ni du choix de représentant X du feuilletage.

Une direction tangente de Jy(X) est dite forte si la valeur propre correspondant a cette direc-
tion est non-nulle. Elle est dite faible sinon. Soit v; et vy les deux directions propres distinctes de
Jo(X), de valeurs propres respectives A et p. On dit que o = % € CU {oo} est le nombre carac-

téristique de .F associé a la direction v;. 11 est cette fois unique et 1 est le nombre caractérstique
associé a la direction v,.

Avant de faire quelques commentaires sur cette définition, montrons le résultat suivant.

Proposition 1.54 ([23] proposition 3.1]). Soit w un germe de 1-forme holomorphe ayant une sin-

gularité pré-simple en 0 € C? de nombre caractéristique o. Soit T le feuilletage donné par la propo-
sition

() Sia#1, alors Z admet exactement deux singularités dans le diviseur exceptionnel. Elles sont
toutes deux pré-simples. Le diviseur exceptionnel est une direction propre pour ces singularités
et leur nombres caractéristiques respectifs associés a la direction du diviseur exceptionnel sont
a—1let 177“ De plus, si 0 est une singularité simple, alors ces deux singularités sont simples.

(i) Sia=1etsiJy(X) n'est pas un multiple de Uidentité, alors % admet exactement une singula-
rité sur le diviseur exceptionnel. Elle est pré-simple et le diviseur exceptionnel en est une direction
propre. Le nombre caractéristique associé a la direction du diviseur exceptionnel est 0.

(iii) Si Jo(X) est un multiple de Uidentité, alors # n’a pas de singularité.

Démonstration. Quitte a 'inverser, on peut supposer que o # oo. Restons pour l'instant dans le
cadre le plus général. Quitte a faire un changement de coordonnées et a diviser par la valeur propre
non nulle, on peut supposer que w est de la forme w = (z + f(z,w))dw — (aw + Bz + g(z,w))dz,
avec f et g d’ordre au moins 2 et 5 = 0 ou @ = 1. Notons 71(z,u) = 7o ¢1(z,u) = (z,zu) et
ma(t, w) = 7o y(t,w) = (wt,w) la projection = dans les deux cartes de I'éclatement et calculons.

miw = (2* + 2f(z,2u)) du — ((a — Duz + Bz — uf(z, 2u) + g(2, 2u)) dz,

(1.10)

mw = ((1 — a)wt — fwt® + f(wt,w) — tg(wt,w)) dw — (cw?® + fw’t + wg(wt,w)) dt.
On commence par considérer le cas (), ou o # 1 et 3 = 0. Dans ce cas, il est clair que le
pged des coefficients de 7w (resp. miw) est z (resp. w). Il s’ensuit que le feuilletage .# donné
par la proposition est engendré sur les cartes (V7, ¢1) et (Va, p2) par les formes respectives
wy = 17w et wy = - miw. De plus, comme z divise 1g(z,zu) et L f(z,zu), il est clair que w;
admet (0,0) comme unique singularité sur le diviseur exceptionnel {z = 0}. De méme pour w, sur
{w = 0}. Leurs jacobiennes sont de la forme

Jo(wr) = <é %8;(0)), To(wn) = <1182fa o>'

d
a—1 55.2(0) «

Les affirmations concernant la pré-simplicité, le fait que le diviseur exceptionnel soit une direction

propre et les nombres caractéstiques en découlent. Si la singularité initiale était simple, i.e. si
. A . 7 e e 17 .

a ¢ Q1 il est de méme facile de vérifier que o — 1 ¢ Q7 et T‘* gé er Ceci conclut le cas .

On se place alors dans le cas (fil). Avec nos notations, cela signifie & = 1 et 8 # 0. De méme, le
pged des coefficients de 7jw est clairement z, et wy = 17jw, qui engendre .% sur V;, n'admet pas
de singularité car z divise < f(z, zu) et L ¢g(z, zu). De méme encore, le pgcd des coefficients de 75w

Z ) z ’ 2
est w, mais wy = < mjw s’écrit

(Bt2 + %f(wt,w) - ;g(wt,w)> dw — (w + Pwt + g(wt, w)) dt.



38 CHAPITRE 1. Feuilletages holomorphes

Le feuilletage Z admet donc (0,0) € V5 pour unique singularité sur le diviseur exceptionnel, de

matrice jacobienne
0 0
Pl =1200) 1)

2 dw?

Ainsi, la singularité obtenue est bien pré-simple, de nombre caractéristique associé au diviseur
exceptionnel 0.

On considére enfin le cas (iii), ou o = 1 et 8 = 0. Le pged des coefficients de 7iw (resp. miw)
est 22 (resp. w?). On vérifie facilement que les formes Z%ﬂ‘w et ﬁw;w n’ont pas de singularité sur
le diviseur exceptionnel car z divise 1 f(z, zu) et w divise L g(wt, w). En effet,

wy = <1 + if(z,zu)) du — (zlzg(z,zu) - ;f(z,zu)> dz
(1.11)

or = (gaflutow) = Zgotutw)) duo = (14 Lotuwtw)) .

s [ ﬂ[ ™
{\\}
v

FIGURE 1.9 — Eclatement d’une singularité pré-simple (cas linéarisable réel). Avec les notations de

la preuve de la proposition[1.54] de gauche a droite,lecasa <0, a > 1,a=1et3#0,a=1et
B =0.

. I\

Remarque 1.55. De nombreuses remarques méritent d’étre faites. On conserve les notations de la
preuve précédente.

(a) Le diviseur exceptionnel est invariant par % si et seulement si z divise dz A w; (ou de
maniere équivalente w divise dw A ws). Dans les cas précédents, on a donc d’apres (1.10)
et que D n’est pas invariant si et seulement si on est dans le cas (fif). De maniére
générale, étant donné un feuilletage .%, on dit que son éclatement est dicritique si le divi-
seur exceptionnel n’est pas invariant par Z.0Onnote E I'espace des singularités de Z surle
diviseur exceptionnel D. Si 'éclatement n’est pas dicritique, on remarque que D \ E est une
feuille isomorphe a C ou C* si 0 est une singularité pré-simple. En particulier, ce n’est pas
une surface de Riemann hyperbolique. Beaucoup de nos travaux reposent sur I’hypothese
d’hyperbolicité des feuilles, ce qui rend l'idée de réduire les singularités difficilement opé-
rante pour les généraliser. Dans le cas général d'une singularité qui n’est pas pré-simple, cela
peut aussi arriver, comme on peut le constater en considérant w = z2dw — w3dz, qui vérifie
wi = u(l—zu?)dz + zdu et wy = t(t — w)dw — w?dt, admettant lorigine de chacune des deux
cartes comme seules singularités sur le diviseur exceptionnel.
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(b) Beaucoup de nos travaux reposent également sur ’hypothése de non-dégénérescence des
singularités. Pour nous, une singularité dont une valeur propre est nulle est donc plus pénible
a manipuler qu'une singularité dont un nombre caractéristique est par exemple 1. Lorsque
la singularité est pré-simple et que I'une des valeur propre est nulle, on parle d’un point
selle, ou parfois d’un nceud-col. Notons que dans le cas (i), on transforme une singularité
non-dégénérée en un point selle. Le théoreme classique de Seidenberg [23] théoréme 4.2
et proposition 4.5] est plutot celui d’'une réduction aux singularités simples apres une suite
finie d’éclatements. Nous ne présentons cependant que la réduction aux singularités pré-
simples, en ce que leur réduction plus poussée pourrait bien amener des singularités plus
désagréables a manipuler pour notre usage. De maniere plus générale, la forme résonante
w = zdw — (mw + pz™)dz, pour m € N* et 4 € C* donne un point selle aprés m — 1
éclatements de l'origine de la premiére carte et un dernier de 'origine de la seconde. C’est-
a-dire, pour 7 (t,u) = (tu,t™ u™),

T w 9
prs —pt“du — u(l 4 pt)dt.
Avec le vocabulaire que nous développons ci-apres, on a “réduit” une forme normale donnée
par le théoréme de Poincaré-Dulac a un point selle, ce qui nous est plutot pénible.

(c) Le cas des singularités simples montre en particulier que 'on n’a pas d’espoir de se ramener
a un feuilletage non-singulier aprés éclatements. Autrement dit, il ne peut exister de théo-
réme de désingularisation d'un feuilletage par éclatements, comme on a un théoréme de
désingularisation des courbes analytiques.

(d) Notons qu'un point selle en reste un apres éclatement, comme on peut s’en convaincre en
considérant (0,0) € V, dans le cas d’'un point selle. On a en fait une classification analytique
des points selle, voyez [65]. IIs sont tous formellement équivalents a une forme normale
w = 2(1 + MwP)dw — wPtldz, pour p € N* et A € C. Dans ce cas, avec les notations de la
preuve précédente, on a we = t(1 + (A — 1)wP)dw — wP*1dt. On a certes changé d’invariant
formel, mais pas de degré. Il n’y a donc pas vraiment espoir d’obtenir mieux pour nous que
des singularités pré-simples aprés éclatements.

Théoréme de Briot-Bouquet et séparatrices On souhaite utiliser la stabilité par éclatement
pour trouver des séparatrices a un feuilletage. L'idée est d’utiliser la proposition suivante, qui
dit en substance : « donnez-moi une séparatrice, je vous en donne une seconde », au diviseur
exceptionnel apres un éclatement.

Proposition 1.56 ([23| proposition 3.5]). Soit w une 1-forme holomorphe ayant une singularité
pré-simple en 0 € C? et .F le feuilletage associé a w. On suppose que .7 admet une séparatrice C
lisse en 0, tangente a une direction propre vi. Soit « le nombre caractéristique de la singularité 0
associé a la direction vy. Si a ¢ {0,000} UN*, alors .# admet une séparatrice T, lisse et transverse a
C, plus exactement tangente a Uautre direction propre vy. Dans le cas ott o = 0, il existe encore une
séparatrice formelle I avec les mémes propriéteés.

On utilise le critere suivant. On peut trouver la définition d’'une paramétrisation de Puiseux et
plus de détails dans [23] section 1.4.3]. Nous n’en avons en fait pas besoin ici, dans la mesure ot
nous n’utilisons pas I'existence d'une paramétrisation, mais simplement le fait qu'une paramétri-
sation définit une courbe analytique, ce qui dans le cas lisse est une évidence.

Lemme 1.57. Soit v: (C,0) — (C?,0) une paramétrisation de Puiseux d’une courbe T. Alors, T est
une séparatrice du feuilletage .% définie par une 1-forme holomorphe w si et seulement si v*w = 0.

Démonstration. A ce stade, nous imaginons que le lecteur est plus familier avec le langage des
champs de vecteurs. Soit X = a(z,w)Z + b(z,w)-2 et w = a(z,w)dw — b(z,w)dz un champ de
vecteurs définissant .# et sa forme duale associée. La condition que « est une séparatrice signifie
que ~/(t) est toujours tangent a X (y(t)) sit # 0. Si~y(¢) = (71(t),y2(t)), cela se traduit par 'annu-
lation du déterminant a(y(£))y(t)—b(Y())74 (£). Comme y*w(t) = (a(y(£))74(t) — b(v(£)71 (1)) dt,
on a bien le résultat annoncé. O
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Démonstration de la proposition[1.56] Quitte & changer de coordonnées, on peut supposer que la
courbe C est donnée par {z = 0}. Notons que C est paramétrée par ¢t — (0,¢). Avec les notations
habituelles, ceci implique que z divise a(z,w) d’aprés le lemme Si \ et u sont les valeurs
propres de Jy(w), elles sont distinctes car « # 1. On peut alors écrire

w=zA+g(z,w))dw — (pw + f(z,w))dz,

avec f d’ordre d’annulation au moins 2 et g d’ordre au moins 1. On cherche I" paramétrée par
y(t) = (t, B(t)), ot B(t) = 35 b,t™. La condition y*w se traduit par

+oo

MB (1) = (1) = D (nh — wbat™ = 1B (t)g(t, B(1) — f(t, B(1))- (1.12)

n=2

Cette équation admet une solution formelle si a« = § ¢ N* car f et g sont d’'ordres d’annulation res-
pectifs au moins 2 et 1. En effet, il est clair que les b,, peuvent s’exprimer comme P, (ba, ..., b,—_1),
ol les P, sont des polynomes dont les coefficients dépendent des coefficients de f et g. On a donc
bien le résultat concernant une courbe formelle. Il s’agit de montrer que -y converge si « ¢ {0,00}.
Dans ce cas, quitte a diviser w par A + g, on peut supposer g = 0, A = 1 et 4 = «. Si d’autre part
on écrit f(z,w) = 3, j>o Ajrz/wk, Téquation devient

(a — n)bn = Z Z Ajkbpl e bpk = Qn ((Ajk)j+lc§n7 (bp)p§n71> 5 n Z 2,
j=0 I)1+"‘+I;k2="_j
PiZ

ot les @, sont donc des polynomes a coefficients dans N. Soit 6 = inf{|la —n| |n € N, n > 2} > 0.
Soit C la courbe analytique réelle d’équation dv — -, ;<o |Aju| uw/vF = 0. Dapres le théqréme
des. fpnctions implicites, elle admet une paramétrisation convergente c(u) = (u, Z 22 CjU;]),. gui
vérifie dc,, = Qp ((|4jk])j+k>2, (¢p)p<n—1). Comme les polynémes (), sont & coefficients positifs,
ona |b,| < $Qy ((|4jk])j4+r>25 (|bp])p<n—1). Par récurrence, on obtient alors |b,| < ¢, et la courbe
~ est donc convergente. O

Remarque 1.58 ([23] remarque 3.6]). Dans le cas oll « = oo, la courbe I' peut bien rester seule-
ment formelle. En effet, considérons la forme w = (y — x)dr — x?dy. Elle admet une séparatrice
{z = 0}. Considérons-en une autre qui lui soit transverse, paramétrée par ~(t) = (¢, 5(t)), avec
B(t) = :201 b,t". Le fait que v paramétrise une séparatrice se traduit par 3(t) — t — t23'(t). Par

un calcul facile, ceci implique que b,, = (n — 1)!, n > 1. La courbe « n’est donc pas convergente.
On déduit de la proposition précédente le théoreme suivant d’existence de séparatrices.

Théoréeme 1.59 (Briot-Bouquet [23| corollaires 3.7 et 3.8]). Soit .% un germe de feuilletage en
(C2,0) ayant une singularité pré-simple en 0. Soit o un nombre caractéristique de la singularité. On
a les trois assertions suivantes.

(1) Le feuilletage % admet une séparatrice lisse en 0.

(2) Si0 est un point selle, c’est-a-dire si « = 0, alors il admet une séparatrice tangente a sa direction
propre forte.

(3) Sia ¢ {0,001 UN* U =, alors # admet deux séparatrices transverses et lisses.

Démonstration. On commence par considérer le cas o« # 1 et on procéde a un éclatement de
Porigine. D’aprés la proposition [1.54} le feuilletage .#’ obtenu admet deux singularités, le diviseur
exceptionnel est invariant et est une direction propre. Il s’ensuit qu’il est une séparatrice de ces
deux singularités. D’autre part, les deux singularités ont pour nombres caractéristiques associés
au diviseur exceptionnel respectifs o — 1 et :=%. En distinguant selon si « € C\ R, o € ]—o0, 1]
ou a € ]1,+o0], il est facile de montrer qu'un de ces deux nombres caractéristiques n’est ni 0,
ni dans N* U . Il sensuit qu'une de ces deux singularités admet une séparatrice C transverse
au diviseur exceptionnel d’apres la proposition Ainsi, 7(C) est une séparatrice de .#, ou «
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est I'application d’éclatement. Le point est donc démontré si « # 1. Remarquons d’autre part
que dans le cas d’'un point selle, il a fallu considérer le nombre caractéristique « — 1 = —1 pour
obtenir une séparatrice. On vérifie dans les notations de la proposition [1.54] qu’il s’agit bien 1a de
la direction forte pour montrer le point (2).

On souhaite montrer que sous les hypothéses de (3]), on peut appliquer la proposition aux deux
singularités de .#’. 11 suffit pour cela de vérifier que -1~ ¢ - et 12 ¢ L. Orona ;2 = Lsiet
seulement si o« = %H et 1 = L siet seulement si @ = n + 1. Ces deux valeurs étant exclues par
I'hypothese de (3), on conclut de méme qu’au point (I).

Reste a traiter le cas o = 1 et a démontrer le point (IJ). On procede encore & un éclatement de
I'origine et on distingue deux cas.

Cas dicritique : Le diviseur exceptionnel n’étant ni invariant, ni singulier, en tout point de D, il
existe une courbe invariante par %’ qui est méme précisément une feuille. En prenant leur image
par 7, on a une infinité de séparatrices, une pour chaque direction tangente, passant par 0.

Cas non-dicritique : Avec les notations de la proposition[1.54} il s’agit du cas ot o = 1 et 3 # 0.
Le point implique qu’il existe une séparatrice tangente a la direction forte dans la deuxieme
carte de I’éclatement. La direction forte étant transverse au diviseur exceptionnel, elle nous donne

bien une séparatrice lisse. O

Dans le chapitre |4} on a besoin d’une forme un peu plus raffinée d'un champ de vecteurs ayant
deux séparatrices. Le résultat suivant est un cas particulier trés simple de [16, lemme 7].

Proposition 1.60 (Camacho-Kuiper—Palis). Soit w un germe de 1-forme holomorphe sur (C2,0)
admettant une singularité non-dégénérée en 0. On suppose que son nombre caractéristique o n’appar-
tient pas & N* U . Alors, il existe des coordonnées holomorphes (z,w) ot w s’écrit

w=zdw —w(a+ zwf(z,w))dz,

ol f est une fonction holomorphe.

Démonstration. D’apres le théoreme de Briot-Bouquet, w admet deux séparatrices et peut donc
s’écrire w = zdw — w(a + f(z,w))dz pour une fonction holomorphe f telle que f(0) = 0. Il s’agit
a présent de trouver des changements de carte qui éliminent les termes en z sans w et les termes
en w sans z dans f, c’est-a-dire, qui éliminent f(z,0) et f(0,w).

On commence par montrer qu’il existe des coordonnées holomorphes telles que w divise f.
Dans toute la suite, on note O(h) une fonction holomorphe ¢ telle que % divise g, pour h une
fonction holomorphe (typiquement 4 = w ou h = zw). On considere un changement de variable
de la forme ¢(z,w) = (z,we?®)), pour 1 une fonction holomorphe telle que 1)(0) = 0. Dans les
coordonnées données par ¢, w s’écrit

o w =ze¥Fdw — we? P (a — 29 (2) + f(z,we??))dz,
e V"Eprw =z2dw — w(a —29'(2) + f(z,0) + O(w))dz.

Notre premiere réduction est donc possible si I'on peut choisir ¢ telle que f(z,0) = 2¢’(z). Comme
f(0) =0, on peut poser ¢ = [ @dz et conclure.

A présent, on peut donc supposer que w est de la forme w = zdw — w(o + wf(z,w))dz, pour
f une fonction holomorphe. On cherche un changement de variable ¢(z,w) = (z,¢¥(w)), pour %
holomorphe et tangente a l'identité, c’est-a-dire ¢(0) = 0 et ¢/’(0) = 1, qui nous ramene a la forme
voulue. Calculons.

0w = 29" (w)dw — Y(w)(a + P(w) f(z, % (w)))dz,

T Sy () — () + w0, 0(u) d.
On cherche donc ¢ telle que a(wy (w) — P (w)) = P(w)?£(0,1(w)). On note 3" a,w" le dé-
veloppement en série entiére de w?f(0,w) et w + 3 b,w™ celui de ¥(w). On pose par ailleurs

= zdw — w(a + O(zw))dz —
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by = 1. En degré 0 et 1, 'équation précédente est vide. Elle nous donne d’autre part

an=1)by =Y > akby, .. by = Qular, ... an,br,. . byr), =2 (1.13)
k22p1+"";qk:”
-

L’équation sur ¢» admet donc une solution formelle. Il s’agit de montrer qu’elle est convergente.
On utilise alors un argument similaire a celui de la proposition Soit C la courbe analytique
réelle d’équation |a|v = >, <, |ax| (u + v)k. D’apres le théoréme des fonctions implicites, elle
admet une paramétrisation (u, )., -, c,u"). En notant ¢; = 1, il est clair que les ¢, vérifient
lale; = Qn(lail,...,lan|,c1,...,cn—1), n > 2. Comme les @),, sont a coefficients positifs, on en
déduit par récurrence que les ¢, sont eux aussi positifs et d’apres (T.13), que (n — 1) |b,| < c,.
Ainsi, |b,| < ¢, et ¢ est convergente. On a donc bien le résultat annoncé. O

Par le méme type de méthodes, mais avec des arguments sensiblement plus fins, que nous n’ex-
posons pas ici faute de les maitriser pleinement, on peut également trouver des formes normales
dans le cas ot € N* U C’est 'objet du théoréme suivant.

N+
Théoréme 1.61 (Poincaré-Dulac). Soit . un germe de feuilletage sur (C2,0) ayant une singularité
pré-simple en O de nombre caractéristique m € N*. Alors, il existe des coordonnées holomorphes
(z,w), ot F est engendré par la forme

w = zdw — (mw + pz™)dz,

oupueC

On trouve une preuve de ce théoréme dans le livre d’Ilyashenko et Yakovenko [[48], chapitre I,
section 5].

Théoréme de linéarisation de Poincaré On cherche ici a déterminer quand est-ce qu’un feuille-
tage est linéarisable. Il est bien siir nécessaire pour cela qu’il ait deux séparatrices, mais cela n’est
pas suffisant. On se restreint a le montrer dans le cas du domaine de Poincaré ou les arguments
sont relativement simples. Les résultats qui suivent sont faibles par rapport aux théorémes plus
récents de Siegel, Brjuno et Yoccoz (voyez sous-section pour quelques développements et
références bibliographiques) et nous nous restreignons également a la dimension 2. Nous suivons
la présentation de [23] section 3.3] qui nous parait limpide.

Procédons tout d’abord a une remarque élémentaire. Soit w une forme déja linéarisée, i.e.
w = Azdw — pwdz. Alors, la forme méromorphe

w dw dz
— = —p=
zZw w z
est fermée. Les développements qui suivent visent a montrer une forme de réciproque pour repérer
les formes linéarisables. On note O 'anneau des germes de fonctions holomorphes f: (C2,0) — C
et M l'idéal maximal engendré par (z,w) — z et (z,w) — w. Il est clair que 91 est 'ensemble des
fonctions qui s’annulent en 0. On a le critere suivant, qui est plus ou moins la réciproque annoncée.
Proposition 1.62 ([23| proposition 3.10]). Soit w = a(z, w)dw — b(z,w)dz un germe de 1-forme
holomorphe sur (C2,0) et .Z le germe de feuilletage engendré par w. Si
(1) les fonctions a et b engendrent lidéal I et
(2) la forme méromorphe 2 est fermée,

alors .F est linéarisable.

Démonstration. La condition se réécrit zwdw — wdz A w — zdw A w = 0. Ainsi, z divise dz A w
et w divise dw A w d’apres le théoréme de Gauss. Les courbes {z = 0} et {w = 0} sont donc des
séparatrices. Il s’ensuit qu’on peut écrire

w=2z(A+ A(z,w))dw — w(p + B(z,w))dz, (1.14)
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pour A(0,0) = 0 et B(0,0) = 0. La condition implique d’autre part que \ et p sont non

nuls. Soit 7 la forme méromorphe définie par n = A(z,w)%% — B(z,w)%. La forme 7 est fermée
d’apres (2], ce qui se réécrit
0A (5 w) + 0B (z,w) = 0
z—I(Z,w w—I(zZ,w) = u.
0z’ ow "’

D’apres le théoreme de Gauss, z divise % donc B elle-méme et w divise % donc A elle-méme.

Ecrivons A = wA et B = zB.Onan = A(z, w)dw— B(z,w)dz qui est donc holomorphe et fermée.
D’apres le lemme de Poincaré (voyez par exemple [23, théoréme 1.7]), n = df. On pose alors
a=Ket F'=exp (—if). De retour a ((1.14)), on obtient

dF
Ml = zdw — awdz — azw— = zdw — a%d(zF).

Notons que F' est une unité. Si I'on pose le changement de variable ¢(z,w) = (2F(z,w),w), on a
@w = ¢*(zdw — awdz). Le feuilletage .# est donc linéarisable. O

Le critere précédent nous permet alors de démontrer I'énoncé suivant. La condition sur « peut
s’y traduire par le fait que les valeurs propres sont dans le domaine de Poincaré et sans résonance.

Théoréme 1.63 (Poincaré [23] théoréme 3.12]). Soit .# un germe de feuilletage (C?,0) ayant une

singularité pré-simple en 0, de nombre caractéristique oo ¢ R_ UN* U . Alors, .F est linéarisable.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Briot-Bouquet, .# admet deux séparatrices et est donc
engendré par une forme w = zdw —w(a+a(z,w))dz, avec a(z,w) = 0. D’aprés la proposition|1.62]
il suffit de trouver une fonction holomorphe G telle que G(0) = 1 et d (£2) = 0. Cette condition
se réécrit

za—G + awa—G = —wa(aG)
0z ow ow
On écrit alors les deux développements en séries entieres G(z,w) = 1+ > . ;5 Gipziw” et

a(z,w) = 3, k1 a;r2 w". Coefficient par coefficient, I'équation précédente est équivalente a

(G+ak)Gin=—k|ax+ D apGiprq]- (1.15)
1<p+q<j+k—1

Par récurrence sur j + k, si a ¢ Q*, on peut déterminer les coefficients G, en fonction des précé-

dents. Ainsi, le feuilletage est formellement linéarisable dans ce cas. On a d’autre part la condition

o ¢ R_. Notons § = inf {|£ +a| | j €N, k€ N*}, avec donc § € R.. D’apres le théoréme de

Cauchy-Hadamard, comme a(z,w) converge, il existe A > 0 telle que |a;;| < A7+*. Si B est suffi-
A )

samment grand, >, ;- (%)J ** < 5. On se donne un tel B. On montre alors par récurrence que

Gjx < Btk Linitialisation est claire, et la formule de récurrence (I.15) implique d’autre part

j+k p+q
. 1 Jj+k p+qpRit+tk—p—q | _ Bt é Jj+k
|G]k|§5 AITE 4 > APTIB == > 5 < Btk
1<p+q<j+k-1 1<p+q<j+k

On a montré que |G| < Btk pour tous j,k € N et G converge donc. Avec les réductions
initiales, on a bien le résultat voulu. O

La preuve montre aussi comment on peut utiliser les conditions diophantiennes de Siegel et de
Brjuno d’étre mal approché par des rationnels. Certes, on n’a pas 6 > 0, mais on peut réparer ces
conditions a k£ borné. Nous n’allons pas plus loin dans ces questions mais cette idée vague donne
déja une intuition de la preuve du théoréme de Siegel.
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1.4.2 Réduction aux singularités pré-simples
L’objectif de cette sous-section est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.64 (Seidenberg [23] proposition 4.4]). Soit .% un germe de feuilletage singulier sur
(CZ,0). Il existe une suite finie d’éclatements 7: Z — (C?,0) telle que tout point singulier du feuille-
tage n* & obtenu par Uapplication successive de la proposition |1.52|est pré-simple.

Ce théoréme joue un réle fondamental dans I'étude des singularités en dimension 2. En effet,
quitte a se placer dans un espace un peu différent, mais biholomorphe en dehors des singularités,
on peut se ramener a I'étude d’une classe restreinte de singularités, que I'on a pu grosso modo
entierement classifier a la section précédente (I'étude du cas o € R* mériterait de plus longs
développements et ’étude des points selles n’a été qu’effleurée). D’un point de vue algébrique, on
préfere en fait souvent se ramener a des singularités simples, et 'on a également un théoréme
de réduction aux singularités simples, ol I'on montre de plus que la réduction est en un certain
sens adaptée au lieu singulier (voyez [23, théoreme 4.2]). Pour des raisons déja évoquées, voyez
la remarque nous en restons a 'énoncé du théoréme Nous suivons la démonstration
de [23} chapitre 4].

Réduction des singularités et courbes intégrales La preuve se réalise par I'absurde, en suppo-
sant qu’on a une suite infinie d’éclatements

Zo=(C2,0) < Zy 2 Z, & L (1.16)

ou 7; est 'éclatement de l'espace Z;_; en un point z;_;, tel que z;_; est une singularité de
Fj = wjﬂj.,l qui n’est pas pré-simple. On suppose de plus que .Wj(xj) = Tj-1. On étuC!ie alors'
une telle suite pour trouver une contradiction. Il nous faut donc introduire quelques notions qui
permettent de clarifier cette étude.

Définition 1.65. Soit .# un feuilletage sur une surface M défini au voisinage de « € M par une
1-forme holomorphe w = a(z,w)dw — b(z,w)dz. L'ordre de % en z est le minimum des ordres
d’annulation de a et b en x. Pour f: M — C une fonction holomorphe, on note v, (f) son ordre
d’annulation en z et v, (.%#) l'ordre de .% en z. Il est clair que v, (.%#) est indépendant du choix de
coordonnées autour de x et du choix de w définissant .%. On a v, (%) > 1 si et seulement si x est
une singularité de .#.

On se donne un germe de feuilletage sur (M, z), d’ordre v € N* en z. En coordonnées centrées
en z, il est engendré par une 1-forme w = a(z, w)dw — b(z, w)dz, avec a et b se décomposant en

+oo too
a(z,w) = Zap(z,w), b(z,w) = pr(z,w),

ou a, et b, sont des polynomes homogenes de degré p, pour p > v, et a, ou b, n'est pas
identiquement nul. On considére alors I'éclatement de z, ses deux cartes 71(z,u) = (z,zu) et
ma(t, w) = (wt, w), et lon calcule 7iw, j € {1,2}.

mw = (ua(z, zu) — b(z, zu))dz + za(z, zu)du

400 +oo
= 2" (Z 2PV (uap(1,u) — by(1,u)) dz + Z Zpﬂﬂlap(l7 u)du) ,
p=v

”:” (1.17)
maw = (a(wt, w) — th(wt, w))dw — wb(wt, w)dt

00 +oo
=" <Z WP (ap(t, 1) — thy(t, 1)) dw — Y wP™ by (¢, 1)dt> :
p=v

p=v

Il y a alors deux possibilités.
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— Le polynéme homogéne F,, = ua, (t,u)—tb, (¢, u) n’est pas identiquement nul. Dans ce cas, le
pged des coefficients de 7w (respectivement w5w) est z” (respectivement w”) et 'on définit
w1 = 2z Y7miw (respectivement wy = w™¥miw). Les formes w; et wy engendrent le feuilletage
7*Z dans les deux cartes de 'éclatement. On vérifie aisément que le diviseur exceptionnel
est invariant. De plus, le lieu singulier de 7*.% est {([t : u]; (0,0)) | P.,(¢,u) = 0}. On dit que
I’éclatement est non-dicritique.

— Le polynéme homogéne P, est identiquement nul. Auquel cas, le pged des coefficients de
miw (respectivement mjw) est 2V ! (respectivement w”*1) et I'on définit w; = 27V I7jw
(respectivement wy = w™""17jw). De méme, les formes w; et w, engendrent le feuilletage
7*Z dans les deux cartes de I'éclatement. Le diviseur exceptionnel n’est cette fois pas inva-
riant. On dit que I'éclatement est dicritique.

On note CT(Z;x) l'ensemble {P,(z,w) = 0} C C* ~ T,C? et on l'appelle le céne tangent
a .Z en z. Dans le cas non-dicritique, CT(.%; x) est une union finie de droite et son projectivisé
P(CT(Z;xz)) est ’ensemble des singularités de 7*.%. Dans le cas dicritique, CT(Z;z) = C2 et
son projectivisé est le diviseur exceptionnel. Ces définitions ne dépendent pas des coordonnées
choisies ni du choix de représentant w de .%.

On cherche tout d’abord a décrire I'interaction d’une séparatrice formelle avec ces éclatements.
C’est I'objet des deux définitions suivantes. La premiére décrit le rapport entre un feuilletage et
une courbe. La seconde permet de suivre une courbe au fur et a mesure des éclatements.

Définition 1.66. Soit (', ) un germe de courbe formelle lisse en z et .# un germe de feuilletage
sur (M,x) défini en coordonnées par une 1-forme w = a(z,w)dw — b(z,w)dz. Dans certaines
coordonnées formelles (z, w), on peut supposer que I" est donnée par I' = {z = 0}. L’ordre restreint
de .7 sur T en x, noté t(.#,T; x) est défini par ¢(.%,I';m) = vp(a(0, w)).

L’entier (éventuellement infini) ¢(.#,T’; x) ne dépend pas des coordonnées (z, w) choisies ni du
générateur w de .#. De plus, on a t(.#,I'; x) = +oo si et seulement si z divise a(z, w), C’est-a-dire,
si et seulement si I" est une séparatrice formelle de .% en .

Il nous faut a présent un moyen de suivre un germe de courbe au travers des éclatements suc-
cessifs. En prendre simplement la pré-image par 'application d’éclatement impliquerait de prendre

tout le diviseur exceptionnel avec, ce qui n’est pas assez fin. On introduit donc la notion de trans-
formé strict.

Définition 1.67. Soit (I, ) un germe de courbe formelle irréductible d’équation I" = {h = 0} en
coordonnées centrées en x. On suppose que h est irréductible. On développe h en série

“+oo
hiz,w) =Y hy(z,w),

ot les h,, sont des polyndmes homogenes de degré p, et v € N* est 'ordre de h en 0. En particulier,
h, n’est pas identiquement nul. Comme T" est irréductible, quitte a changer de coordonnées et a
multiplier h par un nombre complexe non nul, on peut supposer que h,, s’écrit h,(z,w) = w”. En
effet, on peut toujours écrire h, (z,w) = w™h(z,w) avec 1 < m < v et w ne divise pas h, quitte a
changer de coordonnées. Ainsi, I'idéal <wm, 7L> contient tous les polyndmes homogenes de degré
au moins v. Apres ces observations, il est facile de construire par récurrence les termes de degré
fixé d’une factorisation formelle i = (w™ + f)g, ol f est d’'ordre au moins m + 1, g d’ordre v — m
et sa partie homogene en degré v — m est h. Lirréductibilité de i implique par conséquent que g
et donc h sont des unités. On considére alors la carte de I'éclatement 7, (z,u) = (2, zu). On a

+o0o
hom (z,u) =2" [ u” + Z 2PV hp(1,u) | = 2V h(z, ).
p=v+1
L’équation h o m = 0 admet deux composantes pour solution : d'une part, le diviseur exceptionnel
{z = 0} et d’autre part la courbe formelle I = {h(z, u) = 0}. On appelle transformé strict de T’
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la composante I. C’est un germe de courbe irréductible tel que IV admet un unique point sur le
diviseur exceptionnel. Dans ces coordonnées, il s’agit du point v = 0. La courbe IV ne dépend pas
du choix de coordonnées (z, w).

On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.68 ([23| proposition 4.16]). Soit (I, x) un germe de courbe formelle lisse, I son
transformé strict et ' = I" N D, out D est le diviseur exceptionnel de Uéclatement. Soit & un germe
de feuilletage en (M, x) d’'ordre v et ' = n*.%.

Si 7 est non-dicritique, alors t(.%',I";2') = t(%#,;z) — v.

Si w est dicritique, alors t(Z',I";2') = t(%#,T;z) —v — 1.

Démonstration. Comme I est lisse, on peut se placer dans des coordonnées ot I' = {w = 0}. Son
transformé strict est alors I' = {u = 0}. Soit w = a(z, w)dw — b(z, w)dz un générateur de .#. On a
t(#,T;x) = vo(b(#,0)) par définition. Par ailleurs, si 7 est non dicritique (resp. dicritique), alors
Z' est engendré dans la carte donnée par m; par la forme w’' = 2 “mjw (resp. w’' = 27V I71iw)
d’apres (1.17). En utilisant encore (1.17), si 'on note mjw = a;(z,u)du — by(z,u)dz, on a en fait
a1(z,0) = b(z,0). D’'ou le résultat. O

On en déduit la premiére réduction de la démonstration du théoréme [1.64]

Lemme 1.69 ([23] lemme 4.17]). On se place dans le cadre d’une suite (I.16). On se donne une
courbe formelle Ty et T';1; le transformé strict de I'; par m; 1. Si pour tout j € N, «; € T';, alors
Ty est une séparatrice formelle de .. De plus, sous ces hypothéses, une infinité d’éclatements m;, pour
j € N*, sont dicritiques.

Démonstration. D’apres la proposition [1.68} ou bien ¢(.#,T’;0) = +oc et I est une séparatrice for-
melle de .% ; ou bien t(.%;,T';; z;) diminue strictement a chaque éclatement. La seconde possibilité
est bien entendu contradictoire.

Reste donc la seconde assertion a démontrer. On suppose par I'absurde qu'un nombre fini
d’éclatements de la suite sont dicritiques. Quitte a oublier les premiers éclatements, on peut sup-
poser qu’ils sont tous non-dicritiques et quitte a faire un premier éclatement, le feuilletage .%;
admet le diviseur exceptionnel et I'; pour séparatrices en z;. Dans des coordonnées formelles
adaptées (z,w), cela signifie que .%; est engendré par une forme w = za(z, w)dw — wb(z, w)dz.
Soit v = v(.#). On décompose a et b en série entiere a(z, w) = 3 . ~, ; ap g2 w? et de méme
b(z,w) = >4 51 bpg2Pw?. On considere les entiers pg = min{p > v —1 | apo # 0} et
go = min{g > v —1 | byq # 0}. Comme les coefficients de w sont premiers entre eux, z ne
divise pas b et w ne divise pas a. Ainsi, pg et ¢y sont bien définis. On obtient apres I'éclatement 7y

des formes wf) et w§2) engendrant .# respectivement dans les cartes de I'éclatement données par

wgl)(z, u) = (z,zu) et 7r§2) (t,w) = (wt,w). Comme 7; est non-dircitique, d’apres (1.17), on a

w§2) =uz" " a(z, zu) — b(z, zu))dz + 2 x 27" ta(z, zu)du = uagl)(z, u)dz — zbgl)(z7 w)du,

wéz) = tw " (a(wt, w) — blwt,w))dw — w x w T b(wt, w) = wa?)(t, w)dt — 13()52)(107 t)dw.

On définit de méme p; et ¢; relatifs a wy en le point z;. Le terme a,, ¢2"° est devenu dans bgl)

— A 2 P
un ap, 02?°"**1 et de méme pour by 4, dans ag ). Dautre part, dans la composante du diviseur

exceptionnel, on a toujours un terme en u” ou t”, pour » < v — 1 qui est apparu, puisqu’on est
dans un cadre non-dicritique. Il s’ensuit que p; +¢q; < pg+qo—v+1. Il existe donc un éclatement ou
I'on a v = 1 et deux séparatrices formelles en ;. Ceci implique que z; est pré-simple et contredit
nos hypotheses. O

Remarque 1.70. En considérant une paramétrisation de Puiseux, on peut toujours construire une
courbe formelle I'y telle que pour tout j € N, x; € T';, avec les notations du lemme Ainsi,
le lemme |1.69|s’applique, et il nous reste a montrer qu’il y a la une contradiction. C’est 'objet du
paragraphe suivant.
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Nombre de Milnor et controle de dicriticité On cherche a construire un nombre entier qui va
diminuer a chaque éclatement, et diminuer strictement au moins lorsque 'éclatement est dicri-
tique. On commence par définir le nombre de Milnor d’une singularité.

Définition 1.71. Soit f et g deux germes de fonctions holomorphes au voisinage d’'un point x
d’une surface complexe M. On note par ailleurs O, les germes de fonctions holomorphes sur
(C2%,0). Dans des coordonnées centrées en z, on peut identifier f et g & des éléments de O,. La
multiplicité d’intersection de f et g en x, notée i(f, g; x) est définie comme

i(f,9;z) = dim (02 /<f,g>) :

ou (f,g) = fOs + gO, est 'idéal engendré par f et g. Il est bien connu (voyez [45] section 1.7])
qu’elle vérifie les propriétés suivantes.

@) i(f,g;x) =ig, f; ).

(®) i(fg, hiz) = i(f, hix) +i(g, hi x).

@ i(f,g:2) = i(f, g+ fhix).

(d) i(f,g;x) < +oo si et seulement si pged(f, g) = 1.

(e) La multiplicité d’intersection ne dépend pas des coordonnées choisies.

On se donne un germe de feuilletage .# au voisinage de = € M, défini en coordonnées centrées en
x par une 1-forme w = a(z, w)dw — b(z, w)dz. On définit son nombre de Milnor en x, noté u,(.%)
par la formule ji, (%) = i(a, b; ). A I'aide des propriétés (d) et (€), on vérifie que 1, (%) ne dépend
pas des coordonnées choisies. Il est d’autre part facile de montrer que p, (%) ne dépend pas du
représentant w. La propriété (g) montre enfin que p, (%) < +oo.

Notation. On se donne f et g deux germes de fonctions holomorphes au voisinage de z. On
considére 7 éclatement de x et h = 0 une équation du diviseur exceptionnel 7—!(x) au voisinage
de 2’ € 7 '(z). On note str(a;2’) = h~"*(?)(a o 7). On a la propriété suivante de transfert de
multiplicité d’intersection.

Théoreme 1.72 (Formule de Noether [23] lemme 4.10]). Soit a,b € O, tels que i(a,b;x) < +oo.
Alors,

i(a,b;x) = vy (a)v,(b) + Z i(str(a; 2’), str(b; 2’); ).
z'em—1(x)

Nous ne démontrons pas cet élément algébrique, et renvoyons le lecteur a [23] pour cela. La
formule de Noether permet d’avoir un énoncé analogue pour les nombres de Milnor.

Proposition 1.73 ([23] proposition 4.13]). Soit .% un germe de feuilletage au voisinage de x € M
et 7 Uéclatement de z. On note v = v, (F), F' = m*.F et D = n~1(x). On a la dichotomie suivante.
Si 7 est non-dicritique, alors

Mw(ﬁ.)zy2_y_1+ Z Mm’(gl)'
xz’'€D
Si 7 est dicritique, alors
Mz<ﬁ'):y2+y—1+ Z :um’(‘gl)'
xz'eD

Démonstration. Soit w = a(z, w)dw — b(z,w)dz une 1-forme holomorphe engendrant .% dans des
coordonnées centrées en x. Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées, on peut sup-
poser que v = vg(a) = vg(b). On se place tout d’abord dans le cas non-dicritique. D’apres (I.17)),
dans les deux cartes habituelles 7; et w5 de ’éclatement, .#’ est engendré par les deux formes w;
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et wy données par

w1 =2z Y(uaomi(z,u) —bom(z,u))dz + 2 "aom (2, u)du,

wy = w Y (aomy(t,w) — thomy(t,w))dw — w Vb o my(t, w)dt.
Si 2’ € D est de coordonnées (z,u), on a donc

po (F') =i(ustr(a;a’) — str(b;a'), z str(a; 2'); 2')
=i(ustr(a;z') — str(b; '), z;2") + i(str(b; '), str(a; 2'); 2),

=i(P,(1,u), z;2") +i(str(b; 2'), str(a; 2’); 2")

en utilisant les propriétés (b)) et () de l'intersection. On a la méme formule pour 2’ en coordonnées
(t,w). D’autre part, d’apres le théoréme de Bézout, ), i(P.(t,u), z;2') = v+ 1, puisque P, est
un polynéme homogéne de degré v + 1. D’apres la formule de Noether, on obtient

po(F)=v" —v =1+ Z pa (F).
z'eD

On se place a présent dans le cas dicritique. Avec les mémes notations,

—u—l(

wy =z uaom (z,u) —bom(z,u))dz + 2" aom(z,u)du,

wy = w ™" Haomy(t,w) — thomy(t,w))dw — w b o my(t, w)dt.
On en déduit

par (F') = i(ustr(a;z’) — str(b; '), str(a; 2'); ') — i(z, str(a; 2'); 2)

=i(str(b;2’), str(a; 2'); 2') — i(z, str(a; 2'); o),

en utilisant de méme les propriétés (b) et (d). Notons a, et b, les composantes homogénes en
degré v de a et b. Comme 7 est dicritique, on a wa, — zb, = 0 et il existe donc h homogéne de
degré v —1 tel que a,, = zh et b, = wh. Ainsi, i(z, str(a; z'); 2') = i(z, h(1,u); 2’) et on a 'analogue
dans la seconde carte de I'éclatement. De méme, ), (2, h(t,u);2’) = v — 1. La formule de
Noether donne alors
/Lx(y)zy2+y_1+2/v‘x'(y/)' O
z'eD

Ceci n’est pas tout a suffisant pour avoir un contréle de dicriticité, et il nous faut introduire
encore quelques notations. On se donne une suite de la forme (I.16). Soit D; = (rjo---om)~1(0)
le diviseur exceptionnel total de la suite d’éclatements et D’ la réunion de ses composantes non-
dicritiques. On note e(D’,z;) € {0,1,2} le nombre de composantes irréductibles de D’ passant
par z;. L’entier contrdlant la dicriticité est alors I; =y, (%;) — e(E}, z;), d’apres la proposition
suivante, qui conclut la preuve du théoreme

Lemme 1.74 ([23} proposition 4.18]). On se place dans les hypothéses de et on note égale-
ment v; = v, (%), pour j € N. La suite (I;) jen est décroissante. De plus, si m; 1 est dicritique, alors
Ij+1 < Ij.

En particulier, d’'apreés le lemme[1.69} une suite ne peut pas exister.

Démonstration. On note e; = e(D},x;) et u; = i ;(F;), pour j € N. On commence par montrer
I'inégalité stricte quand =;; est dicritique. Dans ce cas, onae; < 1 et d’apres la proposition

2 2
Ij+1§uj+1—1§uj—uj—ujglj—uj—uj—&-Z.

D’autre part, si v; = 1, alors la partie linéaire d’'une 1-forme w engendrant .# dans des coordonnées
centrées en x; s’écrit (az + bw)dw — (cz + dw)dz. Comme 7, est dicritique, onaa =d =0, et
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b = ¢ # 0. La singularité z; est alors pré-simple, ce qui est une contradiction. On a donc v; > 2 et
Ij+1 < Ij.

Tj+1 Lj+1

ej:1,€j+1:1 6]':2,6j+1:1

€ :2, €i+1 =2

FIGURE 1.10 - Fin de la preuve du lemme Notons que e;1 > 1. Sie;j1 = e; + 1, la preuve

est triviale. Dans les autres cas, on a représenté ci-dessus les composantes irréductibles D§k), pour
k € [1,e;] de D}. Les 1 représentent la contribution dans la somme de chaque €lément. Dans
tous les cas, la somme est au plus —1.

Il ne reste plus qu'a démontrer la décroissance de la suite (I;),cn dans le cas d’un éclatement
non-dicritique. Notons D;q = 7rj_+11(xj). D’apres la proposition , ona

Ij+1:Ij—V]2+l/j+1+€j—€j+1— Z ,u,z/(yjqu).
z'€Djp1\{mj41}

Remarquons que les transformés stricts des e; composantes non-dicritiques passant par z; inter-
sectent le diviseur D;,,. Ou bien elles l'intersectent en z,,;, ou bien il existe un autre point
2’ € Dj;1 qui est une singularité de .%; 1, qui vérifie donc i,/ (F;41) > 1 (voyez la figure[1.10).
En considérant d’autre part la composante D;,; supposée non dicritique, on obtient dans tous les
cas
€j = €j+1— > prar (Fj41) < —1.
z'€Djra\{a;41}

On conclut bien que I;; < I; et la démonstration est achevée. O
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Chapitre

Hyperbolicité et métrique de Poincaré
feuilletée

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet d’étudier et de développer des moyens de comprendre la géométrie des
feuilles d’un feuilletage holomorphe singulier # = (M,.%, E) et la variation transversale de cette
géométrie. Plus exactement, les feuilles étant des surfaces de Riemann abstraites, on considere
également leur structure complexe et on s’intéresse particulierement a des données invariantes
par biholomorphisme. Notons qu’aborder un tel travail n’a rien d’évident. On peut se demander
par exemple comment varie la topologie des feuilles par ’étude de certains invariants : compa-
cité, groupe fondamental, groupes d’homologie, etc. mais ce sont typiquement des objets qui ne
peuvent varier que de maniére discrete. Or, on cherche a les faire varier transversalement donc
continliment. On peut également penser a des invariants conformes, et notamment & 'uniformisa-
tion des feuilles. Néanmoins, d’apres le théoreme de Poincaré-Koebe, il n’y a que trois surfaces de
Riemann simplement connexes : le disque D, le plan C et la sphere P!(C). La encore, on en reste
a une variation discréte.

Le fait que ces objets ne varient que discretement n’empéche pas d’étudier leur variation. On
peut par exemple se demander s’il peut coexister des feuilles revétues par I, des feuilles revétues
par C ou par P!(C) dans le méme feuilletage. On peut se demander si le rang du groupe fon-
damental peut localement monter ou seulement diminuer (comme dans le cas d'une séparatrice
d’une singularité hyperbolique ou dans le cas d'un cycle limite, voir respectivement les figures
et[I). De telles questions ont notamment été traitées par Brunella [[15], Fornzss et Sibony [38],
Ivashkovich [49], Nguyén [68], Reeb [78], etc.

Malgré ces études qui peuvent étre intéressantes, on cherche tout de méme a construire des
objets qui varient continiment. Notons qu’on n’a jusque-la considéré que les feuilles d’'un point
de vue de leur géométrie de surface de Riemann abstraite et que 'on n’a pas encore considéré
leur immersion dans M, qui fait de .# non pas seulement une collection de surfaces de Riemann
étrangeres les unes aux autres, mais bien un feuilletage. Dans le cas ou toutes les feuilles sont
uniformisées par D, on peut considérer sur les feuilles la métrique de Poincaré gp. En agglomérant
transversalement ces métriques, on obtient sur M une métrique hermitienne le long de chaque
feuille. Or, deux métriques hermitiennes sur une surface de Riemann sont proportionnelles. Si
donc on a également une métrique hermitienne g,, sur la variété M, on peut considérer sa res-
triction le long des feuilles et écrire ?gp = 4gs, pour une certaine fonction : M \ E — R¥.
La normalisation a priori étrange du facteur qui lie g); et gp n’est pas une fantaisie de notre
part mais provient d’'une définition de 7 par la résolution d’'un probléme extrémal que 'on dé-
finit en section Alors, montrer que la fonction 7 est continue signifie d’'une certaine facon
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que les feuilles de .# sont transversalement revétues par des disques de taille variant continfi-
ment. La fonction 7 a été introduite par Verjovsky [86] en considérant une hyperbolicité au sens
de Kobayashi (voir [54]). Il en a étudié la continuité, et d’autres auteurs ont travaillé a la méme
question. Citons Candel [[19], Dinh, Nguyén et Sibony [31][32]], Forneess et Sibony [38]], Ghys [42]],
Lins Neto [58, 60].

Avant de discuter plus précisément de nos résultats sur la fonction 7, nous aimerions moti-
ver I’hypothése que nous venons de faire, selon laquelle toutes les feuilles sont revétues par D.
On définit en fait la fonction 7 sans le supposer. Néanmoins, une bonne partie de notre travail
s’est faite sous cette méme hypothése et 'on peut légitimement se demander si beaucoup de
feuilletages la vérifient. On a vu en sous-section que toutes les singularités d’un feuilletage
générique de P"(C) sont non-dégénérées. De plus, on montre en sous-section un théoréme
de Lins Neto [58], selon lequel si .# € .#,4(P"(C)), pour d > 2, et si toutes les singularités de
Z sont non-dégénérées, alors toutes les feuilles de .% sont hyperboliques (i.e. revétues par D), et
Z est méme Brody-hyperbolique au sens de [32]. De tels résultats ont ensuite été améliorés par
Glutsyuk dans [[44], puis par Lins Neto lui-méme dans [60].

Dans une série de deux articles [31} 32]], Dinh, Nguyén et Sibony ont étudié le module de
continuité de la fonction 7, dans le cas d’'une lamination compacte et dans le cas d’un feuilletage
holomorphe singulier aux singularités linéarisables sur une variété compacte. Ceci leur a permis
d’introduire une notion d’entropie hyperbolique, et de montrer dans le premier cas, et dans le
second en dimension 2, que cette entropie est finie. Notons que l’entropie est une donnée typi-
quement dynamique, et qu’il pourrait paraitre bien étonnant qu’elle émerge dans un cadre qui
semble complétement statique : un feuilletage et la géométrie globale de ses feuilles. C’est toute la
tension, voire la contradiction, de ce chapitre qui vient d’étre résumée par ce paradoxe. Il semble
que nous soyons en train d’étudier le feuilletage d’un point de vue géométrique-statique, et c’est
pourtant la partie de notre travail qui emploie le plus de techniques dynamiques, et qui amene a
définir une dynamique canonique pour développer une théorie ergodique au chapitre [3| et étudier
Pentropie au chapitre 4

Rappelons plus précisément les résultats des trois auteurs. Dans ce qui suit, on suppose que M
est munie d'une métrique hermitienne g);. Les deux théorémes principaux qui nous intéressent
pour les améliorer sont les suivants.

Théoreme 2.1 (Dinh-Nguyén-Sibony [31], théoreme 2.1]). Soit % = (M,.¥) un feuilletage holo-
morphe hyperbolique sur une variété complexe compacte M. Alors, la fonction n est transversalement
hélderienne. De plus, son exposant de Hélder peut étre interprété géométriquement.

Théoréme 2.2 (Dinh-Nguyén-Sibony [32] théoreme 3.2]). Soit % = (M,.%, E) un feuilletage
holomorphe singulier sur une variété complexe compacte. On suppose que toutes les singularités de &
sont linéarisables et que .% est Brody-hyperbolique. Alors, il existe une constante C' > 0 et un exposant
a €10,1] tels que

max (log* d(z, E),log" d(y, E))
log™ d(x,y)

ot log* = 1+ |log| est une fonction de type log, d(z, E) désigne la distance de = a Uensemble singulier
E, et d désigne la distance sur M, toutes deux mesurées par la métrique hermitienne ambiante gyy.

o) -l < )3 vy € M\E,

Il est alors naturel de se demander si 'on peut résoudre le méme type de questions pour des
singularités plus générales. Nos recherches y ont abouti pour le module de continuité dans le cas
de singularités non-dégénérées. Notre résultat est le suivant.

Théoréme 2.3 ([8], théoréme 1.3]1). Soit & = (M,.Z, E) un feuilletage holomorphe singulier sur
une variété complexe compacte. On suppose que toutes les singularités de % sont non-dégénérées et
que . est Brody-hyperbolique. Alors, il existe une constante C > 0 et un exposant « € 10, 1] tels que

max (log* d(z, E),log* d(y, E))
log™ d(z, y)

mw>n@>sc( >, .y e M\E, @1)
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avec les mémes notations qu’au théoréme [2.2]

L’essentiel de ce chapitre est dédié a la démonstration de ce résultat. Expliquons dés main-
tenant quelques éléments de la preuve, ainsi que les difficultés nouvelles qu’elle a impliquées.
L’idée générale est de suivre I'approche de Dinh, Nguyén et Sibony dans [32] de résolution d’une
équation de Beltrami. Leur preuve utilise en revanche la géométrie spécifique des singularités li-
néarisables pour contréler la croissance d’un coefficient de Beltrami d’'une projection orthogonale
prés des singularités. Plus précisément, ils utilisent une invariance par homothétie du feuilletage
au voisinage des singularités. Une telle astuce n’est plus disponible dans le cadre de singularités
non-dégénérées. Il nous a donc fallu démontrer le méme type d’estimations que les leurs dans ce
cadre plus général, en utilisant une estimation locale de la métrique de Poincaré pour les singu-
larités non-dégénérées due a Canille Martins et Lins Neto [61], et le lemme de Gronwall pour
résoudre une équation implicite de projection orthogonale.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section présente la fonction 7 dont nous avons
parlé plus haut. On rappelle également en sous-section [2.2.1] quelques éléments de base de géo-
métrie hyperbolique sur le disque D. Dans la sous-section on s’intéresse particuliérement
a des estimations de l'ordre de grandeur de la fonction 7. C’est I'un des ingrédients principaux
de notre démonstration, et nous utilisons encore ces résultats aux chapitres [3| et 4| de maniere
essentielle. La sous-section [2.2.3]est dédiée a la preuve du théoréme de Lins Neto dont nous avons
parlé ci-dessus, de généricité de nos hypotheses dans le cas d’un feuilletage # € .%;(P"(C)),
avec d > 2. Nous y développons également un exemple qui illustre que le théoréme [2.3] est bien
une amélioration réelle du théoréeme De méme, il démontre au chapitre |3| que nos résultats
contiennent strictement les résultats précédemment connus. La section est entierement con-
sacrée a la démonstration de notre résultat principal. On y développe en sous-section[2.3.1]'étude
de la projection orthogonale feuille a feuille au voisinage d’une singularité non-dégénérée par le
lemme de Gronwall. La sous-section [2.3.2] vient alors en démontrer les conséquences, a savoir le

théoréme

Notations Dans ce chapitre, on note d ou d, la distance induite sur une variété par une métrique
hermitienne g,,. La métrique hermitienne ¢, induit d’autre part une métrique hermitienne le long
de chaque feuille et donc une distance sur chaque feuille L, que 'on note d;,. Pour x € M \ E et
unrayonr € R* ,onnote L,[r] = {2’ € L, | dr,(z,2") <r}.Onnote C,C’,C",... des constantes
strictement positives qui peuvent varier d’une ligne a l'autre.

2.2 Meétrique de Poincaré

L’objet de cette section est d’étudier la géométrie intrinséque des feuilles d’un feuilletage .%, en
tant que surfaces de Riemann abstraites. On définit pour cela notamment la fameuse fonction 7,
dont nous avons déja parlé en introduction. Elle permet de caractériser 'hyperbolicité des feuilles
de .7 par son caractere fini, et d'une certaine maniere de la quantifier. On la définit par un prob-
léme extrémal (voir (2.2))), ce qui permet d’en obtenir relativement facilement des estimations. Ces
bornes sont cruciales tout au long de cette thése dans le cas des singularités non-dégénérées, et
notamment ici dans la preuve du théoréme Nous commencons donc par discuter rapidement
de géométrie hyperbolique et des premiers résultats de régularité de  dans un degré de généralité
le plus large possible en sous-section [2.2.1] Dans la sous-section[2.2.2] nous établissons un certain
nombre de résultats permettant d’estimer 'ordre de grandeur de 5, notamment au voisinage des
singularités. Nous profitons de cette section tres géométrique et trés portée sur I’hyperbolicité pour
discuter de la généricité de nos hypotheses dans le cas des espaces projectifs en sous-section

2.2.1 Définition de 7 par le probleme extrémal

Soit # = (M,%,E) un feuilletage holomorphe singulier. Toute feuille L de # peut étre
considérée du point de vue de sa géométrie intrinséque. C’est-a-dire qu’elle est une surface de
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Riemann immergée dans M en tant que recollement de plaques. On en déduit d’apres le théoréme
de Poincaré—Koebe (voyez par exemple [[4, chapitre 10]), qu’elle est alors uniformisée par I'un des
trois modeles suivants.

— Le disque D. On dit que L est hyperbolique.
— Le plan complexe C. On dit que L est parabolique.
— La droite projective P! (C). On dit que L est elliptique.

Dans la présente thése, on s’'intéresse particuliérement au cas des feuilles hyperboliques, et
méme au cas ol toutes les feuilles sont hyperboliques. On démontre dans la sous-section [2.2.3]
que cest une condition générique en degré d > 2 sur P"(C), mais on cite également quelques
résultats qui illustrent que les cas mixtes sont assez contraints.

Théoreme 2.4. — (Reeb [78]]) Soit M une variété kdhlerienne compacte et % = (M,.%, E) un
feuilletage holomorphe singulier sur M. Si une feuille de % est elliptique, alors toutes les feuilles
de .7 sont elliptiques. Dans ce cas, Uespace des feuilles (M \ E) /  est une variété complexe de
dimension n — 1 et la projection 7: M \ E — (M \ E) / & est une fibration.

— (Brunella [15]) Soit &% = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe singulier, ouu M est ou bien
une variété projective, ou bien une variété de Stein connexe. Alors, ou bien toutes les feuilles de
Z sont paraboliques, ou bien la réunion des feuilles paraboliques est contenue dans un ensemble
complet pluripolaire dans M.

Le lecteur peut se référer au livre de Demailly [28] chapitre 1, §6] pour une présentation des
variétés de Stein. On rappelle qu'un ensemble F est dit pluripolaire s’il est localement donné par
E = {u = —oo}, pour u une fonction pluri-sous-harmonique non identiquement égale a —oc.
De méme, nous renvoyons le lecteur a [28] chapitre 1, §5] pour plus de détail sur les ensembles
polaires et les fonctions pluri-sous-harmoniques.

Dans le cas ou toutes les feuilles sont hyperboliques, pour une feuille L de .%#, il existe un
revétement universel holomorphe u: D — L. On appelle une telle application une uniformisation
de L. D’autre part, le disque D est muni de sa métrique hermitienne canonique : la métrique de
Poincaré gp. Elle est donnée par
2|d¢|”

(1-1c?)"

Dans toute la suite, un automorphisme du disque désigne un biholomorphisme du disque vers
lui-méme. Le lemme suivant, concernant les automorphismes du disque, est bien connu.

gr(C) =

Lemme 2.5. On note Aut(ID) 'ensemble des automorphismes du disque unité D. On en a la descrip-
tion explicite

0 2+ ¢
Aut(D) =< uge: z—e? Z—>2 |cR, CeDy.
(D) { 0.C 15 ac | ¢ }
Aut(D) est de plus transitif sur D et ses éléments sont des isométries de gp.

Démonstration. Soit 79 = z +— ze'’ la rotation du disque d’angle 6. Il est clair que 7y est un
automorphisme du disque et que ug ¢ = rp © ug ¢. On considere alors z,{ € D. On a

4¢P = [T+ 20 = 2P 1P = 1= Je¢? = = (1= 12P) (1= 1) <.

Ainsi, up,¢ est une application de I dans D et uy  aussi. De plus, un calcul facile montre que
Up,—¢oT—poug ¢ = idp. Les applications ug ¢ sont donc des automorphismes du disque. Remarquons
également que ug ¢(0) = ¢. I sensuit que Aut(D) est transitif. Soit u € Aut(D) et ¢ = u~1(0).
L’application @ = w o ug ¢ est un automorphisme du disque vérifiant %(0) = 0. D’apres le lemme de
Schwarz, on a |u(z)| < |z| pour tout z € D. En appliquant ce résultat & w = u~!(z) et le lemme
de Schwarz a u~', on obtient [u~!(z)| < |2| < [a~!(z)|. Ainsi, en utilisant encore le lemme de
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Schwarz, 2~ et u sont des rotations, i.e., u = 19 pour # € R. Dés lors, u = 19 o Up,c = Ug,c. Le
calcul suivant démontre enfin que les ug ; sont des isométries de gp.

) 2 o\ 2
) Q\U&C(z)‘ ) 2 (1— €] ) 2 2|def?

ujcgp(z) = 5 lds]? = — e = = = gp(e). O
(1= luoc()I?) (I 2¢* = 12+ ¢P) (1-121%)

Comme les éléments de Aut(ID) sont des isométries, on peut définir le poussé en avant de la
métrique de Poincaré sur D par v comme métrique de Poincaré sur L. On la note encore gp et elle
ne dépend pas du choix de 'uniformisation wu.

Jusqu’ici, on n’a considéré la métrique de Poincaré que le long d’une feuille, en 'envisageant
abstraitement, indépendamment de son immersion dans M. En bref, on a pour l'instant absolu-
ment ignoré la structure feuilletée de M. L'objectif de ce chapitre étant d’établir des résultats de
continuité transversale de la métrique de Poincaré, il nous faut a présent nous pencher sur cette
structure feuilletée. Soit gj; une métrique hermitienne sur M. On étudie le probléme extrémal
suivant.

n(z) = sup {Ho/(())HgM | @: D — L, holomorphe telle que a(0) = :c} , (2.2)

ou v|,,, désigne la norme d’'un vecteur v € T, M mesurée par la métrique gy;. C’est-a-dire que
2 .. . . LY . .
[vll,,, = 9m,2(v,v). La proposition suivante constitue les propriétés élémentaires de la fonction 7.

Proposition 2.6 (Verjovsky [86]). (1) Soit x € M \ E. La feuille L, est hyperbolique si et seule-
ment si n(z) < +oo.

(2) Sin(x) < +oo, alors n(z) = [|¢,(0)|,,,, pour ¢,: D — L, n'importe quelle uniformisation de
L, telle que ¢,.(0) = x.

(3) Si L, est hyperbolique, alors la métrique de Poincaré gp sur L, et la métrique hermitienne gy
restreinte a L, sont reliées par la formule suivante.

n’gp = 4gn. (2.3)

Démonstration. On montre tout d’abord une implication de (1), & savoir que si n(z) < oo, alors
L, est hyperbolique. On procede par la contraposée et on suppose que L, n’est pas hyperbolique.
En particulier, il existe une application v: C — L, holomorphe telle que «(0) = x et v/(0) # 0.
En effet, ou bien L, est parabolique, et on peut recentrer une uniformisation de L, de telle sorte
a avoir les propriétés demandées; ou bien L, est elliptique, et on considére d’abord une carte
affine de P!(C) contenant une préimage de z avant de la recentrer en cette préimage. On pose
alors ugp: D — L., holomorphe, définie par ur(z) = u(Rz). Elle vérifie bien que ur(0) = x et
[wr(O)l,,, = Rl (0)]l,,, — +oo quand R — +o0. Ainsi, n(z) = +oo.

Réciproquement, si pour € M \ E, on suppose que L, est hyperbolique, il suffit de montrer
que n(z) = [|¢,(0)]l,,, pour toute uniformisation ¢, : D — L, vérifiant ¢,(0) = x. Notons qu’une
telle uniformisation existe toujours puisque Aut(D) est transitif. Ainsi, découleront ensemble
et ([2). Soit ¢, une telle uniformisation et a: D — L, une application holomorphe telle que
a(0) = x. On peut relever « via ¢, et obtenir une application a: D — D telle que a(0) = 0 et
dro0a =q.

D

DL,

On en déduit que [o/(0),, = [a'(0)] ||¢;(O)HQM. D’aprés le lemme de Schwarz, |a'(0)] < 1 et
donc [[o/(0)[|,,, < [[¢7(0)ll4,,- D’ow, n(x) = [|¢(0),,,-

Pour (3)), on se donne tout d’abord une uniformisation u: D — L,. Deux métriques hermi-
tiennes sur une surface de Riemann sont point par point proportionnelles. Si z est un antécédant
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de x par u, on a donc

@R, 2
tgu(a) = 47— 80 () = [ Gl (1= 7) gr(a)

Avec les notations du lemme considérons ¢, = w o ug .. Il est clair que ¢, est une unifor-
misation de L, que ¢,(0) = =, et d'apres @), n(z) = [|¢}(0)[l,,, = |ub.(0)| [« (2)],,,- Comme
u{)’z(()) =1- |z\2, on en déduit bien que 4gy;(z) = n?(z)gp(z). O

Ces propriétés élémentaires nous donnent un moyen d’étudier la métrique de Poincaré et I'hy-
perbolicité des feuilles par I'étude de la fonction 7. En effet, d’aprés (1)), étudier I'hyperbolicité
de L., c’est étudier la finitude de 7(x), et étudier la régularité de la métrique de Poincaré, c’est
d’apres (2.3), étudier la régularité de 7, ou encore, étudier la régularité de ¢/, (0)]|,, d’apres (2).
La définition de n par permet en particulier de minorer assez facilement 7 et donc de minorer
la métrique de Poincaré en construisant des fonctions holomorphes du disque vers une feuille.

La fonction 7 a été introduite par Verjovsky dans [86]. Il pose la question de sa régularité, et
I’établit dans le cas de feuilletages complets hyperboliques. D’autres auteurs se sont attelés a cette
question. Citons notamment les travaux de Candel [[19], Ghys [42] et Lins Neto [58][60]. Dans le
cas le plus général, la question a été étudiée par Fornass et Sibony. Leur résultat est le suivant.

Théoréme 2.7 (Forness-Sibony [38], théoréme 20]). Soit .% = (M,.%¢, E) un feuilletage holo-
morphe singulier sur une variété complexe compacte de dimension n. La fonction 1 est semi-continue
inférieurement.

On suppose de plus qu’il n’existe pas d’application holomorphe non constante C — M faiblement
dirigée par %, que F est fini, et que pour tout p € E, il existe n hypersurfaces invariantes ¥4, ...,%,
telles que N}_;X; = {p}. Alors, 7 est continue.

On dit ici qu'une application holomorphe f: U — M, ou U est un ouvert de C, est faiblement
dirigée par %, si d’'une part f(U) n’est pas contenu dans F, et si d’autre part pour tout = € U, ou
bien f(x) € E, ou bien il existe un voisinage U’ C U de z tel que f(2') € Ly(,) pour 2’ € U".

Démonstration. On commence par démontrer la semi-continuité inférieure. Soit z € M \ E. On
traite d’abord le cas ou 7n(z) < +oo. Soit ¢,: D — L, une uniformisation telle que ¢,(0) = 0.
D’aprés un résultat de Royden [79, proposition 3], pour tout » € |0, 1], il existe une immersion
holomorphe ®: D x D"~! — M telle que ®|,py(0y = @,. Ainsi, pour y € M \ E proche de
z, on peut trouver une application holomorphe ¢: rD — L, telle que [|¢'(0)],,, > n(x) —e. Si
n(z) = +o0, on raisonne de méme en tronquant une uniformisation de L, sur RD avec R — +oo.

On suppose a présent les hypotheéses plus restrictives et 'on montre la semi-continuité supé-
rieure. On se donne une suite de points z,, —,— 1+~ 2 et des applications ¢,,: r,D — L, telles
que ¢,,(0) = zn, [|47,(0)[|,,, =1 et R = lim, o0 7 = limsup,,_, o, 7(zn). Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que ¢,, converge uniformément sur tout compact vers une fonction
¢: RD — M, avec par convention RD = C si R = +oo0. Il est clair que ¢(0) = z et [[¢'(0)|,,, =1
Si ¢(RD) ne contient pas de singularité, on obtient n(x) > R. Il s’agit donc de montrer que ¢(RD)
ne peut pas contenir de singularité. Par 'absurde, on suppose que ¢(q) = p € E. Considérons un
disque A centré en ¢ et contenu dans RD arbitrairement petit. On a ¢(A) # {p} donc il existe
une hypersurface ¥; telle que ¢(A) n’est pas contenu dans ¥;. Soit h; une équation locale de 3;,
Cest-a-dire que ¥; = {h; = 0}. Comme 3}; est invariante, pour n assez grand, ¢,(A) NY; = .
D’autre part, h; 0 ¢, (¢) —n—+oo 0. D’apres le théoreme de Hurwitz [40, p. 231], h; o ¢,, admet au
moins un zéro sur A. C’est une contradiction. O

Remarque 2.8. L’intérét du théoréme [2.3|n’est évidemment pas seulement de démontrer la conti-
nuité de n mais plus encore d’en établir un module de continuité. Il est pourtant a noter que la
continuité de 7 elle-méme n’était pas connue. En effet, les hypersurfaces invariantes Xq,...,%,
n’existent pas nécessairement au voisinage de singularités non-dégénérées. L’exemple donne
un cas explicite ou il ne s’applique pas, mais ol en revanche, la continuité était déja démontrée
par Lins Neto [58] théoréeme B].
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2.2.2 Estimation de la métrique de Poincaré

Outre la question de la régularité, il est souvent crucial d’avoir des estimations de 'ordre de
grandeur de la fonction 7, de sa vitesse de convergence, etc. Dans une boite a flots réguliére,
l'inclusion d’une plaque dans une feuille montre que 7 est localement minorée sur M \ E. La
majoration locale n’est en revanche pas automatique.

Définition 2.9. Soit % = (M, ¥, F) un feuilletage holomorphe singulier. On dit que .% est Brody-
hyperbolique s'il existe une constante A > 0 telle que n(xz) < A pour toutz € M \ E.

La condition de Brody-hyperbolicité est liée au fait qu’il n’existe pas d’application holomorphe
C — M faiblement dirigée par .%, comme on peut le voir dans la proposition suivante.

Proposition 2.10 (Fornass—Sibony [38, théoreme 15]). S’il n’existe pas d’application C — M
non-constante faiblement dirigée par % et si E est discret, alors .% est Brody-hyperbolique.

Démonstration. On utilise des techniques dites de Brody. On procéde par la contraposée en sup-
posant que FE est discret et que % n’est pas Brody-hyperbolique. Alors, il existe une suite d’ap-
plications holomorphes 1, définies sur un voisinage de D vers M telle que v, (D) est contenu
dans une feuille et telle que [|¢;,(0)[|,,, —n—+00 +00. On pose H,(z) = (1 — |2|?) [9n, ()l 4, -
Comme H,, est continue positive et que H,, est nulle sur le bord 9D, il existe z, € D tel que
H,(z,) = max,ep Hy,(z). On pose alors ¢,, = ¢, ouy ., : D — M, avec les notations du lemme
Calculons.

(L= =) 1652y, = (1= 121) 2, ()] 197, (0,2, (2D, = (1= [0, (2)1*) (1467, (w0, (D),
car (1 — |z|%) lug .. (z)| =1— |uo.», (2)|?, voyez la preuve du lemme Ainsi,

(L= 121) 160, g, = Hulu0,2,(2)) < Hulza) = 16,(0)]l,, +

par la méme identité sur les dérivées des automorphismes du disque en z = 0. D’autre part,
164, (0)lly, = Ha(0) = [04,(0)] —nssoe +00. On pOSe Ry = [, (0)]],,, et hn(2) = 6n ()
holomorphe définie sur R,,D. On a
(A
“ ()

Ainsi, la suite h,, est équicontinue et on peut donc en extraire une sous-suite qui converge uni-
formément sur tout compact vers une fonction holomorphe h: C — M. Comme [|n'(0)],,, = 1,
h n’est pas constante et elle est clairement d’image localement contenue dans les feuilles ou les
singularités. Enfin, F étant discret, son image ne peut étre contenu dans F. La proposition est
donc démontrée. O

1

1
lhn (g, = < —.
o 1= |2/Ral®

9m Rn

L’estimation de n au voisinage des singularités reste en revanche un probléme ouvert, ot 'on
n’a que des résultats partiels. Soit X un champ de vecteurs définissant localement un feuilletage
Z. On suppose que a est une singularité de X. Canille Martins et Lins Neto ont donné des bornes
pour 7 dans le cas ot le k — 1-jet de X est nul et son k-jet admet une singularité isolée en a. Dans
le cas d’une singularité non-dégénérée (c’est-a-dire quand k£ = 1), leur résultat est le suivant.

Théoréme 2.11 (Canille Martins-Lins Neto [61, théoréme 2]). Soit .% un feuilletage holomorphe
singulier sur B C C™ ayant une singularité non-dégénérée en 0. Alors, il existe r € 0, 1[ et K > 1 tels
que

K7z M l2]l] < n(2) < K [|2] 2]l = € 7B\ {0},

ol ||z]| désigne la norme euclidienne standard sur C", qui est également celle par rapport a laquelle
on définit la fonction n.
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On distingue dans la preuve deux moments, pour les deux inégalités. Commencons par montrer
la minoration de 7. Pour ce faire, il nous faut faire rentrer de grands disques dans les feuilles de
Z. On utilise pour cela le flot du champ de vecteurs X. Il nous faut alors garantir que ce flot
est défini pour un grand temps complexe, que 'on minore par le lemme de Gronwall. A noter
que Canille Martins et Lins Neto utilisent aussi une généralisation du lemme de Gronwall pour
des ordres partiels, afin d’obtenir leur énoncé. Néanmoins, leur généralisation ne concerne que
le cas k > 2 donc nous n’en avons pas besoin. Nous considérons un autre cas particulier de leur
travail au chapitre 4 (voir proposition [4.32). On énonce le lemme de Grénwall dans cette version
radiale 1égérement raffinée. On utilise le raffinement plus loin pour étudier les singularité de type
point-selle.

Lemme 2.12 (Gronwall [[74]). Soit ¢ une fonction de classe €' définie sur rB C R™ vers R™ et
P: [0,7] = R4. Soit C' > 0 une constante telle que

ldeoll < Clle(@)[| +¢(llzl)), @€ rB, (2.4)

ol d,.p désigne la différentielle de o au point x. Alors, pour tout x € rBB,

ll=]

|
le(@)]l < <|¢(0)|| + w(s)e_csds> Cllall

Dans le cas ot m = 1 et ¢p = 0, on retrouve bien str le lemme de Gronwall classique.

Démonstration. La preuve consiste a démontrer le lemme de Gronwall selon tout rayon. Si z = 0,
le résultat est trivial. Si « € rB \ {0}, on pose 7, (t) = by et

F(t) = ||g0(0)||+0/0 ||<p(ﬂra,:(8))||dSJr/0 P(s)ds.

En intégrant 'hypothése (2.4) le long de ~, on obtient ||¢(7.(t))|] < F(t). On définit a présent
G(t) = F(t)e~“". Les fonctions F et G sont de classe ¢! et on a

G'(t) = (F'(t) = CF(t)) =" = (Cllp(ra (1))l + ¥(t) = CF(t)) e " < w(t)e™".

On en déduit que G(¢t) < G(0) + fot Y(s)e~C*ds. On applique alors ce résultat a ¢ = ||z||, on utilise
que G(0) = F(0) = ||¢(0)| et que F(t) = G(t)e“* pour obtenir

=l

o)l < F(t) < <<p(0) + (s)ecsd5> Cllzll 0

Nous sommes a présent préts a démontrer une inégalité du théoreme|2.11

Lemme 2.13. Sous les hypothéses du théoréme il existe r € ]0,1[ et une constante C' > 0 tels
que

n(z) 2 Cllzll 2], =€ B\ {0}.
Démonstration. On se donne un champ de vecteurs X définissant .# sur 2rB, pour r € 0, 1].
Quitte & réduire r, on peut supposer que 0 est la seule singularité de .# dans rB. Comme 0 est
supposée non-dégénérée, il existe une constante C' > 1 telle que

CH < IX@) < Clzll, =€ 2rB. (2.5)

Considérons ¢,: D — 2rB le flot de X au départ du point z, défini sur un disque D centré en
0 de rayon maximal r, dans C. C’est-a-dire que ¢, est une solution, sur un disque maximal, du
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probléme de Cauchy
0Pz
¢ (1) = X(e:=(1))
¢:(0) = z.

On a ||die.|| < Clle=(t)| grace a (2.5). D’apres le lemme de Gronwall, on en déduit alors que
llg.(t)|| < ||z|| e€!*l. Par maximalité du rayon 7, il existe un nombre complexe ¢ de module r, tel

que [, (8)]| = 2r. Ainsi, r, > C! ‘m%
holomorphe. Par définition de 7, ceci implique que 1(z) > r. ||, (0)| = r. || X(2)|| = C~1r, ||2].
Dot (z) > C~2 ||| ‘m [[2[] [ =]l]- .

. Par construction, ¢,(r,D) C L., ¢.(0) = z et ¢, est

La seconde inégalité est plus délicate et nous avons besoin pour la montrer de quelques élé-
ments de géométrie hyperbolique. Pour le détail des définitions et des preuves des résultats sui-
vants, nous renvoyons le lecteur au livre de Kobayashi [54], ou a I'article de Canille Martins et
Lins Neto [61]].

Théoréme 2.14 (Ahlfors [54, théoréme 2.1]). Soit L une surface de Riemann et g une métrique
hermitienne sur L. On suppose que la courbure de Gauss de g est partout majorée par —a, ott a > 0.

. -1 o) . s 1
Alors, L est hyperbolique, et si U'on note gp sa métrique de Poincaré, ona g < ~gp.

Revenons a la preuve du théoréme dont on reprend les notations. On cherche a utiliser
le théoreme d’Ahlfors et donc a construire une métrique hermitienne sur les feuilles ayant une
courbure de Gauss le long des feuilles majorée par une constante strictement négative. On définit
pour cela

[CE&
z — 2, 92 ) )
X ()" I || z]|
ou X est un champ de vecteurs définissant .7. Si r est suffisamment petit, X a pour unique
singularité 'origine sur rB. La métrique h est alors clairement une métrique hermitienne non-
nulle sur rB \ {0}.

Lemme 2.15. On conserve les notations et hypothéses ci-dessus. Si l'on note h la métrique h res-
treinte aux feuilles de %, alors il existe une constante a > 0 telle que la courbure de Gauss de hg est
partout majorée par —a.

Démonstration. Les feuilles de .# sont localement paramétrées par le flot de X. Donnons-nous
donc Z: U — rB vérifiant Z' = X o Z et Z(0) = 2y € rB, ot U est un voisinage de 0 dans C. La
feuille L, peut étre décrite au voisinage de zo par la coordonnée ¢ — Z(t). Or,

V2@ e jd?
IX@Z@)Pw® | 20) W2 |20

car Z' = X o Z. Notons alors x: B \ {0} — R la courbure de Gauss de la métrique h . Posons
X(t) = parzgyy de telle sorte & avoir (Z2*h), = x(t) |dt|*. On a

(2°h). =

K(Z(0) = g () = 410 Z(0)] T (i (- m 2P

—aw? |20 o (120, X(Z@) 120 m 1 20))7)
ot I'on a noté (-, ) le produit hermitien standard de C™. On poursuit notre calcul.

ﬂ(zgn)” (Il Z@ P 121 - 2@, X ZO)F 1+ 1 20)]))

[(z0, X (z0))* | In]z0]’

4
||Zo|| ||ZOH

k(Z(t)) =2

R(z0) = = (=0l 12X Go)II” = {0, X (20)17)
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Sous cette forme, il est clair d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz que les deux termes de la
somme sont négatifs ou nuls. De plus, ils ne peuvent pas s’annuler en méme temps si zo # 0 et
r < 1. Si par ailleurs |z < =, alors x(z0) < — [ X(20)]|*||20/|">. Comme 0 est une singularité
non-dégénérée et est I'unique singularité de X sur rB, il existe une constante C' > 0 telle que
| X(2)|| > C~1| 2| sur rB. Par continuité de x, on en déduit qu’il existe une constante C’ > 0,
indépendante de z telle que k(zp) < —C". O

Démonstration du théoréme[2.11] D’apres le lemme [2.13] il suffit de montrer la majoration de 1.
2

D’apres le lemme et le théoréme d’Ahlfors, h < % gp = % sur rB. Par définition de h, on

a alors

2 2C
n(z) < 7= X 2] < Ja [12{] 21T,
car 0 est une singularité non-dégénérée, et donc | X (z)|| < C ||zl O

On s’intéresse plutot pour notre part a des feuilletages globaux qu’a des feuilletages locaux.
Ainsi, il nous faut un moyen de transmettre ces estimations du feuilletage local vers le feuilletage
global. C’est ici que la condition de Brody-hyperbolicité est particulierement cruciale, comme on
peut s’en convaincre dans la démonstration du lemme suivant.

Lemme 2.16 ([8] proposition 4.2], inspirée de Dinh-Nguyén-Sibony [32, proposition 3.3]). Soit
F = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier Brody-hyperbolique sur une variété complexe
compacte. On suppose que toutes les singularités de .# sont non-dégénérées. On munit M d’'une mét-
rique hermitienne gy, de la métrique de Poincaré gp et de la fonction n donnée par ([2.2). Alors, il
existe une constante ¢ > 0 telle que

c Yy (x, B)log* das(z, E) < n(z) < cdps(x, B)log* dy(z, E), x€ M\ E.

Démonstration. Pour chaque singularité a € F, on se donne un voisinage U, ~ 1B" ot I'inégalité
du théoreme est vérifiée pour le feuilletage restreint. On recouvre M \ (Uae E%Ua) par un
nombre fini de boites a flots (U;);cs, ol U; ~ D x T et 2U; est encore une boite a flots. Il suffit de
montrer I'inégalité voulue sur chacun de ces ouverts.

Si z € U,, linclusion de la plaque de z dans 2U; donne une application holomorphe D — L,
envoyant 0 sur z. On en déduit que 7(z) > ¢, pour ¢ > 0. D’autre part, .% est Brody-hyperbolique
donc n(z) < A. Comme M est compacte donc de diametre fini et que U; est loin des singularités,
l'inégalité voulue y est démontrée.

Soit & présent z € 1U,. On considére le feuilletage .#, = % |y, et sa fonction 7, associée.
Comme L, z, C L., le supremum dans est pris dans un ensemble plus grand pour 7 que
pour 7,. On a donc n(z) > n,(2) > C~1 2| |In||z|||. D’autre part, # est Brody-hyperbolique. Ainsi,
si ¢, est une uniformisation de L, centrée en z, et si ¢ € D, alors dps(z, ¢,(¢)) < édp(O,C). Si
donc ¢ € Dg,, pour Ry = %dp(0U,, 3U,), il vérifie ¢,(¢) € U,. Notons que R, est indépendant

de z. Soit ry = iizﬁ le rayon euclidien associé et u: D — L. définie par u(z) = ¢ (roz). On
a u(z) € U, donc n(z) = % [« (0)[l,,, < %na(z) < % |zl [1n [ 2] Commejln| et log* sont du
méme ordre de grandeur pres de 0 et que deux métriques hermitiennes sur B sont équivalentes,
la majoration du lemme s’ensuit. O

On peut se demander si 'on peut avoir des estimées de la métrique de Poincaré dans un
cadre de singularités plus large. L'inégalité du lemme [2.13] est trés spécifique aux singularités
non-dégénérées (voir [61, exemple 2]). Cependant, dans le cas de points selles en dimension 2,
on peut montrer des résultats analogues dans la direction forte. Rappelons quelques éléments de
réduction des points selles. Le lecteur peut se reporter a [65] pour une analyse complete de ces
singularités. Tout point selle est formellement équivalent a un feuilletage engendré par un champ
de vecteurs de la forme

Xo(l’, y) = merl 2

Ep +y(1 Jraxm)(%, m e N*, aeC.
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Cette forme est appelée forme normale de Dulac. L’équivalence n’est en général pas analytique.
En particulier, un point selle n’admet pas nécessairement deux séparatrices. On peut en revanche
toujours se ramener par un changement de carte biholomorphe a un champ de vecteurs de la
forme

+ (y(1 4+ ax™) + zR(z,y)) ﬁa (2.6)

X(a,y) = a1 2 -

ox

ol R est un reste de multiplicité au moins m.

Proposition 2.17. Soit .# un feuilletage sur un polydisque D?, défini par un champ de vecteurs de
la forme (2.6)). Alors, il existe des constantes C,C’ > 0 telles que pour tout z = (z,y) € $D? avec

1
lyl > C'lz|™™, n(z) > € Jy| | Jy]]. 1
En particulier; pour tout € € R, si [y| > e x|, et siz € (&)™ D, alors n(z) > C’e ||z|, [In[|z]|, .

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiére, mais elle a 'avantage de
pouvoir étre comparée a celle du lemme On voit qu’on a un tel type d’inégalité dans presque
toutes les directions, avec une dégénérescence pour la direction {y = 0}. On peut raffiner a I'envi
la premiere minoration de la proposition [2.17], notamment a 'aide d’isotropies sectorielles pour se
ramener a la forme normale (voir Hukuhara-Kimura-Matuda [46]] ou Martinet—Ramis [[65]]). Afin
d’éviter de trop longs et fastidieux calculs et une trop longue présentation d’une théorie somme
toute assez éloignée de cette thése, nous ne démontrons que le résultat ci-dessus.

Démonstration. On procéde de méme qu’au lemme en considérant pour zy = (z¢, yo) € 3D?
une trajectoire z(t) = (z(t), y(t)) de flot de X au départ de zy. La premiere coordonnée xz(t) peut
étre calculée explicitement.

_ 1
z(t) = zo(1 — mag't)” ™,
pour une détermination de la racine m-éme telle que 1~ # = 1. En particulier, on peut contrdler
_ 1
l2(t)] < |ao| (1 — m|wo|™ |t]) ™™ < 2w |a| pour |¢| < W La forme du coefficient en a% de X
implique d’autre part que
1
ly' (1) < Crly(D)] + Ca ()™,

ou C; et C5 sont des constantes. D’apres le lemme de Gronwall sous sa forme du lemme [2.12] on
en déduit que

m+1

i
ly()] < \yo|+02\$o\m+1/ (1= mlao|™ s)" " e”“ods | 11
0

m+1

27 Oy
Ch

[y < | lyol + Jarg | ) €1

m+1

pour [¢| < W Ainsi, si C || < |yol, le flot z(t) est défini sur un disque de rayon au moins

C% IIn(C” |yo|)|. D’autre part, si C |zo|™ " < |yo|, on a également ||2/(0)| > |5/ (0)| > C” |yo|. On
obtient donc le résultat voulu. O

Le cas des point selles pourrait étre intéressant mais nous n’en avons pas encore développé
les conséquences. En effet, rappelons que toute singularité en dimension 2 peut se ramener apres
un nombre fini d’éclatements, a des singularités ou bien non-dégénérées, ou bien ayant un point
selle (voir la sous-section[1.4.2). Les problémes suivants doivent étre résolus pour développer une
estimation de n pour toute singularité en dimension 2.

Probléme 2.18. Peut-on obtenir une majoration de n sous les hypothéses du lemme [2.17]?

Probleme 2.19. Lors de la réduction d’une singularité, on change a chaque éclatement la métrique
hermitienne que lU'on considére. Comparer la fonction 1 définie sur Uespace éclaté Z par rapport a
une métrique hermitienne canonique gz sur Uéclaté a la fonction initiale n définie par rapport a la
meétrique hermitienne gn; de départ. On pourra raisonner par récurrence éclatement par éclatement.
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2.2.3 Généricité des conditions d’hyperbolicité

L’objectif de cette sous-section est de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 2.20 (Lins Neto [58] théoréme B]). Soitn > 2 et d > 2 des entiers. Soit F € F4(P"(C)).
Si toutes les singularités de & sont non-dégénérées, alors .F est Brody-hyperbolique.

En particulier, d’apres le théoréme [1.31] ceci implique qu’un feuilletage générique (au sens
d’un ouvert de Zariski non-vide) de degré d > 2 sur P"(C) est Brody-hyperbolique. Ceci implique
également que les hypothéses du théoréme sont génériquement vérifiées. Lins Neto a géné-
ralisé par la suite son propre résultat par un critere plus abstrait en terme du fibré tangent T.%
(voir [60}, théoréme 1]) et d’'une métrique sur lui de courbure strictement négative. Néanmoins,
nous ne présentons que la version ci-dessus. Plus qu'une simple démonstration de la généricité de
nos hypotheses, c’est également un critere trés simple pour vérifier qu’elles s’appliquent : détermi-
ner le degré du feuilletage et faire une analyse simple de ses singularités.

Commencons par introduire quelques notations. On se donne .% € .%,;(P"(C)). On ne suppose
pas encore que toutes les singularités de .# sont non-dégénérées. On note F I'ensemble des sin-
gularités de .#. Soit X, un champ de vecteurs polynomial définissant .# sur U, ~ C", avec les
notations de la sous-section[1.3.1] D’apres (1.4), on peut mettre X, sour la forme

= 0
Xo = ij£ +9R,
j=1 J

avec R = Z?zl Zja%j le champ de vecteurs radial, g un polyné6me homogene de degré d et f; des
polynémes de degré d. De plus, g # 0 ou il existe j,k € [1,n] tels que z; fra # 2k fja, OU fjq et
fra sont les composantes homogeénes de degré d respectives de f; et fj. Pour j, k € [1,n], on pose
Rir = zjfr — z1.f; et F; = f; + zjg. On a encore R, = z; F), — 2, F).

La preuve consiste alors a construire “a la main” une métrique hermitienne sur P (C) telle que
I'on peut calculer sa courbure le long des feuilles. Pour cela, on corrige la métrique de Fubini-
Study de P"*(C) en l'adaptant au feuilletage .%, et on la recolle avec un modeéle local adapté aux
singularités non-dégénérées. Soyons plus précis. Soit

d—1

n
Xo(zl,...,zn): 1+Z|Zj‘2
7j=1

et . 2 2
Yoldz"+ Y |edzy — zidz]
j=1 1<j<k<n

ho = X0 - ; ;
AEIT A+ Y[Rl
=1 1<j<k<n

Lemme 2.21. Avec les hypothéses et notations précédentes, la métrique hy définit une métrique
hermitienne sur P"(C) \ E. De plus, la courbure de Gauss de hg le long des feuilles est strictement
négative sur P"(C) \ E.

Si I'on est loin des singularités, et notamment dans le cas d'un ensemble minimal non-trivial,
on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.22 (Camacho-Lins Neto-Sad [[17), théoréme 3], voir aussi [90, théoréme 4.8]). Soit
Z un feuilletage holomorphe singulier sur P?(C) et S un ensemble minimal non-trivial de .%. Alors,
toute feuille de S est hyperbolique. Plus précisément, la lamination sur S par les feuilles de F est
Brody-hyperbolique.

Démonstration. On suppose pour l'instant admis le lemme D’apreés le corrolaire[1.51] comme
# admet un ensemble minimal non-trivial, .# est de degré supérieur ou égal a 2. Ainsi, le
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lemme [2.21] s’applique. Par continuité de la courbure de Gauss le long des feuilles x de hy, il
existe une constante a > 0 telle que k < —a sur S. Le théoreme d’Ahlfors conclut la preuve, en
remarquant que hy et la métrique de Fubini-Study sont équivalentes loin des singularités. O

Démonstration du lemme[2.21] 1l est clair que hg est une métrique hermitienne sur C" \ E en tant
que multiplication par une fonction strictement positive de la métrique de Fubini-Study de P"*(C).
Il s’agit de démontrer qu'elle s’étend a P*(C) \ E et surtout de démontrer notre résultat sur la
courbure de Gauss le long des feuilles. Commencons par examiner la forme de hy dans les autres
cartes affines de P*(C). Soit j € [1,n] et ¢o; le changement de carte de U; a Uy donné par (1.2).
Ona

n
. 02;67&‘|dzk|2 + e z; ) l7£‘|deZl — zdz|
j =V J SkISn;k,l#)
(¢o;)" ho = Xéj) - ,
d
B (Z \FkOSDOj\Q-F > |Rk10<,00j|2>
k=1 1<k<i<n

: d—1
ol X(()j) (200325, 2n) = (1 +ZZ:O,I@7£]' |zk|2) . On pose alors X; = 207! (pj0), Xo le
champ de vecteurs définissant .7 sur U; d’aprés (L), et on note X; = Yi_o ., Fi¥) 52, ainsi
que R,(Cjé) = szl(j ) _ le,gj A partir de (1.3)), un calcul élémentaire donne

" " 12 112
SiBogol’+ > [Ruogol =l Y |F Y |RY

k=1 1<k<i<n k=0:k+j 0<k<I<nk,l#j

On en déduit

> |dzk|2 + > |zrdz — zldzk|2
. () k=07 0<k<I<nik 1]
(¢07)" ho = Xo D —5 —
e
k=0;k#j 0<k<I<n;k,l#y

Il s’ensuit que hg est bien définie sur P"(C) \ E et qu’elle y est définie par la méme expression des
coefficients de X si 'on change de carte affine. Reste donc a calculer la courbure de Gauss le long
des feuilles de hg en un point pg € P*(C) \ E. Sans perte de généralité, on peut supposer p € Uy.
On se donne une trajectoire Z(¢) du flot de Xy, pour ¢ dans un voisinage de 0 et Z(0) = py. La
feuille L,,, est paramétrée localement par Z(t) et la courbure de Gauss le long des feuilles est alors
la courbure de Gauss de Z*hg en p. Or,

Z*ho = xo(Z(t)) |dt]? @2.7)

la métrique h( ayant bien stir été construite pour avoir une telle propriété. On note (p) la courbure
de Gauss le long des feuilles de hg. Le long de la trajectoire de flot Z, on a donc

-2 9?
K(Z(t)) = o(Z0) 510 (In xo(Z(t))) -

Dans les lignes qui suivent, ||z|| désigne la norme euclidienne de C” et (-, -) le produit hermitien

d—1
standard de C". On a ainsi xo(z) = (1 + Hz|\2) . On calcule alors

_ . d-1 oz, Z'w)

k(Z(t)) = QXO(Z(t)) t<1+||Z(t)2>

d—1 L2 L2 ) B (2.8)

=2 Rz (IIZ(t)II HIZOI 12N = [(2(t), Z' (1)) )
(1+12@)17)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition que d > 2 nous permettent alors de conclure. [

Revenons a la preuve du théoréme [2.20] et supposons de plus que toutes les singularités de .7
sont non-dégénérées. D’apres le théoreme[1.31 .# a donc N = 1+ - - - + d" singularités. Quitte a
procéder a un changement affine de coordonnées, on peut supposer que E = {p1,...,pn} C Up.
L’idée est alors de corriger h au voisinage des singularités pour avoir une courbure de Gauss le
long des feuilles majorée par une constante strictement négative. Le lemme suivant vient donner
un critére encore abstrait qui nous permet de résoudre notre probléme.

Lemme 2.23. Soit o =

et telle que @

N+1 et p: R% — R% de classe €2, telle que p(z) ~p— 400 ax®, pour a >0

> ¢ > 0 au voisinage de 0. Avec les notations précédentes, définissons la fonction
Yi(z) = ¢ (||z —pj||2) pour la norme euclidienne standard de C" ~ Uy. Pour j € [1, N], Z(t) une
. . 2
trajectoire de flot de X telle que Z(0) = p, on pose de plus x;(p) = W% ‘t:O (Invy;(Z(t))). On
suppose
(1) kj(p) >0surUp\ E et
(2) liminf, ., r;(p) > a; > 0.
Soit enfin ¢; = 1;x, T . Alors, il existe une constante a > 0 telle que h = H _1 @jho s’étend en une
métrique hermitienne sur P"(C) \ E dont la courbure de Gauss le long des feullles est partout majorée
par —a.
En particulier; ¥ est Brody-hyperbolique.

Démonstration. Par définition de x, et de ;, il est clair que les ;(z) —|;|-+0 a. Comme de
plus ¢; ne s'annule pas sur C™\ E, h s’étend bien en une métrique hermitienne sur P*(C) \ E. Si

I'on définit ¢y = N“ ,ona

N Z P+ X |zdak — akdzl®
h— H ¢]j— 1<j<k<n :
=0 Z P+ S Rl

1<j<k<n

Soit Z(t) une trajectoire de flot de X, telle que X (0) = p. Par le méme calcul qu’en (2.7), on
obtient Z*h = H;V:O Vi (Z(t)) |dt|*. D’'oti 'on déduit la formule suivante de la courbure de Gauss «
de h le long des feuilles.

wze)=-2([[uze))| o Y vz
(2.9

0
N N -t
H(p)=—22< 11 )| Rs(p),

avec la notation analogue ko (p) = wol(p) a?ja% \t: o (Invo(Z(t))). Comme vy = xo " o , par le méme

calcul qu'en (2.8), on peut obtenir xy en fonction de la courbure de Gauss kg de hg. D’apres
I'hypothése (IJ), on obtient

-1

Na
N N (el
k(p) < -2 (H 1/%(?)) ro(p) < (H 1%(1”)) (N—|—1)%0(p)'
k=1

k=1

Comme F est strictement négative sur P"(C) \ E et que ¥ (p) ~|p|—+oo Ip||*“, on en déduit que
k(p) < a < 0 sur tout compact de P"(C) \ F, pour une constante a > 0. D’autre part, (2.9) et
I'hypothése impliquent le méme type de résultat au voisinage des singularités.
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Ainsi, il existe une constante a < 0 telle que la courbure de Gauss « de h le long des feuilles
de .# satisfait k < a. D’apres le théoreme d’Ahlfors, h < %gp. Notons hps la métrique de Fubini-
Study sur P"*(C). On cherche a montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que hgs < Ch sur
P™(C) \ E. C’est évidemment vrai sur tout compact de P"(C) \ E. Reste a le montrer au voisinage
des singularités. On a

2 N
(14 120%)” T v
= — =0 hps.
LB+ 3 Rl
P

1<j<k<n

n
O, au voisinage de p;, pour j € [1,N], 3 [Fil® < |z — py[|* et Sy [|Rual® < C 12 — s car
k=1

p; est non-dégénérée. Les 1y, pour k # j, sont minorées par une constante strictement positive C”
au voisinage de p;. On en déduit au voisinage de p;

2
o e (1= pil?) o
h> — ———"hps > £ hrs,
¢z —pyll c

par hypothese sur . Ainsi, hps < Ch < %gp et ceci implique, pour n mesuré par rapport a la
métrique de Fubini-Study, n < 2,/ % Autrement dit, .% est Brody-hyperbolique. O
Revenons encore a la preuve du théoreme On cherche donc a appliquer le lemme [2.23
Pour cela, on va construire a la main la fonction ¢ en recollant des bouts ou l'on sait procéder

au calcul. Si I'on se souvient des calculs de la preuve du théoréme [2.11] on ne s’étonnera pas que
¢(z) = In"?(x) au voisinage de 0.

Lemme 2.24. Il existe ty € |0,1[ et a,b > O tels que

| m7(t), te]o,to]
olt) = {a(t+ b)®, t€ [to, +oof

est de classe €>.

Démonstration. Le seul probléme se situe évidemment pour t = to. Soit ¢;(t) = In"?t et soit
2(t) = a(t+ b)*. En calculant les dérivées des deux premiers ordres de ¢ et @2 en ty, il s’agit de
résoudre le systéme

a(to + b)a = ln_2(t0)

p1(to) = a2 (to) 9
a—1 _ _ “ -3
Pilto) = phto) = calloH 0T =g )
/! — i 2
®1 (tO) P2 (tO) aa(a _ 1)(to + b)a—Q _ ? lnf?;(to) n tglniél(to)-
0 0

On substitue alors la premiere ligne dans les deux suivantes et 'on bascule tout au numérateur.

a(to + b)a = 1H_2(t0)
Oéto hl(to) = —Q(to + b)
ala — D)3 In*(t) = (to + b)*(2In(to) + 6).

On substitue cette fois la deuxiéme ligne dans la troisiéme, et 'on divise par (o + b)?. La derniére

ligne devient

40471

o = 21H(t0) +6,
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ou encore In(tg) = —2t2, d’ot1 ty = exp (— (1 + 2)) € ]0,1[. En remontant & la deuxiéme ligne,
zaa2ea+2

e >0.
(a+2)‘1+2

Comme tg # 0, to + b # 0 et In(tg) # 0, on peut revenir au systéme initial et tg, a, b vérifient les
résultats attendus du lemme. O

(1 —(142 \ . . .
on en déduit b = Ge (1+2) > 0. De retour a la premiére ligne, on obtient enfin a =

Il est clair que p(t) ~i—100 at®, que @ —¢0 0o et quen particulier, @ > c > 0au
voisinage de 0. Afin de vérifier les hypothéses du lemme [2.23] il s’agit donc de démontrer les

résultats sur «;. Le lemme suivant compléte alors la démonstration du théoréme [2.20}

Lemme 2.25. Avec les notations précédentes, r;(p) > 0 sur Up \ E et liminf,_,,. #;(p) > a; > 0.

Démonstration. La fonction v, ne dépendant que de ||z — pj||2, on peut supposer sans perte de
généralité que p; = 0. La portion ||z| € ]0, /5] a en fait déja été traitée au lemme Le cas ol
Iz]| € [to,+oo] est encore plus simple. Sil'on se donne une trajectoire Z(t) de flot de X, telle que
Z(0) =p,ona

1 0? aa™? 0 ((Z(t),Z'(t))
——_(Iny;(Z()) = =
V;(Z(t)) 8t8t( 5(Z() (||Z(t)|\2+b)2a ot (Z(t)||2 +b

-2
aaq
- L (12017 (b+120)17) — 1(20). 2' 1))
(1z)* +0)
Ainsi, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient également «;(p) > 0 si ||z]| > v/%o. O

Outre le fait que .# est Brody-hyperbolique, Lins Neto montre également dans le méme article
que la métrique de Poincaré est continue. Dans la mesure ot nous allons le démontrer, et mieux
méme déterminer un module de continuité de 7 dans des hypothéses plus générales, o1 'on ne se
restreint pas au cas de P"*(C), nous ne reproduisons pas sa preuve. L’exemple suivant, qui nous a
été suggéré par Julio Rebelo que nous remercions, illustre a la fois la puissance du théoreme [2.20
et du théoréme le résultat principal de ce chapitre. Il montre d’une part que le critere de
Lins Neto permet facilement de montrer qu'un feuilletage est Brody-hyperbolique, et de montrer
la continuité de n dans des cas ou le théoréme [2.7| ne s’applique pas; et d’autre part que I'on peut
y montrer le module de continuité (2.1)), alors que le théoréme ne s’applique pas.

Exemple 2.26 ([8, exemple 4.12]). Soit sur C? le champ de vecteurs polynomial suivant.

0

Xo(zl,ZQ) = (221 -+ Z% — Z? 5
2

9 2
— + (22 — 21 %
) 2t (e st)
1l détermine un feuilletage .# sur P?(C) d’aprés la proposition Nous entendons démontrer

sur & les résultats suivants.

(1) Le feuilletage .# est de degré 2.
(2) Toutes les singularités de .%# sont non-dégénérées.
(3) Lorigine de Uy ~ C? est une singularité non-linéarisable.

(4) Lorigine de Uy ~ C? est une singularité qui nadmet pas deux hypersurfaces invariantes
locales 31, ¥ telles que 1 N ¥y = {0}.

Avant de démontrer ces quatre points, mesurons-en les conséquences. D’apreés les points (T)), et
le théoréme 7 est Brody-hyperbolique et d’apres le résultat de Lins Neto, la fonction 7 est de
plus continue. En revanche, d’apreés le point (@), le théoréme ne s’applique pas. La continuité
du théoréme de Lins Neto n’est donc pas contenue dans celle de celui de Forneess et Sibony. D’autre
part, comme .% est Brody-hyperbolique et d’aprés le point (@), on a le module continuité en
application du théoréme En revanche, d’aprés le point (3)), le théoréme ne s’applique pas.
Notre résultat est donc bien une amélioration de celui de Dinh, Nguyén et Sibony.
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Démontrons donc les quatre points que nous avons avancés. Le champ de vecteurs X, se met
sous la forme (1.4), avec g = —2%, f1 = 221 + 23 et fo = 2,. Ainsi, .7 est bien de degré 2. Détermi-
nons a présent 'ensemble singulier £/ de .#. On écarte dans un premier temps les singularités sur
I'hyperplan a l'infini en calculant les champs de vecteurs X; = 2o (¢;0), Xo, pour j € {1,2}, avec

les notations de (1.2) et (1.3).

9 0
Xa(an,22) = (1~ 268 = 20%8) o — (022 + ) o
X (20, 21) = (22 = ) 22+ (1 + 021)
2 <05 <1 1 0 820 021 621_

Une singularité sur I'hyperplan a l'infini vérifierait zo = 0 et X1 (29, 22) = 0 ou X3(20,21) = 0. 1l
est clair que de telles coordonnées n’existent pas. Dés lors, toutes les singularités de .# sont dans
la carte Uy et sont des points d’annulation de X. Ainsi, pour (z1, 22) € Uy ~ C?, on a

221 + 25 — 23 =0,

z21,29) € E <= Xy(z1,22) =0 <=
(1:22) oz 22) { 2 (1 - 27) =0.

Avec la factorisation de la seconde ligne, on obtient (z1,22) € E si et seulement si zo = 0 et
21(2—22) =0,0u 2; = +1 et =1 + 22 = 0. Dés lors,

B = {(0,0)5(v2,0)5 (=v2,0); (1,); (1, =0); (=1, 1); (-1, 1)} .

On cherche alors & démontrer le point (2). Une singularité (z1,2;) € E est non-dégénérée si et
seulement si J(z1, z2) = det Jac(Xo, (21, 22)) # 0, avec

— 2
JaC(X()’ (21722)) — (2 32’1 2Z122> .

229 1—22

On calcule alors J(z1, z2) pour toute singularité (z;, z3) € E.

2 0 —4 0 1 —2i
J(0,0)’ 01 ‘2, J(i\/i,())‘ 0 1 ‘4, J(l,z)‘ o 0’ =4,
) 1 2i -1 2 —1 -2
J(l,—z):‘ o o= J(—l,l):‘ 5 o ‘— 4, J(—l,—l):‘ ) ‘——4.

Des lors, toutes les singularités de .% sont bien non-dégénérées et on a le point (2)). Reste a prouver
les points et ([@). En fait, on prouve que l'origine de U, est une singularité résonante, que I'on
pourrait mettre sous la forme normale du théoréme de Poincaré-Dulac (voyez théoréme [1.61))

Zo(wy,wa) = (2w1 + )\wg) aiwl + wgaiwz,

avec A # 0, dans des coordonnées holomorphes (w;, w2). Nous n’avons cependant pas besoin d’une
telle forme normale. On commence par démontrer (4). Notons que X, admet une hypersurface
invariante ¥; = {z; = 0}. Il s’agit de montrer qu’il n’en existe pas d’autre. Par 'absurde, on se
donne une paramétrisation de Puiseux t — v(t) = («(t), 5(t)) d’'une hypersurface invariante ¥, au
voisinage de 0. La condition X; N X, = {0} implique que 5 n’est pas identiquement nulle. Comme
{z1 = 0} n’est pas invariante, « non plus n’est pas identiquement nulle. La condition que X, est
invariante se traduit par

(2a(t) + (1) — *(1) B () — (B(t) — a*(1)B()) &/ (t) = 0, (2.10)

identiquement. Notons p € N* tel que a(t) = at? + O(tPT!), avec a # 0 et ¢ € N* tel que
B(t) = bt + O(t7+1) avec b # 0. On distingue deux cas. Si p < 2¢, alors (2.10) devient a l'ordre
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minimal 0 = ab(2q — p)tPT4~! + O(tP*+9), ce qui est une contradiction. Si p > 2¢, on obtient
0 = gb3t39~1 + O(#37), ce qui est aussi une contradiction. Dans tous les cas, on a une contradiction,
et on a démontré ([@). Ceci implique en particulier (3]), car une singularité linéarisable admet deux
séparatrices qui forment des hypersurfaces invariantes locales X1, 5 telles que X1 N X5 = {0}.

Dans notre article [8]], nous avons proposé une autre preuve de sans passer par une para-
métrisation de Puiseux, a base d’éclatement de 'origine. Sous son aspect banal, une paramétrisa-
tion de Puiseux est en fait quelque chose qui n’est pas du tout facile a obtenir. On peut consulter
notamment [23] section 1.4.3] pour plus de précisions et références. Nous reproduisons donc la
démonstration de [8] pour son caractére plus élémentaire.

On se donne X§ = 2212 3 + 225, 82 la partie linéaire de X. Par I'absurde, on suppose que X
est linéarisable. Autrement dit, qu’il existe un biholomorphisme local ¢: (C?,0) — (C2,0) tel
que 1. X§ = uXy pour une fonction u holomorphe telle que u(0) # 0. Quitte & précomposer par
I'inverse de la partie linéaire de 1), on peut supposer que v est tangent a I'identité. On procéde a un
éclatement de 0 dans C2. On reprend les notations de (1.6), (I.7), et (L9, ie. Z =V, UV,
I'espace total de I'éclatement, ot V; et V5 sont les deux ouverts standard munis de leurs cartes
¢j: V; = C?; m: Z — C? la projection canonique, D le diviseur exceptionnel et c: C*\ {0} — Z\D
linverse de 7 hors de lorigine. Les champs de vecteurs X, et X§ définissent des feuilletages
respectifs Fz et FL sur Z par lextension de 1, X, respectivement ¢, X{. Les feuilletages .7 et
F£ sont définis sur la carte (Vj,goj) par un champ de vecteurs X, respectivement Xg’j , pour
j € {1,2}. Comme ¢ est supposee tangente a 1’1dent1te elle laisse 1nvarlante chacun des ouverts
V1 et V,. Définissons 1/} = totpom et 1/)J ©; oq/;o<p . La condition que 1, X§ = uXj se traduit dans
I'espace Z par le fait que le diagramme suivant est commutatif, a multiplication par une fonction
holomorphe qui ne s’annule pas prés, c’est-a-dire, en terme de feuilletages.

(C2\ {2 = 0}, Xf) —> (V;, #5) > (€2, x}7)

Lk

(C2\ {z; = 0}, Xo) —— (V. F7) — (€%, X})

En particulier, l’apphcatlon wj conjugue a multiplication par un complexe non nul prés les parties
linéaires de X7 J et de XO’7 C’est pour j = 2 que 'on parvient a une contradiction. Le changement

de carte ¢, o ¢ est défini par ¢5 o t(z1,22) = (%7 zg) = (w1, 22). On calcule alors (2 0¢), X et

(p2 01), Xt pour déterminer X2 et X2, On a d’une part

0
+ 29— Xg’Q;

(p201), Xo(w1,22)*w18 92

a 2.3 a 2
o), Xo(wi, 22) = (w1 + 22) — + wizs) — =X
(@2 )* 0( 1 2) ( 1 2) 8'[1}1 ( Z2 — Wy 2) 822 0>
d’autre part. Les parties linéaires de X2 et de Xé’Z ne peuvent pas étre conjuguées a multiplication

par un complexe non nul pres. En effet, celle de X§’2 est l'identité, et celle de X3 n’est pas un
multiple de l'identité. C’est donc une contradiction et 0 n’est pas une singularité linéarisable.

2.3 Régularité de la métrique de Poincaré dans le cas des sin-
gularités non-dégénérées
L'objet de cette section est de démontrer le théoréme Comme annoncé en introduction,

nous suivons pour cela la méthode de Dinh, Nguyén et Sibony d’équation de Beltrami. Plus précisé-
ment, pour z et y suffisamment proches, on construit une fonction quasi-holomorphe ¢: Dr — L,
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qui est également proche d’'une uniformisation ¢, de L,. Ainsi, aprés correction de ) en une fonc-
tion holomorphe, 7(z) et n(y) sont proches par la propriété d’extrémalité (2.2). Nous restons pour
I'instant volontairement flou sur ces notions de proximité et la sous-section vient préciser
ce que nous avancons. Toujours est-il que nous contruisons cette fonction ) par projection ortho-
gonale d’une feuille sur une autre. Loin des singularités, une estimation a la louche nous suffit
amplement, mais il nous faut nous pencher de plus prés sur les voisinages des singularités. L'objet
de la sous-section est de controOler le comportement de cette projection orthogonale.

2.3.1 Etude locale de la projection orthogonale feuille a feuille

On considére donc le voisinage d’une singularité non-dégénérée et on cherche a étudier la
projection orthogonale d’une feuille L, au voisinage de « vers la feuille L, au voisinage de y. Soit
X un champ de vecteurs sur 3pD" ayant une unique singularité a 'origine 0, qui est supposée
non-dégénérée. Soit .# le feuilletage associé a X. On note dans la suite ||-|| la norme hermitienne
standard sur C” et (-, -) le produit hermitien standard. Comme 0 est supposée non-dégénérée, il
existe une constante C > 1 telle que

Cot Izl < 1 X ()| < Collzll, = € 3pD. (2.11)

Pour z € 3pD", on note . (¢) le flot de X au départ de » au temps ¢. C’est-a-dire que l'application
v.: (C,0) — 3pD" est une solution maximale du probléme de Cauchy

%2 (1) = X(p-(1)
SDZ(O) ==z

En prenant les dérivées successives de la premiere ligne par rapport a ¢, on montre par un argu-
ment de compacité qu’il existe C; > 0 telle que

%,
ot2?

.
ot3

0] < x| 50| < axe.on. (2.12)

Commencons par une analyse élémentaire du flot, en dégageant quelques premiéres propriétés
indépendamment du point de départ.

Lemme 2.27. Il existe un rayon r( et une constante ¢ > 0 tels que pour tout z € 2pD" \ {0}, @, est
défini et injectif sur roD. De plus, pour ry < ro, ¢, (r1D) contient L[cry ||z]|].

On utilise pour cela le théoréme suivant, dit du quart de Koebe, dont on peut trouver une
démonstration dans [80] théoréme 14.14]. On désigne dans son énoncé par D(z,r) le disque de
centre z et de rayon r dans C.

Théoreme 2.28 (Quart de Koebe). Soit f: D(z,r) — C une application holomorphe injective. Alors,

f(D(z,)) contient D(f(z), 7 |f'(2)]).

Démonstration du lemme[2.270 Soit z € 2pD et considérons un disque de rayon maximal r, sur
lequel ¢, est bien défini. Par maximalité de r,, il existe ¢t € C tel que |t| = r, et ||p.(t)] = 3p. Or,
par définition du flot et d’apres (2.11)),

ezl = X (w0l < Colle=) . [t < 7=

Ainsi, d’aprés le lemme de Gronwall, ||, (¢)| < ||z|| e“°!*l. Comme ||z|| < 2p, . > C; ' In(3/2). De
plus, d’apres la premiére inégalité de (2.12)),

IX(o:(0) = X1 < €| [ 1X (@)l du] < Cr =) (<71 =1) < Cucu X)) (111 ~1).
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X . .
Pour [t| < &-In (1 + chl) =/, ona alors || X(¢.(t)) — X(2)] < w En particulier, ¢, est
injective sur min(r,,7,)D, et ce rayon, malgré les apparences, ne dépend pas de z. On applique
alors le théoreme du quart de Koebe en coordonnées, ainsi que (2.11) pour démontrer notre

affirmation sur c. O

On cherche donc a construire une projection orthogonale feuille a feuille. D’apres le lemme
précédent, on peut travailler localement, sur un voisinage dont on contrdle la taille, avec une
paramétrisation des feuilles par le flot. Pour x,y € 2pD" \ {0}, on définit

2
gt ) = QD= ) (1) — oy, X ). (213)

Pour ¢, u € roD, si g(¢,u) = 0, alors le vecteur ¢, (t) — ¢, (u) est orthogonal au vecteur tangent a L,
en ¢, (u). Cest par cette condition que I'on caractérise la projection orthogonale locale. Montrons
tout d’abord qu’elle existe et qu’elle est de classe €.

Lemme 2.29 ([8, lemme 3.1]). Avec les notations du lemme il existe un rayon r1 < rg et un
réel strictement positif 1 tels que les propriétés suivantes sont vérifiées. Soit x,y € 2pD™\ {0}, tels que
|z =yl < el|X(x)| avec e < e1. Pour tout t € 3, il existe un unique u € rD tel que g(t,u) = 0.
Ona |t —ul =0(e).

De plus, Jac,(g)(t,u) # 0 et il existe f: D — r1D de classe €* telle que g(t, f(t)) = 0.

Démonstration. Notons tout d’abord que pour |t| < 7o, il existe une constante C' > 1 telle que
C7Hz =yl < llpst) —py(t)] < Cllx—yl. Il Sagit en effet d’'une conséquence du lemme de
Gronwall en notant qu'il existe ¢ > 0 telle que | X (2') — X(v)|| < c|l=’ — ¢/||, et ainsi C = e".
Soit r; < g ett € ZD. On définit N(u) = || (t) — <py(u)H2. Par compacité de D, N atteint son
minimum en un certain ug € r;D. Comme N est de classe ¢!, ug vérifie ou bien |uo| = 1, ou bien
%—]g(uo) = g(t,up) = 0. On cherche alors a écarter la premiére possibilité en montrant que si u est
trop loin de t, N(u) > N(t) = s () — 0y ()]
Calculons plus précisément.

o (8) = oy @)l > It = ul IX 2y (D] = llpa(t) = 2y @)l = Iy () — () — (1 — X (2, ()]
> (It = ul - 0e) = O(1t — u)) IX (py (D]

. Notons en effet que si |ug| = r1, [ug —t[ > %

On choisit d’une part r; pour que ci-dessus, |t — u| — O(|t — u|*) > |t;“| , ol |t —u| < 21, Comme

lz]l, lly]l et |loy(¢)|| sont du méme ordre de grandeur, on a de plus || X (¢, (t))|| > C || X (z)|]. On
choisit d’autre part £; pour avoir @ —O(e) > C'e, si|t —ul > & ete < 1. Avec ces choix,
N(u) > &2 || X (z)||> > N(t) si |u| = 1. On en déduit que uy € 1D, donc g(t,uo) = 0, et de plus
que |t —ug| = O(e). La figure donne une vision schématique des quantités impliquées dans
notre calcul.

On démontre a présent l'unicité de maniere similaire. Soit v € rD tel que g(¢t,u) = 0. On a
alors g(t,u) — g(t,up) = 0 et si'on écrit cette identité autrement

0 = (py(uo) — py(u), X(py(u))) + (pz(t) — @y (uo), X (py(u)) — X (py(uo)))
0= ({0 — ) + Ol = wo|*) + Ofe [u = o)) 1 X (2, (w))|I*.

Par le méme raisonnement, si r; est suffisamment petit et si g( est choisi en conséquence suffisam-
ment petit, ceci n’est possible que si u = uy. D’ot1 'unicité de uy.

Il nous reste donc a montrer que la Jacobienne de g par rapport a v ne s’annule pas en (¢, ug).
Les formules suivantes sont une simple dérivation de par rapport aux variables u et .

dg dg

2
it = IX@ I G0 = (e - e G2 W) @19
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On en déduit alors 'estimation de la Jacobienne

99 9y
acu(g)(two) = | 9 BL | (tu) 2 (1= C2) X (2 m)* = X @) >0, 215)
au  Ou
D’apres le théoreme des fonctions implicites, la fonction f demandée existe localement et est de
classe €. Par unicité de ug, les différentes définitions locales se recollent bien entre elles. O
L,
X (fi) ' = g (t) Ly
(t—u) Xy,
o | oIx @)
2 |
O([t —ul") X(y) }
y' = py(t)

FIGURE 2.1 — Quantités en jeu dans la preuve du lemme [8, figure 1]

Dans la sous-section [2.3.2} on a besoin d’une estimée de la norme %2 de la projection ortho-

gonale, et il nous faut donc pousser I'analyse sur les dérivées successives. On commence par celles
de f.

Lemme 2.30 ([8, lemme 3.2]). Aves les notations du lemme[2.29] || f — id||4. = O(e).

Démonstration. Le lemme précédent nous fournit déja une telle estimée pour la norme infinie. I
s’agit donc de démontrer des résultats similaires sur les dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2 de
/. On dérive alors f. D’aprés le théoreme des fonctions implicites, on a le lien suivant entre les
dérivées de f et celles de g.

dg 9g dg 0y dg
of ou  du ot ou Ou
Ypy-1=—| 0u Ju u U | (¢, £(1)),
20 % o 0" 3|50
ou Ou ou ou
A (2.16)
of 99 29\ g
9y | du Ou 99 99
S=-| 2 am ] (%20 )
ou  Ou

car % = 0. Notons 6., (t) = pz(t) — ¢y (f(t)). Dans la preuve du lemme , on a montré que
f(t) est localement le temps uo qui minimise la distance entre ¢,(t) et ¢,(ug). Ceci implique

que [[d., ()| < la(t) = @y (D] = Oz —yl|). Ainsi, d'apres (2I4) et @I2), F2(t, f(t)) est un
O(llx =yl | X (2)]))- Dautre part,

29 )+ 221, ) = (X (2elt) ~ X (2y(u)), Xy u))

On a donc également (% + 34) (t, f(t)) = O(|z — y|| | X (2)]|). Ces inégalités, et celle de (2:15)
montrent que || f —id|l4: = O(l|lz =y | X ()| ") = O(e).
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On poursuit donc sur les dérivées d’ordre 2. On utilise la formule classique de différentielle du
déterminant
dadet-H = Tr ((com(A))T H) :

oll Tr est lopérateur trace d’une matrice, com(A) la comatrice de A, (B)” la transposée d’une
matrice B et d det la différentielle de I'application déterminant en une matrice donnée A. On
note J(t) = Jac,(g)(¢, f(¢t)). Nous voila préts a différentier B(f ld) donnée par (2.16).

dg g 3g+39 Jg

o1 o ou o " ou ou
(7= -1 —Tr u 0 d ¢t Ou Ju dt, df),
t( <8t )) B9 99 g (£, () 9 7] o (dt,df)

ou Ot Ou ou ou

ol d, ¢(+))H désigne la différentielle d’'une application matricielle / de (¢, ) au point (¢, f ( ). A
nouveau, les quantités | 22 t, f(t))‘ et \ (% + %g) (t, f(t))’ sont des O(||z — y| | X (2)]|) et 1]

est pour sa part un O(||z — y|| | X (x)||""). D’aprés (@2.12), on a aussi llgllg= = O(| X (x )|| ). L
derniére estimée dont nous avons besoin est celle des termes suivants.

0 0 dg Og Do, 0py
(aﬁa) (8t+3u> < a2 X C%u)
0 0 dg  Og\ _ 62<,0y
<8t+3u) (at-i-au>—<Xo<pw—Xo<py,au2 .

dg | dg ,
(5 + &) (3 + %) | et|(Z+ &) (% +52)] sont aussi des O(|la ~ y| | X(x)]). On ob-
tient alors, en synthétisant toutes ces observations,

W(a(%jq)NL<CmeWF@w»

ol la fonction F' est donnée par

re) =1 (X0 1220 (5l ) + e = slix @i =5l - sl 1x G-

lz =yl llz =yl

Ainsi,

On remarque enfin que le fait que la Jacobienne, dans ou en dehors de la différentiation, ne change
pas lestimation précédente. En effet, d’aprés (2.15), le calcul précédent et celui de la norme ¢,

" @{ ) 1) B ﬁ (dt (J“) (g{ 1)) - (g{ - 1) dtJ>
o (55 -1)]| =0 (1 = wxen ).

Reste & obtenir le méme type de résultat pour . On calcule a partir de (2.16)

of dg 9 (99 9 (0f g T g
m(“)m“> 7 w(&@ﬂm>+m(m'wm+m'%»‘
SL1(t), et |54 (¢, £(1) = <sﬁm(t) =y (f(t)), a;%(u)> sont toutes

trois des O(||x — y|| || X (z)||). Par le méme calcul qu’en (2.17), on obtient des lors que a oy (t)‘ est

un O(||z — y|| | X (z)||"). Rassemblant tous nos résultats intermédiaires, on trouve b1en que

(2.17)

Or, les fonctions ‘g—g (t, f(t),

1 = idllgz = O (Ilz — 1 X ()| ") = O(e). 0
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Le lemme suivant synthétise alors les résultats précédents dans des propriétés de la projection
orthogonale. On les présente telles que nous en avons besoin dans la sous-section suivante. La
figure récapitule la construction de cette projection orthogonale par la fonction f.

Lemme 2.31. II existe des constantes eq, €1, k et K telles que pour tous xz,y € 2pD™ \ {0}, si
|z — y|| < e |z||, alors il existe une projection orthogonale locale

Dyy: Laleo [|z]] = Ly[keo [|]],
vérifiant
(D) dr,(y, Puy(2)) < kflz—yll;
(2) Sl T1,T2 € Lx[é‘o Hl‘”], alors dLy ((Dry(xl)7 @Ty(lfg)) S deI (171, Z‘Q),
(3) @,y est lisse et les dérivées de @, — id sont des ordres de grandeur suivants;

. . €T — (I)m X
[ =il < o = (o)l [0 — i, < eIl

)

lz= @)

@2y —id[lepe < >
]

(4) Six' € Lyeo||z||], ¥ € Lylkeo ||z]|] et ||z’ —y'|| < e1||2’||, alors ®gryy et P,y coincident sur
Uintersection de leurs domaines de définition.

Démonstration. On définit localement ®,, = ¢, o f o ¢ . Pour &g = %, ol r; est donné
par le lemme et ¢ par le lemme ®,, est bien définie sur L,[eo ||z|] & valeur dans
Ly[keo ||z]]] pour un certain k£ > 0 suffisamment grand. Les trois premiers points sont alors des
conséquences simples des estimations de f du lemme Le quatriéme point découle de 1'uni-
cité du lemme O

FIGURE 2.2 - Projection orthogonale depuis la feuille L, prés de « vers la feuille L, pres de y (au
voisinage de la singularité non-dégénérée 0) [8 figure 2]

2.3.2 Module de continuité de la métrique de Poincaré

On démontre donc dans cette sous-section le théoreme On y manipule une distance induite
sur M par une métrique hermitienne g,;. Afin de ne pas alourdir les notations, on la note sim-
plement d. On conserve par ailleurs les notations dy, pour la distance le long des feuilles mesurée
par gy, et dp pour la distance de Poincaré dans une feuille ou dans le disque ID. Nous invitons le
lecteur a étre attentif a chaque ligne a la distance en jeu. Si u et v sont des fonctions d’'un ensemble
K vers M, vers une feuille L ou vers D, on note également

dg (u,v) = ;g}}gd(u(x),v(x)), dp i (u,v) = iggdp(u(x),v(x)).
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Cadre géométrique Notons que I'existence de C et de « dans est indépendante de la
métrique hermitienne g); (et méme que « est indépendante de cette métrique). Ainsi, on peut
construire g,; par partition de l'unité de telle sorte a satisfaire des hypothéses qui simplifient sa
manipulation. Par compacité de M, on peut trouver un recouvrement ouvert i = (U, U;)
de M par

(1) des voisinages respectifs U, d’'une singularité p admettant des coordonnées holomorphes
U, ~ 4pD™, centrées en p et telles que la métrique hermitienne g,; est donnée sur 3pD™ par
g =~ ||dz||*. On suppose que les U, sont tous disjoints.

(2) (Ui);c; est un recouvrement de M \ Upe £1U, par des boites a flots.

peEiel

Pour simplifier nos calculs, on suppose que le diameétre de M pour g, est au plus égal a 1. De la
sorte, si § est une distance entre deux points de M, on a log*§ = 1 + [logd| = 1 — log §. On note d
une distance suffisamment petite pour que pour tout point = de M, il existe U € U tel que la boule
centrée en x et de rayon d soit inclus dans U. Ainsi, il existe un jeu de cartes holomorphes fini ot
I'on peut a des constantes prés considérer la métrique hermitienne standard, appliquer la formule
de Cauchy, etc. On suppose que .# est Brody-hyperbolique et on note A la constante apparaissant
dans la définition On suppose de plus que toutes les singularités de .# sont non-dégénérées.
D’aprés le lemme [2.16)] il existe une constante C; > 1 telle que

Cd(z, E)log* d(z, E) < n(x) < C1d(x, E)log*d(z,E), z € M\E. (2.18)

Nous avons besoin d’'une projection orthogonale feuille a feuille définie sur I'ensemble de la variété
M. Les estimations du lemme |2.31] sont classiques deés lors qu’on est loin des singularités. Ainsi,
on a le résultat global suivant.

Lemme 2.32 ([8, lemme 4.3]). Il existe des constantes ¢g, €1, k et K telles que pour tous points
x,y € M\ E, sid(z,y) < e1d(z, E), alors il existe une projection orthogonale locale

D,y Lyleod(z, E)] — Lylkeod(x, E)],
vérifiant
2) Si xr1,T2 € Lw[80d<$, E)], alors dLy (‘Pwy<$1), @wy(mg)) < deL ($1, 372),'

(3) Dy est lisse et les dérivées de @, — id sont des ordres de grandeur suivants dans les ouverts U;

etUpy;
[@ay —id]| , < e"d(z, Puy(z)), [|Pay —id|lgn < eKCi(in"yE')’
K ) .
[0y —idllgs < S0

(4) Siz' € Lyleod(x, E)], ¥ € Lylkeod(x, E)] et d(z’,y") < e1d(2’, E), alors Oy, et O, coin-
cident sur Uintersection de leurs domaines de définition.

Notons que les trois auteurs dans [32] obtiennent le méme type de résultat dans le cadre de
singularités linéarisables. En revanche, ils utilisent pour leur part I'invariance par homothétie du
feuilletage au voisinage des singularités. Ici, nous n’avons plus a notre disposition une telle astuce,
d’ot1 la nécessité de démontrer 'inégalité a la main dans la sous-section précédente. Le reste de la
preuve est essentiellement la méme que la leur.

Nous avons besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 2.33 ([8, lemme 2.4]). Soit C' > 0. Si R > 0 est suffisamment grand et si z,w € Dg sont

tels que |z — w| < Ce™F, alors dp(z,w) < eft|z — w).
g . . R_ . 1. IR o s .
Démonstration. Soit r = &5 +} le rayon euclidien associé a R. Ainsi, |z|, |w| < r. La distance de

Poincaré entre z et w est plus petite que la longueur de Poincaré de la ligne droite entre z et w.
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D’oul

25 —
dp(z,w) < |2 = wl

ST <ol

: : 2 _ _ 4R
si R est suffisamment grand, car 1 — r* = e O

Preuve du théoreme On commence par un lemme qui nous donne un critére de proximité
de n(z) et n(y), si x,y € M \ E. L’énoncé est assez similaire a celui de [32] proposition 3.6],
dont la preuve est en partie faite dans [31, proposition 2.2]. Les trois auteurs utilisent la notion
d’étre (R, §)-conformellement proche, mais cette notion est surtout nécessaire dans leur preuve de
la finitude de l'entropie. Nous la réutilisons plus précisément dans le chapitre [4] Pour l'instant,
nous pouvons nous contenter d’hypotheses 1égérement plus faibles. Dans toute la suite, on se
donne deux points x,y € M \ E, que 'on suppose proches (voir (2.21))) et des uniformisations
¢z D —= Ly, ¢y: D — L, avec ¢,(0) = z et ¢,(0) = y.

Lemme 2.34. Il existe des constantes Cy,C3,Cy > 0 telles que si R > 0 est suffisamment grand, si
§ < e 2F et si l'on suppose que
(1) Ilexiste une fonction lisse ): Dr — L, sans point critique telle que 1(0) = y et dg,, (Y, ¢z) <65

(2) |||, < 24, ot lon considére di pour la métrique de Poincaré a la source Dy et pour la
métrique hermitienne restreinte gy sur Ly ;
(3) Il existe une application lisse V: D — D telle que ¥(0) = 0, ¢, o ¥ = 1 et le coefficient de
Beltrami py satisfait ||pg |l < 05
alors, il existe une fonction holomorphe v, : Dr — D telle que v, (0) = 0 et dp,, (¢, 0 vy, ¢5) < Coe®é.
De plus,
n(x) = n(y) < Cse"d + Cae™Mr(y).

On rappelle que le coefficient de Beltrami py est défini par %—%’ = ,u\p%—‘f.

Remarque 2.35. Notons que l'existence de ¥ dans est automatique. En effet, comme Dy est
simplement connexe, il s’agit simplement du relevé de ¢ via ¢, tel que ¥(0) = 0. Vérifier cette
hypothése consiste donc a contréler son coefficient de Beltrami.

Démonstration. Réalisons tout d’abord un diagramme commutatif de nos hypothéses. La mention
‘H sur une fléche signale une application holomorphe et la mention > signale une fonction lisse.

Pour construire la fonction vy, on corrige ¥ en résolvant une équation de Beltrami. Schatz et Earle

ont montré dans [35] qu’il existe une constante ~ > 0 et une application ¢: Dy — D telles que
2

2
fig = pw et ||g™t —id|| _ < K |lpll4: < k6. On pose alors v, = Pog~l.SiJ=|%¢ — % ,ona
dg ") 19¢  9(¢") 1 9q
oq=——, ——~oqg=———.
ot J ot ot J ot

On en déduit que

Ovy _ dg ") ov og! (g ") 0¥ 0qg !
ot ot ot ot ot ’
0q OV 9q 0¥ 0

vy _9q 0¥

75 ° U "o Tatar
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car (g = fiq. Ainsi, v, est holomorphe. On obtient le diagramme commutatif complété suivant.

Comme ¢y ov, = 1o g b

A (dy 0 vy, ds) < dpyp (o g ) + dp, (1, ¢0) < || Al dppy (¢, id) + 6 < 4Ake®s, (2.19)

d’apres 'hypothese (2) et le lemme Reste donc a montrer le résultat sur . Posons u, = ¢,0v,,.
Comme u,: Dr — L, est holomorphe, par propriété extrémale ([2:2), on a r Hu;(O)HgM , <),

our = ERJ& > 1 — 2¢~® est le rayon euclidien associé & R. Si R est suffisamment grand, z et y

sont dans une méme carte hermitienne. Ainsi,

-R
+ 2 ly) < C[64,(0) 1, (0)]|+C" Ad(r, ) +4e (),
(2.20)
ol la constante C' est donnée par 'équivalence de g,; en = avec la métrique hermitienne standard
dans la carte, et C’ par la variation spatiale lipschitzienne de gj,. Comme d(z,y) < ¢, le second
terme est contr6lé au-dela de notre énoncé. Reste donc le premier terme, sur lequel on applique
la formule de Cauchy. Soit ry un rayon euclidien et Ry son rayon hyperbolique associé tels que
¢+(Dg,) et u,(Dg,) sont inclus dans une carte holomorphe. Un tel R, peut étre choisi au moins
égal a dQ;A > ﬁ, si R est suffisamment grand. Rappelons que la constante d a été introduite au
paragraphe introduisant notre cadre géométrique. D’apres la formule de Cauchy,

(@) =n(y) < 165 0)ll,,, |}, (0)]]

gm,Y

1 A
[[0(0) — ug, (0)]| < Todﬁao(¢w’“y) < TBR&

ol I'on a encore utilisé 'équivalence des métriques hermitiennes et (2.19). De retour a (2.20), on
a bien 5(x) — n(y) < Cze's + Cye™Fn(y). O

Un tel énoncé, si 'on lui ajoute un caractére symétrique aux roles joués par x et y, nous donne-
rait donc que 7(z) et n(y) sont proches. Nous pouvons alors continuer la preuve du théoréeme
de manicre similaire a [32], proposition 3.7]. Pour « et y suffisamment proches, on construity € L,
proche de y et T € L, proche de z tels que x, ¥y et y, T satisfont aux hypotheses du lemme [2.34
Par compacité de M, on peut supposer pour montrer que z et y sont proches. On suppose
plus précisément que

log* d(z,y) > e R max (log* d(z, E),log* d(y, E)), (2.21)

pour une constante « > 0 fixée que l'on précise par la suite et pour R suffisamment grand.
Commencons alors par un travail sur la feuille L, et son uniformisation. Un tel travail nous permet
de construire la fonction v requise par projection orthogonale.

Soit £ € D tel que dp(0,£) = R. On subdivise la géodésique [0, ] en sous-segments (&, &;j41]
pour j € [0,N —1]. On pose & = 0 et pour j € [0,N], z; = ¢;(&;). Par récurrence, on pose
a chaque étape ;11 € [¢;,€] tel que pour tout ¢ € [&;,&+1], dr, (¢2(C),x;) < eod(z;, E) et
dr,(zj41,25) = eod(z;, E). A la derniére étape, on pose £y = ¢ et on suppose seulement que
dr, (02(¢),zn-1) < eod(xzn_1,E) pour ¢ € [En—1,&]. Posons R; = dp(0,¢;) et r; = [&;]. Une
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telle mise en place nous permet de considérer les projections orthogonales locales @, ,,; grice au
lemme[2.32} en posant yo = y et y;j 1 = Py, (x;+1). [l nous faut bien stir contrdler que la distance
entre x; et y; ne grandit pas trop avec j. Un tel travail est 'objet du lemmeplus loin.

A ce stade pourtant, il n’est pas encore s@r que notre procédé de construction des &; successifs
finisse, ou autrement dit, que N est fini. Les deux lemmes suivants nous permettent d’estimer une
borne supérieure pour N.

Lemme 2.36 ([8, lemme 4.6]). Avec les notations du paragraphe précédent,

1
dr,(zj,2501) < 5 sup (no¢s)dp(§;,§41) < 5, Sup (no¢z) (Rjy1 — Ry).

[65:85+1] [65,85+1]

N =

Démonstration. Soit v une paramétrisation de la géodésique [¢;, ;1] par [0,1]. On a

1 , 1 h/(t)l H(b:/z(’)/(t))HgM
dLI (Ij,$j+1) § /0 H((bz O’V) (t)llgM dt S [fjs,lilﬁrﬂ (n (bm)/o U(be(’Y(t))) dt.

En considérant un automorphisme du disque, on vérifie facilement que [|¢; (v(¢))l,,, = W
Il s’ensuit que

1 /
¥'(t 1
dr, (), zj11) < sup (7)O¢z)/ L)'th < 5 sup (10¢s) dp(&):&j)-
[€5:€5+1] o 1=y [€5:85+1]
Comme de plus dp(&;,&;41) = Rj+1 — R;, on obtient le résultat attendu. O

Le lemme suivant est un analogue strict de [32], lemme 3.4].

Lemme 2.37 ([8 lemme 4.7]). Il existe des constantes Cx,Cs > 0 telles que pour ,o € D et les
points correspondants z = ¢,(¢) et w = ¢, (0), on a

log* d(z, E)
In —=—""2| < Cs + Ced .
‘nlog*d(w,E) < G5 + Codr (G, 0)
Démonstration. Comme ( et o jouent un réle symétrique dans notre énoncé, on peut supposer
sans perte de généralité que d(z, E) > d(w, E). Ainsi,

‘1 log* d(z, E) ‘ log* d(w, E)

— "l =ln———"—2 = —1Inlog“d(z, F) + Inlog* d(w, F
nlOg*d(’w,E) nlog*d(z,E) nlog (Z, )+H0g (’LU7 )

d(z,E) dt
d(w,E) thg t

Soit v: [0,1] — D une paramétrisation de la géodésique de o a ( et

(2.22)

T=sup{t € [0,1] [V’ €[0,1], d(¢a(v(t)), E) < min (3p,d(z, E))},

avec par convention 7 = 0 sid(w, E) > 3p. Soit ' = v(7) etw’ = ¢,({’). On sépare alors l'intégrale
de (2.22) en deux intervalles d’intégration.

/d(z,E) dt /d(w',E) dt /d(z,E) dt

Frpar T T T =L+
d(w,E) thg t d(w,E) thg t d(w’,E) thg t ! 2
Pour traiter I, on considere trois cas. Ou bien 3p < d(w, FE) < d(z,E) < 1 et w’ = w, ou bien
d(w, E) < 3p < d(z, F) et auquel cas d(w’, E) = 3p, ou bien encore d(w, F) < d(z,E) < 3p et
auquel cas d(w’, E) = d(z, E). Dans tous les cas, I < f;p logi ;- Afin de traiter [;, notons que
par construction, pour ¢ € [0, 7, d(¢,((t)), E) < 3p, et donc ¢, ((t)) est contenu dans une carte
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singuliére 2U,, ol g/ est la métrique standard de C". En particulier, d(¢,(v(t)), E) = ||¢z(v(£))]|-
On applique alors un changement de variable a I;. Dans les lignes suivantes, on note Rz la partie
réelle d'un nombre complexe z.

19N g T R{(Pz 07) (1), Pz 0v(t))
I = = L d
/%(W(O))I log™ ¢ / @2 (v()II” log™ | (v ()l t

T el () o T||¢' ) 17 (1)
hﬁ/u%wwmmu%< C/ 0ar1) "
Ch

< Dap(c.¢) < Cwm@

ol I'on a utilisé (2.18]). On réinjecte alors nos calculs dans (2.22) pour obtenir

log* d(z, E) /1 dt 001
In — 2| < ——
’nlog*d(w,E)’_C og i 2 &) -

Nous voila a présent préts a donner une borne pour N.
Lemme 2.38 ([I8, lemme 4.8]). Il existe une constante C; > 0 telle que
N < C7log* d(z, E)Re“ .
Démonstration. D’apres le lemme [2.36} pour j € [0, N — 2],

260d(l‘j, E)
SUP(e, ¢,,,] (M © Ga)

Rjy1— R; =

Soit ¥; = sup, (€5,€511] d(¢., F). La fonction ¢ — tlog™ ¢ étant croissante sur ]0, 1[, et d’apres (2.18)),

2¢0Cy td(z4, E)

Rj1—R; >
g+l 7= Zjlog*Zj

Comme pour tout ¢ € [¢;,&;41], on a supposé que dr,, (¢,(¢),z;) < eod(z;, E), on en déduit que
%; < (1+¢0)d(z;, E). Ainsi,

26001_1 1
Riy1 —R; > :
J+1 ) = 1+€0 log* E]

D’aprés le lemme [2.37} on a d’autre part log* ¥; < e“5+% R log* d(z, E). Dol

2500{16_05_051%
(1+¢9)log™d(x, E)’

Rjy1 — R; >

Cette borne étant uniforme en j, on obtient

R < 01605(1+€())

< - log* d(z, E)Re“oF. O
- lnfj(Rj+1 — R]) - 260 & ( )

On construit & présent la fonction ¢: D — L, vérifiant les hypothéses du lemme A noter
que I'on ne construit pas une fonction L, — L,, comme on peut s’en convaincre en supposant un
phénomene de monodromie dans la feuille L, (voir la figure [2.3)).

Lemme 2.39 ([8} lemme 4.91). Soit z,y € M\ E qui vérifient (2.21) pour o < - et Rsufﬁsamment

grand. Alors, il existe une fonction 1: Dp — L, lisse, sans point critique, telle que d 5,0 ¢z) < e
et ||di||, < 2A. On consideére ici la norme de dv) par rapport a la métrique de Poincaré a la source
Dg et par rapport a gar au but L.
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FIGURE 2.3 — Phénoméne de monodromie dans la feuille L, et projection orthogonale sur la
feuille L,. La définition de ) depuis le revétement universel D permet de dénouer le chemin v en
un chemin 7 et ainsi de s’affranchir des probléemes de discontinuité apparente.

Démonstration. On conserve les notations précédentes, et notamment les notations introduites
avant le lemme La condition sur dr,, (¢, (¢), z;) pour ¢ € [¢;,&;+1] nous permet d’utiliser le
lemme On construit alors par récurrence ®, ., : Ly, [eod(xj, E)] — Ly, [keod(x;, E)], avec
Yo = Puy(z) et yjp1 = Pyyy, (z541). Il nous faut juste vérifier qua chaque étape, z; et y; sont
suffisamment proches. Tant que d(z;,y;) < e1d(z;, E), on a d(x;,y;) < e?Kd(z,y0) < eV Ed(z,y).
Ainsi,

Ui %) o oen (1og* d(z, E) (05 + (KC7R + 1)e% R — ea‘lR)) , (2.23)

d(xﬁ E )
ou l'on a utilisé [2.21)), le lemmew pour majorer eV ¥ et le lemme pour minorer d(z;, E).
Comme on a supposé o' > Cg, pour R suffisamment grand, on obtient d(z;,y;) < e1d(z;, E).
On construit alors ¢: [0,£] — L, en recollant les ®, . o ¢, successifs sur [§;,{;,1]. On procéde a
présent de méme pour tout ¢ € D tel que dp(0,¢) = R pour obtenir ¢: Dg — L,. Montrons que
¢ est continue et méme lisse. Soit £',£% € D tels que dp(0,£') = dp(0,£?) = R. On définit les £F
pour j € {1,2} et k € [0, N] comme précédemment en imposant de plus |£}| = |¢7|. On suppose
que |¢8 — &2 < A7 lege Pexp (—e“5 %R log* d(x, E)). Pour k € {1,2} et j € [0, N], on note de
plus 2% = ¢, (£F) et y¥ = ¢(&F). Par définition, a la premiere étape yf = ®,,(z}). Dés lors, en
utilisant le lemme

dr, (i, y3) < kdp, (z1,27) < kAdp(£1,&7) < kAe™ |&] — 6] < kAe® €8 — €| < keod(x], E).

En vertu du lemme ®,1,1 et &2, coincident sur leurs domaines de définition. On poursuit
par récurrence. Par le méme calcul, et comme d(z;, E) > exp (e“>T“®log* d(z, F)), on obtient
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bien a chaque étape dj, (y,}, v7) < keod(lle-, E). Ainsi, ¢ est lqcalement égale a un Oy, 0 ¢ La
figure[2.4] donne une représentation schématique de la situtation que nous venons d’envisager. La
fonction ¢ est donc lisse. D’autre part, d’apres (2.23)),

di, (1, ¢z) < exp (log* d(z,E) (KC7R606R - eo‘_lR>> < e 2R

si R est suffisamment grand. En tant que ¢ est localement égal a ®,,,. o ¢, il est clair que v
n’a pas de point critique. Enfin, le lemme garantit que ||d®,,,, || _ < 2. Il sensuit donc que
di]l o < ||d®a,y, || lldée .. < 2A. Ceci conclut la preuve. O

FIGURE 2.4 — Démonstration du lemme Les cercles dans la feuille L, sont les domaines ou
la projection orthogonale locale au voisinage des x]l est définie. Ces cercles rétrecissent a mesure
que l'on s’approche de la singularité p, alors que les feuilles s’écartent 'une de l'autre.

On note alors y = ®,,(7) et on releve v via ¢z, pour obtenir W: Dr — D lisse telle que
¢y 0¥ =1 et ¥(0) = 0. Pour pouvoir utiliser le lemme .2.33 il nous reste a majorer la norme %*
du coefficient de Beltrami py.

Lemme 2.40 ([8] lemme 4.10]). Avec les hypothéses du lemme[2.39} |1ty || < e~ 2R,
Afin de démontrer ce lemme, nous avons besoin du résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.41 ([8] lemme 4.11]). Il existe un rayon ro € |0, 1 et une constante Cs > 0 tels que pour
tout z € M \ E et ¢, une uniformisation de L, vérifiant ¢.(0) = z, on a pour |t| < ro, ||¢7(t)|| < Cs,
ol la norme et la dérivée seconde sont prises pour la métrique hermitienne standard dans un des
ouverts de U.
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Démonstration. Remarquons que dy,_ (z, ¢ (t)) < Adp(0,t). Ainsi, pour [t| < Ry = o4, z et ¢.(t)
sont contenus dans une carte holomorphe commune de M. On considere alors ry = 20;} le

rayon euclidien correspondant a Ry, et on applique la formule de Cauchy dans la carte commune.
Si |t‘ S T0,

1 o / c o / i
16200 < 5= [ lettre) a0 < 5 [ flotroe ), @0

En utilisant un automorphlsme du disque et le fait que .# est Brody-hyperbolique, on montre

facilement que ||¢/, (roe®) || < £ TQ et donc que ||¢”(t)| < C. O

Démonstration du lemme Localement, ¥ = ¢§1 o®; o ¢,, ot §; désigne ¥, . Comme ¢, et
¢ sont holomorphes,

DU(t) = (dog(W(t))) ™" 00 (da(t)) 0 ddy(t), OV(t) = (dpz(U(t)) ™" 0 0D; (¢4 (t)) 0 dpu(t).
Sil'on désigne par &, (resp. &,) des coordonnées locales de L, (resp. L,) dans M, cela donne
00, (0ds, \ T 0D,
wolt) = i) () Sento) (G

De cette expression et des estimations de la norme ¢ des applications ®;, on en déduit la majo-
ration |uy (t)] < 2eX dzsw;) < 1e721 d’apres ([2.23). On dérive a nouveau (2:24) par rapport a ¢

H d(z;,B)
et t. On obtient

B) Dby by (0D o9, 0. 00, 0, -t
Oy _00 ¢“<¢’> @( asx) L9 as( asz)

-1
(gt ))) . (2.24)

ot ot o2 \ ot &, 73 ot 6&851 23
96, 00; . 0%®; -
ot (95 0 Py 852 ° ¢y <a£w ¢1) )

Oy Py (9¢.\ " 09; oo oo o 06, (06, " 32@ o o -1
ot o2 \ ot o, 8530 ¢ ot \ ot o5, agx !
0¢y [ Oy 0P; 0?9
% (3 ) oo oo (geon)
On utilise alors un automorhpisme de D pour se recentrer en 0. Pour tout ¢t € Dg, on considére

v = ¢z © g, avec les notations du lemme 2.5} C’est une uniformisation de la feuille L, telle que
v¢(0) = ¢, (t). Par un calcul élémentaire, on montre que

_ 0 () 200(0)
S Y (1—It|2)2+(1—|t|2)2

En considérant chacun des termes, en utilisant les estimations du lemme [2.32] le lemme [2.41] la
Brody-hyperbolicité de .%, et (2.18), on obtient

Opw Opw C  d(zj,y))
—_— —_ < .
5 (t)’ + 5 (t)‘ S I[P dle; B)?

En utilisant ([2.23) et le lemme [2.37] on conclut bien que

1wl < Cexp (10g* d(z, E) (C/Recﬁ»R _ efflR)) < 2R

si R est suffisamment grand et car 1 — |¢|° > e~ . O
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Il nous reste a présent a conclure ce chapitre par la preuve de notre principal résultat.

Démonstration du théoréme Les lemmes|[2.39)et[2.40| nous permettent d’utiliser le lemme[2.34
avec § = e 2E. Soit § = ®,,(v) et T = P, (y). Comme x et y jouent un rdle symétrique, on en
déduit que

n(x) —n(@) < Ce™ ", nly) —n(@) < Ce™ ™. (2.25)

11 suffit alors de comparer 7 en deux points proches sur une méme feuille. En 'occurence, entre x
et T d’'une part et y et y d’autre part. Par symétrie, on ne traite que le cas z et z. Soit ¢t € D tel que

T = ¢.(t) et dp(0,t) < 2dp(z, 7). D’aprés le lemme et (2.18), ona

de(xa‘%) < Ck d(l‘,y)

< < 7)<
1= dp(0,1) < 2dp(@,7) < Corp e ) = “Fa By

= OR—+o0 (e_R)~

Si R est suffisamment grand, = et = sont dans une méme carte holomorphe et hermitienne, et le
lemme s’applique a ¢, tout le long de [0, ¢]. On obtient

_ ||¢§c(t)||gj\l,5

(&) = 1@ = 162000 = =1 — 2

On se ramene ensuite a comparer les normes hermitiennes standard de ¢/,(0) et ¢/ (¢).

[n(x) = n(@)| < O(|t1*) + O(d(x, 7)) + O([|¢,(0) — &, (B)II) < ™%,

si R est suffisamment grand et d’apres le lemme On a bien sfiir le résultat symétrique
In(y) — n(y)| < e, et Ton déduit de ([2.25) que

In(z) —n(y)| < Ce™ ™.

Comme M est compacte, comme R est arbitraire dés lors qu’il est suffisamment grand et comme
on a supposé (2.21)), ceci conclut la preuve du théoreme 2.3 O



Chapitre

Théorie ergodique des feuilletages
hyperboliques

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier et développer une théorie ergodique des feuilletages
hyperboliques. A titre d’exemple simplifié et de programme de recherches, commencons par un
bref rappel du cas d'une dynamique discrete. On considere une application f agissant sur un
espace topologique X. SiI'on se donne z € X, la suite de mesures de probabilité

1 n—1
k=0

converge faiblement, quitte a en extraite une sous-suite, vers une mesure de probabilité ;. inva-
riante par f (i.e. u(f~1(A)) = u(A) pour A borélien). Si 'on envisage les mesures y,, , comme
agissant sur les fonctions continues ¢: X — R, (u, 4, @) est la moyenne temporelle de la fonction
© sur l'orbite de x jusqu’au temps n. D’autre part, (i, ) est la moyenne spatiale de la fonction ¢
pour la mesure . L'objet d'une théorie ergodique est de lier ainsi des moyennes temporelles a des
moyennes spatiales. Prenons le probleme par 'autre bout, en nous donnant plutét d’emblée une
mesure invariante . On peut se demander pour quels z on a p,, , — p. On dit que p est ergodique
si pour tout borélien A f-invariant (c’est-a-dire tel que f~1(A4) = A), ona u(A) =0 ou u(A) = 1.
Le théoréeme suivant est un des fondamentaux de la théorie ergodique d'une dynamique discrete.

Théoréme (Birkhoff [89] théoréme 1.141). Soit p € L'(u). Alors {pn ., ) converge p-presque
partout vers une fonction *, invariante par f, et telle que (i, ©*) = {(u, ). Si de plus 1 est ergodique,
alors ¢* est constante u-presque partout. En particulier; ji,, ,, — p pour p-presque tout x.

La théorie ergodique d'une dynamique discrete est extrémement riche et depuis longtemps
développée (les travaux de Birkhoff datent a présent d’'un siecle). On peut en trouver un exposé
synthétique dans 'ouvrage de Walters [89]]. C’est une boite a outils tres fournie pour comprendre
la dynamique globale d’une application. Pour nous qui étudions les feuilletages, il s’agit d'une
mine presque inépuisable pour constituer un programme de recherches et des espoirs de résultats.
On cherche alors a tisser un réseau d’analogies entre ce cas discret et le cas des feuilletages par un
dictionnaire a la Sullivan. Il nous faut pour cela des notions de temps, de moyenne temporelle, de
mesures invariantes et ergodiques. Nous faisons face pourtant a quelques difficultés.

En premier lieu, il n’est pas évident de parler méme de dynamique pour un feuilletage. On a
vu au chapitre |1] qu'un champ de vecteurs donne lieu a un feuilletage et réciproquement qu'un
feuilletage est défini localement par un champ de vecteurs. Néanmoins, ces champs de vecteurs
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locaux ne sont pas canoniques et sont définis a une fonction holomorphe ne s’annulant pas pres.
D’autre part, le feuilletage associé a un champ de vecteurs est précisément un passage de la dyna-
mique de son flot a la statique de ses trajectoires de flot. Dans le cas d'un feuilletage hyperbolique,
on retrouve une forme de dynamique canonique en considérant la distance de Poincaré dans le
revétement universel D des feuilles. Rappelons que dans le cas le plus typique, celui de P*(C), un
feuilletage générique de degré d > 2 est hyperbolique, d’apres les théorémes et[2.20]

La seconde difficulté est celle d’avoir des mesures invariantes. Dans un cadre différentiel
comme celui des variétés, il est plus commode de considérer des courants plutot que des mesures.
L’analogue le plus naturel de mesures invariantes serait alors de considérer des courants dirigés
fermés. Quand de tels courants existent, cette méthode dynamique a largement porté ses fruits (on
peut lire par exemple l'article de Rebelo [77]). Néanmoins, un grand nombre de feuilletages n’ad-
met pas de tels courants. Pour résoudre ce probleme, Garnett [41]] a développé la notion de cou-
rants harmoniques dirigés. Cette théorie plus faible mais plus générale a permis dans les dernieres
décennies de nombreuses avancées. A titre d’exemple, citons un théoréme de type multiplicatif
ergodique d’Oseledec de Nguyén [68]] qui s’appuie sur la notion de mesure quasi-harmonique, ou
le résultat d’'unique ergodicité de Dinh, Nguyén et Sibony [33]] (on peut se reporter a la conférence
de Sibony [82]]). On trouve des développements plus amples et de nombreux résultats dans les
articles de synthése [34} 138, 69, [71]], de Forneess, Sibony, Dinh ou Nguyén.

Des lors que l'on considére un cadre harmonique, il devient crucial de définir et comprendre
des opérateurs de diffusion de la chaleur. Ils permettent d’'une certaine facon d’avoir un processus
qui produit avec le temps une moyennisation le long des feuilles. La littérature propose deux
méthodes pour définir ces opérateurs. L'une consiste a considérer un noyau de la chaleur sur une
surface de Riemann hyperbolique, et 'autre consiste a résoudre abstraitement I'équation de la
chaleur sur L?(p), pour p une mesure harmonique. Notons que la deuxiéme dépend a priori de
la mesure harmonique p considérée. La premiére méthode permet de définir les opérateurs de
diffusion de la chaleur le long des feuilles et la seconde les opérateurs de diffusion abstraite de la
chaleur. Chacune de ces voies a conduit avec elle son cortége de théorémes de type ergodique. Il
est alors naturel de se demander s’il n’y a pas possibilité d’unifier ces deux théories ergodiques; en
d’autres termes, si ces deux diffusions de la chaleur coincident. Rien n’est encore connu en toute
généralité a ce propos. Nguyén a démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.1 (Nguyén [71, corollaire 5.23]). Soit % = (M,.%¢, F) un feuilletage holomorphe
singulier Brody-hyperbolique sur une variété complexe compacte dont toutes les singularités sont li-
néarisables et hyperboliques. Soit de plus T un courant harmonique dirigé positif sur % qui ne donne
de masse a aucune feuille. Alors, les opérateurs de diffusion abstraite de la chaleur coincident avec les
opérateurs de diffusion de la chaleur le long des feuilles. En particulier; les premiers ne dépendent pas
du courant harmonique considéré et sont uniques.

Il mentionne ensuite comme question (voyez [[71], probléme 5.24]) de trouver des conditions
suffisantes plus larges a la coincidence de ces diffusions. Nos recherches ont généralisé cet énoncé
a d’autres types de singularités. Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.2 ([[7, théoreme 1.2]). Soit F = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier Brody-
hyperbolique sur une variété complexe compacte dont toutes les singularités sont non-dégénérées. Soit
de plus T un courant harmonique dirigé positif sur .%. Alors, les opérateurs de diffusion abstraite de
la chaleur coincident avec les opérateurs de diffusion de la chaleur le long des feuilles. En particulier,
les premiers ne dépendent pas du courant harmonique considéré et sont uniques.

Le point d’orgue de ce chapitre est la démonstration de ce résultat. Dans le cas de singula-
rités non-dégénérées, nous avons affaire a des objets plus singuliers que dans le cas linéarisable
hyperbolique. En effet, considérons un courant harmonique dirigé au voisinage d’une singularité.
Nguyén [73] a démontré que son nombre de Lelong s’annule si elle est linéarisable et faiblement
hyperbolique, mais de son c6té Chen [27] a démontré que ce n’est pas nécessairement le cas si
elle est non-dégénérée, et méme linéarisable. Il nous faut donc contréler la diffusion de la chaleur
prés des singularités. On montre en quelque sorte que la singularité étant vue comme a l'infini le
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long d’une feuille, la chaleur ne I'atteint presque pas en temps fini de diffusion (voir le lemme|3.33
ci-apres). C’est la notre nouveauté par rapport a la méthode de Nguyén [71]]. L’estimation de la
métrique de Poincaré par Canille Martins et Lins Neto [61] est cruciale pour I'obtenir.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section [3.2] présente la notion de courant et tout le vo-
cabulaire associé : courant dirigé, positif, fermé, harmonique, etc. Dans la section[3.3] on construit
les deux semi-groupes de diffusion de la chaleur. On définit également les mesures harmoniques
et leur lien avec les courants harmoniques. La section [3.4] est essentiellement dédiée & démontrer
notre résultat principal. On donne d’abord quelques énoncés de théoremes ergodiques obtenus
grice aux opérateurs de diffusion et 'on présente un dictionnaire a la Sullivan. Ces résultats ont
une valeur de motivation de nos recherches. Pour notre démonstration, on commence par établir
un criteére abstrait de coincidence des deux types de diffusion dans le théoréme Ce critere est
proche d’un résultat de Nguyén [[71] théoréme 5.17] mais plus adapté a nos besoins, et notamment
pour démontrer le lemme [3.33] précédemment cité.

Dans tout ce chapitre, on suit souvent les notations et la méthode de [[71l]. Néanmoins, nous
produisons certaines preuves différentes des mémes résultats, soit parce qu’elles nous ont paru,
humblement, plus simples, soit plus simples a exposer sans faire de détour par la théorie du
potentiel.

Notations spécifiques Dans ce chapitre, on note 1 4 la fonction indicatrice d’'un ensemble A. On
conserve par ailleurs les notations générales de la présente thése.

3.2 Courants sur une variété complexe feuilletée

Dans toute cette section, on se donne une variété complexe M de dimension n et un feuilletage
holomorphe singulier % = (M,.#, E). On y définit la notion de courant, qui ne dépend pas du
feuilletage et de courant dirigé qui est d’'une certaine facon compatible avec la structure feuilletée
de .7 . Une présentation plus compléte et détaillée peut étre trouvée dans les articles de synthése de
Nguyén [69, [71] ou dans le livre de Demailly [28]]. Comme annoncé brievement en introduction,
les courants jouent pour nous un role analogue aux mesures. De méme que les mesures agissent
sur les fonctions, les courants agissent sur les formes d’un degré donné. Notons que dans le cas des
formes, on a des opérations on ne peut plus usuelles de différentiation. Ainsi, il est plus commode
de considérer un formalisme proche des distributions que strictement des mesures pour étendre
ces opérations aux courants par la procédure duale habituelle.

On s’intéresse particulierement aux courants dirigés harmoniques positifs pour leurs liens avec
les mesures harmoniques. C’est 'objet de la sous-section Nous devons toutefois préciser au
préalable notre cadre de travail et le vocabulaire général des courants et le faisons dans la sous-
section L’ensemble des résultats de cette section est déja connu. Par souci d’autonomie de
la présente thése, nous en reproduisons néanmoins rapidement les démonstrations.

3.2.1 Courants, courants dirigés, courants positifs

Courants et courants dirigés Soit p € [0,2n] (resp. p, ¢ € [0,n]) et € NU{co}. On note 27 (M)
(resp. 2"9(M)) I'ensemble des p-formes (resp. (p, ¢)-formes) sur M a support compact, dont les
coefficients dans toute coordonnée holomorphe sont de classe ¢". Pour | # cc et a € 2P (M),
on considere la norme ||a|[,; comme la somme dans un jeu de cartes donné localement fini des
normes ¢ des coefficients de . Ces normes prises ensembles induisent une topologie sur 22 (M)
(et sur 2%:9(M)), pour laquelle on a o, — a si ||y, — | — 0, pour tout [ € N; et §'il existe un
compact de M contenant les supports de tous les «,.

Un p-courant (resp. un (p, q)-courant) est une application linéaire continue 7': 22"~?(M) — C
(resp. 27, P"~9(M)). On dit alors qu'un tel courant T est de degré p (resp. de bidegré (p,q)) ou
de dimension 2n — p (resp. de bidimension (n — p,n — ¢)). De maniére équivalente, on peut définir
un (p, g)-courant comme un p + g-courant 7 tel que T'(«) = 0 si « est de bidegré pur (p', ¢') avec
(',¢') # (n — p,n — q). La valeur d’un courant 7" en une forme « est parfois notée (T, o), parfois
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T(w), voire [, T A o. Le lien entre les courants et les formes, le méme type de manipulation
formelle et le lien entre les courants et les mesures justifieront au fur et a mesure que nous les
exposerons cette derniére notation.

Le support d’un p-courant (resp. d’un (p, g)-courant) T, noté supp T est le plus petit fermé
A C M tel que T|g2n—v(pp 4y = 0 (resp. 2577777 (M \ A)). L'ordre de T est défini comme le

I € NU {0} minimal tel que T s’étend en une application continue sur @f""’ (M).

Jusqu’ici, on n’a pas considéré la structure feuilletée de .%. Il est temps a présent de s’y pencher
de plus pres. On suppose donc cette fois que p < 2 (resp. p, ¢ < 1) et 'on définit les espaces 7 (F)
(resp. 21"%(F)) des agrégats de p-formes (resp. (p, ¢)-formes) le long des feuilles, a support com-
pact dans M \ E, dont les coefficients dans toute boite & flots sont de classe %" le long des feuilles
et de dérivée d’ordre au plus [/ transversalement continue. Plus formellement, dans une boite a
flots U ~ D x T, une telle forme se présente comme « = (ay)¢eT, OU les a; sont des p-formes sur
D (resp. des (p, ¢)-formes) a la régularité décrite ci-dessus. On appelle parfois de telles formes des
formes dirigées. On définit de méme les normes %" et la topologie sur 22 (F) (resp. 22:9(F)).

Un p-courant dirigé (resp. un (p, q)-courant dirigé) est une application T: 9% P(.%) — C (resp.
91-P174(F)) linéaire et continue. De méme, on dit que T est de degré p (resp. de bidegré (p, q))
ou de dimension 2 — p (resp. de bidimension (1 — p,1 — q)).

Un courant dirigé agit a priori sur des formes moins lisses qu'un courant non-dirigé, mais n’agit
en revanche que sur des formes le long des feuilles. On peut néanmoins étendre un courant dirigé
en un courant en posant que sa valeur dans les composantes transversales est nulle. On vérifie
facilement que cette définition ne dépend pas des cartes grace a (I.I). On confond souvent le
courant dirigé et le courant non-dirigé associé par I'abus de langage qu’un courant dirigé est en
particulier un courant. Lorsqu'on veut les distinguer, on note 7' le courant non-dirigé associé a
un courant dirigé 7T'. Les courants T et T sont de méme dimension (ou bidimension) mais pas de
méme degré (ou bidegré).

Afin de simplifier les notations, on omet les indices co dans les espaces de formes ou de formes
dirigées, et on note (M) et 2(.%) les espaces de fonctions, i.e. de 0-formes correspondant.

Exemple 3.3. On a deux exemples basiques de courants, qui correspondent d’une certaine facon
au cas le plus lisse et au cas le plus dégénéré.

1. Soit a une p-forme continue sur M (resp. une p-forme dirigée). On définit le p-courant (resp.
dirigé) T, en posant, pour 3 € 2*"~P(M) (resp. 2°~P(F)),

(T, B) = /Ma A B.

11 est d’ordre 0 et de support supp «. On identifie souvent la forme « et le courant 7.

2. Soit Z une sous-variété (réelle) fermée et orientée de M de dimension k. On appelle courant
d’intégration sur Z le courant de dimension k, noté [Z], défini par

<[Z],a>:/za.

Il est d’ordre 0 et de support Z. Si Z est contenu dans une feuille, alors [Z] est dirigé.

Opérations différentielles La variété M étant munie d’une structure différentielle complexe,
on a les opérateurs de différentiation usuels d, 0 et 0 qui agissent sur les formes. On définit
également d° = ;- (0 — 9), de telle sorte & avoir dd® = £99. En tant que les feuilles sont des
surfaces de Riemann, ces mémes opérateurs agissent sur des formes dirigées en différentiant le
long des feuilles et en ignorant les coordonnées transversales.

On définit alors les mémes opérateurs différentiels sur les courants par dualité. Si Z est I'un
des espaces de formes 22" ~P(M) ou 2%7P(.%), § l'un des opérateurs différentiels 9, 9, d ou d¢, et

T un courant agissant sur & (c’est-a-dire un p-courant ou un p-courant dirigé), on définit

(6T, ) = (—=1)P T, 6a),
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pour « dans 'espace de formes du degré adéquat pour qu'une telle définition ait un sens (c’est-a-
dire 2?"=P=1(M) ou 2?7P~1(.#)). Si un tel espace est vide (p = 2n dans le premier cas ou p = 2
dans le second), on prend pour convention que 67" = 0.

Une forme dirigée transversalement lisse peut étre différentiée de deux manieres distinctes, en
tant que forme dirigée et en tant que forme non-dirigée. Si 'on considére donc le courant non-
dirigé associé, on pourrait penser que sa différentiation en tant que courant dirigé et en tant que
courant ne coincident pas. Néanmoins, on vérifie aisément que 5T = 6T pour T un courant dirigé,
avec les notations du paragraphe précédent.

On dit qu'un courant (dirigé ou non) T est fermé si dT' = 0. Si un courant T vérifie dd“T = 0,
on dit §'il est dirigé qu’il est harmonique et sinon qu’il est dd°-fermé. D’apres la remarque ci-dessus,
si un courant dirigé 7' est fermé ou harmonique, alors T est fermé ou dd°-fermé.

Si 'on reprend I'exemple on vérifie assez facilement en appliquant la formule de Stokes
que dT, = Ty, si « est une forme ¢!, et que d[Z] = [0Z]. En particulier, [Z] est fermé si et
seulement si Z est fermée.

On peut également définir le produit extérieur d’un courant avec une forme. Plus précisément,
si T est un courant (resp. un courant dirigé) d’ordre I € NU {co} et o une forme (resp. une forme
dirigée) de classe €' (resp. ¢ le long des feuilles et transversalement continue). On définit le
courant 7' A o, d’ordre au moins /, par la formule suivante.

(TAha,B)=(T,aNp).

En manipulant simplement les définitions, on vérifie que d(T' A @) = dT A a + (—1)PT A da.

Faible positivité, positivité Dans tout ce paragraphe, le terme de courant désigne un courant
ou un courant dirigé. En effet, aucune des définitions ci-dessous ne dépend du caractere dirigé ou
non des courants étudiés. Une (p, p)-forme o sur M est dite positive si en tout point x € M, «o(x)
s’écrit comme une combinaison linéaire a coefficients positifs de formes du type

iy AT A -+ Nday, A T,

ou les a; pour 1 < j < p sont des (1, 0)-formes. Un (p, p)-courant est dit faiblement positif si pour
toute (n — p,n — p)-forme « positive, T'(«) > 0. On peut ainsi parler d'une forme « faiblement
positive si le courant 7, est faiblement positif. On dit qu'un courant T est positif si pour toute
forme faiblement positive «, T'(a)) > 0.

On se donne une métrique hermitienne 5 sur M. Si T est un (p, p)-courant positif, T'A " P est
une mesure positive. En effet, c’est une distribution telle que pour tout fonction positive f € Z(M),
TAB™P(f) > 0. En particulier, c’est un courant d’ordre 0. Si A est un sous-ensemble mesurable de
M, on définit la masse de T' sur A, notée ||T|| , comme la masse de A pour la mesure T'A 3"~ ?. La
masse totale de T, c’est-a-dire la masse de T" sur M tout entiere est notée ||T'||. Si M est compacte,
on a immédiatement que ||T|| < oo.

Les courants positifs fermés sont beaucoup utilisés en dynamique d’applications holomorphes
ou méromorphes et en géométrie algébrique. Pour un lien récent entre ces deux domaines, le lec-
teur peut consulter l'article de Filip et Tosatti [37]]. Comme précisé en introduction, il n’est pas
si commun qu'’il existe des courants dirigés fermés positifs sur un feuilletage holomorphe. En re-
vanche, les courants harmoniques dirigés positifs existent dans la plupart des cas intéressants. On
peut se reporter a [[71], théoreme 2.23] pour une revue de la littérature dans le cas plus général
des laminations. On cite ici simplement les théorémes de Berndtsson et Sibony et de Brunella, res-
pectivement sur l'existence tres typique de courants dirigés harmoniques, et sur la non-existence
typique de courants dirigés fermés. On rappelle (voir [63]) qu’un feuilletage générique .% de deg-
ré d > 2 sur P*(C) a toutes ses singularités qui sont hyperboliques et n’admet pas de courbe
algébrique invariante.

Théoréme 3.4 (Brunella [13]]). Soit d,n > 2 et & un feuilletage de degré d sur P (C). Si toutes les
singularités de .7 sont hyperboliques, et si & n’admet pas de courbe algébrique invariante, alors &
n’admet pas de courant dirigé positif fermé non nul.
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Théoreme 3.5 (Berndtsson-Sibony [9, théoréeme 1.4]). Soit .# = (M,.%, E) un feuilletage holo-
morphe singulier. On suppose que E est localement pluripolaire. Alors, il existe un courant harmonique
dirigé positif non-nul sur %.

3.2.2 Courants harmoniques et nombres de Lelong

Dans cette sous-section, on étudie plus précisément les courants harmoniques dirigés. Certains
résultats concernent les courants non-dirigés, en tant que nous allons les utiliser pour des pro-
longements le long des singularités de courants dirigés. L'objectif est d’établir des résultats de
comportement local de tels courants. On commence par donner une présentation locale dans la
partie réguliere de .# (cest-a-dire dans une boite a flots), puis on les étudie au voisinage des
singularités.

Proposition 3.6 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30] proposition 2.3]). Soit T' un courant harmonique
dirigé sur .%. Soit U ~ D x T une boite a flots dont les coordonnées s’étendent sur un voisinage de son
adhérence dans M. Alors, T est un courant normal (c’est-a-dire T et dT" sont d’ordre 0), et il existe
une mesure de Radon v sur T et pour v-presque tout ¢t € T une fonction harmonique h, telles que

— lamasse [1 ||hel ;1) dv(t) est finie;

— pour o € PY1(F) a support compact dans U, on a

T(a) = /T ( /D ht(y)a(y,t)) dv(t). 3.1

De plus, si T est un courant positif, alors h; est positive pour v-presque tout t € T, et si T est fermé,
alors h; est constante pour v-presque tout t € T.

Réciproquement, un courant vérifiant pour « a support compact dans U est un courant
harmonique dirige.

Démonstration. Pour f(z,t) une fonction a support compact dans U, lisse par rapport a z et conti-
nue par rapport a t, T' agit sur des formes du type «(z, t) = f(z,t)dzAdz et est continue par rapport
aux semi-normes %" le long des feuilles et ©° transversalement. Il s’ensuit que 7" se désintégre en
une mesure de Radon v transversalement (intuitivement, 7" est d’ordre 0 transversalement par
définition) et en distributions (T} );cr le long des feuilles, i.e.,

T(f(z )z A d) = [ T 0)dv(o),
T
On vérifie facilement sous cette forme que chacune des distributions 7; est elle-méme harmonique,
c’est-a-dire que T;(Af) = 0 pour f de classe ¥ a support compact dans D. Ainsi, elle s’écrit
comme une intégrale contre h;(z) pour h; une fonction harmonique. C’est-a-dire,

T(a) = /T ( /D ht(z)a(z,t)> du(t).

Par propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques (voir [28], théoréme 4.17]), on montre
que la masse [ [|h]| £1(p) dv(t) est finie. La formule de Poisson (voir la preuve de la proposi-
tionci-aprés) donne le méme résultat pour ||dh|| L1 ()~ Ainsi, la formule ainsi que son
analogue avec les dh; s’étendent a des formes continues. Les courants T" et dT" sont donc d’ordre 0.
Les conditions de positivité et de fermeture du courant 7" et des fonctions h; sont claires. La récip-
roque l’est tout autant. O

Définition 3.7. Un courant harmonique dirigé T est dit diffus si pour toute boite a flots, il existe
une décomposition donnée par la proposition telle que v n’a pas d’atome sur T.

A priori, un courant harmonique dirigé ne peut s’appliquer qu’a des formes a support compact
sur M\ E. Plus loin, nous avons besoin de considérer des formes qui ne s’annulent pas au voisinage
des singularités. La proposition suivante nous permet de prolonger ainsi de tels courants.
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Proposition 3.8 (Dinh-Nguyén-Sibony [30, proposition 4.1]). Soit % = (M,.%, F) un feuilletage
holomorphe singulier dont les singularités sont isolées et T un courant harmonique dirigé positif sur
Z. Alors T a une masse finie au voisinage de tout singularité a € E et si M est compacte, T peut étre
prolongé en un (n — 1,n — 1)-courant positif dd‘-fermé sur M.

Démonstration. On montre tout d’abord que 7" a une masse finie au voisinage de a € E. On se
place en coordonnées centrées en a sur B C C". Soit 3 = dd° ||| la forme kihlerienne standard
sur C". On se donne ¢ lisse sur C" telle que o(z) = 0 sur C" \ B et o(z) = 1 sur 3B, ainsi que
x: Ry — Ry croissante et convexe telle que x(z) = 0 pour z € [0, 3] et x(z) = z — a sur
[1, 00|, pour un certain « € |1, 1[. Soit ¢(2) = x (HZHQ) et 1 (z) = €21 (¢7'z). On a représenté
les fonctions en jeu dans la figure Comme x est croissante et convexe, dd“y. est positive. De

plus, sur tout compact de B \ {0}, ddi. est égale a § pour ¢ suffisamment petit. Ainsi, il suffit de
montrer que T (cddy).) est borné indépendamment de ¢. Or,

odd. = dd® (o.) — eddc — do A dY. — dip. A dCo.

Comme dd°T = 0, et comme la composante en bidegré (1,1) de di. A d°c vaut celle de do A d“y,
on en déduit que

T (0dd.) < |T (.dd°o)| + 2|T (do A d.)| < ]T (ERZ ] +2 ‘T (dona2]?) ‘ .
Le majorant ainsi exhibé est indépendant de € et 7" a donc une masse finie au voisinage de a. Dans

le cas ot M est compacte, sa masse totale est alors finie et la désintégration locale donnée par la
propositionpermet d’étendre T a 211 (M). On peut alors considérer dd“T’ comme une mesure

négative sur M, qui vérifie par ailleurs dd°T'(1) = T'(dd°1) = 0. On a donc dd°T = 0. O
0,1, e
Ve
(G
. Il

=

FIGURE 3.1 — Preuve de la propositionet ses fonctions o, ¥ et 1.
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Ainsi, un courant harmonique dirigé positif donne lieu, sous certaines conditions sur la variété
et les singularités de .%, a un (n — 1,n — 1)-courant positif dd-fermé. Nous avons donc besoin
d’avoir des estimations de la masse de tels courant au voisinage d’'une singularité. C’est 'objet du
résultat suivant.

Proposition 3.9 (Skoda [184, corollaire 1]). Soit T' un (p, p)-courant dd°‘-fermé positif sur une boule

roB C C" et 8 = ||dz||* la forme kihlerienne standard. Alors, la quantité (mﬂz)*(nfp) T ABP| g
est croissante sur r € )0, 7). En particulier, elle est bornée sur ]0,r1] pour tout vy < r9. On appelle
nombre de Lelong de T en 0 la limite de cette quantité quand r — 0 et on le note v(T, 0).

Le résultat de Skoda est en fait plus général. Il donne une formule intégrale dans le cas ol
dd°T n’est pas forcément nul. Nous en donnons la preuve dans notre cas plus simple.

Démonstration. On se donne o(z) = ||z||%, 8 = dd®y et o = dd°log . On a
(dlog o AT Aa™ P71 +dlog o AdT Ao P!
(dlog @ AT Aa™P~Y) —dlogp AdT Aa™ P,
(dc logo AT A P log pd“T A a”—p—l) ]

TANa"P=d
=d
d

Ici, on a d’abord utilisé que d“u A dT Ay = —du A dT A~ pour u une fonction, T un (p, p)-courant
ety une (n—p—1,n—p— 1)-forme; puis que dd°T" = 0. Pour ro > 1 > ro > 0, on utilise alors la
positivité de T' et on applique la formule de Stokes.

0< / TAQ"P :/ dlogp AT Aa™ P71 — / dlogp AT A" P!
r1B\r2B S oS (32)
- / log pd“T N o™ P71 + / log @d°T A a7 P~1,
rlS

T‘QS

ou S désigne la sphére de rayon 1 de C". Remarquons que log ¢ est constante sur 1S et r»S. En
utilisant a nouveau la formule de Stokes sur les intégrales de la deuxiéme ligne, on montre donc
qu’elles sont nulles car dd“T" = 0. Pour traiter les termes de la premiére ligne, remarquons que

dde _ i 9¢N¢ Comme (o y est constante, on a o = g le long de rS. Ainsi, d’aprés la formule

o =
® T
de Stokes,
1
/ d*logo AdT Ao P71 = m/ Ao AT A pr—P1
rS r rS

_ 1 n—p 1 C n—p—1

On reproduit alors la manipulation précédente sur le second terme, c’est-a-dire qu’on utilise que
do AdT A 7P~ = —dp A d°T A f7~P~1, puis qu'on applique deux fois la formule de Stokes en
se servant du fait que dd°T = 0.

1 1
/ dlogp ANdT Na" P71 = — s / TABP + 5o—s / do Nd°T AP~
rS rB r (n—p) B

r2(n—p)

1 1
_ n—p C n—p—1
= s /TBT/\B + oD /TSdT/\ﬂ

1
— n—p
[

En revenant a (3.2)), on obtient bien

1 / 1 ,
—— | TApgP< _— / T A B"P, O
Tg(nip) roBB T%(nip) B
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Dans le cas d’'un courant dd®-fermé T sur une variété M, on peut également définir le nombre
de Lelong de T en = € M, noté v(T,z), en se placant dans des coordonnées holomorphes. Cette
définition ne dépend pas du choix de coordonnées holomorphes, d’apres un théoréme de Siu [83]]
pour les courants positifs fermés et d’Alessandrini-Bassanelli [5] pour les courants dd°-fermés
positifs.

3.3 Diffusions de la chaleur

On décrit dans cette section deux familles d’opérateurs de diffusion de la chaleur. Les premiers
peuvent étre considérés comme des diffusions géométriques, en tant qu’elles ne dépendent que de
la géométrie des feuilles et que les feuilles sont complétement indépendantes les unes des autres.
On les appelle les opérateurs de diffusion de la chaleur le long des feuilles. On les construit en sous-
section[3.3.1] Les seconds, les opérateurs de diffusion abstraite de la chaleur, sont dépendants d’'une
mesure ou d’un courant harmonique. Ils sont obtenus de maniere abstraite grace au théorémes de
Hille-Yosida et Lax-Milgram. Une mesure harmonique est en quelque sorte une mesure compatible
avec les Laplaciens le long des feuilles. On étudie les mesures harmoniques en sous-section [3.3.2]
et on démontre I'existence des opérateurs de diffusion abstraite en sous-section La compa-
tibilité des mesures harmoniques avec les opérateurs de diffusion le long des feuilles peut nous
faire espérer que ces deux types d’opérateurs soient égaux, mais il ne s’agit a ce stade que d’un
espoir assez peu fondé. Certes les équations qu’ils vérifient se ressemblent, mais ils sont définis sur
des espaces différents et par des méthodes différentes. C’est 'objet du théoreme principal de ce
chapitre que de donner une condition suffisante a leur coincidence.

3.3.1 Laplacien et diffusion de la chaleur le long des feuilles

Soit # = (M,%, E) un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique. En tant que surface de
Riemann hyperbolique, chaque feuille . de .% est munie de la métrique de Poincaré gp. Ceci nous
permet de définir un opérateur de Laplace adapté a cette structure hyperbolique, noté A p, donné
sur le disque par la formule

(Apf)gp = i00f = ndd’f, €€ (D), (3.3)
et sur L, par la compatibilité avec le poussé en avant

On cherche alors a résoudre géométriquement 1'équation de la chaleur en lui déterminant un
noyau qui vérifierait

Op(z,y,t)

ot = AP,yp(xayat)v tLH(I)ler(l"y’t) = 5m(y)7 Y € Lra te R—O—' (35)

Dans I'équation précédente, J, désigne la distribution de Dirac en z, Ap, 'opérateur Ap agissant
sur une fonction de y (c’est-a-dire a x et t fixés) et la convergence se fait au sens des distributions,
ie.

lim [ p(z,y,0)f(y)de = f(z),  f€D(La)

t—0t La

Une fonction p positive vérifiant ([3.5) existe des lors que I'on travaille sur une variété compléte

a géométrie (c’est-a-dire courbure et rayon d’injectivité) bornée (voir [26] ou [20, annexe B.6]
pour plus de détails). C’est ici le cas pour les feuilles de .%. Une fois donné le noyau p, on définit
alors les opérateurs de diffusion de la chaleur le long des feuilles

Dy f(x) =/ p(x,y. ) f(y)gr(y), z€ M\E, feL*(M\E). (3.6)

T
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Ces opérateurs forment un semi-groupe. Autrement dit, ils vérifient
DO :ld, Dt]_ :1, Dt+s :DtODS, t,SERJ,_, (37)

ou 1 est la fonction constante égale a 1 sur L,. Dans le cas du disque lui-méme, on dispose d’une
formule explicite du noyau de la chaleur, donnée par Chavel [26] p. 246].

\/ie—t/él —s2/(4t)
(ng)3/2 o \/cosh s —cosh p
ol p = dp((,§) est la distance de Poincaré séparant les points ¢ et . Comme pp(¢, &, ¢) ne dépend

que de p et de t, pour v € Aut(D), on a pp(¢,&,t) = pp(7¢,¥E, t). Le lemme suivant donne une
expression du noyau de la chaleur sur une feuille L, exprimé en fonction de celui sur D.

p]D)(Ca 67 t) =

(3.8)

Lemme 3.10 (Nguyén [68, proposition 2.7]). Soit L une surface de Riemann hyperbolique et soit
¢: D — L une uniformisation. On identifie le groupe 71 (L) avec le sous-groupe de Aut(D) donné par
relévement d’un chemin ~ dans le disque via ¢. Soit x,y € L, et T,y des antécédants respectifs de x
et y par ¢. Alors,

p(l‘,y,t) = Z pD(.A’L:,’}/g,t)

y€Emi(L)

On en déduit le lien suivant entre les opérateurs de diffusion de la chaleur sur L et sur ID.
Di(fog)=(Dif)opsurD, teRy, feL*(L). (3.9

Démonstration. L'expression ci-dessus de p(z, y,t) est bien définie dans [0, oc] en tant que somme
de fonctions positives. Il s’agit donc de vérifier que c’est bien le noyau de la chaleur, c’est-a-dire
qu'elle satisfait (3.5). D’apres (3.4), chacun des termes de la somme est solution de ’équation
de la chaleur % — Apy = 0. De plus, il y a au maximum un unique ~ tel que vy = z, et il
y en a effectivement un si et seulement si z = y. Il suffit donc de déterminer une domination
des dérivées temporelles et des Laplaciens de pp(%,~y,t). Dans un autre contexte mais avec des
hypothéses tout a fait similaires (voir et la figure [3.4]), on réalise cela aux lemmes [3.35
et Nous y renvoyons le lecteur pour les obtenir. De méme, on peut intervertir somme et
intégrale dans le calcul suivant.

(th)o(b(i): (LL', 7t)f X ) ) O(b( A) ( )
/Lp y /Weﬂzl%mpm Y. v9) gp(y
. /PDCCW, ) 0 6 (i) 9p(y):
yem (L)

Prenons L un domaine fondamental de L,ie. L C D tel que (;S(E) = L, la réunion U, ¢, sz
est disjointe (a des ensembles Lebesgue-négligeables pres) et recouvre D tout entier. Comme ¢ et
les v sont des isométries de gp, on obtient

(Def) = > /pD (@,75,t).f 0 & (v) gp ()
yem (L)
:/Dpw,mfocb@gp (@) = Dy (f 0 9) (7). O

3.3.2 Mesures harmoniques

Dans cette sous-section, on définit les notions de mesures harmoniques sur un feuilletage hy-
perbolique. On montre qu’elles sont liées par un produit extérieur avec la métrique de Poincaré
aux courants harmoniques. Nous prenons une définition différente, mais équivalente a celle que
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I'on trouve dans [[71]]. Dans ce cadre, il est crucial de pouvoir estimer la masse de Poincaré d’un
courant 7', c’est-a-dire, la masse totale de 7' A gp. On donne un critére dans la proposition
pour qu’une telle masse soit finie.

Définition 3.11. Soit # = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique. Une
mesure de Borel localement finie p sur M est dite quasi-harmonique si u(E) = 0 et si elle vérifie

/ Apfdu=0, fecDF). (3.10)
M

Si de plus p est finie, on dit que . est harmonique.

Proposition 3.12 (Dinh—Nguyén-Sibony [30, proposition 5.1], voir aussi [[71, théoréme 2.9]).
Soit T un courant harmonique dirigé positif sur #. On définit

w=TANgp sur M\E, up(E)=0. (3.11)

Alors v est quasi-harmonique. La mesure p est de plus harmonique si et seulement si T A gp a une
masse finie.
Réciproquement, si j1 est une mesure quasi-harmonique, alors il existe un courant harmonique

dirigé T tel que (3.11).

Qu’elle soit finie ou non (et elle peut étre infinie prés des singularités), on appelle masse de
Poincaré la masse totale de T' A gp.

Démonstration. D’aprés et (3.3), il est clair que la mesure u est quasi-harmonique. Comme
elle est par hypothése supposée finie, elle est harmonique. Réciproquement, on se donne p une me-
sure quasi-harmonique et on cherche & définir un courant harmonique dirigé T Soit o € 211(.7).
Par partition de l'unité, on peut définir (T, «) pour « a support compact dans une boite a flots
U ~ T x D. De plus, il existe une fonction transversalement mesurable et lisse le long des feuilles
telle que oo = ugp. On désintégre alors y transversalement dans cette boite a flots.

/M ud,u:/T</Du(z,t)dlut(z)> an(),

Comme p vérifie (3.10), on vérifie facilement que c’est le cas pour chacun des p; également. Ainsi,
il existe une fonction harmonique h; telle que p; = higp. On a

[ wtn= [ ([ @t ) avto
/T(/Dht(z)a(t,z)> dv(t).

On définit & présent T localement par la formule ci-dessus et on conclut par la proposition [3.6|que
T est un courant harmonique dirigé positif. O

La proposition suivante indique qu'une mesure harmonique est d’une certaine facon compatible
avec les diffusions de la chaleur le long des feuilles. On montre plus précisément que lorsqu’on
diffuse la chaleur sur un temps ¢, la chaleur moyenne sur la variété M reste constante.

Proposition 3.13 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30], voir aussi [71] théoreme 2.9]). Soit p une mesure
harmonique sur M. Alors, u est faiblement harmonique, c’est-a-dire que

/thdu:/ fdu, teR,, feL®(M\E). (3.12)
M M

Démonstration. Soit f € L°°(M\ E). La mesure y étant finie, f € L' (u). Il existe alors une suite f,
de fonctions ¥*° a support compact dans M \ E qui converge vers f u-presque partout et telle que
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I full e (ary i) < I1f1l L (ar\ )- Comme pu est finie, on vérifie simplement par convergence dominée

et par (3.5) que
mUD%fw) /MD%MWUO

Ainsi, on a ([3.12) pour f,,. On obtient alors

‘/DJ Jiuta) = [ f(wauta

Le deuxiéme terme tend vers 0 quand n tend vers +oo par convergence dominée. Notons [; le
premier terme et exprimons-le plus précisément par (3.6)).

thALf@%Mh@—ﬂMW@OW@- (3.13)

On note N l'ensemble p-négligeable des x € M tels que f,(x ) ne tend pas vers f(z) quand
n — 4o0. Soit M = {(z,y) € M? |y € L,} et N = {(z,y) € M | y € N}. Si l'on parvient &
montrer que y X gp <J\7 ) =0, alors f,(y) tendrait vers f(y) pu x gp-presque partout et le théoréme
de convergence dominée appliqué & ([3.13) donnerait (3.12)) pour f.

)| < [ Dils = £l @duta) + [ 17 = il (@dn),

Tm Ty

Tm Ty

FIGURE 3.2 — Preuve de la proposmon“ 3.13| A droite, le cas le plus simple, ot1 I'on peut accepter
les points z’ et y’ dans les transversales S, et S,,. A gauche, le cas plus comphque ou il faut d’'une
part prendre des transversales incompletes S, et S, excluant les points tels que z’, qui se scindent
par holonomie entre y et y'’ ; et d’autre part rafﬁner les transversales en =’ pour séparer les points
y’ et y”. Par un tel procédé, on réduit strictement le cardinal de I'g(x’). Ce processus finit donc.

11 reste donc & montrer que N est 1 x gp-négligeable. Notre démonstration utilise un résultat
analogue a [30] corollaire 3.3] (voir aussi [[71], lemme 2.12]). Procédons a de multiples réductions.
Soit Mg = {(z,y) € M |y € ¢-(Dg)} et Nz = N N Mg. 1l suffit de démontrer que le borélien
Np est p x gp-négligeable. On se donne (z,y) € Mp, et des voisinages respectifs de = et de y qui
sont des boites a flots U, ~ T, x D et U, ~ T, x D. Comme ¢, est un revétement, 'ensemble des
points d’arrivée de

Pr(z) = {7 € ¢°([0,1],Dr) [(0) =0, ¢u((1)) € {0} x T,}
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est fini. Quitte a considérer de plus petites boites a flots, on peut méme supposer que pour tout
v € Tr(z,y), ¢2(7(1)) = y et que les applications d’holonomie Hol, le long de tout ¢, o v, pour
v € T'r(z) sont définies sur T, toute entiere. La fonction 7 étant semi-continue inférieurement
d’aprés le théoréme on peut restreindre encore les boites & flots U, et U,, de telle sorte a avoir
pour 2’ € {0} x Ty, ¢» (Dg) N ({0} x T,) C {Hol,(2') | v € Tr(z)}. Pour 2’ = (z,t,) € D x Ty,
y = (w,t,) € D x T, tels que (2/,y') € Mp, on note

Tr(2’,y') = {y € Tr(z) | Hol,(0,t) = (0,,)}.

On pose alors J\AJJR,I,y = {(2',y') € Uy x Uy | cardT'r(2’,y’) = cardT'r(x)}. Pour un couple
(«',y') € (MR N (Ug % Uy)) \ MR,Ly, on peut travailler sur un voisinage plus petit de (2/,y")
pour revenir au cadre précédent avec card'r(z’) < cardT'g(z) et ¢ (Tr(2')(1)) = {y'}. Ainsi,
en considérant chacun des M, Ray DoOUr (z,y) € M R, ON peut en extraire un nombre au plus
dénombrable de boites a flots U, ~ D x S;, U, ~ D x S, d’adhérences compactes, ot les .S, et
S, sont mesurables, telles que pour tout 2’ € U, ¢ (ER) N ({0} x Sy) est au plus un singleton.
La figure illustre les cas qui sont possibles et sa légende exprime le processus que I'on suit. 1l
suffit alors de démontrer que Nz N (U, x U,) est i x gp-négligeable. Notons que les applications
d’holonomie Hol, pour v € I'g(z) sont toutes égales sur S,. On identifie alors en les notant .5, les
transversales S, et S, par cet unique biholomorphisme et on tache a contrario de différencier les
variables z € D selon si elles correspondent & des points dans U, ou dans U,,. En procédant a une
désintégration de p par la proposition sur les ouverts U, et U, on peut de plus supposer que
les deux mesures de Radon v, et v, sont égales. Notons h; , et h,, données par la désintégration
de 1 dans U, et U,,. At fixé, c’est bien la méme fonction harmonique que I'on a suivie de boite 4
flots en boite a flots. D’aprés I'inégalité de Harnack [[80), théoréme 11.11], on a donc qu’il existe
des constantes C; telles que sup h; , < C; Linf ht . On calcule & présent

wxap (Fan U< 0)) = [ (s ([ 1vaCntion (o)) anGennt) ) vty

< [([ ([ oreat)) mstetnteytiante, ) ) avto,

Il reste alors & remarquer que hy ,(2,)1n(2y,t) = 0 pour gp X v-presque tout (z,,t), car u(N) = 0.
On obtient donc bien u x gp (Kf ) = 0. De retour a (3.13), par convergence dominée, I; — 0
quand n — +oo et ([3.12) est vérifiée pour f. O

Dans la sous-section [3.4.2] on a besoin de considérer les opérateurs D; comme des opérateurs
sur L?(u1). Le résultat suivant nous permet de le faire sans crainte.

Proposition 3.14. Soit & = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique et u une
mesure harmonique sur . Alors, les opérateurs Dy, pour t € R, sont des contractions de LP(u),
pour tout p € [1,00].

Démonstration. On procéde par interpolation entre les espaces de Banach L!(u) et L®(u) (voir
le théoreme de convexité [85 p. 16] ou [85, section 1.18] pour ses généralisations). Comme
p(z,y,t) est une fonction positive et d’apres (3.7), il est clair que D, est une contraction de L (y).
D’autre part, p est harmonique et d’apres la proposition [3.13] (3.12)) est vérifiée. Ainsi, pour une
: 1 _ : —
fonction u € L\(,u) et uK = min(|ul, K), on a [[Dyuk ||,y = ||uK||L1(#.) = llullz1(,)> quand
K — +00, d’apreés le théoréme de convergence monotone. D’autre part, toujours par convergence
monotone, Dyuy croit ponctuellement vers D [u| donc || Dyuk|[ 1,y — [ De |ulllf1(,- 11 Sensuit
. . _ . . 1 .
la majoration || Dyul| 1,y < [|D¢|ulllf1(,) = llullz1,), Le. Dy est une contraction de L' (u). Ceci
conclut la preuve. O

Comme précisé a de nombreuses reprises, il nous faut déterminer si un courant harmonique
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a une masse de Poincaré finie. La proposition suivante donne une condition suffisante sur les
singularités de .% pour que ce soit le cas pour tout courant.

Proposition 3.15 (Dinh-Nguyén-Sibony [30} proposition 4.2]). Soit # = (M,.%, E) un feuille-
tage holomorphe singulier et a € E une singularité isolée de .. Soit g); une métrique hermitienne
sur M. On suppose que dans un voisinage de a, il existe une constante ¢ > 0 telle que la métrique de
Poincaré vérifie n(x) > cdy(z,a) |Indps(x, a)|. Alors, tout courant harmonique dirigé positif sur .7
a une masse de Poincaré finie au voisinage de a.

Démonstration. Soit T un courant harmonique dirigé positif par .%. Soit U ~ B une carte de M
centrée en a. Par équivalence des métriques hermitiennes, on peut supposer sans perte de généra-
lité que gp; = ||dz||* est la métrique hermitienne standard sur U ~ B. D’aprés les propositions
et il existe une constante C' > 0 telle que ||T' A gus||,; < Cr? pour r € 0, 1[. En utilisant
pour passer de gp a gas, on obtient, pour r < e~!, par intégration par parties,

1 4 1
T Agp :4/ — T Agu < —/ ——5—T A gu,
/rma B N%(2) cJp ||Z||2 In® |12l

4 (11T Agumll,s / ( 2 2 ) )
TAgp<— (L2 IMEE [ 7 A +—2Vdp),
/TIB; 9P =02 < r21n? r 0 | 92 lls pPlnp  p2Indp r

8C

2 |lnr|

< +o00. O

Probléme 3.16. Le critére de la proposition [3.15]est bien siir adapté aux singularités non-dégénérées
(voir le lemme [2.16). On a vu a la proposition qu'on a une inégalité similaire a celle de la
proposition [3.15]selon toute direction, avec une dégénérescence prés de la direction propre forte. Nous
discutions également de la possibilité d’avoir une minoration de n par ce biais en procédant a une
réduction des singularités. Dans le cas d’'un point selle déja donné, on peut se demander si la condition
est suffisante pour avoir une masse de Poincaré finie.

Dans le cas général, il est trés probable qu’elle ne suffise pas : si notamment la masse de T est
concentrée sur la séparatrice de la direction forte si celle-ci existe. Néanmoins, il y a peut-étre un
espoir en ajoutant la condition que T est diffus pour éviter ce cas dégénéreé.

3.3.3 Diffusion de la chaleur abstraite

On définit dans cette sous-section le semi-groupe d’opérateurs de diffusion abstraite de la
chaleur. On a besoin pour cela de quelques préalables d’analyse fonctionnelle, dont on peut trouver
de plus amples développements dans le livre de Brézis [10} chapitre VII].

Définition 3.17. Soit H un espace de Hilbert et A: Dom(A) C H — H un opérateur linéaire
(non nécessairement borné). On dit que A est monotone si pour tout v € Dom(A), (Av,v) > 0, ol
(-,-) désigne le produit scalaire dans H.

On dit qu’un opérateur A est maximal monotone si de plus pour tout f € H, il existe un élément
u € Dom(A) tel que Au +u = f.

Un semi-groupe de contractions est une famille d’opérateurs S(t): H — H, t € R, tels que
IS@)| < 1ettelsque S(t)o S(t')=S({t+1t)pourt,t € Ry.

On cherche ici a résoudre un probléme de diffusion pour l'opérateur —Ap sur L?(u). Les
opérateurs maximaux monotones sont le cadre idéal pour obtenir un semi-groupe de contractions
qui résolvent un tel probléme. Un tel semi-groupe nous est donné par le théoreme de Hille-Yosida.
Si un opérateur A est maximal monotone, on sait de plus que Dom(A) est dense dans H et que
son graphe est fermé dans Dom(A4) x H.

Théoréme 3.18 (Hille-Yosida). Soit A: Dom(A) — H un opérateur maximal monotone. Pour un
uo € Dom(A), Uéquation
au(ta )

T + Au(t,-) =0, et u(0,-) = up, (3.14)
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pour
ue " (R, H)NE° (Ry,Dom(A)), (3.15)

a une unique solution. Cette solution est de plus donnée par Uaction d’'un semi-groupe de contractions
S(t): H— H sur ug, cest-a-dire u(t,-) = S(t)uo.

Pour résoudre 'équation de la chaleur dans L? (1), il nous suffirait donc de montrer que —Ap
est maximal monotone. Pour cela, on utilise le théoréme de Lax-Milgram.

Théoréeme 3.19 (Lax-Milgram). Soit e une forme bilinéaire continue sur un espace de Hilbert H.
On suppose que e est coercive, cest-d-dire qu'il existe ¢ > 0 telle que e(u,u) > ¢ ||ul|’, u € H.

Alors pour tout f dans le dual H', il existe un unique u € H représentant f pour e, c’est-a-dire
que pour tout v € H, (f,v) = e(u,v).

Introduisons a présent nos notations. Soit # = (M, .%, E) un feuilletage holomorphe singulier
hyperbolique. Soit T' un courant dirigé harmonique positif sur .% et u la mesure quasi-harmonique
associée a T par (3.11)). On se donne une désintégration transversale du courant 7" dans une boite
a flots U ~ D x T par la proposition [3.6] i.e.

T@:AKAM@MMOW@,

pour o € 2%1(F) a support compact dans U. Pour v € 2(.%), on peut définir son gradient Vu
pour la métrique de Poincaré par la formule (Vu,&),, = du(§), ou ¢ est un vecteur tangent a
une feuille. On a [(Vu,§)g,| < [Vul,, [¢],, avec égalité pour { = Vu. Ceci nous donne donc que
|du|p = |Vul,,,, olt |du| est la norme subordonnée de I'application linéaire du pour la métrique
de Poincaré sur 7'%. Dans la suite, on note simplement [Vu[ = [Vul,, et 'on considére toujours
que 'on mesure ce gradient par la métrique de Poincaré. On définit les formes bilinéaires

ﬁwwz_/mmmm% emmzﬁmm+/mw,

pour u,v € Z(%). Le gradient et les formes bilinéaires ci-dessus ne sont a priori définies que pour
u,v € 9(F), mais s'étendent facilement a des espaces plus grands. On définit H!(;) comme le
complété de Z(.%) pour la norme

2 2 2
[l gy = Nullzegey +11Vallzzg, -

Alors, V s’étend en un opérateur sur H'(u) a valeurs dans L?(p).
Le fait que —Ap soit maximal monotone est la conséquence de la proposition suivante.

Proposition 3.20 (Dinh-Nguyén-Sibony [30, lemmes 5.4 et 5.5], ou [71, lemmes 5.4 et 5.5]). La
forme bilinéaire q s’étend continiiment @ H' (1) x H' (). De plus, pour u € H'(p),

q(u,u) = [Vul7a, -

Démonstration. Soit u,v € 2(%), a support compact dans une boite a flots ou 'on dispose d’'une
désintégration de T'. On a

o, v) = — /T ( /D i (69u) Uht> dv(t) = /T ( /D i (69u) vht+id(vht8u)> v (t)
:/T (/D ihiOu Aav) du(t) +/T (/D ivdu /\ﬁht) dv(t) = Q1(u,v) + Q2(u,v),

ol 'on a utilisé la formule de Stokes et le fait que vh;0u est a support compact. Le premier terme

Q1 vaut [,, (Vu, V), dp, s'étend clairement a H(p) x HY(p) et Q1(u,u) = ||Vu||2Lz(#). Il s’agit
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donc de démontrer que Q2 (u,v) s'étend & H'(u) x H'(u) et que Q2(u,u) = 0. On a

/ 10u A (vaht> AT
M hy

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ € T et z € D x {t}. On cherche & démontrer que
iOhy(x) AOhy(x) < h?(x)gp(z). En recouvrant ¢, (rD) par un nombre fini de boites a flots, on peut

construire une fonction h harmonique sur rD telle que h = h; o ¢, sur rD N ¢ (D x {t}). La
formule de Poisson (voir [55] chapitre 1.3]) nous donne alors h en fonction de son intégrale sur

le bord de rD. ) )
h(z) = — / |1_|Z|h(re“’)d9.
0

T or Z—re“’|2

2 _,Ohy A\ Ohy

Qa(u,0)* = < [Vl /M i TN T, (3.16)

En différentiant cette expression et en I’évaluant en 0, on obtient

50| < h0), | F0)] < o

Comme 9h(0) A Bh(0) = |¢.,(0)[? Ohy(x) A Dhy(),
i0hi () A Ohy(x) < %th(x)Qgp(x).

En faisant tendre r vers 1, on a bien I'inégalité voulue. De retour a (3.16)), cela donne
2 2 2 2
Qe ) < IVl | T A gp = [Vl ol

Sous cette forme, il est clair que Qs s'étend & H' (u) x H ().
Reste a montrer que Q2(u,u) = 0. Par continuité de @», il suffit de le montrer pour u € (%)
& support compact dans une boite a flots. En remarquant que udu = 19(u?) et que 0h; = 0, on

obtient '
Qa(u, ) = /T ( /D ;d(u26ht)> dv(t) = 0,

car u est supposé a support compact et d’apres la formule de Stokes. O

On définit alors le domaine de Ap comme I'ensemble Dom(Ap) des u € H!(u) tels que l'ap-
plication v ~— ¢(u,v) sétend continliment a L?(u1). On a en fait que Dom(Ap) = Hp(u) est le
complété de Z(.%) pour la norme ||u||fqp(#) = ||u||iz(u) + HAPU”%Q(H).

Proposition 3.21 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30, proposition 5.6] ou [[71], proposition 5.8]). Soit u
une mesure harmonique sur .%. Alors, Uopérateur —A p est maximal monotone.

Sil'on démontre cette proposition, le théoréme de Hille-Yosida nous assure de I'existence d’'un

semi-groupe de contractions diffusant la chaleur. On le note S(¢), pour ¢ € R.. On appelle ces
opérateurs les opérateurs de diffusion abstraite de la chaleur.

Démonstration. D’aprés la proposition |3.20}, on a, pour u € Dom (Ap) C H'(p),
(~Apt 0 () = ) 0

Ainsi, —Ap est monotone. De plus, si f € L?(u), f peut étre vu comme un élément du dual de
H*(p) par lidentification de f avec v — (f,v) 2, Pour u € H*(u),

2 2
e(u, 'LL) = q(“’?“‘) + ||uHL2(H) = ”u”Hl(,u) .
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D’apres le théoréme de Lax—Milgram, il existe donc u € H'(u) tel que (f,v);. () = €(u,v) pour

v € H'(u). Comme H!'(u) est dense dans L?(u), on en déduit que u — Apu = f et —Ap est
maximal monotone. O

3.4 Diffusion de la chaleur en théorie ergodique

Cette section vise a préciser a démontrer le théoréeme On commence par une bref apercu
de ce qu’implique ce résultat pour la théorie des feuilletages. La sous-section énonce sans
preuves une série de théoremes ergodiques que I'on obtient en étudiant les deux semi-groupes
d’opérateurs de diffusion de la chaleur. Cela constitue la principale motivation a démontrer leur
identité. D’autre part, on présente un dictionnaire a la Sullivan qui fait 'analogie avec le cas
d’une dynamique discréte. On définit pour cela briévement la notion de mesure ergodique pour
un feuilletage. La sous-section [3.4.2| constitue la preuve de notre théoréme principal.

3.4.1 Quelques théoréemes ergodiques et dictionnaire a la Sullivan
Commencons par quelques définitions pour mettre en place notre cadre théorique.

Définition 3.22. Soit & = (M,.%, E) un feuilletage holomorphe singulier. Un sous-ensemble
A C M est dit saturé si pour tout z € A, L, C A. Une mesure borélienne finie u sur M est dite
ergodique si ;1(E) = 0 et si pour tout ensemble saturé A, ;(A) =0ou pu(M \ A) = 0.

On suppose de plus que .# est hyperbolique. Une mesure quasi-harmonique p (resp. un courant
harmonique T') est dite extrémale si pour toutes mesures quasi-harmoniques p; et o (resp. pour
tous courants harmoniques T3 et Tb), pu; + pe = p implique p; = Ay, pour un certain A € [0, 1]
(resp. T1 + T> = T implique 71 = \T).

La bijection entre les courants harmoniques 7' et les mesures quasi-harmoniques p donnée
par (3.11)) montre clairement que T est extrémal si et seulement si i est extrémale. Comme dans
le cas de la dynamique discrete, on a équivalence entre extrémalité et ergodicité.

Proposition 3.23 (Dinh-Nguyén-Sibony [71, théoreme 2.9]). Soit p une mesure harmonique.
Alors i est extrémale si et seulement si u est ergodique.

De plus, I'ensemble des mesures de probabilité harmoniques forme un compact convexe pour
la topologie faible. On a en particulier une décomposition de toute mesure harmonique comme
somme de mesures harmoniques ergodiques.

Proposition 3.24 (Dinh-Nguyén-Sibony [30} proposition 4.4]. Voir aussi [[71}, corollaire 5.13]).
Soit # Uespace des mesures de probabilité harmoniques sur .7 et & Uespace des mesures de probabilité
harmoniques ergodiques. Pour tout p € 5, il existe une unique mesure de probabilité v sur & telle
que 1 = [, mdv(m).

De plus, deux mesures de probabilité harmoniques ergodiques sont, ou bien égales, ou bien mu-
tuellement singuliéres.

Propriétés ergodiques des opérateurs S(t) et D, Les opérateurs D; et S(t) nous donnent a
l'infini des fonctions qui sont invariantes le long des feuilles. Le cas ergodique est alors particulie-
rement intéressant puisqu’il implique que ces fonctions sont essentiellement constantes. C’est ainsi
qu’ils peuvent constituer une boite a outils pour la compréhension de phénoménes dynamiques
des feuilletages, en transformant des données temporelles en données spatiales.

Commencons par le théoreme suivant, qui énonce plutot un phénomene d’invariance.

Théoréme 3.25 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30, théoreme 5.7]. Voir aussi [[71, théoreme 5.9]). Soit u
une mesure harmonique sur & et S(t), t € Ry, le semi-groupe d’'opérateurs de diffusion abstraite de
la chaleur associé. Alors, p est S(t)-invariante, c’est-a-dire que {p, S(t)uo) = (i, up).
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Notons que 'on a déja un tel résultat pour les opérateurs D; dans la proposition On
obtient de plus des théorémes de type du théoreme ergodique LP de von Neumann.

Théoréme 3.26 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30, corollaire 5.9]. Voir aussi [71}, théoréme 5.10]). Con-
sidérons p une mesure harmonique sur .% et S(t), t € Ry le semi-groupe d’opérateurs de diffusion
abstraite de la chaleur associé. Soit uy € LP(u), pour p € [1, 00l. Alors, la moyenne temporelle

1 R
= /O S(t)ugdt

converge pi-presque partout vers une fonction ufy € LP(u) quand r — +o0. La fonction uf est inva-
riante par S(t) et constante le long de toute feuille L, pour x € M \ E. En particulier, si u est une
mesure ergodique, alors uf est constante p-presque partout.

Comme dans le cas d’'une dynamique discrete, les opérateurs de moyennisation donnent lieu a
des phénomenes de mélange. On a en fait ces résultats pour un opérateur de Laplace adapté Ap
(voir [30] ou [[71]]), qui est lui aussi maximal monotone. Notons que le résultat suivant est plutot
typique d’une application ergodique que mélangeante (voir [89, théoréme 1.23]) si 'on considére
la diffusion de la chaleur comme une moyenne.

Théoreme 3.27 (Dinh-Nguyén-Sibony [30, théoreme 5.12]. Voir aussi [71, théoreme 5.15]).
Soit 1 une mesure harmonique sur .7 et S(t), t € R le semi-groupe d’opérateurs associé a l'opérateur
Ap. Alors S(t) vérifie la propriété de mélange suivante.

lim <§(t)uo7vo> = (u, uo) (p,vo) » ug,vo € L* ().

t——+o0

Comme annoncé ci-dessus, les opérateurs D; donnent aussi des applications invariantes avec
le temps. Le théoréme ci-dessous est un analogue d’un théoréme ergodique d’Ackoglu (voyez par
exemple [56] section 5.2]).

Théoreme 3.28 (Nguyén [68, théoréme B.16]. Voir aussi [71, théoreme 3.4]). Soit u une mesure
harmonique sur %, to > 0 et f € L'(u).

1. Si Dy, f = f p-presque partout, alors f est constante u-presque partout.

2. La moyenne % ZZ;S Dy, f converge pi-presque partout vers | v fdp
Mouvement brownien De maniére trés générale, lorsqu'on a une diffusion de la chaleur, on
peut définir un mouvement brownien associé grace aux espaces et aux mesures de Wiener. Soit

F = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique. On se donne {2 I'espace des
chemins continus sur M qui restent toujours dans la méme feuille, c’est-a-dire,

Q={we? R ,M) |wRy)C L.}

On définit Q, = {w € Q | w(0) = z}. On appelle parfois 2 'espace des trajectoires sur .%. Il
constitue 'ensemble de tous les chemins possibles pour une une particule brownienne. Pour parler
de mouvement brownien, il faudrait pourtant encore munir 2 d’une tribu et d'une mesure. Un
cylindre de 2 est un ensemble de la forme

C={weQ|Vie{l,...,m}, w(t;) € B;},

pour des temps t1, ..., t,, € R, etdesboréliens By, ..., B,, donnés. On note o/ 1a tribu engendrée
par tous les cylindres de 2. On note également C,, = C' N 2,.. On définit sa mesure de Wiener

Ww(Cx) = (Dt1 (131 Dt2_t1 (132 . 1Bm—1Dtm—tm—11Bm) . )) (x)

La mesure de Wiener est alors étendue a toute la tribu &/ pour faire de 2, un espace mesuré.
Pour une mesure finie borélienne p sur .%, on définit la mesure f sur {2 comme suit. Si C est un
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cylindre de €2, on pose

7(C) = | Wa(Ca)du(w).
M
La mesure @ est appelée la mesure de Wiener avec distribution initiale p.
On a une opération naturelle de décalage sur les chemins. Si w € Q2 et ¢ € Ry, on définit
or(w) € Q par oy(w)(s) = w(s +t), s € Ry. Ces décalages sont, comme on pouvait l'espérer,
invariants par les mesures harmoniques.

Théoréme 3.29 (Nguyén [68, théorémes 2.20 et 4.6]. Voir aussi [71, théoréme 3.3]). Soit p une
mesure faiblement harmonique (c’est-a-dire, finie et vérifiant (3.12])). Alors, la mesure Ji est invariante
par décalage, i.e.,

| Fenan) = [ P,

pourt € Ry et F € LY(Q).
De plus, si [ est ergodique pour o1, alors p est ergodique, et si ji est ergodique, alors [ est ergodique
pour tout oy, t € R}

Théoremes ergodiques géométriques Il est a noter que jusque-1a, nous avons considéré comme
temps le temps de diffusion de la chaleur. Nous avions pourtant annoncé que ce qui jouait pour
nous le role de temps, c’était la distance de Poincaré. Ce paragraphe est plus porté sur cette idée,
et précise le lien entre les deux. Le lecteur peut penser au premier paragraphe de I'introduction de
ce chapitre.

Soit R € R, et r le rayon euclidien correspondant, r = ZR;} , de telle sorte a avoir rD = Dp.
Soit & = (M, %, E) un feuilletage holomorphe singulier, z € M et ¢, une uniformisation de L,

telle que ¢, (0) = x. On définit les courants de Nevanlinna 7,  par la formule

1 / N
Tz,R, ) = w7 log 7¢zaa
A T R

ott log™ = max(log, 0), et My est la masse de Poincaré de Tz, R L€,

Mp = / log™ %QP(O = —2mlog(1 = %) ~rsje0 27R.
D

On a obtenu ici cette expression explicite par un calcul direct. On définit également les mesures de
Nevanlinna m, r = 7, r(gp). Ce sont des mesures de probabilité. De plus, la formule de Jensen

donne
1

ddCTLE,R = m ((¢z)*0r - 6m) y

ol o, est la mesure de Lebesgue du cercle rS et §, est la masse de Dirac en z. Ainsi, si I'on
considere 7 une valeur d’adhérence de 7, p quand R — +oo, 7 est un courant harmonique di-
rigé. Réciproquement, si I'on se donne un courant harmonique 7', on peut se demander a quelle
condition on a 7, g — T'. Le théoréme suivant est un analogue de celui de Birkhoff.

Théoréme 3.30 (Dinh—-Nguyén-Sibony [30, théoreme 7.1]. Voir aussi [71, théoréme 5.36]). Soit
T un courant harmonique extrémal et u la mesure ergodique associée. Alors, pour p-presque tout
x €M, 7, g = T quand R — +oc.

La preuve de ce théoreme repose sur la comparaison des courants de Nevanlinna aux opéra-
teurs D;. C’est en ce sens que le temps hyperbolique est 1ié au temps de diffusion de la chaleur. Plus
précisément, Dinh, Nguyén et Sibony donnent I’estimation suivante (voir [71, formule (5.32)]).

log R
< cllull~ 255, we ¥,

o [
e 27
s R, UY — —— D dt
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pour une certaine constante ¢ > 0 et y-presque tout x € M. Comme 2 ~ R, cela donne

™
en quelque sorte une équivalence entre le temps hyperbolique R et le temps de diffusion de la
chaleur ¢. Notons également que cette formule donne une vitesse de convergence de m, r vers j,
ce qui peut étre souvent extrémement utile.

Dictionnaire a la Sullivan On conclut cette sous-section par une analogie qui constitue un dic-
tionnaire a la Sullivan. Il donne une correspondance idéale entre le monde trés connu de la dyna-
mique d’une application discréte et celle des feuilletages.

Notion

Dynamique discrete

Feuilletages et laminations

Orbite

Ensemble ou suite

{f"(z) | n € N}

Feuille L,
Chemin w €

Mesure de l'orbite

Ous = 330 Oph(a)

Mesure W, sur €,

Temps

teN

T € D mesuré par dp(0,7T)
Temps de diffusion de la chaleur

Objets réguliers

Applications continues
Applications lisses
Applications holomorphes

Laminations
Laminations lisses
Feuilletages holomorphes

Objets holomorphes | Applications méromorphes | Feuilletages holomorphes singuliers
singuliers Ensemble d’indétermination | Lieu singulier

Objets spatiaux . . Courants dirigés positifs d- ou dd°-fermés
. . Mesures invariantes . ) .
invariants Mesures invariantes ou harmoniques
Processus de Zn,l 5 Diffusion de la chaleur S(t) ou D;
moyennisation k=0 Of* () Courants de Nevanlinna

3.4.2 Coincidence des deux types de diffusions

Dans cette sous-section, on cherche a trouver un critére assez général de coincidence des deux
semi-groupes d’opérateurs de diffusion de la chaleur. Comme précisé dans la sous-section précé-
dente, ils donnent chacun lieu a des théorémes de type ergodique et il s’agit dans la mesure du
possible d’unifier ces deux séries de résultats. On montre tout d’abord un critére abstrait dans le
théoréme suivant, que 'on applique pour démontrer le théoréme (3.2

Théoréme 3.31 ([7, théoréme 6.1]). Soit # = (M,.Z, E) un feuilletage holomorphe singulier hy-
perbolique dont les singularités sont isolées. Considérons sur M la métrique de Poincaré feuilletée gp et
une métrique hermitienne gys. Soit 1 la fonction définie par de telle sorte qu’on a Uidentité (2.3).
Soit 1 une mesure harmonique sur .%. Supposons que

(H1) n est localement majorée sur M \ E et dans le voisinage de toute singularité a € E, il existe

une fonction F,: R% — R* continue telle que 2 nest pas intégrable au voisinage de 0 et

F,
n(x) < Fo (dar(2,a));

(H2) Toute fonction u mesurable sur M \ E vérifiant les quatre conditions ci-dessous appartient a
H'().

(@ lull o < oo,

®) |ldu|pll e < oo,

(C) HAPUHLOQ < o0,

(d) pourtouta € E, ili% HU\B(a,E)HLoo =0.

Alors, les opérateurs S(t) de diffusion abstraite de la chaleur associés a u coincident avec les
opérateurs Dy de diffusion de la chaleur le long des feuilles.
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Remarque 3.32. Nguyén [71, théoreme 5.17] a aussi commencé par un critere abstrait tout a fait
analogue pour démontrer son résultat dans le cas de singularités linéarisables et hyperboliques. La
comparaison de ces deux critéres se révele intéressante. Notre hypothése est plus forte que
la sienne et[(H2)| plus faible. En fait, il utilise la plus faible dans un contexte ot il a de toute facon
beaucoup mieux. D’autre part, la plus forte 'oblige & avoir un nombre de Lelong égal a 0 pour I’ap-
pliquer, ce qui est bien vérifié avec des singularités linéarisables hyperboliques, et pour un courant
ne chargeant aucune feuille, mais pas au-dela. Nous avons donc pu affaiblir la seconde, quitte a
renforcer la premiéere en conséquence, sans le payer trop cher. L’objectif de I'’hypothése est
d’obtenir le lemme [3.33|ci-dessous. Il est & noter cette fois qu’elle est taillée au plus juste pour des

singularités non-dégénérées, #g(m) (voir le lemme|2.16)) n’étant pas intégrable, mais de peu.

Avant de démontrer ce théoréme, il nous faut quelques résultats préparatoires pour appliquer
au mieux|(H2)| C’est I'objet des lemmes suivants.

Lemme 3.33 ([[7, lemme 6.3]). On se place dans le cadre général du théoréme [3.31| et on sup-
pose Uhypotheése [(H1)| Soit ug € 2(F) et u(t,-) = Dyug. Alors, si t > 0 et a € FE sont fixés,
;I_I)I(l) HU\B(LL,e)(tv ) Lo — 0.

Afin d’appliquer entiérement 'hypothese [((H2) nous avons aussi besoin du lemme suivant. On
en trouve la preuve originale dans [[71} faits (5.15), (5.16) et (5.17)]. Par souci d’autonomie de la
présente thése, nous en reproduisons une démonstration.

Lemme 3.34. Dans le cadre du lemme[3.33] supposons de plus que u est une fonction positive. Alors,
u est mesurable et vérifie les faits suivants.
La fu(-)lpe < oo
b. Pour toutt > 0, ||[du(t, )| p|l; - < oo,

c. Pour toutt >0, [|Apu(t,-)| - < 00;
2. ue ¢ (R, L*(w)) et pour tout t > 0, %i) — Apu(t,") =0;

' D) = ) 2
3. %gr(l)u(t, ) = ugp dans Uespace L*(u).

Démonstration du théoréme[3.311 On suppose pour linstant les lemmes précédents vérifiés et on
en déduit le critére abstrait de coincidence des deux diffusions. On se donne ug € L?(u) ett € R,
11 s’agit donc de démontrer que

Dyug = S(t)up dans L (). 3.17)

D’aprés la proposition et le théoréme les opérateurs de diffusion D; et S(t) sont
tous deux des contractions positives de L?(u). De plus, Z(.%) est dense dans L?(u). Ainsi, il suffit
de démontrer pour une fonction uy € (%) positive. Considérons donc une telle fonction.
Notons u(t,-) = Dyug et U(t,-) = S(t)ug. D’apres les lemmes et [3.34] et T’hypothése
u(t,-) € H'(p) at fixé. Quiplusest, U(t,-) € Hp(u) C H*(p), et silonnomme @, = U(t,-)—ul(t, -),
on a également @, € H'(p). Les fonctions U, u et u sont de plus ¢ (R%, L*(u)). Les opérateurs
S(t) étant donnés par le théoréme de Hille-Yosida, U vérifie et u aussi d’aprés 'item [@2)) du
lemme On en déduit que

10
20t
d’apres la proposition Ainsi, ||| L2(y) €St décroissante. Les conditions au bord (3.15]) et

du lemme montrent également que u(t,-) ——o uo = U(0,-). Dot @; — 0 dans L?(u) pour
t — 0 et la décroissance de sa norme implique que u; = 0 pour tout ¢ € R.. On a donc bien
montré (3.17). O

(Well3aq ) = (Apiin, i) = —a (@, @) <0,

Revenons a la preuve des lemmes que nous avons temporairement admis.
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Démonstration du lemme[3.33] Soit a € E et § > 0 suffisamment petit pour qu’il existe une carte
hermitienne U autour de a de rayon 4. Comme les métriques hermitiennes sont toutes loca-
lement équivalentes, on peut supposer sans perte de généralité que la métrique g, est don-
née sur U ~ ¢B par la métrique kéhlerienne standard de C™. Quitte a réduire encore ¢, on
peut également supposer que 0 < dps(suppug,a). Fixons ¢ > 0 et ¢ < §. Pour € B(a,¢)
et y € L, N suppuo, il existe un chemin v: [0,1] — L, de classe ¢ reliant z et y, tel que
dp(z,y) > 3Lp(7), o £p(v) désigne la longueur de v, mesurée par la métrique de Poincaré. Soit
T=sup{t€[0,1] |Vt €[0,t[,v(t') € B(a,d)}. On a alors

U Ol [T R0
dp(x’y)z/o () ‘“2/0 O] Faly(e) ™

ou Rz désigne la partie réelle d'un nombre complexe z. Comme y ¢ B(a, ), ||[v(7)|| = J. En posant
pour changement de variable u = ||(¢)||, on obtient

dp(z,y) > T _po
rPT,Y) = 5 EL(U)_ Es—>0 Q.

Autrement dit, ¢, ! (suppug) C D\ D, . Cela signifie encore que dans un voisinage V arbitraire-
ment petit de a, le support de ug est vu uniformément loin vers l'infini lorsque 1’'on centre la feuille
en x € V (voir la figure[3.3). On procéde & présent a la diffusion de uo par l'opérateur D;, pour
t > 0 fixé. D’aprés et 3.9),ona

Dyuo() = u(t, z) = / p(0, . )0 (60()) 97 (4),

Ju(t, )] < [luo] / 1ops,. (1)22(0, 7, £)9p ().

FIGURE 3.3 - Démonstration du lemme Notons que ¢ ! (supp uo) n'est pas nécessairement
compact. On peut trouver une méme partie de feuille une infinité de fois dans le revétement
universel (voir ici la partie cylindrique qui boucle sur ).
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Notons que le membre de droite ne dépend pas du point z € B(a,e). Comme R. — +oo lorsque
¢ — 0, I'intégrande converge ponctuellement vers 0. De plus, elle est dominée par pp(0,y,t) qui
est intégrable car D,1 = 1. D’apreés le théoréme de convergence dominée, on en déduit donc que

[u1B@e) ()] e 2, O- O
On cherche a présent a démontrer le lemme Commencons par quelques simplifications
de notre cadre de travail. Considérons un recouvrement de supp uy par un nombre fini de boites a
flots U; ~ D x Tj, j € I, et une partition de I'unité (¢;), ., subordonnée a (U;), ;. En considérant
chacune des fonctions ¢;u, séparément, il suffit de démontrer le lemme pour ug a support
compact dans une boite a flots U ~ ID x T. Sans perte de généralité, on peut supposer de plus que
3U ~ 3D x T est encore une boite a flots. Pour un point zo € M \ E, 'ensemble ¢! (U) est une
réunion au plus dénombrable de composantes connexes (£2;(x¢));cs. D’aprés 'hypothese
la fonction 7 est majorée sur 2U. De plus, 'application d’inclusion d’'une plaque dans une feuille
et la propriété d’extrémalité montrent qu’elle y est également minorée par une constante
strictement positive. Autrement dit, il existe une constante ¢ > 0 telle que c~*gy; < gp < cgas sur
U. Pour sortir et entrer a nouveau dans U en restant dans une feuille, il faut au moins traverser
deux fois 2U \ U. 1l s’ensuit qu'’il existe des constantes strictement positives ¢; et ¢, telles que

diamp(Qj(xo)) <cy, dP(Qj(CCo),Qk(x0>) > Co, j,k‘ € J, j 75 k. (3.18)

Do |
e
N Zq

\ I
AN
—_

Supp ugp

‘ Q

lp|>

}é)piul 2U

FIGURE 3.4 — Présentation schématique de notre réduction, donnant une configuration véri-
fiant (3.18). En gris le plus sombre dans le disque D, les composantes €2;(zo).
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Notons que les constantes c¢; et co dépendent de I'ouvert U, mais ne dépendent pas de xg.
La figure donne une représentation schématique de la configuration obtenue. On se place a
présent dans 'uniformisation ¢, : D — L, pour étudier la fonction u(z, t), et ramener cette étude
a des estimations du noyau de la chaleur pp(z, y, t). Nous introduisons ci-dessous plus précisément
nos notations.

v(t, z) = u(t, oz (2)), pourt € Ry, z €D,
uj = 10, (20)U0 © Pz, sur D,
vi(t, 2) = (Dyu;)(2), pourt € Ry, z € D.

Comme uy € Z(.#), on a u; € Z(D). Ainsi, d’aprés (3.5), sa diffusion v, vérifie 'équation de la
chaleur au sens usuel

L Apui(t, ) =0, 0;(0,7) = u;. (3.19)
De plus, Y jeg Uj = UgO Py, comme série de fonctions positives. Comme les D, sont des opérateurs
continus et d’aprées (3.9),
v = (Dyug) 0 ¢ay = Dy (g 0 ¢py) = Dy | > uj | = Dyuj = v;. (3.20)
jeJ jeJ jeJ

Pour démontrer le lemme |3.34} on commence par établir les quelques estimations suivantes du
noyau de la chaleur pp(x, y, t).

Lemme 3.35 (Nguyén [71] lemme 5.18]). Pour tout ty, > 0, il existe une constante cs telle que pour
tout xy € M \ E, on a lestimation suivante.

Kg = Z sup sup |D(x,y,t)| | < cs,
jeJ telto/2,2to] \ (,y)€D?, xeb1, yeQ;(zo)

pour une fonction ® choisie parmi les quatre suivantes.

)
g _ app(@y,t)
(i) D(x,y,t) = P20
)
)

Démonstration. Remarquons immédiatement que les cas et sont équivalents. Si 'on note
p=dp(z,y), on a d’apres (3.8),

t 2 +oo 752/(415)
pn(@.9,1) = —(275)77/26%/4/ A — (s> — 6t — 1) ds.
ot 73 »  +/coshs —coshp

Cette expression étant assez analogue a celle de pp(z,y,t), on va démontrer simultanément les
cas et |(iii)| en posant ®(z,y,t) = |pp(z,y,t)| + ‘w

constantes C' bien qu’elles puissent changer d’une ligne a I'autre. Pour ¢ € [ty/2, 2t¢], il existe une
constante C telle que

. Dans la suite, on note nos

~ Foo e—s°/(8to)
O(z,y,t) < C’/ (8% + 5) —————ds.
o v/cosh s — cosh p

On a y/coshs —coshp > 4/(s— p)sinhp. Ainsi, en distinguant selon si s € |p,p+ 1[ ou bien

s € [p+ 1,400, et en supposant dans un premier temps que p > ¢ > 0, on obtient les estimations
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suivantes.
—s%/(8to) 1 —p?/(8to)
3 € 3 e
- < — 1 1 ) € ’ 1 ’
(s +s) v/coshs —coshp — c((er VAot ) Vs—p s €lpp+1
o—5°/(8t0) ) )
(53 + s) <2 (33 + s) e=5/2e=57/(Bt0) < (Cge=s"/(8to) s€[p+1,400[,

v/cosh s — cosh p

ol l'on a utilisé que sinh p > p > ¢ a la premiere ligne et v/sinh s > %es/ 2sis>p+1>1dansla
seconde. En intégrant sur ces deux intervalles, on obtient

&)(x,y,t) < Cp367p2/(8t°) < Cefapz, (3.21)

pour a < i et p > c. Il s’agit a présent pour nous d’estimer, pour R; > Rs, le nombre de j tels
que Q,;(zo) N (Dg, \ Dg,) # 0. On calcule pour cela le volume de Poincaré de Dg. Soit r = 22;}
le rayon euclidien correspondant.

2

_ " opdp r R/2 —r/2\? R
VOIP(]D)R)—87T/O (1_p2)2—4ﬂ'1_r2—ﬂ'(6/ —e /> < e

D’apres (3.18), pour j € J et z € Q;(xg), on a D, (z) N Ugx;Qx(z0) = 0. Considérons 'ensemble

Jr = {j € J | Qj(xo) NDr # 0}. Si pour tout j € Jg, on se donne un z; € Q;(z) N Dg,

les boules D, »(z;) sont toutes disjointes et incluses dans Dp_, /». Ainsi, card Jp < Ce’?, ot
o —2

C = (1 — 6‘72) .Deplus,sij ¢ Jg, x € Dy ety € Q;(xp), alors dp(z,y) > |R — 1|. Notons

enfin qu'il existe au plus un unique j € J tel que D, /»(x) N Q;(xq) # (. Des lors, pour ¢ = ¢2/2,
il existe toujours une constante C' > 0 telle que (3.21)), y compris pour cet 2;(zo) proche de . Si
I'on revient alors au calcul de K, grace a ces remarques et a la majoration (3.21)), on obtient

K{f, < Z Z Cve—u(N—l)2 < Z (;ve(N—i-l)—(x(N—l)2 < cs.
NeNjGJN+1\JN NeN

Nous venons donc de démontrer les cas et[(iiD)} Pour le cas notons que pp(z,y,t)

est donné par une fonction F(p,t), avec |d,p|p, = 1 par définition de p et d'une distance hermi-
tienne (ou par un calcul direct, un peu pénible mais simple). Ainsi, la régle de la chaine donne

|dzpp(2,y,t)| p = ‘%—i(p, t)‘. Par des changements de variable successifs de s a s + p et de retour
a s, on obtient

Vot | g /+oo o—(5+0)2/(41)
depp(z, 9y, )| p =——5 | = 5+ ds ||,
| pD( Yy )‘P (27Tt)3/2 8p 0 ( p) \/COSh(S+p) —COShp
V2e /A | e e—s"/(4t) . s? s sinhs —sinhp i
= o oS T AIO ) o
(2mt)3/2 1/,  y/coshs —coshp 2t 2coshs — coshp ’

—c /+oo =5/ (8t0) (1 I sinh s — sinhp) .
»  y/coshs—coshp cosh s — cosh p

On procéde de méme que dans les autres cas, en écartant le terme éventuel ol p < co, et si p > co,
en séparant selon si s € |p,p+ 1[ou s € [p+ 1, +oo[. On obtient sans plus de difficulté

2
IdzpD(xayat”p < Ce 7,

La suite de la preuve est la méme que dans les cas précédents. O

Avant de pouvoir démontrer le lemme[3.34] et notamment le fait (3)), il nous faut un analogue
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du lemme [3.35|quant ¢ est proche de 0.

Lemme 3.36 (Nguyén [71, lemme 5.20]). Il existe une constante cy telle que pour tout t € 10, 1] et
xg € M \ E, on a Uestimation suivante.

Z <( sup pr,y,t)) < cyt.

jeJ z,y)€D?, IGDCZ/AL
Q;(20)CD\Dy, /2

Démonstration. Soitx € D, /4, j € J tel que Q;(x¢) C D\Dy, 2, y € (o) et posons p = dp(z,y)
avec p > 2. On sépare a nouveau l'intégrale selon si s € |p,p+ 1[ ou s € [p+ 1, +o0[. Avec les

mémes estimations sur y/cosh s — cosh p, on obtient

—-p /(4t) +o0
pD((E7 Y, t) SC’e_t/4t_3/2 + : e / 86_52/(4t)d8 ’
p \/> §— p p+1

SCt*3/2€*P2/(4t) < Cte™ " /8’

2
car si t € ]0,1[, t~%/2¢~T(1/t=1/2) est décroissante avec p et tend vers 0 quand p = c¢y/4 et
t — 0. On procede alors de méme qu'au lemme précédent, en estimant le nombre de j tel que
Qj(z0) NDg # 0 pour obtenir le résultat attendu. O

Revenons a présent a notre objectif principal, celui d’établir le lemme et ainsi compléter
la preuve du théoréme |3.31

Démonstration du lemme Comme D, est une contraction de L>, on a |[u(-, )| ;. < |luo|l -
Le fait (T.a) est donc élémentaire. Pour les faits suivants, fixons ty > 0. Pour t € [ty/2,2t],
développons Iidentité ([3.20).

o(tx) = Y vj(t.2) = EZA (2,9, 0 (600 (1)) 91 (1) (3.22)

jeJ jEJ (TO)

Le lemme[3.35] dans ses cas|(iii)|et[(iv)} donne d’une part une domination pour dériver I'expression
précédente sous l'intégrale ; et d’autre part implique que

lldo(t, ) pll < eslluollpee s [1APUE ) Lo < s lluoll e -

Par isométrie de ¢,, et comme v(t, ) = u(t, ) o ¢,,, ceci prouve les falts et (I.d). De méme,
les cas et donnent les dominations pour étendre l'identité ( a la limite, de chacun
des v; & v elle-méme. Le fait (2)) est donc bien vérifié.

Afin de démontrer le fait (3]), notons tout d’abord, d’aprés (3.18), qu'’il existe au plus un jq € J
tel que Q2 (z9) ND,, /2 # 0. S'il n’en existe pas, on note v;, = 0. Avec cette notation, dans tous les
cas, on a ug (¢z, (x)) = vj,(z) pour x € D, /4. Le lemme et l'identité donnent, pour
t €10,1],

[0(t,2) — 10 © g (2)] < | Dy, () = v ()] + st = 0,

car vj, € 2(D) et d’apres (3.5). Pour z = 0, on obtient v(t,0) — ug(xo) pour ¢ — 0. Comme y est
une mesure finie, le fait (L.a)) assure une domination pour appliquer le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue, et le fait (B)) est démontré. O

Evidemment, le théoréme est bien abstrait et n’est intéressant que dans la mesure ot il
nous permet de I'appliquer a un cas plus concret. Ses hypothéses sont en fait taillées pour étre
vérifiées dans le cadre de notre théoreme principal, et nous voila donc préts a nous atteler a sa
preuve.
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Démonstration du théoréme[3.21 On cherche & appliquer le critére abstrait donné par le théo-
réme Rappelons un résultat du chapitre 2] D’apres le lemme|2.16] on a

¢ rdar(x, B)log* dps(x, BE) < n(z) < cdpr(x, B)log* dy(x, E), z€ M\ E, (3.23)

pour une certaine constante ¢ > 0. L’hypothése [(H1)| est donc clairement vérifiée. Soit 7' un
courant harmonique dirigé et u la mesure quasi-harmonique associée a T par (3.11). D’aprés la
proposition 1 est une mesure harmonique. Il nous reste donc a vérifier 'hypothése [(H2)
Soit v une fonction mesurable sur M \ E vérifiant

lull oo < 00 llldulpll,e <000 NApule, Juipaell e = 0 a€ B (3.2

On doit démontrer que v € H*(u). Par compacité de M, on peut trouver un recouvrement ouvert
finitd = (Up) e de M par

(1) pour p € I, des boites a flots U, ~ D x T, telles que dp; (U, E) > 0,

(2) pour a € E, des cartes hermitiennes U, ~ B centrées en a € E telles que U, N E = {a}.

On considere une partition de I'unité (¢p) ., subordonnée a ¢ et on note u, = ¢,u. Comme
tous les ¢, sont constants sur un voisinage de chaque a € F et d’apres (3.23)), tous les u,, vérifient
aussi ([3:24). De plus, si l'on parvient & montrer que chacun des u, est dans H'(u), on aurait
u € H'(u). 11 suffit donc de démontrer que chacun des u,, est dans H' (), ou encore que u € H* (1)
avec I'’hypothese supplémentaire que u est a support compact dans un des U, pour p € I U E. On
distingue deux cas.

Cas[(1)]: p € 1. On cherche u. € Z(F) telle que ||u — u.|| < e. On suit pour cela trois étapes.

(1) Soit x™: C — [0, 1] une application lisse a support dans D telle que [ xY’dLeb = 1 (Iex-
posant (1) désignant la dimension de C, on utilise plus tard une fonction régularisante en

plus grande dimension). Notons Xgl)(z) = 672xW(62) pour § € ]0, 1[. Soit u; la convolution

le long des feuilles entre u et Xgl) pour § suffisamment petit & déterminer.

(i) Soit v une fonction continue bornée telle que [|duy — v||;2(,,) < ac et w une fonction conti-
nue bornée telle que [|luy(0,¢) — w(t)|[2(,) < ae. Nous restons pour l'instant volontairement
flou, la constante « et les mesures m sur D x T et v/ sur T sont données par nos calculs ulté-
rieurs. Notons tout de méme immédiatement que ces choix de v et w sont possibles a la seule
condition que m et v’ soient des mesures de Radon, d’aprés le théoreme de Lusin (voyez par
exemple [180, p. 69 et suivantes]). Soit alors

us(z,t) = w(t) —|—/0 v(Tz,t) - zdT.

(iii) Soit u. = ug la convolution le long des feuilles entre us et Xgl) pour ¢ suffisamment petit.

Commencons par quelques remarques simples a propos de ce procédé. D’apres (3.23) et (2.3)
il existe une constante C' > 0, telle que C~1 ||dz||* < gp < C|dz||* sur U,. Ainsi, les étapes

etdonnent, pour ¢ suffisamment petit, [|u — w1 z71(,) < § et [luz — us||f1(,) < §. De plus, uz

est par définition continue et comme Xgl) est lisse, uz € Z(.%). Il reste donc a choisir les mesures

m, V' et la constante « de telle sorte & avoir [luy — uz|[z(,) < 5. La fonction u; est lisse le long
des feuilles par convolution. On a donc

(ne

1
ui(z,t) = u1(0,1) +/ duy(Tz,t) - zdr,
0

partout sur (z,¢) € D x T. Comme p = T A gp, on utilise la décomposition donnée par la proposi-
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tion [3.6] pour obtenir

1
et = wsll 2y < 1z 1) = w1 (0,8) = w(B)l| 2y + H / (v — dus)(rz,1) - 2dr

L2 ()

= el oy < llw = (0, |2y + 10 = dun | 2y
ot vV'(t) = [|hellpry,) v(t) et mi = A, (Leb xpu) avec A: (1,2,t) — (7z,t). Si l'on considere a
présent la partie de la norme sur H'(u) associée au gradient,

||V’U,1 — V'U/QHLz(#) <C ||'U - dul“LQ(,u) ’

car duy = v, ol C est donnée par I'équivalence locale de gp et ||dz||*. La mesure m = m; + p est
finie, et la mesure v/ aussi d’aprés la proposition [3.6] Ainsi, elles sont toutes deux des mesures de
Radon. On peut donc choisir les fonctions v et w de la maniere décrite dans I'étape On a alors

lur — w2l Fr 0 = lua = uall7z( + | Vur = Vulf7a(,) < (44 C?)a’e?,

Sia=1(4+C?)712 alors [uy — usl 1, < § et |u—u|| < e. Ceci conclut le cas
Cas|(2)|: p = a € E. On travaille en coordonnées U, ~ B C C*. On se donne une fonction lisse
x: C* — [0,1] & support dans B et telle que x(z) = 1 pour z € $B. Pour ¢ € ]0, 1], on définit alors

ve(2) = (L= x(e7'2)) u(z).

Quelques remarques élémentaires méritent d’étre faites. Par construction, v. = 0 sur 5B et
vérifie ([3.24). Par les mémes arguments que dans le cas|(1)} v. € H'(u). Il suffit donc de montrer
que |lu — Vel 1,y — 0 quand £ — 0. La fonction u — v. est a support dans B et [u — v.| < |u| sur
M tout entiere. Ainsi,

2 2
[ = vellz2() < llullze n(eB) = 0,

car u({a}) = 0. Considérons a présent la partie impliquant le gradient de la norme sur H'(u).
[Vu — Vv5||2LQ(M) = /EB i0 (u(2)x(e7'2)) A D (u(z)x(e™'2)) AT (),
IV = Vo2 < I+ il Iz + [dx] 2 I,

ou les termes I, I et I3 sont donnés par
I, = / iWOuNOUNT, I=¢e¢! / lu| |du|T A B, I3=¢e> / lul> T A B,
eB eB\ 5B eB\£B

l[dulp
n

avec 8 = ||dz||* la métrique kihlerienne standard sur C". Rappelons que I'on a |du| =
Comme g, et 3 sont des métriques équivalentes,

[Vu|
o

2 2
= <
B [ 9P < ldulple 6B 50

Cllull o L
< L
fa= log™(ce) ldulpllpoe e IT A Blles =2, 0,
2 -2
I3 < ||t B(ae)|| oo €72 NT A Bl =0,

en utilisant a la premiére ligne que p({a}) = 0 et aux deux suivantes la proposition Ainsi,
lu—vell g1y — 0quande — Oetu € H' (). Ceci conclut le caset la preuve du théoréme
L]



Chapitre

Entropie d’un feuilletage hyperbolique

4.1 Introduction

On se propose dans ce chapitre de développer une notion d’entropie pour des feuilletages
hyperboliques. De méme qu’au chapitre précédent, nous aimerions motiver cette recherche et la
définition des objets étudiés par un bref exposé d’un exemple pédagogique pour la dynamique
discréte. On considere I'application f: R /7 — R /7 définie par z — 2z. L'espace I = R /7 est
muni d’une distance d induite par son identification au cercle S'. Plus précisément, pour z < y
dans I'intervalle [0, 1], d(z,y) = min(y — z,z + 1 — y). Pour n € Net z,y € I, on note

dp(z,y) = max d (fz(:c),fl(y)) , 4.1)

i€[0,n]

ou f' désigne la composition i fois de la fonction f avec elle-méme. Les d,, sont des distances
sur I qui induisent la méme topologie que d car f est continue. D’autre part, d = dy. On appelle
les d,, les distances de Bowen. Elles mesurent 1’éloignement des orbites de = et y jusqu’au temps
d’itération n. On note B, (z,¢) la boule de centre z € I et de rayon ¢ € R’ pour la distance
d,, et on I'appelle la boule de Bowen d’ordre n de centre x et de rayon . Le lecteur peut consulter
I'ouvrage de Walters [89, section 7.2] pour une définition systématique et plus de développements.
Combien de boules de Bowen d’ordre n de rayon ¢ fixé faut-il pour recouvrir 'espace I ? C’est a ce
type de questions que la notion d’entropie entend répondre. Dans le cas de notre application f, on
vérifie que si d(z,y) € [0, 1], alors d(f(z), f(y)) = 2d(z,y). En particulier, B, (z,e) = B(z,2 ")
pour ¢ < . Il faut donc 2"~'e~! boules de Bowen d’ordre n de rayon e pour recouvrir /. La
dépendance en £~! provient du caractére unidimensionnel de I et ce n’est pas celle-ci qui nous
intéresse. On cherche plutét a capturer la dépendance en n, qui semble typiquement exponentielle.
En effet, lapplication f est plus qu'un simple exemple facile. On peut également la conjuguer a
une application de décalage d’un mot sur un alphabet de deux lettres en identifiant les nombres
de T'intervalle [0,1] a leur développement en binaire. Ainsi, elle devient 'exemple typique des
dynamiques symboliques auxquelles on essaie parfois de ramener n’importe quelle application.
Voyez [89] p. 21] par exemple. Pour repérer donc cette dépendance exponentielle en n, on note
N (n,¢) le nombre de boules de Bowen d’ordre n et de rayon ¢ nécessaire a recouvrir I tout entier
et I'on définit 'entropie topologique i(f) de f par la formule

1
h(f) = suplimsup — log N(n,¢).

e>0 n—+oo N

Dans notre exemple pédagogique, on a L log N(n,c) = log2 — L log(2¢) dés lors que ¢ < £, qui
quand n tend vers l'infini, tend vers h(f) = log 2. Le sup sur ¢ est donc essentiellement inutile des
lors que ¢ est suffisamment petit. C’est la a la fois un résultat de la simplicité de notre exemple,
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et un phénoméne typique sous des formes souvent plus complexes. On a en fait d’autres manieres
équivalentes de définir I’entropie topologique par des recouvrements ouverts [89, chapitre 7],
mais ces définitions rendent 'analogie avec la suite plus pénible.

On souhaite donc construire dans le cas des feuilletages hyperboliques une notion de boules
de Bowen. Ici, c’est la distance de Poincaré dans le revétement universel D des feuilles qui joue
pour nous le réle du temps. C’est-a-dire que voyager pendant un temps R, c’est parcourir 'image
par une application de revétement ¢: D — L d’une feuille d’'une géodésique de longueur R dans
D. C’est donc un temps a la fois continu et bidimensionnel. Son caractére continu ne pose pas
de probléme, dans la mesure ot dans (4.1)), il suffit de remplacer le max;c[o,,,j Par un max;¢o, |
pour obtenir une définition analogue agréable dans le cas par exemple d’un flot réel. Les difficultés
proviennent surtout du caractere bidimensionnel non canonique du temps. C’est-a-dire qu'une
application de revétement ¢,: D — L, d’une feuille L, telle que ¢,(0) = x est définie a une
rotation du disque prés. Nous ne voulons donc pas comparer directement deux applications ¢,
et ¢,, mais bien ¢, au choix de ¢, le plus proche possible de ¢,. C’est ce que Dinh, Nguyén et
Sibony [31]] ont considéré pour définir la notion d’entropie que nous développons a leur suite. IlIs
l'inscrivent dans un cadre plus large, ol le temps est un élément d’'un espace métrique marqué
d’un temps 0 et muni d’un groupe de reparamétrisations fixant 0. Ici, c’est pour nous le disque D et
I’ensemble des rotations du disque. Pour plus de simplicité, nous ne présentons que cet exemple-la
et renvoyons le lecteur curieux a [31]] pour cette définition plus large. Il pourra y découvrir en quoi
elle généralise 'entropie topologique d’une application définie ci-dessus, I'entropie d’'un flot réel
au sens de Katok-Hasselblatt [52]], I'entropie d'un groupe muni d'un systéme de générateurs fini
au sens de Walczak [88]], et le lien avec I’entropie d’'une lamination par des variétés riemanniennes
(réelles) au sens de Ghys-Langevin—-Walczak [43].

On peut également définir une notion d’entropie pour les mesures invariantes par une dyna-
mique. A nouveau, nous entendons I'éclairer par I'exemple de I'application f: I — I ci-dessus.
On considere une mesure invariante y sur I par 'application f. En fait, on considere plus simple-
ment ;4 comme étant la mesure de Lebesgue sur [0, 1], qui est bien invariante et méme ergodique
pour f. Ici, la définition classique de I’entropie d'une mesure se fait via des partitions mesurables
de [0, 1] (voyez [89) chapitre 4]) mais I'analogie devient beaucoup plus délicate avec le cas d’'un
temps continu (on peut encore considérer un pas de temps infinitésimal) et surtout bidimen-
sionnel avec groupe de reparamétrisations. On parvient en fait a mimer des définitions qui sont
équivalentes d’apres les théorémes de Shannon-McMillan—-Brieman (voyez [[75, chapitre 2]) et de
Brin—Katok (voyez [51), [11]]). Revenant a f, remarquons que la mesure de Lebesgue des boules de
Bowen d’ordre n et de rayon ¢ est égale a 2! ~"¢. En considérant donc

() =sup lim_—log p(B, (a.2)),
on retrouve h(u,x) = log 2. Ceci définit I'entropie locale d’une mesure invariante (on prend en fait
les limites supérieure et inférieure dans le cas général), qui est constante le long des orbites de f et
donc constante p-presque partout si u est ergodique. Le théoréme de Shannon-McMillan-Brieman
affirme alors que I'on retrouve I'entropie d'une mesure au sens des partitions mesurables. On n’a
pas en général (loin s’en faut) h(f) = h(p), mais plutdt h(f) = sup, h(u), le sup pouvant étre
pris ou bien sur les mesures invariantes, ou bien plus restrictivement sur les mesures ergodiques.
C’est ce que l'on appelle le principe variationnel (voyez [89} chapitre 8]). Ici, le sup est donc méme
un max, chose elle-méme remarquable. D’autre part, le théoreme de Brin—Katok montre qu’on
a encore une autre notion équivalente de I'entropie définie a partir de boules de Bowen. Pour
€,6,n > 0, considérons N (n,e,d) le nombre minimal de boules de Bowen d’ordre n et de rayon &
nécessaire pour recouvrir un ensemble de mesure au moins 1 — § pour . On définit 'entropie de
par la formule
h(p) = sup sup lim sup lN(n, g,0).
§>0e>0 n—+oo N

Une fois les boules de Bowen construites pour définir 'entropie topologique, cette définition se gé-
néralise parfaitement a une mesure harmonique sur un feuilletage et c’est elle que les trois auteurs
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de [31]] considerent. IIs définissent également les analogues de I'entropie locale, en décomposant
une partie transversale et une partie le long des feuilles. C’est ici déja plus compliqué, parce qu’ils
ne parviennent a montrer que ces quantités sont constantes le long des feuilles que dans le cas
d’un feuilletage hyperbolique régulier sur une variété compacte. La difficulté majeure dans le cas
singulier est qu’a I'approche des singularités, on peut rester loin dans le revétement universel D
dans une méme feuille, et pourtant tres proche au sens de la distance dans la variété ambiante M
(voyez le lemme et le théoréme[4.16)).

Si 'entropie d’'une mesure est difficile & considérer dans le cadre singulier, I'entropie topolo-
gique, elle, peut parfaitement s’étudier sans modification ni précaution particuliére. Dans leur série
de deux articles [31], [32], les trois auteurs montrent tout d’abord que I'entropie d’un feuilletage
hyperbolique régulier sur une variété complexe compacte est finie. C’est en fait essentiellement un
corollaire de leur démonstration de la régularité de la métrique de Poincaré que nous évoquions
au chapitre [2| IIs 'étudient ensuite dans le cadre de feuilletages aux singularités linéarisables.
Leurs résultats sont les suivants.

Théoréme 4.1 (Dinh-Nguyén-Sibony [32, théoreme 2.1]). Soit .% un feuilletage local sur D™
défini par un champ de vecteurs linéarisé X = Z};l Az a%j, ot \; € C*, pour j € [1,n]. Alors,
max;e(1,n]|Ajl
minjeq,n] x50
Théoréme 4.2 (Dinh-Nguyén-Sibony [32] théoréme 1.1]). Soit .% = (M,.%Z, E) un feuilletage
holomorphe singulier sur une surface complexe compacte. Supposons que les singularités de .# sont
toutes linéarisables et que .¥ est Brody-hyperbolique. Alors, Uentropie de .7 est finie.

Uentropie de % est finie. Elle est plus précisément majorée par 70n\,, oit A, =

Il serait alors intéressant de généraliser la finitude de l’entropie globale en dimension supé-
rieure, ou a d’autres types de singularités. Nos recherches ont élargi le théoréme a des singu-
larités plus larges. Voici 'énoncé que nous entendons démontrer, qui fera 'objet de I'article [|6].

Théoréme 4.3. Soit F = (M,.Z, E) un feuilletage holomorphe singulier sur une surface complexe
compacte. On suppose que toutes les singularités de .# sont non-dégénérées, de nombre caractéristique

o ¢ N* U o, et que .F est Brody-hyperbolique. Alors, Uentropie de .F est finie.

L’essentiel de ce chapitre est consacré a démontrer ce résultat. On suit pour cela la stratégie
des trois auteurs pour le théoréme[4.2] Ils parviennent & assurer que deux points sont & distance de
Bowen faible en résolvant une équation de Beltrami pour une application construite par projection
orthogonale de maniére analogue a la section[2.3] Cependant, ils doivent pour cela contréler son
coefficient de Beltrami qui explose prés des singularités. Ils considerent donc une correction de
I'application de projection orthogonale en la rendant holomorphe a I'approche des singularités.
Il reste encore a majorer le nombre de boules de Bowen et ils se donnent pour cela un petit
pas de temps hyperbolique et des applications d’holonomie pour transporter des informations de
transversale en transversale. Ainsi, par 'application d’'un procédé technique de raffinement, ils
arrivent a construire un recouvrement ot 'on peut définir les projections orthogonales pour deux
points d’'un méme ouvert jusqu’au temps hyperbolique R. Ils arrivent également a contréler la
cardinalité de ce recouvrement pour garantir que I'entropie est finie.

Pour adapter leur démonstration avec des idées similaires, on considére une classification des
singularités non-dégénérées en les trois types suivants.

— Les singularités linéarisables,
— Les singularités a deux séparatrices et a nombre caractéristique réel négatif,
— Les singularités résonantes.

Les théorémes de linéarisation de Poincaré et de Briot—-Bouquet nous assurent que ces trois cas
couvrent bien toutes les singularités non-dégénérées, et d’autre part le théoréme de Poincaré-
Dulac nous donne une version relativement agréable a manipuler pour les singularités résonantes.
A partir de ces observations, on démontre le méme type d’estimations que [32] dans le cas li-
néarisable pour avoir une décomposition en cellules prés des singularités comme premier recouv-
rement avant raffinement. Pour ce faire, on utilise une généralisation du lemme de Gronwall de
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Canille Martins et Lins Neto [61]]. Leur estimation de la métrique de Poincaré est par ailleurs
toujours un ingrédient essentiel d’estimation des pas de temps hyperbolique. C’est la méme dé-
composition cellulaire que les trois auteurs utilisent directement pour démontrer que ’entropie
locale est finie. Dans notre cas, c’est beaucoup plus compliqué parce que le flot peut plus facile-
ment sortir du domaine de définition du feuilletage local sans que rien d’explicite, ni sur le flot,
ni sur son domaine de définition, ne nous garantisse du contraire. Nous remarquons ensuite que
I'application qui vient corriger la projection orthogonale chez les trois auteurs consiste essentielle-
ment a fixer un point de la feuille initiale dans 'ouvert singulier ; et a partir de lui, se déplacer dans
l'autre feuille en méme temps de flot. Nous pouvons continuer a définir ceci, que nous appelons
un suivi de flot, dans le cas de nos singularités.

Une fois ces quelques idées posées, il reste a vérifier chaque élément technique (et ils sont
nombreux) de [32] pour 'adapter. En fait, rien ne se passe aussi agréablement que dans le cas
linéarisable, et c’est tantét le cas résonant, tantot le cas a deux séparatrices qui nous pose le plus
de difficultés. Nous n’avons pas tout a fait suivi la méme méthode que les trois auteurs, notamment
en ce qui concerne un réseau hyperboliquement dense de transversales que I'on construit. Notre
démonstration repose en immense partie sur la classification des singularités non-dégénérées en
dimension 2, ce qui rend le passage a la dimension supérieure encore plus compliqué, et méme plus
douteux. Dans le cas de singularités résonantes, nous ne sommes pas encore parvenu a conclure,
mais nous mettons en place des énoncés analogues.

Ce chapitre est organisé comme suit. En section [4.2} nous définissons I'entropie topologique
et 'entropie d'une mesure d'un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique a la suite de [31].
Nous concluons par une série de problemes que les trois auteurs proposent. Il s’agit de démontrer
un principe variationnel et un théoreme de Brin—Katok pour les feuilletages. Ils proposent de plus
de faire le lien avec une entropie pour les surfaces de Riemann au sens de Kaimanovich [53]]. Nous
pensons également qu'un probléme majeur et intéressant est de généraliser leurs résultats struc-
turants concernant I'entropie d’une mesure au cadre singulier. A cette fin, nous tentons d’abstraire
les hypothéses de leur raisonnement, pour baliser le probleme de la généralisation. C’est pour
nous tout un programme de recherches. En section 4.3} nous démontrons le théoréeme Nous
commengcons par une étude locale de chacun des trois types de singularités en sous-section
puis développons tous les éléments techniques de la preuve en sous-section |4.3.2|et ses nombreux
paragraphes.

Notations On reprend dans ce chapitre un certain nombre de notations du chapitre |2| et plus
précisément de la section On considere une métrique hermitienne g, sur une variété com-
plexe M et on note d la distance induite par g);. On note également d(x, F') la distance d'un point
z au lieu singulier E d'un feuilletage .% = (M, %, E). D’autre part, pour L une feuille de %, gy
induit une distance sur L notée dy,. Pour u et v deux fonctions d’'un ensemble K vers M, vers une
feuille L ou vers D, on note par ailleurs

dc (u,v) = jg}gd(U(w% v(z)), dpk(u,v)= jg@{dp(U(x), v(x)).

Pour a € R, on note [a] la partie entiére supérieure de a. On note argth la fonction [0,1[ — R
définie par z — In 1. On conserve enfin les notations générales de cette thése.

l1-z

4.2 Cas d’un feuilletage non-singulier

On étudie dans cette section ’entropie topologique et 'entropie d’'une mesure d’un feuilletage.
Nous présentons ici le cas d’'un feuilletage régulier. L’entropie topologique embrasse tout aussi
bien le cas singulier, et nous I'étudions en section dans le cas de singularités non-dégénérées
en dimension 2. Nous reproduisons également la preuve de [31]] de la finitude de I'entropie dans
le cas compact régulier. En effet, nous réutilisons pour notre démonstration dans le cas singu-
lier quelques-unes de ses techniques. En revanche, plusieurs difficultés subsistent dans le cas de
I'entropie d’'une mesure pour la généraliser au cas singulier. Si toutes les notions diverses sont
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bien définies, certaines égalités que I'on attend vérifiées ne sont pas encore démontrées. Les trois
auteurs proposent enfin une série de problémes d’adaptation a ce cadre plus large de divers théo-
remes classiques de 'entropie d’'une dynamique discrete.

4.2.1 Entropie topologique

Soit # = (M, %) un feuilletage holomorphe sur une variété complexe M munie d'une mét-
rique hermitienne g,;. On suppose que toutes les feuilles de .% sont hyperboliques, et pour x € M,
on note ¢, : D — L, une uniformisation de L, telle que ¢,(0) = x. Pour R € R, on considére la
distance suivante sur M.

dr(w,y) = inf sup d (9,(€), 6y(e"€)).

£€Dgr

La distance dr mesure en fait la distance minimale jusqu’au temps hyperbolique R de deux uni-
formisations de L, et L, au départ de x et y. En effet, le choix de ¢, et ¢, n’est pas canonique et
est défini a précomposition par une rotation prés. Ainsi, dg mesure la distance entre ¢, et 'uni-
formisation de L, la plus proche, mais cette distance est indépendante de ¢,. Notons également
que dy = d et que dp est croissante avec R. Il s’agit la typiquement d’une distance de Bowen, que
nous évoquions en introduction, et qui nous permet de définir I'entropie hyperbolique de .%.

Définition 4.4. Soit R,e > 0. Pour x € M, on note Bgr(z,e) = {y € M | dr(x,y) < €}. Soit
F et Y des sous-ensembles de M. On dit que F est (R,¢)-séparé si pour tous =,y € F distincts,
dr(z,y) > e. Cette définition est indépendante de Y. On dit que F est (R, )-couvrant pour Y si
Y C UzerBr(z,¢) et que F est (R, e)-dense dans Y si F est (R, e)-couvrant pour Y et que FF C Y.

On note alors N(Y, R,¢) la cardinalité minimale d’un sous-ensemble F' C M,(R, ¢)-couvrant
pour Y, N'(Y, R,¢) la cardinalité minimale d'un ensemble (R,¢)-dense dans Y et M (Y, R,¢) la
cardinalité maximale d’un sous-ensemble F' C Y (R, ¢)-séparé.

Ces quantités peuvent a priori étre infinies, si la distance dy n’est par exemple pas continue sur
M. On ne considere pas nécessairement M compacte pour inclure le plus longtemps possible le
cas singulier # = (M, ., E), ou 'on peut considérer le feuilletage non-singulier % = (M \ E,.%).
Dans le cas ou M est compacte, le diametre de M \ E est fini, ce qui peut au moins faire espérer
que les entiers ci-dessus soient finis. Notons que ces trois quantités sont toujours croissantes avec
R et décroissantes avec ¢. Elles sont également ordonnées par la proposition suivante.

Proposition 4.5 (Dinh-Nguyén-Sibony [31], proposition 3.1]). Soit Y un sous-ensemble de M, R
et ¢ des réels strictement positifs. Alors,

N(Y,R,e) < N'(Y,R,e) < M(Y,R,e) < N (YR, 5).

Démonstration. Tout ensemble (R, ¢)-dense dans Y est en particulier (R, ¢)-couvrant pour Y. Par
minimalité, N'(Y, R,e) > N(Y,R,¢). Soit F' un sous-ensemble (R,¢c)-séparé maximal dans Y.
Par 'absurde, §'il existait y € (UzepBr(z,€)) \ Y, alors F' U {y} serait encore (R, ¢)-séparé donc
contredirait la maximalité de F. Ainsi, F' est (R, )-dense dans Y. En choisissant F' de cardinalité
maximale, on obtient M (Y, R,e) > N’(Y,R,¢). Soit enfin G un ensemble (R, §)-couvrant pour
Y. On conserve d’autre part 'ensemble F supposé (R, ¢)-séparé maximal. Pour = € F, on choisit
un «(z) € G tel que z € Bg (u(z),5). Comme z € Y et que G est (R, )-couvrant pour Y, on
peut bien définir une telle fonction ¢: F' — G. Si x1,22 € F sont tels que ¢(z1) = i(z2), alors
dr(z1,22) < dr(z1,0(x1)) + dr(z2,t(z2)) < €. Comme F est (R,c)-séparé, on a 1 = x5 et ¢ est
injective. Dés lors, card(F) > card(G) et N (Y, R,5) > M(Y, R,¢). O

L’idée est alors que les quantités de la proposition devraient grandir exponentiellement
avec R et indépendamment de . Dans tous les cas, on définit l'entropie de .% sur Uensemble Y par
log M(Y,R,¢)

log N(Y, log N'(Y,
h(Y) = sup lim sup log N(Y, R, ) = sup lim sup log N'(Y, R, ¢) = suplimsup ————.
e>0 R—+oco R e>0 R—+oo R e>0 R—+oo R
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L’égalité de ces trois quantités est une conséquence de la proposition On étudie plus loin
d’autres notions d’entropie, vis-a-vis d'une mesure, et lorsqu’on veut distinguer la présente, on
parle d’entropie topologique. De plus, lorsque Y = M, on parle simplement d’entropie du feuilletage
Z que l'on note h(.%#).

Lorsque c’est directement la distance dr qui grandit exponentiellement avec R, on a le critére
suivant qui permet de majorer I'entropie de .%.

Proposition 4.6 (Dinh—-Nguyén-Sibony [32] proposition 3.2]). Soit M une variété complexe com-
pacte de dimension n munie d’une métrique hermitienne gy; et & = (M,.%£) un feuilletage holo-
morphe. On suppose qu’il existe des constantes ¢ > 0 et A > 1, et une fonction p: R, — R, vérifiant
© =400 0, telles que

dr < Ae“fdy 4+ p(R), RER,.

Alors, h(F) < 2nec.

Démonstration. Soit ¢ > 0 et R > 0 suffisamment grand pour que ¢(R) < 5. Soit 2,y € M. Si
d(z,y) < 55 °f, alors dp(z,y) < Ae“fd(z,y) + ¢(R) < e. Comme M est une variété complexe

. . . 2
compacte de dimension n, on peut la recouvrir par P(R,¢) = [C’ (5)™" eZ”CRW boules de rayon
—cR

57€ et de centres x1,...,Zp(r,), pour une constante C' > 0 indépendante de R et c. D’apres
la discussion précédente, ces boules sont contenues dans les boules de Bowen Bg(z;,¢), pour
i € [1, P(R,¢)]. Il s’ensuit que N (M, R,e) < P(R,¢) pour tout ¢ > 0 fixé et R suffisamment grand.
Or, limsupp_, ;o & log P(R,e) = 2nc. Cette quantité étant indépendante de ¢, on en déduit que
hF) < 2ne. O

On raisonne de maniére analogue a la proposition[4.6| pour montrer que 'entropie d’un feuille-
tage non-singulier est finie. Nous avons pour cela besoin du critére suivant pour ramener a une
erreur contrdlée prés une application holomorphe du disque sur lui-méme a une rotation.

Lemme 4.7 (Dinh-Nguyén-Sibony [31, lemme 2.3]). Il existe une constante C’ > 0 telle que pour
tout C' > 1 et tout R suffisamment grand, on a les résultats suivants. Soit 7: D — D une application
holomorphe sur Dp, telle que 7(0) = 0 et 1 — |7/(0)| < Ce™*. On note A\ = |7/(0)|. Soit 6 un réel tel
que 7'(0) = X\e'. Alors,

dp(r(£),e?¢) < CC'e B3, ¢e Dpys.

Nous utilisons le lemme élémentaire suivant.
Lemme 4.8. Soit A €]0,1[et R > 0. Si £ € Dr(N), alors |1 —&| < ef(1—N).

Démonstration. Comme ¢ € Dr(\), on a

€Al _ef-1
< .
[1— X~ el 41

Or, [1 — X¢| < XA — €] +1— A2, On en déduit

e-N<a-aS =ty (1o 2 Yeon
- e +1 e +1 ’

Il sensuit que ¢ — A| < (eff—1)(1—)\). Par inégalité triangulaire, on obtient |1 — &| < ef*(1-)\). O

Démonstration du lemme[4.Z Soit r = zijr} le rayon euclidien associé & R. On consideére I'appli-
cation 7(§) = 7 (re_wf). Ainsi, 7 est une application holomorphe du disque vers lui-méme, qui
vérifie 7/(0) = rA et 7(0) = 0. On commence par montrer que 7 est proche de l'identité sur Dg/3, ;.
On définit u(¢) = £717(€). D’apres le lemme de Schwarz, u est une application holomorphe du

disque vers lui-méme et u(0) = 7\. Soit £ € Dg/341. Ona

€111 = u(©)]

dp (7(€),£) = 2argth — ST
1 —a(©) 1P|



4.2. Cas d’un feuilletage non-singulier 117

Or, comme ¢ € Dg/341,

1 a(€) g > 1 [m(©)] |67 > 1~ €] > /3. Des lors,

dp (7(6),€) < 2argth (R4 1 - u(g)]).

Nous voulons alors majorer |1 — u(£)|. Comme u est une application du disque vers lui-méme,
d’apres le lemme de Schwarz-Pick, elle contracte la métrique de Poincaré. Ainsi, u(&) est contenu
dans Dg/341(rA). D’apres le lemme 11— u(€)] < ef/3+1(1 —r)). Si R est suffisamment grand,
A < 2 par lemme de Schwarz, et donc 1 —r\ = r(1 — \) +1 —r < 3Ce™ % par hypothése sur A. On
en déduit |1 — u(€)| < 3Ce 2B/3+ et dp (7(€),€) < 12¢2Ce /3 si R est suffisamment grand.
Revenons & présent & notre application initiale 7. Soit £ € Dg/3. Ona 7(§) =7 (1e"¢). Comme

1 /1. 14p _ effq1ef/3
§ € Dgys, € estdans Dg/, avec R’ = In -5, Pour p = S Sy

que R’ < £ 4 1. On en déduit que

Par un calcul direct, on montre

dp (7(€),e7¢) < dp (? Ce”"ﬁ) &a‘%) +dp (iei%,ei%) < 12e2Ce F/3 4 /3 +1 (i - 1) &l

d’aprés le lemme Enfin, £ — 1 < 4e~F et on obtient bien le résultat attendu. O

Nous avons a présent les outils pour démontrer la finitude de I'entropie d’'un feuilletage hyper-
bolique non-singulier. Rappelons simplement le résultat suivant.

Théoréme 4.9 (Dinh-Nguyén-Sibony [31, théoréme 2.1]). Soit & = (M,.¥) un feuilletage ho-
lomorphe hyperbolique sur une variété complexe compacte M. Soit o € |0, 1[ Uexposant de Holder
obtenu par le théoréme Il existe une constante A > 1 telle que si R est suffisamment grand et si
z,y € M vérifient d(z,y) < e~ E, alors
(1) Il existe une application lisse ¢: Dg — L, sans point critique telle que dg, (1, ¢z) < e 2R et
$(0) =y,
(2) ||di||,, < 24, ot Uon considére dy pour la métrique de Poincaré a la source Dy et pour la
métrique hermitienne restreinte gar sur Ly ;
(3) Il existe une application lisse V: Dr — D telle que ¥(0) = 0, ¢, o ¥ = 1 et le coefficient de
Beltrami vy satisfait ||pg |, < e 2E.

Nous ne démontrons pas cet énoncé, dans la mesure ou il s’agit d’un cas plus simple que le
théoreme ol 'on n’a pas a traiter 'approche des singularités. La fonction ¢ est simplement
construite par projection orthogonale feuille a feuille de méme que dans le cas singulier, mais cette
fois le coefficient de Beltrami n’a aucune raison d’exploser pres des singularités. Notons également
que la constante A est telle que A= <7 < A sur M, pour la fonction 7 introduite au chapitre

Théoreme 4.10 (Dinh-Nguyén-Sibony [31), théoréme 3.10]). Soit & = (M,.¥) un feuilletage

holomorphe hyperbolique sur une variété complexe compacte M de dimension n. Alors, Uentropie
h(.F) est majorée par 6na~!, pour o donné par le théoréme

Démonstration. Soit x,y € M tels que d(z,y) < e~ 'R pour R suffisamment grand. D’aprés le
théoreme et le lemme il existe d’une part une application holomorphe v,: Di — D telle
que v, (0) = 0 et dg, (¢ 0vy, dz) < e~ et d’autre part, les points z et y jouant un role symétrique,
In(x) — n(y)| < C’e~ . On cherche alors & appliquer le lemme av,.Ona

05 (0)| = n(y) ! [[(8y 0 v)" (0)]

En appliquant la formule de Cauchy dans une carte locale et la proximité de ¢, et ¢, o vy, on
< Ce £, On en déduit

gm

montre qu’il existe une constante C' telle que ‘77(,73) — [[(¢y 0 vy) (O)HgM
que

n(y) = [|(dy 0 v,) (0]

) BL < An(y) —n(x)) + CAe™ < Ce™ M.

1— |o, (0)] <
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D’apres le lemme , il existe un angle 6 € R tel que d PDrs (vy,m9) < CC'eF/3, ol 7y désigne
la rotation d’angle 6. Par conséquent,

dR/3(l‘,y) < dﬁR/S (¢, Py 0 vy) + dﬁR/S (¢y 0 vy, by 0 79).

Comme n < A sur M, et comme ¢, est une isométrie pour la métrique de Poincaré,

A -
dﬁR/a (¢y 0 vy, Py © rp) < §dP,ER/3 (’UZ/’TG) <C" R/,

Le premier terme de la somme étant de Pordre de e, on obtient dg/3(z,y) < Ce /3. Soit
e > 0. Pour R suffisamment grand, Ce™ < ¢. Ainsi, si 2 € M, la boule standard B (x, 6*30‘_13)
est contenue dans la boule de Bowen Bg (a:, Ce‘R) d’apres le raisonnement précédent, et celle-ci
est elle-méme contenue dans la boule de Bowen Br(z, ). Sil'on recouvre M par N = [Ceﬁm_lﬂ

boules de centres z1,...,zy et de rayon e=3* ' ona M = Uj—"leR(:vi, ¢). Ceci signifie que les
x; sont (R, ¢)-couvrants et en faisant tendre R vers l'infini, on obtient h(.#) < 6na~!.
U

4.2.2 Entropie d’'une mesure harmonique

Dans leur article [31]], Dinh, Nguyén et Sibony définissent différentes notions d’entropie d’une
mesure harmonique sur un feuilletage holomorphe .# = (M,.¥). Plus précisément, ils intro-
duisent des entropies locales inférieure et supérieure et leur version transversale, ainsi qu'une
entropie globale par un recouvrement d’un sous-espace de mesure arbitrairement proche de to-
tale. Ces définitions font office d’analogies avec le théoréme de Brin—Katok [[11]] (voyez également
l'article [51) théoreme (I.I)]). Nous rappelons les définitions et résultats des trois auteurs. Afin
d’explorer un jour le cas singulier qu’ils n’ont pas beaucoup traité, nous essayons parfois d’abs-
traire les hypotheses de leurs démonstrations.

Définition 4.11. Soit % = (M,.¥) un feuilletage holomorphe hyperbolique et m une mesure de
probabilité harmonique sur .%. Soit R,e > 0 et § € ]0, 1| des nombres réels et F' un sous-ensemble
de M. On dit que F' est (R, ¢, §)-couvrant pour la mesure m si m (UzepBr(x,€)) > 1 —4J. On note
Np (R, g, 6) la cardinalité minimale d’un sous-ensemble (R, €, §)-couvrant pour m. On définit alors
Uentropie de m par la formule suivante.

1
h(m) = sup sup lim sup — log N,,,(R, €, §).
550 £>0 Rotoo I

Comme dans le cas d’'une dynamique discréte, 'entropie d’'une mesure est majorée par l'entro-
pie topologique.

Proposition 4.12 (Dinh-Nguyén-Sibony [31}, proposition 4.1]). Soit % = (M,.¥) un feuilletage
holomorphe hyperbolique et m une mesure de probabilité harmonique sur .. Alors,

h(m) < h(suppm) < h(F).

Démonstration. Si F' est un ensemble (R, €)-couvrant de supp(m), il est (R, ¢, §)-couvrant pour m,
pour tout 6 > 0. Par minimalité, N (suppm, R,e) > N,,(R,¢,J), pour tout § > 0. En passant aux
limites, on obtient h(m) < h(suppm). La seconde inégalité est tout aussi triviale. O

Définition 4.13. Soit .% = (M,.%) un feuilletage holomorphe hyperbolique, m une mesure de
probabilité harmonique sur .%, © € M et ¢ > 0. On définit l'entropie locale supérieure (respective-
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ment inférieure) h*(m,x) (respectivement h™~(m,x)) par les formules suivantes.

1
ht(m, =, ¢) =limsup —— logm(Bg(z,¢)), ht(m,z) =supht(m,z,¢);
R—+o0 R e>0

1
h™(m,z,¢) :%r_r:f;f) 7 logm(Bgr(z,¢)), h=(m,x) = 51>118 h=(m,x,¢).

On souhaite différencier dans ces entropies une partie transversale et une partie le long des
feuilles. On se place dans le cadre de la définition [4.13]et on se donne une boite & flots U ~ D x T
contenant z. Si ¢ > 0 est suffisamment petit, alors Br(z,¢) C B(z,e) C U. On note Bgr(z,¢) la
projection sur T de Bg(z,¢). On désintégre m sur U par la proposition [3.6}

m= [ ([ 5t avto,

ol les f; sont harmoniques, et ot I'on suppose de plus que f;(0) = 1, quitte a renormaliser v. Avec
cette condition, v est définie de maniere unique. Comme les Br(z, ¢) sont incluses dans U pour
suffisamment petit, les formules

~ 1 ~
h*(m,z) =suplimsup —— log v (BR(JJ,E)) ,
£>0 Rstoo I

T o 1 ~
h™(m,x) —21;13 %%f;ﬁ_ﬁlog” (BR(a:,s)) ,

ne dépendent pas du choix initial de la boite a flots U. On appelle les nombres Ei(m,m) les
entropies transversales locales supérieure et inférieure.

Nous voila donc placés devant de nombreuses notions métriques d’entropie et il nous faut a
présent faire le lien entre elles. Le lemme suivant unit les entropies locales transversales ou non,
en montrant en quelque sorte que I'entropie le long des feuilles vaut 2.

Lemme 4.14 (Dinh-Nguyén-Sibony [31, lemme 4.4]). Dans le cadre et les notations de la défini-
tion si Uon suppose de plus que .7 est Brody-hyperbolique, alors h*(m,z) < h*(m,x) + 2. Si
M est compacte, on a également h*(m, z) > h*(m,z) + 2.

Nous avons besoin pour cela du lemme suivant de géométrie hyperbolique dans le disque.

Lemme 4.15 (Dinh-Nguyén-Sibony [31], lemme 3.8]). Soit ¢ € ]0, 1] un nombre réel suffisamment
petit. Il existe une constante A (dépendant de c) vérifiant pour ¢ € D, et tout R > 0,

(1) Sidp(0,¢) < A~te &, dlors il existe T € Aut(D) et 0 € R tels que 7(0) = ( et dpp,, (1,79) < &,
pour rg la rotation d’angle 6;

(2) Sidp(0,¢) > Ae P et 7 € Aut(D) est tel que 7(0) = ¢, alors dpp,,(7,id) > &.
Démonstration. On écrit ¢ = ae’?, pour a € [0, 1[. Si Ton note 7(¢) = €' £% et 0(¢) = 1%,
alors 7(0) = ¢ et dp(7(£),e¢) = dp(a(€),£). On s'est en fait ramené au cas ol  est réel positif.
Ainsi,

all - &
|1 J¢f* — 2iaS(e)|

dp(o(€),€) = 2argth \ (’(5)‘5‘ ~ Sargth

1-¢€0(¢)

ou () désigne la partie imaginaire de £. Si¢ € Dr,ona l — \§|2 > e~ % et de plus, pour A > 16,
la] < 4dp(0,¢) < 1e~F. Dans ce cas, le dénominateur est minoré par e~ 7. On en déduit

dp(o(€),€) < 2argth(16471).

Si A est choisie suffisamment grande, alors dpp,, (o,id) < €.
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Soit 7 € Aut(D) tel que 7(0) = (. Avec les notations de (I)), il existe ¢ € R tel que
T =1 0 0 01,. On cherche a trouver un ¢ € Dy tel que dp(7(£),€) > €. Or,

dp((€),€) = dp(e0(e9€),€) = dp(' "o (%), £'%¢).
Soit 1) = —¢ — #. 1l suffit donc de trouver ¢ € Dy, tel que dp(e~ Vo (€),€) > €. Calculons.

E+at? — e WE —qe™™
1+ af—e W \§|2 —afe~

dp(e~o(€),€) = 2argth ‘f‘w"(@

— e WEa ()
2i(a+ &) sin(¢/2) + a(€? — 1)
2isin(1/2) + 2iaS(Eeit/2) + (1 _ ‘§|2> e—iv/2 |

‘ = 2argth

= 2argth

On choisit a présent £ = +ir, ol rr =
Avec un tel choix, on obtient

gﬁ;} et dont le signe est tel que £ sin(y/2) = —r |sin(y)/2)|.

—ig B a(1 4+ 72) + 27 |sin(2p/2)| + 2ia |sin(z)/2)|
Ar(e o (0.8 = 2aeth 5 02) fin( /2 £ acon(/2)) + (1~ 1) lcos(0/2)] |
Si cos(¢/2) = 0 etr > 1 alors dp(e”™o(€),€) > argthl > e si e est suffisamment petit. On
suppose maintenant que cos(¢/2) # 0. On a

| AT 9 [tan(y/2)] + 2ia |tan(1)/2)]
i _ [cos(/2)]
dp(eo(€),€) = 2areth | = e D Ea) 11 =2
a + [tan(y/2)|
CA~a+i(2[tan(y/2)| + a) |’

dple %o (£),€) > 2argth

ou l'on a utilisé que r > % si R est suffisamment grand et 1 — 72 < 4e~f < CA~'a. On distingue
alors selon si a > |tan(v/2)| ou si a < [tan(¢/2)|, on majore un par un tous les termes par le plus
grand des deux au dénominateur et on minore le numérateur par le maximum des deux termes.
Dans tous les cas, on en déduit que dp(e~"¥o(€),£) > 2argth ((9 + C2A~2)~1/2). Si ¢ est choisi
suffisamment petit et A suffisamment grand, on obtient bien le résultat attendu. O

Démonstration du lemmel4.14} Soit z € M, R,e > 0. On suppose que ¢ est suffisamment petit
pour que B(z,e) C U, pour U une boite a flots autour de z. Comme .# est Brody-hyperbolique,
et par inclusion d’'une plaque dans une feuille, il existe une constante ¢ > 1 telle que c=! <7 < ¢
sur U. D’apres I'inégalité de Harnack, il existe une constante C' > 1 telle que tous les f; vérifient
C~!' < f; < Csur U. Les constantes ¢ et C ne dépendent que de z et de U, et pas de R et . On
identifie T a la transversale dans U passant par .

On procéde par double inégalité. Si y € Bp Iga:, £)etsiy € L, est tel que la distance
dr,(y,y') < 5A7 e e B, alors dp(y,y') < A~'e . D'aprés le premier point du lemme [4.15} si
A est bien choisi, il existe un automorphisme du disque 7 et § € R tels que dp(7(¢), () < c e,
pour ¢ € Dy et tel que ¢,07(0) = 4. Ainsi, dp, (¢, 079, ¢y 0T) < Sdpp,(7,79) < 5. C'est-a-dire que
y' € Bgr (y,5) etdonc y/ € Bg(,¢). En conséquence, UyeéR(L%)Ly[?A*lc*le*R] C Bgr(z,¢) et

par inégalité de Harnack m(Bgr(z,¢)) > C'e 2Ry (ER (z, %)) Dés lors, h*(m, z) < ht(m,z)+2.

Réciproquement, on suppose que M est compacte, et on a donc K ! < n < K globalement sur
M. Soity € Br(z,¢) ety’ dans la plaque de y dans U. Sidy,, (y,y’) > 4¢ et ¢ est suffisamment petit,
alors dr(y',y) > d(y',y) > 2e. Siy' est tel que 2¢ > dy,, (y,y') > 5 Ae F, alors dp(y,y’) > Ae F.
De méme, on choisit A pour appliquer le deuxiéme point du lemme[4.15|a 8 K. Ainsi, quel que soit
le choix de ¢,/ uniformisant L, et telle que ¢,/(0) = ¢/, il existe 7 € Aut(D) tel que ¢, = ¢, o7 et
dpp,(7,id) > 8Ke. Il existe alors ¢ € Dy tel que 16Ke > dp(7(¢),{) > 8Ke. Si¢ est suffisamment
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petit, on en déduit

Kfl
4

1
d(¢y(7(¢)), 64(C)) = 5dr, (94 (7(C)), 8y(C)) = dp(7(C),¢) > 2.
Deés lors, dans tous les cas dr(y', y) > 2¢, dou dr(z,y’") > dr(v',y) — dr(z,y) > €. Ceci implique

que Bg(r,e) CU Ly[% Ae~ "] et donc de méme que h* (m,x) > h*(m, z) + 2. O

yEER(%E)
On souhaite alors démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.16 (Dinh-Nguyén-Sibony [31, théoréme 4.2]). Soit # = (M,¥) un feuilletage
holomorphe Brody-hyperbolique et m une mesure de probabilité harmonique sur .%. Les quantités
h*(m, x) sont constantes le long des feuilles. En particulier, si m est ergodique, elles sont constantes
m-presque partout.

Si de plus M est compacte, alors les quantités h™(m,x) sont également constantes le long des
feuilles. De méme, lorsque m est ergodique, elles sont constantes m-presque partout.

Lorsque m est ergodique, on note parfois i+ (m) la valeur presque-partout prise par la fonction
x +— h*(m,x). Si de plus M est compacte, on procéde de méme pour h*(m).

Démonstration. Les conséquences sur h*(m,x) résultent du lemme Celles lorsque m est
ergodique sont immédiates. Il suffit donc de démontrer que i;i(m, -,€) est localement constante
sur une feuille L, pour ¢ suffisamment petit pouvant dépendre du voisinage. Soit z,y € L dans
une méme plaque d’'une méme boite a flots U. Par symétrie entre x et y, il suffit de montrer que
h*(m,x,e) > h*(m,y,¢). Soit v = dp(z,y) et ¢ € D tel que ¢,(¢) = y et dp(0,{) = 7. On
aDgr_,(¢) C Dg. Si donc z € Bg(z,e¢), alors il existe une uniformisation ¢, de L, telle que
dpy (¢z,¢2) < e et ¢,(0) = z. Soit 7 € Aut(D) tel que 7(0) = ¢. Comme 7(Dg_~) C Dg, il S’ensuit
que dp,,_ (e 0T, ¢.07) =dp,_ (dy,¢.07T) < dp,(¢s,¢-). Sic est suffisamment petit, ¢.(7(0))
et z sont sur la méme plaque de U et donc By (z,¢) C BR_W(y, €). Ainsi,

—%logy (ER(x,a)) > —%logy (ER_W(y,E)) > — (1 - %) Ri’y log v (ER_W(y,e)) .

En prenant une suite (R,) qui réalise ﬁ‘(m,:@a) comme limite du membre de gauche puis en
prenant la lim inf du membre de droite, on obtient h- (m,x,e) > h- (m,y, ). De méme, le membre
de droite peut réaliser comme limite ﬁ+(m, y,€) quitte a prendre une sous-suite. On obtient en
passant a la lim sup, ht (m,x,e) > nt (m,y,e). Avec les réductions ci-dessus, on conclut la preuve.

O

Probleme 4.17. Une démonstration analogue devrait pouvoir étre adaptée dans le cas des entropies
locales h*, mais elle est difficile a écrire du fait du mouvement hyperbolique qui translate le long de
chaque feuille différemment la boule Bg(z, ). Le lemme.14|semble plus hasardeux a adapter au cas
général du fait de points de ¢, (Dg) qui peuvent s’approcher trés prés des singularités.

Comme nous pensons que les quantités h™ sont également constantes le long des feuilles dans le
cas général, nous lutilisons comme hypothése par la suite.

On en arrive au lien suivant entre toutes les notions d’entropie que nous avons définies.

Théoreme 4.18 (Dinh-Nguyén-Sibony [31], proposition 4.5]). Soit % = (M,.¢) un feuilletage
holomorphe hyperbolique et m une mesure de probabilité harmonique et ergodique sur 7. Si les
quantités h* (m, x) sont constantes égales a h* (m) presque partout, alors,

h™(m) < h(m) < ht(m) < h(F).

En particulier; si M est compacte, 2 < h™(m) < h(m) < ht(m) < h(ZF).
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Démonstration. Le cas particulier o M est compacte est une conséquence immédiate du théo-
réme [4.16) du lemme et de h~(m) > 0. Dans le cas général, procédons dans l'ordre des
inégalités de gauche a droite. On suppose dans un premier temps que h™ (m) < +oc et on se
donne « > 0. Pour ¢ suffisamment petit, 'ensemble X; = {x € M | h™(m,x,2¢) > h~(m) — a}
vérifie m(X1) > %. Si d’autre part Ry est suffisamment grand, et si on définit le sous-ensemble
Xy = {z € X1 |VR > Ry, m(Bg(z,2¢)) < e” B (m)=20)} ‘glors m(X,) > 2. Soitay,...,ax € M
une famille de cardinalit¢ minimale telle que si X3 = UY, Bg(z;,¢), alors m(X3) > %. Ainsi,
N = Ny, (R,e,5). Soit I = {i € [1,N] | Br(zi,e) N X # 0}. Pour i € I, il existe z} € X, avec
Br(zi,e) C Br(x},2¢). De plus, X4 = Xo N X3 C UjcrBr(}, 2¢) et m(X4) > . Comme 2 € X,

1 _

= <m(Xq) <m (U BR(m§,25)> < E m(Bgr(z},2¢)) < card [e~ b~ (m)=2a),

2 , ‘
iel el

Or, cardI < N, (R, g, i) En prenant les diverses limites, avec « arbitrairement petit, on obtient

h(m) > h~(m). Si h~(m) = 400, on procéde de méme en remplacant les b~ (m)—a et h™ (m) — 2«
par des constantes arbitrairement grandes pour obtenir h(m) = +oc.

On continue en montrant que h(m) < h™(m). Si h*(m) = +o0, il n’y a rien & démontrer. On
suppose donc que A" (m) < +oc et on se donne «, § > 0. De méme que pour I'inégalité précédente,
il existe Ry suffisamment grand et ¢ suffisamment petit tels que

mX1)>1-6, ol X;= {x e M | m(Br(z,2)) > e—R<h*<m>+a>}.
Considérons z1,...,xy € X;, avec N maximal, tels que les Br(x;,¢) sont disjointes. Par maxi-

malité, Xy C Xy = U, Br(x,,2¢). En particulier, m(Xz2) > 1 — ¢ et donc N,,,(R,2¢,0) < N. Dés
lors,

N N
L=m (U BR(%»@) = m(Bg(zi,¢)) > Ne BT (mte),
=1

i=1

D’ou, en prenant les limites successives, h(m) < h*(m), car « est arbitrairement petit.

Il reste donc a démontrer la derniére inégalité h*(m) < h(.%). Par 'absurde, on suppose qu’il
existe 6 > 0 tel que A (m) > h(F) + 34. Par définition de h(.%), il existe ey > 0 et Ry > 0 tels que
pour tout € < &g et R > Ry, +log N(M, R,e) < h(.#) + 4. En particulier,

1
N(M,R,e) < ﬁewg‘)”é)ﬁ R > Ry, (4.2)
quitte & agrandir encore Ry. Rappelons que h*(m) > h(%) + 36, donc 'ensemble
1
A= {x € M| sup —— logm(Bg(zx,2¢)) > h(F) +35}
R>Ry R
vérifie m(A) > %, quitte a réduire ¢y. Pour R > Ry, posons
1
Ar = {sr eEM| — Elogm(BR(x,Qe)) > h(F)+ 25} ,
1
Ay = {m EM| — Elogm(BR(x,Za)) > h(F) + 36} .

Soita € [0,1]. Siz € Alz,ona

logm(Brya(z,2¢)) > fillogm(BR(x,%)) > (1 - 1) (h(F)+38) > h(F)+26,

R+« R+aR R
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si Ry est suffisamment grand. Autrement dit, A, C Ar4q. Dés lors,

A= |J ANzrc | A
R>Ro neN
n>Ro

1
4n2”

Ainsi, % < ZneN’m R, M(Ay). Si Ry est suffisamment grand, il existe n > Ry tel que m(A,,) >
Soit x4, ...,z y une famille minimale (n, 2¢)-dense dans A,,, pour N = N’(A,,,n,2¢). On a

N
An2 <m(Ap) <m (U By, (i, 25)) < Ne*”(h(%ﬂa)’
n

=1
par définition de A,,. D’aprés la proposition 4.5, N (M,n,e) > 1Lzen(h(#)+29) Cest une contradic-

4n?

tion avec (4.2) et donc h*(m) < h(ZF). O

Dinh, Nguyén et Sibony proposent alors une série de questions concernant ces diverses entro-
pies. Elles sont pour nous un programme de recherches que nous souhaitons poursuivre.

Probleme 4.19 (Dinh-Nguyén-Sibony [31] probléeme 5]). Peut-on démontrer un principe varia-
tionnel h(#) = sup,, h(m)? Méme s’il n’est pas vrai, étudier la différence h(.7) — sup,, h(m) et
clarifier le réle qu’y joue le temps hyperbolique.

Probleme 4.20 (Dinh-Nguyén-Sibony [31] probleme 6]). A-t-on l'analogue du théoréme de Brin—
Katok h™(m) = h*(m)?

Probléme 4.21 (Dinh-Nguyén-Sibony [31] p. 592]). Kaimanovich [53]] propose une notion d’en-
tropie pour une mesure harmonique. Pour p(z,y,t) le noyau de la chaleur défini dans la sous-
section [3.3.1|et m une mesure harmonique sur .%, on définit

pctm) = [ (tim = [ pto 0.0zl 000 0) ) (o)

Il montre que la limite existe et est constante m-presque partout si m est ergodique. Une question
intéressante serait donc d’étudier le lien entre cette entropie et celles définies ci-dessus.

4.3 Cas des singularités non-dégénérées

L’objectif de cette section est d’établir la finitude de I'entropie (topologique) d’un feuille-
tage holomorphe singulier Brody-hyperbolique sur une surface compacte aux singularités non-
dégénérées, c’est-a-dire de démontrer le théoreme Nous commencons par étudier le cas local
prés des singularités. On procede en fait a 'étude séparée de trois cas qui classifient toute singula-
rité non-dégénérée en dimension 2. L'un d’eux est le cas linéarisable, ot Dinh, Nguyén et Sibony
ont démontré dans [32] la finitude de '’entropie locale en dimension quelconque. Ces résultats
n’impliquent rien d’immédiat concernant I'entropie globale, et les trois auteurs ne sont parvenus
a démontrer qu’elle est finie qu’en dimension 2. En revanche, les développer permet de clarifier la
preuve dans le cas global.

Nous ne sommes pas en mesure de démontrer la finitude de I'entropie locale, mais nous avons
surtout en téte le cas global ol notre étude suffit. Nous nous restreignons de plus a la dimension 2
parce que nous n’avons pas de classification aussi agréable des singularités non-dégénérées en
dimension supérieure, qui nous permettrait de recouvrir tous les cas par un faible nombre de
formes normales.

4.3.1 Etude locale prés des singularités

On se donne un feuilletage .# sur $D? ayant une unique singularité non-dégénérée en 0. On
. . —2 A s
suppose de plus que .# sétend sur un voisinage de D" avec les mémes propriétés. On entend
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décomposer 1D? en cellules (U;(R));er(r), pour card I(R) < ef'T avec H > 0, telles que si z
et y appartiennent a une méme cellule U;, alors les flots de x et y sont proches en petit temps
hyperbolique. Nous pourrions le faire, avec plus de difficulté, en temps hyperbolique R, mais
n’en avons pas besoin. Nous restons pour l'instant flou, mais nous obtenons les mémes types
d’estimations que [32] (comparez le lemme et [32, proposition 2.7]). On introduit d’abord
une série de vocabulaire qui clarifie notre travail ultérieur.

Définition 4.22. Soit X un champ de vecteurs sur un voisinage de D’ définissant .7 sur iD2.
Pour z € D? \ {0}, on note ¢, le flot de X au départ du point z, défini sur un ouvert maximal de
C tel que ¢, reste dans D?.

Un chemin de flot pour z € $D? \ {0} et X est une application v: [0,7] — C de classe ¢,
o T € Ry, telle que v(0) = 0, ¢.(v(t)) est bien défini et appartient & D2 \ {0}. Sa longueur de
Poincaré est par définition la longueur de Poincaré du chemin ¢, o v dans L. Pour un chemin ¢
dans une feuille, on note ¢{p () sa longueur de Poincaré. Afin de ne pas alourdir la notation, nous
noterons simplement ¢p(y) = £p(p. o), Sil N’y a pas d’ambigiiité concernant le point z ou le
champ X.

Soit 6: [0,7] — L. un chemin de classe ¢! tel que §(0) = z. On dit qu'un chemin de flot
v: [0,T] — C pour z et X correspond a § si 6(t) = ¢.(y(t)). On fixe une uniformisation ¢, de L,
telle que ¢.(0) = z. Pour ¢ € D, on dit qu'un chemin de flot v: [0,1] — C pour z et X représente £
pour ¢, si p.(y(t)) = ¢.(t€). Notons que tout £ admet un unique chemin de flot le représentant.
En effet, le flot est un biholomorphisme local donc on peut définir localement (t) = ¢, (¢, (t£)).

Soit z,w € 3D?\ {0} et R,§ > 0. On dit que z et w sont (R, §)-relativement proches par suivi de
flot de X si d’une part pour tout £ € Dy et v: [0,1] — C le chemin de flot représentant &, on a

(D) w(y(t)) est bien défini dans D? \ {0} et

(D) Jlo=(v(t) — ew(vE)Ily < 8 lle=(v(E)l; 5
et d’autre part si 'on a les mémes propriétés en inversant les roles de z et w.

Rappelons alors le résultat de classification des singularités non-dégénérées que nous utilisons.

Théoréme 4.23 (Briot-Bouquet, Poincaré-Dulac). Soit X un champ de vecteurs sur D? ayant une
singularité non-degénérée en 0. Alors, il existe des coordonnées locales (21, z2) € D? centrées en lori-
gine telles que X s’écrit dans ces coordonnées sous l'une des trois formes suivantes.

0 0
X1 = 21— 4 Azo—oi, AeC* [N <1:
! Z182’1+ 22822 "7
Xo=2 iJr(mz + z’")i meN*, peCr, | |<1-
2 — 182’1 2 Kz 622’ y 1 y | 27

0
X3 = 21— — (29 (1 + legf(zl, 22))

1 1.
i 1011, Ifle <

822 ’
Démonstration. Soit § un nombre caractéristique de la singularité. Si g € N* U Nl* , alors le théo-
réme de Poincaré-Dulac nous donne une des formes X; ou X,. Quitte a faire un changement
de variable’: (z, w) = (Az, uf),,avgc A grand, on peut supposer lul<i.sipe C\ (R_ UN*U &),
alors le théoréeme de linéarisation de Poincaré s’applique. Dans ce cas, quitte a inverser 3, on
peut donc se ramener a la forme X;. Enfin, si 5 € R* , le théoréme de Briot-Bouquet et son
raffinement dans la proposition [1.60| montrent qu’on est dans le cas X3, quitte a procéder a une
homothétie pour avoir || f|| < 1. O

On suppose donc dans la suite que X = X; pour un certain j € {1,2,3} et s’étend sur un

voisinage de D’ Quand j = 1, nous parlons du cas linéarisable, quand j = 2 du cas Poincaré-Dulac
et quand j = 3 du cas Briot-Bougquet. Dans le cas Briot-Bouquet, on définit également le champ
de vecteurs

~ 1 0
Xs =21 (1 + z122f (21, 22)) Y 4.3)

9.
621 822
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11 définit bien siir le méme feuilletage que X3. La plupart de notre travail se fait sur le champ X3,
et 'on utilise abondamment 'hypothése que « € ]0, 1], mais il y a certains cas particuliers ou nous
utilisons également X3. Cest le seul cas ot l'on précise que les chemins de flot sont pour X3, ou
précisément parfois pour X;. Ces précisions concernent surtout les paragraphes |4.3.1.3| et|4.3.2.2l

Remarque 4.24. Par un raffinement des arguments qui donnent la proposition [1.60}, on peut en

fait montrer que si o € {ﬁ, % [, ol ¢ € N (si ¢ = 0, alors a = 1), alors X5 peut se mettre sous la

forme

X3 = Zli — (29 (1 —+ leg+1f(21, 22))
8,21

822 '
La démonstration en est faite dans [[16, lemme 7]. Ainsi, on pourrait définir )?3 de la maniere

suivante.
0

+22872’27

)?3 =—a 'z (1 + zlzg+lg(z1,zg)) i

32’1
avec ¢ + 1 > a~!. De la sorte, on pourrait appliquer le méme type d’arguments & X3 et X5
simultanément. Voyez le paragraphe pour suivre le raisonnement avec cette hypotheése.
Dans la mesure ou X3 ne nous sert qu’a traiter un cas pathologique a la marge (voyez le para-
graphe [4.3.2.2), nous restons sur cette forme plus simple qui nous suffit.

Rappelons également quelques éléments d’estimation que nous utilisons de maniere uniforme
dans les trois cas. Comme 0 est une singularité non-dégénérée de X, il existe des constantes
Cp,C1,Cs > 1 telles que

Co 'zl < IX )l < Collzlly, = € D (4.9)

Otz —wlly, <X (2) = X (w)ll, < Cullz —wly, zweD (4.5)
_ 1

Oyt llzlly Il | < n(z) < Callzlly Inlzll, |, =€ ZDQ \ {0} (4.6)

On désigne dans les équations ci-dessus par ||z||,; le maximum des modules des deux coordon-
nées de z. La fonction 7 ci-dessus est celle pour le feuilletage .# sur %]D)2 et 'estimation (4.6)
résulte du théoréme Remarquons que la majoration de n dans reste valable pour
z € D%\ {0}, quitte & agrandir C,. On peut en effet raisonner sur le feuilletage sur 2D? pour le
démontrer. On utilise cette remarque dans la démonstration qui suit.

Les premieres approximations suivantes nous sont utiles dans les trois cas.

Lemme 4.25. Soit z € 1D?\ {0} et v un chemin de flot pour z. On suppose que {p(~y) < R. Il existe
une constante Cs > 0 telle que pour tout t,

()] < Cg 12| (727 ~ 1) .

Démonstration. Onnote7: [0,7] — C une reparamétrisation de  telle que |¥'(¢)| = 1 pour tout ¢.
Il est clair que 7' > sup,,¢(o,ry [7(w)| > |7(t)|, pour tout ¢. Traduisons 'hypothese R > ¢p(7) en
terme intégral.

RZQ/O nle-Giiy) 4720 G / TYPXEIO)AL

ou l'on a utilisé les inégalités (4.4)), et le fait que |3/(¢)| = 1. D’apres I'encadrement (4.4)),
ona |(¢z079)®); < Coll(¢-07)(t)|l,- On déduit alors a I'aide du lemme de Grénwall que
lo-(F()|l, < ||z]l; e“°t. En retournant 'argument sur le chemin retour de ¥(¢) & 0, on obtient
llo-(F()|; > ||2]l, e~“°*. Revenant & notre intégrale, ceci donne

T
dt CoT
R> 20*10*1/ — — —90205 (1 + 0) .
=50 el + Cot - 0 72 T e
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Dot [4(1)| < T < C3 | S%ER) 1 O
A(B)] < T < 5 =] | (exp (2 .
Le lemme suivant est un peu annexe, et caractérise plutot la boule de Bowen d’une singularité.

Lemme 4.26. Soit R > 0ete € ]0,%[. Si0 < |z]|; < exp (In(e)e“*F), alors ¢.(Dg) C eD.

Démonstration. On suppose par I'absurde qu’il existe z' € ¢.(Dg) tel que 1 > [|2/||, > e. Soit
v: [0,1] — C un chemin de flot pour 2’ tel que ¢,/ (v(1)) = z et £p(p, o) < R. D’apres le
lemme [4.25] |y(1)| < Cy " |In|z’|,| (e“® — 1). De méme que précédemment, d’apreés le lemme
de Grénwall, ||z[|; > |||, e~ €Wl > exp (In ||2'|| e“*F) > exp (In(e)eC* ). Ceci contredit nos

hypothéses. O
Posons alors rypne(R) = exp (In (5) €5%) et Using (R) = rsing(R)D?. Nous arrivons au bout des

estimations qui sont suffisantes dans tous les cas, et devons a présent nous pencher sur chacun des
trois champs de vecteurs X, j € {1, 2, 3}.

4.3.1.1 Cas linéarisable

On suppose que X = X;. Ce cas est le plus simple, car on peut exprimer simplement le flot. Soit
z,w € 3D%\ (3Ugng(R)). On note z(t) = (21(t), 22(t)) = @+ (t) et w(t) = (wi(t), wa(t)) = Pu(t)
les trajectoires de flot. On a

zj(t) = z;eNt,  w;(t) = wjeN?,

ol A; = 1 et Ay = . Le lemme suivant contient I'essence de la décomposition en cellules démon-
trée ci-apres.

Lemme 4.27. Soit h,§ € ]0, 1] suffisamment petits. Soit z,w € 1D? \ (3Using(R)). Supposons que
pour tout j € {1,2}, on est dans l'un des deux cas suivants.

(D |2, lwj| < drging(R)>.
(2) wj,zj 75 O,

Alors, z et w sont (h, d)-relativement proches par suivi de flot.

1— 2

w;

géet‘l—w—?
Zj

<.

Démonstration. Nos hypotheses étant symétriques en z et w, nous ne montrons que la partie
concernant les chemins de flot pour z. Soit £ € Dy, et v: [0,1] — C le chemin de flot pour z
représentant &. Soit j € {1,2} et ¢ € [0,1]. Si 'on est dans le cas (@), alors

v w;
500 = w0) = &~ )0 = (12 ) 50
j
Ce cas est donc immédiat. Si 'on est dans le cas (1), on utilise le lemme 4.25| pour obtenir
lv(t)| < Chlln|z||,| £ Ch|lnrgng(R)| car h € ]0,1[ et z ¢ 2Usng(R). On applique le lemme
de Grénwall avec |24 ()| < |A;]|2;(t)|. D'une part, on a donc ||z(y(t))[|; > Tsing(R)'FC", et dautre
part |z;(7(t))] < |2zj| rsing(R) =" et de méme pour w;. Dés lors,

125 (7(1)) = wi (YD) < (23] + [w;])rsing (R) ™™ < 2675ing (R)' 2 |2(y (1))l -
Si h est suffisamment petit, ceci conclut la preuve. O

Remarque 4.28. Le cas linéarisable est bien sfir le plus simple des trois, dans la mesure ot I'on a
une expression tres simple des trajectoires de flot, sans terme parasite. Un coup d’ceil sur la preuve
peut néanmoins éclairer nos démonstrations suivantes par son principe.

Dans la configuration (IJ), on utilise simplement le lemme de Grénwall avec une majoration
brutale de e®(*i7(®) par ¢l*7(") ce qui ne devrait pas poser de probléme aux autres cas. Dans la

zi (v(#) —w; (v(t))
z; (v(1))
est vérifiée car les e®(*i7(Y) se simplifient. Si 'on applique le lemme de Grénwall de maniére

configuration (2], on utilise en revanche crucialement que = cste. Cette identité
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naive, on aurait pourtant /7Yl au numérateur et e~1*7("! au dénominateur, ce qui n’est pas
suffisant.

L’idée est donc de comparer chacun des cas a leur cas linéarisable correspondant, i.e. A = m

pour le cas Poincaré-Dulac et A = —a pour le cas Briot-Bouquet, en gardant trace des e®(A7(1),

ZJ(W(Z%E’S)(W))‘ — este).

Dans les autres cas, on contrdle la variation relative par ce moyen. Notons que le fait que A € R

dans les deux cas non-linéarisables nous y aide fortement. Dit de maniére intuitive, cela signifie
que les modules des deux coordonnées sont fortement intriqués (voir la figure [4.1]), ou encore
quon ne peut pas avoir e®(M17(1) et R(A27(1) qui varient indépendamment l'un de l'autre. On
peut par exemple montrer dans le cas Briot—-Bouquet que le produit |z (v(¢))|” |22(7(¢))], constant
dans le cas linéarisable correspondant, ne peut s’approcher qu’a une vitesse exponentielle de 0,
plut6t qu’en <", comme on I'a dans le cas (). Le méme type d’observation est valabe avec un peu

plus de prudence dans le cas Poincaré-Dulac pour le quotient %

Dans le cas linéarisable, il n’y a pas de variation relative (c’est-a-dire

| 22| | 22|

(SIS

FIGURE 4.1 - Intrication des deux coordonnées dans le cas linéarisable & nombre caractéristique
réel. Représentation de l'image par la projection (z1,22) — (|z1],|22|) des feuilles dans les cas
linéarisables correspondant & gauche au cas Briot-Bouquet (avec nos notations, a = 1) et & droite
au cas Poincaré-Dulac (m = 2). Toutes les courbes sont les projections de feuilles différentes. A
I'opposé, dans le cas hyperbolique, i.e., le cas linéarisable avec A € C \ R, I'image d’une feuille est

2 . . [ .
L [ tout entier (excepté pour les séparatrices).

le carré |0, 5

Ces quelques idées pour l'instant vagues ne sont en rien une preuve, et il nous faut les quan-
tifier. Nous espérons simplement qu’elles viennent éclairer les paragraphes suivants, qui sinon
paraitraient calculatoires et assez formels.

Nous en restons la pour l'instant avec le cas linéarisable, avant d’obtenir les mémes types
d’estimations dans les autres cas pour faire une décomposition en cellules unifiée.

4.3.1.2 Cas Poincaré-Dulac

On suppose & présent que X = X, et on se donne z,w € $D?\ {0}. On conserve les notations
z(t), w(t) définies au paragraphe précédent. On a encore une expression explicite.

z1(t) = z1€et, zo(t) = (22 + ,utz{")emt ; wy(t) = wrel, wa(t) = (we + utw’ln)emt.
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Lemme 4.29. Soit h,§ € 0, 1[ suffisamment petits et z,w € 1D?\ (3 Using(R)). Supposons que pour
tout j € {1,2}, on est dans l'un des deux cas suivants.

(1) ‘Z]| ) |wj‘ < 5Tsing(R)2'
(2) wj,z; #0,

_ A
wj

-1
< [l 12,7 ¢

< [l |~ 4 et f1 - 2

Alors, z et w sont (h, §)-relativement proches par suivi de flot.

Démonstration. De méme que dans le cas linéarisable, on ne traite que les chemins de flot pour
z par symétrie. Soit £ € Dy et v: [0,1] — C le chemin de flot pour z représentant £. Re-
marquons que par le méme raisonnement que dans le cas linéarisable, on a dans tous les cas
|21 (7(£)) — w1 (v(#))| < & ||2(v(¢))|,. Explicitons & présent un peu plus la deuxiéme coordonnée.

[22(7()) — w2 (Y(D))] < |22 — wo| ™ 4 |y () (2" — wi)| ™, 4.7)

Considérons tout d’abord le second terme. Si z; et w; sont dans la configuration (IJ), on peut le
majorer de méme que dans le cas linéarisable par % |z(v(¢)),- Si z1 et w; sont dans la configura-
tion (2)), alors le calcul suivant permet de le majorer.
m
1

G

m
21

|y () (=" = wi)| ™ < Oh luln | 2],

|z (v()],

w1
[ (Y™ < 2]l {1 - o
si h est suffisamment petit. Dans tous les cas, on a donc |py(t)(27* — wi®)| e™R®® < & |z(y(1))]];-
On considére a présent le premier terme de (4.7)). Si 23 et wy sont dans la configuration (IJ), c’est
toujours le méme calcul qui montre |z5(v(t)) — w2 (v(£))] < & ||2(¥(t))|/;. On suppose donc que z»
et wy sont dans la configuration (2) et on distingue deux cas.
Iercas @ |za + py(t)2]"] < % En particulier, z; # 0 et |uy(¢)2]"| > % On a alors

(v (@)

z m _ w
Ia—wﬂwﬁwﬁﬂm—wﬂ|mﬁm§22mWNMP—2

2 ((0)] < 3 (),

si h est suffisamment petit.
2¢cas : |zo + py(t)zy"| > 22 En particulier, |2,(y(1))] > E2lem™®), Do,
12

é
22— w0 < 21 = 22 Jao(0)] £ § a0

z2

Dans tous les cas, on a donc bien ||z(y(t)) — w(v())|l; < 0 [|z(v(@))]l;. O

Remarque 4.30. Le cas pour z; et wo est en fait artificiel. Autant dans les cas linéarisables et
Briot-Bouquet, il signifie que I'on est proche d’un axe particulier qui est une séparatrice ; autant
dans le cas Poincaré-Dulac, 'axe {23 = 0} n’a pas de sens spécifique vis-a-vis du feuilletage, mais
seulement vis-a-vis des coordonnées initiales choisies. Ainsi, par un changement de carte de la
forme (21, z2) = (21, 22 + az}"), on préserve le champ de vecteurs X, et on déplace la courbe qui
constitue le centre du cas (I)). Dans la mesure ou le résultat ci-dessus nous suffit, nous n’allons
cependant pas plus loin.

4.3.1.3 Cas Briot-Bouquet

C’est le cas le plus compliqué. On conserve les notations z(t), w(t) pour z,w € ;D?\ {0} pour
le flot de X = X3. On pose d’autre part 25(t) = 22(t)e™, wa(t) = wo(t)e*t. Par analogie avec le
cas linéarisable, ces quantités ne devraient pas étre loin d’étre constantes. Ce n’est bien siir pas
vraiment le cas, mais on contrdle leur variation. On commence par un travail fin sur z(¢) seul,
avant de le comparer a w(t).
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Lemme 4.31. Avec les notations ci-dessus, on a
(1) <27 ol B0
Démonstration. Par un calcul élémentaire, on obtient
Z(t) = —aZ(t)21(t)za(t) f(21(1), 22(t)) = —aZa(t) 21 f (21 (1), 22(1)), (4.8)

car 2/(t) = X (z(t)) et z1(t) = z1€". O, 1 — a > 0 et [z(t)| < 1. Deés lors, |2;]' " e(l=R < o1,
On en déduit bien le résultat attendu. O

On a besoin d’'un analogue du lemme de Gronwall dans le cas non-linéaire.

Proposition 4.32 (Canille Martins-Lins Neto [[61, proposition 6]). Soit F': R, — R, une fonction
continue croissante. On suppose que pour tout xo € R, le probléme de Cauchy

a'(t) = F(z(t), x(0) = o, (4.9)

a une unique solution au voisinage de t = 0. Soit x: [0,r,[ — R4 une fonction continue vérifiant

z(t) < zo +/O F(x(s))ds, te0,r],

et y: [0,7,[ — Ry l'unique solution de (4.9) au départ de x(. Alors, pour tout t € [0, min(ry, )],
x(t) < y(¢).

Ce n’est en fait qu'un cas particulier du travail de Canille Martins et Lins Neto. Eux démontrent
un résultat plus fort pour des ordres partiels et des systémes non-autonomes. Dans la mesure ou
I’énoncé ci-dessus nous suffit, nous en restons a cette version.

Démonstration. Soit e > 0 et y.: [0,7.[ = Ry 'unique solution de (4.9) au départ de xy + ¢, ol
r. est choisi maximal pour que y. soit défini. On pose

A ={t € [0,min(ry,7)[ |Vt €[0,t], z(t') < y(t')}.

Par continuité de y. et z, et comme A, contient 0, A. = [0,r.[, pour r. € ]0, min(re,7,)]. On
suppose par I'absurde que r. < min(r,, r.). Par continuité, z(r.) = y.(r.). D’autre part,

z(t) < xo+ /OTE F(z(s))ds < xo+e+ /OTE F(y-(s))ds = y(t),

car . € A, et par définition de y.. C’est une contradiction. On en déduit donc que z(t) < y.(¢)
pour tout ¢ € [0, min(r,,7)[. Par continuité du flot et de son intervalle maximal de définition,
il s’ensuit que liminf._,or. > 7, et y.(t) —.—0 y(t), pour t € [0,r,[. D'ou z(¢) < y(¢), pour
t € [0, min(rg, ry)[. O

Le lemme suivant permet de contréler 'expansion de Z;(¢) pour des petits temps hyperboliques.

Lemme 4.33. Il existe une constante h > 0 suffisamment petite, telle que si z € $D? \ {0} et si -y est
un chemin de flot pour z et X vérifiant {p(y) < h, alors & |z| < |Z2(7(t))| < 2|22, avec les notations
de début de paragraphe.

Démonstration. D’apres le lemme [4.25 on a |y(t)| < Cy ' |In|z[|,| (*" — 1) < Ch|ln||z|,| si
h < 1. D’apres le lemme de Gronwall, z(¢) est bien défini sur le disque Ch|In||z||,| D> si h est
suffisamment petit. Soit t € C* tel que [t| < Ch|ln||z|,|. On intégre I'inégalité du lemme
selon un rayon pour obtenir
% ()
Zo\ S~
|t

2

Il
|Z2(t)] < 122(0)] +/ 20 oy |z | ds.
0
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On utilise alors la proposition n pour F(z ) = 2% 1a|z;|* 22, Avec les mémes notations que la
proposition, on a y(s) = D’otl, comme 25(0) = zq,

1—-2o— 1a\z1|"a:gs

200 < 2l 122 .
S T Ta [l = 1= 025 Ta o] o] I [z,

Or, z ~ z|lnz| est bornée sur [0,1]. On en déduit bien [Z(y(t))| < (125 < 2|zo| si h est

suffisamment petit. L’autre inégalité se démontre en considérant le chemin retour de z3(v(t)) a
Z9. O

Revenons au controle de la distance |z2(v(t)) — w2 (y(¢))| en petit temps hyperbolique.

Lemme 4.34. Soit h > 0 suffisamment petit et z,w € $D*\ {0} tels que |w||; < 2|z||,. Soit
v: [0,T] — C un chemin de flot pour z et X tel que ¢{p(y) < h. Alors,

22(v(1) —wa(v(t))| < 2|22 — w2l + |z2]  sup  [21(u) —wi(u)|.
lu|<Ch|in|z], |

Démonstration. On commence par majorer |25 (t) — w5 (t)| en se servant de (4.8)).
Z5(t) — @ (t)] = ae™™ [21.(£)z2 (1) f (21.(8), z2(t)) — wi (8w (t)” f (wi (t), wa(D))] -

On pose g(a,b) = ab®f(a,b). Par un calcul simple, on a ’gg (a, b)‘ < C|bf et ‘ 7 (a, b)‘ < C'lab),

pour une constante C' > 0. En intégrant selon la direction a puis la direction b, on en déduit
2

que |g(a1,b1) — g(az,b2)| < C'|b1]” |ar — az| + C|az| max(|b1], |b2|) |b1 — ba|. De retour au calcul

précédent, on obtient

[Z5(t) — wy(t)] <Cae™™ (IZz(lt)I2 |21 () — w1 ()] + |wi (8)| max(fws (B)], |22(8)]) |22(¢) — wz(t)\) ;
<Ca(|za(t)[Z2(1)]121(t) = wi ()] + [wi|* max(|@a(8)], [22(2)]) [22(t) — W2 (1)]) -

On suppose a présent |t| < Ch|ln||z|,|. Ainsi, on a |Z3(t)| < 2|z| et par le méme calcul si h est
suffisamment petit, |wa(t)| < 2|ws| car In||w||; et In||z||; sont de quotient borné. D’autre part,

|22(t)] < |22 CoChmlzll,| < | 29| TEC < \z2|1/2 si h est suffisamment petit. On en déduit

%(t) — wh ()] < 2Ca (IZzl?’/2 [21(t) — w1 (8)] + [w:|* max(Jwal , [22]) [Z2(t) — @2(t)|) -

On applique alors le lemme de Gronwall 1égérement raffiné, dans sa version du lemme|2.12] Pour
B = 2Ca|w;|” max(Jws|, |22]), on obtient

It
Z2(t) — @a(t)] < | |22 — wa| + 2Ca |22 sup |21 (u) —wl(u)|/ e Psds | efltl.
[ul <Ch|in]|z]l, | 0

Remarquons que max(|zs|, |wa|) [In||z||;| < 2|z], |In||z]|,| < C. 1l Sensuit que 8 [t| < Ch|w|".
On a dés lors e?l!l < 2 si h est suffisamment petit. Pour le second terme, remarquons que £ [t|
est uniformément borné. Posons I = e/l fo‘tl e P3ds. Si B = 0, alors I = |t| et si B # 0, alors
I= f(eﬁ“' — 1) < C'|t]. Dans tous les cas,

3/2

Z22(v(1) = W2 (y()] < 2[z2 —wa| + C'hlze[" " I|lzll,|  sup  [z1(w) —wi(u)],

lul<Ch|n|z], |

< 2z9 — wal| 4 22| sup |21 (u) — wy(u)],
lu|<Ch|in|z], |

si h est suffisamment petit. O
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On en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.35. Soit h,§ > 0 suffisamment petits, et z,w € 1D? \ (1Ugng(R)). On suppose que pour
tout j € {1,2}, on est dans l'un des deux cas suivants.

(D 2] s [wi] < Orsing (R)*
(2) Zj, Wy 75 0,

Alors, z et w sont (h, §)-relativement proches par suivi de flot de X.
De plus, si 21 et wy sont dans la configuration (I)), alors z et w sont (h, §)-relativement proches
par suivi de flot de X3, avec les notations de (4.3).

-z

§ w;
gget‘l——f

Zj

é
<i

Démonstration. On commence par montrer les affirmations concernant X. On ne se soucie que
des chemins de flot pour z et X. On conserve les notations habituelles. Comme a I'accoutumée,
remarquons que estimation w1 (v(t)) — 21 (¥(t))| < 2 ||z(v(£))||, se démontre comme dans le cas
linéarisable. De méme, le cas pour la deuxieme coordonnée résulte de 'application du lemme
de Gronwall avec |25 (t)| < 2a:|22(t)| et de méme pour ws. On suppose alors que z; et wy sont dans
le cas (2)). D’apreés le lemme[4.34] on a

2(y(t) — wz(v(t))’ _|200) —w(6@) | |22 — wo 22| &
2(v(1)) 2(v()) T 1RO =004

Les inégalités du lemme [4.33|impliquent que |z2(y(t)) — wa (v ()] < §|2z2(v(¢))]-

On suppose a présent que z; et w; sont dans la configuration et on étudie le cas de Xj;.
En particulier, notons que 25 et wy sont alors dans la configuration (2)), puisque z, w ¢ %Using(R).
Notons z(t) = (z1(t), 22(t)) et w(t) = (w1 (t), wa(t)) les flots aux départs respectifs de z et w pour
)?3. Ainsi donc, 25(t) = 20e” % et wa(t) = wee™*'. Comme dans le cas linéarisable, on a dés

lors |za(y(t)) — wa(y(t))] < ’1 — 221 |22(7(1))|. D’autre part, la méme preuve montre toujours que
|21 (v(t)) — wi(v())] < d]|2(v(¢))||;. Dans ce cas, z et w sont bien (h, §)-relativement proches par
suivi de flot de X. 3. O

4.3.1.4 Décomposition en cellules

On réalise alors une décomposition en cellules unifiée pour les trois cas. Ce n’est en fait pas le
recouvrement que I'on considere, dans la mesure ol quelques difficultés techniques se font jour
au paragraphe suivant, mais 'on expose dés maintenant cette décomposition cellulaire afin de
clarifier les développements qui suivent. On se donne donc cette fois pour j € {1, 2, 3} non spécifié,
X = X;. Soite > 0 et R suffisamment grand (dépendant de ¢). On se donne une constante Cy > 0
que le lemme suivant vient préciser. Soit ry = ¢~ P(Caf) N = [e2CiF] et r,, = roen P(-Cal),
pour n € [1,N]. On a ainsi ry > 1. Soit N’ = [e“4®] et 6, = 22X, k € [0, N']. Soit Dy = roD
et Dji, = {re’ | r € [rj,rj41], 0 € [0k, 0k11[}, pour j € [1,N — 1] et k € [0, N']. On pose alors
D={Do}U{Djr |5 €[0,N—1], k€ [0,N']} ettd = {DP) x D@ | D) D@ ¢ D}. 1l est clair
que la réunion des éléments de U recouvre D?. La figure représente la décomposition cellulaire
D et louvert Using (R).

Lemme 4.36. Soit h > 0 suffisamment petit et R > 0 suffisamment grand. Il existe une constante
Cy > 0 tel que le recouvrement U vérifie les faits suivants. Soit U = DU x D) € U et z,w € UNLD2

(1) Siz,w € Using(R), alors z et w sont (R, e)-proches. Plus précisément, z,w € Bg (0, §).

(2) Sizouw n'appartient pas d Uging (R), alors z et w sont (h, e~2%)-relativement proches par suivi
de flot de X.

(3) Dans le cas Briot-Bouquet, si D) = Dy, alors z et w sont de plus (h,e™2%)-relativement
proches par suivi de flot de Xs3.
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| 22|

0 |21]

FIGURE 4.2 — Décomposition cellulaire de %ID)Q. A gauche, une tranche transversale z; = cste. Si
|z1] < rsing(R), la partie grisée est contenue dans Uy (R). En pointillés, la frontiere de %]D). Au
centre du disque se trouve la séparatrice {z, = 0}. A droite, la projection de la décomposition
dans le plan (|z1], |22]). L'image de Uging (R) est précisément la partie grisée. En pointillés, celle de
la frontiére de 1D2. Pour y voir net, on a représenté autant d’anneaux que de secteurs angulaires.
En réalité, les premiers sont en quantité quadratique par rapport aux seconds.

Démonstration. Le point résulte immédiatement du lemme On démontre alors I'asser-
tion (2). Par symétrie entre z et w, on peut supposer que |z|[; > exp (In(5)e“®) > ry si
Cy > O et R suffisamment grand. Comme les r; vérifient “2 = eP(=C1R) " on 3 en particu-
lier max(|In ||z[|;|, |In [jw];]) < 2|In5|e“E. Soit i € {1,2}. En distinguant selon si D) = D,
ou bien D = ik, on montre que les coordonnées z; et w; sont dans les configurations des
lemmes [4.27, [4.29| et [4.35| pour § = e~ 2. Le cas le plus restrictif est le cas Poincaré-Dulac. Si
DY) = Dy, on a exp(—e“1#) < e72fry, . (R)? si R est suffisamment grand et Cy > Cj. 1l s'ensuit
que z; et w; sont dans la configuration des trois lemmes. Si D) = Dj;, pour j € [1, N — 1]

et k € [0,N'], alors 2L = re', avec § € |—2% 2% [ et r € |~ @P(=Call) xp(=Cil) [ et de méme
J

pour =L, Ainsi, on a I'inégalité ‘ -z
J

P < Ce~ %R Si Cy > C3 + 2 et R est suffisamment grand,
zj et w; sont bien dans la configuration des lemmes. On en déduit alors que z et w sont
(h,e2)-relativement proches par suivi de flot en utilisant les lemmes [4.27} [4.29] et [4.35| Enfin,

lassertion (3) est une conséquence du lemme [4.35

4.3.2 Entropie topologique globale

On se donne un feuilletage holomorphe singulier &% = (M,.Z, E) sur une surface complexe
compacte M. On suppose que .% est Brody-hyperbolique et que toutes les singularités de .% sont
non-dégénérées. On munit également M d’'une métrique hermitienne g,;. L’objectif de cette sec-
tion est de démontrer que l'entropie topologique de .%# est finie. Dans la mesure ot nous ne
pensons pas que notre majoration de I'entropie soit optimale, nous ne nous soucions qu’assez peu
de la finesse des constantes intermédiaires. Néanmoins, afin que le lecteur puisse suivre nos rai-
sonnements et puisse en avoir un peu d’intuition préalable, nous essayons d’en garder la trace
au fur et a mesure que nous avangons. Une partie de cette section s’appuie sur des résultats du
chapitre [2| et notamment de la section [2.3
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Notations Dans toute cette sous-section, le terme “constante” signifie un nombre réel positif
ne dépendant pas d’'un point « € M \ E, et pas non plus de R, que l'on va faire tendre vers
l'infini. L’essentiel de notre démonstration repose sur le fait qu'une certaine constante h, qui est
en quelque sorte un pas de temps hyperbolique, est suffisamment petite (indépendamment de
R), et que le rayon hyperbolique R est suffisamment grand. Il est possible qu’il nous ait échappé
quelque part de le préciser, et auquel cas le lecteur peut le considérer comme sous-entendu.

4.3.2.1 Préliminaires

Premiéres difficultés Nous souhaitons tout d’abord remarquer que notre travail préalable est
loin d’étre suffisant. Dans le théoréme [4.10, nous avons vu que le cas non-singulier se résout
essentiellement de la méme maniére que I'estimation holderienne de la métrique de Poincaré par
la projection orthogonale. Néanmoins, en faisant un raisonnement analogue, nous n’obtenons que

I'estimation suivante, loin d’étre suffisante, a savoir de 'ordre de ¢©«“™ boules de Bowen. Ce
raisonnement revient en fait a prendre des boules de rayon uniforme contenues dans des boules
de Bowen. Or, le lemme [4.36|montre bien que nous sommes loin d’avoir des tailles uniformes pour
les boules (méme en temps hyperbolique faible). Si nous prenons par exemple les boules les plus
petites, on les obtient de rayon ro = e—e"

Dinh, Nguyén et Sibony mentionnent dans [|32] section 4] que la difficulté de la preuve repose
sur I'interaction de deux phénomenes. D’une part, certaines cellules des cartes singulieres peuvent
sortir dans la partie réguliére de .# et revenir dans une autre carte singuliére. D’autre part, lorsque
ceci arrive, la taille de ces boules peut avoir entre temps varié, notamment apres un voyage au
voisinage des séparatrices (voyez la figure [4.3). L'interaction de ces phénomeénes peut étre trés
grande lorsque le rayon hyperbolique R tend vers l'infini. Ainsi, nous ne parvenons pas a estimer
la taille des boules de Bowen, mais cherchons simplement a majorer leur nombre. Nous suivons
pour cela la méme stratégie que [32], ou de nombreux éléments techniques doivent étre adaptés
aux singularités plus générales au fur et a mesure.

Cadre géométrique On commence par mettre en place quelques hypothéses géométriques pour
simplifier les raisonnements. Comme toutes les métriques hermitiennes sont équivalentes sur
M, notons que l'entropie de .# est indépendante du choix de g;;. On se propose donc d’en
construire une adapatée aux besoins de simplicité de nos calculs. On se donne un recouvrement
fini (U’I'7 Ua)TER,aEE de M par
— Des voisinages U, ~ $D?, tels que .% est défini sur un voisinage de 2U, par un champ de
vecteurs de la forme X, j € {1,2,3}, avec les notations de la sous-section On note
Z, le feuilletage .7 |7, . On suppose que gy est défini sur U, par 3 |[dz||? et que les 2U,, sont
deux a deux disjoints.

— Des boites a flots U, ~ D x T,, ou T, ~ D, telles que 2U,. est encore une boite a flots avec

2U, N E = (). On suppose que M \ UaeEéUa C UrerU,. On identifie souvent T,. a {0} x T..

De méme que dans la section on suppose de plus que le diamétre de M est strictement

inférieur a 1 et on ne travaille qu’avec des logarithmes népériens. Ainsi, I'ordre de grandeur de la
métrique de Poincaré donné par le lemme devient

Cytd(x, E) Ind(z, E)| < n(z) < Cod(z, E) |Ind(x, E)|, z€ M\E. (4.10)

Quitte a agrandir Cs, on suppose que cette estimation est également valable pour les fonctions 7,
associées au feuilletage restreint .%, et la norme ||-||;. On note A une constante telle que n < A
sur M toute entiére, qui existe car .% est Brody-hyperbolique.

4.3.2.2 Réductions et stratégie générale

On commence donc par réduire sensiblement notre probleme, en se donnant des conditions
suffisantes a la finitude de 'entropie de .%. Le résultat suivant est analogue a [32] proposition 4.1],
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Ub ~ \Q/\ T4

T,
T,

=T

FIGURE 4.3 — Entrées et sorties d’une feuille des cartes singulieres. En haut, la représentation dans
la variété ambiante. En pointillés, les séparatrices des ouverts singuliers U, et Uy. En bas, la repré-
sentation dans les transversales Ty, To, T3, T4. Dans les transversales singulieres, on a représenté
la décomposition cellulaire précédente. On considére en grisé un petit disque transversal autour
de z. Entre Ty et T3, le disque initial a changé de forme. Il s’est élargi selon la direction de la
séparatrice dont il s’est éloignée. Ainsi, en entrant a nouveau dans Ty, sa taille n’est plus adaptée
a la décomposition cellulaire, méme s’il est encore petit. Les problemes vont vraisemblablement
s’aggraver avec la sortie de U, et la nouvelle entrée dans U,,.

avec un détail technique a vérifier.
Proposition 4.37. Soit T = U,crT,. Si h(T) est finie, alors h(.F) est finie.

Nous avons besoin des trois lemmes suivants. Le premier est connu, on peut trouver la preuve
du second dans [32] et C’est le troisieme qui demande une preuve nouvelle.

Lemme 4.38. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout R > 1 et ¢ € |0,1], il existe un
recouvrement de D par moins de Ce~2Re™ boules de rayon e pour la distance de Poincaré.

Lemme 4.39 (Dinh-Nguyén-Sibony [32] lemme 4.2]). Soit Y = U,crU,. Si h(T) est finie, alors
h(Y) est finie.

Lemme 4.40. Soit a,e > 0, a € Eetx € M\ E tel que ¢(Dp(11a)) C Ua. Alors, si R est
suffisamment grand, ¢,(Dg) C €U,.
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Démonstration de la proposition[4.37] On suppose admis les trois lemmes ci-dessus. D’aprés le
lemme [4.39} il suffit donc de montrer que h(.%#) est finie, sous I'hypothése que h(Y") est finie.
Soit o, e > 0 et R suffisamment grand. Soit F' un ensemble (R(2 + «), £)-dense dans Y et W un
ensemble e~ 7(1+%)_dense dans D R(14a)- Si R est suffisamment grand, d’apres le lemme on
peut choisir W de cardinalité au plus 371722 Soit G = {¢,(¢) | = € F,¢ € W}. On cherche a
montrer que G U F est (R, ¢)-dense dans M. Soit donc z € M. On distingue deux cas.

1¢rcas : ¢.(Dr(1+a)) C Us, pour un certain a € E. D’apres le lemme ¢, (DR) C el,, si R
est suffisamment grand. Ainsi, z € Br(a,¢).

2¢cas : ¢.(Dr(14a)) ¢ Ua pour tout a € E. En particulier, ¢.(Dgr(14q)) NY # 0 et il existe
r € Fet? € ¢.(Dpata)) tels que dr(z,2’) < §. Soit ¢, une uniformisation de L. telle que
¢(0) = 2" et dg, (¢bz, ¢or) < 5. 1l existe un ' € Dr(14q) tel que z = ¢./(') et il existe ( € W
tel que dp(¢',¢) < e RO+ Soit 7 € Aut(D) tel que 7(0) = &'. Notons ¢, = ¢., o T qui est une
uniformisation de L. telle que ¢.(0) = z. On a dp(¢',¢) = dp(0,771(¢)) < e (+9) Dapres le
lemme |4.15| il existe un automorphisme o € Aut(D) tel que (0) = 771(¢) et dp5,(0,id) < 55.
Comme Dg(¢') C Dr21a),

AR(92(C),2) < d5, (92,62 070 0) < d5 (92,6, 07) + Adpg, (0,id) S5, (60 + 5 <&

Ainsi, z € Br(¢.(¢),¢), et ¢,(¢) € G par définition. Comme card G < card E + e3#(1+2%) card
et que « peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient h(.%) < 2h(Y) + 3. O

Nous en venons donc a la preuve des trois lemmes temporairement admis.

, . s 2 .

Démonstration du lemme Comme le périmétre de 9D g vaut | " 22;d6 < we®, on peut choi-
. R .

sir N = [2”76—‘ angles 6,,...,0y quiy sont $-denses. On prend un ensemble ry,... 7y € ]0,1]

de rayons tels que dp(rj,rj11) < 5, dp(0,r1) < § et dp(rns,0) > R — §. Il est clair qu'on peut le
faire pour N’ < [2£]. Les r;e"* sont alors e-denses dans Dp, et en nombre NN’ < 16”571;361?. O

Démonstration du lemme[4.39] Comme la fonction 7 est uniformément minorée et majorée par
des constantes strictement positives sur Y, il existe un rayon Ry > 1 tel que Y C Uer¢,(Dg,)-
Soit alors F' un ensemble (R + Ry, %)—dense dans T et W un ensemble K ~le~F-dense dans Dy,
pour une certaine constante K suffisamment grande, indépendante de R. D’apres le lemme [4.38]
on peut choisir card W < Ce*E. Posons G = {¢,(¢) | z € F,{ € W}. On montre alors de méme
que dans la proposition [4.37|que G est (R, ¢)-dense dans Y. O

Remarque 4.41. En raffinant légerement I'argument, on peut montrer que h(%#) < 2h(T) + 3.
Nous avons séparé la démonstration en deux étapes pour gagner en clarté dans ’exposé, et ainsi
obtenons h(.%) < 2h(T) + 7, parce que nous nous soucions peu de 'optimalité de nos constantes.

Démonstration du lemme On montre le résultat suivant. Pour tout € > 0, il existe un nombre
réel K, tel que quel que soit z € M \ E avec d(z, E) > ¢, il existe 2’ € (M \ UycgU,) N L, vérifiant
dp(z,2") < K.. Ainsi, siz € M \ E est tel que ¢,.(Dgr) ¢ B, pour aR > K., il existerait un point
7" € ¢4(Dpg(1+q)) en dehors de U,. Montrons alors notre premiere affirmation et donnons-nous
e>0etz=(z1,2) € (3D?)\ eD? C U,. On sépare les trois cas suivants.

Cas linéarisable : On note z = (z1,2) et on considére j tel que ||z|; = |z;|. Sans perte de
généralité, on peut supposer j = 1. Alors, z(t) = (z1€!, z2eM), t € R, reste dans L,. D’autre
part, ||z(t)|]|; > |z1] > e. Cette trajectoire atteint 2’ € 2U, \ U, en temps hyperbolique au plus
K. = ﬁ

Cas Poincaré-Dulac : On conserve les mémes notations. On distingue deux cas. Si |z1| > |2/,
en particulier, |z;] > &2 et on raisonne de méme qu'au cas linéarisable car 21(t) = ze!, ou
2(t) = (21(t), 22(t)). Si |z1] < |2z2|°, alors |z5| > e. De plus, Liln|z|| |p] [21]™ < 32| car

e

z + [Inz|z?™~1 < 1 sur [0,1]. En particulier, pour ¢ = L [In|z]|, on a [25(t)| > § et z(t) sSest
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donc échappé de U,. Comme ¢ < L |lngl, le chemin de z & z(t) est de longueur de Poincaré au
plus &2
ellnel”
Cas Briot-Bouquet : On procede de méme que dans le cas linéarisable en considérant d’une
part le champ de vecteurs X3 et d’autre part le champ de vecteurs X3 défini en (4.3) selon si

21y = [21] ou [|z[|, = [22]- O

On rappelle une notion que Dinh, Nguyén et Sibony utilisent dans [32]. Nous la changeons
légérement pour qu’elle soit plus simple a manipuler, mais pas de maniére substantielle, pour
notre usage.

Définition 4.42. Soit R,§ > 0 tels que § < e 2R et 2,y € M \ E. On dit que z et y sont
(R, §)-conformellement proches si les propriétés suivantes sont vérifiées, ainsi que les mémes en
échangeant le role de x et y.

— 11 existe une fonction ¢: D — L, sans point critique satisfaisant d, (¢(0),y) < § et
dﬁR(quSx) <9.

— ||d¥|l,, < 2A, ol la norme est considérée pour la métrique de Poincaré a la source Dy et
pour gy restreinte au but L,,.

— On note y' = ¢(0). Il existe une application ¥: Dz — D telle que ¥(0) =0, ¢,y o ¥ = ¢ et
le coefficient de Beltrami g vérifie ||pw ||, < 6.

Cette notion fait bien sfir écho au lemme Elle nous permet de majorer 'entropie par les
résultats suivants.

Lemme 4.43. Soit ¢ > O et x,y € T. Si x et y sont (R, e~ 2%)-conformellement proches et si R est
suffisamment grand, alors dg/3(x,y) < e.

Démonstration. D’apres le lemme [2.34] il existe une application v: Dr — D holomorphe telle que

dg,, (by © v, ¢z) < Ce~ . D’autre part, par la méme démonstration que le théoréme on a
In(y") — n(x)] < Ce E. 1l Sensuit que 1 — [v/(0)| > ﬁ(M(y’) —n(x)|+ Ce F) >1 - C'eF car
z,y € T. On applique alors le lemme a v pour obtenir que dp/3(z,y’) < C"e RI3 < 5. 0n
montre enfin que dg/3(y,y’) < § grace au lemme |4.15| en utilisant encore que y € T, donc la
métrique de Poincaré est équivalente a g, au voisinage de y. O

Nous en arrivons au critére que nous utilisons pour vérifier que 'entropie de .% est finie.

Proposition 4.44. Si h; > 0 est suffisamment petite, si g > 0 et si pour tout R > 0 suffisamment
grand, il existe un recouvrement fini V = (V;);cr de T tel que

(1) Pour tout i € I et x,y € V;, il existe une application ¢»: Dp — L, sans point critique telle
que dg_ (¥, ) < e~ 2R qui est localement donnée comme la projection orthogonale de L, au
voisinage ¢, (&) vers L, au voisinage de (),

(2) De plus, il existe F' un ensemble hi-dense dans Dpg, tel que pour tout § € F, si ¢,(§) € éUa,
alors ¢,.(&) et (&) sont (3C2hy, e~ 2F)-relativement proches par suivi de flot dans le feuilletage
Fa;

(3) Notons z = (z1,22) = ¢2(§), w = (w1, wz) = Y(£), pour £ € F. Si z et w sont dans 35U,
pour a une singularité de type Briot-Bouquet et si z; = 0 ou wy = 0, alors z et w sont également
(3C2hy, e~ 21)-relativement proches par suivi de flot de X3;

(4) cardI < e9E,
Alors, h(T) < 3g.

La démonstration de cette proposition demande un travail préalable conséquent, qui nous
occupe ci-dessous. On veut corriger la fonction v prés des singularités, en la transformant en
une fonction holomorphe par suivi de flot. Il nous faut pour cela controler les chemins dans des
composantes connexes de parts de Dg qui sont envoyées pres des singularités, en vérifiant que les
chemins de flot du projeté orthogonal v(£) sont proches de ceux de ¢, (&). C’est 'objet des deux
lemmes suivants.
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Lemme 4.45. Soit h; > 0 suffisamment petit, R > 0 suffisamment grand, a € FE et V, une
composante connexe de Dp N ¢, * (éUa). Alors, pour tout ensemble F' hi-dense dans Dg et tous
(1,¢ € FNV,, il existe des chemins Ay, ..., Ax: [0,1] = ¢7* (55Ua) N Dpyn, vérifiant

(D) Aj+1(0) =X;(1) € F, j € [1,N —1],
(i) X\(0) = (i, An(1) = Co,
(iii) Lp(Nj) < 3hy,

Démonstration. Comme % est Brody-hyperbolique, si h; est suffisamment petit et ¢, (£) € éUa,
alors ¢, (Dy, (£)) C 31—2Ua. Comme V, est supposé connexe, il existe un chemin A reliant ¢; et (s.

On découpe alors X en portions Xj: [0,1] — V, de longueur h;. Les extrémités féj ) et 59‘ ) de Xj
sont a distance au plus h; de C(()J e F, respectivement Cl('j). On définit \; comme la concaténation
de la géodésique [(éj ) (()j )} , de Xj et de la géodésique [ ij ), fj )}. En choisissant (éj ) = dj Y on

a bien les propriétés requises. O

Lemme 4.46. On conserve les notations, hypothéses et conclusions du lemme On note X la
concaténation des A1, ..., An. On se donne d’autre part une fonction v vérifiant les hypothéses du
lemme pour R’ = R(1 + «), ot o > 0 et R est suffisamment grand. On suppose aussi que F
satisfait Uhypothése (2) du lemme[d.44|pour R’ = R(1+ a). On note z = ¢,((1) et w = ¥(¢y). Alors,
il existe un chemin de flot v pour z tel que ¢, (A(t)) = ¢.(y(t)) et un chemin de flot § pour w tel
que P(A\(t)) = o (6(t)) vérifiant |5(t) — y(t)| < e~ +E  Les chemins de flot considérés sont des
chemins de flot pour X, sauf dans le cadre de Uhypothése oll ce sont des chemins de flot pour X

Démonstration. L’existence des chemins de flot v et ¢ résulte simplement de I'inversion locale du
flot. Notons de plus que I'hypothese (3] est ou bien vérifiée sur tout V,,, ou bien y est toujours vide.
En effet, si z; = 0 (respectivement w; = 0) en un point de V,, alors dans toute la composante
connexe de ¢ 1(2U,) (respectivement ¢)~*(2U,)) correspondante, ¢, (respectivement ) reste
dans la séparatrice. Il s’agit donc seulement de montrer I'estimation |5(t) — v(t)| < e~ (L,

On découpe chacun des ); en portions A§1), .. .,A§Nj): [0,1] — Dgyp, telles que, si @ est la
projection orthogonale de L, au voisinage de ¢m(A§k) (0)) vers L, au voisinage de z/;()\ék) (0)), alors
w(A§k)(t)) = <I>jk(¢m()\§k) (t))). Par compacité de I'image de A, on peut bien réaliser ceci en un
nombre fini d’étapes. Notons ¢, les temps pour A correspondant aux )\;k) (0). Soit @', la projection
orthogonale de L, au voisinage de ¢ (y(t;x)) vers L, au voisinage de ¢, (y(t;x)). Si @i et @,
coincident sur leur domaine de définition, le lemme [2.29]implique que les temps de flot vérifient

Pinégalité [y (tx) — d(tj)| < CLealrp) el par définition de F, 6.(A{"(0)) et (X[ (0))

sont (3C2hy, e~2(1+®)R)_relativement proches par suivi de flot (pour X ou Xj selon le cas) pour
le feuilletage .Z,. Or, le chemin \; est de longueur au plus 3C3h; pour .%, d’apreés (4.10). Par
récurrence sur k, si ®;; et <I>;-1 coincident sur leur domaine de définition, on en déduit que c’est
aussi le cas des @, et @/, et que |y(t;x) — 6(t;1)| < Ce 2T < e=(+)R On poursuit alors de
méme par récurrence sur j pour montrer que ®;; et ®; coincident sur leur domaine de définition
et que |y(t) — 6(t)| < e~ GHOE, O

Afin de vérifier que notre correction holomorphe de 1 est bien définie, nous devons contrdler
les phénoménes de monodromie de flot.

Lemme 4.47. Il existe un réel ¢y > 0 suffisamment petit vérifiant les faits suivants. Soit deux points
z,w € D2\ {0} tels que ||z — w|, < 3|z, et z1,w1 # 0 dans le cas Briot-Bouquet. Soit t1,t;
des temps de flot pour z et X, uy,us des temps de flot pour w et X tels que p.(t1) = @.(t2) et
<pw(u1) = (pw(UQ). Si |(t1 — tg) — (u1 — U2)| < €0, alors t1 —to = U1 — Us.

De plus, dans le cas Briot-Bouquet avec 21 = 0 ou wy = 0, on a les mémes résultats pour des temps
de flot pour Xs.
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Démonstration. On démontre ce lemme en distinguant les trois cas des trois champs de vecteurs.

Cas linéarisable : Notons z = (21, 22), w = (wy, ws). Comme ||z — wl|; < 1 ||z|,, il existe une

coordonnée j € {1,2} telle que z;,w; # 0. Les propriétés . (t1) = @.(t2) et pu,(u1) = pu(u2)

impliquent en particulier que ¢; — to,u; — us € 2;—’7%. Sigg < I?\i-l’ on en déduit u; — ug = t1 — ta.
J J

Cas Poincaré-Dulac : Par formule explicite du flot, on a ou bien z; = 0 et t; — ty € %Z, ou
bien z; # 0 et t; = t5. On procede donc de méme pour g < 2;“

Cas Briot-Bougquet : On conserve les mémes notations que dans le cas linéarisable. Dans le cas
z1,wy; # 0, on obtient de méme que t; — to,u; — us € 2inZ. Si z; = 0 ou wy = 0, I'’hypothése
|z —wl|; < 3 |z|, implique en particulier que 25, w; # 0. En chemin de flot pour X, cela donne
t1 —ta,u1 — ug € ZX7Z. On conclut de méme. O

Nous voila préts a démontrer le critére que nous avons annoncé. La figure décrit la dé-
marche que nous suivons, ainsi que pourquoi les lemmes précédents sont nécessaires a la démons-
tration. Nous y utilisons les notations de la preuve suivante.

Démonstration de la proposition On se donne un recouvrement V = (V;);cr, x,y € V;, une
fonction ¢ et un ensemble F pour R’ = R(1 + «) avec « > 0 arbitrairement petit et R suffisam-
ment grand, donnés par nos hypothéses. D’apres le lemme il suffit de montrer que z et y
sont (R, e~ 2)-conformellement proches. On va pour cela corriger la fonction ¢ au voisinage des
singularités en I'y rendant holomorphe.

Soit a € F et V, une composante connexe de ID)R No, ( ) telle que ¢, (V) N 128U £ ().
On définit W, la composante connexe de D N ¢, ( U, ) contenant V,. On fixeun { € V, N F
quelconque. Un tel £ existe si by est suffisamment petit. Posons 2= ¢ (&) etw =1(£). Soit { € V,.
1l existe ¢; € F tel que dp((,(1) < hi. On se donne alors A: [0,1] — Dg la concaténation des
chemins obtenus par le lemme et de la géodésique de ¢; a (. Soit v un chemin de flot pour z
correspondant a ¢, o A et 6 un chemin de flot pour w correspondant a ¢ o A. Ici, on considére des
flots et chemins de flot pour X sauf si I'on est dans le cadre de I'hypothése (3), et auquel cas, on
travaille pour des flots et chemins de flot pour X3. Soit x: [0, %] — [0,1] une fonction lisse telle
que x = 0 sur [13g, 35| et x = 1 sur [0, 55 |. Posons

D(C) = pu (= (YWD (1(L) = (1)) + 8(1)).

Il s’agit tout d’abord de vérifier que cette formule est bien définie, et qu’elle ne dépend pas
des multiples choix que nous avons faits. Notons que, d’aprés le lemme [4.46| et le méme ar-
gument sur la derniére portion de A, on a [§(1) — y(1)] < e %+ Comme ¢,,(6(1)) € U,
©w(X(le= (v (v(1) —6(1)) + (1)) est bien défini. Donnons-nous d’autres choix de (> € F, o,

72 et d;. Par définition, ¢.,(02(1)) = ¢w(d(1)) = ¥(C) et p=(v(1)) = ¢-(12(1)) = ¢2((). D'autre
part, [(7(1) — y2(1)) — (§(1) — §2(1))| < 2e~ R+ < ¢4 si R est suffisamment grand. D’apres le
lemme 4.47] on en déduit d2(1) — v2(1) = §(1) — v(1). Ainsi donc,

puX(le=(yANID (L) = (1)) +6(1) = i, () (1 = Xz (v (1)) (7(1) = 6(1)))-

Comme 65(1) — y2(1) = 6(1) — v(1) et pu(7(1)) = @uw(72(1)), ¥ est bien définie sur V,. Il est par
ailleurs clair que 4 se recolle avec ¢ sur V, N ¢; " (&U. \ 125Ua)- En procédant ainsi sur chaque
composante connexe V, pour chaque a¢ € FE, on construit une fonction 1; Dr — L, vérifiant
dg, (1h,9) < Ce R+ car |§(1) — y(1)] < e~ B(E+e) Avec les notations de la deﬁmtlon
< Ce B2+a) < ¢=2R_car ¢) est holomorphe des

le coefficient de Beltrami de U vérifie |13 || o1

lors qu'elle est proche des singularités. Enfin, ¢ étant proche de ¢,, on a Hdsz < 2A ety na

pas de point critique. Les points z et y sont donc bien (R, e~2%)-conformellement proches et la
proposition est une conséquence du lemme [4.43 O
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FIGURE 4.4 — Démonstration de la proposition[4.44]et nécessité de ses difficultés. Les chemins dans
le disque D ot 'on peut définir le flot sont ceux qui restent dans un W,, pour ¢ € E. Comme on ne
peut pas exclure facilement le cas d'une forme du type de celle d’a droite, ils sont potentiellement
de longueur exponentielle en R. Comme on ne parvient pas a controler le flot sur un tel temps, il
faut controler tout le long en rencontrant 'ensemble F' suffisamment réguliérement. D’out la né-
cessité du lemme A gauche, le schéma de la démonstration. Notons que pour passer I'isthme
a gauche de la composante V, 1, le chemin A doit éventuellement sortir de V,; en restant dans W,,.
D’ou la nécessité d’épaissir V,;. En tant que chemins de flot, les chemins A et Ao (plus exactement
donc v, v2, 0, 02) ne sont pas nécessairement homotopes, malgré la simple connexité de Dg. II faut
en effet sortir du lieu ot le flot est défini pour réaliser ’homotopie. D’oti la nécessité de démontrer
le lemme Notons enfin qu'une composante W, peut contenir plusieurs composantes V,; et
V.2, mais que cela ne pose pas de probleme car ¢ = v sur 'épaississement W, \ (Vo1 U Vg2).

Afin de vérifier les hypotheses de la proposition [4.44} et d’assurer qu'un ensemble h;-dense ait
son image dans une cellule appropriée, on utilise '’élément technique suivant, néanmoins essentiel
pour contrdler la cardinalité du recouvrement raffiné.

Lemme 4.48 (Dinh-Nguyén-Sibony [32, lemme 4.4]). Soit Q2 une famille finie d’ensembles tous
contenus dans une copie de C. Soit V1, . .., V), des recouvrements de ) par des disques et K > 0 tels que
pour tout i € [1,n], cardV; < K. Alors, il existe un recouvrement V de Q, avec card V < 145" 1K et
pour tout D €V, il existe D1, ..., D,, avec D; € V;, i € [1,n] tels que 2D C 2Dy N ---N2D,,.

Démonstration. Pour D un disque, on note p(D) son rayon. On démontre ce résultat par récur-
rence. Pour n = 1, il suffit de prendre V = V. On suppose quon a V' vérifiant le propriétés
ci-dessus pour Vi, ..., V.

Soit U 'ensemble des disques Dy1 € Vi1 tels qu'il existe D’ € V' vérifiant 3p(Dy11) < p(D’)
et D' N Dy # 0. Soit dans ce cas 2’ le centre de D', rp41 = p(Dgt1) et ' = p(D’'). On a
2Dy C l)(Z/7 k41 + ’I“/) c2D'.

Soit a présent D’ € V' et Dyy1 € Viy1 tels que D' N Dy # O et p(D') < 3p(Dg41). Soit
p=LLY N — p)(Z+iZ) "D’ N Dyy et Dy = D(A, p), pour A € A. Ona 2D, C ID' C 2D
D’autre part, 2Dy C D(zg+1,2p + p(Di+y1)) C 2Djgy1, car p(D') < 3p(Dy+1). Remarquons que
card(A) < 144. On définit alors > comme la réunion des ensembles de ces 144 disques, pour
Dy i1 € Viyq tel que 3p(Dyy1) > p(D’), pour tout D’ € V' vérifiant D' N Dy1 # (). Notons que
chaque disque de Us> peut étre associé a plusieurs disques de V1. On en déduit la majoration
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cardUy < 144 cardV'.

Soit enfin V = Uy U U,. D’aprés notre travail préalable et par hypothése de récurrence, on a
bien, pour tout D € V, l'existence de D; € V; tels que 2D C 2Dy N --- N 2Dy41. D’autre part,
cardV < 144card)V’ + card V1 < 145K par hypothése de récurrence. Enfin, V recouvre au
moins autant que Vj11, donc recouvre 2. On conclut par récurrence. O

4.3.2.3 Transversales et recouvrements

On souhaite in fine appliquer la proposition 4.44] pour montrer que l'entropie de .# est finie. Il
nous faut donc réaliser un recouvrement des transversales des boites a flots de .%. Néanmoins, on
doit pour cela également étudier de prés les ouverts singuliers de % pour y voir ce que deviennent
les feuilles des transversales régulieres. On cherche ici a construire un réseau de transversales
— y compris dans les ouverts singuliers — et un recouvrement initial de ces transversales, pour
raffiner au fur et a mesure le recouvrement de T et contréler ainsi le comportement des feuilles
en grand temps hyperbolique. On construit donc ces transversales et ces recouvrements pour y
avoir un contréle du comportement des feuilles en petit temps hyperbolique, et 'on étudie ensuite
le déplacement en ce petit temps hyperbolique d’'une transversale a une autre. L’étude de ces
déplacements hyperboliques est P'objet du paragraphe

Réseau de transversales On se donne une constante h; > 0 suffisamment petite pour avoir les
résultats du paragraphe précédent, et ceux de la sous-sectionpour h = 6C3h;. On se donne
également une constante K € |0, 1[ et on pose i = Kh. Le paragraphe [4.3.2.5 vient préciser ce
que l'on attend de cette constante et la nécessité de la considérer. Notons par ailleurs que 'on n’est
concerné que par le devenir des points de T, qui sont loin des singularités. On pose ¢ = d(T, E)
et le rayon rging(R) = exp (lngeCSR) associé. De la sorte, on a ¢, (Dg) N B(a, Tsing(R)) = 0,
pour a € F, d’aprés le lemme On peut donc ne se soucier de transversales qu’a distance au
moins rging (R) de E. Afin de ne pas perdre le lecteur, annongons d’emblée les propriétés que nous
souhaitons vérifiées pour notre réseau de transversales.

Proposition 4.49. Il existe une constante C5 > 0 et un entier K' > 0 tels que pour tout R > 0
suffisamment grand, on a les faits suivants. Il existe un réseau de transversales T = (T;);cr, de .7 tel
que

(HT1) Pour x € M\ E, si d(z, E) > rging(R), alors il existe y € (U;er, T;) N Ly tel que dp(x,y) < k;

(HT2) Pour i € Ir, il existe au plus K’ éléments j € Iy tels qu'il existe des points x € T;, y € T, N L,
avec dp(xz,y) < 2hy;

(HT3) card It < e%5%2,

Grosso modo, ’hypothése nous permet de considérer un mouvement hyperbolique stan-
dard de longueur au moins 2h et au plus hq, puis d’aller jusqu’a la transversale la plus proche.
Ainsi, on est siir de n’avoir pas avancé de plus que h; + h, mais pas non plus moins que /h dans
la bonne direction. L’hypothése nous permet de son c6té de garantir que I'on applique le
lemme [4.48| qu’a un nombre borné de recouvrements a la fois. En effet, seule une quantité bornée
de transversales peuvent interagir avec une transversale donnée en un temps hyperbolique 2h;.
Les trois auteurs de [[32] ont pour leur part contourné cette idée en considérant une multiplicité
a leurs transversales. Nous pensons que 'hypothése permet de simplifier et de clarifier leur
méthode. Enfin, ’hypothése est bien stir un élément de contréle de 'entropie.

La difficulté majeure de la preuve de la proposition [4.49|se situe au voisinage des singularités,
et nous demande quelque préparation. Elle nous demande également de traiter différemment les
types de singularités, et contrairement au controle local, c’est cette fois le cas Poincaré-Dulac
pour m = 1 qui nous donne le plus de fil & retordre. On définit rj = rgng(R), et pour j € N,

— J
;_1‘ _ (T(q)r)(l Ceh)
donne d’autre part 07, ..., 0%, des angles Csh-denses dans [0, 27, avec P = [Ll .Pour a € F une

r , pour une constante Cg € |0, %[ que nos calculs ultérieurs déterminent. On se

Ceh
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singularité de type Briot-Bouquet, linéarisable, ou Poincaré-Dulac pour m > 2, u € {1,2}, j € N
tel que r < g etk € [1, P], on pose

1 3
Tajku = {(2‘1722) € Z]D)2 U | 2y =1} Teifk at |20 < = 5 ;T, pour v € {1, 2}}

Notons tout d’abord que pour M, (R) = ’71n(1€3065)| R+ |1n(1_106h)‘ In <|6111]n22| >—‘ ,ona

€ 1
PRy = exp (In (5 ) exp(CoR + Na(R)In(1 = o) ) > .
Ainsi, la cardinalité de {T, ; .} est au plus 2PM,(R) card E, oll M,(R) ~ exp <7|1n(1€306h)‘ R), et

P est indépendant de R. On pose N,(R) = max{j € N | r}r < 4} Les lemmes suivants viennent
nous préparer a nous assurer que (HT1)) et (HT2) sont vraies pour ce réseau de transversales.

Lemme 4.50. Soit a € F de type Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré—Dulac pour m > 2. Si Cg
est suffisamment petite, alors le fait suivant est vérifié. Pour tout j € [1, No(R)] et tout z € U, tel
que ||z||, € [r]_y,r]], il existe 2’ € L. tel que ||2/||, = r] et dp(z,2') < L.

Démonstration. Cas Briot—-Bouquet ou linéarisable. La preuve est similaire a celle du lemme [4.40
Quitte a considérer —a~!X3 ou A~!'X;, on peut supposer que ||z||; = |21]. On considére le flot
©,(t) au départ de z, pour un ¢t € R,. Soit

T=inf{t Ry | lo:(0)ll, =75}

Comme on a supposé que |z;| = |z||, € [r]_;,7]],onaT <1

v: [0,T] — L. défini par ~(t) = . (t) vérifie ||[y(t)[|, <7}, v(0) = = et ny( )y =r].Sa longueur
de Poincaré satisfait donc

o Toa cr
g“”*l mm»ﬁﬁcﬂ|m@|\mr

ou l'on a utilisé (4.4) et (4.10). D’aprés la majoration précédente de T, on obtient

Inr? CCgsh h
() <O —L -1 =—T— <~
Inr j 1—Csh — 2

si Cy est suffisamment petite.
Cas Poincaré-Dulac pour m > 2. Si ||z||; = |#1|, la preuve est exactement la méme que dans
le cas précédent. Il faut donc traiter le cas ol ||z||; = |22|. On conserve les notations précédentes.

'ﬂ'
Soit t = In —~/~. On souhaite montrer que ¢ > T'. Si I'on note ¢.(t) = (21(t), 22(t)), il suffit pour

j 1

cela de vérifier que |z;(t)| > r}. Or,

t)] > [l | i i m> 1 (oL Goh i 1
|22(6)] > { |22] = Il [2a]™ 31 g B o s1—cn’ mr

T Cgh
carm > 2 et —— = (r]) """, Comme x [In z| est majorée par e~ ' sur [0, 1], on obtient

Ti—1
r 75 e”! Csh
O >r = (1—-—
|Z2( | 31‘1( 2 106)
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T T
1l suffit donc de montrer que 1T = r}?il (1 — ! 1_Cg’zh> > 1. Notons que rﬁl = (r}ll)fcﬁh et
que r}r,l < 5. Do,
1 _, Cgh 1 _, Cgh
InIl = — Cghl 1 —e'—— ) >6In(2)Ceh+In(1— e ' ——
n shinr) 1+n( 5¢ 106%)_ n(2)Cs +n( 5¢ 106h>7

InIl > (6 In(2) — ;el> (Csh+ O ((Csh)?)) .

Comme 121n(2) > ¢~1, on en déduit bien que II > 1 si Cgh est suffisamment petit. Ainsi donc,

T < In ' et on conclut ensuite de méme qu’aux cas précédents. O

7 1

Une fois atteinte la norme correspondant aux transversales, il reste a tourner d’un angle adé-
quat pour nous retrouver effectivement sur une transversale.

Lemme 4.51. Soit a € E de type Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré—Dulac pour m > 2. Si Cg
est suffisamment petite, j € [1, No(R)] et z € U, est tel que ||z||, = r], alors il existe k € [1, P],

ue{l,2} et 2’ € Ty jpu L. tel que dp(z,2') < 2.

Démonstration. Cas Briot—-Bouquet ou linéarisable. De méme qu’au lemme précédent, on peut sup-
poser que |z|; = |z1|. Si l'on utilise seulement ddz; =z et dZ?] < C'lzl, il n'y a 1a pas de
perte de généralité. On note z; = rje pour 6 € [0,27], et l'on se donne k € [1, P tel que
|0 — 67| < Csh. Soit y: [0,1] — L. le chemin défini par v(t) = ¢, (ti(6} — 0)). On a v(0) = =

et (1) = 2 = (r; Teibh ,2h), avec |z5| < \22|ec|9_9£| d’aprés le lemme de Gronwall. Comme
|0 —0F| < Cgh et |22| < rj, si Cs ou h est suffisamment petit, 2/ € T, ;1. D'autre part, la

longueur de Poincaré de ~ est au plus

[0 — 07| 10— 07|
|lan| 7C|9 t‘)ﬂ - 11127C|970E‘

tp(y) < g

IN

si C est suffisamment petite.

Cas Poincaré-Dulac pour m > 2. Si ||z|, = |z1| = r], on peut considérer le méme temps

= i(f} — 0). Avec les notations précédentes il suffit de vérifier que |z5| < 3r]. Or, d’apres

la formule explicite du flot, 22 = 2o +ip (0 — GJ z{". Comme |0 — 67| < Cgh, on obtient bien

|25 < 2rT.Si 2], = |22] = r , on note zp = 7 Tei? et de méme on se donne un k € [1, P] tel que
|9 — 07 | g CJL On cherche un petit nombre complexe t tel que

ft) = (1 + (7‘}?)71 e_ie,utz{") emt = ¢i(0i—0) (4.11)

Ainsi, on aurait que 2’ = (21, z) = ¢, (t) vérifierait z}, = r}reieg. Or,
™~1 —i6, m mt mt T\~ 1 m
f(t):1+(m+(rj) e uzl>t+((e —1—mt)+ (e 71)(13) uzlt).

Notons que (r}r)_1 |z |™ < 26=6m Des lors, ona | f(t) — 1 — f/(0)t| < C|t|*, pour [t| < 1 et C une
constante indépendante de z, et | f/(0)| > m — 26-6™ > 0. Ainsi, il existe un rayon r, indépendant
de z tel que f est injective sur roD. D’aprés le théoreme du quart de Koebe, elle est surjective sur
un voisinage uniforme de 1, et si Cgh est suffisamment petit, il existe un ¢ tel que (@.11). On a
alors t = O (|6 — 67|) et on conclut de méme qu’aux autres cas. O

La condition (HTT]) devrait alors étre facile a démontrer dans ces cas-ci, et il nous faut préparer
la démonstration de (HT2).
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Lemme 4.52. Il existe une constante K’ indépendante de R telle qu’on a le fait suivant. Soit a € E
une singularité de type Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac pour m > 2, j € [0, N,(R)],
k € [1,P] et u € {1,2}. Il existe au plus K’ éléments (j',k',v) € [0, No(R)] x [1, P] x {1,2} tels
quil existe x € Tq jku ety € Tq js kv N Ly avec dp(x,y) < 2hy.

Démonstration. Remarquons quon a |z, € [r],3r]]. Ainsi, [ly], € [(T;E)1+Chl : (%r;r)l_ohl},

d’apres ([@.4), le lemme et le lemme de Gronwall. D'autre part, ||y[|, € [r},, 3},]. En parti-

J
Culier, (T;E) 4+Ch )1—Ch1 }I;)(I—C’Gh)j*j, .

direct donne

1 1 m3/2)\ _ . 1 1 In(3/2)
(1= Coh) ™ (1 —Chy | 6In2) ) SITl s na—cn ™ (1 + Chy <1 " 6In(2) )) ‘

Comme les k et u sont en quantités totales indépendantes de R, on obtient bien le résultat attendu.
O

< 57“}1‘, et r;.r, < (57‘?

T _
3 or) . Comme r} = (r

T o 1
tr; < g7, un calcul

On continue a construire un réseau de transversales en nous attelant a présent a une sin-
gularité a € F de type Poincaré-Dulac de parametre m = 1. On considére les mémes rayons
1—Csh)’ . . . . A
r}r = (rsing(R))( ©h)’ ' mais cette fois 'on autorise j € Z. On conserve d’autre part les mémes 6},
k € [1, P]. On considére enfin les transversales

1 1 ) 3 N
Ta7jvka1 = {(21722) € ZDZ ~ §Ua ‘ z1 = T}Tewlﬁ et ‘22| < 5 (T}T)z }7

1 1 1 o7 3
Ty, jk2 = {(2’1,22) € ZDQ ~ an | 20 = (’/‘;E)Q er et |21] < 2r3-r},

pour j € Z tel que (rsing(R))2 < r}r < 6%1. Ceci donne les bornes suivantes pour j.

, _ In2 . 1 |1n%| B
M,(R) = [m(l—C’Gh)-‘ <j< Lln(l—C’Gfi) <03R+1n (61n2>>-‘ = M,(R).

En particulier bien sfir, ces transversales sont en nombre au plus 2P(M,(R) — M/ (R)) card E, avec
M,(R) — M!(R) ~ exp (|1n(1€73€6h)\R) Notons d’une part N,(R) = max{j € Z | r] < g5} et
d’autre part N (R) = min{j € Z | r] > (reing (R))*}. Pour unifier les notations, on pose N/ (R) = 0
dans le cas Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac pour m > 2. La figure [4.5| représente

la différence entre ces transversales et celles du cas précédent. On cherche a présent a démontrer
des résultats similaires aux lemmes [4.50} [4.51]et[4.52]

Lemme 4.53. Soit a € E une singularité de type Poincaré—Dulac de paramétre m = 1. Si Cg est
suffisamment petite, on a les faits suivants. Pour tout j € [N,(R) + 1, N,(R)] et z = (21, 22) € Uy,
si lUon est dans l'une des deux situations suivantes,

Nl

(D |z € [r}ll,rﬂ et |z] < (r}r) s
1 1
2) |z < r;»r_l et |z € {(r}r_l) 2, (T‘;J-T) 2},
Alors, il existe z' = (2}, 2}) € L, tel que dp(z,z') < & et Ualternative suivante.
1
(D) Ou bien |z | = 7‘}‘ et |z] < (’I“;J-r) 2

1
(i) Ou bien |z| < et |za| = (r])>.
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| 22| | 22|

|

' |21] |21]

FIGURE 4.5 — Représentation des transversales via la projection (z1, z2) — (|z1],|22|). A gauche,
le cas Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac pour m > 2. A droite, le cas Poincaré—
Dulac pour m = 1. En gris le plus foncé sur les deux graphes, l'ouvert rg,s(R)U,. En gris le
plus claig, U, \ (%UQ), qui est maillé de transversales régulieres. Dans le deuxiéme cas, pour ga-

rantir que l'on peut faire avancer |z;| avec le lemme [4.53] il faut que |z;| soit tout petit. Il faut

. \ e 17 2 . A
donc continuer a considérer des |z1| € [(rsing(R)) ,rsing(R)} pour continuer a étre fi-dense dans

(éUa) \ (rsing(R)Ua), Le., la partie non colorée. Notons que les choix de rayons sont tels que les
transversales singulieres sont contenues dans %Ua. Pour y voir plus net, on a considéré pour tracer
ces graphes la condition 7} < 3 et U, ~ 3D?.

Démonstration. On se place tout d’abord dans la situation (I)). On consideére le flot ¢, au départ
de z en temps réel positif. On note ¢, (t) = (z1(t), 22(¢)). On pose

T = inf {t ERy | [z ()] =7] ou |z(t)| = (T}r)i}'

T
T

En considérant la premiere coordonnée, il est clair que 7' < In +*-. D’autre part, la longueur de

j—1
Poincaré du chemin ~y: [0,T] — L, défini par v(t) = . (t) est majorée comme dans le cas linéaire
ou Briot—-Bouquet par

>t

20T
PO <=7

si Cg est suffisamment petite. On a donc le résultat attendu dans ce cas.
On se place a présent dans le cas et on conserve les mémes notations. De maniere analogue
T

T

1
au cas m > 2 au lemme |4.50| soit { = 2In —~ et montrons que |z3(t)| > (r])?. Cette fois,

Ti 1y J

I'hypothése sur z; donne

Nlw

|z2(t)| > (r}r)% ( i ) (1 — Cgh (r}ll)% |1nr3—r71‘) > (r}r)% ( L ) (1—2e7'Csh),

T T
rjfl rjfl

T —Cgh
= (1)

car z2 |In x| est majorée par 2e~! sur [0, 1] et . On procede alors de méme que

3

) (1 —2e71Cgh). Par le méme calcul,

T

SR}

(RS

—1

pour m > 2 en posant II = (T

InIl > (9In2 — 2e™ ) (Csh + O((Csh)?)) -
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T
Comme 2e~! < 9In2, on a bien que IT > 1 si Cy est suffisamment petite. D'ou T < 21n ﬂrf? et 'on
j—1

A h
conclut de méme que dp(z,.(T)) < 3. 0
Il reste a trouver un angle transversal proche d’un élément ayant bonne norme.

Lemme 4.54. Soit a € E une singularité de type Poincaré-Dulac de paramétre m = 1. Si Cg est
suffisamment petite, on a les faits suivants. Pour tout j € [N.(R) + 1, N,(R)] et z = (21, 22) € Uy,
(a) Si z est dans la configuration (i) du lemme alors il existe k € [1,P] et 2’ € Tq jx1 N L.
avec dp(z,2') < &;
(b) Si z est dans la configuration du lemme alors il existe k € [1, P] et 2/ € Ty j k2N L.
avec dp(z,2') < &;

Démonstration. La démonstration est essentiellement la méme que celle du lemme lorsque
m > 2. Pour le cas (b)), on cherche un ¢ € C tel que

ft) = (1 + (T;E)7§ e_ia,utzl) el = eith—0),

_1
7))
|f(t) — 1= f'(0)t| < C|t|* pour C indépendant de z et |f/(0)] > 12. De méme, on peut résoudre
I’équation ci-dessus pour ¢t = O( ]9 — 9£|) et on obtient le résultat attendu. O

en remarquant que ‘ p (r < %. Par la méme décomposition de f, on obtient pour |t| < 1,

On prépare a présent la vérification de (HTZ2).

Lemme 4.55. Il existe une constante K’ indépendante de R telle qu’on a le fait suivant. Soit a € E
une singularité de type Poincaré—Dulac pour m = 1, j € [N.(R), N,(R)], k € [1,P] et w € {1,2}. 1l
existe au plus K' éléments (j',k',v) € [N, (R), No(R)] x [1, P] x {1,2} tels qu’il existe x € Ty j k.
ety € Ta,j’,k’,v N L, avec dp(.’t, y) < 2h;.

1
Démonstration. On raisonne de méme qu’au lemme |4.52} en notant que ||z||, € {r}r, 3(rT) 2} et

(14+Chi) . 1\ (1-Chy) 1
avey e (DL (16D 0 [3.2 03, 0

Il reste a considérer les ouverts ou le feuilletage est régulier. On se donne une boite a flots
U, ~DxT, pourr € Ret A = Bi(Z+iZ)ND, pour une contante B suffisamment petite que nos
raisonnements ultérieurs déterminent. Pour A € A, on pose T, » = {A} x T,. Enfin, notre réseau
complet de transversales est défini par

T = {Tyx|r€eRANEAYU{Tyjkula€E,je[NL(R),No(R)],k € [1,P],ue{l,2}}.
Revenons alors a la preuve de nos premiéres affirmations.

Démonstration de la proposition 4.49} Le point résulte des estimations des N,(R) remar-
quées plus haut. Il s’agit de démontrer le points et (HT2), ou les lemmes dans le cadre
singulier vont fortement nous aider.

On commence par le point (HTI). On considere = € M \ E tel que d(z, E) > rgng(R). Si
x € U,, pour un certain r € R, alors z = (z,t) € D x T, en coordonnées. Or, il existe A € A
tel que |z — | < @. Silon note y = (\,¢), alors y € T, 5 et dp(x,y) < CBh car % est
Brody-hyperbolique. Si B < C~!, on a le résultat attendu. Considérons a présent z € éUa, pour
a € E une singularité de type Briot—-Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac de parametre m > 2.
Comme | z||, < &5, il existe j € [1, No(R)] tel que ||z[|, € [r]_;,r]]. En utilisant les lemmes
et[4.51} on obtient bien un 2’ € Tq jxu N L. tel que dp(z,2’) < h. Soit enfin z = (21, 2;) dans
1U,, pour a de type Poincaré-Dulac pour m = 1. Ou bien z; = 0 ou il existe un j € Z tel que

1
|z1] € [r]_1,7]]. Si|22| > (r])?, alors dans les deux alternatives, on est dans la situation (@) du
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1
lemme pour j' > j. Dans la deuxieme alternative pour z; et pour |z3| < (r}r) 2 on est dans
la situation du méme lemme. Remarquons que dans tous les cas, rsing(R) < ||2]|; < g;. Ainsi,

les conditions (rsing(R))2 < T, r}r, < sont bien vérifiées. Dans tous les cas, on peut appliquer
successivement les lemmes et pour obtenir le résultat attendu.

Reste dés lors le point a démontrer. Remarquons qu’a ¢ > 0 fixé indépendamment de
R, il existe une quantité¢ indépendante de R de transversales T; € T telles qu’il existe z € T;
avec d(z, E) > c. Ainsi, si Tg € T, ou bien elle vérifie d(z, E) > ¢ pour un certain z € Ty, et par
Brody-hyperbolicité de .#, il existe bien un nombre indépendant de R de transversales a distance
moins que 2h; de Ty ; ou bien d(z, E) < ¢ pour tout z € Ty, et si c est bien choisi, Ty n’admet que
des transversales singuliéres & distance moins de 2h;. Dans ce cas, on applique les lemmes |4.52
et[4.55 et (HT2) est démontré. O

Recouvrement initial On se propose a présent de construire un recouvrement du réseau de
transversales T qui nous permet d’appliquer le lemme et la proposition De méme qu’au
paragraphe précédent, annoncons d’emblée ce que nous attendons de ce recouvrement.

Proposition 4.56. Il existe une constante C; > 0 telle que pour tout T; € T, il existe un recouvrement
V; de T; par des disques tel que

(HD1) Si T, = T, , pourr € R, A € A, et si D € V; alors pour tous z,y € 2D, la projection
orthogonale @, de L, au voisinage de x vers L,, au voisinage de y est bien définie sur ¢, (Dap, )
et vérifie d(z', D,y (2')) < e~2%, pour ' € ¢, (Dan,) (voyez la figure[4.6) ;

(HD2) SiT; = Ty jku poura € E, j € [N,(R), N,(R)], k € [1,P], v € {1,2}, etsi D € V;, alors
pour tous x,y € 2D \ Using(R), la projection orthogonale ®,, de L, au voisinage de x vers
L, au voisinage de y est bien définie et vérifie que d(z,®,, (7)) < e 2F et x et ®,,(z) sont
(6C2hy, e~21)-relativement proches par suivi de flot pour %, ;

(HD3) Si de plus a est une singularité de type Briot—-Bouquet et © = (21, 22), y = (w1, ws2) avec z; =0
ou wy =0, alors z et @, (x) sont (6C3hi, e~ 2F)-relativement proches par suivi de flot de X3;

(HD4) max;er, cardV; < eC1 R,

Dans le cas régulier, i.e. pour r € R et A € A, on recouvre T,. \ par des disques de rayon Be 2%,
pour une constante B suffisamment petite que nos raisonnements ultérieurs déterminent. On peut
le faire avec au plus Ce*® disques.

Dans le cas singulier, on reprend plus ou moins la décomposition cellulaire obtenue au pa-
ragraphe mais avec plus de subtilité tout d’abord parce qu’il nous faut des disques. On

conserve la constante C; > 0 de la décomposition cellulaire, les rayons ry = e~ ®P(CaF) et
rn = roe" PGB pourn € [1, N] et N = [e2¢4F], et les angles 6, = 2%, pour N’ = [4meCs%]

et k € [0, N']. On définit encore Dy = roD, mais cette fois pour j € [1,N] et k € [0,N'],
D, = D(rj—1€"% r; —r;_1). Onpose D = {Do} U{D, | j € [1,N],k € [0, N']}. Avancons pas
a pas.

Lemme 4.57. Si R est suffisamment grand, D est un recouvrement du disque D.

Démonstration. Soit z € D. Si |z| < 79, alors z € Dy. Sinon, il existe un j € [1, N] tel que
rj—1 < |z| < r;. On distingue deux cas.
a) rj_1 < |z| < \/Fjoir5. Ona z = |z] € et il existe k € [1,N'] tel que |6 — ;] < je~ &,
Alors,

) . I T 1 _
|z — Tj_1620k| < |z — Tj_16w| +7rj1 e0=05) _ 1‘ <rj1 ( - 1) + —rj_e” R,

Tj—1 4

1
S i1 (4€C4R + e%exp(7C4R) o 1) )
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FIGURE 4.6 — Représentation des points en jeu dans la condition (HD2), avec les notations de la
preuve du lemme S’il est facile de comparer les coordonnées de x et y sur une méme trans-
versale, il est plus compliqué de comparer z et sa projection orthogonale y’ sur L,, au voisinage de
y car les deux coordonnées de x et y’ sont différentes. C’est néanmoins nécessaire car c’est cette
projection orthogonale qu’il faut controler pour utiliser la proposition M

On trouve donc |z — r;_1e"% | < Ze=“Pr;_y, si R est suffisamment grand. Comme d’autre

part 7 —rj_y =rj_1 (1 — e” *P(-CaR)) > Ze=Cally, | on obtient bien z € D;_1 4.

b) /m;7;-1 < |z| < rj. On procéde de méme en comparant z a r;e*’s.

O

On considére donc le recouvrement D des transversales T, ; 1 ., C’est-a-dire que I'on pose le

recouvrement V, ; z. = D, en tant que 'on considere Ty j k. =~ 7ok uD, aVeC rq ;g = %r}r,
1

si a est de type Briot-Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac pour m > 2; o k1 = 3 (r])? et

Tajk2 = %r}r si a est de type Poincaré-Dulac pour m = 1. Plus précisément, on ne considére que

les disques de D qui intersectent Ty, ; .

Lemme 4.58. Avec les notations ci-dessus, si R est suffisamment grand, le recouvrement Vo j kv

verifie (HD2)) et (HD3).

Démonstration. On considére un disque D € Vg jj ko,u €t 2,y € 2D \ Using(R). On commence
par montrer que la projection orthogonale feuille a feuille est bien définie. Si D = Dy, alors
d(z,y) < 4rg < e E72Brg  (R) car Cy > Cs. Comme d(z, E) > rgng(R), le lemmeassure
que la projection orthogonale de L, au voisinage de « vers L, au voisinage de y est bien définie.
Si d’autre part D = Dy, alors d(x,y) < 4(r; —rj—1) < Ce=%Br; 1 < C'e%E{(z, F) et on
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conclut de méme que la projection orthogonale est bien définie. De plus, d’apres le lemme [2.32]
d(x, ®,y(z)) < e 2F car Cy > 2.

11 reste donc a démontrer nos affirmations concernant le suivi de flot. Pour cela, comme au
paragraphe on veut utiliser les trois lemmes [4.27 [4.29| et [4.35| pour § = e~2f. On note
x = (zr,21) et (wp,wr) les coordonnées de x et y, ou zr et wy sont les coordonnées sur la
transversale et z;, = 2z, = wy. On note rp = |z1| = |wz|. Enfin, on note (w’,,wf) les coordonnées
de y' = &,,(x). Ces coordonnées sont représentées dans la figure On distingue alors quatre
cas.

a) D = Dy. Le lemme assure que d(z,y’) < 4ry. Comme Cy > Cj, il est clair que zr et

4’1“()

- '!"]1'—07‘0 Et

wf sont dans la configuration des trois lemmes. D’autre part, on a ’1 - qjﬁL

1-— Z—LL < C’:—g. Comme Cy > Cs et ry > (rsing(R))Q, z1, et w} sont bien dans la configura-
tion (2)) des trois lemmes.

b) D = Dj et a de type Briot—Bouquet, linéarisable ou Poincaré-Dulac avec m > 2. De méme,
on ad(z,y') < 2(r; —rj_1) < Ce %Eyr;_; dapres le lemme On conclut de méme
que zj, et w; d’'une part, et zy et wy d’autre part sont dans la configuration des deux
lemmes et On utilise ici que r;_; < 2rp car Djy, intersecte Ty j, ko ,u-

¢) D = Djy, a de type Poincaré-Dulac avec m = 1 et u = 1. On a encore d(z,y’) < C’e*C4Rrj_1
et ceci implique de méme que |1 — 23|, |1 — %’ < Ce~“f Comme z,y ¢ Using(R), 22

2
et w, sont dans la configuration du lemme [4.29 car C, > C3 + 2. D’autre part, le
lemme nous assure que y' = ,(t), pour |t| < Ce~“1f. D’aprés la formule explicite du

’
flot de X5, on a ‘1 -2, 1 ﬂ‘ = |1 — e*!| et on conclut de méme que z; et w) sont dans

’UJ1 zZ1

la configuration du méme lemme pour Cy > C5 + 2.

d) D = Djy, a de type Poincaré-Dulac avec m = 1 et uw = 2. Pour la coordonnée sur la transver-
sale, on procéde de méme pour montrer que z; et wj sont dans la configuration (2]). Pour
la seconde coordonnée, on utilise encore la formule explicite du flot pour [t| < Ce~ 4%, 11
s’agit de montrer que z3 et wh = (22 + ptwi )e’ sont dans la configuration (2). Or,

1
|(22 + ptwr)e’ — 2| < |zo |ef — 1] + 3 lw| |tef|.

1
Comme le disque D, intersecte Tq j, k.2, 0n @ 751 < rp = (r} ). On en déduit bien que

|29 — wh| < Ce™C11 |2| et que z, et w) sont dans la configuration (2).

Dans tous les cas, z et ' vérifient les hypothéses des lemmes [4.27] [4.29] et [4.35] Ainsi, les
points (HD2) et (HD3)) s’ensuivent. O

Reste a faire une rapide vérification de notre voeu concernant le recouvrement initial.

Démonstration de la proposition Les points (HD2) et (HD3) résultent donc du lemme [4.58
Le point (HD4) est clair pour C; > 3C4. Comme T, est loin des singularités pour r € R, le
point (HDI) est vérifié pour h; suffisamment petit et B suffisamment petite d’apres le lemme [2.32

O

4.3.2.4 Holonomie en petit temps hyperbolique

On cherche ici a étudier I’évolution des disques transversaux en petit temps hyperbolique. On
a pour cela trois types de déplacements que I'on peut considérer :

— L’application d’holonomie de transversale a transversale. A priori, c’est un germe, mais on
souhaite montrer qu’elle est définie sur I'entiéreté des disques transversaux pour continuer
étape aprés étape a rester sur les transversales.
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— Pour contréler le domaine de définition de 'application d’holonomie, on s’aide du suivi de
flot, que I'on contrdle sur un temps hyperbolique uniforme dans tous les disques transversaux
singuliers.

— La projection orthogonale locale feuille a feuille. C’est en fait elle que 'on doit étudier pour
appliquer la proposition Les deux premiers déplacements sont un outil pour vérifier
qu’elle est bien définie et contrbler quelle reste a distance correcte de la transversale. La
condition vient nous y aider.

C’est donc a la comparaison de ces trois mouvements que l'on s’attelle. Dans le cas ou l'on est
proche des singularités, on a besoin d’'un peu de préparation.

Lemme 4.59. Il existe une constante €5 > 0 telle que pour tout zy € %Ua, pour a € E, il existe une
boite a flots réguliére U ~ D x T vérifiant B(zy, €2 ||20;) C U.

On a besoin de la version quantitative suivante du théoréme de redressement de champs de
vecteurs, dont la preuve est implicite dans [23] section 2.1].

Proposition 4.60. Il existe un réel c5 > 0 tel que pour tout champ de vecteurs holomorphe de la forme
X = 8%1 + a(z, 22)8—22 sur 2e,D?, avec ||a||, < 2, alors il existe un biholomorphisme ¢: U — D?,

14}

\ .. 9 _
ott U est un voisinage de 0 contenant e2D%, tel que p, X = e

Démonstration du lemme Remarquons que d’aprés et (4.5, si ||z — 20|, < m llzolly»
alors || X (z) — X (20)]l; < §[|X(20)||;- Notons X = Xla%l + Xga%z, et considérons j € {1,2} tel
que || X (z0)|l; = |X;(20)|. Sans perte de généralité, on peut supposer que j = 1 de sorte a avoir
|X1(2)] > 3 | X1(20)| et |X2(2)| < 2 |X1(20)|. Dés lors, on écrit

Xy Dl
X1 o 821 6227
avec |a(z)| = gfgjg} < 5. On utilise alors la propositionﬁ O

A priori, les applications d’holonomie ne sont que des germes, mais ici, nos hypothéses ainsi
que le lemme ci-dessus nous permettent de montrer qu’elles sont bien définies 1a ot cela nous
intéresse. De plus, on parvient dans le lemme suivant a construire une projection orthogonale qui
lui est proche sur un disque de rayon hyperbolique uniforme.

Proposition 4.61. Soit T;,T; € T, z € T; et A: [0,1] — L. tel que A(0) = z A(1) € T; et
¢p(N) < 2hy. Soit D € V; un disque du recouvrement initial qui contient z. Si R est suffisamment
grand, alors Uholonomie le long de )\ de T; a 2T; est bien définie sur 2D.

Pour tout z',w' suffisamment proches, on note ®.,, la projection orthogonale de L., au voisinage
de 2’ vers L., au voisinage de w'. Si w € 2D, alors il existe une unique application ®,,: Dap, — Ly,
telle qu’au voisinage de tout ¢ € Dy, si 2/ = ¢.(C) et w' = izw((), alors @, = ®,1y 0 ¢ et
CT)ZU, = &, o ¢, au voisinage de 0. _

Enfin, si w” = Holy(w) et ¢ € Doy, est tel que ¢,(¢) = 2z’ = A(1), alors D,y = P,y © P, au
voisinage de (.

Démonstration. Si les transversales sont régulieres, alors les conclusions sont claires dés lors que
hy est suffisamment petit, car % est Brody-hyperbolique. On suppose a présent que T; est une
transversale contenue dans U,. Soit w € 2D. D’aprées le lemme z et w sont (6C3hy, e 21)-
relativement proches par suivi de flot. On considére un chemin de flot v: [0,1] — C pour z
correspondant a . Découpons a présent [0, 1] par des temps 0 = ¢y < --- < ty = 1 tels que
d(A(t), AMu)) < Z |IM®D)]ly, pour t,u € [tj,t;41] et j € [0, N —1]. D’autre part, si R est suffisam-
ment grand, d(¢.,(7(t)), A(t)) < Z [|A(t)[|,. D’apres le lemme [4.59] ¢.,(7(t)) et A(t) appartiennent
a une méme boite a flots sur chacun des intervalles [¢;,¢;41]. Sur chacun de ces intervalles, il
s’ensuit que ¢, (y(t)) reste dans la méme plaque et il existe donc des temps ot il atteint des
transversales intermédiaires. Dés lors, Holy (w) est bien défini.
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Construisons a présent I'application izw. Pour { € Dy, on considére un chemin de flot .
pour z représentant ¢ et on note z’ = ¢.(¢). Pour @' = @, (y(1)), on pose .., (¢) = D, (2).
Ceci est bien défini car z et w sont (6C3hy, e~ 2F)-relativement proches par suivi de flot et donc
|z —@'||, <e 27| 2'||,. Par continuité du flot et de ¢,, on montre alors que I'on a bien I'applica-
tion demandée sur tout un voisinage de (.

Enfin, quitte a réduire la taille des boites a flots, on a ||w’ — w”|| < &1 ||2'||; et w’ et w” appar-
tiennent a la méme plaque, donc le lemme [2.32|assure bien que @/, et ®.,,» coincident. O

Pourtouti € It,D € V;,z € 2D et A: [0,1] — L, telque £p(A\) < 2h; et A(1) € T;, pour j € Ir,
'application d’holonomie Hol, le long de A de T; vers 2T est alors bien définie sur 2D, si R est
suffisamment grand. On peut en effet se ramener 4 un nombre fini indépendant de R d’applications
d’holonomie dans le cas ou T; ou T; sont des transversales régulieres. Comme les disques de V; et
V; sont arbitrairement petits, I'holonomie y est bien définie. Cependant, I'image d’un disque, fit-il
petit, par les éléments de \ n’est pas tout a fait un disque et I’on ne sait raffiner des recouvrements
que lorsqu’ils sont composés de disques. On a donc besoin de la notion suivante. On peut en
trouver une analogue dans [32] p. 617].

Définition 4.62. Soit D un ouvert de C et p > 1. On dit que D est un p-quasi-disque s'il existe un
disque D C Ctel que p~'D C D C pD.

On souhaite recouvrir des p-quasi-disques par des disques. Nous prions le lecteur de nous
autoriser un élément désespéré d’optimisation de nos constantes.

Lemme 4.63. Il existe po > 1 tel que pour tout p € |1, po[ et tout p-quasi-disque D, il existe 4 disques
Dy, Do, D3, Dy vérifiant D C U}_, Dy, et 2Dy, C 2D, pour k € [1,4].

Démonstration. On se donne un disque D tel que p~'D C D C pD. Quitte 3 s’y ramener par une
similitude, on peut supposer que D = D. D’autre part, il suffit de contruire Dj, pour k € [1,4]
vérifiant 2D, C 2p~'D et pDD C U{_, Dy. On pose Dy, = D ((4? - 2) p~ Lk, (2 - 2?) p*1>.
1l est clair que 2D, C 2p~'D. Soit z € pD. On note z = re* avec r € 0, p]. Notre figure étant

invariante par rotation d’angle Z, on peut supposer sans perte de généralité que 6 € [—Z, Z].

Notons zy = (4@ — 2) pletry= (2 — 2@) p~ L. Calculons.

&

3
|z — z0|2—7°3 =7r2—2rrg cos(9)+\zo|2—r§ <r?—V2rp7! (4\3[ — 2) —2- (4 — 2\/§> p~ 2= f(r).

La derniére fonction de r est strictement décroissante sur |0, /2 (2@ - 1) pfl} puis strictement

croissante sur {\/Q (2? - ) pfl,p], ol lon a bien v2 (2? - 1) p~! < pcar p > 1. Dautre
part, f(0) < 0. Ainsi, pour montrer que f(r) < 0 sur [0, p[, il suffit de vérifier que f(p) < 0. Or,

flp)=p*—V2 (4\? — 2) —2V3 (4 - 2\/3) p2

En résolvant un polynéme du second degré, on montre que pour py = vV V6 —v2 ~ 1,02 et
p €11, po], ona f(p) <0. O

L’objectif est alors de démontrer le résultat suivant.

Proposition 4.64. Soit h; suffisamment petit et R suffisamment grand. Soit Holy une application
d’holonomie le long d’'un chemin X tel que 2° = \(0) € T;, z' = A\(1) € T; et £p(\) < 2hy, pour
i,j € Ir. Soit D € V; contenant z et D’ un disque de centre z de T; tel que D' C 2D. Alors, Holy(D’)
est un p-quasi-disque, pour p < po.

Commencons par quelques cas moins difficiles que d’autres afin de les évacuer.
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Début de démonstration. — Cas régulier: Si T; ou T, est une transversale réguliére, notons que
Hol, est holomorphe et sans point critique. Ainsi, Hol, est proche d’'une homothétie sur
des disques arbitrairement petits. Notons par ailleurs qu’on peut se ramener a un nombre
fini, indépendant de R, d’applications d’holonomie. En effet, si z et w sont dans une méme
suite de boites a flots pour un découpage de \, il existe un chemin )\, qui admet un méme
découpage en temps et qui vérifie Holy, (z) = A(1). Ainsi, si R est suffisamment grand,
I'image de D’ est un p-quasi-disque, pour tout p > 1 fixé.

Notons également que cette démonstration est valable jusqu’a n’importe quelle profondeur
prés de la singularité, i.e., pour toutes les transversales contenues dans rU,, pour r > 0
choisi indépendamment de R. Cette remarque aura son importance par la suite.

— Cas linéarisable. Introduisons quelques notations que nous conserverons dans les autres cas.
Notons 20 = (29,29), 21 = (24, 23) et pour w° = (w,w) € D, w! = (wi,wl) = Holy(w?).
Soit d’autre part v: [0,1] — C un chemin de flot pour 2" correspondant & \. Définissons
w'l = (Wil wyl) = puo(y(1)). Notons enfin T; = Tq_jy kouo € Tj = Tajy k1., - L'ensemble
de ces notations est représenté dans la figure[4.7] Par définition, ona zJ = w$ etz) =w, .
Si I'on revient spécifiquement au cas linéarisable, remarquons que pour j € {1,2}, \; =l et

r . . . 7 .
Ao =N onaw; —zj = (w) — z?)e’\ﬂ(l). Si wy = uy, on obtient alors immédiatement que

J J
w ! = w? et que Holy(D') est en fait un disque. Si ug # u;, on a d’autre part

1 _ 1 1 Zil _ 1 1 Zgl
TR N, e ) TP\ e, )

uq uq

29 20 —w? 2
“1 11 vérifie tw = L% + O

0
wul >‘”1 uy

Notons t,, = v In
'U/l

wl - Zl = e)\uro’Y(l)Zgo (GXp ()‘uotw) - 1)

o _ ,,,0
_ >\uo Zgoeku,o’)’(l)w (1 + O (

0
>\’U.1 ul

0 0
uql ul

U1

Notons enfin que comme ug # uj, on a D # Dy d’apreés le lemme de Gronwall. Dés lors,

0 0
Woyy —Za,y

il est clair que < Ce~%PR_Ainsi, si R est suffisamment grand, Hol,(D’) est un

o
p-quasi-disque, car w) parcourt par définition D', un disque de centre zJ .
O

Remarque 4.65. C’est dans ce type de résultats que les trois auteurs de [32] affirment utiliser
I'hypothése qu’ils travaillent en dimension 2 de maniére essentielle. Malgré les apparences, notre
démonstration est tres proche de la leur dans ses idées. Pour corriger 'application v obtenue par
projection orthogonale, ainsi que pour contrdler 'image d’'un disque par holonomie, ils utilisent
pour leur part une application ¥ ,(z): L, — L, définie par

qui n’est autre que le suivi de flot! En effet,

Uy (00 (t) = Wayy (216", 206™7) = (6™, y26™") =, (1).

Voyez notre proposition [4.44] et leurs [32], proposition 2.7, lemme 2.12 et proposition 6.1] pour
comparer la méthode de la fin de la preuve qui est en fait la méme ici que chez les trois auteurs.
Pour contrdler 'image d’un disque par I'application d’holonomie, ils utilisent que ¥, ,, est conforme
donc qu’ils travaillent en dimension 2.
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Ta,jl,kLUl
2y, = cste

Ta,jn ,ko,uo

w? w0 (7(1))

Zy, = cste

FIGURE 4.7 — Comparaison des trois types de mouvement : 'holonomie, le suivi de flot et la
projection orthogonale. Comme w'! et w' sont tous deux a distance relative faible de 2!, les
projections orthogonales sont bien définies de L. au voisinage de z' vers L,, au voisinage de w'!
ou w't. Elles coincident parce que la distance relative est contrblée tout au long de la trajectoire
de X et son suivi de flot (voyez proposition[4.61)). On a repris les notations de la démonstration de
la proposition pour ug # u1, afin de les expliciter. La seconde transversale dans laquelle on a
le second disque est spécifique au cas linéarisable, ot 'on a z, = w;ll. Dans les autres cas, il faut
contréler les deux coordonnées pour vérifier qu'on a un p-quasi-disque a I'arrivée.

En dimension supérieure, des difficultés supplémentaires apparaissent, notamment avec le
lemme [4.48] ot I'on devrait travailler avec des polydisques de la forme

A=pDx--xp,D,

et des p-quasi-polydisques avec des inclusions successives de polydisques de cette forme. C’est
toute la difficulté qui fait échouer la preuve en dimension supérieure. Le reste de notre démons-
tration dans le cas de singularités non-dégénérées est bien s{ir beaucoup plus compliqué a adapter,
puisqu’il repose fortement sur le théoréme de Briot—-Bouquet raffiné par Camacho-Kuiper—Palis et
le théoréme de Poincaré-Dulac. Certains éléments en sont sans doute adaptables, mais nous dou-
tons de pouvoir mener le raisonnement jusqu'au bout par ces méthodes pour n’importe quelle
singularité non-dégénérée en dimension quelconque.

Suite de la démonstration de la proposition Cas Poincaré-Dulac. On distingue selon les trans-
versales de départ et d’arrivée.

A . 7 . ’
— up = u; = 1. De méme que dans le cas linéarisable, w' ' = w' donc w3 — 23 = (w9 — 29)e™r (V)

et Hol, (D') est un disque.
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— ug = 2 et uy = 1. Ce cas est plus pénible a écrire, mais tout aussi élémentaire que son
analogue dans le cas linéarisable. De méme, w' = ¢, (ty), pour t, = In—%. De plus,

0
1

207100 z O Z w
ty = o1 (1 + O ( 2t )) et |21 | < Ce“E car D # Dy. On calcule alors
1 1
1 omY\ ,m~y(1) 1m Z? - w? —C4R
wy' = (29 + py(1)wd™) ™M = 25 — mpy (1) 0 (1+0 (e=“1)). (4.12)

1

D’autre part, par I'égalité w' = ¢, /. (t,,) et lestimation de ¢,,, on obtient

1 1 1) A — WY C4R
wy = wy + (mw2 + pw, m) 0 (1+0 (e=“1)), (4.13)
1

Rassemblant les deux équations (4.12)) et (4.13)), ceci donne

, , N\ 20— wl _
wy — 24 = (mw21 + pwy™ — mpry(1) 21 ) % (140 (e @H)),
1

m 20
= (ng + /iz?m + ngO (efcm)) m“/(l)zi (1 + O( C4R)) .
1

Ci-dessus, on a utilisé la formule exp11c1te du flot et que 27| 7 |7(1)] est uniformément bor-

née. Comme up = 2, [29| > 2 ‘z?| . Si R est suffisamment grand, on obtient donc le résultat
attendu.

1

1m
— ug = 1l et uy = 2. Comme u; = 2, ’m—u%‘ > 5. En raisonnant de méme qu’aux
2

lemmes et|4.54} on trouve que t,, est donné par

1 .. 1 1 .. 1 1. 1
fy = —a— 2 (1 +0 ( Z2 W )) — 2" _(140(e %), (414
mwy + pws ) mzd + pzi™

e

!
en rappelant que ||z!||, < 3|23 et que Hzl —w 1H <e | car zg et wy sont dans
1

2D donc sont (6C2hy, e~2f)-relativement proches par suivi de flot. Pour l'instant, on n’a pas

utilisé que ug = 1 et on repart de ce raisonnement lorsque u, = 2. Revenant au cas que nous
. ’ ’ . .

traitons, on a 2} = w,' et z3 — wy" = (2§ — wY)e™' ). Ainsi,

L0 (m+1)(1) )
2 —wl = m(zg—wg) (1+0 (e ZR)).

Le résultat est donc vérifié pour R suffisamment grand.
— wug = uj = 2. Cette fois, comme 29 = w), on a

2 —w)t = (D) (A™ —w'™) et 2] —wyt =W (0 —w?).

Gréce également a (4.14), on en déduit

-l =0 ) (12 00 S et (o) ).

Comme d’autre part u; = 2, il Sensuit que |23| > £ |uy(1)] |2{|™ si hy est suffisamment petit.
Ainsi,

may +p(l —y(1))z™ -
Z%_w%:eﬂy(l)('z?_w(l)) 2 mzd + pzlm : (1+O(e QR))'

On conclut de méme si R est suffisamment grand.
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O

Il nous reste alors a traiter le cas Briot-Bouquet, ol 'on doit raffiner le travail du para-
graphe |4.3.1.3] Introduisons quelques notations. De méme que dans ce paragraphe, on note
.0(t) = (29(1),29(2)), 29(t) = 29(t)e™ et 29(¢) = 289(¢) — 29, et de méme pour w.

Lemme 4.66. Soit § > 0. On reprend les notations ci-dessus et celles de la démonstration de la

proposition On suppose d’autre part que ||2° —w®||, < §||2°||,- Si R est suffisamment grand
et hy est suffisamment petit,

(i) Siz) =w) et HzOH1 est suffisamment petite (indépendamment de R), alors
125(y(1)) — @y (y(1)] < 825 |25 — wy].

(i) Siz§ = w et ||2°||, est suffisamment petite, alors |Z5(v(1)) — @3(v(1))] < & |28| |20 — w?).
Démonstration. Notons que 29 (¢) = 29 (t), et d’apres les calculs du lemme

’

g(t)_@g’(t)\gc(|zg|%|zg<t)_ ()] + || max (28], [wB]) |28(6) - @3(1)]) . (4.15)

On distingue alors les deux cas de I'énoncé. Si 29 = w¢, 29(t) = w?(t) = 2%¢! pour tout ¢ et donc
d’apres le lemme |4.34} |Z9(¢) — w9(t)| < 2|28 — w)|. Ainsi,

23(v(1)) = @3 (y()| < O [n [[2°], [ [ 9] 8] |25 — w3

On conclut alors en bornant uniformément |z1| |In|[2°]|,| et en supposant |z1{% <Ol

Si l'on suppose a présent que z3 = w3, remarquons cette fois que z9(0) = (O) = 28 et que
29(t) — wg(t) = Eg(t) w3 (t). On applique alors le lemme de Gronwall raffiné a ( , €N notant
B=C |w?’ max ‘z2| ‘wQD

3 [v(1)]
29(7(1)) — @3(v(1)] < O |25]* W2 — w?!/o P WI=)gs,

En distinguant selon si 5 = 0 ou 8 # 0, dans tous les cas, on trouve que

(D)
/ A=) 4s < C (1),
0

car 3 ]v(1)| est uniformément majorée. Ainsi,
3 5
22(v(1) — @3(v(1))] < C|23]* ()] VDN =] < O [23]* (D)) |27 — wi,

si by est suffisamment petit. On remarque alors que |29 ] i |v(1)] tend vers 0 lorsque ‘z2| tend vers
0 en on conclut la preuve.

Fin de la démonstration de la proposition 4.64} On distingue encore quatre cas selon les transver-
sales de début et de fin. Rappelons simplement que I'on peut supposer |z||, suffisamment petite,
quitte a traiter les autres cas comme des transversales régulieres. Méme si c’est un abus de nota-
tions, on note O(4) les quantités que I'on peut choisir inférieures a ¢ grace au lemme précédent,
pour un ¢ non encore fixé. Notons qu’on peut le fixer aprés coup, a condition que cela soit indé-
pendamment de R.

— up =1etu; =1. Dans ce cas,onat, =0 et
23 —wy = e~ W (2] —wh + 2 (y(1) — BY(v(1))) = =D (2§ —w) (1+]25] O(5)) -

On conclut bien en appliquant le lemme avec ¢ sz | <p-1
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0 0_.0
— up = 2 et u; = 1. Comme pour les autres singularités, t,, = In 25 = 2% (14 O (e~ “+F)),
1 1

car D # D,. Comme d’autre part zi — wy! = e~ (29(y(1)) — @9(7(1))), on obtient
0

o R ~ 29 —w _
4= = (B00) - a00) - 31+ e )T (140 (2 ),

car 2° et w sont (6C%hy, e~ 2)-relativement proches par suivi de flot. On applique alors le
lemme [4.66} en notant que |23(v(1))| > 3 |23 d’aprés le lemme [4.34]

(1)~ 20 —w? _
4w = —ae W3+ ) A (140 (2 4 2] 0)).
1

En choisissant § < % et R suffisamment grand, on en déduit bien que Holy(D’) est un
p-quasi-disque.

— up = letu = 2 Comme 2} — w} = 2071 (1 — etw), il suffit d’avoir une expression
approximative de t,,. Or, comme 2° et w° sont (6C2h;, e~2%)-relativement proches par suivi
de flot, on a
1,1
173 — Wy 110,10 J1\) L —2R 6
by = —a7 = (1+2125f(21,22)) (1+0(e?1)). (4.16)
2

Notons que D # Dy donc 23 # 0. Or, en appliquant le lemme [4.66}, on obtient

o) D) - 060) B ul
2 26 B3e) L0

car [23(y(1))| = 4 |29| d’apres le lemme Avec la premiere remarque et I'expression de
t., on conclut bien que Holy (D’) est un p-quasi-disque, en choisissant ¢ suffisamment petit
et R suffisamment grand.

— wug = 2etu; = 2. Par le méme raisonnement qu’au cas précédent, on peut approximativement
exprimer t,, par (4.16). D’autre part, d’apres le lemme [4.66|

A -wl _ BOW) - 000) o0 o).

% 2 (v(1))
On conclut enfin par le calcul suivant.

z —wl =W (2f —wd +w (1 —e™)) = D (20 —wd)(1 + ’w?| 0(9)). O

Une autre conséquence de ces calculs est le résultat suivant. C’est hélas ici que s’arréte 'aven-
ture pour le cas Poincaré-Dulac.

Lemme 4.67. On suppose que E n’est composé que de singularités de type linéarisable ou Briot—
Bouquet. On se place sous les hypothéses et notations de la proposition On suppose d’autre part
que D' = D (Cest-a-dire que z est le centre de D) et T; est une transversale singuliére. Si D # Dy,
alors il existe une constante K", indépendante de R, telle que

card {Dj eV ‘ HO]A(D) N D; =+ @} <K".

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration de la proposition [4.64] introduites
dans le cas linéarisable. On note d’autre part v; € {1,2} tel que v; # wu;. De la sorte, z,, estla
coordonnée sur la transversale T; = T, j, &, ,u,- Remarquons que par définition du recouvrement

. o 7 e Zl —’l,U1 .
D des transversales, il suffit de vérifier que ‘ s = O (e”%P%). Auquel cas, on a bien une
vl
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quantité bornée de j € [1, N] et k € [0, N'], tels que Dj;, peut contenir w; . En notant de méme
vo € {1,2} tel que vy # wuy, il est facile de vérifier dans nos calculs précédents qu’on a toujours

:0( ):O(ecw). o

4.3.2.5 Déplacement hyperbolique

0 0
Zpe — Wayg
0
vo

U1 V1

1
Zvl

Il nous faut encore affronter de sérieux problémes. Si I'on a montré au paragraphe [4.3.2.3]
qu’une transversale ne peut interagir qu’avec un nombre fini indépendant de R d’autres transver-
sales, chacune peut en fait aussi interagir avec elle-méme ou avec d’autres de multiples facons. En
effet, on peut bien imaginer un phénoméne de monodromie sur une transversale. Or, en rayon le
plus petit, la longueur de Poincaré d’'un chemin ¢ € [0, 1] — (21€%"™, 25(¢)), pour |z1| = rsing(R) €t
22| < 2rgng(R) par exemple, est de Pordre de e~“%, ce qui donne de multiples maniéres pour
une transversale d’interagir avec elle-méme en temps hyperbolique h;. L’idée pour contourner ce
probléme est de considérer des temps de flot standard de longueur hyperbolique standard. Ainsi,
tous les éléments d’'une méme transversale en un temps de flot standard interagissent avec une
quantité bornée indépendamment de R de transversales. C’est le type de résultats que l'on se
propose de démontrer ici. On commence par raffiner un peu le lemme |4.25

Lemme 4.68. Soit z € $U,\{a} et y: [0,1] — C un chemin de flot pour z. Soit hy > 0 suffisamment
petit. On note {p(v) la longueur de Poincaré de ¢, o« et {(v) la longueur dans C parcourue par le
chemin . Alors, il existe une constante Cs > 1 telle que

CsM(y) < Lp(y) In|z]|,| < Cs(v).

Démonstration. De méme que dans le lemme on considére 7: [0,7] — C une reparamétri-
sation de + telle que pour tout ¢t € [0,7], |7(t)] = 1. D’apres le lemme de Gronwall a laller et
au retour, on a ||z||, e~ < |jp. (F(t)|l; < |l2]l; €“°t. On écrit £p(v) sous forme intégrale et on
applique (4.4), et ’'encadrement précédent pour trouver

chcl/T‘”<e () < 2C,C /Tdt
O Jo e GONL =7 =Ty Il G

20—10—1/Tdt < Ip(v) < 20,C /Tdt
0 %2y Tl [+ Cot = TV =02 0 =], = Cot

2C;2C5 " In (1 + COT) <Ip(y) < —2031n (1 C()T) .

I ][] I ]}
Remaniant cette équation pour trouver une inégalité sur 7" = {(-y), on obtient
Gy 'Cy M p(y) 2], | < €(v) < CoCalp(v) In 2l
cgcy

si £p() est suffisamment petite pour avoir & la fois e~z *(") — 1 < C2Cy¢p(7) et également
1—e 2P0 > Cy'p(7). O

_1_
302
ment de R), et pour z € U, \ {a}, on note

On note alors i = hi, on se donne un nombre entier p suffisamment grand (indépendam-

— 2ikm
on(2) = oz (C3 a2l *57) . ke [o,p—1].

Ces applications ¢, jouent pour nous le réle d’un flot standard, dont la longueur hyperbolique est
plus ou moins standard, a une constante multiplicative pres. Il nous faut garantir que ’on avance
par ces déplacements, au sens du lemme suivant, qui utilise un critére proche de [32, lemme 4.6]
et est similaire lui-méme a [32], lemme 3.10].
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Lemme 4.69. Soit z € $U, \ {a}. Si p est suffisamment grand et h, est suffisamment petit, il existe
oy -5 Cp—1 € Dy, tels que ¢.(Cr) = @r(2) pour k € [0,p — 1], et

p—1
]D)thh C ]D)hl U U ]D)hlfh(Ck)'
k=0

En particulier; si &, ... ,&p—1 € Dy, 11, sont tels que dp (&, Cx) < h, pour tout k € [0, p — 1], alors

p—1
D, 11 C Dy, U | D, (G-
k=0

Démonstration. La seconde assertion est bien une conséquence immédiate de la premiére, qu'’il
suffit donc de démontrer. Commencons par une simple remarque. Si h; est suffisamment petit, et
t € Cghy |In||z||;| D, alors ||¢.(t)||;, < ||z||i_Ch1 < 3 d’apres le lemme de Gronwall. Ainsi, le flot
est bien défini sur le disque Cgh; |In ||z||,| D tout entier. On considere les chemins A;: [0,1] — L,
définis par

_ 2ikm
e(t) = - (C5 M eh I 211y €77 )

Ces chemins sont bien définis et se relevent dans I via ¢, en des chemins Xk tels que Xk(O) =0
et ¢, o Xk = M. Notons ( = Xk(l). On a bien ¢.({x) = ¢i(z) par définition. D’autre part,
((\) = Cg'hy|In|z||,| donc £p(N) < hy et (€ Dy, dapres le lemme [4.68] Soit & € Dy, 4.
Si ¢ € Dy, alors il n'y a rien a démontrer. On suppose que dp(£,0) > hq. Soit r; = Z;:i
et & = %f On considere un chemin de flot v: [0,1] — C pour z représentant £. On définit

encore A(t) = ¢, (tv (%)), qui est bien défini et homotope a ¢, o [o.74) AT ¥= est bien
défini sur le disque Cshq |In ||z|[,|D. On considere donc le relevé X: [0,1] — D tel que A(0) = 0
et ¢, o A = A. Il vérifie X(l) = &. Ainsi, £(\) = |y (I%I)‘ et {p(A\) > h;. On en déduit que

‘7 (m)‘ > €5 hy |In |12, |. 11 existe alors un rayon € ]0,r] tel que "y (?)’ = O3 hy In 2], .

/

Posons &) = %5 et le rayon hyperbolique »] = In 11’:;1 On applique encore le lemme|4.68|a

_ —1 -t ﬁ -
W=t (W{Oyéﬂzcg NEN é(v[oﬁg (3]

Ainsi, dp(€,£;) < hi — 2h. 11 suffit donc de trouver un k£ € [0,p — 1] tel que dp(&},¢x) < h. Og il
existe k € [0,p — 1] tel que

URENECRIPE
Mm) ‘”(m)‘e

Notons z; = ¢r(z), uj = v (%) etty = Cg'hy|In|z|,]| ¢”+»". Considérons le chemin de flot

O > Cg I |z), |7

<

T r! T
*ly (a)‘ < 205t n ).

dans C qui parcourt en ligne droite le rayon [0, u}] puis 'arc de cercle (u}, tx). Il est homotope au
rayon [0, t;]. On en déduit que ¢,(£]) = ¢,, (u] — ti). D’autre part, d’apres le lemme de Grénwall,
IIn ||2&]|;| = 2 [In||z||,| si hy est suffisamment petit. D’aprés le lemme |4.68} on en déduit

T _ 21h
dp<£1,<k>s5h1 [zl |~ )|z, | < pl.

Sip > 2%M = 67C3, on obtient le résultat et on conclut la preuve. O

Dans le cas ol 'on est loin des singularités, on utilise plutot le critére suivant.
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Lemme 4.70. On considére r; = z:iﬁ et ¢, = rie » pour k € [0,p — 1]. Si hy est suffisamment
petit,
p—1
Dy +4 C Dpy U {J Dry—n(G)-
k=0
En particulier; si &, ..., &p—1 € Dy, 4 sont tels que dp(&x, (i) < R, pour tout k € [0,p — 1], alors
p—1
Dpy+n C Dp, U U Dp, (&)
k=0

Démonstration. Soit £ € Dy, 45. Si dp(0,€) < hq, alors £ € Dy,,. On suppose a présent que
dp(o,f) S [hl,hl + h[ Soit &1 = ‘%g Ainsi, dp(f,gl) < h. Or, Ep(aDhl) = ’7T(€h1 — efhl) < 4mh,
si h; suffisamment petit. Il existe alors un k € [0,p — 1] tel que dp(&1, (k) < % < h. Dés lors,
dp(&,(x) <2h<hy —hcar Cg > 1. O

On cherche a présent a construire un objet qui encode de maniére plus ou moins standardisée
les transversales par lesquelles passe L, en temps hyperbolique R fixé. Plus précisément, la stan-
dardisation est canonique a une quantité de choix indépendante de R. La notion suivante vient
clarifier ces questions.

Définition 4.71. Pour H € N, on définit

H
-AH: |_| [[07p_1]]J7

=0

ot [0,p — 1]° = {0} par convention, et I'on envisage en fait Ay comme un arbre dont les arétes
orientées sont les (i1,...,%,) — (i1,...,ix+1), pour k € [0, H — 1] et iy,...,ix41 € [0,p — 1]. Un
arbre de déplacement hyperbolique de profondeur H est alors une application O: Ay — D telle que
©(0) = 0 et pour iy,...,i € [0,p — 1],

p—1
Dhy 45 (O (i, -, ik)) € Dy (O (i1, ,ix) U | D, (O (i, k1)),

ig4+1=0

et
@(ih - ,ik+1) S Eh1+h(9(i17 - ,ik)), ik+1 S [[O,p — ].]] .

L’arbre de définition tronqué de © est I'arbre A}?, C Apg constitué des éléments (iy,...,ix) € Agy,
pour k € [0, H], tels que pour tout j € [0, k], ©(i1,...,%;) € Dop, + rp-

Ces arbres sont concus pour que le lemme suivant soit vérifié.

Lemme 4.72. Soit ©: Ay — D un arbre de déplacement hyperbolique de profondeur H € N. Alors,

Dy rrn C | J Dwi (O(S)).
SeAY

Démonstration. On procede par récurrence sur la profondeur. Si H = 0, la condition ©(0)) = 0
fait du lemme une définition. On suppose que le lemme est vérifié jusqu’au rang H et on souhaite
le montrer au rang H + 1. Soit © un arbre de déplacement hyperbolique de profondeur H + 1
et Z = O|4,. On note Dy, (O) = US€A2+1Dh1(®(S))‘ Soit ¢ € Dy, 4 (m+1)4- Si ¢ € Dy, 4 mp, alors
I'’hypothese de récurrence appliquée a = permet de conclure que ¢ € Dy, (©). On suppose a présent

hi+HRE_q

que dp(¢,0) > hy + Hh. Soit ry = & =7s 7. On se donne un rayon r € Ry et un angle 6 € R tels

que ¢ = re?. On pose (= rye’ de telle sorte qu'on a dp (¢, (i) < h. D’autre part, par hypothése
de récurrence, il existe (iy,...,ix) € A5 tel que & = O(iy, ..., ix) Vérifie dp(&, () < hy. Ainsi,
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dp(&,¢) < hy+h. Par définition d’'un arbre de déplacement hyperbolique, il existe i1 € [0,p — 1]
tel que si & = O(iy,...,ix11), alors dp(¢',¢) < h1. On a enfin (i1,...,i) € A% et

dp(€,0) <dp(¢,&) +dp(¢,0) < 2hy + (H + 1)A.
Ainsi, (i1, ..., ik41) € Ag ., et on conclut par récurrence. O

Ces arbres émergent également de par les hypotheses de notre réseau de transversales et les
déplacements standardisés ci-dessus.

Lemme 4.73. Soit x € Tet H = [%} Si hy est suffisamment petit, il existe un arbre de déplace-
ment hyperbolique ©,: Ay — D tel que pour tout S € AS¢, il existe Ts € T une transversale telle
que ¢, (©,(S)) € Ts. De plus, si ¢,(0,(S)) € 3—12Ua, pour S € .A%”, alors Tg est une transversale
singuliére Ty, j ; u, pour a € E, j € [N (R), No(R)], k € [1,P], v € {1,2}.

Démonstration. On le construit par récurrence sur la profondeur. En profondeur 0, il n’y a aucun
choix de construction, ni rien & démontrer. On suppose O, construit jusqu’a la profondeur H' < H.
Soit (i1,...,ia7) € Apr et & = O4(i1,...,1;). On se donne 7. € Aut(D) un automorphisme tel
que 7:(0) = £. Si (i1,...,ix) ¢ A9, on choisit O, (i1,...,ik1) = T¢ (Cirin)» POUT Cose oy Cpt
donnés par le lemme et ip1 € [0,p—1]. Comme (iy,...,ixs1) ¢ A9, il 'y a pas de
condition sur les transversales a vérifier et le lemme [4.70] suffit a conclure. On suppose a présent
que (i1,...,%) € A%. Sia' = ¢.(€) € 31—2Ua, on considére les ¢, donnés par le lemme
appliqué a z’. Si ¢y (2') ¢ 35U,, on choisit n’importe quelle transversale & distance moins que &
de ¢ (z') donnée par pour trouver un &;, ., avec ¢,(7¢(&;,.,)) sur une transversale, tel que
dp(&ipsysCirsr) < he Sigp(a') € S%Ua, on suit alors les procédures des lemmes |4.50], |4.51], |4.53|
et pour trouver un &;, ., € Dy, 45 Vérifiant ¢, (7¢(&,,,)) € Ts et dp(&iyyysGinyy) < B, pour
S = (i1,...,ip41) et un iz € [0,p — 1]. Comme dp(0,(;,,,) < h1 et (iy,..., i) € A(;)f, on a
dP(Tf(Cik+1)a O) < 3h1 + Hh et donc

A6 (Giny ), B) > exp (1n(e)e P ) > 1y (R),

si hy est choisi suffisamment petit. On peut donc bien trouver de tels &;,,,. On définit alors
O, (i1, ikt1) = 7e(&,.,) et le lemme conclut que l'on satisfait bien les conditions pour
étre un arbre de déplacement hyperbolique.

Dans le cas olt 2’ = ¢, (§) ¢ 35Ua, on considére les ¢;, ,, du lemme et on applique
pour trouver des &;,,, sur des transversales. On raisonne ensuite de méme puis I'on conclut par
récurrence. O

Avec les notations de la preuve précédente, on souhaite alors montrer que le choix de §;,
dans le cas singulier peut étre réalisé pour un élément d'un disque du recouvrement initial et
que l'on peut transporter ce choix par holonomie pour en faire un choix correct également pour
tous les autres éléments du disque. Avant d’énoncer plus clairement cette idée, nous devons in-
troduire plus de notations. Soit T; une transversale d’un ouvert singulier U,. Soit D € V; un
disque du recouvrement initial et z,w € 2D. On note 2z, = ¢x(2), et (i . le point correspondant
dans le disque obtenu par le lemme m On suppose que z € 3—12Ua et on suit la procédure des
lemmes [4.50} [4.51] [4.53| et [4.54] pour trouver un &, € Dy, 45 tel que ¢, (§k2) = 21, € Tajku
pour certains j € [N/, (R), N,(R)], k € [1,P], v € {1,2}. On note 5,21; la géodésique reliant 0 et

Ch, 2 ﬁ,(f; la géodésique reliant (j . & & .. On note également 7y, , = 51(62; . :?,ili la concaténation

des deux chemins. Pour chacun de ces chemins, on note sans les tildes leur projection dans L, par
¢, Cest-a-dire vy . = ¢, 07} _, pour x € {(1),(2),0}.
On considére d’autre part le chemin /\,(C%i(t) = ¢. (tC5'hi [In|2]|,|), pour ¢ € [0,1] de telle

sorte a ce que )\gi(()) =zet /\gi( 1) = 2. De plus, A;:i et 7}21; sont homotopes puisque c’est en fait

ainsi qu’on a construit (j .. Ainsi, on considere le relevé Xgi: [0,1] — D tel que ¢, o X,(:) = )\,22,

4
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page k.2 T Riw 3@
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FIGURE 4.8 — Diagramme des chemins considérés dans le lemme Le diagramme est commu-
tatif au sens ol pour un chemin § en haut et § en bas, onaod=go 6 pour ¢ = ¢, ou ¢,,. En haut
les chemins dans le disque et en bas dans la feuille. A gauche le diagramme complet pour z. A
droite, le diagramme a compléter pour w. Dans la partie ou il y a des fleches en pointillés, le point
wy, est fixé et la fleche ¢,, aussi. Restent a construire les quatre chemins et le point & ,,. En fait, la

construction de /\(2) entraine tout le reste. En effet, une fois celui-ci construit, X,(fzu est son relevé
au depart de Ch,w €t fk w le point d’arrivée de )\(2) Des lors, & ~(2) est la géodésique reliant (., &

gkwetly ¢w07kw

)\,(:) (0)=0et X,(Cll( 1) = (k.- Souvenons-nous enfin que la procédure des lemmes n n “
et4 %permet de définir un chemin )\ ) : [0,1] = L, tel que )\,(c l( 0) = 2, et )\,(C i( 1) = z, par

définition de z;,, et que d’autre part, par deﬁmtlon de & ., son relevé )\( ) au départ de (j, . vérifie

X,(f;( ) = &k,.- On note enfin )\k.,z = )\221 )\gl et A\, = )\,(fi )\fﬁl la concatenatlon de ces chemins.

On consideére a présent des notations analogues pour w. Plus précisément, soit w, = @i (w),

Ck,w son antécédent par ¢,, construit & I'aide du lemme %920 la géodésique reliant 0 & (j v,

7,93} Do o%ilq)ﬂ, )\,(Clzu(t) = @y (tC5 " hy [In ||wl|,]) et X,(clzu son relevé dans D. On s’arréte cependant

13 dans la construction strictement identique pour w dans la mesure ot 'on souhaite montrer en
un certain sens que la construction pour z vaut aussi pour w. On considere donc wj, = Hol,, _ (w),

qui est bien défini d’aprés la proposition On cherche un chemin A( ) reliant dans L,, le point
wy, & w), et satisfaisant certaines proprlet s (voyez I’énoncé ci-dessous). Des lors qu’il est construit,

son relevé /\EC 30 dans D lui donne un antécédant ¢y, ,,, et 'on peut définir la géodésique 'y,(c ., reliant

Iy 2 ~(2 . Lo~ N 3N
Coow & & y,g 3” = w oy,g T)U, et les chemins concaténés i v, Vk,w> Me,w> Ak,w d€ maniere analogue
a la notation pour z. Le diagramme de la figure résume nos multiples notations.

Lemme 4.74. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, il existe un chemin /\,(fzu reliant wy, a wj, tel
que

(i) Si Cy est suffisamment petite, alors {p ( 2) ) < h.

(i) Hol,, , = Hol,, , sur2D.
Démonstration. On note dy, ,: [0,2] — C le chemin de flot pour z correspondant a ) ., que I'on
découpe en deux portions 5,21; [0,1] — C et 6,(3 [1,2] — C de telle sorte a ce que l'on ait
©2 (5,&%(1)) =, (5,&2) (1)) = z;,. Remarquons d’autre part que

I

wi = pu (82(1) = ¢un (G b (I 2l | = i ] )

Or, comme z,w € 2D, il est facile de voir que % = O (e~“%). On définit alors )\,(6220 en
1 )

concaténant trois chemins :
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W N2 () = uy (1O ([In 1211y = [in [lw]], 1)), pour ¢ € [0,1],
@) 222 () = (5,2?; (t)), pour ¢ € [1,2], de point d’arrivée w}’ =, (6;..(2)).

3 )\fj)( t) = @uy (tty), pour t € [0, 1], avec les notations de la proposition Rappelons que
t. est défini comme le temps de flot en wj} qui manque pour rejoindre la transversale de zk,
c’est-a-dire wj. Notons par ailleurs que dans tous les cas, on a bien t,, = O (e %), ce qui
est en fait clair d’aprés le lemme et le fait que z et w sont (6C2hy, e~ 2%)-relativement
proches par suivi de flot.

D’apres le lemme |4.68 les deux portions /\(2’1) et )\(2’3) sont de longueur de Poincaré O (e=2%).
Pour montrer le point . il suffit donc de montrer que ¢p ( kzj)) < % si Cg est suffisamment

petite. Comme z et w sont (6C5h, e~2%)-proches par suivi de flot, on a d’autre part

- (s20)] | < 2o (820) ]|

e 1y o . 2 . . 7
Notons que 'on considere ici 6,(€ i comme un chemin de flot pour z et w simultanément, et que par

7 . 7 . . 7 7 . 2
conséquent on peut lui déterminer deux longueurs de Poincaré, notées respectivement ¢% (5,(C ;)

et %% (6 2)) D’apres le lemme 4.68

w 2 z 2 z 2 z 2 z
e (02)) I il < Cst (67)) < €265 (512)) M el | < 20265 (52) Mo el

D’ou (% (5,22;) < 20305 (6,@) Or, en reprenant les lemmes [4.50, [4.51}, |4.53| et [4.54, il est facile

de choisir Cs telle que £% (5(2)) < 402 On a donc ¢} (6,3;) < % etfp (/\,(320) < h.

Pour démontrer le point (i), remarquons que A ,, est homotope & un chemin suivant le flot
de z, puis complétant son trajet par un temps de flot ¢,,. Dés lors, on peut découper Ay, et A .
en portions ou ils sont toujours dans une méme boite a flots, et de méme pour tout flot d’'un point
de 2D (voyez la preuve de la proposition [4.61)). Ainsi, on a Holy, . = Holy, , sur 2D. Comme
Ak, » et v » d’une part, et Ay, et v ,, d’autre part ont méme points de départ et d’arrivée dans le
revétement universel I, ils sont homotopes. On en déduit que Hol,, . = Hol,,  sur 2D. O

En pratique, pour déterminer un arbre de déplacement hyperbolique pour un point x par le
lemme4.73] on ne suit donc pas tout a fait sa preuve. Dans le cas ol un point y de sa cellule trans-
versale vérifie . (y) € 55 L U,, on choisit plutdt de suivre la procédure des lemmes “ - -
et[4.54] pour ce point ¢y (y) puis de considérer 'holonomie de x le long du chemin en y correspon-
dant. Le lemme [4.74|assure qu’il n’y a pas la de perte de symétrie entre x et y, puisqu’on aurait pu
faire ce méme choix pour x (point (i) sans changement d’application d’holonomie (point (if)).

4.3.2.6 Fin de la preuve de la finitude de I’entropie

Apres cette longue préparation, on conclut ce chapitre par la démonstration du théoreme
L’idée générale des derniéres étapes de la preuve est analogue a celle des trois auteurs de [32].
On commence par construire par récurrence le recouvrement des transversales, puis 'on construit
I'application + par projection orthogonale attendue par le critere de la proposition 4.44

Raffinement du recouvrement initial On considere donc le recouvrement initial V; de chaque
transversale T; € T, pour i € I7, que I'on note plutdt V; = V?, dans la mesure ot I'on va a présent

le raffiner par récurrence. On se donne également H = [R hh |. On souhaite donc construire

des recouvrements V' de T;, pour i € It et H' e [0, H] satisfaisant des propriétés utiles a la
définition de la projection orthogonale et & la vérification du critére de la proposition On
a déja construit 1 et on procéde par récurrence en suivant l'algorithme suivant pour construire
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VH *+1 3 partir de V/'. 1l contient quelques affirmations péremptoires qui permettent de définir la

construction, mais nous les démontrons dans la foulée.

D SiTin (M\ (UaergiUa)) # 0,
(1) Pour chaque disque D € V?, on note .Jp 'ensemble des indices j € Ir tels qu'il existe
z € Deta’ € T;N L, avec dp(x,z’) < 2hy. Si hy est suffisamment petit, 'application
d’holonomie le long de la géodésique reliant = et =’ ne dépend pas de x et de x’, mais
seulement des transversales T; et T;. On la note 7;;, qui est bien définie sur D.

(2) Pour tout disque D' € VJH/ tel que m;;(D) N D" # 0, 7 1(D’) est un p-quasi-disque.
On le recouvre par les quatre disques D1,..., D) donnes par le lemme [4.63] On note
VE | ={D}|je[1.4],m;(D)n D" +0}.

(3) On note Jj, l'ensemble des j € JD tels que V D est un recouvrement de D. Soit
J" = UpeyoJp et szj = UDGVoV g, ' . On définit VH +1 le recouvrement de T; obtenu

par application a V¥ "et (Vf;) du lemme 4.48| Notons que certains des VZ-H]- ne re-
I jer '

couvrent pas T; tout entier, mais on applique alors le lemme a 'ouvert qu’ils recouvrent.

II) SiT; Cs3 Ua, pour un certain a € F,

1) Pour chaque D € V? \ {Dy}, on fixe un z € D. Pour k € [0,p — 1], on note z;, = ¢y (2)
et z;, € Ty p le point obtenu par I'application des lemmes [4.50} (4.51] |4.53| et [4.54]
si ||zxll; = 7sing(R). On consideére le chemin 7, p comme au lemme [4.74] et 'on note
7, p = Hol,, , Papplication d’holonomie le long de 7, p, qui est bien définie sur D. On
note Jp = {k € [0.p— 11 | [lzll, > rans(R)}.

(2) Pour tout disque D’ € V,f{/D tel que 7, p(D)ND’" # 0, w,;}j(D’ ) est un p-quasi-disque et
on le recouvre par quatre disques Dj, ..., D} d’apres le lemme On note de méme

Vi =D} | j € [1,4] ,m.p(D) N D' # 0}

(3) Pour tout k € Jp, VZH,; 1 est un recouvrement de D. Soit Vf,; = Upeyo VH ' . On note

Vi "+1 le recouvrement de T; obtenu par application 2 VH'\ {Dy} et ( k/)
du lemme [4.48] auquel on adjoint {Dy}.

ke[0,p—1]

Lemme 4.75. L’algorithme ci-dessus fonctionne sans heurt. De plus, il existe une constante Cy > 0
telle que

max card VH < ol

i€lr

Démonstration. Pour montrer que I'algorithme fonctionne, il s’agit essentiellement de démontrer
nos affirmations péremptoires, a savoir dans que 'holonomie ne dépend pas des points x
et 2’ si hy est suffisamment petit; dans les deux cas que les applications d’holonomie sont toujours
définies sur 2D, que l'image réciproque de D’ est un p-quasi-disque; et enfin que V2 k D est un
recouvrement de D. Notons que dans les deux cas, par récurrence et d’apres le lemme tout
disque D’ € V' est tel que 2D’ C 2D°, pour un certain D° € V. Ainsi, les proposmons
et[4.64] assurent que les réciproques des applications d’holonomie con51derees sont bien définies
sur 2D’ et que leur image est un p-quasi-disque. Notons d’autre part que par construction des
transversales singuliéres, sous la condition ([), on a d(x, E) > ¢ > 0, pour un certain c et pour
tout z € T;. En ce cas, on peut supposer que T, est contenue dans un nombre fini de boites
a flots réguliéres et quitte a réduire encore hy, que Doy, (x) est aussi contenu dans ces boites a
flots pour tout = € T;. Par unicité d’'un point dans l'intersection d’une plaque et d’une transversale,
l'application d’holonomie ne dépend que de T; et T;. Pour montrer que VZH,; p €st un recouvrement
de D, remarquons que les étapes des lemmes et de construction de 7 p font de 2, un
point loin du bord de Ty, p. Ainsi, 7, p est entierement contenu dans Ty, p si R est suffisamment
grand. Ceci implique donc que l'algorithme fonctionne.

Pour le contréle de cardinalité, on note Kzr = max;er, card VF . D’apres la proposition
on a K, < ¢“7f, D’autre part, rappelons que les applications d’holonomie ne dépendent que des
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transversales dans le cas (). Dans ce cas, par construction des Vfg/ p» card ij/ < 4K . Dans
le cas (M), on utilise le lemme I implique qu’un disque D’ € VZH,C/ p tel que D' # Dy, est
utilisé dans au plus K ensembles V2 . Le disque D, de son c6té apparait au plus K fois, et
p i,k,D q pp p
l'on obtient card V' < 4(K” + 1)K'K . Remarquons également que card(J’) < K'. D’apres le
i,k q g q p
lemme [4.48] on en déduit
card V' < 4(K" + 1)K’ x 145K )1+ ey,
En notant C' = 4(K" + 1)K’ x 145max(K"0)+1 on a Ky < CHeC7R, Do, par définition de H,

max card VH < (51 C+Cn)R, O
i€lr v
On raffine alors légerement le lemme pour contréler le rapport entre le recouvrement
obtenu et le déplacement hyperbolique. Remarquons que I'on est obligé de traiter les disques des
séparatrices a part. Nous y procédons dans la foulée.

Lemme 4.76. Soit T; € T une transversale réguliére, D € VH et x € 2D. On suppose qu'il n’existe
pas de £ € Dpg, i € Iy tels que ¢,(§) € Dy dans la transversale T;. Alors, il existe un arbre de
déplacement hyperbolique ©,: Ay — D vérifiant les conclusions du lemme et également la
condition suivante. Soit Sy, = (i1, ..., ix) € A5 et on note pour tout j € [0,k — 1], S; = (i1, .. ., ;).
Soit £; = ©,(S;) et ~y; la géodésique de &; a &;41. Soit de plus \; = ¢z 0yj et Ag, = Ap—1... X0
la concaténation des chemins. Avec les notations du lemme Uapplication d’holonomie Hol, g, le
long de \g, de T; vers Tg, est bien définie sur 2D et a image dans un Dy, € Vg,

Démonstration. Par récurrence sur la profondeur, d’aprés les lemmes et la proposi-
tion il suffit de choisir ©(S,41) tel que l'on utilise T, ,, dans le raffinement de recouvre-
ment des étapes ou (IL.3). Remarquons que la condition sur D, permet d’évacuer le disque
ol 'on ne procéde a aucun raffinement. Si ¢, (0, (Sk)) est dans le cas (), c’est le lemme qui
nous l'assure. Dans le cas (), notons 2’ = ¢, (©,(Sk)). Avec les notations du lemme pour
les (o, ...,(p—1, ou bien ¢,/ (G, ,,) € %Uu et c’est encore le lemme et le fait que la procé-
dure des lemmes[4.50] [4.51] [4.53] et|4_.$5_4| n’aboutit pas au bord de la transversale qui garantit que
Ts,., € Jp, - Sl (Cipyy) & B%Ua, on se place dans une boite a flots U, ~ D x T, telle que Dy, est
contenue entierement dans T,. Ainsi, on peut choisir une transversale Ty, _, telle que Holy, (Dy)
est entiérement recouvert par V§k+1 pour utiliser 'étape (L.3). O

Lemme 4.77. Soit x,y € T. On suppose qu’il existe une transversale singuliére T, et un £ € Dg tels
que ¢, (&) € Dy dans cette transversale. On note A le chemin dans L, donné par ¢,.([0,&]). On suppose
d’autre part que Uapplication d’holonomie le long de X est bien définie en y et telle que Holy(y) € Dy.
Si Cy est bien choisie, alors x et y sont (£,e~%/3)-proches.

Démonstration. Notons 2’ = ¢,(£) et y’ = Holy(y). Comme d’une part d(z,y) < 2e~ P(CaF) et
d’autre part d(z, E) > rgng(R), 2 et y' sont sous I'hypothése [2:21)), si Cy > 2a~! + C5 et pour
R’ = 2R. D’apres la démonstration du théoréme [2.3] on en déduit qu’il existe une projection
orthogonale ¢: Dy — Ly telle que dp,, (¢, ¢or) = o(e™2F). Soit ¢ € Dp tel que ¢,/ (&) = .
Comme Holy-1(y') = y, on peut restreindre 1) a Dr(£’) et la recentrer de telle sorte a ce qu'elle
envoie 0 sur . Ceci implique que z et y sont (R, e~2f)-conformellement proches et 'on applique

le lemme O

Existence de la projection orthogonale Il reste donc a conclure notre démonstration par la

proposition suivante, qui montre que h(T) < 3Cy. La borne en K% est évidemment peu satisfai-

sante, tant nous avons aAnonné « si h; est suffisamment petit » et « si Cy est suffisamment petite »,
mais enfin, elle est finie et c’est bien cela, et rien de plus, que nous attendions d’elle.

Proposition 4.78. Le recouvrement (V}

Z )1 eIy satisfait les hypothéses de la proposition M
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As,

& >¢m (©)

As,

FIGURE 4.9 — Démonstration de la proposition A gauche, la situation dans le revétement
universel . On a utilisé les notations du lemme et de la figure [4.8| concernant les S, ;, et les
Xj, pour j € {1,2} et k € [0, H]. A droite, la situation dans la variété ambiante. On a représenté
quelques transversales en ©,(S; ) et les disques du recouvrement initial (les plus gros), ainsi
que I'image du petit disque du recouvrement final contenant = (les plus petits). Plus exactement
les 2D pour de tels diques D, qui sont donc contenus 'un dans I'autre. I’holonomie d’'une trans-
versale a la suivante étant définie sur le grand disque, la composée de toutes les holonomies est
définie sur le petit disque initial, par construction de I'arbre de déplacement hyperbolique (voyez
le lemme . Comme g, (0) = 0 et Ag,(1) = &, pour j € {1,2}, As, et A\g, sont homotopes et
engendrent la méme holonomie.

Démonstration. Le point est une conséquence immédiate du lemme Remarquons que
dans le cadre des hypotheses du lemme |4.77, celui-ci conclut immédiatement. On se donne un
disque D € V! hors de ce cadre, tel que i € T et z,y € D. Soit ©,: Ay — D larbre de
déplacement hyperbolique obtenu au lemme m Soit F = {0,(S) | S € A9 }. Lensemble F
est hi-dense dans Dy d’aprés le lemme On cherche a construire I'application ¢: D — L,
demandée en recollant les &)wsys de la proposition pour S € A%”, xg = ¢5(0.(9)) et
ys = Hol (y), ot Ag est défini au lemme[4.76] Si ces applications se recollent, alors le lemme[4.76|
et les points (HDI)), (HD2) et (HD3) de la proposition impliquent les hypothéses (),
et de la proposition Il suffit donc de montrer que ces applications se recollent. Or, la
proposition [4.61] et le lemme [4.76]impliquent qu’elles se recollent le long d’une branche de l'arbre
©, par récurrence. D’autre part, considérons S, S tels que Dy, (0,(S1)) N Dy, (©,(S2)) # 0,
donnons-nous ¢ dans l'intersection et T, une transversale dans une boite a flots autour de &£. On
note 7; la géodésique de ©,(S;) vers §, pour j € {1,2},v; = ¢,07; €t \; = 7;-As, la concaténation
des chemins. Comme ils ont méme point de départ et d’arrivée dans le revétement universel, \;
et Ao sont homotopes. Ainsi, Holy, et Hol,, coincident en tant que germes. Comme elles sont
toutes les deux définies sur 2D d’apres le lemme [4.76] et la proposition 4.61] par prolongement
analytique, Hol,, et Hol,, coincident sur 2D. Le dernier point de la proposition[4.61|implique enfin
que 5“1%1 &) = &)xsﬂsg (€). Ainsi, les @, se recollent et on conclut la preuve. La figure
illustre et résume la fin de la démonstration. U
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DYNAMIQUE DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES SINGULIERS HYPERBOLIQUES
Résumé

Nous étudions dans cette thése une théorie dynamique et ergodique pour des feuilletages holomorphes sin-
guliers hyperboliques. Nous poursuivons les travaux de Dinh, Nguyén et Sibony qui proposent de considérer
la distance dans I'uniformisation des feuilles comme temps canonique. Nous €élargissons quelques-uns de
leurs théoremes de singularités linéarisables a des singularités non-dégénérées. Une grande partie de nos
raisonnements est fondée sur I'application du lemme de Gréonwall et de ses généralisations; ainsi que sur
une estimation de la métrique de Poincaré autour de singularités non-dégénérées due a Canille Martins et
Lins Neto.

Nous donnons d’abord une introduction aux diverses approches et résultats généraux de la théorie des feuille-
tages. Ensuite, nous discutons de la métrique de Poincaré d’un feuilletage holomorphe singulier hyperbolique
par I'étude du module d’'uniformisation de Verjovsky. Nous déterminons un module de continuité de cette
fonction dans le cas d'un feuilletage Brody-hyperbolique sur une variété complexe compacte aux singulari-
tés non-dégénérées. Cette condition est générique pour un feuilletage de degré au moins 2 sur un espace
projectif. Apres quoi, nous reproduisons la construction de deux semi-groupes d’opérateurs de diffusion de
la chaleur, puis montrons leur identité sous les mémes hypotheses que le module de continuité. Enfin, nous
nous penchons sur la notion d’entropie introduite par Dinh, Nguyén et Sibony pour les feuilletages hyperbo-
liques. Nous établissons la finitude de cette entropie pour un feuilletage Brody-hyperbolique sur une surface
compacte aux singularités non-dégénérées et sans résonance.

Mots clés : dynamique complexe, géométrie complexe, théorie ergodique, feuilletages holomorphes singu-
liers, métrique de Poincaré feuilletée, équation de la chaleur, courants harmoniques

Abstract

This thesis deals with a dynamical and ergodic theory for hyperbolic singular holomorphic foliations. We
follow the approach of Dinh, Nguyén and Sibony, for whom the canonical time is the Poincaré distance in
a uniformization of the leaves. We broaden some of their statements from linearizable singularities to non-
degenerate singularities. A large part of our arguments are based on the application of the Grénwall Lemma
and its generalizations ; as well as on an estimate of the Poincaré metric around non-degenerate singularities
due to Canille Martins and Lins Neto.

We give an introduction to various approaches and general results in the theory of foliations. Next, we
discuss the Poincaré metric of a hyperbolic singular holomorphic foliation by studying the Verjovsky’s modulus
of uniformization map. We determine a modulus of continuity of this function in the case of a Brody-
hyperbolic foliation on a compact complex manifold with non-degenerate singularities. This is a generic
condition for foliations on P (C) of degree at least 2. We pursue by explaining the construction of two semi-
groups of heat diffusion operators. We show that they coincide under the same hypothesis as the modulus
of continuity. Finally, we study the notion of entropy that Dinh, Nguyén and Sibony have introduced for
hyperbolic foliations. We establish the finiteness of this entropy for a Brody-hyperbolic foliation on a compact
complex surface with non-degenerate and without resonance singularities.

Keywords: complex dynamics, complex geometry, ergodic theory, singular holomorphic foliations, leafwise
Poincaré metric, heat equation, harmonic currents

Laboratoire Paul Painlevé
CNRS U.M.R. 8524 — 59655 Villeneuve d’Ascq Cedex — France
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