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2005-2009 : Université Henri-Poincaré de Nancy 300h
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Calcul de champs électromagnétiques pour le génie electrique
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les dispositifs du génie électrique, plus particulièrement sur l’étude des problèmes de
compatibilité électromagnétique rayonnée et sur la caractérisation des matériaux supra-
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1.3 Thèse de doctorat
Période : 2005-2009
Spécialité : Génie électrique
Laboratoire : Groupe de Recherche en Electronique et Electrotechnique de Nancy (GREEN)
Titre : Etude par des méthodes analytiques et numériques de la répartition des

champs induits dans les supraconducteurs à haute température critique
Soutenance : 24 juin 2009
Composition du jury :
Rapporteurs : Frédéric BOUILLAULT, Professeur, Université de Paris-Sud

Gérard MEUNIER, Directeur de recherche CNRS, ENSIEG-INPG Grenoble
Examinateurs : Christophe GEUZAINE, Professeur, Université de Liège
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Encadrants : Denis NETTER, Professeur, Université Henri-Poincaré de Nancy
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Résumé : Les travaux réalisés dans cette thèse ont pour but de décrire l’évolution des
champs induits dans les matériaux supraconducteurs à haute température critique dont le
comportement électrique est donné par une relation de type puissance E „ Jn. Ces tra-
vaux s’articulent autour de la résolution d’un problème de diffusion non linéaire issu du
couplage de cette loi constitutive aux équations de Maxwell. Dans une première partie,
on utilise une approche analytique basée sur le principe d’auto-similarité pour résoudre
ce problème en 1D et caractériser la pénétration de la densité de courant dans une plaque
supraconductrice. Cette solution nous permet de valider la méthode numérique mixte
éléments finis-volumes finis (FEM-FVM) proposée pour les cas bi-dimensionnels. Dans
cette approche numérique, une technique de linéarisation est introduite pour faire face
aux difficultés dues à exposant n de la caractéristique EpJq. Grâce à cette approche nu-
mérique on a pu mettre en évidence l’influence de la vitesse de variation d’une source
imposée sur l’aimantation et la dissipation dans ces matériaux.
Mots clés : Equations de Maxwell, supraconducteurs à haute température critique, ai-
mantation, pertes, volumes finis, éléments finis, auto-similarité.
Valorisation : [RI.27], [RI.26], [RI.25]
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1.4 Résumé des Activités d’enseignement

J’ai découvert l’enseignement universitaire durant ma thèse de doctorat par le biais d’un
contrat de moniteur portant sur un service de 64h{an. Durant ces 3 ans de monitorat, j’ai
dispensé des Travaux Dirigés (TD) et Travaux Pratiques (TP) aux étudiants de Licence et Master
du parcours Electricité Electronique et Automatique (EEA) de l’UFR des Sciences et Technique
de l’université de Nancy. Cette expérience en tant que moniteur m’a permis de me faire une
première idée du métier d’enseignant-chercheur, car il a fallu combiner travaux de recherche
et mission d’enseignement. Par la suite, j’ai occupé pendant une année universitaire un demi-
poste d’Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche (ATER) portant sur un service de
96h{an.
Après un séjour post-doctoral en Belgique, j’ai été recruté comme maître de conférences à
l’université de Paris-Sud avec affectation au département de physique de l’UFR des sciences
pour la partie enseignement. Mon service de 192h{an se répartit entre Cours (CM), travaux
Dirigés (TD), travaux Pratiques (TP) et Charges pédagogiques. Les étudiants concernés sont
essentiellement ceux du cycle Licence.

1.4.1 Contenu des enseignements

— UFR des sciences et Techniques de l’université de Nancy 2005´ 2009 (288h/Total)
Parcours : Electricité Electronique et Automatique (L1, L2, L3, M1)

Matières Public Nombre d’heures Type de séances
Circuits électriques L1, L2 96h TD, TP
Electromagnétisme L2 48h TD
Mécanique du point L2 60h TD

Electronique de puissance L3 48h TP
Outils informatique M1 36h TP

— UFR des sciences de l’université de Paris Sud, depuis 2010 (ě 192h/an)
Parcours : Electricité Electronique et Automatique (L3 EEA)

Physique Chimie (L3PC)
Techniques de Production de l’Energie (L3pro TPE)
Physique Chimie Sciences de la Terre (L1 PCST)
Maths Physique Informatique (L1MPI)

— Ecole d’ingénieur Polytech’Paris-Sud, depuis 2016 (32h/an)
Parcours : Cycle ingénieur 3ième année (Et3)
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Matières Public Nombre d’heures Type de séances
Electronique analogique L3 96h TD, TP

Mécanique du point L1 52h TD
Simulation numérique L3, L3pro 64h CM, TD, TP

Matières Public Nombre d’heures Type de séances
Introduction aux ondes Et3 32h CM, TD

1.4.2 Activités administratives

1. Responsable du recrutement des Doctorants chargé d’une mission d’enseignement en
Physique et Sciences de l’ingénieur (depuis 2013)
Ź Collecte des dossiers de candidature
Ź Organisation de la commission de sélection des candidats
Ź Gestion et suivi des affectations
Ź Interlocuteur Doctorants enseignants ´ Service administratif

2. Coordinateur 4ième année de l’école d’ingénieur Polytech’ Paris-sud (depuis 2017)
Ź Mise en place et gestion de l’emploi du temps
Ź Gestion des réservations des salles d’enseignements
Ź Création et répartition des groupes TD et TP
Ź Organisation des jurys de semestres
Ź Interlocuteur Etudiants ´ Equipe de direction - Enseignants
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1.5 Résumé des activités de recherche

J’effectue mes travaux de recherche au laboratoire Génie électrique électronique de Paris
(GeePs) dans le pôle Physique et Ingénierie de l’Electromagnétisme (PIEM) sur le domaine de
la modélisation des interactions entre les champs, les matériaux et les systèmes. Le fil conduc-
teur de mes travaux de recherche est la mise en place de modèles numériques pour le calcul des
champs électromagnétiques dans les dispositifs du génie électrique. Dans ce qui suit, je présente
le contexte général de mes activités de recherche et les principales thématiques abordées.

1.5.1 Contexte

Avec l’augmentation de la population mondiale, les dispositifs électromagnétiques présents
dans les domaines, du transport, de la communication, ou encore de la santé sont de plus en plus
complexes. Leur élaboration nécessite la réalisation et la maitrise des étapes telles que, la carac-
térisation des matériaux utilisés, le dimensionnement et la fabrication des prototypes, ou encore
les tests d’utilisation dans un environnement réel. Ce travail ne peut se faire uniquement sur la
base de l’expérimentation car trop coûteuse en temps et en ressources. La mise en place des mo-
dèles de simulation pour aider à la caractérisation des matériaux, à la conception des systèmes,
au dimensionnement des prototypes, est devenu indispensable pour le développement des appli-
cations du génie électrique. Concevoir des modèles de simulation, en s’appuyant d’une part sur
une description mathématique des phénomènes physiques mis en jeu et d’autre part sur les outils
et méthodes numériques permettant de résoudre les systèmes d’équations obtenus, est un enjeu
important auquel doivent faire face les chercheurs, les ingénieurs et les industriels. Le dévelop-
pement et la diversification des outils de simulation numérique dans le domaine de l’électroma-
gnétisme appliqué constitue aujourd’hui un axe important de la recherche en génie électrique.
Le laboratoire de Génie électrique et électronique de Paris (GeePs) auquel j’appartiens est un
acteur majeur de la recherche dans ce domaine en France et jouit d’une certaine renommée
internationale. Les travaux qui y sont développés concernent les domaines de l’électronique,
l’électromagnétisme et l’énergie. Depuis plusieurs années, ce laboratoire a acquis une expertise
en modélisation dont on se sert pour traiter diverses problématiques industrielles. Celles liées à
l’électromagnétisme sont traitées dans le pôle PIEM, dont les activités vont du matériau au sys-
tème en couvrant les domaines de fréquences s’étalant du statique au TeraHertz [32, 118]. Dans
ce pôle sont menés des travaux autour de la modélisation et la caractérisation des matériaux
tels que, les matériaux magnétiques [33, 97], les matériaux composites[81, 85], ou encore des
matériaux supraconducteurs [RI.16, RI.5]. Autour de ces travaux sur les matériaux, des études
sont réalisées sur diverses problématiques, par exemple sur le contrôle électromagnétique des
matériaux [31], la compatibilité électromagnétique des systèmes [7], ou encore l’exposition de
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l’homme au rayonnement électromagnétique [34, 27], avec comme objectif final la réalisation
de dispositifs permettant de répondre à des besoins industriels spécifiques [49]. Les travaux que
je mène au sein du GeePs s’inscrivent parfaitement dans les problématiques traitées dans le pôle
PIEM. La diversité des sujets traités dans ce pôle, des méthodes employées et des chercheurs
avec qui je discute au quotidien constitue un apport considérable dont je bénéficie. Durant ces
années passées au GeePs, j’ai ainsi pu acquérir une certaine expertise sur la modélisation des
interactions entre les champs électromagnétiques et les structures.

1.5.2 Synthèse des contributions

Ma contribution porte particulièrement sur la modélisation des interactions entre les champs
électromagnétiques avec les matériaux et les structures. Elle s’appuie essentiellement sur des
modèles d’évaluation des champs électromagnétiques. Mon travail est axé sur le développe-
ment des outils numériques et la mise en place des modèles d’applications en relation avec des
problématiques industrielles. Les développements réalisés concernent autant des applications
en haute fréquence, comme par exemple la protection des systèmes d’électronique embarquée,
que des applications en basse fréquence comme par exemple les câbles supraconducteurs de
transport d’énergie électrique.
L’ensemble des travaux réalisés en haute fréquence nécessite l’évaluation des champs rayonnés,
thème sur lequel j’ai travaillé et apporté des contributions notamment sur des problématiques
liées à la compatibilité électromagnétique [RI.11, RI.21], le contrôle électromagnétique des sys-
tèmes [RI.7, RI.4, CI.9] ou encore les télécommunications [RI.8, RI.3]. Quant aux travaux réali-
sés en basse fréquence, ils se situent autour des matériaux supraconducteurs [RI.17, RI.5, RI.6],
avec comme principal objectif, l’évaluation des grandeurs induites nécessaires au dimension-
nement des dispositifs tels que les câbles de transport d’énergie, les moteurs supraconducteurs,
les limiteurs de courant ou encore les aimants à forts champs utilisés dans certains dispositifs
médicaux (appareils IRM).

Champs rayonnés : compatibilité et contrôle électromagnétique des systèmes.

Avec le développement des nouvelles technologies de plus en plus complexes, les problé-
matiques liées à la maintenance et à la cohabitation des systèmes deviennent des points clés à
maitriser pour s’assurer du bon fonctionnement des dispositifs. La maintenance d’un système
passe par la détection, la localisation et la réparation des pannes qu’il peut subir. La maintenance
peut s’avérer être cruciale, notamment lorsque la sécurité des personnes est en jeu. La main-
tenance hors fonctionnement des systèmes constitue le moyen classique pour éviter les pannes
entrainant les dysfonctionnements. Malheureusement démonter l’ensemble du dispositif pour le
contrôler s’avère très couteux voire impossible à réaliser dans de nombreux cas. Les techniques
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de contrôle électromagnétique peuvent être mises en place afin de localiser la panne et ainsi
cibler la zone d’intervention, ce qui permet d’éviter le démontage total du système. Lorsque
les dispositifs cohabitent dans un même environnement, ils se comportent comme émetteurs et
récepteurs de signaux électromagnétiques pouvant créer des dysfonctionnements allant jusqu’à
l’arrêt complet du système.
Il est clair que l’étude des interactions entre les champs électromagnétiques avec les systèmes
est au coeur des thématiques de contrôle et compatibilité électromagnétique. C’est pour ré-
pondre à des besoins industriels bien identifiés autour de ces thèmes que je développe des mo-
dèles numériques de calcul de champs électromagnétiques rayonnés.

La partie centrale de mes travaux dans sur ces thèmes porte sur le développement d’outils
numériques pour l’évaluation des champs électromagnétiques en haute fréquence via la résolu-
tion des équations de Maxwell. Les méthodes classiques telles que la méthode des différences
finies [53], la méthode des éléments finis [76], la méthode des volumes finis [83] ou encore
la méthode des moments [120], sont celles généralement implémentées pour mener cette ré-
solution. Avec l’augmentation de la taille des systèmes et la complexification des dispositifs
à modéliser, ces approches numériques peuvent dans certain cas s’avérer inadaptées pour me-
ner à bien les simulations numériques souhaitées. En effet lorsque la résolution nécessite des
inversions matricielles, comme c’est le cas avec la méthode des éléments finis et la méthode
des moments, le coût de calcul est très impacté par l’augmentation du nombre d’inconnues du
système. Pour réduire les coûts notamment des inversions matricielles, on a généralement re-
cours à des développements supplémentaires, parmi lesquelles on peut citer le calcul parallèle
sur architecture multi-coeurs de type CPU ou GPU [6, 13] et les techniques de compression
matricielle [16]. La méthode des différences finies qui est la méthode la plus utilisée pour la
simulation des phénomènes de propagation d’ondes en domaine temporel ne requiert pas d’in-
version matricielle. Elle est généralement associée à des schémas numériques de type saute-
mouton et constitue une approche numérique rapide et simple à mettre en oeuvre [53]. Elle a
été généralisée sur des maillages duaux et est connue sous le nom de "Finite Integration Tech-
nique" [28, 121]. Mais, l’efficacité des approches différences finies repose sur l’utilisation des
maillages cartésiens réguliers qui malheureusement sont peu adaptés pour traiter les géométries
complexes présentant notamment des courbures. Dans le cas de ces géométries complexes, pour
préserver la convergence, la précision et la rapidité de ce type de méthode on a recourt à des
développements supplémentaires comme par exemple, le raffinement local [30], l’élévation de
l’ordre [122], la parallélisation sur architecture CPU ou GPU [71, 68].
D’une manière générale, on constate que l’utilisation des approches classiques que sont les
méthodes des éléments finis, des différences finies, des volumes finis et aussi celle des mo-
ments pour modéliser des systèmes complexes nécessitent souvent d’important développement
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supplémentaires qui dans certains cas sont très difficiles à implémenter. Mettre en place de tels
développements demande de monopoliser d’important moyens humains et matériels dans le do-
maine du calcul scientifique haute performance, ce qui est du ressort des laboratoires et équipes
de recherche dont les activités et le personnel ont une forte orientation vers les mathématiques
appliqués.
Mes travaux sur le développement des outils numériques s’appuient sur des collaborations avec
des équipes de recherche plutôt très "numériciennes", notamment avec, l’équipe "Applied Com-
putational Electromagnetics" du Pr Geuzaine de l’université de Liège et l’équipe "Applied me-
chanics and mathematics" du Pr Remacle de l’université de Louvain-la-neuve. Ces collabora-
tions font suite à mon post-doc effectué à l’université de Liège, durant lequel j’ai participé à
la mise en place d’outils de modélisation basés sur les méthodes éléments finis continus et dis-
continus. Ayant participé durant ce post-doc au développement d’un code de calcul Galerkin
discontinue, j’ai adopté cette méthode pour les simulations des phénomènes de propagation en
domaine temporel car elle présente de nombreux avantages, elle est notamment bien adaptée à
l’utilisation des maillages non conformes et à la mise en place du calcul parallèle [51].
Cette technique qui a connu un essor important avec le développement des architectures multi-
coeurs des ordinateurs présente alors un intérêt certain pour la modélisation des grands sys-
tèmes. Elle a été introduite initialement pour la résolution de l’équation de transport en neutro-
nique [82], puis a été implémentée en mécanique des fluides pour la résolution des équations
de conservation [29, 87]. Son utilisation dans le domaine du génie électrique s’est intensifiée
durant la dernière décennie. Cette approche combine les règles de discrétisation des méthodes
éléments finis et volumes finis. Elle consiste à résoudre le problème localement sur chaque élé-
ment du maillage par une approche éléments finis, et à utiliser des termes de flux aux interfaces
pour décrire les échanges entre éléments comme en volumes finis. L’aspect résolution locale
sur chaque élément du maillage, simplifie l’utilisation des éléments d’ordre élevé ce qui permet
d’éliminer les oscillations numériques et d’améliorer la précision des résultats.
Après l’implémentation de cette méthode, nous avons travaillé sur des techniques à lui associer
afin de réduire le coût des simulations. Des couches parfaitement absorbantes que nous avons
optimisées pour les simulations des problèmes de diffraction des ondes électromagnétiques sont
introduites dans nos modèles pour tronquer le domaine de calcul afin de simuler uniquement les
zones présentant un intérêt, ce qui réduit considérablement la taille des maillages et le temps
de calcul [RI.22]. Dans de nombreux cas simulés, l’intégration temporelle se fait grâce à des
schémas numériques explicites. Ces approches explicites possèdent une contrainte forte sur le
pas de temps, car pour garantir la convergence du schéma numérique, le pas de temps utilisé
dans les simulations est celui calculé à partir de la taille du plus petit élément du maillage. Cette
contrainte conduit à des temps de calcul très important lorsque la géométrie à traiter présente
des petits détails nécessitant l’utilisation d’éléments de maillage très petits. Pour réduire le coût
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de calcul dû à cette contrainte, nous avons travaillé sur des schémas numériques dit à pas de
temps local comme l’approche "multirate explicite" que nous avons implémentée afin de pou-
voir faire des simulations explicites avec un pas de temps supérieur à celui calculé sur le plus
petit élément du maillage [RI.12]. Ces outils numériques développés servent à la mise en place
des modèles d’applications liés à des problématiques industrielles notamment sur les théma-
tiques de contrôle et de compatibilité électromagnétique des systèmes.

Sur le thème de la compatibilité électromagnétique, les approches numériques mises en
place ont servi d’outils de calcul pour les travaux de thèse de Mohamed Boubekeur sur la mo-
délisation des boitiers dédiés à électronique embarquée dans l’automobile ou l’aéronautique
[18]. Cette thèse a été réalisée pour répondre à la problématique du dimensionnement des nou-
veaux boitiers d’équipements dont les parois sont en matériaux composites. En effet, par soucis
de gain de poids et de place, ces boitiers ont des parois de plus en plus fines et sont fabriqués
avec des matériaux hétérogènes plus légers et ayant de bonnes propriétés de blindage. Pour
réduire les coûts de développement de ce type de boitiers, la modélisation numérique est néces-
saire. Afin de disposer de modèles numériques peut coûteux en temps de calcul, on doit faire
face à la prise en compte de milieux de faible épaisseur qui nécessitent l’utilisation de maillage
très fins conduisant à des temps de calcul très important. Dans cette thèse, nous avons proposé
un modèle permettant d’étudier le coefficient de blindage de ce type de boitier en évitant de
mailler ses parois. Le travail réalisé s’appuie sur la construction d’une condition d’interface
qui remplace la paroi et reproduit son comportement en présence d’ondes électromagnétiques
[RI.20, RI.11]. Ainsi dans les simulations proposées, on évite de mailler les parois du boitier ce
qui permet de réduire considérablement la taille des systèmes et le temps de simulation.

Sur le thème du contrôle électromagnétique de structures, nous avons exploités le calcul des
champs électromagnétiques en domaine temporel dans les travaux de thèse d’Antony Manet
(Hossein Manesh) pour caractériser la signature des défauts non-francs pouvant apparaitre dans
les réseaux filaires [67]. Cette thèse a été réalisée dans le cadre d’une ANR sur le diagnostic
des réseaux filaires en aéronautique (SODDA). L’une des problématiques liée était de pouvoir
détecter et réparer les défauts naissant dans le réseau filaire de télécommunications avant que
ceux-ci ne deviennent sévères et mettent en danger la sécurité de l’avion. L’analyse des signaux
de réflectométrie est la technique communément utilisée pour la détection des défauts dans un
réseau filaire [103]. Mais lorsqu’on est en face d’un réflectogramme, il faut pouvoir identifier
la part du signal attribuée au défaut naissant. Compte tenu de la faible amplitude de la réponse
d’un défaut naissant, celle-ci est très souvent noyée dans les bruits de mesures ou dans les si-
gnaux non souhaités comme ceux des connecteurs. Le travail réalisé a été d’une part de mettre
en place une procédure permettant d’identifier la réponse d’un défaut naissant [RI.4], et d’autre
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part d’établir et étudier les signatures des défauts non-francs en se basant sur une représen-
tation électrique équivalente dont les paramètres servent à alimenter les modèles de lignes de
transmission utilisés par les industriels pour le diagnostic de réseau filaire [RI.7].

Etude des matériaux supraconducteurs

Le développement de nouveaux dispositifs du génie électrique à conduit les acteurs de ce do-
maine à s’intéresser à de nouveaux matériaux pour remplacer les matériaux classiques devenus
souvent très couteux à produire ou ne permettant pas d’atteindre les niveaux de performances
exigés. C’est notamment ce qui se passe pour le transport d’énergie où l’on souhaite réduire
les pertes dues à l’effet joule, ou encore pour les appareils imagerie médicale où l’on souhaite
disposer des champs magnétiques intenses qui nécessiteraient des volumes très important de
matériaux conducteurs classiques comme le cuivre. Pour ces exemples, la solution est d’intro-
duire les matériaux supraconducteurs car étant fortement diamagnétiques et dissipant très peu
d’énergie [113]. Malheureusement l’introduction de ces matériaux dans les systèmes doit faire
face à de nombreuses difficultés, parmi lesquelles on peut citer, le système cryogénique résultant
du fait que c’est à très basse température que l’état supraconducteur se manifeste, et l’instabilité
de l’état supraconducteur qui traduit une grande sensibilité aux évolutions mécaniques, électro-
magnétiques et thermiques. Les avancées réalisées sur la caractérisation de ces matériaux ont
fait en sorte qu’il existe aujourd’hui de nombreux systèmes utilisant ces matériaux, par exemple
les moteurs [58], les limiteurs de courant [114], les aimants à fort champ [100] ou encore les
câbles de transport d’énergie [86]. Le développement de ces systèmes a été rendu possible grâce
aux nombreux travaux de modélisation réalisés pour proposer des solutions adéquates de dimen-
sionnement de ces systèmes [77, 115, 125]. Ces travaux de modélisation s’appuient sur des lois
de comportement du matériau établies par l’expérience, dont les plus utilisées sont le modèle de
Bean [5, 79] pour les supraconducteurs à basses température critique (LTS) et la loi puissance
pour les supraconducteurs à haute température critique (HTC) [15]. Aujourd’hui, toute l’atten-
tion des acteurs de ce domaine est tournée vers l’utilisation des supraconducteurs de type II à
haute température critique (HTC) car moins exigeant sur l’aspect cryogénique. L’expérimen-
tation sur ces matériaux étant couteuse et difficile à mettre en place, le travail de modélisation
numérique devient crucial. Mais celui-ci reste difficile à mettre en oeuvre à cause du compor-
tement non linéaire du matériau, ouvrant ainsi un axe de recherche sur le développement des
outils de modélisation des supraconducteurs HTC. Mes travaux sur cet axe de recherche ont dé-
buté lors de ma thèse de doctorat qui avait pour objectif de construire des modèles de calcul de
champs induits dans ces matériaux dans le but d’estimer l’impact de la vitesse de variation des
sources d’excitation utilisées lors de la caractérisation expérimentale de ceux-ci [56]. Après la
thèse, j’ai continué à travailler sur le développement d’outils numériques pour la modélisation
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tri-dimensionnelle de ces matériaux [RI.6, RI.9, RI.17, RI.23]. Ces outils numériques servent
de base de travail pour aborder des problématiques du rencontrées dans l’industrie. C’est no-
tamment ce qui est fait dans les travaux de thèse de Makong Ludovic dont l’objectif a été de
proposer une approche pour l’évaluation des pertes dans les câbles supraconducteurs à brins
torsadés [66]. Ce type de câbles est utilisé dans les applications de moteurs et aussi pour le
transport d’énergie. Leur modélisation tri-dimensionnelle représente un challenge du point de
vue numérique car le rapport entre leur longueur et leur section est très élevé et les maillages
générés sont très volumineux, ce qui augmente la taille des systèmes à résoudre et conduit à
des temps de calcul très important pouvant atteindre plusieurs dizaines de jours [37]. Pour ré-
duire les coûts de calcul lors de l’évaluation des pertes sur ces câbles, nous avons proposé une
technique de réduction de modèle basée sur des transformations géométriques et les symétries
du système. Le modèle réduit proposé nous permet d’étudier une petite portion du câble afin
d’évaluer les pertes sur l’ensemble du câble, et ceci avec des temps de calcul de quelques heures
[RI.5] [RI.2].

1.5.3 Collaborations scientifiques

Thème compatibilité électromagnétique

— Institut Montéfiore de l’université de Liège en Belgique : équipe Applied Compu-
tational Electromagnetics (Pr Christophe Geuzaine), depuis 2010
La collaboration établie après mon post-doc dans cette équipe de recherche continue.
Elle s’articule autour du développement et l’utilisation des outils numériques pour les
simulations en l’électromagnétisme. Elle a donnée lieu à des publications communes
([RI.18], [RI.19], [RI.20], [RI.21], [RI.22]) sur le thème de la compatibilité électroma-
gnétique.

— Laboratoire ESYCOM de l’université de Marne la Vallée : Equipe Système RF et
optiques (Pr Odile Picon), 01{2014´ 06{2017
Cette collaboration est née de la participation commune à l’ANR SODDA (2012´2016).
Elle a consisté au co-encadrement d’une thèse (Hossein Manesh) financée par l’ANR.
Elle s’est articulée autour de la comparaison des outils numériques pour le diagnostic de
réseau filaire en domaine temporel et a donné lieu à une publication en revue internatio-
nale ([RI.7]).

— Institute of Mechanics, Materials and Civil Engineering de l’université de Louvain-
La-Neuve en Belgique : Equipe Applied mechanics and mathematics (Dr Jonathan
Lambretchts), depuis 2010
Cette collaboration porte sur le maintien et la mise à jour du code de calcul Galerkin
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discontinue en domaine temporel via une plateforme GIT. L’implémentation de ce code
de calcul a débuté durant mon post-doc à l’université de Liège en 2009.

— Laboratoire JLL de Sorbonne Université (Dr Bertrand Thierry), depuis 02{2018
C’est une collaboration qui vient de commencer. La première action engagée a été l’en-
cadrement conjoint d’un stage de Master Recherche réalisé par Xavier Adriaens sur
l’utilisation d’une une méthode de décomposition de domaines pour l’évaluation de
l’exposition des personnes aux champs électromagnétiques générés par les systèmes
de recharge inductive.

— CNES, Division des Lanceurs (Mr David Monchaux) , 02/2015-02/2017
Cette collaboration a duré 2ans et s’est faite dans le cadre d’un contrat post-doctoral
(Eva Dieudonné) sur l’évaluation de l’atténuation des ondes radio par les plasmas des
fusées. Elle a donnée lieu à deux publications en revues internationales ([RI.3], [RI.8]).

— Laboratoire LAGA de l’université de Paris 13 (Dr Mohamed Boubekeur), depuis
05{2018

C’est une collaboration naturelle qui se met en place avec Dr Mohamed Boubekeur (mon
premier doctorant) qui occupe aujourd’hui un poste d’ingénieur de recherche CNRS au
LAGA. Un travail commun sur la mise en place du calcul GPU pour les applications de
la compatibilité électromagnétique est en cours d’élaboration.

Matériaux supraconducteurs

— Laboratoire GREEN de l’université de Lorraine (Pr. Jean Levêque, Pr. Bruno
Douine, Dr. Smail Mezani, Dr. Kevin Berger), depuis 2009
Depuis ma thèse dans ce laboratoire, une collaboration s’est établie autour du dévelop-
pement et la validation des outils numériques dédiés à la modélisation des supracon-
ducteurs. Elle porte actuellement sur la comparaison des résultats numériques issus de
différents codes de calcul, sur le développement des techniques aidant à la caractérisa-
tion de matériaux supraconducteurs. Elle a donnée lieu de plusieurs publications dans
des revues ([RI.13], [RI.16], [RI.23], [RI.24])

— AML Superconductivity and Magnets (Dr Philippe Masson), depuis 01{2014
L’origine de cette collaboration est la thèse de Makong Ludovic à l’université de Hous-
ton. Un encadrement commun de cette thèse (avec Dr Masson) a été réalisé et le doc-
torant a passé 50% du temps dans chaque entité. Dans le cadre de cette collaboration,
j’ai séjourné 1 mois à l’université de Houston. Cette collaboration porte sur le déve-
loppement d’outils numériques permettant de simplifier la modélisation des câbles su-
praconducteurs multi-filamentaires torsadés. De nombreuses publications en sont issues
([RI.5], [RI.6], [RI.9], [RI.10])
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— Institut Montéfiore de l’université de Liège en Belgique : équipe Applied Compu-
tational Electromagnetics (Pr Christophe Geuzaine), depuis 2010
Une collaboration est en place également sur cette thématique. Elle porte sur le dé-
veloppement des outils numériques robustes pour le calcul de courant induit dans les
supraconducteurs. Des publications communes en sont issues ([RI.9], [RI.17], [RI.23])

— Institute of Mechanics, Materials and Civil Engineering de l’université de Louvain-
La-Neuve en Belgique : Equipe Applied mechanics and mathematics (Dr Jonathan
Lambretchts), depuis 2010
La collaboration sur ce thème porte sur l’utilisation de la méthode Galerkin discontinue
pour la modélisation des supraconducteurs. Des outils spécifiques (assemblage du sys-
tème matriciel, solveur spécifique) dédiés aux supraconducteurs ont été développés. Des
publications communes ont été réalisées ([RI.10], [RI.17], [RI.23])

1.5.4 Activités d’intérêt collectif

1. Expertise de projet ANR (depuis 2015) : 2 projets expertisés

2. Rapporteur d’articles de revues et de conférences
— Revues International (6 articles/an) : IEEE Electromagnetic Compatibility, IEEE Ap-

plied Superconductivity, IEEE Transactions on Magnetics
— Conférences internationales (8 articles/an) : Conference on Electromagnetic Field

Computation (CEFC), Symposium on Electric and Magnetic Fields (EMF), Confe-
rence on the Computation of Electromagnetic Fields (COMPUMAG), Conférence
sur les Méthodes Numériques en Electromagnétisme (NUMELEC)

3. Participation à un Groupe de Travail
— GDR SEEDS : membre du GT Supra autour de la modélisation et la caractérisation

des matériaux supraconducteurs, depuis 2017

1.5.5 Activités d’encadrement

Stages Master Recherche

— 02/2011-06/2011 : Mohamed Boubekeur,
Formation : Master recherche en Mathématiques et Applications de l’université Pierre
et Marie Curie
Sujet : Calcul tridimensionnel de champs induits dans les supraconducteurs par une
méthode Galerkin discontinue.
Taux d’encadrement : 100%
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Valorisation scientifique : 1 article de revue [RI.17]

— 03/2013-07/2013 : Smail Ziani,
Master recherche en Physique et Ingénierie de l’Energie de l’ENS CACHAN.
Modélisation électromagnétique de défauts non-francs en vue du diagnostic de câbles.
Taux d’encadrement : 100%
Valorisation : 1 article de conférence [CI.18]

— 03/2014-07/2014 : Xiang Liu,
Master recherche en Physique et Ingénierie de l’Energie de l’université de Paris-
Saclay.
Diagnostic filaire, impact des défauts non-francs sur les signaux de réflectometrie.
Taux d’encadrement : 50%

— 03/2018-07/2014 : Xavier Adriaens,
3ième année cycle ingénieur CentraleSupelec.
Méthode de décomposition de domaines appliquée à l’optimisation d’un capteur
intra-corporel pour la transmission de données médicales.
Taux d’encadrement : 50%

Thèses

— 10/2011-12/2014 : Mohamed Boubekeur
Sujet : Evaluation de l’efficacité de blindage de structures avec plaques minces :
modélisation par une méthode de Galerkin discontinue.
Financement : Allocation doctorale MESR
Taux d’encadrement : 75%
Date de soutenance : 10 décembre 2014
Production scientifique : 4 articles de revues ([RI.11], [RI.18], [RI.19], [RI.20]) , 4
communications en conférences internationales ([CI.16], [CI.26], [CI.31], [CI.34]),
2 communications en conférences nationales ([CN.6], [CN.7]) .
Directeur de thèse : Lionel Pichon
Devenir du doctorant : Ingénieur de Recherche au LAGA, université de Paris 13.

— 01/2013-06/2016 : Hossein Manesh
Sujet : Etude des défauts non-francs sur des câbles en vue du diagnostic.
Financement : ANR SODDA
Taux d’encadrement : 33%
Date de soutenance : 21 juin 2016
Production scientifique : 1 article de revue ([RI.7]), 1 communication en confé-
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rence internationale ([CI.17]), 2 communications en conférences nationales ([CN.1],
[CN.5]).
Directeurs de thèse : Lionel Pichon, Odile Picon
Devenir du doctorant : Ingénieur R&D, WireScan AS, Norvège.

— 01/2014-11/2017 : Ludovic Makong
Sujet : 3D modeling of twisted multi-filamentary superconductors.
Financement : Bourse université de Houston
Taux d’encadrement : 50%
Date de soutenance : 28 novembre 2017
Production scientifique : 4 articles de revues ([RI.5], [RI.6], [RI.9], [RI.10]), 7 com-
munications en conférences internationales ([CI.4], [CI.5], [CI.14], [CI.20], [CI.22],
[CI.23]).
Directeur de thèse : Frédéric Bouillault
Devenir du doctorant : Ingénieur R&D, ORANO-Areva, France

— 10/2014-12/2017 : Xiang Liu
Sujet : 3D Contrôle non destructif du sol et imagerie d’objets enfouis par des sys-
tèmes bi- et multi-statiques : de l’expérience à la modélisation.
Financement : Bourse fondation Supelec
Taux d’encadrement : 33%
Date de soutenance : 13 décembre 2017
Production scientifique : 6 communications en conférences internationales ([CI.1],
[CI.2], [CI.9], [CI.10], [CI.11], [CI.12]), 2 communications en conférences natio-
nales ([CN.3], [CN.4]).
Directeurs de thèse : Lionel Pichon, Marc Lambert
Devenir du doctorant : Ingénieur R&D, Valéo, France

1.5.6 Publications scientifiques

L’ensemble de mes travaux de recherche a fait l’objet de publications dont la liste détaillée
est présentée ci-dessous

— 26 articles dans des revues internationales avec comité de lecture.
— 37 communications à des conférences internationales avec actes et comité de lecture.
— 7 communications à des conférences nationales avec actes et comité de lecture.
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2.1 Introduction

L’étude des interactions entre les champs électromagnétiques et les structures est un thème
que l’on retrouve dans de nombreux domaines applicatifs. Les axes de recherches rencontrés
sur cette thématique traduisent les enjeux liés à diverses problématiques notamment celui de
la fiabilité des systèmes qui est un aspect à maitriser pour garantir la sécurité des personnes et
des biens. La fiabilité d’un système repose sur différents facteurs parmi lesquels on trouve, la
maitrise des procédés de fabrication, la qualité des éléments utilisés pour la fabrication notam-
ment en terme de matériau, la protection du système contre toute agression extérieure pouvant
nuire à son bon fonctionnement, et aussi la maintenance du système qui passe par la détection et
réparation des pannes pouvant entrainer des dysfonctionnements. L’étude de ces deux derniers
facteurs repose sur la connaissance des champs électromagnétiques à l’intérieur et à l’extérieur
du système.
La question de la protection d’un système dans son environnement de fonctionnement est un
sujet central dans le domaine de la compatibilité électromagnétique (CEM). Par exemple un
système d’électronique embarquée, il est important de connaitre les niveaux de champs afin
de pouvoir, caractériser les phénomènes de couplage aux équipements, respecter les normes
environnementales notamment celles liées à la pollution électromagnétique, proposer des solu-
tions adéquates de blindage pour la protection du dispositif. Sur la question de la maintenance
des dispositifs, les signaux électromagnétiques émis et reçus sont d’importantes sources d’in-
formations permettant de renseigner sur l’état du système. Leur analyse permet de mettre en
évidence la présence de points de dysfonctionnements nécessitant une intervention pour ré-
paration. L’évaluation des champs électromagnétiques rayonnés qui est un sujet central à la
modélisation numérique dans ce domaine nécessite de disposer d’outils et méthodes de calculs
robustes et efficaces.
De nombreuses méthodes et techniques pour le calcul de champs électromagnétiques en compa-
tibilité et contrôle électromagnétique sont connues [3, 111]. Ces outils numériques permettent
de réaliser des études autant dans le domaine fréquentiel que dans le domaine temporel. Dans le
domaine fréquentiel, les résultats obtenus rendent compte de l’état du système en régime perma-
nent mais ne fournissent aucune information sur l’évolution transitoire. Pour réaliser une étude
sur une bande de fréquence importante, les calculs sont répétés pour des valeurs de fréquence
judicieusement choisies et les résultats sont présentés sous forme discrète. Les simulations en
domaine temporel s’avèrent interessantes car elles permettent d’observer l’évolution du sys-
tème du régime transitoire vers le régime permanent. Pour réaliser une étude sur une bande de
fréquence, une seule simulation avec des signaux à large bande comme le pulse gaussien suffit.
Les résultats dans le domaine fréquentiel sont obtenus grâce à la transformée de Fourier, se
présentent sous forme continue, et permettent d’avoir plus de détails sur la bande de fréquence
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étudiée.
Parmi les approches numériques utilisées pour le calcul des champs électromagnétiques rayon-
nés en domaine temporel, c’est la méthode des différences finies qui est la technique la plus
répandue. Cette méthode est simple à mettre en oeuvre, rapide et efficace. Mais cette efficacité
repose sur l’utilisation des maillages cartésiens réguliers, qui malheureusement sont peu adaptés
pour traiter les géométries présentant des courbures [53]. Les approches Galerkin discontinues
en domaine temporel ont connu un essor important avec le développement des ordinateurs à ar-
chitectures multi-coeurs et font partie aujourd’hui des méthodes de plus utilisées pour le calcul
de champs électromagnétiques en haute fréquence.
Le principe d’une méthode de Galerkin discontinue est de traiter le problème sur chaque élé-
ment du maillage à l’aide d’une approche éléments finis. Cette méthode peut alors se décrire
comme une méthode éléments finis standard dans lequel la grandeur calculée est discontinue.
Pour apporter la continuité nécéssaire au respect des phénomènes physiques mis en jeu, des
termes de flux similaires à ceux utilisés dans les méthodes volumes finis sont appliqués aux
bords de chaque élément du maillage. La construction de cette méthode repose sur la formula-
tion faible établie sur chaque élément. Sur cet élément, on définit un espace d’approximation
polynomiale telle sorte que les inconnues sont, les valeurs aux noeuds (approche nodale) [51],
ou les coefficients caractérisant la projection de la solution sur la base polynomiale (approche
modale) [57]. Dans ce type de méthode, les intégrales de frontières sur chaque élément sont
remplacées par des expressions de "flux numériques" qui dépendent des valeurs de la solution
sur les éléments voisins. Cette approche présente l’avantage d’être bien adaptée aux maillages
non-structurés et non conformes, ce qui est un atout pour traiter les problèmes mettant jeu des
géométries complexes [50]. Le caractère local de la discrétisation rend plus facile l’utilisation
des espaces polynomiaux d’ordre élevé, ce qui permet de réduire les oscillations numériques
et d’augmenter la précision des résultats [38, 39]. Le principal inconvénient de cette méthode
est l’augmentation du nombre d’inconnues qui résulte du dédoublement des inconnues aux in-
terfaces inter-éléments. L’impact de cet inconvénient est réduit par la mise en place du calcul
parallèle dont l’implémentation est facilitée par la forme des matrices générées qui sont des
matrices par blocs [12, 61].
Dans ce qui suit, on donne les principaux éléments de la discrétisation des équations de Maxwell
en domaine temporel par une méthode de Galerkin discontinue à valeurs nodales.
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2.2 Formulation du système différentiel

2.2.1 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont des relations fondamentales de la physique qui régissent
l’électromagnétisme. Ces équations au nombre de quatre, permettent de relier les grandeurs
physiques que sont, le champ électrique E, le champ magnétique H, la densité de courant J,
l’induction magnétique B, l’induction électrique D et la densité de charges électrique ρ. Elles
s’écrivent

∇ ¨ D “ ρ (2.1a)

∇ ¨ B “ 0 (2.1b)

BB
Bt
`∇ˆ E “ 0 (2.1c)

BD
Bt
´∇ˆH “ J (2.1d)

La solution du système formé par ces 4 équations ne peut être trouvée que grâce à l’introduction
de relations supplémentaires appelées lois de comportement qui permettent de relier l’induction
électrique D au champ électrique E, la densité de courant J au champ électrique E et l’induction
magnétique B au champ magnétique H. Dans nos travaux, les milieux étudiés sont caractérisés
par les lois de comportement suivantes : D “ εE où ε est le tenseur de permittivité, B “ µH
où µ est le tenseur de perméabilité, et J “ σE où σ est le tenseur de conductivité.

2.2.2 Formulation faible du problème

Pour simplifier cette présentation, on considère les équations de Maxwell dans un milieu
non conducteur et isotrope, ce qui correspond à avoir J “ 0, ε “ εI et µ “ µI, où I est le
tenseur identité, ε est la permittivité électrique, et µ est la perméabilité magnétique.
Le système à résoudre pour déterminer les champs électromagnétiques rayonnés est formé par
les equations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere (2.2). Les inconnues de ce système sont
les composantes des champs électrique E et magnétique H

$

’

&

’

%

ε
BE
Bt
´ ∇ˆH “ 0

µ
BH
Bt
` ∇ˆ E “ 0

(2.2)

On rappelle que la méthode de Galerkin Discontinue consiste à résoudre le problème posé
sur chaque élément d’un maillage du domaine de calcul. Les échanges entre éléments sont as-
surés par des termes de flux numériques qui sont construits de manière à respecter les propriétés
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physiques, notamment la continuité des champs électromagnétiques dans ce cas.
Considérons un maillage I “ ŤNe

i“1Ωe de notre domaine de calcul Ω, où Ne est le nombre
d’élément du maillage. La discrétisation de type Galerkin discontinue s’opère sur la formula-
tion faible établit sur chaque élément du maillage. Pour l’obtenir, on se sert de la formulation
faible sur le domaine globalΩ. On décompose ensuite les intégrales surΩ comme somme d’in-
tégrales sur les éléments Ωe et on applique le théorème du rotationnel. On établit alors que la
formulation faible du système (2.2) sur chaque élémentΩe s’écrit :

ż

Ωe

BE
Bt
¨ φdΩe ´

1

ε

ż

Ωe

H ¨ p∇ˆ φqdΩe ´
1
ε

ż

Γe

pνˆHq ¨ φdΓe “ 0 (2.3a)

ż

Ωe

BH
Bt
¨ φdΩe `

1

µ

ż

Ωe

E ¨ p∇ˆ φqdΩe `
1
µ

ż

Γe

pνˆ Eq ¨ φdΓe “ 0 (2.3b)

où φ est une fonction test, Γe est le bord de l’élément Ωe et ν sa normale extérieure. Cette
écriture montre que le terme intégral sur le bord Γe ne dépend que de la solution l’élément
Ωe considéré. Dans ce cas il n y a pas de couplages entre les éléments. Pour que l’on puisse
avoir interaction entre les différents éléments du maillage, ce terme intégrale est remplacé par un
terme équivalent appelé flux numérique qui dépend de la solution sur les éléments voisins deΩe.
Les expressions de flux numériques généralement mises en place font apparaitre les fonctions
de saut et de moyenne à l’interface. Soit Ωe et Ω 1

e deux éléments voisins ayant une interface
commune Γe “ Ωe

Ş

Ω
1

e. Les fonctions saut et moyenne à l’interface Γe, notées respectivement
v‚w et t‚u sont données par :

vuw
Ωe
Γe
“ ´vuw

Ω
1

e

Γe
“
uΩ 1

e
´ uΩe

2
(2.4a)

tuuΩeΓe “ tuu
Ω

1

e

Γe
“
uΩe ` uΩ 1

e

2
(2.4b)

2.3 Flux caractéristiques aux interfaces

Des expressions des flux numériques sont à construire pour remplacer les intégrales de bord
de la formulation faible sur chaque élément (2.3). Pour les établir, on s’appuie sur la méthode
des caractéristiques et notamment sur le calcul des invariants de Riemann. Lorsqu’on est en
présence d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre comme c’est le cas avec le
système des équations de Maxwell (2.2), la méthode des caractéristiques consiste à déterminer
des lignes le long desquelles le problème à résoudre se ramène à une équation différentielle
ordinaire. Si le problème à résoudre est conservatif, alors les inconnues du problème différentiel
ordinaire obtenu par la méthode des caractéristiques sont les invariants de Riemann [63, 64].
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Ceux-ci ont la particularité d’être constants le long des lignes caractéristiques.

2.3.1 Invariants de Riemann

Soit une ligne caractéristique décrite par un vecteur α telle que }α} “ 1. Soit τ la variation
de la solution le long de la ligne caractéristique. Les dérivées spatiales d’une grandeur scalaire
v, peuvent s’écrire :

Bv
Bx
“
Bτ

Bx

Bv
Bτ

;
Bv
By
“
Bτ

By

Bv
Bτ

;
Bv
Bz
“
Bτ

Bz

Bv
Bτ

(2.5)

où
Bv
Bτ

représente la dérivée de v le long de la ligne caractéristique de vecteur α “ ∇τ. En
appliquant ce changement de variable au système (2.2), on obtient :

$

’

’

&

’

’

%

BE
Bt
´ ε´1

ˆ

αˆ
BH
Bτ

˙

“ 0

BH
Bt
` µ´1

ˆ

αˆ
BE
Bτ

˙

“ 0

(2.6)

que l’on peut mettre sous la forme d’une équation de type :

Bu
Bt
`A

Bu
Bτ
“ 0 (2.7)

avec, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 ε´1αz ´ε´1αy

0 0 0 ´ε´1αz 0 ε´1αx

0 0 0 ε´1αy ´ε´1αx 0

0 ´µ´1αz µ´1αy 0 0 0

µ´1αz 0 ´µ´1αx 0 0 0

´µ´1αy µ´1αx 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et α “

¨

˚

˝

αx

αy

αz

˛

‹

‚

et u “ pEx, Ey, Ez, Hx, Hy, Hzq
T .

La matrice A admet trois valeurs propres doubles, λ1 “ 0, λ1 “
1
?
µε

et λ2 “ ´
1
?
µε

.

On rappelle que, si uλi est un vecteur propre associé à la valeur propre λi (i “ 1, 2, 3), alors ce
vecteur propre doit satisfaire à la relation suivante :

Buλi

Bt
` λi

Buλi

Bτ
“ 0 (2.8)

et les invariants de Riemann que l’on cherche, sont ces vecteurs propres associés aux valeurs
propres de la matrice A.
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Le vecteur propre uλ1 s’obtient en faisant le produit scalaire des équations du système (2.6)
par α. Cela conduit à :

$

’

&

’

%

B pα ¨ Eq
Bt

“ 0

B pα ¨Hq
Bt

“ 0

ùñ uλ1 “

˜

α ¨ E
α ¨H

¸

(2.9)

Afin de construire les vecteurs propres uλ2 et uλ3 , on suppose que les composantes αx, αy et
αz sont des constantes, et on fait le produit vectoriel des équations du système (2.6) par α :

B pαˆ Eq
Bt

´ ε´1
B rαˆ pαˆHqs

Bτ
“ 0 (2.10a)

B pαˆHq
Bt

` µ´1
B rαˆ pαˆ Eqs

Bτ
“ 0 (2.10b)

Puisque α est un vecteur unitaire, le produit vectoriel des equations (2.10a) et (2.10b) res-

pectivement par
c

ε

µ
α et

c

µ

ε
α conduit à :

c

ε

µ
B rαˆ pαˆ Eqs

Bt
`

1
?
µε

B pαˆHq
Bτ

“ 0 (2.11a)

c

µ

ε
B rαˆ pαˆHqs

Bt
´

1
?
µε

B pαˆ Eq
Bτ

“ 0 (2.11b)

Lorsqu’on additionne (2.10a) et (2.10b) respectivement à (2.11b) et (2.11a), on obtient les
deux relations suivantes :

B

„

αˆ E`
c

µ

ε
αˆ pαˆHq



Bt
´

1
?
µε

B

„

αˆ E`
c

µ

ε
αˆ pαˆHq



Bτ
“ 0 (2.12a)

B

„

αˆH`
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq



Bt
`

1
?
µε

B

„

αˆH`
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq



Bτ
“ 0 (2.12b)

Et lorsqu’on fait la différence de (2.10a) et (2.10b) respectivement à (2.11b) et (2.11a), on
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obtient deux relations supplémentaires données par :

B

„

αˆ E´
c

µ

ε
αˆ pαˆHq



Bt
`

1
?
µε

B

„

αˆ E´
c

µ

ε
αˆ pαˆHq



Bτ
“ 0 (2.13a)

B

„

αˆH´
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq



Bt
´

1
?
µε

B

„

αˆH´
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq



Bτ
“ 0 (2.13b)

On remarque que les relations (2.12a) et (2.13b) donnent le vecteur propre uλ2 associé à la

valeur propre λ2 “ ´
1
?
µε

:

uλ2 “

¨

˚

˚

˝

αˆ E`
c

µ

ε
αˆ pαˆHq

αˆH´
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq

˛

‹

‹

‚

(2.14)

De même, les relations (2.13a) et (2.12b) donnent le vecteur propre uλ3 associé à la valeur propre

λ3 “
1
?
µε

:

uλ3 “

¨

˚

˚

˝

αˆ E´
c

µ

ε
αˆ pαˆHq

αˆH`
c

ε

µ
αˆ pαˆ Eq

˛

‹

‹

‚

(2.15)

2.3.2 Flux numériques

Soit deux éléments du maillage que l’on note par Ω´e pour désigner l’élément courant sur
lequel on cherche la solution, et Ω`e l’élément adjacent. Ces deux éléments on une interface
commune Γe “ Ω´e

Ş

Ω`e , dont normale extérieure est notée ν. On suppose que les lignes
caractéristiques sont dirigées suivant la normale ν. Puisque les vecteurs propres uλ2 et uλ3 sont
invariants le long des caractéristiques, on peut supposer que :

1. Les invariants qui traversent l’interface Γe en se propageant de l’élément courant Ω´e
vers l’élément adjacent Ω`e (sens des vitesses positives) prennent leurs valeurs dans
l’élément courant, ce qui se traduit par unum

λ3
“ u´λ3

:

pνˆ Eqnum ´ Z´νˆ pνˆHqnum “ νˆ E´ ´ Z´νˆ
`

νˆH´
˘

(2.16a)

pνˆHqnum ` Y´νˆ pνˆ Eqnum “ νˆH´
` Y´νˆ

`

νˆ E´
˘

(2.16b)
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ce qui s’écrit encore

Y´ pνˆ Eqnum ´ νˆ pνˆHqnum “ Y´νˆ E´ ´ νˆ
`

νˆH´
˘

(2.17a)

Z´ pνˆHqnum ` νˆ pνˆ Eqnum “ Z´νˆH´
` νˆ

`

νˆ E´
˘

(2.17b)

avec Z´ “

c

µ´

ε´
et Y´ “

1

Z´

2. Les invariants qui traversent l’interface Γe en se propageant de l’élément adjacent Ω`e
vers l’élément courant Ω´e (sens des vitesses négatives) prennent leurs valeurs dans
l’élément adjacent, ce qui se traduit par unum

λ2
“ u`λ2

:

pνˆ Eqnum ` Z`νˆ pνˆHqnum “ νˆ E` ` Z`νˆ
`

νˆH`
˘

(2.18a)

pνˆHqnum ´ Y`νˆ pνˆ Eqnum “ νˆH`
´ Y`νˆ

`

νˆ E`
˘

(2.18b)

ce qui s’écrit encore

Y` pνˆ Eqnum ` νˆ pνˆHqnum “ Y`νˆ E` ` νˆ
`

νˆH`
˘

(2.19a)

Z` pνˆHqnum ´ νˆ pνˆ Eqnum “ Z`νˆH`
´ νˆ

`

νˆ E`
˘

(2.19b)

avec en notant Z` “

c

µ`

ε`
et Y` “

1

Z`
.

Lorsqu’on additionne (2.17a) à (2.19a) et (2.17b) à (2.19b) on établit les expressions suivantes

pνˆ Eqnum “ νˆ
tYEu
tYu

` νˆ
pνˆ vHwq
tYu

(2.20a)

pνˆHqnum “ νˆ
tZHu
tZu

´ νˆ
pνˆ vEwq
tZu

(2.20b)

Ces expressions (2.20a) et (2.20b) constituent des flux numériques de type décentré avant, en-
core appelé "flux upwind". Les schemas numériques construits à partir de ce type de flux sont
non conservatifs et dissipatifs. Les flux centrés sont obtenus lorsque la fonction saut à l’interface
est nulle, ce qui conduit aux expressions ci-dessous (2.21a) et (2.21b). Avec ces flux centrés, les
schemas numériques sont conservatifs et dispersifs.

pνˆ Eqnum “ νˆ
tYEu
tYu

(2.21a)

pνˆHqnum “ νˆ
tZHu
tZu

(2.21b)
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2.3.3 Conditions aux bords

Dans l’approche Galerkin discontinue présentée, des termes de flux sont introduits pour dé-
crire les échanges aux interfaces entre éléments. Pour des éléments du maillage possédant une
interface sur le bord du domaine, des termes de flux spécifiques doivent être construits pour
décrire l’interaction avec l’extérieur. Ceux-ci doivent permettent d’imposer les conditions aux
limites physiques souhaitées. Dans nos travaux, pour obtenir les termes de flux correspondant
aux conditions aux bords, on adapte ceux mis en place précédemment (2.20) et (2.21), en redé-
finissant les fonctions saut et moyenne. Ci-dessous, on présente les expressions de flux utilisées
pour imposer un champ électrique ou magnétique dans nos simulations.

Dirichlet électrique

C’est une condition qui permet d’imposer un champ électrique Eext sur toute ou partie du
bord. Elle correspond à :

— Imposer le champ électrique extérieur : νˆ ED “ νˆ Eext.
— Imposer la continuité de la composante tangentielle du champ magnétique : ν ˆ HD “

νˆHext.
— Utiliser les termes de flux spécifiques suivant :

Ź Les flux décentrés "upwind"

tuu “

¨

˝

ED ` E´

2
H´

˛

‚, vuw “

¨

˝

ED ´ E´

2
0

˛

‚et tZu “ Z` “ Z´ ce qui conduit à :

$

’

’

&

’

’

%

pνˆ Eqnum “ νˆ
ED ` E´

2

pνˆHqnum “ νˆH´
´ νˆ

ˆ

νˆ
ED ´ E´

2Z´

˙ (2.22)

Ź Les flux centrés

tuu “

˜

ED

H´

¸

et tZu “ Z` “ Z´, ce qui donne

#

pνˆ Eqnum “ νˆ ED

pνˆHqnum “ νˆH´
(2.23)

On note que si Eext “ 0, on obtient la condition de Dirichlet homogène électrique qui est connue
sous le nom de mur électrique. Elle est couramment utilisée pour traiter les conducteurs parfaits.
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Dirichlet magnétique

C’est une condition qui permet d’imposer un champ électrique Hext sur toute ou partie du
bord. Elle correspond à :

— Imposer le champ magnétique extérieur : νˆHD “ νˆHext.
— Imposer la continuité de la composante tangentielle du champ électrique : ν ˆ ED “

νˆ Eext.
— Utiliser les termes de flux spécifiques suivant :

Ź Les flux décentrés "upwind"

tuu “

¨

˝

E´
HD `H´

2

˛

‚, vuw “

¨

˝

0
HD ´H´

2

˛

‚et tYu “ Yext “ Y´, ce qui conduit

à :

$

’

’

&

’

’

%

pνˆ Eqnum “ νˆ E´´ νˆ

ˆ

νˆ
HD ´H´

2Y´

˙

pνˆHqnum “ νˆ
HD `H´

2

(2.24)

—
Ź Les flux centrés

tuu “

˜

E´

HD

¸

, ce qui donne

#

pνˆ Eqnum “ νˆ E´

pνˆHqnum “ νˆHD
(2.25)

On note que si Hext “ 0, on obtient la condition de Dirichlet homogène magnétique qui est
connue sous le nom de mur magnétique.

2.4 Condition d’absorption pour les problèmes de diffraction

Une onde électromagnétique peut se propager dans un domaine homogène infini sans ren-
contrer d’obstacle. Mais, si elle en rencontre un, alors il apparaitra un phénomène de diffraction
qui est caractérisé par la création d’une onde diffractée. L’étude et la caractérisation de ces
ondes diffractées peut permettre d’avoir des informations sur l’object diffractant. C’est notam-
ment ce principe qui est exploité lors du contrôle électromagnétique des systèmes notamment
sur les problématiques de détection d’objets enfouis, ou encore de diagnostic de réseaux filaires
par réflectométrie.
La modélisation du phénomène de diffraction des ondes électromagnétiques nécessite une bonne
description des ondes diffractées. Lorsque la situation réelle à simuler impose un domaine de
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calcul borné, par exemple par des parois de type murs électrique ou murs magnétique, les
ondes diffractées interfèrent avec celles réfléchies par les parois, ce qui rend leur étude d’autant
plus difficile. Mais lorsque la situation réelle impose de considérer un domaine non borné, par
exemple la propagation dans l’espace libre, on doit face à l’impossibilité de construire un tel
milieu. Il est alors nécessaire d’établir un problème équivalent défini sur un domaine borné. La
question que cela soulève est de savoir comment simuler la continuité de la propagation hors des
limites d’un milieu borné, de telle sorte que cela soit équivalent à la propagation dans un milieu
infini c’est à dire sans création d’ondes réfléchies aux bords du domaine. Pour faire cela, deux
variétés de techniques ont été développées, les parois absorbantes et les couches absorbantes.

2.4.1 Les parois absorbantes

On appelle paroi parfaitement absorbante, une frontière fictive sur laquelle il n’y a pas de
phénomène de reflection des ondes. Sur cette frontière fictive, on définit une condition absorp-
tion qui ne doit pas modifier les données initiales du problème. Ce type de condition aux fron-
tières est défini à l’aide d’un opérateur pseudo-différentiel global qui doit permettre d’absorber
les ondes au niveau de la paroi [47]. Dans le cas des équations de Maxwell elle se définit comme
une équation du type :

B pνˆ E, νˆHq “ 0 (2.26)

où B est un opérateur pseudo différentiel s’exprimant en fonction des composantes tangentielles
des champs E et H. En pratique, il est très difficile d’introduire ce genre opérateur dans les sché-
mas numériques et on a alors recours à des approximations. L’approximation au premier ordre
de l’équation (2.26), encore connu sous le nom de condition de Silver-Muller, est très répandue
dans les travaux de modélisation en électromagnétisme. Celle-ci s’appuie sur l’hypothèse selon
laquelle les champs électromagnétiques à l’extérieur du domaine de calcul se propagent comme
des ondes planes à incidence normale, ce qui se traduit par : νˆE “ ZH et νˆH “ ´YE, avec

Z “

c

µ

ε
et Y “

1

Z
. En effectuant un produit vectoriel ces deux expressions par la normale ν,

on obtient deux relations qui représentent chacune une condition d’absorption :

νˆ E´ Yνˆ pνˆHq “ 0 (2.27a)

νˆH` Zνˆ pνˆ Eq “ 0 (2.27b)

On remarque que ces deux relations (2.27) correspondent à annuler l’invariant de Riemann uλ3
(2.15) associé à la valeur propre λ3 “

1
?
µε

. Cette condition veut aussi dire qu’aucune informa-

tion n’est transportée par les caractéristiques entrantes. Du côté pratique, cette condition permet
de très bien absorber les ondes à incidence normale. Cette absorption se dégrade lorsque les
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ondes sont à incidence oblique et on assiste à l’apparition des faibles réflexions pouvant mo-
difier les résultats escomptés. Néanmoins, cette condition est satisfaisante pour de nombreux
modèles. Dans nos travaux, nous l’avons adaptée de manière à pouvoir l’utiliser dans des si-
mulations nécessitant de modéliser un champ incident venant de l’extérieur du domaine. La
condition implémentée permet d’imposer un champ entrant dans le domaine de calcul et d’ab-
sorber les champs sortant du domaine de calcul.
L’implémentation réalisée correspond à :

— Imposer la continuité de la composante tangentielle des champs électrique et magné-
tique : νˆ ED “ νˆ Eext et νˆHD “ νˆHext

— Utiliser les termes de flux spécifiques suivant :
Ź Les flux décentrés "upwind"

tuu “

¨

˚

˝

ED ` E´

2
HD `H´

2

˛

‹

‚

, vuw “

¨

˚

˝

ED ´ E´

2
HD ´H´

2

˛

‹

‚

et tYu “ Yext “ Y´, ce qui conduit

à :

$

’

’

&

’

’

%

pνˆ Eqnum “ νˆ
ED ` E´

2
´ νˆ

ˆ

νˆ
HD ´H´

2Y´

˙

pνˆHqnum “ νˆ
HD `H´

2
` νˆ

ˆ

νˆ
ED ´ E´

2Z´

˙ (2.28)

Ź Les flux centrés

tuu “

˜

ED

HD

¸

, ce qui donne

#

pνˆ Eqnum “ νˆ ED` Zνˆ
“

νˆ
`

HD ´H´
˘‰

pνˆHqnum “ νˆHD´ Yνˆ
“

νˆ
`

ED ´ E´
˘‰

(2.29)

2.4.2 Les couches parfaitement absorbantes

Pour simuler la propagation en espace libre, une autre technique consiste à utiliser un do-
maine de calcul fini que l’on entoure par des couches dans lesquelles les ondes sortantes seront
très fortement atténuées par l’ajout de termes dissipatifs. Ce concept a servi de base au dévelop-
pement des couches absorbantes parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers ou PML) qui
ont été introduites par J-P Bérenger en 1994 pour traiter des problèmes de diffraction des ondes
électromagnétiques [8]. Ces couches PML, désignent des zones qui absorbent les ondes sor-
tantes sans aucune reflexion à l’interface avec le domaine de calcul. On dit alors qu’une couche
est parfaitement adaptée lorsqu’une onde incidente est parfaitement transmisse du domaine de
calcul à la couche, c’est à dire lorsque le coefficient de réflexion à l’interface entre la PML et le
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domaine de calcul est nul :
RPML{Domaine “|

Uref

Uinc
|“ 0 (2.30)

Dans les PML, les équations de propagation valides dans le domaine de calcul sont modi-
fiées dans le but d’atténuer les ondes sortantes. Dans les développements de J-P Bérenger
portant sur le cas cartésien, le problème à résoudre est obtenu en décomposant les incon-
nues initiales comme la somme de contributions dans chaque direction de l’espace . Dans les
couches PML, on rajoute des termes de dissipation définis à partir des fonctions d’absorption
σxpxq, σypyq, σzpzq assimilables à des conductivités [8, 9] . En utilisant les solutions en ondes
planes, on établit que la condition de nullité du coefficient de reflexion se traduit sur les fonc-
tions d’absorption σ (σx, σy, σz) par :

ż δ

0

σpsqds “ `8 (2.31)

avec δ l’épaisseur de la couche dans la direction considérée. On dira qu’une couche est parfaite-
ment absorbante lorsque l’onde qui a été transmisse à la couche PML devient nulle en atteignant
sa frontière extérieure. Ceci est garanti lorsque la fonction σ est singulière sur cette frontière.
L’utilisation de couches PML autre que cartésiennes dans le domaine temporel, a été rendu
possible grâce aux développement des couches PML convexes [60, 110]. La mise en place du
système d’équations modifié à résoudre suit un principe légèrement différent de celui proposé
par J-P Bérenger. Dans ce cas, les équations de Maxwell, avec des termes de dissipation pour
la zone PML sont d’abord transposées au régime frequentiel. Dans ce régime, le passage des
équations valides dans le domaine de calcul à celles valides dans les couches PML peut s’inter-
préter comme un changement de métrique de l’espace [109]. Après un passage en coordonnées
curviligne des équations en domaine fréquentiel, et grâce à une transformée de Fourrier inverse,
on établit le nouveau système à résoudre dans le domaine temporel. Celui-ci contient des équa-
tions et des variables supplémentaires qui sont introduites pour s’assurer de l’équivalence entre
les équations en domaine fréquentiel et les équations en domaine temporel [74, 75].

2.4.3 Optimisation des couches PML

Dans la pratique, il est difficile d’implémenter des couches PML permettant d’avoir une
absorption parfaite de l’onde sans aucune réflexion. L’efficacité d’une couche PML va alors
dépendre de sa capacité à pouvoir absorber efficacement l’onde tout en minimisant la réflexion
à l’interface PML/Domaine. Pour optimiser une couche PML, il faut jouer sur les grandeurs
que sont , la fonction d’absorption σ, son épaisseur δ, et sa discrétisation spatiale, dans le but
de minimiser l’erreur par rapport à une solution de référence évaluée sur un domaine très grand
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non tronqué. Généralement, l’optimisation de PML est réalisée pour chaque cas de simulation,
ce qui peut rendre fastidieux le travail de modélisation. L’objectif du travail réalisé a été de
déterminer les paramètres optimum de PML à utiliser pour l’ensemble de nos simulations. Pour
cela, l’efficacité des PML construites avec des fonctions d’absorption polynomiales et hyperbo-
liques ont été comparées et leurs paramètres ont été optimisés pour des problèmes de diffraction
rencontrés en CEM. Ces travaux ont mis en évidence l’existence d’un paramètre indépendant
du problème traité et commun aux fonctions d’absorption hyperboliques couramment utilisées
dans les PML. Il a été prouvé dans ces travaux que l’une des deux fonctions d’absorption sui-
vante peut être utilisée pour l’ensemble de nos simulations portant sur le calcul de l’efficacité
de blindage : σhpdq “

c0

δ´ d
, σshpdq “

c0

δ´ d
´
c0

δ
, avec c0 la vitesse de propagation et δ

l’épaisseur de la PML. Ces travaux sont présentés dans l’article ci-après An optimum PML
for scattering problems in the time domain publié dans le journal European Physical Journal
Applied Physics [RI.22].
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Abstract. In electromagnetic compatibility, scattering problems are defined in an infinite spatial domain,
while numerical techniques such as finite element methods require a computational domain that is bounded.
The perfectly matched layer (PML) is widely used to simulate the truncation of the computational domain.
However, its performance depends critically on an absorption function. This function is generally tuned
by using case-dependent optimization procedures. In this paper, we will present some efficient functions
that overcome any tuning. They will be compared using a realistic scattering benchmark solved with the
Discontinuous Galerkin method.

1 Introduction

With the increasing use of electrical, electronic and elec-
tromagnetic systems, the study of their undesirable in-
teractions and side effects is an important aspect to be
considered by the design engineer. In this context, nu-
merical methods are intensively used to solve problems of
electromagnetic compatibility (EMC).

Many EMC problems dealing with radiated pertur-
bations are defined on large or infinite spatial domains.
When finite element-type numerical methods are used,
a major challenge is then to truncate the computational
domain without altering too much the accuracy of the
solution.

Different techniques have been developed to handle
the truncation of the computational domain. The
perfectly matched layer (PML) technique, introduced by
Bérenger [1], is one of them and is widely used in both
frequency and time domains. The idea is to surround the
truncated computational domain with a specific layer. In-
side it, the physical medium is adapted in such a way
that outgoing waves are progressively damped and leave
the domain without reflection. To achieve this, the dif-
ferential equations of the problem are transformed and an
absorption function σ(d) governing the damping is
introduced.

� Contribution to the Topical Issue “Numelec 2012”, Edited
by Adel Razek.

a e-mail: a.modave@ulg.ac.be

This paper deals with the choice of the function σ(d)
that is still tricky when numerical methods are used. We
present functions that provide good results without any
tuning, unlike the commonly used absorption functions
that require case-dependent optimization procedures.

A set of PML equations and a nodal Discontinuous
Galerkin (DG) method are introduced in Section 2 for a
two-dimensional scattering problem in the time domain.
Functional forms of σ are presented and compared with
case-dependent-optimized polynomial profiles in Section 3.
Two examples of scattering applications are finally pre-
sented in Section 4.

2 Mathematical and numerical framework

2.1 Scattering problem in unbounded domain

We consider the two-dimensional scattering of waves by
an obstacle in an unbounded domain. The transverse mag-
netic case is treated, where the electric field has only one
component in the z-direction, i.e., e = [0, 0, ez], while
the magnetic field is perpendicular to the z-direction, i.e.,
h = [hx, hy, 0].

In order to perform the numerical simulations with a
bounded computational domain, the unbounded domain
is truncated, and the resulting domain Ω is surrounded
by a PML Ωpml. The domain Ω is assumed to be convex.
Its boundary Γ must be sufficiently regular. The PML
thickness δ is constant.
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The non-zero components of the fields e and h are
governed by Maxwell’s equations in Ω. An incident field
is prescribed using a total/scattered field approach with
transition at Γ (see, e.g., [2], Sect. 5.6). The scattered
field formulation is then used in Ωpml while a total field
formulation is considered in Ω.

2.2 A general PML for convex truncated domain

In the PML Ωpml, the scattered fields are governed by the
modified equations

ε
∂e

∂t
−∇× h = −ε (σ − σκ) q − εσκe, (1)

μ
∂h

∂t
+∇× e = −μ (σ − σκ) t(t · h)− μσκh. (2)

The additional vector field q introduced in equation (1)
has only one component along ez, i.e., q = [0, 0, qz], and
is governed by

ε
∂q

∂t
−∇n × h = −εσq, (3)

with ∇n = [n(n · ∇)]. In these equations, σ(d) is the
absorption function, assumed to be positive in Ωpml, and

σκ(x) =
1

κ−1 + d

d∫

0

σ(r)dr, (4)

where d(x) = dist(x, Γ ) is the distance to Γ and κ(x) is
the curvature of Γ at the point closest to x. The unit vec-
tor fields n(x) and t(x) give the normal and the tangent
directions to Γ , at the same point. The vector field n then
gives the stretching direction of the PML.

These equations are built using a procedure similar
to the one described by Collino and Monk [3]. Maxwell’s
equations are firstly written in the frequency domain with
curvilinear coordinates. A complex substitution of d is
then made (see [3], Sect. 3). Finally, the time-dependent
equations (1) and (2) are obtained using an inverse
Fourier transform in space and defining the additional
equation (3). These equations are equivalent to those given
in [3] for the transverse electric mode and a circular trun-
cation boundary.

If σ(d) is singular at the outer boundary of the PML,
i.e., at d = δ, the solution must satisfy a homogeneous
Dirichlet condition on one of the fields for the problem to
be well posed. Alternatively, a Neumann condition or even
a radiation condition could be implemented to improve
the efficiency of the layer. In this paper, a homogeneous
Dirichlet condition on h is always prescribed.

2.3 Numerical solution

The equations above are solved using the nodal DG finite
element method as described below.

The domain Ω and the PML Ωpml are decomposed into
triangular elements. Over each element Ωe, each non-zero
Cartesian component of each field is approached by a sum
of Lagrange basis functions, i.e.,

u(t,x) ≈ unum
e (t,x) =

∑

n

unum
e,n (t)φe,n(x), ∀x ∈ Ωe,

where u is the considered component, unum
e is its discrete

approximation in the element Ωe, unum
e,n is the value of

unum
e at the node n and φe,i is the corresponding Lagrange

function that is equal to one at the node n and equal to
zero at the others. The global numerical solution is then
discontinuous at the cell interfaces [4–6].

The numerical scheme is obtained by considering a
weak form of the equations. Multiplying the equa-
tions (1)–(3) by test functions ẽ, h̃ and q̃, integrating the
resulting equations over each cell Ωe and using integration
by part, one obtains

∫

Ωe

[
ε
∂e

∂t
· ẽ− h · (∇× ẽ)− Se · ẽ

]
dΩe

−
∫

Γe

[ne × h]
num · ẽ dΓe = 0, (5)

∫

Ωe

[
μ
∂h

∂t
· h̃+ e · (∇× h̃)− Sh · h̃

]
dΩe

+

∫

Γe

[ne × e]
num · h̃ dΓe = 0, (6)

∫

Ωe

[
∂q

∂t
· q̃ − h · (∇n × q̃)− Sq · q̃

]
dΩe

+

∫

Ωe

[
1

κ−1 + d
(n× h) · q̃

]
dΩe

+

∫

Γe

[(ne · n)(n× h)]
num · q̃ dΓe = 0, (7)

where Se, Sh and Sq are the right-hand sides of the
equations (1)–(3), Γe is the boundary of the cell Ωe and
ne is the exterior normal to Γe. The fields are discontinu-
ous at the interfaces between adjacent cells. The values at
the two sides of a given interface are both considered to
compute the boundary terms. For equations (5) and (6),
the two following options are used:

1. A centered discretization, i.e.,

[ne × h]
num

=
ne × {Zh}

{Z} ,

[ne × e]
num

=
ne × {Y e}

{Y } .

2. An upwind discretization, i.e.,

[ne × h]
num

=
ne × {Zh}

{Z} − 1

{Z}ne × (ne × [[e]]),

[ne × e]
num

=
ne × {Y e}

{Y } +
1

{Y }ne × (ne × [[h]]),
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while a Lax-Friedrichs discretization is considered for the
last equation (7), i.e.,

[(ne · n)(n× h)]
num

= (ne · n)
n× {Zh}

{Z} − c[[q]],

where c, Y and Z are the phase velocity, the admittance
and the impedance of the medium. {u} = (u++u−)/2 and
[[h]] = (u+−u−)/2 are the mean and the jump of the quan-
tity u at the interface. The superscript “−”
corresponds to the interior value, while “+” is for the
exterior value [6].

The spatial integration scheme is obtained by injecting
the discrete fields in the equations and using a numerical
integration. The time stepping is made with the Crank-
Nicholson method.

3 Absorption functions

The success of the PML technique is mainly due to the
perfectly matching property at the interface between the
PML medium and the physical domain in the continuous
context. It ensures the perfect transmission of waves from
one medium to the other without reflection. Moreover, for
a PML with a finite thickness δ, reflections are avoided if
σ is singular at the outer boundary of the PML (see [7]
or [8]). However, this condition does not apply to discrete
contexts (e.g., after discretization by finite elements) and
the perfect matching is not ensured.

When numerical methods are used, the properties of
the PML depend critically on σ, on the thickness δ and on
the discretization. The continuous properties of the PML
can be nearly recovered by taking a large thickness δ or
by using a very accurate discretization with a fine mesh or
high-order elements. This approach is however not feasible
because it induces a substantial increase of the computa-
tional cost.

The function σ(d) is the most crucial parameter. In-
deed, the performance of the PML decreases dramatically
when the damping of the solution induced by large val-
ues of σ cannot be captured by the discretization grid [9].
Therefore, σ must be chosen in such a way as to introduce
enough damping of outgoing waves without inducing a
too sharp decrease of the fields in the PML. Polynomial
profiles of σ allow such a progressive damping:

σp(d) = α

(
d

δ

)n

, (8)

with n > 0 and where α is the value of the absorption func-
tion at the outer side of the layer. This profile is widely
used (see, e.g., [7,8,10,11]). However, no general rule ex-
ists to choose the parameters α and n. Therefore, they are
usually tuned using expensive and case-dependent opti-
mization procedures. As an alternative, hyperbolic profiles
have been proposed by Bermúdez et al. [7]:

σh(d) =
α

(δ − d)n
, (9)

σsh(d) =
α

(δ − d)n
− α

δn
, (10)

with again two free dimensionless parameters: α and n.
Fortunately, these two profiles do not require any tuning
with n = 1. Bermúdez et al. [7] show in a continuous fi-
nite element context with a straight Cartesian PML and
time-harmonic equations that the solution is indeed close
to the optimum when α is equal to the propagation veloc-
ity of the medium. We extended this result to the finite
difference and the DG contexts with the time-dependent
equations in [9,12].

4 Numerical simulations

We show in this section that the results of the previous
works [7,9,12] are still valid for more realistic scattering
benchmarks.

4.1 Scattering by a cavity with an aperture

Consider the scattering by the perfectly conducting cav-
ity studied by Ojeda and Pichon [13] in the time-harmonic
context. This cavity is rectangular (600 mm × 400 mm) of

Fig. 1. Geometry and mesh of the first benchmark.
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(a) order 1 and centered fluxes
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(b) order 1 and upwind fluxes
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Fig. 2. Relative mean error as a function of α with the differ-
ent absorption functions for the first benchmark. Elements of
order 1 are used with centered (a) or upwind numerical
fluxes (b). Vertical lines indicate α = c0.

thickness 20 mm with an aperture of 160 mm in the mid-
dle of the left side (Fig. 1). The truncated computational
domain is rectangular with rounded corners, surrounded
by a PML of thickness δ = 0.2 m. A Gaussian pulse is
prescribed with the incident field, i.e.,

ei = Ei

√
μ0

ε0
exp

[
−

(
(x− x0)− c0t

�

)2
]
ẑ, (11)

with x0 = −1200 mm, � = 50 mm, c0 = 1/
√
μ0ε0 and

Ei = 0.5
√

μ0/ε0. It describes a pulse coming from the

(a) order 2 and centered fluxes
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(b) order 2 and upwind fluxes
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Fig. 3. Relative mean error as a function of α with the differ-
ent absorption functions for the first benchmark. Elements of
order 2 are used with centered (a) or upwind numerical
fluxes (b). Vertical lines indicate α = c0.

left side of the domain and propagating to the right. The
final time of the simulation is T = 250Δt, with the time
step Δt = 510−11 s.

The efficiency of the PML is quantified by computing
the relative mean error of the simulation, i.e.,

T∫
0

∫
Ω

(
ε0
2 ‖e− eref‖2 + μ0

2 ‖h− href‖2
)
dΩdt

T∫
0

∫
Ω

(
ε0
2 ‖eref‖2 + μ0

2 ‖href‖2
)
dΩdt

, (12)
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where eref and href are reference fields computed with a
larger computational domain. Figures 2 and 3 show this
relative mean error as a function of α for different absorp-
tion functions: parabolic σ2, cubic σ3, hyperbolic σh (with
n = 1) and shifted-hyperbolic σsh (with n = 1).

riA riA AirPML PMLAirPML PMLShieldShield

Fig. 4. Geometry and mesh of the second benchmark.
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(b) upwind fluxes
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Fig. 5. Relative mean error as a function of α with the differ-
ent absorption functions for the second benchmark. Elements
of order 1 are used with centered (a) or upwind numerical
fluxes (b). Vertical lines indicate α = c0.

For each case, the different absorption functions con-
sidered in this numerical experiment give equivalent re-
sults when they are optimized, i.e., at the minimum of
the curves of Figures 2 and 3, except the hyperbolic func-
tion σh that does not perform so well at order 1 with
upwind numerical fluxes.

The smallest error with σh and σsh is always obtained
with a value of α close to the propagation velocity c0.

4.2 Scattering by an electromagnetic shield

As a second application, consider the scattering of a plane
wave by the wall represented in Figure 4. The wall is made
of a non-conducting medium and is filled with circular
conducting inclusions stored in squared form. The thick-
ness of the wall is 1 mm and the surfacic inclusion rate is
τ = 20%. The permittivity is 5ε0 in the non-conducting
medium and ε0 in the inclusions. The permeability is μ0

throughout the wall. The conductivity of the inclusions is
103 S/m.

In this problem, we are not interested in the electro-
magnetic field in the air. Therefore, two PMLs are direc-
tly put against the walls. In this simulation, the incident
field (11) is prescribed at the interface between the left
PML and the wall using a total/scattered field transition,

with x0 = −5 mm, � = 1 mm and Ei = 0.01
√

μ0/ε0.
Reflected waves are damped in the left PML, while the
right PML absorbs transmitted waves.

The relative mean error (12), where the integration is
carried out over the shield and the air layers, is plotted
in Figure 5. The duration of the simulation and the time
step are T = 3000Δt and Δt = 410−14 s, respectively.

The curves confirm the conclusions obtained with the
previous benchmark. The optimum α is close to c0 for
hyperbolic functions just like for the first test case. While
an optimum value can also be identified for polynomial
profiles, this value differs significantly from the optimum
value found for the cavity problem. It differs also from the
optimum values identified in previous works.

5 Conclusion

A set of PML equations have been presented for two-
dimensional scattering EMC problem in the time domain,
to simulate a two-dimensional convex truncation bound-
ary. The computational domain could then be reduced to
decrease the computational cost.

Concerning the absorption function σ(d), the
results of this paper are coherent with those of previous
works [7,9,12]: hyperbolic and shifted-hyperbolic func-
tions (9) and (10) can be used with α = c and
n = 1. They are efficient, without any case-dependent
costly tuning. By contrast, while polynomial profiles per-
form equally well, the optimum values of the correspond-
ing coefficients are strongly case dependent and cannot be
set on physical grounds only. The hyperbolic and shifted-
hyperbolic profiles are therefore potentially much better
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suited to large-scale industrial EMC problems, e.g., three-
dimensional simulations of the shielding effectiveness of
complex structures.
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(IAP P6/21 and P7), Belgian French Community
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2.5 Schéma numérique pour l’évolution temporelle

La discrétisation temporelle d’une équation s’opère sur un intervalle fini r0, T s. Elle s’ap-
puie sur une suite croissante deN points équi-répartis ptnq0ďnďN, telle que 0 “ t0 ă t1 ă .... ă
tN´1 ă tN “ T . A partir de cette suite, on définit le pas de temps par δt “ tn`1 ´ tn et une
solution discrete par Un “ Uptnq “ Upnδtq. La discrétisation temporelle consiste à approcher

l’opérateur de dérivation par une formule de dérivée à droite :
BU

Bt
“
Un`1 ´Un

δt
.

Le système d’équations issu de la discrétisation spatiale des équations de Maxwell peut se
mettre sous la forme d’un système d’équations différentielles ordinaires :

BU

Bt
“ FpU, tq (2.32)

avecU “

˜

E
H

¸

et FpU, tq “

˜

FEpHq
FHpEq

¸

dans le cas d’un flux centré et FpU, tq “

˜

FEpE,Hq
FHpE,Hq

¸

dans le cas d’un flux décentré upwind. Dans mes travaux, pour résoudre ce système d’équations
ordinaires, j’ai principalement travaillé avec les méthodes de Runge-Kutta. Dans les sections
suivantes, je propose une brève présentation des méthodes Runge-Kutta implicites et explicites,
et un résumé de ma contribution à la réduction du temps de simulation grâce à l’hybridation
d’une approche Runge-Kutta explicite.

2.5.1 Les méthodes de Runge-Kutta implicites et explicites

La méthode de Runge-Kutta sert à calculer itérativement la solution discrèteUn`1 à partir de
la connaissance de la solution Un en utilisant un ensemble de points intermédiaires définis sur
l’intervalle rtn, tn`1s. Les schémas numériques associés à cette approche peuvent être explicites
ou implicites.

— Dans les cas explicites, la stabilité et la convergence des schémas numériques dépendent
de la condition (Courant - Friedrichs - Levy) imposé sur le pas de temps. On rappelle
que cette condition contraint le pas de temps δt afin de garantir la convergence. Celui-ci
doit satisfaire à l’inégalité suivante :

max
ΩePI

´ c

h

¯

δt ď A (2.33)

où h désigne le rayon de courbure des éléments du maillage, A une constante et c la
vitesse de propagation de l’onde.

— Dans les cas implicites, les schémas numériques sont inconditionnellement stables sans
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aucune restriction sur le pas de temps, mais nécessitent la résolution de systèmes li-
néaires ce qui est un inconvénient en terme de temps de calcul à cause des opérations
d’inversions matricielles.

Une approche de Runge-Kutta à s étapes intermédiaires repose sur la connaissance des coeffi-
cients d’une matrice A P Msˆs et de deux vecteurs b et c de Rs. Ceux-ci sont généralement
présentés sous la forme d’un tableau appelé tableau du Butcher.

c A

bT

TABLE 2.1 – Tableau de butcher

1. Runge-Kutta explicite
L’algorithme explicite consiste à calculerUn`1 à partir deUn en effectuant les opération
suivantes :

(a) Solutions intermédiaires :

Uk “ Un ` δt
k´1
ÿ

j“1

AkjKj avec 1 ď k ď s

Kk “ F
`

Uk, tn ` ckδt
˘

(b) Solution à tn`1 :

Un`1 “ Un ` δt
s
ÿ

k“1

bkKk

Les schémas Runge-Kutta explicites couramment rencontrés sont ceux à 1, 2, 3, 4 étapes
intermédiaires dont la matrice A et les vecteurs b et c sont respectivement donnés par :
— s “ 1 (Euler explicite) : A “ p0q, b “ p0q et c “ p1q

— s “ 2 : A “

˜

0 0

1 0

¸

, b “

˜

1{2

1{2

¸

et c “

˜

0

1

¸

— s “ 3 : A “

¨

˚

˝

0 0 0

1{2 0 0

´1 2 0

˛

‹

‚

, b “

¨

˚

˝

1{6

2{3

1{6

˛

‹

‚

et c “

¨

˚

˝

0

1{2

1

˛

‹

‚

— s “ 4 : A “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0

1{2 0 0 0

0 1{2 0 0

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, b “

¨

˚

˚

˚

˝

1{6

1{3

1{3

1{6

˛

‹

‹

‹

‚

et c “

¨

˚

˚

˚

˝

0

1{2

1{2

1

˛

‹

‹

‹

‚

2. Runge-Kutta implicte
L’Algorithme implicite à s étapes est quasiment identique à celui du cas explicite :

(a) Solutions intermédiaires :
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Uk “ Un ` δt
k
ÿ

j“1

AkjKj avec 1 ď k ď s

Kk “ F
`

Uk, tn ` ckδt
˘

(b) Solution à tn`1 :

Un`1 “ Un ` δt
s
ÿ

k“1

bkKk

La différence se trouve dans le calcul des solutions intermédiaires Uk. Puisque la gran-
deur Kk depend de Uk, il est alors nécessaire de résoudre un système matriciel à chaque
étapes intermédiaires. Les schémas Runge-Kutta implicites couramment rencontrés sont
ceux à 1, 2 étapes intermédiaires dont la matrice A et les vecteurs b et c sont donnés
par :
— s “ 1 étape intermédiaire (Euler implicite) : A “ p1q, b “ p1q et c “ p1q

— s “ 2 étapes intermédiaires : A “

˜

1´ 1{
?
2 0

1{
?
2 1´ 1{

?
2

¸

, b “

˜

1{
?
2

1´ 1{
?
2

¸

et

c “

˜

1´ 1{
?
2

1

¸

En pratique, pour de grands systèmes, les schémas explicites sont préférés aux schémas im-
plicites car ne nécessitent pas la résolution de problèmes matriciels aux étapes intermédiaires.
Malheureusement la convergence de ces approches explicites est liée au pas de temps donné par
la condition CFL. Généralement celui utilisé est calculé sur le plus petit élément du maillage,
ce qui conduit à des coûts de calcul très importants notamment lorsque le système modélisé
contient de petits détails nécessitant des maillages fins.

2.5.2 Runge-Kutta explicite avec pas de temps local

Dans de nombreuses applications, il est nécessaire de raffiner localement le maillage pour
pouvoir capter certain phénomènes. Dans ces cas, l’utilisation du pas de temps calculé sur le
plus petit élément du maillage conduit à des coûts de calcul très importants. Afin de réduire
ces coûts, il faut pouvoir utiliser un pas de temps supérieur que celui calculé par le plus petit
élément.
Des approches dites à pas de temps local font parties des techniques développées pour modifier
localement le pas de temps dans un schéma numérique [35, 59]. Dans nos travaux nous nous
sommes intéressés à une approche dite "multirate" Runge-Kutta explicite qui a été initialement
mise en place pour résoudre les équations de la dynamique des fluides discrétisées par une ap-
proche de Galerkin discontinue [96, 99]. Notre travail a consisté à transposer cette approche à la
résolution des équations de Maxwell pour le calcul des champs électromagnétiques rayonnés.
L’approche "multirate" Runge-Kutta repose sur le choix d’une méthode Runge-Kutta de base,
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et sur le tri des éléments du maillage en fonction de leur taille avec constitution de plusieurs
groupes d’éléments. Pour chaque groupe, la méthode Runge-Kutta explicite de base est stable
pour le pas de temps calculé sur son plus petit élément. D’une manière générale, cette méthode
consiste à résoudre le problème algébrique issu de la discrétisation spatiale des équations, sur
différents groupes d’éléments, en utilisant des pas de temps différents, et en s’assurant que
les échanges d’informations entre les différents groupes se fassent aux mêmes moments. Pour
mettre cela en place, il faut modifier pour chaque groupe les étapes intermédiaires de l’approche
Runge-Kutta explicite de base, et introduire des zones dite tampon qui serviront à l’échange
d’informations entre les groupes. Dans l’article ci-après Multirate Technique for Explicit
Discontinuous Galerkin Computations of Time-Domain Maxwell Equations on Complex
Geometries publié dans IEEE Transactions On Magnetics nous présentons une approche "Mul-
tirate" basée sur la méthode Runge-Kutta explicite à deux étapes intermédiaires [RI.12]. Dans
cet article, on montre notamment que pour des simulations sur des géométries complexes, on
peut réduire considérablement le temps de calcul par rapport à l’approche Runge-Kutta de base
utilisant le pas de temps calculé sur le plus petit élément du maillage.
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Multirate Technique for Explicit Discontinuous Galerkin
Computations of Time-Domain Maxwell Equations

on Complex Geometries
A. Kameni,1 B. Seny,2 and L. Pichon1

1Group of Electrical Engineering-Paris, CentraleSupelec, Université Paris Sud, Université Pierre et Marie Curie,
Gif-sur-Yvette 91192, France

2Institute of Mechanics, Materials and Civil Engineering, Université Catholique de Louvain,
Louvain-la-Neuve B-1348, Belgium

This paper presents a multirate technique to improve and optimize the time step of a second-order two-stage explicit Runge–Kutta
(ERK) scheme. In this technique, the mesh elements are stored in different groups according to their stable time steps. These groups
are sorted into two classes: 1) the bulk groups, where the two-stage ERK method is applied once or repeatedly; 2) the buffer groups
that are used to accommodate the transition between two bulk groups. This technique is proposed for accelerating the explicit
discontinuous Galerkin computations of the time-domain Maxwell equations. An application example on a human skull is proposed
to show the efficiency of this technique and to simulate wave propagation on complex geometries.

Index Terms— Discontinuous Galerkin method, explicit Runge–Kutta (ERK) schemes, Maxwell equations, multirate
technique.

I. INTRODUCTION

EXPLICIT methods, such as the explicit Runge–Kutta
(ERK) schemes, are commonly used to perform the

electromagnetic modeling of complex systems. The maxi-
mum allowable time step to ensure stability and convergence
depends on the Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) condition.
The time step must be proportional to the element size
and inversely proportional to the maximum eigenvalue of
the Jacobian of the system. Unstructured meshes are often
required to capture a wide spectrum of physical scales. Local
mesh refinements may be responsible for the significant gaps
between the smallest and average element sizes. In such
cases, the efficiency of the traditional single-rate explicit time-
stepping methods may be drastically low with respect to the
problem size.

The discontinuous Galerkin methods are well suited to
be used in combination with a local time-stepping strategy
to reduce the expensive computations by adapting the time
step under local stability conditions [1], [2]. The multirate
methods are a subset of the local time-stepping schemes
family. They allow the use of different time steps that are
integer ratios of each other to solve a discrete system [3]. This
technique has been used with a multistep Adams–Bashforth
scheme to improve the discontinuous Galerkin computa-
tions of the Maxwell equations when the mesh is sorted
in two groups [4]. The first group is constituted by fine
elements, where the Adams–Bashforth scheme is applied
repeatedly, and the second group is constituted by coarse
elements, where the Adams–Bashforth scheme is applied once.

Manuscript received July 5, 2015; revised September 4, 2015; accepted
September 9, 2015. Date of publication September 22, 2015; date of cur-
rent version February 17, 2016. Corresponding author: A. Kameni (e-mail:
abelin.kameni@lgep.supelec.fr).

Color versions of one or more of the figures in this paper are available
online at http://ieeexplore.ieee.org.

Digital Object Identifier 10.1109/TMAG.2015.2480537

The development and the implementation of the ERK multirate
schemes have been recently proposed to accelerate geophysical
flow computations when the mesh is sorted in few groups [5].
An extension of these strategies to the parallel framework has
also been proposed in [6].

In this paper, a multirate technique based on a second-order
accurate two-stage ERK method (Heun’s method) is presented
and applied on the Maxwell equations. This approach consists
of gathering the mesh elements in different groups that satisfy
the CFL condition for a certain range of time steps. These
groups are sorted into two classes: 1) the bulk groups, where
a two-stage ERK method is applied once or repeatedly;
2) the buffer groups that are used to accommodate the transi-
tion between two bulk groups, where a two-stage ERK scheme
is adapted to coincide with the ERK schemes used in the bulk
groups. The use of these buffer groups allows an increase in
the reduction in the computational cost. The efficiency of this
approach is shown through the computations of an electric
field on a human skull.

II. MAXWELL EQUATIONS AND DISCRETE SYSTEM

Let E , H , and J be the electric field, the magnetic field,
and the current density, respectively. They satisfy the
Maxwell equations given by

{
ε∂t E − ∇ × H = −J

μ∂t H + ∇ × E = 0
(1)

where ε and μ are the permittivity and the permeability of the
medium, respectively. In a conductive medium, J = σ E , with
σ being the conductivity.

The discontinuous Galerkin methods are introduced for
solving the conservative form of partial differential equations.
This method consists of discretizing the variational formula-

0018-9464 © 2015 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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TABLE I

(LEFT) BUTCHER TABLEAU OF RK22. (CENTER) BUTCHER TABLEAU OF

RK224a ISSUED FROM APPLYING TWICE RK22. (RIGHT) BUTCHER

TABLEAU OF THE EXTENDED METHOD RK224b

tion of (2) on each mesh element T of the domain � = ∪T
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫

T
ε∂t Eφ −

∫

T
H × ∇φ −

∫

∂T
(n × H )φ = −

∫

T
σ Eφ

∫

T
μ∂t Hψ +

∫

T
E × ∇ψ +

∫

∂T
(n × E)ψ = 0

(2)

where φ and ψ are the test functions.
In each T , a finite-element method is applied, and the

mapping technique is used to facilitate the use of high-order
mesh elements. The interface terms are replaced by numerical
flux expressions as in a finite-volume method. Different for-
mulations of the flux expressions exist [7]. Expression (3),
shown below, resulting in different numerical schemes, is
implemented. For α = 0, the centered fluxes are obtained, and
the numerical schemes are dispersive. For α = 1, the upwind
fluxes are obtained, and the numerical schemes are dissipative

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(n × H )num = n ×
{√

μ
ε H

}

{√
μ
ε

} − α

⎛
⎜⎝n × (n × [E]){√

μ
ε

}

⎞
⎟⎠

(n × E)num = n ×
{√

ε
μ E

}

{√
ε
μ

} + α

⎛
⎜⎝n × (n × [H ]){√

ε
μ

}

⎞
⎟⎠

(3)

where [u] = (u+ − u−/2) and {u} = (u+ + u−/2), with
u = (E, H ). The superscript “−” denotes the values for the
fields in the current element, while the superscript “+” is for
the adjacent element.

The spatial discretization of Maxwell’s equations leads to
an ordinary differential equation on each mesh element T that
can be presented as a Cauchy problem

⎧
⎨
⎩

dui

dt
= f (ui (t), t)

ui (0) = u0
i .

(4)

The explicit Runge–Kutta methods are set to integrate the
solution in time.

III. MULTIRATE STRATEGY

A. Multirate Time Integration

In this paper, the multirate time integration is based on
Heun’s method, which is a second-order accurate two-stage
ERK method, that we note RK22, whose Butcher tableau is
given on the left side of Table I. It allows the computation of

Fig. 1. Example group partitioning for multirate. (Left) Initial bulk groups P
with time step 2	tm and R with time step 	tm . (Right) Buffer group G with
time step 2	tm is inserted between the two bulk groups.

the next step solution un+1 from the previous one un

(s1) : u(1) = un and K 1 = f (u(1), tn)

(s2) : u(2) = un +	t K 1 and K 2 = f (u(2), tn +	t)

un+1 = un + 1

2
	t (K 1 + K 2). (5)

The aim of the multirate time integration is to compute the
discrete solution in groups whose stable time steps are differ-
ent. Let us consider a mesh example shown on the left side of
Fig. 1. It has two bulk groups of stable time steps: 1) 	tm and
2) 2	tm , noted R and P . With a traditional single-rate method,
the time step 	tm is used for all the mesh elements. Our goal
is to run the elements of group R with the time step 	tm
and those of P with 2	tm to reduce the computational cost.
The idea is to apply RK22 on P once, and successively
on R twice.

The use of RK22 in group R with the time step 	tm has an
influence on the integration scheme in group P . This influence
is limited at the two connected neighboring elements, because
the base method has two stages. If RK22 with 2	tm is used on
these elements, the conservation of the fluxes at the interfaces
is not satisfied. That is why a buffer region is introduced
between the groups of different stable time steps, as shown
on the right side of Fig. 1, where a buffer group, noted G, is
inserted between the bulk groups P and R.

Let us denote u0 as the solution to an element of R; u1
the solution on an element of G and, neighbor of R; u2 the
solution to an element of G and neighbor of P; and u3 the
solution to an element of P .

Applying RK22 with the time step �tm leads to un+(1/2)
0

(s1) : u(1)0 = un
0; K 1

0 = f
(
u(1)0 , tn)

(s2) : u(2)0 = un
0 + 1

2
	t K 1

0 ; K 2
0 = f

(
u(2)0 , tn + 1

2
	t

)

u
n+ 1

2
0 = un

0 + 1

4
	t

(
K 1

0 + K 2
0

)
. (6)

Applying again RK22 allows the computation of un+1
0

(s3) : u(3)0 = u
n+ 1

2
0 ; K 3

0 = f
(

u(3)0 , tn+ 1
2

)

(s4) : u(4)0 = u
n+ 1

2
0 + 1

2
	t K 3

0 ; K 4
0 = f

(
u(4)0 , tn+ 1

2 + 1

2
	t

)

un+1
0 = un

0 +	t

(
1

4
K 1

0 + 1

4
K 2

0 + 1

4
K 3

0 + 1

4
K 4

0

)
. (7)
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These four steps constitute a four-stage ERK method, noted
RK224a , which is stable for the time step 	t , whose Butcher
tableau is given in Table I (center).

Since RK224a has four stages, the base method RK22 is
extended to a four-stage method, noted RK224b, which is
stable for the time step 	t , whose Butcher tableau is given
on the right side of Table I. For the elements of P whose
integration schemes are not influenced by the use of RK224a ,
the solution un+1

3 is computed by RK224b in four stages

(s1) : u(1)3 = un
3; K 1

3 = f
(
u(1)3 , tn)

(s2) : u(2)3 = un
3 +	t K 1

3 ; K 2
3 = f

(
u(2)3 , tn +	t

)

(s3) : u(3)3 = u(1)3 ; K 3
3 = K 1

3

(s4) : u(4)3 = u(2)3 ; K 4
3 = K 2

3

un+1
3 = un

3 +	t

(
1

4
K 1

3 + 1

4
K 2

3 + 1

4
K 3

3 + 1

4
K 4

3

)
. (8)

The solutions in the buffer group G are obtained using
the coefficients of the Butcher tableau [see the right side of
Table I].

The solution un+1
1 is obtained by

(s1) : u(1)1 = un
1; K 1

1 = f
(
u(1)1 , tn)

(s2) : u(2)1 = un
1 +	t K 1

1 ; K 2
1 = f

(
u(2)1 , tn +	t

)

(s3) : u(3)1 = u(1)1 ; K 3
1 �= K 1

1

(s4) : u(4)1 = u(3)1 +	t K 3
1 ; K 4

1 = f
(
u(4)1 , tn +	t

)

un+1
1 = un

1 +	t

(
1

4
K 1

1 + 1

4
K 2

1 + 1

4
K 3

1 + 1

4
K 4

1

)
. (9)

Note that K 3
1 �= K 1

1 , because it depends on the interface
term with an element of group R, whose stage (s3) in (7)
is computed at tn+(1/2).

The solution un+1
2 is obtained by

(s1) : u(1)2 = un
2; K 1

2 = f
(
u(1)2 , tn)

(s2) : u(2)2 = un
2 +	t K 1

2 ; K 2
2 = f

(
u(2)2 , tn +	t

)

(s3) : u(3)2 = u(1)2 ; K 3
2 = K 1

2

(s4) : u(4)2 = u(2)2 ; K 4
2 �= K 2

2

un+1
2 = un

2 +	t

(
1

4
K 1

2 + 1

4
K 2

2 + 1

4
K 3

2 + 1

4
K 4

2

)
. (10)

In this case, K 4
2 �= K 2

2 , because it depends on the interface
term with an element of group G, whose stage (s4) in (9) has
been influenced by stage (s3) in (7) computed at tn+(1/2).

RK224a and RK224b have the same number of stages
and the same weighting coefficients, as shown in Table I.
This allows preservation of flux conservation at the interfaces
between these two groups. The resulting multirate scheme is a
second-order accurate method that is, stable for the time step
	t = 2	tm .

B. Construction of the Multirate Groups

Let us consider a mesh of the domain defined by the
tessellation � = ∪T . In this paper, the multirate groups
are built for having their stable time steps of ratio κ = 2.
Let us denote δtm and δtM as the time steps according to
the CFL of the smallest and biggest elements, respectively.

Fig. 2. Example of the sorting of mesh elements into different groups.
(Left) Time steps of each element according to their CFL condition. (Right)
Sorting of elements in four groups of tag 0, 3, 6, and 9.

Fig. 3. Introduction of buffer groups. (Left) First buffer elements are
introduced around the group of tag 0. (Right) Four bulk groups of tag 0,
3, 6, and 9, and three buffer groups of tag 2, 5, and 8 are obtained.

The mesh elements are gathered in different groups that satisfy
the CFL condition for a certain range of time steps.

If the time step of the multirate strategy is 	t ∈
[	tm,	tM ], the number of multirate groups Ng = zg + 1,
where zg is an integer defined by zg = log2(	t/	tm).
The multirate group number 0 is constituted by the elements
whose time steps are in [	t,	tM ]. The multirate group
number z is constituted by the elements whose time steps
are in [(	t/2z+1), (	t/2z)], with z ≤ zg . The time step of
the multirate strategy 	t that guarantees the stability of the
method has to be chosen, such that 	t ∈ [	tm, 2z	tm ], where
2z	tm ≤ 	tM .

For the construction of multirate groups, we choose in the
first step to assign a tag θ = 3(zg−z) at each group. The exam-
ple mesh presented in Fig. 2 shows the organization of the ele-
ments in four multirate groups. The tag 9 is assigned to group
number 0, whose elements have stable time steps in the inter-
val [8	tm, 10	tm]. The tag 6 is assigned to group number 1,
whose elements have stable time steps in the interval
[4	tm, 8	tm]. The tag 3 is assigned to group number 2, whose
elements have stable time steps in the interval [2	tm, 4	tm ].
The tag 0 is assigned to group number 3, whose elements have
stable time steps in the interval [	tm, 2	tm].

The next step is to introduce the buffer groups that serve
to accommodate the transition between bulk groups. These
buffers have two connected elements, because the base method
ERK22 has two stages. To distinguish groups, the tag θ =
3(zg − z) + 2 is attributed to buffer groups, and the tag
θ = 3(zg − z) is conserved for bulk groups. The group
of tag 0 remains the same, and the buffer elements are
successively introduced. During this process, it is ensured that
two neighboring elements have neighboring tags.

The illustration presented in Fig. 3 shows the introduction
of buffer elements. The first buffer elements are introduced
around the bulk group of tag 0. Four bulk groups of tag 0,
3, 6, and 9 and three buffer groups of tag 2, 5, and 8 are
constituted.
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Fig. 4. (Left) Location of the unnecessary buffer elements. (Right) Final
multirate partitioning.

Fig. 5. (Left) Simulation domain. (Right) Illustration of the electric field
that propagates.

TABLE II

CPU TIME OF MULTIRATE SIMULATIONS AND THE GAINS VERSUS

LeapFrog SCHEME (GAINLF) AND THE SINGLE-RATE

SCHEME (GAINRK22)

The last step consists of transferring the unnecessary buffer
elements to the bulk group with an inferior tag. These elements
appear at the boundary and are not located between the
two bulk groups. Fig. 4 shows the unnecessary buffer elements
corresponding to the groups of tag 2 and 8 (dotted elements),
which are transferred to groups 0 and 6.

IV. NUMERICAL EXAMPLE

The simulation domain is a box B (εB = ε0, and
σB = 0 S/m), containing a skull SK (εSK = 32ε0, and
σSK = 0.8 S/m) that is inside a sphere S1 (εS1 = 14ε0,
and σS1 = 0.1 S/m), as shown in Fig. 5. Inside the skull,
there is another sphere S2 (εS2 = 49ε0, and σS2 = 1.15 S/m).
The permeability of vacuum μ0 is assumed in all the domains.

The faces of the box oriented along the y-axis are magnetic
walls, and those oriented along the z-axis are electric walls.
On the left-hand side, an absorbing Silver-Müller boundary
condition is set. An incident field

−→
E inc = (0, 0, E inc

z ) prop-
agates from the right-hand side. It is a Gaussian-modulated
pulse of center frequency f0 = 1.2 GHz, such that
E inc

z (t) = sin(2π f0t)e−a(t−t0)2 , t0 = 2.5 ns and
a = 15 · 108. The simulations are carried out for a dura-
tion T f = 25 ns. They are performed on an 8core–15Go/
R AM–2.3 GHz computer.

Fig. 6. Comparison of Ez recorded at the center of the sphere S2.

A tetrahedral mesh of 279 802 third-order spatial elements
is used. The minimum and maximum elementwise stable time
steps according to the CFL condition are 	tm = 24 · 10−14 s
and 	tM = 17 · 10−12 s, respectively. The single-rate RK22
and the LeapFrog scheme are first used with 	tm . Their CPU
times are CPURK22 = 254 100 s and CPULF = 140 100 s.
They are compared with those obtained by the multirate
strategy in Table II to show the computational gain. The setup
of the groups takes a few seconds, which are neglected in the
CPU times. When Ng increases, the percentage of the buffer
elements also increases, and the gain is improved. The higher
stable time step is 25	tm , because 26	tm > 	tM . The electric
field recorded at the center of the sphere S2 is plotted in Fig. 6
to show that the results of the three methods are very close.

V. CONCLUSION

In this paper, a multirate technique to reduce the computa-
tional cost of the explicit computations of the time-domain
Maxwell equations on complex geometries is presented.
A numerical example shows the gain obtained, compared with
the simulations performed by the classical LeapFrog and Heun
methods.
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2.6 Modélisation de boitiers de blindage

En compatibilité électromagnétique, la protection des systèmes contre les aggressions ex-
térieures est une question importante pour en garantir la fiabilité des systèmes. Dans le cas
des dispositifs électromagnétiques du génie électrique, cette protection consiste en des solu-
tions pour contrôler les niveaux d’émission et de reception d’ondes électromagnétiques. Pour
plusieurs systèmes comme par exemple l’électronique embarquée, cette protection est réalisée
par des boitiers fabriqués à partir de matériaux homogènes ou hétérogènes. Les parois de ces
boitiers sont généralement fines et présentent des ouvertures, servant au passage des câbles de
connections ou encore à la ventilation. Le dimensionnement de ces boitiers s’appuie sur l’éva-
luation des champs électromagnétiques à l’intérieur et à l’extérieur ce qui permet de déterminer
l’efficacité de blindage de ceux-ci. Mais lorsque les fréquences de fonctionnement sont éle-
vées, la présence de plaques fines conductrices introduit une difficulté de modélisation à cause
des faibles valeurs de l’épaisseur de peau. En effet l’évaluation rigoureuse des champs élec-
tromagnétiques dans ces cas passe par la prise en compte de la décroissance des champs dans
l’épaisseur de peau. Dans les modèles numériques d’étude de boitiers, la solution la plus simple
consiste à mailler finement ces plaques, ce qui malheureusement conduit à des systèmes très
couteux à résoudre. Des approches ont été proposées pour éviter cette difficulté lors de la mo-
délisation de ces boitiers. L’une des plus répandue consiste en la représentation du boitier sous
forme de circuit électrique équivalent et à l’utilisation de la méthode des lignes de transmission.
Elle a donné lieu à des développements analytiques [88, 119] et numériques [4, 48]. Malheureu-
sement, dans cette approche, les parois conductrices sont considérées comme des conducteurs
parfaits et seul le rayonnement à travers les ouvertures est modélisé. Une autre pour simplifier la
modélisation de ces boitiers est basée sur l’utilisation de conditions d’impédances de surfaces.
Ces conditions sont couramment utilisées pour traiter les problèmes de diffractions d’ondes
électromagnétiques par des objets partiellement ou totalement pénétrables [36, 98, 123]. C’est
autour de ce type de conditions que nous avons réalisé nos développements.

2.6.1 Interface simulant les plaques minces homogènes

L’utilisation des conditions d’impédances dans les travaux de modélisation en électroma-
gnétisme a fait l’objet de nombreux développements numériques [54, 69, 92]. Ce type de condi-
tion qui permet d’éviter d’avoir à mailler les parties conductrices de faibles épaisseurs, a été
implémentée en éléments finis et différences finies, pour faciliter la modélisation de nombreux
dispositifs en domaine fréquentiel et temporel [40, 41, 93].
Notre contribution a été d’introduire ce type de condition dans une méthode Galerkin discon-
tinue en domaine temporel en vue du calcul de l’efficacité de blindage des boitiers [RI.20].
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La construction de cette condition repose sur l’hypothèse selon laquelle la propagation des
grandeurs électromagnétiques dans une plaque mince conductrice est mono-dimensionnelle et
peut être décrite à partir d’expressions analytiques. Notre travail d’implémentation a consisté
à introduire, dans la méthode de Galerkin discontinue, les expressions analytiques permettant
d’évaluer les champs réfléchis et transmis par une plaque. Pour construire ces expressions, on
utilise les résultats du modèle analytique 1D d’une plaque conductrice en domaine fréquen-
tiel que l’on transporte dans le domaine temporel grâce à une transformée de Fourier inverse.
Comme l’évolution des champs électromagnétiques dans la plaque est décrite analytiquement,
celle-ci est enlevée et remplacée par une interface dotée d’une condition de type impédance de
surface. L’utilisation d’une telle interface permet de réduire la taille du maillage ( (Fig.2.1) et
Fig.2.2), ce qui a un impact sur le temps de simulation.
En pratique, introduire cette condition dans la méthode Galerkin discontinue consiste à définir
des termes de flux spécifiques pour l’interface qui remplace la plaque conductrice. Pour cela,
établit des relations entre les champs de part et d’autre de l’interface pE´,H´q et pE`,H`q,
en utilisant les expressions analytiques reliant les champs aux bords intérieurs de la plaque
`

E0,H0
˘

et
`

Ed,Hd
˘

(Fig.2.3).
Ces travaux ont fait l’objet de publications dont celle présentée ci-après 3-D Modeling of Thin
Sheets in the Discontinuous Galerkin Method for Transient Scattering Analysis parue dans
IEEE Transactions On Magnetics qui présente la construction, l’implémentation et la validation
de cette condition d’interface.

FIGURE 2.1 – Paroi et interface
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This paper presents a modeling of thin sheets. An interface condition based on analytical solution is used to avoid a fine mesh.
This condition is integrated in a time-domain discontinuous Galerkin method to evaluate the shielding effectiveness. This approach
is validated by a comparison with analytical solution. 2-D and 3-D cavities are simulated to illustrate the efficiency of the condition.

Index Terms— Discontinuous Galerkin (DG) methods, electromagnetic compatibility, interface condition, thin sheet.

I. INTRODUCTION

MANY problems in electromagnetic compatibility
require adequate numerical approaches to evaluate

shielding effectiveness. The ability to model features that are
small relative to the cell size is often important in electro-
magnetic simulations. This may lead to subsequent increase
in memory and execution time due to a refined mesh around
small details of the geometry. In addition, the quality of the
mesh can be strongly affected. The impact of thin sheets is
even more so consequent for the time-domain computations.

To avoid the spatial discretization of thin sheets, different
interface conditions have been proposed. In the frequency
domain, interface condition is developed using analytical solu-
tions [1]. This condition can be included in a 3-D model [2].
In the time domain, an inverse Fourier or Laplace transform
is combined to a convolution product. Many papers have been
devoted to implement this approach in the FDTD method
[3]– [5]. Nevertheless, the stair casing error present in
the FDTD method may affect significantly the numerical
results.

The discontinuous Galerkin (DG) method is a powerful
approach for solving time-dependent problems [6]. It is based
on the local solution of the equations in each cell and uses flux
terms to connect adjacent elements. It has the advantage of the
unstructured mesh and high spatial order scheme unlike the
conventional FDTD. Such a high spatial scheme can reduce
the dispersive error induced by the low level of the spatial
approximation in the FDTD.

In this paper, a sheet interface condition is built to replace a
thin sheet. A general time-domain formulation is proposed to
consider the physical characteristics of the sheet. The approach
is based on rational approximation and a recursive algorithm
to compute the convolution products. For low frequencies
(when the skin depth is larger than the thickness), a simplified
expression is derived.

Manuscript received June 28, 2013; revised September 19, 2013; accepted
September 25, 2013. Date of current version February 21, 2014. Correspond-
ing author: M. Boubekeur (e-mail: mohamed.boubekeur@lgep.supelec.fr).
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This interface condition is implemented in a DG module of
the software GMSH [7].

II. PROBLEM FORMULATION

Maxwell’s equation is solved in the time domain
⎧
⎨
⎩
ε∂t �E − ∇ × �H = − �J

μ∂t �H + ∇ × �E = 0
(1)

where ε is the permittivity of the medium and μ is its
permeability. The current density of the conductive medium
is such as �J = σ �E , with σ the conductivity.

The DG variational formulation of (1) in each element T is
given by [6]

⎧
⎨
⎩

∫
T ε∂t �E . �φ − ∫

T
�H .∇ × �φ − ∫

∂T (�n × �H)num. �φ = − ∫
T σ

�E . �φ
∫

T μ∂t �H . �ψ + ∫
T

�E .∇ × �ψ + ∫
∂T (�n × �E)num. �ψ = 0

(2)
where �φ and �ψ are the test functions.

The interface terms between adjacent elements are evaluated
using numerical fluxes (�n × �E)num and (�n × �H )num given by [6]

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(�n × �H)num = �n × {Z �H}
{Z} − α(�n × (�n×[ �E ])

{Z} )

(�n × �E)num = �n × {Y �E}
{Y } + α(�n × (�n×[ �H ])

{Y } )

(3)

where Z = 1/Y = √
μ/ε, [u] = u+ − u−/2 and {u} =

u+ + u−/2.
The − denotes the values in the current element and +
for the adjacent element. For α = 0, centered fluxes are
obtained and the numerical scheme is only dispersive [8].
For α = 1, upwind fluxes are obtained and the numerical
scheme is additionally dissipative [6].

For simulations, an implicit second-order Runge–Kutta
scheme that permits a large time step is considered for time
discretization, and a first spatial order with upwind fluxes is
used for the spatial scheme.

0018-9464 © 2014 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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Fig. 1. Geometry of the thin sheet.

III. CONSTRUCTION OF THE INTERFACE CONDITION

The electromagnetic field equations in the sheet are consid-
ered in 1-D and in the frequency domain [1]

{
∂x Ey = −jωμHz

∂x Hz = −(σ + jωε)Ey
(4)

where ε, μ, and σ are, respectively, the permittivity, the
permeability, and the conductivity of the sheet (Fig. 1), its
thickness is d .

Using the analytical 1-D solution of (4), the electromagnetic
fields on the both sides of the sheet are connected by
(

Ey(ω, d)
Hz(ω, d)

)
=

(
cosh(γ d) η sinh(γ d)

η−1 sinh(γ d) cosh(γ d)

)(
Ey(ω, 0)
Hz(ω, 0)

)
(5)

where γ is the planar propagation constant

γ = √
μω(jσ − εω) (6)

and η is the intrinsic impedance of the sheet

η =
√

μω

εω − jσ
. (7)

This relation can be rewritten as an impedance relation for
a layer

(
Ey(ω, 0)
Ey(ω, d)

)
=

(
ẑ1(ω) −ẑ2(ω)
ẑ2(ω) −ẑ1(ω)

) (
Hz(ω, 0)
Hz(ω, d)

)
(8)

with ⎧
⎪⎨
⎪⎩

ẑ1(ω) = − η

tanh(γ d)

ẑ2(ω) = − η

sinh(γ d)
.

(9)

The time-domain relation of (8) is a convolution product
(

Ey(t, 0)
Ey(t, d)

)
=

(
z1(t) −z2(t)
z2(t) −z1(t)

)
∗

(
Hz(t, 0)
Hz(t, d)

)
(10)

where z1 and z2 are, respectively, the inverse Fourier transform
(IFT) of ẑ1 and ẑ2.

Let note ( �E0, �H 0) and ( �Ed , �H d) the fields on the sides of
the sheet and �n the outward unit normal. The relation (10)
can be reformulated with tangential components of the fields
in the general case and becomes

{ �n × �E0(t) = �n × [�n × (
z1 ∗ �H 0(t)− z2 ∗ �H d(t)

)]

�n × �Ed (t) = �n × [�n × (
z2 ∗ �H 0(t)− z1 ∗ �H d(t)

)]
.

(11)

IV. IMPLEMENTATION OF THE SHEET CONDITION

A. General Sheet Condition

The implementation of the relation (11) is performed in
two steps, the first step consists to compute the IFT of the
impedance functions ẑ1 and ẑ2. The second step consists in
computing the convolution production between the impedance
functions and the magnetic fields.

The impedance functions ẑ1 and ẑ2 are characterized by
a wideband spectrum. Evaluation of their discrete IFT has
a significant time cost and sometimes the results are not
very accurate. The equivalent rational approximations are
considered in the frequency domain using the vector fitting
procedure [9].

The rational approximations of the impedance functions
defined in (9) are

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẑ1(ω) = z1,0 +
N1∑

k=1

R1,k

jω − p1,k

ẑ2(ω) = z2,0 +
N2∑

k=1

R2,k

jω − p2,k

(12)

where zi,0 are the asymptotic high-frequency value of ẑi (ω),
Ri,k is the kth residue, pi,k is the kth pole, and Ni the number
of poles of the rational approximation.

The IFT is calculated analytically from the rational approx-
imation, the transient impedance functions are

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z1(t) = z1,0δ(t) +
N1∑

k=1

R1,k exp(p1,kt)

z2(t) = z2,0δ(t)+
N2∑

k=1

R2,k exp(p2,kt).

(13)

The convolution integrals are determined numerically using
the piecewise linear recursive formulation proposed in [10].
The numerical formulation of the relation (11) for the mth
time iteration is written as

⎧
⎨
⎩

�n × �E0,m = �n ×
[

�n ×
(

�E0,m
1 − �Ed,m

2

) ]

�n × �Ed,m = �n ×
[
�n ×

(
�E0,m

2 − �Ed,m
1

) ] (14)

with
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�E j,m
i = zi,0 �H j,m + ∑Ni

k=1
�ξ j,m
i,k

�ξ j,m
i,k = q1,k �ξ j,m−1

i,k + q2,k �H j,m−1 + q3,k �H j,m

q1,k = exp(βk)
q2,k = αk

βk
[1 + (βk − 1) exp(βk)]

q3,k = αk
βk

[exp(βk)− βk − 1]
αk = Ri,k

pi,k

βk = pi,k�t

(15)

for j ∈ {−,+}, i ∈ {1, 2}, k ∈ {1, 2, ..., Ni } and the time step
�t .

For an interface representing the sheet, let consider
( �E−, �H −) = ( �E0, �H 0) the fields for the current element
−, and ( �E+, �H +) = ( �Ed , �H d) the fields for the adjacent
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element +. The resulting flux terms for the current element for
this interface are obtained by taking only the magnetic field
for the current element, and the electric field is taken from the
second expression of the relation (14)

{
(�n × �H)num,n = �n × �H −,n
(�n × �E)num,n = �n × �E+,n . (16)

B. Simplified Sheet Condition

For the low frequencies, the electric fields are supposed
constant inside the sheet, and εω � σ .

When ω −→ 0, ωε can be neglected. The impedance and
the propagation constant can be rewritten as

⎧
⎨
⎩
η =

√
jωμ

σ

γ = √
jωμσ .

(17)

The asymptotic behavior of (ẑ1 + ẑ2) is

(ẑ1 + ẑ2) = − 2

σd
. (18)

The relation (10) is rewritten using the average of the
electric field{ �Ed (ω) = �E0(ω)

�Ed (ω)+ �E0(ω)
2 = 1

2 (ẑ1 + ẑ2) ∗ ( �H 0 − �H d).
(19)

A simple form of (11) is obtained by supposing the average
of the electric fields on the sides of the sheet⎧

⎨
⎩

�n × �E0(t) = 1
σd �n ×

[
�n ×

( �H d(t)− �H 0(t)
)]

�n × �Ed(t) = 1
σd �n ×

[
�n ×

( �H d(t)− �H 0(t)
)]
.

(20)

The resulting flux terms for this simplified sheet condition
are {

(�n × �H)num = �n × �H −
(�n × �E)num = 1

σd �n × �n × ( �H + − �H −). (21)

These flux terms are independent of the recursive procedure,
and are the same complexity as an ordinary flux terms. This
condition is valid when the thickness of the sheet is smaller
than the skin depth.

V. NUMERICAL RESULTS

A. 1-D Validation Test

To validate the general sheet condition, �E = (0, 0, Ez),�H = (0, Hy, 0), and two vacuum mediums separated by a
conducting sheet are considered. The permittivity, the per-
meability, the conductivity, and the thickness of this sheet
are, respectively, ε = 5ε0, μ = 5μ0, σ = 2000 S/m,
and d = 1 mm, where ε0 and μ0 are the permittivity
and the permeability of the vacuum medium (Fig. 1). This
sheet is illuminated by an harmonic plane wave for different
frequencies. The skin depth varies between 1 and 0.22 mm. Let
note �Ei , �Et the incident and the transmitted electric fields. The
shielding effectiveness for the electric field (SEE ) is defined
by the following expression:

SEE = 20 log10

(
| �Ei |
| �Et |

)
. (22)

Fig. 2. Shielding effectiveness.

Fig. 3. Transient transmitted field.

Fig. 2 shows the comparison of the SEE between the solution
computed with the general sheet condition and the analytical
solution calculated in the frequency domain. The transmitted
electric field is taken in the harmonic regime to calculate SEE .
The difference is negligible.

The same sheet is illuminated by an incident Gaussian pulse.
The minimum of the skin depth is 0.3 mm. The computed
solution using the general sheet interface is compared with
the solution obtained when the sheet is meshed in Fig. 3. The
difference is also negligible and demonstrates that the transient
regime is also considered.

This condition is also valid for low conductivities, even
if the wavelength is smaller than the skin depth. For σ =
10−4 S/m, the error of the transmitted electric field between
analytical and computed solutions remains less than 1%.

These examples validate the sheet condition for the general
case.

B. 2-D Cavity

Let us consider 50 cm × 40 cm cavity. A 10-cm aperture
is located on the front side. The characteristics of the walls
are ε = ε0, μ = μ0, σ = 50 S/m, and d = 1 mm (Fig. 4).
This cavity is illuminated by the Gaussian pulse used in the
1-D example. The incident field is normal to the aperture. This
pulse excites the frequencies up to 1 GHz and the minimum
of the skin depth is 4.5 mm.

The solution is computed for two cases. The first case using
the simplified sheet condition and the second when the sheet
is meshed. For the first case, 3000 elements are used. For the
second case, 13 000 elements are used with 10 000 elements
only for the walls of 1-mm thickness. A personal computer
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Fig. 4. 2-D cavity.

Fig. 5. Electric field at the center of the cavity in the time domain.

Fig. 6. 3-D cavity.

3.05-GHz Pentium is used. The time cost of simulation is 4 h
for the first case and 20 h for the second.

In Fig. 5, the electric field in the center of the cavity is
shown. This example illustrates the efficiency of the condition
for problems with thin conductive walls.

C. 3-D Cavity

A transient scattering problem is studied. Let consider a
3-D cavity (Fig. 6) [11], whose dimensions are a = 300 mm,
b = 120 mm, d = 300 mm, l = 100 mm, w = 5 mm, and
t = 1 mm.

This cavity is illuminated by the previous incident Gaussian
pulse. Different cases of conductivity of the walls are com-
pared: σ = 200 S/m, σ = 50 S/m and perfect electric
conductor (PEC). For finite conductivities, the simplified sheet
condition is used. A fast Fourier transform is applied to the
electric field in the center of the cavity, and the shielding
effectiveness is plotted in Fig. 7. The result obtained for the
PEC case is similar to the analytical formulation [11]. For the

Fig. 7. Shielding effectiveness of the electric field in the center of the cavity
in the frequency domain.

finite conductivities, the shielding effectiveness is lower and
the resonance peaks are attenuated.

VI. CONCLUSION

An interface condition to avoid the mesh of thin sheets
is presented. It allows a reduction of the computational time
cost. The interface condition is implemented in a 3-D time-
domain DG method and is validated. Future developments will
extend the interface condition for the case of multilayer and
heterogeneous material.
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FIGURE 2.2 – Maillage paroi et interface

FIGURE 2.3 – élements paroi

2.6.2 Modélisation 3D de boitiers à parois composites

Le développement et l’utilisation des matériaux composites dans l’industrie offrent des pers-
pectives intéressantes en terme de gain de poids et de place pour de nombreux dispositifs. Ils
sont progressivement introduits dans l’industrie aéronautique et automobile notamment pour
la fabrication des boitiers servant à la protection des équipements. Les matériaux composites
utilisés dans ces boitiers sont généralement constitués de fibres (carbone, verre,...), noyés dans
une matrice epoxy [55]. Si ces matériaux offrent l’immense avantage d’être légers tout en étant
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résistants, il n’en demeure pas moins que leur modélisation est plus compliquée que celle des
matériaux homogènes. Si l’utilisation des matériaux composites, pour des applications méca-
niques a été rendue possible par l’expertise acquise dans ce domaine depuis plusieurs décennies
[52], l’emploi des composites pour des applications de blindage électromagnétique est en re-
vanche freinée par le manque de modèles. Des modèles analytiques d’homogénéisation pour la
modélisation électromagnétique ont été développés au sein de GeePs à travers plusieurs travaux
de thèses [80, 84]. Grâce à ces travaux, le milieu hétérogène peut être remplacé par un milieu
homogène équivalent dont les paramètres effectifs (conductivité, perméabilité, permittivité) qui
dépendent de la fréquence tiennent compte de la structure et des propriétés locales du milieu
d’origine.
Pour modéliser en régime fréquentiel les boitiers dont les parois sont en matériaux compo-
sites, les propriétés effectives du milieu homogénéisé équivalent sont simplement introduites
dans un modèle numérique [80]. Mais lorsque la modélisation est réalisée en domaine temporel
comme dans nos travaux, l’utilisation de ces propriétés effectives nécessite des traitements sup-
plémentaires. Notre contribution pour la modélisation de ce type de boitiers a été d’introduire
les résultats d’homogénéisation de matériaux composites dans l’approche Galerkin discontinue
pour des simulations en domaine temporel [RI.11, RI.19]. Le travail réalisé est une extension de
la condition d’interface pour paroi homogène décrite dans la section précédente. Cette implé-
mentation nous à permis de proposer un modèle de calcul de l’efficacité de blindage d’un boitier
dont les parois sont faites de deux plaques composites ayant leurs fibres orientées perpendicu-
lairement. Ces résultats sont présentés dans l’article ci-après Modeling of thin heterogeneous
sheets in the discontinuous Galerkin method for 3D transient scattering problems paru
dans European Physical Journal Applied Physic.
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Abstract. This paper presents a modeling of heterogeneous sheets in the time domain discontinuous
Galerkin method. An homogenization model combined to a sheet interface condition is used to avoid
the mesh of these sheets in order to study the transient response of heterogeneous enclosures. The valida-
tion of this approach is based on a comparison with the case when the sheet is meshed. To illustrate the
efficiency of the interface condition, the simulation of a 3D cavity is performed.

1 Introduction

Thanks to the gain of the mass, composite materials are
increasingly used in automotive and aircraft industry.
If their mechanic behaviour is well controlled, it is not
the same for the electromagnetic behaviour, especially for
electromagnetic compatibility (EMC) applications. Elec-
tronic equipments enclosures are generally made with
metal sheets. The presence of metal is easily taken into
account in numerical methods by considering the material
as a perfect electric conductor (PEC). Natural boundary
conditions avoid the mesh of metallic sheets. The replace-
ment of metal by composite materials, such as a resin
reinforced by a conductive fibers must be accompanied
by appropriate modeling tools to predict their shielding
effectiveness (SE). Unfortunately different difficulties arise
in the modeling of such materials. For example, take into
account features that are small relative to the cell size is
difficult. This leads to subsequent increase in memory and
execution time due to a refined mesh around small details
of geometries. Also the quality of the mesh can be strongly
affected. The impact of thin heterogeneous sheets is even
more so consequent for the time domain computations.
To avoid the mesh of thin sheets, an interface condition
based on 1D analytical solution is proposed [1] for homoge-
neous sheets. This condition has been included in a three
dimensional model based on finite element [2]. Thanks to
an inverse Fourier transform this condition can be intro-
duced in the time domain computations. It is implemented
in FDTD for multilayer sheet [3], and recently included in
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⋆ Contribution to the topical issue “Numelec 2015 – Elected
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the time domain discontinuous Galerkin (DG) method [4].
Another difficulty concerns the dependence of the sheet
electromagnetic properties to the microstructures. The ef-
fective parameter of composite materials have to be estab-
lished. Many papers have been devoted for determining
the effective parameter of heterogeneous materials in the
transverse electric case [5] or in the transverse magnetic
case [6,7]. In the transverse magnetic case, the Maxwell-
Garnett model is the most popular model to compute the
effective parameter in electromagnetic excitation. It pro-
vides satisfying results as long as the wavelength is larger
than the size of heterogeneities [8]. In references [9,10], a
new model is proposed for composite materials illuminated
by an electromagnetic wave to provide the effective para-
meter in high frequency. These works take into account
the influence of conductive fibers diluted into a dielectric
host matrix under dynamic conditions.

In this paper, the interface condition implemented in
the time domain DG method [4] is extended for hetero-
geneous sheet composed by a resin and reinforced by a
conductive fibers. The effective parameters are computed
with the dynamic homogenization model presented in ref-
erence [10] or the Wiener model [5], and used in the time
domain thanks to a Fourier transform combined with a
convolution product.

2 Problem formulation

Maxwell’s equations are solved in the time domain:

⎧
⎨
⎩

ϵ∂tE −∇×H = −J

µ∂tH +∇×E = 0
(1)
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where ϵ is the permittivity of the medium and µ is the per-
meability. The current density of the conductive medium
is such as J = σE, with σ the conductivity.

The DG variational formulation of (1) in each element
T is given by [11]:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
T
ϵ∂tE · φ−

∫
T
H ·∇× φ

−
∫
∂T

(n×H)num × φ = −
∫
T
σE · φ

∫
T
µ∂tH ·ψ +

∫
T
E ×∇×ψ

+
∫
∂T

(n×E)num ·ψ = 0
(2)

where φ and ψ are test functions.
The interface terms between adjacent elements are

evaluated using numerical fluxes (n × E)num and (n ×
H)num given by [11]:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(n×H)num = n× {ZH}
{Z} − n× (n×[E])

{Z}

(n×E)num = n× {YE}
{Y } + n× (n×[H])

{Y }

(3)

where Z = 1
Y =

√
µ
ϵ , [u] =

u+−u−

2 and {u} = u++u−

2 .
The “−” denotes the values in the current element, and
“+” for the adjacent element.

3 The interface condition

Let’s consider the one dimensional electromagnetic field
equations in the frequency domain. The electromagnetic
fields on the both sides of the sheet are connected by:

(
Ey(ω, 0)
Ey(ω, d)

)
=

(
ẑ1(ω) −ẑ2(ω)
ẑ2(ω) −ẑ1(ω)

)(
Hz(ω, 0)
Hz(ω, d)

)
(4)

with: ⎧
⎪⎨
⎪⎩

ẑ1(ω) = − η

tanh(γd)

ẑ2(ω) = − η

sinh(γd)

(5)

and ⎧
⎪⎨
⎪⎩

γ =
√

µω(ȷσ − ϵω)

η =

√
µω

ϵω − ȷσ

(6)

with d the thickness of the sheet, and ϵ, µ, σ are respec-
tively the permittivity, the permeability and the conduc-
tivity of the sheet (Fig. 1).

The time domain equivalent relation of (4) is a convo-
lution product:

(
Ey(t, 0)
Ey(t, d)

)
=

(
z1(t) −z2(t)
z2(t) −z1(t)

)
∗
(
Hz(t, 0)
Hz(t, d)

)
, (7)

where z1 and z2 are respectively the inverse Fourier trans-
form (IFT) of ẑ1 and ẑ2.

Fig. 1. Geometry of the thin sheet.

Let’s note (E0,H0) and (Ed,Hd) the fields on the
sides of the sheet and n the outward unit normal. The re-
lation (7) can be reformulated with tangential components
of the fields and becomes:
⎧
⎨
⎩

n×E0(t) = n×
[
n×

(
z1 ∗H0(t)− z2 ∗Hd(t)

)]

n×Ed(t) = n×
[
n×

(
z2 ∗H0(t)− z1 ∗Hd(t)

)]
.
(8)

In the DG formulation, the interface condition represent-
ing a thin sheet is constructed as follows: let’s consider
(E−,H−) = (E0,H0) the fields for the current element
“−”, and (E+,H+) = (Ed,Hd) the fields for the adja-
cent element “+”. The magnetic field is taken from the
adjacent element, and the electric field is taken from the
second expression of the relation (8).

{
(n×H)num,n = n×H−,n

(n×E)num,n = n×E+,n.
(9)

4 The dynamic homogenization model

The homogenization consists in defining a fictive homoge-
neous medium with the same behaviour than the hetero-
geneous medium. The effective parameter are determined
in the frequency domain. Let’s note ϵ∗ the complex per-
mittivity:

ϵ∗ = ϵ− ȷ
σ

ω
. (10)

For a medium constituted by a resin reinforced by a con-
ductive fibers (Fig. 2), the effective permittivity in direc-
tion perpendicular to the fibers is given by [9]:

ϵ∗⊥ =
ϵ∗1

f1
ϵ∗∞+ϵ∗1

+ ϵ∗2
f2

ϵ∗∞+ϵ∗2
f1

ϵ∗∞+ϵ∗1
+ f2

ϵ∗∞+ϵ∗2

, (11)

where ϵ∗1 et f1 are respectively the complex permittivity
and volume fraction of the resin, and ϵ∗2 and f2
are respectively the complex permittivity and volume frac-
tion of the fibers, ϵ∗∞ is the complex permittivity of the
infinite medium, suggested in reference [12].
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Fig. 2. Geometry of the composite medium.

In this study, the expression of ϵ∗∞ proposed in refer-
ence [10], is given by:

ϵ∗∞ = ϵ∗1 − ȷ
σ∞
ω

, (12)

with
σ∞
ω

=
2

R2
(1 + f2)

∫ R

0

r

∣∣∣∣
J1(rγ2)

J0(Rγ2)

∣∣∣∣dr, (13)

where R is the radius of the fiber, γ2 the propagation
constant of the fiber defined in equation (6), Jα is the
first kind Bessel function of order α.

The effective permittivity of the homogenized
medium ϵ⊥ and his conductivity σ⊥ are obtained from
equation (11) and are used to compute the impedance
functions ẑ1 and ẑ1 given in equation (5). These parame-
ters depend on the singular frequency ω and the properties
of the heterogeneous medium (f1, f2, R, ϵ1, ϵ2, σ1, σ2).

5 Validation example

Let’s considers E = (0, Ey, 0), H = (0, 0,Hz), a com-
posite sheet constituted by a resin (ϵ1 = 2ϵ0, µ0, σ1 =
0.01 S/m) reinforced by 30 conductive fibers (ϵ2 = ϵ0,
µ0, σ2) located in the vacuum (ϵ0, µ0, σ0 = 0 S/m).
The volume fraction of the resin is f1 = 80.37%, and the
volume fraction of the conductive fibers is f2 = 19.63%.
The radius of the fiber is R = 0.05 mm and the thickness
of the sheet is d = 6 mm (Fig. 3). This sheet is illuminated
by a Gaussian pulse including frequencies up to 100 GHz.
Two values of σ2 are considered, σ2 = 1000 S/m and σ2 =
10 000 S/m. The fibers are oriented in the
direction ez, and the incident wave is oriented in the
direction ex.

The solutions are computed for two cases. The first
case uses the interface condition with the effective per-
mittivity and the effective conductivity computed with
the dynamic homogenization model. The size of the mesh
is 1346 elements, The effective parameters are computed
for the composite sheet described previously (Fig. 3). The
effective permittivity and the effective conductivity are
computed for the same configuration presented in
Figure 3. They are presented in Figures 4 and 5. The
effective permittivity can be considered constant, but the
effective conductivity is not constant.

In the second case, the sheet is meshed. The size of
the mesh is 4350 elements. A computer with 32 CPU

Fig. 3. Computational domain for the validation example.
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Fig. 4. Effective permittivity of the sheet for σ2 = 10 000 S/m.
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Fig. 5. Effective conductivity of the sheet for σ2 = 10 000 S/m.

(2 GHz Pentium Xeon, Intel, Santa Clara, California, USA)
is used. The CPU time is 4 min for the first case and
25 min for the second case.

For σ2 = 1000 S/m, the transmitted electric field in
the time domain is the same for the two cases (Fig. 6).
The shielding effectiveness of the electric field (SEE) is
defined by the following expression:

SEE = 20 log10

( |Ei|
|Et|

)
. (14)

The SEE is presented in Figure 7. Three cases are com-
pared. The solution computed when the sheet is meshed,
the solution computed with the interface condition, and
the analytical solution computed using the effective para-
meters. The difference is negligible. This example validates
the interface condition for heterogeneous sheet in the time
domain.

For σ2 = 10 000 S/m, the transmitted fields for the
case when the interface condition and the case when
the sheet is meshed are plotted in Figure 8. They have
the same behaviour.

The comparison of the shielding effectiveness shows
(Fig. 9) that the interface condition is similar to
the analytical solution using the effective parameters.
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Fig. 6. Transient transmitted electric field.
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Fig. 7. Shielding effectiveness.
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Fig. 8. Transient transmitted electric field.

The difference is from the homogenization model to
explain the error between the case with interface condi-
tion and the case when the sheet is meshed [10], but this
difference is acceptable and the model remains valid.

6 Thee dimensional cavity

Let’s consider a 30 cm×30 cm×30 cm cavity with 3 cm×
3 cm aperture located on the front size (Fig. 10). The
wall is constituted by two composite sheets. Each sheet
is constituted by fibers reinforced by resin. The charac-
teristics of the resin are ϵ1 = 2ϵ0, µ0, σ1 = 0.01 S/m and
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Fig. 9. Shielding effectiveness.

Fig. 10. 3D cavity.

Fig. 11. Homogenization steps.

characteristics of the fibers are ϵ2 = ϵ0, µ0, σ2=
10 000 S/m. The thickness of the sheets is 6 mm. The fibers
are oriented in the same direction. The sheets are assem-
bled such that the fibers belonging to two adjacent sheets
are oriented perpendicularly (Fig. 11) [13]. Each hetero-
geneous sheet is homogenized separately (Figs. 11.1.a and
11.1.b). The obtained homogenized sheets are associated
(Fig. 11.2). A homogenization procedure is performed
again to obtain an equivalent homogeneous wall
(Fig. 11.3).

The homogeneous wall is anisotropic and his properties
depends on the polarization of the electromagnetic field.
They are defined by the orientation of the normal vec-
tor (Wiener model [5] or dynamic homogenization model).
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Fig. 12. Electric field in the center of the cavity.

Fig. 13. Electric field in the center of the cavity.

In this study, the normal vectors of the walls are oriented
along the canonical basis (ex,ey,ez):

– where the normal vectors are oriented along ex and ez,
the effective parameter are obtained with the Wiener
model, the effective permittivity is ϵ = 2.38ϵ0, and the
effective conductivity is σ = 990 S/m;

– where the normal vectors are oriented along ey, the
effective parameter are presented in Figures 4 and 5.

The cavity is illuminated by a Gaussian pulse, E =
(0, Ey, 0) and H = (Hx, 0, 0), which excites frequencies
up to 1.5 GHz. The magnitude of the Gaussian pulse is
1. The simulations are performed on a computer with 32
CPU (2 GHz Pentium Xeon, Intel, Santa Clara, Califor-
nia, USA). The size of the mesh is about 15 000 elements.
An explicit Runge-Kutta 44 scheme is used. The CFL time
step is 4 × 10−14 s. The time cost of one is simulation is
about 5 days.

The electric field in the center of the cavity is plotted
in Figure 12, and compared to the case where the walls
of the cavity are perfect electric conductor (PEC) and the
case walls of the cavity are conductive σ = 5 S/m (the
thickness of the walls is the same than composite walls).
The electric field remains important with composite walls
because the conductivity of the walls oriented along ey
is low. The attenuation of the electric field in the case of

conductive walls is more important than of the case with
PEC walls. A FFT is applied and the shielding effective-
ness is evaluated and presented in Figure 13. A resonance
frequency is excited in the PEC case and is attenuated in
the cases of conductive and composite walls. The shielding
effectiveness is less important than the PEC case due to
the transmission of the walls.

This simulation demonstrates the efficiency of the ap-
proach for studying a cavity with heterogeneous walls. If
the walls of the cavity were meshed, the computational
cost would be strongly increased due to the presence of
microstructures, and the simulation would become cum-
bersome.

7 Conclusion

An interface condition to avoid the mesh of heterogeneous
sheets in 3D geometries is proposed in a DG method. This
interface condition is issued from analytical solution of
1D Maxwell equations in frequency domain. It allows a
reduction of the computational time cost. This interface
condition was validated on homogenization cases. A study
of a 3D cavity was presented to illustrate the efficiency of
the approach.
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2.7 Diagnostic de réseau filaire

Les réseaux filaires occupent une place importante dans les systèmes tels que la voiture,
l’avion ou encore le train. La fiabilité de ces réseaux repose sur la qualité des outils et techniques
de maintenance employés, notamment ceux de la maintenance prédictive car un dysfonctionne-
ment dans le réseau peut conduire à des accidents mettant en péril la sécurité des biens et des
personnes. La détection de petites dégradations de câbles avant que celles-ci ne deviennent plus
importantes est d’un intérêt majeur pour la fiabilité de ces réseaux. Cette problématique autour
des défauts naissants est notamment étudiée au laboratoire GeePs à travers des travaux de thèse
de Mostapha SMAIL [104] et a bénéficié de plusieurs financements ANR dont SODDA. Ma
contribution sur ce thème a consister en la mise en place et à l’utilisation des modèles numé-
riques 3D pour la caractérisation de ces défauts naissants [67, RI.4, RI.7].
La technique la plus couramment utilisée pour le diagnostic des réseaux filaires est la réflec-
tométrie. Celle-ci consiste à injecter un signal dans le réseau et à étudier les signaux réfléchis
(Fig.2.4) dont la présence dénote de l’existence d’un ou plusieurs défauts [101, 103]. Les ca-
ractéristiques telles que la nature et la position des défauts détectés sont obtenus après l’analyse
de la forme et du déphasage des signaux réfléchis [42, 91].
Dans les travaux de modélisation, les reflectogrammes utilisés pour caractériser les défauts

FIGURE 2.4 – Schéma de principe de la réflectométrie.

d’un réseau filaire sont très généralement issus de la résolution des équations des télégraphistes.
C’est un système d’équations mono-dimensionnelles dont les inconnues sont la tension Vpz, tq
et le courant Ipz, tq. Il est issu de la représentation quadripolaire électrique d’une ligne de trans-
mission en fonction des éléments suivants : R (Résistance), L (Inductance), C (Capacité), G
(Conductance), et est établi en utilisant la loi des noeuds et la loi des mailles sur un tronçon de
câble de longueur ∆z (Fig.) [90].
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Pour déterminer les paramètres électriques RLCG nécessaires au système des télégraphistes,

FIGURE 2.5 – Représentation RLCG d’une ligne de transmission.

on utilise généralement deux types d’approches qui sont définies uniquement sur la section de
la ligne étudiée :

— Une approche analytique : elle donne les paramètres électriques en fonction des caracté-
ristiques géométriques du câble [106]. Dans le cas de câbles co-axiaux sans pertes, l’in-
ductance et la capacité sont données par : L “ pµ{2πq ln pra{rbq, C “ 2πε{ ln pra{rbq,
où ra est le rayon du conducteur intérieur et rb le rayon du conducteur extérieur.

— Une approche numérique 2D : elle consiste à résoudre équation de poisson ∇ ¨pε∇Vq “
0 [65]. Le potentiel V solution de ce problème statique est utilisé pour le calcul des
paramètres électriques de la ligne.

Malheureusement, les paramètres électriques calculés par ces deux approches ne tiennent pas
compte de l’aspect tri-dimensionnelle du câble et des défauts. L’un des objectifs de nos travaux a
été de mettre en évidence l’apport de la modélisation 3D sur la détermination de ces paramètres
électriques RLCG [RI.7].

2.7.1 Modèle de réflectométrie pour la caractérisation des défauts non-
francs

Pour mener nos travaux sur l’étude des défauts non-francs, un modèle numérique tri-dimensionnel
basé sur la résolution des équations de Maxwell en domaine temporel a été mis en place et ses
résultats ont été confrontés aux mesures expérimentales.
Le modèle numérique proposé est défini sur un tronçon de câble contenant le défaut à étudier.
Un champ électrique incident est appliqué à l’une des extrémités du câble et les signaux réflé-
chis et transmis sont enregistrés sur des plans situés en avant et en arrière du défaut. A partir de
ces signaux temporels, les coefficients de réflexion et de transmission du défaut sont calculés.
Le modèle expérimental quant à lui a consisté à fabriquer des défauts le plus proche possible
de ceux modélisés, et à mesurer leurs coefficients de réflexion grâce à un analyseur de réseau.
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Contrairement aux réflectogrammes numériques, les réflectogrammes expérimentaux sont brui-
tés par des signaux parasites non désirés. Des techniques permettant d’isoler la réponse du
défaut sont mise en oeuvre et rendent les résultats expérimentaux comparables à ceux de la si-
mulation [46].
Dans les développements réalisés, on s’est particulièrement intéressé aux trois type de défauts
non-francs suivant :

— Le défaut d’écrasement qui traduit une variation de la section du câble sur une longueur
Lf (Fig.2.6).

— Le défaut de blindage qui traduit l’arrachement du blindage sur un angle θf et une lon-
gueur Lf (Fig.2.7).

— Le défaut d’épaulement qui traduit l’arrachement du blindage et du di-électrique sur une
profondeur pf et une longueur Lf (Fig.2.8).

FIGURE 2.6 – Défaut d’écrasement

FIGURE 2.7 – Défaut de blindage

Le cas du défaut d’épaulement est présenté dans l’article ci-après Time domain reflecto-
metry model : analysis and characterization of a chafing defect in a coaxial cable publié
dans le journal The European Physical Journal, Applied Physics. La comparaison aux résultats
expérimentaux réalisée montre la validité de l’approche numérique mise en place. Ces résultats
sont exploités pour l’évaluation des paramètres électriques équivalents dans le but de proposer
une représentation quadripolaire plus fine prenant en compte les aspects 3D.
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Abstract. This paper presents experimental and numerical studies of a chafing soft defect realized by
partially milling coaxial cables. The approach is based on the time domain reflectometry technique. The
numerical model consists in solving Maxwell’s equations while an incident Gaussian pulse is injected on the
faulty line. The experimental time domain measurements are performed with a vector network analyzer.
To get the experimental results comparable to the numerical ones, a process to denoise the measured
impulse responses is proposed. The reflection coefficients obtained are compared to those given by a
classical approach based on a chain matrix model to show the impact of 3D numerical modeling in studying
soft faults.

1 Introduction

One of the crucial issues in domains such as aerospace and
automotive is to keep electrical networks undamaged by
detecting and repairing the defects that can appear on the
wires [1]. The hard faults which are characterized as open-
circuit or short-circuit have been well studied and are
efficiently characterized by traditional reflectometry tech-
niques [2]. The soft faults which are characterized by partial
damage to the wire have been far less studied because the
generated reflections arevery small andhard todetect [3].To
improve the analysis and diagnosis of wired networks, it is
crucial to have numerical models whose results are
comparable to those obtained from measurements.

Modeling a wiring system generally consists in
computing the voltage potential on the faulty section by
solving a 2D static Poisson equation and using the Gauss
theorem to determine the distributed electrical parame-
ters: the resistance R, the inductance L, the capacitance C,
and the conductance G (RLCG). These parameters are
used in a longitudinal model such as telegrapher’s
equations or chain matrix model to compute the reflection
coefficient [4]. Unfortunately, this modeling approach does
not take into account the three-dimensional aspect of wave
propagation in the wire. In our previous works, we have
proposed how to compute the equivalent electrical
parameters of shielding soft defects through 3D time
domain numerical modeling and use frequency domain
reflectometry measurements for validation [5]. Unfortu-
nately, in these works, because of the considered fault
lengths and the cable type, the description of reflection

coefficient is limited on the growing part of the first lobe.
This does not allow to clearly determine the frequency
signature of the shielding defect.

In this paper, we use time domain reflectometry
measurement and a 3D time domain numerical simulation
to describe evolution of the frequency signature of soft fault
defects. The damage is a partial chafing of the shield and
the insulator on a coaxial cable RG58. The fault lengths
and the frequency band are chosen sufficiently large to have
several lobes on the reflection coefficient. In this work,
we also show how to treat experimental time domain
measurements to get results which can be compared to
those obtained from numerical modeling. Because of very
weak contribution of the soft defect on the response of the
line, the proposed process combines different existing
techniques such as de-embedding [6] and clean algorithm
[7], in order to remove the unwanted signals on the
measured impulse responses. The experimental and
numerical reflection coefficients due to the soft defect are
compared to that obtained from a chain matrix model to
show benefit of 3D modeling.

2 Numerical modeling

A 3D numerical modeling consists in solving the time
domain Maxwell’s equations to compute the reflection
coefficient of the faulty section. A nodal discontinuous
Galerkin method is adopted for the spatial discretization
[8]. Its discontinuous aspect allows to easily discretize
objects of different sizes or shapes, and provides a better
representation of discontinuous properties. These kind of
methods are well adapted for parallel computing and high
order spatial elements are easily used to improve the
accuracy of the results.
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2.1 Numerical method

Let E, H, and J represent, respectively, the electric field,
the magnetic field, and the current density. The time
domain Maxwell’s equations form a system (1) of 6
unknowns that are components of E and H:

e∂tE� ∇ � H ¼ �J
m∂tHþ ∇ � E ¼ 0

;

�
ð1Þ

where e is the permittivity of the medium, m its
permeability. In a conductive medium, J= sE, with s
the conductivity.

The discontinuous Galerkin method is introduced for
solving the conservative form of partial differential
equations. This method consists in discretizing the
variational formulation of (1) on each mesh element T of
the domain V ¼ ∪T :

∫T e∂tE’� ∫TH � ∇’� ∫∂T ðn � HÞ’ ¼ �∫TsE’

∫Tm∂tHcþ ∫TE � ∇cþ ∫∂T ðn � EÞc ¼ 0
;

(

ð2Þ
where ’ andc are test functions. In eachT, a finite element
method is applied and a mapping technique is employed to
facilitate the use of high ordermesh elements. The interface
terms (n�H) and (n�E) are replaced by numerical flux
expressions ðn � HÞnum and ðn � EÞnum as in a finite
volume method. Different formulations of the flux
expressions exist [9]. These following expressions (3)
resulting in different numerical schemes are implemented.
For a=0, centered fluxes are obtained and numerical
schemes are dispersive. For a=1, upwind fluxes are
obtained and numerical schemes are dissipative. We have

ðn � HÞnum ¼ n � fZHg
fZg � a n � ðn � ⟦E⟧

fZg
� �

ðn � EÞnum ¼ n � fYEg
fYg þ a n � ðn � ⟦H⟧Þ

fYg
� � ;

8>><
>>:

ð3Þ
where Z ¼ ffiffiffi

m
e

p
, Y=1/Z, ⟦u⟧ ¼ uþ�u�

2 , and fug ¼ uþþu�
2 .

The superscript “�” denotes the values for fields in the
current element, while “+” is for the adjacent element.
In this work, the upwind fluxes are considered, the
time integration is ensured by an explicit four stages
Runge-Kutta method (RK44) and the spatial discretiza-
tion is performed with the third order tetrahedral mesh
elements to improve accuracy of the results.

2.2 Numerical results

The coaxial cable model is designed by four concentric
cylinders as shown in Figure 1a. At the center, the copper
core diameter is 0.43mm. The first layer of diameter
2.9mm is the inner dielectric insulator whose relative
permittivity is eri ¼ 2:3. The second layer of diameter
3.2mm is the woven copper shield whose conductivity is
s=6.107 S/m�1. The third layer of diameter 3.6mm is an

outer plastic jacket whose relative permittivity is erj ¼ 2:1.
The soft fault presented in Figure 1b is a partial chafing of
the jacket, the shield, and the insulator on a length Lf, and
the damaged depth of the dielectric insulator is noted as
pf=1mm. Since a part of the field is radiated outside, a
surrounding cylindrical vacuum volume is added with
perfectly matched layers to operate like free space as in
experimental measurements [10].

The simulation consists in injecting a Gaussian pulse of
frequency band [0, 7]GHz in the cable. The incident radial
electric field is given by: Einc

r ðtÞ ¼ e�aðt�t0Þ2 with a=3.1020

and t0 ¼ 0:3 ns. The reflected field is recorded on an
observation plane S located in front of the soft fault. It is
computed as

Erefl
r ¼ S�1∫ErdS: ð4Þ

Two lengths Lf={5, 7.5} cm are considered and the
impulse responses versus the position z=2vt, with
v ¼ c=

ffiffiffiffiffiffiffi
2:3

p
, are presented in Figure 2. For each case,

Fig. 1. Modeling of a damaged coaxial cable. (a) Section of the
coaxial cable, (b) chafing of the shield and insulator.

Fig. 2. Impulse responses of a chafing soft fault of length Lf=
{5, 7.5} cm.
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the first reflection is positive and the second is negative.
This is due to the higher wave velocity value in the
defective zone. The distance between the positive and
negative peaks is equal to the length of the damaged part.
The amplitudes of the negative pulses are lower than those
of the positive pulses. This is due to the radiated field
outside the coaxial cable. When Lf increases the amplitude
of the second reflection decreases because the field is
radiated outside along the defective zone.

3 Experimental approach

In this section we will focus on the comparison between the
numerical simulation and the experimental results on
chafing defects for diagnosis purposes. The early diagnosis
of such defects is very important since they correspond to
electrical wire damaged by abrasion against sharp edges
caused by poor design, bad or broken holding of the cable.
This results in a chafing of the insulator as modeled in
the previous section and ultimately, in an extreme case
where the insulator is completly removed over an angular
portion, can lead to severe system failures.

3.1 Experimental setup

The experimental setup is shown in Figure 3. A faulty line
is connected to a vector network analyzer through
two 50V coaxial cables equipped with N connectors.
The A and B fixtures are N to BNC coaxial adaptors.
Since the SOLT (Short Open Load Thru) calibration is
realized at the extremities of those cables, the position of
the reference plane will be at the end of the cable connected
to port 1. The scattering parameters are measured with an
Agilent N9914 Fieldfox over a [0, 4]GHz range.

In this work, the faulty line including a chafing defect
(Fig. 4) is realized by partially milling the shielding and the
insulator on a limited portion of a 60 cm, 50V RG58
coaxial cable, as shown in Figures 1 and 3. Two lengths
Lf={5, 7.5} cm with a depth d=1mm were realized.

3.2 Experimental results

A common problem, when trying to characterize a soft
defect on an electrical line by reflectometry, is that the
fixtures at each extremity of the line also introduce
insertion or return losses. In that case, the measured
impulse responses also contains the signatures of the
fixtures. Although very weak, the fixtures contribution
cannot be neglected when dealing with soft defects since the
perturbation they create on the line are of the same order of
magnitude. In this work the two-window time gating
method presented in reference [6] is used to remove the
contribution of the fixtures. It is based on the measurement
of the four scattering parameters of the network and a
selective gating of the mismatches caused by each fixture.
Consequently the full de-embedding of the fixtures effect
and the quantitative characterization of the signature of
defects can be achieved. The result of the de-embedding
process on the defective line is presented in Figure 5 and
one can see that the contribution of the fixtures are mostly
removed. Despite this technique, it remains a non-
negligible noise level that leads on ripplings of the reflection
coefficient in frequency domain.

To avoid these ripplings, a clean algorithm procedure
[7] is applied in order to remove the noise and the unwanted
inhomogeneities on the time domain impulse response. In
this work, the shape of the impulse response at one interface
of the defect can not be considered as a sinc function. As a
matter of fact, the leakage of the field with frequency will
affect the reflection coefficient and consequently the shape
of the impulse response. The interface impulse response
used in the clean algorithm procedure was taken as the
main lobe of the first reflection (Fig. 6).

Figure 7 shows the comparison of the reflection
coefficients between the experimental measurements and
the numerical model for Lf={5, 7.5} cm. The error over

Fig. 3. A two port a vector network analyzer (VNA) is connected
to a faulty line through the fixtures A and B.

Fig. 4. The faulty line includes a chafing soft defect realized by
partially removing by milling the shielding and the isolator.

Fig. 5. Original and de-embedded impulse responses of a
defective line under test. The line is a 60 cm 50V RG58 coaxial
cable including a 7.5 cm chafing defect.

A. Kameni et al.: Eur. Phys. J. Appl. Phys. 83, 30601 (2018) 3

No-p3



frequency is around 5% below 1.5GHz and increases with
frequency since many experimental parameters can have
an influence on the losses. The reflection coefficient
obtained from a chain matrix model, that consists in a
transmission line model with the three sections cascaded, is
also added for Lf=7.5 cm. This chain matrix model does
not take into account the losses due to the leakage in the
outer medium, and can account for the model of a crushing
defect where the shielding would not have been damaged.
The periodicity of the lobes with frequency is in very good
agreement but this result more importantly clearly
emphasizes the effect of the losses on the frequency
response. Consequently, the specific signature of the
chafing defect evidenced here is very important since it

allows us to discriminate a simple crushing defect (no
leakage, no short circuit risk) from a chafing defect
potentially more severe. The length of the defect can be
estimated through the measurement of lobes periodicity
and the identification of the nature of the defect through
the recognition of the attenuation pattern by cross
correlation analysis.

4 Conclusion

A numerical model, as well as an experimental validation,
of chafing soft defects on an electrical line was presented.
The model is based on the implementation of the
discontinous Galerkin method and the defects created by
milling coaxial cables were characterized by time and
frequency domain reflectometry. A de-embeding and clean
algorithm procedure was also used in order to denoise,
extract, and quantitatively identify the signature of the
soft defect. The method is very efficient and, for the first
time to our knowledge, a frequency signature allowing to
discriminated a crushing from a chafing defect was
evidenced. This result can be a powerful tool for the
preventive diagnosis and maintenance of potentially severe
soft defects.
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Fig. 6. Result of the de-embedding and clean algorithm
procedure on the impulse responses of the defective line under
test with a chafing defect of length Lf=7.5 cm.

Fig. 7. Comparison of reflection coefficient between the experi-
mental measurements, the numerical DG model and a simple
chain matrix model for Lf=7.5 cm and d=1mm.
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FIGURE 2.8 – Défaut de blindage et de di-électrique

2.7.2 Evaluation des paramètres électriques équivalent

Pour mettre en évidence l’apport de la modélisation 3D, on a comparé le coefficient de ré-
flexion issu du modèle numérique à celui obtenu d’un modèle de ligne de transmission utilisant
les paramètres pRLCGqan analytiques. Dans le cas d’un défaut d’écrasement sur une ligne sans
pertes, les travaux de thèse de Hossein Manesh (Anthony Manet) ont montrés qu’il y a un déca-
lage en fréquence sur les coefficients de réflexion Fig.2.9. Ce décalage est dû à une différence
sur la valeur de l’élément capacitif.
L’observation d’une cartographie du champ électrique du modèle numérique 3D, montre la

FIGURE 2.9 – Comparaison des coefficient de réflexion : (g) modèle numérique 3D et modèle
des télégraphistes avec les paramètres pRLCGqan, (d) modèle numérique 3D et modèle des
télégraphistes avec les paramètres pRLCGqnum

présence d’effets capacitifs dus à la propagation d’une composante Ez au niveau des arêtes de
changements de section du câble (Fig.2.10). A partir de l’évaluation des paramètres électriques
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FIGURE 2.10 – Cartographie du champ électrique

pRLCGqnum, une solution d’amélioration de la représentation électrique quadripolaire a pu être
proposé une amélioration. Celle-ci consiste en l’ajout d’éléments capacitifs en entrée et en sor-
tie du quadripôle représentant la zone défectueuse (Fig.2.11). Cette solution proposé a permis
d’éliminer le décalage en fréquence observé précédemment (Fig.2.9).

FIGURE 2.11 – (g) Représentation quadripolaire classique, (d) Représentation quadripolaire
avec ajout d’éléments capacitifs

Lorsque le défaut comporte une perte de blindage (défaut de blindage et épaulement), le
modèle 3D montre qu’il y a un rayonnement vers l’extérieur du câble. Ce rayonnement conduit
à l’atténuation des ondes à la traversée de la zone défectueuse. Lorsque la fréquence augmente,
celui-ci devient plus important ce qui se traduit par la diminution de l’amplitude des lobes du
coefficient de réflexion. Ces travaux de thèse on permis de mettre en évidence que en plus des
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effets capacitifs dus aux changements de section du câble, il y a des effets dissipatifs. Pour
prendre en compte ces effets dissipatifs, la solution proposé dans ces travaux est d’ajouter dans
la représentation électrique de la zone défectueuse, un élément résistif qui est mis en série avec
l’inductance. Dans le tableau présenté ci-après, on récapitule les modèles électriques équivalent
améliorés des trois types de défauts étudiés. L’article ci-après Equivalent Circuit Model of
Soft Shield Defects in Coaxial Cables Using Numerical Modeling publié dans le journal
IEEE Transactions On Electromagnetic Compatibility présente la méthodologie et les résultats
obtenus pour le cas du défaut de blindage avec détérioration de la couche diélectrique.



Etude de différents types de défaut et de leur détection 
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Tableau 5-2: Etude paramétrique de l'évolution des caractéristique du défaut par rapport au type 
et leur degré de la sévérité. 
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Equivalent Circuit Model of Soft Shield Defects in Coaxial Cables Using
Numerical Modeling

Anthony Manet, Abelin Kameni, Florent Loete, Jérôme Genoulaz, Lionel Pichon, and Odile Picon

Abstract—This paper presents a three-dimensional modeling
study to investigate the effects of one type of soft fault problem
in electrical fault diagnosis, the impacts of partial degradation
in the coaxial cable shielding or other shielded lines. At first, a
time domain nodal discontinuous Galerkin method is used to solve
Maxwell’s equations and simulate reflectometry responses of soft
faults. Then, the numerical simulation results for soft defects in
cable shields are compared with experimental measurements for
validation purposes. Finally, the shield defects that can arise on
coaxial cables are modeled by an equivalent circuit and compared
to illustrate their impacts on the electrical characteristic parame-
ters as a function of their severity.

Index Terms—Cable shielding, coaxial cables, discontinuous
Galerkin, equivalent circuits, fault diagnosis, reflectometry, sim-
ulation, soft fault.

I. INTRODUCTION

THE fault-detection feature is certainly a very important
aspect of wire health monitoring and an important process

required in electrical wiring system operation. It has a great
influence on security and quality. In transmission line networks,
this feature is needed for the early identification of the faulty
line in order to anticipate severe consequences that can be costly
and even catastrophic.

Two main categories of defects can occur on transmis-
sion lines [1]: hard faults like short or open circuits result-
ing from a significant change in line impedance and the soft
faults that include partial degradation such as insulation dam-
age, natural aging, water infiltration, etc, leading to very small
impedance changes along transmission lines. These defects
can be studied by the reflectometry technique, which is based
on electrical signal injection into the network from one or both
extremities of a line followed by an analysis of the reflected sig-
nals resulting from impedance discontinuities [2], [3]. Whereas
hard faults are easy to find, soft faults are difficult to detect
because they do not significantly affect the received signal in
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traditional reflectometry measurements. These soft faults have
been less studied and they are more difficult to identify because
of their low-level reflection signatures until they become hard
faults [4]–[6]. In order to anticipate the appearance of severe
faults that are initially caused by soft fault degradation, a de-
tection feature is needed to provide timely identification of the
faulted line.

The objective of this paper is to carry out a soft fault model
in a coaxial line system to analyze its electrical effects caused
by a discontinuity in the shield. In a previous study [7], the
authors have presented a preliminary discussion on a numer-
ical study of a soft defect by computing their reflectometry
responses. This paper aims at extending the applicability of
such a technique to provide an equivalent circuit for the shield
defect and show the influence of fault severity on electrical
parameters. The numerical results presented in this paper are
obtained with the discontinuous Galerkin method. This method
has been recently introduced in the modeling of electromagnetic
compatibility problems and has proved to provide a powerful
tool for wave problems [8]. The unstructured mesh allows a
flexible discretization of complex geometries and provides ad-
equate consideration of discontinuous physical properties. This
method is well adapted for parallel computing because the gen-
erated matrices are block diagonals. The easy use of high order
mesh elements allows for increasing the accuracy of the results.

II. NUMERICAL MODELING OF A SOFT DEFECT

The aim of this section is the numerical simulation of electro-
magnetic fields in the case of a soft defect, in order to describe
the behavior of the reflection line response in the presence of
soft faults. We refer to a lossless coaxial cable transmission line
of characteristic impedance Z0 , with the damaged area between
two interfaces separated with a discontinuity in the shield of
length Lf .

The application example was modeled in three dimensions
by means of the discontinuous Galerkin method applied to
the soft fault problem to numerically solve the time-dependent
Maxwell’s equations [8], [9], and to compute different parame-
ters such as the time-domain reflection response, the reflection
coefficient, or the impedance of the faulty section.

The discontinuous Galerkin methods are introduced for solv-
ing the conservative form of partial differential equations. This
method consists of discretizing the variational formulation on
each element of the computational domain. In each element,
a finite-element method is applied, and the mapping technique
is used to facilitate the use of high-order mesh elements. The
interface terms are replaced by numerical flux expressions as in
a finite-volume method [10], [11].

In this study, the coaxial cable model provides dimensionally
accurate and detailed 3-D models of shielded defects (see Fig. 1)

0018-9375 © 2016 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications standards/publications/rights/index.html for more information.
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Fig. 1. Coaxial cable model: cross-sectional model (a) with different layers
and (b) with the soft fault that is a shield and jacket cutaway.

TABLE I
COAXIAL CABLE MODEL DEFINITION

Parameter Material Diameter (mm) Electrical properties

Core Solid silver-plated copper 2.33 PEC
Insulation PTFE 6.0 vp = 0.83 nominal

Shield Silver-plated copper 7.10 PEC
Jacket FEP 7.70 εr = 2.1

to describe the effects of the soft fault in a realistic coaxial line
system.

Three concentric cylinders define the geometry: 1) outer plas-
tic jacket; 2) double-braided shield; and 3) inner dielectric in-
sulator made from aerated fluoropolymer insulation (PTFE).
Fig. 1 shows the mesh used to simulate the coaxial cable with
dimensions listed in Table I. At the center, the solid silver
plated copper core is considered a perfect electrical conduc-
tor (PEC) boundary condition. Note that the double-braided
shield is considered as a PEC due to its excellent shielding cov-
erage and meshed because it is located between two dielectric
materials.

The considered cable length is L = 5 cm and a soft fault
occurs at xf = 2.25 cm from the beginning of the line, with
lengths of 5, 10, and, 20 mm defects on the shield, at various
widths (angle cutaways “θ”) of 50°, 90°, and 130°, as shown
in Fig. 1. The example given in this paper pertains to vary low
loss coaxial cable with signal loss 105 dB/ 100 m up to 8 GHz.
Due to the very short length of our cable model, the losses are
neglected in the present analysis. Since a part of the field radiates
outside the cable due to the discontinuous shield, a surrounding
cylindrical air volume truncated with absorbing Silver–Muller
boundary conditions is added to the computational domain and
operates like free space as in experimental measurements.

The simulation consists in injecting a Gaussian pulseUi of the
unit amplitude of frequency band [0; 6 GHz] in the cable. The
reflected and transmitted fields are recorded on the observation
planes located in front of and behind the soft fault. Fig. 2 illus-
trates the time-domain response of the faulty line as a function
of the fault angle values “θ” and the length of the defect “Lf ”.

For both cases in Fig. 2, the shape of the reflected signal
exhibits a positive and negative reflection due to the sign of the
reflection coefficient at the discontinuity interfaces at x = x1

and x = x2 (see Fig. 1). The shape and amplitude of the time
domain response due to the defect depend on the nature and
severity of the fault. Moreover, as shown in these figures, the
amplitude of the reflected waves is generally very small. The
time domain result is significantly lower than the incident signal

Fig. 2. Signal reflected for different simulated cases versus: (a) fault angle
with Lf = 10 mm and (b) fault length with θ = 90◦.

Fig. 3. Reflection coefficients results versus: (a) fault angle withLf = 10 mm
and (b) fault length with θ = 90°.

(here about 5% of Ui ), and therefore, the reflected pulse cannot
be detected easily by means of the measurement devices. As
shown in Fig. 2(a), the reflected signal can change significantly
due to the radiation leakage that increases with the angle of the
shielding defect “θ”. In the same way, Fig. 2(b) shows that the
amplitude of the reflected signal is increased with the length of
the defect. The observed phase shift between the reflected waves
of the simulated cases shown in Fig. 2(b) is due to the length
of fault. For the fault of 20 mm length, the second reflection
appears later than for the defect with smaller length.

The time-domain responses in Fig. 2 allow us to compute the
reflection coefficients Γ(f) in the frequency domain [12]. Fig. 3
shows the reflection coefficient Γ(f) in a frequency range from
0 to 6 GHz for the two aforementioned cases above, against the
fault angle and length, respectively.
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Fig. 4. Shield damage at 8.4 m on a 25 m coaxial cable, with different lengths.

III. EXPERIMENTAL VALIDATION

In this section, the experimental measurements that were
performed with discontinuities in the coaxial cable shield are
presented. The measurement was carried out using an aircraft
coaxial cable EN 04604 WD (Z0 = 50 ± 2Ω at 200 MHz).
This type of coaxial cable is designed for high-frequency radio
communication applications in aeronautic environments with
frequency operation up to 8 GHz. As shown in Fig. 4, the faults
were made of 130° shield cutaway sections, with lengths of 1
and 2 cm. The line terminals were attached with 50-Ω N series
RF coaxial cable connectors. These N connectors used to join
coaxial cables were designed to carry signals at radio frequen-
cies up to 18 GHz. The reflected signals from the cable under
test were measured by means of a VNA (Rohde & Schwarz
ZNB8). In the case of a measurement with Δf = 100 kHz and
a span of 6 GHz, the time domain range is sufficient to prevent
the responses from overlapping or aliasing for reflection mea-
surements for a 25 m cable length. The reflection and transmis-
sion coefficients (S-parameters) for a healthy cable and a shield
damage located at 8.4 m on a 25 m cable were measured by
means of a full 2-port VNA, with improved TRL calibration to
acquire highly accurate measurements. The frequency-domain
response is a mix of all the signals reflected by the discontinu-
ities present in the cable such as mismatch effects and thus it is
difficult to estimate the contribution of the sole fault. However,
using both damaged and undamaged results, a time domain fil-
ter can be applied to remove unwanted signal components, in
order to compute the reflection coefficient corresponding to the
reflections initiated by the fault. Then, the measured data fil-
tered and gated in the time domain are transformed back to the
frequency domain to obtain the reflection coefficient of the soft
fault (ΓGate) [13].

As discussed above,ΓGate is measured at the beginning of the
line placed at 8.4 m from the fault position and, consequently,
the measured reflection response will be lower than the simula-
tion response of a small section of the cable, because of the loss
of the cable and connector. In order to improve the accuracy of
the reflection values between the simulation and experimental
measurements, we need to compensate the loss for the measured
reflection coefficient. In the case of the defect placed halfway
along the test cable, the attenuation due to the cable and connec-
tor losses for reflection at the halfway point is very nearly equal
to the S21 transmission loss in the undamaged case. Then, the
reflection-gated response loss can be compensated by dividing
the gated response by original transmission coefficient S21 of

Fig. 5. Measurement and simulation reflection coefficient results for shield
damage on the coaxial cable (fault angle θ = 90◦).

Fig. 6. Equivalent circuit model at the faulty section.

the undamaged case [13]:

ΓGateComp(f) =
ΓGate(f)

S21(f)
. (1)

In our case, where the defect is not placed halfway along the
test cable, the reflection gated and compensated response can be
computed by taking the average between two values obtained
from (1) at both line extremities. An example of the measured
reflection coefficient gated and compensated (ΓGateComp ) is
shown in Fig. 5 for the test case with the lengths of 1 and
2 cm defect on shield. In this figure, the results are compared
with the numerical simulation results obtained by means of the
discontinuous Galerkin method and good agreement is achieved.

IV. EQUIVALENT CIRCUIT

Circuit models are useful to predict system responses to dif-
ferent types of fault behaviors. This permits the representation
of the discontinuity by simple electrical element combinations
and, consequently, analysis of its behavior in terms of classical
RLCG electrical parameters. As a matter of fact, depending on
the nature of the defect, one can expect one or several parameters
to be altered.

The interruption of the shield provides an impedance discon-
tinuity Zd , which can be due to radiation and induction effect
changes. There are also shunt admittance elements Yd , usually
in the form of capacitance elements, which also arise from the
change in outer conductor radius [14]. Fig. 6 shows the equiv-
alent circuit model of the cable system at the faulty section,
assuming that the electric charge density on the faulty region is
uniform and neglecting the fringing fields of the edges of the
shield discontinuity.
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Fig. 7. Comparison of characteristic per-unit-length distributed parameters for
the coaxial cable in the undamaged and damaged conditions with Lf = 5 mm:
(a) resistance, (b) inductance, and (c) capacitance.

The values of the circuit elements containing two shunt ele-
ments and one series element can be determined from the chain
matrix [14] calculated from the S-matrix. The S-parameters
used in this section were calculated from the simulation results
presented in Section II.

The chain parameter matrix of the faulty region between two
interfaces at x = x1 and x = x2 (see Fig. 1) can be calculated
from the overall S-matrix calculated at the beginning and end of
the line, and then shifted from the measurement reference planes
to the faulty region location. In representing the soft defect in
this way, the effect of the fault in the coaxial cable shield can be
modeled by the distributed parameters. The application example
is related to the coaxial cable with the inner dielectric insulator
made from an aerated PTFE whose dielectric loss is lower than
PTFE with 1.5E-4 at 10 GHz, and that the conductance G can
be neglected.

Fig. 7 shows the comparison of characteristic per-unit-length
distributed parameters, R, L, C, for the undamaged lossless
coaxial cable and damaged with 5 mm long shield cutaways
of 50° and 90°. Fig. 7(a) presents the per-unit-length resistance
R simulated for the undamaged and damaged model. The loss
due to the radiation of electromagnetic waves from discontinuity
increases with an increase in frequency.

From the coaxial cable characteristics definition listed in
Table I, the per-unit-length inductance and capacitance
can be calculated directly from analytical expressions:
L′ = 0.189 μH/m; C ′ = 81.5 pF/m. In Fig. 7(b) and (c),
the simulated results are compared with the calculated per-
unit-length inductance and capacitance in the undamaged and
damaged model separately. As expected, the shielding defect
modifies the capacitance and inductance of the line, because the
presence of the discontinuity in the shield affects the propagation
characteristics inside the cable. Fig. 7(b) and (c) represents small

changes to line inductance and capacitance in the case of dam-
age. These may be due to small negative lumped capacitance and
positive lumped inductance changes on the line at the place of the
defect.

V. CONCLUSION

In this paper, we presented a soft shield defect model on a
coaxial cable to analyze and estimate the reflection response.

The numerical simulation results, performed with a time do-
main nodal discontinuous Galerkin method, are validated by
comparison with experimental measurements, and have shown
good agreement over a frequency range that widely covers the
band usually used for the diagnosis of faults in electric trans-
mission lines.

The shield defect was modeled from reflectometry responses,
in terms of the distributed transmission line parameters. A soft
fault could result in variation of distributed parameters along
the transmission line. The sensitivity analysis about electrical
circuit parameter is derived to infer the nature of this kind of
defect in terms of changes to per-unit-length resistance, induc-
tance, and capacitance at the place of the defect, as a function
of frequency, and could provide more useful information for
diagnosis.
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Chapitre 3

Calcul des champs induits dans les
matériaux supraconducteurs
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3.1 Introduction

Avec l’évolution démographique, les besoins technologiques permettant de satisfaire les
populations ont explosé. Dans les pays industrialisés on a besoin de fabriquer un nombre sans
cesse croissant de dispositifs et systèmes pour les domaines tel que, le transport, les commu-
nications ou encore la santé. Malheureusement, on s’est progressivement rendu compte de la
diminution des stocks de matières premières notamment celle extraites de la planète. Face à la
pénurie programmée de certaines d’entre elles à cause de la raréfaction, et des difficultés d’ex-
traction, on se tourne progressivement vers d’autres matières premières dont l’utilisation dans
les systèmes passe par l’innovation technologique. Parmi ces matières premières on peut citer,
les sources d’énergie telles que le vent, l’eau ou encore le soleil, et les nouveaux matériaux tels
que les composites, les piézo-électriques ou encore les supraconducteurs. Dans le cas des su-
praconducteurs, ils ont vocation à remplacer les matériaux conducteurs, comme par exemple le
cuivre, sur les aspects de transport de courant et production de champ magnétique. En effet ces
matériaux présentent comme avantages, de conduire du courant avec très peu de pertes Joule,
et d’être fortement diamagnétique [113].
Les premières observations de la supraconductivité ont été faites au début du 20ième siècle
par Kamerlingh ONNES. L’état supraconducteur s’est manifesté dans certains métaux par la
disparition de la résistivité en dessous d’une certaine température appelée température critique.
Durant les décennies suivant cette découverte, les températures critiques qui étaient de quelques
dizaines de Kelvin n’ont cessé d’augmenter pour dépasser la centaine de Kelvins [14]. C’est
cette augmentation de la température critique qui a conduit à l’essor des travaux de recherches
sur ce domaine, car les perspectives d’utilisation sont plus importantes. L’innovation techno-
logique atour de ces matériaux s’opère depuis plusieurs années, et on assiste au développe-
ment de dispositifs utilisant cette classe de supraconducteurs dits à haute température critique
(HTC). On peut citer en exemple, les câbles de transport d’énergie, les limiteurs de courant,
les moteurs supraconducteurs ou encore les appareils IRM avec des aimants supraconducteurs
[58, 100]. Ces réalisations ont été rendues possibles grâce aux travaux de caractérisation qui
ont été mis en place pour décrire les interactions de ces matériaux avec les champs électro-
magnétiques [44, 62]. Ceux-ci ont notamment permis de comprendre la phénoménologie de
l’état supraconducteur et de proposer des lois constitutives décrivant son comportement thermo-
électromagnétique [5, 15, 24].
L’introduction des matériaux supraconducteurs dans les dispositifs du génie électrique passe par
la mise en place de modèles numériques permettant de décrire l’évolution des champs électro-
magnétiques dans l’environnement concerné, afin d’apporter des solutions pour le dimension-
nement des dispositifs. Ces travaux de modélisation sont d’autant plus importants car l’expéri-
mentation autour de ces matériaux est contrainte par les dispositifs cryogéniques nécessaires au
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refroidissement du matériau en dessous de la température critique où se manifeste la supracon-
ductivité. C’est sur cet aspect que se situent mes travaux sur les matériaux supraconducteurs. Ils
portent notamment sur le développement d’outils numériques pour décrire l’interaction de ces
matériaux avec les champs magnétiques. Cette interaction se manifeste par des courants induits
dans le matériau lorsque celui-ci est soumis à une sollicitation extérieure comme par exemple un
champ magnétique ou un courant. Les outils numériques que j’ai proposés sont principalement
dédiés au calcul des champs dans ces matériaux dans le but d’évaluer les pertes et l’aimantation
[56]. Ce calcul de champs se fait via la résolution des équations de Maxwell couplées aux lois
constitutives du matériau.
Avec l’intérêt croissant autour de ces matériaux durant les dernières décennies, de nombreux
modèles analytiques et numériques ont été proposés pour évaluer les grandeurs induites dans
ces matériaux. Les premiers modèles ont été dédiés à l’étude des supraconducteurs à basse
température critique dont la loi de comportement est donnée par le modèle de Bean, et ils ont
consisté en la résolution de systèmes différentiels quasi-linéaires [23, 17, 72] . Avec la décou-
verte des supraconducteurs à haute température critique qui sont caractérisés par une loi puis-
sance, les modèles mis en place nécessitent la résolution de problèmes différentiels fortement
non-linéaires. Des approches analytiques ont été proposées pour des configurations simples 1D
et 2D [RI.25, 70, 73], mais plus généralement on a recours à des méthodes numériques. Les
méthodes intégrales ont été implémentées pour résoudre ces équations pour des configurations
2D [20, 102], mais à cause des matrices pleines, elles ont été abandonnées au profit de la mé-
thode des éléments finis.
C’est autour de la méthode des éléments finis que se concentrent les travaux de modélisation
des supraconducteurs à haute température critique [19, 45, 78, 126]. De nombreux modèles
2D et 3D ont été proposés et des logiciels commerciaux tels que COMSOL Multiphysics et
FLUX3D disposent de modules spécifiques pour la modélisation des matériaux supraconduc-
teurs. Bien que cette approche soit efficace pour la plupart des configurations, il en existe néan-
moins pour lesquels, la convergence n’est pas garantie, ou qui nécessitent des développements
supplémentaires pour maintenir son efficacité. C’est le cas lorsque l’exposant de la loi puissance
est élevé, il faut faire face à des oscillations numériques, ce qui nécessite de réduire considéra-
blement le pas de temps utilisé et d’ajouter un terme résiduel constant dans la loi puissance [45].
Lorsque la configuration étudiée conduit à un très grand nombre d’inconnues, cette méthode est
moins efficace à cause des opérations d’inversions matricielles très couteuses en espace mé-
moire. Des techniques de compression matricielle ou la mise en place du calcul parallèle sont
des solutions envisagées, mais qui demandent d’importants développements supplémentaires
[6, 13, 16]. C’est pour ces raisons que la mise en place d’autres approches numériques offre des
solutions alternatives à la méthode des éléments finis. C’est ce que j’ai notamment réalisé en
proposant, des modèles de calculs de champs et de pertes dans les supraconducteurs utilisant, la
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méthode des volumes finis, la méthode de Galerkin discontinue, et des techniques de réductions
de modèle pour traiter les configurations conduisant à de grands systèmes comme les câbles
supraconducteurs. Dans les sections suivantes, je vous présente les principales formulations uti-
lisées pour la modélisation des supraconducteurs à haute température critique et mes principales
contributions sur ce sujet.

3.2 Modélisation numérique des supraconducteurs

3.2.1 Loi de comportement électrique des supraconducteurs HTC

Une grande partie des travaux de modélisation des supraconducteurs à haute température
critique s’appuie sur une loi constitutive décrivant le comportement électrique de ces matériaux.
Celle-ci introduit, une résistivité non linéaire qui dépend de la densité de courant induite telle
que E “ ρpJqJ (3.1a), ou une conductivité non linéaire qui dépend du champ électrique tel que
J “ σpEqE (3.1b) :

ρpJq “
Ec

JcpB, θq

›

›

›

›

J
JcpB, θq

›

›

›

›

npB,θq´1

(3.1a)

σpEq “
JcpB, θq
Ec

›

›

›

›

E
Ec

›

›

›

›

1
npB,θq

´1

(3.1b)

avec, B l’induction magnétique, θ la température, JcpB, θq la densité de courant critique, Ec une
grandeur constante communément fixée à Ec “ 1µV{cm et npB, θq un paramètre caractérisant
les phénomènes d’activation thermique dans le matériau [15]. Lorsque ce dernier vaut n “ 1,
on est dans le cas d’un matériau à l’état normal résistif.

3.2.2 Formulations pour le calcul de champs électromagnétiques dans les
supraconducteurs HTC

Lorsque les conditions qu’imposent les grandeurs critiques sont satisfaites, si on soumet un
matériau supraconducteur à un champ magnétique ou lui injecte un courant, il se développe en
son sein des courants induits. La description de ces courants induits et leur évaluation est né-
cessaire le dimensionnement des dispositifs utilisant ces matériaux. L’évaluation numérique de
ces courants se fait via la résolution des équations de Maxwell auxquelles on associe la loi de
comportement électrique du matériau. Pour la loi magnétique qui relie l’induction magnétique
B au champ magnétique H, on utilise généralement celle du vide B “ µ0H, avec µ0 la perméa-
bilité du vide.
Différentes formulations de ce problème peuvent être mise en place. Les principales formula-
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tions rencontrées dans la littérature sont les suivantes :

1. Formulation en H :
C’est la formulation la plus communément utilisée pour la modélisation 3D des maté-
riaux supraconducteurs [19, 45, 126]. Le principal avantage vient du fait que la condition
de champ magnétique imposé est directement traitée par une condition de Dirichlet non
homogène. Cette formulation nécessite l’ajout d’un volume d’air autour du matériau
afin de mieux prendre en compte les effets démagnétisants. Elle s’obtient en utilisant
la forme résistive de la loi constitutive E “ ρpJqJ qui devient E “ ρpJq∇ ˆ H. Elle
s’écrit :

µ0
BH
Bt
´∇ˆ pρpJq∇ˆHq “ 0 (3.2)

2. Formulation en E :
Cette formulation est très peu utilisée pour la modélisation des matériaux supraconduc-
teurs. Dans nos travaux nous avons montré qu’elle convient pour traiter les configura-
tions sans effets démagnétisants comme par exemple un supraconducteur transportant
un courant. Dans ces cas, l’ajout d’un volume d’air n’est pas nécessaire et la condition
de courant injecté est transformée en une condition de Neumann non homogène qui est
imposée sur directement les bords du matériau [RI.27]. Pour les configurations 3D avec
effets démagnétisants, nous avons montré que cette formulation peut être utilisée dans le
cas de géométries simples dont on connait les coefficients démagnétisants [RI.17]. Cette
formulation s’établit en utilisant la forme conductive de la loi constitutive J “ σpEqE.
Elle s’obtient en appliquant l’opérateur rotationnel sur l’équation de Maxwell-Faraday :

µ0
BrσpEqEs
Bt

´∇ˆ∇ˆ E “ 0 (3.3)

3. Formulation en J :
C’est la formulation qui devrait être résolue lorsqu’on s’intéresse à la densité de courant
induite dans ce matériau. Malheureusement, celle-ci n’est presque jamais utilisée car la
mise en place des conditions aux bords est un obstacle considérable. Cette formulation
s’obtient en introduisant la forme résistive de la loi constitutive dans la formulation en
E (3.3) :

µ0
BJ
Bt
´∇ˆ∇ˆ pρpJqJq “ 0 (3.4)

4. Formulation en A´ V :
C’est l’une des formulations les plus utilisées pour la modélisation des supraconduc-
teurs [1, 89, 105, 116]. Elle présente l’avantage de pouvoir être facilement couplée aux
équations de circuits pour le calcul des pertes. Elle nécessite comme la formulation enH
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l’ajout d’un volume d’air pour la prise en compte des effets démagnétisants. Le principal
inconvénient est qu’il y a une inconnue supplémentaire par rapport à la formulation en
H. Pour construire cette formulation on utilise les relations exprimant les champs élec-
trique E et magnétique B en fonction du potentiel scalaire V et du potentiel vecteur A :

B “ ∇ˆ A, E “ ´
BA
Bt
`∇V. Elle s’obtient, avec la forme conductive de la loi consti-

tutive et l’hypothèse selon laquelle les courants ne sortent pas du matériau ∇ ¨ J “ 0.
Cette formulation est donnée par le système suivant :

$

’

’

&

’

’

%

σpEq
ˆ

´
BA
Bt
`∇V

˙

´∇ˆ∇ˆ A “0

∇ ¨
„

σpEq
ˆ

´
BA
Bt
`∇V

˙

“0

(3.5)

5. Formulation en T´ φ :
Cette formulation est très proche de la formulation en H, et est utilisée dans quelques
travaux de modélisation [107, 117]. Elle s’établit avec la définition des grandeurs T, φ,
J “ ∇ ˆ T et H “ T `∇φ. Elle s’obtient avec la forme resistive de la loi constitutive
et l’hypothèse d’absence de charges magnétique ∇ ¨H “ 0.

$

&

%

µ0
BrT´∇φs

Bt
´∇ˆ pρpJq∇ˆ Tq “0

∇ ¨ T´4φ “0
(3.6)

Chacune de ces formulations donne lieu à un problème différentiel très non-linéaire. Cette non-
linéarité est portée, par l’opérateur spatial lorsque la forme résistive E “ ρJ de la loi consti-
tutive est utilisée (formulations H et T´ φ), et par l’opérateur temporel lorsque c’est la forme
conductive J “ σE de la loi constitutive qui est utilisée (formulations E et A´ V). Les modèles
numériques développés pour le calcul des champs induits dans les supraconducteurs doivent
faire face aux nombreux problèmes de convergence introduits par ces non linéarités. Dans mes
développements numériques réalisés autour des formulations E et H, je propose d’utiliser une
linéarisation de la loi constitutive pour améliorer la convergence.

3.2.3 Linéarisation de la loi constitutive

Dans nos développements, nous avons travaillé avec une loi constitutive dont les principaux
paramètres sont constants, c’est à dire JcpB, θq “ Jc et npB, θq “ n. Pour prendre en compte
les dépendances en champ magnétique B et température θ, il est nécessaire d’introduire des lois
d’évolutions de ces paramètres, comme par exemple le modèle de Kim [24], et de combiner la
résolution du problème magnétique à celle de l’équation de la chaleur. Dans ce cas, les para-
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mètres Jc et n sont calculés explicitement à chaque pas de temps en utilisant les solutions du
pas de temps précédent [RI.6].
La linéarisation de la loi constitutive proposée est une approximation au premier ordre de la
relation E “ ρpJqJ. Nous la présentons sous la forme

Ek “ Ek´1 `
`

Jk ´ Jk´1
˘ BE
BJ

(3.7)

avec k l’indice d’itération du processus de la linéarisation. Les champs E et J étant vectoriels, il

est nécessaire de définir l’opérateur de dérivation vectoriel
BE
BJ

. Nous avons proposé d’évaluer

cet opérateur par un tenseur d’ordre 2 dont les termes sont les dérivées des composantes du
champ électrique E “ pE1, E2, E3q par rapport aux composantes de la densité de courant J “
pJ1, J2, J3q :

BE
BJ
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

BE1

BJ1

BE2

BJ1

BE3

BJ1
BE1

BJ2

BE2

BJ2

BE3

BJ2
BE1

BJ3

BE2

BJ3

BE3

BJ3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.8)

La résolution de la formulation en H en utilisant cette linéarisation a été implémentée dans une
méthode des éléments finis. Elle permet une meilleure convergence notamment pour les cas
où l’exposant de la loi puissance est grand. Ces résultats font l’objet d’un "benchmark" dans
l’open source ONELAB développé par l’équipe du professeur Christophe Geuzaine de l’univer-
sité de Liège en Belgique (https://gitlab.onelab.info/doc/models/wikis/
Superconductors).

3.3 Méthodes avec flux pour le calcul de champs dans les su-
praconducteurs

L’approche des éléments finis est largement utilisée pour la modélisation des supraconduc-
teurs. Elle présente néanmoins des points faibles tels que la consommation d’espace mémoire
et le mauvais conditionnement des matrices à cause de la forte non-linéarité des équations. Il
est alors important d’explorer d’autres méthodes notamment celles qui se sont avérées efficaces
dans d’autres domaines, notamment en mécanique des fluides. Des travaux sur plusieurs mé-
thodes ont été réalisés, comme par exemple, sur la méthode des différences finis et sur une
méthode stochastique, qui ont été implémentées pour traiter des configurations 2D [11] [77].
Ma contribution au développement d’outils pour le calcul de champs dans ces matériaux a été
de travailler sur l’utilisation des méthodes à "flux". J’ai notamment implémenté une méthode
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des volumes finis et une méthode de Galerkin discontinue pour le calcul de la densité de courant
induite dans les supraconducteurs.

3.3.1 Méthode des volumes finis

Mes travaux de thèse sur la modélisation des matériaux supraconducteurs se sont articulés
autour du développement d’une méthode de volumes finis pour le calcul de la densité de courant
induite dans le cas de configurations 2D [56]. Ces travaux ont montré que cette méthode est
bien adaptée pour la résolution du problème de diffusion non-linéaire que l’on obtient lorsque
le champ électrique n’a qu’une composante non nulle et satisfait à la condition divE “ 0. Ce
problème est donné par la formulation en E et s’écrit

$

’

&

’

%

µ0
BJ

Bt
´ ∆E “ 0 in Ω

∇E ¨ ν “ νx
BBy

Bt
´ νy

BBx

Bt
on BΩ

(3.9)

avec, E et J les inconnues scalaires du problème, B “ pBx, Byq le champ magnétique appliqué,
ν “ pνx, νyq la normale extérieure au bord. Les configurations traitées sont celles de supra-
conducteurs massifs transportant du courant ou soumis à un champ magnétique transverse. Ces
excitations sont prises en compte dans le modèle via une condition de Neumann non homogène
qui est directement appliquée aux bords du matériau.
Soit Ω “

Ť

D, un maillage du domaine de calcul en cellules élémentaires. Pour établir les
équations algébriques à résoudre, on intègre l’équation différentielle sur chaque cellule Di en
utilisant le théorème de la divergence, ce qui donne pour le système (3.9) :

µ0

ż

Di

BJi

Bt
dDi ´

ż

Γ

∇Ei ¨ νdΓi (3.10)

avec Γi “ BDi, Ji et Ei respectivement la densité de courant et le champ électrique sur la cellule
Di et ν la normale extérieure à Γi. L’intégrale sur le bord Γi est remplacée par une expression
de flux numérique qui dépend de la solution sur les cellules voisines Dj et prend en compte les
propriétés de continuité :

ż

Γi

∇Ei ¨ νdΓi «
ÿ

Dj

|Di XDj|Φi,j (3.11)

avec |Di XDj| l’intersection entre les cellules Di et Dj et Φi,j le flux numérique à construire.
Dans la méthode des volumes finis construite, les expressions de flux numériques utilisées sont
obtenues à partir des coefficients de la matrice de rigidité issue de la discrétisation de l’opéra-
teur Laplacien par une méthode des éléments finis nodaux sur un maillage dual (Figure.3.1).
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FIGURE 3.1 – (gauche) maillage éléments finis avec les noeuds au milieu des arêtes d’une
triangulation de Ω, (droit) maillage volumes finis où les cellules sont construites autour des
noeuds du maillage éléments finisΩ

L’équation algébrique à résoudre pour une celluleDi à chaque pas de temps est la suivante :

µ0|Di|
Jp ´ Jp´1

δt
´
ÿ

Dj

Si,jpE
p
i ´ E

p
j q “ 0 (3.12)

avec Jpi et Epi respectivement la densité de courant et le champ électrique sur la cellule Di à
l’instant tp. La linéarisation proposée pour traiter la non-linéarité donnée par la relation (3.7)
est introduite dans cette équation algébrique et une méthode de Newton Raphson est appliquée.
On a ainsi pu traiter des cas où l’exposant de la loi puissance n “ 200.
Ce travail a fait l’objet de publications dont celle-ci après A 2-D Robust FE-FV Mixed Method
to Handle Strong Nonlinearities in Superconductors publiée dans le journal IEEE Transac-
tions on Magnetics. On s’est appuyé sur ce modèle numérique pour mettre en évidence certains
éléments sur la caractérisation de ces matériaux notamment celui de l’influence de la vitesse
de variation du champ magnétique appliqué sur les pertes et l’aimantation des ces matériaux
[RI.24].
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Nonlinearities in Superconductors
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A robust numerical method based on 2-D mixed finite-elements-finite volumes (FE-FV) allows the solution of diffusion problems in
superconducting (SC) materials. The proposed approach handles the strong nonlinearity of the E(J) constitutive power law of high-tem-
perature superconductors (HTS). The method is tested for a SC cylinder submitted to a sinusoidal transport current or to a transverse
sinusoidal external field. The current density distributions as well as the AC losses are computed. Comparisons to a FE analyses that use
the magnetic field as state variable show the validity of the proposed approach. It can be seen that the proposed method is very stable
even for large n-values for which the FE method does not converge.

Index Terms—Finite elements, finite volumes, superconducting materials.

I. INTRODUCTION

T HE CONSTITUTIVE power law is widely used to char-
acterize high temperature superconductors. It is written as

(1)

where is the current density, the electric field, the critical
electric field, the critical current density, and the power law
exponent. corresponds to a normal conductor and
represents the critical state model suggested by Bean.

Finite-element methods are widely used to compute the mag-
netic field distribution in superconductors using different formu-
lations [1], [2]. Unfortunately, the use of (1) leads to numerical
oscillations and convergence problems for large n-values (typi-
cally, for ).

In order to solve the nonlinear diffusion-convection-reaction
equations in porous media, a coupled finite-elements-finite vol-
umes (FE-FV) method has been successfully used [3]. In this
paper, we propose to use a similar approach to solve the electric
field diffusion equation in HTS materials. Applications to a su-
perconducting cylinder under transport current or submitted to
an external magnetic field are considered. It has been shown that
the proposed approach is robust even for large n-values for which
conventional approaches based on FE methods do not converge.

II. PRINCIPLE OF THE METHOD

We set , , and .
The superconductor has a vacuum magnetic permeability .
In 2-D problems, and are scalar quantities having only

one component in the direction. The SC domain is noted
and its external boundary . Using Maxwell equations and the
constitutive law (1), the problem to solve is

in

on
(2)
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The boundary condition on results from the variation of the
magnetic field according to Faraday’s law

(3)

are, respectively, the components of the flux den-
sity and is the outward normal vector on .

The discretization methods (FEM or FVM) are applied to the
weak formulation of (2) in the time interval

(4)

where is a test function, is the solution at instant , and
the time step.

The method exposed here is based on the FE-FV coupling
principle. It exploits the duality of the FE and FV meshes as well
as the footbridge operators between FE and FV approximation
spaces, and combines FE and FV discretizations terms of (4).

A. FE-FV Coupling Principle

The FE-FV coupling is widely used in fluid mechanics to
solve convection-diffusion type equations. The computation
procedure consists in successively solving the diffusion equa-
tion on the FE mesh and the convection equation on the FV
cell. In so doing, it is necessary to calculate the projection of
the FE solution on the FV mesh and vice versa.

Starting from a solution at time , the solution at
time using the FF-FV coupling scheme is determined as
follows:

i) calculate the solution at of the FV approach;
ii) determine its projection on the FE mesh;

iii) use to compute the solution at of the FE
formulation;

iv) the needed solution is the projection of on the
FV mesh.

The problem treated here is a convection-diffusion equation.
The objective is to combine the advantages of each method (FE
and FV) in a single numerical scheme to solve the problem given
in (2). In so doing, we have to ensure that:

— the two approaches give the same solution;
— the diffusion on a FE node is equivalent to the convection

on the corresponding FV cell.

0018-9464/$26.00 © 2010 IEEE
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Fig. 1. Association of each node of the FE mesh to the cells of the FV mesh:
we link the centers of gravity of two contiguous triangles through the vertex of
their common edge. (a) The nodes Ni correspond to the middle of the edges.
(b) The nodes Ni correspond to the center of the cells � .

B. Footbridge Operators

Let and be the respective solutions of the FE and FV
approaches. The footbridge operators
and between the FE and the FV approx-
imation spaces are well described in [4]. They are defined as

(5)

(6)

Let a regular triangulation of and a FV partition of .
When is obtained from , the duality between the FE and FV
meshes is described by the identification of each FE node to each
FV cell, Fig. 1. The basis functions of the FV approximation
space are obtained from the indicatrix functions of each cell of
the FV mesh. We remark that each first order FE base functions

constructed on the nodes of the FE triangulation can be
prolonged on the corresponding FV cell.

In the case of the Fig. 1, it has been proved in a previous paper
[4] that the footbridge operators ensure the equality .

C. Numerical Scheme

The numerical discretization of the Laplacian operator is well
established using the FE method whereas it is not adapted to
the strong nonlinearity of the term. Since is continuous, its
mean value is well defined so we use the FV method to deal with
the nonlinearity

(7)

where is the surface of a FV cell and is the mean value of
.

Hence, using the footbridge operators, we combine FE-FV
methods to take advantage of both of them in the same numerical
scheme.

In the FV method, the flux between two adjacent cells
and must be continuous. The mixed numerical scheme is

justified if the diffusion on a FE node is equal to the convection
in the FV cell. This leads to

(8)

To ensure the equality in (8), the are constructed from
the stiffness matrix coefficient of the FE discretization as
follows:

(9)

where .
If we define , the local conservation prop-

erty of the FV formulation is ensured.
The discrete problem is formed using (7) and (9). For the

internal FV cells, the discrete problem is written as

(10)

and for the cells on the boundary , we write

(11)

The existence of the discrete solution is proved by the saddle-
point theorem. The numerical computation uses the unknowns

. Since is continuous and differentiable,
we can use a Newton–Raphson algorithm

(12)

III. APPLICATION EXAMPLES

We consider a superconducting cylinder having a radius
and characterized by ,

. Two values of are considered; and
. The first value is typical for high temperature superconduc-

tors (BiSCCO or YBCO materials) and the second corresponds
to low temperature superconductors (NbTi for example). For
this last case, the Bean model can be used to validate the pro-
posed method.

A. Cylinder Under Self Field (Transport Current)

The cylinder carries a sinusoidal transport current
, . Two frequency values are

considered, and .
used in the boundary condition (3) are obtained by

Ampere’s theorem.
Fig. 2 presents the current density distribution on the axis

at (T is the period) for the two considered frequencies.
A comparison to the results issued from a purely FE formulation
[2] where the magnetic field is used as state variable is also
given. A good agreement is observed.

We have also compared in Fig. 3, the instantaneous self field
losses obtained by the FE-FV method and those issued from
the FE method. Once again, satisfactory results are obtained.
These results validate the proposed FE-FV approach for weak

values.
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Fig. 2. Comparison of current density profiles for � � ��. (a) � � ��� �� at
� � ��� � ��� �. (b) � � 	 
�� at � � ��� � ���� ��.

Fig. 3. Comparison of instantaneous self field losses for � � ��, � � �����.

In the case where , the FE method does not con-
verge. The average AC losses obtained by our method are 0.024
W/mm. The Bean formula [6] gives 0.028 W/mm which also
validate the FE-FV method in the case of large values.

Fig. 4. Current density distribution ��� at � � ��� for � � �� �� �
	� ��. (a) � � 	 
��. (b) � � ��� ��.

Fig. 5. Current density distribution ��� at � � ��� for � � ��� �� �
	� ��. (a) � � 	 
��. (b) � � ��� ��.

B. Cylinder Submitted to an External Magnetic Field

The cylinder is submitted to a sinusoidal transverse magnetic
field in the direction, . Two fre-
quency values are considered, and .

The current density distribution in the cylinder is presented in
Fig. 4 for and Fig. 5 for . The results at
(when the applied field reaches its maximum value) and
show that the penetration of the current density at
is more important than the penetration at . However,
the current density reaches a value for
and for . This shows the influence of the
speed variation (i.e., the frequency) of the applied field.

For , it can be seen that the penetration of the current
density is almost the same for both frequencies. This is in ac-
cordance with the Bean’s model for which the speed variation
of the applied field does not play any role when .

Fig. 6 presents the magnetization versus applied field. In
the simulation, is equal to 50 mT, a value for which the
cylinder is in a complete penetration state.

For , Fig. 6(a), the maximum value of the magne-
tization is higher for than the value obtained at

. Again, this shows the influence of the speed varia-
tion (i.e., the frequency) of the applied field.

For , the influence of the frequency is practically
inexistent. The maximum value of the magnetization given
by the Bean model can be computed as ,
which leads to a value for the considered
example. Using the proposed method, Fig. 6(b), we obtain

. Again, this validates our method in the
case of large values.
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Fig. 6. Magnetization against applied field �� � �� ���. (a) � � ��.
(b) � � ���.

IV. CONCLUSION

In this paper, we proposed a mixed finite elements-finite vol-
umes numerical scheme to solve the 2-D scalar diffusion of the
electric field in superconducting materials. It has been shown
that the proposed approach can successfully handle the strong
nonlinearity of the E-J power law. Comparisons to purely FE
analyses show the validity of our method in the case of weak
n-values. In the case of large n-values for which the FE method
does not converge, it has been shown via the comparisons to
Bean’s model that the proposed approach is very robust to treat
the strong nonlinearities.
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3.3.2 Méthode de Galerkin discontinue

La méthode de Galerkin discontinue est de plus en plus employée dans des travaux de mo-
délisation en électromagnétisme. Son utilisation pour la modélisation des matériaux supracon-
ducteurs a été introduite grâce à nos travaux [RI.6, RI.9, RI.17, RI.23] et de nouveaux déve-
loppements ont récemment été proposés [26]. Cette méthode étant bien adaptée à la mise en
place du calcul parallèle et à l’utilisation des éléments d’ordre élevé, offre plusieurs possibilités
d’amélioration des modèles numériques autour de ces matériaux. Ainsi, les coûts de simulation
peuvent être réduits grâce au calcul parallèle et la précision des résultats peut être améliorée
grâce à l’utilisation des éléments d’orde élevé. Nous avons mis en place cette méthode pour la
résolution des formulations en E et H données respectivement par les relations (3.3) et (3.2).

Résolution de la formulation électrique

Dans mes travaux de thèse j’ai implémenté une méthode des volumes finis pour la résolution
de la formulation en E pour des configurations 2D où il n’y a pas de champs démagnétisants
et où l’inconnue du problème n’a qu’une composante non-nulle. Dans le cas plus général, l’in-
connue est vectorielle et les effets démagnétisants doivent être pris en compte.
Nous avons proposé d’étendre les travaux de thèse, à des cas où le champ électrique E a ses
trois composantes non-nulles. Pour cela, nous avons supposé que le problème vectoriel satis-
fait par E (3.3) est la superposition de trois équations scalaires satisfaites par les composantes
pE1, E2, E3q. Pour chacune des inconnues Ei, nous avons construit une condition au bord de type
Neumann non homogène en utilisant un développement explicite de la relation de Maxwell-
Faraday [RI.23]. Le système pour chacune de composante est de la forme :

$

’

&

’

%

µ0
BJi

Bt
´ ∆Ei “ Si in Ω

∇Ei ¨ ν “ f
ˆ

BB
Bt
,E

˙

on BΩ
(3.13)

avec i P t1, 2, 3u, Si est la ième composante de gradpdivEq, et f une fonction qui dépend de
la variation du champ magnétique total et des solutions Ei calculées au pas de temps précé-
dent. Cette fonction représente le flux au bord qui est imposé directement sur le matériau. Pour
éviter d’avoir à ajouter un volume d’air autour du matériau pour prendre en compte les effets
démagnétisants, nous avons proposé d’utiliser la relation qui donne le champ démagnétisant
en fonction de l’aimantation et les coefficients démagnétisants. Ce champ démagnétisant est
calculé à chaque itération et est introduit dans les conditions aux bords. Cette approche pour
prendre en compte les effets démagnétisants est uniquement utilisable pour des géométries dont
ont connait les coefficients démagnétisants [RI.17].
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La discrétisation par la méthode Galerkin discontinue du système (3.13) s’appuie sur la formu-
lation faible établie sur chaque élément K du maillageΩ “

Ť

K :

ż

K

µ0
BJi

Bt
ϕdK´

ż

K

∇Ei ¨∇ϕdK´
ż

ΓK

∇Ei ¨ νϕdΓK “
ż

K

SiϕdK (3.14)

Elle consiste à appliquer une approche éléments finis à valeurs nodales pour discrétiser la for-
mulation faible sur chaque élément K (3.14) en utilisant des expressions de flux numériques
pour remplacer les intégrales de bords comme dans une méthode des volumes finis. Les expres-
sions de flux numériques adoptées pour ce système, contiennent des termes de pénalités per-
mettant de satisfaire aux propriétés de continuité. Dans notre travail, nous avons implémenté les
expressions de flux numériques issues, de la méthode de pénalité intérieure symétrique (Sym-
metric Interior Penalty method - SIP) et de la méthode de pénalité intérieure non-symétrique
(Non-symmetric Interior Penalty method - NIP), dont les expressions sont :

∇Ei ¨ ν ÝÑ
#

t∇Eiu ¨ vϕwν` αvEiwvϕw (NIP)

v∇Eiw ¨ tϕuν` t∇Eiu ¨ vϕwν` αvEiwvϕw (SIP)
(3.15)

où α est le coefficient de pénalité, t‚u et v‚w désignent respectivement la fonction moyenne et
la fonction saut à l’interface.
Ce travail à fait l’objet de deux publications Discontinuous Galerkin Method for Computing
Induced Fields in Superconducting Materials et A 3-D Semi-Implicit Method for Com-
puting the Current Density in Bulk Superconductors publiées dans IEEE Transactions On
Magnetics.
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A discontinuous Galerkin method is proposed for computing the current density in superconductors characterized by a constitutive
power law between the current density and the electric field. The method is formulated to solve the nonlinear diffusion problem satisfied
by the electric field, both in the scalar and 2-D vectorial case. Application examples are given for a superconducting cylinder subjected
to an external magnetic field. Results are compared to those given by the mixed finite-element/finite-volume method and those obtained
using a standard finite-element software. Efficiency and robustness of the approach are illustrated on an example where the exponent in
the power law is spatially dependent.

Index Terms—Discontinuous Galerkin method, finite-element method, finite-volume method, nonlinear diffusion, superconductors.

I. INTRODUCTION

T HE constitutive power laws and are widely
used to characterize high temperature superconductors.

They are written as

(1)

(2)

where is the current density, the electric field, the critical
electric field, the critical current density, and the power law
exponent. The case corresponds to a normal conductor,
while represents the critical state model suggested
by Bean [1]. Several numerical methods have been proposed
to solve nonlinear diffusion problems resulting from Maxwell’s
equations [2]–[5]. Their results are satisfying when is uniform
and sufficiently small. Few of them are suited when is large,
and models where locally varies are uncommon.

In this paper, we present a Discontinuous Galerkin (DG)
method for computing induced fields in superconductors. We
work on solving the nonlinear diffusion problem in terms of the
electric field in order to determine the current density when
is large or locally varies. DG methods are well suited to treat
discontinuous forms and use a piecewise high-order polyno-
mials basis for reducing spurious oscillations. In addition, they
are naturally well adapted for parallel computing.

Manuscript received July 07, 2011; revised October 05, 2011; accepted Oc-
tober 21, 2011. Date of current version January 25, 2012. Corresponding author:
C. Geuzaine (e-mail: cgeuzaine@ulg.ac.be).

Color versions of one or more of the figures in this paper are available online
at http://ieeexplore.ieee.org.

Digital Object Identifier 10.1109/TMAG.2011.2173664

II. THE DIFFERENTIAL SYSTEM

In a two-dimensional setting where the magnetic induction
depends only on two space variables , the elec-
tric field and current density have a single nonzero com-
ponent and can thus be treated as scalar fields and . We set

, , and . The su-
perconductor sample has a vacuum magnetic permeability .
Denoting the superconductor domain by and its border by ,
Maxwell’s equations and the constitutive law (1) lead to the fol-
lowing nonlinear diffusion problem:

in

on
(3)

The system is established with a zero initial condition and the
boundary condition on results from Faraday’s law:

(4)

where is the outward normal vector.

III. DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD

Let us consider a triangulation of the domain
. The DG approach combines discretization tools of finite-

element (FE) and finite-volume (FV) methods. It consists in
solving on each the weak formulation of the system (3):

(5)

where is a test function and is an interface between
two elements of or a part of .

A. FE Discretization on Each Element

On each triangle a finite-element approximation
space is defined. Its basis functions are Lagrange polynomials

0018-9464/$31.00 © 2012 IEEE
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of degree . The number of nodes on is given by
. The discrete solution is written as

(6)

with its value at node . Since is a Liptschitz function, we
assume that

(7)

The elementary mass matrix is determined from the
scalar product:

(8)

and the global mass matrix is block diagonal.

B. Flux Term on the Interface Between Two Elements

As in an FV method, the interface term is treated
by a numerical flux , which verifies , where

and are neighboring elements. Its construction needs the
following functions at the interface : the mean value

(9)

and the jump

(10)

Many expressions of have been proposed in the case of the
Laplace operator. We choose the expression of based on the
Non-symmetric Interior Penalty method (NIP). The NIP method
consists of introducing a penalty term , in order
to guarantee continuity of and at the interface [6]. The
numerical flux is given by

(11)

where is a positive parameter.

C. The Discrete Problem

Rules for evaluating the different terms of the weak formula-
tion (5) exploit properties of mesh parametrization also called
“mapping”. The mapping is based on a bijective function such
as , which allows to transform the physical
space into a (reference) parametric space [7] (see
Fig. 1). The basis functions in the parametric space are the linear
combinations of , where . The terms of the weak
formulation (5) are evaluated in the parametric space, where
derivation and integration operations are more convenient, and
then mapped in the physical space.

After time discretization a discrete problem is obtained on
each triangle :

(12)

Fig. 1. Mapping of a triangle, from the (reference) parametric space to the
physical space.

where is the time step, is the solution at instant , and
represents the discretization of the Laplace operator

with numerical flux given in (11).
Unfortunately and we cannot directly use a

Newton iterative method to solve (12). We thus use the change
of variables: and , so that the
discrete problem (12) becomes

(13)

which can be solved using a Newton iterative method since
is continuous and differentiable.

Considering the contributions of all the elements in the mesh
(dropping the superscript), we introduce the global unknown
vector which will be evaluated at each iteration

of the Newton method, and we define such as

(14)

The iterative solution is obtained using the following
relation:

(15)

Thanks to relation (14), we have

(16)

so that equation (15) can be written as the following linear
system:

(17)

where .
The Newton iterations are started with and stopped

when .

IV. EXTENSION TO A SEMI-IMPLICIT SCHEME FOR THE 2-D
VECTORIAL CASE

Let us consider an infinitely long superconductor along the
axis. In a two-dimensional setting where the magnetic induction
is axial , the electric field and current density
have two nonzero components. The diffusion problem satisfied
by the electric field becomes vectorial:

(18)
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Our idea for getting the solution of this vectorial problem is to
solve independently the diffusion equations of each components

, of the electric field.
Setting , and

(19)

(20)

the diffusion equations for and are written

in

in

on
on

(21)

where are built from Faraday’s law and the hypothesis that
on .

We propose a semi-implicit approach in order to handle the
nonlinearity of the problem. At each time step, the explicit form

is used to determine the solution (and vice versa). This
assumption leads to the following expression of the nonlineari-
ties:

(22)

(23)

The Neumann boundary conditions are constructed thanks to
this semi-implicit formulation. In order to obtain the fluxes on
the boundary, we consider that

unknown is

unknown is
(24)

unknown is

unknown is
(25)

where , given in (26) and (27), are deduced from the scalar
product with the outward normal vector

(26)

(27)

The discrete system to solve becomes

(28)

where and are issued from the spatial discretization of
the Laplace operator. Unfortunately the inverses of these semi-
implicit functions and are nontrivial.

In accordance with the power law (2) we suppose that

(29)

Fig. 2. Current density distribution at � � 0.5 s with � � ���: (left) DG
method with � � �; (right) mixed FE-FV method.

(30)

These inverse functions are continuous and differentiable.
The previously described Newton iterative method is applied
for computing and .

V. NUMERICAL RESULTS

We consider a superconducting cylinder of radius
mm, characterized by 14.15 A/mm and
V/m. The external magnetic flux density field is

sinusoidal of amplitude , frequency and period .

A. Scalar Case

When the cylinder is subjected to an external transverse mag-
netic field in the direction the diffusion problem of the electric
field is scalar and given by (3). We report numerical results ob-
tained with 0.5 Hz, and 15 mT.

For , the current density distribution is plotted at
. Notice that we did not get convergence using the

-formulation [2] implemented in the Comsol software. Fig. 2
presents a comparison of our result to that given by the mixed
FE-FV method [3]. A good agreement is observed.

B. The 2-D Vectorial Case

Let us now assume that the external magnetic field is applied
in the direction. The diffusion problem vectorial and given by
(21). In this example we consider 50 Hz and 20 ms.
Based on the Bean model, the field required for full penetration
will occur at , where the applied field reaches its max-
imum value [8].

For , we present the distributions of the components
, of and the norm of the current density at

different times. Fig. 3 shows the components in partial penetra-
tion at . They have the expected symmetries because of
similarities of their diffusion equations. The penetration form is
different compared to the one obtained with a transverse mag-
netic field. Fig. 4 shows the components in full penetration at

. Symmetries of their distributions are unchanged. The
regions where we get iso-values are in a pie chart form.

The modulus is plotted in

Fig. 5. In partial penetration at , the repartition of the
current density is orthoradial. The full penetration of the super-
conducting cylinder is reached at as in the Bean model.
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Fig. 3. Current density components at � � ���: (left) � �� ; (right) � �� .

Fig. 4. Current density components at � � ���: (left) � �� ; (right) � �� .

Fig. 5. Norm � � � � at different instants: (left) � � ���; (right) � �
���.

C. Example with Nonuniform

It is well know that in practice the exponent is not a con-
stant: it locally varies and becomes large in regions where the
temperature is close to .

In this example, we suppose that , with
and . We note that and
. We consider a transverse magnetic field with

15 mT and 0.5 Hz. It is applied in the -direction, and the
diffusion problem of electric field is scalar.

The comparison to the results issued from -formulation im-
plemented in the Comsol software shows the validity of our ap-
proach. Fig. 6 presents the current density distribution at

Fig. 6. Current density distribution at � � ��� �, computed by DG method with
� � � (left) and �-formulation implemented in the Comsol software (right).

. Near the border is large and is close to 1. When
approaching the center of the cylinder, decreases and
becomes smaller.

VI. CONCLUSION

In this paper, we presented a Discontinuous Galerkin method
for solving the nonlinear diffusion problems describing the evo-
lution of the electric field in superconducting materials. The ro-
bustness of the approach was highlighted on examples where
the exponent in the power constitutive law is large and uniform
(for which standard finite-element codes fail to converge), and
when the exponent is space-dependent.

The implementation of a semi-implicit scheme based on
the same approach as the one used in is currently in progress.
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A semi-implicit approach is proposed for computing the current density in superconductors characterized by nonlinear vectorial
power law. A nodal discontinuous Galerkin method is adopted for the spatial discretization of the nonlinear system satisfied by
the components of the electric field. Explicit developments are used to construct boundary conditions to avoid the modeling of
a volume around the superconducting sample. A modified Newton iterative method is introduced for solving the discrete system.
Numerical examples on a 2-D superconducting plate and a 3-D superconducting cube are computed. Distributions of a component
of the current density are presented and differences in the diffusive process are highlighted. The penetration time and losses are
compared with those obtained with an A–V formulation solved by a finite-volume method.

Index Terms— Discontinuous Galerkin method, FEM, high-temperature superconductors, Maxwell’s equations, Newton iterative
method, semi-implicit approach.

I. INTRODUCTION

SUPERCONDUCTING materials are increasingly intro-
duced in electrical engineering and development of

efficient numerical tools is a crucial issue for their characteri-
zation. Linear models based on critical state suggested by Bean
have been widely used to evaluate losses and magnetization
of low-temperature superconductors [1], but they are not suit-
able for high-temperature superconductors. Indeed, numerical
simulations are notoriously difficult to carry out when a power
law description of their behavior is assumed by J–E or E–J
relations given by

−→
E

Ec
=

∥∥∥∥∥

−→
J

Jc

∥∥∥∥∥

n−1 −→
J

Jc
(1)

−→
J

Jc
=

∥∥∥∥∥

−→
E

Ec

∥∥∥∥∥

1
n −1 −→

E

Ec
(2)

with
−→
J the current density,

−→
E the electric field, Ec the critical

electric field, Jc the critical current density, and the exponent
n > 1 that characterizes the flux creep phenomena [2] (n = 1
corresponds to a normal conductor and n = +∞ coincides
with the Bean critical state).

Different discretization techniques have been implemented
for computing 2-D induced fields in superconducting materials
[3], [4]. For the 3-D case, the classical FEM is often used to
deal with the E–J power law [6], [7]. Discretization concerns
spatial operators with a nonlinear term of type

−→∇ ×−→∇ (‖(−→J /Jc)‖
n−1

(
−→
J /Jc)) or

−→∇ ·−→∇ (‖(−→J /Jc)‖
n−1

(
−→
J /Jc)).
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author: A. Kameni (e-mail: abelin.kameni@lgep.supelec.fr).
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Unfortunately, during computation of the discrete solution,
spurious oscillations often appear. In addition, a surrounding
vacuum volume is added to set the boundary conditions.
This leads to solving additional equations and increases the
computational cost.

In this paper, the J–E form (2) of the constitutive law
is considered and the differential system satisfied by the
electric field is defined. The spatial operator is kept linear and
the nonlinearity is then carried by the temporal term. This
paper is based on the discretization of the scalar Laplacian
operator using a nodal discontinuous Galerkin method. The
interface flux terms are obtained from the symmetric interior
penalty method [8]. A semi-implicit scheme that consists in
solving the three nonlinear diffusion equations satisfied by the
components of the electric field is proposed. The boundary
conditions are defined thanks to explicit developments of
Maxwell–Gauss and Maxwell–Faraday relations to avoid using
a surrounding volume. They considered the demagnetizing
field created by the sample. This paper is an extension of the
method published previously to compute vectorial 2-D current
density distributions in superconductors [9].

II. DIFFERENTIAL SYSTEM

In a 3-D setting where the magnetic induction is
−→
B =

(Bx , By, Bz), the electric field and the current density have
three nonzero components. They satisfy a vectorial problem
written as

μ0
∂
−→
J

∂ t
− −→�−→

E = −−→∇ −→∇ · −→E . (3)

The main idea of this paper is to solve the diffusion
equations of each component with an explicit coupling. We
set u1 = Ex/Ec, u2 = Ey/Ec, u3 = Ez/Ec, v1 = Jx/Jc,
v2 = Jy/Jc, v3 = Jz/Jc, c = μ0 Jc/Ec, and (S1, S2, S3) =
−−→∇ −→∇ ·(−→E /Ec) and define the following functions to consider

0018-9464 © 2014 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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the 3-D behavior:
β1(u1, u2, u3) = (

u2
1 + u2

2 + u2
3

) 1−n
2n u1 = v1 (4)

β2(u1, u2, u3) = (
u2

1 + u2
2 + u2

3

) 1−n
2n u2 = v2 (5)

β3(u1, u2, u3) = (
u2

1 + u2
2 + u2

3

) 1−n
2n u3 = v3 (6)

such that β1(0, u2, u3) = 0, β2(u1, 0, u3) = 0 and
β3(u1, u2, 0) = 0.

The system of three nonlinear diffusion equations is com-
pleted by fluxes boundary conditions, leading to the following
system:

(S)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂β1(u1, u2, u3)

∂ t
− c−1�u1 = S1 in �

∂β2(u1, u2, u3)

∂ t
− c−1�u2 = S2 in �

∂β3(u1, u2, u3)

∂ t
− c−1�u3 = S3 in �

−→∇ u1 · −→ν = Cb1(t) on ∂�−→∇ u2 · −→ν = Cb2(t) on ∂�−→∇ u3 · −→ν = Cb3(t) on ∂�

(7)

where Cb1,2,3 are built from Faraday’s law and the assumption

that
−→∇ · −→

E = 0 holds outside the sample.
Existence and unicity of solutions are ensured since

β1,2,3 are monotonous Lipschitzian functions. The proof is
obtained from the study of quasi-linear elliptic and parabolic
equations [10].

III. SEMI-IMPLICIT APPROACH AND DISCRETE SYSTEM

A. Semi-Implicit Coupling Approach

The semi-implicit coupling approach consists in using the
previous solutions uk

2, uk
3 at time t = tk for computing the

solution uk+1
1 at time t = tk+1 (similarly for uk+1

2 and uk+1
3 ).

We note β1(u
k+1
1 ) = β1(u

k+1
1 , uk

2, uk
3), β2(u

k+1
2 ) =

β2(uk
1, uk+1

2 , uk
3) and β3(u

k+1
3 ) = β3(uk

1, uk
2, uk+1

3 ). Our cou-
pling approach leads to these expressions of nonlinearities

β1(u
k+1
1 ) =

[(
uk+1

1

)2 + (
uk

2

)2 + (
uk

3

)2
] 1−n

2n

uk+1
1 (8)

β2(u
k+1
2 ) =

[(
uk

1

)2 + (
uk+1

2

)2 + (
uk

3

)2
] 1−n

2n

uk+1
2 (9)

β3(u
k+1
3 ) =

[(
uk

1

)2 + (
uk

2

)2 + (
uk+1

3

)2
] 1−n

2n

uk+1
3 . (10)

B. Boundary Conditions

The main difficulty in superconductor modeling is to con-
sider the demagnetizing effects. It is common to add a
volume around the sample to set boundary conditions at
its borders [11], but this results in increasing the compu-
tational cost. Equivalent flux boundary conditions based on
computing

−→∇ u1,2,3 are proposed to avoid this technique.
Their components are expressed because of explicit devel-
opments of

−→∇ · −→
E = 0 and

−→∇ × −→
E = −∂

−→
B /∂ t on ∂�.

These developments result in
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uk+1
1

∂x
= −∂uk

2

∂y
− ∂uk

3

∂z
∂uk+1

1

∂y
= ∂uk

2

∂x
+ E−1

c
∂ Bz

∂ t
∂uk+1

1

∂z
= ∂uk

3

∂x
− E−1

c
∂ By

∂ t

(11)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uk+1
2

∂x
= ∂uk

1

∂y
− E−1

c
∂ Bz

∂ t
∂uk+1

2

∂y
= −∂uk

1

∂x
− ∂uk

3

∂z
∂uk+1

3

∂z
= ∂uk

3

∂y
+ E−1

c
∂ Bx

∂ t

(12)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uk+1
3

∂x
= ∂uk

1

∂z
+ E−1

c
∂ By

∂ t
∂uk+1

3

∂y
= ∂uk

2

∂z
− E−1

c
∂ Bx

∂ t
∂uk+1

3

∂z
= −∂uk

1

∂x
− ∂uk

2

∂y

. (13)

At t = tk+1, the total magnetic field is defined as:
−→
B =−→

Ba + −→
Bd , with

−→
Ba the uniform applied magnetic field at

t = tk+1 and
−→
Bd the demagnetized field created by the

sample computed at tk . The quasi-static approximation of
electromagnetic fields defines the average demagnetizing field
as:

−→
B d = −μ0

¯̄N−→
M , where ¯̄N is a tensor of the demagnetizing

factors and M is the magnetization given at t = tk by:−→
Mk = 0.5V ∫V

−→r × −→
J kdV , with −→r = (x, y, z) and V the

volume of the sample. For the most common geometries, ¯̄N
is computed from analytical formulas [12].

C. Discrete System

Spatial discretization of the Laplacian operator in system (7)
is performed. The generated terms and the boundary conditions
are represented by F1,2,3. The nonlinear algebraic system is
given by

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

MDG
β1(u

k+1
1 ) − β1(uk

1)

δt
= F1

(
uk+1

1 , uk
2, uk

3

)

MDG
β2(u

k+1
2 ) − β2(uk

2)

δt
= F2

(
uk

1, uk+1
2 , uk

3

)

MDG
β3(u

k+1
3 ) − β3(uk

3)

δt
= F3

(
uk

1, uk
2, uk+1

3

)
(14)

where MDG is the global mass matrix. To avoid difficulties in
linearization—which introduces the fact that β1, β2, and β3
are not continuous derivables at zero—a changing of discrete
unknowns is proposed. The components of current density
v1, v2, and v3 are chosen as the new unknowns. They are
computed from an equivalent algebraic system given by

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

MDG
vk+1

1 − vk
1

δt
= G1

(
vk+1

1 , vk
2 , vk

3

)

MDG
vk+1

2 − vk
2

δt
= G2

(
vk

1, vk+1
2 , vk

3

)

MDG
vk+1

3 − vk
3

δt
= G3

(
vk

1 , vk
2 , vk+1

3

)
(15)

where G(v1, v2, v3) = F(u1, u2, u3).
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Fig. 1. Partial penetration: 2-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 10 ms.

Fig. 2. Partial penetration: 3-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 7.5 ms.

The linearization of G is ensured if the inverse functions
β−1

1 β−1
2 β−1

3 exist and are derivables. Unfortunately, these
derivatives are nontrivial. In accordance with the E–J power
law (1), we suppose that

uk+1
1 = β−1

1

(
vk+1

1

)
=

[(
vk+1

1

)2 + (
vk

2

)2 + (
vk

3

)2] n−1
2

vk+1
1

(16)

uk+1
2 = β−1

2

(
vk+1

2

)
=

[(
vk

1

)2 + (
vk+1

2

)2 + (
vk

3

)2
] n−1

2

vk+1
2

(17)

uk+1
3 = β−1

3

(
vk+1

3

)
=

[(
vk

1

)2 + (
vk

2

)2 + (
vk+1

3

)2
] n−1

2

vk+1
3 .

(18)

These inverse functions are continuous and derivable and a
Newton iterative method is applied for computing vk+1

1 , vk+1
2 ,

and vk+1
3 (see [9]). The time step of the numerical scheme has

the same order as that is given by the CFL condition of the
linear diffusion equation with n = 1.

IV. NUMERICAL RESULT

We consider a superconductor sample of characteristics:
Jc = 500 A/mm2, Ec = 10−7 V/mm, and n = 13. It
is subjected to an external magnetic field in the z-direction:
Ba(t) = aBt , with aB = 50 T/s. A fast ramping is considered
to show robustness of this approach. The Newton iterative
method needed less than five iterations at each time step δt .
Three configurations are studied:

1) A 2-D superconducting plate of edge length a = 2 mm.
The mesh has 117 00 nodes, δt = 25μs . The computa-
tion time is 1 h on one core;

Fig. 3. Partial penetration: 3-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 11 ms
obtained with a surrounding volume.

Fig. 4. Full penetration: 2-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 19 ms.

Fig. 5. Full penetration: 3-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 12 ms.

2) A 3-D superconducting cube of edge length a = 2 mm,
whose demagnetizing factors are Nx = Ny = Nz =
1/3. The mesh has 80 000 nodes, δt = 10μs . The
computation time is 3 h on 10 cores;

3) The same 3-D superconducting cube with a surrounding
cube of edge length 4a/3 and characteristics c =
μ0 Jc/Ec = 0.5, n = 1. The mesh has 170 000 nodes,
δt = 10 μs . The computation time is 18 h on the same
10 cores machine. The magnetic field is imposed at bor-
der of the surrounding volume through flux expressions
previously described. This results in a time shift of the
penetration.

The components Jx/Jc and Jy/Jc have the expected symme-
tries due to similarities of their boundary conditions. Isovalue
distributions of Jy/Jc are shown in the following figures to
describe partial and full penetration. They show 2-D–3-D
differences in diffusive process.
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Fig. 6. Full penetration: 3-D isovalue distribution of Jy/Jc at t = 13 ms
obtained with a surrounding volume.

Fig. 7. 3-D isovalue distribution of Jy/Jc inside the surrounding conductor
when the full penetration of superconducting cube is reached.

Fig. 8. Comparison of the dissipated energy during [0, 25 ms].

A. Partial Penetration

Figs. 1 and 2 show the 2-D plate at t = 10 ms and the 3-D
cube at t = 7.5 ms. The not penetrated region at the center in
the 2-D plate has a square form, whereas it has a cylindrical
form in the 3-D case. Fig. 3 shows the partial penetration at
t = 11 ms for the second 3-D case. We observe similarities
on isovalue distributions (Figs. 2 and 3). Note that the 3-D
case is similar to the 2-D one when

−→∇ · −→
E = 0 without the

demagnetizing field.

B. Full Penetration

The penetration times are different. The full penetration is
reached at t = 19 ms for the 2-D plate, at t = 12 ms for
the 3-D cube. This discrepancy is due to the demagnetizing
field and

−→∇ · −→
E �= 0. In the 2-D case, all the isovalues go

from the corners to the center (Fig. 4), while they go from the
top and bottom sides to the center in the 3-D case (Fig. 5).
The penetration time of the second 3-D case is t = 13 ms
and similarities in both 3-D distributions are observed (Figs. 5
and 6). The isovalue distribution in the surrounding volume is
shown in Fig. 7.

C. Dissipated Energy

Dissipated energy W = ∫t
0 ∫�

−→
E · −→

J d�dt is computed
in different cases and compared with that obtained from a
finite-volume method with A–V formulation in Fig. 8. In these
published works, a surrounding volume is added and Dirichlet
boundary conditions are used to impose the magnetic field
without a time shift on the penetration [11]. A good agreement
is observed between the results without a surrounding volume
and the results obtained from an A–V formulation. When the
demagnetizing effects are neglected in the 3-D case, the total
magnetic field is undervalued, penetration of current density is
slower, and the dissipated energy is less important in transient
regime. Beyond t = 15 ms, these energies are close and have
linear evolutions as the applied magnetic field. There is a big
gap between 2-D and 3-D energies that highlights necessity to
develop 3-D models.

V. CONCLUSION

A semi-implicit approach based on a nodal discontinuous
Galerkin method is proposed to describe the current density
in superconducting materials. The results have been compared
with those obtained from a method using a surrounding
vacuum volume.
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Formulation en champ magnétique

La formulation magnétique est celle généralement résolue par la méthode de éléments finis
pour la modélisation des supraconducteurs. Avec cette formulation, on a besoin d’un volume
d’air autour du matériau pour une meilleure prise en compte des effets démagnétisants. Contrai-
rement à la méthode des éléments finis d’arêtes où le problème à résoudre a une seule inconnue
vectorielle, la résolution de cette formulation par une méthode Galerkin discontinue porte sur
un système de trois équations dont les inconnues sont les composantes du champ magnétique.
Pour établir les équations satisfaites par les composantes pH1, H2, H3q du champ magnétique,
nous adoptons une écriture sous forme conservative de l’opérateur différentiel ∇ ˆ ∇. On
remplace alors ∇ ˆ pρ∇ˆHq par le vecteur pdivF1, divF2, divF3q

T où F1 “ p0, Fz,´Fyq
T ,

F2 “ p´Fz, 0,´Fxq
T et F3 “ pFy,´Fx, 0q

T et pFx, Fy, Fzq
T
“ ρ∇ ˆ H. Avec cette notation,

chaque composante Hi de H satisfait à une équation de la forme :

µ0
BHi

Bt
´ divFi “ 0 (3.16)

La discrétisation par la méthode de Galerkin discontinue s’applique sur la formulation faible
établie sur chaque élément K du maillage :

µ0

ż

K

BHi

Bt
ϕdK´

ż

K

Fi ¨∇ϕdK`
ż

Γ

Fi ¨ νϕdΓ “ 0 (3.17)

avec ϕ une fonction test et ν la normale extérieure du bord Γ “ BK. De la même manière que
dans les sections précédentes, le terme de bord est remplacé par une expression équivalente
qui tient compte de la solution sur les éléments voisins. Dans ce cas, on utilise les expressions
de flux construites à partir de la méthode de pénalité intérieur symétrique (Symmetric Interior
Penalty method - SIP) :

ż

Γ

Fi ¨ νΓϕdΓ Ñ

ż

Γ

vFi ¨ νwtϕudΓ `

ż

Γ

tFi ¨ νu ¨ vϕwdΓ ` Ipi (3.18)

avec Ipi un terme de pénalité qui permet de satisfaire aux conditions de continuité qu’impose
la physique du problème notamment celle de la continuité de la composante tangentielle. Dans
notre travail nous avons montré que l’expression suivante du terme de pénalité (3.19) convient
pour la modélisation des supraconducteurs et permet d’assurer la convergence de la méthode :

Ipi “ ´

ż

Γ

δvFΓi wvϕwdΓ (3.19)
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avec
`

FΓ1, F
Γ
2, F

Γ
3

˘T
“ νˆHˆ ν et δ “ αρΓhΓ où, ρΓ est la résistivité non-linéaire associée au

bord Γ , hΓ un coefficient qui dépend de la taille de élément K et α une constante positive.
Ce travail à fait l’objet de publications dont H´Formulation using the Discontinuous Galer-
kin Method for 3Dmodeling of superconductors publié dans IEEE Transactions On Magne-
tics.
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H-Formulation Using the Discontinuous Galerkin Method
for the 3-D Modeling of Superconductors
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In this paper, a new approach to model efficiently high-temperature superconductors, whose electrical behavior is characterized
by a non-linear power law, in 3-D is investigated. The commonly used non-linear H-formulation will be discretized based on the
discontinuous Galerkin method. This numerical approach will likely provide fast simulations through parallel computations. Its
application on simple examples, such as a superconducting cube subjected to an external magnetic field, will show robustness,
convergence, and fast computations.

Index Terms— Discontinuous Galerkin (DG) method, H-formulation, high-temperature superconductors, Maxwell equations.

I. INTRODUCTION

THE growing interest of high-temperature superconduc-
tivity applications, mostly involving machines operating

in alternating current [1], [2], is synonymous with efficient
design thus a precise evaluation of ac losses. Numerous
difficulties associated with the highly non-linear behavior of
high-temperature superconductors [3], complexities of both
the geometry and the magnetic field configuration led to the
ongoing development of 3-D numerical tools [4].

However, developed numerical methods, commonly using
the finite-element method [5], [6], are not efficiently opti-
mized for large scale superconductor systems such as multi-
filamentary superconducting cables. Since both the memory
and stiffness matrices scale with the meshed domain size,
these methods are either restricted by the available memory
size or the inversion of resulting large stiffness matrices. The
discontinuous Galerkin (DG) method is thus implemented
to make use of its natural parallel computations capabilities
applied on both the mesh domain through partitioning and the
resulting block diagonal matricial system [7].

Successful implementations of the method have been done
to solve the formulation based on the electric field E [8], [9].
However, the use of demagnetization coefficients restricts
this approach to model in 3-D simple geometries only. For
instance, the numerical modeling of twisted multi-filamentary
superconducting cables or tapes is not possible.

In this paper, the DG method will be implemented to solve
the commonly used H-formulation coupled with the heat equa-
tion where H is the magnetic field and T the temperature. The
numerical approach will be thoroughly described and applied
to a superconducting cube subjected to an external sinusoidal
magnetic field in both non-temperature- and temperature-

Manuscript received June 29, 2017; revised August 30, 2017; accepted
October 17, 2017. Corresponding author: L. Makong (e-mail:
lmakonghellnkatack@uh.edu).

Color versions of one or more of the figures in this paper are available
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dependent cases. Comparisons of computed ac losses with the
finite-element software in GetDP will be done.

II. DIFFERENTIAL FORM

Assume a domain � consisting of a superconducting sub-
domain �s and a non-superconducting sub-domain �r that are
non-overlapping. Its discretization as � �

�
K�Th

K will give
Th the mesh with tetrahedral or hexahedral elements K .

The combination of Maxwell equations, the magnetic
linear constitutive law and the non-linear electrical power law
characterizing the superconducting domain �s will give the
non-linear H-formulation. Moreover, the heat equation will be
coupled to the H-formulation in order to have a temperature-
dependent problem. The resulting differential form is���

��
�H
�t

� ∇ � �κ�T �∇ � H� � 0 in �

ρcp�T �
�T

�t
� ∇ � �λ�T �∇T � � J � �σ �T ��1J�

(1)

with ρ, cp�T �, and λ�T � are the mass density, the
specific heat, and the thermal conductivity. The diffusivity
term κ�T � � 1	σ �T �μ0 is dependent on the global domain
electric conductivity σ �T � which is either constant in the non-
superconducting domain �r or non-linear in the superconduct-
ing domain �s . The latter is expressed using the power law

J � σ �T �E , with σ �T �
�s �
Jc�T �

Ec

���� E
Ec

����
1� 1

n

(2)

with Jc�T �, Ec, and n the critical current density, the critical
electric field, and the power law index of the superconducting
sub-domain �s . The temperature dependence of the critical
current density is defined as

Jc�T � � Jc0
Tc � T

Tc � T0
(3)

with T0, Jc0, and Tc the initial temperature of the global
domain �, the critical current density at the initial temper-
ature, and the critical temperature of the superconducting sub-
domain �s .

0018-9464 © 2017 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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Here, we applied an external magnetic field Ha and a
thermal insulation on the global domain boundary �� � �.
Thus, we have

���
��

H � n � Ha � n on �

∇T � n � 0 on �.

(4)

III. DISCRETE VARIATIONAL FORMULATION

According to the nodal DG approach, both unknown mag-
netic field H and temperature T will be approximated as u and
v over each finite element K . With Pm the set of polynomials
of degree at least equal at m, we have

W �
�

w � �L2����3 : w
K � �Pm�K ��3, K � Th

�
(5a)

V �
�
v � L2��� : v
K � Pm�K �, K � Th

�
. (5b)

Thus, the discrete variational formulation will consist in
finding on each element K , �u, v� � W � V such that

H :
	

K
�t u � ϕd K �

	
K

κ�∇ � u � ∇ � ϕ�d K

�

	
�K
��κ∇ � u� � n� � ϕd A � 0 (6a)

T :
	

K
ρcp�tv � φd K �

	
K

λ∇v � ∇φd K

�

	
�K
�λ∇v � n�φd A �

	
K

j � �σ �v��1j�φd K (6b)

with ϕ and φ the test functions, j � ∇ � u, and the normal n
is defined at each interface.

Let’s assume F1 � �0, Fz ,�Fy�
T , F2 � ��Fz, 0, Fx �

T ,
and F3 � �Fy,�Fx , 0�T with κ∇ � u � �Fx , Fy, Fz�

T .
The conservative form of (6a) expressed by changing the

curl � curl operator with the div operator will give (with
i � 1, 2, and 3) three equations of unknowns u � �u1, u2, u3�
such as	

K
�t ui � ϕd K�

	
K

Fi � ∇ϕd K�

	
�K
�Fi � n�ϕi d A � 0 (7)

with

���
��

∇ � �κ∇ � u� � �∇ � F1,∇ � F2,∇ � F3�
T

�κ∇ � u� � n � �F1 � n, F2 � n, F3 � n�T .

(8)

However, the continuity of the tangential components of the
magnetic field H has not been implemented yet. According
to the symmetric interior penalty method, equivalent interface
terms Ih,q and I T

h,q , for the magnetic and thermal problem,
respectively, expressed as numerical fluxes will replace actual
interface terms in order to ensure the problem convergence.
The penalty term of Ih,q will be defined such that the con-
tinuity of the tangential component of H is respected. The
penalty term of I T

h,q will be defined such that the continuity
of v and ∇v is respected.

IV. INTERFACE TERMS BASED ON NUMERICAL FLUXES

A. Magnetic Problem

In the magnetic problem, the equivalent interface term Ih,q

will be the one proposed by Grote et al. [10] which is based
on the symmetric interior penalty method. On each face f
belonging to two neighboring elements K and K � or to the
global boundary �, we have the following expression:

�

	
f
��ϕ�n � �κ∇�u���u�n � �κ∇�ϕ�� d A� I p. (9)

The penalty term I p is expressed as follows:

I p �

	
f
a�u � n � �ϕ � nd A (10)

with the penalty coefficient a dependent on both the size and
diffusivity of both neighboring elements K and K �.

The quantities �u� n and �u� n� represent the jump and
average of the tangential components of the field u across each
face f common to the neighboring elements K and K � [10].
They are defined as follows:

�u � n � uK � n � uK � � n (11)

and

�u � n� �
uK � n � uK � � n

2
. (12)

In this paper, the interface term Ih is replaced by an
equivalent numerical flux Ih,q given by (15), where the penalty
term Ip given by (10) is rewritten using the mixed product
invariance property, a � �b � c� � b � �c � a� � c � �a � b�, in
order to respect the variational formulation based on the div
operator

Ih,q �

	
f
��ϕi�Fi � n� � �Fi � n�ϕi�� d A � I p . (13)

The penalty term I p becomes

I p � �

	
f
a�ϕ � �n � u � nd A (14)

with the penalized coefficient a � 0.

B. Thermal Problem

In the thermal problem, the equivalent interface term I T
h,q ,

based on the symmetric interior penalty method [7], will be
defined as follows:

I T
h,q � �

	
f
��λ∇φ � n�v� � �λ∇v � n�φ�� d A � I p,T (15)

with the penalty term I p,T defined as

I p,T �

	
f
b�v�φd A (16)

with penalty coefficient b � 0.
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V. BOUNDARY CONDITIONS

In order to respect the physics, Neumann and Dirichlet
boundary conditions must be imposed in accordance with the
numerical fluxes developed previously. The associated bound-
aries in both the magnetic and thermal problems, respectively,
are �D , �D,T for the Dirichlet ones and �N , �N ,T for the
Neumann ones. They are defined such that �D � �N � �,
�D,T ��N ,T � �, � � �D,T ��N ,T , and � � �D��N .
The interface common to both neighboring elements K and
K � is always assumed to belong to �D ,�D,T or �N ,�N ,T

on the side of K .

A. Magnetic Problem

In this problem, Dirichlet boundary condition, expressed as
H � Ha where Ha is the applied magnetic field, will be
applied on the boundary �D . Thus, the following jump term
present on the penalized term of Ih,q :

�n � u � n �
n � Ha � n � n � uK � � n

2
. (17)

The quantities uK and uK � are the approximation of the
magnetic field H over the neighboring elements K and K �,
respectively. Meanwhile, the Neumann boundary condition
H � n � 0, applied on �N , will give the following jump
term present on the penalized term:

�n � u � n �
n � uK � � n

2
. (18)

B. Thermal Problem

In this problem, Dirichlet boundary condition, expressed as
T � Ta where Ta is the fixed temperature, imposed on the
boundary �D,T . Thus, the following jump term present on
the penalized term of I T

h,q :

�v �
Ta � vh

K �

2
. (19)

The quantities vK and vK � are the approximation of the
temperature T over the neighboring elements K and K �,
respectively. Meanwhile, the Neumann boundary condition
gradT �n � 0, applied on �N ,T , will give the following jump
term present on the penalized term:

�v �
vK �

2
. (20)

VI. NUMERICAL TREATMENT OF THE NON-LINEARITIES

ARISING FROM THE POWER LAW

The non-linearities resulting from the superconducting sub-
domain �s electrical behavior of �s will be dealt with
explicitly.

The non-linear conductivity σ l�1 of the sub-domain �s ,
evaluated at the previous time step tl�1

p of the problem
resolution, will be used to compute the problem at following
time step tl

p .

Fig. 1. AC losses in the non-thermal case of a superconducting cube subjected
to an external magnetic field computed with GetDP, Comsol, and the DG
method with the non-linear resistivity evaluated explicitly.

VII. NUMERICAL RESULTS

A superconducting cube of 2 mm side length, subjected to
an external magnetic field Ha � Hm sin�2π f t�ey, will be
modeled using both the non-thermal coupling and thermal
coupling formulation with the DG method. The mesh size
was about 21 000 elements. The computed ac losses will be
compared with the ones obtained with an H-formulation finite-
element model implemented in GetDP and in Comsol Multi-
physics. We add results obtained from Comsol Multiphysics,
which is the most used software for superconductors modeling,
as reference for all the validations.

A. Non-Thermal Coupling

The superconducting behavior of the cube is characterized
by a critical electric field Ec � 10�7 V/mm, a critical current
density Jc � 100 A/mm2 and a power law exponent n � 10.
The magnetic applied flux density amplitude is Bm � 2 T with
a frequency f � 50 Hz.

Computed ac losses, Fig. 1, are equivalent. A first-order
backward Euler method was used as a time integrator and a
timestep of 5 μs for both approaches. More details on the
computations parameters are given in Table I. Computations
time are defined for a quarter of cycle. The allocated memory
was about 1 GB for the new approach and about 3 GB for
GetDP.

B. Thermal Coupling

The superconducting cube used in the non-thermal cou-
pling case will be modeled such that there is simultane-
ously a thermal insulation and an external magnetic field
Ha � Hmsin�2π f t�ey on the air domain boundaries. Com-
parisons of the computed ac losses in this thermal case will
be done using the numerical approaches investigated in the
non-thermal coupling case.

The superconducting behavior of the cube is characterized
by a critical electric field Ec � 10�7 V/mm, an initial critical
current density Jc0 � 100 A/mm2, a critical temperature
Tc � 82 K and a power law exponent n � 10. The magnetic
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Fig. 2. Temperature distribution in Kelvins at t � 20 ms in the supercon-
ducting cube.

Fig. 3. AC losses in the thermal case of a superconducting cube subjected
to an external magnetic field computed with GetDP, Comsol, and the DG
method with the non-linear resistivity evaluated explicitly.

applied flux density amplitude is Bm � 2 T with a frequency
f � 50 Hz.

While in the air domain, the thermal properties are
the specific heat cpa � 2040 J/(kg.K), the mass density
ρa � 8.08607 kg/m3, and the thermal conductivity
λa � 0.139 W/(m.K), the superconducting cube is char-
acterized by a specific heat cps � 3 J/(kg.K), the
mass density ρs � 6300 kg/m3, and the thermal conductivity
λs � 11 W/(m.K). The initial temperature To is set at 77 K.

Computed ac losses, Fig. 3, remain identical. A first-order
backward Euler method was used as a time integrator and a
timestep of 5 μs for both approaches. More details on the
computations parameters are given in Table I. The allocated
memory was about 1 GB for the new approach and about 3 GB
for GetDP.

The distribution, shown in Fig. 2, illustrates the elevation
of temprature, below the critical state, occuring in the super-
conducting cube.

TABLE I

COMPUTATIONS PARAMETERS

VIII. CONCLUSION

The use of the DG method on the H-formulation success-
fully model high-temperature superconductors whether ther-
mal effects are neglected or not. With parallel computations,
it gives us a scalable and distributed approach in terms of
both memory allocation and diagonal block matricial system
resolution.

Because of the local finite-element approach used on each
element of the meshed domain, both the numerical treatments
of the non-linearities and the mesh domain through partition-
ing are distributed through parallel computations.

Unlike the DG method applied on the E-formulation [8],
there is no need to compute analytically the demagnetization
coefficients of the studied domain.

All those advantages make the DG method on the
H-formulation suitable for the 3-D modeling of complex and
large superconducting systems in real applications settings.
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3.4 Modélisation des câbles supraconducteurs torsadés

Les câbles supraconducteurs ont été développés pour diverses applications telles que les
moteurs, les transformateurs, les limiteurs de courant, les aimants ou encore les câbles de trans-
mission d’énergie électrique. Ceux-ci sont notamment destinés à remplacer les câbles en cuivre.
Avec ces nouveaux câbles il est possible de transporter une puissance cinq fois plus grande
qu’avec les câbles classiques en cuivre. Ces câbles présentent aussi l’avantage d’occuper moins
d’espace et permettent de réduire considérablement les pertes d’énergie qui sont de l’ordre de
10% avec les câbles conventionnels en cuivre [86]. Ils sont généralement constitués de plu-
sieurs dizaines de filaments supraconducteurs fins intégrés à une matrice résistive qui sert de
protection aux filaments contre d’éventuelles sollicitations mécaniques. Ceux-ci sont torsadés
dans le but de concentrer les courants induits dans les filaments supraconducteurs et ainsi ré-
duire les pertes Joule qui se développent dans la matrice resistive [25]. L’évaluation précise des
pertes générées par ces câbles est important pour améliorer le dimensionnement des systèmes.
Les outils numériques permettant d’évaluer ces pertes doivent être robustes pour faire face à la
complexité introduite par le torsadage des filaments et le comportement électrique non-linéaire
du matériau.
La modélisation des câbles supraconducteurs s’est appuyée pendant plusieurs décennies sur des
formules analytiques basées sur le modèle de Bean [23]. Depuis l’introduction des supracon-
ducteurs à haute température critique dans la fabrication de ces câbles, ces travaux de modé-
lisations s’appuient sur des méthodes numériques notamment la méthode des éléments finis
[2]. La plupart des modèles numériques proposés sont bi-dimensionnels et permettent d’évaluer
approximativement les grandeurs telles que les pertes ou l’aimantation de ces câbles avec une
précision moindre [95, 94]. La précision de ces résultats peut être améliorée notamment avec
l’utilisation de modèles tri-dimensionnels. Malheureusement, l’utilisation des méthodes de dis-
crétisation telle que la méthode des éléments finis pour la modélisation tri-dimensionnelle de
ces câbles est très coûteuse car les systèmes à résoudre sont grands, ce qui nécessite une impor-
tante puissance de calcul pour réaliser les opérations d’inversions matricielles. Dans des travaux
récent, de telles simulations ont été réalisées sur des câbles supraconducteurs torsadés [37]. Ces
travaux ont mis en évidence les coûts de calculs importants que requiert ce type de modélisation.
Afin de réduire ces coûts de calcul, il devient indispensable de mettre en place des techniques
permettant de réduire la taille des systèmes à résoudre. Nous avons réalisé des développements
sur le thème de la réduction de modèle pour la modélisation de ces câbles supraconducteurs.
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3.4.1 Modèle équivalent des filaments torsadés

L’idée exploitée pour construire ce modèle équivalent a été de transformer le problème ini-
tial, qui est celui d’un câble aux filaments torsadés soumis à champ magnétique de direction
connue, en un problème équivalent, qui est celui d’un câble aux filaments droits soumis à un
champ magnétique dont la direction subit une transformation correspondant au torsadage fila-
ments. Cette approche permet de simplifier la construction de la géométrie, de réduire la taille du
maillage et le temps de calcul. De plus, l’utilisation des filaments droits améliore le condition-
nement des matrices ce qui a un impact positif sur la convergence de la résolution numérique.
Ce travail a fait l’objet de l’article présenté ci-après 3-D Equivalent Model to Compute the
Electro-Magnetic Behavior of Twisted Multi-Filamentary Superconductors Wires publié
dans la revue IEEE Transactions On Magnetics.
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3-D Equivalent Model to Compute the Electro-Magnetic
Behavior of Twisted Multi-Filamentary

Superconductors Wires
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In this paper, we investigate new methods to model in 3-D, efficiently and simply, twisted multi-filamentary superconductors
subjected to an external magnetic field. Several simulation cases, based on the H-formulation implemented in GetDP, will help
derive through appropriate methods, such as changing the reference from where the problem is seen and described to a reference
where everything becomes simple to deal with, a simple equivalent 3-D problem to solve efficiently and quickly.

Index Terms— Finite-element methods, high-temperature superconductors, Maxwell equations, multi-filamentary.

I. INTRODUCTION

SEVERAL high-temperature superconductivity applica-
tions, such as motors design for aircraft propulsion [1]

and magnets design for medical imaging [2], use twisted multi-
filamentary superconductors wire [3] for their windings.

Both the fine superconducting filaments structure and the
twisting process greatly help reduce the ac losses by keep-
ing the filaments as much uncoupled as possible. However,
a numerical and precise evaluation of ac losses generated
is complex even with the use of robust 3-D numerical
tools [7]–[9].

Complexities encompass the highly non-linear electrical
behavior of superconductors [5], [6] and the twisted super-
conducting filaments geometry. In order to compute efficiently
the wire behavior, its meshed domain must require a mesh
refinement on the curved parts of each twisted superconducting
filaments. It will add more degrees of freedom to the already
large matricial system derived. In addition, the wire model is
not prone to the use of symmetry boundary conditions because
of the twist transformation. The latter gives dissimilar meshed
surfaces at the wire’s top and bottom. The symmetry boundary
conditions are essential to reduce the modeling of the complete
wire. They can allow to model only a truncated part of the wire
like a single twist pitch.

Thus, it is important to develop methods that simplify the
problem of modeling twisted multi-filamentary superconduct-
ing wire. It will allow us to perform more in-depth design
and optimization studies for real world applications such as
superconducting machine design.

After a description of the problem, based on the
H-formulation [8] using the finite-element method, we inves-
tigate several simulation cases. The goal is to derive an
equivalent simple 3-D problem to model quickly and precisely
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the electro-magnetic behavior of twisted multi-filamentary
superconducting wire subjected to an external magnetic field.
All the models involved in this paper are implemented in the
finite-element open source code GetDP [10].

II. PROBLEM DEFINITION AND FORMULATION

The studied domain � consists of a superconducting sub-
domain �s , which are all the filaments, embedded in a non-
superconducting sub-domain �ns. The non-superconducting
sub-domain includes both the resistive matrix and the air
domain around the entire wire.

In order to compute the electro-magnetic behavior of the
studied wire, the H-formulation will be implemented numeri-
cally using the finite-element method. The resulting variational
formulation will consist in finding H ∈ H (curl; �) such that
�

�

∂H
∂ t

· ϕd� +
�

�
κ · curlH · curlϕd�

+ IB,D = 0, ∀ϕ ∈ H (curl; �) (1)

with the boundary term ID = �
�D λ ·ϕd A +�

�D(H−Ha) ·
λ′d A. The external magnetic field Ha is imposed on �D ∈ ∂�
as a Dirichlet boundary condition using Lagrange coefficients
λ and λ�.

Both the unknown magnetic field H and the basis vector
function ϕ are projected along edges elements. It will ensure
the continuity of the tangential component of the magnetic
field.

Moreover, the non-linear electrical behavior of supercon-
ductors is characterized by a power law [6] with a non-linear
resistivity in �s

ρ = Ec

Jc

����
J
Jc

����
n−1

. (2)

The quantities Ec, Jc, and n are the critical electric field,
the critical current density, and the power law index. However,
the resistivity ρ will remain constant in both the resistive
matrix and the air domain. Numerically, the associated power

0018-9464 © 2018 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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Fig. 1. 3-D current density distribution inside the filament at t = T/4 s.

law will be linearized in the variational formulation. It will
allow stability and convergence of the problem using the finite-
element method.

III. EFFECTS OF A TRANSVERSE MAGNETIC FIELD ON A

TWISTED MONO-FILAMENT SUPERCONDUCTING WIRE

A twist pitch of a mono-filament superconducting wire sub-
jected to a sinusoidal transverse magnetic field is investigated.
The wire, completely surrounded by an air domain, consists
of a single twisted superconducting filament embedded in a
Niobium matrix.

Finite-element methods’ computations of this problem,
using GetDP, gave an unexpected current density distribution
inside the wire: three current loops locally created, as shown
in Fig. 1.

This result, although not intuitively predictable, differs from
the expected current distribution of a similar magnetic config-
uration applied to a straight mono-filament superconducting
wire. One current loop will be created inside the straight
filament.

Differences between a twisted and a straight filament
subjected to a similar magnetic led us assume that the
twisted superconducting filament observes, in the Frenet frame
(T, N, and K) moving along the resulting helical trajectory,
a transverse magnetic field with a directional change. The
resulting helical trajectory is associated with the geometric
transformation of straight filaments into twisted filaments.
T, N, and K are, respectively, the unit vector tangent, the
normal unit vector, and the binormal unit vector.

In order to confirm the previous assumption, a mathematical
expression of the transformation is derived for numerical
modeling purposes. The transformation assumes a fixed Frenet
frame (T, N, and K), where the twisted filament becomes a
straight one.

While the initial frame (x, y, and z) is assumed fixed
before the transformation, it moves, after the transformation,
along the resulting helical trajectory in the Frenet frame
(T, N, and K).

Such a transformation also applies to the physics of the
domain. Because the new frame remains fixed, differen-
tial operators describing the domain’s physics will remain
unchanged. However, the external boundary conditions they
are subjected to might likely change. For instance, the external
magnetic field applied to the superconducting wire must be
transformed in the new frame, as shown in Fig. 2.

Fig. 2. 3-D filament subjected to a transverse magnetic field in the Frenet
frame.

TABLE I

MODELS PARAMETERS

Thus the mathematical expression of the geometric transfor-
mation applied to the magnetic field H will be the following:

H[T,N,K] =
⎡
⎢⎣

−a · sin(θ) a · cos(θ) b

cos(θ) sin(θ) 0

−b · sin(θ) b · cos(θ) −a

⎤
⎥⎦ · H[x,y,z] (3)

with a = r/L, b = c/L, θ = z/c, c = p/2π , and
L2 = r2 + c2. The helical trajectory parameters p and r are
the twist pitch and the radius.

In the Frenet frame, we computed the current density dis-
tribution of the previously mentioned twisted mono-filament
superconducting wire subjected to an external magnetic field.
However, the applied magnetic field is now the transformed
form of the external magnetic field used in the initial frame
(x, y, and z) shown in the previous case. We, therefore, have
an external magnetic field with a directional change along
the helical trajectory associated with the transformation, as
shown in Fig. 2. A single current loop appeared inside the
filament. The studied case computed in the Frenet frame
is thus equivalent to the case of a straight mono-filament
superconducting wire subjected to a unidirectional transverse
magnetic field.

IV. VALIDATION OF THE GEOMETRIC TRANSFORMATION

ON A TWISTED BI-FILAMENTS SUPERCONDUCTING WIRE

SUBJECTED TO A TRANSVERSE MAGNETIC FIELD

The geometric transformation described above will be
investigated for a twisted bi-filaments superconducting wire
subjected to a transverse magnetic field. Both superconducting
filaments are embedded in a Niobium matrix with an air
domain surrounding both filaments and matrix. The model
parameters are shown in Table I.

The validation goal is to compare modeling cases with
and without the geometric transformation in order to check
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Fig. 3. AC losses comparison, with Bmax = 100 mT, of both twisted and
its equivalent straight bi-filamentary superconductors in the initial (in blue)
and Frenet frames (in red), respectively. (a) p = 2 mm. (b) p = 4 mm.
(c) p = 10 mm.

any equivalence results-wise. In both cases, it will involve a
parametric study with the twist pitch p and the magnetic field
amplitude Bmax as variables. While the twist pitch value will
vary as 2, 4, and 10 mm, the magnetic field amplitude will
either be 50 or 100 mT.

Fig. 4. AC losses comparison, with Bmax = 50 mT, of both twisted and
its equivalent straight bi-filamentary superconductors in the initial (in blue)
and Frenet frames (in red), respectively. (a) p = 2 mm. (b) p = 4 mm.
(c) p = 10 mm.

Comparisons of modeling cases will focus on the computed
ac losses generated by the superconducting filaments. For
each defined parameters p and Bmax, computed ac losses,
in both modeling case in the initial frame and its associated
transformed case in the Frenet frame, will be compared.
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Fig. 5. AC losses comparison, with Bmax = 100 mT, of both twisted and
its equivalent straight six-filament superconductors in the initial (in blue) and
Frenet frames (in red), respectively.

A. Cases With Bmax = 100 mT

The superconducting filaments are fully penetrated by the
current in this case. Moreover, we notice some discrepancies
between ac losses in both the initial (in blue) and Frenet
(in red) frames, as shown in Fig. 3. These discrepancies,
though small, are mainly notable in cases where the twist pitch
is small ( p = 2 mm and p = 4 mm).

However, it is observed that these discrepancies are reducing
with an increase of the twist pitch. Thus, we have an ac
losses equivalence, for the given filament radius, in both the
initial and Frenet frames when the twist pitch is 10 mm.
This result is consistent with the fact that with a longer wire,
the helical trajectory, described by the transformed magnetic
field, is getting closer to a straight trajectory. It will thus lead
to a transformed magnetic field equivalent to the transverse
magnetic field in the initial frame.

B. Cases With Bmax = 50 mT

In this paper, there is no notable discrepancies between ac
losses in both the initial (in blue) and Frenet (in red) frames,
as shown in Fig. 4.

We have an ac losses equivalence in both the initial and
Frenet frames regardless of the twist pitch length. Moreover,
the superconducting filaments are not fully penetrated.

V. VALIDATION OF THE GEOMETRIC TRANSFORMATION

ON A TWISTED MULTI-FILAMENTARY (SIX FILAMENTS)
SUPERCONDUCTING WIRE SUBJECTED TO

A TRANSVERSE MAGNETIC FIELD

In this case, we have a wire that includes six twisted
filaments of radius r f = 50μm embedded in a Niobium matrix
of radius rm = 0.6 mm. The six filaments are distributed
on two layers of radius rl1 = 0.1 mm and rl2 = 0.35 mm,
respectively. Two filaments belong to the interior layer while
the four left are located on the exterior one.

The magnetic properties of the problem are identical with
the case of the twisted bi-filaments wire. Moreover, the
magnetic field amplitude is set at 100 mT with a twist pitch
of 4 mm.

As shown in Fig. 5, the computed ac losses in both the
initial and the Frenet frame are equivalent for the studied case.

Moreover, it only took one week to compute the problem in the
Frenet frame, whereas the computations, in the initial frame,
lasted two weeks.

VI. CONCLUSION

In this paper, we investigated a geometric transforma-
tion, which simplifies the 3-D modeling of twisted multi-
filamentary superconducting wires subjected to a transverse
magnetic field. The transformation allows the study of the
wires in the Frenet frame moving along the helical trajectory
resulting from twisting filaments.

This change of frame has been extended to the case of
twisted bi-filamentary superconducting. A parametric study
based on the magnetic field amplitude and the twist pitch
was done. We noticed an equivalence, regardless of the twist
pitch, between the transformed problem and the initial one
for small magnetic field. However, small discrepancies are
present, especially for small twist pitch, when the magnetic
field is high. In the case involving six filaments, we found a
notable equivalence for a small twist pitch in high field.

This equivalence, through the described transformation,
works for non-magnetic matrix only. This methodology also
works for multi-filamentary wires with normal conductors as
filaments. As shown in the case of a wire with six filaments,
the transformed problem reduces greatly the computation time.

In this Frenet frame, the modeling of realistic twisted multi-
filamentary superconducting wires will naturally be prone
to the modeling of any truncated wires parts. In fact, the
transformation conserves the physics along the wire due to
the moving trajectory of the external magnetic field.

For the future works, the presented parametric study will be
extended in order to characterize the influence of the filament
radius.
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3.4.2 Réduction du modèle équivalent

Le modèle réduit pour le calcul de pertes dans les câbles supraconducteurs multi-filaments
torsadés découle du modèle équivalent avec des filaments droits proposé au paragraphe précé-
dent. En effet pour un câble aux filaments droits, la section est identique en tout point de la
hauteur, ce qui est simplifie l’utilisation des conditions périodiques. Dans nos développements,
on a établi que, pour un câble dont la longueur est suffisamment grande, il suffit de déterminer
les pertes sur une fine tranche de ce câble pour connaitre les pertes sur l’ensemble du câble. Le
modèle réduit de calcul de pertes dans les câbles supraconducteurs multi-filamentaires torsadés
est défini sur une fine tranche de câble aux filaments droits, sur laquelle on impose des condi-
tions de périodicité à ses extrémités. Ce travail et sa validation par comparaison à des mesures
expérimentales ont été récemment proposés dans l’article ci dessous Reduced model to com-
puted losses of Twisted Multi-Filamentary Superconductors Wires soumis et accepté pour
publication dans la revue IEEE Applied Superconductivity.
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Abstract—Classical numerical techniques remain very compu-
tationally expensive to model the magnetization of twisted multi-
filamentary superconductors in 3D because of the required large
system of equations to solve. In this paper a reduced model is
proposed to approximate the AC losses of these types of wire. It
is established through the projection of the physical problem in a
helical Frenet basis and the use of periodic boundary conditions
on a slice of the wire. The reduced model on the slice leads to
systems of more reasonable size leading to smaller and faster
simulations than when the whole wire is modeled. Simulation
results show that the proposed method leads to computed losses
similar to those obtained on a whole wire. Several simulation
cases are proposed to prove the validity of the proposed model,
and a comparison to some AC losses measurements is proposed
to show the effectiveness of the proposed approach. The imple-
mentation relies on the H-formulation and is solved with the
open-source solver Getdp.

Index Terms—Finite element method,H-formulation, modeling,
AC losses, Twisted multi-filamentary superconductors.

I. INTRODUCTION

DURING the last two decades, superconducting materials
are increasingly introduced in large scale applications

such as, for example, magnetic resonance imaging, fault
current limiter, superconducting motors and generators. Su-
perconducting tapes and wires are often used to generate
high magnetic fields without the need for magnetic cores in
many of these applications, thus leading to more compact
and efficient systems [1]. In the case of round wires, they
usually consist of fine superconducting filaments embedded in
a resistive matrix to protect them against mechanical strain
and provide electro-thermal stability. The configuration of the
wire is so that the transport current is carried entirely by the
superconductucting filaments while the resistive matrix only
sees transient currents due to eddy currents, coupling losses
or quench. To minimize the current in the matrix material,
the superconducting filaments are twisted during manufac-
turing. It allows for a siginificant reduction of the coupling
losses by keeping all the filaments as much uncoupled as
possible[2]. A numerical and precise evaluation of AC losses
generated in such wires is important for an effective design
of superconducting machines and their appropriate cryogenic
systems. Unfortunately, because of the complicated geometry
(aspect ratio, multiple fine filaments, etc.), the fine filaments
require a very fine mesh which, coupled to the non-linearity

introduced by the power law relation that characterizes the
electric behavior of the superconducting materials, reders the
use of classical techniques such as finite element method
challenging and very expensive in terms of resourceswith
computation times often of several weeks. However, some
work proposes the use of periodic boundary conditions to
reduce the computation domain [3]. In the proposed model,
the length of the wire is reduced to one sixth of the twist
pitch and periodic boundary conditions are used on the ge-
ometrically congruent end faces. Unfortunately, despite this
length reduction, computational times still remain significant,
reaching several days per simulation.

The aim of this paper is to propose a simplification of
the 3D modeling of twisted multi-filamentary superconducting
wires for fast and accurate AC losses computation. In our
previous published work, we have proposed an equivalent
model which consists in replacing the twisted wire by a
straight one [4]. The geometry of this equivalent model is
easier to define and the required mesh to accurately compute
the losses are coarser than for a twisted geometry. Despite such
simplifications, modeling of long twisted superconducting
wires remains difficult and very computationally expensive
despite the use of an equivalent model based on straight
filaments. This is due to the great length of wires that leads
to very large matrix systems to solve.

In this paper, an approach aimed at reducing the equivalent
3D problem size is proposed. This reduced model consists in
modeling a slice of the straight wire with periodic boundary
conditions at its ends. This work shows that it is possible to
approximate the AC losses per unit length of the whole twisted
superconducting wire by computations performed on a slice
of the equivalent straight wire. As the reduced model is based
on straight wire, the condition of geometrically congruent end
faces needed to impose the periodic boundary conditions in [3]
is no longer necessary, and the length of the slice can be very
small. A validation of the results obtained by comparison to
measurements is proposed to show relevance and effectiveness
of this work. Note that in this paper AC losses refers to
magnetization losses only. The numerical results proposed in
this paper are obtained with a computer Intel Core i5, 2.3 Ghz,
16 Go RAM.
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II. EQUIVALENT 3D MODEL OF TWISTED
MULTI-FILAMENTARY WIRE

In previously published work [4], it has been shown that the
model defined by a twisted multi-filamentary wire subjected
to an external axial or transverse magnetic field (Figure.1)
can be replaced by an equivalent one defined as a straight
multi-filamentary wire subjected to an external magnetic field
which initial direction undergoes a helical transformation such
as the twist process (Figure 2). In other words, a twisted multi-
filamentary wire subjected to an H[x,y,z] magnetic field in
the (x, y, z) frame become a straight multi-filamentary wire
subjected to an H[T,N,K] in the Frenet frame (T,N,K). In
accordance to the geometrical relation between the Frenet
and cartesian frames (Figure 3), the external magnetic field
H[T,N,K] is obtained from the following relation:

H[T,N,K] =



−a sin θ a cos θ b

cos θ sin θ 0
−b sin θ b cos θ −a


 ·H[x,y,z] (1)

with, a = r/L, b = c/L, θ = z/c, c = p/2π and L2 = r2+c2.
The wire length is L and the helical trajectory parameters p,
r are respectively the twist pitch and the radius.

Fig. 1. A twisted superconducting filament subjected to a transverse magnetic
field in the initial (x, y, z) frame

Note that, because the Frenet frame remains fixed, differ-
ential operators describing the domain’s physics will remain
unchanged, thus the same H−formulation is solved in both
frames. The weak form of this formulation is given by:
∫

Ω

∂H

∂t
·ψdΩ+

∫

Ω

ρ

µ0
(∇×H)·(∇× ψ) dΩ+IBnd = 0 (2)

where, Ω is the calculation domain, ρ is the resistivity, µ0

is the permeability of the vacuum, IBnd is the boundary
term and ψ is a test function taken in the functional space
H(curl,Ω). The boundary term IBnd allows to impose the
external magnetic field Ha on the boundary Γ = ∂Ω. It is

Fig. 2. The equivalent model of the twisted superconducting filament in the
Frenet frame (T,N,K): A straight superconducting filament subjected to a
helical transverse magnetic field

Fig. 3. Geometrical relation between the Frenet frame (T,N,K) and the
cartesian frame (x, y, z)

a weak form of a Dirichlet boundary condition that uses the
Lagrange coefficients λ and λ

′
defined in H(curl,Ω).

IBnd =

∫

Γ

λ · ψdΓ +

∫

Γ

(H−Ha)λ
′
dΓ (3)

The resistivity ρ has a constant value except in the super-
conducting filaments where it is described by a nonlinear
relationship:

ρ =
Ec

Jc

∥∥∥∥
J

Jc

∥∥∥∥
n−1

(4)

with, Ec = 10−4 V/m, Jc the critical current density and
n a power law exponent that characterizes the flux creep
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phenomenon in superconducting material. The computations
are performed using a finite element method of the open source
Getdp [5]. The time integration scheme is an implicit Euler
method combined with a Newton Raphson method to face
up the non-linearity due to the resistivity in superconducting
regions. The results presented in the previous work shows that
AC losses and magnetizations are the same in both frames [4].

III. REDUCED MODEL TO COMPUTE AC LOSSES OF
MULTI-FILAMENTARY SUPERCONDUCTORS

The computations of losses in twisted multi-filamentary
superconductors can be performed with equivalent models
of straight multi-filamentary superconductors. Unfortunately,
even in the Frenet frame where the filaments are straight, cases
of long wires with multiple twist pitch remain tedious to treat
because the resulting matrix systems to solve are large.

A. From the whole wire model to model of twist pitch (length)

In the Frenet frame, thanks to the wire section geometric
uniformity independent from height or position, an equivalent
reduced model can be defined by using periodic boundary
conditions over a single twist pitch. This is possible because
the current induced and circulating inside the wire can be
assumed identical for all the twists assuming that the wire is
long enough that magnetic influence of its ends at its center are
negligible. A precise evaluation of AC losses of a portion of
the twist pitch length located at the wire center, can thus give
a good enough approximation of the entire wire AC losses. In
order to illustrate this, numerous simulation cases have been
performed with a transverse magnetic field along y−axis of
frequency f = 100 Hz and amplitude Bmax = 50 mT. In
these simulations, we used arbitrarily chosen values of the
parameters of the superconducting filaments and the resistive
matrix (Table.I).

The AC losses are computed in the Frenet frame where the
filaments are straight. Firstly we find the minimum number
of twist pitch necessary so that the AC losses per unit length
evaluated on the whole wire, become equivalent to the ones
given by the model of a single twist pitch with periodic
boundary conditions imposed at its ends. Two cases of six
twisted filaments wires of length 5p and 7p are considered,
with p the twist pitch length Figure.4.

TABLE I
PARAMETERS OF A SIX-FILAMENT SUPERCONDUCTING WIRE EMBEDDED

IN A CONDUCTIVE MATRIX

Quantity Value
Twist pitch p (mm) 4

Wire length Lw (mm) 5p or 7p
Filament radius (µm) 50
Matrix radius (mm) 0.6

Critical current density (A/mm2) 5
Power law exponent 10

Matrix conductivity (S/m) 6e9

As shown in Figure.5, the greater the number of twist
pitches, the closer the AC losses per unit length are getting

(a) (b)

Fig. 4. (a) The initial twisted six filaments in (x, y, z) frame, (b) The straight
six filaments wire in Frenet frame

Fig. 5. Total ac losses comparison in the Frenet frame of a twisted six
filaments superconducting wire and its truncated version subjected to a
transverse magnetic field

to those of a single twist pitch length with imposed periodic
boundary conditions. This is confirmed by the values of the
dissipated energy per unit length by cycle. The obtained
values are 2.55 J/Cycle.m for the periodic case of length p,
2.49 J/Cycle.m and 2.36 J/Cycle.m respectively for the wires
of length 7p and 5p. As the wire with multiple twist pitches
gets longer, the wire portion of twist pitch length at its center
is less influenced by the magnetic effects occurring at both the
wire top and bottom ends.

B. Reduced model within the twist pitch length

Analyzing the current density distributions in the (x, y, z)
frame, we noticed that all the filaments, whose portions of
twist pitch length are located at the wire centers, exhibit
current loops which are equally distributed. Focusing on a
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slice of the wire located at the center of the central current
loop, we note that the electric current density remains the
same. A more reduced model can be defined considering a
centered slice of the wire portion of twist pitch length in the
Frenet frame with periodic boundary conditions imposed. To
explain that, we firstly quote that the length of the model
can be reduced to a quarter of twist pitch length because the
magnetic field in the Frenet frame has a π/2−periodicity. Now
consider different slices of a filament portion of quarter twist
pitch length. Each slice is subjected to an oblique magnetic
field of the same amplitude. We note that problems define
on slices are equivalent. Thus a reduced model of length
below the twist pitch can be considered to approximately
evaluate the AC losses per unit length of the whole wire. To
illustrate this, simulation cases of two different slice lengths,
p/4 and p/16, of a twisted six-filaments superconducting
wire were performed with an applied transverse magnetic
field along y−axis of frequency f = 100 Hz and amplitude
Bmax = 50 mT.

Fig. 6. Magnetization losses comparison of truncated six-filaments supercon-
ducting wire subjected to a transverse magnetic field along the y−axis

The results presented in Figure.6, show equality of AC
losses obtained from the different truncated lengths p/4 and
p/16. Thus we can reduce the problem of 3D modeling of
long twisted multi-filamentary wire, under a given minimal
number of twist pitch, in order to effectively evaluate at the
wire center its equivalent AC power loss per unit length.

C. From the reduced 3D model to a pseudo−2D model
Specific 3D problems can also be reduced to pseudo-2D

problems. In the Frenet frame, the applied magnetic field
expressed in equation (1) can be simplified, with θ = π/2
or θ = 3π/2, as follows :

H[T,N,K] =



±a 0 b
0 ±1 0
±b 0 −a


 ·H[x,y,z] (5)

Thus, the pseudo-2D problem is only valid for cases where the
external transverse magnetic field is only along the y−axis. For

other magnetic field configurations, the transformed field does
not belong to the studied 2D-section plane. The final reduced
model is a 2D section of the wire whose position along its
length is defined such that the imposed magnetic field, moving
along the helical trajectory, belongs to the xy plane. The AC
power loss computed on wire sections located at z = p/4
(θ = π/2) and (z = 3p/4) (θ = 3π/2) are the same as the
AC losses of the reduced model defined on a single twist pitch
as shown in Figure.7.

Fig. 7. Magnetization losses per unit length of a pseudo−2D representation in
the Frenet frame of a truncated six-filaments superconducting wire subjected
to a transverse magnetic field along the y−axis

IV. VALIDATION OF REDUCED MODEL

In the context of fully superconducting rotating machines
using twisted multi-filamentary superconductors, the stator
winding sees an elliptical magnetic field. The latter is a
combination of alternating Balt and rotating Brot fields such

as Bell = (1−k)Balt+kBrot. where, Balt =




0
B0 cosωt

0




and Brot =




B0 sinωt
B0 cosωt

0


, with the ellipticity coefficient

k ∈ [0, 1] and ω = 2πf .
Magnetization losses generated by a round mono-core wire,
under elliptical fields, were evaluated and analyzed using a
2D finite element model [10] [11]. Several numerical sim-
ulations were performed in order to improve the classical
model by taking into account the contribution of the rotating
component of the field on the magnetization losses. Beyond
AC losses evaluation, the numerical results presented here are
to enable a physical understanding of the electrical behavior
of superconducting wires under such complex magnetic field
configuration.

The numerical results are compared to measurements of AC
losses carried out at the Center for Advanced Power Systems in
Tallahassee (CAPS). These measurements were obtained on a
sample of 100 MgB2 wires of 20 cm length each manufactured
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by Hypertech Research. Each wire have 54 twisted supercon-
ducting filaments whose manufacturer’s parameters are given
in Table II. The sample is subjected to elliptic magnetic fields
with k varying from 0 to 1 (with a 0.2 step) and whose
amplitude values are, B0 = 10

√
2 mT for f = 110 Hz and

B0 = 20
√

2 mT for f = 50 Hz. The applied field was imposed
by setting a well-defined current inside coils inside in which
the sample is positioned such that the magnetic field is close
to be uniform. The reduced models shorter than the twist pitch

Fig. 8. Section of a wire of 54 twisted superconducting filaments

TABLE II
PARAMETERS OF THE WIRE OF 54 TWISTED SUPERCONDUCTING

FILAMENTS

Quantity Value
Twist pitch p (mm) 25

Filament radius (µm) 19
Matrix radius (mm) 0.35

Critical current density (A/mm2) 2547
Power law exponent 4.42

Matrix CuNi conductivity (S/m) 1e8

length are used to perform numerical simulations allowing for
fast and accurate calculation of AC losses. The simulations
deal one wire of 54 twisted superconducting filaments. Wire
slices of length p/16 and p/2500 are considered (Figure.8).
The maximum element size in superconducting regions lc16
and lc2500 are defined such as, for the case p/16 there are four
elements in filament length and for the case p/2500 there are
two elements in filament length. The considered meshes for
these computations are respectively 135000 elements for the
case p/16 and 63000 elements for the case p/2500. Note that,
if the maximum element size lc2500 is used in both cases, the
number of mesh elements of the case p/16 is over a hundred
times bigger. The time steps of the cases f = 50 Hz and
f = 110 Hz are chosen such that the number of iterations per
period is N = 400, this leads on computation times about
2h/period for the case p/16 and 1h/period for the case
p/2500.

The instanteneous magnetization losses are computed based
on the reduced model of length p/16. The results are presented
for both cases f = 50 Hz and f = 110 Hz in Figure 9 and
Figure 10 respectively. As we expected, greater the amplitude

of the magnetic field is, greater the obtained losses are. As
found in [10] for a straight mono-core wire, we noted that the
maximum losses are constant and obtained for k = 1.

Fig. 9. Computed instanteneous magnetization losses of reduced models
of the twisted 54−filaments wire subjected to an elliptic field of amplitude
20
√
2 mT and frequency f = 50 Hz.

Fig. 10. Computed instanteneous magnetization losses of reduced models
of the twisted 54−filaments wire subjected to an elliptic field of amplitude
10
√
2 mT and frequency f = 110 Hz.

However, the AC losses evolution with respect to k does
not remain the same. It is certainly due the twisted nature of
the wire filaments geometry whose impact is translated to the
magnetic field behavior of the wire. This result shows that the
physical behavior of the studied wire is well captured by our
numerical reduced models.

To compare numerical results to the measurements, the
former are first computed on a wire of 54 filaments then
extended to the whole sample of 100 wires. The dissipated
energy values per unit cycle length computed for each k value
are compared to the measurements. Results are presented for
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f = 50 Hz and f = 110 Hz in Figure.11 and Figure.12
respectively.

Fig. 11. Dissipated energy values per unit cycle length of a twisted
54−filaments wire subjected to an elliptic field at f = 50 Hz with an
ellipticity factor k ∈ {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}.

Fig. 12. Dissipated energy values per unit cycle length of a twisted
54−filaments wire subjected to an elliptic field at f = 110 Hz with an
ellipticity factor k ∈ {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}.

Both figures show that numerical results obtained with the
reduced models of length p/16 and p/2500 are closed to the
measurements except for the case k = 1. The latter case is
where the applied magnetic field is purely rotating. With the
lack of additional measurements data, more comparisons to the
numerical model could not be performed in order to provide
an explanation about the observed gaps for the case k = 1.

V. CONCLUSION

In conclusion, the model-order reduction proposed is able
to capture in a simple way the physics involved in a complex

twisted multi-filamentary superconducting wire subjected to a
complex magnetic configuration. Results are computed quickly
and comparisons to experimental measurements show the
validity of this approach.
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4.1 Introduction

Depuis mon recrutement en tant qu’enseignant-chercheur, mes travaux de recherche ont
porté sur les enjeux tels que la fiabilité et l’innovation des systèmes. A partir de modèles nu-
mériques simulant des interactions entre les champs électromagnétiques et les systèmes, des
problématiques sur la compatibilité et le contrôle électromagnétique des systèmes ont été trai-
tées.
Avec l’évolution de la société, ces enjeux et les problématiques associées ont évolué car les dis-
positifs technologiques sont devenus plus complexes. En effet comme de nouvelles contraintes
ont été introduites pour mieux protéger l’environnement et la santé, l’innovation technologique
s’est intensifiée afin de pouvoir proposer de nouveaux dispositifs souvent bien plus complexes.
Cette innovation technologique s’est réalisée notamment avec la mise en place de nouveaux
procédés de fabrication et la diversification des matières premières. Ainsi, les sources d’éner-
gies telles que le soleil, l’eau et le vent sont de plus en plus utilisées, et on rencontre plus
souvent de nouveaux matériaux tel que les composites et les polymères dans la fabrication des
ces nouveaux équipements. Il est alors important de maintenir un niveau de recherche consé-
quent autour des enjeux de sécurité et de fiabilité de ces nouveaux systèmes.
Mes perspectives de recherche à court et moyen terme s’inscrivent dans la continuité des travaux
réalisés sur les questions de la fiabilité et de l’innovation des systèmes du génie électrique. L’ob-
jectif est de poursuivre la construction et l’exploitation de modèles d’interactions des champs
électromagnétiques avec les systèmes pour répondre aux problématiques induites par ces ques-
tions, notamment celles liées à leurs alimentations en énergie. Ces modèles doivent s’appuyer
sur des outils de calculs adaptés au traitement de systèmes complexes. Ils doivent prendre en
compte les nouveaux éléments entrant dans leur fabrication tels que, les nouveaux matériaux,
les nouvelles techniques de fabrication, et nouvelles sources d’alimentation de ces dispositifs.
L’implémentation de ces modèles va consister à intégrer, dans les approches numériques adé-
quates, les lois caractérisant ces nouveaux éléments. Les travaux envisagés ayant pour socle la
modélisation électromagnétique et multi-physique, s’inséreront naturellement dans la nouvelle
structure du laboratoire GeePs proposée pour la période 2020´ 2025.

4.2 Modélisation de systèmes complexes

La complexité des nouveaux dispositifs du génie électrique a fait en sorte que les approches
numériques classiques deviennent moins adaptées pour réaliser les travaux de modélisations
nécessaires. L’utilisation des nouveaux matériaux nécessitant une description fine de l’évolution
des grandeurs électromagnétiques vient complexifier ces modèles numériques. Bien souvent
les approches classiques telles que la méthode des éléments finis ne conviennent plus pour
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la modélisation, car les systèmes linéaires à résoudre sont très grands, les paramètres à faire
varier sont trop nombreux et les lois d’évolutions de ces matériaux sont trop complexes. Une
partie de mes travaux de recherches futurs va consister à rechercher les approches efficaces
ayant fait leurs preuves dans d’autres domaines scientifiques pour la modélisation de systèmes
complexes et de les appliquer pour la modélisation des dispositifs électromagnétiques du génie
électrique. Dans les paragraphes qui suivent, je vous présente brièvement quelques approches
sur lesquelles je travaillerai dans un premier temps, qui viendront s’ajouter aux outils déjà en
place, pour élargir le panel des problématiques pouvant être abordées.

4.2.1 Méthode de décomposition de domaine

Lorsque la modélisation des systèmes débouche sur de très grands systèmes à résoudre, une
approche classique tel que la méthode des éléments finis est limitée par l’espace mémoire né-
cessaire pour la mise en place de la résolution numérique. Pour réduire cette dépendance, des
techniques de décomposition de domaine sont mises en oeuvre. L’utilisation de ces techniques
s’est accrue ces dernières années et elles ont été implémentées avec succès pour résoudre des
problèmes de propagation d’ondes gouvernés par l’équation de Helmoltz [43, 112].
La méthode de décomposition des domaines consiste à découper le domaine d’étude en plu-
sieurs sous domaines, à résoudre le problème itérativement sur chaque sous domaine par la
méthode des éléments finis en spécifiant des conditions de transmission pour transporter l’in-
formation entre les sous domaines. Ainsi, comme à chaque itération le problème est résolu sur
un sous domaine, il y a moins d’inconnues à déterminer ce qui nécessite moins d’espace mé-
moire.
Le travail à mettre en place sera d’utiliser cette approche pour la résolution des équations de
Maxwell en domaine fréquentiel sur différentes configurations géométriques tri-dimensionnelles.
Les premiers développements en ce sens ont été amorcés à travers un stage de fin d’étude de
cycle ingénieur réalisé par Xavier Adriaens, sur l’optimisation d’un capteur intra-corporel pour
la transmission de données médicales. Pour la suite des travaux autour de cette approche, on
pourra s’appuyer sur des collaborations existantes notamment avec, l’équipe ACE du Pr Chris-
tophe Geuzaine de l’Institut Montéfiore de Liège, et le Dr. Bertrand Thierry du laboratoire
Jacques-Louis Lions.

4.2.2 Méthode d’analyse d’incertitudes

Le dimensionnement de certains dispositifs du génie électrique s’opère bien souvent grâce
à des travaux de modélisation dont l’un des objectifs est de fournir les paramètres optimaux qui
serviront pour l’analyse du système. On a alors recours dans la majorité des cas à des méthodes
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d’optimisation pour déterminer ces valeurs optimales de paramètres. Cette optimisation néces-
site souvent de répéter les simulations en faisant varier successivement ou simultanément plu-
sieurs paramètres intervenant dans le modèle. Lorsque le système linéaire à résoudre à chaque
simulation est grand, la répétition des simulations rend ce travail de dimensionnement fasti-
dieux. Pour limiter le nombre de simulations à réaliser, une solution est de mettre en place des
méthodes analyses d’incertitude. Ce type d’approche a été utilisé avec succès dans de nombreux
domaines tels que la mécanique des fluides ou encore la météorologie [21, 22].
Une méthode d’analyse des incertitudes consiste à déterminer comment les incertitudes sur les
variables d’entrée se propagent sur les variables de sortie d’un système. Elle a pour but d’op-
timiser les variables du système, celles-ci pouvant être des entrées ou des sorties. Lorsqu’on
ne dispose pas d’assez de jeux de données entrées/sorties, par exemple à cause des difficul-
tés à réaliser les mesures ou à cause du coût de simulation trop important, on a recours à des
méta-modèles qui permettent d’estimer à moindre coût, par des processus d’interpolation, de
nouveaux jeux de données entrées/sorties.
Le travail à mettre en place sera de construire les méta-modèles que l’on associera à certains
modèles d’interactions champs/structures en se servant des techniques tel que le krigeage, les
polynômes chaos ou encore les réseaux de neurones. On portera une attention particulière aux
développements par les réseaux de neurones car ceux-ci constituent une ouverture vers des pro-
blématiques d’analyses de données massives (big data), de plus en plus utilisée dans des travaux
de maintenance prédictive des équipements industriels. Les premiers développements en ce sens
ont été amorcés à travers le contrat postdoctoral réalisé par Ludovic Makong dans le cadre du
projet européen MICEV (www.micev.eu).

4.3 Transmission d’énergie pour l’alimentation des systèmes

L’énergie électrique a pris une place importante dans les sociétés d’aujourd’hui et est deve-
nue un minimum requis pour le bien être des populations. L’approvisionnement de nos villes,
de nos maisons ou encore de nos équipements est devenue primordial, et est l’un des enjeux
les plus importants de ce siècle. Les réseaux de câbles et de fils électriques font partie de notre
environnement et les chargeurs pour nos différents appareils électro-portatifs sont devenus des
éléments nécessaires au quotidien. Se passer de ces réseaux filaires serait un gain important
en terme d’esthétique et surtout pour l’environnement notamment par la réduction de pollu-
tion électromagnétique émise par ces câbles et l’économie en matières premières utilisées pour
leur fabrication. Pour réduire la voilure du réseau de câbles dans nos sociétés de demain, les
chercheurs et industriels s’intéressent aux dispositifs de transfert d’énergie sans contact et de
transfert d’énergie sans pertes. C’est notamment autour de ces deux axes de travail que j’orien-
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terai mes développements numériques.

4.3.1 Transmission d’énergie sans fil

La transmission d’énergie sans fil est un domaine en pleine expansion grâce notamment,
au développement des systèmes électroportatifs pour le grand public, à l’utilisation croissante
des systèmes électroniques implantables dans le milieu médical, à la complexité de certains
dispositifs qui les rendent peu ou pas accessibles pour une alimentation filaire. Les systèmes
permettant d’alimenter en énergie électrique sans support matériel sont au centre du développe-
ment de nombreux dispositifs tels que les voitures électriques ou encore les implants médicaux.
Les recherches sur ce thème ont mis en évidence différents principes permettant le transfert
d’énergie sans contact dont les plus utilisés sont le couplage inductif et la propagation des
ondes électromagnétiques. La méthode inductive est basée sur le principe d’induction, le trans-
fert d’énergie s’opérant entre deux bobines, l’une d’émission et l’autre de réception qui est
placée sur le dispositif à alimenter. Dans cette méthode, le transfert de l’énergie se fait en utili-
sant les ondes en champ proche et les fréquences de travail atteignent au maximum la centaine
de kHz. L’avantage de cette méthode réside dans le fait que le couplage n’a lieu qu’entre les
deux bobines ce qui réduit les effets d’interaction avec d’autres objets pouvant se trouver dans
l’environnement immédiat. L’inconvennient de cette méthode est qu’elle est très limitée par la
distance de transmission. Le transfert d’énergie par propagation des ondes électromagnétiques
(micro-ondes) est basé sur le principe d’émission et de réception par des antennes. A la dif-
férence de la technique inductive, celle-ci permet d’alimenter des dispositifs sur des distances
aussi bien courtes que très longues. Elle a donc l’avantage d’être adaptable à des applications
diverses. Le principal désavantage de cette méthode vient de l’interaction des ondes qui se pro-
pagent avec les objets se trouvant dans l’environnement proche, ce qui peut créer des pertes
considérables d’énergie.
Dans nos sociétés de demain, on prévoit une explosion de l’utilisation des dispositifs de trans-
mission d’énergie sans fil. Ceci implique de nombreuses questions notamment celles, de la
cohabitation de ces systèmes, de l’impact du rayonnement électromagnétique de ceux-ci sur
l’environnement et la santé. Dans mes travaux futurs, je développerai des modèles permettant
d’analyser ces questions. Les modèles à mettre en place seront complexes, par la nature des élé-
ments à modéliser (voiture, corps humain,....), des différentes échelles de ceux-ci (du millimètre
au mètre) ou encore des gammes de fréquences étudiées (de la dizaine de kHz à la dizaine de
GHz). Ces modèles qui conduiront à la résolution de grands systèmes d’équations s’appuieront,
sur les approches numériques utilisées antérieurement comme la méthode de Galerkin disconti-
nue, sur des approches numériques envisagées par la suite comme la méthode de décomposition
de domaines, et sur les techniques de analyse des incertitudes et notamment les méta-modèles
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afin d’éviter la répétition des simulations lourdes et coûteuses. Ces modèles seront mis en place
dans le but d’apporter des réponses à des problématiques de protection et de fiabilité de sys-
tèmes d’alimentation sans fil. Pour ces travaux futurs, je profiterai de la fusion du GeePs avec le
Laboratoire d’Electronique et Electromagnétisme (L2E) qui développe de nombreuses activités
autour des micro-ondes, je m’appuierai sur des collaborations existantes et il sera nécessaire
d’établir de nouvelles notamment avec des acteurs industriels comme les équipementiers de
l’automobile (Faurecia, Valeo, ...).

4.3.2 Transmission d’énergie sans pertes : câbles supraconducteurs

L’un des intérêts de l’utilisation des matériaux supraconducteurs est que ceux-ci peuvent
conduire du courant sans pertes Joule. C’est pour cela qu’ils sont aujourd’hui introduit dans
de nombreux dispositifs du génie électrique afin de réduire les pertes énergétiques. C’est no-
tamment le cas des câbles supraconducteurs dont l’utilisation a connue un essor important ces
dernières années. L’évolution des procédés de fabrication de ces câbles font qu’il existe de plus
en plus de dispositifs les utilisant. Parmi ces dispositifs on peut citer les moteurs supraconduc-
teurs, les limiteurs de courant ou encore les câbles de transport d’énergie.
Nous avons vu dans nos travaux que la modélisation des dispositifs utilisant des câbles supra-
conducteurs est difficile à mettre en place à cause des coûts de calcul importants. Nous avons
proposé un modèle réduit permettant d’évaluer les pertes dans ceux-ci. Mais ces modèles re-
quierent la résolution de problèmes 3D sur des structures hétérogènes constituées de plusieurs
zones supraconductrices et plusieurs zones normales. Afin de simplifier encore plus l’étude de
ces câbles, je développerai un axe de recherche autour des techniques d’homogénéisation ma-
gnétique à mettre en place pour remplacer dans nos modèles numériques de calcul de champs
électromagnétiques, le câble multi-filament par un câble mono-filament ayant le même compor-
tement et les mêmes performances. On s’inspirera des travaux d’homogénéisation magnétique
qui ont été mise en place pour étudier des empilements de rubans supraconducteurs [124]. Dans
ces travaux, ces empilements sont remplacés par un supraconducteur massif anisotrope, ce qui
simplifie considérablement la mise en place du modèle numérique.
Pour mener ces développements on utilisera les outils numériques mis en place pour le calcul
de champs dans les supraconducteurs, on s’appuiera sur l’expertise du GeePs dans le domaine
de l’homogenéisation des matériaux magnétiques, et il sera nécessaire de mettre en place des
collaborations avec des acteurs industriels spécialisés dans la fabrication de ces câbles (Nexan,
NKT,...).
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