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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le contexte

L’écosystème marin est un milieu très sensible dont l’équilibre écologique est aujour-
d’hui menacé. La surface des océans est en première ligne des grandes catastrophes écolo-
giques telles que les marées noires ou vertes, le dégazage et les amas de macro-débris. Pour
lutter contre ces pollutions, la robotique marine de surface est une des solutions les plus
prometteuses [1, 2, 3]. Exploitant les avantages de la robotique autonome, la robotique
marine de surface ouvre la voie à des technologies capables de surveiller l’état de nos côtes
tout en limitant le besoin en interventions humaines et les coûts d’opération [2]. Au cours
des deux dernières décennies, des véhicules autonomes de surface (USV) ont vu un déve-
loppement croissant. Cependant, leur impact sur le long terme sur ces écosystèmes reste
inconnu avec des systèmes de propulsion produisant de fortes turbulences perturbant la
faune et la flore [4, 5]. Au contraire, la robotique bio-inspirée préconise des technologies
mieux intégrées et adaptées pour opérer en toute sécurité dans un monde marin fragile
en reproduisant les grandes principes de la locomotion animale [4, 6].

Dans les années 2000, une nouvelle génération de robots marins inspirés des anguilles
et des serpents aquatiques a émergé dans le milieu académique [7]. Aujourd’hui, on les
retrouve pour des applications industrielles [8]. Ces robots sériels hyper-redondants sont
connus pour leur grande manœuvrabilité et efficacité énergique [9]. Leur corps déformable
leur permet de virer sur un rayon de giration de quelques longueurs de segments. Grâce à
ces avantages décisifs, les robots serpents nageurs pourraient intervenir en urgence dans
des situations complexes (débris de surface, chavirement d’un navire) afin d’évaluer une
situation de crise ou de surveiller les écosystèmes côtiers le long d’un littoral accidenté.

Malgré le fort potentiel de ces robots bio-inspirés, ces applications promises sont en-
core inaccessibles et plus spécifiquement lorsque ces robots sont déployés à la surface de
l’eau. En effet, ils souffrent d’une stabilité trop précaire lors des manoeuvres ou dans des
conditions physiques non-contrôlés (houle, vent, courant). Le couple associé aux forces
de flottabilité (nommé aussi poussée d’Archimède) pour certaines formes du corps des
robots peut facilement les déstabiliser, voir les renverser. Cette limitation s’explique par

9



Introduction

Figure 1 – Illustration du roulis du robot Agnathax (EPFL/Biorob) lors de sa nage à
la surface libre malgré la présence de flotteurs (entourant les LEDs vertes).

la morphologie élancée des robots qui les rend particulièrement sensibles aux mouvements
de roulis (rotation solide dans l’axe longitudinal) en partie à cause de leur faible inertie
axiale.

Le roulis est réputé être le degré de liberté le plus dangereux en ingénierie maritime,
puisqu’il produit les plus fortes accélérations angulaires [10], encore une fois à cause du
faible moment d’inertie. Or les solutions proposées pour stabiliser les robots bio-inspirées
restent majoritairement empiriques. Ces ajustements de flottabilité sont souvent effectués
après la conception du robot, par l’ajout de flotteurs ou de stabilisateurs [11, 12]. Ces
stratégies de stabilisation passives n’empêchent pas le robot de décrire un fort roulis
comme l’illustre la Fig. 1. Pire, elles ont un impact néfaste sur la manœuvrabilité et leur
efficacité énergétique car elles augmentent simultanément le tirant d’eau et la traînée
turbulente. On peut ainsi en tirer la conclusion suivante : les stratégies passives proposées
dans la littérature ne sont pas suffisantes pour stabiliser le robot ce qui suggère que ce
problème doit être pris en compte dès la conception du robot.

Notre approche

Ce constat nous amène à rechercher les solutions trouvées par le monde animal pour
stabiliser la nage et les poses statiques à la surface de l’eau. Dans le cadre du projet
ANR SSSNAEQ (2020-2024) 1, nous avons choisi de nous inspirer d’un serpent semi-
aquatique, le mocassin d’eau, dont le sens de l’équilibre à la surface est particulièrement
développé (voir Fig. 2 gauche). Or la stabilité du serpent présente des caractéristiques très

1. SSSNAEQ pour “Surface Swimming Snakes Achieve Equilibrium”

10
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Figure 2 – Gauche : un mocassin d’eau à la surface de l’eau. Droite : principe physique
de sa stabilité.

différentes de celles d’un navire mono-coque [10]. Le serpent déforme continuellement son
corps pour ajuster son équilibre. Ces déformations sont dues à des rotations relatives entre
ses vertèbres produisant ainsi de la torsion et des flexions latérales et dorso-ventrales, ainsi
qu’à des modifications de sa morphologie comme le volume de sa cage thoracique.

Nous ferons l’hypothèse ici que toutes ces déformations permettent au serpent de mo-
difier activement l’immersion de son corps et donc la répartition des forces de flottabilité le
long de son axe rostro-caudal (tête-queue) comme l’illustre la figure 2 de droite. Certaines
sections peuvent être localement dans une configuration stable ou instable, seul compte
la résultante des efforts qui assure la stabilité du corps dans son ensemble (voir Fig. 2
droite). Maîtriser ces déformations est par conséquent la clef de la stabilité des serpents.

Les objectifs

L’objectif de ma thèse est donc d’identifier ces grands principes et concevoir des straté-
gies actives de stabilisation. Dans un second temps, ces résultats seront implémentés dans
le robot NATRIX pour reproduire les comportements de ces serpents. Aussi, ma thèse
s’intègre dans le projet pluridisciplinaire SSSNAEQ (financé par l’ANR) qui regroupe dif-
férentes communautés scientifiques avec des biologistes du Muséum d’Histoire Naturelle
de Nantes, des physiciens et robotociens.

Le développement et la fabrication du nouveau robot serpent nageur sont actuellement
terminés, reste à finir son instrumentation et la plateforme expérimentale qui l’accueillera.
Sa conception innovante repose sur des modules actionnés permettant au robot de chan-
ger son niveau d’immersion le long de son corps, à l’instar du serpent, grâce à un roulis
distribué (voir Fig. 3). De plus, le robot intègre un cou avec trois articulations lui per-

11
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Figure 3 – Illustration CAO du robot NATRIX avec les modules de roulis activement
contrôlés (flèches bleu) et les articulations de flexion (flèches noires)

mettant de modifier l’inclinaison, l’élévation et le lacet de la tête. Une queue déformable
est aussi en cours de développement pour l’utiliser comme une quille stabilisatrice. Avec
ces nouveaux degrés de liberté, nous souhaitons contrôler activement la stabilité du robot
et s’approcher des performances animales [13].

In fine, ce nouveau robot a quatorze degrés de liberté : cinq pour la flexion latérale, six
pour la rotation des “organes” de stabilisation (voir la flèche bleue sur la Fig. 3) et trois
pour le cou. Le système est ainsi sur-actionné et hyper-redondant. La problématique
de ma thèse est d’établir de nouvelles solutions pour calculer les trajectoires
articulaires qui stabilisent la pose du robot sur la surface de l’eau pour des
postures statiques ou lors de la nage.

Malheureusement, il existe peu ou pas d’études, de données, ou de théories sur ce
sujet en comparaison d’autres domaines de la robotique bien établis. L’identification de
ces “angles morts”, qui seront détaillés dans l’état de l’art, nous permet de dégager des
sous-problématiques :

— L’instabilité du roulis est rarement ou anecdotiquement mentionnée dans la lit-
térature sur la nage des robots ou des serpents. Au contraire, elle est très bien
documentée en ingénierie maritime [14, 15].
Comment adapter les grands principes de la stabilité hydrostatique aux
systèmes déformables et hyper-redondants reste une question ouverte.

— Il n’existe aucune théorie de la nage décrivant les interactions fluide-structure à la
surface de l’eau [16] prenant en compte les ondes, la variation de la masse ajoutée
ou le sillage de Kelvin.
Quel est l’impact de l’hydrodynamique de surface sur la nage ondula-
toire ?

12
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— La propulsion et la navigation [7] de la plupart des robots anguilliformes reposent
sur des lois articulaires basées sur le contrôle en position de leur servomoteurs. Ces
lois sont généralement basés sur des heuristiques issues de l’observation des nageurs.
Aussi, la nage des robots n’est pas fondée sur un contrôle des forces agissant sur le
nageur, outils malheureusement nécessaire pour la stabilisation du corps.
Peut on générer des trajectoires articulaires pour produire des forces
stabilisatrices ?

— Les serpents ont un contrôle postural assuré par le système nerveux central. Dans le
cadre de cette thèse, nous souhaiterions nous inspirer de certains de ces mécanismes
pour assurer la stabilité du robot.
Comment intégrer l’équivalent du système postural dans un robot ?

Dans cette thèse, nous ne répondrons pas à toutes ces sous-problématiques (par
exemple la seconde). Nous souhaitons néanmoins apporter les premières briques métho-
dologiques qui ouvrent la voie à une robotique bio-inspirée de surface plus performante et
mieux adaptée à son milieu.

La méthodologie

Dans cette thèse, nous aborderons donc la problématique de la stabilité des robots
serpents sous l’aspect numérique. Plus précisément, nous construirons des modèles géo-
métrique, cinématique et dynamique du robot NATRIX en vu de sa simulation. Cet outil
numérique nous permettra d’aborder toutes les questions mentionnées précédemment. Ce
manuscrit est organisé selon une méthodologie résumée sur la Fig. 4. Nous distinguerons
deux situations : (1). le cas d’une pose statique à l’équilibre, (2). la nage du robot. Notre
angle d’attaque pour analyser la stabilité de la nage est de la décomposer comme une
succession de poses à l’équilibre, une hypothèse qui sera justifiée dans notre étude. Dans
ces deux cas, nous analyserons les propriétés de ces états de base pour ensuite dégager
des nouvelles lois de contrôle du roulis.

Le message important de cette thèse est que la compréhension de la stabilité statique,
qui est un champ complexe et riche, est un élément majeur pour la maîtrise de la stabilité
dynamique. Or cette propriété n’est pas partagée par tous les locomoteurs. En compa-
raison, la stabilité de la marche des bipèdes ou quadrupèdes diffèrent fortement de la
stabilité statique (notre posture est généralement instable en mouvement) et il en est de
même pour la stabilité du vol battant.
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Figure 4 – Processus de la stabilisation du robot NATRIX : les blocs vertes correspondent
au contrôle postural et les blocs violets correspondent à la stabilité dynamique

Organisation des chapitres de la thèse

Ce mémoire est organisé de la manière suivante :
Dans le chapitre 1, nous allons présenter une étude bibliographique dans des aspects

très divers, afin de fournir une explication plus détaillée du positionnement introduit ci-
dessus. Du point de vue de la robotique, nous allons présenter la classification des robots
nageurs selon les modes de nage et le développement récent de la famille des robots à
nage ondulatoire (sur la conception, la modélisation, le contrôle, etc.). Du point de vue de
l’hydrodynamique, des différents modèles adapté à la robotique sous-marine et mettre en
évidence les différences sur l’hydrodynamiques entre les nages sous l’eau et en surface. Du
point de vue de la stabilisation, nous allons présenter la stabilité posturale des différents
mécanisme à grand échelle, tel les navires, les différents types de robots et les serpents
dans la nature.

Dans le chapitre 2, nous allons présenter en détail le prototype réalisé dans le cadre
du projet. Ce chapitre va introduire tous les modèles utilisés pour les conceptions du
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contrôleur et les simulations numérique tridimensionnelles, tel la géométrie, les efforts,
la cinématique et la dynamique. Il convient de mentionner que nous avons décidé de
omettre les effets hydrodynamiques dans le cadre de notre étude. La raison sera donnée
dans ce chapitre. Les travaux de ce chapitre ont permis la publication d’un article dans
la conférence IEEE, Advanced Robotics and Its Social Impacts (ARSO) en 2023 [17].

Dans les trois chapitres 3, 4, 5, nous allons traitons des stabilités statique et dynamique
et de la stabilisation du robot. Le déroulement de l’étude est illustré sur la Fig.4. D’abord
les mouvements rigides du robot dans l’espace sont définis par ceux de sa tête. La position
et l’orientation de la tête et la forme du corps sont collectivement appelées la “pose” du
robot. Les mouvements de pilonnement, de roulis et de tangage de la tête en surface sont
considéré comme des perturbations brisant l’équilibre du robot. Le chapitre 3 traite de la
stabilité statique du robot. D’abord, un algorithme va être introduit pour déterminer les
poses d’équilibre, ce qui associe à une optimisation sur le groupe de Lie des pose de la tête.
Ensuite, une loi de contrôle en boucle ouverte va être introduite. Cette loi nous permet
de générer des trajectoires articulaires par anticipation maintenant la tête en équilibre
quasi-statique au fil du temps. À la fin, un processus d’optimisation est intégré dans ce
contrôle pour optimiser la stabilité statique. Les travaux de ce chapitre ont permis la
publication d’un article dans la conférence IEEE, International Conference on Intelligent
Robots and Systems (IROS) [18].

Dans le chapitre 4, une loi de contrôle en boucle fermée va être introduite pour que le
robot converge vers une pose statique donnée tout en rejetant dynamiques des perturba-
tions autour de l’équilibre. Les objectifs de ce contrôleur sont :

— rejeter les perturbation (pilonnement, roulis et tangage) autour de la configuration
d’équilibre de la tête (stabilité de la dynamique externe) ;

— générer des trajectoires articulaires convergeant vers une forme donnée au cours de
rejet des perturbations.

Ce contrôleur se base sur le modèle dynamique linéarisé autour de l’équilibre et utilise une
méthode linéaire pour générer la commande par retour d’état. La validité de ce contrôleur
a été numériquement confirmée. Les travaux de ce chapitre permettra une publication de
journal.

Le chapitre 5 va aborder la stabilité dynamique du robot. Dans la première partie,
une série des simulations de la nage ondulatoire est effectuée dans l’espace de paramètres
de la nage. À partir des simulations, nous allons reporter une instabilité du mouvement
de roulis qui provoque le chavirement du robot. Dans la seconde partie, nous allons in-
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troduire un patron de stabilité unidimensionnel capturant les caractères de la dynamique
de roulis. Ce patron va être utiliser pour prédire cette instabilité dans la dernière partie.
En exploitant les caractères de ce patron, nous avons proposé une stratégie pour atténuer
cette instabilité en appliquant l’algorithme prédictif dans le chapitre 3. Ces travaux sont
partiellement rapportés dans la publication [17] et présenté sur la 25e RENCONTRE DU
NON-LINÉAIRE Université Paris Cité .

Ce mémoire se termine par une conclusion générale sur le travail présenté ainsi que
plusieurs perspectives dans le cadre de ce projet de SSSNEAQ.
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Chapitre 1

ETAT DE L’ART

Depuis les travaux précurseurs de Hirose [19], la robotique s’inspirant de la locomotion
des animaux élancés (serpents, anguilles, lamproies..etc) a fait des progrès considérables
en un demi-siècle, avec une résurgence dans les années 2000. Néanmoins, la problématique
de la stabilité de ces robots est un domaine de recherche encore ouvert voir inexistant.

L’objectif de cet état de l’art est donc d’exposer nos connaissances actuelles sur les
robots nageurs serpentiformes et leurs limitations. Nous monterons que ce domaine souffre
d’un paradoxe : la plupart des robots nageurs évoluent à la surface de l’eau pour des raisons
technologiques, bien que leur modélisation et leur contrôle ne prennent généralement pas
en compte les spécificités de la surface libre. Parmi ces problèmes, nous essaierons de
dégager d’un côté les enjeux de la stabilité à la surface de l’eau, et de l’autre la modélisation
de la nage en surface.

Nous traiterons aussi de la stabilité des navires comme un point de départ pour ana-
lyser la stabilité de nos robots. Nous verrons que la stabilité dynamique reste un champ
actif de recherche. Réciproquement, nous aborderons la problématique de la stabilité ani-
male qui, contrairement aux navires, sont caractérisés par un grand nombre de degrés de
liberté internes. Nous analyserons alors les mécanismes de stabilité (en boucle ouvert ou
fermée) assurés par le système (nerveux) postural des vertébrés.

Finalement, nous proposerons un bref état de l’art sur la stabilité des serpents et
introduirons notre animal modèle, le mocassin d’eau, qui a motivé le développement du
robot NATRIX.

Cet état de l’art est par nature fortement multi-disciplinaire et compile des connais-
sances en mécanique des fluides, biologie (éthologie, neurologie), ingénierie maritime, et
bien sûr, en robotique qui est une science intégrative par essence.
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1.1 La nage ondulatoire : intérêts et complexité

1.1.1 De l’animal au robot

Les animaux aquatiques et semi-aquatiques font preuve de performances dynamiques
exceptionnelles relativement aux véhicules sous-marins autonomes actionnés par des pro-
pulseurs, notamment en termes de consommation énergétique et de manoeuvrabilité [20].
Par exemple, certains poissons peuvent virer sur un rayon de courbure correspondant à
10-30% de leur longueur de corps sans perdre en vitesse. En comparaison un bateau doit
réduire sa vitesse de 50% pour virer sur un rayon de giration de l’ordre de sa longueur.
Grâce à cet avantage décisif, les robots nageurs bio-inspirés pourraient potentiellement
intervenir dans des situations complexes (débris de surface, chavirement d’un navire),
évaluer une situation de crise, ou surveiller les environnements côtiers ou pélagiques (hors
côtes et fond) [21]. Parmi les différentes catégories de nageurs (poissons, reptiles, amphi-
biens..etc), les membres de la catégorie des nageurs anguiformes (anguilles, lamproies,
serpents...etc) font preuve d’une grande manoeuvrabilité adaptée aux missions mention-
nées.

Figure 1.1 – Classification des différents modes de nage des poissons extraite de [22].

En effet, il est possible de classifier les types de nage selon la proportion du corps
utilisée pour générer la propulsion. Les grandes catégories sont : anguiforme, subcarangi-
forme, carangiforme, thunniforme et ostraciiforme (voir Fig. 1.1). On remarque sur cette
figure que la nage est essentiellement ondulatoire en opposition à la nage oscillante re-
posant sur le battement de la caudale. Pour le mode anguiforme, tout le corps élancé
participe à la propulsion grâce à une onde de flexion latérale se propageant de la tête
vers la queue. Cette onde est obtenue par la coordination de la contraction/relaxation
des muscles le long de la colonne vertébrale du nageur. La propagation de cette onde
mécanique accélère le fluide grâce aux effets de masse ajoutée (voir figure 1.2 (gauche),
et la section suivante). La quantité de mouvement résultante est finalement injectée dans
le sillage au niveau de la queue du nageur [23, 24]. Simultanément, les effets visqueux
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vont générer des tourbillons le long du corps qui seront ensuite “libérés” dans le sillage.
Ces tourbillons vont s’organiser pour engendrer un sillage de Von Karman inverse (voir
figure 1.2 ,droite). Les effets de masse ajoutée et l’organisation tourbillonaire sont les deux
principaux mécanismes expliquant l’origine de la propulsion [25]. Nous reviendrons plus
tard sur ces mécanismes dans la section 1.2.

Figure 1.2 – Gauche : écoulement dipolaire induit par les oscillations latérales d’un
nageur (ellipse bleue) calculé dans l’hypothèse du fluide parfait. L’inertie associée au
mouvement non-uniforme du fluide est à l’origine de l’effet de masse ajoutée (figure ex-
traite de [24]. Droite : structure tourbillonnaire dans le sillage d’un corps statique (haut)
et d’un nageur (bas). On remarquera la différence de quantité de mouvement introduite
dans le sillage illustrée par les flèches (figure extraite de [26]).

En comparaison, la nage thuniforme repose essentiellement sur la propulsion caudale
fournissant une plus importante poussée et des vitesses plus élevées relativement à la nage
anguiforme. L’intérêt de la nage anguiforme repose donc principalement sur sa manoeu-
vrabilité et son efficacité énergétique [27]. Cette manoeuvrabilité va motiver le développe-
ment de robots nageurs élancés dont la structure sérielle et redondante (plus de degrés de
liberté internes qu’externes) tente de reproduire la complexité articulaire des colonnes ver-
tébrales. Ces travaux vont s’inspirer d’animaux exploitant la nage anguiforme/ondulatoire
appartenant à trois grandes classes du vivant (voir Fig. 1.3)

— Les ostéichthyens ou poissons osseux. On y retrouve principalement les anguilles,
murènes ou combres. Bien que n’appartenant pas à cette classe, on pourrait aussi
y inclure les lamproies qui se distinguent de ces derniers par l’absence de membres
pairs et mâchoires. Les robots prenant comme modèles ces nageurs aquatiques sont
généralement développés pour des missions sous-marines comme la surveillance de
structures off-shore. En complément de la structure sérielle, le robot peut aussi
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intégrer des membres dits ptérygiens : les nageoires pectorales pour la navigation
et la nageoire caudale pour la propulsion. On parlera alors de robot anguille pour
cette classe.

— Les amphibiens : L’animal modèle par excellence de cette classe est la sala-
mandre. Les robots salamandres sont ainsi dotés de quatre membres (deux pairs
inférieures et supérieures) leur permettant des transitions terre-eau plus fluides.
Leurs champs d’application privilégiés sont les zones humides ou côtières. On par-
lera alors de robot salamandre pour cette classe.

— Les reptiles et plus précisément les serpents. Contrairement aux deux classes pré-
cédentes, les serpents n’ont pas de membres, bien que certaines espèces aquatiques
peuvent être dotées d’une queue fortement aplatie faisant office de nageoire caudale
comme le pelamis platurus. Les robots serpentiformes sont généralement déployés
à la surface de l’eau ou en eau peu profonde. L’intérêt de tels robots est de pouvoir
exploiter des combinaisons de degrés de libertés complexes mêlant flexions dorso-
ventrale et latérale, ainsi que la torsion. Ces robots peuvent aussi utiliser un grand
nombre d’allures de locomotion terrestre en complément de la nage ondulatoire.
On parlera alors de robot serpent pour cette classe.

Cette proposition de classification animal/robot vise à dégager les grandes tendances
de la robotique bio-inspirée basée sur la nage ondulatoire, mais elle n’est pas rigide et
encore moins unique. Certains robots peuvent combiner des éléments morphologiques
associées à ces trois grandes classes.

1.1.2 Une brève revue des des robots nageurs anguiformes

En comparaison de la biologie [30] et de la physique [27], la robotique ne s’est intéressée
que très récemment à la nage. Dans cette section, nous présenterons plusieurs robots bio-
inspirées développés ces vingts dernières années et ayant comme point commun d’exploiter
la nage ondulatoire par des robots anguiformes multi-corps. Nous utiliserons la classifi-
cation introduite dans la première section pour distinguer ces robots : robots anguilles,
salamandres ou serpents.

Cette présentation ne pouvant pas être exhaustive, nous traiterons des robots angui-
formes pertinents pour notre étude ou ayant contribué significativement aux enjeux de
la stabilité et de la navigation 3D. Leur spécificités sont résumées dans le tableau 1.1. À
l’instar des navires, la stabilité sera définie ici en référence aux mouvements de pilonne-
ment, roulis et tangage de la tête relativement à un repère galiléen (un point de la surface
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Figure 1.3 – 3 types de robots bio-inspirés à nage ondulatoire. (a).le robot ACM-R5 ;
(b). le robot Mamba extrait de [28] ; (c) le robot anguilliforme du projet RAAMO ; (d). le
robot NEELBOT extrait de [29] ; (e). le robot Salamandra II ; (f). le robot AmphiBot III

par exemple). Nous verrons dans les prochaines sections plus en détails ces concepts de
stabilité.

Table 1.1 – Récapitulatifs des robots anguiformes traités dans cette section.

Nom (année) Catégorie/type Modélisation Commande Stabilisation
REEL2 (1999) anguille 2D *GG -
RAAMO (2006) anguille 3D GG+feedback nageoires+ flexion
Lampetra (2008) anguille - **CPG+feedback -
Salamandra II (2008) salamandre - CPG lests
ACM-R5 (2009) serpent - GG -
ANGEL (2012) anguille - GG -
AmphiBot III(2014) anguille 3D CPG+feedback -
Mamba (2014) serpent 2D GG+feedback lests
Envirobot (2016) salamandre - CPG flotteurs
Eelume (2017) anguille 3D GG+feedback -
AgnathaX (2021) anguille - CPG+feedback flotteurs

*GG : Contrôle de paramètres d’allure (ou gait generator)
**CPG : Réseau locomoteur spinal

Commençons notre tour d’horizon par un des premiers robots anguilles : REEL2 (voir
Fig.1.4, gauche). Construit à l’université de Harvard en 1999 [31], ce robot est composé
de cinq modules montés “en série” et motorisés par quatre servomoteurs. Un modèle
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dynamique associé au robot permet de reproduire différentes allures (avance, virage, nage
latérale) confirmant la possibilité de capturer les grands phénomènes de la locomotion par
un modèle simple.

Les premiers robots serpents ont émergé dans les années 1970 [19]. La première géné-
ration de robots serpents sériels et planaires fut développée par Prof. Hirose. L’ACM-R1
était par exemple doté de roues [32] pour de la locomotion essentiellement terrestre.

Figure 1.4 – Gauche : Le Robot REEL2 extrait de [31]. Droite : Le robot ACM-R5.

La première version amphibie apparue en 2005 se nomme ACM-R5 [33] (voir Fig.1.4
de droite) . Les neufs modules sont connectés par des liaisons pivots assurant des flexions
latérales et dorso-ventrales. Ce robot utilise différents modes de locomotion tels que la
nage serpentine ou les modes terrestres concertina et sidewinding [34]. Dans cette étude,
ACM-R5 est comparé à un autre robot développé par une équipe chinoise. Le contrôle
de l’allure repose sur une commande centralisée en position des moteurs via une fonction
“serponoïde”. Cette fonction prend la forme suivante

qi = q̃ sin(ωt− ki) + q0(t), (1.1)

avec qi la consigne articulaire pour le i-ème servomoteur, q̃ l’amplitude de l’onde et ω
et k les fréquences temporelle et spatiale de l’onde propagative de vitese C = ω/k. Une
courbure constante q0(t) peut être imposée pour que le robot tourne. La modulation de
l’allure s’effectue par un changement des paramètres (q0, q̃, ω, k) : on parle alors de contrôle
par changement de paramètres (gait generator). Cette onde de flexion latérale peut être
superposée à d’autres ondes de flexion ou de torsion comme dans le cas du sidewinding
[34]. L’entreprise Hibot se charge de la commercialisation de la série des robots ACM.

Des vidéos disponibles sur internet montrent ACM-R5 naviguant en trois dimensions
dans une piscine. En l’absence de documentation sur ces videos, nous ne pouvons pas savoir
si ces manoeuvres résultent d’un contrôle précis du robot ou si elles sont produites par
une commande d’allure en boucle ouverte. Nous supposerons donc que les problématiques
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de navigation complexe et de stabilité n’ont pas été traitées dans ce projet.
Initié en 2006, le projet RAAMO (“Robot Anguille Autonome en Milieu Opaque”)

porté par notre équipe développa un nouveau prototype de robot anguille (voir Fig. 1.5)
reproduisant la complexité des articulations du système vertébral [35]. Les modules du
robot sont connectés par des articulations de type rotule à 3 degrés de liberté permettant
des déformations tridimensionnelles complexes [36]. Ce robot est aussi équipé d’une paire
de nageoires pectorales afin de stabiliser le roulis de manière passive.

Figure 1.5 – Le robot RAAMO évoluant à la surface de l’eau avec son ombilical bien
visible.

Une des contributions significatives de ce projet est l’introduction d’un modèle dyna-
mique 3D basé sur une approximation macro-continue du robot [37]. La nage est aussi
pilotée par une fonction serponoïde. À partir de ce modèle dynamique, un contrôleur
avec retour d’état fut proposé dans le simulateur pour le suivi de trajectoire 3D et la
stabilisation du roulis avec [11] ou sans [16] nageoires actives. Ces stratégies de contrôle
furent essentiellement testées sur les plateformes numériques et des versions plus simples
sur le robot RAAMO. On retrouve donc dans le projet RAAMO des solutions basées
sur le design (nageoires pectorales) et la commande de la flexion dorso-ventrale (testée
numériquement) pour diminuer le roulis.

Dans la continuité de ces travaux, un robot sous-marin auto-reconfigurable nommé
ANGEL a été développé en 2012 dans le cadre du projet ANGELS (anguilliform robot
with electric sense). Ce macro-robot est constitué d’un ensemble de drones sous-marins
pouvant se connecter en série pour effectuer une nage anguiforme (voir Fig. 1.6). La
flottabilité du robot peut être activement contrôlée en changeant le volume d’un réservoir
d’air par un mécanisme de la came rotatif, un principe analogue à la vessie natatoire
des poissons ou la variation de volume des poumons des serpents [39]. Néanmoins, la
stabilisation en temps réel par ce de mécanisme pouvait rapidement devenir instable.

L’équipe Biorobotics de l’EPFL s’est également lancé dans le développement de robots
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Figure 1.6 – L’AUV ANGEL extrait de [38] dans sa version seule (gauche) et connecté
en série (gauche) grâce au sens électrique.

bio-inspirés nageurs. On retrouve des robots salamandres dont “Salamandra II” [40] (Fig.
1.7. (a)) ou des robots anguilles avec “AmphiBot I-III”[41, 42, 43] (Fig. 1.7. (c)). Un
robot instrumenté nommé Envirobot [12], une spin-off d’Amphibot, fut développé pour la
détection de polluants dans les zones humides telles que les lacs.

(a) Le robot Salamandra II (b) Le robot AmphiBot III

(c) Le robot Envirobot extrait de ([12]) (d) Le robot AgnathaX

Figure 1.7 – La suite de robots développés à l’EPFL dans l’équipe BioRobs de A.
Ijspeert.

Ces robots se distinguent des versions précédentes en générant une onde progressive
de flexion, non via une commande centralisée basée sur une allure à paramètres, mais
grâce un réseau locomoteur spinal (central pattern generators ou CPG) reproduisant la
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complexité neuronale de la colonne vertébrale [43, 44, 45]). Un oscillateur est “attaché”
à chaque servomoteur lui communiquant une consigne articulaire périodique. Chaque
oscillateur est ensuite connectés aux autres oscillateurs pour former un réseau complexe
d’oscillateurs. L’avantage du CPG est de produire un accrochage en phase et fréquence
des consignes articulaires via un contrôleur robuste. Les paramètres de ce réseau peuvent
être aussi optimisés pour maximiser l’efficacité de la nage [44]). Le dernier robot de cette
génération, AgnathaX (voir Fig. 1.7.d), reprend la même structure mécanique mais intègre
un contrôle en couple pour chaque actionneur basé sur un CPG prenant en compte les
retours sensoriels hydrodynamiques [46].

Dans Porez et al [43], les auteurs proposent un modèle dynamique 3D de l’Amphibot
basé sur un algorithme récursif qui sera repris dans le cadre de ce mémoire. Ce modèle
reproduit bien la dynamique du robot pour une gamme de paramètres d’allures ou lors
de manoeuvres malgré la présence d’un roulis observé par les auteurs [43]. Or tous ces
robots sont stabilisés passivement par l’ajout de flotteurs ou par ajustement de position
du centre de masse dans la configuration droite. Ils peuvent nager à la surface ou au fond
d’un bassin, mais jamais entre deux eaux.

L’université norvégienne de sciences et de technologie (NTNU) a aussi produit une
série de robots bio-inspirés anguiformes dont le robot serpent Mamba en 2014 (Fig. 1.8
de gauche) [47]. En 2017, cette même équipe a commencé le développement d’une version
industrielle Eelume (Fig. 1.8 de droite) pour des missions d’inspection, de maintenance
et de réparation d’installations sous-marines [8].

Figure 1.8 – Gauche : Le robot Mamba extrait de [48]. Droite : le robot Eelume avec
des propulseurs extrait de [8].

Cette spin-off propose une nage agile en trois dimension grâce à l’ajout de propulseurs
le long du corps ou sur la queue [49]. A l’instar des deux précédentes équipes, l’équipe
norvégienne a aussi proposé des modèles pour la simulation et le contrôle (boucle ouverte
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et fermée) du robot MAMBA à la surface de l’eau [50, 51, 52].

1.1.3 Stabilité et robots nageurs

Cette brève revue nous amène à conclure que les aspects de stabilité des robots angui-
formes ne sont pas spécifiquement traités dans la littérature bien que les robots évoluent
majoritairement à la surface de l’eau. Le contrôle de la flottabilité est souvent proposé
comme le levier principal pour résoudre les problématiques de stabilité. Or nous verrons
dans ce mémoire que la stabilité dynamique ne se réduit pas à la stabilité statique dans la
configuration droite. Néanmoins, on retrouve une mention explicite du roulis dans Porez
et al [43], roulis qui pourrait être à l’origine de l’écart entre le modèle et les expériences
avec l’Amphibot selon les auteurs.

Mais qu’en est-il des autres robots tel que l’ACM-R5 [34], RAAMO ou MAMBA [51] ?
On peut tout d’abord supposer que le roulis n’est pas suffisamment important dans ces
expériences pour être mentionné. En effet, ces robots se distinguent de l’Amphibot par
la présence d’un cordon ombilical (câbles assurant l’alimentation et le contrôle du robot,
visibles sur les figures 1.5 ou 1.8). Ce câble flottant à la surface peut fournir un surplus
de stabilité grâce à la raideur de l’ombilic atténuant ainsi le mouvement de roulis.

Une autre hypothèse est que ces travaux précurseurs se sont essentiellement focalisés
sur la propulsion et la navigation reléguant ainsi la stabilité à un aspect secondaire. Or
des témoignages de chercheurs ayant travaillé sur les robots RAAMO, Angels ou AgathaX
confirment la présence d’un mouvement de roulis non négligeable. On peut donc conclure
qu’il existe bien un problème associé au roulis bien que la littérature sur ce sujet n’en
fasse pas grand cas.

Doit-on aussi conclure que le problème du roulis peut être finalement résolu grâce à
l’ajout de flotteurs pour réguler la flottabilité ou d’appendices (nageoires pectorale ou
ombilical) limitant le roulis ? Ces mécanismes semblent en effet contribuer à la stabilité
mais souffrent aussi de certaines limitations. En effet, l’ajout de flotteurs ou d’appendices
tend à augmenter la traînée turbulente et le tirant d’eau, dégradant ainsi les performances
hydrodynamiques de ces robots.

Deuxièmement, la stabilité peut devenir très précaire lors de manoeuvres lentes ou à
l’arrêt pour effectuer des tâches statiques comme l’observation d’environnement. Lorsque
le robot est soumis à des perturbations externes (vent, vagues, objets flottants), il serait
souhaitable de restabiliser le robot (tête et corps) par des stratégies actives. En effet,
l’utilisation de robots en écologie se popularise [3] et certains robots anguiformes, tel que
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LAMPETRA [53] ou Eelume (Fig. 1.8), sont équipés de caméra. Maintenir la stabilité du
robot est donc un enjeu majeur du développement de la robotique bio-inspirée.

Le postulat de ce mémire est que la stabilité des robots peut être grandement amélio-
rée en exploitant activement la structure hyper-redondante du robot en poursuivant une
démarche bio-inspirée. Une telle approche nécessite

— de bien comprendre la nature des interactions entre le nageur et l’environnement
(traitées dans la prochaine section) ;

— d’analyser les mécanismes de contrôle postural développés dans le monde animal
(section 1.4) ;

— d’identifier un animal modèle nageant à la surface de l’eau (section 1.4).

1.2 Les grands principes hydrodynamiques de la nage

1.2.1 La nage ondulatoire : régimes et modèles

Dans cette section, nous donnerons un bref aperçu de l’hydrodynamique des nageurs en
vue de la compréhension des phénomènes physique et de leur modélisation et simulation
pour des applications robotiques. Depuis près d’un siècle, comprendre et reproduire la
performance du nageur est un défi pour les biologistes [30], roboticiens [54] et physiciens
[25, 55]. Historiquement, deux types de modèles ont permis de rendre compte des effets
propulsifs : le modèle résistif introduit par exemple par les travaux de Taylor [56] et le
modèle réactif à l’instar des travaux de Lighthill [57, 58]. Ils se distinguent comme étant les
deux limites asymptotiques des écoulements caractérisées par leur nombre de Reynolds.
Ce nombre de Reynolds Re est défini par

Re = ρ
UL

µ
(1.2)

avec U la vitesse du nageur, L sa longueur caractéristique (typiquement sa longueur) et ρ
et µ la densité volumique et la viscosité dynamique du fluide. Ce nombre sans dimension
nous renseigne sur l’importance des effets inertiels dans le fluide (tendant à rendre la dyna-
mique non-linéaire et chaotique) vis à vis des effets visqueux (régularisant et amortissant
la dynamique).

La Fig. 1.9 illustre la variation du nombre de Reynolds en fonction des échelles et
vitesses des nageurs. Pour des très faibles nombres de Reynolds (Re < 10−2) correspondant
à des nageurs microscopiques, l’écoulement est régulier, relativement ordonnée et les effets
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Figure 1.9 – Evaluation du nombre de Reynolds en fonction du type nageurs (source :
Wikipedia)

visqueux dominent. A grand nombre de Reynolds (Re > 103 − 104) correspondant à des
nageurs aux échelles macroscopiques, l’écoulement autour du nageur est caractérisé par
une dynamique tourbillonnaire qui peut se déstabiliser pour donner de la turbulence.
L’inertie du fluide domine les effets visqueux à l’échelle du nageurs.

Les modèle résistifs décrivent une nage où les effets dissipatifs sont dominants par
rapport aux effets inertiels. Ce modèle est donc plus pertinent pour les nageurs avec des
nombres de Reynolds très faible Re ≪ 1, même s’il peut être étendu à des nombre Rey-
nolds plus grand en considérant une traînée turbulente. Dans ce modèle, chaque section
du corps est soumis à une force opposée à la direction du mouvement.

Le modèle réactif s’applique lorsque le fluide est considéré comme parfait, c’est à dire
avec une viscosité nulle. On peut alors l’appliquer lorsque le nombre de Reynolds est
particulièrement grand (avec certaines précautions). Le modèle réactif rend compte d’une
dynamique du fluide purement inertielle via le concept de masse ajoutée. On parle de
forces réactives car elles résultent de la réaction du fluide au mouvement non-uniforme du
corps car selon le paradoxe de d’Alembert, un mouvement uniforme dans un fluide parfait.
L’intérêt du fluide parfait est l’absence de dissipation qui permet d’utiliser des méthodes
variationnelles basées sur le principe de moindre action ou d’Hamilton pour exprimer un
modèle réactif [23].

D’après la Fig. 1.9, on observe que les nageurs considérés dans cette étude appar-
tiennent aux régimes intermédiaires. Il est alors nécessaire de prendre en compte les effets
inertiels et dissipatifs, c’est à dire la masse ajoutée, la vorticité et la perte d’énergie in-
duites par le décollement de la couche limite visqueuse. En effet, même pour des très
grands nombres de Reynolds, la force de propulsion doit s’équilibrer avec une force anta-
goniste pour atteindre un régime stationnaire. Cette résistance est généralement attribuée
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à la traînée turbulence (et donc visqueuse). Plaçons nous donc dans un cadre où la force
de propulsion est fournie par le modèle réactif et les forces antagonistes par les modèles
résistifs.

Figure 1.10 – L’écoulement autour du nageur est décomposé en strates de fluide S
où sont confinés l’écoulement produit par les oscillations latérales. L’accélération d’une
particule fluide le long de ces strates est à l’origine de la poussée du nageur. Cette poussée
est finalement donnée par l’énergie et la quantité de mouvement introduites dans le sillage
à travers la surface π (figure extraite de [23])

Initialement introduite par Lighthill [27], la théorie de la locomotion des nageurs à
corps élancés pour les petites et grandes déformations reste encore valide aujourd’hui [57,
58]. Cette théorie considère un nageur tridimmensionnel évoluant sur un plan. L’hypothèse
du corps élancé y est fondamentale. En effet, il est ainsi possible d’approximer sous cette
hypothèse l’écoulement sous la forme de strates de fluides orthogonale au corps du nageur
(voir figure 1.10). Les tranches de fluide vont donc être accélérées le long du corps, à
l’instar d’une vis sans fin.

La force exercée par le fluide sur le corps est proportionnelle à l’accélération lagran-
gienne d’une particule fluide le long du corps. Le coefficient de proportionnalité entre cette
accélération et la force se nomme la masse ajoutée, et correspond à l’inertie supplémentaire
pour déplacer la masse de fluide environnant le nageur (voir figure 1.2, gauche).

À partir de cette force réactive, il est possible de calculer la résultante moyenne des
forces en intégrant la densité linéique de forces le long du corps. On montre que cette pous-
sée résultante ne dépend finalement que de la cinématique de l’extrémité de la nageoire
caudale, démontrant l’importance de la dynamique de la queue [23, 24].
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1.2.2 Validation des modèles

Il est donc possible de simuler la dynamique du nageur avec une certaine précision grace
à ces modèles. Pour les nageurs qui se situent à des régimes intermédiaires (Re = 103−104),
les forces résistives et réactives doivent être prises en compte via les traînés turbulente et
les effets de masse ajoutée [59, 43].

Ce modèle simple en comparaison des simulations de l’équation de Navier-Stokes re-
produit relativement bien la poussée produite par la nage, comme le confirme les compa-
raisons avec un solveur k − ϵ d’écoulement turbulent autour d’un nageur effectuée dans
[60, 23]. Les écarts des trajectoires et vitesses entre le modèle et la simulation hydrodyna-
mique reste de l’ordre de 10%. D’autres confirmations expérimentales sont effectuées avec
le robot AmphiBot III où différentes allures et manoeuvres ont été testées [43]. On trouve
aussi d’autres modèles, comme celui de Morison, utilisé pour la modélisation de robots
bio-inspirés tel le robot RAAMO [37], Mamba [61], ou NEELBOT [62]). Bien que ces
modèles soient encore perfectibles, ils produisent des résultats suffisant pour les besoins
de la conception et du contrôle des robots sous-marins [36, 61].

1.2.3 La nage en surface : un nouveau défi

Cependant, cet accord entre modèle et expérience est surprenant. En effet, tous ces
robots évoluent à la surface de l’eau alors que ces modèles sont paradoxalement développés
dans un contexte sous-marin supposant un milieu isotrope sans effet de bords. Or lorsqu’on
observe ces robots en mouvement (voir figure 1.7 par exemple), les images témoignent
d’une dynamique complexe de la surface.

Les modèles actuels en robotique ne prennent pas en compte les théories de tenue
en mer ou de la manœuvre développées en ingénieurie maritime [63, 64]. Il est donc
miraculeux que les précédent modèles hydrodynamiques soient si performant bien que ne
prenant pas en compte la présence de l’interface. En pratique, il est vraisemblable que le
réglage des effets dissipatifs via la mesure des coefficients de traîné permettent de réajuster
l’écart entre le modèle et l’expérience [43] et d’intégrer indirectement l’effet des ondes.

Néanmoins, un nouvelle théorie de la nage en surface est nécessaire pour inclure toutes
les spécificités de l’hydrodynamique en surface libre [65]. On peut d’ailleurs identifier trois
grands axes de recherche pour adapter les modèles sous-marins à la nage en surface. Ces
trois axes portent sur les phénomènes suivants

— la masse ajoutée. L’inertie additionnelle apportée par le fluide doit dépendre du

30



1.3. Stabilité statique et dynamique à la surface

Figure 1.11 – Gauche : d’Adam Fuss d’un serpent nageur (Untitled (Blue snake), 1998).
Droite : photographie du sillage laissé par le robot Amphibot (voir section 1.1.2). Ces
deux photo confirment la présence d’un sillage formé d’ondes de surface pour les serpents
et les robots, sillage dont la complexité hydrodynamique reste un problème ouvert.

niveau d’immersion du corps. Dans ce cas, la masse ajoutée devient une fonction
de la profondeur et de l’orientation du corps par rapport à la surface libre [66].

— le sillage du nageur. Nous avons mentionnée dans la première section que le
sillage tourbillonnaire contribue à la poussée. Or la nage à la surface de l’eau
modifie la structure de ce sillage. Malheureusement, la dynamique de ce sillage et
ses possibles interactions avec les allées tourbillonaires n’ont jamais été étudiées.

— la traînée induite par la dynamique de la surface. Les ondes produites par les
oscillations du corps vont induire une dissipation supplémentaire. Pour un bateau,
cette dissipation peut atteindre 80% de la dissipation totale [67]. L’identification
de cette traînée pour les nageurs nécessite de nouvelles études expérimentales pour
caractériser précisément la contribution des effets dissipatifs et des ondes.

L’intégration d’un nouveau modèle hydrodynamique nécessite des efforts théoriques et
expérimentaux qui sortent du cadre de ce mémoire. Cette conclusion aura une influence
majeure sur les hypothèses et les choix faits pour la modélisation de la stabilité du nageur.

1.3 Stabilité statique et dynamique à la surface

Dans la section précédente, nous avons mis en avant la complexité de la nage en surface
en omettant la problématique de stabilité. Dans cette section, nous proposons donc de
décrire les outils existant dans le domaine de l’ingénierie navale pour décrire la stabilité
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Figure 1.12 – Les six degrés de liberté d’un navire. (extrait de [10])

des navires.

1.3.1 Stabilité statique

La stabilité navale consiste principalement à étudier la dynamique des perturbations
de pilonnement (heave en anglais), de tangage (pitch) et de roulis (roll) illustrées sur la
Fig. 1.12. Cette dernière étant la plus critique car la plupart des chavirements se produit
sous l’effet d’un roulis important. Ces trois perturbations vont modifier le tirant d’eau
(l’enfoncement), l’assiette (relatif au tangage) et la gîte (relatif au roulis).

La conséquence est la modification dynamique de la position du centre géométrique
de la partie immergée du navire qu’on nomme centre de carène. Si le bras de levier entre
le centre de masse (point G sur la Fig. 1.13) et de carène résultant d’une perturbation
(typiquement θx > 0) produit une force de rappel (resp. Γx < 0) ramenant à la position
d’équilibre stable, alors le navire est dans une configuration stable. Dans le cas contraire,
le bras de levier amplifie la perturbation initiale menaçant le chavirement de la structure.

La stabilité dépend ainsi des positions relatives du centre de masse (généralement fixe
dans le repère du navire) et du centre de carène qui varie selon le le tirant d’eau, l’assiette
et la gîte. Les position de ces centres sont illustrées sur la Fig. 1.13. Le couple résultant est
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Figure 1.13 – Illustration du principe de stabilité des navires. Dans une configuration
d’équilibre sur mer calme (figure de gauche), le centre de gravité G et le centre de carène
C sont sur le même axe vertical. Lorsque le navire gîte (figure du centre), le centre de
carène initial C0 pour θ = 0 (figure de gauche) se déplace vers une nouvelle position C1.
L’intersection entre la droite verticale passant par C1 et le plan médian du navire permet
de définir le métacentre M . Le système est stable si le projeté orthogonal Z du centre de
masse G sur l’axe MC est en dessous du métacentre, sinon il est instable comme l’illustre
la configuration G′ (figure de droite). Quantitativement, ce critère se définit à partir du
signe du bras de levier GZ.

déterminé par le vecteur −→GC définissant le bras de levier des forces de flottabilité avec le
centre de carène indiqué par C sur la Fig. 1.13. Comme la force de flottabilité est opposé
à la gravité, la composante verticale de −→GC ne contribue pas au bras de levier.

Cette observation va motiver l’introduction d’un point particulier nommé métacentre
de carène (indiqué par M) définit comme l’intersection entre la droite verticale passant
par le centre de carène et le plan médian du navire. On considérera ce plan comme un plan
de symétrie du navire de sorte que le centre de masse appartient à ce plan. Si le centre de
carène se déplace sous l’effet du roulis d’un point C0 (appartenant au plan médian) et à
un point C1, il est alors possible de définir le métacentre M . En introduisant le point Z
comme le projeté orthogonal du centre de masse sur l’axe CM , on peut alors décomposer
le brase de levier tel que

−→
GC = −→GZ +−→ZC. (1.3)

Comme −→ZC suit la verticale, cette composante ne contribue pas au bras de levier. La
stabilité est donc uniquement définie par −→GZ.

Nous avons illustré sur la Fig. 1.13 deux cas : le cas stable avec le centre de masse G
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en-dessous de M (à droite) et le second cas instable avec G′ au-dessus. La transition entre
ces deux conditions est quantifiée par le bras de levier donné par la longueur algébrique
GZ. Ce levier GZ se nome le levier de redressement. Ainsi, la valeur GZ > 0 assure
la stabilité et réciproquement, GZ < 0 caractérise les cas instables. On remarque que
lorsque Z et M se confondent, le levier de redressement est nul et le système est donc
marginalement stable. On peut donc en conclure que le navire reste stable si le metacentre
est au dessus du centre de masse.

Figure 1.14 – Gauche : bras de redressement en fonction de l’angle de gîte à l’équilibre.
Droite : bassin énergétique correspondant à la suite d’équilibres statiques correspondant
à la Fig. de gauche..

Pour quantifier le domaine de stabilité statique, on peut tracer l’évolution du levier de
redressement pour maintenir le navire en équilibre à un angle d’inclinaison θ (illustré sur
la Fig. 1.14 de gauche). Le système étant supposé à l’équilibre, le navire est ainsi soumis
à un couple externe Γx qui compense le couple de redressement. L’absence de pilonement
implique que le poids et la force d’Archimède ont la même amplitude.

On remarque la présence d’un extrema en bras de levier GZmax d’abscisse θe, corres-
pondant au bras de levier maximal que le navire peut supporter sans chavirer et d’un
angle maximum de roulis θmax au-delà duquel la stabilité n’est plus assurée (GZ ≤ 0).
Cette étude de stabilité se nomme stabilité métacentrique statique [63].

Comme les forces sont en équilibre et constantes (le poids P = Mg ne varie pas), le
travail nécessaire pour amener le navire de manière quasi-statique de l’angle θ = 0 à θ est
donc proportionnelle à l’aire sous la courbe (en jaune) (au coefficient P près). L’aire entre
θ = 0 à θmax correspond donc au travail nécessaire pour dépasser la barrière d’énergie
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de stabilité statique par une succession d’équilibres définissant le bassin d’attraction du
navire (figure de droite 1.14). Attention, ce profil énergétique n’est pas celui de l’énergie du
système hors-équilibre, c’est à dire lorsque les forces ne sont plus en équilibre. Autrement
dit, la courbe de GZ dynamique n’est pas celle reportée sur la Fig. 1.14.

Même si cette courbe quasi-statique ne rend pas compte de tous les états dynamiques,
elle est un outil efficace pour concevoir la coque. Généralement, il faut trouver un compro-
mis dans le design du navire entre un θmax grand pour supporter une forte gîte et un grand
bras de levier maximal GZmax pour éviter le chavirement lors d’un couple important sur
le navire tout en préservant une importante barrière énergétique.

Pour chaque équilibre θeq de la courbe GZ(θ)>0, la courbure locale du potentiel d’éner-
gie U instantané est donc positive. De cette courbure, on peut définir une raideur hydro-
statique locale pour chaque équilibre θeq, telle que

k[θeq] =
(

d2U

dθ2

)
θeq

, (1.4)

de sorte que le couple de rappel Γ s’écrit

Γ = −k[θeq]∆θ +O(∆θ). (1.5)

avec ∆θ = (θ− θeq). Tant que GZ > 0, la raideur hydrostatique est positive et le système
reste stable. Cette raideur peut varier en fonction de la proximité de l’angle θmax où la
raideur devient nulle. En effet, à mesure que le système se rapproche de θmax, le système
passe d’un état stable k > 0 à un état marginalement stable k = 0 avec une décroissance
de la raideur. Proche de ce seuil, il est donc nécessaire de pousser le développement de
Taylor aux ordres suivant. Par exemple, on peut pousser le dévelopement de Taylor proche
de l’équilibre θeq = 0 à l’ordre de 3 (respectant la symétrie θ 7→ −θ)

Γ(∆θ) = −
(
keq − |β|∆θ2

)
∆θ +O

(
∆θ3

)
. (1.6)

On notera que la correction non-linéaire, quantifiée par |β|, diminue l’amplitude de la
raideur. En anglais, cet effet se nomme le spring softening effect et nous intéressera tout
particulièrement dans le chapitre 5.
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1.3.2 Stabilité dynamique et paramétrique

L’extension de la stabilité métacentrique statique aux cas dynamiques nécessite de
considérer l’évolution de ce bras de levier dans des états hors-équilibres. La description
de la dynamique se base généralement sur l’approximation des faibles perturbations de
roulis [10] afin de proposer un modèle linéaire du second ordre analogue à l’oscillateur har-
monique amortie. Il faut donc considérer des perturbations faibles relativement à l’angle
maximal de roulis, c’est à dire θ/θmax ≪ 1.

Bien que nécessaire, cette condition n’est pas suffisante pour assurer la stabilité dy-
namique. Il faut aussi s’assurer que la fréquence des perturbations ne soit pas proche des
fréquences propres du système. Dans le cas contraire, le modèle doit inclure des couplages
fluide-structure plus complexes : effets non-linéaires (comme le spring softening), la varia-
tion temporelle des paramètres, ou des effets mémoires [68]. Or la dynamique temporelle
des systèmes non-linéaires est par nature difficilement prédictible. Ce constat a motivé
l’étude d’ équations “types” (on parlera plus tard de patron) pour analyser la réponse dy-
namique d’un navire dans ces conditions. Il est ainsi fort probable qu’un système tel que le
robot nageur puisse aussi décrire une dynamique non-linéaire complexe et imprédictible.

Un exemple typique est le cas d’un navire soumis à des ondes obliques [69] modifiant
la gîte du navire. Dans ce cas, le système n’est plus invariant par θ 7→ −θ car le navire est
soumis à une onde dont la hauteur varie entre bâbord et tribord. La variation de la gite
implique aussi une variation temporelle du couple et de la raideur hydrostatique. Dans
ce cas, la dynamique non-linéaire de l’angle de roulis θ peut être simplifiée et décrite par
l’équation suivante du second ordre [69]

θ̈ + βθ̇ + ω2
0(θ − θ2) [1 +G cos(Ωt+ ψ)] = F sin(Ωt) (1.7)

avec ω0 la fréquence propre et β la dissipation de l’oscillateur harmonique 1. Ici, ω, F et
G sont respectivement la fréquence, l’amplitude d’excitation du roulis et la modulation
de raideur hydrostatique provoquées par la gîte. La non-linéarité θ2 rend compte de la
dissymétrie entre les oscillations θ > 0 et θ < 0.

L’équation étant non-linéaire, on montre qu’il existe un ensemble de solutions com-
plexes comprenant la présence d’une hystérésis, des oscillations non-linéaires ou des ré-
gimes chaotiques.

Comme l’illustre la Fig. 1.15, à mesure que l’amplitude de la force augmente, la réponse

1. nous utlisons les mêmes notations que cet auteur, qui diffèrent des notres
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Figure 1.15 – Espace des solutions pour l’équation θ̈+βθ̇+ (θ− θ2) = F sin(Ωt), image
tirée de [14].

fréquentielle du roulis se complexifie. Pour les plus grandes amplitudes de vague, le système
peut décrire un régime chaotique dans une certaine gamme fréquentielle et même pour
certaines conditions initiales : le bassin de stabilité devient fractal [14].

L’ajout de la modulation temporelle de la raideur (G ̸= 0 dans Eq. 1.7) va provoquer
une nouvelle source d’instabilité dans la dynamique. En effet, le système peut devenir
linéairement instable, un phénomène connu sous le nom d’instabilité paramétrique [68,
69]. Cette instabilité sera présentée plus en détail dans le chapitre 5. Ce comportement
est analogue au mouvement d’une particule dans un paysage énergétique modulé dans
le temps comme l’illustre la Fig. 1.16 de gauche. Si la fréquence d’oscillation latérale de
la particule s’accroche avec la fréquence de modulation du bassin énergétique, c’est à
dire que les fréquences sont commensurables, un phénomène amplification des oscillations
latérales peut se produire. Il en résulte un diagramme de stabilité dans l’espace F − G
extrêmement complexe comme l’illustre la Fig. 1.16 de droite.

Pour éviter ces instabilités, une solution possible [70] consiste à changer la courbe
GZ(θ) (cf figure 1.14) qui détermine le paysage énergétique du roulis, en modifiant le
design de la coque. Des méthodes actives de stabilisation du roulis existent aussi telles
que des ailes orientables [71] ou l’utilisation des réservoirs en U [72] dont le mouvement
contrôlé permet d’amortir le roulis.

Pour conclure cette section, la stabilité est un enjeu majeur du design des navires,
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Figure 1.16 – A gauche : illustration “naïve” de l’impact de la modulation de raideur
pour un système masse-ressort. A droite : Diagramme de stabilité du navire dans l’espace
des paramètres F −G [69].

même si la stabilité dynamique reste encore un champ actif de recherche. Dans notre cas,
nous aimerions appliquer une approche équivalente afin de

— développer une approche numérique afin de prédire les équilibres et la stabilité
statique des nageurs déformables (chapitre 3) ;

— exploiter les degrés de liberté internes du robot pour amortir les oscillations (cha-
pitre 4) ;

— caractériser la stabilité dynamique du nageur en produisant une équation canonique
analogue à l’équation 1.7, puis de détecter les zones dangereuses où le nageur peut
se renverser (chapitre 5) ;

— exploiter la stabilité statique pour renforcer la stabilité dynamique (chapitres III-
V).

1.4 Les enjeux de la stabilité animale et applications
robotiques

1.4.1 Définir la stabilité animale

Nous avons introduit dans la section précédente une première définition de la stabilité
associé aux navires à la surface de l’eau. Peut-on appliquer ces notions aux animaux et
par extension aux robots nageurs ?
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Il faut tout d’abord établir une convention pour définir le repère en mouvement afin
de décrire la stabilité de l’individu. Pour un système multi-corps, ce choix de repère n’est
pas anodin car le système est par nature déformable et les distances entre les segments du
corps varient. Par commodité, le centre de masse peut servir d’origine pour le repère en
mouvement afin de décrire le mouvement du corps relativement à un repère de référence.
Une telle approche est par exemple utilisée pour quantifier la stabilité posturale des hu-
mains. Si la projection du centre de masse se situe dans la base de support, aussi appelée
polygone de sustentation, alors la posture est stable [73].

Néanmoins, ce choix est critiquable sur deux points. Le centre de masse ne correspond
pas nécessairement à un point du corps et la position du centre de masse peut être difficile
à évaluer. Pour ces raisons, la stabilité animale est généralement définie en référence au
mouvement de la tête, là où se concentre les différents systèmes sensoriels tels que le
système visuel ou vestibulaire (chez les vertébrés). Les mouvements relatifs du reste du
corps (membres et autres sections du tronc) sont ensuite détectés par un ensemble de
mécanorecepteurs formant un sixième sens nommé la proprioception. Aussi, les animaux
semblent réguler leur “géométrie corporelle” et la stabilité du corps plutôt que directement
la position de leur centre de masse [74].

Cette stabilité animale se définit ensuite en référence à l’orientation de la gravité
terrestre g. On regroupe alors sous le terme de contrôle de la stabilité postural l’ensemble
des processus neuro-musculaires assurant le maintien de l’orientation de la tête et/ou des
parties du corps à partir de la tête et ceci relativement à la gravité.

Nous traiterons ici essentiellement du cas des vertébrés dotés de la vision et du sys-
tème vestibulaire. Ce système est composé de l’oreille interne dont les différents canaux
et organes permettent de détecter les accélérations, les vitesses angulaires ainsi que la di-
rection et l’orientation de la gravité. On reconnaîtra ici le fonctionnement d’une centrale
inertielle. S’il est possible de se stabiliser sans la vision, le dysfonctionnement du système
vestibulaire provoque de graves troubles de l’équilibre démontrant son rôle central dans
le contrôle postural [74]. D’autres sens peuvent aussi contribuer au contrôle postural,
tels que le sens du toucher ou la proprioception, dont la fonction consiste à déterminer
l’orientation et la position des membres relativement entre eux.

Le système postural, du moins chez les espèces bi et quadripèdes [75], remplit deux
types de fonctions [74, 76]

— Il permet de fournir une forme de corps (les degrés de liberté internes directement
contrôlés) afin de maintenir chaque partie du corps dans une configuration spatiale
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donnée. Ces configurations peuvent varier selon les conditions externes ou les tâches
à accomplir.

— Il régule le maintient des configurations du corps lorsqu’il est soumis à des pertur-
bations internes (fatigues, mouvements de certaines partie du corps) ou externes.
Cette régulation de l’équilibre lors de la locomotion nécessite des interactions com-
plexes entre les systèmes postural et locomoteur [75, 76].

1.4.2 Applications robotiques

Dans le domaine de la bio-robotique, on retrouve un large panel de solution pour
stabiliser la tête et contrôler le regard des robots bio-inspirés comme les robots serpents
[77, 51, 78], des bio-robots volants [79, 80], des robots quadrupèdes [81, 82, 83, 84], ou
bipèdes (humanoïdes) [85, 86, 87]. Ces systèmes sont basées sur des boucles ouvertes [77,
78], des contrôleurs PID [82, 51, 87] ou optimaux quadratiques [84, 80] et des réseaux
de neuronaux [79, 85, 86]. On retrouve principalement dans ces études du contrôle de la
navigation ou de la stabilisation du regard par le système cou-tête.

1.5 La stabilité des serpents à la surface

1.5.1 Une stabilité précaire ?

Finalement, nous conclurons cet état de l’art sur un état des lieux des connaissances
sur la stabilité des serpents nageurs à la surface de l’eau. Que sait-on de la stabilité des
serpents ? Sur ce point, la littérature est relativement silencieuse.

Figure 1.17 – Figures tirées de Jayne [13] dont voici la légende Vues latérales et dorsales
simultanées de Neriodia s.spideon juvénile nageant. Les figures ont été réalisées à partir
de tracés de films. La ligne horizontale en haut de chaque figure représente la surface de
l’eau et le tracé qui touche la ligne est la vue latérale du serpent. La vue dorsale se trouve
immédiatement en dessous de chaque vue latérale.

Un début de réponse est apporté par l’article de Jayne [13]. Dans cet article traitant de
la nage des serpents, un bref passage traite de la stabilité des serpents. Bien qu’étant peu
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approfondie, elle a le mérite de mentionner l’existence d’une instabilité de la nage. Cette
instabilité nommée listing correspond à un importante variation de l’angle de tangage des
sections du corps de serpents Nerodia Spideon juvénils (cf figure 1.17). Cette instabilité
s’accroît avec la vitesse et la courbure latérale du nageur. Il est difficile de conclure quoi
que soit à partir de ces observations et plus particulièrement sur l’interprétation de la
stabilité d’un nageur en analysant individuellement chaque portion du corps. Néanmoins,
ces observations suggèrent que la stabilité de certains serpents peut être précaire.

Cette absence de données a motivé une série d’observations effectuée en 2022 par
notre équipe dans le cadre de l’ANR SSSNAEQ et menée au muséum d’Histoire Naturelle
de Nantes sous la direction de Gaëlle Le Maux, herpétologue et responsable du vivarium.
Dans cette étude (voir Fig. 1.18), l’équipe a étudié la nage de quatorze serpents différents :
des espèces plutôt aquatiques (Natrix), semi-aquatiques ou terrestres. Les conclusions de
cette étude sont les suivantes

1. la majorité des espèces de serpents (même les espèces vivant dans des zones déser-
tiques) nagent spontanément exploitant une nage anguiforme ;

2. au contraire, la stabilité n’est pas acquise pour tous les serpents comme l’illustre
la Fig. 1.18 ;

3. les serpents les plus stables sont élancés (la réciproque étant fausse) ;

4. le mouvement de roulis semble être la perturbation la plus fréquente (certaines
section du corps, tout le corps, ou seulement la tête) ;

5. il est difficile d’estimer la stabilité d’un animal dont les formes de corps peuvent
être fortement déformées (cf Fig. 1.18).

En conclusion, les serpents peuvent aussi rencontrer des problèmes de stabilité à la
surface de l’eau, même si la plupart des espèces étudiées ont une très bonne stabilité
comme la couleuvre à collier ou la couleuvre vipérine. Dans le cadre de l’ANR SSSNAEQ,
nous nous sommes plutôt intéressés à une autre espèce de serpents, le mocassin d’eau,
ayant un sens de l’équilibre exceptionnel à la surface de l’eau.

1.5.2 Le cas du mocassin d’eau

Dans le cadre de cette étude, nous prendrons comme animal modèle le mocassin d’eau.
En effet, nous avons pu collecter grâce au biologiste Seth Lagrange un ensemble de docu-
ments démontrant les incroyables capacités de stabilisation de ce serpent. Les mocassins
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Figure 1.18 – Figures illustrant la campagne d’observations au muséum. (a) protocole
expérimental. (b) Boa Arc-en-ciel décrivant un renversement de son corps, bien visible par
la zone blanche. (c-e) Séquence d’images (moins de 1s au total) décrivant la restabilisation
du Python Malais.

d’eau (Agkistrodon piscivorus) vive à proximité immédiate de l’eau et constituent l’espèce
la plus aquatique du genre Agkistrodon. Ils sont de la famille des vipèrides et atteignent
une longueur de 122 cm.

Les mocassins d’eau gardent généralement la tête hors de l’eau avec une inclinaison
de 45 degrés. Lorsqu’ils sont dérangés, les mocassins aquatiques font généralement face,
ce qui permet de les observer facilement, ou s’éloignent à la nage. Ces serpents restent
principalement sur terre, où ils se prélassent, et peuvent grimper sur des branches basses,
ce qui démontre la polyvalence de cette espèce.

Les images de la Fig. 1.19 ont toutes étés prises par Seth LaGrange dans le sud de
l’Illinois, sur la rivière Clear Creek. La Fig. 1.19 illustre différentes positions statiques des
mocassins d’eau. Les images 1.19.(a) et (b) montrent la forme classique en S du serpent
nageant, mais le corps n’est pas purement planaire. En effet, seule la queue et le milieu
de son corps sont immergés. On peut supposer qu’une meilleure stabilité est assurée par
cette défromation tridimensionnelle du corps. Sur la Fig. 1.19 (c), le serpent présente une
forme en U, qui est un décalage d’un demi-onde par rapport à la forme en S précédente.
Dans cette posture, le serpent peut effectuer le “mouth gapping” caractéristique, puis
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Figure 1.19 – Images du mocassin d’eau à la surface de l’eau fournies par Seth LaGrange
(univ Illinois). Ce serpent nage (b) ou se pose (a,c,d) visiblement à la surface de l’eau
avec des formes de corps très variées. La posture de défense “mouth gapping” est visible
sur la figure (c).

être en mesure de frapper si nécessaire. L’image 1.19.(d) du serpent lové sur l’eau est
également un bon exemple de cette posture défensive. Le mocassin d’eau ne s’enroule
qu’une fois approché. Cette posture est particulièrement impressionnante puisqu’elle doit
demander un très bon sens de l’équilibre pour se lover sur l’eau. Ces clichés illustrent bien
l’incroyable capacité de ces serpents à exploiter pleinement leur morphologie redondante
pour ajuster leur pose à l’équilibre.

Ces différents comportements démontrent que les mocassins d’eau ont développé di-
verses stratégies pour contrôler leur stabilité à la surface de l’eau. En collectant les images
et les vidéos, trois mécanismes principaux ont été identifiés

1. les déformations tridimensionnelles de la forme du corps : le serpent peut ainsi
modifier l’immersion de son corps et la distribution de force de flottaison le long
de l’axe rosto-caudal ;

2. l’ajustement de sa flottabilité/densité grâce à ses poumons et ses déformations de
sa cage thoracique ;

3. l’utilisation de sa queue comme gouvernail ou pagaie.

Ils peuvent être combinés pour maintenir la stabilité, mais les modalités des couplages
ne sont pas encore comprises. Notez que le contrôle de la flottabilité est probablement
plus lent que les autres mécanismes.
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Dans le cadre de ce mémoire, nous exploiterons préférentiellement le premier méca-
nisme bien que nous étudierons aussi l’impact de la flottabilité dans le chapitre 2 sur la
stabilité statique. L’utilisation d’une queue est une piste actuellement explorée dans le
projet mais n’a pas été traité dans ce mémoire.

Notre but est de comprendre comment un robot peut exploiter des déformations mor-
phologiques pour stabiliser sa pose à la surface de l’eau. Ainsi, le mocassin d’eau sera
un modèle à la fois pour la conception du design robot (voir le robot NATRIX dans la
prochaine section) et pour son contrôle.

1.6 Bilan

Dans cet état de l’art, nous avons constaté qu’il existe aujourd’hui de nombreux robots
anguiformes qui opèrent dans différents environnements (sous-marin, en surface ou am-
phibie). Néanmoins, leur stabilisation active en surface reste encore une question ouverte.
Les principaux défis résident à la fois dans la conception et le design de ces robots et dans
dans le développement de nouvelles lois de contrôle.

Pour répondre à ces défis, nous avons conçu le nouveau robot serpentiforme NATRIX,
dont le design intègre des éléments morphologiques facilitant le contrôle de sa stabilité.
Quant à l’aspect contrôle, l’état de l’art sur le système postural chez les vertébrés nous
oriente vers deux types de lois de contrôle : une boucle ouverture de nature prédictive
et anticipatrice (chap. III), et une boucle fermée permettant la régulation de la stabilité
d’une pose stable (chap IV).

Nous avons aussi montré que l’analyse de stabilité des navires ne pouvait pas complè-
tement résoudre les problématiques de stabilité des systèmes multi-corps. Néanmoins, ce
domaine nous enseigne que la stabilité dynamique ne se résume pas aux seules propriétés
de la stabilité statique. Aussi, le robot peut potentiellement décrire une grande variété de
régimes dynamique du fait de sa structure multi-corps (voir le chapitre 5).

Finalement, nous exploiterons les conclusions de l’état de l’art sur la pertinence des mo-
dèles hydrodynamiques lors du développement des modèles du robot. En effet, il n’existe
pas à l’heure actuelle de modèle rendant compte des phénomènes physiques à la surface
de l’eau (onde, masse ajoutée variable..etc). Les seules simulations reproduisant plutôt
fidèlement la nage intègrent des calibrations ad-hoc, que nous n’avons pas encore effec-
tuées sur notre robot. Aussi, nous préférons ne pas intégrer les forces hydrodynamiques
dans notre modèle pour se concentrer sur les couplages entre les inerties et les forces de
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flottabilité d’un système multi-corps.
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Chapitre 2

MODÈLE ET SIMULATEUR DU ROBOT

NATRIX

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduirons le modèle cinématique et dynamique du nouveau
robot serpentiforme, NATRIX (New Advanced Technologies for Robots Involved in the
eXploration) développé dans le cadre du projet SSSNAEQ.

Le modèle est non-seulement déterminé par les caractéristiques du design du robot
(géométrie, cinématique) mais aussi par le choix du contrôle des moteurs. Nous montre-
rons que le robot NATRIX intègre des degrés de liberté additionnels conduisant à une
structure arborescente, au contraire des précédentes structures sérielles (cf. [31, 44, 47]),
qui nécessitera de nouveaux développements théoriques présentés dans cette thèse.

Le choix du contrôle va aussi déterminer la modélisation du système multi-corps avec
base flottante qu’on divise en deux types de modèle :

— le modèle dynamique inverse permettant de calculer l’accélération η de la tête et
les couples articulaires Γ en fonction des positions q(t), vitesses q̇(t), accélérations
q̈(t) articulaires ;

— le modèle dynamique direct permettant de calculer l’accélération de la tête en
fonction des couples articulaires (Voir le diagramme 2.1 ).

Dans le cadre de notre étude, nous opterons pour le modèle dynamique inverse pour
NATRIX dont les servomoteurs seront contrôlés en position angulaire et non en couple.
Ce modèle exploitera un algorithme récursif de Newton-Euler [88].

Aussi, l’originalité du travail reporté dans ce chapitre est de développer de nouvelles
méthodes pour la simulation d’un modèle dynamique inverse pour les robots hyper-
redondant à la surface de l’eau ayant une structure arborescente

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la section 2.2, nous allons intro-
duire une nouvelle plateforme du robot serpentiforme sur la surface de l’eau : NATRIX.
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Figure 2.1 – Diagramme schématique des modèles dynamique inverse et direct pour un
système multi-corps avec une base mobile

Le prototype du robot sera modélisé et étudié numérique dans notre étude. Dans la sec-
tion 2.3 nous allons détailler les hypothèses nécessaires pour la modélisation du robot
NATRIX. Dans la section 2.4, nous présenterons la paramétrisation de la structure du ro-
bot et son modèle géométrique. Ensuite nous allons introduire successivement les modèles
cinématique (la section 2.5) et d’effort statique (la section 2.7). Dans la section 2.8, nous
allons présenter la forme générale des modèles dynamiques sous la forme lagrangienne et
surlignerons que les équations de mouvement de la tête est nécessaire à construire dans
notre cadre d’étude. Puis, l’algorithme modifié de Newton-Euler sera introduit pour ré-
soudre le modèle dynamique inverse du robot NATRIX avec une structure arborescente.
Dans la section 2.9, nous allons développer un simulateur des mouvements externes 3D
(ou de la tête) sous les trajectoires articulaires. A la fin le simulateur sera vérifié valable
par plusieurs simulations numériques dans la section 2.10. Une partie des résultats dans ce
chapitre a été publié dans la conférence IEEE, Advanced Robotics and Its Social Impacts
(ARSO) en 2023 [17].

2.2 NATRIX : une nouvelle plateforme

La conception du prototype de NATRIX s’inspire de la cinématique des serpents nom-
més mocassins d’eau présentés dans l’état de l’art. Le principe est d’induire des déforma-
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(a) Le prototype de robot serpentiforme Natrix

(b) Illustration CAO du robot NATRIX avec ses
mouvements de roulis distribués et contrôlés

Figure 2.2 – Le robot serpentiforme Natrix du projet SSSNAEQ

tions du robot pour pouvoir varier localement le niveau d’immersion de chaque module
du corps tout en préservant l’onde de flexion latérale. Aussi, il reprend une structure sé-
rielle bien connue avec des actionneurs fournissant l’onde de flexion nécessaire à la nage
ondulatoire (voir Fig. 2.2.(b)). L’originalité du design repose sur l’introduction d’un degré
de liberté supplémentaire sur chaque module qui peut affecter localement le mouvement
de roulis du robot.

Néanmoins, la planéité du robot doit être préservée pour maintenir une nage efficace
à la surface de l’eau de surface 2D. Par conséquent, nous avons exclu les déformations
complexes du corps en 3D basées sur des flexions dorso-ventrales ou de la torsion (comme
le robot RAAMO [35]), qui nécessiteraient un contrôle complexe du robot. La solution
trouvée consiste à intégrer un mouvement de roulis découplé et contrôlé sur chaque module
(voir Fig. 2.2.(b)) tel que son axe de rotation reste parallèle au plan de l’ondulation.

De tels module sont nommées ARIM pour “Anti-Roulis Indépendant et Modulaire”.
Chaque module ARIM dispose de 2 degrés de liberté, l’un pour le lacet entre chaque
module et l’autre pour le roulis local. Pour faire pivoter le module tout en préservant
l’orientation du joint de flexion, chaque module ARIM est composé d’un segment intérieur
(jaune) et d’une coque externe (blanche) illustrés sur la Fig. 2.3. Une conception similaire a
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été récemment proposé pour le robot ARCsnake [89] développé par la NASA, qui exploite
une propulsion basée sur le mouvement de la vis sans fin pour la locomotion terrestre.
Cependant la contrainte de flottabilité positive et d’étanchéité conduisent à de nombreuses
différences dans les choix technologiques. Les coques externes des modules ARIM ont une
forme globalement triangulaire pour reproduire la section des serpents. Leur principe de
fonctionnement et leur utilité dans le changement actifde la flottabilité sont illustrés dans
la section 2.7.

Figure 2.3 – Vue du système ARIM. En haut : vue de face du module ARIM sans
(gauche) ou avec (droite) un roulis. En bas : vue en coupe du système ARIM.

Le robot NATRIX est actuellement composé de 14 corps rigides tous actionnés par
un servomoteur (voir Fig. 2.2.(a)), comprenant une tête, un cou et six modules de corps
chacun avec une coque externe rotative autonome. Le rôle du cou est important dans le
processus de contrôle du regard. En effet, toute variation du niveau d’immersion provoque
un mouvement de pilonnement, qui peut être en partie compensé par les articulations du
cou.

En pratique le robot comporte une queue compliante et passive (voir Fig.2.2.(a))
mais celle-ci n’est pas encore incluse dans notre modèle. Les principales caractéristiques
géométriques du robot sont reportées sur le tableau 2.1.
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Table 2.1 – Caractéristiques du robot NATRIX.

Spécifications et valeurs
module ARIM 11 Moteurs, 6 Modules
cou et tête 3 moteurs, 2 Modules
coques extérieur ARIM Longueur : 104mm, Largeur : 120mm
Module intérieur ARIM Longueur : 185mm, Diamètre : 84mm
cou et tête Longueur : 190mm, Diamètre : 84mm
Densité moyenne d = 312± 2 kg/m3

Longueur (sans la queue) L = 1.3 m
Longueur de la queue l = 0.2 m

2.3 Hypothèses

Nous présentons ici les hypothèses sur lesquelles reposent notre étude. Plus précisé-
ment, deux hypothèses importantes seront avancées

Hypothèse I : omission des effets hydrodynamiques (de surface)

Dans cette étude, nous ne considérons que les forces hydrostatiques et omettrons les
forces hydrodynamiques propres à la nage (cf. l’état de l’art 1.2.3) . Les forces hydrody-
namiques (masse ajoutée, traînée turbulente ou traînée des vagues) sont omises pour trois
raisons.

— Nous nous intéressons en grande partie dans cette étude (cf. les chapitre 3 et 4)
aux mécanismes de stabilisation en statique et quasi-statique sans locomotion.
Réciproquement, nous montrerons qu’il est possible de découpler navigation et
stabilité (cf chapitre 4). En première approche, il n’est donc pas nécessaire d’ajouter
les effets hydrodynamiques requis pour la propulsion.

— L’hydrodynamique générée par les systèmes hyper-redondants à la surface (vagues,
tourbillons...etc) est encore mal comprise (cf l’état de l’art 1.2.3). Nous préférons
éviter d’introduire un modèle non valide, qui pourrait conduire à des résultats
dépendant de ce modèle. Nous négligerons par exemples les effets hydrodynamiques
de masse ajoutée durant l’étude de la stabilité de la nage (cf. le chapitre 5) car
nous n’avons pas encore évaluée expérimentalement l’influence de la surface sur le
phénomène de masse ajoutée.
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— Dans une première approche, nous souhaitons négliger tous les phénomènes phy-
siques d’amortissement passif afin de nous concentrer sur les processus actifs et
contrôlés de la réjection des perturbations générées par notre contrôleur.

Ainsi, en omettant les forces hydrodynamiques, le système décrit dans cette thèse est
conservatif avec une énergie nette composée de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle
gravitationnelle. Il s’ensuit que la seule source ou le seul puits d’énergie est fourni par les
actionneurs. Toute perturbation de l’équilibre se traduira par un mouvement non amorti
de la tête.

Nous souhaitons ainsi effectuer cette étude de stabilité dans un cadre idéal. Aussi,
cette simplification ne rend pas complètement compte de la dynamique réelle des robots
à la surface de l’eau intégrant des interactions fluides-structures bien plus complexes.
Néanmoins, cette simplification nous permettra de pousser certains calculs (en omettant
les effets dissipatifs) et d’analyser les propriétés de ce système conservatif. En conclusion,
nous préférons baser le travail de cette thèse sur des phénomènes physiques bien connues
et identifiés (masse et flottabilité) en évitant les calibrations ad-hoc des phénomènes
hydrodynamiques de surface encore mal connus pour les robots hyper-rendondants.

Hypothèse II : la forme de corps du robot est parfaitement contrôlée

Nous cherchons ici à concevoir des stratégies de contrôle en générant le mouvement
interne du robot paramétré par des fonctions angulaires θi(t) pour chaque servomoteur.
On nommera trajectoire articulaire l’ensemble de ces fonctions lors d’une réalisation. Nous
avons donc choisi d’utiliser un modèle dynamique inverse du robot, qui nous permet de
résoudre le mouvement externe (tête) grâce aux mouvements internes (articulations du
corps).

Ce choix s’oppose à la plupart des approches en contrôle robotique (industrielle par
exemple) où le couple est piloté sur chaque moteur [90]. Aussi, nous supposerons l’existence
d’un contrôleur de bas niveau d’asservissement des moteurs qui réalise les trajectoires
articulaires générées par le contrôleur haut niveau, sujet de cette thèse. Ce choix est
cohérent avec la conception du robot, ou le servo-moteur utilisé XH540-W150 (Dynamixel)
ne nous permet pas de contrôler directement le couple par des boucles de courants.

Nous supposerons ainsi que la géométrie est complètement déterminée par ces posi-
tions angulaires et négligerons donc la possibilité d’une erreur de contrôle en position
des servomoteurs. En pratique, on observe aussi que le robot présente des déformations
non-contrôlées produites par les compliances internes. En effet, la plupart des pièces du
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robot sont imprimées en 3D pour alléger la structure. Le chargement du robot à la surface
de l’eau va provoquer des déformations élastiques qui ne sont pas prises en compte dans
notre modèle. Ce phénomène peut être à l’origine des écarts simulations et expériences.

Ainsi, nous supposerons que les servo-moteurs produisent toujours les trajectoires arti-
culaires désirées (q, q̇, q̈) produisant la forme de corps attendue par le modèle géométrique.

2.4 Paramétrisation et modèle géométrique du robot
NATRIX

2.4.1 Espace de configuration

Dans cette section nous décrivons l’espace de configuration pour un système multi-
corps avec une base mobile.

Configuration des objets solides dans SE(3)

De manière générale, la configuration d’un objet solide dans l’espace peut être com-
plètement déterminée par la position et l’orientation d’un repère F attaché au corps par
rapport à un repère galiléen (ou global) qu’on nommera FG. Par exemple, nous pren-
drons le repère de la tête F0 attaché au premier module de la tête du robot comme
repère préférentiel pour décrire le mouvement du robot. Dans la suite de cette section,
nous continuerons à prendre comme exemple le repère F0 pour décrire la configuration du
module de la tête, une approche qui pourra être généralisée à tous les modules du robot.

La caractérisation de la configuration du repère F0 par rapport au repère galiléen (ou
global) FG est décrite par une transformation homogène g0 (voir par exemple la Fig. 2.6).
Sa représentation est donnée par la matrice 4 × 4 contenant une matrice de rotation R0

et un vecteur position p0.

g0 =
 R0 p0

01×3 1

 , (2.1)

Le vecteur position p0 détermine la position relative du repère F0 par rapport à FG.
Cette position est définie sur l’espace (vectoriel) euclidien E(3), tel que la loi des compo-
sitions des positions des repères est définie par une loi additive. E(3) étant isomorphe à
R3, il est aussi possible de définir la fonction position p(t) comme une fonction continue
(et C∞) de t ∈ R+ à R3.

52



2.4. Paramétrisation et modèle géométrique du robot NATRIX

Figure 2.4 – Transformations rigides entre trois repères Fa, Fb et Fc grâce aux trans-
formations gab (Rab,pab), gbc (Rbc,pbc) et gac (Rac,pac) toutes définies sur le groupe SE(3).

Quant à la matrice de rotation R0, elle est définie par les trois vecteurs formant la
base du repère F0. L’ensemble des matrices de rotation R0 unitaire et directe forment un
groupe nommé SO(3) [91] associé à la loi interne de composition

∀Rab,Rbc ∈ SO(3), Rac = RbcRab ∈ SO(3).

avec Fa,Fb et Fc trois repères quelconques (cf Fig. 2.4) et Rab la matrice avec les vec-
teurs de la base Fb exprimés dans Fb. Notons que ce produit peut être non-commutatif
avec RabRbc ̸= RbcRab. Pour pouvoir définir une application continue t 7→ R(t), nous
exploiterons la structure de groupe de Lie de SO(3) [91].

La configuration d’un objet solide est donc définie par les deux éléments (R0,p0) pre-
nant valeur dans SO(3) et E(3). L’espace topologique associé se nomme SE(3) où chaque
élément g0 est défini par la représentation homogène donnée par l’Eq. 2.1. Il vient que
les éléments g ∈SE(3) forment aussi un groupe de Lie une fois doté du produit matri-
ciel : gagb ∈SE(3). On remarque par ailleurs que si gab (respectivement gbc) caractérisent
respectivement les configurations du repère Fb par rapport à Fa (resp Fb et Fa) alors la
configuration du repère Fc par rapport à Fa est donnée par le produit gabgbc avec

gac =
Rac pac

0 1

 =
RabRbc Rabpbc + pab

0 1

 (2.2)

Nous avons donc un outil puissant pour exprimer les changements de repère entre les
différents objets solides du robot.

Nous verrons dans la section 2.5 les propriétés cinématique associées à la configuration
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g0(t) qui dépendent de la vitesse linéaire associées au déplacement de l’origine et de la
vitesse angulaire qui définit le taux de rotation des vecteurs de la base. Cette dernière
remarque indique que cette configuration g0(t) dépend de six coordonnées, trois pour
la position de l’origine et trois pour l’orientation de la base. Nous proposerons dans la
section 2.6 des méthodes pour paramétrer l’espace SE(3) à partir d’un torseur prenant
valeur dans R6

Espace des configurations

La dynamique du robot est complètement décrite par l’évolution des toutes les configu-
ration spatiales gi(t) associées au mouvement solide des N -corps du robot. Or le système
mécanique est de fait décrit par un nombre de degrés de libertés significativement moins
grand que ces 6N degrés de liberté à cause des liaisons géométriques contraignant le
mouvement des corps.

Nous devons donc distinguer [90]
— Les degrés de liberté externes du robot associées au mouvement externe de

la base mobile du robot. Cette base mobile servira de “socle” à partir duquel la
configuration de toutes les autres parties du robot seront estimées (voir section
suivante). Nous choisirons le premier module de la tête et le repère correspondant
F0 comme référence pour la base mobile. Nous nommerons pose la configuration
g0(t) de la tête du robot par rapport au repère FG

— Les degrés de liberté internes du robot décrivant le mouvement interne relatif
des modules entre-eux. Ces mouvements internes sont définis par les coordonnées
articulaires dont le vecteur q concatène toutes les consignes articulaires des mo-
teurs. On définira alors l’espace des formes de corps S = (T )n avec n le nombre de
positions contrôlables et T est le cercle unité. Nous nommerons posture du robot
une coordonnée dans l’espace formes de corps

Ces mouvements externes et internes sont donc définis par le couple (g0,q) prenant
valeurs dans l’espace des configurations totales C avec C = SE(3)×S. Cet espace peut être
représenté par un espace fibré [90] (voir Fig. 2.5) dont la structure topologique généralise
le cas d’un produit cartésien au produit d’un espace topologique S qu’on nomme la base
avec un groupe, ici g0 ∈SE(3), qu’on nomme la fibre. On dit que la fibre est au-dessus de
la forme de corps q prenant valeur dans la base S. Cette fibre peut ainsi être définie par
une application surjective π qui permet la projection d’un élément (g0,q) sur la base avec
π : (g0,q) 7→ q [90].
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Figure 2.5 – Illustration de la configuration spatiale SE(3)×S comprenant la pose de la
tête g0 ∈ SE(3) et la forme de corps q(t) prenant valeur dans l’espace articulaire S. Une
fibre (en rouge) correspond à toutes les configurations possibles du robot g0 dans SE(3)
pour une coordonnée de forme corporelle donnée q. On dit que la fibre est au-dessus de
la forme de corps q prenant valeur dans la base S. Avec cette structure, on peut alors
distinguer la dynamique avec ou sans déformation du corps. Aussi, un mouvement de
corps solide avec une forme de corps fixe q correspond à un déplacement le long de la
fibre au-dessus de q.

Nous n’exploiterons pas d’avantage la structure algébrique de cet espace. Néanmoins,
cet outil mathématique nous fournit une convention pratique pour représenter graphique-
ment l’effet d’une variation de forme de corps sur la dynamique.

Cet espace nous permet ainsi de localiser tous les corps rigides dans le repère FG grâce
au modèle géométrique introduit dans la section suivante.

2.4.2 Modèle géométrique

Dans cette section nous présentons le modèle géométrique du robot NATRIX, qui
permet de passer de la base mobile et de l’espace articulaire à la configuration de chaque
module du robot dans le repère global.

La colonne vertébrale du robot est constituée de neuf corps rigides connectés en série
notés Bj (voir la Fig.2.6), avec j = 0 associé à la tête, j = 1 associé au cou, et j ∈ [2, 3, ..., 7]
pour les modules de corps. Les coques extérieures des modules ARIM Bj,shell avec j ∈
[2, 3, ..., 7] conduisent à une structure arborescente montée sur la structure sérielle. La
configuration de chaque Bj est donnée par un repère local Fj d’origine Oj. Pour les
modules du corps, cette origine coïncide avec le centre de rotation du servomoteur dont la
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rotation entraîne le changement d’orientation du repère de référence Fj (voir la Fig.2.6).
Le mouvement du repère mobile F0 lié à la tête caractérise le mouvement externe du
robot par rapport au repère galiléen FG.

Figure 2.6 – Illustration de la parametrisation géométrique de chaque module

La configuration relative de chaque module est déterminée par les coordonnées arti-
culaires q ∈ S = (S1)n avec n = 14. La tête et le cou sont reliés par un servomoteur
à deux axes avec les amplitudes des angles relatives q0 (lacet) et q1 (tangage). Pour le
modéliser, nous introduisons un corps virtuel sans masse Bv associé au repère Fv qui
assure la liaison mécanique. Ensuite, l’articulation avec l’angle q2 relie le cou au reste du
corps comme illustré sur la figue 2.6. Il est à noter que les articulations de tangage q1 et
q2 permettent de soulever la tête tout en gardant son orientation constante. L’ondulation
plane est assurée par cinq articulations de lacet (qj) avec j ∈ [3, 4, ..., 7], tandis que le
roulis local de la j-ième coques extérieures Bj,shell est noté (qr)j(j ∈ [2, 3, ..., 7]).

L’espace de configuration du robot est déterminé par la combinaison (g0, q) ∈ C avec
C = SE(3)× S [90, 92].

Table 2.2 – Paramètres de Denavit–Hartenberg de NATRIX

Repère αj[deg] ϕj[deg] aj[mm]
De F0 à Fv 0 q0 100
De Fv à F1 −90 q1 0
De F1 à F2 90 q2 105

De Fj−1 à Fj, j ∈ [3, 4, ..., 7] 0 qj 170
De Fj à Fj,shell, j ∈ [2, 3, ..., 7] qr,j 0 85

L’élément g0 ∈ SE(3) caractérise la configuration du repère de la base flottante (la
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tête) F0 par rapport au repère de la surface FG. Sa translation homogène est la suivante

g0 =
 R0 p0

01×3 1

 ∈ SE(3) (2.3)

Pour localiser chaque module le long des vertèbres du robot par rapport au repère global
FG, nous introduisons sa configuration gj (gj ≡ Ggj) sous une forme récursive :

gj = gj−1
(
j−1gj

)
= g0

(
0gv
)

(vg1) ...
(
j−1gj

)
(2.4)

où l’exposant en haut à gauche indique le repère de projection. La matrice (j−1gj) repré-
sente donc la configuration relative de Fj par rapport à Fj−1.

Réciproquement, la configuration de la coque extérieure (gshell)j montée sur le j-ième
corps extérieure peut être calculée grâce à la configuration relative notée hj :

(gshell)j = gjhj (2.5)

Chaque configuration relative j−1gj et hj dépend uniquement d’une articulation cor-
respondante qui est paramétrée par la convention de Denavit–Hartenberg modifiée [93],
donnée par

j−1gj , hj =


cosϕj − sinϕj 0 aj

sinϕj cosαj cosϕj cosαj − sinαj −bj sinαj
sinϕj sinαj cosϕj sinαj cosαj bj cosαj

0 0 0 1

 (2.6)

avec les paramètres de Denavit–Hartenberg αj, ϕj, aj reportés dans le tableau 2.2 et nous
notons que bj = 0 dans cette étude. Lors de q = 014×1, la colonne vertébrale est droite et
les coques extérieures n’ont pas de roulis.

Ce modèle géométrique exact définit la configuration de chaque module servant pour
les modèles cinématique et dynamique.

2.5 Modèle cinématique

Dans cette section, nous présentons le modèle cinématique servant à calculer la vitesse
et l’accélération de chaque module du robot en fonction de la vitesse et l’accélération de
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la tête et les trajectoires articulaires (q, q̇, q̈).
Nous introduirons succinctement aussi les subtilités du calcul sur l’espace de travail

SE(3), mais ne détaillerons pas tous les aspects techniques et géométriques associées à
nos calculs. Le lecteur pourra trouver dans l’excellent livre de Muray et al [91] et dans
l’article [90] une introduction et les avantages d’une telle approche.

Figure 2.7 – Illustration de l’espace de travail SE(3), la courbe représente l’évolution de
g0 en temps et les surfaces bleues représentent l’espace linéaire tangent.

Cinématique sur le groupe SE(3)

Dans l’espace de travail associé au mouvement de la tête, un mouvement de la base
mobile (la tête du robot) définit une courbe paramétrée dans le temps t 7→ g0(t) avec
R+ → SE(3). On introduit le taux de variation de l’élément g0 entre l’instant t et t + dt

par

ġ0 = d
dtg0, (2.7)

L’élément ġ0 est donc un élément tangent à la courbe g0(·) au point g0(t) et on note
l’espace tangent local Tg0(t)SE(3) (voir la Fig.2.7) tel que ġ0 ∈ Tg0(t)SE(3).

Comme tous les espaces vectoriels tangents Tg0(t)SE(3) sont équivalents mais de bases
différentes [91], il est préférable d’exprimer le taux ġ0 dans un seul et même espace vectoriel
tangent, celui de l’élément neutre e = Id4 de SE(3) par la transformation inverse g−1

0
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g−1
0 ġ0 = η̂0 ∈ se(3) (2.8)

avec se(3), ici identifiée à TeSE(3), l’algèbre de Lie du groupe SE(3). Nous verrons plus
tard l’intérêt d’une telle structure algébrique. Une fois exprimée dans se(3), le taux ġ0 est
paramétré par l’élément η̂0 grâce à la multiplication à gauche

ġ0 = g0η̂0 (2.9)

avec

η̂0 =
 Ω̂0 V0

03×1 0

 , (2.10)

où Ω̂0 est une matrice anti-symétrique définie comme étant l’opérateur linéaire associé
au produit vectoriel (Ω0×) avec Ω0 le vecteur de rotation angulaire. Réciproquement,
le vecteur V0 correspond à la vitesse “linéaire” de la base. On note alors le vecteur de
vitesse de la tête ηT0 = (VT

0 ,Ω
T
0 )T ∈ R6 associée à l’élément η̂0 ∈ se(3). L’opérateur

chapeau désigne donc la transformation pour passer du vecteur de vitesse à valeur dans
R6 à l’algèbre de Lie se(3). De même, lorsque cet opérateur s’applique sur la rotation
angulaire Ω0, il désigne la transformation de passage de R3 à so(3), l’algèbre de Lie du
groupe SO(3) constituant le groupe des matrices de rotations.

La multiplication à gauche par g0 [91] revient à exprimer les vitesses η0 dans le repère
de la base flottante, c’est à dire dans le repère mobile de la tête. Ces vitesses sont donc
celles mesurées par une centrale inertielle embarquée dans la tête. Un intérêt du calcul
sur le groupe est d’extraire la vitesse angulaire Ωj sans passer par des angles d’Euler ou
autres paramétrages simples à implémenter, mais en pratique, très lourds à manipuler.

L’Eq. (2.9) étant définie comme l’opération à gauche, on a réciproquement l’opération
à droite donnée par :

ġ0 = η̂Gg0, (2.11)

avec ηG la vitesse de la tête exprimée dans le repère global FG où VG exprime la vitesse
linéaire d’un point de la tête passant à travers l’origine de FG [91].

On remarque qu’en combinant les Eqs. (2.9) et (2.11), on obtient la relation de passage
du repère F0 à FG avec

η̂G = g0η̂0g
−1
0 . (2.12)
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Cette équation permet donc d’établir le transport du vecteur cinématique avec

ηG = Adg0η0, (2.13)

où Adg0 ∈ R6×6 est la représentation adjointe sur le groupe SE(3) associée à la configura-
tion g0 [91] et définie par

Adg0 =
 R0 p̂0R0

03×3 R0

 (2.14)

Cet opérateur permet donc d’exprimer un champ de vitesse d’un repère à un autre.

Calcul récursif des vitesses et accélérations

Nous allons illustrer l’intérêt de ce formalisme pour transporter et estimer les vitesses
des modules. En effet, l’objectif est de calculer toutes les vitesses ηTj = (VT

j ,Ω
T
j )T et

accélérations η̇Tj = (V̇j)T à partir de la vitesse η0 et l’accélération η̇0 de la tête (et grâce
aux trajectoires articulaires (q, q̇, q̈). Ce calcul récursif s’effectue en partant de j = 0 (la
tête) jusqu’au dernier module.

Pour obtenir une telle récurrence, reprenons l’équation de composition des configura-
tions 2.4 et dérivons la par rapport au temps. On obtient alors

dgj
dt

= dgj−1

dt

(
j−1gj

)
+ gj−1

d

dt

(
j−1gj

)
(2.15)

En utilisant la définition de l’opération “à droite” des vitesses, on montre que les
vitesses ηj associées et exprimées dans le repère Fj sont données par

ηj = Adjgj−1ηj−1 + Aj q̇j, (2.16)

avec le vecteur Aj = (0T3 , eTj )T vérifiant

d

dt

(
j−1gj

)
=
(
j−1gj

)
Âj q̇j. (2.17)

Cette dernière équation est obtenue en dérivant la matrice (j−1gj) (cf Eq. (2.6)) avec
ϕj = qj et αj = 0.

En utilisant le même procédé, l’accélération η̇j peut être transférée d’un module à
l’autre. Il faut alors dériver l’Eq. (2.16) pour obtenir

η̇j = Adjgj−1η̇j−1 + ζj + Aj q̈j. (2.18)
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où le nouveau terme ζj provient de la variation temporelle de jgj−1 présent dans le trans-
port des vitesses. On obtient donc

ζj =
(
d

dt
Adjgj−1

)
ηj−1 (2.19)

Après quelques développements, on montre que ce terme s’écrit

ζj = adηj
Aj q̇j ∈ R6. (2.20)

avec la représentation de l’algèbre de Lie adηj
∈ R6×6 [91] définie par

adηj
=
 Ω̂j V̂j

03×3 Ω̂j

 . (2.21)

Cette représentation de l’algèbre de Lie est liée au commutateur ou crochet de Lie [91]
via la relation suivante

âdXY = X̂Ŷ − Ŷ X̂ (2.22)

où on aura reconnu le crochet dans le terme de droite et caractérise une des propriétés de
l’algèbre de Lie.

Ce crochet fait donc apparaître des termes quadratiques en vitesses à l’origine de
Coriolis et centrifuges. Or ces termes sont inhérents aux référentiels non-Galiléen et pro-
viennent ici de la non-commutativité des groupes considérés [90]. On retrouve ici une
relation élégante entre la structure du groupe et la physique Galiléenne.

2.6 Les modèles de reconstruction du groupe SE(3)

2.6.1 La carte exponentielle et autres intégrations sur le groupe

Nous avons vu dans la section précédente que la dérivée de g0 pouvait être paramétrée
par un élément de l’algèbre de Lie η̂0. Il est tentant, par le biais de l’intégration, de définir
directement un élément g ∈ SE(3) à partir d’un élément de l’algèbre de Lie se(3).

Prenons le cas le plus simple où η̂0 est constant. Dans ce cas, l’intégration de l’Eq.
(2.9) est possible avec des méthodes classique d’analyse pour obtenir
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g0(t) = g0(t0)exp
(
Ψ̂(t)

)
(2.23)

où Ψ̂ ∈se(3) tel que

Ψ̂ =
∫ t

t0
η̂0dt∗ (2.24)

Ici, nous avons utilisé l’exponentielle matricielle définit par

exp
(
Ψ̂
)

=
∞∑
n=0

1
n! Ψ̂

n (2.25)

Il est donc possible d’associer à un élément de l’algèbre de Lie, ici Ψ̂(t), à un élément
du groupe g0(t). Du point de vue de la cinématique, cela revient à trouver un vecteur
rotation angulaire Ω0 et un champ de vitesse V0 pour qu’en un temps fini t− t0 le repère
défini par g0(t0) coïncide avec le repère g0(t). Une telle transformation, analogue à du
transport parallèle sur une variété métrique, se nomme la carte exponentielle. La carte
exponentielle est donc l’application définie par l’Eq. (2.23) avec Ψ̂ 7→ g0 identifiant un
élément de l’algèbre de Lie se(3) à un élément du groupe SE(3). Le calcul en détail est
introduit dans l’annexe A.4.

Un tel processus peut être généralisable, même si le champ de vitesse η0(t) est insta-
tionnaire. La formule 2.23 reste valide car il existe toujours un transport parallèle définit
par Ψ̂ permettant de passer de g0(t0) à g0(t). Néanmoins cette transformation n’est plus
donnée par l’Eq. (2.24), du moins en règle général. En effet, si Ψ̂ et η̂ ne commutent
plus, c’est à dire que adηΨ ̸= 0, il faut alors utiliser un développement de Magnus pour
reconstruire Ψ̂ [91].

Ce développement s’écrit Ψ̂ =
∞∑
n=1

Ψ̂n où chaque ordre fait apparaître une commutation

tel que


Ψ̂1 =
∫ t

t0
dt∗η̂0(t∗),

Ψ̂2 = 1
2

∫ t

t0
dt∗

∫ t∗∗

t0
dt∗∗[η̂0(t∗), η̂0(t∗∗)]

...

(2.26)

Cette développement est une conséquence de la formule de Baker–Campbell–Hausdorff
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qui montre que exp(X̂ + Ŷ ) ̸= exp(X̂)exp(Ŷ ) si [X̂, Ŷ ] ̸= 0.
Cette méthode peut rapidement être complexe nécessitant quelques subtilités pour son

implémentation. Nous ne l’utiliserons pas dans les méthodes d’intégration et l’exploiterons
pour linéariser la dynamique à en utilisant la vitesse η0 dans le chapitre 4, c’est à dire que
nosu ne retiendrons que le premier ordre. Quant à l’application exponentielle, elle sera
aussi utilisée dans le processus de linéarisation ainsi que pour définir les configurations
initiales des simulations.

2.6.2 L’intégration grâce aux quaternions

Nous présentons ici la méthode utilisée dans cette thèse pour intégrer l’équation d’évo-
lution de g0 donnée par l’Eq. (2.11). À partir de cette équation, l’évolution de la matrice
de rotation R0 et du vecteur position p0 du repère F0 par rapport à FG est donnée par
le système suivant

 Ṙ0 = R0Ω̂0,

ṗ0 = R0V0
(2.27)

La difficulté est de préserver la structure de groupe et plus spécifiquement, celle du
groupe des rotations liée à l’évolution de R0. Les neufs élements de cette matrice doivent
donc satisfaire l’orthonormalité des vecteurs de la base de F0 ainsi que son sens directe,
soit 6 contraintes au total [91].

Parmi les paramétrages compatibles avec ces contraintes, nous ne souhaitons pas
prendre les angles d’Eulers qui peuvent décrire des singularités du blocage de cardan.
Au contraire, nous aimerions utiliser un paramétrage proche de la structure du groupe
SE(3). C’est pourquoi nous avons choisi les quaternions unitaires qui sont géométrique-
ment proche de l’exponentielle tout en offrant des avantages numériques à la simulation
rapide.

Brièvement, les quaternions sont une extension des nombres complexes paramétrés par
quatre nombres réels (Q1, Q2, Q3, Q4) ∈ R4, tel qu’un quaternion Q se décompose comme

Q = Q1 +Q2i+Q3j +Q4k (2.28)

avec i, j, k des éléments satisfaisant les relations quaternioniques (i2 = j2 = k2 = ijk =
−1).

On retrouve ici les nombres complexes si Q3 = Q4 = 0. Or on sait que les nombres
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complexes unitaires sont isomorphe au cercle unité. Il en est de même pour les quaternions
unitaires Q ∈ Sp(1) qui satisfont l’égalité suivante

√
Q2

1 +Q2
2 +Q2

3 +Q4 = 1, (2.29)

Il existe ainsi un isomorphisme entre les quaternions unitaires et SO(3) (une fois privée
de (±1). On montre que doté du produit des quaternions (non reporté ici), ils satisfont
aussi une structure de groupe.

Par ailleurs, étant donné une matrice R = exp(ω̂θ) avec exp(−) la carte exponentielle
sur SO(3) et ω un vecteur unitaire support de la rotation, on montre que les quaternions
unitaires peuvent se mettre sous la forme

Q = cos
(
θ

2

)
+ sin

(
θ

2

)
(ω1i+ ω2j + ω3k) (2.30)

Ainsi, les composantes Q2, Q3 et Q4 encodent la direction de rotation. La conversion
du quaternion Q en la matrice de rotation R0 est définie par la relation d’Euler-Rodrigues
[94] :

R0 =


2 (Q2

1 +Q2
2)− 1 2 (Q2Q3 −Q1Q4) 2 (Q2Q4 +Q1Q3)

2 (Q2Q3 +Q1Q4) 2 (Q2
1 +Q2

3)− 1 2 (Q3Q4 −Q1Q2)
2 (Q2Q4 −Q1Q3) 2 (Q3Q4 +Q1Q2) 2 (Q2

1 +Q2
4)− 1

 (2.31)

De plus, la relation entre la dérivée temporelle du quaternion Q̇ et la vitesse de rotation
Ω0 peut se mettre sous la forme suivante

Q̇ = 1
2G

TΩ0 (2.32)

avec la matrice G(Q) ∈ R3×4 donnée par :

G =


−Q2 Q1 Q4 −Q3

−Q3 −Q4 Q1 Q2

−Q4 Q3 −Q2 Q1

 (2.33)

L’intégration des quaternions unitaires par l’Eq. (2.32) permet donc d’estimer la ma-
trice de rotation par la relation (2.31) en s’assurant que la propriété 2.29 reste valide.
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2.7 Modèle des efforts statique

Dans cette section, nous introduisons une approche géométriquement exacte pour mo-
déliser l’interaction fluide-structure hydrostatique. Cette approche a été proposé pour
calculer les efforts (ou les torseurs) de flottabilité et de gravité d’une poutre continue de
Cosserat partiellement immergée [95]. Dans le cadre de notre étude, nous l’avons adapté
à la structure discrète du robot NATRIX.

D’abord, nous allons présenter la géométrie de la coque extérieure ainsi que son mé-
canisme de flottabilité. Puis une approche pour calculer l’effort hydrostatique (gravité +
flottabilité) sera présentée. Nous mettrons en évidence que cet effort net exprimé dans
le repère galiléen n’a que trois composantes non nulles, c’est-à-dire, une force et deux
couples.

2.7.1 Géométrie du module ARIM

L’effort hydrostatique Wstat change en fonction de la configuration de la tête g0. Dans
la suite, nous allons introduire l’effet de la forme du corps q sur la distribution de la
flottabilité tout en gardant une configuration de la tête constante. Ceci nous permettra
d’étudier le rôle du module ARIM dans la stabilité statique.

Figure 2.8 – Géométrie de stabilisation statique de la coque extérieure : une triangle
très arrondie

Comme illustré sur la Fig. 2.8 à gauche, un seul module reste en équilibre sur la
surface avec le contour rouge associé à la coque extérieure et le cercle noir associé au
module interne. Sa force de gravité (flèche rouge), appliquée au centre de masse situé
presque au centre du cercle, équilibre sa force de flottabilité (flèche bleu) appliquée au
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barycentre situé en bas. Sur la Fig. 2.8 à droite, la coque extérieure peut tourner d’un
angle θ et par conséquent décale le barycentre vers la droite. Puisque la coque a une
densité de masse beaucoup moins important que le module, la position du centre de
masse est légèrement déplacé vers la gauche. Ainsi un couple de rappel Γ est généré afin
de ramener le module dans son équilibre statique. Comme expliqué dans la section 2.2, les
modules ARIM génèrent la torsion longitudinale le long de la colonne vertèbre du serpent
et la stabilité globale du robot. Cette stabilité globale est réalisé par l’accumulation de
déstabilisation des sections locales comme illustré sur la Fig. 2.8.

2.7.2 Calcul de l’effort hydrostatique

Effort de flottabilité

L’objectif de cette section est de réaliser un calcul exact de la force et du moment de
flottabilité exercés sur le robot. Pour cela, nous calculons les densités de force et de moment
exercés sur chaque section infinitésimale le long de colonne vertébrale. En supposant un
équilibre mécanique entre la surface de l’eau et le robot au repos, les accélérations du
fluide et du corps sont négligées. La densité de l’effort de flottabilité wa(s) exercée sur
une section et exprimée dans le repère local Fs est définie par

wa(s) =
πa(s)
γa(s)

 ∈ R6 (2.34)

où πa(s) et γa(s) définissent respectivement la densité de force et du moment. La densité
de la force de flottabilité est définie par :

πa(s) = agρwSim(s)R−1
s e3 (2.35)

où ag est l’accélération de la pesanteur ; ρw est la densité de l’eau, Sim(s) est la surface
d’immersion de la section local ; le produit ρwSim est donc la densité linéaire de la masse
d’eau ; R−1

s e3 est le vecteur vertical du repère global FG exprimé dans le repère local Fs
(voir Fig.2.9.(b)). Nous déterminons dans la suite la matrice de rotation Rs. Pour localiser
la section locale dans le repère global FG, nous définissons sa matrice de configuration
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(a) Parametrisation du robot par raport à la ligne de flottaison (b) La surface d’immersion et le
barycentre dans le repère local
Fs

Figure 2.9 – Géométrie pour la flottabilité du robot NATRIX

(voir Fig. 2.9.(a)) par la relation suivante :

gs(s) = gj
jgs(s) =

Rs(s) ps(s)
01×3 1

 (2.36)

avec la configuration relative jgs définie par :

jgs(s) =
(Rshell)j jps

01×3 1


où (Rshell)j représente la matrice de rotation extraite de la configuration relative hj définie
dans l’Eq. (2.5) qui détermine la rotation de roulis local de la coque d’ARIM ; jps =
(s, 0, 0)T représente le vecteur de translation le long du module.

Pour calculer le moment associé à la densité de la force de flottabilité, il faut définir
la position du barycentre pB(s) où la force est appliquée pour calculer le bras de moment
(voir Fig. 2.9.(b)). Ainsi, la densité du moment est donnée par :

γa(s) = pB(s)× πa(s) (2.37)

Les seules inconnues dans les équations (2.35) et (2.37) sont la surface d’immersion Sim

et le barycentre pB. Pour la précision et l’efficacité du calcul des efforts de flottabilité, ces
termes sont calculés par une approche analytique plutôt que numérique. À partir de la
Fig. 2.9.(b), le contour de la coque est une triangle avec 3 angles très arrondies et nous
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avons proposé une méthode exacte pour calculer ses termes (voir l’annexe A.1 pour les
détails).

Ensuite, pour calculer la résultante et le moment de flottabilité exercés sur le robot,
toutes les densités d’effort doivent être exprimées dans un même repère. Pour raisons de
commodité, le repère galiléen FG est choisi. Ainsi nous utilisons la représentation adjointe
du groupe de Lie Adg ∈ SE(3) pour exprimer tous les densités wa dans le repère galiléen.
La relation de transformation de la densité wa est définie par :

w(G)
a (s) = AdTgs

wa(s) (2.38)

L’exposant G indique que la quantité est exprimé dans le repère global FG.
L’effort total de flottabilité W(G)

a est exprimé par l’intégration suivante :

W(G)
a =

7∑
i=0

∫
s∈Li

w(G)
a (s)ds (2.39)

avec Li la longueur du corps Bi. Notons qu’à cause de la discontinuité du robot au niveau
des articulations, contrairement è l’étude de la poutre continue [95], cet torseur est calculé
dans l’Eq. (2.39) par l’intégration module par module.

Enfin, en substituant les Eqs. (2.35),(2.37) et (2.38) dans l’Eq (2.39), nous obtenons
l’expression générale de l’effort de flottabilité qui contient la force et le moment :

W(G)
a =

 agρw
∑7
i=0

∫
s∈Li

Sim(s)dse3

agρw
∑7
i=0

∫
s∈Li

Sim(s)(RspB(s) + ps)ds× e3

 (2.40)

En inspectant l’Eq. (2.40), seules trois composantes de W(G)
a sont non nulles. Ceci cor-

respond à une propriété d’invariance du modèle de flottabilité qui sera introduit dans la
section 2.7.3.

L’intégration spatiale dans l’Eq. (2.40) est effectuée par une quadrature gaussienne
d’ordre fixe, qui s’est avérée numériquement efficace et précise (voir l’annexe A.1 pour les
détails).

Effort de gravité

Par rapport à l’effort de flottabilité, l’effort de gravité est simple à calculer car le sys-
tème est constitué de corps rigides. En négligeant les influences faibles, tels que la rotation
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du rotor, la déformation du manchon ou la densité non-homogène due à l’impression 3D,
la masse et le centre de masse de chaque modules sont considérés constants dans le re-
père des modules. Le torseur de gravité du robot exprimé dans le repère global FG est
déterminé par :

W(G)
p =

 −ag(
∑7
j=0 mj +∑7

j=2 mj,shell)e3

−ag
(∑7

j=0 mjgjpcomj +∑7
j=2 mj,shell(gshell)j(pcomshell)j

)
× e3

 (2.41)

avec mj la masse d’un module ; pcom =
(
(pcom)T , 1

)T
où pcom est la position du centre de

masse d’un module exprimé dans son repère local ; e3 le vecteur unitaire vertical du repère
global. Les paramètres dans l’Eq. (2.41) sont obtenus par le logiciel CAO et enregistré
dans l’annexe A.2. De même que pour l’Eq. (2.40), l’Eq. (2.41) implique que l’effort de
gravité se compose d’une force verticale non-nulle et de deux couples non-nuls.

L’effort hydrostatique exprimé dans le repère global est donc la superposition des
efforts de flottabilité et de gravité :

W(G)
stat = W(G)

a + W(G)
p (2.42)

Dans notre étude, cet effort est souvent transféré dans le repère de la tête F0 pour le
calcul du modèle dynamique :

Wstat = AdTg0W(G)
stat (2.43)

2.7.3 Invariance du modèle des efforts hydrostatiques

En inspectant les Eq. (2.40) et (2.41), les efforts résultants non nuls sont composés
d’une force verticale Fz et deux couples Γx et Γy selon des axes ex et ey, tel que :

W̃(G)
stat(g0,q) = (Fz,Γx,Γy)T (2.44)

où le symbole “tilde” représente l’effort réduit dont les éléments non nuls extraits de
l’effort complet W(G)

stat = (F(G),T ,Γ(G),T )T .
Ces trois composantes produisent respectivement un mouvement de pilonnement tz, et

deux rotations de roulis θx et de tangage θy (voir la Fig. 2.10 droite). Réciproquement, les
mouvements planaires sur la surface de l’eau, produit par des forces selon les axes ex, ey, le
couple selon l’axe vertical ez, ne modifient pas le volume immergé du robot [63](voir la Fig.
2.10 gauche). Ainsi, ces mouvements solides pour la locomotion, préservant l’invariance
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Figure 2.10 – Représentation des forces et couples associés aux vitesses correspondantes
pour le problème de locomotion et de stabilité à la surface de l’eau

de W̃
G

stat, sont définis par une transformation rigide suivante :

ḡ0 = exp(Ψ̂)g0 (2.45)

avec Ψ = (tx, ty, 0, 0, 0, θz)T ∈ R6 les mouvements planaires par rapport au repère
globalFG.

Les efforts réduits associés à la nouvelle pose ḡ0 du robot reste invariant par rapport
à g0, tel que :

W̃(G)
stat(ḡ0,q) = W̃(G)

stat(g0,q) (2.46)

Lorsque nous traitons le problème de stabilité du robot, cette propriété nous permettra
de réduire son espace de travail en ne gardant que les mouvements de pilonnement, de
roulis et de tangage. Nous allons détailler cette réduction dans la section 3.2.1 du chapitre
suivant.

2.8 Modèle dynamique inverse

2.8.1 Forme générale du modèle dynamique

Dans cette section, nous présentons la forme générale du modèle dynamique du robot
NATRIX. Le robot NATRIX est un système multi-corps avec une base mobile (MMS).
Ces systèmes présentent généralement de nombreux degrés de liberté et sont ainsi modéli-
sés par la formulation Newton-Euler, utilisée pour les robots bipèdes [96] ou quadrupèdes
[97, 98], les robots serpentiformes [99, 43], les robots quadrirotors [100, 101], ou les mani-
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pulateurs à roue [102].
Dans la plupart des études des robots nageurs serpentiformes, les mouvements des

robots sont supposés planaires (voir par exemple [31, 43, 61]). Dans le cadre de notre
étude, nous visons à établir un modèle de locomotion 3D pour y inclure les mouvements de
pilonnement, de roulis et de tangage. Le modèle dynamique 3D des robots serpentiformes
peut être écrit sous la forme lagrangienne générale [103, 43] :

M Mq

MT
q M

η̇0

q̈

+
β
βb

 =
Wstat

Qstat

+
Wdyn

Qdyn

+
0
τ

 (2.47)

Les termes de gauche représentent les quantités d’accélération, tandis que les termes de
droite correspondent aux efforts extérieurs généralisés. Les termes utilisés dans l’Eq. (2.47)
sont décrits dans la suite :
- ηT0 = (VT

0 ,Ω
T
0 )T ∈ R6 est la vitesse de la tête exprimé dans le repère de la tête.

- q ∈ Rn, q̇ ∈ Rn, q̈ ∈ Rn sont respectivement les positions, vitesses et accélérations
articulaires avec n le nombre de degré de liberté (ici n = 14).
- Les matrices M(q) ∈ R6×6 et Mq(q) ∈ R6×n correspondent respectivement à l’inertie
généralisée de la tête (pour une forme du corps figée) et au couplages inertiels entre la
tête et les articulations. La matrice M est l’inertie du robot quand la tête est fixe (pour
un manipulateur à base immobile). Ces matrices sont fonction des positions articulaires
q.
- Les vecteurs β ∈ R6 et βb ∈ Rn représentent les efforts de Coriolis, centrifuge appliqués
respectivement sur la tête et sur le corps. Ces éléments sont fonction des vitesses articulaire
et de la tête.
- Le vecteur Wstat(g0,q) ∈ R6 représente le torseur effort hydrostatiques ramenés sur la
tête, introduit dans la section 2.7. Ces efforts ne dépendent que de la configuration de
robot (g0,q). Le vecteur Qstat ∈ Rn représente les couples hydrostatiques appliqués sur
les axes d’articulations. Ces couples correspondent aux dérivations partielles de l’énergie
potentielle U(g0,q) du système par rapport aux angles articulaires qi, tel que wstat,i =
∂
∂qi
U .

- τ ∈ Rn est le vecteur des couples articulaires.
Dans l’Eq. (2.47) nous avons suivi les notations de [43]. Par souci de généralité, nous

avons également inclus les efforts hydrodynamiques Wdyn qui ne seront pas pris en compte
dans notre étude (cf. l’hypothèse I dans la section 2.3).
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2.8.2 Résolution du modèle dynamique inverse

À partir du modèle dynamique lagrangienne (2.47), on va écrire un modèle dynamique
qui calcule les couples articulaires τ et l’accélération de la tête η̇0 en fonction de la vitesse
η0 et des positions, vitesses et accélérations articulaires (q, q̇, q̈). Puisque dans ce cas une
accélération et des couple sont calculés en même temps, ce modèle dynamique est aussi
nommé le modèle dynamique hybride [88].

En pratique, nous obtenons d’abord l’accélération de la tête avec la première ligne de
l’Eq. (2.47) :

η̇0 =M−1 (Wstat −Mqq̈− β) (2.48)

Puis les couples articulaires sont calculés avec la second ligne de l’Eq. (2.47) :

τ = MT
q η̇0 +M0q̈ + βb −Qstat (2.49)

L’équation de mouvement de la tête (2.48) est intéressante pour sa stabilisation de
la tête puisqu’elle traduit les relations entre le mouvement net (g0) et le mouvement
interne (q). De plus, en négligeant les erreurs de poursuites des trajectoires articulaires
(cf. l’hypothèse II dans la section 2.3), il n’est pas nécessaire de résoudre l’équation de
la dynamique interne (2.49), ce qui offre un gain de temps non négligeable. Le modèle
dynamique inverse est donc un bon outil pour la simulation à la fois pour le contrôle de
stabilité.

Le modèle (2.48) peut être établie par les formulations Lagrangiennes ou de Newton-
Euler [104]. Le modèle Lagrangien repose sur l’écriture du lagragien du système et le
principe d’Harmilton. Il est une formulation condensée qui donne des expressions analy-
tiques des termesM,M0,Mq. Cependant, à mesure que les degrés de liberté augmentent,
la complexité de cette formulation augmente considérablement [36, 105]. Compte tenu de
l’hyper-redondance du robot NATRIX, nous avons choisi la méthode de Newton-Euler
pour établir le modèle dynamique inverse. La méthode de Newton-Euler se base sur les
théorèmes des moments cinétique et de dynamique et exhibe le modèle des efforts de
liaison.

2.8.3 Algorithme récursif de Newton-Euler

Dans cette section, nous présentons, l’algorithme récursif de Newton-Euler (N-E) ré-
solvant le modèle dynamique inverse du robot NATRIX. Cet algorithme a été initialement
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appliqué aux manipulateurs rigides [106], généralisé aux systèmes avec une base mobile
[88] et largement appliqué à la locomotion bio-inspirée [90] grâce à sa programmation
simple et efficace.

Figure 2.11 – Structure arborescente des modules d’ARIM du robot NATRIX : le mo-
dule Bj est connecté par sa coque Bj,shell et le module descendant Bj+1. f et m représentent
respectivement la force et le couple appliqués sur l’axe d’articulation associé.

Contrairement aux manipulateurs, l’accélération du premier module du robot, c’est-
à-dire la base mobile du locomoteur, n’est pas connue et doit être calculée. En outre,
NATRIX diffère des robots serpentiformes précédents [103, 43, 28] par ses coques ex-
térieures supplémentaires qui introduissent des termes additionnels dans les récurrences
(voir la Fig. 2.11).

L’algorithme de N-E repose sur les transformations de la vitesse et de l’accélération
introduites dans la section 2.5 et les équations de Newton-Euler des corps isolés. Ces
équations donnent le bilan de tous les efforts (forces + moments) exercés sur chaque
corps et exprimés dans leurs repères propres :

Fj − AdTj+1gj
Fj+1 − AdThj

Fj,shell + Fext,j =Mjη̇j + βj(ηj, q̇j) (2.50)

où l’effort FT
j = (fTj ,mT

j ) est composée de la force linéaire fj et du moment mj qui
sont exercés par le corps Bj−1 sur Bj (voir Fig. 2.11). Cette équation n’est valable que
pour le module le long de la structure en série, et non pour les coques extérieures Bshell.
Réciproquement, Fj,shell est la force exercée par la jème coques sur Bj, et Fext,j la force
extérieure (telle que la gravité) qui lui est appliquée.

Comme chaque coque n’a pas de successeur, elle est considérée comme un corps “ter-
minal”. Ses équations de Newton-Euler s’expriment par :

[Fj + Fext,j]shell = [Mjη̇j + βj(ηj, q̇j)]shell (2.51)
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Le crochet [−]shell contient tous les termes associés à la j-ème coque.
Dans l’Eq. (2.50), les termes du côté droit correspondent à les termes inertiels composés

des efforts de Coriolis et centrifuges βj = −adTηj
Mjηj et Mjη̇j. Ici, la matrice d’inertie

locale Mj exprimée dans Fj est défini par :

Mj =
 mjI3 −mjp̂comj
mjp̂comj JGj −mjp̂comj p̂comj

 (2.52)

avec I3 la matrice d’identité (3 × 3), pcomj ∈ R3 la position du centre de masse dans Fj
(voir la section 2.7.2) et JGj la matrice du moment d’inertie au centre de masse.

Figure 2.12 – Organigramme de l’algorithme de Newton-Euler pour le modèle dyna-
mique inverse du robot NATRIX avec une structure arborescent. Les termes rouges sont
des entrées, tandis que les termes bleus sont des sorties.

Dans l’algorithme de N-E standard, la dynamique inverse récursive est composée de
trois boucles récursives séquentielles : deux boucles ascendantes (de la tête au dernier
module) et une boucle descendante (du dernier module à la tête). Pour calculer l’accé-
lération de la tête η̇0, seules les deux premières boucles ascendante et descendante sont
nécessaires (voir la Fig. 2.12). La troisième vise à calculer les couples nécessaires fournis
par les servomoteurs afin de produire q(t).

Avant d’entrer dans les détails des boucles indicielles, nous pouvons déjà identifier
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dans les Eqs. (2.16)-(2.51) la difficulté pour résoudre le modèle dynamique inverse. En
effet, notre but final est d’établir les équations de Newton-Euler de la tête :

η̇0 =M−1
0

(
−β0 − AdT0g1F1

)
(2.53)

Idéalement, l’effort F1 est déduit de l’Eq. récursive descendante (2.50). Cependant,
à chaque récurrence, les deux termes Fj et η̇j sont inconnus dans l’Eq. (2.50), et Fj

ne peut pas être calculé car ce terme dépend de η̇j. Contrairement aux manipulateurs,
l’accélération η̇j ne peut pas être mise à jour dans la récurrence ascendante puisque nous
cherchons à calculer η̇j. Pour résoudre ce problème, nous reformulerons dans la suite les
Eqs. (2.50) et (2.53) dans la boucle récursive descendante.

(i). récurrence descendante (mouvement des corps rigides)

Dans la première récurrence, nous calculons toutes les termes qui sont indépendants de
η̇0. Nous commençons donc par le modèle géométrique du robot présenté dans la section
2.4. Ensuite, les vitesses ηj peuvent être mises à jour grâce à l’Eq. (2.16). De plus, certains
éléments des équations (2.18) et (2.50) peuvent être calculés. Ainsi, la contribution du
servomoteur à l’accélération du corps donnée par ζj + Aj q̈j est calculé. En outre, les
efforts de Coriolis et centrifuges et les efforts extérieurs Fext,j dépendent uniquement de
la vitesse et de la configuration de chaque Bj par rapport à FG (cf. efforts de flottabilité
et de gravité) et sont donc calculés de même.

(ii). récurrence ascendante (effort des corps rigides)

Dans la suite de la section, nous allégerons les notations dans les Eqs. (2.50) et (2.51)
en intégrant les efforts extérieurs Fext,jj dans les efforts de Coriolis et centrifuges, ce qui
effectue le changement de variable (βj − Fext,j) 7→ βj comme dans [103].

Puisque l’Eq. (2.50) ne peut pas être utilisée directement sous sa forme actuelle, nous
proposons de réécrire une équation analogue reliant Fj à la force et à l’accélération η̇j.
Pour ce faire, nous introduisons une inertie modifiée M∗

j et une force généralisée β∗
j pour

obtenir le nouveau bilan de quantité de mouvement déduit de l’Eq. (2.50) :

Fj =M∗
j η̇j + β∗

j (2.54)

Ici, l’Eq. (2.18) a été écrite à l’envers afin de cascader séquentiellement l’inertie et les forces
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de Coriolis et centrifuges du dernier au premier corps le long de la colonne vertébrale.
Ainsi, à chaque nouvelle itération, le terme Fj+1 ne dépendra que de l’inertie généralisée
M∗

j+1 et de l’effort β∗
j+1. Ce processus conduit à un algorithme (voir l’annexe A.3 pour

les détails) où les termes M∗
j et β∗

j sont calculés récursivement le long de la colonne
vertébrale, de telle sorte que

M∗
j = Mj + AdTj+1gj

M∗
j+1Adj+1gj

+ AdThj
M∗

j,shellAdhj

β∗
j = βj + AdTj+1gj

[
β∗
j+1 +M∗

j+1 (ζj+1 + Aj+1q̈j+1)
]

+AdThj
[βj +Mj (ζj + Aj q̈j)]shell ,

(2.55)

avec j ∈ [2, 3, ..., 7]. Il est utile de rappeler que les termes βj prennent en compte les efforts
extérieurs. Pour les derniers modules sans coques extérieure (cou+tête), nous supprimons
les composantes [−]shell liées à la coque. Enfin, on obtient l’accélération de la tête donnée
par :

η̇0 = −(M∗
0)−1 (β∗

0) , (2.56)

avec M∗
0 une matrice définie positive et donc inversible. Cette équation est la version

récursive de la première ligne du modèle dynamique (2.47) tel que M∗
0 = M et −β∗

0 =
Wstat −Mqq̈ + β. Si nous ne nous intéressons qu’au mouvement de la tête, un gain de
temps de calcul peut être obtenu en calculant directement la matrice d’inertie et l’effort
net appliqué sur la tête du robot sans effectuer la boucle descendante complète. Ainsi, la
matrice d’inertie peut être calculée en développant la somme intégrée dans l’Eq. (2.55) :

M(q) =M0 +
7∑
j=0

AdTjg0MjAdjg0 +
7∑
j=2

AdTjh0(Mshell)jAdjh0 (2.57)

avec jg0 et jh0 les configurations relatives du repère de la tête par rapport au j-ème module
et à sa coque. La deuxième matrice d’inertie prend la forme suivante :

Mq(q) =
(
AdTvg0M

∗
vAv, ...,AdTjg0M

∗
jAj, ..., [AdT8h0M

∗
8A8]shell

)
(2.58)

Réciproquement, les efforts de Coriolis et centrifuge appliqués sur la tête dans l’Eq. (2.47)
sont donnés par :

β(q, q̇, η̇0) = β0 +
8∑
j=1

AdTjg0

(
βj +M∗

jζj
)

+
8∑
j=2

AdTjh0

[
βj +M∗

jζj
]
shell

(2.59)
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Un autre avantage de ce calcul des termes est d’identifier le modèle lagrangien du robot
et d’effectuer une analyse linéaire autour des configurations d’équilibre et concevoir des
stratégies de contrôle.

(iii). récurrence descendante (couples des servomoteurs)

Après avoir calculé η0, les accélérations ηj sont obtenus en utilisant la relation de
transfert (2.18) pour j ∈ [1, ..., 7]. A cause de la structure arborescente, les équations de
Newton-Euler (2.50) ont deux efforts inconnus Fj+1 et Fj,shell. Nous pouvons donc d’abord
calculer l’effort Fj,shell par la relation (2.51) :

Fj,shell = [Mjη̇j + βj − Fext,j]shell (2.60)

Ensuite, l’effort Fj+1 peut être calculé par les équations de Newton-Euler du module
ARIM :

Fj+1 =
(
AdTj+1gj

)−1 (
AdThj

Fj,shell − Fj + Fext,j +Mjη̇j + βj
)

(2.61)

Le couple articulaire τj est calculé en projetant Fj sur l’axe de l’articulation :

τj = FjAj (2.62)

τj est un couple combinant l’inertie de rotor, les frottements sec et visqueux et le couple
appliqué sur l’articulation j [103]. Puisque les paramètres des servomoteurs sont inconnus,
nous ne pouvons pas séparer les effets d’inertie et de frottement du rotor. En vue de la
simulation numérique, il n’est pas nécessaire de calculer le couple τj sauf si on veux vérifier
la valeur du couple pour nos expérimentation.

2.9 Simulateur du robot NATRIX

Dans cette section, nous introduisons la construction du simulateur du modèle inverse
obtenu par l’algorithme de N-E. À chaque pas de temps, les consignes d’articulations
(q, q̇, q̈)(t), la configuration et la vitesse de la tête (g0,η0)(t) sont fournies pour réactua-
liser l’état au pas de calcul suivant. Selon l’hypothèse II dans la section 2.3, l’accélération
de la tête η0(t) est résolue par l’équation du mouvement de la tête (2.48) :

η̇0 =M−1(q) (Wstat(g0,q)−Mq(q)q̈ + β(η0,q, q̇)) (2.63)
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avec les quantités M, Mq et β calculées par les Eqs. (2.57), (2.58) et (2.59).
Dans la suite, l’accélération de la tête η̇0(t) est intégrée pour obtenir les vitesses de

rotation Ω0(t + ∆t) et de translation V0(t + ∆t). La position de la tête p0(t + ∆t) par
rapport au repère global est calculé grâce à la relation (2.9) :

ġ0 = g0η̂0 =
R0 p0

0 1

Ω̂0 V0

0 0

 (2.64)

qui donne la relation :
Ṙ0 = R0Ω̂0

ṗ0 = R0V0
(2.65)

Le simulateur a été développé en Python. L’intégration temporelle est basée sur un
intégrateur de Runge-Kutta du quatrième ordre avec un pas de temps typiquement de 1
ms. Une quadrature de Gauss a été utilisée pour intégrer spatialement le volume immergé
et calculer les efforts de flottabilité le long des segments du robot (comme indiqué dans
la section 2.7.2). Pour une simulation correspondant à 1s de temps physique, le temps
de calcul est de 0.12s lorsque la flottabilité est négligée, mais augmente jusqu’à 1,23s
lorsqu’elle est considérée. Dans le cadre de cette étude, nos calculs sont toujour effectués
avec un ordinateur portable avec processeur Intel Core i5-8365U, 1,60 GHz et 16,0 Go de
xRAM.

2.10 Vérification du simulateur

Dans cette section, nous visons à vérifier la modélisation et son implémentation nu-
mérique en assurant que les quantités physiques telles que l’énergie et la quantité de
mouvement soient conservées au cours des simulations. Dans un premier temps,nous véri-
fions la conservation de la quantité de mouvement lors de la déformation du robot. Dans le
second cas, nous testerons si le mouvement solide du robot (c’est-à-dire sans déformation)
conserve l’énergie totale. Dans ce cas-là, l’énergie totale est directement liée à la précision
des schémas d’intégration temporelle et spatiale et à la cohérence mécanique du modèle.

2.10.1 Vérification de la conservation de quantité de mouvement

Pour le premier test, aucune force extérieure n’est appliquée sur le robot, et seuls
les termes inertiels sont considérés. Dans ce cas, on s’attend à ce que la quantité de
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mouvement linéaire du robot soit conservée pendant la déformation de son corps. Pour
vérifier cette propriété, nous proposons la trajectoire articulaire suivante pour une flexion
latérale uniforme qj(t) avec évolution temporelle sur une première demi-période t ∈ [0, tf ].

Figure 2.13 – Trajectoire articulaire avec le paramètre tf = 10s pour le test 2
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Figure 2.14 – Évolution du déplacement du centre de masse ∆CoM =
(∆CoMx,∆CoMy,∆CoMz)T pendant 20s en FG avec tf = 10s

f(t) = 1
160

(
0.25 t4 − 0.5 tf t3 + 0.25 tf 2t2

)
(2.66)

et suivie de f(t) 7→ −f(t− tf ) sur la seconde demi-période t ∈ (tf , 2tf ]. La fonction f(t) est
une fonction polynomiale du temps qui permet de commencer et finir à qj = 0 et q̇j = 0
après une demi-période t = tf , puis d’appliquer le mouvement inverse de tf à 2tf . Le
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robot va donc se plier puis retrouver sa pose initialement droite. D’après l’Eq. (2.66) avec
tf = 10s, l’angle de flexion maximum, la vitesse et l’accélération sont respectivement de
60deg, 17.2deg/s et 17.9 deg/s2 (voir la Fig. 2.13). La position correspondante du centre
de masse est reportée sur la Fig. 2.14 pendant la flexion du robot. Nous observons que le
déplacement de le centre de masse reste petit avec 1 × 10−4m par rapport à la longueur
du robot (L = 1.24m) et donc la quantité de mouvement linéaire est quasi-conservée par
notre simulateur.

2.10.2 Vérification de la conservation d’énergie

Dans ce test, nous fixons une configuration où toutes les positions articulaires sont
constantes et le mouvement de la tête suit une trajectoire désirée. Étant donné que les
efforts de gravité et de flottabilité sont la seule source de forces externes alors dans ce cas le
système est conservatif. La variation relative de l’énergie totale (potentiel + cinétique) du
système est alors calculée pour quantifier la précision du simulateur. Pour les conditions
initiales, nous choisissons d’imposer un petit angle de roulis à partir de différentes poses
d’équilibre :

g0(t = 0) = exp(∆Ψ̂ geq) (2.67)

où geq est la configuration d’équilibre de la tête associée à une certaine pose qui sera
détaillé dans le chapitre suivant ; ∆Ψ ∈ R6 est le vecteur des coordonnées de déplacement
pour un élément de l’algèbre de Lie ∆Ψ̂ ∈ se(3) (cf l’Eq. (2.23)).

Nous avons reporté sur la Fig. 2.15 une simulation où le robot est figé sur une forme
en cosinus (voir par exemple [36]). Nous observons deux échelles de temps de variation
d’énergie. L’échelle de temps la plus rapide est due aux oscillations physiques du robot
autour de la configuration d’équilibre avec une valeur typique d’environ 0.4s. Nous notons
que la fréquence de la variation de l’énergie est le double de celle du mouvement. La plus
lente est la décroissance d’énergie causée par l’imprécision intrinsèque du schéma telle
que le système perd 1% de son énergie initiale après 10s, soit typiquement 15 oscillations
autour d’un équilibre. Nous considérons que c’est un bon compromis entre la vitesse de
simulation et la conservation de l’énergie.
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Figure 2.15 – Évolution de la perte d’énergie relative en fonction du temps lors des
oscillations du robot autour d’un équilibre dans une forme de corps fixé

2.10.3 Test d’une flexion latérale

Dans le dernier test nous présentons une simulation du mouvement de la tête avec une
flexion latérale anguilliforme. La consigne des articulations de flexion est définie par :

qj = fj(t)y(t) pour j = [0, 3, ..., 7]
avec y(t) = Qeαsj . sin

[
2π
(
nsj

L
− F.t

)] (2.68)

avec n = 1.5 la fréquence spatiale relative, F la fréquence temporelle, L la longueur du
robot et Q l’amplitude de flexion. La fonction fj(t) est une fonction polynomiale lisse,
définie par :

fj(t) =


5∑

k=0
aj,kt

k t ≤ tf

1 t > tf

(2.69)

où les coefficients ak satisfont les conditions suivantes telles que les vitesses et les accélé-
rations initiales soient nulles :

fj(0) = 1, q̇j(0) = 0 q̈f (0) = 0
f(tf ) = 1 q̇j(tf ) = ẏ(tf ) q̈j(tf ) = ÿ(tf )

avec tf fixé à T/2 dans notre cas.
La fonction (2.68) et ses dérivées première et seconde sont les entrées du modèle

dynamique inverse qui tient compte des effets de gravité et inertiel. Les autres degrés
de liberté additionnels (des coques et du cou) sont maintenus à zéro. A chaque pas de
temps, le vecteur de position p0 dans la matrice de pose g0(t) est enregistré. La matrice
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(a) Les évolutions des coordonnées de la tête sur les axes x et
y dans FG pendant 10 périodes

(b) La trajectoire de la tête dans le
plan 2D (OG, x, y)

Figure 2.16 – Le mouvement 2D de la tête dans le plan de surface (OG, x, y)

de rotation R0 est convertie en angles d’Euler θx (roulis), θy (tangage) et θz (lacet) par
rapport aux axes du repère galiléen FG. La relation entre R0 et les angles d’Euler est
donnée par :

R0 =

cos(θy) cos(θz) sin(θx) sin(θy) cos(θz)− cos(θx) sin(θz) cos(θx) sin(θy) cos(θz) + sin(θx) sin(θz)
cos(θy) sin(θz) sin(θx) sin(θy) sin(θz) + cos(θx) cos(θz) cos(θx) sin(θy) cos(θz)− sin(θx) cos(θz)
− sin(θy) sin(θx) cos(θy) cos(θx) cos(θy)


(2.70)

Ici, nous proposons un exemple de simulation pendant 10 fois la période T , avec la
fréquence F = 0.2Hz, l’amplitude Q = 0.24rad. Le mouvement de la tête dans le plan
2D de la surface est décrit sur la Fig. 2.16. On constate qu’en absence d’efforts hydro-
dynamiques, le corps n’est pas propulsé et la tête effectue un mouvement asymétrique
et périodique entraîné par les efforts dûs au mouvement interne (β et Mqq̈ dans l’Eq.
(2.47)).

Ensuite les mouvements perpendiculaires au plan 2D de surface (pilonnement, roulis et
tangage) sont illustrés sur la Fig. 2.17. Nous avons observé que même à une fréquence basse
de 0.5Hz, ces mouvements perturbatifs existent toujours et présentent un comportement
périodique, dans lequel le roulis a la plus grande amplitude. Leur évolution en fonction
du temps présente un couplage de différents modes. Au fil du temps, un bruit à haute
fréquence apparaît, ce qui est considéré comme une erreur numérique.
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Figure 2.17 – Évolutions de pilonnement, de roulis et de tangage de la tête par rapport
de la surface pendant 10 périodes

De plus, la période du roulis est presque le double de la période du tangage et du
pilonnement, ce qui est lié à l’asymétrie gauche-droite du roulis le long de l’axe au milieu
du robot. Dans les chapitres suivants, nous étudierons les processus physiques de ces
mouvements et les stratégies pour les atténuer.

2.11 Bilan

Dans ce chapitre nous avons présenté une vue globale sur la modélisation du nouveau
robot NATRIX. Le mécanisme du module ARIM a été introduit. Il permet de modifier
localement la flottabilité pour atteindre la stabilité globale du robot. Les efforts hydrosta-
tiques sont calculés par une approche géométrique exacte basé sur le modèle géométrique
du robot. Ce calcul est intégré dans le modèle dynamique, rendant le modèle plus proche
des robots nageurs en surface que les études des robots nageurs précédents.

Puis un modèle dynamique inverse du robot serpentiforme avec une nouvelle structure
arborescente a été présenté. À cause de l’ajout des coques extérieures sur les modules
du corps, les transferts des quantités, tel que les vitesses, les accélérations et les efforts,
sont modifiés dans les récurrences de N-E par rapport à la structure sérielle usuelle de
ces robots. Nous avons donc proposé un algorithme Newton-Euler modifié qui permet
d’obtenir un modèle dynamique 3D facilement utilisable en simulation et en contrôle. Cet
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algorithme calcule les accélérations de la tête et les couples des servomoteurs articulaires
de notre robot sériel arborescent NATRIX.

Un simulateur numérique de ce modèle dynamique a été programmé, qui permet de
simuler le mouvement 3D de la tête sous l’effet d’un mouvement interne. Ce simulateur a
été vérifié correct par les tests des conservations de quantité de mouvement et d’énergie.
Ce travail est la préfiguration de l’analyse de stabilité 3D du robot et la conception des
lois de commande pour stabiliser la tête. Ces dernier points seront être présentés dans la
suite.
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Chapitre 3

STABILITÉ POSTURALE : MODÈLE

PRÉDICTIF STATIQUE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons la stabilité statique du robot NATRIX et néglige-
rons donc les effets inertiels et dynamique. Comme introduit dans la section 1.3.1, nous
considérons uniquement les effets de gravité et de flottabilité. Contrairement aux navires
monocoques, la stabilité statique d’un robot serpentiforme multi-corps est affectée par ses
degrés de liberté internes, c’est-à-dire, la forme du corps, qui peuvent modifier la position
du centre de masse et de l’immersion du robot. Le robot et le serpent, contrairement
aux navires, peuvent ainsi changer la configuration de la tête à l’équilibre afin de suivre
du regard une cible ou bien optimiser leur stabilité en optant pour des formes de corps
avantageuses.

Aussi, l’objectif final de ce chapitre est de produire un algorithme en boucle ouverte ou
prédictif qui nous permet d’anticiper une forme de corps associée à une pose d’équilibre
donnée.

La prise en compte des ces mouvements internes du robot dans la stabilité statique
fait émerger deux types de problèmes : des problèmes directs et des problèmes inverses
bien ou mal posé. En effet, la configuration de la tête est caractérisée par six degrés de
liberté et dans le cas de la stabilité, seuls trois de ces degrés sont pertinents : les angles
de roulis et de tangage et l’assiette. Or le corps est paramétré par 14 degrés de liberté
internes. L’hyper-redondance (plus de degrés de liberté interne qu’externe) implique donc
une surjectivité et donc la non-unicité des solutions.

Le problème direct répond à la question suivante : quelle est la configuration d’équilibre
statique de la tête g0 pour une forme du corps q donnée ? Sachant que les configurations
d’équilibre statique sont des minimums locaux de l’énergie potentielle du système, ce
problème a un nombre fini de solutions et est donc bien posé car il existe une solution par
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bassin d’attraction. Ce problème consiste à trouver le minimum d’une fonction scalaire
dépendant de la pose g0. Nous proposerons un algorithme d’optimisation directement sur
le groupe grâce à l’application exponentielle précédemment introduite.

Le problème inverse se divise en deux possibilités. Le premier : Quelle variation de
forme de corps ∆q imposer pour changer l’orientation et l’élévation de la tête ? Le second :
Comment faire varier la forme de corps q tout en gardant la même configuration d’équilibre
de la tête g0 à l’équilibre ? On montrera que le premier problème est bien posé alors que le
second ne l’est pas et n’admet pas de solution unique. Pour le résoudre, nous proposerons
une méthode itérative qui consiste à s’approcher de la forme de corps désirée à partir
d’une condition initiale connue (g0,q). Le calcul itératif consistera à trouver à chaque pas
une nouvelle solution (g0,q + ∆q) (voir la Fig. 3.1) pour converger vers une forme de
corps qd désirée.

Figure 3.1 – Illustration schématique du problème inverse. L’ensemble des formes de
corps q associées à la même configuration g0 peut être représenté sous la forme d’une
surface dans l’espace des formes de corps (du moins localement). Notre objectif est de
trouve une trajectoire continue pour s’approcher de forme de corps désirée.

Le contenu de ce chapitre est organisé comme suit : Nous allons présenter les hypo-
thèses et les notions fondamentales du point de vue de l’espace de configuration dans la
section 3.2. Ensuite dans la section 3.3, nous proposerons deux méthodes d’optimisation
pour résoudre le problème direct. De plus, autour de l’équilibre, nous définirons une ma-
trice de raideur pour identifier et quantifier la stabilité statique de certaines poses. Dans
la section 3.3, nous allons traiter le problème inverse. Une loi de contrôle en boucle ou-
verte va être introduite, générant un mouvement prédictif quasi-statique. De plus, cette
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loi de contrôle a été modifiée pour réaliser une optimisation de la stabilité statique. A
la fin, dans la section 3.5, nous vérifierons la validité des lois de contrôle proposées avec
une locomotion anguilliforme. Une partie des résultatas de ce chapitre a été publié dans
la conférence IEEE, International Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS)
[18].

3.2 L’espace des configurations : réduction et seg-
mentation

Dans cette section, nous présentons certains concepts clés utilisés pour le traitement de
la stabilité statique du robot. Plus précisément, nous proposons de réduire ou segmenter
notre espace des configurations défini par SE(3)×S.

3.2.1 Réduction de l’espace de travail

Comme expliqué dans la section 2.7, les torseurs des forces de gravité et de flottabilité
sont invariants par translation dans le plan de la surface et par rotation selon la direction
verticale. Ces transformations relatives sur le plan sont donc caractérisées par deux trans-
lations et une rotation, c’est à dire à des transformation gplan qui forme un sous-groupe de
SE(3) isomorphe au groupe SE(2). Dans ce cas, le système statique est donc inchangé si
les configurations de la tête sont liées par une transformation rigide sur la surface de l’eau
appartenant au groupe SE(2), c’est à dire que le système est invariant par changement de
variable g0 7→ gplang0.

Par conséquent, l’espace de travail réduit n’est plus SE(3) mais correspond au quotient
G =SE(3)/SE(2), qui n’a plus la structure de groupe. La configuration de la tête pertinente
pour la stabilité ne dépend plus que de trois degrés liberté, et le nouvel espace de travail
prend la forme E1 × S2. L’espace euclidien E1 représente le déplacement vertical net
(pilonnement tz), tandis que S2 représente les deux rotations le long du plan tangent
à la surface de l’eau (roulis θx et tangage θy) (cf. Fig. 3.2). Ces variations doivent être
exprimées dans le repère F0 attaché à la surface.

Afin de paramétrer cet espace de travail réduit, nous allons utiliser l’application ex-
ponentielle définie dans la précédente section. Ainsi, on peut passer d’une configuration
g0 à g′

0 en modifiant l’angle de roulis et tangage ainsi que le pilonnement par la relation
suivante

87



Partie , Chapitre 3 – Stabilité posturale : modèle prédictif statique

g′
0 = exp

(
∆Ψ̂

)
g0 (3.1)

avec ∆ψ̂ ∈se(3), tel que le torseur associé est défini par

∆Ψ = P


tz

θx

θy

 , (3.2)

et P ∈ R6×3 la matrice de projection donnée par

PT =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 . (3.3)

Le vecteur générateur de ∆Ψ sera défini par ∆ψT = (tz, θx, θy) ∈ R3. On notera
dans l’Eq. (3.1) la multiplication à droite qui est nécessaire lorsque le mouvement est
exprimé dans le repère FG de référence. Par commodité, on prendra G au point d’abscisse
x = y = 0 et toutes les autres configurations appartenant à G seront déduites de la
transformation (3.1).

On peut aussi définir à partir du voisinage de g0 une variation locale de g0 nommée
∆g0. En effet, en supposant que g′

0 tend vers g0 pour |∆Ψ| → 0, on obtient

∆g0 = ∆Ψ̂g0 (3.4)

Cette équation est en quelque sorte l’analogue de la dérivée temporelle ġ0 définie
dans la section précédente dédiée à la cinématique. Ici ∆g0 est donc une variation locale
appartenant au plan tangent Tg0SE(3) et est paramétrée par la direction réduite ∆ψ.

On obtient le même résultat en effectuant le changement de variable ∆Ψ̂ 7→ ϵ∆Ψ̂ dans
l’Eq 3.1, en dérivant par rapport à ϵ et finalement en posant ϵ = 0. L’équation ci-dessus
est donc bien une dérivée directionnelle qui nous sera utile pour calculer le gradient de
l’énergie potentielle dans notre espace de travail réduit sur le groupe.

On peut aussi poursuivre cette réduction en l’appliquant à l’effort hydrostatique net
dont la forme réduite W̃

(G)
stat = (Fz,Γx,Γy)T ∈ R3 est obtenue par la projection

W̃
(G)
stat = PTW(G)

stat. (3.5)
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3.2. L’espace des configurations : réduction et segmentation

Figure 3.2 – En haut : Espace physique du robot Natrix avec 3 mouvements nets qui
varient l’effort hydrostatique ; en bas : Représentation géométrique du processus de stabi-
lisation de la tête dans l’espace fibré principal SE(3)×S. Une séquence d’états d’équilibre
avec différentes formes de corps qn peut être représentée par n’importe quelle trajectoire
sur la variété Mg0 , sous-ensemble de l’état de base S, tandis que le la configuration de
la tête g0 reste inchangée dans G = SE(3)/SE(2)

3.2.2 Décomposition de l’espace articulaire

Du fait de l’hyper-redondance du corps, plusieurs formes de corps peuvent être as-
sociées à une même position et orientation de la tête par rapport à la surface (à une
transformation plane près). Nous cherchons donc à caractériser cette particularité propre
aux systèmes multi-corps déformables. Mathématiquement, on cherche donc un sous en-
semble de formes de corps q pour g0 ∈ G fixe satisfaisant

W̃
(G)
stat(g0,q) = 03. (3.6)

Cette équation impose donc trois contraintes sur q. Comme la dimension de l’espace
articulaire est bien plus grande que 3, on pré-suppose l’existence d’un ensemble de formes
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de corps satisfaisant la condition ci-dessus, ensemble qu’on noteraMg0 . De plus, on sup-
posera aussi que cet ensemble a la même structure qu’une variété différentielle, du moins
localement, et qu’elle est plongée dans l’espace S comme illustré sur la Fig. 3.1.

Avec un tel objet mathématique, on peut donc concevoir deux types de variation de
forme de corps ∆q à partir d’une configuration totale (g0,q). Tout d’abord, celles qui
préservent la configuration de la tête g0 en passant de q ∈ Mg0 à (q + ∆q) ∈ Mg0 . Une
telle variation est illustrée sur la Fig. 3.2 où l’on observe qu’une composante de cette
variation ∆q se fait tangentiellement à Mg0 .

Inversement, la nouvelle forme de corps correspond à une autre configuration de la tête
g′

0 et on a alors sauté sur un autre sous-ensembleMg′
0
. L’espace des formes de corps peut

donc être “décomposé” comme un mille-feuilletage de ces sous-ensembles. Il faudra faire
néanmoins attention car à une forme de corps peut correspondre plusieurs configurations
de la tête g0 à l’équilibre stable. Aussi, nous ne considérons que la configuration de la tête
g′

0 telle que g0 est dans le bassin d’attraction de g′
0.

3.3 Calcul les configurations d’équilibre statique

3.3.1 Principe

Le but de cette section est de proposer un algorithme d’optimisation recherchant la
configuration d’équilibre stable g0 pour une forme du corps q donnée (le corps est alors
gelé). L’équilibre statique est atteint lorsque le torseur de gravité contrecarre celui de
flottabilité pour satisfaire la condition d’équilibre donnée par l’Eq. (3.6).

Tout d’abord, nous utiliserons l’Eq. (3.1) qui nous permet de passer d’une configuration
(g0)n à (g0)n+1 en la paramétrant par un élément ∆ψn. Aussi, la configuration est à
l’équilibre lorsqu’après une succession (∆ψ1, . . . ,∆ψN) avec N le nombre d’itérations, on
obtient

∣∣∣∣W̃(G)
stat ((g0)N+1, q)

∣∣∣∣ < res (3.7)

avec “res” un résidu à définir. Cette stratégie préserve non-seulement la structure du
groupe SE(3) mais nous maintient dans le sous-ensemble G =SE(3)/SE(2).

Comme le torseur hydrostatique W̃
(G)
stat [95] dérive d’une énergie potentielle nommée Ep,

nous cherchons le minimum de la fonction localement convexe. Deux types d’algorithme
seront présentés
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— la descente de gradient en utilisant directement le torseur W̃
(G)
stat ;

— l’algorithme de Newton-Raphson en obtenant la Hessienne, qui en pratique sera
estimée en calculant la matrice jacobienne du torseur.

Dans ces deux cas, on cherchera à exprimer ∆ψn pour que l’énergie U diminue vers
son minimum. La première stratégie est connue pour être robuste et converger vers les
équilibres stables. La seconde est en comparaison bien plus rapide mais nécessite d’être
dans le voisinage de la solution pour éviter les instabilités.

Dans la suite, nous simplifierons les notations en remplaçant W̃
(G)
stat par W̃.

3.3.2 Matrice de raideur hydrostatique

Nous proposons ici de calculer la matrice jacobienne associée aux efforts réduits W̃
en appliquant une variation de la configuration de la tête. Cette jacobienne a une inter-
prétation physique particulière car elle caractérise la courbure locale de la sous-variété
d’équilibre (soit sa hessienne, au signe près). Aussi, lorsque le système est à l’équilibre
stable, ces courbures sont toutes positives et quantifient la force de rappel du puit de
potentiel. On définit ainsi la matrice de raideur hydrostatique, comme l’opposée de la
matrice jacobienne, qui est définie positive à l’équilibre stable [10].

Tout d’abord, la matrice jacobienne se définit par rapport à la différentielle de W̃
lorsque la forme du corps est maintenue fixée, donné par :

∆W̃ =
(
Dg0W̃

)
∆ψ (3.8)

où (Dg0W̃) = (w1|w2|w3) ∈ R3×3. On a ici introduit les vecteurs wi comme la variation de
W̃ relativement à la i-ième composante de ∆ψ.

La différentielle ∆W̃ est définie par rapport à la dérivée directionnelle suivante

∆W̃ = d
dϵW̃

(
eϵ∆ψ̂g0

) ∣∣∣∣∣
ϵ=0

(3.9)

En pratique, elle est reconstruite par les vecteurs wi tels que
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w1 = W̃(tz, 0, 0)− ∆̃W(−tz, 0, 0)
2tz

w2 = W̃(0,∆θx, 0)− W̃(0,−∆θx, 0)
2∆θx

w3 = W̃(0, 0,∆θy)− W̃(0, 0,−∆θy)
2∆θy

(3.10)

avec une translation faible ∆tz = 10−5m et deux rotations faibles ∆θx,∆θy = 10−5rad.
La matrice des raideurs hydrostatiques K0 est définie par

K0 = −
(
Dg0W̃

)
. (3.11)

Contrairement à la jacobienne, la matrice K0 n’a de sens que lorsque le système est
à l’équilibre. La stabilité locale d’une configuration est définie par les valeurs propres
(λj)(j=1,2,3) de

(
Dg0W̃

)
. Si toutes les valeurs propres (λj)(j=1,2,3) sont négatives, corres-

pondant à des raideurs hydrostatique toutes positives, alors le robot est en équilibre
stable. Les modes propres associées correspondent à des modes couplant roulis, tangage
et pilonement.

Nous explorerons les propriétés de cette matrice dans la section 3.3.5. Dans la pro-
chaine section, cette matrice jacobienne est utilisée dans un problème optimisation qui
nous permettra de trouvée une configuration d’équilibre.

Cette matrice nous permet donc de quantifier la stabilité et d’utiliser un algorithme
de Newton-Raphson.

3.3.3 Algorithme d’optimisation

Ayant introduit les outils, nous présentons ici l’algorithme global pour trouver la confi-
guration d’équilibre statique du robot pour une forme de corps donnée. L’idée principale
est de minimiser l’énergie potentielle Ep du robot en variant la configuration de la tête g0

sur le groupe SE(3). Nous cherchons ainsi les racine de W̃n grâce à une suite de configu-
rations {(g0)n}.

Dans cet algorithme le choix du repère pour effectuer la méthode d’optimisation est
important, puisque le torseur hydrostatique, ou plus précisément son couple, dépend de
la position du repère mobile où la résultante est estimée. Dans l’étude [95], l’auteur a
sélectionné le repère du centre de masse pour calculer l’effort hydrostatique et réactualiser
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la localisation du corps. Cependant dans le cadre de notre étude, les algorithmes montrent
une meilleure convergence dans le repère de la tête F0.

Nous définissons une formule de mise à jour pour passer d’une configuration de la tête
(g0)n à (g0)n+1, telle que la diminution d’énergie satisfasse la règle d’Armijo [95]. Nous
utilisons une multiplication à gauche pour la formule, définie par :

(g0)n+1 = An(g0)n (3.12)

avec la transformation relative An ∈ SE(3) donnée par :

An = exp(tnξ̂) (3.13)

où l’élément de l’algèbre de Lie ∆ψ = tnξ̂ est définie par une direction unitaire ξn ∈ R6

et un pas tn ∈ R+.
Les deux méthodes utilisées diffèrent par la détermination de la direction normalisée.

Pour la méthode de descente de gradient, la direction est donnée pour une configuration
(g0)n :

ξn = BW̃n

|BW̃n|
(3.14)

avec B = diag(0.1, 1, 1) une matrice de pondération diagonale et positive choisie pour
équilibrer le taux de convergence entre les degrés de libertés en translation et rotations.
Quant à la méthode de Newton-Raphson, la direction est donnée par :

ξn = − (Dg0W̃)−1
n W̃n

|(Dg0W̃)−1
n W̃n|

(3.15)

dans laquelle la jacobienne de le torseur net Dg0W̃ ∈ R3×3 est la sous-matrice non-nulle
de Dg0W ∈ R6×6.

La condition de diminution de l’énergie potentielle telle que Ep,n+1 < Ep,n détermine
l’amplitude du pas tn. Pour une réduction suffisante à chaque pas, nous imposons la
condition d’Armijo [107] qui prend la forme suivante

Ep,n+1 < Ep,n − c1 tn ξ
T
nW̃n (3.16)

La quantité
(
tn ξ

T
nW̃n

)
correspond à l’estimation linéaire du travail effectuée par

l’algorithme et est toujours positive pour tn > 0, assurant une convergence monotone
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vers le minimum. Par conséquent, cette condition implique que la réduction d’énergie
|Ep,n+1 − Ep,n| est supérieur à un pourcentage c1 ∈ [0, 1] d’un travail extrait lors de
l’itération.

Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, la taille du pas tn est réduite par un facteur
de contraction cf ∈ [0, 1] tel que tn 7→ cf tn. Nous fixons ici c1 = 10−4 [108] et cf = 0.5.
Le pseudo-code est résumé dans l’Algorithme 1.

Algorithm 1 Algorithme pour trouver le minimum de l’énergie potentielle
while |W̃n| < 10−6 do

Initialisation : if n ̸= 0 : tn = tn−1, else t0 = 0.1
Calculer l’effort hydrostatique W̃n dans FG
Calculer la matrice de raideur (Dg0W̃)n
Calculer la direction de transforme ξn :
if Méthode de descente de gradient
ξn ← BW̃n/|BW̃n|

elseif : Méthode de Newton-Raphson
ξn ← −(Dg0W̃)−1

n W̃n/|(Dg0W̃)−1
n W̃n|

endif
Actualiser la configuration : (g0)n+1 ← exp(tnξ̂n)(g0)n
Calculer l’énergie Ep,n+1

while Ep,n+1 ≥ Ep,n − cf tn ξTnW̃n do
tn = cf × tn
Recalculer la configuration (g0)n+1 ← An(g0)n
Recalculer l’énergie Ep,n+1
if tn < 10−10

break
end while
Re-initialisation de l’énergie Ep,n+1 ← Ep,n

end while

3.3.4 Performances des algorithmes

Nous voulons vérifier la validité des deux méthodes d’optimisation proposées dans
la section précédente pour une forme de corps “en cosinus” reporté dans le tableau 3.1.
Cette forme de corps s’inspire d’une pose du serpent avec la tête relevée (voir Fig. 3.3).
Les coordonnées articulaires associées sont introduites dans la section 3.3.5.

L’évolution du pas tn et de la norme de Wn en fonction du nombre d’itérations est
représentée sur les figures 3.4.(a) et (b). Nous observons que pour la méthode de Newton-
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Figure 3.3 – Pose en sinus avec la tête relevée extrait de [39]

(a) Evolution du pas tn en fonction d’itération

(b) Evolution du norme de l’effort W en fonction d’itération

Figure 3.4 – Comparaison des méthodes de décente de gradient (courbes rouges) et de
Newton-Raphson(courbes bleues)

Raphson, les grandeurs tn et |W| diminuent exponentiellement avec un taux presque
constant. En revanche, l’évolution de tn pour la méthode du gradient présente des plateaux
tandis que la norme |W| diminue de manière plus monotone mais la convergence est lente
(voir Fig. 3.4.(b)).

En termes de temps de calcul, les 16 itérations de la méthode de Newton ont pris
8.3s comparé aux 27.1s pour 62 itérations pour la méthode de gradient. Chaque itération
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de la méthode de Newton prend plus de temps à cause des calculs supplémentaires de
matrice jacobienne Dg0W̃. Néanmoins, nous l’avons sélectionné comme algorithme pour
sa convergence rapide. Une solution plus robuste consiste à utiliser la méthode de gradient
au début pour s’approcher de la solution puis de passer à la méthode de Newton pour
accélérer la convergence [95].

3.3.5 Impact du niveau d’immersion et de la forme de corps sur
la stabilité

Cet outil d’optimisation permet d’étudier l’influence de la masse volumique du robot,
qui impacte directement le niveau d’immersion, et la forme de corps sur la stabilité de
NATRIX. Nous pouvons alors effectuer une étude prospective sur les limites de stabilité
du robot et sur les formes de corps avantageuses pour maximiser la stabilité. Nous avons
reporté dans le tableau 3.1 les quatres formes de corps qui seront étudiées dans cette
section.

Figure 3.5 – Valeur propre de la matrice de raideur hydrostatique associée au roulis en
fonction de la masse volumique ρ pour un corps droit q = 0
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Impact de la densité volumique

Nous proposons d’étudier l’impact de la densité volumique du robot pour une forme
de corps droite du robot (q = 0). Nous avons ainsi calculé pour chaque densité moyenne
du robot sa configuration à l’équilibre et les valeurs propres de la matrice jacobienne
Dg0W̃ qu’on nommera λi. Du fait des symétries de la forme de corps droite, le roulis est
découplé des modes de tangage et pilonement (voir les vecteurs propres dans le tableau
3.1). Aussi, nous caractériserons la stabilité de ce corps droit à partir de la troisième valeur
propre associée au roulis. Si λ3 est négatif, correspondant à une raideur modale positive,
le système est stable

Les résultats sont reportés sur la Fig. 3.5. Pour les faibles densités, la valeur propre λ3

est initialement négative, donc stable, et augmente avec la masse volumique, c’est à dire le
niveau d’immersion. Elle devient nulle pour ρc = 497kg/m3 correspondant à une stabilité
marginale, toute rotation infinitésimale selon l’axe longitudinal renversera le robot. Ce
résultat confirme que le robot NATRIX a été conçu pour rester stable avec une faible
densité ρ = 312kg/m3 inférieure à ρc.

Impact des formes de corps

Afin d’étudier la stabilité en fonction des formes de corps, nous fixerons la densité de
notre robot à ρ = 312kg/m3. Nous avons reporté des formes de corps en “cosinus” et
“sinus” qui sont deux modes dont la courbure est décalée d’une demi-longueur d’onde.
La quatrième forme de corps correspond à un arc de courbure quasi constante. Hormis
la configuration droite, les formes “cosinus”, “sinus” et “arc” ont la tête surélevée par
rapport au reste du corps en imposant une consigne de q1 = 27◦ et q2 = −30◦ sur les
moteurs d’inclinaison du cou.

Nous nous intéresserons donc aux valeurs propres λi ainsi qu’à leurs vecteurs propres
associés afin de caractériser la stabilité de ces formes de corps (cf. quatrième et cinquième
colonnes de Tab. 3.1). On caractérisera aussi la pose de la tête en calculant son élévation
(pilonnement), son roulis et son tangage (composantes du vecteur ∆ψ̃) par rapport au
repère de référence FG (troisième colonne de Tab. 3.1).

Nous avons ainsi dégagé les propriétés suivantes
— En comparaison de la forme rectiligne, la déformation du corps augmente les rai-

deurs hydrostatiques tout en couplant les modes de pilonnement (première compo-
sante du vecteur propre), de roulis (seconde composante) et de tangage (troisième
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composante). Néanmoins, on identifie toujours un mode dominé par le roulis.
— La valeur propre la plus proche de zéro est toujours celle dont la projection sur le

roulis est la plus grande (seconde composante du vecteur propre), excepté la forme
en arc. Autrement dit, le roulis reste le mouvement externe le plus dangereux.

— La forme en arc de courbure constante a la plus grande raideur hydrostatique (un
ordre de grandeur plus grand) pour le roulis, au détriment de la raideur associée
au tangage. Or les mocassins peuvent aussi s’enrouler à la surface de l’eau avant
d’attaquer [39], suggérant ainsi que cette forme de corps offre un avantage en terme
de stabilité.

— On observe que leurs configurations d’équilibre quantifiées par le vecteur ∆ψ̃ (cf
Tab. 3.1) diffèrent. Ceci implique que si l’on passe d’une forme de corps à une autre,
le robot décrira un mouvement externe qui peut être une source d’instabilité.

3.4 Mouvement prédictif statique

3.4.1 Principe

Nous venons de montrer que le robot peut exploiter différentes formes de corps pour
modifier sa stabilité. Or nous avons conclu qu’il n’était pas possible a priori de passer
d’une forme de corps à une autre sans provoquer un mouvement d’ensemble du robot.
Cette conclusion est en quelque sorte en contradiction avec les observations du mocassin
d’eau [39] qui suggèrent que le serpent maintient l’orientation de sa tête malgré les dé-
formations du corps. Il est tentant de supposer que le serpent est capable d’anticiper ses
formes de corps pour minimiser le mouvement de la tête pour faciliter la régulation de sa
stabilité.

L’objectif de cette section est de démontrer qu’il est effectivement possible de maintenir
la tête dans une certaine configuration tout en déformant le corps. Ainsi, nous proposons
de développer dans cette section un algorithme prédictif qui permettrait de prédire les
variations de formes de corps pour minimiser le mouvement externe du robot.

Nous utiliserons la construction géométrique introduite dans la section 3.2.2 qui consiste
à décomposer l’espace articulaire en un feuillet d’ensemblesMg0 qu’on supposera être des
variétés différentielles. Pour rappel, un ensembleMg0 associé à une configuration g0 corres-
pond à toutes les formes de corps q qui aboutissent à un équilibre stable de configuration
g0.
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Aussi, nous proposons de passer d’une forme de corps initiale q à une forme de corps
cible qgoal en restant sur cet ensemble Mg0 . Comme rien ne nous assure que q et qgoal
sont sur le même ensemble Mg0 , nous nous approcherons du projeté de qgoal sur Mg0 .

Pour connecter deux points d’une variété de grande dimension, il existe plusieurs
chemins possibles, mais il en existe un plus direct que les autres : la géodésique. Or une
telle construction nécessite de connaître les propriétés intrinsèques de la variétée (cartes
et métriques), information trop coûteuse dans notre étude. Nous allons donc proposer
une construction proche de la géodésique qui reposera plutôt sur les propriétés de l’espace
ambiant de la variété : la rétraction.

Figure 3.6 – Illustration de la variété invariance Mg0 ⊂ S
et détermination du déplacement ∆q : les flèches bleue et rouge correspondent

respectivement au déplacement sur l’espace tangent TqMg0 et l’opération rétraction.

3.4.2 La méthode des rétractions

Principe géométrique

Nous voulons ainsi nous déplacer sur la variétéMg0 ce qui revient à modifier la forme
du corps tout en préservant la configuration de la tête g0 ∈ G. Pour résoudre ce problème,
nous introduisons le concept de rétraction, qui est utilisé en géométrie différentielle pour
construire un chemin à partir d’éléments de l’espace tangent d’une variété [109].

La façon la plus intuitive de se déplacer sur une variété est de suivre une courbe
géodésique sur une variété dotée d’une structure riemannienne [110]. Cependant, trouver
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ces courbes géodésiques pour une variété arbitraire peut être coûteux en calcul à cause
de son caractère non-linéaire. Ainsi une méthode alternative consiste à construire une
approximation de la courbe géodésique, au moins au première ordre O(t). Cette méthode
appelée rétraction est une construction géométrique reliant deux points proches de la
variété, de sorte qu’elle partage les deux propriétés d’ordre dominant du développement
de Taylor d’une courbe géodésique.

Nous définissons d’abord l’application u 7→ R(q,u) d’un espace tangent TqMg0 à la
variétéMg0 (avec q,R(q,u) ∈Mg0). L’application R(q,u) est une rétraction si et seule-
ment s’il existe une courbe γ(q,u, t) = R(q, tu) avec t ∈ R+ satisfaisant les conditions
suivantes

γ(q,u, 0) = q et γ′(q,u, 0) = u (3.17)

On trouvera dans Absil et al [109] une définition plus formelle de la rétraction. Ici, nous

Figure 3.7 – Illustration de la rétraction sur la variété Mg0

utilisons une rétraction de type projection (également appelée rétraction orthographique
[109]) illustrée à la Fig. 3.7 qui est définie par :

R(q, tu) = q + tu + h[tu] (3.18)

avec un vecteur de l’espace tangent u ∈ TqMg0 et h un rétracteur orthogonal appartenant
au complément orthogonal NqMg0 de TqMg0 tel que
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TqMg0 ⊕ NqMg0 = RN (3.19)

où q ∈ RN . On peut ainsi construire une séquence de rétractions à partir de l’Eq. (3.18)
formant ainsi une courbe sur la variété Mg0 . Il est à noter que ce calcul ne nécessite
pas que la variété soit dotée d’une structure riemannienne, de sorte qu’aucune métrique
intrinsèque n’est nécessaire dans notre approche. Le seul calcul requis est un produit
scalaire dans l’espace ambiant RN , qui est facile à implémenter.

Calcul des espaces tangents et normaux

Pour identifier l’espace tangent local et son complémentaire, nous calculons la diffé-
rentielle ∆W̃ de W̃ défini par

∆W̃ = (Dg0W̃)∆ψ + (DqW̃)∆q (3.20)

qui est la généralisation de l’Eq. (3.8) sur l’espace des configurations du robot.
En supposant que le système passe d’une configuration (g0,q) à (g′

0,q + ∆q) toutes
les deux à l’équilibre, les variations de la forme du corps ∆q et de la configuration de la
tête ∆ψ̃ doivent satisfaire le système

(Dg0W̃)∆ψ + (DqW̃)∆q = 03 (3.21)

où Dg0W̃ ∈ R3×3 est la matrice de raideur hydrostatique introduit dans la section 3.3.2,
et DqW̃ ∈ R3×N est la matrice jacobienne de W̃ par rapport à la déformation du corps
q. En pratique, cette matrice est calculée par une dérivation numérique dans l’espace
articulaire des forme S.

La matrice (Dg0W̃) étant définie négative et donc inversible, on peut mettre le système
sous la forme suivante

∆ψ = −(Dg0W̃)−1(DqW̃)∆q, (3.22)

qui définit une application linéaire de l’espace articulaire de ∆q à celui de vecteurs géné-
rateurs ∆ψ de l’algèbre de lie se(3) (cf section précédente). On obtient ainsi une relation
mathématique ressemblant à une connection d’un espace fibré principal [90], mais nous
ne pousserons pas plus loin l’analogie. On remarquera seulement que les éléments ∆q
appartenant au noyau de (DqW̃) ne produisent pas de variation de la configuration de la
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tête à l’ordre linéaire.
Cette observation va motiver la décomposition en valeurs singulières (SVD) de la

matrice rectangulaire DqW̃ pour calculer son noyau :

DqW̃ = U⊥
(
Σ 03×(N−3)

)V T
⊥

V T
∥

 (3.23)

Le noyau de (DqW̃) est généré par les vecteurs de base {v∥} compris dans la matrice
V∥ générant l’espace tangent local TqMg0 . La matrice jacobienne peut donc être réduit
à :

(DqW̃)⊥ = U⊥ΣV T
⊥ (3.24)

avec U⊥ ∈ R3×3 la matrice unitaire, Σ ∈ R3×3 la matrice diagonale des valeurs sin-
gulières non nulles, et V⊥ ∈ R3×N la matrice des vecteurs orthonormés v⊥ générant le
sous espace vectoriel NqMg0 . Dans notre étude, nous observons que la matrice DqW̃ est
toujours de rang complet (rank(DqW̃) = 3).

Construction de la trajectoire articulaire

Comme la rétraction fonctionne sur des petits pas tn, il faut décomposer la trajectoire
articulaire en une séquence de rétractions définies par des directions {un} permettant
de s’approcher de la forme de corps désirée qgoal. En utilisant les propriétés des espaces
locament tangents et normaux, nous définirons initialement le vecteur tangent un pour
s’approcher de qgoal, puis calculerons le rétracteur orthogonal hn pour maintenir la confi-
guration g0 à l’équilibre.

Nous proposons ainsi de projeter la direction désirée (qgoal − qn) sur l’espace tangent
TqMg0 actualisée à l’itération n, tel que :

u(d)
n = V∥

[
V T

∥ (qgoal − qn)
]
, (3.25)

où V∥ ∈ Rn×(n−3) est la matrice rectangulaire des vecteurs {v∥}n calculés précédemment.
On remarque que si |u(d)

n | tend vers 0 alors qn s’approche du projeté orthogonal de qgoal
sur Mg0 . Cette direction u(d)

n étant non-unitaire, le vecteur un est ensuite obtenue en
renormant le vecteur u(d)

n tel que

un = u(d)
n

|u(d)
n |

, (3.26)
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définissant ainsi notre direction locale sur la trajectoire articulaire. Notons que l’objectif
qgoal étant caractérisé par des consignes uniquement en courbure (qf ̸= 0, qr = 0), c’est
à dire sans roulis local, nous avons délibérément imposé des roulis nuls dans le vecteur
un. Nous verrons dans la section suivante comment utiliser judicieusement ces nouveaux
degrés de liberté. Le pas tn est une fonction décroissante du nombre d’itérations pour
converger progressivement vers l’objectif.

Or un déplacement tun sur l’espace tangent produit un résidu W̃(g0,q + tun) d’ordre
O(t) du fait de la courbure de Mg0 . Autrement dit, le robot avec comme coordonnées
(g0,q+tun) n’est plus à l’équilibre à la surface de l’eau pour la configuration g0. Si le robot
garde la même forme de corps, le système va donc converger vers une autre configuration
de la tête g′

0 pour revenir à l’équilibre.
Le rétracteur orthogonal hn introduit dans l’Eq. (3.18) est donc défini comme la com-

posante articulaire ramenant le système à l’équilibre. Physiquement, il compense la petite
augmentation d’effort tout s’opposant à un petit déplacement de tête. Pour compenser
cette dérive de Mg0 , nous proposons de définir le rétracteur orthogonal par

h[tun] = −
(
DqW̃

)†

⊥
W̃(g0,q + tun). (3.27)

avec
(
DqW̃

)†

⊥
la matrice pseudo-inverse de

(
DqW̃

)
⊥

. Cette équation s’obtient en effec-
tuant le changement de variable ∆W̃ 7→ W̃(g0,q+tun) dans l’Eq. (3.20) et en inversement
le système.

Cette rétraction est caractérisée par R′′ = h′′ ∈ NqMg0 définissant une rétraction
du second ordre, c’est-à-dire une approximation d’une courbe géodésique d’ordre O(t2)
[109]. Il convient de noter que l’Eq. (3.27) n’est définie que dans le voisinage de q pour
un pas t relativement faible (ici on prendra t0 = 0.05), sinon le rétracteur risque de ne
pas converger vers la variété d’équilibre.

En générale, la rétraction réduit le résidu final |W̃(g0,q + tun + hn)| d’une valeur
typique de 10−4. Afin de réduire ce résidu de trois ordres de grandeur, nous utilisons
l’algorithme d’optimisation sur le groupe présenté dans la section 3.3.3.

3.4.3 Optimisation de la stabilité locale

Dans la section précédente, nous avons introduit la méthode de rétraction pour construire
une trajectoire articulaire sur l’ensembleMg0 . Dans ce processus, nous avons proposé une
direction qui permet de s’approcher du projeté orthogonal de qgoal sur Mg0 (voir Eq.
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Algorithm 2 Algorithme pour passer qn à qn+1 sur la variété invariante Mg vers qgoal
Initialisation : if n = 0 : q← q0 et calculer l’équilibre statique g0 par l’algorithme 1
Calculer les matrices jacobiennes (Dg0W̃)n et (DqW̃)n
Décomposition SVD de (DqW̃)n
Calculer les matrices (DqW̃)⊥ et V∥
Définir la direction sur l’espace tangent u(d)

n ← V∥V
T

∥ (qgoal − qn)
Normaliser la direction un ← u(d)

n

|u(d)
n |

Renouveler la forme du corps qn+1 ← qn + tun
Calculer le résidu W̃(g0,qn+1)
Calculer le rétracteur hn[tun]← −α

(
DqW̃

)†

⊥
W̃(g0,qn+1) with α = 1

Rajouter le rétracteur qn+1 ← qn+1 + hn[tun]
Recalculer la configuration d’équilibre g0
If |(qgoal)f − (qn+1)f | < 10−3 :

end.

(3.25)) sans utiliser le roulis local des coques ARIM. Nous souhaitons maintenant utiliser
ces nouveaux de degrés de liberté internes pour optimiser la stabilité du robot.

Dans cette section, nous explorons l’avantage offert par les coques extérieures ARIM.
Selon l’analyse de la section 3.3.5, les formes de corps en cosinus et sinus (cf. Tab. 3.1),
proches de celles utilisées lors de la nage du robot, sont caractérisées par des raideurs
hydrostatiques très faibles pour le roulis. Pour améliorer la stabilité statique lors de la
nage du robot, nous proposons une stratégie d’optimisation en augmentant la raideur
(−λ3) le long de la trajectoire cyclique articulaire composée de plusieurs objectifs qgoal.

Lors d’une trajectoire articulaire, à chaque itération nous ajouterons ainsi une nouvelle
composante ∆vn ∈ Tqn

Mg0 à l’incrément de variation de forme de corps ∆qn. On obtient
une nouvelle rétraction en faisant alors le changement de variable un 7→ un + ∆vn dans
l’Eq. (3.18) donnant ainsi

qn+1 = qn + (tun + ∆vn) + h[tu + ∆vn] (3.28)

Cette nouvelle composante ∆vn devient le degré de liberté supplémentaire pour ex-
plorer les formes de corps les plus avantageuses dans le voisinage du point qn + tun. Nous
chercherons donc la configuration optimale orthogonalement à la direction un pour ne pas
dévier trop fortement de notre objectif, tout en exploitant des formes de corps dans le
noyau de DqW̃.

On propose alors de ré-arranger les vecteurs {(v∥)i} (avec i ∈ [1, N − 3]) formant la
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base de l’espace vectoriel TqMg0 . La nouvelle base prend la forme suivante :

{u, (v∥)′
1, . . . , (v∥)′

N−4} (3.29)

avec u donné par l’Eq. (3.26) et les vecteurs (v∥)′
i construit par le procédé de Gram-

Schmidt à partir des vecteurs (v∥)i . On peut alors utiliser cette base restreinte {(v∥)′
i}

(avec i ∈ [1, N − 4]) pour paramétrer l’incrément ∆v tel que

∆v =
N−4∑
i=1

pi(v∥)′
i (3.30)

avec p le vecteur dont les composantes seront obtenues par notre procédé d’optimisation.
Nous chercherons par ailleurs ces valeurs dans un hypervolume tel que |pi| < d avec d une
distance qu’on fixera égale à c = 0.02.

On veut alors résoudre le problème suivant


argmin
p

[λ3(p)] , p ∈ RN−4,

|pi| ≤ c, ∀i ∈ [i, N − 4],
W̃(g0, tu + ∆v(p) + h) = 03,

(3.31)

où λ3 est la valeur propre de Dg0W̃ correspondant au roulis, de telle sorte que la raideur
hydrostatique k3 = −λ3 est maximisée. Ce processus est résumé sur la Fig. 3.8.

Concernant la méthode de résolution, nous imposons des petits déplacements sur l’es-
pace tangent en prenant t (le pas dans la direction de l’objectif) et c (le pas maximum
d’optimisation) faibles. La fonction λ3 étant non-linéaire et a priori non-convexe, ce pro-
blème d’optimisation doit être résolu par des méthodes de programmation non-linéaire.
Comme l’optimisation est effectuée à chaque itération, nous avons choisi un algorithme
non heuristique de la librairie “scipy” en python nommé “minimize.SLSQP”(pour Sequen-
tial Least Squares Programming). Cet algorithme est adapté aux fonctions non linéaires
avec des contraintes du type inégalité.

3.5 Études du mode prédictif

3.5.1 Stabilisation de la tête durant la nage anguilliforme

En premier lieu, nous souhaitons utiliser la méthode des rétractions (sans optimisation)
pour générer une allure de nage qui minimise les mouvements de la tête. Plus précisément,
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Figure 3.8 – Illustration de la rétraction avec une optimisation sur l’espace tangent
TqMg0

on veut produire une trajectoire articulaire fermée dont les formes de corps sont proches
de celles de la nage anguilliforme avec la contrainte supplémentaire qu’elles ont toutes
la même configuration de la tête à l’équilibre. Avec une telle allure, on espère que le
nageur reste stable dans la limite quasi-statique (très faibles vitesses et accélérations).
Nous verrons dans la dernière section que cette allure stable aura aussi son utilité lorsque
les vitesses et accélérations articulaires ne seront plus négligeables.

Nous proposons ainsi de décomposer la nage anguilliforme (du type fonction serponoide
donnée par l’Eq. (1.1)) en une séquence de formes du corps partageant toutes la même
configuration g0 à l’équilibre. Pour ce faire, nous prenons k formes de corps cibles le long de
la trajectoire articulaire, puis nous les connectons grâce à la méthode des rétractions. Ce
procédé permet de projeter la trajectoire articulaire sur l’ensembleMg0 comme l’illustre le
chemin noir sur la Fig. 3.9. Nous prendrons comme condition initiale la forme en “cosinus”
(cf. Tab.3.1) dont la configuration de la tête g0 déterminera l’ensemble Mg0 .

Nous comparerons ces résultats à la même allure sans le processus de rétraction, comme
l’illustre le chemin rouge sur la Fig. 3.9. Dans ce cas, seule la flexion est modifiée et les
autres composantes articulaires (roulis d’ARIM et cou) seront celles de la condition initiale
du mode “cosinus” (cf. Tab.3.1).

Nous proposons une ré-écriture de la génération d’allure en imposant aux coordonnées
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Figure 3.9 – Illustration des “chemins” dans l’espace de forme S connectant les allures
d’un nage anguilliforme, le chemin bleu est sur la variété invariante Mg0 et celui rouge
est à l’extérieur de Mg0

articulaires de flexion la loi suivante

(qgoal)f (t) = (qcos)f cos
(

2π t
T

)
+ (qsin)f sin

(
2π t
T

)
(3.32)

avec (qcos)f et (qsin)f les formes en cosinus et en sinus données dans le tableau 3.1, et T
la période. Pour rappel, les angles de tangage du cou sont (q1 = 27◦, q2 = −30◦) pour que
la tête soit relevée tandis que les angles de roulis des modules ARIM restent à 0. Cette
formulation est équivalente à la courbe serponoïde (Eq. (1.1)) introduite dans l’état de
l’art. Son intérêt est de montrer que la nage n’est rien d’autre que la superposition de
deux formes spatiaux oscillant en quadrature. Elle met aussi en évidence les liens entre
périodicité et symétries spatiales qu’on étudiera dans cette section et dans le chapitre V.

Nous avons échantillonné 20 formes de corps à partir de l’allure données par l’Eq.
(3.32) grâce à la période d’échantillonage ∆t = T/20 en commençant par la forme à
t = 0 en “cosinus”. Nous avons ensuite appliqué la méthode de rétraction pour projeté la
trajectoire articulaire dans l’intervalle entre les formes k et (k + 1) du corps. La forme
de corps initiale pour la k-ième itération de ce processus est donné par celle finale pour
la (k − 1)-ième itération. Les k intervalles sont ensuite décomposés par 97 rétractions en
moyenne, soit au total 1940 rétractions.

Nous avons reporté l’évolution des angles de flexion résultant de ce processus sur la Fig.
3.10, et les angles du cou et de roulis des coques ARIM sur la Fig. 3.11. On remarque tout
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Figure 3.10 – Évolution des angles de flexion (q)f durant un cycle pour une trajectoire
articulaire satisfaisant le même équilibre g0, la courbe pointillée est la trajectoire articu-
laire objective calculée par l’Eq. (3.32).

d’abord que les courbes sont continues par morceaux, ce qui résulte de la décomposition
de l’allure en sous-intervalle. Les angles de flexions (Fig. 3.10) restent dans le voisinage
des consignes initiales avec des variations d’angles de ∆qf = ±0.27◦.

Figure 3.11 – Évolution des angles articulaire du cou (q1, q2) (les deux figures du haut)
et des modules ARIM (qr)i durant un cycle pour une trajectoire articulaire satisfaisant le
même équilibre g0.

Les angles d’inclinaison du cou varient dans un faible intervalle (∆q1,∆q2 ≃ ±2◦) (cf.
Fig. 3.11) alors que les roulis des modules ARIM sont peu exploités avec des amplitudes
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±0.5◦. Les deux angles du cou q1 et q2 tournent dans la direction opposée (q1 > 0 diminue,
q2 < 0 augmente) pour compenser la variation de hauteur de la tête comme dans une
structure “pan tilt”. Tous les roulis contrôlés tournent du même côté (Fig. 3.11) sur la
première demi-période, puis le roulis du dernier module (en bas à droite) va changer de
signe contrairement aux autres qui restent positifs durant toute la trajectoire.

Figure 3.12 – Illustration de la relation entre périodicité de l’allure et les symétries. La
représentation du robot est vu de dessus et on a uniquement représenté. On suppose que
le plan x0z est un plan de symétrie par réflexion du corps. Noter qu’il y a plus de joints
de flexion que le robot NATRIX, pour faciliter l’illustration.

On remarque que les trajectoires ne se referment pas entre les deux points identiques
à t = 0 (point initial) et t = T (point final) sur la Fig. 3.11 : les courbes ne sont
malheureusement pas périodiques. Pour aller plus loin, on peut s’intéresser aux liens
entre périodicité et symétries en supposant que le roulis de la tête reste très faible, voir
nul. Cette hypothèse est presque vérifiée avec un roulis initial de 2.8◦. Dans ce cas, un
décalage d’une demi-période t 7→ t + T/2 change les coordonnées articulaires de flexion
en qf 7→ −qf (voir la Fig. 3.12). Cette transformation est une réflexion par rapport au
plan transversal du robot (x0z, 0x étant l’axe rostro-caudal). Une telle symétrie change
les coordonnées du roulis en qr 7→ −qr alors que l’élévation de la tête étant dans le plan
transversal on, a (q1, q2) 7→ (q1, q2).

Par ailleurs comme q1 et q2 sont non nuls à t = 0, les courbes q1 et q2 doivent être
des fonctions paires décomposables par des fonctions cosinus. Au contraire les courbes
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Figure 3.13 – Gauche : Évolutions de la position (pilonnement tz) et des orientation
(roulis θx, tangage θy) de la tête d’équilibre par rapport au repère global pendant un cycle
de locomotion. Les courbes solides et pointillées correspondent respectivement aux formes
de corps stabilisé et sans stabilisation. Droite : erreurs en pourcentage du roulis de la tête
correspondantes au formes du corps stabilisées

qr doivent être impaires décomposables par des fonctions sinus (car qr = 0 pour t = 0).
Cette propriété est globalement vérifiée par les coordonnées articulaires du cou q1 et q2,
bien qu’elles ne reviennent pas exactement au point initial (absence de périodicité). Le
cas des coordonnées articulaires du roulis sont plus problématiques. Seule la composante
qr,7 (roulis du dernier module, Fig.3.11, en bas à droite) vérifie globalement bien la parité
prédite (impaire). Au contraire les autres roulis qr n’ont pas les bonnes symétries. Notre
algorithme actuel ne permet pas de retrouver la périodicité et les bonnes symétries de
l’allure.

Aussi, une piste d’amélioration consisterait à renforcer la périodicité et la parité des
fonctions pour maintenir la tête à l’équilibre. Par exemple, on pourrait proposer une
décomposition de Fourier des coordonnées articulaires (selon leur parité) puis faire varier
uniquement leur composantes de Fourier. Par ailleurs, cette stratégie nous permettrait de
calculer l’allure uniquement sur une demi-période. Nous n’avons pas eu le temps d’explorer
cette possibilité.

Nous avons vérifié que le résidu du torseur des forces étaient très faible durant le
cycle avec |W̃| ≈ 10−8. Ce résidu reste faible car à chaque rétraction, nous appliquons
l’algorithme présenté dans la section 3.3 qui cherche la configuration de la tête à l’équilibre.
Aussi, on pourrait observer une légère modification de la configuration de la tête g0.
or il n’en est rien, comme l’illustre la Fig. 3.13. Les courbes noires correspondent (de
bas en haut) au pilonnement, au roulis et au tangage qui restent quasiment constant.
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En comparaison, nous avons calculé le pilonnement, le roulis et le tangage (courbes en
pointillés) lorsque le nageur utilise des formes de corps de la nage anguilliforme sans
stabilisation. On remarque les variations de roulis de±5◦, qui correspondent aux variations
quasi-statique de la tête lorsque la période du cycle T tend vers l’infini. On verra dans la
section que 3.5.3 que ces amplitudes augmenteront avec la fréquence.

3.5.2 Optimisation de la stabilité de la nage anguilliforme

Nous poursuivons notre analyse de la nage en étudiant dans quelle mesure les degrés
de liberté supplémentaires (le cou et les module ARIM) peuvent renforcer la stabilité
statique du robot qu’on supposera associée aux raideurs hydrostatiques. Nous avons donc
appliqué la stratégie présentée dans la section précédente en y intégrant l’algorithme
d’optimisation de la section 3.4.3. L’ajout de cette étape d’optimisation augmente le
temps de calcul moyen de chaque itération d’un facteur 10 (0.7s sans optimisation et 8s
avec optimisation).

Figure 3.14 – Évolution des valeurs propres de la matrice de raideur hydrostatique Dg0W̃
pendant une période T , les courbes rouges représentent la locomotion avec la minimisation
de λ3 et les courbes noires représentent la locomotion sans la minimisation.

Les trois valeurs propres λi de la jacobienne Dg0W̃ sont illustrées sur la Fig. 3.14 en
fonction de la durée du cycle, avec en rouge les courbes associées au cas optimisé et en
noir, les valeurs propres issus de la section précédente. Pour rappel, les valeurs propres λ1

et λ2 correspondent aux modes combinant pilonnement et tangage (courbes pointillés et
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hachés) et λ3, un mode dominé par le roulis. Pour les représenter sur le même graphique,
nous avons multiplié λ2 par 50 et λ3 par 500.

On remarque que la valeur λ3 associée au roulis varie significativement au cours de la
locomotion contrairement aux deux autres valeurs propres. Ce changement périodique de
la raideur hydrostatique crée une modulation paramétrique à deux fois la fréquence du
cycle, ce qui peut affecter la stabilité dynamique du robot, effet que nous étudierons au
chapitre V. La valeur moyenne de λ3 optimisée décroit de 5% à 10%, ce qui correspond à
un gain de raideur hydrostatique.

Figure 3.15 – Évolution des angles d’inclinaison du cou et du roulis des modules ARIM
pendant un cycle de nage. Les courbes noires représentent le mouvement optimisé et les
courbes pointillées sans optimisation.

Sur la Fig. 3.15, nous comparons les angles d’inclinaison du cou et de roulis des modules
ARIM avec (courbes pleines) et sans optimisation (courbes en pointillés). On observe
que l’évolution de l’inclinaison du cou donnée par q1 et q2 est globalement comparable
pour le cas avec et sans optimisation. Quant aux angles de roulis d’ARIM associés aux
composantes qr,i, on remarque qu’ils augmentent tous significativement durant le processus
d’optimisation hormis le premier module avec qr,1. Cet effet est peut-être corrélé avec le
fait que ce module est justement dans le plan de symétrie du robot (voir Fig. 3.12).
On observe aussi que chaque coque tourne vers l’intérieur lorsque le module s’écarte de
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la forme rectiligne (voir le petit schéma en bas de la Fig. 3.15), un comportement qu’on
retrouve chez les mocassins d’eau. Quant aux symétries et à la périodicité, on observe bien
la composante impaire prédite dans la section précédente pour les qr,i, mais la périodicité
est fortement compromise avec des écarts de 20◦ entre les conditions initiale et finale.

3.5.3 Impact du modèle prédictif sur la dynamique du nageur

Est-ce que ces trajectoires articulaires sont pertinentes lorsque le robot nage avec
des vitesses et accélérations articulaires non-négligeables ? Nous allons répondre à cette
question dans cette section. Nous utiliserons le modèle dynamique inverse présenté dans
le chapitre 2 qui prend comme entrées les séries temporelles (q(t), q̇(t), q̈(t)) et donne en
sortie l’évolution de la configuration de la tête g0(t) et les vitesses associées. Les vitesses
q̇ et accélérations q̈ articulaires sont estimées par des différences finies.

Figure 3.16 – Évolution de la variation de la tête ∆ψ = (tz, θx, θy)T pendant 10 périodes
avec la fréquence F = 0.4Hz, les courbes pleines représentent le chemin à l’extérieur de
Mg0 et les courbes pointillées représentent celui sur Mg0 .

Puisque le mouvement optimisé dans la section 3.5.2 présente des discontinuités signi-
ficatives lors de l’alternance du cycle, nous prendrons l’allure issue du mouvement non
optimisé présentée dans la section 3.5.1 comme entrée du modèle dynamique inverse. Le
mouvement de la tête résultant sera comparé à celui produit par la nage “libre” donnée
par l’allure de l’Eq. (3.32), c’est à dire la nage anguilliforme couramment utilisé dans la
littérature. Les vitesses et accélérations de cette allure peuvent être calculées analytique-
ment.
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La fréquence de la nage F = 1/T variera entre 0.1 et 0.5 Hz et les simulations dureront
typiquement 10 périodes. Cette gamme de fréquences est proche de celle utilisée par les
servomoteurs du robot. Les conditions initiales de ces simulations sont toujours définies
par la forme de corps en “cosinus” (cf Tab. 3.1) initialement à l’équilibre.

Les variations de pilonement, roulis et tangage données par ∆ψ = (tz, θx, θy)T au-
tour la configuration d’équilibre initiale sont calculées grâce au logarithme sur SE(3) (cf
appendices) avec

∆ψ̂(t) = log(g0(t)g−1
eq )

avec geq la configuration d’équilibre initiale g0(t = 0).
L’évolution de (tz, θx, θy) est reportée sur la Fig. 3.16 pour une fréquence de 0.4Hz.

On observe que le mouvement de roulis domine les trois degrés de liberté avec des oscilla-
tions non-linéraires d’amplitudes ±7◦. En comparaison, l’amplitude du roulis pour l’allure
stabilisé est de 0.4◦, soit une réduction drastique de presque 95% des oscillations.

Figure 3.17 – Amplitude de roulis en fonction de la fréquence F ∈ [0.1, 0.5]Hz, les
courbes solides et pointillées correspondent au chemin à l’extérieur deMg0 et au celui sur
Mg0 .

En répétant cette étude pour différentes fréquences (cf. Fig.3.17), on constate que cette
observation est robuste. Il est aussi intéressant d’observer que l’amplitude du roulis croit
de 4, 5◦ à quasiment 8◦ sur une demi-décade de fréquence, soit un accroissement de 70%
pour le cas sans stabilisation. Pour rappel, les amplitudes du roulis en quasi-statique sont
de 5◦ (cf Sec. 5.3.1).

Avec la stabilisation, on passe d’une amplitude de 0, 1◦ à presque 0, 4◦ soit une progres-
sion de 300%. Bien que ces angles de roulis restent faibles, la progression du roulis pour le
cas stable est significative. Néanmoins, on préserve une atténuation forte du roulis dans
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ces gammes fréquentielles avec une réduction de 98% des oscillations pour F = 0.1Hz à
95% pour F = 0.5Hz.

On peut donc supposer qu’une source importante d’oscillation de la tête lors de la
nage provient du fait que les formes de corps empruntées ont des configurations de la tête
à l’équilibre différentes. Le système mécanique “souhaite” donc revenir à un équilibre qui
varie perpétuellement. Cet effet peut être quantifié en reformulant la différentielle de W̃
(cf Eq.3.20) de la manière suivante

∆W̃ = −K0
(
∆ψ̃ −∆ψ̃eq(t)

)
(3.33)

avec

∆ψ̃eq(t) = K−1
0 (DqW̃) ∆q(t) (3.34)

où K0 est la matrice des raideurs hydrostatique et ∆ψ̃eq la variation de la configuration
d’équilibre de la tête produite par la variation de forme de corps ∆q(t) durant la nage. Si
la nage est stabilisée par des mouvements prédictifs alors ce terme est en théorie nul. Au
contraire, la nage sans contrôle est excitée par un effet de rappel vers une configuration
d’équilibre instationnaire. Nous verrons dans le chapitre 5 les conséquences de cet effet
lorsqu’il est couplé aux modulations de raideurs observées sur la Fig. 3.14.

3.6 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons reporté les premières étapes d’une recherche sur la sta-
bilité posturale de notre robot serpentiforme à la surface de l’eau.

Les problèmes direct et inverse ont été étudiés. Le problème direct consiste à déter-
miner la configuration d’équilibre de la tête g0, étant donnée une forme du corps q. Un
algorithme d’optimisation de gradient (voir l’algorithme 1) a été proposé pour traiter effi-
cacement ce problème. Cette optimisation sur le groupe de Lie SE(3) peut être appliquée
aux structures élancées discrètes (robot NATRIX) et continues (poutre de Cosserat [95]) à
la surface de l’eau. En analysant les poses d’équilibre obtenues, nous avons montré que la
stabilité statique de notre robot est déterminée par une matrice de raideur hydrostatique.
La raideur la plus faible, dominée par le mouvement de roulis, confirme que le roulis est
le degré de liberté le plus dangereux du robot.

Le problème inverse nous demande de déterminer une succession continue de formes

116



3.6. Bilan

du corps q tout en préservant une même configuration d’équilibre de la tête g0. Dans
l’espace articulaire, ces formes du corps du corps sont associées à un courbe géodésique
sur une variété d’équilibre de g0. Le concept de rétraction a été proposé pour approximer
cette courbe en utilisant les propriétés de l’espace ambiant (voir l’algorithme 2). À partir
des résultats de simulations statique et dynamique, cette méthode de rétraction nous a
permis d’anticiper les mouvement de corps du robot pour minimiser le mouvement de
la tête. Cependant, les trajectoires articulaires générées par cette méthode manquent de
périodicité et n’observent pas toutes les symétries attendues. Pour investiguer ce problème,
nous avons intégré un processus d’optimisation locale de la stabilité du roulis dans la
génération des trajectoires. L’ajout de ce processus permet d’augmenter légèrement la
raideur du roulis(environs 10%) au cours du mouvement. Plus intéressant encore, nous
avons reproduit les symétries du roulis des coques d’ARIM au fil de la flexion du corps,
telles qu’observées chez les serpents semi-aquatiques. La pistes d’améliorations dans le
futur est de trouver une méthode pour reproduire la périodicité des trajectoire.

En résumé, nous avons proposé un contrôle statique par anticipation pour contrôler
la stabilité posturale du robot à la surface de l’eau. Les simulations des mouvements du
corps prédits par le contrôleur montrent une bonne atténuation du mouvement de la tête,
même en régime dynamique. Cependant, le robot est encore perturbé par d’autres effets
internes ou externes tel que l’inertie du corps, du vent et des vagues, l’onde de surface, etc.
Ces perturbations ne peuvent pas être rejeter par anticipation. Nous allons présenter donc
dans le prochain chapitre un contrôle en boucle fermée pour le rejet de ces perturbations.
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Chapitre 4

STABILITÉ POSTURALE : REJET DE

PERTURBATION

4.1 Introduction

4.1.1 Problématique et méthodologie

Dans le dernier chapitre, nous avons développé une loi de contrôle en boucle ouverte
pour le mouvement quasi-statique de NATRIX. L’algorithme prédictif nous permet de
générer une trajectoire dans l’espace articulaire qui préserve la pose d’équilibre de la tête
tout en faisant varier la forme du corps. Nous avons montré que grâce à cet algorithme,
la stabilité statique peut être améliorée en exploitant les rotations actives des coques
extérieures d’ARIM. Cependant, avec cet algorithme, les mouvements perturbatifs du ro-
bot peuvent encore être produit par des perturbations internes (par exemple le couplage
inertiel de tête-corps) et externes (par exemple l’onde de surface). Pour réaliser la sta-
bilisation du robot à la présence de ces perturbations, il est nécessaire à développer une
autre stratégie de contrôle en boucle fermée. Cette stratégie de contrôle consiste à rejeter
une perturbation initiale sur la pose de la tête pour converger d’une position instable à
une position statique et stable sur l’eau. Pour ce faire, nous souhaitons concevoir une
commande de rétroaction basée sur des méthodes linéaires (par exemple la commande à
retour d’état), qui seront ensuite testées sur le simulateur de la dynamique non linéaire
de notre robot.

Notre stratégie de contrôle consiste à amortir les oscillations non linéaires de la tête
en transférant l’énergie de son mouvement rigide aux degrés de liberté internes, où elle est
dissipée par les servomoteurs. Tout d’abord, nous introduisons une force virtuelle sur la
tête qui amortit les perturbations. Ensuite, nous développons une méthode pour générer
les trajectoires dans l’espace articulaire qui “réalise” cette force virtuelle. Le défi majeur est
de définir ces trajectoires qui génèrent cette force virtuelle, produisent un amortissement
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sur le mouvement de la tête, tout en préservant la stabilité de l’ensemble du système.
L’originalité des travaux de ce chapitre est d’explorer les nouvelles possibilités de

mouvement interne offertes par la conception originale du robot NATRIX. Cette étude
est donc motivée par les conséquences du design du robot et son interaction avec son
environnement. En ce sens, nous porterons une attention particulière à la compréhension
des mécanismes de génération de trajectoires qui conduisent soit à la stabilisation, soit à
l’instabilité du robot. Réciproquement, l’étude des symétries du robot et de son espace
de travail jouera (encore) un rôle crucial dans la conception du contrôleur.

Cette approche s’inscrit dans la lignée du concept d’intelligence incarnée (embodied
intelligence [111]) puisque nous croyons fermement que le rôle de la bio-mécanique et des
interactions physiques prévaut sur les méthodes de contrôle. Nous sommes convaincus
que bon nombre des résultats présentés ici peuvent être améliorés par des méthodes non
linéaires, un contrôle optimal ou des réseaux de neurones. Néanmoins, toutes ces méthodes
seront confrontées aux problèmes imposés par la mécanique et la physique de ce système.
Par conséquent, les résultats du chapitre seront utiles pour concevoir des stratégies de
contrôle plus élaborées dans le futur.

4.1.2 Énoncé du problème

Tout d’abord, nous considérons une situation initiale caractérisée par la configuration
du robot (g0,q) qui n’est originalement pas à l’équilibre. À partir de cette configura-
tion initiale, notre stratégie vise à rétablir une configuration d’équilibre stable pour le
robot caractérisée par les deux éléments geq et qeq satisfaisant la condition d’équilibre
hydrostatique donnée par l’Eq. 3.6 (torseur des efforts nul).

En l’absence de dissipation externe (traînée, onde) et interne (amortissement passif des
articulations), le robot converge vers un équilibre si et seulement si l’énergie induite par
les perturbations est dissipée par les servomoteurs, sinon le robot oscillera sur la surface
de l’eau autour de sa configuration d’équilibre. Notre objectif est donc de générer une
trajectoire q(t) ∈ S dans l’espace articulaire depuis la forme initiale du corps q(0) jusqu’à
la forme cible qeq tout en dissipant l’énergie de la perturbation. Cet objectif peut être
résumé par la condition suivante :

lim
q(t)→qeq

g0(t) = geq. (4.1)

Ici, l’entrée est q(t), l’état est g0(t) et la sortie est la vitesse η0 (celle exprimée dans le
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Figure 4.1 – Illustration du rejet de perturbation dans l’espace total SE(3)×S com-
prenant la configuration de la tête g0 ∈ SE(3) et la forme de corps q(t) prenant valeur
dans l’espace articulaire S. Cet espace total peut être représenté par un fibré principal
[90] (voir Sec. 2.4.1) dont la structure topologique généralise le cas d’un produit cartésien
au produit d’un espace topologique (ici q ∈ S, la base) avec un groupe ( g0 ∈SE(3), la
fibre). Une fibre (en rouge) correspond à toutes les configurations possibles du robot g0
dans SE(3) pour une coordonnée de forme corporelle donnée q. Nous disons que la fibre
est au-dessus de la forme de corps q prenant valeur dans la base S. Avec cette structure,
on peut alors distinguer la dynamique avec ou sans déformation du corps. Aussi, un mou-
vement de corps solide avec une forme de corps fixe q correspond à un déplacement le long
de la fibre au-dessus de q. Gauche : nous considérons d’abord une perturbation initiale
de la tête à partir de la configuration stable geq le long de la fibre au-dessus de la forme
du corps qeq. Sans rétroaction, le mouvement du corps solide produira un mouvement
périodique le long de la fibre correspondant aux oscillations autour de l’équilibre geq. A
droite : le processus de rejet des perturbations consistera à passer d’une fibre à l’autre en
générant une trajectoire q(t) dans l’état de base (courbe en pointillés). Notre but est de
trouver la trajectoire dans l’espace total qui relie le point initial au point final (geq,qeq).

repère de la tête, que l’on suppose mesurée par une IMU). Nous utiliserons une condition
initiale simple correspondant à q(0) = qeq pour ne considérer qu’une perturbation sur
la configuration de la tête g0. Par conséquent, nous cherchons à trouver des trajectoires
commençant à (g0,qeq) et se terminant à (geq,qeq).

4.1.3 Organisation du chapitre

Dans un premier temps, nous allons donner un premier aperçu de notre stratégie de
contrôle ainsi que sa mise en œuvre dans la section 4.2. Dans la section 4.3, nous décrivons
comment dériver le modèle linéaire pour la commande en tirant parti de la structure de
l’espace de configuration et des symétries du système. La stratégie de contrôle va être
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ensuite détaillée dans la section 4.4 avec le rejet des perturbations basé sur un retour
d’état complet. La méthode pour produire des trajectoires dans l’espace articulaire va être
présenté dans la section 4.5. Enfin, nous allons reporter dans la section 4.6 le réglage et les
performances du contrôleur pour deux configurations d’équilibre différentes, et analyser
son domaine de validité.

4.2 Vue d’ensemble de la stratégie de contrôle

4.2.1 Stratégie proposée

Nous donnons ici une première image globale pour générer la trajectoire q(t) de notre
loi de contrôle, qui sera ensuite détaillée dans les sections suivantes. La dynamique se
déroulant au voisinage d’un équilibre, nous optons pour une méthode de contrôle linéaire.
Notre premier défi est de reconstruire rigoureusement l’espace tangent de l’espace de
configuration SE(3)×S, à partir de la vitesse de sortie g0 et de l’entrée q. On montre que la
dynamique linéarisé autour de la configuration d’équilibre (geq,qeq) peut être paramétrée
par les vecteurs (∆ψ,∆q). D’une part, le mouvement de la tête est paramétré par ∆ψ ∈
R3 avec uniquement les mouvements de roulis, de tangage et de pilonnement dans le repère
galiléen de surface, qui est reconstruit à partir de la sortie g0 grâce au développement de
Magnus (voir la section 2.6 pour les détails). D’autre part, la perturbation de la forme du
corps se lit simplement ∆q = q− qeq.

Par conséquent, nous obtenons un modèle linéarisé reliant la configuration réduite de
la tête et son accélération, aux positions et accélérations articulaires, donné par :

M̃0∆ψ̈ +K0∆ψ = −M̃q∆q̈−Kq∆q, (4.2)

avec M̃0, K0 ∈ R3×3, et M̃q, Kq ∈ R3×N (le symbole “tilde” représente les matrices d’inertie
et de raideur réduite, cf. section 3.2.1). Cependant, un tel modèle ne peut pas être réduit
directement à une représentation de l’espace d’états :

ẋ = Ax +Bu, (4.3)

où xT =
(
∆ψT ,∆ψ̇T

)
est l’état du système, et A,B les matrices constantes. En effet,

l’évolution temporelle de l’état x dépend de l’entrée ∆q et aussi de sa dérivée seconde
donnée par l’accélération ∆q̈ qui ne sont pas indépendantes. Autrement dit, la contribu-
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tion du mouvement interne empêche la réduction à une représentation très générale de
l’espace d’état.

Pour surmonter ce second problème, nous introduisons une commande virtuelle u, et
divisons le système donné par Eq. (4.2) en deux sous-systèmes définis par

M̃0∆ψ̈ +K0∆ψ = u, (4.4)

M̃q∆q̈ +Kq∆q = −u. (4.5)

Nous nous référerons à la dynamique de la tête pour le premier niveau (4.4) régissant
la dynamique de ∆ψ. Réciproquement, on définit la dynamique interne pour le deuxième
niveau associé à la forme du corps ∆q. Le système résultant est illustré sur la Fig. 4.2. Le
système d’équations (4.4), et (4.5) peut être réécrit sous une forme très générale donnée
par l’Eq. (4.3) avec un état augmenté x 7→ X où XT = (∆ψT , ∆ψ̇T , ∆qT , ∆q̇T ), donnée
par :

EẊ = AX +Bu, (4.6)

avec u ∈ R3, E et A deux matrices fonctions des matrices d’inertie (M̃0, M̃q), et (K0, Kq)
respectivement. En considérant l’entrée ∆q comme un paramètre inconnu, cette stratégie
permet de résoudre le problème du rejet de perturbation par un contrôleur à deux niveaux
associé aux équations (4.4) et (4.5).

Comme prévu, l’état de la forme du corps donné par (∆qT , ∆q̇T ) dans l’Eq. (4.6), est
analogue à la dynamique interne dans l’approche de linéarisation entrée-sortie [112] puis-
qu’il a été rendu “inobservable”. Cependant, il s’agit d’un artefact causé par l’introduction
de la commande virtuelle u et l’augmentation de l’espace d’état. Nous devons garder à
l’esprit que la dynamique interne du corps est en fait la vraie commande. Cette remarque
sera utile dans la section 4.5.3 pour comparer à l’instabilité de la dynamique interne du
corps.

Notre loi de contrôle ne sera pas directement obtenue en résolvant le système (4.6),
c’est-à-dire en considérant tout l’état étendu X, mais plutôt en adressant séquentiellement
chaque niveau de commande défini par les Eqs. (4.4) et (4.5) (voir la Fig. 4.2).

Pour le contrôleur de premier niveau, le rejet des perturbations est effectué en dé-
finissant un retour d’état complet. Ce contrôle consiste simplement à amortir l’énergie
par une commande linéaire u ∝ −M̃0η0, où η0 est la sortie. Par contre, la dynamique
interne est beaucoup plus complexe à gérer. Une fois le premier niveau de contrôle est
défini, la commande virtuelle u est connue, et la variation de la forme du corps doit
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Figure 4.2 – Nous résumons notre stratégie en divisant le système en un diagramme à
quatre parties. La partie supérieure correspond au schéma bloc issu du système dynamique
donné par l’Eq. (4.2). Les patries gauches et droits correspondent respectivement à la
dynamique interne du corps et à la dynamique de la tête. La partie inférieure est le
schéma de la stratégie de contrôle proposée en réécrivant le système dynamique avec une
rétroaction virtuelle u. Ici, le système donné par Eqs. (4.4) et (4.5) a été réécrit en terme
de fonction de transfert avec T∆ψ→u mappant l’entrée ∆ψ à la sortie u pour la dynamique
de la tête, et T∆q→u mappant l’entré ∆q à la sortie u pour la dynamique interne du corps.
G(s) est le gain du retour d’état complet appliqué au système de tête.

la réaliser. Mathématiquement, cela implique d’inverser l’Eq. (4.5). Deux problèmes se
posent alors. Premièrement, la fonction de transfert associée possède un zéro à partie
réelle positive, ce qui implique que la dynamique interne du corps est naturellement in-
stable. Deuxièmement, cette fonction de transfert ne peut pas être simplement inversée
puisque l’application linéaire est injective en raison de l’hyper-redondance du robot.

Pour surmonter le seconde problème, une décomposition en valeurs singulières des
matrices M̃q et Kq de l’Eq. (4.2) nous permet de réduire l’espace de la forme du corps en
divisant les modes de déformation en trois catégories : trois modes produisant des effets
inertiels, trois modes produisant uniquement des variations de flottabilité et des modes
neutres sans effets sur le modèle linéaire qui ne seront pas utilisés. Les six premiers modes
de déformation du corps seront exploités pour simultanément stabiliser la dynamique
interne et réaliser la commande virtuelle u.

4.2.2 Mise en oeuvre du système de contrôle

Cette stratégie de rejet des perturbations fait partie d’un système de contrôle postural
pour notre robot où un mode de feedforward et un mode de feedback sont appliqué. Avant
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de décrire plus en détail les processus mis en oeuvre dans le rejet de perturbation, nous
montrons comment ce contrôleur s’articule aux autres blocs développés dans le chapitre
3. Par conséquent, le système postural proposé remplit deux fonctions distinctes. Pour
cela, remarquons tout d’abord que le mode prédictif reporté dans le chapitre 3 prédit une
forme du corps nécessaire pour maintenir une configuration d’équilibre de la tête stable
souhaitée geq. Ensuite, le mode de feedback régule la dynamique autour de cet équilibre
en rejetant les perturbations qui l’affectent. Le schéma fonctionnel de ce système est
reporté sur la Fig. 4.3, qui comprend le contrôleur prédictif (boîte bleue), le simulateur
non linéaire de la dynamique du robot (boîte orange), et le contrôleur actuel composé d’un
observateur d’état (boîte verte) et du régulateur linéaire (boîte rouge) avec le générateur
de trajectoires dans l’espace articulaire. Ce schéma fonctionnel sera ensuite utilisé dans
la section 4.6 pour évaluer les performances de notre contrôleur.

Le simulateur du chapitre 2 (boîte orange) émule la dynamique du robot. La configu-
ration de la tête g0 et la vitesse η0 à un instant t sont mises à jour à l’instant t+ dt grâce
à une forme de corps donnée q(t) et ses première et seconde dérivées temporelles. Notons
que la vitesse η0 et l’accélération η̇0 sont exprimées dans le repère de tête, telles ques la
dynamique perçue par une centrale à inertie (IMU) embarquée dans la tête.

Maintenant, nous considérons que le robot est dans une configuration initiale déséqui-
librée, caractérisée par (g0(0),q(0)) tel que W(g0,q) ̸= 06. Pour revenir à l’équilibre, le
mode d’anticipation introduit dans le chapitre 3 calcule un état d’équilibre (geq,qeq) au
voisinage de cet état initial (en haut à gauche du diagramme). Comme décrit dans le cha-
pitre 3, le solveur prédictif peut également modifier la forme pour améliorer la stabilité
tout en maintenant la même configuration de tête geq.

Une fois que le mode feedforwad a donné les consignes (geq,qeq), le mode feeddback
produit des déformations de corps rejetant la perturbation de cet état. Ensuite, le but
de l’observateur est d’estimer la dynamique des mouvements nets (pilonnement, roulis et
tangage) par rapport à la surface. Pour ce faire, il transporte la vitesse de tête η0 donnée
par l’IMU dans le repère de surface FG pour obtenir la vitesse spatiale ηG. À partir de
cette vitesse, on introduit la vitesse réduite de la perturbation de tête ∆ψ̇ ne contenant
que la vitesse linéaire vz et les composantes angulaires ωx et ωy. Connaissance de cette
vitesse, l’observateur estime également la perturbation de la tête ∆ψ à partir de ∆ψ̇ et
sa valeur initiale ∆ψ(0).

À partir de la vitesse réduite ∆ψ̇, on peut établir une commande par retour d’état
sur le mouvement de la tête en définissant une commande virtuelle u. Cette fonction
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Figure 4.3 – Vue schématique du processus de contrôle.

agit comme un effort d’amortissement virtuel sur la tête avec un coefficient d’amortisse-
ment adaptatif γ0(E) qui dépend de l’estimation linéaire de l’énergie nette E(∆ψ, ∆ψ̇). Le
générateur de trajectoire articulaire prend, quant à lui, en entrée −u et génère une dyna-
mique interne qui reproduit cette force. La sortie de ce générateur est ∆q et ses dérivées
temporelles qui sont définies comme la variation de la forme du corps autour des coor-
données articulaires qeq. Enfin, la trajectoire articulaire (q(t), q̇(t), q̈(t)) est reconstruite
et transférée au simulateur de la dynamique inverse.

4.3 Modèle de linéarisation et sa réduction

Dans cette section, nous développons la méthodologie pour obtenir le modèle réduit
utilisé pour le contrôleur linéaire.

4.3.1 Système invariant

Pour commencer, nous proposons (encore) de réduire l’espace de travail en exploitant
les symétries du système. Comme vu dans la section 3.2.1, les efforts de gravité et de
flottabilité sont invariants pour tout mouvement rigide le long de la surface de l’eau, qui
sont composés de translations parallèles à la surface et de rotations selon la direction
verticale. Ils définissent l’ensemble des transformations rigides produites par la navigation
du robot sur le plan de l’eau (voir Fig. 2.10 dans la section 3.1).
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Cette invariance a un impact sur la dynamique du robot que nous cherchons à forma-
liser. Un système mécanique est dit “G-invariant” si son Lagrangien remplit la condition
[90] :

L (g,q, ġ, q̇) = L (hg,q, hġ, q̇) , ∀h ∈ G, (4.7)

où G est l’ensemble des transformations solides rigides h sur la surface de l’eau qui pré-
servent le lagrangien du système. Il convient de noter que l’énergie cinétique est (à gauche)
invariante pour toute transformation de SE(3), alors que l’énergie potentielle n’est inva-
riante qu’à la transformation h. Par conséquent, nous définissons l’ensemble G ⊂ SE(3)
dont les éléments h sont paramétrés par le lacet, l’embardée et le cavalement (θz, tx, ty).
Ces transformations homogènes sont définies par :

h =


cos(θz) − sin(θz) 0 tx

sin(θz) cos(θz) 0 ty

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (4.8)

où l’espace G ⊂SE(3) est isomorphe à SE(2). Cette invariance a deux conséquences ma-
jeures. Premièrement, notre objectif défini par la limite dans l’Eq. (4.1) est également
G−invariant, puisque le système reste à l’équilibre après une multiplication à gauche par
h ∈ G. Le système peut ainsi atteindre l’équilibre sur n’importe quelle configuration arbi-
traire g = hgeq pour h ∈ G. Cela implique qu’il n’y a que trois degrés de liberté pertinents
nécessaires pour décrire la convergence vers un état d’équilibre. Ils sont donnés par le
roulis, le tangage et le pilonnement. Ces éléments prennent des valeurs dans le nouvel
espace de travail S2 × T(1), caractérisé par le produit de deux cercles et un sous-groupe
T(1) donné par la translation tz. Deuxièmement, pour exploiter cette invariance spatiale,
la dynamique doit être exprimée dans le repère de surface FG pour supprimer les trois de-
grés de liberté liés à la locomotion et ne garder que le roulis, le tangage et le pilonnement
(voir Fig. 2.10).

4.3.2 Voisinage et espace tangent

Pour établir la commande par retour d’état, le modèle lagrangien de la dynamique
de la tête autour de la configuration d’équilibre (geq,qeq) doit être linéarisé à partir de
l’entrée et de la sortie. Notre méthode consiste d’abord à définir le voisinage de (geq,qeq)
à partir de la sortie η0 (i.e. la vitesse de la tête) et de l’entrée q, puis à identifier l’espace
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tangent produit par des variations infinitésimales de ces paramètres. Ce processus est
résumé à la Fig. 4.4.

Ainsi, on définit le voisinage de (geq,qeq) grâce au système d’équations :

g0(t) = h(t) (0g

eq) geq,

q(t) = qeq + ∆q(t),
(4.9)

Ici, le voisinage est paramétré par les éléments (0g
eq,∆q) ∈ C avec 0g

eq ∈SE(3) la trans-
formation relative de la configuration d’équilibre geq à la configuration de tête g0(t). La
présence de la transformation h ∈ G dans la première équation permet d’exprimer l’écart
à l’équilibre donné par 0g

eq dans n’importe quel repère FG sur la surface de l’eau (voir la
Fig. 4.4) tout en préservant le lagrangien.

Supposons d’abord que h est la transformation identité dans SE(3). Dans ce cas, la
transformation relative 0g

eq est exprimée dans le repère FG∗ avec 0g
eq = g0g

−1
eq . Cepen-

dant, la transformation 0g
eq décrit à la fois la perturbation que nous voulons rejeter et le

mouvement du robot sur la surface, qui ne nous intéresse pas.

Figure 4.4 – Représentation schématique de la linéarisation. Tout d’abord, nous re-
construisons la configuration de la tête g0(t) (un élément du groupe SE(3)) à partir de la
vitesse de la tête ηG exprimée dans le repère galiléen FG (extrait de la dynamique dans
l’espace de travail physique). Pour ce faire, nous utilisons l’expansion de Magnus pour
calculer le torseur de mouvement ∆Ψ. Enfin, on ne retient que le premier terme ∆Ψ1 de
l’expansion pour rester dans l’espace tangent local TgeqSE(3).

Ainsi, nous proposons d’utiliser un repère mobile FG∗ défini par une transformation
rigide h ∈ G correspondant à la projection orthogonale du mouvement de la tête sur la
surface de l’eau. Pour ce faire, la transformation 0g

eq décrit uniquement le pilonnement
t∗z, le roulis θ∗

x et le tangage θ∗
y exprimés dans le repère mobile FG∗ . Par commodité, nous
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supposerons qu’à t = 0, les repères FG∗ et FG coïncident de sorte que h(t = 0) est une
matrice d’identité. Plus de détails sur les définitions de h et de 0g

eq sont donnés dans
l’annexe A.6.

À partir de la première équation du système (4.9), nous introduisons la décomposition
de la vitesse de la tête η0 comme

η0 = Ad(g−1
0 h) (ηG∗ + Vsurf ) , (4.10)

avec
d

dt
(0g

eq) = η̂G∗ (0g
eq) (4.11)

et
ḣ = hV̂surf . (4.12)

Nous avons ainsi décomposé la vitesse du robot (Eq. 4.10) en deux composantes : la
vitesse ηG∗ de la tête relativement au repère F∗

G ( Eq. 4.11) comprenant uniquement le
roulis, tangage et pillonement dans le repère de la surface ; et la vitesse Vsurf du repère
F∗
G (Eq. 4.12) définissant ainsi la navigation plan “vue par le nageur”.

Cette décomposition nous permet ainsi d’extraire de la vitesse η0 idéalement mesurée
par une centrale inertielle, la composante η∗

G associée aux perturbations de la nage pla-
naire. Néanmoins, le principal défi consiste alors à cartographier le voisinage de geq sur le
groupe SE(3) à partir de la sortie η∗

G.

Nous proposons tout d’abord de paramétrer ce voisinage à l’aide de la carte exponen-
tielle exp (−) (voir la section 3.2.1). À partir de cette carte exponentielle, nous pouvons
exploiter un isomorphisme entre un espace vectoriel ∆Ψ et la transformation relative 0g

eq

telle que :
0g
eq = exp

(
∆Ψ̂

)
(4.13)

Rappelons que le torseur ∆Ψ ∈ R6 n’a que trois composantes non nulles données par
le pilonnement, le roulis et le tangage. Nous l’avons paramétré avec le vecteur ∆ψT =
(tz, θx, θy) ∈ R3 (cf. Eq.(3.2) dans le chapitre 3).

Maintenant, ∆ψ doit être évalué à partir de la sortie η0, et plus précisément de la
vitesse ηG∗ qui est donnée par l’inversion de l’Eq. (4.10) avec

ηG∗ = Adh−1g0η0 −Vsurf . (4.14)
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Il faut maintenant intégrer ηG∗ pour obtenir ∆ψ. Néanmoins, ∆Ψ est la solution d’une
équation différentielle non linéaire de η∗

G. En effet, on peut montrer que

d

dt
e∆Ψ̂ ̸= ˙̂Ψe∆Ψ̂ (4.15)

car les matrices ∆Ψ̂ et ˙̂Ψ ne commutent pas. La dérivée de l’application exponentielle
va ainsi faire émerger des applications adjointe adΨ̂ induite par la non-commutativité du
groupe SE(3).

Il vient que la combinaison des équations (4.11) et (4.13) ne permet pas d’obtenir
l’identité triviale que ∆ψ̇ ̸= η∗

G. Il faut donc résoudre le problème non-linéaire suivant

d

dt
e∆Ψ̂ = η̂∗

Ge
∆Ψ̂ (4.16)

Cette solution peut être approchée par une expansion de Magnus [113] qui prend la
forme suivante :

∆Ψ =
∑
k

∆Ψk(ηG∗). (4.17)

Dans ce développement, chaque terme contient la primitive des commutations des
termes d’ordre inférieur. Dans notre problème, nous nous intéressons uniquement au pre-
mier terme ∆Ψ̂1(t) qui est linéaire par rapport à ηGG∗ et donné par :

∆Ψ1(t) = ∆Ψ1(0) +
∫ t

0
ηG∗(t′)dt′, (4.18)

où ∆Ψ1(0) est la condition initiale correspondant à la perturbation qui doit être rejetée.
Nous supposons que cette composante est initialement connue et peut être calculée par le
logarithme sur SE(3) avec ∆Ψ̂1(0) = log[g0(0)g−1

eq ] (voir le schéma bloc 4.3). Nous venons
de montrer que le voisinage de geq est finalement donné par l’intégration de η∗

G(η0) grâce
à l’expansion de Magnus. Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement à la première
composante ∆Ψ1 qui nous permettra d’approximer localement le groupe SE(3) par le
plan tangent à la configuration d’équilibre geq.

La dernière étape consiste ainsi à estimer l’espace tangent de C (le groupe de la
configuration (0g

eq,∆q)) à partir de la paramétrisation du voisinage que nous venons
d’établir. Nous supposons qu’il est généré par des variations infinitésimales de la vitesse
du corps η0 et de la variation de la forme du corps ∆q telles que (η0,∆q) 7→ (ϵη0, ϵ∆q)
avec ϵ ≪ 1. Nous avons reporté dans l’annexe A.6 les détails techniques permettant de
développer les terme g0, η0, et η̇0 en fonction de ϵ. Dans ces étapes, nous avons linéarisé
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l’application exponentielle donnée par 4.13 puis utilisé le développement de Magnus. Nous
avons aussi traité rigoureusement la décomposition en puissance de ϵ la composition des
vitesses donnée par 4.14.

Notre calcul montre ainsi que la dynamique sur l’espace tangent peut être réduite à
une fonction unique ∆ψ(1)

1 et ses dérivées temporelles correspondant à la correction du
premier ordre de la série de perturbations en ϵ (indexée par l’exposant (1)) du premier
terme du développement de Magnus (indexé par l’indice 1). Cette expansion se lit



g0(t) = geq + ϵ∆ψ̂(1)
1 (t) geq +O (ϵ2) ,

ϵη0(t) = ϵAdg−1
eq
P∆ψ̇(1)

1 (t) + ϵAdg−1
eq

Vsurf +O (ϵ2) ,

ϵη̇0(t) = ϵAdg−1
eq
P∆ψ̈(1)

1 (t) + ϵAdg−1
eq

V̇surf +O (ϵ2) .

(4.19)

avec P ∈ R6×3 la matrice de projection permettant de projeter l’état réduit de dimension
3 dans la dynamique de dimension 6 (cf. Eq. (3.2)).

Nous récupérons naturellement la configuration d’équilibre statique lorsque ϵ tend
vers zéro dans le système 4.19. La première ligne correspond à la petite perturbation de la
stabilité et les deuxième et troisième sont la décomposition de la vitesse et de l’accélération
pour les petites perturbations proches de l’équilibre. A noter que nous avons omis dans
le développement de g0(t) le terme issu de la navigation à la surface de l’eau h(t) qui n’a
pas d’impact sur la dynamique des perturbations.

Nous pouvons ainsi exprimer toutes les forces et termes inertiels de l’équation en
fonction de l’écart à l’équilibre paramétré par la variable ∆ψ(1)

1 (t). La deuxième du sys-
tème 4.19 permet de reconstruire ∆ψ(1)

1 (t) en fonction de la vitesse η0 en connaissant la
configuration d’équilibre geq constante.

Dans la suite du chapitre, nous allons simplifier les notations en utilisant ∆ψ au lieu
de ∆ψ(1)

1 .

4.3.3 Dynamique linéarisée

L’objectif de cette section est de dériver le système linéaire reliant l’évolution tem-
porelle de la perturbation de la charge de l’équilibre ∆ψ aux coordonnées articulaires
∆q(t).

Ce système est obtenu en introduisant les perturbations données par les Eqs. 4.19 dans
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le modèle dynamique donné par l’équation suivante (voir la section 2.8 pour les détails) :

M(q)η̇0 +Mq(q)q̈ + β(η,q, q̇) = Wstat(g0,q), (4.20)

en appliquant d/dϵ et en prenant ϵ = 0. Enfin, nous transportons la dynamique initiale-
ment développée dans le repère de la tête F0 dans le repère global FG par une multipli-
cation à gauche avec la transposée de Adg−1

eq
P. Ce système prend la forme suivante :

M̃0(qeq)∆ψ̈ + M̃q(qeq)∆q̈ =
(
DgW̃

)
∆ψ +

(
DqW̃

)
∆q (4.21)

Les matrices d’inertie M̃0 ∈ R3×3 et M̃q ∈ R3×N sont gelées dans la forme du corps
à l’équilibre, tandis que les forces de Coriolis et centrifuges sont négligées puisqu’elles
apparaissent via des termes d’ordre ϵ2. Ici, ces matrices d’inertie sont exprimées dans le
repère global et projetées dans l’espace G-invariant, définies par : M̃0 =

(
Adg−1

eq
P
)T
M

(
Adg−1

eq
P
)

M̃q =
(
Adg−1

eq
P
)T
Mq

(4.22)

Par commodité, nous ignorons le symbole “tilde” de M̃0 et de M̃q dans la suite du chapitre.

Remarquons que la matrice M̃0 reste définie positive. De plus, nous avons négligé la
contribution inertielle de la navigation induite par V̇surf en énonçant que

(
Adg−1

eq
P
)T
MAdg−1

eq

(
ϵV̇surf

)
= O(ϵ2) (4.23)

En effet, l’étude de la matrice d’inertie projetée définie ci-dessus montre que les co-
efficients de couplage entre le mouvement de perturbation et la locomotion en surface
sont au minimum d’ordre ϵ. De manière plus détaillée, remarquons que les configurations
d’équilibres considérées geq sont caractérisées par de faibles angles de roulis et de tangage,
de sorte que le plan frontal du robot est légèrement incliné par rapport à la surface de
l’eau. Ainsi, puisque le robot reste presque parallèle à la surface de l’eau, la contribution
inertielle de la navigation provient des termes croisés dans la matrice d’inertie. Or, les
moments d’inertie couplant les rotations dont l’axe est dans le plan x0y et la rotation selon
ez sont entre 2 ou 3 ordres de grandeur plus petits que les autres moments d’inertie. Par
conséquent, les interactions entre les composantes rotationnelles (ωx, ωy) et ωz peuvent
être négligées au premier ordre, justifiant l’Eq. (4.23).
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Les deux matrices
(
DgW̃

)
∈ R3×3 et

(
DqW̃

)
∈ R3×N dans l’Eq. (4.21) sont les matrices

jacobiennes du torseur hydrostatique W̃ par rapport à la variation de la tête et à la
déformation du corps évaluées à (geq,qeq) (définies dans la section 3.3.2). Puisque (geq,qeq)
est un équilibre stable qui correspond à un minimum d’énergie potentielle, la matrice de
raideur hydrostatique K0 = −DgW̃ est donc une matrice définie positive quantifiant la
stabilité locale de l’équilibre (voir la section 3.3.5). Réciproquement, on peut définir une
matrice rectangulaire de pseudo-raideur Kq = −DqW̃ qui est a priori non définie positive.
Son interprétation directe est moins évidente, mais on peut introduire une variation du
torseur d’équilibre ∆ψeq donnée par la relation (3.21) dans le chapitre 3. Dans la prochaine
section, nous allons présenter la loi de contrôle en boucle fermée basée sur la dynamique
linéarisée (4.21). Par simplicité, le symbole “tilde” va être ignoré dans la suite de ce
chapitre.

4.4 Rejet de perturbation de la tête

4.4.1 Commande virtuelle par retour d’état

La dynamique de tête linéarisée étant caractérisée par deux matrices définies positives
M0 et K0, le système n’est rien d’autre qu’un système conservatif de type masse-ressort
dans R3. En l’absence de feedback, ses pôles ont des valeurs purement imaginaires corres-
pondante aux fréquences propres des mouvements libres couplant pilonnement, tangage et
roulis. Comme ces matrices sont définies positives, le système donné par (4.4) est contrô-
lable. Par conséquent, le rejet de perturbation peut être effectué en exploitant la sortie η0

de sorte que
u = −γ0(t)M0∆ψ̇ ∈ R3, avec ∆ψ̇ = P TAdgeqη0 (4.24)

avec γ0(t) ∈ R+ coefficient d’amortissement dépendant du temps pour permettre un
amortissement adaptatif des oscillations. Comme ce feedback est linéaire par rapport à la
sortie, il peut être facilement mis en œuvre.

La convergence vers l’équilibre est garantie pour tout γ0(t) > 0 en utilisant l’approxi-
mation linéaire de l’énergie nette du système E(t) comme fonction de Lyapunov. Cette
énergie est donnée par :

E(t) = 1
2∆ψ̇TM0∆ψ̇ + 1

2∆ψTK0∆ψ, (4.25)
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4.4.2 Coefficient d’amortissement adaptatif

Le coefficient d’amortissement doit être suffisamment grand pour assurer la conver-
gence en quelques oscillations du corps. Cependant, la puissance transférée à la dynamique
interne |∆ψ̇Tu| est également linéairement proportionnel au coefficient d’amortissement.
Par conséquent, un amortissement important peut entraîner une surcharge du moteur en
raison d’un transfert excessif d’énergie du mouvement du corps solide vers la dynamique
interne. Un compromis doit donc être trouvé.

Pour résoudre ce problème sans contrainte explicite, nous proposons d’adapter l’amor-
tissement en fonction de l’énergie E(t) du mouvement de la tête (cf. l’Eq. (4.25)). En
régime linéaire, la puissance transmise au moteur et l’énergie nette satisfont l’inégalité
suivante

|∆ψ̇Tu| ≤ 2γ0E(t). (4.26)

Cette relation implique que le coefficient d’amortissement doit diminuer à mesure
que l’énergie augmente pour garder la quantité |∆ψ̇Tu| bornée. Par conséquent, nous
introduisons le coefficient d’amortissement adaptatif suivant

γ0(E) = γ0(0) exp
[
−E(t)

Ē

]
(4.27)

avec l’énergie E(t) introduite dans l’Eq. (4.25), Ē une barrière d’énergie et γ0(0) le coef-
ficient d’amortissement asymptotique lorsque E(t)/Ē → 0.

Loin de l’équilibre avec E(t) ≫ Ē, le taux d’amortissement est faible, ce qui évite
une surcharge des moteurs. Inversement, au fur et à mesure que la dynamique se rap-
proche du bassin d’attraction de l’équilibre, le taux d’amortissement peut être augmenté
pour accélérer le rejet des perturbations. Ainsi, le coefficient Ē est assimilable à une bar-
rière énergétique (cf. l’équation d’Arrhenius [114]) définissant le bassin d’attraction. Un
filtre passe-bas numérique de premier ordre est ensuite appliqué pour lisser la fluctua-
tion du taux d’amortissement de sorte que son évolution soit très lente par rapport à la
dynamique de la tête (voir l’annexe A.6.3). Fort de ce choix, nous considérerons le taux
d’amortissement comme une “constante variant lentement” dans le processus de rejet de
perturbation.
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4.5 Génération de trajectoire dans l’espace articu-
laire

4.5.1 Principal de génération de trajectoire

Pour réaliser la commande virtuelle u, l’entrée ∆q(t) doit être une solution particulière
du système linéaire (4.5) avec −u(t) le terme de forçage défini dans la section précédente
(cf. l’Eq. (4.24)). Comme cette application linéaire est surjective (une conséquence directe
de la redondance), de différentes trajectoires ∆q(t) ∈ S14 peuvent produire la même
commande virtuelle −u(t) ∈ R3, et une fois qu’une solution particulière est trouvée, cette
trajectoire peut être superposée à l’une des solutions homogènes de l’équation (4.5) qui
ne produit aucune commande u.

Pour réduire cette complexité apparente, nous proposons d’abord d’identifier le sous-
espace Su de l’espace articulaire S, où chaque élément produit un effort d’amortissement
sur la tête. Nous montrons que ce sous-espace peut être paramétré par six coordonnées
articulaires modales indépendantes, qui pourraient être combinées linéairement pour ob-
tenir une bijection entre Su et l’image de l’opérateur donnant u. Ce processus nous amène
à définir trois stratégies différentes, où les deux premières stratégies s’avèrent instables.
Ces instabilités sont liées à la physique et au conditionnement du système. Enfin, nous
introduisons une stratégie stable qui consiste à combiner linéairement les coordonnées
articulaires sous la forme d’une dérivée proportionnelle.

4.5.2 Réduction de l’espace de forme

Dans cette section, nous allons identifier le sous-espace pertinent Su de l’espace des
formes du corps S, qui peut générer l’entrée virtuelle. Pour toutes les formes du corps
étudiées dans cette étude (cf. tableau 3.1), le rang de chaque matrice Mq et Kq est toujours
trois. Cela implique que la dimension du sous-espace est comprise entre 3 et 6. Notamment,
dim(Su) = 3 correspond au cas où le système n’est plus redondant et où une bijection
existe entre Su et l’image de l’application linéaire. Pour identifier ce sous-espace, nous
introduisons la décomposition en valeurs singulières de Mq :

Mq = Um
(
Σm 03×(n−3)

)
QT
m

NT
m

 (4.28)
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avec la matrice unitaire Um ∈ R3×3, la matrice diagonale Σm ∈ R3×3 et les matrices de
projection Nm ∈ Rn×(n−3) formées par le noyau de Mq, et Qm ∈ Rn×(3) générant l’image
de Mq. La même décomposition peut être effectuée pour Kq en changeant l’indice m en k
pour Q et N .

Nous proposons d’étendre le sous-espace Su avec les vecteurs donnés par les colonnes
de Qm et Qk qui génèrent respectivement l’image de Mq et Kq. Par conséquent, nous
avons divisé l’espace des formes en trois sous-ensembles paramétrés par les composantes
suivantes :

∆q = Qmq̂ + P q̃ + r (4.29)

Le sous-espace Su est engendrée par les vecteurs indépendants qui constituent les co-
lonnes des matrices {Qm, P}. Le vecteur q̂ ∈ R3 correspond aux composantes de l’espaces
vectoriel formé par les trois colonnes de Qm (cf. Eq. (4.28)). Le vecteur q̃ ∈ R3 correspond
aux composantes de l’espace formé par les trois colonnes de Qk qui sont ensuite projetées
sur le noyau de la matrice Mq. Cette base est obtenue par l’algorithme de Gram–Schmidt
(cf. Annexe A.5) appliqué colonnes de Nm(NT

mQk) empilés dans P . Pour la forme du corps
étudiée dans notre étude, le rang de NT

mQk est toujours 3, ce qui implique que le sous-
espace Su de base {Qm, P} est de dimension 6. Enfin, la composante restante r correspond
aux éléments appartenant à l’intersection des noyaux de Mq et Kq. Elle ne joue donc au-
cun rôle dans la dynamique interne du corps (à l’ordre linéaire). Par souci de simplicité,
nous choisissons de fixer r à zéro et de travailler uniquement avec ∆q ∈ Su. Cependant,
cette composante pourrait être utilisée dans le future pour nager sur la surface de l’eau
ou produire des trajectoires articulaires plus lisses.

Pour la forme en cosinus, nous avons calculé les six vecteurs de l’ensemble de base
{Qm, P} qui forment une base orthonormée (leurs coordonnées articulaires sont reportées
en annexe). À des fins d’illustration, nous avons reconstruit certaines des formes du corps
générées par le sous-espace Su. Elles sont illustrées sur la Fig. 4.5. Les formes du corps de
la colonne de gauche (respectivement de droite) correspondent aux trois vecteurs générant
la matrice Qm (respectivement P ). Il convient de rappeler que la déformation du corps
utilisant les formes du corps générées par les vecteurs de P (colonne de droite) ne produit
aucun effet inertiel net, c’est-à-dire que les accélérations de chaque module se compensent.
Ces types de déformations pourraient être interprétées comme des déformations quasi-
statiques qui ne produisent aucun effet d’inertie qu’au second ordre (≃ ϵ2).

Maintenant, en introduisant l’Eq. (4.29) dans le système linéaire (4.5), on obtient la
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Figure 4.5 – Six formes de corps générées par les modes indépendants de déformation
du corps engendrant le sous-ensemble SU pour une forme de corps qeq à l’équilibre cor-
respondant à une forme en cosinus. Colonne de gauche : forme du corps correspondant
aux coordonnées articulaires qeq + Qmq̂ où (de haut en bas) q̂T = [q̂1, 0, 0], [0, q̂2, 0] and
[0, 0, q̂3]. Colonne de droite : formes correspondant aux coordonnées articulaires qeq +P q̃
où (de haut en bas) q̃T = [q̃1, 0, 0], [0, q̃2, 0] and [0, 0, q̃3].

dynamique réduite pour le mouvement interne du corps :

(MqQm)¨̂q + (KqQm)q̂ + (KqP )q̃ = −u(t) (4.30)

Par conséquent, on peut exploiter six composants indépendants q̂, q̃ pour générer la
commande virtuelle. Par construction, P q̃ ne contribue pas aux effets d’inertie, tandis
que les composantes Qmq̂ peuvent produit des effets d’inertie et de gravité.

Sous sa forme actuelle, l’équation (4.30) n’a pas de solution unique puisque la bijec-
tivité entre ∆q et u n’est satisfaite que lorsque ∆q est paramétré par seulement trois
composantes. Il existe donc trois possibilités pour réduire cette redondance : utiliser uni-
quement q̂ en fixant q̃ = 0 (stratégie I), utiliser uniquement q̃ en fixant q̂ = 0 (stratégie
II), ou exploiter une combinaison linéaire des deux composantes avec une contrainte sup-
plémentaire qui peut prendre la forme ϕ(q̂, q̃) = 03 (stratégie III).
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Ces combinaisons forment trois stratégies différentes qui sont étudiées dans les sections
suivantes : les deux premières étant instables tandis que la dernière vise à combiner les
avantages des stratégies (I) et (II) tout en évitant leurs limitations.

4.5.3 Stratégie I

En fixant q̃ = 0, le choix I consiste à résoudre le système du second ordre (4.30) pour
q̂ donné par

¨̂q + Aq̂ = −(MqQm)−1u(t) (4.31)

Cependant, la matrice A = (MqQm)−1(KqQm) comporte toujours une valeur propre néga-
tive conduisant à une solution homogène illimitée de l’Eq. (4.31) qui ne peut pas satisfaire
la condition q → qeq. Par conséquent, si la solution particulière reste bornée, tout écart
par rapport à cette solution particulière pourrait conduire à une croissance exponentielle
du mouvement interne du corps, ce qui a été confirmé dans les simulations. En effet, cette
valeur propre négative correspond à une raideur négative éloignant la dynamique interne
de la forme du corps à l’équilibre qeq.

Nous observons que cette instabilité existe dans une large gamme de formes corporelles
qeq, ce qui suggère que ce phénomène est inhérent à notre système. Ce couplage instable
entre l’inertie et la flottabilité est une généralisation du problème bien connu de stabilité
hydrostatique appliqué au mouvement interne d’un robot [63]. Les oscillations non bor-
nées du mouvement interne proviennent du fait qu’il existe toujours une variation de la
forme du corps telle que les effets d’inertie du mouvement interne ne sont pas progres-
sivement compensés par l’effort hydrostatique, mais au contraire l’amplifient. Une étude
plus approfondie de cette instabilité est reportée dans l’annexe A.6.3. Par conséquent, la
stratégie I n’est pas acceptable car elle peut conduire à des solutions non bornées pour
∆q.

4.5.4 Stratégie II

Le deuxième choix consiste à fixer q̂ = 0, c’est-à-dire à s’assurer qu’aucune accélé-
ration du mouvement interne. Il permet une application linéaire entre q̂ et u telle que
rang(KqP ) = 3 sans résoudre une équation différentielle. En éliminant la partie inertielle,
∆q agit comme une commande avec une représentation classique de l’espace d’état, et
aucune commande virtuelle n’est alors nécessaire. En combinant les Eqs. (4.30) et (4.24)
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on obtient la commande ∆q en fonction du feedback ψ̇ :

∆q = −P (KqP )−1
(
−γ0M0∆ψ̇

)
(4.32)

Ensuite, la vitesse ∆q̇ et l’accélération ∆q̈ sont estimées grâce respectivement à ∆ψ̈ et
∆

...
ψ . La dérivée ∆

...
ψ est calculée numériquement par un schéma temporel du second ordre.

Cependant, on observe à nouveau une instabilité de la dynamique lorsque ce feedback est
introduit dans le système non linéaire. Le mouvement de la tête présente une croissance
exponentielle inattendue. Cette instabilité diffère de celle produite par la raideur négative
observée dans la stratégie I, puisque l’ensemble du système (mouvement interne du corps
+ mouvement de la tête) devient instable dans cette stratégie alors que seul le mouvement
interne était instable dans la stratégie I.

En outre, il convient de noter que la dynamique linéaire de la tête donnée par l’Eq.
(4.4) ne peut pas rendre compte de l’instabilité (au moins à l’ordre ϵ) car elle reste stable
par construction. Par conséquent, nous soupçonnons que cette instabilité est causée par
un autre mécanisme associé à l’introduction de la rétroaction dans le système non linéaire.
Ici, une rupture de causalité, introduite par l’Eq. (4.32) due à l’estimation de ∆

...
ψ pour

obtenir l’accélération ∆q̈, pourrait expliquer l’instabilité.
En effet, nous avons effectué de nouvelles simulations en fixant artificiellement ∆q̈ = 0

pour la trajectoire articulaire tout en conservant les entrées ∆q et ∆q̇ données par l’Eq.
(4.32). Dans ce cas, la dynamique du robot reste stable. Ensuite, nous avons vérifié que la
stabilité n’est pas dépendante de la précision de l’estimation de ∆

...
ψ pour exclure l’insta-

bilité numérique. Ainsi, ces différents indices suggèrent que le système devient instable du
fait de l’introduction de l’accélération ∆q̈, qui dépend linéairement de ∆

...
ψ . Nous mon-

trons dans l’annexe C que la stratégie II augmente l’ordre de l’EDO non linéaire décrivant
la dynamique de la tête, qui devient un système linéaire d’ordre 3, et qu’un tel système
peut devenir instable. Les détails sont reportés dans l’annexe A.6.4.

Finalement, la stratégie II n’est également pas acceptable, ce qui motive le dévelop-
pement d’un contrôleur qui ne dépend pas de l’estimation de ∆

...
ψ .

4.5.5 Stratégie III

Il s’avère que chacune des deux premières stratégies a la qualité pouvant compenser
les défauts de l’autre. La stratégie I est causale mais le système linéaire est instable,
tandis que la stratégie II est toujours stable mais introduit des termes non causaux. Par
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conséquent, la seule solution restante est de combiner les deux approches.
Nous proposons d’exploiter la dynamique inertielle donnée par q̂ tout en la stabilisant

grâce sur la composante q̃. Pour ce faire, nous proposons de combiner linéairement q̃ et
q̂ en utilisant q̃ comme un contrôleur PD avec

Bq̃ = Dpq̂ +Dd
˙̂q (4.33)

où B = (MqQm)−1(KqP )< Dp et Dd sont deux matrices de gain pour le feedback propor-
tionnel et dérivé.

En introduisant l’Eq. (4.33) dans l’Eq. (4.30), nous obtenons l’équation suivante pour
la composante q̂ :

¨̂q +Dd
˙̂q + [A+Dp] q̂ = −(MqQm)−1u (4.34)

Ainsi, ce système peut être stabilisé grâce à un placement de pôles judicieux via le
choix des matrices Dp et Dd. En plus, la variable q̂ a l’ordre de dérivée le plus élevé dans
l’Eq. (4.34), ce qui évite une instabilité analogue à celle observée dans la stratégie II.

En utilisant les Eqs (4.29) et (4.33), la vraie commande ∆q peut alors être exprimée
en fonction de q̂ via

∆q =
(
Qm + PB−1Dp

)
q̂ + PB−1Dd

˙̂q (4.35)

Une fois l’Eq. (4.34) résolue, les composantes q̂ et ˙̂q sont introduites dans l’équation.
(4.35) pour produire la déformation du corps ∆q. De plus, par des combinaisons des Eqs.
(4.34) et (4.35), on peut aussi exprimer ∆q̇ et ∆q̈ comme un fonction linéaire de q̂, ˙̂q et
∆ψ̇. Par conséquent, le système reste causal comme prévu.

Le contrôleur proportionnel peut également être interprété en termes de stabilité du
robot. En effet, le terme Dp permet de modifier la raideur hydrostatique dans l’Eq. (4.34).
En ajustant la contribution de la déformation de la forme du corps P q̂, on peut changer
la position du centre de flottabilité par rapport au centre de masse de sorte que le bras de
levier correspondant produise un couple de rappel (cf annexe A.6.3). Ainsi, la stratégie I
peut être re-stabilisée grâce au contrôleur proportionnel (P) tandis que le contrôleur dérivé
(D) permet, quant à lui, de placer les pôles dans la moitié gauche du plan complexe.

Au bout du compte, nous avons proposé une stratégie qui satisfait la réalisation de u
tout en étant stable. Cette stabilisation dépend du placement des pôles défini par Dp et
Dd, point traité dans la section suivante.
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4.5.6 Détermination des matrices de gain Dp et Dd

Afin de déterminer les matrices de gain Dp et Dd, nous procédons à une transformation
du système de contrôle ∆q(u) du domaine temporel au domaine opérationnel s, tel que
le mouvement interne du corps de l’Eq. 4.4 devient :

L{∆q} = Tu→∆q(s) L{u} (4.36)

avec la matrice de fonction de transfert Tu→∆q qui peut être décomposée en

Tu→∆q = Tq̂→∆qTu→q̂ ∈ CN×3 (4.37)

où Tu→q̂ ∈ C3×3 correspond à la transformée de Laplace de l’Eq. (4.34) et détermine la
localisation des pôles, et Tq̂→∆q ∈ CN×3 correspond à l’application sur le sous-espace Su
donnée par l’Eq. (4.35). Ces fonctions de transfert sont données par :

Tq̂→∆q = Qm + PA−1 (sDd +Dp) , (4.38)

et
Tu→q̂ = −

(
s2 + sDd +WΛW T +Dp

)−1
(MqQm)−1 (4.39)

Nous utilisons la forme diagonalisée de la matrice A avec des valeurs propres Λi associées
à des vecteurs propres wi tels que la troisième composante i = 3 correspond à la valeur
propre négative. Nous définissons W comme la matrice contenant les vecteurs wi, et
introduisons les pôles ±λi associés à chacune des valeurs propres Λi avec |λi| =

∣∣∣√−Λi
∣∣∣.

À partir de ce système, on détermine les matrices Dp et Dd selon les conditions sui-
vantes

1. les pôles de la fonction de transfert Tu→∆q doivent être situés dans la moitié gauche
du plan complexe pour éviter l’instabilité et atteindre ∆q → 0 lorsque u → 0

(sinon la forme du corps oscille même si la perturbation de la tête a été rejetée) ;

2. le gain de la fonction de transfert Tu→∆q doit être suffisamment petit dans la
bande de fréquence de travail pour limiter l’amplitude articulaire requise ainsi que
la puissance fournie par les servomoteurs.

La première condition est donc directement liée au placement des pôles sur la fonc-
tion de transfert Tu→q̂, et la matrice Dd doit être définie positive pour la satisfaire. Par
conséquent, il y a a priori quinze paramètres libres (neuf pour Dp et six pour Dd) à
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déterminer.

La deuxième condition vise à minimiser les amplitudes des trajectoires articulaires pour
générer la commande virtuelle dans la bande de fréquences de travail. Ce processus fournit
des contraintes supplémentaires pour déterminer les quinze paramètres libres qui peuvent
être trouvés en optimisant le placement des pôles et des zéros. Dans notre étude, nous
nous concentrons sur la première condition en proposant un modèle simple de placement
des pôles, qui donne des solutions acceptables et opérationnelles mais non optimales pour
la deuxième condition.

Nous proposons de changer les pôles en modifiant le système linéaire Tu→q̂ tout en
préservant ses vecteurs propres et en ajustant leur raideur et amortissement modaux avec
seulement deux paramètres libres.

Pour définir Dp, nous utilisons une méthode standard qui consiste à déplacer les pôles
réels du système vers l’axe imaginaire. Par conséquent, la matrice Dp ∈ R3×3 peut être
exprimée sous la forme simple :

Dp = Wdiag
(
0, 0, |λ′

3|2 + |λ3|2
)
W−1 (4.40)

où la composante (λ3)2 annule la raideur négative de sorte que la nouvelle valeur propre
prend une valeur positive Λ3 7→ (λ′

3)2. Ensuite, nous définissons la matrice de gain Dd par

Dd = γdW diag
(

1, |λ2|
|λ1|

,
|λ′

3|
|λ1|

)
W−1 (4.41)

avec γd > 0 un paramètre libre, et λ1, λ2, et λ′
3 les pôles sur l’axe imaginaire. En variant

le paramètre γd, le module de chaque pôle est conservé et seuls leurs arguments varient
comme illustré dans le plan complexe sur la Fig. 4.6.

Après avoir satisfait à la première condition, nous cherchons à produire une forte
rétroaction sur la tête avec les plus petites amplitudes possibles de déformation du corps
∆q(t). Pour ce faire, le module de Tu→∆q doit être aussi petit que possible dans la bande
de fréquences du mouvement de la tête, c’est-à-dire, la bande de fréquence de travail,
mais non nul pour réaliser la commande virtuelle. En d’autres termes, le système doit
être proche mais pas exactement d’une anti-résonance. En effet, le système MIMO ne
peut pas satisfaire une transmission nulle correspondant à une diminution du rang de
Tu→∆q.

Néanmoins, il est toujours possible d’observer un zéro local correspondant au zéro du
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Figure 4.6 – La distribution de six poles de la fonction transfer Tu→q̂ dans le plan
complexe : Les points rouges représentent les pôles en boucle ouverte du mouvement
interne sans retour, les symboles × représentent les zéros après avoir assigné Dp comme
dans l’Eq.4.40 avec λ′

3 = ±4.4721 rad/s ; les courbes continues correspondent aux positions
des pôles en fonction de γd ∈ [0, 30] dans l’Eq. 4.41, avec des flèches pointant dans le sens
croissant de γd

système SISO ∆qi(uj). La fonction de transfert correspondante est appelée une “récep-
tance”[115] et pour notre système cette fonction de “réceptance” est donnée par :

(Tu→∆q)ij =
3∑

k=1
(−1)k+j (Tq̂→∆q)ik det

(
[Tq̂→u]jk

)
det (Tq̂→u) (4.42)

avec det
([

Tq̂→u
]
jk

)
la matrice mineure de Tq̂→u. En terme du dénominateur à droite de

l’Eq. (4.42), les pôles de cette fonction de transfert sont communs à toutes les réceptances,
et définis par le placement des pôles. En pratique, on observe que notre implémentation
des matrices Dp et Dd, qui dépend uniquement des paramètres λ′

3 et γd, laisse peu de
place au positionnement du zéro. La meilleure stratégie consiste à positionner λ′

3 vers
les basses fréquences loin de la bande de fréquences du mouvement de la tête. Il doit
néanmoins être suffisamment grand pour produire un amortissement sur ce mode propre
puisque sa composante imaginaire est bornée par λ′

3. Ensuite, un compromis doit être
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trouvé entre un fort amortissement γd, qui permet une relaxation rapide après le rejet de
la perturbation, et un amortissement modéré pour obtenir une faible “réceptance” dans
la bande de fréquence concernée.

Habituellement, le placements de zeros peut être obtenu par la méthode de réceptance
utilisée dans la théorie du contrôle des vibrations [116, 117]. Cependant, ces méthodes
ont été développées pour des systèmes linéaires du second ordre avec des matrices définies
positives. D’autres développements sont nécessaires pour adapter cette approche à notre
problème linéaire donné par les Eqs. (4.37) et (4.38). Malheureusement, une telle extension
dépasse largement le cadre de la présente étude.

4.6 Réglage, performances et domaine de validité du
contrôleur

Dans cette section, nous rapportons une série d’essais numériques démontrant la faisa-
bilité de notre stratégie de rejet des perturbations, et permettant l’analyse des trajectoires
articulaires résultantes. La méthode consiste à perturber deux postures à l’équilibre, l’une
avec une forme du corps en “cosinus” (test I) et l’autre avec une forme du corps en “si-
nus” (test II) (voir le tableau 3.1). Par ailleurs, nous allons évaluer la plage de validité
du modèle linéarisé en comparant le temps de rejet attendu du modèle linéarisé, à celui
obtenu par le modèle non linéaire du robot en fonction de l’amplitude de la perturbation.

4.6.1 Méthodologie

Le contrôleur présenté est implémenté dans le schéma fonctionnel reporté dans la
section 4.2.2. Le processus de contrôle a été codé en Python. Les essais sont effectués avec
deux formes de corps en cosinus ou en sinus dont les coordonnées articulaires qeq sont
reportées dans le tableau 3.1 et illustrées sur la Fig. 3.3.

Pour définir les conditions initiales, nous introduisons une perturbation de la tête g0(0)
telle que sa configuration relative par rapport à la configuration de la tête d’équilibre geq
est quantifiée par le vecteur ∆ψ ∈ R3 défini par :

∆ψ0 = (tz0, θx0, θy0)T , (4.43)

avec tz0, θx0, θy0 la translation de pilonnement, les rotations de roulis et de tangage ini-
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tiales. Le robot est initialement au repos avec η0(0) = 0 avec un mouvement interne
∆q(0) = 0. Dans ce cas, son énergie initiale est uniquement composée de sa composante
potentielle Ep(g0,qeq).

Pour quantifier le rejet de perturbation, nous introduisons le résidu ϵ (différent du
coefficient perturbatif) défini comme la fraction relative d’énergie nette (cinétique + po-
tentiel) restant dans le système au cours du rejet. La valeur du résidu est calculée par :

ϵ = [Ec(t) + Ep(t)]− Ep,eq
Ep(t = 0)− Ep,eq

(%) (4.44)

Les simulations commencent à ϵ = 1 et devraient finir à ϵ = 0. Nous avons pris comme
origine l’énergie potentielle asymptotique Ep,eq associée à la configuration d’équilibre
(geq,qeq) au repos. Ici, le calcul de l’énergie (Ec(t) + Ep(t)) prend en compte les contri-
butions de la variation de forme et de l’énergie cinétique interne. Lorsque le résidu de
convergence est inférieur à 5%, la perturbation est considérée comme rejetée et le temps
de convergence noté T est relevé.

4.6.2 Réglage du contrôleur

Tout d’abord, nous décrivons le réglage des matrices Dp et Dd introduites dans la
section 4.2.2 pour la forme en cosinus. Les performances du contrôleur seront évaluées
dans la bande de fréquence typique des oscillations de la tête. Pour évaluer ces fréquences,
nous calculons les fréquences propres du mouvement linéarisé de la tête en boucle ouverte
qui sont données par ±17.8j rad/s, ±15.9j rad/s et ±13.5jrad/s. Elles sont faiblement
modifiées par le retour d’état (une variation < 1%) de sorte que nous nous attendons à
ce que le mouvement de la tête se produise dans la bande de fréquence [13.5− 17.8] rad/s
correspondant approximativement à F ∈ [2.1− 2.8]Hz.

Les matrices de gain Dp et Dd sont paramétrisées par une valeur propre λ′
3 et un

coefficient d’amortissement γd. Nous avons effectué d’abord le réglage de λ′
3 ∈ [3, 15]rad/s

en fixant le coefficient d’amortissement faible γd = 1. Pour cela, nous avons calculé les
magnitudes de la réceptance (Tu→∆q

)
ij (voir l’Eq. 4.42) dans la bande de fréquence de la

dynamique de la tête. Dans la diagramme de magnitude 4.7, nous avons reporté le gain de
chaque commande virtuelle u1, u2, u3 pour trois sorties articulaires (la première, la troi-
sième et la sixième articulation de flexion ∆q0,∆q4, ∆q7). La bande de fréquences se situe
entre les lignes pointillées verticales sur la diagramme 4.7. On constate que l’augmentation
de λ′

3 vers la bande de fréquences du mouvement de la tête conduit à un augmentation du
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gain (voir les courbes vertes sur la diagramme 4.7). Par conséquence, cet impact négatif
sur le gain nous conduit à choisir de fixer λ′

3 à une relativement petite valeur λ′
3 = ±4.4721

rad/s ou 0.71Hz (voir les courbes noires sur la diagramme 4.7).
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Figure 4.7 – La diagramme de magnitude de Bode 20 log10 G(ω) des fonctions de trans-
fert (Tu→∆q)ij pour i = 1 (force virtuelle u1 le long de la verticale, colonne de gauche),
i = 2 (couple virtuel u2 agissant sur l’angle de roulis, colonne du milieu) et i = 3 (couple
virtuel u3 agissant sur l’angle de tangage, colonne de droite). Nous n’avons reporté la
fonction de transfert que pour trois angles articulaires correspondant à ∆q0 (lacet de
tête) , ∆q4 et ∆q7. La magnitude a été calculée pour une valeur propre différente λ′

3 et
un coefficient d’amortissement fixé γd = 1. La bande de fréquence typique du mouvement
de la tête se situe entre les lignes verticales noires.

Concernant le coefficient d’amortissement γd, nous avons illustré le placement des pôles
pour un coefficient γd variant entre 0.1 et 30 sur la Fig. 4.6. Les pôles se déplacent vers
l’axe réel, et si γd est encore augmenté, chaque pôle complexe conjugué se heurte, et tend
respectivement vers −∞ et 0, ce qui correspond à des oscillations sur-amorties.

Identique au réglage de λ′
3, nous avons reporté le gain de chaque commande virtuelle

u1, u2, u3 pour trois sorties articulaires en fonction de γd dans la diagramme 4.8. On observe
que l’amortissement tend à augmenter le gain, ce qui suggère de le prendre le plus petit
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possible. Fait intéressant, pour le plus petit rapport d’amortissement, nous reconnaissons
deux résonances (pics noirs sur la diagramme ) se produisant à ω = λ2 et λ3.
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Figure 4.8 – La diagramme de magnitude de Bode 20 log10 G(ω) des fonctions de trans-
fert (Tu→∆q)ij. La magnitude a été calculée pour des coefficients d’amortissement diffé-
rents γd et une valeur propre fixe λ′

3 = ±4, 4721 rad/s. La bande de fréquence typique du
mouvement de la tête se situe entre les lignes verticales noires.

Étonnamment, les courbes de gain pour la commande u2 affichent une chute brutale
proche de la fréquence ω = 17rad/s. Nous avons vérifié qu’il ne s’agit pas d’une anti-
résonance. En fait, cela correspond à un zéro de la réceptance avec une petite composante
réelle, où la partie imaginaire est proche de la fréquence ω = 17rad/s mais diffère légère-
ment entre chaque sortie qj. Le faible gain dans cette bande permet de produire un fort
feedback u2 sur le mouvement de roulis avec une amplitude modérée des articulations.
Sur la base de cette étude paramétrique de la réceptance, nous considérons que la valeur
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γd = 1rad.s est également acceptable.

4.6.3 Dynamique du rejet des perturbations

L’objectif du présent test est d’étudier la relaxation du robot à l’équilibre. De plus,
nous visons à comprendre comment les composantes articulaires données par P q̃ et Qmq̂
dans l’Eq. (4.29) contribuent au rejet des perturbations, et quelles sont les forces résultant
des trajectoires articulaires produites par le contrôleur. Par conséquent, nous considérons
d’abord une forme de corps en cosinus à l’équilibre qui est initialement perturbée par un
mouvement solide donné par l’angle de roulis θx0 = 20◦ (0.35rad).
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Figure 4.9 – Évolution des trois composantes ∆ψT = (tz, θx, θy) pendant les 10 pre-
mières secondes pour la forme du corps en cosinus (respectivement en sinus) à l’équilibre
correspondant à la colonne de gauche (colonne de droite). Les courbes solides corres-
pondent au mouvement de la tête sans rétroaction. Les courbes pointillés représentent le
processus de rejet des perturbations où les lignes verticales rouges indiquent le temps de
rejet T (95% d’énergie est amortie).

Sur la Fig. 4.9(colonne de gauche), nous rapportons la réponse du mouvement de la
tête via les angles θx et θy, et le pilonnement tz, pour deux cas : sans (pointillé) et avec
(solide) le contrôleur. Alors que seul le roulis de tête est initialement perturbé, on observe
que les autres degrés de liberté tz (pilonnement) et θy (tangage) sont progressivement
excités, de sorte que la perturbation doit être rejetée pour les trois degrés de liberté.
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Comme prévu, sans commande par retour d’état, la tête effectue des oscillations non
linéaires et non amorties (les courbes en pointillés). Ces courbes confirment également
notre hypothèse en supposant que les fréquences typiques du mouvement de la tête sont
comparables entre les cas non amortis et les cas amortis.

Près de 10 secondes sont nécessaires pour rejeter complètement la perturbation (courbes
épaisses). En utilisant comme critère une diminution de 95% de l’énergie initiale, une es-
timation plus précise du rejet conduit au temps de rejet T = 8.54s (voir lignes verticales
rouges sur la Fig. 4.9). De manière notable, le rejet s’accélère à mesure que l’énergie
diminue grâce à l’amortissement adaptatif, qui évite la surcharge des moteurs.
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Figure 4.10 – Les trajectoires articulaire q0, q1, q2, qr,2, q4, qr,4, q7, qr,7 correspondantes
aux simulations sur la Fig. 4.9. Les courbes noires (respectivement rouges) correspondent
à la forme du corps en cosinus (sinus). Les limites géométriques des articulations sont en
bleu.

Pour caractériser la dynamique du corps, nous avons reporté sur la Fig. 4.10 (courbes
noires) l’évolution de certaines amplitudes articulaires, tel que celle du cou, des flexions
articulaires et des roulis des coques ARIM. Notons qu’elles restent toujours dans les limites
géométriques (lignes bleues) du robot réel. Ce point confirme notre choix de paramètres
de contrôle qui évitent les dépassements ou les amplitudes articulaires excessives.
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Une caractéristique intéressante est le temps nécessaire pour converger vers la forme
du corps d’équilibre qeq qui dure plus longtemps que le temps de rejet T = 8.54s. Ici,
les articulations oscillent toujours pour t > T , même si la tête converge vers sa configu-
ration d’équilibre. Ces composantes du mouvement interne correspondent aux solutions
homogènes de l’Eq. (4.34) qui ne produisent pas d’effort sur la tête, au moins à l’ordre
linéaire, et sont excitées lors du rejet. L’amortissement de ce mouvement interne résiduel
est contrôlé par le coefficient γd = 1 s−1, qui doit être suffisamment grand pour amortir
ces oscillations. Cependant, trop augmenter son amplitude conduit à de fortes amplitudes
articulaires. Par conséquent, nous avons adopté un compromis en autorisant un temps de
relaxation des articulations plus long, afin de maintenir les amplitudes articulaires dans
les limites géométriques nominal.

Il convient également d’étudier la contribution relative des composantes des déforma-
tions du corps Qmq̂ (inertie + flottabilité) et P q̃ (flottabilité). Sur la Fig. 4.11, nous avons
reporté onze instantanés de la forme du corps, vue de dessus, avec les coordonnées arti-
culaires q = qeq +P q̃ (rouge, en haut) et q = qeq +Qmq̂ (rouge, en bas). Étonnamment,
la composante q = qeq +Qmq̂ domine l’évolution de la forme du corps et il s’avère qu’elle
correspond à 90% de l’amplitude de la déformation du corps.

Il est tentant de penser que si la composante P q̃ domine la dynamique, alors le pro-
cessus de stabilisation est assuré par les forces de flottabilité puisque les modes internes P
appartiennent au noyau de Mq. Au contraire, la comparaison des efforts d’inertie (courbes
rouges sur la Fig. 4.12) produits par Mq∆q̈ et les efforts de flottabilité avec Kq∆q (courbes
noires) montre que leurs amplitudes sont comparables sur les trois degrés de liberté du
mouvement de la tête (Fz, τx, τy). La stabilisation implique à la fois des effets d’inertie et
de flottabilité.

On remarque que l’enveloppe du signal augmente (typiquement jusqu’à t = 4s), ce
qui correspond à la croissance progressive du coefficient d’amortissement adaptatif. Par
la suite, cette même enveloppe diminue à mesure que la perturbation du mouvement de la
tête devient significativement plus petite. Pour la force verticale Fz et le couple de tangage
τy, les composantes inertielles (rouge sur la Fig. 4.12) et la composante de flottabilité
(noir) sont presque en opposition de phase. C’est la signature d’une forte contribution de
la solution homogène qui ne joue aucun rôle dans le processus de rejet. Ainsi, les effets
de flottabilité et d’inertie produits par les déformations du corps compensent presque la
plupart du temps le pilonnement et le tangage.

En revanche, on observe que la composante inertielle (rouge) de τx due au mouvement
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Figure 4.11 – Vue de dessus illustrant la contribution produite par le mouvement interne
(en rouge) à partir de l’ensemble de vecteurs {P} avec des composantes q̃ (en haut) et
{Q} avec des composantes q̂ (en bas) à différents intervalles de temps. La pose d’équilibre
qeq(noir) est superposée comme référence.

interne est un peu plus grande que la composante de flottabilité. Même si la composante
Qmq̂ est beaucoup plus petite que P q̃, sa contribution à la relaxation est primordiale. Ce
point est plus évident lorsque nous divisons l’effort respectif produit par les composantes
de mouvement internes Qmq̂ (rouge sur la Fig.4.13), ce qui conduit à des effets d’inertie
et de flottabilité, et P q̃ (courbes noires), qui génère uniquement des effets de flottabilité.
L’effort produit par Qmq̂ peut être au moins trois fois plus grande que celle due à P q̃.
Par conséquent, on peut conclure que le processus de rejet est dominé par la composante
q̃ alors qu’elle a la plus petite contribution à la déformation de forme. De l’autre côté, la
composante q̃ est là pour assurer la stabilité du mouvement interne du corps.

Pour conclure cette étude sur la dynamique de rejet, nous aimerions tester l’influence
de la forme du corps dans le processus de rejet. Nous comparons les résultats reportés avec
ceux obtenus pour une forme de corps sinusoïdale à l’équilibre. Nous gardons le même
processus pour régler notre contrôleur, comme décaler les pôles sur l’axe imaginaire avec
la même amplitude λ′

3 via le contrôleur proportionnel puis utiliser le même coefficient
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Figure 4.12 – Comparaison des composantes de l’effort virtuelle uT = (Fz,Γx,Γy) pro-
venant de l’inertie interne Mq∆q̈ (rouge) et de l’effort de flottabilité Kq∆q (noir) lors du
rejet de la perturbation.

d’amortissement γd. En préservant les coefficients λ′
3 et γd, on ne peut quantifier que

l’influence de la variation de la forme du corps qui est caractérisée par un sous-espace
différent Su généré par un autre ensemble de vecteurs {Qm, P}.

Les résultats sont reportés sur la Fig. 4.9 (colonne de droite) représentant le mouve-
ment de la tête. Pour une forme de corps en “cosinus” (colonne de gauche) et en “sinus”
(droite), les mouvements de pilonnement, de tangage et de roulis ont généralement les
mêmes amplitudes au début du processus de rejet.Cependant, une fois le processus de
rejet démarre (généralement à t > 2s), l’amortissement du mouvement de la tête pour la
forme de corps en “sinus” est plus rapide avec un temps de rejet plus court T = 7.14s.
Cette observation implique que même si l’amortissement γd est le même pour les deux
formes de corps, le processus de rejet dépend fortement du sous-espace SU . En faisant
varier la forme du corps qeq, on s’attend également à modifier les trajectoires articulaires.
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Figure 4.13 – Effort virtuel uT = (Fz,Γx,Γy) provenant de la composante de mouvement
interne q̂ (rouge) donnée parMqQm

¨̂q+KqQmq̂, et de la composante de mouvement interne
q̃ (courbes noires) donnée par KqP q̃ .

En comparant les trajectoires articulaires sur la Fig. 4.10, on observe que, pour la plupart
des articulations, les amplitudes pour la forme du corps en sinus sont soit comparables,
soit plus petites que celle pour la forme en cosinus.

Ces dernières observations nous permettent de conclure que le choix de la forme du
corps qeq a un impact sur le temps de rejet et les trajectoires articulaires générées. Cela
suggère qu’il existe des formes du corps optimales minimisant le temps de rejet pour les
paramètres de contrôle constant.

4.6.4 Validité du contrôleur basé sur un modèle linéaire

Enfin, nous voulons déterminer dans quelle mesure notre contrôleur basé sur un modèle
linéaire est pertinent lorsqu’il est soumis à de fortes perturbations. Ici, notons que Tnl est
le temps de rejet donné par la dynamique non linéaire complète obtenue par le simulateur,
et Tl est le temps de rejet, quant à lui, donné par la dynamique linéarisée de l’Eq. (4.2).
Pour évaluer le domaine de validité du modèle linéaire, nous proposons de comparer Tnl
avec Tl. Nous avons introduit le rapport T̃ = Tnl/Tl et étudié son évolution en fonction de
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l’amplitude des perturbations initiales. Les résultats sont reportés sur la Fig. 4.14 pour
les perturbations initiales uniquement sur le pilonnement (gauche), le roulis (milieu) ou
le tangage (droite) pour des formes de corps cosinus (noir) et sinus (rouge).
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Figure 4.14 – Rapport Tnl/Tl du temps de rejet Tnl donné par la dynamique non linéaire
complète sur le temps de rejet Tl donné par la dynamique linéarisée pour les perturbations
initiales uniquement sur le pilonnement (gauche), le roulis (milieu) et la hauteur (droite),
les courbes noires et rouges représentent respectivement la forme du corps en cosinus et
en sinus.

Pour la forme du corps en cosinus, ce rapport est proche de 1 (±5%), soit Tnl ≃ Tl,
si la perturbation initiale reste dans les intervalles tz0 ∈ [−1.7, 1.5]cm, θx0 ∈ [−26◦, 30◦],
et θy0 ∈ [−3.1◦, 4.3◦]. Ainsi, le système linéaire (4.2) décrit bien la dynamique de la tête
dans ces domaines. Les domaines de validité sur le pilonnement tz0 et le tangage θy0 sont
relativement petits, car ils conduisent à une variation importante du niveau d’immersion
nécessitant une correction non linéaire du torseur de flottabilité. Dans ces conditions,
l’approximation linéaire du torseur de flottabilité n’est plus valable, ce qui explique la
différence entre modèle linéaire et non linéaire.

En revanche, le domaine de validité du modèle linéaire est beaucoup plus grand pour
les perturbations du roulis θx0. Notre contrôleur linéaire fonctionne bien pour ces pertur-
bations. Rappelons que ces perturbations sont les plus dangereuses que les autres (tangage
et pilonnement) puisqu’elles peuvent provoquer le chavirement du robt. En effet, les ef-
fets non linéaires empêchant le chavirement sont relativement faibles lorsque le roulis
augmente, ce qui explique à la fois pourquoi le domaine de validation est plus grand et
pourquoi le chavirement se produit facilement. De plus, on peut également montrer que
la nature des effets de flottabilité non linéaire diffère entre ces trois degrés de liberté. La
raideur hydrostatique augmente à mesure que le tangage ou le pilonnement augmentent,
ce qui correspond à un phénomène similaire au “spring hardening”. Au contraire, elle di-
minue à mesure que le roulis augmente, comme un “spring softening” [118, 119]. Dans le
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chapitre suivant, nous allons démontrer l’impact de cet effet non-linéaire sur la stabilité
dynamique de la nage.

4.7 Bilan

Dans ce chapitre, nous proposons une loi de contrôle en boucle fermée pour mainte-
nir la stabilité d’une pose d’équilibre. Ce contrôleur permet de rejeter les perturbations
en transférant l’énergie du mouvement solide au mouvement interne via des trajectoires
articulaires spécifiques. Ces trajectoires articulaires sont générées dans un sous-espace ar-
ticulaire composé de trois modes produisant des effets d’inertie et de flottabilité, et de
trois modes produisant uniquement des forces de flottabilité. Notre étude a montré que
pour générer de telles trajectoires articulaires stables et causales, il était nécessaire d’uti-
liser ces six modes, couplés linéairement par un contrôleur proportionnel-dérivé(PD). Ce
contrôleur proposé montre de bonnes performances, bien que ces paramètres soient choisis
manuellement.

Une première piste d’amélioration serait d’établir un algorithme d’optimisation trou-
vant le jeu de paramètres optimal couplant linéairement ces six modes de déformation
articulaire. Notre étude a également montré que certaines formes du corps d’équilibre
pouvaient être stabilisées plus facilement avec des temps de rejet plus courts. Il serait
donc intéressant de trouver la forme optimale pour garder le robot stable et rejeter rapi-
dement les perturbations. De telles formes du corps pourraient être utilisées pour surveiller
l’environnement et maintenir la stabilité statique du regard du robot. C’est effectivement
la stratégie adoptée par les serpents, qui peuvent s’enrouler sur l’eau et maintenir un
contact visuel avec une menace potentielle [39].

Enfin, pour réaliser cette stabilisation dans les scénarios réels, deux défis majeurs
doivent être résolus. Premièrement, le robot doit être équipé d’un observateur capable
d’estimer sa configuration sur la surface de l’eau (pilonnement, roulis et tangage) en temps
réel. Ces aspects sont actuellement en cours de développement. Notre groupe explore
actuellement une approche qui ne nécessiterait pas l’utilisation de la vision, mais plutôt
des capteurs de détection de niveau d’eau répartis sur la tête et une centrale à inertie
(IMU) pour coupler la proprioception et l’extéroception. En effet, nous préférons doter le
robot d’un sens de l’équilibre qui ne dépend pas de la scène visuelle, et qui fonctionnerait
aussi bien dans des environnements encombrés, ou au contraire, sans repères visuels.
Deuxièmement, comment tous les effets hydrodynamiques sont négligés dans notre modèle
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actuel, le mouvement interne du robot est la seule dissipation rejetant les perturbations.
Le second défi est donc de prendre en compte l’hydrodynamique de surface pour profiter
de la dissipation induite par les traînées du fluide pour accélérer la perturbation de rejet.
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Chapitre 5

STABILITÉ DYNAMIQUE DE LA NAGE :
EFFET DE LA FLOTTABILITÉ

5.1 Introduction et motivations

5.1.1 Objectifs du chapitre

Nous avons traité dans les deux chapitres précédents le contrôle posturale pour les
robots nageurs en boucles ouverte (Chapitre 3) et fermée (Chapitre 4). Dans ces deux
cas, nous avons proposé des stratégies pour que le robot converge vers une forme de corps
donnée soit par une succession d’équilibres statiques soit en rejetant dynamiquement les
perturbations autour d’un équilibre statique. Ici, nous souhaitons comprendre comment
la stabilité est influencée par la nage et comment le contrôle postural peut interagir avec
la locomotion.

Ce chapitre propose donc une étude paramétrique de la stabilité de la nage, initiée
dans la section 3.5.3, en fonction de la fréquence et de l’amplitude des flexions latérales.
À l’instar du chapitre précédent, cette étude ne prendra en compte que les couplages
entre effets inertiels et les efforts de flottabilité. Nous verrons que ce système dont la
physique est simplifié est finalement assez complexe. Cette analyse vise donc à construire
les fondations de la stabilité dynamique de la nage, qui pourra dans un second temps
inclure des effets plus complexes comme les traînées turbulentes, la variation de la masse
ajoutée du fait du changement d’immersion du corps ou la dynamique des vagues générées
par le nageur.

Nous souhaitons tout d’abord étudier passivement (sans contrôle) les propriétés et
la stabilité de la nage. À partir de ces résultats, nous introduirons un modèle simplifié
(ou réduit), qu’on nommera le template, pour capturer les mécanismes élémentaires de la
dynamique de la tête. Grâce à ce modèle simplifié, nous étudierons en détails les différents
états et transitions possibles du robot. Finalement, nous proposerons une stratégie de
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Figure 5.1 – Gauche : photographie de la flexion latérale d’un serpent nageur (voir
section 1.1.2. Droite :l’évolution de la forme au cours de l’allure anguilliforme approximée
par l’équation de courbure (5.1).

stabilisation de la nage.
Dans une grande partie de ce chapitre, nous nous appuierons sur ce modèle pour

produire des intuitions sur notre système et communiquer plus facilement avec différentes
communautés (physique, biologie, etc.). Durant la nage, le robot modifie en temps réel
ses inerties qui dépendent de la distribution des masse et des forces de flottabilité le long
de son corps (ces dernières dépendant du niveau d’immersion). Aussi, la dynamique de
la tête ne peut plus être considérée comme un système à inertie et raideur hydrostatique
constantes mais à paramètres variables et périodiques. Deuxièmement, il est nécessaire de
considérer les échanges de quantités de mouvement entre les dégrées de libertés internes et
externes. Les inerties internes et la variation du torseur des forces de flottabilité peuvent
ainsi perturber la planéité du mouvement et mettre le système dans un régime d’auto-
excitation. Finalement, l’hypothèse de linéarité autour d’un point d’équilibre n’est ici
plus justifiée. En conclusion, la dynamique des degrés de liberté externes est décrite par
un système à paramètres périodiques, auto-excité et très certainement non-linéaire. Nous
allons développer dans ce chapitre un modèle minimal/réduit (template) qui peut décrire
cette dynamique.

5.1.2 Organisation du chapitre

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : Dans la section 5.2, nous étudierons
l’influence des allures et de leurs paramètres sur la stabilité du robot. Une instabilité du
roulis, provoquant le chavirement du robot sur la surface de l’eau, sera identifiée.

Dans la section 5.3, nous allons décrire la dynamique du roulis par un modèle simpli-
fié unidimensionnel, sous la forme d’une équation de Duffing-Mathieu forcée. Ce modèle
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peut être analogue à un mécanisme élémentaire : un pendule paramétrique non-linéaire.
Ensuite, les paramètres de ce modèle sont identifiés en analysant la succession de confi-
guration d’équilibre du robot au cours de la nage.

Dans la section 5.4, la pertinence du modèle sera confirmée en simulant directement ce
modèle. Ensuite, une approche mathématique, basée sur ce modèle, sera appliquée pour
prédire plus rapidement l’instabilité du robot. À la fin, en exploitant les caractères du
modèle, nous proposerons une stratégie pour atténuer cette instabilité.

5.1.3 Définition des allures

Les nageurs élancés génèrent une poussée grâce à une allure appelée nage anguilliforme
consistant à accélérer le fluide environnant par une onde de flexion progressive [120, 121].
Pour reproduire cette allure cyclique, nous proposons ici une consigne pour chaque arti-
culation de flexion indexée par j ∈[0, 3, 4, ..., 7] (j = 0 étant l’articulation proche de la
tête) en fonction du temps t et de l’abscisse curviligne s [13, 103, 43] :

qj(t, sj) = αe
nsj

L . sin
[
2π
(
ksj
L
− F.t

)]
+ α0 (5.1)

Figure 5.2 – Vérification de la direction de propagation d’onde pour deux allures : le
maximum (ou minimum) de l’angle de flexion se déplace toujours vers la queue au fil
du temps (voir la flèche rouge). Gauche : Évolution des angles de flexion (qj)[3,...,7] pour
l’allure anguilliforme ; droite : Évolution des angles de flexion (qj)[0,3,...,7] pour l’allure
serpentiforme

avec L la longueur du robot, α l’amplitude de flexion et k la fréquence spatiale définissant
l’enveloppe de l’onde. Ici, sj devient la variable discrétisée le long du robot. Ainsi, sj est
la position curviligne du jème module le long de la vertèbre du robot au repos (sj = 0

158



5.1. Introduction et motivations

est le début de la tête). Le paramètre α0 est une courbure constante qui sera nulle dans
notre étude.

Lorsque la fréquence temporelle F est fixée, la vitesse de propagation de l’onde est
naturellement proportionnelle à k. De même, le signe positif de k assure le sens de propa-
gation de la tête vers la queue. Cette propriété est vérifiée par les tracés spatiotemporels
des amplitudes articulaires sur la Fig. 5.2 et indiquée par la flèche rouge. Le nombre
d’onde pour les allures étudiées est fixé à k = 1.5. Nous définirons deux types d’allure
qui se distinguent par le facteur n déterminant la forme de l’enveloppe de l’onde. Lorsque
n = 0, nous parlerons d’allure anguilliforme, dont l’amplitude de courbure reste constante
et donnée par α. Pour faciliter la comparaison avec l’autre allure, nous effectuerons le
changement de paramètre α 7→ αe où e est un pré-facteur. De plus, toutes les articu-
lations de flexion suivent la fonction (5.1) et nous imposerons q0 = 0 sur le lacet de la
tête.

Au contraire, l’allure serpentiforme est caractérisée par un facteur n non nul qu’on
choisira égal à 1. Dans ce cas, la courbure augmente le long de l’axe rostro-caudal comme
le démontre les précédentes études sur l’allure des serpents [13]. Les évolutions des angles
de flexion pour les deux allures sont reportées sur la Fig.5.3 avec α = 0.4 rad. Ici, nous
remarquons que lorsque les deux allures ont le même paramètre d’amplitude α, elle ont
une même amplitude de rotation pour la dernière articulation |q7| = αe (voir par exemple
la Fig. 5.3).

Figure 5.3 – Évolution des coordonnées articulaires (qj)[0,3,...,7] pour les deux allures
étudiées avec α = 0.4 rad. Les figures à gauche et à droite représentent respectivement
les allures anguilliforme et serpentiforme.

Ayant fixé la forme des allures, les paramètres libres restant F et α vont nous per-
mettent d’étudier l’impact de la fréquence du cycle et de l’amplitude caractéristique de
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la flexion latérale.

5.2 Étude paramétrique de la stabilité

5.2.1 Étude paramétrique dans l’espace amplitude-fréquence

Dans cette section, nous allons étudier la réponse du nageur et plus spécifiquement
l’impact des effets de gravité et d’inertie sur la stabilité dynamique du robot Natrix. Nous
effectuerons une série de simulations numériques en faisant varier α et F . Le simulateur
de la dynamique du robot a été introduit dans le chapitre 2, où seuls les effets d’inertie
et hydrostatique (gravité+flottabilité) sont pris en compte.

En l’absence d’effets hydrodynamiques, les degrés de liberté liés à la navigation (ca-
valement, embardée et lacet) apparaissent uniquement sous la forme d’oscillations autour
de la position initiale (cf. section 2.10.3). Par ailleurs, nous avons déjà étudié la réponse
du système à basse fréquence (cf. section 3.5.3) pour les degrés de liberté associés aux
perturbations (pilonnement, roulis et tangage). On observait alors des oscillations autour
de la configuration d’équilibre. Ces oscillations prennent la forme d’une superposition de
différents modes,dont l’amplitude augmente avec la fréquence F . Nous proposerons ici
une étude plus systèmatique de ces oscillations.

Nous fixons tout d’abord l’amplitude de flexion α et varions la fréquence F ∈ [0.8, 3]Hz.
La configuration initiale de la tête geq(t = 0) est en équilibre statique déterminée par
l’algorithme proposé dans la section 3.3.3. La vitesse de la tête est initialement nulle. Les
angles de roulis et de tangage sont déterminées par les angles d’Euler par rapport aux
axes du repère global FG.

La première série de simulations est effectuée avec l’allure anguilliforme. En fixant
l’amplitude α = 0.2rad, nous avons simulé le mouvement de la tête pendant dix périodes
en fonction de F et constaté trois régimes distinct pour le roulis. Sur la Fig. 5.4 nous
rapportons les évolutions des 3 degrés de liberté pour les trois régimes identifiés. Pour
F = 1.2Hz (voir Fig. 5.4.(a)), les trois mouvements présentent des oscillations non li-
néaires. Néanmoins, les amplitudes restent faibles (θx < 20◦). À mesure que la fréquence
augmente, le mouvement de roulis décrit des battements (voir la Fig. 5.4.(b)), c’est-à-dire,
la superposition de deux modes de Fourier avec des fréquences très proches menant à une
modulation à très basse fréquence du signal caractéristique du battement. Pour ce régime,
les amplitudes des trois mouvements augmentent significativement (20◦ < θx < 50◦). Fi-
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(a) Régime d’oscillation non-linéaire avec F = 1.2Hz

(b) Régime de battements avec F = 2.4Hz

(c) Régime instable avec F = 1.7Hz

Figure 5.4 – Les évolutions trois mouvements perturbatifs du pilonnement tz, du roulis
θx, du tangage θy pour les trois régimes avec l’allure anguilliforme avec le paramètre
α = 0.2rad
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nalement pour F = 2.4Hz, l’évolution de l’angle de roulis n’est plus bornée et atteint une
amplitude de 180◦ (voir la Fig. 5.4.(c)). Dans ce cas, le robot chavire et tourne sur lui
même car nos angles d’Euler sont définis modulo 180◦. Ce phénomène ne se produit que
pour le degré de liberté de roulis, le pilonnement et le tangage restent bornés. Nous avons
donc identifié trois régimes

— un régime d’oscillation non-linéaire avec des amplitudes de roulis bornées 1 ;
— un régime de battement ;
— un régime d’instabilité du roulis avec des amplitudes non-bornées.

Figure 5.5 – Amplitude d’oscillation de roulis en fonction de F avec α = 0.2rad ; les
cercles correspondent à des oscillations non linéaires ; triangles au phénomène de batte-
ment ; croix au robot qui chavire

Cette première analyse motive l’exploration de la réponse fréquentielle dans un plus
grand intervalle de fréquence F . La réponse fréquentielles du roulis est illustrée sur la Fig.
5.5 avec en ordonnée l’amplitude maximum du roulis. Le régime d’oscillations apparaît
aux basses et hautes fréquences (cercles noirs) et l’amplitude décrit la réponse fréquentielle
caractéristique d’un phénomène de résonance se situant dans la bande de fréquences [1.5−
2]Hz. Néanmoins dans cette région, on observe justement l’instabilité du roulis (triangles
noirs). La transition entre ces deux régions se fait par le régime de battement (croix noirs
sur la Fig. 5.6).

Nous effectuons ensuite une étude paramétrique dans le plan amplitude-fréquence
(α, F ) toujours pour l’allure anguilliforme. Nous retrouvons encore ces trois régimes dont
la distribution dans le plan (α, F ) est reportée sur la Fig. 5.6. On remarque que la Fig.
5.5 est un échantillon horizontal de la Fig. 5.6.

1. ce régime peut se transformer en un régime d’oscillations linéaires à faible amplitude α et fréquence
F
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Figure 5.6 – Distribution des 3 régimes du mouvement de roulis dans l’espace (F, α)
pour l’allure anguilliforme : le régime d’oscillation non-linéaire (zone barrée) ; le régime
d’interférence de battement (zone pointillée) ; le régime instable (zone étoilée).

L’instabilité est présente pour la plupart des amplitudes α (zone étoilée) et se produit
toujours dans une bande de fréquences finie encadrée par le régime de battement (zone
pointillée). Lorsque l’amplitude α augmente, il y a un déplacement de la zone d’instabilité
vers les fréquences plus élevées. On reconnait dans ce diagramme de stabilité la présence
d’une langue d’Arnold [122], confirmant la présence d’un phénomène de synchronisation
ou de verrouillage en fréquence entre deux modes, déjà suggérées par la présence des
battements.

Figure 5.7 – Comparaison entre les régions instables de l’allure serpentiforme (région
rouge) et de l’allure anguilliforme (région bleue)
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Nous avons répété la même procédure pour l’allure serpentiforme. Nous avons retrouvé
l’instabilité de roulis et comparé la localisation des bandes d’instabilité sur la Fig. 5.7 avec
en rouge l’allure serpentiforme et en bleue l’allure anguilliforme. Pour une même ampli-
tude α, la zone instable est plus étroite pour l’allure serpentiforme et se situent relative-
ment à plus basse fréquence par rapport à l’allure anguilliforme. A l’amplitude maximale
α = 0.4rad, les bandes de fréquence instables sont respectivement F ∈ (1.55, 1.75)Hz
(serpentiforme) et F ∈ (1.85, 2.4)Hz (anguilliforme), soit une largeur de bande trois fois
plus grande pour l’allure anguilliforme.

5.2.2 Analyse des résultats

Nos résultats numériques suggèrent fortement la présence d’une résonance paramé-
trique analogue à celle observée lorsqu’un navire est soumis à des ondes obliques (voir
Fig. 1.15 dans la section 1.3.2). Pour rappel, ce phénomène apparaît lorsque les fréquences
propres d’oscillation du corps se synchronisent avec les fréquences d’excitation du système.
Or dans notre cas, aucune perturbation externe ne vient exciter cette instabilité. On peut
donc conclure que cette instabilité provient d’une “auto-excitation” du système, c’est à
dire d’une modulation temporelle des paramètres physiques (raideurs, inerties .etc) due
à la nage. À notre connaissance, aucune étude n’a reporté ou étudié ce phénomène d’in-
stabilité pour les robots nageurs. Il est probable que cette instabilité peut être modifiée,
masquée ou supprimé par les effets dissipatifs ou autres phénomènes stabilisateurs pour
les vrais robots.

On notera aussi que ces plages fréquentielles instables sont pertinentes pour la nage
(environ 1-2Hz) [43, 103] et peuvent être exploitées par notre robot. Ces observations
confirment de nouveau que le mouvement de roulis est bien le degré de liberté le plus
dangereux pour les robots. On remarque aussi que les propriétés de l’allure modifient si-
gnificativement le diagramme de stabilité dans le plan (α, F ). On peut dors et déjà avancer
que la nage avec l’allure serpentiforme est moins menacée par le risque d’instabilité.

Par conséquent, le reste de ce chapitre sera dédié à l’étudie de cette instabilité. Nous
souhaitons donc

— produire un modèle minimal capturant les éléments essentiels de l’instabilité ;
— procéder à l’identification de ce modèle pour sa simulation ;
— étudier systématiquement la stabilité du robot grâce à ce modèle et suggerer une

loi pour réduire la zone d’instabilité.
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5.3 Le template de la stabilité du nageur

5.3.1 Modèle du pendule paramétrique non-linéaire

Le modèle linéaire

Dans cette section, nous souhaitons produire un modèle simplifié pour l’angle de roulis
θ(t) (on omettra l’indice x), qu’on nomme généralement template (ou patron) dans la
littérature, qui capture les mécanismes essentiels du phénomène d’instabilité. L’exemple
de template le plus connu est celui de la marche humaine modélisée (selon les degrés de
complexité) par un pendule inverse [123]. Nous proposons ici d’inférer ce modèle à partir
d’analogies et d’arguments physiques pour ensuite justifier/déduire ce modèle sur la base
de la formulation lagrangienne de la dynamique introduite dans la section précédente lors
de l’identification. Le but de cette section est donc de décrire les phénomènes physiques
en jeu.

Figure 5.8 – Gauche : la dynamique du roulis de robot avec une forme de corps fixée ;
droit : analogie d’un pendule direct avec une angle d’équilibre non nulle θeq

Nous souhaitons tout d’abord démontrer l’analogie entre la stabilité du robot et la
dynamique d’un pendule paramétrique non-linéaire. Contrairement au cas des navires ou
la stabilité est étudiée proche d’un équilibre (voir la section 1.3.2), nous analyserons la
dynamique du roulis dans l’approximation des faibles perturbations autour des équilibres
associées à chaque forme de corps de l’allure.

Tout d’abord, nous avons observé la présence d’oscillations harmoniques dans la ré-
ponse de roulis à très basses fréquences (F < 0.5Hz), dont l’amplitude augmente avec la
fréquence, indiquant la réponse d’un système du second ordre proche de la résonance. En
considérant une petite variation du roulis ∆θ = θ(t) − θeq << 1, la dynamique autour
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de l’orientation d’équilibre θeq (supposé initialement constante) est analogue à celle du
pendule libre (voir la Fig. 5.8) pour les petites oscillations (voir Eq. (3.34) dans le chapitre
III)

θ̈ + ω2(θ − θeq) = 0 (5.2)

avec la fréquence propre ω du système inertie-ressort, donnée par ω2 = K/I où K la
raideur et I est le moment angulaire. Les raideurs étant définies sur la configuration
d’équilibre, le système est toujours stable et ω réel. Poursuivant l’analogie avec le pendule
libre, cet angle θeq résulterait d’un couple extérieur Γ qui imposerait un nouvel équilibre
θeq = Γ/ω2 pour Γ petit.

Dans cet exemple similaire à celui de la stabilité d’un navire, nous n’avons pas pris en
compte le fait que le robot se déforme. La première problématique est donc d’identifier la
source d’excitation du roulis. Nous avons montré dans le chapitre 3 que les formes de corps
utilisées durant le roulis étaient caractérisées par des positions à l’équilibre différentes.
Aussi, on peut supposer que θeq(t) est une fonction périodique de la fréquence F de l’allure
et qu’elle peut s’écrire à l’ordre dominant θeq(t) ∼ cos(Ωt) avec Ω = 2πF la pulsation de
l’allure (voir gauche de la Fig. 5.9). En reprenant l’analogie avec le couple externe, notre
équation harmonique (5.2) devient :

θ̈ + ω2θ = Γ cos(Ωt) (5.3)

À cause de la déformation cyclique du corps, les paramètres physiques tels que l’inertie
et la raideur hydrostatique ne peuvent plus être considérés comme constants. Aussi, il est
nécessaire de considérer une fréquence propre ω(t) variable dans la dynamique du roulis.
Quelle est la fréquence typique de variation de la fréquence propre ? On remarque qu’après
une demi-période, les formes de corps à t et à demi-période t + T/2 sont symétriques
par rapport au plan orthographe du robot comme l’illustrent la Fig. 5.9 (gauche). La
distribution de masse par rapport à un axe longitudinal est donc la même, ce qui implique
que les inerties axiales entre deux formes de corps à t et t + T/2 sont identiques. Par
conséquent, l’inertie axiale est à l’ordre dominant modulée par la fréquence 2Ω soit une
fonction périodique Ix(t) ∼ e2iΩt. De même pour la raideur, la variation de la partie
immergée (du moins la composante symétrique) est identique pour deux formes de corps
symétriques par rapport au plan orthographe. Ainsi, on peut aussi en déduire que la
modulation de la raideur Kx est donnée par Kx(t) ∼ e2iΩt.
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Figure 5.9 – Gauche : la dynamique du roulis de robot avec une allure cyclique ; Droite :
analogie d’un pendule direct avec une angle d’équilibre non nulle θeq et avec sa base
périodiquement mobile.

On peut donc poser que l’inertie et la raideur axiales Ix(t) et Kx(t) sont données par

 Ix(t) = Ī (1 + δI cos (2Ωt+ ϕI))
Kx(t) = K̄ (1 + δK cos (2Ωt+ ϕK))

(5.4)

avec (̄·) la valeur moyenne, δ l’amplitude de modulation (dominante) et ϕ le déphasage.
Ce déphasage est définie par rapport à une certaine référence temporelle qui sera définie
relativement au forçage.

La superposition des effets des modulations d’inertie et raideur entraîne ainsi une
perturbation de la fréquence propre du roulis, dont le carré de la fréquence propre est
donné par le rapport ω2(t) = Kx(t)/Ix(t). Pour des modulations relativement faibles par
rapport aux valeurs moyennes, on a

K(t)
I(t) = ω2

0 (1 + δ cos(2Ωt+ ϕ) + . . . ) , (5.5)

avec la fréquence propre moyenne ω2
0 = K̄/Ī et l’amplitude de modulation et le déphasage

donnés par


δ =

√
[δK cos(ϕk)− δI cos(ϕI)]2 + [δK sin(ϕk)− δI sin(ϕI)]2

ϕ = atan2
(
δK sin(ϕk)− δI sin(ϕI)
δK cos(ϕk)− δI cos(ϕI)

) (5.6)

Nous avons aussi négligé dans l’Eq. (5.5) les termes supérieurs, c’est à dire au moins
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quadratique en δKδI , qui font apparaître des fréquences plus hautes.
Finalement, nous obtenons l’équation linéaire pour la dynamique du roulis

θ̈ + ω2
0 [1 + δ cos (2Ωt+ ϕ)] θ = Γ cos(Ωt) (5.7)

où ω0 est la fréquence propre moyenne du roulis, δ ≪ 1 est une perturbation sur ω2
0 et ϕ le

déphasage. On remarquera aussi que l’Eq. (5.7) respecte bien les symétries du problèmes,
c’est à dire que l’équation respecte la symétries θ 7→ −θ lorsque t 7→ t+T/2 (on génélisera
cette propriété dans la dernière sous-section).

Cette équation est donc le point de départ de notre étude de stabilité. On reconnaît
bien ici l’équation de Mathieu avec un terme de forçage dans le membre de droite [124],
qui ne modifie en rien sa stabilité linéaire. En effet, nous montrerons dans les sections
suivantes que l’instabilité paramétrique correspond à la solution homogène de l’Eq. (5.7)
qui n’est donc pas influencée par la solution particulière.

Analogie avec le pendule paramétrique

Nous souhaitons ici montrer que l’Eq. (5.7) peut être représentative du mouvement
d’un pendule (cf. Fig. 5.9 de droite) soumis à des accélérations horizontales et verticales
dans la limite des petites angles.

En effet, une force sur le pendule peut être produite par la translation horizontale
a(t) = ā cos(Ωt) de sa base (voir la flèche bleue la Fig. 5.9), qui introduit un couple
inertielle périodique dans la dynamique du pendule dont la dynamique aux petits angles
donnerait

∆θ̈ + ω2∆θ = Γ cos(Ωt) (5.8)

avec l’amplitude de forçage équivalente Γ = mr
I
āΩ2 où m et r sont respectivement la

masse et la longueur du pendule.
Quant à l’effet de modulation sur la fréquence propre, elle peut être produite par un

faible déplacement de la base dans le sens vertical avec b = b̄ cos (2Ωt+ ϕ) (voir la flèche
rouge sur la Fig. 5.9). Comme le déplacement horizontal, ce déplacement vertical génère
également un couple inertiel tel que l’équation du pendule est

I∆θ̈ +mr
(
g sin(∆θ)− āΩ2 cos(∆Ωt) cos(∆θ)− 4b̄Ω2 cos(2Ωt+ ϕ) sin(∆θ)

)
= 0. (5.9)
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Figure 5.10 – La trajectoire de la base du pendule en fonction du déphasage ϕ ∈ [0, 180◦]
avec les amplitudes des déplacements ā = 1, b̄ = 0.1.

En utilisant l’approximation linéaire, on obtient l’équation du pendule paramétrique
forcé

∆θ̈ + ω2
(

1− 4b̄Ω2

g
cos(2Ωt+ ϕ)

)
∆θ = mr

I
āΩ2 cos(Ωt) (5.10)

avec la perturbation de fréquence
(
δ = −4b̄Ω2

g

)
. En fixant les amplitudes des déplacements

ā, b̄, la trajectoire bidimensionnelle de la base est déterminée par le déphasage ϕ entre les
deux déplacement (voir la Fig. 5.10). Dans la plupart des cas, la trajectoire dessine un 8
sauf pour les cas ϕ = 0 + [π].

Nous avons ainsi montré que la dynamique du robot est équivalente à celle d’un pendule
dont la trajectoire de sa base dessine un huit (voir la Fig. 5.10).

Effet non-linéaire : l’équation de Duffing-Mathieu

Les deux dernières sections reposent sur une approximation aux petits angles proche
de l’équilibre. Or à l’instar des navires, nous savons que cette approximation souffre d’une
forte limitation pour le mouvement de roulis à cause de la diminution de la raideur an-
gulaire axiale.

Comme l’illustre la Fig. 5.11, une meilleure description du bassin d’attraction de l’éner-
gie Ep(θ) autour d’un équilibre est donnée par

Ep = Kx(t)
(1

2∆θ2 − 1
4β∆θ4

)
(5.11)

avec β un coefficient positif caractérisant l’effet de spring softening et ∆θ = θ − θeq.
L’ajout du terme en ∆θ4 préserve la symétrie ∆θ → −∆θ. Nous avons négligé ici les autres
composantes ∆θn pour n > 4 ainsi que n = 3. Nous verrons par la suite que ce terme
en ∆θ3 produisant une force en ∆θ2 peut être présente mais que son pré-facteur est en
moyenne nul. Le bassin d’attraction ainsi défini est limité par les angles ∆θmax = ±1/

√
β
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Figure 5.11 – Le puits de potentiel (bassin énergétique) du robot en fonction de l’angle
de roulis

associés à la barrière d’énergie Ep,max = Kx(t)/(4β) (voir la Fig. 5.11).
Finalement, l’équation de Mathieu linéaire peut être modifiée pour incorporer une

correction non-linéaire. L’équation résultante est à mi-chemin entre celle de Mathieu et
de Duffing

θ̈ + ω2
0 [1 + δ cos (2Ωt+ ϕ)] θ − ω2

0β∆θ3 = Γ cos (Ωt) (5.12)

où β est le coefficient non-linéaire de Duffing. Lorsque β > 0, la raideur du système
diminue à mesure que le système s’éloigne de son point d’équilibre, ce qui est appelé un
ressort “softened”. Nous n’avons considéré que la partie constante de β pour simplifier
notre étude (voir section suivante).

On notera aussi le caractère hybride de notre équation qui inclut des θ et des ∆θ (voir
par exemple Fig. 5.12). D’un côté, nous avons introduit des petits écarts à l’équilibre ∆θ
pour décrire les effets non-linéaires de la raideur hydrostatique. Ces propriétés sont donc
locales, c’est à dire en référence à une configuration de corps (geq,q(t)) le long du cycle.
Or le reste de l’équation est défini par rapport à l’écart entre la configuration de la tête
le long du cycle et la configuration de référence donnée par la forme de corps moyenne
q̄ = 0 comme l’illustre la Fig. 5.12.

On veut donc tout ré-écrire en fonction de θ en faisant le changement de variable
∆θ = (θ − θeq), ce qui va introduire de nouveaux termes donnés par

−ω2
0β∆θ3 = −ω2

0βθ
3 + 3ω2

0βθeq(t)θ2 − 3ω2
0βθ

2
eqθ + ω2

0βθ
3
eq (5.13)
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Figure 5.12 – Visualisation schématique de la dynamique de la tête piégée dans le puits
de potentiel périodique. En rouge, nous avons tracé l’approximation locale du puits de
potentiel et en orange, l’approximation du puits de potentiel pour la dynamique de θ. La
région bleue claire correspond à la région non-linéaire que nous souhaitons traiter.

En plus du terme cubique θ3, cette non-linéairité va modifier la raideur linéaire insta-
tionaire, ainsi que le forçage, et faire apparaître un terme brisant la symétrie. En toute
rigueur, ces nouveaux termes doivent être pris en compte. Mais sont-ils pertinents pour
décrire les régimes instables ? En effet, l’instabilité arrive proche de la résonance avec une
bande fréquentielle limitée telle que ∆F/F ≃ 0.1 avec ∆F la demi largeur de la bande
sans doute représentative de l’écart à la résonance. Une rapide estimation de l’ordre de
grandeur montre que la réponse de l’oscillateur harmonique donne une réponse harmo-
nique θ ≃ θeq(∆F/F )−1 et donc que θ est au moins d’un ordre de grandeur plus grand
que θeq, ce qui est confirmé numériquement. En effet, θeq est de l’ordre de quelques degrés
alors que θ varie typiquement entre 20◦ à 40◦ avant l’instabilité, comme le confirme la Fig.
5.5. Aussi, nous ne garderons que le terme en −ω2

0βθ
3 représentatif des corrections pour

les oscillations à grandes amplitudes telles que |θ| ≫ |θeq|. Nous avons alors l’équation
pouvant décrire la dynamique du roulis proche de l’instabilité

θ̈ + ω2
0

[
1 + δ cos (2Ωt+ ϕ)− βθ2

]
θ = Γ cos (Ωt) (5.14)

Nous la nommerons équation de Mathieu-Duffing car elle intègre une modulation de
fréquence propre comme dans l’équation de Mathieu, un terme de forçage, et un terme
cubique comme dans l’équation de Duffing [125].

Or si ces deux équations ont été largement étudiées séparément, on ne trouve pas
dans la littérature une analyse de la stabilité de l’équation de Mathieu-Duffing. Le point
intéressant est la possibilité de coupler les phénomènes propres à l’instabilité paramétrique
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(Eq. de Mathieu) avec la dynamique de l’oscillateur forcé non-linéaire (Eq. de Duffing).
Contrairement au cas linéaire, l’instabilité paramétrique peut être influencée par le terme
de forçage grâce aux effets non-linéaires. Nous allons analyser ce type de comportement
pour expliquer les diagrammes de stablité obtenus précédemment.

Rôle des symétries

Nous proposons dans cette dernière sous-section de retrouver notre équation par les
seules propriétées de symétrie du système. En effet, nous avons vu que lorsque le temps
est décalé d’une demi-période t 7→ t+ T/2, on obtient

t 7→ t+ T

2 =⇒

 q(t) 7→ −q(t),
θ(t) 7→ −θ(t).

(5.15)

En effet, nous avons utilisé le fait que q(t + T/2) = −q(t), c’est à dire que les coor-
données articulaires changent de signe après une demi-période. La symétrie du système
impose donc, qu’ayant changé la forme de corps en son opposé, le système reste ainsi
symétrique par rapport au plan orthographe (voir Fig. 3.12). Par symétrie, on obtient
donc θ(q) = −θ(−q).

Pour exploiter ces symétries, nous allons poser que l’accélération angulaire suit une
fonction F (θ, t) non-linéaire et a priori inconnue dérivant d’un potentiel, telle que

θ̈ = F (θ, t) (5.16)

Nous proposons maintenant de développer cette équation en une série de Taylor en θm

θ̈ =
∞∑
m=0

F (m)(t)θm (5.17)

avec F (m)(t) une fonction périodique caractérisant la correction à l’ordre m de la fonction
F . Par identification, on notera que le coefficient m = 0 caractérise le forçage, m = 1
la fréquence intrinsèque au carré ω2(t) (au signe près) et les autres termes non-linéaires
provenant des corrections associées au puits de potentiel.

Nous proposons d’appliquer les symétries données par l’Eq. (5.15) : premièrement on
impose un décalage en temps de l’équation précédente t 7→ t + T/2, puis on utilise les
symétries θ(t+T/2) = −θ(t). Par identification, on obtient que les termes pairs et impairs
doivent vérifier les conditions suivantes
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F (2m+1)(t) = F (2m+1)
(
t+ T

2

)
=⇒ F (2m+1)(t) =

∞∑
k=0

F̂
(2m+1)
k cos

[
2kΩt+ ϕ

(2m+1)
k

]

F (2m)(t) = −F (2m)
(
t+ T

2

)
=⇒ F (2m)(t) =

∞∑
k=0

F̂
(2m)
k cos

[
(2k + 1)Ωt+ ϕ

(2m)
k

]

(5.18)
Nous avons exploité le fait que les fonctions F (2m+1)(t) impaires doivent être inva-

riantes par un changement t 7→ t + T/2, ce qui implique que ces fonctions F (2m)(t) sont
décomposables en série de Fourier avec des harmoniques Ωk paires : un décalage en temps
de T/2 produit un déphasage nul modulo 2π sur les phases. On a le raisonnement opposé
avec les fonctions F (2m)(t) paires décomposables en harmoniques impaires : un décalage
en temps de T/2 produit un déphasage de π modulo 2π sur les phases.

Il vient que
— le forçage F (0)(t) est à l’ordre dominant donné par Γ(t) ∝ cos(Ωt + ϕ0) (comme

nous l’analyserons par la suite)
— le terme de fréquence intrinsèque ω2(t) (F (1)(t)) peut être décomposé au premier

ordre par une constante plus une fonction en cos(2Ωt).
— La correction cubique avec pré-facteur β peut être aussi donnée par une constante

au premier ordre.
On pourra aussi s’intéresser à la correction quadratique en θ2 brisant la symétrie

θ(t) 7→ −θ(t) (à temps fixe), qui sera pondérée par un terme en cos(Ωt).
Nous avons donc ici retrouvé, par de simples arguments de symétries, l’équation de

Mathieu-Duffing avec les bonnes périodicités des coefficients. Comme nous allons le voir
dans la prochine section, ces propriétés nous permettront de mieux ajuster les fonctions
de régression requises par l’identification paramétrique.

5.3.2 Identification des paramètres

Dans cette section, nous présentons notre méthodologie pour identifier numériquement
les paramètres de l’équation Duffing-Mathieu (5.14). Pour cela, nous décomposerons l’al-
lure cyclique comme une succession des poses statiques à l’équilibre. Les paramètres seront
alors obtenus en analysant la dynamique au voisinage de chacun des équilibres.

173



Partie , Chapitre 5 – Stabilité dynamique de la nage : effet de la flottabilité

Modulation de la fréquence ω(t)

Nous souhaitons d’abord identifier la modulation de la fréquence ω(t), c’est-à-dire les
coefficients ω0, δ et ϕ définis par le ratio entre la raideur et le moment d’inertie du roulis
Kx(t)/Ix(t).

Nous utiliserons la dynamique (pilonnement, roulis et tangage) exprimée dans le repère
global FG. Pour extraire le moment d’inertie Ix, la matrice d’inertie est donc exprimée
dans FG. Dans la section 4.3.3, nous avons montré que le couplage de la dynamique de
locomotion sur la surface est négligeable sur le mouvement de roulis. Par conséquent, nous
utiliserons la matrice d’inertie réduite M̃0(t) donnée par l’Eq. (4.22)

Ix(t) = uTθ M̃0(t)uθ (5.19)

avec uTθ = (0, 1, 0) un vecteur de projection extrayant le terme du roulis.
De même, on utiliseras directement la valeur propre de la matrice de raideur K0

dépendant de [geq(t),q(t)] pour obtenir la raideur hydrostatique Kx (voir la section 3.3.5)
avec

Kx(t) = uTθK0(t) uθ ≃ −λ3 (5.20)

où λ3 est la valeur propre de (−K0) dominée par le mouvement de roulis (voir la section
3.3.2).

Figure 5.13 – Évolution du carré de la fréquence propre ω2(t) en fonction du temps
pendant une période de l’allure avec différentes amplitudes α. Les figures à gauche et à
droite représentent respectivement les allures anguilliforme et serpentiforme.

Les évolutions du carré de la fréquence propre ω2(t) = Kx/Ix pour l’allure anguilli-
forme sont reportées sur la Fig. 5.13. Comme attendu, ω2 présente une modulation à deux
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fois la fréquence de l’allure dont l’amplitude moyenne augmente avec α. Pour les deux
allures, la courbe de référence pour α = 0 est une ligne droite, le robot se maintenant
dans sa forme de corps rectiligne.

Nous pouvons donc extraire les paramètres de ces courbes (Fig. 5.13) en posant la
fonction de régression

ω2(t) = ω2
0 [1 + δ cos (2Ωt+ ϕ′)] (5.21)

avec les trois paramètres libres ω0, δ et ϕ′ qui varient en fonction de α. On notera l’utili-
sation d’une phase ϕ′ qui sera ensuite corrigée par la référence de départ du cycle donnée
par le forçage.

Toutes les régressions dans ce chapitre sont effectuées grâce à la librairie python “scipy”
nommée “optimize.curve_fit”. Les régressions montrent que le paramètre ϕ′ est constant
pour une allure donnée avec ϕ′ = −2.51rad (anguilliforme) et ϕ′ = 2.38rad (serpenti-
forme). En effet, on remarque que les extrema des courbes ω2(t) ne varient pas (ou très
peu) lorsque l’amplitude de la courbure α augmente.

Figure 5.14 – Paramètres ω0 et δ ajustés par la fonction de régression (5.21) en fonction
de l’amplitude de flexion α

Les dépendances des paramètres ω0 et δ en fonction de α pour les deux allures sont
illustrées sur la Fig. 5.14. La valeur de la fréquence propre moyenne ω0 est toujours positive
comme attendu d’un système à l’équilibre. Pour un même α, la valeur de ω0 pour l’allure
serpentiforme (triangles) est significativement plus petite que celle de l’allure anguiliforme
(cercles). Ceci explique en partie pourquoi on observe un diagramme de stabilité décalé
vers les basses fréquences pour l’allure serpentiforme.
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La fréquence propre moyenne ω0 augmente à mesure que l’amplitude de flexion α

augmente et sature vers α ≃ 0.4 rad pour l’allure anguilliforme. Les paramètres ω2
0 et δ

diffèrent d’au moins deux ordres de grandeur, voir trois pour les petites amplitudes α.
Ceci implique que la modulation de fréquence propre est faible et que des méthodes dites
perturbatives peuvent être exploitées pour analyser l’impact de ce terme (cf. la section
5.4.3). Pour les deux allures, les coefficients δ atteignent un maximum respectivement à
α ≃ 0.15rad (anguilliforme) et α ≃ 0.22rad (serpentiforme) et peuvent atteindre entre 14
et 16% de la fréquence propre.

Amplitude de forçage Γ et déphasage ϕ

Nous présentons maintenant l’identification des paramètres Γ et ϕ. La première étape
consiste à identifier quels effets contribuent à la source d’excitation. À partir de l’équation
du mouvement de la tête (2.63), les contributions possibles sont les efforts centrifuges et
de Coriolis β(η0,q, q̇), le torseur d’effort hydrostatique Wstat(g0,q) et l’effort d’inertie
du corps Mq(q)q̈.

On peut en première approche négliger les efforts centrifuges et de Coriolis puisqu’ils
sont des fonctions quadratiques des vitesses qui ne sont pertinentes que pour les grandes
amplitudes et fréquences de déformations. Nous avons montré dans le chapitre précédent
(voir section 4.3.3) que les couplages inertiels induits par Mq(q)q̈ étaient faibles car le
plan de nage du robot restait globalement proche du plan de la surface.

Aussi, ces deux termes sont négligeables par rapport à la contribution du torseur
d’effort hydrostatique Wstat associée aux déformations q(t). Plus précisément, nous savons
qu’une variation de forme ∆q par rapport à une forme de référence q induit une nouvelle
position d’équilibre ∆ψeq(∆q) donnée par l’Eq. (3.34) fonction de ∆q. En extrayant la
composante θeq, on peut alors reconstruire le couple “excitateur” Γ comme étant la force
attractive ramenant la tête à la configuration θeq [q(t)] avec Γ ≃ ω2(t)θeq(t) (voir section
5.3.1).

Afin d’estimer cette composante, on calcule toutes les poses geq à l’équilibre le long
du cycle q(t). Nous définissons la forme du corps de référence par la forme rectiligne
q = 0 car elle correspond au barycentre des formes de corps q = 0. On nommera alors la
pose d’équilibre geq,0, associée à la forme de référence, et l’écart à l’équilibre seront ainsi
calculés en référence à cette configuration. Le changement d’équilibre autour de la forme
de référence est schématisé sur la Fig. 5.15. Selon l’étude de la section 3.3.5 du chapitre 3,
les variations de la forme ∆q(t) = q(t) produisent un changement d’équilibre geq(t) avec
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Figure 5.15 – Représentation schématique de périodicité et de symétrie du changement
d’équilibre autour de la forme de référence au cours de l’allure cyclique

une période T (cf. la Fig. 5.15). La variation de la configuration de la tête ∆Ψ(t) dans le
repère FG par rapport à geq,0 est calculée par la relation (3.1) :

∆Ψ̂eq(t) = log(geq(t)g−1
eq,0). (5.22)

On retrouve alors que ∆Ψeq(t) a la même périodicité que la configuration geq(t). Fi-
nalement, ce couple “excitateur” peut s’écrire :

Γ(t) = − 1
Ix(t)

uTθ
(
K0∆ψ̂eq(t)

)
, (5.23)

où K0 est la matrice de raideur introduite dans le chapitre précédent et estimée sur un
cycle de q(t), ∆ψ̂eq = P∆Ψ̂eq est la projection de la configuration sur la dynamique des
perturbations, et uTθ est la projection sur l’axe de roulis

Nous avons reporté l’évolution de Γ(t) sur la Fig. 5.16 pendant une période de l’allure
en fonction du temps rapporté à la période du cycle, pour différents α. On remarque que
les allures respectent bien l’invariance t 7→ t + T/2. L’allure anguilliforme (droite) est
caractérisée par des oscillations “relativement” symétriques alors que la force associée à
l’allure serpentiforme est composée de phases de croissance lentes de zéro à l’extrema,
suivies de phase de décroissance rapides vers zéro. À l’instar de sa fréquence propre ω0,
l’amplitude du forçage de l’allure anguilliforme présente un effet de saturation avec l’aug-
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mentation de l’amplitude de flexion α.

Figure 5.16 – Estimations du forçage de roulis Γ(t) pendant une période T pour des
différentes amplitudes α ∈ (0, 0.4)rad. Les figures à gauche et à droite représentent res-
pectivement les allures anguilliforme et serpentiforme. Les figures à gauche et à droite
représentent respectivement les allures anguilliforme et serpentiforme.

Bien que ces courbes de Γ(t) présentent clairement la présence de plusieurs harmo-
niques de Ω, nous proposons de ne garder que le fondamental tel que la fonction de
régression est donnée par :

Γreg(t) = Γ cos (Ωt+ ϕ̄) (5.24)

où Γ et ϕ̄ sont respectivement l’amplitude et le déphasage à déterminer par la régression
des courbes. À partir de la régression des courbes Γ(t) avec la fonction (5.24), on observe
néanmoins que les variances de régression pour les paramètres de l’allure serpentiforme
sont d’un ordre de grandeur supérieur à celles de l’allure anguilliforme, ce qui est sûrement
dues aux oscillations dissymétriques.

Sur la Fig. 5.17, nous avons reporté les paramètres obtenus Γ et ϕ̄ en fonction de l’am-
plitude α pour les deux allures. Pour l’allure serpentiforme (ronds noir), l’amplitude de Γ
augmente presque proportionnellement avec α. L’amplitude du forçage Γ de l’allure ser-
pentiforme est notablement inférieure à celle de l’allure anguilliforme. Lorsque l’amplitude
de flexion α atteint son maximum, l’amplitude de forçage de l’allure serpentiforme n’est
qu’à 70% de celle de l’allure anguilliforme. La valeur du déphasage ϕ̄ varie peu (moins de
3%) en fonction de α. On notera alors que les déphasages ϕ̄ sont indépendants de α avec
ϕ̄ ≈ −1.98 rad pour l’allure anguilliforme et ϕ̄ ≈ −0.93 rad pour l’allure serpentiforme.
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Figure 5.17 – Paramètres Γ(t) et ϕ̄ ajustés par la fonction de régression (5.24) en fonction
de α

Nous avons défini l’évolution des fonctions de la fréquence propre ω2(t) et du forçage
Γ(t) à partir de la condition initiale q(0) associée à la forme en cosinus. Pour simplifier
l’équation, on souhaite redéfinir l’origine du cycle tel que Γ(t) ∝ cos(Ωt). Il est donc
nécessaire d’effectuer le changement de variable t 7→ t − ϕ̄/Ω dans le modèle simplifié
(5.14), ce qui nous donne le nouveau déphasage ϕ de la modulation de raideur à partir de
ϕ′ et ϕ̄ (modulo 2π)

ϕ = ϕ′ − 2ϕ̄ (5.25)

Pour rappel, le déphasage ϕ est un élément déterminant comme l’illustre l’analogie du
pendule. En effet, il représente le déphasage entre les déplacements verticaux et hori-
zontaux de la base (voir la Fig. 5.10). Dans notre étude, ces déphasages ϕ estimés pour
les allures anguilliforme et serpentiforme sont respectivement 1.45rad (proche de π/2) et
−2.04rad (proche de −2π/3) .

Coefficient non-linéaire β

Dans cette section, nous allons identifier le coefficient non-linéaire β, dit de “softening”,
qui nous permet de corriger la raideur loin de l’équilibre

En première approche, nous souhaitons décrire le puits de potentiel pour une forme
de corps constante, puis nous étudierons le cas plus général où le corps se déforme. Sur la
Fig. 5.18, nous avons reporté l’énergie potentielle Ep en fonction de ∆θ pour la forme du
corps en cosinus soumis à une perturbation en roulis. Les extrema du puits sont localisés
à ∆θm = −89◦ et 86◦. Pour rappel, au-delà de ces angles, le couple hydrostatique n’est
plus un couple de rappel. On constate aussi que l’évolution de Ep n’est pas exactement
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Figure 5.18 – Gauche : Forme du bassin énergétique Ep par rapport au mouvement de
roulis ∆θ ∈ [−110◦, 110◦] avec la forme du corps “en cosinus” dans l’allure anguiliforme
(noir) et la courbe d’ajustement de Ep avec la relation polynomiale (5.26) (rouge) ; droite :
paysage énergétique par rapport de l’angle de roulis au fil de l’allure anguilliforme, La
flèche blanche correspond au mouvement du roulis dans ce paysage.

symétrique par rapport à ∆θ = 0. Par conséquent, la relation proposée pour approximer le
puits de potentiel doit inclure un terme cubique apte à rendre compte de cette asymétrie.
Elle se dé comme :

Ep,reg(∆θ) = Ep(0) +Kx

(1
2∆θ2 + 1

3κ∆θ3 − 1
4β∆θ4

)
, (5.26)

avec Ep(0) l’énergie potentielle du robot en équilibre, et κ le pré-facteur du terme brisant
la symétrie locale du puits de potentiel.

L’évolution de Ep(∆θ) durant un cycle d’allure anguilliforme est illustrée sur la Fig.
5.18 de droite. La Fig. 5.18 de gauche est ainsi la tranche à l’instant t = 0 de la figure de
droite. Le mouvement de roulis est bien analogue au mouvement d’une masse ponctuelle
dans un bassin périodique. Les trajectoire non-bornées, i.e. les mouvements instables,
correspondent ici au cas où la masse s’échappe du puits à cause de l’amplification des
oscillations latérales.

On remarque que la forme du puits d’énergie potentielle n’est pas seulement déterminée
par une modulation paramétrique de la raideur Kx, mais aussi par celle des coefficients
de “softening” β(t) et d’asymétrie κ(t). Cette combinaison d’effets non linéaires peut
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compliquer le processus d’analyse.

Figure 5.19 – Évolutions des coefficients κ(gauche) et β(droit) ajustés par la fonction
de régression (5.26) au cours d’une période pour l’allure anguilliforme avec α = 0.3rad,
les lignes pointillées correspondent aux valeurs moyennes.

Grâce à la régression du puits de potentiel au cours du temps par la fonction (5.26),
on obtient l’évolution des coefficients κ et β illustrée sur la Fig. 5.19. On constate que
κ comprend des composantes de Fourier impaires (essentiellement le mode fondamental),
alors que β comprend des composantes paires avec une partie constante et une modulation
à 2Ω. Cette observation est en accord avec les symétries et la périodicité identifiées dans
l’Eq. (5.18). On remarque que l’amplitude d’oscillation de κ est du même ordre de grandeur
que β, typiquement 0.1 pour κ et 0.05 pour β. Néanmoins, la valeur moyenne de β̄ est
proche de 0.41 alors qu’elle est par symétrie, nulle pour κ.

Peut-on néanmoins négliger le terme de brisure de symétrie ? Une analyse en ordre
de grandeur montre que le terme β∆θ3 est 3.6 fois plus grand, que le terme κ∆θ2, pour
une amplitude d’oscillation de roulis de 40◦. Afin de simplifier notre analyse, nous ne
prendrons pas en compte cet effet, ce qui permet aussi de préserver la symétrie de la
dynamique du roulis. De plus, nous ne considérerons pas non plus les faibles oscillations
de β (autour de 1% de la valeur moyenne) et supposons donc ce coefficient constant.

La valeur moyenne de β en fonction de α pour les deux allures est illustrée sur la
Fig. 5.20. On vérifie bien que β a toujours une valeur positive, ce qui implique que l’effet
non-linéaire sur la raideur est toujours “softened” mais pas “hardened”. Étonnamment,
à mesure que α augmente, la valeur du β varie légèrement avec une ampitude inférieure
à 10%. La valeur de β pour l’allure serpentiforme est légèrement supérieure à celle de
l’allure anguilliforme. D’une manière générale, l’impact de l’amplitude de déformation sur
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le coefficient de softening est relativement faible, comparé à celui des autres paramètres
tels que la fréquence propre ω(t) ou le forçage Γ(t).

Nous avons finalement identifié tous les paramètres du modèle simplifié de Duffing-
Mathieu (5.14).

Figure 5.20 – Coefficient non-linéaire β ajustés par la fonction de régression (5.26) en
fonction de α

5.4 Analyse de la stabilité et des régimes de l’équa-
tion de Duffing-Mathieu

5.4.1 Pertinence du modèle et motivations

Dans la section précédente, nous avons établi par des arguments physiques et de sy-
métrie, une équation simplifiée de la dynamique du roulis de la tête au voisinage des
équilibres durant un cycle de déformation du corps. L’identification des paramètres a
ainsi confirmé notre approche. Nous avons aussi montré que le comportement du roulis
est analogue à celui du pendule paramétrique. Or de tels systèmes ont déjà été étudiés
dans la littérature [68, 124, 126]. Cette analogie va nous permettre d’utiliser différentes
méthodes mathématiques connues pour analyser la résonance paramétrique. De plus, nous
avons choisi d’intégrer un terme non-linéaire cubique pour étendre la dynamique dans les
régimes de grandes amplitudes d’oscillations.

Par ordre d’importance, le second résultat de la section précédente consiste en la mise
en évidence de la variation des paramètres de cette équation, en fonction de l’amplitude
des déformations α. Aussi, on peut en première approche expliquer les diagrammes de
stabilité relativement à la variation de ces coefficients. En effet, la fréquence propre ω0
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Figure 5.21 – Estimation de la zone d’instabilité via la simulation directe de l’équation
de Duffing-Mathieu (5.14) (région bleu) avec les paramètres identifiés.

est significativement plus petite pour la nage serpentiforme ce qui peut expliquer a priori
pourquoi la région instable associée à l’allure serpentiforme se situe à des fréquences plus
basses (cf. Fig. 5.7).

Pour confirmer la pertinence du modèle, et avant d’analyser plus en détails l’équation
de Mathieu-Duffing, nous souhaitons savoir si elle reproduit la région d’instabilité observée
pour le robot. Pour cela, nous avons reporté sur la Fig. 5.21 la zone d’instabilité estimée
grâce au modèle (en bleue) en surimpression de celle donnée par le simulateur du robot
(région étoilée). On observe qu’elle reproduit relativement bien la position de la langue
d’Arnold pour les valeurs de α < 0.25rad, et s’en écarte sensiblement plus, pour les plus
grandes valeurs. Ce résultat est probant, malgré la prise en compte d’un unique degré
de liberté θx, et en dépit de toutes les simplifications liées à la troncature des termes
non-linéaires, de la sélection d’un nombre fini de composantes de Fourier ou des erreurs
inhérentes à la régression. Un autre aspect important et aussi surprenant est que nous
avons uniquement estimé les paramètres à partir des propriétés du système à l’équilibre.
On peut donc conclure que l’équation de Mathieu-Duffing est le bon outil mathématique
pour analyser la stabilité.

Pour une analyse plus fine des résultats, il faut regarder plus précisément les méca-
nismes à l’origine de l’instabilité, et évaluer l’impact des paramètres ω0, δ, ϕ,Γ ou β sur
cette stabilité. Au lieu d’effectuer une exploration systématique de l’espace paramétrique
par des simulations, ce qui est très coûteux, nous voulons traiter la stabilité du point
de vu analytique. L’objectif est donc d’établir un lien explicite entre ces paramètres et
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la zone d’instabilité dans l’espace des paramètres de la nage. En d’autres termes, nous
voulons prédire la région instable de la nage, à partir du modèle simplifié.

Dans cette section, nous proposons deux approches pour évaluer le risque d’un com-
portement non-borné du roulis grâce au modèle simplifié. Ces deux approches sont

1. une analyse linéaire de stabilité à partir du modèle linéarisé ;

2. une second analyse linéaire basée sur un développement perturbatif prenant
en compte les effets non-linéaires.

La première approche [118] nous donnera une première prédiction du domaine de sta-
bilité en considérant uniquement l’instabilité provoquée par une résonance paramétrique.
Malheureusement, cette première estimation se révélera être bien loin du seuil observé par
la simulation numérique du robot. La deuxième approche est une extension de la première
qui permettra de prendre en compte l’effet d’excitation (ou de forçage) sur la résonance
paramétrique via les couplages induits par les termes non-linéaires. En effet, nous pren-
drons en compte la modification de la fréquence propre et de la modulation induite par
la réponse de l’oscillateur de Duffing. Nous verrons que nous obtiendrons alors une bonne
estimation de la zone d’instabilité, justifiant ainsi la prise en compte des effets de forçage
non-linéaires.

5.4.2 Stabilité de l’équation linéaire

Nous proposons de prendre en compte uniquement les termes linéaires en θ de l’équa-
tion de Mathieu-Duffig pour analyser la stabilité linéaire. Nous obtenons ainsi l’équation
de Mathieu suivante

θ̈ + ω2(t)θ = 0, (5.27)

avec
ω2(t) = ω2

0(1 + δ cos(2Ωt)).

Nous n’avons pas considéré le terme de forçage qui produira une solution particulière
du système, qu’on sait être stable et bornée. Seule la solution homogène de l’équation
ci-dessus nous intéresse.

Pourquoi cette équation produit-elle des solutions non-bornées dans une certaine bande
de fréquences ? Ce phénomène est produit par un accrochage en fréquence entre la réponse
de l’oscillateur harmonique et la modulation de raideur, accrochage possible si le rapport
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ω0/Ω est un nombre rationnel. Par ailleuirs, la bande d’accrochage dépend de l’intensité
δ de la modulation. La résonance la plus “dangereuse” est celle caractérisée par ω0 = Ω.
Aussi, il faut qu’à proximité de cette résonance la différence de fréquence ∆ω = Ω − ω0

soit supérieure à δ (on verra à quel point) pour que le système reste stable.

Analyse énergétique

La façon la plus intuitive d’expliquer cette résonance consiste à calculer l’évolution
temporelle de l’énergie totale du système. En multipliant l’Eq. (5.7) par θ̇ et après une
reformulation, on obtient l’équation d’évolution de l’énergie totale :

d
dt

[1
2(θ̇)2 + 1

2ω
2(t)θ2

]
= θ2

2
dω2

dt (5.28)

Le terme de gauche est proportionnel à la somme de l’énergie cinétique plus l’énergie
potentielle du système, tandis que le terme de droite correspond à la puissance transmise
au système lorsque la fréquence est modulée. On s’intéressera donc à l’énergie moyenne
échangée par cette modulation, notée Π et donnée par

Π = lim
T→+∞

1
T

∫ T

0

1
2

(
θ2 dω2

dt

)
dt′ (5.29)

Loin de la résonance, la puissance moyenne temporelle du système s’annule car le
produit de θ2 avec dω2/dt est aussi une fonction périodique. Il existe alors des échanges
d’énergie mais l’énergie du système reste bornée car la puissance échangée est en moyenne
nulle. Cependant à la résonance ∆ω = 0, la puissance moyennée temporelle peut avoir
une composante non nulle puisque les grandeurs θ2 et dω2/dt ont toutes les deux une
composante de Fourier à 2Ω. Leur produit fera ainsi apparaître une valeur moyenne non
nulle. Dans ce cas, l’énergie du système peut augmenter si la corrélation de “θ2(dω2/dt)”
pendant une période est positive. En pratique, l’instabilité sélectionnera le mode le plus
instable maximisant la puissance transmise au système, ce qui induira la croissance expo-
nentielle de la perturbation initiale. On voit donc que lorsque θ oscille à la fréquence Ω,
un transfert d’énergie peut expliquer l’instabilité. Nous traiterons dans la suite comment
θ peut osciller à la fréquence Ω, dans une bande de fréquence où la différence ∆ω est
petite mais non nécessairement nulle.
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Analyse par la méthode de Poincaré-Lindstedt

Lorsque ∆ω et δ sont du même ordre de grandeur, un mécanisme de verrouillage
en fréquence peut se produire [127]. Pour analyser cette résonance, nous appliquerons
l’approche dite de Poincaré-Lindstedt qui consiste à développer la solution comme une
série de Taylor en fonction d’une petite perturbation, d’où l’appellation de développement
perturbatif, en annulant les termes dits “séculaires” qui empêchent la convergence de cette
série.

Nous poserons donc que la faible perturbation ϵ provient du fait que le système est
proche de la résonance ∆ω ∼ ϵ et que la modulation δ est du même ordre de grandeur.
Nous introduisons alors le changement de variable δ 7→ δ = ϵ∆ pour 0 < ϵ ≪ 1. En
introduisant cette perturbation dans l’Eq. (5.27), on obtient un oscillateur harmonique
faiblement perturbé :

θ̈ + ω2
0θ = −ϵω2

0∆ cos[2Ωt]θ (5.30)

Sa solution homogène prend naturellement la forme θ(t, ϵ). En développant cette so-
lution en une série de puissances de ϵ, on obtient alors la série suivante

θ(t, ϵ) = θ0(t, ϵ) + ϵθ1(t, ϵ) + ϵ2θ2(t, ϵ) + . . . (5.31)

Or on sait que cette série ne converge pas si elle est tronquée, car elle fait apparaître
des monômes (non bornés) issus du développement de Taylor de fonctions périodiques
(bornées). L’intérêt de la méthode Poincaré-Lindstedt est d’éliminer ces termes séculaires
en introduisant une seconde variable lente telle que τ = ϵt. Dans ce cas, on peut ré-intégrer
ces monômes dans une fonction périodique bornée dépendant de la variable lente τ . Les
fonctions issues du développement (5.31) dépendent alors des deux variables (t, τ) avec
θi(t, τ).

En extrayant l’ordre dominant θ0(t, τ) = A(τ)eiω0t + c.c. (voir Annexe A.7), on peut
alors éliminer les termes séculaires grâce à la fonction A(τ) qui satisfait une équation de
solvabilité donnée par

dA

dτ
= i

ω0δ

4 Ā. (5.32)

On notera que nous avons remplacé ∆ par δ. Les détails de cette analyse sont reportés
dans l’annexe A.7. Dans cette approche, on montre que la fonction θ0 se décompose comme
la superposition de deux ondes :
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θ(t) = A+(0)eiΩt+σt + A−(0)eiΩt−σt + c.c. (5.33)

avec c.c. le complexe conjugué, et σ modélisant la modification de la fréquence (dont on
prendra uniquement la valeur réelle ou imaginaire positive) donné par :

σ =

√√√√(ω0δ

4

)2

−∆ω2 (5.34)

On remarque que σ peut être réel ou complexe selon les valeurs des coefficients. Ce
paramètre caractérise la transition entre stabilité et instabilité. Le système est alors mar-
ginalement stable pour σ = 0, lorsque la modulation de raideur vaut δc = 4∆ω/ω0. Pour
δ < δc, la partie réelle de σ est nulle, et la solution est composée de deux modes de
fréquences distinctes. Notons que lorsque δ → δc pour δ < δc, les fréquences ±σ tendent
vers 0 le long de l’axe des imaginaires. Les fréquences des deux ondes de l’Eq. (5.33) vont
donc tendre vers Ω respectivement par valeurs inférieures et supérieures, ce qui explique
le phénomène de battement observé au voisinage de l’instabilité.

Pour δ ≥ δc, les modes oscillent à la même fréquence Ω : leurs fréquences sont ver-
rouillées. Grâce à l’accrochage en fréquence de ces solutions avec la modulation de raideur,
la puissance moyenne transmise à l’oscillateur devient non nulle : le système extrait de
l’énergie de la variation de raideur. Selon les Eqs. (5.33) et (5.34), la solution est com-
posée d’un mode amorti et d’un mode croissant exponentiellement : c’est donc bien une
instabilité paramétrique. Il convient de noter que les Eqs. (5.33) et (5.34) ne sont valables
que pour de petits δ. Ainsi, des corrections sont nécessaires pour estimer plus précisément
le domaine d’instabilité formant la langue d’Arnold.

Réciproquement, on peut définir une bande d’instabilité à partir d’une fréquence seuil
Ωc. Les bornes de stabilité critique sont alors définies par :

(Ωc)± =
(

1± δ

4

)
ω0. (5.35)

Le système (5.28) présente une résonance paramétrique lorsque la fréquence Ω ∈
[(Ωc)− , (Ωc)+] : la modulation de raideur δ étant assez grande pour accrocher la fré-
quence propre de l’oscillateur. Grâce à l’identification des paramètres ω0 et δ en fonction
de l’amplitude de l’allure α (Sec. 5.3.2), on peut comparer la bande d’instabilité donnée
par Eq. (5.35) avec la zone de résonance paramétrique dans l’espace (F, α) du robot. Sur
la Fig. 5.3.2, on compare la région instable de l’allure anguilliforme (zone étoilée) et la
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langue d’Arnold estimée par notre modèle (zone grisée).

Figure 5.22 – Estimation de la langue d’Arnold dans l’espace (F−α) avec les paramètres
ω0, δ identifiés numériquement

On remarque que le comportement global est similaire mais que la fréquence centrale
de la bande grise donnée par ω0 ne permet pas de reproduire la zone d’instabilité. La
région grise est clairement en dehors de cette zone et décalée vers les hautes fréquences.
De plus la largeur de la bande d’instabilité ±δω0/4 donnée par Eq. (5.35) sous-estime
aussi la largeur de la bande instable du robot.

On peut donc conclure en première approche que l’approche linéaire basée uniquement
sur l’équation de Mathieu reproduit la tendance mais pas la bonne zone d’instabilité. Il
est donc très vraisembable que nous sommes en présence d’une instabilité paramétrique
mais il apparaît que la fréquence centrale est modifiée et tend vers des valeurs plus faibles.
Inversement, il est fort possible que la modulation de raideur δ(α) augmente afin d’ex-
pliquer une largeur d’accrochage plus grande que celle estimée par le modèle linéaire. Or
on sait que l’effet non-linéaire du “spring softening” peut diminuer les fréquences de réso-
nances vers les basses fréquences, et qu’il peut aussi changer la valeur de la modulation.
Nous explorerons donc cette piste dans la suite.

5.4.3 Approche pertubative du système non-linéaire

Méthodes de Lindstedt-Poincaré

Nous proposons donc de modifier l’équation de Mathieu en prenant en compte le
forçage et le terme non-linéaire. Néanmoins, nous supposerons que le terme de forçage est
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d’ordre 1 alors que la modulation de raideur et la raideur non-linéaire sont d’ordre ϵ, et
telles que

θ̈ + ω2
0θ − Γ cos(Ωt) = ϵω2

0

(
−δ cos[2Ωt+ ϕ] + βθ2

)
θ (5.36)

Les termes à gauche d’ordre 1 correspondent à l’oscillateur harmonique forcé et les
termes de droite aux perturbations d’ordre ϵ responsables de l’instabilité.

La méthode de Lindstedt-Poincaré peut être ré-utilisée. En appliquant encore les so-
lutions sous la forme θ(t, τ) (5.31), on retrouve la solution dominante à l’ordre (ϵ0) :

θ0(t, τ) = A(τ)eiω0t + 1
2

Γ
ω2

0 − Ω2 e
iΩt + c.c. (5.37)

Les solutions sont respectivement décomposées en la superposition d’une solution ho-
mogène proportionnelle à A, responsable de l’instabilité, et d’une la solution particulière,
liée au forçage Γ. La solution pour la fonction A(τ) est donnée par une nouvelle équation
de solvabilité prenant en compte les effets non-linéaires et de modulation de raideur. En
prenant en compte uniquement les termes linéaires en A et Ā, on obtient l’équation de
solvabilité suivante en identifiant les termes résonants (via la même méthode présentée en
annexe A.7)

dA

dτ
≃ −i

(3
4ω0β|θF |2

)
A+ i

ω0

2

(
δeiϕ

2 − 3
4β|θF |

2
)
Āei2∆ωτ + i

ω0

2

(
δeiϕ

2 − 3β|θF |2
)
θF e

i∆ωτ

(5.38)
en posant θF = Γ/(ω2

0 − Ω2), la réponse harmonique. Encore une fois, nous ne nous
intéresserons pas à la solution particulière qui reste bornée mais bien à la solution de
l’équation homogène, qui peut être ré-écrite sous la forme suivante

dA

dτ
≃ iω′A+ i

ω0δ
′

4 Ā, (5.39)

avec les nouveaux coefficients (ω′, δ′) donnés par

ω′ = −3

4ω0β|θF |2

δ′ = δeiϕ − 3
2β|θF |

2.

(5.40)

En comparant avec l’équation de solvabilité de Mathieu (cf. Eq. (5.32)), on remarque
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qu’on a introduit un décalage en fréquence ω′ et un changement de la modulation avec
δ 7→ δ′. Ainsi, pour β > 0, on observe bien une diminution de la fréquence intrinsèque
proportionnelle au carré de la solution particulière.

En appliquant la méthode présentée en annexe A.7, on retrouve alors l’équation ca-
ractéristique pour le taux de croissance σ

(σ)2 + (∆ω − ω′)2 −
(
ω0|δ′|

4

)2

= 0 (5.41)

En faisant le changement de variable ∆ω′ = ∆ω − ω′, le taux de croissance prend
exactement la même forme que dans le cas linéaire

σ = ±

√√√√(∆ω′)2 −
(
ω0|δ′|

4

)2

(5.42)

où les nouveaux coefficients sont donnés par


∆ω′ = Ω− (ω0 + ω′)

|δ′| =
√
δ2 − 3δβ|θF |2 cos(ϕ) +

(
3
2β|θF |2

)2
(5.43)

On remarque qu’on a recentré la bande d’accrochage ∆ω′ par rapport à la nouvelle
fréquence ω0 + ω′ avec la fréquence ω′ < 0 donnée par la première équation de (5.40).
Ainsi, la nouvelle bande d’instabilité Ω ∈

[(
Ω(β)
c

)
−

,
(
Ω(β)
c

)
+

]
est dorénavant donnée par

(
Ω(β)
c

)
±

= ω′ +
(

1± |δ
′|

4

)
ω0. (5.44)

Cette analyse souligne le rôle important de la phase ϕ relative entre le forçage et la
modulation de raideur. En effet, on remarque que si ϕ ≃ 0, on a un antagonisme entre
les effets de modulation de raideur physique (liés à δ) et ceux produits par les effets non-
linéaires. Réciproquement, ϕ ≃ π permet d’avoir des interférences constructives. Or il se
trouve que ϕ est proche de π/2 pour l’allure anguilliforme, un cas où les non-linéarités
ont un effet non négligeable sur la modulation.

Ce développement confirme qu’une prise en compte de la non-linéarité est cruciale pour
expliquer le décalage de la bande instable vers les basses fréquences et l’accroissement de
la largeur de la bande instable. Cet élément va motiver une prise en compte du terme
non-linéaire de manière plus directe.
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Seconde perturbation

On retrouve dans la section précédente de manière récurrente le terme 3/2β|θF |2,
à la fois pour la modulation de raideur et pour ω′ (à un facteur 1/2 prêt). Ce terme
suggère fortement de rechercher la solution sous la forme de la solution de l’oscillateur
forcé d’amplitude θF plus une perturbation θi avec

θ ≃ θF cos(Ωt) + ϵθi(t, ϵ) (5.45)

En effet, en introduisant cette forme de solution dans l’équation de Matthieu-Duffing,
on obtient une équation pour θi(t, ϵ) à l’ordre ϵ

θ̈i + ω2
0

(
1− 3

2β|θF |
2
)
θi + ω2

0

(
δ cos(2Ωt+ ϕ)− 3

2β|θF |
2cos(2Ωt)

)
θi = 0 (5.46)

On note qu’on retrouve bien les termes en 3β|θF |2/2 provenant du développement de
βθ3. Cette équation peut se mettre sous la forme de l’équation de Mathieu initiale en
introduisant la nouvelle fréquence ω 7→ ω∗

0, et la nouvelle modulation de raideur δ 7→ δ∗ :



ω∗
0 = ω0

√(
1− 3

2β|θF |
2
)

δ∗ = 1
1− 3

2β|θF |2

√
δ2 − 3δβ|θF |2 cos(ϕ) +

(3
2β|θF |

2
)2

(5.47)

On remarque que l’accroissement de fréquence ω′ est donnée par la première correction
en β du développement de ω∗

0. Ces nouveaux paramètres (ω∗
0, δ

∗) sont donc une extension
des paramètres précédents (ω′

0, δ
′).

Nous avons reporté l’estimation de la zone d’instabilité à partir des coefficients (ω∗
0, δ

∗)
sur la Fig. 5.23 en prenant l’amplitude de θF donnée par la solution de l’oscillateur de
Duffing-Mathieu (cf. l’Eq. (5.37)). La région rouge correspond à la nouvelle zone d’in-
stabilité estimée selon la condition (5.44). Cette bande de fréquence se déplace vers les
basses fréquences. Le décalage maximal entre les bandes estimées (rouge) et les bandes
obtenues par la simulation directe du modèle simplifié (bleu) est d’environs 0.1Hz. Ce
résultat montre que l’expansion de l’approche perturbative est capable de traiter analy-
tiquement la stabilité. On a donc bien retrouvé la zone d’instabilité grâce à l’expansion
de la méthode de Lindstedt-Poincaré. Ce résultat justifie la prise en compte des effets de
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Figure 5.23 – Estimation de la zone d’instabilité via la simulation directe de l’équation de
Duffing-Mathieu (5.14) (région bleu) ou en utilisant l’expansion de l’approche perturbative
(région rouge) décrite dans la section 5.4.3

forçage et les termes non-linéaires. Cette analyse établit un lien explicite entre les para-
mètres du modèle simplifié et la zone d’instabilité, fournissant une méthode rapide pour
la prédiction de l’instabilité. Dans la section suivant, nous proposerons une stratégie pour
limiter l’instabilité à travers les propriétés de ce template.

5.4.4 Réduction de la zone d’instabilité

Nous avons décrit les principaux mécanismes de l’instabilité de roulis. Comme la zone
“dangereuse” de roulis coïncide avec une zone potentielle de nage, il est nécessaire de
proposer une stratégie pour stabiliser le mouvement de roulis.

Dans la section précédente, nous avons montré que l’excitation Γ et l’effet non-linéaire
β augmentent la zone d’instabilité. Lorsque l’amplitude de flexion α diminue, l’amplitude
de la solution forcée θF diminue et par conséquent la bande instable se resserre (cf. Fig.
5.23). Ainsi, nous souhaitons ici stabiliser le robot en éliminant l’excitation Γ à l’origine de
la solution θF . Dans la section 5.3.2, nous avons identifié la source principale de l’excitation
Γ qui est le couple axiale hydrostatique généré par le changement de forme du corps
au cours de la nage. Plus précisément, une variation de forme ∆q induit une nouvelle
position d’équilibre de la tête. Le robot est donc forcé d’atteindre un nouvel angle de
roulis d’équilibre durant le cycle. Ceci signifie que, si le robot garde la même configuration
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Figure 5.24 – Stratégie de la réduction de la zone d’instabilité : l’algorithme prédictif
(cf. section 3.4.2) calcule les angles de rotation des modules ARIM pour compenser le
changement de la configuration de la tête due à la déformation du corps au cours de la
nage. Par conséquent, le robot maintient statiquement une même configuration de la tête
geq(0) pendant la déformation cyclique.

d’équilibre de la tête geq, le terme de forçage Γ s’annule en théorie (voir Fig. 5.24). Ainsi,
l’algorithme prédictif proposé dans la section 3.4.2 est appliqué pour stabiliser le robot.
Cet algorithme peut être appliqué pour maintenir la tête dans la même orientation durant
la nage grâce aux degrés de liberté additionnels (les coques extérieurs d’ARIM et le cou).
Par conséquent, le robot nage tout en maintenant la configuration de tête geq constante
relativement à la surface de l’eau(cf. Fig. 5.24).

Sur la Fig. 5.25, nous reportons un exemple de simulation numérique de la dynamique
du robot pour un cas instable dans l’espace (α, F ). Lorsque les degrés de liberté addition-
nels sont bloqués et les articulations de flexion effectuent la nage, le robot chavire (voir
la courbe noire à droit). Par contre, en appliquant l’algorithme prédictif, l’amplitude du
roulis est énormément diminuée (|∆θ| < 1.2◦) pendant dix périodes (voir la courbe rouge
à gauche).

Ensuite, nous avons généralisé l’algorithme prédictif dans l’espace des paramètres (F ∈
(0.75Hz, 2.75Hz), α ∈ (0, 0.4)rad et étudié le changement de la zone d’instabilité. On
constate que la zone d’instabilité existe toujours (voir la zone bleue sur la Fig. 5.26).
Grâce à notre algorithme prédictif, la largeur de cette zone est significativement réduite.
La largeur atteint son maximum quand α = 0.4rad, soit environ 0.27 Hz, ce qui ne
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(a) (b)

Figure 5.25 – Gauche : l’évolution de l’angle de roulis (mesuré en angle euler) pour
l’allure anguilliforme avec l’amplitude de flexion α = 0.25rad et la fréquence de nage F =
1.8Hz, Ici on applique l’algorithme prédictif pour compenser le changement de flottabilité
avec les degrés de liberté supplémentaires ; Droite : La comparaison entre les mouvements
de roulis sans (courbe noire) et avec (courbe rouge) l’algorithme prédictif pour α = 0.25rad
et F = 1.8Hz.

Figure 5.26 – Essais de la réduction de la zone d’instabilité pour l’allure anguilliforme, la
zone étoilée est la zone d’instabilité où le robot chavire sans utiliser l’algorithme prédictif ;
la zone bleue est la zone d’instabilité avec l’algorithme prédictif ; la zone grise est la langue
d’arnold estimée dans la section 5.4.2.

représente qu’un tiers de la largeur d’origine, soit 0.88Hz. Pour de faibles amplitudes
(α < 0.1)rad, l’instabilité ne peut pas être détectée. Il est intéressant de noter que la zone
d’instabilité se déplace vers les hautes fréquences, approchant la langue d’Arnold estimée
sans le terme de forçage (cf. la section 5.4.2), ce qui est cohérent avec notre analyse
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linéaire.
Comme les effets de modulation et de “softened spring” existent toujours, le roulis

se comporte comme un oscillateur Duffing-Mathieu. La résonance paramétrique peut en-
core être excitée. Quels effets permettent l’existence de la zone d’instabilité après avoir
compensé le torseur d’effort hydrostatique produit par le changement de geq ? En effet,
la contribution des couplages inertiels tête-corps n’est pas exactement nulle mais reste
très petite par rapport au couple hydrostatique avant compensation. Selon notre calcul,
ce couple produit une excitation autour de la configuration d’équilibre et provoque la
résonance paramétrique.

5.5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux types d’allure adaptés à la nage du robot.
En utilisant le modèle dynamique du robot NATRIX dans le chapitre 2, les mouvements
de roulis, de tangage et de pilonnement sont étudiés en variant les paramètres de la nage,
où le roulis a montré une instabilité inattendue dans une bande de fréquence spécifique.
Cette instabilité auto-excitée, menant au chavirement du robot, coïncide avec l’espace
nominal de nage.

Par conséquent, nous nous sommes intéressées à étudier le processus physique de ce
comportement de roulis. Inspiré de l’analyse classique de l’instabilité dynamique des na-
vires, nous avons étudié la dynamique du roulis au voisinage de la configuration d’équilibre
et avons pris en compte l’impact du changement de la forme du corps au cours de la nage.
Enfin, nous avons proposé un modèle simplifié unidimensionnel capturant l’instabilité du
mouvement de roulis sous la forme une équation Duffing-Mathieu forcée. La pertinence de
ce modèle a été confirmée par une simulation directe. Avec ce modèle, nous avons utilisé
une approche perturbative (la méthodes de Lindstedt-Poincaré) pour estimer analytique-
ment la zone d’instabilité. Compte tenu de l’effet non-linéaire de “softened spring”, nous
avons alors obtenu une bonne prédiction de l’instabilité. À la fin de ce chapitre, nous
avons montré que la loi de contrôle en boucle ouverte (cf. section 3.4.2) peut permettre
de réduire la bande fréquentielle du chavirement du robot.

Le modèle simplifié proposé comporte deux contributions suivantes : d’une part, à notre
connaissance, les recherches actuelles sur la stabilité des robots de surface ou sous-marins
s’arrêtent à la stabilité statique analogue à celle des navires. De nombreux robots utilisent
des ballasts pour améliorer passivement leur stabilité statique [28, 38, 40]. Nous avons
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étudié pour la première fois les impacts d’effets non-linéaire sur la stabilité de nage d’un
système multicorps, tel que les modulations de raideur, d’inertie et d’effet non-linéaires du
puits de potentiel. En effet, notre étude fournit un template de stabilité (comme un double
pendule inversé des robots bipèdes [128, 129]), pouvant servir de référence pour d’autres
robots nageurs. D’autre part, cette étude a encore une grande marge de progression dans
de nombreux domaines. Elle fournit une possibilité de communication avec différentes
communautés (robotique, physique, biologie...Etc.). Les perspectives futures sont sur les
axes suivants :

— Du point de vue de l’expérimentation, pourrons nous détecter cette instabilité sur
le vrai robot NATRIX ? En effet, l’instabilité paramétrique peut probablement être
modifiée, masquée ou supprimé par les effets hydrodynamiques pour le vrais ro-
bot. La masse ajoutée due à l’inertie du fluide va diminuer la fréquence propre du
roulis, modifiant la fréquence propre de roulis. Les dissipations du fluide (vague,
visqueuse, traînée turbulente) peuvent limiter cette instabilité. Dans le future, il
sera intéressant de confirmer l’existence de cette instabilité par des expérimenta-
tions et d’ajouter les effets hydrodynamiques dans le modèle simplifié de roulis.

— Du point de vue de la biologie, des biologistes ont-ils observé des phénomènes
similaires chez les serpents nageurs ? À partir des observations (voir la section
1.5), les serpents ne naissent pas avec un sens de l’équilibre à la surface de l’eau.
Comment les serpents ont obtenu la capacité de stabilisation ?

— Du point de vue du contrôle, comment concevoir une loi de contrôle en boucle fer-
mée à partir de ce modèle ? Dans le chapitre 4, nous avons développé un contrôleur
en boucle fermé pour la stabilisation postural. Ce contrôleur génère des trajec-
toires articulaires telles que l’énergie induite par les perturbations soit dissipée par
le mouvement interne. Pour cela, la dynamique interne du corps a été décomposé
en trois parties (voir la section 4.5.2). Deux parties contribuent au rejet de pertur-
bation et la partie restante n’y contribuent pas. Il est possible donc de générer la
flexion latérale avec cette partie libre et de stabiliser la tête en couplant les deux
autres. L’obstacle à l’extension de cette stratégie à la stabilisation de la nage est
de tenir compte du changement de la configuration d’équilibre au cours de nage.
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CONCLUSION

Résumé des travaux de thèse

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur la modélisation, le contrôle et la
stabilité d’un robot serpent nageur à la surface de l’eau. Ces travaux partent du constat
que le problème de la stabilité du robot, bien qu’étant essentiel à tout mouvement contrôlé,
est un sujet très peu évoqué dans la littérature académique. Paradoxalement, la stabilité
des robots élancés peut devenir précaire lors de la nage ou de manoeuvres lentes et reste
incertaine lors de tâches réalisées dans des environnements réels soumis aux ondes, vents
et autres perturbations. Pour contrecarrer ces effets indésirables, ces robots sont géné-
ralement dotés de flotteurs ou de lests [12, 46], stabilisant passivement les mouvements
perturbatifs, un effet aussi observé en présence d’un ombilical [34, 51]. Cependant, l’ajout
de ces stabilisateurs peut limiter les performances hydrodynamiques de ces robots. On
constate donc que les solutions empriques actuelles ne répondent que partiellement au
problème de la stabilité et que le gain de stabilité s’effectue au détriment de la nage.
Dans ce mémoire, nous avons donc proposé de nouvelles stratégies de stabilisation des
robots nageurs en générant des trajectoires articulaires assurant sa stabilité statique ou
dynamique.

Pour tester ces lois de contrôle, nous avons tout d’abord produit un simulateur du robot
NATRIX dont le design repose sur de nouveaux degrés de libertés internes comprenant
les articulations du cou et des coques externes rotatives. Nous avons ainsi développé un
nouveau modèle dynamique inverse pour notre robot dont le traitement de la structure
cinématique arborescente nécessitait de nouvelles contributions théoriques. Le modèle
présenté permet de prendre en compte tous les effets inertiels des mouvements des solides
en exploitant une formulation basée sur une approche géométriquement exacte. Pour cela,
nous avons utilisé un algorithme numérique basé sur la formulation de Newton-Euler,
permettant de simuler le mouvement tridimensionnel du robot à la surface. Le point fort
de cet algorithme est qu’il intègre d’une manière très concise et rapide la dynamique du
robot.

Nous avons pour l’instant réduit les interactions fluide-structures au seules forces d’Ar-
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chimède en l’absence de modèle hydrodynamique pertinent pour la nage en surface. Nous
avons ainsi proposé une méthode géométriquement exacte pour calculer le torseur hy-
drostatique (poussée d’Archimède et gravité). Dans le futur, ce simulateur devra intégrer
des interactions fluide-structure plus réalistes dont la masse ajoutée du robot à la surface
de l’eau, la poussée calculée grâce aux théories de Lightill, ainsi que les effets dissipatifs
comprenant les traînées turbulentes et celles induites par l’émission des ondes de surface.

La seconde partie de ce thèse porte sur le contrôle de la stabilité du robot afin de
maintenir le robot dans une pose en équilibre à la surface de l’eau. Nous avons conçu
deux lois de contrôle : une en boucle ouverte afin d’anticiper la stabilité statique du robot
et une seconde en bouclé fermée pour réguler dynamiquement cette stabilité et rejeter des
perturbations externes.

L’objectif de la boucle ouverte est de prédire les poses et les postures du robot satis-
faisant un équilibre statique à la surface de l’eau. Pour cela, nous avons d’abord traité
le problème direct, consistant à trouver une configuration d’équilibre de la tête pour une
forme de corps donnée. Nous avons adapté dans ce manuscrit un algorithme d’optimisa-
tion [95] pour trouver ces poses, dont le processus de convergence respecte la structure
géométrique de l’espace des configurations spatiales SE(3). Dans un second temps, nous
avons abordé le problème inverse qui consiste à prédire une séquence de déformations
du corps préservant à la fois la pose et l’équilibre du robot. Nous avons montré que cet
algorithme consiste à se déplacer sur une sous-variété de l’espace des formes de corps
en exploitant une construction géométrique nommée “rétraction”. Le robot peut ainsi
maintenir son regard fixe tout en changeant sa posture à la surface de l’eau.

Grâce à cet algorithme, nous avons ensuite proposé d’optimiser la raideur hydrosta-
tique du nageur durant un cycle de nage en modifiant les formes de corps associées à
la nage anguilliforme. Bien que les premières simulations montrent des résultats encou-
rageant, nous avons mis en évidence l’absence de périodicité du cycle. Une amélioration
possible de cet algorithme consisterait à “renforcer” les symétries temporelles et spatiales
des formes de corps en exploitant des modes de Fourier.

L’objectif de la boucle fermée est d’étendre le contrôle de la stabilité quasi-statique
au cas dynamique lorsque le robot est soumis à des perturbations externes (vent, vague)
ou internes (inertie interne, formes de corps instables). Cette boucle fermée consiste à
rejeter des perturbations de la pose geq du robot grâce aux déformations du robot. La
spécificité de notre approche est de produire cette commande en utilisant uniquement
un contrôle en position des servomoteurs, alors que la plupart des algorithmes connues
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exploitent un contrôle en couple. Cette régulation en boucle fermée est ainsi basée sur une
méthode linéaire via une commande par retour d’état, qui permet de transférer l’énergie du
mouvement solide au mouvement interne du robot. Le système étant hyper-rendondant,
nous avons montré qu’il existe une infinité de trajectoires articulaires pouvant produire
la commande par retour d’état. Néanmoins, nous avons observé que certaines trajectoires
articulaires pouvaient déstabiliser soit la dynamique interne soit la dynamique interne
et externe du robot. La première source d’instabilité est associée à l’amplification des
perturbations inertielles par un couple de flottabilité déstabilisateur. Le second mécanisme
est plus complexe mais nous suspectons la possibilité d’une instabilité provoquée par la
brisure de causalité de la boucle fermée. Pour résoudre ces problèmes, nous avons introduit
un contrôleur PD couplant les degrés de liberté internes du robot et assurant ainsi la
stabilité et la causalité de notre commande.

Cette première boucle fermée nous a permis de contrôler la stabilité du corps pour
une pose et une posture à l’équilibre initialement données. Pour étendre ces résultats au
cas dynamique de la nage, il est nécessaire d’étudier au préalable l’impact de la nage
sur la stabilité. Plus spécifiquement, nous avons souhaité faire le lien entre les résultats
en quasi-statique et la nage. Nous avons donc initialement étudié le roulis décrit par le
mouvement de la tête lorsqu’une onde de déformation latérale parcourait le corps du robot
et ceci pour différentes allures, amplitudes de déformation et fréquences de nage. Nous
avons constaté une instabilité associée à un mouvement de roulis non-bornée et observée
dans une certaine bande de fréquences de nage à amplitude fixe. La présence d’un régime
de battement entourant la zone d’instabilité, qui par ailleurs forme une langue d’Arnold,
indique la présence d’une instabilité paramétrique associée à la modulation dynamique
des inerties et raideurs hydrostatiques.

Pour modéliser les processus physiques à l’origine de ce phénomène, nous avons proposé
un template (ou modèle simplifié) analogue à un pendule droit soumis à des excitations
verticales (modulations de la fréquence propre) et horizontales (excitation interne). Ce
template rend compte de la modulation dynamique du minimum (l’excitation) et de la
forme du bassin énergétique (pesanteur+flottabilité) induite par les déformations cycliques
du corps. Nous avons ensuite montré comment les paramètres libres du template pouvaient
être identifiés par l’analyse des propriétés quasi-statique associées à chaque forme de corps
empruntée lors de la nage. La simulation de ce modèle réduit confirma la pertinence et la
validité de du template malgré toutes les simplifications.

Dans un second temps, nous avons proposé une étude analytique de la stabilité de ce
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template via des approches dîtes perturbatives. La conclusion surprenante de cette étude
est que la zone d’instabilité dépend fortement de l’excitation interne qui, par le biais des
effets de raideur non-linéaire, amplifie la modulation de raideur et décale les fréquences
propres vers les basses fréquences. Aussi, la zone instable peut être fortement réduite si
cette excitation interne s’annule. Nous avons alors utilisé les résultats de l’étude quasi-
statique en corrigeant la forme de corps durant la nage pour que le nageur garde toujours
la même pose à l’équilibre. Le résultat fut probant car la zone instable associée à cette loi
en boucle ouverte est presque identique à la zone sans forçage interne.

Il serait pertinent d’étudier l’impact des ondes et des effets de masse ajoutée sur
ce template qui modifient les fréquences propres et la dissipation. De plus, il serait aussi
intéressant d’adapter notre commande en boucle fermée pour réguler l’amplitude du roulis
dans tous les régimes observés.

Perspectives

En résumé, les travaux présentés dans ce mémoire ouvrent la voie à un contrôle actif de
la stabilisation des robots serpents nageurs sur la surface de l’eau. Jusqu’à maintenant, le
traitement de la stabilité des robots se résumait aux ajustements définitifs de flottabilité du
robot dans la forme de corps droite. Nous avons montré que cette approche ne permettait
pas de résoudre les problèmes de stabilité statique et dynamique d’un robot nageur dont les
formes du corps à l’équilibre varient. En effet, le chapitre 5 a confirmé que ce mécanisme de
changement des configurations d’équilibre pouvait amplifier significativement l’instabilité
paramétrique des nageurs.

Ces résultats plaident donc pour un contrôle actif de la stabilité pour toutes les formes
de corps explorées lors de la nage ou de manœuvres. Pour atteindre cet objectif, nous avons
démontré dans le cadre de cette thèse que l’ajout de nouveaux degrés de liberté internes
localisés dans le cou et le long du corps (les systèmes ARIM) était la solution bio-inspirée
au problème de stabilité. Aussi, les résultats de ce travail de thèse confortent l’idée que
la stabilité doit être tout d’abord abordée du point de vue de la bio-mécanique et lors
de la phase de conception du robot. Cette approche met donc en avant une “intelligence
incarnée” dans la morphologie du robot. Nous verrons à la fin de cette conclusion comment
l’ajout d’autres organes peut aussi contribuer à la stabilité du robot.

Deux nouvelles stratégies en boucle ouverte et boucle fermée sur le contrôle postural
ont été présentées dans ce mémoire. On espère que les outils théoriques et numériques
développés ici pourront être généralisés à d’autres robots similaires tels que l’ajustement
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prédictif des formes de corps (chapitre 3) ou la réduction du nombre de degrés de liberté
internes par l’analyse des modes de déformation du corps (chapitre 4). Ces efforts per-
mettront aux robots serpents nageurs de maintenir leur stabilité dans des environnements
plus complexes.

Les travaux expérimentaux sont cruciaux pour le déploiement des robots dans des
conditions réelles. Parmi les perspectives expérimentales liées à ce mémoire, on peut iden-
tifier trois grands axes

— l’implémentation des contrôles proposés via l’identification des paramètres phy-
siques du robot et le développement d’un observateur ;

— l’étude expérimentale de la stabilité de la nage ;
— l’ajout de nouveaux appendices permettant un contrôle réactif de la stabilité.
Implanter les contrôles proposés dans les chapitres 3 et 4 est la suite logique de ce

travail théorique numérique. Pour réguler sa stabilité, le robot doit être avant tout capable
de détecter la configuration et la vitesse de la tête. Un premier observateur fusionnant les
mesures d’une centrale inertielle et des mesures de l’élévation de la tête par des capteurs
ultrason a été récemment développé dans notre équipe [130]. La prochaine étape consiste
à intégrer ces capteurs dans le robot. Comme nos contrôleurs sont essentiellement basés
sur des modèles physiques, il est nécessaire de s’assurer de la validité des inerties et masse
du robot principalement estimés par des logiciels de CAO.

Notre étude a démontré que des couplages entre les effets inertiels du robot et de
flottabilité pouvaient provoquer une instabilité paramétrique. Il reste donc à confirmer la
pertinence de ce modèle pour un robot dans des conditions réelles. Des études préliminaires
du robot ont permis de mesurer les fréquences propres d’oscillation axiale du robot associée
à son inertie et sa raideur hydrostatique. On observe des fréquences typiques de F0 ≃ 1Hz,
des valeurs plus faibles mais proches de celles obtenues dans notre étude numérique. Aussi,
il est tout à fait possible que notre robot puisse être instable dans ces gammes de fréquences
de nage.

Finalement, notre équipe travaille sur le design d’une queue versatile assurant soit la
propulsion soit la stabilité du robot. Il a été démontré dans plusieurs études [43, 131]
que l’ajout d’une queue flexible améliore significativement l’efficacité de la nage. Notre
objectif est de concevoir une queue qui aurait deux modes possibles : un mode “nage”
avec une faible raideur lorsque l’empennage est droit pour générer de la poussée (voir la
Fig. 5.27 gauche), et un mode “quille” avec une forte raideur lorsque la queue est pliée
(voir la Fig. 5.27 droite). Il serait ainsi intéressant d’intégrer cette queue flexible dans
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Partie , Chapitre 5 – Conclusion

Figure 5.27 – Gauche : illustration de la queue multicorps avec son mode “nage”. Droite :
Mode “quille”, le pliage de la queue est contrôlé en tirant des câbles.

le modèle du robot afin d’étudier son impact sur les commandes en boucle ouvertes et
fermées développées dans cette thèse.
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Annexe A

ANNEXE

A.1 Calcul exact de la surface d’immersion et du ba-
rycentre

Dans cette annexe, nous présentons les méthodes exactes pour calculer la surface
d’immersion et la position du barycentre d’une section qui sont utilisés pour calculer le
torseur de flottabilité dans la section 2.7.2. L’idée principale est que la ligne de flottaison
est exprimée comme une équation de ligne droit L(x, y) = 0 dans le repère 2D de section
Fs = (Os,x,y). La zone délimitée par la ligne droite et le contour de section est donc le
domaine d’immersion noté par Ds et la surface d’immersion Sim et le barycentre pondéré
SimqB sont exprimé par les intégrations suivantes :

Sim =
∫ ∫

Ds
dxdy

SimqB =
∫ ∫

Ds
qdxdy

(A.1)

avec q sont les coordonnées d’un point dans le domaine Ds. De plus, à partir de l’étude de
[[95]] l’équation du niveau de l’eau est L(x, y) = R23x+R33y+p3 = 0 avec les paramètres
extraits dans la matrice de configuration gs et les coordonnées (x, y) avec L(x, y) < 0
impliquent un point immergé.

D’abord nous introduisons le calcul pour la section circulaire. Pour la tête, le cou et
les manchons, la section est considérée circulaire avec un même rayon r et ses termes
sont calculés par la méthode exacte proposée dans l’étude de [[95]] qui se repose sur le
niveau d’immersion h par rapport au l’origine Os et l’angle de rotation θ du vecteur radial
perpendiculaire à la ligne de flottaison (voir Fig. A.1). L’algorithme précis est introduit
au-dessous :
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Figure A.1 – Description de la géométrie de la section circulaire

θ = arctan2(−R33,−R32)
h = P3√

R2
32+R2

33

si h ≥ r, la section est sèche :
Sim = 0 and SimqB = (0, 0)T

si |h| < r, la section est partiellement immergée :

Sim = r2
[
arccos

(
h
r

)
− h

r

√
1− h2

r2

]

SimqB = 2r3

3

(
1− (h

r
)2
) 3

2

cos(θ)
sin(θ)


si h < −r, la section est entièrement immergée :

Sim = πr2 et SimqB = (0, 0)T

Pour les enveloppes d’ARIM, une section triangulaire est divisée en plusieurs zones
pour simplifier les calculs. Comme illustré dans la figure A.2.(a), la section se compose
d’un hexagone (la zone 1) et 3 sections au-dessus d’une corde (les zones 2,3,4).
Pour l’hexagone 1 :

La zone immergée de l’hexagone 1 est un polygone déterminé par des sommets de
l’hexagone et des intersections entre la ligne de flottaison et des côtés de l’hexagone (voir
la zone rouge dans Fig.A.2.(b)). Pour calculer la surface et le barycentre de ce polygone,
nous avons choisi “le formule de lacet” [[179]], qui demande la connaissance des cordonnées
des sommets. Le défi est de mettre les sommets voisins en ordre (voir les sommets P1 ∼ P6

dans Fig.A.2.(b)). Pour le réaliser, il faut identifier si tous les sommets sont immergés ou
sèches avec le discriminant L(x, y) < 0. Si deux sommets d’un côté sont dans des états

220



A.1. Calcul exact de la surface d’immersion et du barycentre

(a) Différentes zones de la sec-
tion

(b) Calcul des termes Sim et SimqB de différentes zones

Figure A.2 – Description de la géométrie de la section triangulaire

différents, ce côté est traversée par la ligne de flottaison et les coordonnées d’intersection
peuvent être calculées et enregistrées comme un nouveau sommet du polygone immergé.

Étant donné les coordonnées des sommets du polygone, la surface d’immersion Sim,1

et le barycentre pondéré SimqB,∞ peuvent être trouvés par les relations suivantes :

Sim,1 = 1
2

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(xi − xi−1)(yi+1 + yi)
∣∣∣∣∣ (A.2)

avec n le nombre de sommets et les coordonnées Pi = (xi, yi)T et

SimqB,1 = 1
6

n∑
i=1

(xi + xi+1)(xiyi+1 − xi+1yi)
(yi + yi+1)(xiyi+1 − xi+1yi).

 (A.3)

En complément nous définissons les coordonnées (xn+1, yn+1)→ (x1, y1).
Pour les sections au-dessus d’une corde 2,3 et 4 :

Pour une corde complètement immergée tel la zone 3 dans Fig. A.2.(b), les calculs
de la surface Sim et du barycentre qB sont similaires de celles pour la section circulaire.
Dans la condition d’immersion partielle tel les zones 2 et 4, nous traitons le problème dans
le sous-repère (O′,x′,y′) pour simplifier les intégrales analytiques (voir Fig. A.2.(b)). En
prenant la section 4 comme exemple, la partie d’immersion est définie comme la forme
irrégulière (A), dont la surface est déterminée par l’écart de la zone combinée (A+B) et
la zone triangulaire (B). Puisque les calculs de surface et de barycentre pour le triangle
(B) sont simples, nous concentrons sur la surface de la zone combinée (A + B), qui est
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déterminée l’intégrale de la fonction f(x′) =
√
r2

2 − x′2 − h2 entre x′
1 et x′

2 dans le repère
(O′,x′,y′) :

SA+B =
∫ x′

2

x′
1

f(x′)dx′ =
r2arcsin( x′

r2
)

2 +
x′
√
r2

2 − x′2

2 + h2x
′

x
′
2

x′
1

(A.4)

Ensuite, le barycentre pondéré de la zone combinée est calculé par l’équation suivante :

SA+BqB =
∫ x′

2
x′

1
f(x′)x′dx′∫ x′

2
x′

1
f(x′)2dx′

 =

 1
3(x′2 + r2

2) 3
2 + 1

23h2x
′2

−h2
2

(
r2

2arcsin x′

r2
+ x′

√
r2

2 − x′2
)
− x′3

6 + 1
2(r2

2 + h2
2)x′

∣∣∣x′
2
x′

1
(A.5)

L’avantage des Eqs. (A.4) et (A.5) est que la seule variable à calculer n’est que les
coordonnées des intersections entre la ligne de flottaison et le contour. Ceci permet d’éco-
nomiser du temps de calcul. Enfin, la surface d’immersion Sim globale et le barycentre
pondéré SimqB sont la somme de toutes les zones :

Sim =
4∑
i=1

Sim,i, SimqB =
4∑
i=1

SimqB,i (A.6)

Intégrateur spatial

Pour avoir une simulation numérique efficace, nous avons utilisé la quadrature gaus-
sienne d’ordre fixe pour l’intégration spatiale dans l’Eq. (2.40). En pratique, nous avons
choisi l’intégrateur spectral de Gauss-Legendre qui contient 10 nœuds pour chaque mo-
dule. Pour tester la performance de l’intégrateur numérique, nous l’avons comparé à un
intégrateur de Simpson avec 100 nœuds par module dont les résultats sont considérés
comme étant précis. L’essai numérique consiste à calculer 500 fois le torseur de flottabilité
d’un module ARIM dans des configurations différentes. Les résultats ont montré que l’in-
tégrateur de Gauss est énormément plus efficace (1.67s/500calculs) par rapport à celui de
Simpson (22.24s/500calculs), tandis que son erreur moyenne par rapport à l’intégrateur
de Simpson est inférieure à 3%.
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A.2 Paramètres d’inertie prototype

Dans cette paragraphe, nous introduisons les quantités d’inertie dans le tableau A.1
tel que les masses, les centres de masse et les matrices de moment d’inertie exprimées dans
le repère propre. Ces quantités de chaque module du robot sont estimées par le logiciel
CAO, où les modules ARIM sont considérés pareils et les servomoteurs sont considérés
comme des rectangles homogènes.

Table A.1 – Paramètres d’inertie du robot NATRIX

Module Masse Centre de masse Moments d’inertie
Bj mj (kg) pcom (m) JGj

(×10−6kg/m2)
Tête B0 0.153 (0.0462, 0, 0) diag(196,189,179)

Masse virtuelle Bv 0 (0,0,0) diag(0,0,0)
Cou B1 0.147 (0.0536, 0, 0.0019) diag(183,181,175)

Module du corps Bj, 0.394 (0.1112, 0, -0.0028) diag(260,1390,1360)
(j ∈ [2, 3, ..., 7])

Enveloppe extérieure Bj,shell, 0.113 (0., 0., -0.0028) diag(316,244,249)
(j ∈ [2, 3, ..., 7])

A.3 Bilan de quantité de mouvement dans l’algo-
rithme N-E

Figure A.3 – Diagramme de la récursion arrière de l’algorithme N-E (les notations rouges
impliquent les quantités inconnues)
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Dans cette paragraphe nous construisons le bilan de quantité de mouvement de chaque
module sous une forme généralisée :

Fj =M∗
j η̇j + β∗

j (A.7)

Puisque les enveloppes d’ARIM ne sont pas connectées par un module arrière, leurs
équations Newton-Euler (2.51) peuvent directement se ré-écrire sous la forme :

Fj,shell = [M∗
j η̇j + β∗

j ]shell (A.8)

avec [M∗
j ]shell = [Mj]shell et [β∗

j ]shell = [βj − Fext,j]shell. Ensuite nous commençons par
transférer cette quantité de mouvement au module avant (i.e. B7 dans Fig. A.3). En substi-
tuant l’Eq. (2.18) dans l’Eq. (A.8), le vecteur d’effort F7,shell est déduit par l’accélération
η̇7 :

F7,shell =M∗
7,shellAdh7η̇7 + [M∗

7(ζ7 + A7q̈7) + β∗
7]shell (A.9)

En remplaçant F7,shell dans les équations Newton-Euler de B7 par la relation (A.9), nous
déduisons le nouveau bilan de quantité de mouvement suivant :

F7 =M∗
7η̇7 + β∗

7 (A.10)

où l’inertie et l’effort généralisés sont définis par :

M∗
7 =M7 + AdTh7M

∗
7,shellAdh7

β∗
7 = β7 + AdTh7 [M∗

7(ζ7 + A7q̈7) + β∗
7]shell

(A.11)

Pour un module intermédiaire [Bj]j∈[2,...,6], il est connecté par le module arrière Bj+1

et son enveloppe Bj,shell (voir Fig. A.3). De même, en remplaçant les accélérations ηj+1 et
ηj,shell dans les bilans de quantité de mouvement (A.7) par l’Eq. (2.18), nous obtenons les
efforts articulaires Fj+1 et Fj+1 en fonction de ηj :

Fj+1 =M∗
j+1Adj+1gj

η̇j +M∗
j+1(ζj+1 + Aj+1q̈j+1) + β∗

j+1

Fj,shell =M∗
j,shellAdhj

η̇j +
[
M∗

j(ζj + Aj q̈j) + β∗
j

]
shell

(A.12)

En remplaçant les efforts Fj+1 et Fj+1 dans les équations de Newton-Euler de Bj, nous
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construisons le nouveau bilan de quantité de mouvement pour le module Bj :

Fj =M∗
j η̇j + β∗

j (A.13)

avec
M∗

j = Mj + AdTj+1gj
M∗

j+1Adj+1gj
+ AdThj

M∗
j,shellAdhj

β∗
j = βj + AdTj+1gj

[
β∗
j+1 +M∗

j+1 (ζj+1 + Aj+1q̈j+1)
]

+AdThj
[βj +Mj (ζj + Aj q̈j)]shell ,

(A.14)

A.4 Applications exponentielle et logarithmique entre
SE(3) et se(3)

Dans cette section nous présentons les conversions réciproques entre un algèbre de Lie
δψ̂ ∈ se(3) et un élément du groupe de Lie g ∈ SE(3) référé des travails de [[91, 182]].

D’abord nous définissons les coordonnées δψ correspondants à δψ̂ :

δψ = (tT ,θT )T ∈ R6

7→ δψ̂ =
θ̂ t

0 0

 ∈ se(3)
(A.15)

Ensuite l’application exponentielle exp : se(3) 7→ SE(3) est défini par :

exp (δψ̂) =
exp(θ̂) Tso(3)t

01×3 1

 (A.16)

où exp(θ̂) correspond à l’application exponentielle exp : so(3) 7→ SO(3) défini par la
formule de Rodrigue :

exp(θ̂) = I3 + sin |θ|
|θ|

θ̂ + 1− cos |θ|
|θ|2

θ̂2

et la matrice Tso(3) est calculé par la relation :

Tso(3)(θ) = I3 + 1− cos |θ|
|θ|2

θ̂ + |θ| − sin |θ|
|θ|3

θ̂2.

Nous remarquons que lorsqu’il y a aucune rotation effectuée (|θ| = 0), nous avons
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exp(δψ̂) = I3 et Tso(3) = I3.
Ensuite l’application logarithmique exp : se(3) 7→ SE(3) est définie par :

δψ̂ =
log(R) T−1

so(3) p

01×3 0

 (A.17)

où R et p sont respectivement la matrice de rotation et le vecteur de translation de la
matrice de configuration g. À partir de l’étude de [[182]], le norme du vecteur de rotation
θ est calculé en fonction de R :

cos(|θ|) = 1
2 (tr(R)− 1)

sin(|θ|) = 1
2

√
(3− tr(R))(1 + tr(R))

(A.18)

À partir de l’Eq. (A.18), sin(|θ|) a une signe positive et l’angle de rotation |θ| est donc dans
l’intervalle [0, π]. Si la valeur sin(|θ|) ̸= 0, l’algèbre δθ̂ peut être directement déterminer
par log(R) :

log(R) = θ

2 sin θ (R−RT ) (A.19)

Sinon l’angle de rotation |θ| vaut 0 ou π rad. Dans ce cas nous pouvons obtenir le vecteur
θ :

θ = 03, si |θ| = 0
θ

|θ| =
(
ϵ1
√

1
2(1 +R11), ϵ2

√
1
2(1 +R22), ϵ3

√
1
2(1 +R33)

)
, si |θ| = π

(A.20)

où le symbole ϵ = ±1 détermine la signe de rotation qui est obtenu par la relation suivante :

ϵiϵj = Rij√
(1 +Rii)(1 +Rjj)

, pour i ̸= j, Rii ̸= −1, Rjj ̸= −1 (A.21)

Ensuite le vecteur de coordonnées t est obtenu par la relation (A.17) avec la matrice
T−1

so(3) définie par :

T−1
so(3) = I3 −

1
2 θ̂ + 1

|θ|

(
1− |θ| cos(|θ|/2)

2 sin(|θ|/2)

)
θ̂2 (A.22)

A.5 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

L’objectif de ce processus est de construire une séquence de vecteurs de base linéaire-
ment indépendante et orthogonaux à un vecteur donné ϖ ∈ RN−3. Nous avons d’abord
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mis en place un ensemble de bases canoniques {ϖ,v1,v2, ...,vN−4}, donné par :

v1 = (1, 0, 0, · · · , 0, 0, 0)T

v2 = (0, 1, 0, · · · , 0, 0, 0)T
...

vN−5 = (0, 0, 0, · · · , 0, 1, 0)T

vN−4 = (0, 0, 0, · · · , 0, 0, 1)T

(A.23)

où vj n’est pas forcément orthogonal à ϖ. Ensuit, on orthogonalise cette base canonique
et obtient les vecteurs de base linéairement indépendant {v′

0,v′
1,v′

2, ...,v′
N−4} :

v′
0 = ϖ

v′
1 = v1 − projv′

0
v1

v′
2 = v2 − projv′

1
v2 − projv′

0
v2

...
v′
k = vk −

∑k−1
j=0 projv′

j
vk

(A.24)

où l’opération projuv est la projection orthogonale de v sur la droite dirigée par u, donné
par :

projuv = uv
|u|2

u

Après les projections (A.24), les vecteurs obtenus doivent être normalisés.

A.6 Technical supplement of the section 4

A.6.1 définition de la transformation rigide h

Pour définir la transformation, nous devons d’abord projeter le repère de tête F0 dans
le repère mobile sur la surface Fg∗ , c’est-à-dire d’abord extraire le pilonnement, le roulis
et le tangage. En fait, la transformation h est définie par :

h = g0︸︷︷︸
F0 → FG

(
eqg

0 geq
)−1

︸ ︷︷ ︸
FG∗ → F0

(A.25)

Nous proposons donc d’identifier le deuxième terme de gauche définissant la transfor-
mation F0 → FG∗ , puis de le “récupérer” de g0 à obtenir h.
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Pour extraire le pilonnement, nous projetons simplement verticalement l’origine de F0

sur la surface afin que l’origine de FG∗ se trouve à z = 0 dans FG. L’origine de F0 et FG∗

ont maintenant les mêmes coordonnées (tx, ty) dans FG, définissants les coordonnées de
h dans l’espace euclidien E(3).

Ensuite, nous cherchons à identifier quelle rotation transforme l’ensemble de vecteurs
de base de F0 donné par R0 en RG∗ . Cette transformation consiste à faire tourner le
vecteur e0

3 (orthogonal au plan de tête) en ez. On introduit donc le produit vectoriel
suivant :

e0
3 × ez ≡ sin(Θ)k, (A.26)

avec k le vecteur unitaire définissant le sens de rotation et Θ l’amplitude de rotation.
Ensuite, on définit la transformation suivante :

RG∗ = exp(Θk̂) R0 (A.27)

avec exp(·) l’application exponentielle de SO(3) définie par la formule de Rodrigue :

exp(Θk̂) = I + sin(Θ)k̂ + (1− cos(Θ)) k̂2 (A.28)

Ici, les coordonnées du vecteur (Θk) sont (θ∗
x, θ

∗
y, 0), c’est-à-dire le mouvement de roulis

et de tangage exprimé dans le repère FG∗ .

A.6.2 La dynamique sur l’espace tangent o SE(3)

Dans cette section, nous rapportons les grandes lignes pour obtenir les expansions
d’états (4.19). Tout d’abord, nous voulons développer la configuration de tête g0(t) comme
une série de puissances de ϵ où g0 est donné par la combinaison de l’équation 4.9 et 4.13

g0(t, ϵ) = h(t, ϵ)exp
(
∆Ψ̂(t, ϵ)

)
geq, (A.29)

Le torseur ∆Ψ(t, ϵ) peut être exprimé en fonction de ϵη0 en utilisant les Eqs. (4.18)
et (4.14). On obtient :

∆Ψ1(t|, ϵ) = ϵ∆Ψ1(0) +
∫ t

0
(ϵAdh−1g0η0 −Vsurf ) dt′ (A.30)

Nous avons supposé que la vitesse η0 et la perturbation ∆Ψ1(0) sont proportionnelles
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à ϵ, ce qui est cohérent avec l’hypothèse de petite perturbation initiale. La vitesse Vsurf

peut alors être supprimée en projetant l’Eq. (A.30) sur l’état réduit avec la matrice PT

telle que :
∆ψ1(t, ϵ) = ϵ∆ψ1(0) + ϵ

∫ t

0
PTAdh−1g0η0dt′ (A.31)

avec PT∆Ψ1 = ∆ψ1(cf l’Eq. (3.2)). Deux remarques importantes s’imposent. Tout d’abord,
on observe que le premier terme ∆ψ1 de l’expansion de Magnus est linéaire à l’ordre supé-
rieur avec ϵ. Plus généralement, le j-ième terme ∆ψj est d’ordre supérieur proportionnel
à ϵj, ce qui motive l’omission de tout le terme j > 1 dans l’expansion de Magnus.

Deuxièmement, la représentation adjointe Adh−1g0(t,ϵ) dans l’Eq. (A.30) dépend non
linéairement de ∆ bmψ1 puisque la transformation h−1g0 est définie à partir de l’expansion
de Magnus (cf. l’Eq. (A.33)). Par conséquent, l’Eq. (A.30) est implicite par rapport à la
fonction ∆ψ1.

Pour simplifier ce problème, nous proposons également de développer ∆ψ1 et ∆Ψ1

comme une série de puissance de ϵ :

∆ψj =
∞∑
i=j

ϵi∆ψ(i)
j (A.32)

où ∆ψ(i)
j est la i-ième correction d’ordre du j-ième terme de l’expansion de Magnus. En

exploitant cette propriété, la transformation h−1g0 obtenue à partir de l’Eq. (A.33) peut
être étendue de telle sorte que

h−1g0 = geq + ϵ∆Ψ̂(1)
1 geq +O(ϵ2). (A.33)

Réciproquement, on peut aussi montrer avec le même processus que Vsurf = 0(ϵ) et
h = e+O(1) avec e est l’élément neutre de SE(3). La première équation du système (4.19)
est alors obtenue en combinant l’Eq. (A.33) et la simplification h = e+O(1).

Pour obtenir la deuxième équation du système (4.19), on dérive l’équation (A.30) et
on utilise l’approximation ∆Ψ̇1(t vert, ϵ) = ∆Ψ̇

(1)
1 (t) + O(ϵ). Les termes d’ordre dominant

sont :
ϵ∆Ψ̇

(1)
1 (t) = ϵAdgeqη0 − ϵVsurf +O(ϵ), (A.34)

où l’Eq. (A.33) a été utilisée pour écrire h−1g0 = geq +O(1). Enfin, la vitesse η0 peut être
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exprimée en fonction de ∆Ψ̇
(1)
1 = P∆ψ̇(1)

1 en utilisant la propriété :

(
Adgeq

)−1
= Adg−1

eq
. (A.35)

L’accélération est dérivée avec le même processus.

A.6.3 La stabilité de stratégie I

Nous présentons ici une analyse plus détaillée du mécanisme physique d’instabilité
interne du robot. Pour la forme du corps instable (voir la Fig. 4.5), la position du centre
de flottabilité (le barycentre du volume immergé) par rapport au centre de masse produit
un bras de levier associé à un couple net de flottabilité qui amplifie le mouvement initié
par l’inertie interne. Par conséquent, il n’y a pas d’effort de rappel qui compense l’inertie,
ce qui provoque des oscillations illimitées. Cette propriété peut être généralisée à toute
structure multicorps déformable car il est difficile de satisfaire la stabilité hydrostatique
pour toutes les formes de corps. Notez que le mouvement interne peut être instable alors
que le corps solide reste stable puisque M′

0 et K0 sont définis positifs.

Figure A.4 – Les trois modes propres de la dynamique interne pour le corps droit où
toutes les articulations du corps sont mises à zéro. Le mode instable est à gauche et les
deux autres sont stables. Nous avons représenté schématiquement la position du centre
de flottabilité (triangle rouge, cob) et de masse (carré noir, com). Ils sont en fait plus
proches avec une distance relative de 2mm pour une longueur de robot de 1m.

Pour illustrer cette propriété, nous avons rapporté sur la Fig. A.4 les trois formes de
corps correspondant aux vecteurs propres de la matrice A(qeq) où qeq = 0, c’est-à-dire,
la configuration rectiligne. Nous choisissons cette configuration en raison de sa symétrie
par rapport au plan sagittal. Le mode instable est le premier en partant de la gauche,
les deux autres sont stables. Les deux modes stables restent symétriques par rapport à la
symétrie sagittale, seules les altitudes du cou et de la tête sont modifiées. Cela implique
que le centre de masse et le centre de flottabilité sont également dans ce plan, et qu’aucun
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bras de levier ne peut produire de roulis. Au contraire, le mode instable affiche un corps
courbe avec des modules de coque tournant avec qr,i > 0, c’est-à-dire vers l’intérieur du
centre du rayon de la courbure globale.

Pour cette forme, le centre de masse et la flottabilité ne sont plus sur le robot. Sur la
Fig. A.4, nous avons représenté schématiquement leurs positions relatives sur le plan de la
surface. Étant donné que la force de flottabilité est dans la direction verticale ascendante,
le couple de flottabilité résultant produira un mouvement de roulis dans le même sens de
rotation du module de coque, c’est-à-dire une rotation positive θx > 0 de tout le corps.

A.6.4 La stabilité de stratégie II

À partir de cette évaluation, nous proposons le scénario suivant pour l’instabilité.
Premièrement, la stratégie II consiste à travailler dans le noyau de Mq[qeq] en utilisant
les déformations de corps ∆q = P q̂ ne produisant aucune accélération. Cependant, les
matrices inertielles Mq[qeq] et Mq[qeq+ϵ∆q] n’ont pas a priori exactement le même noyaul
si ϵ∆q ̸= 0. En poursuivant la correction au second ordre de la dynamique (cf section
4.3.3), on obtient pour ϵ∆q = ϵP q̂ :

Mq[qeq + ϵ∆q](ϵ∆q̈) = ϵ2Me

[
∆ψ̇

]
∆

...
ψ +O(ϵ2) (A.36)

pour ϵ ≪ 1 et où ∆q̈ est estimé à partir de la dérivée seconde de l’équation 4.32. La
matrice Me est directement proportionnelle au premier terme du développement de Taylor
de Mq[qeq + ϵ∆q], c’est-à-dire à son jacobien par rapport à ∆q. Cette matrice est a priori
non nulle, et va changer l’ordre de l’EDO pour la dynamique de la tête et introduire une
non-linéarité.

En introduisant ce nouveau composant dans la dynamique linéaire du mouvement de
la tête, le système est maintenant donné par :

ϵMe

[
∆ψ̇

]
∆

...
ψ + M′

0∆ψ̈ + γ0M′
0∆ψ̇ +K0∆ψ = 0 (A.37)

où le feedback linéaire u a été remplacée par l’Eq. (4.32) pour obtenir le système masse-
ressort amorti avec un terme supplémentaire proportionnel à ∆

...
ψ .

Nous proposons de donner une preuve de l’instabilité du système linéaire (A.37) rap-
porté dans la section 4.5.4. Nous étudions la stabilité du mouvement de la tête ∆ψ(t) en
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utilisant la perturbation suivante :

∆ψ(t) = x(t)χ (A.38)

avec χ un mode stationnaire arbitraire et x(t) son amplitude. Nous supposons seulement
que χ n’appartient pas au noyau de Me.

Le système linéaire (A.37) peut être réduit à une simple équation du troisième ordre
pour x(t) en introduisant la relation (A.38) dans l’Eq. (A.37) , puis en appliquant le
produit scalaire avec χ. Finalement, on obtient

me
...
x +mẍ+ cẋ+ kx = 0 (A.39)

avec les coefficients 

me = ϵ
(
χTMeχ

)
,

m =
(
χTM′

0χ
)
,

c = γ0
(
χTM′

0χ
)
,

k =
(
χTK0χ

)
.

(A.40)

Les coefficients m, k, c sont strictement positifs puisque la matrice d’inertie M′
0 et

la matrice de rigidité K0 sont définies positives, tandis que me n’est que non nul. En
introduisant x(t) = x0 exp(λt) avec λ la valeur propre, on obtient une équation cubique
pour λ :

meλ
3 +mλ2 + cλ+ k = 0 (A.41)

Cette équation a trois valeurs propres données par λ1, λ2 et λ3, et le système devient
instable si Re(λi) > 0. Réciproquement, si la partie réelle de chaque racine est négative,
soit Re(λi) < 0, le système est dit stable. Nous allons montrer que la stabilité ne peut
être garantie quel que soit le signe de me pour m, c, k > 0.

Selon le discriminant de l’équation cubique, les trois racines sont soit réelles, soit l’une
est réelle et les deux autres sont complexes conjuguées. Notons que comme me → 0, on
devrait retrouver le second cas puisque l’on obtient deux racines complexes conjuguées
pour me = 0 et m, k, c > 0.

En utilisant ces valeurs propres comme solution de l’équation caractéristique, on ob-

232



A.7. Analyse d’une équation de Mathieu avec l’approche perturbative

tient après développement les pré-facteurs suivants pour les termes quadratiques et li-
néaires :

λ1 + λ2 + λ3 = − m

me

(A.42)

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = c

me

(A.43)

La première condition stipule que la somme de la partie réelle doit avoir le signe
−m/me. Donc, si me < 0 alors −m/me est positif, ce qui est impossible si les trois parties
réelles Re(λi) sont négatives. Au moins une valeur propre doit avoir une partie réelle
positive représentant l’instabilité.

A.7 Analyse d’une équation de Mathieu avec l’ap-
proche perturbative

La forme standard de l’équation de Mathieu non amortie s’écrit sous la forme :

θ̈ + ω2
0(1 + δ cos(2Ωt))θ = 0 (A.44)

où ω0 est la fréquence propre, δ est l’amplitude de perturbation et 2Ω est la fréquence de
perturbation externe.

Pour définir la stabilité linéaire dans l’espace des paramètres de ω0 et δ, nous obtenons
l’équation d’amplitude par la méthode de Poincaré–Lindstedt [127]. D’abord, l’amplitude
de perturbation mise à l’échelle ∆ est notée par :

δ = ϵ∆ (A.45)

Puis la solution de u est supposée d’une superposition des composantes θ0, θ1, donnée
par :

θ(t, τ) = θ0(t, τ) + ϵθ1(t, τ) (A.46)

avec τ une nouvelle variable défini par τ = ϵt.
En remplaçant θ(t, τ) dans l’Eq. (A.44) on obtient le terme d’ordre O(ϵ0) qui est une

équation différentielle de θ0 :
∂2θ0

∂t2
+ ω2

0θ0 = 0 (A.47)
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ce qui donne la solution homogène :

θ0 = A(τ)eiω0t + Ā(τ)e−iω0t (A.48)

avec Ā(τ) le conjugué complexe de A(τ). Ensuite, le terme d’ordre ϵ∞ donne une équation
différentielle de θ1 :

∂2θ1

∂t2
+ ω2

0θ1 = −2 ∂
2θ0

∂t∂τ
− ω2

0∆ cos(2Ωt)θ0 (A.49)

À partir de la solution homogène de θ0, les termes
(
2 ∂2θ0
∂t∂T

)
et (ω2

0∆sin(2Ωt)θ0) sont
respectivement donnés par :

2 ∂
2θ0

∂t∂τ
= (2iω0)(

dA
dτ e

iω0t − dĀ
dτ e

−iω0t) (A.50)

ω0∆ cos(2Ωt)θ0 = −iω
2
0∆
2 (eiωet − e−iωet)(Aeiω0t + Āe−iω0t) (A.51)

On défini une variation (∆ω) entre 2 fois de la fréquences propre ω0 et la perturbation
ωe par la relation suivante :

2ϵ (∆ω) = ω0 − Ω (A.52)

En remplaçant ωe dans l’expression (A.51) par la relation (A.52), le terme (ω2
0∆sin(ωet)θ0)

se réduit en fonction de ω0 et ∆ω :

ω0∆ cos(2ωt)θ0 = −iω
2
0∆
2 [A(ei(3ω0−4∆ω)t − e−i(ω0−4∆ω)t)+

Ā(ei(ω0−4∆ω)t − e−i(3ω0−4∆ω)t)]
(A.53)

En introduisant l’Eq. (A.50) et l’Eq. (A.53) dans l’Eq. (A.49), on retrouve les termes
résonnants (ou termes séculaires) dans la partie droite de l’Eq. (A.49) :

eiω0t(2iω0
dA
dτ −

iω2
0∆
2 Āe−i4∆ω0t)

+e−iω0t(−2iω0
dĀ
dτ + iω2

0∆
2 Aei4∆ω0t)

(A.54)

La condition de solvabilité pour éliminer les termes résonnants est définie comme un
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système d’équations : 
dA
dτ −

iω0∆
4 Āe−i4∆ωt = 0

dĀ
dτ −

iω∆
2 Aei4∆ωt = 0

(A.55)

En définissant les transformations
(
A = B(τ)e−2i∆ωτ

)
et
(
Ā = B̄(τ)e2i∆ωτ

)
, on ob-

tient : dB
dτ
dB̄
dτ

+
−2i∆ω −ω0∆

4

−ω0∆
4 2i∆ω

B
B̄

 = 0 (A.56)

La stabilité du système linéaire (A.56) est déterminée par les valeurs propres σ de la
matrice de coefficient :

σ = ±

√√√√(ω0∆
4

)2

− 4(∆ω)2 (A.57)

Si la valeur propre σ est un nombre réel, l’amplitude A(τ) est une fonction exponen-
tielle et l’oscillateur paramétrique présente une instabilité résonnante. Le critère instable
est donc défini par :

ω0∆
4 > |2∆ω| (A.58)

En substituant les relations (A.45) et (A.52) dans les critères (A.58), on obtient les
critères instables par rapport à ω0,δ étant donné ωe :

δ > 4− 4 Ω
ω0

0 ≤ ωe

ω0
≤ 2

δ > −4 + 4 Ω
ω0

2 < ωe

ω0

(A.59)

Dans l’espace de
(

Ω
ω0
− δ

)
, le critère instable entoure une région triangulaire appelée

langue de résonance de l’équation de Mathieu et à partir des critères instables, nous
trouvons que lorsque (Ω = ω0) l’oscillateur Mathieu a la bande de résonance la plus large.
Étant donné la fréquence naturelle ω0 et l’amplitude de forçage δ, nous définissons la plage
de fréquence de perturbation instable ωe par :(

1− δ

4

)
ω0 < Ω <

(
1 + δ

4

)
ω0 (A.60)
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Titre : Processus de stabilisation d’un robot serpentiforme à la surface de l’eau : modélisation,
contrôle et stabilité

Mot clés : Bio-inspiration, Modélisation dynamique, robot serpent, contrôle basé sur un mo-

dèle

Résumé : Les robots nageurs élancés, inspirés par des
serpents aquatiques ou des anguilles, gagnent en popularité au
milieu académique. Ils sont manoeuvrable et écoénergétiques
par rapport aux navires autonomes de surface. Cependant, ils
souffrent d’instabilité sur la surface de l’eau dans des condi-
tions extrêmes (houle, vent, débris de surface). Le processus
de stabilisation pour ces nageurs multicorps élancés reste une
question ouverte. Le projet SSSNAEQ cherche à résoudre ce
problème en s’inspirant des serpents pour stabiliser ces robots
de manière active. À travers cet objectif, un nouveau robot ser-
pentiforme, nommé NATRIX, a été développé, équipé des “or-
ganes” bio-inspiré localisés dans le cou et le long du corps pour
réaliser une stabilisation active.

Dans ce cadre, cette thèse reporte l’exploration de la sta-
bilité statique et dynamique du robot sur la surface de l’eau
sous l’aspect de simulation numérique. Elle porte d’abord sur la
modélisation géométrique, cinématique et dynamique du robot.
Basées sur ces modèles, deux nouvelles stratégies en boucle

ouverte et boucle fermée sur le contrôle postural ont été propo-
sées. Ces lois de contrôle permettent de calculer les trajectoires
articulaires qui stabilisent la posture du robot sur la surface de
l’eau pour des poses statiques ou lors de la nage. Ensuite, nous
reportons une résonance paramétrique auto-excitée au cours
de la nage cyclique, provoquant le chavirement du robot à tra-
vers un mouvement de roulis illimité. Le processus physique de
cette instabilité est lié aux mouvements internes du robot, dif-
férents de celui des navires monocoque [69]. Un template de
stabilité, différent de celui pour les locomoteurs bipèdes [123],
a été développé pour prédire cette instabilité. À la fin, on a
confirmé que, en exploitant les organes additionnels, cette in-
stabilité est considérablement atténuée.

Ces travaux représentent des premières briques métho-

dologiques, ouvrant la voie à un contrôle actif de la stabilisation

des robots serpents nageurs sur la surface de l’eau.

Title: Stabilization process of a serpentiform robot on the water surface: modeling, control and stability

Keywords: Bio-inspiration, Dynamic Modeling, snake-like robot, model-based control

Abstract: Slender swimming robots, inspired by aquatic
snakes or eels, are gaining popularity in academia. They are
maneuverable and energy efficient compared to autonomous
surface ships. However, they suffer from surface instability un-
der extreme conditions (swell, wind and surface debris). The
stabilization process for these multibody swimmers remains an
open question. The SSSNAEQ project seeks to solve this
problem by taking inspiration from snakes to actively stabilize
these robots. Through this objective, a new serpentiform robot
prototype, named NATRIX, was developed, equipped with bio-
inspired “organs” located in the neck and along the body to
achieve active stabilization.

In this context, this thesis reports the exploration of the
static and dynamic stability of the robot on the surface from
a numerical aspect. It focuses at first on the geometric, kine-
matic and dynamic modeling of the robot. Based on these mod-
els, two new open-loop and closed-loop strategies on postu-

ral control were proposed. These control laws make it possi-
ble to calculate the joint trajectories which stabilize the robot’s
posture on the water surface for static poses or when swim-
ming. Then, we report a self-excited parametric resonance dur-
ing cyclic swimming, causing the robot to capsize through an
unrestricted rolling motion. The physical process of this insta-
bility is associated with the internal movements of the robot,
which are different from those of monobody vessels [69]. A sta-
bility template, different from that for bipedal locomotors [123],
was developed to predict this instability. In the end, it was con-
firmed that, by exploiting the additional organs, this instability is
considerably reduced.

This work represents the first methodological blocks,

paving the way for the development of active control for the sta-

bilization of swimming snake robots on the water surface.
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