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- Résume ~N

Modélisation de la magnétostriction en ferromagnétisme

Les matériaux ferromagnétiques présentent la propriété de se déformer lorsqu’ils subissent
une variation d’aimantation. Ce phénoméne physique est appelé la magnétostriction. Le modéle
considéré dans cette thése consiste en un couplage non linéaire de I’équation de Landau-Lifschitz-
Gilbert avec I’équation d’ondes de 1’élasticité.

L’objectif principal de cette thése est d’obtenir par méthodes asymptotiques des modéles 2d
pour des plaques minces et 1d pour des nanofils ferromagnétiques en présence de magnétostric-
tion.

Dans un premier temps, le modéle complet est étudié, ce qui permet d’obtenir des modéles
décrivant de maniére précise les propriétés magnétiques et les déformations tangentielles (longi-
tudinales pour les fils). Cependant, ces modéles ne prennent pas en compte ni les déformations
normales & la plaque ni les déformations transverses pour les fils.

Par la suite, un modéle simplifié, appelé “quasi-stationnaire", a été examiné. Dans ce modéle,
I’équation d’ondes élastiques a été remplacée par une équation stationnaire. Ce modéle simplifié
a permis d’obtenir un modéle asymptotique qui prend également en compte les déformations
normales & la plaque (transversales pour les fils). En outre, dans le cas des nanofils, ce modéle
& une dimension permet d’analyser la stabilité de certaines configurations d’aimantation en
fonction de l'intensité de I’étirement appliqué au fil.

Dans un autre ordre d’idée, la derniére partie du manuscrit est consacrée a I’étude du compor-
tement des murs dans un fil ferromagnétique avec encoche, en présence d’'un champ magnétique
appliqué. On a démontré que lorsque le champ appliqué fait s’éloigner le mur de ’encoche, la

dynamique de celui-ci se rapproche de celle observée en ’absence d’encoche.

Mots clés : magnétostriction, solution faible, nanofil, plaque mince, mur, stabilité.




- Abstract ~N

Modeling of Magnetostriction in Ferromagnetism

Ferromagnetic materials have the property of deforming when are subject to a change in
magnetization. This physical phenomenon is called magnetostriction. The model considered in
this thesis consists of a nonlinear coupling of the Landau-Lifschitz-Gilbert equation with the
elasticity wave equation.

The main objective of this thesis is to obtain 2D models for thin plates and 1D models for
ferromagnetic nanowires in the presence of magnetostriction using asymptotic methods.

Initially, the complete model is studied and we obtain models that accurately describe ma-
gnetic properties and tangential deformations (longitudinal for wires). However, these models
do not take into account neither normal deformations of the plate nor transverse deformation
for the wires.

Subsequently, a simplified model, called “quasi-stationary", was examined. In this model,
the elastic wave equation was replaced by a stationary equation. This simplified model allowed
for the derivation of an asymptotic model that also takes into account normal deformations of
the plate (transverse deformation for wires). Additionally, in the case of nanowires, this one-
dimensional model allows for the analysis of the stability of certain magnetization configurations
as a function of the applied stretching intensity of the wire.

On a different note, the last part of the manuscript is devoted to the study of wall behavior in a
ferromagnetic wire with a notch in the presence of an applied magnetic field. It was demonstrated
that when the applied field moves the wall away from the notch, wall dynamic approaches those

observed in the absence of a notch.

Keywords : magnetostriction, weak solution, nanowires, thin plates, wall, stability.




Table des matiéres

I

11

Introduction

I.1 Modélisation des matériaux ferromagnétiques . . . . . . . . . .. ... ...
[.L1.1  Modéle statique . . . . . . . . . .
[.L1.2  Modéle dynamique . . . . . . . . . .
[.2 Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction . . . . . . .. .. ...

I.3 Avantages des modéles asymptotiques pour 1’étude de phénomeénes complexes
I4 Problémes étudiés et résultats obtenus . . . . . . . ... ... L 0L
[.4.1  Existence du solutions faibles globales en temps pour I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction et modéles asymptotiques . . . . . .
[.4.2  Modéle quasi stationnaire et modéles équivalents asymptotiques . . . . . . .

[.4.3  Stabilisation des murs loin de ’encoche pour des nanofils ferromagnétiques

Modéle non-stationnaire de 1’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec ma-
gnétostriction

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . e

I1.2  Outils pour 'analyse fonctionnelle et I'algébre tensorielle. . . . . . . .. .. .. ...

I1.2.1  Analyse fonctionnelle . . . . .. . . ... oo

[1.2.2  Calcul tensoriel . . . . . . . . .. .

[1.2.3 Inégalité de Korn . . . . . . . .. . . o

I1.3  Existence du solutions faibles globales en temps pour ’équation de Landau-Lifschitz-

Gilbert avec magnétostriction . . . . . . . ... Lo

I1.3.1 Rappeldumodele . . . . . .. .. o

I1.3.2  Systéme pénalisé . . . . . . . . . . .

I1.3.3 Passage a la limite dans le systéme pénalisé (I1.3.8) . . . .. ... ... ...

I1.4  Plaque mince ferromagnétique avec magnétostriction . . . . . . . . . ... .. ...
I1.4.1 Modéle tridimensionnel de plaque ferromagnétique avec magnétostriction

[1.4.2 Modeéle redimensionné . . . . . . . . . ... L

I1.4.3 Borne uniforme et passage & la limite lorsque I'épaisseur de la plaque tend

VEIS ZETO . . . . .o

I1.5  Fil ferromagnétique avec magnétostriction . . . . . . . . . .. .. ... ... ...

I1.5.1 Modele tridimensionnel de fil ferromagnétique avec magnétostriction . . . . .

v

co O N =

12
15

16
18
22

26
27
29
29
31
33



Table des matiéres

I1.5.2 Passage a la limite dans les formulations faibles lorsque le rayon du fil tend

VEIS ZETO v v v v v e e e e e e e e s 92

IIT Modéle quasi-stationnaire pour 1’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec

magnétostriction 98
L1 Introduction . . . . . . . . . . o e 99
III.2  Modéle quasi stationnaire . . . . . . . . . . . .. ... 99

[I.2.1 Limitede m™ . . . . . . . . . e 101
I11.2.2 Moyenne temporelle appropriée . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 103
I11.2.3 Passage a la limite lorsque n tend vers 'infini . . . . .. .. ... ... ... 105

I1I.3  Justification d’'un modéle bidimensionnel pour les plaques ferromagnétiques avec

magnétostriction . . ... Lo oL 118
IT1.3.1 Modéle tridimensionnel, changement d’échelle et passage a la limite . . . . . 118
[11.3.2 Cas particulier de \® . . . . . .. ... ... .. ... 124

I11.4  Justification d’un modéle unidimensionnel pour les nanofils ferromagnétique avec

magnétostriction . . . .. Lo Lo 130
I11.4.1 Modéle tridimensionnel, changement d’échelle et passage a la limite . . . . . 130
[11.4.2 Cas particulier de \® . . . . . .. ... ... ... ... 137
111.4.3 Etude de la stabilité des solutions stationnaires . . . . . . . . ... ... ... 140
[11.4.4 Etudes numériques du modéle unidimensionnel pour un nanofil ferromagné-

tique avec magnétostriction . . . . . ..o oo 151

IV Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils ferromagnétiques 161
IV.1 Modéle unidimensionnel pour un nanofil ferromagnétique . . . . . . . . .. .. ... 162
IV.2  Formes équivalentes de 'équation . . . . . . .. ... ... oo 166
IV.2.1 Repére mobile . . . . . . . . . . 167

IV.2.2 Parti linéaire de ’équation et nouvelles coordonnées . . . . . . . .. .. ... 169

IV.2.3 Estimations variationnelles . . . . . . . . . . ... ... L. 174

IV.3  Preuve du Théoréme IV.1.1 . . . . . . . .o oo 179
IV.3.1 Premiére étape : Nouveau produit scalaire . . . . . ... ... .. ... ... 179

IV.3.2 Deuxiéme étape : Estimations variationnelles sur W . . . . . .. .. .. ... 181

IV.3.3 Troisiéme étape : Estimation pour A et fin de la preuve . . . . . . . ... .. 184

V  Conclusion et problémes ouverts 187



Table des matiéres

vi



CHAPITRE 1
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I.1 Modélisation des matériaux ferromagnétiques

Le ferromagnétisme est un phénoméne physique au cours duquel certains matériaux présentent
une aimantation spontanée en l’absence d’'un champ magnétique externe. Cette propriété résulte
de 'existence de moments magnétiques localisés dans la structure cristalline de ces matériaux, qui
ont tendance & s’aligner les uns avec les autres pour former des domaines magnétiques cohérents
a 1’échelle macroscopique. Lorsqu'un champ magnétique externe est appliqué, ces domaines ma-
gnétiques peuvent étre orientés dans la direction du champ, induisant une aimantation nette de la
matiére. Aprés avoir enlevé le champ magnétique, les moments magnétiques restent alignés et le
matériau conserve une aimantation permanente. Le ferromagnétisme est un phénomeéne complexe
qui dépend de nombreux facteurs comme la composition chimique, la structure cristalline et la tem-

pérature du matériau. A partir d’un certain seuil de température, appelé température de Curie,
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les matériaux ferromagnétiques perdent leurs propriétés magnétiques. Par exemple, la température
de Curie pour le fer est de 770°C. Les matériaux ferromagnétiques sont largement utilisés dans les
applications industrielles telles que la protection radar, les disques durs, les puces magnétiques, les
matériels de télécommunications, la gestion de ’énergie et les dispositifs de stockage de données

numeériques.

La modélisation des matériaux ferromagnétiques ainsi que des matériaux magnétiques en général
est une tache complexe qui a connu de nombreux progrés au cours des années [42]. Les équations
de Maxwell servent de point de départ & la compréhension du champ magnétique produit par un
barreau uniformément aimanté. Les premiers travaux relatifs a la modélisation des matériaux ferro-
magnétiques remontent a 1905, lorsque P. Langevin a proposé une description du champ moléculaire
reliant les moments magnétiques et luttant contre le désordre thermique [44].

En 1907, le physicien francais Pierre-Ernest Weiss a identifié le champ moléculaire de Weiss. Ce
champ décrit I'interaction entre les moments magnétiques des atomes dans un matériau magnétique
[54].

En 1928, le physicien allemand Werner Heisenberg a proposé une reformulation du champ molé-
culaire de Weiss en termes de champ d’échange [35]. Cette reformulation a joué un role important
en développement de la théorie quantique de la matiére condensée. Le champ d’échange décrit I'in-
teraction entre les moments magnétiques des électrons dans un matériau magnétique en termes de
la théorie quantique. Cette théorie a permis de mieux comprendre les propriétés magnétiques de
différents matériaux, notamment les ferromagnétiques et les antiferromagnétiques.

L’hypothése émise par F. Bloch en 1932, appelée hypothése de Bloch, est aujourd’hui considérée
comme fondamentale pour la compréhension du comportement des matériaux ferromagnétiques.
Elle stipule que lorsqu’un matériau ferromagnétique est soumis a une excitation magnétique externe
non nulle, 'aimantation du matériau se divise en petits domaines qui sont presque uniformément
almantés et séparés les uns des autres par des parois de Bloch trés minces [8]. Ces parois de Bloch sont
des zones ou l'orientation de I'aimantation change brusquement de direction, créant ainsi une zone
de transition entre deux domaines avec une orientation différente de I’aimantation [40]. L’hypotheése
de Bloch a été confirmée par des expériences ultérieures et a permis une meilleure compréhension du
comportement des matériaux ferromagnétiques, tels que le fer, le nickel ou le cobalt. Elle a également
contribué a la compréhension des phénoménes de magnétisme et de I'enregistrement magnétique, ce
qui a été utile dans la conception de dispositifs de stockage de données tels que les disques durs.

Dans les années 1940, W.F. Brown a proposé une théorie révolutionnaire appelée "théorie du mi-
cromagnétisme". Cette théorie traite la magnétisation comme un continuum et cherche & minimiser
une énergie libre. Elle explique le comportement non linéaire de certains matériaux magnétiques, ce

qui représente une avancée majeure dans le domaine [12].

I.1.1 Modéle statique

La théorie du micromagnétisme [5], [12], [42], [43] est une approche pour modéliser le compor-

tement magnétique des milieux continus. Selon cette théorie, les matériaux magnétiques peuvent
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étre considérés comme étant constitués de nombreux petits aimants élémentaires qui sont appelés
"mini-aimants permanents". Ces mini-aimants sont distribués dans tout le matériau et sont décrits
par un champ de vecteurs appelé 'aimantation m exprimé en A.m~'. Le domaine occupé par le

matériau ferromagnétique €2 soit saturé, c’est-a-dire que m est soumis & la contrainte
|m(z)| = ms p.p. dans Q.

La grandeur m, est appelée aimantation a saturation, exprimée en A.m~! et varie uniquement en

fonction de la température.

L’avancement des études sur les matériaux ferromagnétiques a été entravé pendant un certain
temps par la complexité des équations qui régissent le comportement magnétique des matériaux
a I’échelle microscopique. Ces équations étaient trop compliquées pour permettre des simulations
réalistes et convaincantes en raison de la faiblesse des moyens informatiques de 1’époque. Cependant,
dans les années 70, avec 'apparition du premier supercalculateur, I'activité dans le domaine du
micromagnétisme a repris de plus belle, et cela a marqué un tournant dans I’étude des matériaux

ferromagnétiques, avec un accent mis sur ’approche mathématique.

Dans le cas statique, il existe une méthode variationnelle utilisée pour étudier les propriétés ma-
gnétiques des matériaux ferromagnétiques. Cette méthode est basée sur la minimisation de ’énergie

libre du matériau, notée & et donnée par

5tot (m) = gexch + gzee + gani + Sdem-

La modélisation énergétique des matériaux ferromagnétiques a commencé dans les années 30, ot L.
D. Landau et E. M. Lifshitz ont proposé une théorie qui associait I’énergie d’échange E..cp, 1'éner-
gie d’anisotropie &gy, 'énergie de Zeemann &, et ’énergie démagnétisante Eyep, pour décrire le
comportement magnétique des matériaux ferromagnétiques. Ils ont montré que des configurations
d’aimantation & divergence nulle minimisent I’énergie démagnétisante et qu’une énergie d’échange
trop élevée correspondrait & une aimantation discontinue. Cette preuve a consolidé I’hypothése pré-
sentée par F. Bloch des années plus tot. Cette énergie Eor (M) est liée & une excitation magnétique

notée Hyot = Hegep, + Hoee + Hani + Hgepn par la formule de dérivation fonctionnelle suivante :

a(C/’tot

Hypt = —
tot am

Chacune des énergies contributrices est décrite de la maniére suivante :
Energie d’échange :

L’énergie d’échange est I'une des énergies magnétiques les plus importantes pour les ma-
tériaux ferromagnétiques. Cette énergie est purement locale et d’origine quantique, et elle
est responsable de 'alignement des moments magnétiques dans le matériau. Elle est dérivée
du modéele d’interaction d’Heisenberg entre deux spins magnétiques, qui stipule que les mo-

3
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ments magnétiques ont tendance a s’aligner paralléelement pour minimiser I’énergie totale du

systéme. L’énergie d’échange est exprimée par

A
Sexch = _2/ ’vm’2>
mg Jo

ot A est la constante d’échange. Cette équation montre que 1’énergie d’échange dépend de
la facon dont I'aimantation varie a travers le matériau. Si ’aimantation varie brusquement,
par exemple, cela augmentera 1’énergie d’échange et rendra le matériau moins stable et si
I’aimantation est uniforme cette énergie s’annule. W.F. Brown a proposé la condition au bord
vérifiée par m qui est la condition de Neumann homogéne :

O,m = 0.

Alors, I'excitation magnétique H.,., est donnée par :

A
Hexch(m) = WAIH

Energie locale de Zeemann (ou énergie extérieure) :

L’énergie de Zeeman décrit l'interaction entre 'aimantation d’un matériau ferromagné-
tique et un champ magnétique extérieur appliqué. Lorsqu’un échantillon magnétique est
placé dans un champ magnétique extérieur H..., il a tendance & avoir sa magnétisation ali-
gnée avec la direction du champ magnétique. Cette interaction est décrite par ’énergie de

Zeeman, qui peut étre exprimée comme :

gzee = _MO/ HZee -1m,
Q

ol g = 471107 "kg.m.s~2. A~2 est la perméabilité du vide. Il est important de noter que effet
de Iénergie de Zeeman dépend de la direction et de 'intensité du champ magnétique appliqué
par rapport a l'orientation de l'aimantation du matériau. Lorsque le champ magnétique
extérieur est suffisamment fort, il peut méme surmonter 'interaction d’échange et inverser
I'orientation de 'aimantation, ce qui conduit a l'effet d’hystérésis magnétique. Et dans le
cas ou la direction de 'aimantation est cohérente avec la direction du champ magnétique

extérieur, I’énergie Zeemann est minimale.
Energie d’anisotropie :

L’aimantation dans les matériaux ferromagnétiques n’est pas orientée arbitrairement, elle
est alignée selon des directions préférentielles déterminées par la structure cristalline du
matériau. Cette préférence est due a une force interne appelée anisotropie, qui est responsable
de I’énergie d’anisotropie du matériau. Cette énergie est une fonctionnelle de I'aimantation

4
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du matériau, qui peut s’exprimer sous la forme :

gani - K/’['O/ v (m)7
Q

ou ¥ : S? — RT est une fonction paire s’annulant sur un ensemble de directions appelées
‘directions de faciles aimantation’ et K est la constante d’anisotropie (sans dimension). En
pratique, on peut trouver différentes formes d’anisotropie magnétique, parmi lesquelles les
plus courantes sont ’anisotropie uniaxiale et 1’anisotropie planaire. L’anisotropie uniaxiale
se produit lorsque la direction préférentielle d’orientation de I'aimantation est alignée avec

un seul axe v € S?, dans ce cas
U(m) =—(m-v)*> et K >0.

Tandis que 'anisotropie planaire se produit lorsque cette direction préférentielle est limitée
a un plan particulier P, dans ce cas

U(m) =—(m-v)* et K <0,

ou v € S? est orthogonale & P. Alors, l'excitation magnétique H,,; dans ces deux cas est

donnée par

N a(C/‘ani
om

L’anisotropie cubique, qui correspond a une orientation préférentielle de ’aimantation dans

Hani =

= K(m-v)v.

les directions diagonales de la maille cristalline, est également possible, mais elle est moins
courante. Les propriétés magnétiques d’un matériau ferromagnétique dépendent fortement
de la nature de I'anisotropie et de son orientation dans le matériau. Ainsi, la compréhension
et le controle de ’anisotropie sont des éléments clés pour la conception et la fabrication de
matériaux magnétiques a des fins spécifiques.

Energie démagnétisante :

Le champ démagnétisant est créé par 'aimantation locale et s’étend sur ’ensemble du
systéme. Il est décrit par les équations statiques de Maxwell sans charge ni courant. Plus
précisément, le champ démagnétisant peut étre obtenu en résolvant le probléme suivant :

rot (hg(m)) =0,

div (hq(m) +m) = 0,
au sens de distribution, ot m est le prolongement de m par zéro en dehors de €2. Donc,

5
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I’énergie démagnétisant associée a ce champ est calculée par la formule suivante :

1
Edem = SHo |ha(m)|?.
R3

La non-localité du champ démagnétisant est un élément important dans I’étude du micro-

magnétisme.

Le probléme micromagnétique est un probléme de minimisation qui implique plusieurs
termes d’énergie concurrents. L’énergie d’échange cherche & minimiser les configurations d’ai-
mantation constantes, tandis que I’énergie extérieure est minimisée pour les configurations
alignées dans la direction du champ magnétique appliqué. L’énergie démagnétisante est mi-
nimisée pour des configurations dont la divergence est nulle et qui sont tangentes au bord
du matériau, tandis que 1’énergie d’anisotropie est minimisée pour les configurations alignées
dans les directions des axes faciles. Ces différentes énergies doivent étre prises en compte

simultanément pour résoudre le probléme micromagnétique.

I.1.2 Modéle dynamique

Le modéle dynamique principal du micromagnétisme est basé sur le modéle introduit par
Landau et Lifschitz (en 1935), a été repris par W. F. Brown (cf. [43]) et est donné par

om ay
— = —vym X H.¢¢(m) — m X (m X Hqrr(m)), I.11
el py(m) = e fr(m)) (L11)
ol X est le produit vectoriel dans R, «y est le rapport gyromagnétique (exprimé en A.s.kg™!)
et av est le coefficient d’amortissement (terme sans dimension) et H.ss(m) est le champ effectif
a l'intérieure du matériau ferromagnétique (exprimé en Tesla=kg.s™2.A~!) donné par

Hepp(m) = %Am + poha(m) + po KV (m) + 1o Hee, (1.1.2)
s

Les équations de ce modeéle sont utilisées pour étudier ’évolution de 'aimantation m dans
le temps, en tenant compte des interactions entre les mini-aimants qui constituent le ma-
tériau. Ainsi, ’équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) est une équation aux dérivées partielles

vectorielle parabolique quasi linéaire.
L’équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) posséde deux propriétés fondamentales : La conser-
vation formelle de la norme au cours du temps : le produit scalaire dans R® de 1’équation

(I.1.1) avec m donne
Om 10

_—m = ——
ot 20t
Et la décroissance formelle de I’énergie qui assure que 1’énergie magnétique du systéme dimi-

m|* = 0.

nue au cours du temps (cf. [49]).



I.1. Modélisation des matériaux ferromagnétiques

Le modéle de Landau-Lifschitz (I.1.1), couplé aux équations de Maxwell, a été étudié ma-
thématiquement par plusieurs chercheurs. A. Vistintin (voir [53]) a d’abord étudié I’existence
de solutions réguliéres dans un domaine borné, en considérant les contributions d’énergie
d’échange et d’énergie anisotropique uniquement. Dans le cas d’un champs effectif réduit au
champ d’échange, F. Alouges et A. Soyeur ont montré I'existence et la non-unicité de solu-
tions faibles en temps et en espace. G. Carbou et P. Fabrie (voir [18]) ont ensuite prouvé
I'existence locale, I'unicité et 1’existence globale de solutions réguliéres pour des données ini-
tiales petites dans le méme cadre (voir [17]). S. Labbé (voir [41]) a étendu ces résultats au cas
d’un champ effectif prenant en compte toutes les contributions magnétiques. Dans le cas d’un
champ composé de la partie d’échange et du champ démagnétisant, G. Carbou, P. Fabrie et
O. Gues ont étudié le comportement asymptotique des équations de Landau-Lifschitz lorsque
le coefficient d’échange tend vers zéro (voir [19]), révélant la formation d’une couche limite
au bord du matériau. L’existence d’une solution forte sans échange a été établie en dimension
1 par P. Joly et O. Vacus (voir [38], [52]), et dans un domaine infini pour un champ unique-
ment composé de la partie donnée par les équations de Maxwell par J.L. Joly, G. Métivier
et J. Rauch (voir [37]). En ce qui concerne les méthodes numeériques, S. Labbé a utilisé une
méthode de volumes finis pour étudier le modeéle 3D en présence des interactions d’échange,
démagnétisant, Zeeman et anisotropie, tandis que Francgois Alouges a résolu I'équation de

Landau-Lifschitz a I’aide de la méthode des éléments finis dans [4].

La formulation de 1’équation de Landau-Lifschitz a été modifiée en 1955 par Gilbert,

donnant lieu & I'’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert. Cette derniére s’écrit comme suit :

om «Q Om 2
Tt mm X g = (e mx Hepy(m),

(1.1.3)
Opm = 0.

On peut remarquer que l'équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) et I’équation de Landau-

Lifschitz-Gilbert (I.1.3) sont formellement équivalentes, grace a m - a—r:, le calcul formel

0
de m x a—r;l et I'utilisation de la formule du double produit vectoriel X x Y x Z = (X - Z) -
Y - (X-Y) Z.

Alouges et Soyeur ont démontré 'existence de solutions faibles pour I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert (voir [6]). Cette derniére est plus adaptée pour construire des solutions
faibles. En effet, en utilisant cette équation, on supprime la partie trilinéaire m x (m x Am)
qui ne peut pas étre définie pour les solutions faibles. De plus, la partie bilinéaire m x Am
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FiGURE I.1 — Lorsque l'intensité du champ magnétique (fleche grise) varie prés de poles ma-
gnétiques (pastilles), ceux-ci changent d’orientation. Le volume de la matiére & proximité varie en
conséquence (boite rectangulaire).(https : //www.wikiwand.com/fr/Magn%C3%A9tostriction)

peut étre controlée en utilisant la formule suivante :

1.2 Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

La magnétostriction est un phénomeéne physique qui se produit lorsqu’un matériau change
de forme en réponse a un champ magnétique appliqué. Plus précisément, la magnétostriction
correspond & un changement de longueur ou de volume d’un matériau ferromagnétique en
réponse & une variation de champ magnétique (voir figure I.1). Lorsque le champ magnétique
est appliqué, les domaines magnétiques du matériau se réorientent, ce qui peut entrainer une

déformation de la structure cristalline du matériau [34].

La magnétostriction a été découverte pour la premiére fois par le physicien anglais James
Joule en 1847. Joule a observé que I'application d’un champ magnétique a certains maté-
riaux, tels que le fer et le nickel, provoquait une déformation mécanique de ces matériaux.
Le physicien francais Pierre Weiss a étudié la magnétostriction en détail et a proposé une
théorie quantitative en 1907 pour décrire la relation entre la magnétisation et la déformation
mécanique d'un matériau. Cette théorie est connue sous le nom de loi de Weiss. Plus tard, le
physicien allemand Werner Heisenberg a utilisé la mécanique quantique pour développer une
théorie de la magnétostriction en 1928. Sa théorie a permis de mieux comprendre les proprié-
tés magnétiques des matériaux et a été largement utilisée dans le domaine de la physique des

matériaux.

La magnétostriction est un phénomene physique utilisable dans de nombreuses applica-
tions industrielles (capteurs de déplacement et de champ magnétique, de transducteur de
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I.2. Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

pression, etc, voir section [.3). La compréhension de ce phénomeéne est donc importante pour

les ingénieurs et les scientifiques qui travaillent dans ces domaines.

La modélisation de la magnétostriction en ferromagnétisme repose sur la théorie de Landau-
Lifshitz-Gilbert. Cette théorie décrit ’évolution de la magnétisation d’un matériau ferroma-
gnétique sous l'effet des interactions d’échange et d’anisotropie magnétique. La magnéto-
striction est prise en compte dans cette théorie par I'ajout d’un terme de couplage magné-
toélastique dans ’équation Landau-Lifshitz-Gilbert. Ce terme relie la magnétisation a la
déformation élastique du matériau (cf. [2], [12], [16], [42]) :

om « Om 9
rr msm X o= —(14o”)ym x H.f¢(m),

(I.2.1)
Opm = 0.

Le champ effectif H.¢; dans ce cas est donné par :

A
Heff = WAHI + uohd(m) + IUO\IJ(HI) + hm
S
le terme additionnel h,,, di a la magnétostriction, relie le moment magnétique m au tenseur

des contraintes o par :
B = (A™ : 0)m,

ot A™ est un 4-tenseur exprimé en m?.A=2 et ¢ est un 2-tenseur exprimé en kg.m—1.s72 (cf.

[43])-

La frontiére de €2 est supposée étre divisée en deux parties I'y U I'y. Le matériau est
encastré sur I'y. Sur 'autre partie I'y, une force surfacique f, exprimée en N.m~2, est supposée
étre appliquée. L’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert (1.2.1) est couplée avec 1'équation des

ondes élastiques :
(_0%u

ﬁw—divgzg,

u=20 surI'y, (1.2.2)

| 0-n=F sur s,

ol p est la masse volumique (exprimée en kg.m~3). Le tenseur des contraintes o est donné

par :
o=A": ¢

ou A€ est un 4-tenseur exprimé en kg.m~'.s72. La déformation totale ¢ est obtenue & partir
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du tenseur de déformation (u) et la déformation magnétostrictive €™ par la relation suivante
g(u) =&+ ™.
Les deux tenseurs €(u) et €™ sont donnés respectivement par

_1 8ui 8uj m A .
€”<u)_2<8xj+8xi) et €"=A" " mem.

Pour obtenir un modéle sans dimension, on écrit m(t,x) = msm(g, %) et u(t,x) =

Eu(%, %) ou le temps caractéristique 7 et la longueur d’échange ¢ sont respectivement donnés
par :

1 A
T= and (% = 5
YHoTTg HoTTg

On désigne par t = t/7 le temps sans dimension et par x = (xy,79,23) = x/{ € R?
la position sans dimension. Alors m(t,z) et u(t,x) sont définis pour ¢t € RT et x € Q, ou
Q = {x/(; x € Q}. Pour simplifier on écrit A™ = ATAR A€ = ACXC et f = ff, on A™ et
A® sont deux 4-tenseurs symétriques positifs sans dimension et f € H %(Fg), et on prend

— 1 —~
A = — et A= f=pym?

2
mg

Remarquons que dans le cas isotrope, le tenseur A® peut s’écrire comme

E (1 v
A = Ty (5(51'1@(%1 + 0idjx) + E&ﬁkz) )

ou F est le module de Young (exprimé en kg.m™'.s7?), v est le coefficient de Poisson et d;;

est le symbole de Kronecker. Ainsi, dans ce cas, \® est donné par

E 1 v
/\?jkl - H‘—V (5(5@]&%[ + (51[(5]‘]9) + E@Jékl> , (123)

ou E est une constante sans dimension donnée par
E

7
HoTrtg

E =

10



I.2. Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

On obtient le modéle adimensionné suivant :

0 0
8_7? —ozm/\a—T = —(1+a*)m A Hey dans RT x Q,

Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A% e(u)m — (A (A% (Mm@ m)))m,

(1.2.4)
couplée avec
u . e . e m +
PoE div (A" : e(u)) = —=div (A" : (A" : m ® m)) dans R™ x €, (I.2.5)
ol
pyPA
pP= m2
et les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,x) = 0 sur RT x Iy, (I.2.6)

A€ :e(u))n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x 'y,

\

avec I'y Uy est la frontiére de €2, telle que la mesure de surface de I'; n’est pas zéro. On
remarque que la constante o n’influe pas sur ’analyse mathématique des équations. On la

prend égale a 1.

Remarque 1.2.1. Le champ effectif Hepy n'est pas défini de maniere unique. Cela est di
au fait qu’il est possible d’ajouter a H.py un terme proportionnel a l'aimantation m. En
d’autres termes, si on ajoute un terme de la forme km a He¢s, ou k est une constante réelle,
cela n’altére pas le produit vectoriel m A Hezr. Cela signifie que leffet global sur le systeme

magnétique reste le méme, méme si on change la définition du champ effectif de cette maniere.

L’existence de solution faible globale en temps pour le modeéle (1.2.4)-(1.2.5) est prouvée
dans [16] pour des conditions aux limites de Dirichlet homogénes pour la déformation. Le
modeéle (1.2.4)-(1.2.5)-(1.2.6) vérifie également la propriété de décroissance formelle de 1'éner-
gie, car si on prend le produit scalaire dans L2(Q) de (1.2.4) avec 22 — 2H,¢; et de (1.2.5)

ot
avec %—7; on obtient :
om|* om
o | ~ 2| op Hersr =0 1.2.7
/Q ot g ot el (1.2.7)
et ,
d 8u . e . e . m . au B
pdt/ﬂ e —/lev (A" e(w) = (A" (A :mem))) 5 = 0. (1.2.8)
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On a:
’A@mwﬁ:mmwr%?:Q%M“owwm®mwdm
om 1d

o [Om O m e mm - G = 1% [ (0 (O @ )

/Qdiv (A€ :e(w) — (A : (A mem))) - % = %% Q()\e ce(u)) :e(u)

e . m . a
—/Q()\ (A .m®m)).§5(u)

d
“a
Donc, la somme de (1.2.7) avec (1.2.8) donne
d
G| + e o
ou I’énergie du modeéle est donnée par
E(t) = / [[Vm|* + ®(m / |ha(m
%/ [0 M o m)) s (W sm @ m) — 22(u) - (A (A - @ m)
Q
1 e. . Ou|’
—1—5/9 [()\ ce(w)) s e(u) + N ] — F2f-udF.
Ce qui implique
d
¢l =

I.3 Avantages des modéles asymptotiques pour I’étude de phéno-

meénes complexes

Les modéles asymptotiques bidimensionnels et unidimensionnels sont des approximations

mathématiques qui servent a étudier les phénomeénes qui se produisent dans des systémes

tridimensionnels complexes. Ces modeles simplifiés sont obtenus a partir d’une simplification

des équations mathématiques qui régissent le comportement des systémes tridimensionnels.

L’idée derriére ces modéles est que dans de nombreux cas, certains phénomeénes se pro-

duisent principalement dans une direction ou un plan spécifique et ont une influence limitée
dans les autres directions. Par conséquent, en négligeant les variations dans les directions
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1.3. Avantages des modéles asymptotiques pour I’étude de phénoménes complexes

perpendiculaires, on peut simplifier les équations mathématiques afin d’obtenir un modéle
unidimensionnel ou bidimensionnel plus facile & étudier.

Ces modéles simplifiés peuvent étre dérivés a partir d’'un modele tridimensionnel en utili-
sant des techniques mathématiques telles que 'analyse asymptotique, qui permet de déter-
miner le comportement des solutions des équations lorsque certaines variables tendent vers
des limites particuliéres.

Il convient de noter que ces modéles simplifiés ne sont que des approximations et peuvent
ne pas étre précis dans toutes les situations. Il est donc important de comprendre leurs limites
et leurs hypotheéses simplificatrices lors de leur utilisation pour étudier des phénomeénes dans

des systémes tridimensionnels réels.

Des résultats de justification pour les modéles asymptotiques bidimensionnel et unidimen-
sionnel en ce qui concerne le ferromagnétisme sans magnétostriction ont déja été obtenus. G.
Carbou (voir [15]) a montré que, dans le cas d’une plaque mince, le champ démagnétisant
se localise et se comporte comme une anisotropie planaire. Des modéles unidimensionnels
pour les fils rectilignes a section circulaire et incurvés a section constante le long du fil ont
été développés respectivement par G. Carbou et S. Labbé dans [22], et par V. Slatiskov et
C. Sonnenberg dans [52]. Une modéle bidimensionnel a été obtenu grace a la méthode de
I'-convergence par A. Desimone, R. V. Kohn, S. Muller et F. Otto dans [31].

Les modéles asymptotiques bidimensionnels et unidimensionnels du ferromagnétisme pré-
sentent plusieurs avantages en comparaison avec les modéles tridimensionnels complets. Voici

certains de ces avantages :

- Simplification des équations : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels per-
mettent de simplifier de fagon significative les équations qui décrivent le comportement
magnétique du systéme, ce qui facilite la résolution des équations et permet une analyse

plus rapide et plus efficace des phénomeénes étudiés.

- Réduction des cotits de calcul : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels néces-
sitent moins de ressources de calcul que les modéles tridimensionnels complets, ce qui
permet d’utiliser plus efficacement les ressources informatiques et de réduire les cofits

associés.

- Compréhension simplifiée : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels permettent
une meilleure compréhension visuelle des phénomeénes étudiés par la réduction de la
complexité spatiale du systéme. Cela facilite la compréhension des comportements ma-
gnétiques et permet de mettre en évidence les aspects les plus pertinents du ferroma-

gnétisme.

Utilisation industrielle de plaques et fils ferromagnétique avec magnétostric-

tion
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Les plaques et fils ferromagnétiques avec magnétostriction sont utilisés dans plusieurs

applications industrielles & 1’échelle microscopique, telles que :

1. Capteurs de déplacement : Les plaques et fils ferromagnétiques peuvent étre utilisés
dans les capteurs de déplacement afin de mesurer les variations de distance entre deux
objets. La magnétostriction est utilisée pour convertir les changements de distance en
variations de champ magnétique (voir le cite https ://stroysystems.ru/fr/lighting /the-
principle-of-operation-of-inductive-displacement-sensors-motion-sensors.html).

2. Capteurs de champ magnétique : Les fils ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisés comme capteurs de champ magnétique. Lorsqu'un champ magnétique est
appliqué sur le fil, sa longueur et sa résistance électrique changent. Ces changements
peuvent étre détectés par des circuits électroniques et servent a mesurer le champ ma-

gnétique [55].

3. Transducteurs : Les plaques et fils ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisés comme transducteurs pour convertir une énergie d’un type en une autre.
Par exemple, ils peuvent étre utilisés pour convertir une énergie mécanique en énergie

électrique ou inversement [45].

4. Transducteurs de pression : Les plaques ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisées comme transducteurs de pression pour mesurer les changements de pression
dans les systémes hydrauliques et pneumatiques. Les variations de pression induisent
des variations de champ magnétique, qui sont mesurées pour déterminer la pression

(https :/ /www.waycon.fr /produits/capteurs-de-systemes-hydrauliques-pneumatiques) ).

5. Dispositifs de stockage de données : Les plaques et fils ferromagnétiques avec magné-
tostriction peuvent étre utilisés dans les dispositifs de stockage de données, tels que
les disques durs. Les variations de champ magnétique induites par la magnétostriction
peuvent étre utilisées pour l'enregistreraient et la lecture des données stockées sur le
disque dur (https ://fr.wikipedia.org/wiki/Applications du magn%C3%A9tisme).

6. Actionneurs : Les plaques ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent également
étre utilisées comme actionneurs pour effectuer des mouvements mécaniques précis.
Lors de 'application d’'un champ magnétique, la plaque subit une déformation, ce qui
peut étre utilisé pour entrainer un systéme mécanique. Cette technologie est utilisée
dans les micro-actionneurs et les micropompes. De méme, les fils ferromagnétiques avec
magnétostriction peuvent également étre utilisés comme actionneurs dans les systémes
microscopiques. En appliquant un courant électrique sur le fil, il subit une déformation

qui peut servir a conduire un systéme mécanique [27].
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1.4 Problémes étudiés et résultats obtenus

Le premier objectif de cette thése est d’obtenir et de justifier des modéles 2d (respective-
ment 1d) pour des plaques fines (respectivement des nanofils) de matériau ferromagnétique
prenant en compte la magnétostriction. Afin de tenir compte des contraintes appliquées aux
objets étudiés, on partira du modéle tridimensionnel (I.2.4)-(1.2.5) avec conditions au bord
mixtes : encastrement (u = 0) sur une partie du bord et force appliquée (o-n = f) sur l'autre
partie du bord. Notons que dans [16], les auteurs étudient le méme systéme (1.2.4)-(1.2.5)
avec des conditions d’encastrement sur tout le bord. D’une part, les forces appliquées ne sont
pas prises en compte, et d’autre part, les modéles 1d et 2d obtenus dans ce cas ne tiennent
plus compte de la magnétostriction puisque le déplacement u est réduit a zéro a la limite.

Dans le Chapitre II, 'existence de solutions faibles pour cette équation avec des condi-
tions mixtes au bord sera démontrée. Ensuite, un modéle bidimensionnel de plaque mince
ferromagnétique sera dérivé lorsque 1’épaisseur du domaine tend vers zéro. Le modéle obtenu
ne tient pas compte de la troisiéme composante de la déformation, puisque dans le régime
étudié, la magnétisation n’influence pas les déformations normales. De plus, un modéle uni-
dimensionnel de nanofil ferromagnétique sera dérivé lorsque le rayon du fil tend vers zéro.
Ce modele caractérise les déformations longitudinales seulement. Comme observé dans [15]
et [13], le champ démagnétisant est local dans les modéles asymptotique bidimensionnel et

unidimensionnel alors que ce n’est pas le cas dans le modéle tridimensionnel.

Afin de caractériser la déformation dans la direction normale pour le modeéle asymptotique
bidimensionnel et dans les directions transverses pour le modéle asymptotique unidimension-
nel, il a été nécessaire de partir du modéle tridimensionnel quasi-stationnaire de 1’équation
de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction. Pour cela, dans le Chapitre III de cette
thése, on va dériver un modeéle quasi-stationnaire en utilisant une méthode de moyenne tem-
porelle appropriée. Ensuite, on va utiliser le cas isotrope du 4-tenseur A\® pour caractériser la
déformation dans les directions requises pour les modéles bidimensionnel et unidimensionnel.
En outre, le modéle unidimensionnel permet d’étudier la stabilité pour certaines solutions

statiques, et on va également étudier la convergence numérique pour ce modéle.

Le modéle quasi stationnaire obtenu n’est pas physique. En effet, pour I'obtenir, on fait
tendre vers zéro une quantité qui n’est pas petite. Par contre, ce modéle a un intérét ma-
thématique car il permet d’une part de caractériser les déplacements normaux (dans le cas
des plaques) et transverses (dans le cas des fils) du déformations. D’autre part, les solu-
tions stationnaires de ce modéle sont les mémes que celle du systéme complet, et on est
capable d’étudier la stabilité de certaines solutions d’intérét dans le cadre du modéle quasi

stationnaire.

Le dernier chapitre de cette thése porte sur un travail un peu différent. Dans les nanofils,

I’aimantation se structure en domaines, qui sont de larges zones ou la magnétisation est
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constante, séparés par des murs, qui sont des zones fines de renversement de I'aimantation.
Cette propriété permet d’encoder I'information dans les nanofils par la position des murs I'un
par rapport a autre [47]. La stabilité de ces murs est donc un point crucial pour assurer
la pérennité du stockage des informations numériques. Une maniére de stabiliser la position
des murs est de créer des encoches le long du fil. Ces encoches ont la particularité de fixer
le mur et de le retenir si le champ appliqué ne dépasse pas un certain seuil (cf. [26]). Dans
le Chapitre IV, on va étudier le comportement des murs soumis & un champ magnétique
lorsqu’ils s’éloignent de ’encoche. On va démontrer que la dynamique du mur se rapproche

de celle observée en "absence d’encoche.

I.4.1 Existence du solutions faibles globales en temps pour I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction et modéles asymptotiques

On considére un domaine ferromagnétique régulier  de R3. On suppose que €2 est encastré
sur une partie du bord notée I'y et est soumis a une force surfacique f sur I'autre partie du
bord. On démontre dans le chapitre II qu’il existe (m,u) solution faible globale en temps
pour I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction suivante :

%—T—m/\%—? = —2m A Hsy dans R* x Q,
Hepp = Am+ hg(m) + ¥ (m) + (A0 (X e(u))m — (A2 (A% (A m @ m)))m,
(1.4.1)
couplée avec
0u . e . e m +
P~ div (A* 1 e(u)) = —=div (A¥ : (A : m®m)) dans R™ x Q, (1.4.2)
et avec les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,z) =0 sur RT x I'y, (1.4.3)

A :e(u)n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x T'y.

\

Ce résultat généralise au cas de conditions mixtes au bord le résultat obtenu dans [16]
avec des conditions d’encastrement au bord. On obtient aussi une inégalité d’énergie cruciale

pour obtenir des estimations uniformes.
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

1.4.1.1 Modéle bidimensionnel de plaque mince ferromagnétique :

On considére une plaque mince 2 = wx| —n x n[ de matériau ferromagnétique d’épaisseur
2n. On suppose que dw = C; U Cy, avec C; NCy = (). La plaque est encastrée sur C; x| — 1, 7],
une force h est appliquée sur C;x] — 1, n[ et sur les surfaces supérieures et inférieures de la
plaque il y a des forces appliquées g et g~ respectivement. Alors, la solution (m”, u") du
modele (1.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3) converge vers une limite noté (M, a) lorsque 1 tends vers zéro
et (M, ur) vérifie le modeéle asymptotique bidimensionnel suivant :

oM oM

W—M/\E:—2M/\Heff(M) dans RT x w

Hop (M) = AM — (M, ;)¢ + U(M) + (AT (A€ : ADM — (A (0 (A M @ M)))M,

ou A est un 2-tenseur symétrique satisfaisant :

( 2 ~
aUT

ot?

8 _ 1 .
—div(\®: A) = —é(g; +g7) —div(\®: (A : M ® M)) dans RT x w,

Aap = ap(tir) pour a, § € {1,2},
(A€ : Az =\ : (AN : M ® M));3 dans R* x w,
aT(Oa ) = (UO)T() sur w,

Oty

(0. = () () surw,

(QA®:A) — QN : (A : M ® M)))-v = hg sur RY x Cy,

\

ol Uy = (1, Us), v est la normale sur Cy, (ug)r € H'(w) tel que (ug)r = 0 sur Cs, (uy)r €
L?(w), div (S) et Q(S), si S est un 2-tenseur, définissent par : pour a, 5 € {1,2},

(div (S))

2
= D 9555 et (Q(5))ys = Sas- (1.4.4)
B=1
On remarque que les forces appliquées sur les deux faces de la plaque apparaissent comme un
terme source dans le modéle bidimensionnel alors qu’elles sont modélisées par des conditions
au bord dans le modéle tridimensionnel.
Ce modéle bidimensionnel décrit le comportement de la magnétisation et de la partie
tangentielle de la déformation. Dans ce régime, les déformations normales n’influent pas sur

la magnétisation.
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1.4.1.2 Modéle unidimensionnel de nanofil ferromagnétique :

On considére maintenant un fil ferromagnétique Q =|0, L[x B3(0,7n). On suppose que le
fil est encastrée a son extrémité {0} x By(0,n), qu'une force Fé; est appliquée sur lautre
extrémité {L} x By(0,7), et qu’il est aussi soumis & une force f sur sa surface 0, L[x.S*(0, 7).
Dans ce cas, la solution (m”, u) de (1.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3) converge vers une limite noté (M, u)
lorsque le rayon du fil tend vers zéro et (M, u), dans le cas isotrope de A\® (1.2.3), vérifie le
modéle asymptotique unidimensionnel suivant :

oM oM

= - MAZ—==-2MA H,y,
ot ot 11

Hepp = 00 M +W(M) + (M- &)é + (A : U)M
couplé avec

( 0%y
ot?

— E@llﬂl = fl — E@x()\m M® M)ll dans R+ X (O,L),

u1(0,2) = (ug)1(x) sur (0,L),

0ty
3¢ (0,2) = (m)(z) sur (0,L),
ﬂl(t, O) — 0 Vt7

F
@mmm=E+me®MM@QVt

\

ol Jy;- représente la dérivée seconde, (ug); € H'(0, L) tel que (ug)1(0) = 0, (u1); € L*(w) et

U est un 2-tenseur donné par :
U = E(@lﬂl — (/\m M® M)H) et U,; =0 pour a € {273} et 1 € {172,3}

On remarque que dans ce régime, seule ’élongation du fil a une influence sur la magnéti-

sation.

I[.4.2 Modéle quasi stationnaire et modéles équivalents asymptotiques

Le couplage de I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec I’équation des ondes élastiques
ne nous a pas permis de caractériser complétement les modéles asymptotiques 1d et 2d. On
va considérer un modeéle simplifié couplant 1’équation de (I.4.1) avec I’équation statique de
I’élasticité.
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

Ce modele est obtenu par des méthodes de moyennisation en temps en faisant tendre p

vers zéro. Il est décrit par le couplage suivant :

0 0
8_T_m/\8_T:_2m/\Heff dans RT x €,

Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A% e(u))m — (AM (A% (A :m @ m)))m,

(1.4.5)
couplée avec
div (A\° : e(u)) = div (A® : A™ : m ®m)) dans , (1.4.6)
et avec les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,z) =0 sur I'y, (1.4.7)

(A :e(u)n— (A : (M m@m))n = f sur [y,

\

Comme déja dit ce modéle n’est pas physique, mais ses solutions stationnaires le sont,
puisqu’elles sont les mémes que celles du couplage initial (I.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3). De plus, on va
pouvoir pour ce modéle caractériser complétement les modéles de plaque mince et de nanofil
dans le cas isotrope pour le tenseur \€.

1.4.2.1 Modéle bidimensionnel de plaque mince :

Comme dans le cas précédant, on prend une plaque ferromagnétique sous la forme €2 =
wx] —n x n|, tel que dw = C; U Cy. On suppose que 2 est encastré sur C; x| — n,n[, sur
Cox] — m,m| on a une force appliquée h et sur les surfaces supérieures et inférieures de la
plaque on a des forces appliquées g* et g~ respectivement. Alors la solution (m” u") de
(1.4.5)-(1.4.6)-(1.4.7) converge vers une limite notée (M, a) lorsque 'épaisseur du domaine

tend vers zéro, et (M, ur) vérifie le modéle asymptotique bidimensionnel suivant :

oM u oM

I MALE = oM AH (M R*
g A oy ANHerr(M) dans RT x w

Heopp (M) = AM — (M, €3)é + U(M) + (A 0 (A€ 1 A)M — (A (A (A2 M @ M) M,
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Chapitre I. Introduction

ol A est un 2-tenseur symétrique satisfaisant :
((div(\®: A) 4 g + g7 =2div(A®: (A : M @ M)) dans R* x w

Aup = 2e45(0) pour a, € {1,2}

(A®: A)s =2(\¢: (M M ® M));3 dans RT x w

[ (Q(A®:A) — QN : (A : M @ M))) - n = 2hg sur Cy,

ou div et @ sont donnés dans (I.4.4).

Dans le cas isotrope de \®, la composante normale de @ vérifie ’équation aux dérivées

partielles d’ordre 4 suivante :

[ div (div (X (Vi) = ok +o3) +div (gF —g7)  dans o,
()\et ce(Vag))r =0 sur Cy,
div (()\et :e(Vag))) -v=—hy+ %(g}i —gr)-V sur Co,

[ u3 =0 sur Cy,

ou Vi est une vecteur dans R® donnée par

8ﬂ3/8x1
Vﬂg = 8&3/8%2
0

Cette derniére équation caractérise les déplacements normaux a la plaque a la limite quand
n tend vers zéro. On observe que ces déformations normales sont décorrélées du micromagné-

tisme et des déformations transverses.

1.4.2.2 modéle unidimensionnel de nanofil :

Comme dans la sous section précédente, on prend un fil ferromagnétique Q2 =0, L[x B3(0, ).
On suppose que le fil est encastrée a son extrémité {0} x By(0,7), qu'une force Fé| est ap-
pliquée sur l'autre extrémité {L} x By(0,7), et qu’il est aussi soumis & une force f sur sa
surface ]0, L[x S'(0, ). Alors la solution de modeéle quasi stationnaire de (I1.4.5)-(1.4.6)-(1.4.7)
converge lorsque le rayon du fil tend vers zéro vers une limite (M, A), tel que M vérifie 'équa-
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

tion de Landau-Lifschitz-Gilbert suivante :

oM oM _
T MAZS = —9M A Hyy,
ot ot U

Hepp=0uM +U(M)+ (M-&)é + (A" : (A A)M — (A (A (A M @ M)))M,
et A est obtenue a partir de M par le modéle suivant :

[ —0, (\®: Ay — (A% (A2 M ® M))y) = fi dans L*(0, L)

N€:A)yi=—(N\: (AN M ® M))y; dans L2(0, L) pour a =2,3 et i=1,2,3

(()\e . A)H — ()\e : ()\m M &® M))H) (L) =F.

\

avec 1

fa) =2 [ Sy
51(0,1)

s
Donc,

A:A) =\ (N Mo M)+ F,

avec F est un 2-tenseur donné par :
Fi = / fi(s)ds + F et F,; =0 pour a € {2,3} et i € {1,2,3}.
0

Ce qui donne que M est une solution faible pour

( OM oM ~
W — M A E =-2M A Heff<M) dans R x (O,L)

Heff(M) = 811M + \I/(M) + 1/2(M . 6})6} + ()\Hl : f)M
(1.4.8)
Fi = / fi(s)ds + F et F,; =0 pour a € {2,3} et i € {1,2,3},
0

0,M(0) = 0,M(L) =0 sur R"

Dans le cas isotrope de A®, on peut calculer explicitement les déformations dans les direc-

tions transverses (g, 43) et obtenir :

o) = /0 ’ [ /0 8 ( AL — L)+ / ’ (7 1)@ + 2] dr) dT] ds (14.9)

21
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et

fis(z) = % /0 ’ l /0 s (%I(L)(T _I)+ / " (= @h() + )] dr> dT} ds,  (14.10)

- 1 ~ 1
= —/ yfidydz et f; = —/ z fidydz
T Js1(0,1) T Js1(0,1)

On se place maintenant dans le cas ot le fil est soumis a son extrémité a une force dans

la direction du fil et ot le 4-tenseur M vérifie :
VS symétrique, (A™:S) =aS + (1 —a)tr(S)f;, on a€)0,1],

le modéle (1.4.8) devient donc le suivant :

( Om om -
5 m A rre —2m A Hyp(m) dans RT x (0, L)
Hopp(m) = 0iym + (1/2 + F)(m - €)é, (L4.11)
9:m(0) = 9ym(L) = 0 sur RT.

On va étudier la stabilité, selon la valeur de F', des solutions statiques constantes égales a
51 et 52.
Si 1/2 + F > 0, la solution statique €; est asymptotiquement stable alors que €, est

instable.

Si1/24 F <0, & est instable alors que €5 est stable et asymptotiquement stable modulo
rotation d’axe €7, du fait de I'invariance du modéle par rotation autour de I'axe €;.

Dans le cas critique 1/2 + F = 0, les deux solutions sont stables et asymptotiquement

stable modulo rotation, le systéme (1.4.11) étant alors invariant par rotation.

Pour le modeéle (1.4.8), on propose un schéma numérique implicite en temps, et utilisant
la méme discrétisation en espace que dans [3]. On montre la convergence numérique de ce

schéma.

I1.4.3 Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils ferromagnétiques

On considére un nanofil ferromagnétique de longueur infinie avec une encoche symétrique
centrée en zéro, en présence d’un champ magnétique appliqué de la forme H,(t,x) = —h(t)é;.

La variation de la magnétisation m est décrite par le modéle asymptotique unidimensionnel
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

de Landau-Lifshitz suivant (cf. [14]) :

om

EZ_mAHe_ m A (m A H,) dans Rt x R,

(1.4.12)

/
=

H, = 0,,m + S—axm + (m-é1)er — h(t)e,
s

avec s : R — [p1,1] C R*™, est proportionnel a aire de la section du fil, ot 0 < p; < 1 (voir

figure 1.2).

Py

FiGURE 1.2 — Fonction s(z)

En I’absence d’encoche, on considére le systéeme :

0
m:—m/\He— m A (m A H,) dans Rt x R,

ot (1.4.13)

—

H, = 0pym+ (m - €1)e; — h(t)e.
Pour h = 0, une configuration statique & un mur séparant un domaine o m(z) ~ —é}
quand x est trés négatif d'un domaine ot m(z) ~ +¢€; quand z est trés positif est décrite par

le profil
tanh z

Mo(x) = COSlhas

0

Remarquons que (1.4.13) étant invariant par translation en x et par rotation autour de l'axe
du fil, * = R,My(z — o) est encore solution statique de (I.4.13) avec h = 0, ou

1 0 0
R,= 10 cosp —singp
0 sing cose
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Lorsque h # 0, la solution de (1.4.13) avec m(0,z) = My(x) comme donnée initiale est :
¢
v — R_pgyyMo(z — H(t)), ou H(t)= / h(s)ds. (1.4.14)
0

Lorsqu’une encoche est présente (sans certaines hypothéses sur s, voir [26]), une solution
statique & un mur localisé dans ’encoche existe pour h constant assez petit. Autrement
dit, 'encoche retient le mur méme quand le champ appliqué est non nul (sous condition de
petitesse). Il est aussi montré que pour h assez grand, une telle solution n’existe pas, ce qui
illustre qu'un champ magnétique assez fort ‘pousse’ le mur en dehors de ’encoche. On étudie
dans la derniére partie de la thése le comportement du mur lorsqu’il est loin de ’encoche, et
on montre sous certaines hypothéses sur h (vérifiées par exemple s’il existe d; > 0 et dy > 0
assez petits tel que V¢, 6; < h(t) < d3) que plus le mur s’éloigne de ’encoche, puis il se
comporte comme la solution (1.4.14), c’est-a-dire que sa dynamique n’est plus influencée par

la présence de ’encoche.
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I1.1. Introduction

I1.5.2  Passage a la limite dans les formulations faibles lorsque le rayon du fil

tend vers zEro . . . . . . . e e e 92

Dans ce chapitre, on va travailler sur le modéle tridimensionnel de I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction, lorsque le matériau ferromagnétique est encastré sur
une partie du bord et est soumis sur 'autre partie & une force extérieure appliquée. On
justifiera également par analyse asymptotique un modéle bidimensionnel de plaque ferroma-
gnétique lorsque ’épaisseur de la plaque tend vers zéro et un modéle unidimensionnel de fil

ferromagnétique lorsque le diamétre du fil tend vers zéro.

II.1  Introduction

On considére un domaine ferromagnétique régulier Q de R®. On divise la frontiére de  en

deux parties
0 =T7UTl%y,

tel que I'y NTy = ) et la mesure de surface de T’y est non nulle. On définit 'espace V() par
V(Q)={ve HY(Q); v=0surI}.

Le moment magnétique m et la déformation u vérifient I’équation de Landau-Lifschitz-
Gilbert

om om
W_m/\é?_:_Qm/\Heff dans RT x Q,
Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A e(u)m — (A (A% (A :m @ m)))m,
(I1.1.1)
couplée avec ’équation des ondes élastiques
2
p% —div (\® : e(u)) = —div (A : A™ i m @ m)) dans R™ x Q, (I1.1.2)

ou :
- le champ démagnétisant hy(m) est calculé a partir de m en résolvant les équations

statiques de Maxwell couplées a la loi de Faraday (pour plus de détails, voir la section
I1.3.1.1) :

{ div (ha(m) +m) = 0 dans R?, (IL.1.3)

rot hy(m) = 0 dans R3,
ou m est I'extension de m par zéro en dehors de €.

- Le terme d’anisotropie ¥(m) satisfait : U'(m) = V®(m), ou ® est une forme quadratique
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Chapitre II. Modéle non-stationnaire de ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec
magnétostriction

positive : ®: R® — R.
- Le tenseur de déformation e(u) est donné par &;;(u) = 3(du’/dz; + Ou’ /0x;).
- A€ et M sont deux 4-tenseurs symétriques positifs.

- p € R™ est une constante indépendante de la déformation. Dans la suite du chapitre,
on prend p = 1.
On suppose que le domaine €2 est encastré sur I'; et qu’une force surfacique f € H %(Fg)

est appliquée sur I'y, ce qui donne les conditions initiales et aux limites suivantes :

m(t = 0) = mg dans €,
u(t = 0) = uy dans €,

ou

E(t =0) = u; dans ,

(I1.1.4)
Oam = 0 sur RT x 09,

u(t,x) = 0 sur RT x Ty,

A€ :e(u))n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x 'y,

\
tel que mo € H'(2;5%), up € V(45 R?) et uy € L*(Q;R?).

Remarque I1.1.1. Les notations et définitions habituelles concernant le calcul du tenseur

sont rappelées dans la Sous-section [1.2.2.

Ce chapitre est organisé comme suit : la deuxiéme section présente un rappel pour les
outils de I'analyse fonctionnelle utilisés dans ce chapitre, quelques éléments utiles du calcul
tensoriel et I'inégalité de Korn.

Dans la troisiéme section, on va établir le théoréme de I’existence de solution faibles pour
I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction soumis a des conditions mixtes
aux bords. On va prouver ce théoréme en utilisant la méthode due & Alouges et Soyeur [6] et
généralisée dans [18]. Premiérement, on va prouver l'existence de solutions pour un systéme
pénalisé, dans lequel la contrainte de saturation est relaxée. Ensuite, on prend la limite quand
la constante de pénalisation tend a zéro. Dans [16], existence globale pour ( 11.1.1)-( I1.1.2)
est obtenue dans le cas d'un domaine encastré, c¢’est-a-dire avec u = 0 sur 2. La preuve est
trés proche de la preuve dans [16].

Dans les quatriéme et cinquiéme sections, on va dériver par analyse asymptotique un

modele bidimensionnel de plaque ferromagnétique lorsque I'épaisseur du domaine tend vers
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I1.2. Outils pour P’analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

zéro et un modéle unidimensionnel lorsque le rayon du fil tend vers zéro. Afin de travailler
sur un domaine fixe, on utilise un redimensionnement adapté qui permet de passer a la limite

dans I’équation aprés changement de variable.

II.2 Outils pour 'analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

Au début de cette section, on va rappeler le Théoréme de Cauchy-Lipschitz et le Lemme
d’Aubin-Simon. Ensuite, on va présenter quelques éléments de calcul tensoriel. Finalement,

on rappelle I'inégalité de Korn pour écrire la norme utilisée pour mesurer la déformation.

I1.2.1 Analyse fonctionnelle

Théoréme 11.2.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz :
On considére une fonction F : R x R® — R"™ de classe C*. Pour (to,y0) € R x R", on

considere le probléme de Cauchy :

{ y(t) = F(t,y(t))

y(to) = yo

Ainst, il existe une unique solution mazimale (Ja,b,Y), ot Y € C'(Ja,b[;R") et ]a,b] est
lintervalle mazimum d’existence.

(i) Sib < +oo, alors |Y(t)|| = +oo lorsque t — b.

(i) Critére de globalité : si Y est bornée sur tout intervalle borné [to,b[, avec ty €]a,b],
alors b = +o00.

Théoréme I1.2.2. Soit p une constante vérifiant : 1 < p < 400, et soit ) un ouvert borné
de R™. Alors, toute suite de Cauchy dans LP(QQ) admet une sous suite convergente presque
partout dans ). (voir [1]).

Lemme I1.2.3. Lemme d’Aubin-Simon

Soient V, | F trois espaces de Banach, avec V C E C F etV s’injecte dans E de maniére
compacte. Soit p,q € [1,+00].

Soit A une famille bornée dans W'P(0,T; F) et dans L9(0,T; V). Alors, A est d’adhérence
compacte dans C°(0,T; F) N L4(0,T; E).(voir [17] théoreme II.5.16)

Théoréme I1.2.4. Soit Q un ouvert simplement connexe et soit g € (L*(Q))? vérifiant
rot g =0 dans 2.

Alors, il existe v € HY(Q) tel que
g = V.
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magnétostriction

Preuve. Voir 33|, Chapitre I, Théoréme 2.3. O

Théoréme 11.2.5. Soit H un espace de Hilbert. Soit (Uy,), une suite qui converge faiblement
vers U dans L*(0,T; H) et vérifie :

sup [|Un(t)|lr < C,
0<t<T

avec C' est une constante positive. Alors, pour presque tout t,

U@ <C.

Preuve. Soit (U,,)n, une suite bornée dans L>(0,T'; H) qui converge faiblement vers U dans
L?*(0,T; H). Donc, il existe C > 0 tel que pour tout ¢t < T

[Un(@)]a < C,

dong, il existe W (t) dans H tel que (U,,(t))m, admet une sous suite noté aussi (U, (t))m, tel
que
Un(t) = W (t) dans H p.p. t € [0,T].

Alors,
<Um(t),U>H><H/ — <W(t),’U>H><H/ P-P- te [O,T]

pour tout v dans H', ou H’ est le dual de H. De plus,

| (U (), 0) e |< U (B[ l[0]l 7 < Cllv]|

Donc, par le théoréme de la convergence dominée, on a

/OT<Um(t),v>HxH/ — /OT(W(t),waH/.
Par ailleurs, ) )
/0 <Um(t>»90>Hfo—>/o (U(t), 0)

pour tout ¢ € L*(0,T; H'), en particulier pour v € H’. Donc, 'unicité de la limite donne
W =U et
IU@g = [W@)||la < lminf[|Un@)|lz < C pp.t€l0,T].

30
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I1.2.2 Calcul tensoriel

Définition I1.2.6. e Soit A\ un 4-tenseur A = (A\jjw). On dit que X est symétrique si
Aijrl = Njikl = Nijik = Alij-
e On dit qu’un j-tenseur symétrique est positif s’il existe une constante \* tel que :
VEY symétrique, Z Nijr €T > 2\ Z(f”)Q
ijkl ij
e Si \ est un 4-tenseur et A est un 2-tenseur, on note \ : A le 2-tenseur donné par
()\ . A)” == Z )\ijklAkl-

kl

e Si A et B sont deux 2-tenseurs, alors A : B est un scalaire donné par
A . B = ZAZ]BZ]

]

e Pour (X,Y) € R® xR? alors X Y est le 2-tenseur dont les entrés sont donnés par

(X®Y);; = XY/,

e Si A un 2-tenseur, M une matrice dans M3(R) et X un vecteur dans R*, alors A : M

est un scalaire dans R et AX est un vecteur dans R, définis par :

3 3
J

ij=1
Proposition 11.2.7. Soient A est un j-tenseur symtétrique positif, A et B deux 2-tenseurs,
X etY deux vecteur dans R®, alors
(i) Si A est 2-tenseur symétrique, on a (A: A): A>0 .
(ii)) (A:A):B=(\:B): A
(7)) A\: XY =X:Y ®X.

Preuve. On utilise la symétrie de A :

(i) On a A est positif, alors il existe A* tel que

(A:A): A= Z it Aij A = \* Z(Aij>2 > 0.

ijkl ij
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(ii) On a
()\ . A) B = Z )\ijklAleij == Z )\klijBijAkl == (/\ : B) DA

ijkl ijkl

(iii) De plus,
A X @Y)y =) XY = MY XF = (A1 Y @ X),.
kl Ik

]

Lemme I1.2.8. Soit A un j-tenseur symétrique, A un 2-tenseur, X etY dans R3. Alors,
A AX - Y=A:(A:XQY).

Preuve. On a
3

A :AX Y =) (A Ay XY
ij=1
! 3
= ) AjuAu XY
ijkl=1
3 3 o
= Au( D Ay XY?)
kl=1 ij=1
=A:(A:XQ®Y).

Lemme I1.2.9. Soit \ un j-tenseur symétrique positif, A et B deux 2-tenseurs. Alors,

S

(A:A) :B<(\:A):A)?((\:B):B)?.

Preuve. On définit ’espace M3 par
M; ={A € M3(R); A est symétrique }.
Et on définit I'application ¢ par

My x M; — R
(A, B) — (A:A):B.

Alors,

e ) est bilinéaire,

32



I1.2. Outils pour P’analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

e ¢ est symétrique, d’aprés Proposition 11.2.7 (ii)
o (A, A)=(N:A): A>0, d’aprés Proposition I1.2.7 (i)
e Soit A € M tel que (A, A) = 0. Alors, il existe A\* tel que
0=0p(AA) =\ A): A= XY A,
(]
donc, A;; =0 Vi,j et A=0.

Par conséquent, 1) est une produit scalaire sur Mj et on peut appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir :

o=
ol

pour tout A, B € M3, d’ou la preuve. O

11.2.3 Inégalité de Korn

Soit © un ouvert borné¢ de R? de fronticre régulicre. Soit v € H'(Q), on définit le 2-tenseur

e(v) par
1 (%l- 8vj
57;]'('0) N § (6.77] + (9.1'1> ‘

Alors, il existe une constante ¢(€2) > 0, tel que (voir [29])

[ewrseto)+ [P = c@ ole, o < H@)

Q Q

Soit 'y une partie de la frontiére de 2 de mesure surfacique positive. On définit V' (€2) par
V(Q)={ve H(Q) ;v =0sur Iy}

Lemme I1.2.10. [ existe ¢y > 0 tel que
/a(v) te(v) > CO/ lv]>  Yve V(). (I1.2.1)
Q Q

1
Ceci donne que |||y = ([ye(.):e(.))? est une norme sur V(2), équivalent & la norme

1 1
I = (Jo |- 12+ V.32, et alors c’est équivalent a la norme | - |10 = ([, |V - [*)2.

Proposition I1.2.11. Soit A\ un 4-tenseur symétrique positive. On définit l'application | par
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Alors, 1 est une application semi continue inférieure sur V() pour la topologie faible.

Preuve. On va démontrer que [ est une application continue et convexe.

e [ est bien définit, car A est positif, donc il existe A* tel que, pour tout v € V (),
[ se):20) 2 N 2 0

e [ est positif (c’est clair),

e [ est continue : Soit (v,), une suite qui converge vers v dans V(€2), donc (v,,) converge
vers e(v) dans L*(), et alors

[ e zstw) = [ (e,

e [ est convexe : Solent u,v € V(Q2), tel que u # v, alors pour ¢ €]0,1] on a

(U(tu+ (1= )2 = /Qu ce(tu+ (1= 1)) = eltu + (1 — t)o)
:t?/Q(A;e(u)):g(u)+2t(1—t)/Q(A;g(u)):e(v>
1= 07 [ () selo)
< [ () e

+2t(1 - 1) (/Q(A te(u)) ;g(u))é : (/Q“ e (v)) :5(0))5
JCSECIE

+(1 —t)?

t(/ﬂ(/\iﬁ(u))‘g(m)é +(1—1) (/Q(/\:e(v)) 15(”))%]2

= (th(w) + (1 = )I(v))*,

e(v) (d’aprés Lemme 11.2.9)

et [ est positif, donc
l(tu+ (1 —t)v) < tl(u) + (1 —t)l(v).

D’ot, [ est semi-continu inférieurement pour la topologie faible. ]
Corollaire I1.2.12. Soit L une application définie par

L V(Q) xV(Q) - R
(u, ) H/Q()\:e(u)):a(v),
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alors, L est bilinéaire, symétrie (Proposition 11.2.7) et définie positif (A est positif ), donc L
est une produit scalaire sur V() et 1, définie dans Proposition I1.2.11, est la norme induite
par L. De plus, il existe C > 0 tel que pour tout v € V(Q2), on a

Mle@)lzz@) < /Q(/\ 1e(v)) 1 e(v) < Clle(v)lz2 ).

donc, I(-) et la norme || - ||y sont équivalentes sur V (§2).

I1.3 Existence du solutions faibles globales en temps pour I’équation

de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

11.3.1 Rappel du modéle

Définition I1.3.1. On dit que (m,u) est une solution faible pour (11.1.1)-(11.1.2)-(11.1.}) si

1. m € L=®(R"; H'(;R?)) satisfait la contrainte de saturation :

Im(t,z)| =1 p.p.t. (t,z) € RT x Q,

2. 9m ¢ [2(RT; L*(Q;RY)),

3. m(0,-) = mq dans le sens de trace en Hz(S2),
4. uw€ L®(RYV(Q)) et 2 € L®(RY; L2(Q;RY)),
5. u(0,-) = ug dans le sens de trace en Hz(5),

6. pour tout x € C*(RT; H'(Q; R?)),

7. pour tout x € C°(RT;V(Q)),

ou Oy ' _ .
/ﬁ+xggﬁ--Eﬁ-—-/£+xﬂ<xe.emo>.6<x>+—/£+xr2f v

_AMMQ@:—AW$V%me®m»fW%
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8. pour tout t > 0, on a l"inégalité de l’énergie swivante :

o,

E(t) = /[|Vm|2+(1) /|hd
1

/Q[(/\6 A" mem)) (A" m®m)—25(u):()\e:(/\m:m®m))]
—2]—/ fudl.

0
Remarque I1.3.2. Puisque m € L>(0,T; H'(Q)) et a—T € L*(0,T;L*()), alors m €

CO(0,T; H2(Q)) (cf. [46]) et m € C°(0,T; H:(Q)) (cf. [10] Lemme I1.5.9). Donc, la trace de
m pour t =0 existe dans Hz(Q) par exemple. De la méme maniére, u € C°(0,T; Hz(£2)).

Théoréme 11.3.3. Soient mg € H*(;5%), ug € V(Q), uy € L*(Q;R3) and f € L*(T'y). 1
existe alors (m,u) une solution faible globale en temps pour (I1.1.1)-(11.1.2)-(11.1.4).

L’existence de solutions faibles globales en temps pour (I1.1.1)-(I1.1.2) est établie dans
[16] pour des conditions aux limites de Dirichlet homogénes pour la déformation, c’est-a-
dire u = 0 sur toute la frontiére. Avec la méme méthode, on aborde des conditions aux
limites mixtes pour démontrer le Théoréme 11.3.3. Notons que ces conditions mixtes au bord
permettent d’obtenir des modeéles 2d de plaques minces intéressants (cf. Section 11.4) alors
que le méme processus asymptotique pour des conditions d’encastrement sur tout le domaine
mince entraine a la limite que la déformation est nulle sur le modéle asymptotique, et donc
que la magnétostriction n’apparait pas dans le modéle final.

Dans la sous-section suivante, on va discuter quelques propriétés pour les champs déma-

gnétisant hg(m).

11.3.1.1 Propriétés du champ démagnétisant hy

La magnétisation locale crée un champ magnétique qui s’étend sur 'intégralité du systéme.
Le champ créé est dit démagnétisant parce qu’il a tendance a s’opposer a l'aimantation.
En cherchant les solutions stationnaires de I’équation statique de Maxwell (sans charge ni
courant), il est possible de déterminer le champ démagnétisant a partir de la distribution m
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de 'aimant en tant que solution au probléme suivant :

{ rot (hg(m)) =0 dans R, (IL3.1)

div (hg(m) +m) =0 dans R3,

au sens des distributions, ott m est le prolongement de m par 0 en dehors de  dans tout R®.

Pour v € L*(R?), on note v € L*(R?) la transformée de Fourier de v.

Proposition I1.3.4. Soit Q) est un ouvert borné régulier de R®, et soit m : Q — R3 une
fonction mesurable, vérifiant la contrainte de saturation |m(x)| =1 presque pour tout x dans
Q. Soit hy : R® — R3 une solution du probleme (11.3.1). Alors, la transformée de Fourier du

—

champ démagnétisant hq(m) est donnée par : pour & € R3,

— - m(€)

ha(m)(€) = _Wf
Preuve. D'une part, m est mesurable vérifie [m| = 1 et m est le prolongement de m par
zéro, donc

/ |m|*dr = / |m|?dr = mes(Q) < +oo.
R3 Q
De plus,
rot (hg(m)) =0,
donc,
rot (ha(m))(§) =0,

d’ou,

—

§ A ha(m)(§) = 0,

donc, hg(m)(€) et € sont colinéaires et il existe A € C, tel que

—

ha(m)(§) = A - & (11.3.2)

D’autre part,
div (hq(m) +m) = 0,

c’est-a-dire

—

div (ha(m) +m)(£) = 0,

donc,
€+ (hg(m) +m)(&) = 0. (I1.3.3)
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Dong, (I1.3.2) avec (I1.3.3) donnent

§-m(§)
)\ .
IS
et alors, R
ha(m)(€) = —% 'Qf)g.
O
Par la Proposition I1.3.4, on a :
—~ 2
I alm) gy = Wam) 3y = Hﬂ'?ﬁ?
L2(R?)
_ / ¢-m(é) ‘
ol | €]
_ =2 18
= [ Ve P
< s = 1P
< [IeRm R
= [[1(E) 172 rey = 1l 72rey = M7
donc,
||hd(m)||2L2(R3) < ||m||%2(9). (IL.3.4)

La transformée de Fourier inverse était linéaire et C° dans L*(R?), alors hy est linéaire
continue de L?(Q2) dans L*(R?) et

%hd(m) = hd(—m> (I1.3.5)

Proposition I1.3.5. L’application hy : L*(2) — L*(R?) est autoadjoint et vérifie : ¥Ym €
HY(Q), on a

ha(m) = — / m.ha(m) (11.3.6)
R3 Q
Preuve. Soit u,v € H'(Q) satisfait (I1.3.1). Donc, d’aprés le Théoréme I1.2.4, il existe ¢ et

¢ dans HY(Q), tel que
hd(u) = VQO et hd(v) = V@D

De plus,
div (hg(u) +u7) =0 et div (hge(v) +7) =0,
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donc,

Ap = —div(u) et Ay = —div(v),

¢a donne :

(ha(u),7) = [ Vo = —/R3 .div(T) :/Rg o A — —/Rg VT = [ hau)hato)

R3

donc,
(ha(u), ) = —(ha(u), ha(v))- (I11.3.7)

A travers I’échange des roles de u et v dans (I1.3.7), on a

(ha(v), @) = —(ha(v), ha(w)) = — (T, ha(u)),

donc hy est autoadjoint. Par ailleurs, si on pose u = v = m dans (I1.3.7), on obtient

[ ratmyam == [ ot

I1.3.2 Systéme pénalisé

Par [43], il est nécessaire de construire une solution qui vérifie la contrainte de saturation
|m(t, z)] = 1 pour tout (t,z) € R x Q.

Pour cela, on va prendre un systéme pénalisé dans lequel la contrainte de saturation est
relaxée et on prend la limite lorsque la constante de pénalisation tend & zéro, pour obtenir
une solution qui vérifie cette contrainte. La nouvelle difficulté dans ce cas est que ’énergie
provenant de la magnétostriction est non coercive (voir Remarque I1.3.11). L’absence de
coercivité est compensée par le couplage de la magnétostriction avec le terme de pénalisation
(voir Proposition 11.3.12). Par ailleurs, la méthode de Galerkin servira & démontrer I'existence

de solutions du systéme pénalisé.

Soient mo € H (;52%), ug € V(4 R?), uy € L2(4R3) f € Hz(I'y). On fixe > 0 et on
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définit le systéme pénalisé par

( Om" om

L 1
5 +m" A v 2H: ¢ + n(]m"|2 — 1)m" = 0 dans R* x €,

Hlyp = Am" + hg(m?) + W (m") + (A 2 (A% ce(un)))m" — (AT (A2 (A 2 @ m?)))m?

€

—div (\® 1 e(u") = —div (A® : A™ : m" @ m")) dans Rt x ©,

u(t = 0) = uy,
8 n
a—ut(t 0) = uy,

Oam™ = 0 sur RT x 99,
u(t,z) = 0 sur R x I'y,

(A€ :e(um) — (A®: (AN :m?@mM))).n = f sur RT x Ts.

(I1.3.8)
Définition I1.3.6. On dit que (m",u") est une solution faible pour le systéme pénalisé
(11.3.8) si :
1. m" € L>=(R™; H'(;R?))

S v e

1
I e PR O R),
m"(0, ) = my,

u" +.72 3
u? € L¥(R*;V(Q))) et o € L>®(R™; L7 (€ R%)),
u(0, ) = uy,

pour tout T > 0 et w € LP(0,T; H'(2))

g Y

_2// (M) + (AT (A€ () )m? — (A s (A€ : (AT mﬁ@mn)))mn}-w

+—/ /(|m’7|2—1)m’7-w:0,
nJo Ja

(11.3.9)
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7. pour tout T >0 et x € C>*(0,T;V)

/O,TXQ% / / 1200 - /ulX(O x)d:c—i-/OT 1o
/nb/ (AT m @ m")) < 2(x),

(11.3.10)

8. pour tout T' > 0, on a ["inégalité d’énergétique suivant :

R LR

= [ 1vmP o]+ [ it

1/ [Q( N —2e(u") : (A€ (AT mT @m™) + (A e(u")) g(u")}

2
2
Ou / f-u"dl,
1)

+3
2 ot

ou Q(m) = A: (A" :m@m))): (A" : m®m). On remarque que Q : R®* — R est C*®

avec

2

a n

£1(0)

avec

VO (m) =4\ : (A% (A" :m@m)))m.

11.3.2.1 Premiére étape : Approximation de (Galerkin

Dans les deux propositions suivantes, deux bases Hilbertiennes seront construites sur
L*(Q).

Proposition I1.3.7. L’espace L*(Q) admet une base hilbertienne (e1,es,...) de vecteur

propre de —A avec des conditions de Neumann homogeénes a la frontiere :

—Ae; = a;e; dans €,
On€; = 0 sur 0f).

On note Vyy =vect(ey, ..., ex) et par Py application de la projection orthogonale sur Vy.

Preuve. Soit
T: L2(Q) — HI(Q)

N - 0
f |—>Uavec{ U+U=[dans,

OnU = 0 sur 0.
T est autoadjoint de L*(2) dans H'(2), et comme linjection de H'(2) dans L?(Q) est
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compacte, alors T : L?(Q) — L*(2) est autoadjoint compact. D’ou L?(Q2) admet une base
hilbertienne (e, ), formé de vecteurs propres de —A. (voir [11]) O

Proposition I1.3.8. On a L*(Q) admet une base de hilbertienne (o1, pa,...) de vecteurs
propres de —div (A€ : &(+)) avec des conditions mixtes au bord :

—div (A\¢:e(p;)) = bjp; dans Q,
@; =0 surly, (I1.3.11)
(A®:e(p;)-n =0 surTy.

On note Wy =vect(p1,...,pn) et par Iy 'application de la projection orthogonale sur
Wh.

Preuve. Pour g € L*(), on note h : Q — R la solution de :

(11.3.12)

—div (A\®: e(h)) = g dans ©,
(A®:e(h))n =0 sur Iy.

Montrons que le probléme (I1.3.12) admet une solution unique. On a l’équivalence entre

(I1.3.12) et la formulation variationnelle : pour tout r € V(2),
/()\e ce(h)) re(r) = / g-r. (I1.3.13)
Q Q

e Premier sens de I'équivalence :
On multiplie la premiére équation de (I1.3.12) par r € V(2) et on intégre sur €2,

/Qg~7" :/Q—div (€ < e(h)r

:/Q(Aezg(h)):V(r)—/ (A€ : £(h))r - ndT

o9
3
= / Z()\e : 5(h))ij% (car r = 0 sur I'; et (A®:e(h))n = 0 sur T'y)
Q=1 Oz;
3
1 /0r; Or
- W:ahi_< i ’)
f o0 < (55 +
3
- / Z()\e : a(h))mé <§;Z + ZZJ) (car \® est symétrique)
Qij=1 J ‘
- /Q(/\e  e(h)) : 2(r).

e Deuxiéme sens de 1’équivalence :
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Soit ¢ € D(2) C V(Q2), alors ¢ =0 sur I'y UT; et

L) eto) = [ —div (3¢ <o,

/de ¢/g¢

et D() dense dans L*((), alors

donc

—div (\® : g(h)) = f dans L*(Q) (I1.3.14)

Si on multiplie (I1.3.14) par r € V() et on intégre sur €2, on obtient par comparaison
avec (I1.3.13) que (A : e(h))n = 0 sur Ty.
On définit les opérateurs A et ¢ par :

A:V(Q)xV(Q) — :V(Q) —

R
et
hrl—>/ e(r) r— /g-r
Q

e Bilinéaire : facile & vérifier.

L’opérateur A est :

e Continu :

|A(h, 7| = H /Q(/\e () : er)
) H (/QO\G e g(h))é " </Q(>\e :e(r)) :er(fr))é

< C-|hllv) - I7llviey  ( Corollaire I1.2.12),

(Lemme 11.2.9)

e Coercif :

A(h,h) = /Q (A (h)) : e(h)

>\ / e(h) : e(h) (car A® est positif et £(h) est symétrique)
Q
= X030

De plus, par le Théoréme de Cauchy-Schwarz et le Théoréme 11.2.10, on a pour r € V (),

w<r>|=]/gg.r

En ce cas, d’apreés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une unique h € V() tel que pour

< lgllzze - I7llz2@) < llgllze - 17 llvie-
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tout r € V(Q),
A(h,r) = £(r).

Par conséquent, on a l'existence et 'unicité de la solutions du probléme (11.3.12).

Maintenant, on définit ’application P par

P:L*(Q) —V(Q)
—div (A : e(h)) = g dans Q,

— h
g avee { (A€ :e(h))n =0 sur Ts.

P est autoadjoint : Soient g, h € L?(Q) et soient 7, v € V() tel que P(g) =r et P(h) = v.

Dans ces conditions,

(P(9),h)r20) = /g)?“-h = /Q—Tdiv (A :e(v))
(A :e(v)) - Vr — /mr (X8 e(v)n dT

ce(r) (carr=0sur Iy et (\°:e(r))n=0surIy)

S—S—S— S

—~
>~
¢}
[
—
e
S—
S—

:e(v) ( Proposition 11.2.7)

~
>
@
M
—~
=
N~—
SN—

>~
@

ce(r)) - Vo
:—/Qdiv <Ae:e<r>>-v+/mv-ue:e(r»n ar
=/Qg-v= (9, P(h))12(0)

Comme V(Q) s’injecte dans L*(€2) de maniére compacte, alors, P : L*(Q) — L*(Q) est
autoadjoint compact, ceci donne que L*() admet une base hilbertienne (¢;); formé de

vecteurs propres de P. O

On considére, pour N fixé, le probléme suivant : Trouver m% : [0,Tn[— Vi et v} :
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[0, Tn[— Wy, tel que Vg, € Viy et go € Wiy, on a

¢
at/mN 91+/mN

Hipp = Am+ ha(m) + @ (m) + (A2 (A ce(uly))myy — (W (A% (W emk @ mi))mi,

2 [ s [Gma - o =0 bt R
Q

%/ﬂu%'%/Q@e:ff(u?v))rdgz)— [ fog= [0y @ mR)) s o) p-t R,
my(t = 0) = Py(mo),
up(t = 0) = Hy(uo),

n
ouy,

\ Ot (t

= O) = HN(U1>7
(IL3.15)

Le probléme précédent a été construire en projetant de la premiére et la troisiéme équation
du systéme pénalisé (11.3.8) respectivement sur Vi et Wy. On utilise le Théoréme de Cauchy-
Lipschitz dans la proposition suivante afin de démontrer I'existence et I'unicité de solution

pour le probléme de Galerkin.

Proposition I1.3.9. Le probleme (11.3.15) admet une unique solution (m%, uy,) dans C*(0, Ty; Vi X

W), o Ty est le temps d’existence maximale de la solution.

Preuve. On cherche (m7, u%) dans Viy x Wy, de fagon qu'il existe a = (ay(t), ..., an(t)) et
B=(Bi(t), ..., Bn(t)) dans RY, tel que

my = Zaz ei(x) et uly = Zﬁj Jpi(z (I1.3.16)

On a (e;); est une base orthonormée, alors pour i € {1, ..., N},

omy,  da(t)

cep = ::oz;t,
q Ot dt *)

c’est pourquoi, si on prend g; = ¢; dans la premiére équation de (I1.3.15), on obtient

0+ 3 olos(s Janey ez [ myycmt [ (mb = 1my e

k=1
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On définit A(«) dans My (R) par

Ag(a) = Zak(t)/(ek/\el) e,

et on définit I'application g de RV x RY & valeurs dans R par

> cidy /Q(Am (A e(or)))ejes

jk=1

ghled) = —eait Yy [ (hae)) + Bles)ei +
- M0 M e e eres - 1S (e - e
_j;fjckq/au AT e g ) Z+nj21<j e,

pour lors, [¢];(c,d) est un polynome de 2NN variables, donc g est C* et

gli(a(t), B()) = / HY, e - % / (22 = Dy - e

Par suite, on a
(m + A(a)) d Zi’” = g(a(t), A1) (I1.3.17)

On définit 'opérateur K¢ par :

K*: RV — RV
¢ = (Id+ Ala))g

L’opérateur K< est injectif : Soit & € RN tel que K(§) = 0, ceci donne (Id + A(«a))é = 0,
donc Vi=1..N, on a

&+ Zfl&k/(ek Nep)-e; =0,
Kl Q
alors,

§iej- e+ N E € =0,
/Q; €; € [)(;akek ; le;) (&

ainsi,

avec r € Vy défini par
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Puisque les (¢;);=1. n forment une base de Vy, alors pour tout w € Vy, on a
/(r AT w = 0. (11.3.18)
Q

Posons w = r dans (I1.3.18), on obtient

/‘7“!2+(m7vm’)~7"=0,
Q

/ I =0,
9]

donc,

doncr=0et & =0 Vi.

L’opérateur K¢ est une application injective définie dans un espace de dimension fi-
nie RN, donc K est bijective. Ceci donne que K est dans l'espace Gly(R) = {M €
Mn(R); M est bijectif }. de plus, Papplication

GIn(R) — GIn(R)
M — Mt

est de classe C*, alors ’application K définit par

K: RN = GIy(R) — GIn(R)
a = K* (K

est aussi de classe C*. D’aprés (I1.3.17), on peut écrire

1

o/(t) = (K°U) " (g(alt), 5(1))).
On a (yp;); est une base orthonormée. Pour j € {1, ..., N}, on a

82“/7]7\[ dQB ”

Q

Posons g2 = ¢, dans la troisiéme équation de (I1.3.15), on obtient

B (1) = Bj(a(t), 5(1)),
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avec B; est un polynome de 2N variables définit par
Bla.s)= -3 [0 o)+ [ £om
% 2
+Z/()\e (A e @) e(p;).
ik 78

Par suite, 8 (t) = B(a, 8) oit B(a, B) est un vecteur dans RV de composantes B;(a, 3).

On définit un inconnu X par

a(t) a(t)
x=|P0 = psw]|,
dp
- 5(t)
alors, ix
— =FX)
| a®)\ [ (EO) (glalt), B1)))
F(X)=F|p@t) | = 5(t)
5(t) Bla(t), B(1))

On note a(0) = (a;(0))i=1... n avec (a;(0));=1,... n sont les coeflicients de Py(mg) dans la
base (€;)i=1,... n et on note 5(0) = (5;(0)),=1... n €t §(0) = (6;(0))j=1,... n, avec (5;(0))iz1,.. N,
respectivement (8;(0));=1,... v, sont les coefficients de IIn(ug), respectivement IIy(u;), dans
le base (¢;j)j=1, -

On considére le probléme de Cauchy suivant :

(dX
T F(X)
a(0) (11.3.19)
X(0) = | 8(0)
6(0)

On a F est de classe C*, donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz I1.2.1 et il

existe une solution unique X du probléme (11.3.19) dans C*([0, T [; R*Y), ot Ty est le temps
maximale d’existence de la solution, ce qui entraine l'existence et 1'unicité de la solution

(m3, u%) pour le probléme (/7.3.15). O

L’égalité énergétique ci-dessous permet de trouver une borne uniforme par rapport a N

n n
pour my et uy.
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Proposition I1.3.10. La solution (m%,u%) de (11.5.15) vérifie l’égalité suivante : pour tout

T < Ty,
1 T orloml P 1
nepy o L 2y // _ g _/p 2_1)2, (IL3.2
)+ 3 [ =0+ [0 ]| g0+ - [ (PvmaR 17, (1320)
avec

&) = [ (VP + o)) + [ Ihatmd)P + 5 [ Qm
—/st}a):<A6:<Am:myv®m7v>>++ [ |2

ot
1
—l-é/g()\e ce(ul)) e(ul) — /F2 fruddl.

Preuve. Tous les calculs sont licites car les fonctions considérés sont C*. En partie (a) qui

suit, on prend la premiére équation de 11.3.15 et en partie (b) on prend la troisiéme équation
de I1.3.15.

(a) Pour T' < Ty, on prend g; =
amN ol am . om’; / N\ Om / 1 ) om’,

: _2 H —_ _ n _1 7y, _
/ ‘ /Q ot ) ot Q( ff) ot + 5 n(<|mN| ymy) BT

om'l;

3mN B "
° Q/A Q/VmN BT 698nmN 5

:_i/ }VmN{ car mZEVN et One; = 0.
Q

om)

5~ (T) dans la premiere équation de (/7.3.15), on obtient

e /iy est un opérateur linéaire de L*(R?) — L*(R®), donc

d 0 [ Oha(mi) ay omy
pn hd( N) - mi —/QT'WNJF/th(mN)' BT
B om’; . ay omy
= [ naGEy it [ a5

n
om},

— / ha(m3) - —=, (hq est autoadjoint)
Q ot

d’out par Proposition 11.3.5,

om’}, d d 2
_2/th(m7\,). % - a@ th(m?\/)'mgf =0t s | ha(m)]

1 ni2_ n_amnN_/la n2 ey Ld n2 12
o [ A -0 Tk = [ LE gl -1 = 8 gm0

A d
o —2 / U(m?y) - Omy _ d ®(mY;), puisque ¥ est la différentielle de .
o ot dt J,

49
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e Comme dans le cas formel, on remarque que par symétrie du 4-tenseur A™ on a

m. e. n U g Omy )
2 [ (0 ) - T =2 [ @)
avec Q(m) = (A : (M2 :mem))): (AN :mem).

e Par le Lemme 11.2.8 et Proposition 11.2.7(ii), on a

2/9()\m AT e(ud)))m] agﬁ - 2/Q(>\e ce(ul)) s (Mm@ ag?v)
= 2/95(1/]\,) A m ® 52?@))

Donc, on peut réécrire (I1.3.21) et obtenir

om™. |? d 1 ;
(I1.3.22)

(b) Pour T' < T, on prend gy = 81/7 —2(t) dans la troisiéme équation de (/7.3.15), on obtient

O*ul,  ouly e o [Ou} 8uN
Lo ot +/Q()\.5(UN)).5<at) 5

:/Q()\e:(/\m:m%@m?v)):e(ag;v),

de plus,

Puly, Ouy / ‘8uN
S TERRET 2dt

e Par la symétrie de A\® on a,
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e f est indépendant du temps donc,

f auNdr— t/ f-uldr.
I

Iy
D’ou,
1 Ak
sl [I5E] + [0y c)] - 5 [ rouk
0 0 I (I1.3.23)
= [0 o @) el
Q
Puisque
9 e ny. 9 e \m
ag(uzv) (A" (A omy @my)) = e(uy) : &O‘ (AT my @my))
0
—l—as(u?]\,) (A% (Mm@ m))
la somme de (I1.3.23) et (I1.3.22) donne
omy|*  d 1d
/Q 8tN s it ), (jm% > = 1)2=0. (11.3.24)
On integre sur [0, 7] I'équation (I1.3.24) avec T' < T, on obtient (I1.3.20). O

Remarque I1.3.11. On raison de la positivité de \¢, dans ['égalité d’énergie (I1.3.15),
Q(mY) et (A€ : e(u}y)) : e(ul) sont positifs ( Proposition 11.2.7(i)). Le terme de signe né-
gatif —2e(ul) : (A€ (A" mly @ mY;)) peut étre contrebalancé par les deux termes de signe
corrects, par appliquer le Lemme I1.2.9 avec A = \¢, A = e(u}) et B = (A" : m%, @ m'),
on a :

() s (AC: (Ao ml @ mly) < Qm)? - (A e(u)) « e(u}))?.

Au contraire, la partie de [’énergie provenant des termes de magnétostriction est non coercive
puisqu’elle ne controle pas le terme Hg(u)HQLQ(Q) si on applique seulement ['inégalité d’Young
pour équilibre le terme de mauvais signe.

Proposition 11.3.12. I eziste C' > 0 tel que pour tout T' < Ty,

oul, ||? 1 ..
PN e e Iy

1/ 9
+— m[* — 1) — 2C'mes(Q
o [ ©)

—cllgll2@alle(ui)ll 2 (@)

1 1
EUT) + 4 [ (=122 [V + 5 \

L2(Q)

(I1.3.25)
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Preuve. Avec le lemme I1.2.9 et avec I'inégalité de Young ab < iaQ +b*,0na

/Qs(u?\,) (A (M m oml))

A e(ul)) 5(u}7\,))% (A% (Mm@ m)) s (A mY @ mYy))

(S

IA
:o\

(I1.3.26)
< [ (G000 el + 08 O o)) ) )

1

i

(A% e(uR)) « e(uly) + Cllm || Lae)

ot C est une constante positive. De plus, 'application trace de H'(Q) — H %(FQ) est linéaire
continue et avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe ¢ > 0 tel que

/Ff-u"Ndrgc||f||L2(F2)||u;7V||H1(Q). (11.3.27)
Donc, pour tout 7' > 0,
1 1||ou? || 1
)+ 3 [P =122 19l + 5 |50 | 5 [ ety
N an Jo N NI T ] ot ) 2Jo "

1 1
1[0 ety + - [ (i =1y
bty — el oo

Maintenant, on utilise le fait que (]£> — 1)? > $|¢|* — 1, pour obtenir :

Ol 4y < 2C / (]2 = 1) + 2Cmes(9),
Q

. . 1
et si n est petit, tel que 2C < & alors,
n

1

1
n (Im%l* = 1)% = CllmR a0 = <~ /(\mw —1)* — 2Cmes(Q). (I1.3.28)
Q Q

8n
Par l'inégalité de Korn, on a
12 llud vy = [1f1] 2o e (ui) || 2@ (I1.3.29)

En utilisant (I1.3.26)-(11.3.27)-(11.3.28) et (I1.3.29) on obtient (I1.3.25). O

Remarque I1.3.13. L’astuce précédente dans la preuve de Proposition I1.5.12 pour absorber
le terme de mauvais signe sera réutilisée dans la partie 11.5.5.
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11.3.2.2 Limite dans I’approximation Galerkin

Proposition I1.3.14. Le c6té droit de l’égalité d’énergie (I11.3.20) est magjoré par une constante
positive Q", indépendant de N.

Preuve. On a

E0) = [ (VPsmo)l? + &(Ps(ma))) + [ halPu(ma)) + 5 [ (@Pwlma)
—2e(Tn (ug)) : (A : (A™ : Py(mo) ® Px(m))) + [Ty (ua)|”
O ey () : (Tl (o))
£+ T (uo)dr.

Iy

On divise la preuve en deux parties, dans la premiére partie on va majorer £3(0) par des
termes dépendant de N et dans la deuxiéme partie, on va démontrer que ces termes sont
bornés uniformément par rapport a N.

Etape 1:

e On applique le Lemme 11.2.9 pour A = (A™ : Py(mg) ® Py(my)) et B = e(Ily(uo)),
alors

N |=

(\:A):A)2-((\:B): B)
(A®:A): A+ (\°:B):B.

De plus, l'injection de Sobolev H'(€2) dans L*(2) donne

(\®:A): B] <
<

A@mmmgémmmw@Kmmwmﬁgmmmmam

e D’apres (11.3.4),
1ha(Py (mo))lIZ2rsy < 1Px(m0) 1720y

e & est une forme quadratique non négative, donc,

/Q(P(PN(mo)) < CHPN(mO)H%?(Q)

e Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'injection de H'(€2) dans L?(T'y), on a

f Ty (uo) dl < cf| £l 2o [T (o) || 1 () -
I's
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Par suite,

EX(0) < CllPy(mo)llip ) + ClIlPN (mo) 3 ) + 1Ty (w1) 172

|| fll 2o 1T (wo) || 11 ) + /Q()\e (T (uo))) : (Tn(uo)) (I1.3.30)

Etape 2 : On a L?*(Q) = Vi + Vi, parce que Py est une projection orthogonale sur L?(2),
puis il existe w € Vi tel que
mo = PN(m(]) + w.

Puisque Py(myg) est orthogonale a w, on a par Pythagore :

ol = [ ipwmaP + [ 1o,
[mol*> > [ |Pn(mo)|?
Q Q

De méme, Iy est une projection orthogonale sur L?(f2), donc

donc,

T (un) 720y < lluallZ2gq) et 1Ty (uo)ll 2y < lluollz2)-
On a
IV Px(mo)lzy == | VPxlmo) - ¥ Py (oo
. /Q APy (mo) - Py (mo) + / O Py (mo) - Py(mo)

o0

:_/APN(mO)'mOu
Q

car Py(mg) € Vi et Ope; = 0, c’est pourquoi 0, Py(mg) = 0, et Viy est stable par A parce
que Ae; = —aqje; et Py est autoadjoint, alors

IV Pay(mo)| ey = / Y Px(mo) - Vimo — [ OnPr(mo) - mo
Q o0

<[V Px(mo)l| 22| VMol 2,

donc,
IV Py (mo)ll2) < [IVmollz2)- (I1.3.31)
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De la méme manieére,

[ 08 sy uo)) 0 (uo)
=— /Q div (A®: e(Tly (uo))) My (uo) + /8 (0% (L (o)) Hiv(uo) - nde
_ —/Qdiv (A : e(Tx (uo))) o,
car Ty (ug) € W, done (AC : e(TTy (uo)))n = 0 sur T et Ty (uo) = 0 sur Tr. De plus, W

est stable par div (A\® : £(+)) et Iy est autoadjoint, alors par le Lemme 11.2.9 et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

Q
< /Q (X - (I (o)) : (o)) - (A° : eu) = £(uo))*
< (/Q ()\e 5(HN(u0))) S(HN(UO))>2 </Q ()\e g(UO)) :5(u0))2,
donc,
/ (A : (I (o)) : (T (o)) < / (A€ : =(uo)) : (). (11.3.32)
Q Q
Par I'inégalité de Korn (Corollaire 11.2.12) et (I1.3.32), il existe ¢ > 0 tel que
WL (o) sy < € /Q (A€ : =(uo)) : (o). (11.3.33)

Par (I1.3.31) et (I1.3.33), on a une nouvelle borne de (11.3.30) :

Ex(0) < CHmOH?{l(Q) + CHmOH%Il(Q) + ||U1||%2(Q) + (/Q()\e :&(uo)) : 5<U0>)

(I1.3.34)
n /Q (A€ : (ug)) : &(uo)
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On remarque maintenant que

1 2 g 1 4
_ _ < .
1 [ (PxOmo) =1 <50 (mes() + | Px(mo) o)
1
§2—n (mes(Q) + HPN(mo)H‘}{l(Q)) par injection de Sobolev.
1

Les inégalités (I1.3.34) et (I1.3.35) font que le coté droit de (I1.3.20) est majoré par @,

avec

2
Q" = Cllmollp e + Cllmolliny + s |22y + ( JCSEOIE €(U0))

T /Que : e(un)) : e(up) +% (mes(2)+ llmaliy o) -

[
A partir de (I1.3.25) et avec I'estimation de I'énergie (11.3.20), on a
1||ou}||? 1 1
\V4 7722 - N Z)\¢* n 22 _/ 772_12
9 ey + 5 oy AR+ g [ (1)
—cllfll2a lle (W)l 220
1
< EX(T) + ™ /(\m;?v\z —1)? + 2Cmes(Q) (I1.3.36)
Jo

< £1(0) + % / (1P (mo) 2 — 1) + 2Cmes(9)

< Q"+ 2Cmes(Q2)(Proposition 11.3.14)

Pour 7 assez petit, d’aprés (11.3.36) et 1’égalité d’énergie (11.3.20), on a une borne uniforme
par rapport & N pour les quantités suivantes :
om’;
ot
o Vm}, dans L>(0, Ty; L*(Q)),

dans L*(0, Tx; L*(2)),

o 2% dans 1°(0, Ty: L3(Q)),
e =(u}) dans L>(0, Ty; L*(2)), car (e(u}))n est bornée dans L>°(0, T; L*(Q)),

o m}, dans L>(0,Ty; L*(Q2)), car [,(|m%|> — 1)* est borné uniformément par rapport a
N et pour tout a >0, a < k + gin(a —1)? avec k constante positive dans ]O, ﬂ,
alors [[my]|72.q) < kmes(Q) + /(|m7v|2 —1)2, d’ott (m?)n est bornée dans H*(Q) qui
0

s'injecte dans L*(Q).
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Les espaces Vi et Wy sont de dimensions finies, ainsi toutes les normes sont équivalentes.
De plus (m%)n et (u)n sont, respectivement, deux suites bornées uniformément par rapport
a N dans L*(Q) et V(Q), donc le temps maximal d’existence T est égale & +oo. De plus,
on peut extraire des sous suites encore notées (m7, u )y telles que, pour tout 7> 0 :

o m}, — m" dans L*>(0,T; H'(Q)) faible*,

o m} — m" dans L*°(0,T; L*(Q)) fort, car : On applique le lemme 11.2.3 avec V =
HY (Q), E = LYQ), F = L*Q), p = 2 et ¢ = +oo. On a m}, est bornée dans
L>(0,T; H'(Q)) et dans W2(0,T; L*(€2)), donc elle admet une suite qui converge for-
tement dans C°([0, T], L*(Q2)) N L>=(0, T; L*(Q2)),
ag?V —~ % dans L2(0,T; L*(Q2)) faible,

o u}, — u" dans L>(0,7;V () faible*,
uy  Ou”

— L*(0,T; L*(Q2)) faible*.
5t o dans L>°(0,T; L*(Q2)) faible

Proposition I1.3.15. On a NLi1WN dense dans V(£2).

Preuve. Soit v € V(Q), alors Iy (v) est aussi dans V' (€2). Comme dans (I1.3.32), on a

N, /Q (0« &(Ty () : e(TTw(v)) < /Q (€2 e(0)) : (o), (11.3.37)

done, (¢(Ily(v)))n est bornée dans L*(Q) et admet une sous suite qui converge. Puisque

Iy (v) converge fortement vers v dans L*(€2), on identifie la limite faible :
e(Ily(v)) — e(v) dans L*(Q) faible,

alors, D’aprés Proposition I1.2.11, on a
/()\e e(v) : e(v) < liminf/()\e (T (v)) : =(TTy (v)),
Q Q

et par (I1.3.37), on a

limsup/Q()\e ce(lly(v))) r e(ly(v)) < /Q()\e ce(v)) = e(v),

alors,

lim | (\°:e(Tlly(v))) : e(Tiy(v)) = /()\e 1 e(v)) :e(v), (I1.3.38)

donc,

le(Mn ()] 22(2) — le(@) ]| 2
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Proposition 11.3.16. Pour n assez petit, la limite (m",u") satisfait l’inégalité d’énergie
sutvante : pour tout T > 0,

5”<T>+%/Q<|m"12—1>2+/f/9

ety = [ (19m+ wm) + 30000 ) + [ hatm)?

%/ﬂ < o’ |?

Preuve. On prend la limite dans la formule d’énergie (11.3.20).

2

Y
OmTI  en(0). (I1.3.39)

ot

avec

+ A% e(u) 6(1/’)) — [ f-u"dl

1)

ot

a) Pour t=0 :

e m}(t = 0) = Py(mg) converge fortement vers mg dans L?(2) fort (propriétés
de la base hilbertienne), et par le lemme d’Aubin, m}, converge vers m” dans
C°([0,T]; L*(€)) fort, alors

m?%(0,-) — m"(0,-) dans L*(2) fort,
d’ott m" € C°([0,T]; L*(2)) et m"(t = 0) = mg (par unicité de la limite).

o ul(t = 0) = Tn(ug) converge fortement vers uy dans L?*(2) fort (propriétés
de la base hilbertienne). On applique le lemme 11.2.3 pour V = V(Q), £ =
L*(Q), F = L*(Q), p=q = +00. On a e(u} )y est bornée dans L>(0,T; L*(f2)),
donc (ul)n est bornée dans L*(0,7;V). De plus, (u})n et (%)N sont bor-
nés dans L>(0,T; L*(Q)), dou (u})n est bornée dans W'>°(0,T; L*(Q)). Par
suite, (u})y admet une sous suite notée aussi (uy )y qui converge fortement dans
C°([0,T); L*(Q)) vers u", alors u"(t = 0) existe et

u’(0,-) — u"(0,-) dans L*(Q) fort.
Par conséquent, u(t = 0) = g par unicité de la limite.

e D’une part, (m} )y et (ui)n sont bornées uniformément par rapport & N dans

L>(0,T; L*(2)) avec T > 0. De plus, on peut utiliser la troisiéme équation de
2,1 2,1

(I1.3.15), pour écrire 88% en fonction de mY% et u, ceci donne que (88%) N est

bornée dans L°°(0, T; L*(Q)) par rapport a N. Pour lors, (%L—ZV)N est bornée dans
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n
Whee(0,T; L*(2)) et admet une sous suite notée aussi <6g—tN) tel que,
N

ouy,  ou’
—= —~ — fajbl Lee(o. T L*(Q
5 r aible dans W*5>°(0,T; L*(Q2)),

mn

car C{)g—tN — % dans L>(0,T; L*(Q)) faible*. L’application ¢r définit par

tr: Whe(0,T; L*(Q)) — L*(Q)
h —  h(0)

est linéaire continue, donc tr est continue pour la topologie faible et
ou’} ou”
tr| =) —tr | — ).
()~ (%)

n
D’autre part, %‘—f(t = 0) = Iy(u;) converge fortement vers u; dans L?*(§2). Par

suite, d’aprés I'unicité de la limite faible,

b) Passage a la limite lorsque N tend vers +oo dans la deuxiéme membre de
I’égalité d’énergie (11.3.20) :

e (Pyx(myp))n est bornée dans H'(Q2) et Py(mg) converge fortement vers my dans
L?(2). Donc, elle admet une sous suite qui converge faiblement vers mgo dans H*(2).

Alors, toute la suite converge faiblement vers mg dans H*(2). D’ot,
||Vm0||L2(Q) S lim inf ||VPN(m0) ||L2(Q)
De plus, par (11.3.31),

limsup ||V Py (mo) |2 < [[Vmol| 2,

Alors,
lim sup ||V Py (m0) || L2y = liminf ||V Py (mo) || 2 = [[Vmoll L2,
donc,
IV Py (mo)lz2) — [[Vmoll L2,
et

V Py (mg) — Vmg dans L*(2) fort .
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Grace a cette méthode, on peut démontrer que (Vi )x dense dans H'(€).

e D’apres l'injection de Sobolev H'(Q) dans L*(€2), on a Py(mg) converge fortement
vers mo dans L*(£2), donc

/E(HN(UO)) c (A% (™ Py(mg)® Py (mg))) — / e(ug) : (A®: (W™ : me®@my))
Q Q
et

/QQ(PN(mo)) —>/9Q(mo)

et puisque |mg| =1 p.p.,
/ (1Py(mo)|? — 1)* — 0.
)

e Py(my) converge vers mgy dans L%()), ® est une forme quadratique et by : L?(R?) —
L?(R3) est continue, donc

[ aPutme) — [ ®Gmo)

[ inaPtma) — [ atmo)l

RS

e IIy(up) converge fortement vers ug et e(IIy(ug))n est bornée dans L*(€2). Donc,
elle admet une sous suite qui converge faiblement vers (ug) dans L*(2). De plus
Py (myg) converge vers mg dans L*(Q) fort, ainsi

/Qe(HN(uo)) c (A (A Py (mo)®Py(mg))) — /Q&?(uo) S (™ me®my)).

e Par (I11.3.38),
/Q (A : e(Tn(up))) = e(Tn(ug)) — /Q (A e(uo)) : e(uo).

e Par la continuité de I'application de H'(Q) dans L?*(T'y), (IIx(ug))n est bornée
dans L*(T';) et
y(ug) — ug dans L*(T),

alors,

/F [ Tn(ug) — J - ug.

o
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D’ou,
lim EL(t=0)=E&"t=0).

N—+4o00

On remarque que Py(my) converge vers my fort dans L*(2), et |my| = 1, donc
/(|PN(mo)|2 — 1) =0
Q

c) Passage a la limite inférieure dans le premier membre de ’égalité d’énergie
(I1.3.20) :

o Ik converge faiblement vers 27 dans L*(0, T, L*(12)), donc

ot
T 2 T
/ / < lim inf / /
0o Ja 0o Jao

e m}(t) converge vers m"(t) dans L*(Q) et (Vm}(t))n est bornée dans L?(€2) pour

2

om”
t

om’;
0 ot

t > 0, donc il admet une sous suite qui converge faiblement vers Vm'(t) dans

L*(Q)). Par suite
/|Vm7’|2 < liminf/ VL.
0 0

e m/ converge vers m'" dans L*(Q2), hy est continue et ® est quadratique, donc :

[ha(m™)[* — [ |ha(mi)[*
R3 R3

[ o) — [ @,

e m}; converge fortement vers m” dans L*(Q2) et e(u}) converge faiblement vers e(u")

dans L?(92), donc
|ty — [ e,
J =17 — [ g =02

/Qe(u?\,) (A (Al em))) — /Qs(u") (A (A mT @ mT)),

et par Proposition I1.2.11

et

/Q (A e(u) : e(u”) < liminf / O e(ul)) : e(ull).

Q

n
o (ag—tN) ~ est bornée dans L?*(€2) pour ¢ > 0, donc on peut extraire une sous suite qui
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converge faiblement vers dgtl et

2
/ < lim inf /
Q Q

e (ul)n est bornée dans L*(T'y) d’apres la continuité de H'(Q) dans L*(T'z), puis il
admet une sous suite qui converge faiblement vers u7 dans L*(T') et

/g~unN—> 1.
T'o T2

Par conséquent, les deux parties b) et ¢) donnent que la limite inférieure lorsque N tend vers
+o0o de (I1.3.20) implique (I1.3.39). O

ou"

ot

oul |?
ot

Dans la suite, on passe a la limite lorsque N tend vers 4+o0o dans le modeéle de Galerkin

(I1.3.15), pour trouver les formulations faibles vérifiées par m” et u".
Passage a la limite dans la premiére équation de (I1.3.15) :

On fixe N’ < N et on prend v € Viyr et £ € C°([0,T];R). En ce cas, v {(t) € Vy pour tout
t, et intégration sur (0,7 de la premiére équation de (I1.3.15) donne :

//3mNu£+/ /mN //Hfu£+ //\le2 m -l = 0.

(I1.3.40)
On a ¢ € CY%[0,T];R) et v € Vyr, donc vl € LP(0,T x Q) pour tout p < 4 et hVp €
LY0,T; L*(Q)).

On justifie la convergence de (I1.3.40) lorsque N tend vers 400 terme par terme :

om;

® o

converge faiblement vers ‘9’” dans L*(0,T x ), donc

[ [ [

et m% converge fortement vers m" dans L*(0,T x §2), alors

/()T/Q(m?v/\vﬁ) //m”/\M (9m’7.

De plus e(u?,) converge vers (u") dans L>(0,T; L*(2)) faible*, ainsi

/OT/Q(/\m:()\e;g(u?v)))m?v.vﬁﬁ/oT/Q()\m A () - ol
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e m/, converge fortement vers m” dans L?(0,T x Q), hyq et ¥ sont continus, donc

/()T/th(mrjv)-vE—)/OT/th(m")-vﬁ
[ fpwmsye = [0 [

e m/; converge faiblement vers m" dans L>(0,T; H'(f2)), alors

T T
/ / vm} - hVp — / / vm™- hVp.
o Ja o Jo

e m' converge fortement vers m” dans L*(0,T x ), ainsi

et

/OT/Q“m O O @) gt — ) om0 s o

T T
/ /(]m?\,]Q—l)m?VmZH/ /(\m”]Q—l)mn-v@
0 Jo o Ja

Par conséquent, le passage a la limite lorsque N tend vers oo dans (I1.3.40) donne

/0 Qﬁmn vf—i—/ / M—Q/OT/(vm"'v(vﬁ)—i-hd(m")-vé)

—2/0 /Q U(m") vl 4+ (A" (A e@))m? - vl — (A 2 (A% (A m? @ m")))m” - vl) =0

Or (V) n dense dans H'(£2), donc on peut écrire la méme égalité pour v € H'(2). De plus, les
combinaisons linéaires de (¢, z) — £(t)v(z) ou £ € C*([0,T],R) et v € H'(Q) sont denses dans
L9(0,T; HY(Q)) avec ¢ < +00. D’ott la limite (m?, u) vérifie : pour tout w € LP(0,T; H'(2)),

//8m’7 w+/ —2/ / Vm” Vw + hy(m") - w

+W(m") - w+ (A ( )))m” w — cm?@mn)))m" - ) =0
(I1.3.41)

Passage a la limite dans la deuxiéme équation de (II.3.15) :

On fixe N’ < N; On prend v € Wy et £ € C°([0,T[;R). Donc, vl € Wy et l'intégralité
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sur [0, 7] de la troisiéme équation de (I1.3.15), donne

/ / a:;N hp —i—/T/Q()\eze(u’]V)):a(M)— [ g-vtar o
= [ o omm @ mi) <) e

On justifie la convergence de (11.3.42) lorsque N tend vers 400 terme par terme :

e on a la fonction test ¢ s’annule sur 7', donc

T (927,/]\, du},  Ohg ou,
AL e // "%*AE”—WMW

a oh
uN- atg—i—/HN(ul)-h(())g.
Q

De plus, gtN — 2% dans L>(0,T; L*(Q)) faible*, Ty (u1) — uy dans L?(2) fort et

ot ¢ LY(0,T; LQ(Q)), donc

T 92 n
// 8au2N vf—)/ /8u ovt /ul-f(O)v.
aJo Ot Q

e =(u}) — e(u") dans L>(0,T; L*(Q)) faible* et e(vf) € L'(0,T; L*(Q)), alors

[ fossseamiaen— [ fo-w-aen

e m’ — m" dans L*(0,T x Q) fort, et e(vl) € L*(0,T x ), donc

/OT/Q(/\ei(A tm @mY)) :e(vl) —>/ /)\e W g mm)) : (o).

Dong, la limite lorsque N — +o0o de (I11.3.40) donne :

ou"  ovl
/07TXQ 5 T /,TXQ()\e ce(u) :e(vl) — /Qul L(0)v + /O,TXFQ feol
= —/ (A®: (Mm@ m™)) :e(vl).
0,Tx%2

(11.3.43)

Par Proposition 11.3.15, on a (Wy)y dense dans V(€2), donc I'équation (I1.3.43) est vrai
Vv € V(). De plus, les combinaisons linéaires de (¢,z) — £(t)v(x) avec £ € C([0,T[,R) et
v € V() sont denses dans W™?(0,T;V(£2)) avec 1 < ¢ < oo, d’ott la limite (m”", u") vérifie :
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pour tout w € W™4(0,T;V (Q2)),

ou" 0
/ 8_128_:15)_/ ()\eza(u”)):e(w)—/ul-w((),m)+/ frw
0,7xQ 0,TxQ2 Q 0,TxT'y

(I1.3.44)
_ _/OT O (T ) s (),

Pour conclure, (m",u") vérifie (I1.3.39)-(11.3.41)-(I1.3.44), donc c’est une solution faible

pour le systéme pénalisé (11.3.8).

I1.3.3 Passage a la limite dans le systéme pénalisé (11.3.8)

Remarque 11.3.17. Puisque la donnée initiale mq satisfait |mg| = 1 p.p., le coté droit de
[’estimation de [’énergie 11.5.39 ne dépend pas de n et le terme de pénalisation disparait pour
t=0.

Ainsi, d’aprés 'estimation d’énergie (I1.3.39) et la Remarque I1.3.17, en utilisant les mémes
arguments que dans la section précédente, on obtient que les quantités suivantes sont unifor-
mément bornées par rapport a 7 :

om"
[ ]

est bornée dans L*(R™; L(Q)),
e Vm" est bornée dans L= (RT; L%(Q)),
e m" est bornée dans L>=(RT; L(Q)),
e c(u") est bornée dans L>°(R™; L()),
° % est bornée dans L>®(R™; L*(Q)).

Avec cette borne, on peut extraire une sous suite, encore notée (m”,u"),, qui converge

faiblement vers une limite notée (m, ) tel que pour tout 7' > 0,

e m" — m dans L>(0,T; H'(Q2)) faible*,

m" —s m dans L>(0,T; L*(2)) fort (d’aprés Lemme 11.2.3),

om"  Om
- — L?(0,T; L*()) faibl
g o dans L?(0,T; L*(2)) faible,

u? — u dans L*>°(0,T; V) faible*,
ou"  Ou

PN oo . T2 : *
* = T dans L*>(0,7"; L*(§2)) faible*.

Proposition I1.3.18. La limite m vérifie la contrainte de saturation

im(t,x)| =1 p.p. t e R, 2z € Q.
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Preuve. Le premier membre de 'inégalité (11.3.39) est borné uniformément par rapport a 7

par Remarque I1.3.17, de sorte que pour tout T" > 0 et 1 assez petit, il existe C' indépendant

T
/ / ("2 - 1)° < 40T,
0 Q
T
/ /<|mny2—1)2 o
0 Q nN—>+00

en outre, m"” — m dans L?(0,T; L*(Q)), alors

[ fame =19 — [ [ -1y

et d’aprés 'unicité de la limite
T
| [amp =17 =
0 Ja

D’ou (Jm|* —1)? est mesurable positive d’intégrale nulle, dans ce condition, elle est nulle p.p.
et /m| =1 p.p. sur (0,7) x Q. O

de n tel que :

d’ou VI > 0,

Proposition I1.3.19. La limite (m, u) vérifie linégalité d’énergie suivante : pour tout T > 0,

(11.3.45)

avec

e = [ (19mP+a0m+ 500m) + [ Ihatml = [ 0 0 (3 mio m)
ou|?

%/Q(_

ot

+ (A€ e(u)) : 5(u)> — [ f-vdl.

Iy

Preuve. Puisque |mg| = 1 presque partout, alors Vn, £7(0) = £(0), donc par I'inégalité

(I1.3.39), on a

VT, EN(T 8m’7 2

£(0). (I1.3.46)

On passe a la limite inférieure de (11.3.46), lorsque n tend vers zéro, terme par terme :

o 2 . O dans L(0,T}; L*(12)), donc

2
< lim inf 0m
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m" — m dans L>(0,T; H'(2)), alors

/|Vm|2 Sliminf/ Vm"|?.
Q Q

m" — m dans L?(Q) fort, ® et hy sont deux application continues, ainsi

[ atm) — [ o),

/Q ha(m") —s /Q ha(m).

m" — m dans L*(2) fort, donc

A%W%%LQM-

De plus e(u") — ¢(v) dans L?(2), alors

et

/e(u") (A mT @ m)) — / e(u) : (A : A" m @ m))
Q Q
et par Proposition I1.2.11,

/Q()\e ce(u)) re(u) < liminf/()\e ce(u)) s e(ul).

Q

9ut) .« 9ult) gans L2(Q) faible, ainsi

ot ot
2
/ < lim inf /
Q 0

Par la continuité de la trace de H'(Q) dans L*(T'y), u” — u dans L*(Ty), donc

2

ou

ot

ou"

ot

fu'dl — frudl.

FQ I‘l2

Par conséquent, le passage a la limite inférieure de (I1.3.46) lorsque 7 tend vers zéro donne
(I1.3.45). O]

Pour passer a la limite lorsque le terme de pénalisation n tend vers zéro dans (I1.3.41),

on considére une fonction y € C®(RT; H'(2)) a support compact dans [0, 7] avec T > 0

et on prend comme fonction test dans l’équation (I1.3.41) du systéme pénalisé, (t,z) —
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m"(t,x) A x(t,z) € LP(0,T; H*(2)), car m" € L>(0,T; H'(€2)). On obtient,

U U
//(am +m" A 88 ) m”/\x-—?/ /Z%TZ — m"/\x)

+2/ / hd m") + U(m") + (A : (AC (u”)))m") S(m" A Y) (I1.3.47)

‘?A Lm0 8 - (0 ).

T
/ /(|m’7|2—1)2m’7-m"/\X:0.
o Jo

Par des calculs algébriques, on a

car

om” om"

. n — (" .
5 (M AX) = —(mTA =) - X
et
om” om" om”
n . n — (7 n v — — (7. n. 7|2 .
(m? A =5=) - (m A X) = = (7 A (' A=) X = = S X P
Do,

/T/ 8m”+ n/\@m” " A // 8m77_ n/\am" _
o Jo o T N T )T AT AT )X
//’mn‘z amn‘
77
// am )(m™ - x).

On a m” — m dans L>(0,T; L*(2)) fort et 22 — 9% dans L2(0,T; L*(Q)) faible, donc

//(87”77 8(;7;”) m"Ax — / /(——m/\%—?).x
v [ i =1y 5
L)

= 0, ceci donne

om
ot

ARG s R A C A RS
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Par le méme genre d’arguments, on prend la limite dans la partie droite de (I1.3.47) et on
obtient que pour tout x € C>°*(R™; H*(2)) on a

om om , I
/R+><Q (E_m/\g) X(t,x)dtdx_g/ Z A

RTxQ " aSCZ ‘ axz
-2 /R+Xﬂm A (hg(m) +¥(m)) - x — 2/R m A <(/\m (A : £(u))m (11.3.48)

—(AM (A (N m e m)))m) %

><+Q

On passe a la limite dans I’équation d’onde (I1.3.44) du systéme pénalisé. Soit y €
Ce(RT;V(Q)), il existe T > 0 tel que supp(x) C [0,T7] et

Q

/O,TXQ%~?9—§—/O7TXQ(AG:5(M)):e(X)—/ulx(O,:c)d:c—i-/

fex
R+><F2

- _/ (A% (A m" @ m") :e(x).
0,7'xQ
On a

ou”

9 — % dans L>(0,T; L*(2)) faible* et % € LY(0,T; L*(Q)), alors

[ om0 o
orxa Ot Ot orxq Ot Ot

o =(u") — g(u) dans L>(0,T; L*(2)) faible* et e(x) € L(0,T; L*(f2)), donc
/OTXQ()\e ce(u) s e(x) — /OTXQ()\e ce(u)) e(x)-
e m" — m dans L*(0,T; L*(Q)) fort et e(x) € L*(0,T; L*(Q2)), ainsi

/OT O s @) (1) —>/OT O e m)) ()

Par conséquent, pour tout x € C2°(R™;V(Q2)), on a

/R+><Q % ' ?9_1( - /F<+XQ()‘6 re(u) re(x) — / urx (0, z)dx +/ Fox

Q R+ xTg

__/R+ Q(/\e:()\m:m@)m)):€(X)

En conclusion, on obtient que (m, u) est une solution faible globale en temps pour (I1.1.1)-
(I1.1.2)-(II.1.4), d’ou Théoréme 11.3.3.

(11.3.49)
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II.4 Plaque mince ferromagnétique avec magnétostriction

I1.4.1 Modéle tridimensionnel de plaque ferromagnétique avec magnétostriction

On considére une plaque mince ferromagnétique €2,,, avec 1 est une constante positive, de

la forme
Qn = wx] - 77777[7

avec w est un domaine régulier de R%. On suppose que cette plaque est encastrée sur I'] =
Cyx]—n,n[, avec C; C dw. On suppose que la mesure 1d de C; C R? est strictement positive, ce
qui entraine qu'’il en est de méme pour la mesure surfacique de I'Y. On désigne par C; = 0w\ Cy,
I =Cox] —nnlet TL =w x {£n}.

FIGURE II.1 — Q, = wx]| —n, 7]

Définition 11.4.1. On définit les espaces utilisés dans cette section :
Vi={ve H(Q,); v=0surT]},

Vi={ve H(Q); v=0 sur}},
V(w) ={v=(v;) € H'(w) x H'(w) x H*(w); v; = 0 sur C; et Oyvs = dov3 = 0 sur C; },
Vi (1) = {f € H' (); =0 sur T} et ei3(€) =0 dans Qy pouri € {1,2,3}}.
Lemme 11.4.2. L’application I définie par

IZV(U)) — VKL(Ql)

v ((Ua — 130403), U3),
est un isomorphisme.
Preuve. Pour la preuve, voir [28] Théoréme 1.4.1. O

On utilise cet isomorphisme pour prendre une condition initiale convenable et dans la
section I1.4.3 pour trouver une déformation u ne dépendant pas de la troisiéme variable x3,

c’est & dire définie seulement sur w.
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Soient mg € H'(w;S%*(0,1)), 4p € V(w), u; € L*(w) tel que la troisitme composante
(u1)s = 0, gt et g- € L*(w) et h € L*(Cy). A partir de ces conditions, et pour obtenir
une solution faible sur €2,, on définit les conditions initiales et limites suivantes : en posant

up = I(tp) (voir Lemme 11.4.2), on pose :

mg(x?7 ZL‘;], Ig) - mﬂ(x?v l’g),
2"

uga(x?> Z’g, 1‘3) = Upa (l’l, :L‘g, _3) )

1 2 (11.4.1)
dy(aladil) = o (g, )
ui(zy, x5, 25) = ui(xy, x3)

On définit les forces appliquées a la frontiére de €,, ¢"*, ¢"~ et A" par :
+
i (x) 2y, En) = ngx (el x3) et gf (af, @y, £n) = 1’y (o], 23)  sur T,
(I1.4.2)

(el ey, 03) = ha(x],25) et hy(a), a3, 23) = nhg(af, 23)  sur I,

On a my € H'(Q,;5%(0,1)), ug € V", u] € L*(Q,), g"* € L*(I'"}) et k7 € L*(T'3). Donc,
par le Théoréme 11.3.3, pour chaque n > 0, il existe (m", «") une solution globale faible pour
I'équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction (I1.1.1)-(I1.1.1)-(I1.1.4) avec les

données initiales mg, ug et uj et vérifiant les conditions aux bords :

+

g"=  sur I},

ol-n=
R sur I,

avec 07 = (A® : e(u)) — (A® : (A m"” @ m")). Donc, (m", u") satisfait :

1. m" € L®R*; H'(Q,;R?)) satisfait la contrainte de saturation |m”(t,z)| = 1 pour

presque tout (t,z) € RT x Q,,

n
2 I PRS0, RY))

3. m"(0,-) = m{ au sens de la trace en Hz(Q,),

n
4. u" € L=®(R*; V") et % € L>®(R"; L*(Q2,;R?)),

5. u(0,-) = ug et 222(0,-) = uf(-) au sens de la trace en H2(Q,),
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6. pour tout x" € C>*(R*; H*(Q,; R?)),

om" om” 5 am 9"
o n —9 n )
/FHXQ7 ( oy m'’ A o )X (t,x)dt dx /RWQn;m A 90 O

—2 / m" A (hg(m™) 4+ T (m") + (A2 (A 2 e(u?)))m") - X" (11.4.3)
Rt xQ

+2/R+ Q m? A (AT (A% (Mm@ m?)))m”) - X7,

7. pour tout £7 € C(RT; V"),

n n
/ Ou 9¢7 _/ (0 : e(u™)) : (€7 +/ g en +/ gt en
R+ xQy, ot ot Rt xQy, R+ XTI R+ T}

—l—/R+ Fnh-é‘”_/g 1/17.577(0,35):_/RJr ) (A (A @ m™) : e(€7),
2 n n (11.4.4)

8. pour tout t > 0, on a l'inégalité de I’énergie suivante :

8m’7 2

n M) 1
(m™", u E(mY,ud),

g(m"’uﬂ) = /Qn [|Vm77|2+q)(mn)] _|_/Rg|hd(m77)|2_’_%/gn Q(mﬂ)
n\ . e . m . 7 n 1 (S n . n
_/Qng(u).(/\ Oy ®m))+§/ﬂn()\ e(u)) - e(u)

+1/ ou”
2 Q,

2
el _/ gn—_un_/ gn+,un_/ Bl
r T Iy
Le domaine €, dépend de 7, donc il n’est pas facile de passer a la limite lorsque 7 tend

ot

vers zéro. Pour cela, on définit un nouveau modéle sur €2; dans la sous-section suivante, c’est
a dire dans un domaine fixé indépendant de 7, par un changement d’échelle convenable.

I1.4.2 Modéle redimensionné

A un point courant 7 = (z]) de I’ensemble 2,,, on associe, notamment dans les relations
(I1.4.5)-(I1.4.10), le point © = (z;) de l'ensemble €y = wx]|0, 1| définit par z, = 2z} pour
a=1ou?2etaz= %xg On pose 9; = 0/0x; et 9;; = 0?/0x;0x;; on a donc d1 = J, pour
a=1ou?2etd = %83. A la solution (m”,u"), a hg(m") et aux champs X7 = (x7) et
&M = (&) apparaissant dans (I1.4.3), (IT.4.4), on associe la solution mise a I'échelle M, H"
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et U" définissent par les relations suivantes :

M (t, x1, 29, 23) = m"(t,x], 20, 21),
Hn(t7 L1, L2, I‘3) = hd(mn(tv .T?, 1’727, 'Tg)),
(I1.4.5)
UMz, 29, 23) = ul (2], 23, 2]) pour a = 1 ou 2,
U{g(xh L2, l‘3) = 77”3@717» Ig, l’g)
Pour £ € V(4), on définit le 2-tenseur ¢(n, £) par
€ap(n,§) = €ap(§) pour a, B € {1,2},
1
50(3(7775) = 560[3(6) pour o € {17 2}7 (1146)
1
e33(n,§) = ?533(5)-
On a alors :
e(u") =e(n,UM), (IL.4.7)
et pour tout " € V(£2,,), on a
e(€") =e(n,§), (11.4.8)
ou & est donné par les relations suivantes :
Ealt,xy, 29, 23) = E1(t, a7, x5, x]) pour a = 1,2,
(I1.4.9)
&t w1, 0, 3) = n&( 2], x5, 23).

En outre, pour x7 € C°(R*; HY(Q,; R?)), on définit x € C°(R™; H'(4;R?)) par la relation
X(t, 1, xo, x3) = X" (¢, 2], 23, ). (I1.4.10)

Par conséquent, (M", U") satisfait les propriétés suivantes sur € :
- M" e L®(RT; HY(Q1;R?)) et |M7(t,z)] =1 p.p. (t,x) € RT x Q,
oM™"

" € L*(R*; L*(1;R?)),

- M0, 21, g, x3) = mg(0, x1, 2, nx3) = mo(z1, x2) au sens de la trace,

- Une L®(RH; VY et &% € L(RF; L*(Qy)),

U0, x1, 9, x3) = ug(x1, T2) et 8{%(0, x1, X9, x3) = uy (1, x2) au sens de la trace,
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- pour tous y € C*(R*; H'(Q;R?)), on a

2

oM" oM™
— M"TA =2 g M A\ Oy M" - 0,
/R'*‘xﬂl ( ot ot )X /R'*'xﬂl a=1 X

2
+— M”AﬁgM"-83X—2/ M"AN(H"4+ ¥ (M) - x
n” JR+xo, R+ (I1.4.11)

_2/ (MTA N (A e(n, UM))) M) - x
Rt x

42 [ A (N (5 A M M)A - x

- pour tout £ € C°(R*; V1), on a

2
ounog, 1 / U O, / .

S T T AT um): ,
/R+><§21; ot ot +772 Rixo, Ot Ot R+><Ql( e(n,U") :e(n, &)

+/ gt — g+.§+/ h-&— | wu-€0,2) (14.12)
R+xI't R‘F><F}F RtxI} QU

:/R+ O M M) (. 6),

- pour tout ¢ > 0, on a
2

8]\/[7’

£(0), (IL.4.13)

avec

£1t) = Lerwny= [ o+ - o [y [ e |
(951 (951 R3

’f] N =1
Q(M") - / S, U £ (A - (A2 M7 @ M)
2 0 19

1 |oUy
ot

2 2

1
—i——/ [(Aeza(n,U” ce(n,UM) Z
951

2

U77

2 =1

_/ g—.Un_/ g -U"—/h-U",
rt ri ry

Remarque I1.4.3. Puisqu’on prend des conditions initiales vérifiant : dsmg = 0, £;3(ug) =0

pour i € {1,2,3} et (uy)s =0, alors E"(0) est indépendant de 7.
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I1.4.3 Borne uniforme et passage a la limite lorsque I’épaisseur de la plaque

tend vers zéro

Dans cette section, on utilise I'inégalité (I1.4.13) et la Remarque 11.4.3, pour trouver une

borne uniforme de M" et U" par rapport a 7.

Pour équilibrer le terme de mauvais signe dans I'inégalité d’énergie, on utilise Lemme [1.2.9

et 'inégalité Cauchy-Schwarz, pour obtenir :

/Q e(n, U") : (A% (A MT@M™)) < / i(Aeza(n,U")):a(n,U”)Jr Q(M™). (IL4.14)

Q1 Q

Le fait que A€ est un 4-tenseur symétrique positif implique qu’il existe une constante positive
A% de sorte que

|0 e 0m) 20,07 2 0 e, U (11.4.15)
1

En outre, par continuité de la trace de H'(Q) a valeur dans Hz(8%), il existe Cy, une

constante dépendant uniquement de €2y, telle que
/ g - u” +/ gt-un —|—/ h-U" < CL U g ay)- (I1.4.16)
rt rL ri

Maintenant, en utilisant 'inégalité d’énergie (11.4.13), et les inégalités (I11.4.14), (I1.4.15),
(I1.4.16) et le fait que Q(M") et ®(M™) sont positifs, on obtient que pour tout ¢ > 0,

2 t 2
1 oM™
Z ||aaMn||2L2(Ql) + —2||33Mn||%2(91) + ||Hn||%2(R3) ‘f’/ / ot
=1 " 0 Jo (I1.4.17)
\*
+ = e, U2y = CHlIU @y < €7(0),
Par la définition (I1.4.6) et I'inégalité de Korn I1.2.1, il existe ¢ > 0 tel que
le(. O)llz2ny > lle(@)llza@i) > cllé @) pour tout € € V. (IL.4.18)

Par conséquent, si on applique I'inégalité (I1.4.18) dans (I1.4.17), on obtient que, pour tous
T > 0 et n dans un voisinage de zéro, il existe une constante C' indépendante de 7 telle que

oM™"
o =5 llezoriz2y < €,

o |00 M| Lo 0,7:02(00)) + [[02M || Lo 0,7522(001)) < O,
1
* EH@M"HLM(QT;L?(QQ) <C,

o [|U"|2) < C,
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7 n
I T -
Lo(0,T;L2(Q1)) Loo(0,T;L2())
7
1 I
ot Lo°(0,T;L2(21))

o [le(n, UM)|[z20) < C,
* ”HHHLOO(O,T;L?(R?’)) <C.
Ainsi, on peut extraire des sous-suites, encore notées (M", U") et H", de telle sorte que :

e M" — M dans L>=(0,T; H*(€,)) faible*,

oM" oM :
= H dans L*(0,T; L*(£;)) faible,
e U7 — U dans L>(0,T; V') faible*,
n
3 o _ o dans L>(0,T; L*(£2;)) faible*,

ot ot
e H" — H dans L>(0,T; L*(R?)) faible*.

De plus, on a
OsM" — 0 dans L™(0,T; L*(€2;)) fort ,

et
ouy
W — 0 dans L>°(0,T; L*(€)) fort ,
donc M dépend seulement de (t,z1,22) € RT X w et ne dépend pas de z3 et Us ne dépend
pas du temps.
On remarque également que (%,%3([]77))17 pour a € {1,2} et (n%sgg(U"))n sont bornées

dans L*(;), car (¢(n,U")), est bornée, cela donne que
ei3(UT) — 0 fort dans L*(9),

c’est a dire e;3(U) = 0 pour i € {1,2,3}. Par conséquent, U € L>®(R"; Vi (1)), puis par
Lemme 11.4.2, il existe & € L>(R™; V(w)) de sorte que

Ua(t, 1,29, 23) = Ua(t, 1, 22) — x30,Us pour o € {1,2},

Us(t, 1,9, 23) = us(t, 1, T2). (1-4.19)
Notation I1.4.4. Pour v = (vy,ve,v3) € V(w), on note vr = (v, v).
Puisque U”7 — U dans V! faible, on a
e(n,U") — A faible* dans L>(0,T; L*(1)), (11.4.20)
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ou A est un 2-tenseur symétrique vérifiant

Aup =¢eap(U) pour a=1,2.

_ 1 [
A::—/ Adxs.
2 ),

Alors A est une 2-tenseur satisfaisant

On pose

Aup = eap(t) pour o, € {1,2}, (I1.4.21)

1
/ $3dl’3 =0.
-1

M" — M dans L>(0,T; L"(€4)) N C°([0, T); L*(£2;)) fort pour r < 6,

car

De plus, on peut prouver que

en utilisant le Lemme d’Aubin-Simon en [10], théoréme I1.5.16. Ainsi, on peut extraire une

sous-suite, toujours notée (A7), de sorte que
M" — M p.p. dans [0, 7] x €.

Donc M vérifie la contrainte de saturation |M (¢, z1,z2)| = 1 p.p. dans R x w, et par conti-
nuité en temps et valeurs dans L?(€2;), M (0, z) = mo(x) au sens de la trace.
11.4.3.1 Passage a la limite dans 1’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert

Maintenant, on essaie de passer a la limite dans la formulation faible (I1.4.11).
Soit x € C°(R™; D(@)). On définit ¢ dans RT x ; a partir de x par :

C(tv X1, T2, 'IS) = X(t7 Xy, x?)-

Alors, ¢ € C*(RT; HY(Q)) et 93¢ = 0. On prend ¢ comme fonction test dans (I1.4.11), on
obtient

oM™ oM™ oM I
_ TN — ). = n L
/mm( o M 6t> ‘ Q/RWI;M TR

—2/ M”A(h2+\If(M"))-c+2/ MTA N (A e(n,un)Mm - ¢ (114.22)
Rt x4 R

+><Ql

+2/ MPA((A™ (A% (A M7 @ M) M) - ¢
R+ %
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Soit [0, T le support de x dans RT. On passe a la limite lorsque n — 0, terme par terme :

M M
e ona 0 88_75 dans L?(0,T; L*(€)) faible, M" — M dans L*(0,T; L*(Q,)) fort et

t
¢ € L>(0,T; L*(9)), donc

oM™" oMM oM oM
— n . - .
/R+><Ql ( ot MEA ot ) C—> /R+><Ql ( ot M ot ) C

oM oM
. IE M .
/Rm,(at 8t) X

e On a M7 — M dans L>(0,T; H'(£;)) faible* et M7 — M dans L>(0,T; L*(£2;)) fort
et ¢ € L*>(0,T; L*()), donc

2 2

M7 M
D | ZM/\a— %
R+ x4 Rt x4

0z, 8:6a 0r, Ox4
5
oM ax
= 2 M AN —
/I;+><w ag aﬂfa (%ca
e de plus, ¥ est continue et H? — H dans L*°(0,T; L?(R?)) faible*, donc
/ MY A (R4 U(M™)) - ¢ — M A (H + W(M)) - ¢
R+ x4 Rt xQ;
= 2 MAN(HA+Y(M))-x.
R+ xw

e Ona M" — M dans L>=(0,T; L*(€2;)) fort et e(n, U) — A faible* dans L>(0,T; L?(£2;)),

donc

R+><Ql

/m ) MIA MR (N o e(n, UM - ¢ — MAM (X A)DM -

= 2 MAN (A A))M -y
R+ xw

car M et ¢ sont indépendants de x3.

e On a M" — M dans L>(0,T; L*(€,)) fort, donc

/R+ AP (I O (M7 @ M) ¢

— MA((A™: (A% (™ Mo M)))M) - ¢

R+><Ql

=2 MA (™ (X (™ M@ M)))M) - x.

Rt xw
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Par conséquent, la limite lorsque 1 tend vers zéro de (11.4.22) donne : Pour tout y €

C(RY; HY (w)),

M M
/ (a——M/\a—>-X:—2 MANAM - x—2 MAN(H+Y(M))-x
R+ xw ot ot R+ xw R+ xw
-2 MAMN (N A))M - x +2 MA((A™ (A% (™ Mo M)))M) - X,
R+ xw R+ xw

(11.4.23)

Décrivons H, la limite du champ démagnétisant H”. Puisque hg(m") et m” satisfont
(I1.1.3), puisque H" (resp. M") est déduit de hyz(m") (resp. m") par (I1.4.5) (resp. (I1.4.5)),
et utilisant le fait que M — M dans L?(2;), on peut appliquer le Lemme 2.1 dans [15] pour

obtenir )
0
— 0 pour (z,y,2) € €,
H(t7ﬂ7’y72) = Mg(t,ﬂf,y) (11424)
\ 0 pour z ¢ R3\ Q.
Par l'utilisation (II.1.3), on peut écrire
\H"?=— | H"-M".
R3 ol

Puisque H? — H dans L*(R®) et M" — M dans L*(€);) fort, donc

1
Lme— 3 [ o pap) = [ jap,
R3 1971 R3

de sorte que H"7 — H fortement dans L?(R?).

11.4.3.2 Passage a la limite dans 1’équation d’onde

Dans cette section, en explicitant la limite de la formulation faible de 1’équation d’onde
(I1.4.12), on va caractériser @i ainsi que tous les coefficients de A.

On prend une fonction test dans la formulation faible (I1.4.12) de la forme

Ul(t7x17$2)
E(t, 21, 0, x3) = | va(t, 21, 29) | pour (¢,x1,x2,23) € RT x Oy,
0

avec v, € C*(RT; H'(w)), tel que v, = 0 sur C;. Donc, £;3(£) = 0 pour i € {1,2,3} et on
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obtient

2
oU" 9&,
/ PP / (Ae:e(n,U"»:e(m/ g+-5+/ g" ¢
Rtx R+ x4 R+xI'l RJF><F1

CE— . = C.Hn. .
T LR AR U B O T

(I1.4.25)
oun  oUu :
Soit [0, 77 le support de £ dans RT. On a 5 dans L>(0,T; L*()) faible*, donc
~ Uz 06 "~ 0U, 96
Lo X% L S
Rixa, = O Ot Rixay 4=y Ot Ot (11.4.26)

_2/ 8’U,T aUT
T Jei, Ot Ot

De plus, e(n, U") — A faible* dans L>(0,T; L*(2;)) et M — M dans L>(0,T; L*(€2,)) fort,

donc
Looemum — [ o)
R X (IL.4.27)
=2 [ S0 Do),

et
L osomareymyiee — [ 00 (M@ ) =

ZQ/R S (A M @ M))apgas(vr).

+xw affi=1
(11.4.28)
En outre, on a
/ gtoe= / S
R+ xT'} Rt xwx{£1} (11429)
R+ xw
et
RJFXF% R+XC2X]_171[ (II 4 30)

2/ ]’LT - U,
Rt xCs

1
puisque h ne dépend pas de x3 et / xg = 0.

-1

Par conséquent, la limite lorsque n — 0 de (I1.4.25) donne : pour tous vy € H'(w) tel que
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vp =0 sur C; :

2

OﬁT 8UT / e = 1/ _
— == - N A)ppeas(v) + = T 497) - +/ hy -
/R'*‘xw ot ot R‘*‘><woc,6’z—1< )/3 B(U> 2 R+><w(gT gT) o Rt xCa e

- /R+ uirvr (0, z) = _/ Y (AT M @ M))ageas(v).

Rt xw Olﬁ 1

(I1.4.31)

Dans la suite, on va caractériser A, et on va voir qu’on peut écrire A d’'une maniére unique

en fonction de M et trp.

La multiplication de (I1.4.12) par n?, I'utilisation de % — 0 dans L>(0,T; L*(€,)) fort ,
et le passage a la limite lorsque 7 tend vers zéro donne

/ ()\e : A)33€33(§) = / (/\e : ()\m M ® M))33€33(§). (11432)
R+ %1

R+ XQl

Pour ¢ € D(RT X w), on choisit £ tel que :

(o =0pour a=1,2
§s = 3,

donc, es3(€) = ¢, et (11.4.32) implique

A+XW(A6 t A)szp = 2/ (A (A M @ M))ssp,

R+ xw

car M et ¢ sont indépendants de z3, et ¢’est vrai pour tout ¢ € D(RT x w). Done,

(A®: A)gz = (A (A M ® M))s3 dans L*(RT x w). (11.4.33)
On fixe o € {1,2}. On multiplie maintenant (I1.4.12) par 7 et on choisit la fonction test

T3p sl =aq,
& = .
0 sinon,

avec ¢ € D(RT x w). Ensuite, on passe a la limite lorsque n — 0, on obtient

¢ sous la forme :

[0 A= [ 0807 e sy

R+><Ql

Alors,
A A)az = (A (AN M ® M))a3 dans L*(RT x w). (11.4.34)
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Par conséquent, pour i € {1,2,3}, on a

(A A)s = (A (A" M ® M));3 dans L*(RT x w). (11.4.35)

Proposition I1.4.5. Soit D € M;3(R) une matrice définie par
Dij = MNapss

Alors, D est une matrice symétrique positive.

Preuve. - D est symétrique : Dy = M\G13 = A\igi3 = Dii (car A® est symétrique).

- D est définie positive : Soit € R?, et soit & une 2-tenseur définit par

0 0 =
e=|o o =z
On a
3 2 3 2 3 3
e gij okl e caB ekl e a3kl e 330kl
Z Aju7ET = Z Z Aapri et 4 22 Z Aasu&™ET + Z Assm€ €
ijki=1 aB=1ki=1 a=1 ki=1 ki=1
3 3 3
=0+2 Z Aiaa€ € + 2 Z A€M + Z Nz €M
ki=1 ki=1 ki=1
3 3 3
Kl Kl Kl
= Z Aigat1 €% + Z Mo a€™ + Z As3u 238
ki=1 ki=1 ki=1
3 3
= Z Z )‘%klxigkl
i=1 ki=1
3 2 3 2 3
=2 2 Naapti€™ +2) Y Niaawi€™ + Y Nyt
i=1 af=1 i=1 a=1 i=1

3 3 3
_ e 13 e 23 e 33
=0+2 E :)‘i3135’7i§ +2 E Aiza3 i€ + E Niz33 i€
i—1 i=1 i=1
3 3 3
_ e € e
= E Ni313TiT1 + E Ni303TiT2 + E Ni333TiT3
i—1 i=1 i=1

3
= E x; Dirxy,

tk=1
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et puisque \® est symétrique positif donc il existe A\°* tel que

3

3 3 3
- . ii 6*1
I S P MR ) ST

ik=1 ijkl=1 ij=1

Pour dire que @7 est unique a partir de M on utilise le Théoréme de J.L. Lions (Theorem
10.14 dans [11]). Pour cela, on écrit A de la maniére suivante :

A=A"+ A%
avec -
) 0O O A% 511(~T) 512(~T) A%
Al = 0 0 A% et A2 = €921 ('L~LT) 822<'L~LT) Ag
Al AL AL 2 &

C’est a dire on écrit
Az = A; + A? pour i € {1,2,3}.

Et on suppose que
(A AY =\ (AN M ® M));3 pour 4 € {1,2,3}.
Alors,
(A®: A%)3 = 0 pour 4 € {1,2,3}. (11.4.36)
Par l'inversibilité de la matrice D dans Proposition 11.4.5, (A}); s’écrit d’une maniére unique

en fonction de M et (A?); s’écrit d’une maniére unique en fonction de e(ir).

Finalement, 'équation (I1.4.31) peut s’écrire comme suit : pour tout vy € H'(w) tel que

vr=0sur C; on a :
_/ Ot Ovr + /(UI)TUT(Oa ) +alt, ar, vr) = F(t,vr), (I1.4.37)
Rixw Ot Ot w

avec
2

a(t, iy, vr) = / > (X% A)apas(vr),
R+Xwaﬁ:1
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et

1 _
F(t,UT) :§/|;+ (g}r+gT)-vT+/
X W

hp - vp + / ST (M2 M @ M))aseas(vr)
Rt xCo R

Fxw af=1
2

[0 Mpeastor),
Rt xw af=1

On définit 'espace He, (w) par
He, (w) = {vr = (v1,v2) € (H'(w))? tel que vy = 0 sur C; }.
On remarque maintenant que I'application N définit par

N : He,(w) X He,(w) — R

or o [ S (eunlen)?

W ap=1

est une forme bilinéaire symétrique, et par l'inégalité de Korn (II.2.1) dans €2y, on peut
démontrer que la semi-norme induite par N est une norme sur He, (w), équivalente a la norme
||| 1 (w)- Et maintenant, il est claire que a est une application bilinénaire continue symétrique
de He, (w) x He, (w) a valeurs dans R, car A\® est symétrique et £ est une application linéaire
continue de He, (w) a valeur dans R. De plus, a est coercive : soit iy € He, (w),

2

a(t, tr, i) :/ Z()\e : A%)apeap(lir)
Rt xw af=1

:/ (\®: A%) . A%
Rt xw

car A2 vérifie (I1.4.36). Puisque A® est symétrique, il existe alors A\** tel que

2

a(t, ir,ir) > /\e*/ Y (eap(@r))*.

R+ xw Oéﬁ::l

Par conséquent, on peut appliquer le Théoréme de J.L. Lions et obtenir que ur est déduit de
M d’une maniére unique par (11.4.37). Le couplage (11.4.23) avec (I1.4.37) décrit le comporte-
ment de la magnétisation et de la déformation tangentielle. Dans ce régime, les déformations

normales n’ont aucun impact sur la magnétisation.

En conclusion, le modéle obtenu pour une plaque mince de matériau ferromagnétique avec
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magnétostriction est le suivant :

M M
8@7 —M/\aa—t = —2M A Hop(M) dans RY x w

Heip(M) =AM — (M,é&)éz + W (M) + (A (AC: A)M — (A (A (AN M@ M)))M,

ol A est un 2-tenseur symétrique satisfaisant :

( 2~
- _ 1 5
%ff —div(\?: A) = =5 (g +gr) —div(A®: (AW M ® M) dans R" x w,

Aap = capllir) pour a, 5 € {1,2},
(A A)s=(\¢: (A : M ® M));3 dans RT x w,
r(0,-) = (ug)r(") sur w,

Oty

W(O’ ) = (u1)7(+) sur w,

QA A) — QN : (AN : M ® M)))-v = hp sur Rt x Co,

\

ol v est la normale sur Cy, div(S) et Q(S), si S est un 2-tenseur, définissent par : pour

a, f€{1,2},
(div (S))a =3 0555 et (Q(S))as = Sas.
B=1

I1.5 Fil ferromagnétique avec magnétostriction

I1.5.1 Modéle tridimensionnel de fil ferromagnétique avec magnétostriction

On considére un fil ferromagnétique €2, de la forme
Q, =]0, L[x B2(0, ),

avec By(0,n) est la boule de rayon 7 et de centre 0 dans R?, et 7 est une petite constante
positive. On divise la frontiére de €2, en trois parties 082, = iélrg', tel que le matériau est
encastré sur I'] = {0} x By(0,7), et on désigne par I'] =]0, L[xS*(0,7) et T9 = {L} x By(0,7),
tel que S(0,n) = {(y,2); y* +2* =7’}

Cette section est organisée comme suit; au début, on définit 1'isomorphisme qui permet
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0 L
FIGURE I1.2 -, =]0, L[xB5(0,n).

de trouver une déformation définit seulement sur |0, L[ (voir (I1.5.8)). Ensuite, on considére
une solution pour le modele (II.1.1)-(II.1.2) sur €2, et a partir de ce modéle, on définit un
nouveau modéle sur 2; par un changement d’échelle convenable, qui permet de passer a la
limite lorsque le rayon du fil n tend vers zéro.

Définition I1.5.1. On définit les espaces suivants :

Vi={ve H (Q,); v=0 sur I'T}
V() = {fve H(); v =0 sur ] et eq(v) =0 dans Q; pour a € {2,3} eti € {1,2,3}}
V(0,L) = {(vi)i € H'(0,L) x (H(0,L))"; vi(0) = 0 et 9104(0) = 0 pour a € {2,3} eti € {1,2,3}}.
Proposition I1.5.2. Soit J application définie par

J:V(0,L) — V()
(Ui)i — ((vl—yalvg—zﬁwg),vz,vg).

Alors, J est un isomorphisme.

Preuve. La procédure consiste a prouver que J est une application continue, injectif et
surjectif.

Soit v € V(0, L), on remarque que J(v) € H'(£2;) et il existe un constant positif ¢ tel que :

|J()lz0,0) < Cllvllvo,r),

alors J est continu parce qu’il est linéaire.
Supposons que J(v) = 0, cela force clairement v = 0, donc J est injectif.
Soit g € Vi (1), alors g = 0 sur T'} et

€ai(g) = 0 pour o € {2,3} et i € {1, 2,3},

donc,
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I1.5. Fil ferromagnétique avec magnétostriction

§+a—y:o,
86—5;/2:0 et %:O.

Pour contourner I'ambiguité, on se limitera désormais a des solutions pour lesquelles la ré-

gularité supplémentaire
2

(92,95) € (H*(0))"

Des équations ci-dessus, on déduit que

5291 82g1
— 0 et —0
82 a2

donc, il existe vy, vy et vz dans H(0, L) tel que

g1(z,y, 2) = v1(x) + yuo(z) + zv3(x).

De plus,

dg1 | Oga dg1 | 0gs

— 4+ —==0et —+—=—=0

oy Tor V%0 T or
donc,

0 0

ve(x) = —% et vg(z) = —%.
Par ailleurs, g = 0 sur '}, donc v1(0) = v3(0) = v3(0) = 0, et la preuve de la Proposition
I1.5.2 est compleéte. O

On considére my € H'(]0, L[; S?(0,1)), 4y € V(0,L), uy € L*(0,L) tel que (u1)y = 0
pour o = 2,3, f = (f;) € HY(T3) X (HQ(F§)>2 et F € R. On désigne par uy l'image de
tip par isomorphisme J donné dans la Proposition I1.5.2 et on définit m{, u] dans H'(£2,),
ul € L2(Y,) et f7 dans Hz (') par le suivant : pour (z,y,z) € €,

0

m (x,y,z) = mo(ili),

z 1 z
ugl(%% Z) = Uo1 (‘Ta %7 5) ) uga(x7y7z) = 5“004 <$7 %7 5) poura € {273}7

u?(x, Y, Z) - ul(x)v
z

a.y.2) = f ( ) n) e ) = b ( ) ;) poura € {2.3}.

(IL5.1)

Donc, par le Théoréme 11.3.3, il existe (m", u") vérifie :
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1. m" € L>®(R*; H'(Q,; R?)) satisfait |[m"(t,z)| =1 p.p. (t,z) € Rt x Q,,

n
2. %—T € L2(R*; LX(Q,;R%)),

3. m"(0,-) = mg, u"(0,-) = ug et 24°(0,-) = u](-) dans le sens de trace en Hz2(Q,),

n
4. u" € L=®(R*; V") et a(‘)it € L®(R™; L*(Q,;R%)),

5. pour tout x"7 € C*(R*; HY(Q,; R%))

omm om' > om"  Ox"
m" n —9 Ul .
/R+ xQy ( ot : ot ) X (t’ x)dt e /R+><Qn ; A axz axz

—2/ m" A (hg(m") + ¥ (m") + (A" : (A% 1 g(u”)))m") - X"
R+ xQ

+2/R+ A (O (A ) -

6. pour tout &7 € C°(R*; V)

n n
/ alai _/ ()\e e(u) :e(€M) +/ froen +/ Fen &
R+xQy, ot ot R+xQy R+ %I Rt xT]

_/Q ul - €0, z) = —/R+ ) (A€ (O™ o mT @ m")) :e(€7),
! ! (I1.5.2)

7. pour tout ¢t > 0, on a l'inégalité de 1’énergie suivante :

2

n
m

n o.M
< E(m,ug)

E(m" um) +

E(m" u") = /Q [|Vm77|2 + @(m”)] + /R3 |hd(m”)|2 + % Q(m')

—/Q g(u™) : (A¢: (A mT @ m")) —I—%/ (A€ s e(u)) : e(u")

1 [ |ou|
+—/ U —/f”-u"—/Fu”-éidI’.
2 Ja, 7 T

Le domaine €, dépend de n. Pour résolue ce probléme, on va traiter une nouvelle version

ot
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du systéme en introduisant M", h] et U donnés par : pour (z,y,z) €

M(t,x,y,2z) = m"(t, z,ny,nz)

h:]l(t7 z,Y, Z) = h’d(mn<t7 x,ny, 772))

(IL5.3)
Ul(t,x,y,2) = u(t,z,ny,nz)
On définit le 2-tenseur &(n, &) par : pour £ € V! :
en(n,§) =enlf),
1
5041(7776) = 55(11(6) pour «& € {27 3}a (1154)

cap(n, &) = %w(&) pour o, § € {2,3}.

Ainsi, I’énergie redimensionné écrit :

1
n |2 n |2 n |2
:/ oM / ‘8M N ’aM [ s / i
N o1 dy 0z N
%/ c M@ M) (A M@ M) — 2e(n,U") (A% 2 (A M7 @ MT))]
951
1 8U” 1 < (9U’7 2
+§/Q [ 777 U’?)) : 5(777 U’?) + ? Z
1 a=2

—/ f-U”—/ FU"- &dr.
r} ri

Par conséquent, (M", U") satisfait les propriétés suivantes :

1. M" e L*(R"; H'(Qq; R?)) satisfait |M"(t,z)] =1 p.p. (t,x) € Rt x Qy,

n
2. aa—]\f € L2(R*; L2(Q; R?)),

3. M"(0,-) =mg et U"(0,-) = ug et 22(0,-) = uy dans le sens de trace,

4. U" e LR V1Y) et 22 € Lo(RT; L*((y))

89



Chapitre II. Modéle non-stationnaire de ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec
magnétostriction

5. pour tout x € C*(RT; H'(Q1;R?)), on a

oM oM oM dx
— M" A =9 M" A

/R+><91( ot ot >X /R+X91 or Oz

2 oM" aX oM" 8x) /
+— M™A + M"A 2 M7 A (B - U (M) -

Us R+xQy < 8y 8y 0z Oz R¥ x4 ( d (M) - x
_2/ M A ((/\Hl . ()\ : s(n,U")))M”) %

R+><Ql

+2 / M7 (A (X (N M7 @ M7)M) - x
R+ x4

(IL5.5)
6. pour tous £ € C°(R™; V1), on a

U 9g 1 / ° L OUM O€,, / o
—_— 4 — @ AT U™ - ,
Lo 08 Lo 20 3 [ O 208

: FE-eqi— . — AC O M@ M)
+/M%f “/Wé coaii= [weg0m = [ 00 M) : (0, €),
(IL5.6)

7. pour tout ¢ > 0, on a l'inégalité d’énergie suivante

IUA

Depuis que les données initiales mq, Uy et uy, on a M7(0), £(n,U"(0)) et 222(0) ne dé-
pendent pas de 1, car U"(0) = ug € V(1) et 222(0) = u; tel que (u;)a = 0 pour o = 2, 3.

Donc, le coté droit de 'inégalité d’énergie (I11.5.7) est uniformément borné par rapport a 7.

M’72

< £(0). (IL5.7)

On applique la méme astuce de calcul de Section I1.4.3, on obtient que les quantités suivantes
sont bornées uniformément par rapport a 7 : c’est a dire, il existe C' > 0 tel que pour tous
T'>0ona:

o | M| mrr)) < C

oM™
o ||l —— BT lz20,7;22(0)) < C,

oM™ oM"
e | y | 2o (0,722 (01)) + H HLoo o2 < nC,
o | U eor vy < C,

ou:!
o Ha_tgHLm(O,T;LQ(Ql)) <,

1 8U77 1. 007
. ‘|| oo + 5“ oo aa@y) < C,
o ||5(77, Un)HLOO(O,T;L?(Ql)) <C,
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o ||h2||Loo(o,T;L2(R3)) <C.

Ainsi, on peut maintenant extraire des sous-suites encore notées par M7, U" et h)j, de

sorte que :

o M" — M dans L>=(0,T; H*(€,)) faible*,

oM M A, _
ot E dans L (O,T, L (Ql)) falble,

U" — U dans L>(0,T; V") faible*,

oun oU :
o " dans L>°(0,T; L*(©4)) faible*,

h! — H dans L*(0,T; L*(R?)) faible*.

M7 9M" "
aay , a@z et (98(]; pour o = 2,3 tend vers zéro dans L>(0,T; L*(€2;)) fort,

donc M dépend seulement de (¢, ) € Rt x]0, L[ et ne dépend pas de y et z et U ne dépend

De plus, on a

pas du temps pour o = 2,3. On remarque également que (¢(n, U")), est bornée, cela donne
que
ai(U™) — 0 fort dans L*(Q2) pour a € {2,3} et i € {1,2,3},

et puisque U = 0 sur ', on a U € L®(R*; Vi (). 1l existe donc @ € L®°(R*;V(0, L))
antécédent de U par isomorphisme J (Proposition 11.5.2), tel que :

Ui(t,z,y,2) =ui(t,x) —yoius(t, z) — z01us(t, ),
(IL.5.8)
Un(t,x,y,2) = u,(t,z) pour a € {2,3},
avec 0;- représente %.
Par ailleurs, on a U" — U dans V' faible et (¢(n, U")), est bornée, donc
e(n, UM — A faible* dans L®(R"; L*(Q4)), (11.5.9)
avec A est un 2-tenseur symétrique vérifie
A11 = Ell(U). (11510)

Par I'utilisation de la Lemme I1.2.3 d’Aubin-Simon, on peut prouver que M7 — M dans
L>(0,T; L™ (€y)) fort pour r < 6, et en extrayant une sous-suite de M", on peut supposer
que M" — M presque partout dans R*x]0, L[, donc M satisfait la contrainte de saturation
|M(t,z)| = 1 presque partout dans R*x]0, L[, et M(0,z) = mo(x) dans le sens de trace.
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I1.5.2 Passage a la limite dans les formulations faibles lorsque le rayon du fil

tend vers zéro

Soit x € C*(RT;D([0, L])). On définit x dans R™ x Q; par x(¢,z,y,z) = x(t,x). Donc,
X € C(RT; HY()), g—;‘ =0 et g—;‘ = 0, donc on peut mettre x comme fonction test dans
(I1.5.5) et obtenir :

oM? oM" M dy
—_ M _ n JOX . . "y
/R‘LXQI ( ot M ot )X 2/R+x91M A or Ox 2/R+x91M A (hd—i_\IJ(M ) - X

-2 MOA LA™ (At e(n, UN)MT — (A2 (A% (A M7 @ M) M"] - x.

R+><Ql

(IL5.11)

Maintenant, on passe a la la limite lorsque 1 tend vers zéro dans (I1.5.11) terme par terme :

On a 2 — M dans L*(0,T; L*(€)) faible et M" — M dans L>(0,T; L*(¢)) fort,

oMM oM" oM oM
_ n - _ -
/R+><Q1 < ot MEA ot )X — R+ %0 < ot M ot )X

oM oM
= 7 — - MAN——)x.
/R“'x]O,L[( ot ot >X

On a ¥ est continue, M" — M dans L>(0,T; L*(£)) fort et A — H dans L>(0,T; L*(R?))

faible*, donc

donc

/ M"A (h) 4+ W (M) - x — M A (hG+W¥(M)) - x
R+ x4 R+ xQ,

= w/ M A (hG+W¥(M)) - X
R+x]0,L]

De plus, M7 — M dans L*(0,T; H'(Q,)) faible* et e(n, U") — A dans L*(€);) faible, donc

OM"  0Ox oM 0Ox
M" AN MA— .22
/R+ X " or Oz /R+ %O A or Oz

oM 0y
= 7T/ MAN—- —X,
R+x]0,L[ ) Ox

/R+ A (N (O (VA @ M)A -

[ MA( (0 (M e MY)M) -y

R+><Q1

- /. MO0 O M @ M)M) <%
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MMM (A A)M) - x

et
/ MTA (A2 (A - (i, UM)MY) - x —»
Rt x R+ x4
_ / MO (O™ (A : A))M) - 7,
R+ x]0,L]
avec A est donné par
. 1
Ax) = —/ Az, y, z) dydz,
T JB2(0,1)
donc, par (I1.5.10), A est un 2-tenseur symétrique vérifie
Ay = en(a), (I1.5.12)
car
/ ydydz = / zdydz = 0.
Ba(0,1) Ba(0,1)
: pour tout x €

5.11) lorsque 7 tends vers zéro, donne

Par conséquent, la limite de (IL.5.
C (R HY([0, L])),
oM oM
/ (——M/\—))Z——Z/ M/\VM-V)Z—Z/ MANH+Y(M))-x
R+x(0,0) \ Ot ot R+x(0,L) R+x(0,L)
—2/ M/\()\m:(/\e:A))M-S(JrQ/ MA (A (X (AN M@ M))M) - X.
R+x(0,L) R+x(0,L)
(I1.5.13)
La limite du champ de démagnétisant H est déja décrite dans [13] comme suit :
4 1 0
—3 My(t,z) | pour (z,y,2) € (2,
M3(t7 ‘I)
1 1 !
H(t,z,y,2) = Em ot ) (y? = 2°) + 2M3(t, x)yz (I1.5.14)
—Ms(t,x)(y? — 22) — 2Ms(t, x)yz

for x € [0,L] et y> + 22 > 1,

[ 0 pour = ¢ [0, L.
Pour passer a la limite dans la formulation faible (I1.5.2), on prend le cas isotrope de A®
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donné par : pour tout 2-tenseur symétrique S :

PO p— (S+

- tr(S)[3> , (I1.5.15)

1—-2v
avec F et v sont deux constantes positives et

tr(S) = Si1 + So2 + Sss.
Soit v € L*(RT; H(0, L)) tel que v(0) = 0. On définit £ € L=°(R™; V1) par :

él(t,l’,y,Z) :U(t71’>,
Ealt,z,y,2) =0 pour o € {2,3},

donc,
e11(§) = d1v et g,4(§) =0 pour i € {1,2,3} et o € {2,3}.

On met £ comme fonction test dans la formulation faible (I1.5.6), on obtient

ouU! o .
/ a—tl%—/ ()\636(777U?7))11€11(§)+/ f'§+/ F¢ - e
Rt x4 RT x4 R+xI'} Rt xI'}

(IL5.16)
—/ Ulf(t:O):—/ ()\ei()\miMn®Mn))11€11.
(951 R+><Ql
On passe a la limite dans (I1.5.16) lorsque 1 tend vers zéro.
, oun  oU ) _
Soit [0,T] le support de £ dans RT.On a e — B dans L>(0,T; L*(€;)) faible®, donc
[ms oo
Rixn, Ot Ot Rixn, Ot Ot (I15.17)
Lo oo ;
Rix, Ot Ot
Donc, par utilisation de (I1.5.9) et la limite fort de M"” dans L*(€2;), on obtient
= +
/ %@—/ ()\e :A)H(?lv—i—/ f_l U+F/ ’U(t,L)
Rtx(0,0) Ot Ot R+x(0,L) R+x (0,L) R (11.5.18)

L
—/ ('LL1>1U(O,£L'> = —/ ()\e . ()\m . M® M))Haﬂ),
R+x(0,L) 0

tel que
- 1
filz) = —/ fi(z,y, 2) dydz.
51(0,1)

™
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Dans ce qui suit, on va décrire (A® : A) a 'indice (o, ), pour a € {2,3} et 7 € {1,2,3}.

Etape 1 : Pour € € V', on multiplie (I1.5.6) par 5? et on passe a la limite lorsque 7 tend

vers zéro, on obtient :

/ ST A)seas(€) = / ST (M M © M))apeas(E).
Rt x4 af=2

R+><Ql aﬁ=2

Prendre

avec p € D(RT x (0,L)), donc €22(§) = ¢ et e93(§) = £33(¢) = 0. Puisque M et ¢ dépend
seulement de (¢, z), on obtient :

/ (A= A)pp = / (A% (Vs M@ M))zaep,
R+x(0,L)

R+x(0,L)

et c’est vrai pour tout ¢ € D(R* x (0, L)), donc vrai pour tout ¢ € L*(RT x (0, L)). Donc,
(A® 1 A)gg = (A% : (MM 1 M ® M))qp dans L*(RT x (0, L)). (I1.5.19)
De la méme maniére et si on prend £ = (0, zp,0) or £ = (0,0, zp), on obtient : pour o € {2,3}

(A A)as = (A : (A M ® M))a3 dans L2(R™ x (0, L)). (I1.5.20)

Etape 2 : Prendre ¢ = (yp,0,0) ou £ = (2¢,0,0) dans (I1.5.6), avec ¢ € D(RT x (0, L))

et multiplier cette équation par 7, puis prendre 7 vers zéro, on obtient : pour « € {2,3}

A A = (A (AN M ® M) dans L*(RT x (0, L)). (I1.5.21)

avec

tl"(zzl) = 81121 + AQQ + Agg.
Donc, la somme de (I1.5.19) avec (I1.5.20) pour a = 3 s’ensuit que

AQQ +A33 = —2V81ﬁ1 + 2V(/\m . M®M)11 -+ ()\m . M® M)QQ + ()\m . M® M)33. (11522)
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Donc,
()\e . A)H — (/\e . (Am M X M))H = E(aﬂll — (/\m M X M)H). (11523)

Par conséquent, (I1.5.18) avec (11.5.23) donne que @; est déduit de M par ’équation d’onde

unidimensionnelle suivante :

( 0%uy
ot?

— B0ty = fi — EO,(\™ : M ® M);; dans R™ x (0, L),

u1(0,2) = (ug)1(x) sur (0,L),

801
5 (0.2) = (u)i(w) sur (0,L), (I1.5.24)
’Zjl(t, 0) =0 Vt,

F
O,y (t, L) = 5+ (A M @ M)y (t, L) Vi

\

Par conséquent, les équations (11.5.19)-(11.5.20)-(11.5.21) et (I1.5.23) permettent de réécrire
(I1.5.13) et obtenir que M est une solution faible pour le modéle suivant :

M M .
%—MA% = —2M A Hepy,
(I1.5.25)

I:Ieff = 611M + \I/(M) + (M . 51)51 + ()\m . U)M
ou Oq1- représente g—; et U est un 2-tenseur donné par :
Uy = B0y — (AN™: M ® M)yy) et Uy =0 pour o € {2,3} et i € {1,2,3}.

Le modele (I1.5.25) couplé avec (I1.5.24) est fermé par le Théoréme de J.L. Lions (Théo-
réme 10.14 dans [11]). En outre, ce couplage caractérise seulement les déformations longitu-

dinales, de sorte que seule ’extension du fil a une influence sur la magnétisation.
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IT1.1. Introduction

IT11.1 Introduction

Dans le Chapitre II, on a démontré I'existence de solutions faibles globale en temps pour
I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction et avec des conditions mixtes
aux bords. Dans ce chapitre, en faisant tendre p vers zéro, on obtient un modeéle quasi
stationnaire couplant ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert et 1’élasticité stationnaire. Le
modeéle obtenu n’est pas physique car en réalité la constante p n’est pas petite, donc la faire
tendre vers zéro n’est pas justifiée sur le plan de la physique. L’avantage de ce modéle c’est
qu’il permet d’écrire le comportement asymptotique normal pour la déformation dans le cas
des plaques et les comportements asymptotiques transversales dans le cas des fils.

Ce chapitre est organisé comme suit ; Dans la section suivante, on va dériver un modéle
quasi stationnaire en utilisant une méthode de moyenne temporelle appropriée (cf. [18]).

Dans la troisieme section, on va dériver un modéle bidimensionnel de plaque mince en
utilisant une méthode d’expansion asymptotique déja utilisée dans la Section I1.4 de Chapitre
[T, qui permet de caractériser les déplacements normaux de la déformation dans le cas isotrope
de \€.

Dans la derniére section, on va considérer un nanofil ferromagnétique et on va obtenir
par les processus asymptotiques utilisés dans la Section I1.5 de Chapitre I, un modéle unidi-
mensionnel de I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert qui ne dépend que de la magnétisation.
On va étudier la stabilité de quelques solutions stationnaires dans le sens de Liapunov de ce
modéle, ainsi que la convergence de son schéma numérique. Le cas isotrope de A\® permet de

calculer explicitement les comportements asymptotiques transverses pour la déformation.

II1.2 Modéle quasi stationnaire

On considére un matériau ferromagnétique occupant le domaine Q C R3, de frontiére
réguliére I'y U5, tel que le matériau est encastré sur I';. On suppose qu’'une force surfacique
fe H%(Fg) est appliquée sur I'y. On définit 'espace V' (£2) par

V(Q) = {ve H(Q) tel que v =0 sur I';}.

Soit n € N et soit la suite (p,)n, tel que p, — 0 lorsque n — +o0o. Soit mg € H(Q; S?),
ug € H' () et u; € L*(Q). Donc, d’apres le Théoréme 11.3.3, il existe (m™, u™) une famille
de solutions faibles de (II.1.1)-(I1.1.2)-(I1.1.4), avec p = p,, qui vérifie

1. m" € L®(RT; H(;R?)) satisfait la contrainte de saturation |m™(¢,z)] = 1 pour

presque tout (¢,z) € Rt x Q,

2. 88—? € L*(R™; L*(S;RY)),

3. m"™(0,-) = myg dans le sens de trace en H2 (),
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avec magnétostriction

n

4w € L=(R*;V(Q))) et a;t

5. u™(0,-) = ug dans le sens de trace en Hz (),

€ L*(R*; L*(O;RY)),

6. pour tout x € C*(R*; H'(;R?))
3

om" N o om” B 0, Om"Ox
/R+Xﬂ( 5 —m"A oy )X(t’x)dtdx_2/R+inzlm A or. oa,

—2/R+ Qm"/\(hd(m”)+\lf(m”))-x—2/R m A I s (€ © £(u)))m”

txQ

+2/ mA A (A% (A m @m™))m™ -y,
R+ xQ
(111.2.1)

7. pour tout x € C°(R*; V(Q))

W[ e . -
pn/RJrXQ ot Ot /R+XQ(/\ re(u ))-5(X>+/R+XF2f X Pn/QMX(O,x)
== [ e ) (),

R+ xQ

(111.2.2)

8. pour tout £ > 0, on a l'inégalité de I’énergie suivante :
P g g

gn(i)—i-/ot/g

&)= [ [P+ o] + [ fram)l

o en) (I11.2.3)
ot | — o

ou

+%/ﬂ [Q(m™) — 2e(u™) : (A® : (A™:m™ @m™))]
—l—%/ﬂ [()\e ce(u™) s e(u”) + pn % ] — F2f~u”d1“.

Définition I1I1.2.1. On dit que (m,u) est une solution faible du modéle quasi-stationnaire

Si
1. (m,u) satisfait

m

m € L¥(RY HY(%R), m(t,2)| =1 pop. s —

c L*(RY; L*(Q;R%), u e V(Q)
(I11.2.4)

2. m(0,-) =mg and u(0,-) = uo,
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

3. pour tout x € C°(RT; H(Q;R?)),

3

(I11.2.5)

4. pour tout £ € V(Q),

—/Q()\e:e(u)):s(§)+ i f-fz—/Q()\e:()\m:mG@m))  £(6), (I11.2.6)

5. on a linégalité d’énergie suivante : pour tout t > 0,

(0) (111.2.7)

avec,

E,(t) = /[|Vm|2+<I> /|hd

+;/Q[()\e A" mem)): (A" mem) — 2e(u): (A (A" imem))

s
Par processus asymptotique, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme II1.2.2. [i existe une suite désignée par (my,u,), tel que m, tend vers une
limite m™ dans L= (R™; H'(2;R?)) faible* et u,, tend vers une limite u™ dans L>(RT; V(Q))
faible*, o (M, u™) est une solution du modéle quasi-stationnaire (111.2.4)-(111.2.7).

Dans la suite de cette section, on va prouver le Théoréme I11.2.2.

IT1.2.1 Limite de m"

Proposition II1.2.3. les suites suivantes sont bornées uniformément par rapport a n :
e (m"), dans L°(R*; H'(Q)),
e (u), dans L*(RT;V()),
o (21%), dans L*(R* x Q),
(pfl W), dans L= (R*; L*(12)).
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Preuve. On a (m",u") vérifie I'inégalité d’énergie :

ew+ [ 5] <eo
E0) = /Q [[Vmol? + @(mo)] + g |ha(mo)|?
+%/§; (A% (A mg @ mag)) = (A2 mg @ mg) — 2e(ug) = (AT : (A2 mg @ my))]
‘%/ﬂ [(A® : e(uo)) : e(uo) + pn |u1|2] -/, fugdl,

Puisque (p,), est bornée uniformément par rapport a n, £"(t) est aussi borné et il existe
C > 0 indépendant de n tel que

En(t)—i—/ot/Q

On a &(m") et Q(m") sont positifs, par le Lemme I1.2.9,

om™|?
ot =C

ny . e . m . n n 1 e . YY) . n n
/Qe(u).()\ (A .m®m))§1/(A .s(u)).s(u)—i—/ﬂQ(m)

Q

et par la continuité de H*(Q2) — L*(Ty), il existe ¢ > 0 tel que

[t dl < el fll ez l[u” | o)
I
Donc, l'utilisation de 'inégalité de Korn 11.2.1 et la positivité du 4-tenseur A€, donne qu’il
existe A** et C' > 0 tel que

2 2

o
ot

Pn
2

A N " r om"
+ A I~ el el + [ [ |5

[Vm™ ||%2(Q)
L2(Q)

<C.
)

(II1.2.8
De plus |m"| = 1 pour tout n, c’est pourquoi (m™), est borné dans L>(RT; L*(Q)) et par
I'inégalité (II1.2.8) les autres termes de la Proposition I11.2.3 sont bornés. O]

Par suite, par Proposition I11.2.3, on peut extraire une sous suite, notée aussi (m™),, tel
qu'il existe m € L>®(R*; H'(Q; S?)) qui vérifie

e m" — m dans L>°(R*; H(Q)) faible*,
e m" — m dans L>(0,T; L*(Q)) fort, pour tout 7' > 0 (d’aprés Lemme 11.2.3),
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

6;? 88_7: dans L?(0,T; L?(f2)) faible pour tout T' > 0.

II1.2.2 Moyenne temporelle appropriée

Pour une constante a > 0. On définit les moyennes temporelles m] et u] par

1 a
mn(t,x) := 5/0 m"(t + s, x)ds
(I11.2.9)

1 a
ull(t, z) = —/ u"(t + s, x)ds.
0

a

Lemme III.2.4. Pour tout n € N et a > 0, (mQ,ul}) satisfait les estimations suivantes :

L |Imill e ®e; () < M| oo )

2. |[ugl|Looresmr )y < U™l zoom; vy

om™
ot

L2(RtxQ) L2(RtxQ)

Preuve. 1. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1 a
/|m;‘|2da: = —/ m"(t + s, x)ds
Q Ql@Jo
1 a a
<= (/ ds-/ ]m”(t+s,x)]2ds> dx
a= Ja \Jo 0
1 a
= —// |m™(t + s, z)|*dsdzx
/sup(/]mtm]da;)
0 teR*

= Hm"HLOO R+;L2(Q

2

dx

2. On utilise les méme argument pour démontrer la deuxiéme inégalité.

3. On a 5 g
mZ _ 1 n e ) _ m"
Ot (t,l‘) _ a (m (t + CL,IL’) m (t,l’)) - 0 Ot

(t + ba, x)do,
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avec magnétostriction

alors,
am
/R+ S /)/— +0amd9)ds
2
/ ( g (s—i—@a,x)
/ / 5—1-9(1 I)‘ dsdf
/ / dsd@
R
2

/ )| ds,

donc,

dsdx

J,J.

8m (s, ) dsdx<//
ot R+

Lemme II1.2.5. Pour tout a > 0, on a [l’estimation suivante

[ —m" || Lo ®+i22(0)

825

L2(R+ %)

Preuve. Par la définition (I11.2.9) de m! on a

m?(t,x) —m"(t,z) = ! /“( "(t+s,x) —m"(t,x))ds

://am

alors,
1 s a n 2
ImP(t,x) — m"(t,z)|* < —/ (t+T)deS
aJo Jo
1 / / > ( S10mn 2
< —= drds | - t+ T
| ( 4 o o Pt
1 0m", |2
<
- CL2 2@/; 8t (T) dTa
om™ , |2
< d
> CL/R+ It (7’) T
d’ot,
n 2
[imsten)—mraopar<a [ [ % @ aras
Q Q JR+ 8t
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

II1.2.3 Passage a la limite lorsque n tend vers Pinfini

On choisit

Sel=

ap = Pn-

On définit les suites (my,), et (u,), par

My 1= M) et u, =u’.

n an

Grace a la Proposition I11.2.3 et au Lemme I11.2.4, il existe mo, € L®(RT; H'(2;5?)) et

Uso € L®(RT;V(Q)), aprés Pextraction des sous suites, tel que

e m, — m> dans L>(R™; H'(Q)) faible*,

e m, — m™> dans L>(0,T; L*(Q2)) fort, pour tout 7' > 0 (d’aprés Lemme d’Aubin-Simon
11.2.3),

e u, — u™ dans L>°(R*; V()) faible*,

om,  Om*™ 2 /ot :
T 5 dans L*(R* x Q) faible.

De plus le Lemme I11.2.5 assure que m™ = m et m, (0, ) — mq(-) dans L*(Q) fort.

On introduit maintenant une fonction régularisée 5. Pour chaque 6 > 0 donné, avec
0 <0 < a,, on définit

1 6<s<a,—9,
Vs5(s) = 0 s<0ous>a,,
fonction C>*® 0<s<deta,—90<s<a,.

On choisit 75 € C2°(R™) telle que supp(vs) C [0, a,], 0 < v5 < 1 et |y5(s)] <

> N

Pour le reste de cette section, On pose

_ 2
0 =a,.

Soit t > 0. Pour ¢ € D(Q), on définit y par

Y = Ssls — 1)e.

Alors, x € C®(RT; HY(Q;R?)) N CX(RT; V(Q)) et on peut le prendre comme fonction test
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dans (II1.2.1) et (III.2.2), pour obtenir

1 t+an omm 1 t+an . omn
[ [ 0% s - [ [t = om0 A (i)

an Jy ot an,
:2i t an/g);% (s —t)m (3,93)/\%77;;(3,55)- gi(as)
—Qi t " /Q’Y(S(S —1)m"(s,z) A (ha(m" (s, z)) + ¥ (m" (s, 2))) - ()
—2% t " /Q’y(;(s —t)m™(s —t) A(A™  (A® e(u(s —t))))m" (s — t) - £()
—1—2% t " /Q%(s —t)m"(s, ) A™ : (A (AN m" (s, 2) @ m"(s,1))))m" (s, z) - £(2).
(II1.2.11)
et
5+t " an+tt
o S i — ) + 2 (5.2) - 94(s = )E(@)
an+t—4 o
/0 / () e(u(t 4 5,2))) - 2(6(x)) + — / w(sds [ fogar (212

/Q% SOC (A (¢ + 5,2) @ m™(t + 5,7))) : £(E(x)).

On multiplie ’équation (II1.2.11) par une fonction test pu(t) tel que u € C°(R™), donc il
existe T' > 0 tel que supp(p)C [0, T]. On intégre I’équation obtenue sur R, on obtient

an Jy R+xQ ot
L iwa<s — " (5,2) A G (5.0) - p(0) 5 (0
‘Qain [ [ s = ) hal 5,0) + ¥l 5,2) - ()
2 [ e ) A O O (a2 ) (L)
+2a—n [t = ) A O O£ (s, @ 5,0, 2) ()

(111.2.13)

Maintenant, on passe a la limite lorsque n tend vers +o0o dans (I11.2.13) terme par terme :
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

e On a
e amn 1,n
a ), /R+><Q ( z) - u(t)é(x)z/mm o, (t2) - p(t)E () + K
(I11.2.14)
et e o
(5 — tym™ (s, 2) A 22 (5, 3) - u(t)E ()
n ) /R”Q 9m ot (I11.2.15)
—/ ) A TR 0) - p(0)6(e) + K+ K
R+><Q t
avec

1o o
o A O g;<t+s,x>-u<t>s<x>,
om
K = [T ) = D s A T s0) - )€,

K" _a/o /R+><Qm (t+s,z)—m" (t7I>>Aagzn(t"‘&x)'ﬂ(t){f(x)-

On fait les estimations suivantes :

o A AGOR 1>a§f (t +5,2) - pl)E ()
0 mn
ain/o R+xQ |aﬁt ( @) ulEl @]+ /an—(s /R+><Q (975 el

ain 06 (/R+Q 8gzn(t+s,x)| dtdx) </R+Q ()E(@)| dtdx)lds

+/n (/ om (t+s,x)|2dtda:>2-(/ |u(t)§(m)|2dtdx)2ds
an—09 R+ xQ ot R+ xQ

2_5 om™
ot

Qn,

IA

el 2. 1€l L2
L2(R+ %)
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1"

K5

VAN

IN

IN

IA

IN

IA

P 1+ 5,2) - (D))

[ ) = e+ s, 1

1 /9 . om™
—/AWJnWM@AaNH&WMW@|

an ané/R+XQ |m™(t + s,x) A agz (t+s,2) - u(t)é(z)]

allulleHfHLw(/j </o,mz |m"(t+s,g;)|2>é ) </0,T><Q agzn(tJrs,a:)‘z)éds

1
o n 2 % anfl ? ’
+ |m"(t + s, x)|“dtdx | - (t+s,2)| dtdx ds)
an—5 \J0,T7xQ orxa | Ot
(5 1 n 8m”
2 el lEll e @ T2 1M | e reiz2 || =5, )
n L2(R+xQ)

an/ /R+><Q "t +s,x) —m"(t,x)) A agzn (t+s,2) - p(t)E(x)

/RJFXQ </ at
1 n * om” ’
il oo - x)dr ) dsdtd
anHM”L ®ollellz=@ (/o /R+><Q< g Ot ( ) T) ’ x)
n 2

' / / om ?
0 Rt xQ
2 3
d7‘> dsdtdx)

n

(t +5,2) - p(t)é(x)

(t + 7, a:)d7> A

N

)

2
dsdtdm)

! o ° Sl Omn
an =l (/0 /R+><Q (/0 ds-/o 'W(tJrT,x)

a n
. /an m
ot L2(R*xQ)
2 3
—HuIILoo r+) €] < () (/ sds/ / ) detdx>
R+xQ
)
an m"
ot L2(RTxQ)
Ll €l movar v | 22|
— ||| Lo (RT LoV On—F—=\0Qn || == .
a (R) @Van 7 7 .

Donc, Kz-l’" — 0 quand n tend vers +o00 pour ¢ € {1,2,3}, car par Proposition 111.2.3,

|m™[| Lo (R+;L2(0)) €t ||8gn_tn||L2(R+xQ) sont bornées uniformément par rapport a n. De plus,
m" — m dans L>(0,T; L*(2)) fort et 2= — 2 dans L2(RT x ) faible, alors la limite
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

lorsque n tend vers +oo de (I11.2.14)-(II1.2.15) donne

e om™
/ )2 ) ns() — [ O (e0) - w0,

t+an
/ 55— " (s, 2) A O (s, ) - (D))

0
[ (e AT (1) ().
R+XQ
e On a
then om" 0
= / (s = O (5.2) A (s 2) - (t) 5 (0
omy, d n n
- /Z (b)) ) () + K KD
avec

. 1 fom : . om™ ¢
mr-= [ WQ;(%(s)—wm (5,2) A Gt + 5,2) - (t) (),

om" o0&
K" = " (t m"(t,x)) A t e :
e [ e e ) n G ) w0
On a K" — 0 quand n tend vers 400 pour i € {4,5} (preuve similaire a K™ pour
i € {1,2}). Puisque m,, — m faible dans L>(0,T; H*(Q2)) et m™ — m® fort dans
L>(0,T; L*(£2)), on obtient

than om” o
[ S sl ) A G50 w05 @)
- om= o

— Zm (t2) A G (t2) - (O 5 )

e On a

1

Qn

) an/mm (s —t)m™(s) A (A - (A - (A m™(s) @ m™(s))))m™(s) - u(t)€

:/R+XQ P A (A (NS (A .m”(t)@mn(t))))mn<t>.M(t>§+ZKil,n7

1=6
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[ )= Dm A (0 (8 ) om” (4 () )
n JO R+xQ
L " —m W (6\e :m"(t+s)@m" (t+s))))m" (t+s)-
:a_/ A+Xg(m (t45)—m" () AA™ £ (AC 0 (A2 m" (t+5)@m" (t+5))))m" (t+5)-u(t)E,
=t / /R o M (X8 (A (" (ts)—m" (1)) @m" (t+5))) )m™ (t+5) - u(t)€
et

1 an n m . e . m.mn mn $)—m™ m" S).
:aA AW;”@“A-M-M (8@ (" (t4-8)—m"(£))))m" (t-+5)- ()€

On a Kf”" — 0 quand n tend vers +oo pour i € {6,7,8,9} (preuve similaire a Kil’n pour
i € {1,2}). Puisque m" — m®™ et m,, — m> fort dans L°°(0,T; L*(Q2)), on obtient

%ﬂ+95‘t "(s) AT L (I (s) @ m(s)))m(s) - p(t)E

— m(t) A (N (AL (W em () @ m*(1))))m™ (t) - p(t)E

R+><Q

e On a hy et ¥ sont linéaires continus, alors

t+an
a_ln \ /R+ Q%(S —t)m”(s,x) A (hg(m"(s,x)) + U (m"(s,x))) - u(t)&(x)
- /0“" /R+ an(t,l’) A (hg(ma(t, ) + U (my,(t, x))) - p(t)é(z) + K\ + K3,

avec

K3 = o [ ) s e A a0+ 5,2) + W0+ 5,0 e)e(o)

Kl = ain/o A+Xﬂ(m"(t+s,x)—m"(t))/\(hd(m”(t b 2) £ Ut + 5,2)) pl)E(x).

On a K;" — 0 quand n tend vers +oc pour i € {10,11} (preuve similaire a K;"" pour
i € {1,2}). Puisque m" — m®™ et m,, — m> fort dans L*>°(0,T; L*(Q2)), on obtient

- aaﬂwg (s = )" (s, 2) A (ha(m" (5, %)) + (" (5, 2)) - p(t)€ ()
—+/ AWQ (t,2) A (ha(m™ (¢, 2)) + ¥ (m™(t,2))) - w(0)€ ().
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

e On a

an t ’ /R+ Q 3—75 ( ) ()\m (/\e : g(u”(s,x))))m"(s,x)-,u(t)g(x)

1=12

/ /R+><Q AN (A2 e(un (t,2))))m" (¢, 2) - +ZK1n

Avec

K = [ s Dm AT (0 5,2 (5,2 (o),

e / " /R )= (AT (O e (s, ) (. ) (1€ ),
- B / I OA O (0 (5, 2)) (0 (4, 3) = (0)- ()50
On a K™ — 0 quand n tend vers +oo pour i € {12,13,14} (preuve similaire a K;

pour i € {1,2}). Puisque m"™ — m> fort dans L>(0,T; L*(Q2)) et u,, — u> faible dans

L>(0,T; H'(2)), on obtient
[ / (5 = () A (A (3 s <(a(s,2))))m" s,2) - )E(2)
— / / () A O 2 (1, 0)Jm () - p(0)E(a),

Puisque 'application (t,7) — u(t)é(x) avec p € C°(RT) et £ € D(Q), tel que £ = 0 sur
I';, dense dans C°(R™; H'(2)), la limite lorsque n tend vers +oo de (I11.2.11) donne : Vx €
CE(RT HY(;R?)), on a

Om™ Om™ > om™ Oy
L _mt A ). —9 oo .
/RWQ ( A ; ) X(t, x)dt dz / E m> A o .

ot 9 RTxQ ',

—2 /R+x9 m> A (hg(m®) + ¥ (m™)) - x — Z/RJFXQmOO A M (A e(u™))m™ - x

+2/ M A I (A€ 2 (AT 102 @ %)) ) -y,
R+ xQ
(I11.2.16)

Maintenant, on passe a la limite terme par terme dans (I11.2.12) :
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® O a
2 1 1
Pn / 8u”( , Pr ) ou™ 5 9\ 2
sa) il = 0@ < Zlee ([ 15E)( €f?)
1.8+t ot ’ an ° Jt,6+t[xQ ot Jt.6+t[x Q2
1
E 2 1 L ||ou™ 1
< — =02 p7 02 [[€ll 22 (o)
n 0 O |l me 2@
1
2 1 |loun
=—2p3 BT €122 ()
ln Lo (RFL2(Q))
L1 || ou™
= pn 2 pi ot ||f||L2(Q)
Lo (R+;L2(Q2))
— 0

1
car pi || G || o (res22)

n tend vers +oo.

est borné d’aprés Proposition I11.2.3 et a,, tend vers zéro lorsque

e Selon le méme genre d’argument, le deuxiéme terme de (I11.2.12) tend vers zéro.

e On a

u(t + s, 7)) - e(€(x))
Mt +s,x))) s e(E(x))

)
Qq

—//

Qn

an

(o(s) = DA et +5,2))) < el

_ /(Ae : g(un(t,:z:))) e(E(x)) + K27,

Q

—~
5]

~—

~—

\\
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K= | [ [ s = D0 e+ s,00) s ()
= %/06/9(75(3) — (A s e(u™(t +s,2))) : e(&(x))
1

= /:6/9@5(3) — (A e(u(t + s,2))) : E(5(93))‘

< L :/Q\ X e(ut(t + s,2))) = e(é())]
+1 /an_é/gy "t +s,2)) s e(€(x))]
< (/Q|a (t+s,7)) ) </|5 > 1
e ) ([ tetanr)’
< 2ca—H€( "M ®e:r2) 1€l L2

<y - 2¢]|e(u)| Lo rrz2 ) 1€l 22 ()

et ||e(u")|| Lo (r+:02()) €st borné d’aprés Proposition I11.2.3, donc K?>™ tend vers zéro
lorsque n tend vers +oo. Puisque u, — u™ faible dans L>(0,T; H'(f2)), on obtient

[ [0 s s o) — [0 elwe(@) s (¢

e On a

1 an 1 an
—/ Ys5(s)ds — 1‘ = —/ (75(s) = 1)ds
an Jo an Jo
1 ) 1 an
= (75( ) — 1)ds + — (’}/5(8) — 1)d3
0 Qn, an—0
) 1 an
< — [ |v(s) = 1lds + — 7s(s) — 1|ds
0 Qp an—0
<
an
et comme § = a , on obtient
1 [
— vs(s)ds — 1,
an Jo

alors,
— f-&dl — f &dr'.
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e On a
ai/o /Q% Mm™(t+s,2) @m"™(t +s,2))) : e(é(x))
— / /Q()\e m™(t, ) @ my(t,z))) : e(&(x)) + K§’” + K",
B a_ln/o /Q (a(s) = 1)(A® - A o (t+ s,2) @ m"(t + s, ))) : e(E(x))
et

1 [ €.\ . (n s. ) — m™(t. m” s,x))): z
ZELA L@ O (" (4 s, 3) —m" (t @) @ mM(E+ 5,2))) ¢ ().

On a K22 et K § ™ tendent vers zéro lorsque n tend vers +0o (méme argument du preuve
de K™ et K,™). Puisque m”™ — m®™ et m,, — m* fort dans L>(0, T; L*(2)), on obtient

/ /75 YA (A (t + s, 0) @m™(t + 5,7))) : e(£(x))
C M m (L, x) @ mP(t, 1)) : e(E(x)),

Q

Puisque {£ € D(Q); £ = 0 sur Ty} est dense dans V(€2), on obtient & la limite dans (I11.2.12)
que : Vx € V(Q2), on a

/Q()\e ce(u™®)) s e(y) — : f-x= /Q()\e (™ m™® @ m™)) s e(x). (I11.2.17)

Proposition 111.2.6. Les limites m™ et u™ vérifient [inégalité d’énergie suivante : Pour
toutt >0, on a

< &,(0), (I11.2.18)

ol

QM
=
I
S~

1Vm™F+ @(m)] + [ [ha(m™)

+

+

N = N =
:3\{3\

=
9]
—~
IS
.
Pul
N
2

fouedr.

I
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III1.2. Modéle quasi stationnaire

Preuve. Etape 1 : Par (I11.2.3), pour tout ¢ positif, on a

1 an 1 an
— EM(t+s) ] ds < — E™(0)ds.
an Jo an Jo
De plus,
e On a
1 [on 2
/ |V, |* = / —/ Vm"(t + s,x)ds| dx
Q Q|n Jo
1 an an
< / — </ ds> (/ |m™(t + s,x)]2d5> dx
Q a, 0 0
1 an
= — / im™(t + s, 2)|*dxds,
an Jo Q
e on a

1 [on 2
1 / ha(m™ (¢ + s, 2))ds
0

R da
/Ra_li (/0 ds) (/0 ha(m™(t + s,x))|2ds) dz

1 [
= — |ha(m"(t + s, 7)) |*dsdz,
R3

an Jo

e & est une forme quadratique non négative, de maniére qu’il existe B : R®* x R®* — R une
application bilinéaire continue telle que ®(m) = B(m,m), alors

// "(t -+ 5))dads = // "(t -+ 5),m(t + 5))

(1), ma (1)) da + KO,
Q

avec

K™ = / / "(t+s) —m"(t),m"(t + s))dsdx,

i/oan Q()\e:(Am:m”(t+s)®m"(t+s)));()\m:mn<t+5)®mn(t+s))

= /()\e M () @ m(t)) - (A m () @ ma(t)) + Ko™ 4+ K3™ + K"

Ko™ = — /Oan Q()\e (A (ts)—m () @m™ (t+s))) - (A m M (t+s)@m (t+s)),
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= [7 [0S o @ em e —mr @) s (0 (e @m (1 +-),

K= [ [0S ) @ ) s (8 ()~ () @ e+ ),

® OI a

/ / Tt+s)) (A (A i m M (t +s) @ m"(t + 5)))
/Q (1) : (A (AR (1) @ m (1)) + K27 + K3

avec

K™ = / / T4 5)) s (A (A m (4 s) —m"(t) @ m"(t + 5))),

et
Kg" = _/ / M+ ) s (A% (AT () @ m"M(t+ 5) —m" (1)),
® 0N a a
E ( fru(t+s) dF) ds= [ f-un(t)dl
an Jo Iy Iy

e puisque l'application v — /(/\e 1e(v)) : e(v), avec v € V(Q), est convexe alors,

/Q(Ae ; g(a—ln /0 WP+ 5)ds)) : g(i /0 Wt + 5)ds)

1 [
< —/ /()\e ce(u(t+9))) e(u(t+s))
an Jo Jo
e de plus,
t om 2 / / an 8m 2
“(s)| dsdx T4 s,x)dr| dsdx
]ﬁ jﬁ at ( ) Q| Jo ( )
t+s
(1,) dea:ds.
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D’ou,
/Wmf /WN%|+/ B (0, m 1)
o3[O 0 @ m(0)) : (0 (0 m (0)
—/dw@)@eum w®mwm+§é@ﬂd%w»wwm»
f (¢ am” ()| + K7™+ %(Kg”” + R+ KT — (K™ + Kg™)
1 S . m"|?
Sﬁo E"(t+s)+ E ]ds
< ai " en(0)ds

(I11.2.19)
Etape 2 : On a passe a la liminf dans (I11.2.19) :

o les Kf”" — 0 pour i € {1,2,3,4,5,6} (preuve similaire a K,"),

e on a m, — m™ faible dans H'(Q) donc

/|m°°|2§hminf/ IVm, |2
Q Q

e on a hy continue et m,, — m™ dans L*((2), alors
[ natma) P — [ ham)P
R3 R3

e on a m" et m, tendent vers m™ dans L*(Q2), ainsi

[ Bt m) — [ B m) = [ o)

/Q()\e:()\m:m"®m")):()\m:m”®mn)—>

et

/(/\e M me @m™)) s (A m™® @ m™).
Q
De plus, u,, — u®™ faible dans V' (2), donc
/6(un) A Mm@ m")) — / e(u™®) : (A (A m™® @ m™))
Q Q
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et

/Q()\e e(u)) : (™) < liminf/()\e () : ().

Q

e Puisque (u,), est borné dans H'(Q), (u,), est borné dans L?(T'), alors il admet une

sous suite également noté (u,), qui converge faiblement vers 4>, donc

fru,dll — fru>dl.

FQ 1_‘2

e De plus, p, — 0, donc

/ Pn |ua])* — 0.
Q

Par conséquent, la limite inférieure de (I11.2.19) lorsque n tends vers +o0o donne (111.2.18). [

II1.3 Justification d’un modéle bidimensionnel pour les plaques fer-

romagnétiques avec magnétostriction

Le début de cette section ressemble a celui de la Section I1.4 du Chapitre II. Pour cela,
dans la premiére sous-section, on va donner un court apergu de ce qui a été présenté dans
les trois sous-sections de la Section 1.4 de Chapitre II. La nouveauté ici est que la direction
asymptotique normale de la déformation peut étre caractérisée par une équation elliptique

d’ordre 4 dans la sous-section I11.3.2.

I11.3.1 Modéle tridimensionnel, changement d’échelle et passage a la limite

Comme la Section 1.4, on considére une plaque ferromagnétique €, = wx| —n, n[, avec w
est un domaine régulier de R?. On suppose que cette plate est encastré sur I'] = Cy x|—n, n[ (ou
C1 C Ow de sorte que la mesure unidimensionnelle de C; est non nulle). On pose Co = 0w\ Cy,
Il =Cox] —m,nlet T =w x {£n}.

On définit V7, V1 Vi (©4) et V(w) comme Définition 11.4.1 de Chapitre II.

Soient mg € H(w;5%(0,1)), @iy € V(w), g™ et g~ € Hz(w) et h € Hz(Cy). A partir de
ces conditions, on définit les conditions initiales mg € H*(€,; 5?(0,1)), ud € V" comme dans
(I1.4.1) de Chapitre II et on définit les conditions aux limites ¢"* € Hz(I'L) et h" € Hz ("))
comme dans (I1.4.2) de Chapitre II. D’ou, par le Théoréme I11.2.2] pour chaque n > 0, il
existe (m",u") une solution globale faible pour le modéle quasi stationnaire, c’est a dire
(m", u") satisfait :

1. m" e L>*(R"; H'(Q,; R?)) satisfait |m"(¢,z)| =1 p.p. (t,x) € RT x Q,,
om"
ot

3. m"(0,-) = m{ et et u"(0,-) = u dans le sens de trace en Hz(£,),

2. € L*(R™; L*(Q,;R?)) et u” € L=®(RT; V"),
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4. pour tout x" € C*(R*; H'(Q,;R?))

om” om” 3 om’ 9"
T n —9 n )
/FHXQ?7 ( Y m’ A 5 )X (t,z)dt dx /R+><Qn ;m A T

—2/ m" A (ha(m™) + ¥ (m") + (A" 0 (A e(u"))m") - }” (II1.3.1)
Rt xQ,

+2/R+ o N (W™ (A (A mT @ m")))m™) - X",

5. pour tout 7 € V"

/Qn()\e pe(u”)) s e(€7) - /rn g &= /F1 gt & 2

_/rgh.gv:/g (A®: A om? @ m")) - e(€7),

n

6. pour tout t > 0, on a l'inégalité de I’énergie suivante :

ou,

&) = /
_/Qn
o)

Maintenant, on définit un nouveau modéle sur 2; par un changement d’échelle convenable.
On définit M", H" et U" a partir de m” et u” comme dans (11.4.5) de Chapitre II. De plus,
on définit le 2-tenseur €(n, U") comme dans (I1.4.6) de Chapitre II. Donc, (M", U") satisfait
les propriétés suivantes sur €2 :

[|an|2 + @(mﬁ)] + /R3 |ha(m™)|* + % /Qn Q(m™)

() £ (A 5 (A < @ ) +%/Q (A - 2(u) : e(u)
g77+,/u"7_/];l hn,un'

u n
+ 2

- M" e L®(RT; HY(Q1;R3)) et |M"(t,z)| = 1 pour p.p. (t,z) € Rt x ),

oM™"
- E c L2<R+;L2(Q1;R3)),

M"(0, x1, k9, x3) = m(0, 21, X2, nr3) = mo(x1, x2) dans le sens de trace,

Unevt,
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- pour tout y € C°(R*; H'(Q4;R?)), on a
2

oM™" oM™"
— M"A =2 M" N O M - 0,
/R+><Q1 ( ot ot ) X /R+><Ql ; X

2
+— M”/\agM”-agx—Q/ MTAN(H"+ W (M) - x

1 Jrxa, Rt X (I11.3.3)
—2/ (M7A N (X e(n,UM)MT) - x
R+><Ql

42 [ M A (N (5 A M M)A - x

- pour tout £ € V!, on a

/91<Ae:€(77’Un)):€(77’5)_/F1g'5_/F1+9+'5_/F%h'5 o

/Q (XS (A M7 60 M) - (. €),

- pour tout £ > 0, on a

7 2
/ / aM £1(0), (I11.3.5)
Q1
ou
et = e - [ S e+ = [oare s [ e+ [
951 a=1 (951 (951 R3
% QU™ ~ [ =n.U") s (A (W M7 )
Ql Q1
-l—l/ (Aeze(n,U”)):e(n,U”)—/ g_-U”—/ g+-U’7—/ h-U",
2 Jo, Tt T r}
et

2

EN0) = lgq(())—/ﬂ [Z|8am0]2+<b(mg)

+ [ Ihatmo)P

n a=1
+ % o Q(mo) — /Ql()‘e (A s mo @ mg)) < e(n, up)

1
+ 5/ ()\e (n7u0)) (777“0) / g 'UO_/ g+ ‘UO—/ h - ug.
ol rt rt r}

On a 03mg = 0 et g;3(ug) = 0 pour i € {1,2,3}, alors £7(0) est indépendant de 1. Ainsi, on
peut appliquer la méme astuce de calcul de Section 11.4.3 de Chapitre II et on obtient une

borne uniforme par rapport a n pour les quantités suivantes : il existe C' > 0 tel que pour
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tout 7’ >0on a:

oM™
HWHLQ(O,T;L%QQ) <,

|01 M| oo (0,75 22(021)) + |02 M| Loo (0,102 (020 )) < C,

1
5||33M’7||L°°<0,T;L2(91)> <C,

10| o 0,1:22(61)) < C,

e, UMl 0,r:02(00)) < C,
- 1H™" poe o2 (r2y) < C
Ainsi, on peut extraire des sous-suites, encore notées (M", U") et H", de telle sorte que :

- M" — M dans L>(0,T; H'(£,)) faible*,
oM"  OM
5% " or dans L*(0,T; L*(£2;)) faible,

U" — U dans L>*(0,T;V?) faible*,

- H" — H dans L*>(0,T; L*(R®)) faible*.

De plus, on a 93M" — 0 dans L>(0,T’; L*(£2;)) fort, donc M ne dépend que de (¢, 21, z2) €
R x w et ne dépend pas de z3. On remarque également que (e(n, U")), est bornée, cela donne
que €;3(U) = 0 pour i € {1,2,3}, donc U € Vik(£21), et par le Lemme 11.4.2 de Chapitre II,
il existe u € V(w) tel que

Un(21, 9, 23) = Q}Q(xl,@) — w30,z pour a € {1,2}, (1113.6)
Us(z1, 9, x3) = Us(xq,x2).
Puisque U" — U dans V* faible et (g(n, U")), est bornée, on a
e(n,U") — A faible dans L*()), (II1.3.7)
avec A est un 2-tenseur symétrique vérifie
Ay =c03(U) pour o, =1,2. (II1.3.8)

De plus, on peut prouver par le Lemme I1.2.3 d’Aubin-Simon que M7 — M dans L*>°(0,T"; L"(€21))N
C°([0,T); L*(94)) fort pour r < 6, c’est pourquoi M vérifie la contrainte de saturation
|M(t,z1,22)| =1 p.p. dans RT x w et M(0,z) = my(z) dans le sens de trace.

Par les mémes arguments de calcul pour passer a la limite de (I1.4.11) dans la sous-section
[1.4.3 de Chapitre II, on passe a la limite lorsque 7 tend vers zéro dans la formulation faible
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(IT1.3.3) et on obtient que pour tout x € C*(RT; H'(w)),

M M
/ (8__M/\3_)X:_2 MANVM-Vyx—2 MA(HA+Y(M))-x
R+ xw ot ot R+ xw R+ xw
-2 MAMY (N A)M - x +2 MA (™ (X (™ M@ M))M) -y,
R+ xw R+ xw
(I11.3.9)
1 !
avec A = 5/ Adzxs, donc
-1
Aup = €ap(t) pour a, 8 € {1,2}. (II1.3.10)
Pour passer a la limite dans (I11.3.4), on prend la fonction test £ sous la forme
fa(ffl,fza%) = Ua($1,9€2) — x30,v3 pour a = 1,2,
(IT1.3.11)
53(901@2@3) =U3($1,9C2)-

avec v = (vq,v2,v3) € V(w). Donc, €;3(£) = 0 pour 7 € {1,2,3} et si on met £ par sa valeur
dans (II1.3.4), on obtient

L(Ae:e<n,vn>>:e<a>—/rl g-s—/ﬂ g*-f—/rlh-£= [0 ae ) s ().
1 * : : 1 (I11.3.12)
On a

/Flg‘f— /M{_l}g‘-ﬁ

= /gf(l‘h@) (v1 = (=1)01vs) + g5 (21, 2) (v2 = (—1)02v3) + g5 vs  (I11.3.13)

2
= /g'v+/zgaaav37
w Y a=1

S = Lo

1
2
= / h1 (1}1 — 1'3611}3) + hQ(UQ — 1‘3821)3) + h3U3 (111314)
Cox]—-1,1]

:2/ h-v
Co

On prend vy = 0 dans (II1.3.11). Par les mémes astuces de calcul pour passer a la limite
de (I1.4.25) dans la sous-section 11.4.3.2 de Chapitre II et par 'utilisation de (II1.3.13) et
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(IT1.3.14), on obtient que le passage a la limite lorsque 7 — 0 donne : pour tout vy =

(v1,v9) € (H'(w))?, avec vp = 0 sur Cy, on a

2
1
/Z Jag€as(vr) — /(Q%HJE)-UT—/ hr - vr
af= 2 Co

-/ S (I A @ M))ass(ir).

af=1

(I11.3.15)

Maintenant, par les mémes arguments utilisés dans la sous-section 11.4.3.2 de Chapitre II,

on peut démontrer que pour ¢ € {1, 2,3},

(A A)z = (A (W M ® M));3 dans L*(w). (I11.3.16)

Soit vy € (H'(w))? tel que vr = 0 sur C; et soit (&,&,&) € (L*(w))®. En utilisant
(IT1.3.15) et (II1.3.16) on obtient :

/Z + A)apgas(v /WZAQ A)iz&i — /(9$+9%)-UT—/CQhT~vT

ap=1 (I11.3.17)
/Z (A (A M @ M))apeas(vr) /Z (A® (A M @ M))sé.

af=1
Maintenant, on introduit ’espace H par
H = {(v1,v9; €, &, &) € (H (w))? x (L*(w))?, tel que v; = vy = 0 sur C, },

muni de la norme

2
[(v75€,62,83) |l = <||"UT||§{1(M) +1EulZ2 0 + 1€2ll72) + H€3H%2(w))

Pour w = (v1,v9; &1, &2, &3) dans H, on définit le 2-tenseur symétrique 7(w) par :

€1 (UT) 512(’UT) &1

T(w) = | ea(vr) ex(vr) &
&1 & &3
Alors A est caractérisé par A = 7(0), avec @ = 7(lr; Az, Asp, As3), et par Péquation
(II1.3.17), w € H, satisfait :
Vw € H, a(w,w) = l(w), (I1.3.18)
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avec

tw) =5 [ (6 +or)-vr+ [ hrors [0 (M@ M) <o),

2 Co w
Il est claire que [ est une application linéaire continue de H a valeurs dans R et a est une
application bilinéaire continue de H x H a valeurs dans R. De plus, par la positivité du

4-tenseur A\, il existe A, tel que

2
a(w, w) =A™ (Z (ap (7)) + 1611122 w) + 621172 + H€3Hi2<w)) :

af=1

Donc, par l'utilisation de 'inégalité de Korn (II1.2.1), on obtient que a est coercive. Par
conséquent, on peut appliquer le Théoréme de Lax-Milgram a ’équation (I11.3.18) et obtenir
que si M est fixé, alors up existe et unique.

La caractérisation de H, la limite du champs démagnétisant H" est fait comme la sous-
section I1.4.3 du chapitre II. Alors, on a

H" — H fort dans L*(€;)

et
—(M - €3)é3 pour (z,y,2) € Qy,

H(t,x,y,2) = (I11.3.19)
0 pour z ¢ R3\ Q.

I11.3.2 Cas particulier de \€

On remarquons que le modéle (I11.3.9)-(I11.3.18) ne décrit pas le comportement asympto-
tique de la troisiéme composante de u. Afin de caractériser s, on prend le cas isotrope ou

A€ est donné par : pour tout 2-tenseur symétrique S, on a

v
1-2v

(A®:9) = b (S+

o tr(S)Ig> : (I11.3.20)

avec F et v sont deux constantes positives et
tr(S) = Si1 + Saa + Sss.

Par (I11.3.20), on a :

_ v _
(Aaﬁ = 2ytr(A)5a5) : (I11.3.21)
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et par (II11.3.10), on a
tr([l) = 811(’&7‘) + €22<’L~LT) + Agg. (111322)

Pour caractériser Ass, on utilise (I11.3.16). Alors, on a

(A1 Az = (A (AN M ® M))s3 dans L*(w),

alors, par un simple calcul, on obtient

2
— 1—2V 1% v B
Az = [ — (A M @ M)z + : _ytr()\m M M) - - _y;em(uT)] . (I11.3.23)
Donc,
1— 20 & 1—2v v
A) = | — i (M MeM MM @M
tr( ) 11—, ;5aa(uT)+ 1—V<)\ &® )33+1_yt1“(>\ X ) ,
et alors,
_ E )
(A2 A)ap = 1, Conlir)
E 14 2 v m
aa (U MY Mo M tr(AN™ M @ M) | dugp.
e (S ewtom + 0% a0 20 o 00 )

(I11.3.24)

Par conséquent, on en déduit que

(A A)ag— (A (A M@ M))as = (A2 2(lir))as — (A : (A2 M @ M))ap, (111.3.25)

avec AU est un 4-tenseur qui transforme tout 2-tenseurs X = (X;;) en un 2-tenseur Y =

(At X) = (Y;;) selon la formule

E
Yaﬁ = ()\et . X)aﬁ = — Xa/g +

tr(X
1+v 1—v H(X)0as

(I11.3.26)
Yis = (A : X);3 = 0 pour i € {1,2,3},

avec
JDMI'()() = Xll + XQQ.

Puisque (M, A) est une solution de (I11.3.9) et (I11.3.15), et par 'utilisation de (I11.3.19)
et (I11.3.25), (M, dr) est une solution faible pour
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- Pour tout x € C*(RT; H(w)),

/ (8_M_M/\8_M)X:_2 MAVM-Vyx+2 M A ((M,é3)es — ¥ (M)) - x

R+ xw ot ot R+ xw R+ xw

—2 M A ™ (A c(a)M -y +2 M A (A (A0 (™ M@ M))M) - y.
R+ xw R+ xw

- Pour tout vy € H'(w), tel que vy = 0 sur Cy, on a

/ 22: (A : e(iig))asEas(vr) — /C2 hy - vp — %/w(ng Vg vr

“ af=1

- / Z ()\et (A M @ M))ageas(vr).

Y afB=1

I11.3.2.1 Equation satisfaite par la composante normale de la déformation

Pour trouver ’équation satisfaite par g, on prend 7 — 0 dans I'équation (II1.3.12). Alors,
pour tout & € Vj(€;), on a

/Ql(ke : A) té‘(f)—/rl 9-5—/F1 9*-5—/F%h-€ = /Ql(ke LA MeM)) ze(€), (111.3.27)

Pour v3 € H?*(w), tel que dyv3 = dyvs = 0 sur Cy, on prend la fonction test & sous la forme :

230103
§= | z309v3 |,

puis, on remplace £ par sa valeur dans (I11.3.27), pour obtenir

2
/ Z()\e : B)a58a503+/(g++g_)3v3—/Z(g+—g_)a0avg+2/ hsvs =0, (I11.3.28)
W af=1 w W g Co

avec B est définie par :

1
B = / LIZ‘3AdI3.

1

Donc, par (I11.3.8), B vérifie :

_ 2
B,z = —3 hplis  pour «, § € {1,2}. (I11.3.29)
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Par la définition de A® dans (II1.3.20), on a

_ E _ v _
e.B _ B B
(A7 )“5_1+u( aﬂ+1—2ytr( )50‘5)’

avec

_ 2 _

Pour caractériser Bss, on multiplie (II1.3.4) par n?, on passe a la limite lorsque 7 tend vers

zéro et on prend la fonction test £ dans cette équation sous la forme :

¢a =0pour a=1,2
5321:%907

avec ¢ € D(w), alors £33(§) = 2x3¢ et on a

/ 23N\ 1 A)szp = / 23(AC : (A™ M @ M))s30.
Ql Q1

Puisque M et ¢ sont indépendant de x3, on obtient

/()\e : B)gggp = O,

donc,

(A®: B)33 = 0 dans L*(w). (I11.3.31)

L’utilisation de (II1.3.30), (II1.3.31) et une simple calcul donnent

_ 21 —2v
= Ad
tr(B) R, DU
donc,
_ 2 K v
A B)ag=—2 N Alizbap| - I11.3.32
( Jap = =57, [Qaslis + T Alisdas (1I1.3.32)
Pour v € H?(w), on note
81113
VU;),— 821;3
0

Ensuite,
£ap(VU3) = Onpvs.
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Donc, par l'utilisation de (II1.3.32), on peut réécrire (I11.3.28), et obtenir que @3 satisfait :

pour tout vz € H?(w), tel que v3 = d,vs = 0 sur Cy, on a

g /w()\et (Vi) : e(Vog) — 2/@ havy — /w(g+ + g7 )3v3 — /w(g+ —g7)-Vus. (1IL13.33)

111.3.2.2 1Inégalité d’énergie

Par I'utilisation de I'inégalité d’énergie (11.4.13) satisfait par M" et U" et puisque n% o, D5 M| >

0,on a

2
/ O(M") + |H’7|2+1 Q(M™)
. R3 2

971

OM™"
ox;

o it

— /Q e, UM : (A (A M@ M™)) + ; / (A e(n, UM) : e(n, UM (I11.3.34)

2
Lo o [ L3
rt Fl rl 951

Rappeler que uy = I(@) ot I est I'isomorphisme donné dans Lemme 11.4.2, de Chapitre II,
donc £7(0) peut s’écrire comme suit :

£(0) = %517(0): /w[i / Ia(mo)[? + /Qmo

_ /Z )\e mo®m0))aﬂ5a6(a0)

oMM

£(0).

Gmg

0,

+<I>m0

o (I11.3.35)
+ / Z Z )\aﬂa’ﬁ’aa/ﬁu[Ba 15/ Uog — —/(g +g7) - o
af=1a''=1

+ /Z 8u03—/62h-ﬂo.

On a M" — M faible dans L?*(£2;), donc

/ < hmmf/
o Q

De plus, M" — M dans L*(Q) fort et H? — (M - é3)é3 dans L?(€2;) fort, donc

oM™ |?

0z,

0xa

1 a=1

n 7|2 1 7 24
| aar s [med [ear — [ e [ s [ oo

Q1
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On a M" — M dans L*(€)) fort et e(n, U") — A faible dans L?(€2;), donc

/5(77,U’7)-()\e A M T M) — [ A (A (MM M)
Q1 Q1

:2/A:()\e:(/\m:M®M)).

La convexité de I'application v — / :e(v)) : e(v), pour v € V! implique

/()\/ Ada:;;) /Adxg //A

et également on a e(n, U") — A dans L*(€)), donc

/()\e A AL liminf/Q (A®:e(n,UM) : e(n,UM).

Par ailleurs, (U"), est bornée dans L?(02), donc elle est admet une sous suite notée aussi

(UM), et cette sous suite converge faiblement vers U dans L?(95), donc,

/g—-U"+/ g+-U"+/h-U’7—> g—-U+/ g+-U+/h-U,
rt rt r} rt Tt T}

et par (I11.3.13)-(II1.3.14), on a

/g_~U—|—/ U+/hU /g+g U_/Z 8U3+2/hﬁ.
F£ 1—~1 Fl CQ

Par conséquent, la semi-continuité de norme pour la topologie faible dans (I11.3.34) donne
que (M, A) satisfait I'inégalité d’énergie suivante : pour tout 7' > 0,

(I11.3.36)

— Y

ot

ou

)= Z e [eon s [

2/w()\e (A M®M)):(>\m:M®M)—%/A (A€ (™ M @ M)

9 w
1 e - T 1 — ~ 1 - =~ Y]
- A A— = + . = E - — .

(I11.3.37)

éhja
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et £(0) est donnée par (I11.3.35).

Pour simplifier, on utilise la forme de (A\® : A) donnée dans (II1.3.25), pour réécrire £(T)
comme suit

E(T) = /w 2Jr/w|z\43|2+/wc1>(z\4)
1

2
+§/()\e:()\m:M®M)):(Am:M®M)—2g(a):(Aet:()\m:M@;M))

+/w()\et re(a)) :g(a)—%/w(ngng_).ﬂ+%/w§:l(g+_g_>aao‘ﬂ3_/C2h'a'

om
0z,

I11.4 Justification d’un modéle unidimensionnel pour les nanofils

ferromagnétique avec magnétostriction

Cette section est organisée comme suit; Dans la sous-section II1.4.1, on considére une
solution pour le modéle quasi stationnaire pour un nanofil ferromagnétique €2, et a partir
de ce modéle, on définit un nouveau modéle sur €2; par un changement d’échelle convenable,
comme la Section I1.5 du Chapitre II, qui permet de passer a la limite lorsque le rayon du fil
n tend vers zéro. On conclut que la déformation dans la direction longitudinale peut écrire en
fonction du moment magnétique m (voir (I11.4.21)) et on obtient une équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert unidimensionnel dépend seulement de m (voir (I11.4.23)). Pour caractériser
la partie transversale de la déformation (i, %s3), on travaille avec un cas particulier de \°®
(Section I11.4.2).

Dans la Section I11.4.3, on étudie la stabilité des solutions statiques €3 et €3 pour le nouveau
modéle unidimensionnel. Enfin, on propose un schéma explicite en temps, implicite en espace

avec un pas d’espace non uniforme et on étudie sa convergence numérique.

II1.4.1 Modéle tridimensionnel, changement d’échelle et passage a la limite

Comme la Section I1.5 de Chapitre II, on considére un fil ferromagnétique €2, =]0, L[x B(0,7),
avec 7 est le rayon du fil. Le fil est encastré sur I'7 = {0} x B5(0,7), et on pose I'] =
10, L[xS"(0,) et T'§ = {L} x B2(0,7), tel que S*(0,n) = {(y,2); y* + 2* = n*}.

On définit les espaces V', Vi (Q1) et V(0, L) comme Définition 11.5.1 de Chapitre II.

Soient mo € H'(]0, L[: $%(0,1)), @ € V(0,L), f = (f;) € H\(TL) x (H%@;))Q et F € R.
on désigne par ugy l'image de g par I'isomorphisme J donné dans la Proposition 11.5.2 de
Chapitre II et on définit les conditions initiales et limites mg € H*(Q,; 5%(0,1)), ul € V7 et
f7 e H2(I'1) comme (I1.5.1) de Chapitre II. Donc, par le Théoreme I11.2.2, il existe (m?, u")
vérifie :

1. m" € L>*(RT; H'(Q,; R?)) satisfait |m"(¢,z)| =1 p.p. (t,z) € RT x Q,,
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n
2 I ¢ P2(RY L0, ),

3. m"(0,-) = m{ et u”(0,-) = ul dans le sens de trace en Hz(€,),
4. um € L>®(R*; V"),
5. pour tout x"7 € C°(R*; H*(Q,; R?)),

3

om” om" omm  ox"
R n — 7 ,
/ n ( m’ A >X (t,x)dt dx 2/ E m A o o

R+ XQW i=1

-2 /|;+ . m" A (hd(mn) + U(m") + ()\Hl : ()\e : g(un)))mn) Sy (I11.4.1)

+2/Rw A (I (A8 - (A 2 i @ ) -,

6. pour tout £" € V',

J

7. pour tout ¢t > 0, on a l'inégalité de 1’énergie suivante :

Eq(t)+/0t/ﬂn

&)= [ [VmR+ o] + [ fhatm)?

n

Oz e@)):e@) = [ o= [ Perd= [ 00 (@ m) o)
) ’ ’ (I11.4.2)

n

2

n
am S 5‘1(O>7

ot

ou

—|—% /Qn [Q(m”) — 2e(u) : (AC (Ao ®m"))]
= 0yt [ - / RIS

En partant du modele posé sur €2, on définit un nouveau modele sur €2; par un changement
d’échelle. Alors, on définit M", h)] et U" a partir de m" et u” comme (I1.5.3) de Chapitre
II. En outre, on définit le 2-tenseur ¢(n, U") comme (I1.5.4) de Chapitre II. Donc, on obtient
que (M", U") satisfait les propriétés suivantes :

1. M" € L>(RT; H'(Qq;R?)) satisfait |M"(t,x)| = 1 p.p. (t,z) € RT x Qy,

oM"

2. — e L*R": L*(Q:R3
(925 S ( 3 ( 1 ))7

3. M"(0,.) = mg et U"(0,.) = ug dans le sens de trace,
4. Une VvV,
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5. pour tout x € C*(RT; H'(Q1;R?)), on a

oM™ oM™ oM oy
_ _ n
/Rwl( o M >X 2/R+X91M N or T ox

2 oM™ aX oM" 8)() /
te M7 A + M7 A 2 M7 A (B + W(M™)) -
Us R+><Ql< 8y 8y 0z Oz . ( d (M) - x

_2/R+ M (T (O e, UM)MY) - x

+2 / M7 (A (X (N M7 @ M7)M) - x
R+ x4

(111.4.3)
6. pour tout £ € V! on a

/glee:g(”’Un)):5(”’5>_/F%f'5_A§F5'€3:/QI(AG3(AmiM”®M”)):e(n,§),

(111.4.4)
7. pour tout ¢t > 0, on a l'inégalité d’énergie suivante
oM |?
/ / E"0), (II1.4.5)
Q1
ou,
&N _ )
(t> - ﬁ q(t)
oM|* 1 oM |*  lomn|?
= — (M hi
= %/(‘ 5| G| )+ [ eam e [

+—/ (A% (A M@ M) (A M7 @ M) — 2¢(n,U") : (X® : (A™: M7 @ M"))]

+—/ ()\ezg(n,U”)):s(n,U”)—/ f-U”—/ FU"-é&dr.
2 01 F% Fé

Puisque myq est indépendant de (y, z) et €4;(g) = 0 pour a = 2,3 et i = 1,2, 3, on a M"(0)
et e(n,U"(0)) ne dépendent pas de 7. Donc, le coté droit de 'inégalité d’énergie (I111.4.5) est
uniformément borné par rapport a 7. En procédant comme dans la Section 11.4.3 du Chapitre
[T, on obtient que les quantités suivantes sont bornées uniformément par rapport a n : c’est
a dire, il existe C' > 0 tel que pour tout 7" > 0 on a :

- 1Mo o711 (00)) < C

oOM™"
- 9 20722000y < C,

oM™ OM™"
- oy | oo 0,7522(00)) + || ||L°° o,7:02(0)) < nC,
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- ||Un||L°°(O,T;V1) S C:
- |len, UD L2200y < C,

n
= 1l e 0,712 (R3) < C-
Ainsi, on peut maintenant extraire des sous-suites encore notées par M", U" et h)}, de

sorte que :
o M7 — M dans L*(0,T; H*(y)) faible*,
Mn M
o a@t — aa_t dans L2(0,T; L*(Q,)) faible,
e U7 — U dans L>(0,T; V') faible*,

e 1) — H dans L>(0,T; L*(R?)) faible*.
oM™ ) oMM

e

dy 0z

ment de (¢, ) € RTx]0, L[ et ne dépend pas de y et z. On remarque également que (e(n, U")),

De plus, on a tend vers 0 dans L>(0,T; L*(£2;)) fort, donc M dépend seule-

est bornée, cela donne que
€ai(U™) — 0 fort dans L*(2) pour a € {2,3} et i € {1,2,3},

et puisque U = 0 sur T'}, on a U € Vip,(Q). Tl existe donc @ € V(0, L) antécédent de U par
isomorphisme J (Proposition 11.5.2 de Chapitre II), tel que :

Ui(z,y,z) = u(z) —yous(x) — z0,u3(x),

(IIL.4.6)
Un(z,y,2) = tus(z) pour a € {2,3},
avec 0;- représente %.
Par ailleurs, on a U7 — U dans V! faible et (¢(n,U")), est bornée, donc
e(n, UM — A faible dans L*(€);), (I11.4.7)
avec A est un 2-tenseur symétrique vérifie
All = 811(U). (11148)

Par "utilisation de la Lemme I1.2.3 d’Aubin-Simon, on a M — M dans L>(0,7"; L"(£2))
fort pour r < 6, et en extrayant une sous-suite de M"  on peut supposer que M" — M
presque partout dans R*x]0, L[, donc M satisfait la contrainte de saturation |M(t,z)| = 1
presque partout dans R*x]0, L[, et M(0,z) = mg(z) au le sens de la trace.

Par les mémes arguments de calcul pour passer a la limite de (I1.5.5) dans la sous-section
[1.5.2 de Chapitre II, on passe a la limite lorsque 7 tend vers zéro dans la formulation faible
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(IT1.4.3) et on obtient que pour tout ¥ € C(R™; H'(]0, L])), on a

M M
/ (a——M/\a—>>z:—2/ MAalM-alx—Q/ MAN(H+Y(M))
Rt x[0,] \ O ot R+x[0,L] R+x[0,L]

—2/ M/\(/\m:()\e:A))M->2+2/ MOA (™ (A (A2 M @ M)))M) -
R+x[0,] R+x[0,]
(II1.4.9)

- 1
avec A(x) = —/ A(z,y, z) dydz. Donc,
B3(0,1)

™

Ay = e (), (II1.4.10)

Pour passer a la limite dans le formulation faible (I11.4.2), on prend une fonction test &

sous la forme :
§I(x7y7 Z) = Ul(x) - y81712 - 281U37
(IT1.4.11)

¢a(z,y,2) = v4(z) pour a € {2, 3},

avec v = (v1,v9,v3) € V(0,L). Donc, €4;(§) = 0 pour « = 2,3 et £ = 1,2,3. On met £ comme
fonction test dans la formulation faible (I11.4.4), on obtient

/ (X% e(n, UM)nen(€) _/ f&— | F¢-e1= / (A (A M@ M"))1ien (€)-
o ry I3 &

(111.4.12)
On passe a la limite dans (I11.4.12) lorsque 1 tend vers zéro. Par utilisation de (I11.4.7) et la
limite fort de M7 dans L*(€);), on obtient

/ ()\e t A)nen(§) _/ f-&— FE-e1 = / ()\e : ()\m : M@ M))nen(§). (II1.4.13)
o r} r} o

On prend vy = v3 = 0 dans (I11.4.11). En utilisant le fait que M et v; dépendent seulement
de z, on peut réécrire (I11.4.13) et on obtient : pour tout v; € H*(0, L) tel que v,(0) = 0,

L L L
/ ()\e . A)Haﬂll - / .fl sV — FUl(L> = 7T/ ()\e . ()\m M X M))1181U1, (111414)
0 0 0

tel que
- 1
filz) = —/ fi(z,y, 2) dydz.
51(0,1)

™
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Par conséquent (M, A) est une solution faible pour

0 (A Ay — (A (W™ M ®@M))yy) = fi dans L*(0, L)
(I11.4.15)
(()\e . A)H — ()\e . (/\m . M® M))H) (L) =F

Donc,

(A& A)y = (A (A M@ M)y, + /L Fily)dy + F. (I11.4.16)

Dans ce qui suit, on va décrire (A® : A) a l'indice («, 1), pour a € {2,3} et i € {1,2,3}.

Etape 1 : Pour ¢ € V!, on multiplie (I11.4.4) par n? et on passe a la limite lorsque 7 tend

vers zéro, on obtient :

3 3
/ D (A% A)ageas(§) = / > (A% (A M @ M))apgap(€)- (I11.4.17)
Ul aB=2 Ul af=2
Prendre
0
E=ye |-
0

avec ¢ € D(0, L), donc €95(&) = ¢ et £95(§) = e33(&) = 0. Puisque M et ¢ dépend seulement
de (t,z), on obtient :

/OL()\e : A)aaip = /OL(AQ PN M @ M))aep,
et c’est vrai pour tout ¢ € D(0, L), donc vrai pour tout ¢ € L?(0, L). Donc,
(A1 A)gy = (A®: (AN 2 M @ M))yy dans L*(0, L). (I11.4.18)
De la méme maniére et si on prend £ = (0, zp,0) or £ = (0,0, zp), on obtient : pour o € {2,3}

(A1 A)z = (A (AN : M ® M)),3 dans L*(0, L). (I11.4.19)

Etape 2 : Prendre ¢ = (y¢,0,0) ou & = (2¢,0,0) dans (I11.4.4), avec ¢ € D(0, L) et

multiplier cette équation par 7, puis prendre 7 vers zéro, on obtient : pour o € {2, 3}
A1 Ay = (A (AN M ® M))y dans L*(0, L). (I11.4.20)
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Donc, (I11.4.18)-(I11.4.20) s’ensuit que le 2-tenseur (A€ : A) peut étre écrit
A A) =\ (N Mo M)+ F, (I11.4.21)
avec F est un 2-tenseur donné par :

Fi= / fi(s)ds + F et Fo; =0 pour o € {2,3} et i € {1,2,3}.
0

Par conséquent, on peut réécrire (I11.4.9) par : pour tout x € C*(R™; H(0, L))

M M -~
/ (8— ~MA a_) %= —2/ (M A Hop )R, (I11.4.22)
Rt x[o,] \ O ot R+ x[0,L]

avec Hopp = OnM + U(M) + H + (A : F)M, et Oy,- représente g%.

La limite pour le champ de démagnétisant H est déja décrite dans [13] comme suit :

1
) My(t,z) | pour (z,y,z) € Q,

0
My(t, ) (y* — 2%) + 2M3(t, x)y=z
—Ms(t,x)(y? — 22) — 2Mo(t, x)yz

1
H(taa:?y? Z) = §m

for v € [0,L] et y?* + 22 > 1,

[ 0 pour z ¢ [0, L].
Par conséquent, M est une solution faible pour :

r M M ~
aa—t —MAN aa_t = —2M A Heff(M) dans R+ X (0, L)

Hopp(M) = 0u M + (M) +1/2(M - é)ér + (N F)M
(I11.4.23)

Fii= / fi(s)ds + F et F,; =0 pour a € {2,3} et i € {1,2,3},
0

0,M(0) = 0, M (L) =0 sur R"

\
Le modeéle (I11.4.23) est fermé, mais en se plagant dans le cas ou A€ est isotrope, on pourra
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caractériser les déformations transverses au fil dans le modéle 1d.

I11.4.2 Cas particulier de \®

On considére le cas isotrope de A® donné par : pour tout 2-tenseur symétrique S :

1—-2v

(\®:8) = b (S+

avec E et v sont deux constantes positives et
tr(S) = Si1 + Sa2 + Sss.

Dans (I11.4.13), et pour vy € H?(0,L) tel que 9;v2(0) = v2(0) = 0, on prend comme
Y01 vy
fonction test & = vy |. Puisque £11(&) = y011v9 et 4;(§) = 0, on obtient
0

/ ()\e . A)llyalva —/ (flyal’l)g + fg’l)z) —/ Fy@lvg = / ()\e . ()\m M X M))llyallvg.
951 rl ri 1951

(I11.4.25)
Puisque / ydydz = 0, on a
Ba(0,1)
/ ()\e . B’)ll@llvg — fﬁwz — fg?}g = 0, (111426)
0,L 0,L 0,L
avec . . .
B = —/ yAdydz, fi = —/ yfidydz et fo = —/ fadyd:z.
T JBs(0,1) T Js1(0,1) T Jsi(o,1)
2811)3
Maintenant, dans (IT1.4.13), on prend £ = | w3 |, avec vs3 € H%(0, L) satisfait 9;v3(0) =
0
v3(0) = 0. Une étape similaire a ci-dessus implique que
/ ()\e . 0)1161103 — / %1811)3 — fg?]g = 0, (111427)
0,L 0,L 0,L
avec . . .
C = —/ zAdydz, f, = —/ 2fidydz et f3= —/ fadydz.
T JB2(0,1) T Js1(0,1) T Js10,1)
En outre, on remarque que
_ 1. - 1, _
Bll = —galllLQ et CH = —gallu;),. (111428)
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On a 5 )
e. py g v ®
()\ : B)ll = —1 Iy ( 3611’&2 + 1_ 2ytr(B))
et g .
e. M _ Ao v A
()\ : C)H = 1 T ( 3811U3 + 1— 2VtI'(C>>
avec

1 _ _ _ 1 _ _
tI‘(B) = —gallag + BQQ + ng et tr(C) = —5811’&3 + 022 + 033.

Pour caractériser B,q et Coq pour a € {2,3}, on multiplie (I11.4.4) par 7? et on passe & la
limite lorsque 7 tend vers zéro, on obtient :

/ D (X% A)apeas(é / Z (AC: (A M @ M))apeas(€). (I11.4.29)
Q1 og=2 Q1 o5=2
0
On prend la fonction test £ dans (II1.4.29) sous la forme & = | y?¢p | , avec ¢ € D(0, L).
0

Puisque £95(§) = 2y et €,3(§) = 0 pour « € {2, 3}, on obtient

(A®: B)y = 0. (I11.4.30)

0
Onprend { = | 0 | avec ¢ € D(0, L). Puisque €33(§) = 2z et £42(&) = 0 pour « € {2, 3},
22p

on obtient

(A®: ()33 =0, (I11.4.31)

0
Maintenant, dans (II11.4.17), on prend £ = [ 0 | avec ¢ € D(0, L). Puisque e23(§) = yyp et
v

£aa(&) = 0 pour a € {2, 3}, on obtient

()\e . B)23 = 0,

0
et si on prend £ = | yze | , on obtient e93(§) = yo, £92(€) = zp et €33(§) = 0, et alors
0

()\e . B)Qg + (/\e . C)QQ = 0,
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donc,

(A®: )y =0, (I11.4.32)

Par un calcul semblable, on a
(A®: B)s3 =0, (I11.4.33)

Donc, par (I11.4.30)-(II1.4.33), et grace a un simple calcul, on obtient
By = Bz = —vByy et Cyy = Cs3 = —v Cyy,
il suit que
tI‘(B) = (]. - 2V)BH et tr(C’) = (]. - 2V)611,

ensuite,

()\e : B)ll = EBll et ()\e : 0)11 = Eéll- (III434)

En conséquence, par (111.4.26), (I11.4.28) et (I11.4.34), @z est une solution faible de

(

g(‘?i‘(w) —fi— fo=0 dans 10, L]

(%a%('az) - fl) (L) =0, Onus(L)=0, (II1.4.35)

[ 0112(0) =0, 2(0) =0,
et par (I11.4.27), (I11.4.28) et (II1.4.34), u3 est une solution faible de

(
E ~ _
gaf(ﬂg) — (91f1 — f3 =0 dans ]0, L[,

(gai”(ag) —h) (L) =0, dnus(L) =0, (II1.4.36)

O1uz(0) =0, uz(0) =0,

avec 0. représente % et 0. représente %. Donc, (II1.4.35) et (I11.4.36) permettent de

résoudre iy et us explicitement et on obtient :

o) = /0 ' [ /0 S ( FL) = L) + / ’ (7 =)@ + 2] dr) d¢1 ds  (I1.4.37)
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et

tg(z) = % /0 ' [ /O s (%I(L)(T — L)+ / " [(T — 1), (r) + f3(7«)] dr) dT} ds. (111.4.38)

I11.4.3 Etude de la stabilité des solutions stationnaires

Dans cette section, on se place dans le cas d’un fil ferromagnétique de longueur L, tel que

A st de la forme
VS symétrique, (A™:S) =aS+ (1 —a)tr(S)l;, ot a €]0,1],

soumis & son extrémité & une force dans la directions du fil. Le modéle obtenu est donc le

suivant : - 3
m m .
B MmN 5= —2m A Hyp(m) dans R x (0, L)
Heop(m) = 8um + (1/2 + F)(m - &), (I11.4.39)
| 9,m(0) = 9,m(L) = 0 sur R*.

On remarque que les constantes +¢&; ou +€5 sont solutions statiques de (I11.4.39). On étudie
maintenant leur stabilité au sens de Lyapunov. Concernant €;, on démontre le théoréme

suivant :

Théoréme I11.4.1. Soit F € R. Si 1/2+ F positif, alors €1 est asymptotiquement stable et si
1/24 F négatif, alors €1 est instable. Dans le cas critique 1/2+F = 0, €] est stable et il existe
81 tel que si m solution de (I11.4.39) satisfait |m(0,-) — é1||gn < 8y, il emiste (O, 00) € R?

tel que |(0oo, 000)| < 1,
V1—=02 — o2
m(gm,ow) = 900 y
O-OO

et m(t,-) tend vers m,, »..) dans H'(R) lorsque t tend vers infini.
Pour prouver Théoréme I11.4.1, on décrit la perturbation de €7 dans le repére (€7, €3, €3),

en écrivant
m(t,x) = ri(t,x)é3 + ra(t, x)éz + u(r)e. (I11.4.40)

avec u(r) = /1 —7r? — 72 — 1, de sorte qu’on ne considére que les perturbations vérifiant la
contrainte de saturation |m| =1 (voir [20], [23] et [25]).

On écrit I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec la nouvelle inconnue r et par projec-
tion dans (€3,€3) on obtient que si m satisfait (I11.4.39), alors r satisfait 1’équation quasi-
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linéaire suivante :
R(r)0yr = KLr + G(r)(0y1r) + H(r)(0yr,01r) + P(r), (IT1.4.41)

avec

- la matrice inversible R(r) définit par

rTro 7“2
—F— —_— - u(r
R(r) = 1 1 N V1—1r2—13 1—r—r2 plr)
-1 1 r% 172 ’

(r) V1—r?—r3 1—1r2—1r3

ott Z € C*(B(0, 3); L*(R*R?)), et |Z(r)] < |r[*.

0 —1
K = (1 o) (I11.4.42)

- La matrice K définit par

- CT = —8117‘+(1/2+F)T,

- la matrice G(r) définit par

r17re Ty

1—7’%—7‘% 1—7"%—7"% M(T)
G(r) =2 r% - (I11.4.43)

Y e s BN o

- H(r) est une forme bilinéaire symétrique définit par : pour tout X, X, € L*(R?),

T2
1—7"2—7"23 9 2
H(r) (X1, Xp) =2 mo o A= =) (X Xo) + (- X0) (1 Xa))]
o 3
1—r—r2

(I11.4.44)

- P définit par

()24 Fyrap(r)
P =2 ( (1/2+ F)ruu(r) )
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Par suite, ’équation (I11.4.41) peut étre réécrit comme suit :

Or = JL(r) + Q(r) (I1.4.45)

(7 2).

Q(r) = Z(r)KLr + (R(r)) "(KLr + G(r)(0nur) + H(r)(0ir,017) + P(r)).

avec

et

Cette construction a déja été utilisée dans [21]. La contrainte de saturation est automati-
quement satisfaite a partir de la définition de r (I11.4.40). On a donc que m satisfait (111.4.39)
si et seulement si r satisfait (I11.4.45). De plus, €] est une solution stable pour (I11.4.39) si
et seulement si zéro est une solution stable pour (I11.4.45). En outre, les termes non linéaires
de (I11.4.45) peuvent étre estimés par : pour tout r € B(0, %), il existe ¢ tel que

|Z(r)] < c|r|2, |G(r)] < c|r|2, |H(r)| < c|r| et |P(r)] < c|r|2. (I11.4.46)

Stabilité asymptotique de ¢; dans le cas 1/2+F >0 :

Dans ce cas, L = —011 + (1/2+ F') est un opérateur coercif auto-adjoint tel que pour tout
r € H*(0,L), on a

min(1,1/2 + F)|r|5: << Lr,r >< max(1,1/2 + F)||7||5:, (I11.4.47)

et
min(1,1/2 + F)|[r[5: < [|£r]7: < max(1,2(1/2 + F))|r[%:,

avec < -, > représente le produit scalaire dans L?(0, L).

Les inégalités dans (I11.4.46) permettent d’utiliser la preuve du Lemme 1 dans [25]. Alors,

il existe une constante ¢ tel que pour tout » € H*(0, L) avec |r| < 1, on a

1Q(r) |2 < ¢ < Lr,r >2 ||Lr]|e. (I11.4.48)

On prend le produit scalaire dans L? de I'équation (I11.4.45) avec Lr pour obtenir

1
Ld < Lryr> = —||Lr]|2.4+ < Q(r),Lr >

2 dt
< —lLrlZe + Q)2 Lol 2.
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Donc, par (I11.4.48), tant que |r| < 3, on a

1d

5 < Lr,r >< —||Lr||3: + ¢ < Lr,r >3 L7132,
donc,
1 d 1 2
57 < Lryr>+(1—c< Lr,r>2)||Lr]]7. <0,

Par I'utilisation de I'injection de Sobolev H'(0, L) C L*(0, L) et I'estimation (II1.4.47),

on fixe § > 0 tel que § < o et si < Lr,r >2< § implique ||r|p~ < 1. Donc, tant que

< Lr,r >3< J, on obtient (1 —c¢ < Lr,r >%) > %, alors

d
7 < Lr,r > +|Lr|7: <0.

Grace a

||r||%2 < < Lr,r >,

1
12+ F
on obtient, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, que

1

< -

1£r] L2,

donc,

1
< ;CT,T >< WHETH%Q

Par suite, tant que < Lr,r >3< d,on a

d
7 < Lryr>+(1/2+ F) < Lr,r ><0.

En utilisant une lemme de comparaison, on déduit que : tant que < Lr,r >2< 4§ ,on a
< Lr(t),r(t) ><< Lr(0),r(0) > e~ W2, (111.4.49)
Maintenant, on fixe dg = g et on suppose que
< Lr(0),r(0) >< .

Ainsi, on a

Yt >0, < Lr(t),r(t) >7< 6, (111.4.50)
Si ce n’est pas le cas, il existe ty > 0 de sorte que
< Lr(to)ﬂ“(to) >%2 0.
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Soit ¢; le premier temps en lequel (II1.4.50) n’est pas vérifie. On a alors, par continuité :
< Lr(ty),r(t) >2=, (I11.4.51)
et pour tout ¢ < 1, on a
< Lr(8),1(t) ><< Lr(0),1(0) > e~ (/2P < 52 — }152.

Par continuité de < L-,- >, on a < Lr(t),r(t) >< 02 et cela est en contradiction avec
(II1.4.51). Ainsi, dans '’hypothése < Lr(0),7(0) >< dy, pour tout ¢ > 0, 'estimation (I11.4.49)
est valide, alors ||7||z1 est petit pour tout ¢ et [|r|[z1 tend vers zéro lorsque ¢ tend vers infini.
Donc, €7 est asymptotiquement stable dans le cas 1/2 + F > 0.

Instabilité de ¢; dans le cas 1/2+F <0 :

On considére une condition initiale ry constante en z. Puisque les coefficients de (I11.4.45)
ne dépendent pas de z, alors la solution r reste constante dans la variable z et satisfait
I’équation différentielle ordinaire :

% — J(1/24 F)r + Q1 (r), (IIL.4.52)
Qi(r) = Z(r)K(1/2 4+ F)r + (R(r)) "' P(r),
alors,

Q:(r) = O(Ir*).

Donc, si on démontre que 0 est instable pour (I11.4.52), alors 0 est instable pour (II11.4.45).
Pour cela, on démontre que (1/2 + F')J admet au moins une valeur propre avec une partie

réelle strictement positive. On désigne par
A =—4(1/2 + F)?
le discriminant du polynome caractéristique
X2 4+2(1/2+ F)X +2(1/2+ F)2

Donc, A est négatif et la partie réelle des valeurs propres est égale —(1/2 + F), qui est
positive. Ainsi 0 est une solution instable pour (I11.4.52), donc €] est instable pour (I11.4.39)
quand 1/2 + F < 0.

Cas critique 1/24+F =0 :
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Dans ce cas, I'équation (I11.4.45) écrit

dr

=L+ Qa(r), (I11.4.53)

avec

g’f’ = —8117’,

et
Q2(r) = Z(r)KZLr + (R(r)) " (KZLr + G(r)(0u1r) + H(r)(0yr, O7).

Donc, 0 est stable pour (I11.4.53), si et seulement si €] est stable pour (I11.4.39) quand
1/2+ F =0.

On remarque que (I11.4.39) a une famille de deux paramétres de solution de régime per-
manent, donnée par

N
me,e) = 0

g

Donc, la projection de m ) dans le repére mobile (€3, €3), donne que (II11.4.53) admet une

famille de deux paramétres de solution de régime permanent donnée par

V(9,0) = <9> . (I11.4.54)

g

Alors, on remarque que V' est une fonction de classe C*> satisfaisant :
- V(0,0) est une solution de régime permanent pour (II1.4.53).

- V(0,0) = (0,0); 25(0,0) = (1,0) et 2£(0,0) = (0,1).

Puisque V'(0,0) est une solution pour (I11.4.53) et Q2(r) est plus que quadratique, alors

1% 1%
£~55(0.0) = £-—(0.0) = 0,

et Ker £ = Vect ((1,0),(0,1)).

Pour w € (Ker .£)* N H?, on a

L L
/w1:O et /'U)QZO,
0 0

donc, on peut appliquer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, et obtenir

L
< gw,w >= /0 (|81U)1|2 + |01w2]2) Z ||U)1||%2(R) + Hw2H%2(R) Z ||U)||%2(R) (III455)
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On définit I'espace V par :
V = (Ker £)*n H*(0,L).

On affirme que la décomposition de r par :
r(z) =V(0,0)(z) + w(z),

est unique, avec la propriété qu’il existe g > 0 et [[r]~ < Jp. Il faut que w soit dans
V. Cette décomposition a été utilisée dans [39] pour établir les propriétés de stabilité des
solutions statiques des équations paraboliques semi-linéaires, et dans [7], [50] pour prouver
la stabilité des ondes progressives. Alors, dans ces nouvelles coordonnées , I'équation 111.4.53

conduit a (voir [21], [25] pour les détails des calculs) :

80_:) = JZw+ R(A w,w, 0 w),

(I11.4.56)
dA
E — N(A7 w) 81w)’

avec A = (0, 0), les applications R : R* x H*(R) x H'(R) x L*(R) — R?* et N': R* x H!(R) x

L?*(R) — R? sont non linéaires, pour lesquels il existe des constantes C' > 0 et n > 0 tel que
IR(A, w, hw, dw) | iy < C ([Allre + [lwllawy) [[wll 2wy, (111.4.57)

pour tout w € V et A € R? satisfait ||A|[gz < 7.

On remarque maintenant que < Zw,w > est équivalent a la norme |[w|| 1 (ry dans 'espace

V car par U'inégalité (I11.4.55) on a

1
é”wHHl(R) << .Zw,w >< ”wHHl(R)a (111459)
c’est clair aussi que pour tout w € V), on a

|Lw 2ry < W] a2(rR)-

On considére une solution (A, w) de (II1.4.56), tel que w(0, ) = wp(-) et A(0) = Ag. Le
produit scalaire dans L?(R) de la premiére équation de (IT1.4.56) avec Zw donne

1d
ST < Lw,w >=< JLw, Lw >+ < R(A,w,hw,onhw), Lw >, (I11.4.60)
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car .Z est autoadjoint. Concernant le premier terme du coté droit de (I11.4.60), on calcule
< JLw, Lw >= —|Lw| i) < —llwlip2r- (I11.4.61)

En ce qui concerne le deuxiéme terme du coté droit de (I11.4.60), on déduit de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et de I'estimation (II11.4.57) que

< R(A, w, 8111), (911w), Lw > < ||R(A, w, alw, 81111)) ||L2(R) ||ngL2(R)

c (“AHR2 + ||w||H1(R)) ||w||%{2(R)-

Par conséquent, a partir de (I11.4.60), (II11.4.61) et (II1.4.62), on obtient

1d
s < 2w w>< (=1+ O ([Alre + [l mw )l e g
Si 'estimation )
1A lRe + llwllmw) < 55
s’applique, alors
1d 1 1
37 < Lw,w >< ——||w||H2 < _§||$'1U||%2(R) < —5 < Lw,w > .
Donc, par le lemme de comparaison on a
< ZLw(t), w(t) ><< Lwy, wy > exp(—t) (I11.4.63)
Il s’ensuit que si [[wol| 1) < 155 et si Pestimation |A| < ;5 s’applique, alors pour tout ¢ € R,
on a
ol < 7
R = e

En effet, dans le cas contraire, il existe une temps t1, tel que V¢ < t1, ||w(t)|m@r) < 15 et
lw(t1)]| ) = 76 Par inégalité (I11.4.63) on a pour tout ¢ < ¢,

< Zu(b), ()><ﬁ

par continuité de < Zw,w >, on obtient pour t = ¢,

1
< —.
< fw(to),w(to) >< 100
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alors par 'inégalité (II1.4.59), on obtient

1
)l < 25
ceci est contraire & [|w(t1)| m(ry = 75. Done, sous Phypothese [|wollmr) < 155 et |A] < 15,
on a pour tout t € R,
[w(®)l ) < 2l[woll ) exp(=1). (I11.4.64)

En outre, on déduit de (II1.4.56), (II1.4.58) et (II1.4.64) que, si l'estimation a priori [A] < 75
est vraie, alors
1 t
[A(E)llre < [[Aollre +§Hw0HH1(R)/ exp(—s)ds
0 (I11.4.65)
1
< [[Aollre + 5 llwollmwy

Par toutes les estimations a priori précédentes, on conclut que, si [|Ag|lrz + [Jwol|m1(r) est
suffisamment petit, alors ||A(t)||rz reste petit, pour tout ¢ > 0, et ||w(¢, )|/ diminue expo-
nentiellement vers zéro. De plus, par (I11.4.56), (IIL.4.58) et (II1.4.64) on obtient que [|%||g.
est intégrable sur [0, +00), et donc A(t) admet une limite dans R?, dénoté Ay, = (0o, O’OO),
lorsque t tend vers +oc.

Cela conclut la preuve de théoréeme I11.4.1.

Dans la suite, on va étudier la stabilité de €5 pour 1/2 + F' positif et négatif. Dans le cas
ou 1/2+ F =0, €5 est stable et la preuve est similaire & la preuve de stabilité de €3.

Théoréme II1.4.2. Soit F' € R. Si 1/2 + F positif, donc é; est instable.
Dans le cas critique 1/2 + F négatif, €5 est stable et il existe 6o tel que si m solution pour
(I11.4.539) satisfait |m(0,-) — e3||gr < 09, il eziste po € R avec la propriété que m(t,-) tend

vers M, dans H' lorsque t tend vers infini, avec
M, = cosps €3 + 5in P €3.

Pour le cas critique 1/2+ F = 0, €y est stable et il existe o9 tel que sim solution de (111.4.39)
satisfait |m(0,-) — €| mir) < 02, il existe (€, (o) € R? tel que |(€x, Coo)| < 1,

§oo
(oo

et m(t,-) tend vers m ..y dans H'(R) lorsque t tend vers +oo.

Comme précédemment, on décrit la perturbation de €5 dans le repére mobile (€3, €7, €3),
en écrivant
m(t,z) = 71 (t, x)e1 + Taot, x)eé3 + p(F)és. (I11.4.66)
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Donc, par la projection de (II1.4.39) dans (€7, €3), on obtient que 7 satisfait I’équation sui-

vante :
Oy = JTL(F) + Q(7) (I11.4.67)
Li = —0n7 — (1/2 4+ F)(7,é1)ei,
et
Q(F) = Z(F)KL7 4+ (R(7)) Y (KL — G(7)(0y17) — H(7)(OnF, O F) + P(7)).
tel que

- la matrice inversible R(7) définit par

T1T2 Ty -
+ plr
- 1 -1 1— 72 — 72 VI-7#—72 #(F)
R(T‘) = 1 1 + 7’;2 Pl )
- 1 172
—u(F) — -

tel que Z € C*(B(0, 3); L*(R*;R?)).
- K, G(7) et H(T) sont donnés respectivement dans (111.4.42), (I11.4.43) et (I11.4.44),

- P(7) définit par
S 0
=2 ((1/2 v F>f1u<f>> '

Instabilité de é; dans le cas 1/2+F >0 :

Comme dans le cas précédent, on prend une donnée initiale 7y indépendant de x, donc la
solution 7 est également indépendant de = parce que les coefficients de (I11.4.67) ne dépendent
pas de x, puis 7 satisfait :

dr

T = A7+ Qu(F), (I11.4.68)

Ao (V2+F 0
S \1/2+F 0)’

Qi(F) = Z(FK(1/2+ F)(7,&)é + (R(7)) " P(F).

avec

et
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Donc, Q1(7) = O(|F|?) est dans le voisinage de zéro. Clairement, 0 et 1/2+ F' sont les valeurs
propres de A, et depuis 1/2 + F' > 0, alors A admet une valeur propre qui est strictement
positive ; donc 0 est instable pour (I11.4.68), cela implique que €3 est instable pour (I11.4.39)
quand 1/2 + F > 0.

Stabilité de ¢; dans le cas 1/2+F <0 :

On remarque dans ce cas que (I11.4.39) admet une famille & un paramétre de solutions du

régime permanent donnée par
M, = cospé; +sinpeés. (I11.4.69)

Par la projection de (II1.4.69) dans le repére mobile (€7, €3), on obtient que (I11.4.67) admet
également une famille & un paramétre de solutions du régime permanent donnée par :

Wi(p) = (ﬁwz) _ (SH? SO) | (IT1.4.70)

Donc, W est une fonction de classe C*, satisfait :

- W(p) est une régime permanent de (I11.4.67).
_ W (0) = (0,0), et W/(0) = (0.1).

- on peut remarquer que Ker L = Vect W’(0). Soit w = (wy,ws) € (Ker L)+ N H?, donc

L
/ w2:0,
0

et en appliquant I'inégalité Poincaré-Wirtinger, on obtient

L L
< Law,w >— / (181 — (1/2 4+ F)Jun ) + / Brwnl® > — (1/24F) o |2+l .
0 0

Par conséquent, on peut appliquer la proposition 2 dans [25] et obtenir que zéro est stable
pour (I11.4.67), et a partir proche de zéro, une solution 7 pour (I11.4.67) satisfait qu’il existe
¥oo tel que 7(t,-) tend vers W (s ) dans H' lorsque ¢ tends vers infini. Donc, € est stable
pour (I11.4.39), et si m est une solution de (II1.4.39) satisfait ||m(0,-) — é3||y suffisamment
petite, alors il existe o tel que [[m(t,-) — M, ||g tend vers zéro lorsque ¢ tend vers infini.
Et la preuve de Théoréme I11.4.2 est compléte.
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I11.4.4 FEtudes numériques du modéle unidimensionnel pour un nanofil ferro-

magnétique avec magnétostriction

Dans cette section on utilise la méme discrétisation en espace que dans [3], sauf qu’on fait
de I'implicite en temps pour éviter la CFL du type dt < Cdx?.

111.4.4.1 Schéma numérique

On considére un nanofil rectiligne de longueur L. On prend une force appliqué g € H 2 (0, L)
et F' € R et une matrice A € M3(R) tel que le terme anisotrope V(m) = Am. Grace a la
section I11.4.1, le moment magnétique m est une solution faible pour (I11.4.23), c’est a dire

m est une solution faible de I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert suivante :

— —mA e —2m A Hsp(m) dans R x (0, L)
(IIL.4.71)

H.;p(m) = Oum + Am +1/2(m, &)er + (AN™ 2 F)m.
avec le 2-tenseur F est donné par :
Fi1 = /r 29(y)dy + F et Fo; = 0 pour o € {2,3} et ¢ € {1,2,3}.
0

De plus, m vérifie le condition de Neumann homogeéne :

9,m(0) =0 et 9,m(L) = 0.
On considére un maillage non régulier de [0, L] avec N points de discrétisation :

11 =0<zy<..<zn =L

On désigne par w; le volume de controle autour de z; donné par :

T
wn :i|07?2|:7
w; = ] i —1—21;1»_1, T +2Ii+1 [ pour tout ¢ € {2,.., N — 1},

“’N:]W’L['

On désigne par h; = ;41 — x;, pour tout ¢ € {1,.., N — 1}.

On considére I'ensemble des points de discrétisation en temps du segment [0, 7']. A I'instant
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w, w; Wy

FiGURE III.1 — Discrétisation du segment [0, L].

t;, la solution discréte m? est décrite par
J — J
m’ = (mQ, ..,mel) ,

ot m? approche la valeur de m & l'instant ¢; et au point 2; €]0, L].

Onnote Zia, , 2,.00013({¥i-1, ¥i, Yi+1}) 'interpolation de Lagrange en trois points @;_1, @, it1,

tel que y; représentant les valeurs de la fonction aux points x; :

(z — ) (x — mi11) _ (z — 1) (7 — 441)

(Tim1 — ) (w521 — £Uz'Jrl)yZ_l - (zi — mi1) (T — Tig1)
(z — @i1)(z — 23)

(i1 — xi)(ﬂ?z‘ﬂ — Ti-1

I{Cvifl@iyxwrl} ({yi—la Yi,s yz‘—i—l}) =

i

Yit1-
)
On approche m sur w; et wy par
% (l‘) = I{ml,wz,fcs} ({m{7 m%? m%}) 1w17

VZ{I('T) = I{waz,foth} ({mg\/—Z’m?V—l?m?\f}) ]‘wN7

ou m] et m’, sont inconnues. Puisque d,m(0) = d,m(L) = 0, on a 8,V7(0) = 8,V (L) = 0,

donc

» 2h1 + ho . hy+hy hq -
o) = 2the g bt o
O == ™ Tk "2 Tt )™
et
9,Vi (L) hn—1 i hn-1+hy_2 2hy—1+ hy—2 -

= _9 m —
hy-a(hy-1+hy o) V72 hvoahy— N0 by a(hyo1 + hiy2)
Ceci permet de déterminer m? et m’, comme suit :

i (hy + h)? i h? i
Y ha(2hy +ha) 7 ho(2hy + he) Y

(I11.4.72)
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(hn-1+hn2)® (hy-1)* j
m — m . 111.4.73
hN7ﬂ2hN71%‘hN—ﬁ N1 hN7ﬂ2hN71%'thﬁ N2 ( )

A Tinstant ¢;, sur chaque volume de contrdle intérieur w;, (2 < i < N — 1), on approche

J
mN—

m(t;j, ) par une interpolation polynomiale de Lagrange uf, polynéme de degré 2 sur w; tel
que
J

Ug(fﬁi—l) = mf_17 Uf(xi) =m; et U?(Im) = mf}r

Alors, on prend
Uf (l‘) = I{mi—‘hl’iyxi-‘—l} ({mg_p mzv m]"—i-l})
= a;mi_, + fim] + 7img+1’
avec

(@ — i) (@ — )
hi<hz‘—1 - hi)

;= (z — i) (z — $z‘+1)’ 8 = (e —wia)(@ - wiga) et v, =
hi—1(hi—1 + h;) hi—1h;

Donc, par (I11.4.72) et (II1.4.73), on obtient que
u% = almg + agmé et ugv_l = agmg\,_z + 04m§v_1,

avec

DT ha(2hy + k) 2B T T Tk + hy) 2T
hy_1)? hn-1+ hy_2)?
03 = Vi) IN-1+an-1 et 04 = (-1 4 o)

)'VN—I + Bn-1.

a hn—2(2hy—1 + hn_2) hn—2(2hn_1 4+ hy_2

En utilisant un schéma Euler explicite en temps, on écrit le schéma de différence finie

semi-implicite en espace par : pour i € {2,..., N — 1},

e B e gt
/ (Uz - u; —U'Z A u; o 'U,z) dr ~ _2/ u‘zj /\Heff (uZT—i_ul> dx. (111474)

On approche Gnug, pour tout i € {3,.., N — 2}, pour tout x € w;, par

2 . 2 2

J ~ — »
anui <x> o hi—l(hz‘ + hz’—1>mz_1 hihz'—lmZ * hi<hi + hi—l)

J
Mgy

Pour les volumes des controles wq et wy_1 , on utilise (I11.4.72)-(I11.4.73) et on obtient

R T \ hho(2hy + ha)  hiho ) 2 \ha(ho + b)) (2hy + ho)  ho(ha + hy)) 2
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et
; 2(hn-1 4+ hn-2) 2 ) ;
Oy ,(x) ~ — m’
Lty (2) (hN—1hN—2(2hN—1 +hy_2)  hn_1hy_2 Nt
_2hN72 2 ) j
+ + My_o-
(hNQ(hNQ +hy_1)(2hn-—1 + hn_2)  hn_o(hn_o+ hy_1) N=2

Alors, la matrice du laplacien est écrit sous la forme

d1[3 dg[g 0 0 0
CL3[3 bg[g 6313 0 0
0
Lap = 5
0 e 0 0 CLN,2[3 bN72IS CN72[3
0 0o ... 0 dsls dyl3
avec
1 00
I3=10 1 0],
0 0 1
g = 2(hy + hs) 2
YT hiha(2hy + hy)  hihy
—2h, 2
d2 - + )
ho(he 4+ h1)(2hy + ha)  ha(he + hy)
g — —2hn_9 n 2
° hn_o(hy_2+hy_1)(2hn_1+hn_2) hy_o(hy_o+hy_1)
d 2(hy—1+ hn_2) 2
4

- hn-1hn—2(2hn—1 + hy_2)  hn_ithy_a

et pour i € {3,...,N — 2}, on a
2 2 2

,bi: et C; =

hi—1(hi + hi—1) a hihi_y hi(h; + hi_1)

a; =
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On prend le troisiéme terme du membre gauche de (I111.4.74), on a :

Joa g+l j j j j+1 J+1 j+1
/ u A = / (aimi_l + gim] + %miﬂ) A (oz,-mi_l + gim] T + %-miH)
w; w;

+1 i+1 +1
=g AmiT i AmIT 4 s AmlT

141
avec q;, r;, s; sont dans R® donnés par : pour i € {3,..., N — 2}
G = / a?mi +/ a; Bm] +/ ayimi, g, (I1.4.75)
T = / a;Bmi_, +/ Biml + [ Biyimi,, (IIL.4.76)
S; = / ozmmf_l + @%mf ‘f'/ %'ngﬂv (IIL.4.77)

et pour i € {2, N — 1},

=0 ct qy_,= / oimly_y + / o304, (111.4.78)
WN—1 WN -1

7"2:/ me%—i—/ Ulagmé et rN1:/ 0304m§\,2+/ Jimg\,fl, (I11.4.79)
w2 w2 WN—1

WN 1
32:/ alagmg—l—/ agmg et sy_; =0. (I11.4.80)
wa wa

Maintenant, on prend X = (X,,...,Xy_1) et Y = (Ya,...,Yy_1) € RW=2 Un simple

calcul du produit vectoriel permet de conclure que
Xi NY; = Bi(X)Y,,
avec B;(X) est une matrice dans M3(R) définit par :

0 —(Xi)s  (Xi)2
Bi(X) =] (Xi)s 0 —(Xih
—(Xi)2  (Xih 0

Donc,

[ A= B+ B + B

K3

Par un argument similaire, on conclue que la solution numérique m?** recherchée a l'instant
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t/T1 peut étre déduite de m/ par :
(M — Z +dt (V(Mm/)Lap + Z(H + P) + FA)| m/™" = [M — dt (V(Mm/)Lap + Z(H + P) + FA)| m/,

avec M, la matrice de masse intervenant grace a I'interpolation sur chaque volume de controle,

est donnée par

Jo, ol [, ool 0 . 0 . 0
Jus sl [, Bsls [, 115 0 . 0
0
M =
0 - 0 0 [, onals [, Byoals [, v-als
0 0 - 0 wa?l osl; wail o4l

La matrice V(Mm/) € My_2(M3(R)) est donnée par

Bi(Mm?) sii=j,

0 sl non.

(V(Mm?));; = {
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La matrice Z € Mpy_2(M3(R)) est donnée par

Bo(r) Ba(s) O ... 0 0
Bs(q) Bs(r) Bs(s) 0 . 0
0
7 = ,
0 ... 0 0 Bxos(q) Bxo(r) Bxols)
0 0o ... 0 Byai(g) Byvalr)

avec ¢, 7,5 € R*W=2) sont donnés dans (I11.4.75)-(111.4.80).
La matrice F' € My_2(M3(R)) est donnée par

Bo(f?) Bs(f3) 0 ... 0 0
Bs(f') Bs(f*) Bs(f?) 0 0
0
F = :
0 0 0 Bnyoaf') Bnoaf?) By-alf?)
0 0 0 By_1(fY) By_1(f?)

avec f1, f2, f> € R*W=2) définissent par : pouri € {3,..., N —2}

1_ 2,7 J J
fi = Fuogm;_ + FrioBimy + Friogyimi
w; w; w;
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1} :/ ]:11%51771514‘/ Fllﬁ?”ﬁ*’/ fnﬁmmﬁp

3 _ J J 2,7
Ii= | Fuoyvim;_ + | Fulbivimg + [ Fuvimg,
w; w; w;

et pour i € {2, N — 1},

1 _ 1 2,7 J
w w

N-1 N-1
2 — Fuoiml, + Fuoioaml et f2 = Frios0ami_, + Fuoiml,
2 — 11917119 11010277t N—-1 — 1103047110 _9o 110410 _ 1
w22 w2 WN—1 WN—1
3= Friorooml, + Fuoiml et fi_ =0
2 — 1101021789 11&27703 N—-1— VY-
w2 w2

Les matrices H, P et A sont dans My _o(M;3(R)) indépendantes de m’ et données par :
Hys = E s%z':j’ P, - A s%i:j et N — A s%z':j’
0 sinon 0 sinon 0 sinon

avec

1/2 0 0
E=10 00 et Ay = )\gln pour i,j € {1,2,3}.
0 00

111.4.4.2 Convergence numérique du schéma : Erreur pour plusieurs cas de F'

Dans le reste de cette section, on suppose que A = 0, g = 0, et la matrice A est donnée
par : Ay =1let Ajj=0sii# 1ouyj#1.

Pour ¢ € R* et « €]0, L[, on considére un vecteur M (¢, x) satisfait la contrainte de satu-

ration || M| =1 et donné par :
sin(t) cos 6(x)
M(t,x) = | sin(t)sinf(z) |,
cos(t)
avec ) e
16

Dong, il est clair que M vérifie la condition de Neumann homogéne sur {0, L}. Pour que M
soit une solution analytique pour (I11.4.71), on peut choisir un champ appliqué particulier
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comme suit :
1 1
H, = 5M N O M — 5M ANMANIIM)+ MA(MA [0 M+ (1/2+ F)(M,é1)ér]),

et dans ce cas, M est une solution exacte de I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert. Dans la
suite, on considére un maillage régulier.

Soit m la solution numérique de (I11.4.71) tel que
m: {jdt};}:O X {z'dx}f\gol — R3,

avec J est le nombre de points de discrétisation en temps, N est le nombre de points de
discrétisation en espace, et dt (respectivement dx) est le pas de discrétisation en temps

(respectivement en espace). On note
m! = m(jdt,idx) et m? = {m(jdt,idx)}Y".
Soit X = (Xo,...,Xy_1) tel que X,, € R} ¥n € {0,1,..., N —1}. On note :

1 N-1 %
[ X |2 = (3_]\7 > |Xn’2d$) ,

n=0

Pour calculer I'erreur, on utilise la norme suivante :

[Xl[2.00 = sup || X[z,

Jj€{0,J}

Donc, on obtient le tableau d’erreur III.1.

N F=0 F=2 F=-2
100 0.001451312 0.007458352 0.000929658
200 0.000738238 0.003752018 0.000553878
400 0.000373297 0.001880226 0.000300872
800 0.000187792 0.000940971 0.000156554
1600 0.000094192 0.000470675 0.000079820
3200 0.000047171 0.000235381 0.000040297

TABLE III.1 — L’erreur a l'instant T = 1.

A Paide de Iéchelle logarithmique, on trouve que la variation de I'erreur selon le nombre de
points de discrétisation (pour dt = dx/10) est donnés par la figure I11.2. Aprés une régression
linéaire, la pente des courbes de ces figures est proche de -1. Notre schéma est donc d’ordre
1.
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FiGURE III.2 — Erreur numérique selon le nombre de points de discrétisation




CHAPITRE 1V

STABILISATION DES MURS LOIN DE
L’ENCOCHE POUR DES NANOFILS
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Du fait de leurs applications prometteuses pour 'enregistrement des données numériques
(cf. [47]), les nanofils ferromagnétiques font 1'objet de nombreuses études, tant en physique
(cf. 9], [48], [51]) qu’en mathématiques (cf. [21], [22], [26]). Dans ces nanofils, I'aimantation
se structure en domaines, larges zones dans lesquelles la magnétisation est constante, séparés
par des murs, fines zones de renversement de I’aimantation. L’information est alors codée par
la position relative des murs. Leur stabilité est donc un point clé pour assurer la pérennité
du stockage. Dans [21], & partir d'un modéle monodimensionnel de nanofil ferromagnétique,
il est démontré que dans un fil rectiligne de longueur infinie, les configurations & un mur
sont stables mais pas asymptotiquement stables, en raison de l'invariance du modéle par
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Chapitre I'V. Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils
ferromagnétiques

translation et rotation. Dans [26], on établit que la position des murs est stabilisée par des
encoches faites le long du fil, qui ont la propriété de fixer les murs, comme cela est observé
expérimentalement. Ceci permet d’assurer la pérennité de ce mode d’enregistrement, sans
consommation d’énergie. Afin d’amener l'information & une téte de lecture ou de modifier
I'information, on observe que 'injection d’un courant électrique ou 'application d’un champ
magnétique extérieur permet de décrocher le mur de l'encoche (cf. [32], [47]). Dans [26], il
est démontré que si le champ appliqué est petit, le mur reste fixé a I’encoche, mais qu’au
dessus d’un certain seuil, il n’existe plus de solution statique modélisant un mur fixé par
I’encoche. Ceci confirme quun champ magnétique assez fort permet de sortir le mur du
domaine d’attraction de ’encoche. Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement du mur
soumis a un champ magnétique lorsqu’il s’éloigne de I’encoche. On établit que la dynamique

du mur se rapproche de celle observée en I'absence d’encoche.

IV.1 Modéle unidimensionnel pour un nanofil ferromagnétique

On considére dans ce travail un nanofil ferromagnétique de longueur infinie (assimilé &

la droite réelle) avec une encoche symétrique centrée en zéro. On travaille sur le modéle

) ) X ) )

FiGURE IV.1 — Fil avec encoche

monodimensionnel de fil avec section variable obtenu par processus asymptotique dans [14].
On introduit le paramétre s : R — [p1, 1] € R, fonction de classe C! telle que s(z) est
proportionnel a l'aire de la section du fil a ’abscisse x, ot 0 < p; < 1. On suppose que s est
paire (encoche symétrique autour de 0), que s = 1 en dehors de [—a, a] et que s est croissante
sur [0, al.

On note m : R x R, — R le moment magnétique vérifiant la contrainte de saturation
Im(t,z)| =1 p.p. (t,7) € RT xR.

Dans le cas statique, I’énergie associée a une configuration m : R, — S% C R? est donnée

par :
1 1

E(m) = §/Rs(x)]8mm|2+§/Rs(a:)(l— im(z) - & [2)da,

ol le premier terme est I'énergie d’échange 1d, et le deuxiéme est ’énergie démagnétisante,
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s(X)

Py

FiGURE IV.2 — Fonction s(z)

qui est locale en dimension 1 comme observé dans [21], et qui est analogue & une énergie

d’anisotropie avec €; comme axe de facile aimantation.

Dans le cas dynamique, en présence d'un champ magnétique appliqué de la forme H, (¢, x) =

—h(t)é), les variations de m sont décrites par 1’équation de Landau-Lifschitz suivante :

%—T =-—mA H,(m)— mA (mA H.(m)) dans RT x R,

(IV.1.1)

/

S —\ — —
H.(m) = Ozzm + ;axm + (m - €1)é1 — h(t)ér.
On remarque que le modéle ci dessus est invariant par rotation autour de ’axe Re;.

En ’absence d’encoche sur le fil, s est constante égale a 1 sur R et le modéle étudié est le

suivant :

om

5 = M H.t(m) — m A (m A Hep(m)) dans RT x R,

(IV.1.2)

H.r(m) = Opem + (m - €1)é1 — h(t)é.
Remarquons que dans ce cas, le systéme est invariant par translation et rotation autour de
'axe du fil, c’est-a-dire : si m satisfait (IV.1.2), alors (¢, z) — R,m(t, 2 —0) est aussi solution,

oup€eR, 0 eRet
1 0 0

R,= 10 cosgp —sing
0 sing cosep
Pour h = 0, une solution statique décrivant un renversement d’aimantation de —é&; (lorsque

163



Chapitre I'V. Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils
ferromagnétiques

r — —o0) vers +€ (lorsque z — +00) est donnée par :

tanh x

Mo(z) = coslhx

0

Toutes les solutions statiques de (IV.1.2) tendant vers +¢é7 lorsque z tend vers oo s’écrivent

comme une rotation translation de M,.

En effet, pour un champ appliqué h(t)ey, ou h est C°; si la donnée initiale est My, alors

on observe une rotation-translation du mur décrit par la fonction My, :

t
./\/lh(t, :E) = R(,H(t))Mg($ — H(t)), ou H(Zf) = / h(S) ds. (IV.1.3)
0
En notant :
L 0
cosh x
M,(x) = | —tanhz et My=1]0 [,
0 —1

un simple calcul donne :

oMy h(t) B h(t) Y
ot MO (cosh(x - a(t))M2 cosh(x — a(t))Ml( (t))) ’

H.z(m) = Ry [ (2tanh?(x — H(t)) — 1) My(z — H(t))
1
cosh(x — H(t))

—h(t)(tanh(z — H(t))Mo(x — H(t)) + Mi(z — H(t)))],

et en utilisant que (M, My, M) est un repére orthonormé, on vérifie que My, est solution de
(IV.1.2).

Pour h constante vérifiant |h| < 1, il est démontré dans [36] que M, est stable au sens de
Liapunov, et asymptotiquement stable modulo translation-rotation, c¢’est-a-dire pour € > 0
fixé, il existe p19 > 0 tel que si m est une solution de (IV.1.2) avec ||m(0,-) — Mo||m1r) < po,

alors
vt >0, |Im(t,-) — Mu(t, )lmr) <e,

et il existe Yo €t 05 € R tel que

Im(t,) = Ry Mt + 00o) |y = 0.

Il est aussi démontré dans [36] que My est linéairement instable pour h constante avec
|h| > 1.
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Pour h non constante, il est démontré dans [30] que si ||h]|« est suffisamment petite, alors
M, est stable.

En présence d'une encoche (modéle (IV.1.1) qui n’est plus invariant par translation) pour
h = 0 on établit dans [26] qu’il existe une solution stationnaire représentant un mur, de la
forme (sin ¢, cos ¢, 0) ou ¢ vérifie I’équation du pendule modifiée :
x—r+00 m

+—.

/
W'+ 2 gt sinpcosp =0 et ¢ 5
s

Il est aussi démontré que pour h constante suffisamment petite, il existe une solution sta-
tionnaire M), de la forme (sin ¢y, cos pp, 0) ou ¢, vérifie

/

SD;;-I—S—QD}L-FSiHSDhCOSth—I-hCOSSDh =0ety Mig (IV.1.4)
s

A noter qu'une telle solution statique du pendule (IV.1.4) pour s constante n’existe pas,
puisque dans ce cas, pour h # 0, la séparatrice issue de (-7, 0) ne recoupe pas dans l'espace
des phase celle issue de (7,0), et que c’est I’encoche qui permet de relier les deux séparatrices
(cf. [26]). Cette propriété illustre le fait observé expérimentalement que ’encoche fixe le mur
pour des champs magnétiques appliqués petits.

Pour des champs magnétiques plus grands, il est démontré dans [26] qu’une telle solution
statique n’existe plus, ce qui illustre le désancrage des murs qui quittent ’encoche si le champ

appliqué est suffisamment grand.

On s’intéresse dans ce chapitre au comportement du mur aprés le désancrage, et on montre
qu’une fois loin de I’encoche, la dynamique du mur est proche de celle en ’absence d’encoche
décrite dans (IV.1.3). On établit le théoréme suivant :

Théoréme IV.1.1. Il existe 61 > 0 et 6 > 0 deux constantes petites avec 0 < d; < s, tel
que pour tout fonction continue h : RT™ — RT vérifiant

Vt, 01 < h(t) < 0s,

alors, pour tout € > 0, il existe o* et n > 0 tels que si my € H'(R;S?) vérifie : il existe
o9 > 0% et @q tels que [|mo(-) — Ry Mo(- — 00)||m@®y < 1, alors m, la solution de (IV.1.1)
avec mo comme donnée initiale vérifie : pour tout t € RT, on a [[m(t, ) — Rigo—r) Mo(- —
o0 — H(t))||mry < e. De plus, il existe (oo, 00o) € R* tel que

Hm(t, ) — R(s&o—H(t)-l-t.Doo)MO(' — O0g — H(t) + UOO)HHl(R) — 0.

t—-+o00

On note
%h = R(¢O_H(t))MO(1‘ — 09 — H(t))

165



Chapitre I'V. Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils
ferromagnétiques

La preuve de Théoréeme IV.1.1 est organisée en quatre étapes :

1.

Pour se ramener a I’étude du profil stationnaire, on effectue le changement d’inconnue
suivant : on prend M (¢, z) = (R(py—m(t))) 'm(t, x + 0o+ H(t)), on obtient une équation
équivalente avec M avec la propriété : m proche de ., si et seulement si M proche de
Mjy. On se raméne ainsi a étudier la stabilité d’une solution stationnaire en temps.

. Afin d’assurer que les perturbations de M, considérées vérifient la contrainte de satura-

tion [M| = 1, on décrit M dans le repére mobile M = ri M, + oMy + /1 — 12 — 13 M,
avec (Mo, My, Ms) est le repére orthonormé, déja défini, dépendant de x. La nouvelle
inconnu r = (71, r2) prend ses valeurs dans R? et satisfait une nouvelle équation qui est
équivalente a 1’équation en M. De plus, on a : M proche de M, si et seulement si r

proche de zéro.

. En raison de l'invariance du systéme par rotation autour de 'axe €7, et de la quasi-

invariance par translation lorsque le mur est loin de ’encoche, on dispose d’une famille
R a deux paramétres de quasi-solutions de ’équation en r. On décompose alors r sous
la forme r = Ry + W, ou W est dans l'orthogonal du noyau du linéarisé, ce qui implique
que I'équation en W le fera tendre vers zéro lorsque ¢ tend vers +oc.

. La quatriéme étape est consacrée aux estimations variationnelles. On va traiter la partie

linéaire compléte et on va prouver qu’elle a de bonnes propriétés. En outre, par une
étude attentive de la partie non linéaire, on est en mesure d’effectuer des estimations

variationnelles pour la norme H'!.

Dans la sous-section suivante, on va aborder briévement les deux premiéres étapes de la

preuve, similaire aux travaux [21], [24], [36].

IV.2 Formes équivalentes de 1’équation

Soit m : RT x R — S? une solution pour le modéle (IV.1.1). On définit M : Rt x R — 52

par

m(t, l’) = R(g&o—H(t))M(ta r — 09 — H(t)),

c’est équivalent a dire

M(t, I) = R(,({,OJFH(t))m(t, T+ oo+ H(t)),

car R(_y+m() est la matrice inverse de Ry —m (). De plus, on a |[M(¢,z)| = 1 pour tout

t>0etzeR, parce que R(_, 4 p@)) préserve la norme euclidienne.

Proposition IV.2.1. La fonction m(t,z) — S* est une solution de (IV.1.1) si et seulement
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st M est une solution pour le systeme :

| 03_]\754:_M/\Q(M)_M/\(M/\Q(M))—%/(I+00+H(t))(M/\8$M+M/\(M/\c?mM))

+h(t) (0. M+ M AN (M Ae€)),

| (M) = 0 M + (M - €1)€].

(IV.2.1)
En outre, on a l’équivalence entre : .#), proche de m et M proche de M.
Preuve. Pour simplifier, on note
gbZ@O—H(t) et i‘zx—Uo—H(t),
donc
On a m(t,z) = RgM(t, 7), donc
om . . y
5 = —h(t)0,RusM(t,T) + Rg0,M(t, T) — h(t)Ry0.M(t, T)
= —h(t)RgJM(t,z) + RgO, M (t, %) — h(t)Rg0, M(t, T),
donc,
0
a—:’; = Ry (—h(t)é; A M(t,7) + 0,M(t, #) — h(t)d,M(t, %)) (IV.2.2)
De plus,

/

H, = Ry(9,u M(t, %) + %(f +oo+ HE)OM(t, %) + (M(t, %) - €)él — h(t)e]),  (IV.2.3)

Or m est une solution de (IV.1.1), c’est-a-dire

om

e —mA H.(m) — mA (m A H.(m)). (IV.2.4)

Par conséquent, la comparaison de (IV.2.4) avec (IV.2.2) et (IV.2.3) donne que M vérifie le
modele (IV.2.1). O

IV.2.1 Repére mobile

On considére une perturbation M de M satisfaisant la contrainte de saturation | M (t, z)| =
1. On peut décrire M dans le repére mobile (My(x), My (x), Ms) en écrivant :

M(t,z) = ri(t,x) My (x) + ro(t, x) My + /1 — 172 — r2My(z). (IV.2.5)
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On définit 'application p par

pu: B(0, 5)

— R
ro—u(r)=+/1—rf—1r3—1,

ou B(0, %) est la boule de centre 0 et rayon % de R%. Donc, pu est une fonction de classe C™.

On note p/(r) et p”(r) les différentielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de u(r) respectivement.

Proposition IV.2.2. On a M est une solution de (IV.2.1) si et seulement si r = (ry,rs)
est une solution pour le systeme suivant

% = V(t,x) + (TZL + h(t)0)r + G(r)(Oper)
+Hq(z,7)(0.1) + Sgl(m + 09 + H(t))Ho(r)(0,r) + Hs(r)(0pr, 0p1) (IV.2.6)

/

P, r) + %(m + 00+ H(t))Pa(z,7) + h(t) Py(z,7),

avec V(t,x) est défini par

et les deux opérateurs £ et { sont donnés par

/

L(r) = =Onr = —(w+ 00+ H()ur + g(x)r et ((r) = 0, + tanh(a)r.
avec g(r) = 2tanh®(x) — 1. La matrice G est définie par

Gr) = <2u(7") i)+t ) = ) . (—m(l + p(r) +7~2> ),

—p(r) +rire 2p(r) + 2 (r) + 1 r1+ra(1+pu(r))

Les deuz matrices Hy(x,r) et Ho(r) sont définies par

_ 2 r(l+p(r)+r2 0 2 (L) 05 ) g,
Hy(w,r) = cosh(x) (—7“1 + a1+ p(r)) 0) " cosh(z) <_ 2 ) "

et

Hy(r) = (2;1(7") + p2(r) + 13 p(r) —rirg ) N <—7’1(1 + pu(r)) — 7“2) ).

—p(r) =y 2u(r) + p2(r) + i 1= ra(1+p(r))
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La forme bilinéaire symétrique H3(r) est définie par

(LA () F ), .
Hs(r) = (7“1 (1 u(r) )M (r).

Les trois vecteurs Py(x,r), Py(x,r) et P3(x,r) sont définis par

Pi(a,r) = (Q—h” i u(?”)g(fc)) (‘““ ) = )  ulr)g(a

cosh?(z) r1—ra(1+ p(r))

_ U [P+ 3u(r) (L4 pul(r) + (rf + r3) (1 + pu(r)) + rira
P2<£IZ', 7”) - 2
cosh(x) —r]
et )
r r
__#) (14 pu(r)) + p(r)ry tanh(z) — —2
Py(z,7) = cosh(x) cosh(x)
’ nrz w(r)re tanh(x)
cosh(x)
Preuve. En intégrant (IV.2.5) dans (IV.2.1) et on projetant sur M;(x) et M, on obtient
que r vérifie (IV.2.6). Pour la réciproque, voir la Remarque 3 dans [21]. ]

Remarque 1V.2.3. [l est clair que :
- G € C=(B(0, 3); Ma(R)), et G(r) = O(||7]*).

- Hy € C®(R x B(0,1); My(R)), et Hy(z,7) = O(|lr]).
- Hy € C*(B(0, 3); M2(R)), et Ha(r) = O(|Ir|)).
- Hy € C=(B(0, 3); L*(R?)), et Hy(r) = O(||r|))-

s
M
aQ
g
e
X
& W

)

)

0,3);R?), et Pi(r) = O(|[r[*).
1R?), et Pa(r) = O([[r[*).
1R?), et Py(r) = O([I7[*)

X
m
Q
8
gy
X
Sy

IV.2.2 Parti linéaire de I’équation et nouvelles coordonnées
On définit 'opérateur L par
L= -0y, +g, oug(z)=2tanh?*(x)— 1.

On rappelle (voir [36]) que L est autoadjoint pour le produit scalaire L%(R), et peut se

factoriser sous la forme :
L=1/0ol, oul=09,+ tanh(x).
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La seule valeur propre de L est zéro, de vecteur propre associé ———. Le spectre essentiel de
’ cosh(zx)

L étant [1,400], on a
Vu € (KerL)*, |jul|r2 < ||Lul| 2.

Pour tenir compte de I'invariance par rotation de I’équation de Landau-Lifschitz et de la
‘quasi’-invariance par translation de I’équation de Landau-Lifschitz lorsqu’on est loin de 1’en-
coche, on définit, pour A = (0, 0) € R?, M, par

My (z) = Ro(Mo(x — o)),

et par projection sur le repére mobile, on définit R, par
My - M

Ry — A M 7
My - My

tanh(z —o) cosd tanh(x)

Ra(2) = Rig (x) = cosh 1cosh(x —0)

—sin6

donc,

cosh(z — o)
Par la proposition 3 de [36], si 7 € H*(R) est dans un voisinage de 0, il existe un et un seul
couple (A, W) € R? x (H¥(R) N (KerL)t) tel que

r(t,z) = Ra(x) + W(t, z). (IV.2.7)

Ainsi, si (t,x) — r(t,z) reste dans un voisinage de 0, on peut définir de maniére unique
A:t— Alt) eR*et W: (t,z) — W(t,x) € R? tel que

1
VE> 0, Vie {1,2 Wi(t, z) - ————dax = 0.
>0, vie {12}, [ Wita) ds
Notons que l'écriture (IV.2.7) n’est valide que si |r(¢t,z)] < 1. On fixe donc vy tel que
si |[Wlmr) < v et si |[A] < w, alors, [[Ry + WllmEr < i Tant que [A(t)] < 1 et
W (t, ) larry < 1o, en injectant (IV.2.7) dans (IV.2.6), on obtient

E)r_@RA dA @_W
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% = (JZL+M)OW) +(TZL + h(t))(Ry) + G(Ry + W) (0pe R + 0paW)

VHy (2, Ry + W)(8,Ra + 8,W) + Sg(a:’ Vop+ H(t) Ha(Ra + W)(0. Ry + 0, W)
+H3(RA + W) (&,ﬁA + 0, W, 0, R\ + axW)

/

+Pi(x, Ry + W) + S;(:c + 0o+ H(t))Pa(z, RA + W) + h(t)Ps(x, Ra + W)

+0(t, ).
(IV.2.9)
On remarque que M; est une solution stationnaire pour (IV.2.1) si s;/ = 0, c’est-a-dire si le fil
est sans encoche et dans ce cas, I’équation est invariante par rotation autour de 'axe Rej et

translation en z. Donc, Ry est une solution stationnaire de (IV.2.6) pour %, = 0. Ainsi on a
(T L+ h(®)0)(RA) + G(Br) (O Ba) + Hi(z, Ba) (90 Ra)

+H;3(RA) (0 RA, O RA) + Pi(x, Ry) + h(t)Ps(x, Ry) = 0.

Afin d’isoler la partie linéaire de ’équation vérifiée par W, on effectue le développement
de Taylor pour G, Hy, Hy, H3, P;, P, et P3, puis on a a 'ordre 1 :

G(Ra + W) = G(Ry) + G(Ra, W) (W),

avec

G(Bp, W) (W) = / G/ (Ry + yW)(W) dy.
et & ordre 2 :
G(Rp + W) = G(Ry) + G'(R) (W) + G(Ry, W) (W, W),

avec

C(Ba, W) (W, W) = / (1= )G (Ry + yW)(W, W) dy.

On utilise les mémes notations pour Hy, Hy, Hs, Pi, P et P; et les équation (IV.2.8) et
(IV.2.9) pour obtenir
ORy dA OW s
oA 2 — H(t)K
A o (JZL 4+ h(t)O)(W) + . (x+ 00+ H(t))K(Ry)
5 (IV.2.10)
+i(t )+ ) T,

=1

avec

K(RA) = —JO0.Rx + HQ(RA)(@;ERA) + PQ(I, RA),
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et les T; sont donnés par
T = G(RA) (0w W),

/

Ty= Hi(z, Ra)(O,W) + %(:c 4 0o + H()Ha(Rp) (0 W) + 2Hs(R) (0. W, 9, Ry

/

+G'(RA)(W)(0paRa) + Hi(z, Ry)(W) (0 Ra) + S;(x + 00+ H(t))Hy(Ra) (W) (0, RA)

+Hy(RA)(W)(0x R, O: Ra)

/

+0,Pi(x, Ry) (W) + %(x + oo+ H(t))0,Py(x, Rp) (W) + h(t)0, Ps(x, Rp) (W),

Ty = G(BA, W)(W)(0z W),

Ty = Hs(Ry+ W)(0:W,0.W) + Hy(z, Ry, W)(W)(9, W)

/

+8§(x + 00 + H() Ho(Ry, W) (W) (0, W) + 2H3(Ra, W)(W)(9, R, W),

Ts = G(Rp, W)(W, W) (0paRp) + Hy(z, R, W)(W, W)(8,Ry)

/

~|—%(m 4 oo+ H(E) Ho(Ra, W)Y (W, W) (0 Ra) + Hy(Ra, W)(W, W)(8, R, 0s Ra)

/

+Py(z, Ry, W) (W, W) + Sg(x + 00+ H(t))Py(2, Ra, W) (W, W) + h(t) Py(x, Ry, W)(W, W).

On a W € (KerL)* et L est indépendant de temps, donc B € (KerL)™ et

ow
—_— = IvV.2.11
< gy 0a > 0, (Iv )

1
— 0
a; = cosh(x) et ay = ) )
0 cosh(z)

avec
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De plus,

L s 1

< LW, a, > :<LW,aa>—/ S—(I+UO+H(t))
0

s cosh(x) %W

(IV.2.12)

——/LS—/(+ H ()~
)y s v cosh(z)

Les deux équations précédentes (IV.2.11)-(IV.2.12) donne que le produit scalaire dans L*(R)
de (IV.2.10) avec a,, pour a € {1,2}, donne

5

dA

A(A)—= = TN (W) + ht V(W) + K(Rp) + C(t,2) + ZT (IV.2.13)
NW) = _/0 s/ (w400 + H )>coslll(;v) W,
<€(W),(11 > %($+00+H( ))K(RA) a; >
E(W) = ) K(RA): )
<l(W),as > (v 409+ H(t)K(Rp),az >
< V(t,x),aq > <T;,a; >
C(tvx) = , I = )
< V(t,x), a9 > <T;, as >

et A(A) est la matrice suivante

OR OR
—aeA,a1> <—A,CL1>
A(A) =

>

ORA OR
< p)

A
W,Cl2> < —=—,az

o (5 3)

alors A(A) est inversible lorsque A est assez petit et o

Comme

5

— (A(A)! (jN(W) + AW + R(Ra) + C(t,7) + ZT{) — Gt 2, AT,
- (IV.2.14)

dA
dt
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Remplacer % par son expression dans (IV.2.10) donne

%_Vf = TLW) + hOUW) +9(t,2) + F(t, 2. A, W, 0,W, 0, W), (IV.2.15)

avec F(t,z, A, W,0,W, 0., W), la partie non linéaire de (IV.2.15), est donnée par

’ 5

F(t,z, A, W,0,W, 0, W) = %(x +oo+ H(O))K(Ry)+ ST,
— %(A(A))l (jN(W) + h(t) (W) + K(Rp) + C(t,x) + ;

Par conséquent, (IV.2.6) est équivalent au systéme (IV.2.14)-(IV.2.15) et le rapprochement,
de r & zéro dans (IV.2.6) est équivalent au rapprochement de (A, W) a (0,0) dans (IV.2.14)-

(IV.2.15). Notons aussi que le systéme (IV.2.14)-(IV.2.15) est valide tant que |[A(t)] < vy et
||W||H1(R) < 1.

IV.2.3 Estimations variationnelles

On définit la fonction Z par

IZ:R* — S(R;R?),

ou S désigne l'espace des fonctions de R — R? a décroissance rapide. Alors, par [36], Z est

une fonction réguliére et vérifie 9, Ry = 0., Ry = 0 pour A = 0. Il existe alors une constante
c > 0 telle que :

Al
- RAl < c—2
[Fal < Ccosh(x)’

Al
- |0:Rp| < c———,
19: Fal < Ccosh(az)

Al

- < e
[OraFia| < ccosh(m)7

Lemme IV.2.4. Pour |A| <1, on a

1T 2Ry < ClIW | m2ry (IA] + W 1))

5
avec C' est une constante positive et T = ZTi'
i=1

Preuve. On estime chaque terme de T; pour i € {1,2,3,4,5}. Les estimations suivantes sont
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valables tant que |A(t)| < vy et ||[W(t,-)||m@®) < . En utilisant la Remarque IV.2.3, on
obtient

IT3]lze < NG(RA) |z (|02 W ]l 22
< | B[]0z W || 2

< CIA[[W ][>

| Toll < | Hy(x, Ra) |l 2oo [102W | 22 + (|| oo [ H2(RA) || oo |0 W 2
+2[|H3(Ba) || 220 (| 0n Ball£o< |0:W [ 2 + |G (BA) | £oe | Oz B | £oe [[W | 22
| H (2, Ra) || oo |02 Rall oe W | 2 + (|5 oo || H (R || oo | O R || o | W 2
[ H5(Ra)l £ |00 Ball7oc | W | 22 + (|0, Pr (2, Ba) | oo [[W ]| 12
1L o 100 Pa(, Ra) || oe W | 2 + [[o]| oo 10, P (2, R || oo ||W || 2

< CIA[W]zz,

car |Al, ||h]|z~ sont plus petit que 1 et 3;/ est borné.

ITsllz2 < NGB, W) o | Oaa W 2| W ] 2
< AW g2 [ W[

< ClW a2 [W |-
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e Par l'inégalité d’interpolation on a

Tl < Kl|Ra + Wl ll0W 170 + | Ha (2, Ray W)l zo= | 0aW || 2 W] 2
I oo (|2 (R, W)l oo |0 W || 2| W 2

+2[| Hy (R, W)l oo |00 Rl o< |00 W | 2 W 2

IN

k(AL + W) [02W [ oo [|0:W [ L2 + ClW |2 [ W] 112

IN

CUA[+ W)W a2

ITslle < NG (Ba, W)l W 1321050 Rallze + I (, Ray, W)= W 172105 Rall o
1% e | Ha (Bas W)l [IW172 1100 Rall e + | Hy (R, W)l| o< [|W 11721105 Ra |7
Py (2, Bas W)l W12 + 115 Nz | Pae, B, W)z [ W17

| Py (2, Ra, W)= W7

IN

ClIW = W |-

On a donc :
5

> T

i=1

5
< D T CIW gy (AT IW a1 wy)

i=1

Lemme IV.2.5. Sous U’hypothese ||h||L~ < 1 et pour |A| assez petit, il existe une constante
C > 0 telle que
IT'| < CIW iy (A + W | i2w)) (IV.2.16)

5
avec T' = ZTZ' (on rappelle que les T! sont définis sous la formule (I1V.2.13)).

=1
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IV.2. Formes équivalentes de I’équation

Preuve. Par intégration par partie, on a pour o € {1,2} :

< Tl,aa > :/G(RA)ach
R
= — / (G’(RA)&ERA “ Qo T+ G(RA)&EGJOC) &CW
R

< CIA[W]] g1 ry-

On continue comme ainsi, en utilisant la preuve de Lemme IV.2.4, on obtient (IV.2.16). O

Lemme IV.2.6. [ existe une constante positive C' telle que :
W) < CIW 1y (IV.2.17)

Preuve. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?*(R), on a pour a € {1,2} :

1
cosh(z) | oo ®) [I€OW) || 2(R)

= H@xW + tanh(x)WHLz(R)
< d[Wllm ),

<t(W),aq > <||

avec ¢ est une constante positive, d’ou (IV.2.17) O

Lemme IV.2.7. [] existe une constante positive C' telle que :

!/

@+ oo+ H)K(Ry)

d < Cexp(—c(og + H(t))).

L2(R)

Preuve. On a K(Ry) = —J0,Rr + Hy(Rp) (0. Rp) + Pa(x, Ry).
On a déja dit que Ry est la projection de My sur (My, Ms), donc

c
cosh(x)’

De plus, par la définition de Hy et P, on peut remarquer que

C

cosh(z)’

|Hy(RA)(0:RA) + Py(x, Ry)| <

avec c est une constante positive. Donc,

2c
[E(Ba)] < cosh(z)’
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On a 5;/ est de support [—a, a] et il existe S > 0 tel que |S;/| < S. Donc, on obtient

2
s/s2
R

= 4Sc*(tanh(—oy — H(t) + a) — (tanh(—o¢ — H(t) — a)))

/

s 4¢?
/ —(z + 0o+ H(t))K(RA)| 2R —— L oo H(t)—a,—00—H(t)+d]
R|S (z)

cosh?

< (Cexp(—c(oo + H(t))))?,

avec 1 est le fonction caractéristique. D’ou la preuve de Lemme [V.2.7. ]

Proposition IV.2.8. Pour ||h||~ < 1 et pour |A| assez petit, il existe une constante C' > 0
telle que

1 (b, A W, 0, 00 W) 2 < CHW 2y (1A + W 1) + Cexpl(—cloo + H (1))
(IV.2.18)

Preuve. On a
INW)| < coxp(—eloo + H(D) + W[ ey (1Iv.2.19)

avec ¢ est une constante positive. Donc, par les Lemme 1V.2.4-1V.2.5-1V.2.6-IV.2.7, on a

|F(t 2, A, W, 0, W, 00a W)l 12m) < cexp(—c(ag + H(t))) + cl[W [y (IAl+ W[ mw))
+eexp(—c(oo + H(t)))|Al + c|Af[[A][ oo [W | 52

+C|A| ||W||H2(R)-
d’out I'inégalité (IV.2.18). O
Proposition IV.2.9. [l existe une constante C > 0 telle que G(t, A\, W) définie dans (IV.2.1})
vérifie :

Gt A, W) < CIW |y (1”llzee + W1 gr)) + C exp(—(o0 + H(t))).

Preuve. On a
5
G(t,A,W)| <c (IN(W)I +{[Bl Lo | 6OW)| + [ K (Ba)| + K (8, 2) + IT{I> :
i=1

avec ¢ est une constante positive. Grace aux Lemmes 1V.2.5-1V.2.6-1V.2.7 et I'inégalité
(IV.2.19), il est évident de déduire le résultat requis. O
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IV.3. Preuve du Théoréme IV.1.1

IV.3 Preuve du Théoréme 1V.1.1

IV.3.1 Premiére étape : Nouveau produit scalaire

On munit L?*(R) du produit scalaire pondéré suivant : pour u,v € L*(R),
<u,v >= / s(x+ oo+ H(t))u(x)v(x) dz,
R

associée & la norme || - || 2(ry définie par

2

lullz = ( [ sto o0+ @It do )

Cette norme est utilisée dans [26]. Et on définie la norme || - || g1®) par : pour u € H!(R),

i

HIR) = (/ s(@ + oo + H(1))[Vu(z)|* dv + / s(@ + oo + H(1))|u(@)[? dﬂ?)
R R
Puisque s est borné, il existe S et Sy deux constantes strictement positives telles que

Silul

mr < ullmr) < Sollullmr),

donc || - ||m1(ry €t || - || #1(ry sont deux normes équivalent. De méme, || - |

m2(R) €t || - [ #2(r) sont
aussi deux normes équivalent, avec

N

||l 2Ry = (/R s(x+ o9+ H(t)) (|8mu(x)]2 dz + |Opu(x))? do + |u(x)|2) dx)

Remarque IV.3.1. Puisque s(—0., — %/8,,3) = —0,(80,), Uopérateur £ est auto-adjoint pour
le produit scalaire < -,- >, et vérifie : pour tout u € H*(R),

< Luyu >4= / s(x 4+ o0+ H(t)) (|0,ul®> + g(z)|ul?), (IV.3.1)
R
Donc,
< Lu,u>,> 5 < Lu,u > . (IV.3.2)

Proposition IV.3.2. Pour tous W € H2(R) N (KerL)",
LAWlzw < ENLWliew,
S
2. Wik < & < LW W >,
3. Wlkzw) < CLl| LW || 2Ry, avec Cy est une constante positive.

Par conséquent, || - ||mr) et (< Z-,- >,)2 sont équivalents, et || - 2Ry €t ||-Z - || 2Ry sont

équivalents.
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Preuve. 1. Soit W € H2(R) N (KerL)*. On déja vu que ||VV||L2 << LW, W > et par
'utilisation de l'inégalité (IV.3.2) on obtient

IWZemy < SellWli2,
< Sy < LW, W >

<S—<$WW>
51

< S_||$WHL§(R)||WHL§(R) (inégalité de Cauchy—Schwarz).
1

D’ou,

IWllewr £ 5

<$WW>FWmm@mﬁAmw%+H@meﬁ
avec g est une fonction positive, donc
1|0 W”LQ << LW, W >,

ainsi, par le précédent, on a

W12 <%<gwwx.

3. On a
S/
- = [|LW — —(x—l—ao—|—H(t))8xW—|—g(:L')WHL§(R)
R)+||—||L°° R)| R)|
Or g
10:W T2y S< LW, W >, et [[W]lraw) < ?i”"%WHLE(R)
donc,
| s(?)\
1
Donc,

2r) < CLl| LW 2wy

rx

avecClzl+HsngLoo( ( )2+( )HQHLoo
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IV.3. Preuve du Théoréme IV.1.1

IV.3.2 Deuxiéme étape : Estimations variationnelles sur W

On a W vérifie I'équation (IV.2.15), c’est-a-dire

oW
atl = — LWy — LWy + h(t)l(wy) + V1 (t, z) + Fy,

et oW
?fzgmfg%wm@wm+%w@+&

avec Fy et Fy dépend de A et W. On prend le produit scalaire dans L(R) de agt/l avec ZW1

et de agf avec ZWs, on obtient

o oW

W LW >= —| LW | 2@ + h(t) < (W), LW >, + < 0(t, ), LW >,

+ < F(t, 2, A, W,0,W, 0, W), LW >, .

(IV.3.3)

On remarque maintenant que

1
< a—W,.ZW >.= d

1 , 2 2
" §E<mgw>famq/@@+%+mmmmq+amwu'

R

De plus,

- par (IV.3.2) on a

h(t)/ (s' (@ + o0 + H(t)|0.W* + g(x)|[W|?) < [|h]| e8|l Lee < LW, W >
2

/
Mol gy
1

< cllhll= LW 2 ry-

- Par l'inégalité de Cauchy—-Schwarz on a

<U(W), LW >, < |[[((W)

L@ [l-LW

LZ(R)

< [|[W]

H;(R)H"?W

LZ(R)
< [l LW |22 m)-
- Il existe ¢ > 0 tel que

<(t,x), LW >,< cexp(—c(og + H(1))) | LW || 2(r)-
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ferromagnétiques

-Ona
F(ta L, Aa VV7 anVa aac;rW)u LW >;< ||F<t) z, A7 VVa aa:W) axacW) ||L§(R) ||$W“L§(R)

Puisque ||h||L~ < 1, on peut utiliser Proposition 1V.2.8 pour obtenir
IE(t, 2, A, W, 0, W, 00 W) 122y < Sall Pt 2, A, W, 0, W, 05 W[ 2my
< CWlmew) (Al + Wl r)) + C exp(—c(ag + H(t)))

(IAl + 1Wlla1 ) + C exp(—c(oo + H(t))),

par équivalence de norme. Donc, on obtient

S(R)) HXWH%E(R)

< F(t,z, A, W,0,W,0,,W), LW >,< C(

+ Cexp(—c(oo + H(t)))[|[ LW 2w

Par conséquent, les inégalités précédents avec (IV.3.3) donnent qu’il existe ¢; > 0 tel que

R))||$W“%§(R)

1d
5% < .i”W %74 >.< _”"%WHLQ(R) -+ Cl(Hl’LHLoo

+C GXp(—C(O'O + H(t)))HgW“Lg(R)
Par I'inégalité de Young, il existe co > 0 tel que

1
Cexp(—c(oo + H (1)) | LWl 2wy < c2exp(—2¢(o0 + H(1))) + gll-i”WH%g(R)

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(R) on a

< LW W >,
S, )
< S_1||$W“L§(R)

Donc,

1d S1 1
3o < LW >4 g (1= L= ellbll + AT+ W) < 20 >,

< ey exp(—2c(og + H(1)))
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IV.3. Preuve du Théoréme IV.1.1

Soit o = g—; On choisit le champs appliqué h tel que

1
h|lpee < —.
Il < o

Donc, on obtient : tant que |A| < min <V0, L > et |W|lm1ry < min <V0, %), on a

8c1

d
< LWW > +a < LW, W >,< cgexp(—2c(og + H(t))),

donc, par théoréme de comparaison,

t
< LW W >.<< LWy, Wy >, exp(—at) + ¢ exp(—2coy) / exp(—2c H(s) + a(s —t))ds.
0
(IV.3.4)

Alors, par équivalence de norme, il existe K > 0, tel que tant que |A| < min (1/0, %) et

W[ 1Ry < min (Vo, %), on a

t
W1y < K||Wol 1 ry exp(—at) + ¢ exp(—2coy) / exp(—2c H(s) + a(s — t))ds.
0

En outre, on a H(s) > d;s, donc

2 exp(—2coy) /0 exp(—2c H(s) + a(s — t))ds < 2 exp(—2c(og + 1)), (IV.3.5)

— a— 2ch;

ca donne que ||W|| g1 (r) est intégrable et si ¢ — oo alors ||W|| g1 r) — 0. De plus, par (IV.3.4)
et (IV.3.5), on remarque que

< LW W >, << LWy, Wy >, +ac—2205 exp(—2cay). (IV.3.6)
— 2¢0,

On prend 4, petit et oy grand tel que

Co

o . 1\?
a——QC(SleXp(_QCUO) < 5 min (l/g, (8_61) ) :

2
Proposition IV.3.3. Tant que |A| < min (1/0, %), si| < LWy, Wy >4 | < §min (yg’ ( 1 ) ))

81
1\2
| < ZW, W >, | < amin <1/§, (—> )
861
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Preuve. Par absurde : Pour ¢ = 0 'inégalité est vraie car on a

1\2
| < LWy, Wy > | < amin <u§, (—> ) )
8C1

Par la continuité de < ZW, W >, supposons qu’il existe ty tel que 'inégalité est vraie

jusqu’a tg, c’est a dire pour tout t < ¢y,

2
| < ZW(t),W(t) >s | < amin (Vg, (%) ) :
1

et pour ¢t = {y, on a

| < LW (ty), W(tg) >s | = amin <V§, (%>2> : (IV.3.7)

Par Proposition 1V.3.2, on a pour ¢ < ¢y,

1 . 1
‘|WHH§(R) < \/a < gW(t)>W(t) >s < min (V07 8_> )

C1

donc,

&1

1 1
|A| < min (Vo, 8—@) et [|[W]lmr) < min (Vo, 8—> )

alors, par (IV.3.6), on a pour ¢ < to,

2
@ onin (2 (1
| < LW (t),W(t) >4 | < 5 min (VO, (801) > :

Donc, par continuité de < ZW, W >, on obtient que pour ¢ =ty on a

1 2
| < LW (to), W(to) >, | < %min (yg, (8—) > ,
C1

ce qui contredit (IV.3.7). O

IV.3.3 Troisiéme étape : Estimation pour A et fin de la preuve

Selon la Proposition 1V.2.9, il existe C' > 0 telle que :

A

— = GGAW) < CWllmw) (Al + [z + [1Wllm ) + C exp(=(o0 + H(1))).
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IV.3. Preuve du Théoréme IV.1.1

Tant que |A| < min <V07 . ) et [[Wlar) < min (VO’ é) om a

8c1

dA 3C

o o< = ) —

T < s IWling + Cexp(—(o0 + H(1)
3C 3C Co

<= . - =2 exp(— - .
< 801KHWO||HS(R) exp(—at) + Ser o — 200, exp(—2c(og +t)) + Cexp(—(o0 + H(t)))

Par intégration sur [0, ¢, on obtient

3C 3C 2
Al <A — K||W, ——
Al Aol + 8¢y IWoll s + 8c1 a — 2¢oy

exp(—2cag) + C exp(—0y), (IV.3.8)

car .
/ exp(—fs)ds <1, Vg > 0.
0
Finalement, par Proposition 1V.3.3 et I’équation (IV.3.8), pour tout € > 0 il existe n > 0

tel que : si |Ag] < met| < LWy, Wy >, | <nalors |[A(t)| <eet | < ZW(t),W(t) >s| <e.

Par équivalence entre toutes les équations, on obtient le résultat du Théoréme 1V.1.1.
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CHAPITRE V

CONCLUSION ET PROBLEMES OUVERTS

En conclusion, notre étude a permis une meilleure compréhension du comportement asymp-
totique du modéle de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction pour décrire la magné-
tisation et la déformation. Nous avons montré, au début, ’existence globale de solutions pour
le modéle tridimensionnel complet qui est un couplage entre I’équation de Landau-Lifschitz-
Gilbert et I’équation des ondes élastiques avec conditions mixtes au bord du domaine consi-
déré. En utilisant des techniques asymptotiques, nous avons dérivé des modeéles pour les
plaques minces et les nanofils ferromagnétiques.

Pour les plaques minces, le modéle bidimensionnel est un couplage entre 1’équation de
Landau-Lifschitz-Gilbert et une équation d’ondes décrivant la dynamique de la magnétisation
et des déformations tangentielles a la plaque. Notons que le modéle obtenu ne décrit pas
les déformations normales qui n’influent pas sur ’aimantation dans le régime obtenu. Pour
les nanofils ferromagnétiques, le modéle unidimensionnel est un couplage entre ’équation
de Landau-Lifschitz-Gilbert et une équation des ondes qui ne décrit pas les déformations
transverses au fil.

Nous avons ensuite étudié un modéle dit quasi-stationnaire dans lequel ’équation des ondes
élastiques est remplacée par I’équation stationnaire de 1’élasticité. Dans le cas anisotrope, on
est capable pour ce modéle de caractériser aussi les déformations normales dans le cas des
plaques et transverses dans le cas des fils.

Le modéle quasi-stationnaire n’étant pas pertinent sur le plan de la physique, il serait
intéressant de caractériser les déformations normales en 2d (transverses en 1d) pour le modéle
complet. La difficulté que nous n’avons pas encore résolue est que la dérivée en temps de la
composante normale de la déformation apparait dans la formulation faible avec un coefficient
en 1/n* (voir formule (I1.4.12)). Il faut donc réfléchir & un autre rescaling pour pouvoir

conclure.
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Pour le modéle monodimensionnel quasi-statique de fils, on a pu étudier la stabilité de
certaines solutions d’intérét et constater que selon 1’étirement appliqué au fil, 'aimantation
stable est soit dans le sens du fil, soit perpendiculaire & celui-ci. Pour les mémes raisons
que plus haut, il serait important d’étudier la stabilité de ces configurations pour le modéle
complet. Le couplage avec I’équation d’ondes sans amortissement est cependant susceptible
de compliquer les études de stabilité.

Toujours sur le modéle monodimensionnel de fil, on a proposé un schéma implicite en
temps dont on a montré la convergence numérique. La discrétisation en espace utilisée a été
congue pour simuler les jonctions de fils. Il serait naturel d’étudier les performances de notre
schéma implicite sur des réseaux complexes de nanofils afin de vérifier sa pertinence lorsque
la matrice & inverser est de grande taille.

Dans la derniére partie, nous avons étudié le cas particulier d’'un nanofil ferromagnétique
avec une encoche, montrant que la dynamique des murs loin de I’encoche se rapproche de
celle observée en l’absence de I’encoche. Plusieurs questions ouvertes se posent dans cette
thématique, notamment lorsqu’on remplace le champ magnétique appliqué par un courant
injecté dans le fil. S’il est bien démontré qu'un courant d’intensité faible ne peut pas détacher
le mur de 'encoche, on ne sait montrer ni qu’un courant assez fort en a la capacité, ni que

I'effet de I’encoche est négligeable lorsque le mur en est loin.
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