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- Résume ~N

Modélisation de la magnétostriction en ferromagnétisme

Les matériaux ferromagnétiques présentent la propriété de se déformer lorsqu’ils subissent
une variation d’aimantation. Ce phénoméne physique est appelé la magnétostriction. Le modéle
considéré dans cette thése consiste en un couplage non linéaire de I’équation de Landau-Lifschitz-
Gilbert avec I’équation d’ondes de 1’élasticité.

L’objectif principal de cette thése est d’obtenir par méthodes asymptotiques des modéles 2d
pour des plaques minces et 1d pour des nanofils ferromagnétiques en présence de magnétostric-
tion.

Dans un premier temps, le modéle complet est étudié, ce qui permet d’obtenir des modéles
décrivant de maniére précise les propriétés magnétiques et les déformations tangentielles (longi-
tudinales pour les fils). Cependant, ces modéles ne prennent pas en compte ni les déformations
normales & la plaque ni les déformations transverses pour les fils.

Par la suite, un modéle simplifié, appelé “quasi-stationnaire", a été examiné. Dans ce modéle,
I’équation d’ondes élastiques a été remplacée par une équation stationnaire. Ce modéle simplifié
a permis d’obtenir un modéle asymptotique qui prend également en compte les déformations
normales & la plaque (transversales pour les fils). En outre, dans le cas des nanofils, ce modéle
& une dimension permet d’analyser la stabilité de certaines configurations d’aimantation en
fonction de l'intensité de I’étirement appliqué au fil.

Dans un autre ordre d’idée, la derniére partie du manuscrit est consacrée a I’étude du compor-
tement des murs dans un fil ferromagnétique avec encoche, en présence d’'un champ magnétique
appliqué. On a démontré que lorsque le champ appliqué fait s’éloigner le mur de ’encoche, la

dynamique de celui-ci se rapproche de celle observée en ’absence d’encoche.

Mots clés : magnétostriction, solution faible, nanofil, plaque mince, mur, stabilité.




- Abstract ~N

Modeling of Magnetostriction in Ferromagnetism

Ferromagnetic materials have the property of deforming when are subject to a change in
magnetization. This physical phenomenon is called magnetostriction. The model considered in
this thesis consists of a nonlinear coupling of the Landau-Lifschitz-Gilbert equation with the
elasticity wave equation.

The main objective of this thesis is to obtain 2D models for thin plates and 1D models for
ferromagnetic nanowires in the presence of magnetostriction using asymptotic methods.

Initially, the complete model is studied and we obtain models that accurately describe ma-
gnetic properties and tangential deformations (longitudinal for wires). However, these models
do not take into account neither normal deformations of the plate nor transverse deformation
for the wires.

Subsequently, a simplified model, called “quasi-stationary", was examined. In this model,
the elastic wave equation was replaced by a stationary equation. This simplified model allowed
for the derivation of an asymptotic model that also takes into account normal deformations of
the plate (transverse deformation for wires). Additionally, in the case of nanowires, this one-
dimensional model allows for the analysis of the stability of certain magnetization configurations
as a function of the applied stretching intensity of the wire.

On a different note, the last part of the manuscript is devoted to the study of wall behavior in a
ferromagnetic wire with a notch in the presence of an applied magnetic field. It was demonstrated
that when the applied field moves the wall away from the notch, wall dynamic approaches those

observed in the absence of a notch.

Keywords : magnetostriction, weak solution, nanowires, thin plates, wall, stability.
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I.1 Modélisation des matériaux ferromagnétiques

Le ferromagnétisme est un phénoméne physique au cours duquel certains matériaux présentent
une aimantation spontanée en l’absence d’'un champ magnétique externe. Cette propriété résulte
de 'existence de moments magnétiques localisés dans la structure cristalline de ces matériaux, qui
ont tendance & s’aligner les uns avec les autres pour former des domaines magnétiques cohérents
a 1’échelle macroscopique. Lorsqu'un champ magnétique externe est appliqué, ces domaines ma-
gnétiques peuvent étre orientés dans la direction du champ, induisant une aimantation nette de la
matiére. Aprés avoir enlevé le champ magnétique, les moments magnétiques restent alignés et le
matériau conserve une aimantation permanente. Le ferromagnétisme est un phénomeéne complexe
qui dépend de nombreux facteurs comme la composition chimique, la structure cristalline et la tem-

pérature du matériau. A partir d’un certain seuil de température, appelé température de Curie,
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les matériaux ferromagnétiques perdent leurs propriétés magnétiques. Par exemple, la température
de Curie pour le fer est de 770°C. Les matériaux ferromagnétiques sont largement utilisés dans les
applications industrielles telles que la protection radar, les disques durs, les puces magnétiques, les
matériels de télécommunications, la gestion de ’énergie et les dispositifs de stockage de données

numeériques.

La modélisation des matériaux ferromagnétiques ainsi que des matériaux magnétiques en général
est une tache complexe qui a connu de nombreux progrés au cours des années [42]. Les équations
de Maxwell servent de point de départ & la compréhension du champ magnétique produit par un
barreau uniformément aimanté. Les premiers travaux relatifs a la modélisation des matériaux ferro-
magnétiques remontent a 1905, lorsque P. Langevin a proposé une description du champ moléculaire
reliant les moments magnétiques et luttant contre le désordre thermique [44].

En 1907, le physicien francais Pierre-Ernest Weiss a identifié le champ moléculaire de Weiss. Ce
champ décrit I'interaction entre les moments magnétiques des atomes dans un matériau magnétique
[54].

En 1928, le physicien allemand Werner Heisenberg a proposé une reformulation du champ molé-
culaire de Weiss en termes de champ d’échange [35]. Cette reformulation a joué un role important
en développement de la théorie quantique de la matiére condensée. Le champ d’échange décrit I'in-
teraction entre les moments magnétiques des électrons dans un matériau magnétique en termes de
la théorie quantique. Cette théorie a permis de mieux comprendre les propriétés magnétiques de
différents matériaux, notamment les ferromagnétiques et les antiferromagnétiques.

L’hypothése émise par F. Bloch en 1932, appelée hypothése de Bloch, est aujourd’hui considérée
comme fondamentale pour la compréhension du comportement des matériaux ferromagnétiques.
Elle stipule que lorsqu’un matériau ferromagnétique est soumis a une excitation magnétique externe
non nulle, 'aimantation du matériau se divise en petits domaines qui sont presque uniformément
almantés et séparés les uns des autres par des parois de Bloch trés minces [8]. Ces parois de Bloch sont
des zones ou l'orientation de I'aimantation change brusquement de direction, créant ainsi une zone
de transition entre deux domaines avec une orientation différente de I’aimantation [40]. L’hypotheése
de Bloch a été confirmée par des expériences ultérieures et a permis une meilleure compréhension du
comportement des matériaux ferromagnétiques, tels que le fer, le nickel ou le cobalt. Elle a également
contribué a la compréhension des phénoménes de magnétisme et de I'enregistrement magnétique, ce
qui a été utile dans la conception de dispositifs de stockage de données tels que les disques durs.

Dans les années 1940, W.F. Brown a proposé une théorie révolutionnaire appelée "théorie du mi-
cromagnétisme". Cette théorie traite la magnétisation comme un continuum et cherche & minimiser
une énergie libre. Elle explique le comportement non linéaire de certains matériaux magnétiques, ce

qui représente une avancée majeure dans le domaine [12].

I.1.1 Modéle statique

La théorie du micromagnétisme [5], [12], [42], [43] est une approche pour modéliser le compor-

tement magnétique des milieux continus. Selon cette théorie, les matériaux magnétiques peuvent
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étre considérés comme étant constitués de nombreux petits aimants élémentaires qui sont appelés
"mini-aimants permanents". Ces mini-aimants sont distribués dans tout le matériau et sont décrits
par un champ de vecteurs appelé 'aimantation m exprimé en A.m~'. Le domaine occupé par le

matériau ferromagnétique €2 soit saturé, c’est-a-dire que m est soumis & la contrainte
|m(z)| = ms p.p. dans Q.

La grandeur m, est appelée aimantation a saturation, exprimée en A.m~! et varie uniquement en

fonction de la température.

L’avancement des études sur les matériaux ferromagnétiques a été entravé pendant un certain
temps par la complexité des équations qui régissent le comportement magnétique des matériaux
a I’échelle microscopique. Ces équations étaient trop compliquées pour permettre des simulations
réalistes et convaincantes en raison de la faiblesse des moyens informatiques de 1’époque. Cependant,
dans les années 70, avec 'apparition du premier supercalculateur, I'activité dans le domaine du
micromagnétisme a repris de plus belle, et cela a marqué un tournant dans I’étude des matériaux

ferromagnétiques, avec un accent mis sur ’approche mathématique.

Dans le cas statique, il existe une méthode variationnelle utilisée pour étudier les propriétés ma-
gnétiques des matériaux ferromagnétiques. Cette méthode est basée sur la minimisation de ’énergie

libre du matériau, notée & et donnée par

5tot (m) = gexch + gzee + gani + Sdem-

La modélisation énergétique des matériaux ferromagnétiques a commencé dans les années 30, ot L.
D. Landau et E. M. Lifshitz ont proposé une théorie qui associait I’énergie d’échange E..cp, 1'éner-
gie d’anisotropie &gy, 'énergie de Zeemann &, et ’énergie démagnétisante Eyep, pour décrire le
comportement magnétique des matériaux ferromagnétiques. Ils ont montré que des configurations
d’aimantation & divergence nulle minimisent I’énergie démagnétisante et qu’une énergie d’échange
trop élevée correspondrait & une aimantation discontinue. Cette preuve a consolidé I’hypothése pré-
sentée par F. Bloch des années plus tot. Cette énergie Eor (M) est liée & une excitation magnétique

notée Hyot = Hegep, + Hoee + Hani + Hgepn par la formule de dérivation fonctionnelle suivante :

a(C/’tot

Hypt = —
tot am

Chacune des énergies contributrices est décrite de la maniére suivante :
Energie d’échange :

L’énergie d’échange est I'une des énergies magnétiques les plus importantes pour les ma-
tériaux ferromagnétiques. Cette énergie est purement locale et d’origine quantique, et elle
est responsable de 'alignement des moments magnétiques dans le matériau. Elle est dérivée
du modéele d’interaction d’Heisenberg entre deux spins magnétiques, qui stipule que les mo-

3
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ments magnétiques ont tendance a s’aligner paralléelement pour minimiser I’énergie totale du

systéme. L’énergie d’échange est exprimée par

A
Sexch = _2/ ’vm’2>
mg Jo

ot A est la constante d’échange. Cette équation montre que 1’énergie d’échange dépend de
la facon dont I'aimantation varie a travers le matériau. Si ’aimantation varie brusquement,
par exemple, cela augmentera 1’énergie d’échange et rendra le matériau moins stable et si
I’aimantation est uniforme cette énergie s’annule. W.F. Brown a proposé la condition au bord
vérifiée par m qui est la condition de Neumann homogéne :

O,m = 0.

Alors, I'excitation magnétique H.,., est donnée par :

A
Hexch(m) = WAIH

Energie locale de Zeemann (ou énergie extérieure) :

L’énergie de Zeeman décrit l'interaction entre 'aimantation d’un matériau ferromagné-
tique et un champ magnétique extérieur appliqué. Lorsqu’un échantillon magnétique est
placé dans un champ magnétique extérieur H..., il a tendance & avoir sa magnétisation ali-
gnée avec la direction du champ magnétique. Cette interaction est décrite par ’énergie de

Zeeman, qui peut étre exprimée comme :

gzee = _MO/ HZee -1m,
Q

ol g = 471107 "kg.m.s~2. A~2 est la perméabilité du vide. Il est important de noter que effet
de Iénergie de Zeeman dépend de la direction et de 'intensité du champ magnétique appliqué
par rapport a l'orientation de l'aimantation du matériau. Lorsque le champ magnétique
extérieur est suffisamment fort, il peut méme surmonter 'interaction d’échange et inverser
I'orientation de 'aimantation, ce qui conduit a l'effet d’hystérésis magnétique. Et dans le
cas ou la direction de 'aimantation est cohérente avec la direction du champ magnétique

extérieur, I’énergie Zeemann est minimale.
Energie d’anisotropie :

L’aimantation dans les matériaux ferromagnétiques n’est pas orientée arbitrairement, elle
est alignée selon des directions préférentielles déterminées par la structure cristalline du
matériau. Cette préférence est due a une force interne appelée anisotropie, qui est responsable
de I’énergie d’anisotropie du matériau. Cette énergie est une fonctionnelle de I'aimantation

4
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du matériau, qui peut s’exprimer sous la forme :

gani - K/’['O/ v (m)7
Q

ou ¥ : S? — RT est une fonction paire s’annulant sur un ensemble de directions appelées
‘directions de faciles aimantation’ et K est la constante d’anisotropie (sans dimension). En
pratique, on peut trouver différentes formes d’anisotropie magnétique, parmi lesquelles les
plus courantes sont ’anisotropie uniaxiale et 1’anisotropie planaire. L’anisotropie uniaxiale
se produit lorsque la direction préférentielle d’orientation de I'aimantation est alignée avec

un seul axe v € S?, dans ce cas
U(m) =—(m-v)*> et K >0.

Tandis que 'anisotropie planaire se produit lorsque cette direction préférentielle est limitée
a un plan particulier P, dans ce cas

U(m) =—(m-v)* et K <0,

ou v € S? est orthogonale & P. Alors, l'excitation magnétique H,,; dans ces deux cas est

donnée par

N a(C/‘ani
om

L’anisotropie cubique, qui correspond a une orientation préférentielle de ’aimantation dans

Hani =

= K(m-v)v.

les directions diagonales de la maille cristalline, est également possible, mais elle est moins
courante. Les propriétés magnétiques d’un matériau ferromagnétique dépendent fortement
de la nature de I'anisotropie et de son orientation dans le matériau. Ainsi, la compréhension
et le controle de ’anisotropie sont des éléments clés pour la conception et la fabrication de
matériaux magnétiques a des fins spécifiques.

Energie démagnétisante :

Le champ démagnétisant est créé par 'aimantation locale et s’étend sur ’ensemble du
systéme. Il est décrit par les équations statiques de Maxwell sans charge ni courant. Plus
précisément, le champ démagnétisant peut étre obtenu en résolvant le probléme suivant :

rot (hg(m)) =0,

div (hq(m) +m) = 0,
au sens de distribution, ot m est le prolongement de m par zéro en dehors de €2. Donc,

5
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I’énergie démagnétisant associée a ce champ est calculée par la formule suivante :

1
Edem = SHo |ha(m)|?.
R3

La non-localité du champ démagnétisant est un élément important dans I’étude du micro-

magnétisme.

Le probléme micromagnétique est un probléme de minimisation qui implique plusieurs
termes d’énergie concurrents. L’énergie d’échange cherche & minimiser les configurations d’ai-
mantation constantes, tandis que I’énergie extérieure est minimisée pour les configurations
alignées dans la direction du champ magnétique appliqué. L’énergie démagnétisante est mi-
nimisée pour des configurations dont la divergence est nulle et qui sont tangentes au bord
du matériau, tandis que 1’énergie d’anisotropie est minimisée pour les configurations alignées
dans les directions des axes faciles. Ces différentes énergies doivent étre prises en compte

simultanément pour résoudre le probléme micromagnétique.

I.1.2 Modéle dynamique

Le modéle dynamique principal du micromagnétisme est basé sur le modéle introduit par
Landau et Lifschitz (en 1935), a été repris par W. F. Brown (cf. [43]) et est donné par

om ay
— = —vym X H.¢¢(m) — m X (m X Hqrr(m)), I.11
el py(m) = e fr(m)) (L11)
ol X est le produit vectoriel dans R, «y est le rapport gyromagnétique (exprimé en A.s.kg™!)
et av est le coefficient d’amortissement (terme sans dimension) et H.ss(m) est le champ effectif
a l'intérieure du matériau ferromagnétique (exprimé en Tesla=kg.s™2.A~!) donné par

Hepp(m) = %Am + poha(m) + po KV (m) + 1o Hee, (1.1.2)
s

Les équations de ce modeéle sont utilisées pour étudier ’évolution de 'aimantation m dans
le temps, en tenant compte des interactions entre les mini-aimants qui constituent le ma-
tériau. Ainsi, ’équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) est une équation aux dérivées partielles

vectorielle parabolique quasi linéaire.
L’équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) posséde deux propriétés fondamentales : La conser-
vation formelle de la norme au cours du temps : le produit scalaire dans R® de 1’équation

(I.1.1) avec m donne
Om 10

_—m = ——
ot 20t
Et la décroissance formelle de I’énergie qui assure que 1’énergie magnétique du systéme dimi-

m|* = 0.

nue au cours du temps (cf. [49]).



I.1. Modélisation des matériaux ferromagnétiques

Le modéle de Landau-Lifschitz (I.1.1), couplé aux équations de Maxwell, a été étudié ma-
thématiquement par plusieurs chercheurs. A. Vistintin (voir [53]) a d’abord étudié I’existence
de solutions réguliéres dans un domaine borné, en considérant les contributions d’énergie
d’échange et d’énergie anisotropique uniquement. Dans le cas d’un champs effectif réduit au
champ d’échange, F. Alouges et A. Soyeur ont montré I'existence et la non-unicité de solu-
tions faibles en temps et en espace. G. Carbou et P. Fabrie (voir [18]) ont ensuite prouvé
I'existence locale, I'unicité et 1’existence globale de solutions réguliéres pour des données ini-
tiales petites dans le méme cadre (voir [17]). S. Labbé (voir [41]) a étendu ces résultats au cas
d’un champ effectif prenant en compte toutes les contributions magnétiques. Dans le cas d’un
champ composé de la partie d’échange et du champ démagnétisant, G. Carbou, P. Fabrie et
O. Gues ont étudié le comportement asymptotique des équations de Landau-Lifschitz lorsque
le coefficient d’échange tend vers zéro (voir [19]), révélant la formation d’une couche limite
au bord du matériau. L’existence d’une solution forte sans échange a été établie en dimension
1 par P. Joly et O. Vacus (voir [38], [52]), et dans un domaine infini pour un champ unique-
ment composé de la partie donnée par les équations de Maxwell par J.L. Joly, G. Métivier
et J. Rauch (voir [37]). En ce qui concerne les méthodes numeériques, S. Labbé a utilisé une
méthode de volumes finis pour étudier le modeéle 3D en présence des interactions d’échange,
démagnétisant, Zeeman et anisotropie, tandis que Francgois Alouges a résolu I'équation de

Landau-Lifschitz a I’aide de la méthode des éléments finis dans [4].

La formulation de 1’équation de Landau-Lifschitz a été modifiée en 1955 par Gilbert,

donnant lieu & I'’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert. Cette derniére s’écrit comme suit :

om «Q Om 2
Tt mm X g = (e mx Hepy(m),

(1.1.3)
Opm = 0.

On peut remarquer que l'équation de Landau-Lifschitz (I.1.1) et I’équation de Landau-

Lifschitz-Gilbert (I.1.3) sont formellement équivalentes, grace a m - a—r:, le calcul formel

0
de m x a—r;l et I'utilisation de la formule du double produit vectoriel X x Y x Z = (X - Z) -
Y - (X-Y) Z.

Alouges et Soyeur ont démontré 'existence de solutions faibles pour I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert (voir [6]). Cette derniére est plus adaptée pour construire des solutions
faibles. En effet, en utilisant cette équation, on supprime la partie trilinéaire m x (m x Am)
qui ne peut pas étre définie pour les solutions faibles. De plus, la partie bilinéaire m x Am
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FiGURE I.1 — Lorsque l'intensité du champ magnétique (fleche grise) varie prés de poles ma-
gnétiques (pastilles), ceux-ci changent d’orientation. Le volume de la matiére & proximité varie en
conséquence (boite rectangulaire).(https : //www.wikiwand.com/fr/Magn%C3%A9tostriction)

peut étre controlée en utilisant la formule suivante :

1.2 Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

La magnétostriction est un phénomeéne physique qui se produit lorsqu’un matériau change
de forme en réponse a un champ magnétique appliqué. Plus précisément, la magnétostriction
correspond & un changement de longueur ou de volume d’un matériau ferromagnétique en
réponse & une variation de champ magnétique (voir figure I.1). Lorsque le champ magnétique
est appliqué, les domaines magnétiques du matériau se réorientent, ce qui peut entrainer une

déformation de la structure cristalline du matériau [34].

La magnétostriction a été découverte pour la premiére fois par le physicien anglais James
Joule en 1847. Joule a observé que I'application d’un champ magnétique a certains maté-
riaux, tels que le fer et le nickel, provoquait une déformation mécanique de ces matériaux.
Le physicien francais Pierre Weiss a étudié la magnétostriction en détail et a proposé une
théorie quantitative en 1907 pour décrire la relation entre la magnétisation et la déformation
mécanique d'un matériau. Cette théorie est connue sous le nom de loi de Weiss. Plus tard, le
physicien allemand Werner Heisenberg a utilisé la mécanique quantique pour développer une
théorie de la magnétostriction en 1928. Sa théorie a permis de mieux comprendre les proprié-
tés magnétiques des matériaux et a été largement utilisée dans le domaine de la physique des

matériaux.

La magnétostriction est un phénomene physique utilisable dans de nombreuses applica-
tions industrielles (capteurs de déplacement et de champ magnétique, de transducteur de
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I.2. Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

pression, etc, voir section [.3). La compréhension de ce phénomeéne est donc importante pour

les ingénieurs et les scientifiques qui travaillent dans ces domaines.

La modélisation de la magnétostriction en ferromagnétisme repose sur la théorie de Landau-
Lifshitz-Gilbert. Cette théorie décrit ’évolution de la magnétisation d’un matériau ferroma-
gnétique sous l'effet des interactions d’échange et d’anisotropie magnétique. La magnéto-
striction est prise en compte dans cette théorie par I'ajout d’un terme de couplage magné-
toélastique dans ’équation Landau-Lifshitz-Gilbert. Ce terme relie la magnétisation a la
déformation élastique du matériau (cf. [2], [12], [16], [42]) :

om « Om 9
rr msm X o= —(14o”)ym x H.f¢(m),

(I.2.1)
Opm = 0.

Le champ effectif H.¢; dans ce cas est donné par :

A
Heff = WAHI + uohd(m) + IUO\IJ(HI) + hm
S
le terme additionnel h,,, di a la magnétostriction, relie le moment magnétique m au tenseur

des contraintes o par :
B = (A™ : 0)m,

ot A™ est un 4-tenseur exprimé en m?.A=2 et ¢ est un 2-tenseur exprimé en kg.m—1.s72 (cf.

[43])-

La frontiére de €2 est supposée étre divisée en deux parties I'y U I'y. Le matériau est
encastré sur I'y. Sur 'autre partie I'y, une force surfacique f, exprimée en N.m~2, est supposée
étre appliquée. L’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert (1.2.1) est couplée avec 1'équation des

ondes élastiques :
(_0%u

ﬁw—divgzg,

u=20 surI'y, (1.2.2)

| 0-n=F sur s,

ol p est la masse volumique (exprimée en kg.m~3). Le tenseur des contraintes o est donné

par :
o=A": ¢

ou A€ est un 4-tenseur exprimé en kg.m~'.s72. La déformation totale ¢ est obtenue & partir
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du tenseur de déformation (u) et la déformation magnétostrictive €™ par la relation suivante
g(u) =&+ ™.
Les deux tenseurs €(u) et €™ sont donnés respectivement par

_1 8ui 8uj m A .
€”<u)_2<8xj+8xi) et €"=A" " mem.

Pour obtenir un modéle sans dimension, on écrit m(t,x) = msm(g, %) et u(t,x) =

Eu(%, %) ou le temps caractéristique 7 et la longueur d’échange ¢ sont respectivement donnés
par :

1 A
T= and (% = 5
YHoTTg HoTTg

On désigne par t = t/7 le temps sans dimension et par x = (xy,79,23) = x/{ € R?
la position sans dimension. Alors m(t,z) et u(t,x) sont définis pour ¢t € RT et x € Q, ou
Q = {x/(; x € Q}. Pour simplifier on écrit A™ = ATAR A€ = ACXC et f = ff, on A™ et
A® sont deux 4-tenseurs symétriques positifs sans dimension et f € H %(Fg), et on prend

— 1 —~
A = — et A= f=pym?

2
mg

Remarquons que dans le cas isotrope, le tenseur A® peut s’écrire comme

E (1 v
A = Ty (5(51'1@(%1 + 0idjx) + E&ﬁkz) )

ou F est le module de Young (exprimé en kg.m™'.s7?), v est le coefficient de Poisson et d;;

est le symbole de Kronecker. Ainsi, dans ce cas, \® est donné par

E 1 v
/\?jkl - H‘—V (5(5@]&%[ + (51[(5]‘]9) + E@Jékl> , (123)

ou E est une constante sans dimension donnée par
E

7
HoTrtg

E =
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I.2. Equation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

On obtient le modéle adimensionné suivant :

0 0
8_7? —ozm/\a—T = —(1+a*)m A Hey dans RT x Q,

Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A% e(u)m — (A (A% (Mm@ m)))m,

(1.2.4)
couplée avec
u . e . e m +
PoE div (A" : e(u)) = —=div (A" : (A" : m ® m)) dans R™ x €, (I.2.5)
ol
pyPA
pP= m2
et les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,x) = 0 sur RT x Iy, (I.2.6)

A€ :e(u))n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x 'y,

\

avec I'y Uy est la frontiére de €2, telle que la mesure de surface de I'; n’est pas zéro. On
remarque que la constante o n’influe pas sur ’analyse mathématique des équations. On la

prend égale a 1.

Remarque 1.2.1. Le champ effectif Hepy n'est pas défini de maniere unique. Cela est di
au fait qu’il est possible d’ajouter a H.py un terme proportionnel a l'aimantation m. En
d’autres termes, si on ajoute un terme de la forme km a He¢s, ou k est une constante réelle,
cela n’altére pas le produit vectoriel m A Hezr. Cela signifie que leffet global sur le systeme

magnétique reste le méme, méme si on change la définition du champ effectif de cette maniere.

L’existence de solution faible globale en temps pour le modeéle (1.2.4)-(1.2.5) est prouvée
dans [16] pour des conditions aux limites de Dirichlet homogénes pour la déformation. Le
modeéle (1.2.4)-(1.2.5)-(1.2.6) vérifie également la propriété de décroissance formelle de 1'éner-
gie, car si on prend le produit scalaire dans L2(Q) de (1.2.4) avec 22 — 2H,¢; et de (1.2.5)

ot
avec %—7; on obtient :
om|* om
o | ~ 2| op Hersr =0 1.2.7
/Q ot g ot el (1.2.7)
et ,
d 8u . e . e . m . au B
pdt/ﬂ e —/lev (A" e(w) = (A" (A :mem))) 5 = 0. (1.2.8)
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On a:
’A@mwﬁ:mmwr%?:Q%M“owwm®mwdm
om 1d

o [Om O m e mm - G = 1% [ (0 (O @ )

/Qdiv (A€ :e(w) — (A : (A mem))) - % = %% Q()\e ce(u)) :e(u)

e . m . a
—/Q()\ (A .m®m)).§5(u)

d
“a
Donc, la somme de (1.2.7) avec (1.2.8) donne
d
G| + e o
ou I’énergie du modeéle est donnée par
E(t) = / [[Vm|* + ®(m / |ha(m
%/ [0 M o m)) s (W sm @ m) — 22(u) - (A (A - @ m)
Q
1 e. . Ou|’
—1—5/9 [()\ ce(w)) s e(u) + N ] — F2f-udF.
Ce qui implique
d
¢l =

I.3 Avantages des modéles asymptotiques pour I’étude de phéno-

meénes complexes

Les modéles asymptotiques bidimensionnels et unidimensionnels sont des approximations

mathématiques qui servent a étudier les phénomeénes qui se produisent dans des systémes

tridimensionnels complexes. Ces modeles simplifiés sont obtenus a partir d’une simplification

des équations mathématiques qui régissent le comportement des systémes tridimensionnels.

L’idée derriére ces modéles est que dans de nombreux cas, certains phénomeénes se pro-

duisent principalement dans une direction ou un plan spécifique et ont une influence limitée
dans les autres directions. Par conséquent, en négligeant les variations dans les directions
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1.3. Avantages des modéles asymptotiques pour I’étude de phénoménes complexes

perpendiculaires, on peut simplifier les équations mathématiques afin d’obtenir un modéle
unidimensionnel ou bidimensionnel plus facile & étudier.

Ces modéles simplifiés peuvent étre dérivés a partir d’'un modele tridimensionnel en utili-
sant des techniques mathématiques telles que 'analyse asymptotique, qui permet de déter-
miner le comportement des solutions des équations lorsque certaines variables tendent vers
des limites particuliéres.

Il convient de noter que ces modéles simplifiés ne sont que des approximations et peuvent
ne pas étre précis dans toutes les situations. Il est donc important de comprendre leurs limites
et leurs hypotheéses simplificatrices lors de leur utilisation pour étudier des phénomeénes dans

des systémes tridimensionnels réels.

Des résultats de justification pour les modéles asymptotiques bidimensionnel et unidimen-
sionnel en ce qui concerne le ferromagnétisme sans magnétostriction ont déja été obtenus. G.
Carbou (voir [15]) a montré que, dans le cas d’une plaque mince, le champ démagnétisant
se localise et se comporte comme une anisotropie planaire. Des modéles unidimensionnels
pour les fils rectilignes a section circulaire et incurvés a section constante le long du fil ont
été développés respectivement par G. Carbou et S. Labbé dans [22], et par V. Slatiskov et
C. Sonnenberg dans [52]. Une modéle bidimensionnel a été obtenu grace a la méthode de
I'-convergence par A. Desimone, R. V. Kohn, S. Muller et F. Otto dans [31].

Les modéles asymptotiques bidimensionnels et unidimensionnels du ferromagnétisme pré-
sentent plusieurs avantages en comparaison avec les modéles tridimensionnels complets. Voici

certains de ces avantages :

- Simplification des équations : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels per-
mettent de simplifier de fagon significative les équations qui décrivent le comportement
magnétique du systéme, ce qui facilite la résolution des équations et permet une analyse

plus rapide et plus efficace des phénomeénes étudiés.

- Réduction des cotits de calcul : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels néces-
sitent moins de ressources de calcul que les modéles tridimensionnels complets, ce qui
permet d’utiliser plus efficacement les ressources informatiques et de réduire les cofits

associés.

- Compréhension simplifiée : Les modéles unidimensionnels et bidimensionnels permettent
une meilleure compréhension visuelle des phénomeénes étudiés par la réduction de la
complexité spatiale du systéme. Cela facilite la compréhension des comportements ma-
gnétiques et permet de mettre en évidence les aspects les plus pertinents du ferroma-

gnétisme.

Utilisation industrielle de plaques et fils ferromagnétique avec magnétostric-

tion
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Les plaques et fils ferromagnétiques avec magnétostriction sont utilisés dans plusieurs

applications industrielles & 1’échelle microscopique, telles que :

1. Capteurs de déplacement : Les plaques et fils ferromagnétiques peuvent étre utilisés
dans les capteurs de déplacement afin de mesurer les variations de distance entre deux
objets. La magnétostriction est utilisée pour convertir les changements de distance en
variations de champ magnétique (voir le cite https ://stroysystems.ru/fr/lighting /the-
principle-of-operation-of-inductive-displacement-sensors-motion-sensors.html).

2. Capteurs de champ magnétique : Les fils ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisés comme capteurs de champ magnétique. Lorsqu'un champ magnétique est
appliqué sur le fil, sa longueur et sa résistance électrique changent. Ces changements
peuvent étre détectés par des circuits électroniques et servent a mesurer le champ ma-

gnétique [55].

3. Transducteurs : Les plaques et fils ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisés comme transducteurs pour convertir une énergie d’un type en une autre.
Par exemple, ils peuvent étre utilisés pour convertir une énergie mécanique en énergie

électrique ou inversement [45].

4. Transducteurs de pression : Les plaques ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent
étre utilisées comme transducteurs de pression pour mesurer les changements de pression
dans les systémes hydrauliques et pneumatiques. Les variations de pression induisent
des variations de champ magnétique, qui sont mesurées pour déterminer la pression

(https :/ /www.waycon.fr /produits/capteurs-de-systemes-hydrauliques-pneumatiques) ).

5. Dispositifs de stockage de données : Les plaques et fils ferromagnétiques avec magné-
tostriction peuvent étre utilisés dans les dispositifs de stockage de données, tels que
les disques durs. Les variations de champ magnétique induites par la magnétostriction
peuvent étre utilisées pour l'enregistreraient et la lecture des données stockées sur le
disque dur (https ://fr.wikipedia.org/wiki/Applications du magn%C3%A9tisme).

6. Actionneurs : Les plaques ferromagnétiques avec magnétostriction peuvent également
étre utilisées comme actionneurs pour effectuer des mouvements mécaniques précis.
Lors de 'application d’'un champ magnétique, la plaque subit une déformation, ce qui
peut étre utilisé pour entrainer un systéme mécanique. Cette technologie est utilisée
dans les micro-actionneurs et les micropompes. De méme, les fils ferromagnétiques avec
magnétostriction peuvent également étre utilisés comme actionneurs dans les systémes
microscopiques. En appliquant un courant électrique sur le fil, il subit une déformation

qui peut servir a conduire un systéme mécanique [27].
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1.4 Problémes étudiés et résultats obtenus

Le premier objectif de cette thése est d’obtenir et de justifier des modéles 2d (respective-
ment 1d) pour des plaques fines (respectivement des nanofils) de matériau ferromagnétique
prenant en compte la magnétostriction. Afin de tenir compte des contraintes appliquées aux
objets étudiés, on partira du modéle tridimensionnel (I.2.4)-(1.2.5) avec conditions au bord
mixtes : encastrement (u = 0) sur une partie du bord et force appliquée (o-n = f) sur l'autre
partie du bord. Notons que dans [16], les auteurs étudient le méme systéme (1.2.4)-(1.2.5)
avec des conditions d’encastrement sur tout le bord. D’une part, les forces appliquées ne sont
pas prises en compte, et d’autre part, les modéles 1d et 2d obtenus dans ce cas ne tiennent
plus compte de la magnétostriction puisque le déplacement u est réduit a zéro a la limite.

Dans le Chapitre II, 'existence de solutions faibles pour cette équation avec des condi-
tions mixtes au bord sera démontrée. Ensuite, un modéle bidimensionnel de plaque mince
ferromagnétique sera dérivé lorsque 1’épaisseur du domaine tend vers zéro. Le modéle obtenu
ne tient pas compte de la troisiéme composante de la déformation, puisque dans le régime
étudié, la magnétisation n’influence pas les déformations normales. De plus, un modéle uni-
dimensionnel de nanofil ferromagnétique sera dérivé lorsque le rayon du fil tend vers zéro.
Ce modele caractérise les déformations longitudinales seulement. Comme observé dans [15]
et [13], le champ démagnétisant est local dans les modéles asymptotique bidimensionnel et

unidimensionnel alors que ce n’est pas le cas dans le modéle tridimensionnel.

Afin de caractériser la déformation dans la direction normale pour le modeéle asymptotique
bidimensionnel et dans les directions transverses pour le modéle asymptotique unidimension-
nel, il a été nécessaire de partir du modéle tridimensionnel quasi-stationnaire de 1’équation
de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction. Pour cela, dans le Chapitre III de cette
thése, on va dériver un modeéle quasi-stationnaire en utilisant une méthode de moyenne tem-
porelle appropriée. Ensuite, on va utiliser le cas isotrope du 4-tenseur A\® pour caractériser la
déformation dans les directions requises pour les modéles bidimensionnel et unidimensionnel.
En outre, le modéle unidimensionnel permet d’étudier la stabilité pour certaines solutions

statiques, et on va également étudier la convergence numérique pour ce modéle.

Le modéle quasi stationnaire obtenu n’est pas physique. En effet, pour I'obtenir, on fait
tendre vers zéro une quantité qui n’est pas petite. Par contre, ce modéle a un intérét ma-
thématique car il permet d’une part de caractériser les déplacements normaux (dans le cas
des plaques) et transverses (dans le cas des fils) du déformations. D’autre part, les solu-
tions stationnaires de ce modéle sont les mémes que celle du systéme complet, et on est
capable d’étudier la stabilité de certaines solutions d’intérét dans le cadre du modéle quasi

stationnaire.

Le dernier chapitre de cette thése porte sur un travail un peu différent. Dans les nanofils,

I’aimantation se structure en domaines, qui sont de larges zones ou la magnétisation est
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constante, séparés par des murs, qui sont des zones fines de renversement de I'aimantation.
Cette propriété permet d’encoder I'information dans les nanofils par la position des murs I'un
par rapport a autre [47]. La stabilité de ces murs est donc un point crucial pour assurer
la pérennité du stockage des informations numériques. Une maniére de stabiliser la position
des murs est de créer des encoches le long du fil. Ces encoches ont la particularité de fixer
le mur et de le retenir si le champ appliqué ne dépasse pas un certain seuil (cf. [26]). Dans
le Chapitre IV, on va étudier le comportement des murs soumis & un champ magnétique
lorsqu’ils s’éloignent de ’encoche. On va démontrer que la dynamique du mur se rapproche

de celle observée en "absence d’encoche.

I.4.1 Existence du solutions faibles globales en temps pour I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction et modéles asymptotiques

On considére un domaine ferromagnétique régulier  de R3. On suppose que €2 est encastré
sur une partie du bord notée I'y et est soumis a une force surfacique f sur I'autre partie du
bord. On démontre dans le chapitre II qu’il existe (m,u) solution faible globale en temps
pour I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction suivante :

%—T—m/\%—? = —2m A Hsy dans R* x Q,
Hepp = Am+ hg(m) + ¥ (m) + (A0 (X e(u))m — (A2 (A% (A m @ m)))m,
(1.4.1)
couplée avec
0u . e . e m +
P~ div (A* 1 e(u)) = —=div (A¥ : (A : m®m)) dans R™ x Q, (1.4.2)
et avec les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,z) =0 sur RT x I'y, (1.4.3)

A :e(u)n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x T'y.

\

Ce résultat généralise au cas de conditions mixtes au bord le résultat obtenu dans [16]
avec des conditions d’encastrement au bord. On obtient aussi une inégalité d’énergie cruciale

pour obtenir des estimations uniformes.
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

1.4.1.1 Modéle bidimensionnel de plaque mince ferromagnétique :

On considére une plaque mince 2 = wx| —n x n[ de matériau ferromagnétique d’épaisseur
2n. On suppose que dw = C; U Cy, avec C; NCy = (). La plaque est encastrée sur C; x| — 1, 7],
une force h est appliquée sur C;x] — 1, n[ et sur les surfaces supérieures et inférieures de la
plaque il y a des forces appliquées g et g~ respectivement. Alors, la solution (m”, u") du
modele (1.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3) converge vers une limite noté (M, a) lorsque 1 tends vers zéro
et (M, ur) vérifie le modeéle asymptotique bidimensionnel suivant :

oM oM

W—M/\E:—2M/\Heff(M) dans RT x w

Hop (M) = AM — (M, ;)¢ + U(M) + (AT (A€ : ADM — (A (0 (A M @ M)))M,

ou A est un 2-tenseur symétrique satisfaisant :

( 2 ~
aUT

ot?

8 _ 1 .
—div(\®: A) = —é(g; +g7) —div(\®: (A : M ® M)) dans RT x w,

Aap = ap(tir) pour a, § € {1,2},
(A€ : Az =\ : (AN : M ® M));3 dans R* x w,
aT(Oa ) = (UO)T() sur w,

Oty

(0. = () () surw,

(QA®:A) — QN : (A : M ® M)))-v = hg sur RY x Cy,

\

ol Uy = (1, Us), v est la normale sur Cy, (ug)r € H'(w) tel que (ug)r = 0 sur Cs, (uy)r €
L?(w), div (S) et Q(S), si S est un 2-tenseur, définissent par : pour a, 5 € {1,2},

(div (S))

2
= D 9555 et (Q(5))ys = Sas- (1.4.4)
B=1
On remarque que les forces appliquées sur les deux faces de la plaque apparaissent comme un
terme source dans le modéle bidimensionnel alors qu’elles sont modélisées par des conditions
au bord dans le modéle tridimensionnel.
Ce modéle bidimensionnel décrit le comportement de la magnétisation et de la partie
tangentielle de la déformation. Dans ce régime, les déformations normales n’influent pas sur

la magnétisation.

17
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1.4.1.2 Modéle unidimensionnel de nanofil ferromagnétique :

On considére maintenant un fil ferromagnétique Q =|0, L[x B3(0,7n). On suppose que le
fil est encastrée a son extrémité {0} x By(0,n), qu'une force Fé; est appliquée sur lautre
extrémité {L} x By(0,7), et qu’il est aussi soumis & une force f sur sa surface 0, L[x.S*(0, 7).
Dans ce cas, la solution (m”, u) de (1.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3) converge vers une limite noté (M, u)
lorsque le rayon du fil tend vers zéro et (M, u), dans le cas isotrope de A\® (1.2.3), vérifie le
modéle asymptotique unidimensionnel suivant :

oM oM

= - MAZ—==-2MA H,y,
ot ot 11

Hepp = 00 M +W(M) + (M- &)é + (A : U)M
couplé avec

( 0%y
ot?

— E@llﬂl = fl — E@x()\m M® M)ll dans R+ X (O,L),

u1(0,2) = (ug)1(x) sur (0,L),

0ty
3¢ (0,2) = (m)(z) sur (0,L),
ﬂl(t, O) — 0 Vt7

F
@mmm=E+me®MM@QVt

\

ol Jy;- représente la dérivée seconde, (ug); € H'(0, L) tel que (ug)1(0) = 0, (u1); € L*(w) et

U est un 2-tenseur donné par :
U = E(@lﬂl — (/\m M® M)H) et U,; =0 pour a € {273} et 1 € {172,3}

On remarque que dans ce régime, seule ’élongation du fil a une influence sur la magnéti-

sation.

I[.4.2 Modéle quasi stationnaire et modéles équivalents asymptotiques

Le couplage de I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec I’équation des ondes élastiques
ne nous a pas permis de caractériser complétement les modéles asymptotiques 1d et 2d. On
va considérer un modeéle simplifié couplant 1’équation de (I.4.1) avec I’équation statique de
I’élasticité.
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

Ce modele est obtenu par des méthodes de moyennisation en temps en faisant tendre p

vers zéro. Il est décrit par le couplage suivant :

0 0
8_T_m/\8_T:_2m/\Heff dans RT x €,

Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A% e(u))m — (AM (A% (A :m @ m)))m,

(1.4.5)
couplée avec
div (A\° : e(u)) = div (A® : A™ : m ®m)) dans , (1.4.6)
et avec les conditions aux limites suivantes
( Oam = 0 sur RT x 09,
u(t,z) =0 sur I'y, (1.4.7)

(A :e(u)n— (A : (M m@m))n = f sur [y,

\

Comme déja dit ce modéle n’est pas physique, mais ses solutions stationnaires le sont,
puisqu’elles sont les mémes que celles du couplage initial (I.4.1)-(1.4.2)-(1.4.3). De plus, on va
pouvoir pour ce modéle caractériser complétement les modéles de plaque mince et de nanofil
dans le cas isotrope pour le tenseur \€.

1.4.2.1 Modéle bidimensionnel de plaque mince :

Comme dans le cas précédant, on prend une plaque ferromagnétique sous la forme €2 =
wx] —n x n|, tel que dw = C; U Cy. On suppose que 2 est encastré sur C; x| — n,n[, sur
Cox] — m,m| on a une force appliquée h et sur les surfaces supérieures et inférieures de la
plaque on a des forces appliquées g* et g~ respectivement. Alors la solution (m” u") de
(1.4.5)-(1.4.6)-(1.4.7) converge vers une limite notée (M, a) lorsque 'épaisseur du domaine

tend vers zéro, et (M, ur) vérifie le modéle asymptotique bidimensionnel suivant :

oM u oM

I MALE = oM AH (M R*
g A oy ANHerr(M) dans RT x w

Heopp (M) = AM — (M, €3)é + U(M) + (A 0 (A€ 1 A)M — (A (A (A2 M @ M) M,
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Chapitre I. Introduction

ol A est un 2-tenseur symétrique satisfaisant :
((div(\®: A) 4 g + g7 =2div(A®: (A : M @ M)) dans R* x w

Aup = 2e45(0) pour a, € {1,2}

(A®: A)s =2(\¢: (M M ® M));3 dans RT x w

[ (Q(A®:A) — QN : (A : M @ M))) - n = 2hg sur Cy,

ou div et @ sont donnés dans (I.4.4).

Dans le cas isotrope de \®, la composante normale de @ vérifie ’équation aux dérivées

partielles d’ordre 4 suivante :

[ div (div (X (Vi) = ok +o3) +div (gF —g7)  dans o,
()\et ce(Vag))r =0 sur Cy,
div (()\et :e(Vag))) -v=—hy+ %(g}i —gr)-V sur Co,

[ u3 =0 sur Cy,

ou Vi est une vecteur dans R® donnée par

8ﬂ3/8x1
Vﬂg = 8&3/8%2
0

Cette derniére équation caractérise les déplacements normaux a la plaque a la limite quand
n tend vers zéro. On observe que ces déformations normales sont décorrélées du micromagné-

tisme et des déformations transverses.

1.4.2.2 modéle unidimensionnel de nanofil :

Comme dans la sous section précédente, on prend un fil ferromagnétique Q2 =0, L[x B3(0, ).
On suppose que le fil est encastrée a son extrémité {0} x By(0,7), qu'une force Fé| est ap-
pliquée sur l'autre extrémité {L} x By(0,7), et qu’il est aussi soumis & une force f sur sa
surface ]0, L[x S'(0, ). Alors la solution de modeéle quasi stationnaire de (I1.4.5)-(1.4.6)-(1.4.7)
converge lorsque le rayon du fil tend vers zéro vers une limite (M, A), tel que M vérifie 'équa-
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

tion de Landau-Lifschitz-Gilbert suivante :

oM oM _
T MAZS = —9M A Hyy,
ot ot U

Hepp=0uM +U(M)+ (M-&)é + (A" : (A A)M — (A (A (A M @ M)))M,
et A est obtenue a partir de M par le modéle suivant :

[ —0, (\®: Ay — (A% (A2 M ® M))y) = fi dans L*(0, L)

N€:A)yi=—(N\: (AN M ® M))y; dans L2(0, L) pour a =2,3 et i=1,2,3

(()\e . A)H — ()\e : ()\m M &® M))H) (L) =F.

\

avec 1

fa) =2 [ Sy
51(0,1)

s
Donc,

A:A) =\ (N Mo M)+ F,

avec F est un 2-tenseur donné par :
Fi = / fi(s)ds + F et F,; =0 pour a € {2,3} et i € {1,2,3}.
0

Ce qui donne que M est une solution faible pour

( OM oM ~
W — M A E =-2M A Heff<M) dans R x (O,L)

Heff(M) = 811M + \I/(M) + 1/2(M . 6})6} + ()\Hl : f)M
(1.4.8)
Fi = / fi(s)ds + F et F,; =0 pour a € {2,3} et i € {1,2,3},
0

0,M(0) = 0,M(L) =0 sur R"

Dans le cas isotrope de A®, on peut calculer explicitement les déformations dans les direc-

tions transverses (g, 43) et obtenir :

o) = /0 ’ [ /0 8 ( AL — L)+ / ’ (7 1)@ + 2] dr) dT] ds (14.9)
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et

fis(z) = % /0 ’ l /0 s (%I(L)(T _I)+ / " (= @h() + )] dr> dT} ds,  (14.10)

- 1 ~ 1
= —/ yfidydz et f; = —/ z fidydz
T Js1(0,1) T Js1(0,1)

On se place maintenant dans le cas ot le fil est soumis a son extrémité a une force dans

la direction du fil et ot le 4-tenseur M vérifie :
VS symétrique, (A™:S) =aS + (1 —a)tr(S)f;, on a€)0,1],

le modéle (1.4.8) devient donc le suivant :

( Om om -
5 m A rre —2m A Hyp(m) dans RT x (0, L)
Hopp(m) = 0iym + (1/2 + F)(m - €)é, (L4.11)
9:m(0) = 9ym(L) = 0 sur RT.

On va étudier la stabilité, selon la valeur de F', des solutions statiques constantes égales a
51 et 52.
Si 1/2 + F > 0, la solution statique €; est asymptotiquement stable alors que €, est

instable.

Si1/24 F <0, & est instable alors que €5 est stable et asymptotiquement stable modulo
rotation d’axe €7, du fait de I'invariance du modéle par rotation autour de I'axe €;.

Dans le cas critique 1/2 + F = 0, les deux solutions sont stables et asymptotiquement

stable modulo rotation, le systéme (1.4.11) étant alors invariant par rotation.

Pour le modeéle (1.4.8), on propose un schéma numérique implicite en temps, et utilisant
la méme discrétisation en espace que dans [3]. On montre la convergence numérique de ce

schéma.

I1.4.3 Stabilisation des murs loin de I’encoche pour des nanofils ferromagnétiques

On considére un nanofil ferromagnétique de longueur infinie avec une encoche symétrique
centrée en zéro, en présence d’un champ magnétique appliqué de la forme H,(t,x) = —h(t)é;.

La variation de la magnétisation m est décrite par le modéle asymptotique unidimensionnel
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I.4. Problémes étudiés et résultats obtenus

de Landau-Lifshitz suivant (cf. [14]) :

om

EZ_mAHe_ m A (m A H,) dans Rt x R,

(1.4.12)

/
=

H, = 0,,m + S—axm + (m-é1)er — h(t)e,
s

avec s : R — [p1,1] C R*™, est proportionnel a aire de la section du fil, ot 0 < p; < 1 (voir

figure 1.2).

Py

FiGURE 1.2 — Fonction s(z)

En I’absence d’encoche, on considére le systéeme :

0
m:—m/\He— m A (m A H,) dans Rt x R,

ot (1.4.13)

—

H, = 0pym+ (m - €1)e; — h(t)e.
Pour h = 0, une configuration statique & un mur séparant un domaine o m(z) ~ —é}
quand x est trés négatif d'un domaine ot m(z) ~ +¢€; quand z est trés positif est décrite par

le profil
tanh z

Mo(x) = COSlhas

0

Remarquons que (1.4.13) étant invariant par translation en x et par rotation autour de l'axe
du fil, * = R,My(z — o) est encore solution statique de (I.4.13) avec h = 0, ou

1 0 0
R,= 10 cosp —singp
0 sing cose
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Chapitre I. Introduction

Lorsque h # 0, la solution de (1.4.13) avec m(0,z) = My(x) comme donnée initiale est :
¢
v — R_pgyyMo(z — H(t)), ou H(t)= / h(s)ds. (1.4.14)
0

Lorsqu’une encoche est présente (sans certaines hypothéses sur s, voir [26]), une solution
statique & un mur localisé dans ’encoche existe pour h constant assez petit. Autrement
dit, 'encoche retient le mur méme quand le champ appliqué est non nul (sous condition de
petitesse). Il est aussi montré que pour h assez grand, une telle solution n’existe pas, ce qui
illustre qu'un champ magnétique assez fort ‘pousse’ le mur en dehors de ’encoche. On étudie
dans la derniére partie de la thése le comportement du mur lorsqu’il est loin de ’encoche, et
on montre sous certaines hypothéses sur h (vérifiées par exemple s’il existe d; > 0 et dy > 0
assez petits tel que V¢, 6; < h(t) < d3) que plus le mur s’éloigne de ’encoche, puis il se
comporte comme la solution (1.4.14), c’est-a-dire que sa dynamique n’est plus influencée par

la présence de ’encoche.
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I1.1. Introduction

I1.5.2  Passage a la limite dans les formulations faibles lorsque le rayon du fil

tend vers zEro . . . . . . . e e e 92

Dans ce chapitre, on va travailler sur le modéle tridimensionnel de I’équation de Landau-
Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction, lorsque le matériau ferromagnétique est encastré sur
une partie du bord et est soumis sur 'autre partie & une force extérieure appliquée. On
justifiera également par analyse asymptotique un modéle bidimensionnel de plaque ferroma-
gnétique lorsque ’épaisseur de la plaque tend vers zéro et un modéle unidimensionnel de fil

ferromagnétique lorsque le diamétre du fil tend vers zéro.

II.1  Introduction

On considére un domaine ferromagnétique régulier Q de R®. On divise la frontiére de  en

deux parties
0 =T7UTl%y,

tel que I'y NTy = ) et la mesure de surface de T’y est non nulle. On définit 'espace V() par
V(Q)={ve HY(Q); v=0surI}.

Le moment magnétique m et la déformation u vérifient I’équation de Landau-Lifschitz-
Gilbert

om om
W_m/\é?_:_Qm/\Heff dans RT x Q,
Hepp = Am+ hg(m) + 9 (m) + (A (A e(u)m — (A (A% (A :m @ m)))m,
(I1.1.1)
couplée avec ’équation des ondes élastiques
2
p% —div (\® : e(u)) = —div (A : A™ i m @ m)) dans R™ x Q, (I1.1.2)

ou :
- le champ démagnétisant hy(m) est calculé a partir de m en résolvant les équations

statiques de Maxwell couplées a la loi de Faraday (pour plus de détails, voir la section
I1.3.1.1) :

{ div (ha(m) +m) = 0 dans R?, (IL.1.3)

rot hy(m) = 0 dans R3,
ou m est I'extension de m par zéro en dehors de €.

- Le terme d’anisotropie ¥(m) satisfait : U'(m) = V®(m), ou ® est une forme quadratique
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Chapitre II. Modéle non-stationnaire de ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec
magnétostriction

positive : ®: R® — R.
- Le tenseur de déformation e(u) est donné par &;;(u) = 3(du’/dz; + Ou’ /0x;).
- A€ et M sont deux 4-tenseurs symétriques positifs.

- p € R™ est une constante indépendante de la déformation. Dans la suite du chapitre,
on prend p = 1.
On suppose que le domaine €2 est encastré sur I'; et qu’une force surfacique f € H %(Fg)

est appliquée sur I'y, ce qui donne les conditions initiales et aux limites suivantes :

m(t = 0) = mg dans €,
u(t = 0) = uy dans €,

ou

E(t =0) = u; dans ,

(I1.1.4)
Oam = 0 sur RT x 09,

u(t,x) = 0 sur RT x Ty,

A€ :e(u))n— (A : (M :m@m))n = f sur RT x 'y,

\
tel que mo € H'(2;5%), up € V(45 R?) et uy € L*(Q;R?).

Remarque I1.1.1. Les notations et définitions habituelles concernant le calcul du tenseur

sont rappelées dans la Sous-section [1.2.2.

Ce chapitre est organisé comme suit : la deuxiéme section présente un rappel pour les
outils de I'analyse fonctionnelle utilisés dans ce chapitre, quelques éléments utiles du calcul
tensoriel et I'inégalité de Korn.

Dans la troisiéme section, on va établir le théoréme de I’existence de solution faibles pour
I’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction soumis a des conditions mixtes
aux bords. On va prouver ce théoréme en utilisant la méthode due & Alouges et Soyeur [6] et
généralisée dans [18]. Premiérement, on va prouver l'existence de solutions pour un systéme
pénalisé, dans lequel la contrainte de saturation est relaxée. Ensuite, on prend la limite quand
la constante de pénalisation tend a zéro. Dans [16], existence globale pour ( 11.1.1)-( I1.1.2)
est obtenue dans le cas d'un domaine encastré, c¢’est-a-dire avec u = 0 sur 2. La preuve est
trés proche de la preuve dans [16].

Dans les quatriéme et cinquiéme sections, on va dériver par analyse asymptotique un

modele bidimensionnel de plaque ferromagnétique lorsque I'épaisseur du domaine tend vers
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I1.2. Outils pour P’analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

zéro et un modéle unidimensionnel lorsque le rayon du fil tend vers zéro. Afin de travailler
sur un domaine fixe, on utilise un redimensionnement adapté qui permet de passer a la limite

dans I’équation aprés changement de variable.

II.2 Outils pour 'analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

Au début de cette section, on va rappeler le Théoréme de Cauchy-Lipschitz et le Lemme
d’Aubin-Simon. Ensuite, on va présenter quelques éléments de calcul tensoriel. Finalement,

on rappelle I'inégalité de Korn pour écrire la norme utilisée pour mesurer la déformation.

I1.2.1 Analyse fonctionnelle

Théoréme 11.2.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz :
On considére une fonction F : R x R® — R"™ de classe C*. Pour (to,y0) € R x R", on

considere le probléme de Cauchy :

{ y(t) = F(t,y(t))

y(to) = yo

Ainst, il existe une unique solution mazimale (Ja,b,Y), ot Y € C'(Ja,b[;R") et ]a,b] est
lintervalle mazimum d’existence.

(i) Sib < +oo, alors |Y(t)|| = +oo lorsque t — b.

(i) Critére de globalité : si Y est bornée sur tout intervalle borné [to,b[, avec ty €]a,b],
alors b = +o00.

Théoréme I1.2.2. Soit p une constante vérifiant : 1 < p < 400, et soit ) un ouvert borné
de R™. Alors, toute suite de Cauchy dans LP(QQ) admet une sous suite convergente presque
partout dans ). (voir [1]).

Lemme I1.2.3. Lemme d’Aubin-Simon

Soient V, | F trois espaces de Banach, avec V C E C F etV s’injecte dans E de maniére
compacte. Soit p,q € [1,+00].

Soit A une famille bornée dans W'P(0,T; F) et dans L9(0,T; V). Alors, A est d’adhérence
compacte dans C°(0,T; F) N L4(0,T; E).(voir [17] théoreme II.5.16)

Théoréme I1.2.4. Soit Q un ouvert simplement connexe et soit g € (L*(Q))? vérifiant
rot g =0 dans 2.

Alors, il existe v € HY(Q) tel que
g = V.
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magnétostriction

Preuve. Voir 33|, Chapitre I, Théoréme 2.3. O

Théoréme 11.2.5. Soit H un espace de Hilbert. Soit (Uy,), une suite qui converge faiblement
vers U dans L*(0,T; H) et vérifie :

sup [|Un(t)|lr < C,
0<t<T

avec C' est une constante positive. Alors, pour presque tout t,

U@ <C.

Preuve. Soit (U,,)n, une suite bornée dans L>(0,T'; H) qui converge faiblement vers U dans
L?*(0,T; H). Donc, il existe C > 0 tel que pour tout ¢t < T

[Un(@)]a < C,

dong, il existe W (t) dans H tel que (U,,(t))m, admet une sous suite noté aussi (U, (t))m, tel
que
Un(t) = W (t) dans H p.p. t € [0,T].

Alors,
<Um(t),U>H><H/ — <W(t),’U>H><H/ P-P- te [O,T]

pour tout v dans H', ou H’ est le dual de H. De plus,

| (U (), 0) e |< U (B[ l[0]l 7 < Cllv]|

Donc, par le théoréme de la convergence dominée, on a

/OT<Um(t),v>HxH/ — /OT(W(t),waH/.
Par ailleurs, ) )
/0 <Um(t>»90>Hfo—>/o (U(t), 0)

pour tout ¢ € L*(0,T; H'), en particulier pour v € H’. Donc, 'unicité de la limite donne
W =U et
IU@g = [W@)||la < lminf[|Un@)|lz < C pp.t€l0,T].
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I1.2.2 Calcul tensoriel

Définition I1.2.6. e Soit A\ un 4-tenseur A = (A\jjw). On dit que X est symétrique si
Aijrl = Njikl = Nijik = Alij-
e On dit qu’un j-tenseur symétrique est positif s’il existe une constante \* tel que :
VEY symétrique, Z Nijr €T > 2\ Z(f”)Q
ijkl ij
e Si \ est un 4-tenseur et A est un 2-tenseur, on note \ : A le 2-tenseur donné par
()\ . A)” == Z )\ijklAkl-

kl

e Si A et B sont deux 2-tenseurs, alors A : B est un scalaire donné par
A . B = ZAZ]BZ]

]

e Pour (X,Y) € R® xR? alors X Y est le 2-tenseur dont les entrés sont donnés par

(X®Y);; = XY/,

e Si A un 2-tenseur, M une matrice dans M3(R) et X un vecteur dans R*, alors A : M

est un scalaire dans R et AX est un vecteur dans R, définis par :

3 3
J

ij=1
Proposition 11.2.7. Soient A est un j-tenseur symtétrique positif, A et B deux 2-tenseurs,
X etY deux vecteur dans R®, alors
(i) Si A est 2-tenseur symétrique, on a (A: A): A>0 .
(ii)) (A:A):B=(\:B): A
(7)) A\: XY =X:Y ®X.

Preuve. On utilise la symétrie de A :

(i) On a A est positif, alors il existe A* tel que

(A:A): A= Z it Aij A = \* Z(Aij>2 > 0.

ijkl ij
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(ii) On a
()\ . A) B = Z )\ijklAleij == Z )\klijBijAkl == (/\ : B) DA

ijkl ijkl

(iii) De plus,
A X @Y)y =) XY = MY XF = (A1 Y @ X),.
kl Ik

]

Lemme I1.2.8. Soit A un j-tenseur symétrique, A un 2-tenseur, X etY dans R3. Alors,
A AX - Y=A:(A:XQY).

Preuve. On a
3

A :AX Y =) (A Ay XY
ij=1
! 3
= ) AjuAu XY
ijkl=1
3 3 o
= Au( D Ay XY?)
kl=1 ij=1
=A:(A:XQ®Y).

Lemme I1.2.9. Soit \ un j-tenseur symétrique positif, A et B deux 2-tenseurs. Alors,

S

(A:A) :B<(\:A):A)?((\:B):B)?.

Preuve. On définit ’espace M3 par
M; ={A € M3(R); A est symétrique }.
Et on définit I'application ¢ par

My x M; — R
(A, B) — (A:A):B.

Alors,

e ) est bilinéaire,

32



I1.2. Outils pour P’analyse fonctionnelle et 1’algébre tensorielle.

e ¢ est symétrique, d’aprés Proposition 11.2.7 (ii)
o (A, A)=(N:A): A>0, d’aprés Proposition I1.2.7 (i)
e Soit A € M tel que (A, A) = 0. Alors, il existe A\* tel que
0=0p(AA) =\ A): A= XY A,
(]
donc, A;; =0 Vi,j et A=0.

Par conséquent, 1) est une produit scalaire sur Mj et on peut appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir :

o=
ol

pour tout A, B € M3, d’ou la preuve. O

11.2.3 Inégalité de Korn

Soit © un ouvert borné¢ de R? de fronticre régulicre. Soit v € H'(Q), on définit le 2-tenseur

e(v) par
1 (%l- 8vj
57;]'('0) N § (6.77] + (9.1'1> ‘

Alors, il existe une constante ¢(€2) > 0, tel que (voir [29])

[ewrseto)+ [P = c@ ole, o < H@)

Q Q

Soit 'y une partie de la frontiére de 2 de mesure surfacique positive. On définit V' (€2) par
V(Q)={ve H(Q) ;v =0sur Iy}

Lemme I1.2.10. [ existe ¢y > 0 tel que
/a(v) te(v) > CO/ lv]>  Yve V(). (I1.2.1)
Q Q

1
Ceci donne que |||y = ([ye(.):e(.))? est une norme sur V(2), équivalent & la norme

1 1
I = (Jo |- 12+ V.32, et alors c’est équivalent a la norme | - |10 = ([, |V - [*)2.

Proposition I1.2.11. Soit A\ un 4-tenseur symétrique positive. On définit l'application | par



Chapitre II. Modéle non-stationnaire de ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec
magnétostriction

Alors, 1 est une application semi continue inférieure sur V() pour la topologie faible.

Preuve. On va démontrer que [ est une application continue et convexe.

e [ est bien définit, car A est positif, donc il existe A* tel que, pour tout v € V (),
[ se):20) 2 N 2 0

e [ est positif (c’est clair),

e [ est continue : Soit (v,), une suite qui converge vers v dans V(€2), donc (v,,) converge
vers e(v) dans L*(), et alors

[ e zstw) = [ (e,

e [ est convexe : Solent u,v € V(Q2), tel que u # v, alors pour ¢ €]0,1] on a

(U(tu+ (1= )2 = /Qu ce(tu+ (1= 1)) = eltu + (1 — t)o)
:t?/Q(A;e(u)):g(u)+2t(1—t)/Q(A;g(u)):e(v>
1= 07 [ () selo)
< [ () e

+2t(1 - 1) (/Q(A te(u)) ;g(u))é : (/Q“ e (v)) :5(0))5
JCSECIE

+(1 —t)?

t(/ﬂ(/\iﬁ(u))‘g(m)é +(1—1) (/Q(/\:e(v)) 15(”))%]2

= (th(w) + (1 = )I(v))*,

e(v) (d’aprés Lemme 11.2.9)

et [ est positif, donc
l(tu+ (1 —t)v) < tl(u) + (1 —t)l(v).

D’ot, [ est semi-continu inférieurement pour la topologie faible. ]
Corollaire I1.2.12. Soit L une application définie par

L V(Q) xV(Q) - R
(u, ) H/Q()\:e(u)):a(v),
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alors, L est bilinéaire, symétrie (Proposition 11.2.7) et définie positif (A est positif ), donc L
est une produit scalaire sur V() et 1, définie dans Proposition I1.2.11, est la norme induite
par L. De plus, il existe C > 0 tel que pour tout v € V(Q2), on a

Mle@)lzz@) < /Q(/\ 1e(v)) 1 e(v) < Clle(v)lz2 ).

donc, I(-) et la norme || - ||y sont équivalentes sur V (§2).

I1.3 Existence du solutions faibles globales en temps pour I’équation

de Landau-Lifschitz-Gilbert avec magnétostriction

11.3.1 Rappel du modéle

Définition I1.3.1. On dit que (m,u) est une solution faible pour (11.1.1)-(11.1.2)-(11.1.}) si

1. m € L=®(R"; H'(;R?)) satisfait la contrainte de saturation :

Im(t,z)| =1 p.p.t. (t,z) € RT x Q,

2. 9m ¢ [2(RT; L*(Q;RY)),

3. m(0,-) = mq dans le sens de trace en Hz(S2),
4. uw€ L®(RYV(Q)) et 2 € L®(RY; L2(Q;RY)),
5. u(0,-) = ug dans le sens de trace en Hz(5),

6. pour tout x € C*(RT; H'(Q; R?)),

7. pour tout x € C°(RT;V(Q)),

ou Oy ' _ .
/ﬁ+xggﬁ--Eﬁ-—-/£+xﬂ<xe.emo>.6<x>+—/£+xr2f v

_AMMQ@:—AW$V%me®m»fW%

35



Chapitre II. Modéle non-stationnaire de ’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert avec
magnétostriction

8. pour tout t > 0, on a l"inégalité de l’énergie swivante :

o,

E(t) = /[|Vm|2+(1) /|hd
1

/Q[(/\6 A" mem)) (A" m®m)—25(u):()\e:(/\m:m®m))]
—2]—/ fudl.

0
Remarque I1.3.2. Puisque m € L>(0,T; H'(Q)) et a—T € L*(0,T;L*()), alors m €

CO(0,T; H2(Q)) (cf. [46]) et m € C°(0,T; H:(Q)) (cf. [10] Lemme I1.5.9). Donc, la trace de
m pour t =0 existe dans Hz(Q) par exemple. De la méme maniére, u € C°(0,T; Hz(£2)).

Théoréme 11.3.3. Soient mg € H*(;5%), ug € V(Q), uy € L*(Q;R3) and f € L*(T'y). 1
existe alors (m,u) une solution faible globale en temps pour (I1.1.1)-(11.1.2)-(11.1.4).

L’existence de solutions faibles globales en temps pour (I1.1.1)-(I1.1.2) est établie dans
[16] pour des conditions aux limites de Dirichlet homogénes pour la déformation, c’est-a-
dire u = 0 sur toute la frontiére. Avec la méme méthode, on aborde des conditions aux
limites mixtes pour démontrer le Théoréme 11.3.3. Notons que ces conditions mixtes au bord
permettent d’obtenir des modeéles 2d de plaques minces intéressants (cf. Section 11.4) alors
que le méme processus asymptotique pour des conditions d’encastrement sur tout le domaine
mince entraine a la limite que la déformation est nulle sur le modéle asymptotique, et donc
que la magnétostriction n’apparait pas dans le modéle final.

Dans la sous-section suivante, on va discuter quelques propriétés pour les champs déma-

gnétisant hg(m).

11.3.1.1 Propriétés du champ démagnétisant hy

La magnétisation locale crée un champ magnétique qui s’étend sur 'intégralité du systéme.
Le champ créé est dit démagnétisant parce qu’il a tendance a s’opposer a l'aimantation.
En cherchant les solutions stationnaires de I’équation statique de Maxwell (sans charge ni
courant), il est possible de déterminer le champ démagnétisant a partir de la distribution m
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de 'aimant en tant que solution au probléme suivant :

{ rot (hg(m)) =0 dans R, (IL3.1)

div (hg(m) +m) =0 dans R3,

au sens des distributions, ott m est le prolongement de m par 0 en dehors de  dans tout R®.

Pour v € L*(R?), on note v € L*(R?) la transformée de Fourier de v.

Proposition I1.3.4. Soit Q) est un ouvert borné régulier de R®, et soit m : Q — R3 une
fonction mesurable, vérifiant la contrainte de saturation |m(x)| =1 presque pour tout x dans
Q. Soit hy : R® — R3 une solution du probleme (11.3.1). Alors, la transformée de Fourier du

—

champ démagnétisant hq(m) est donnée par : pour & € R3,

— - m(€)

ha(m)(€) = _Wf
Preuve. D'une part, m est mesurable vérifie [m| = 1 et m est le prolongement de m par
zéro, donc

/ |m|*dr = / |m|?dr = mes(Q) < +oo.
R3 Q
De plus,
rot (hg(m)) =0,
donc,
rot (ha(m))(§) =0,

d’ou,

—

§ A ha(m)(§) = 0,

donc, hg(m)(€) et € sont colinéaires et il existe A € C, tel que

—

ha(m)(§) = A - & (11.3.2)

D’autre part,
div (hq(m) +m) = 0,

c’est-a-dire

—

div (ha(m) +m)(£) = 0,

donc,
€+ (hg(m) +m)(&) = 0. (I1.3.3)
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Dong, (I1.3.2) avec (I1.3.3) donnent

§-m(§)
)\ .
IS
et alors, R
ha(m)(€) = —% 'Qf)g.
O
Par la Proposition I1.3.4, on a :
—~ 2
I alm) gy = Wam) 3y = Hﬂ'?ﬁ?
L2(R?)
_ / ¢-m(é) ‘
ol | €]
_ =2 18
= [ Ve P
< s = 1P
< [IeRm R
= [[1(E) 172 rey = 1l 72rey = M7
donc,
||hd(m)||2L2(R3) < ||m||%2(9). (IL.3.4)

La transformée de Fourier inverse était linéaire et C° dans L*(R?), alors hy est linéaire
continue de L?(Q2) dans L*(R?) et

%hd(m) = hd(—m> (I1.3.5)

Proposition I1.3.5. L’application hy : L*(2) — L*(R?) est autoadjoint et vérifie : ¥Ym €
HY(Q), on a

ha(m) = — / m.ha(m) (11.3.6)
R3 Q
Preuve. Soit u,v € H'(Q) satisfait (I1.3.1). Donc, d’aprés le Théoréme I1.2.4, il existe ¢ et

¢ dans HY(Q), tel que
hd(u) = VQO et hd(v) = V@D

De plus,
div (hg(u) +u7) =0 et div (hge(v) +7) =0,
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donc,

Ap = —div(u) et Ay = —div(v),

¢a donne :

(ha(u),7) = [ Vo = —/R3 .div(T) :/Rg o A — —/Rg VT = [ hau)hato)

R3

donc,
(ha(u), ) = —(ha(u), ha(v))- (I11.3.7)

A travers I’échange des roles de u et v dans (I1.3.7), on a

(ha(v), @) = —(ha(v), ha(w)) = — (T, ha(u)),

donc hy est autoadjoint. Par ailleurs, si on pose u = v = m dans (I1.3.7), on obtient

[ ratmyam == [ ot

I1.3.2 Systéme pénalisé

Par [43], il est nécessaire de construire une solution qui vérifie la contrainte de saturation
|m(t, z)] = 1 pour tout (t,z) € R x Q.

Pour cela, on va prendre un systéme pénalisé dans lequel la contrainte de saturation est
relaxée et on prend la limite lorsque la constante de pénalisation tend & zéro, pour obtenir
une solution qui vérifie cette contrainte. La nouvelle difficulté dans ce cas est que ’énergie
provenant de la magnétostriction est non coercive (voir Remarque I1.3.11). L’absence de
coercivité est compensée par le couplage de la magnétostriction avec le terme de pénalisation
(voir Proposition 11.3.12). Par ailleurs, la méthode de Galerkin servira & démontrer I'existence

de solutions du systéme pénalisé.

Soient mo € H (;52%), ug € V(4 R?), uy € L2(4R3) f € Hz(I'y). On fixe > 0 et on
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définit le systéme pénalisé par

( Om" om

L 1
5 +m" A v 2H: ¢ + n(]m"|2 — 1)m" = 0 dans R* x €,

Hlyp = Am" + hg(m?) + W (m") + (A 2 (A% ce(un)))m" — (AT (A2 (A 2 @ m?)))m?

€

—div (\® 1 e(u") = —div (A® : A™ : m" @ m")) dans Rt x ©,

u(t = 0) = uy,
8 n
a—ut(t 0) = uy,

Oam™ = 0 sur RT x 99,
u(t,z) = 0 sur R x I'y,

(A€ :e(um) — (A®: (AN :m?@mM))).n = f sur RT x Ts.

(I1.3.8)
Définition I1.3.6. On dit que (m",u") est une solution faible pour le systéme pénalisé
(11.3.8) si :
1. m" € L>=(R™; H'(;R?))

S v e

1
I e PR O R),
m"(0, ) = my,

u" +.72 3
u? € L¥(R*;V(Q))) et o € L>®(R™; L7 (€ R%)),
u(0, ) = uy,

pour tout T > 0 et w € LP(0,T; H'(2))

g Y

_2// (M) + (AT (A€ () )m? — (A s (A€ : (AT mﬁ@mn)))mn}-w

+—/ /(|m’7|2—1)m’7-w:0,
nJo Ja

(11.3.9)
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7. pour tout T >0 et x € C>*(0,T;V)

/O,TXQ% / / 1200 - /ulX(O x)d:c—i-/OT 1o
/nb/ (AT m @ m")) < 2(x),

(11.3.10)

8. pour tout T' > 0, on a ["inégalité d’énergétique suivant :

R LR

= [ 1vmP o]+ [ it

1/ [Q( N —2e(u") : (A€ (AT mT @m™) + (A e(u")) g(u")}

2
2
Ou / f-u"dl,
1)

+3
2 ot

ou Q(m) = A: (A" :m@m))): (A" : m®m). On remarque que Q : R®* — R est C*®

avec

2

a n

£1(0)

avec

VO (m) =4\ : (A% (A" :m@m)))m.

11.3.2.1 Premiére étape : Approximation de (Galerkin

Dans les deux propositions suivantes, deux bases Hilbertiennes seront construites sur
L*(Q).

Proposition I1.3.7. L’e