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Résumé

W B Les travaux présentés concernent I'extraction de connaissances dans une base de données
binaire D. Nous y présentons différentes contributions. Dans un premier temps, nous abordons
une nouvelle méthode permettant 'extraction simultanée des itemsets fermés fréquents, maxi-
maux fréquents, et leurs générateurs minimaux de D. Dans un second temps, des techniques
originales permettant la génération des regles d’association valides sont également développées.
Des expériences sur des données bien connues de la littérature confirment leur potentiel. Enfin,
nous présentons des approches permettant la représentation de ces régles valides par des graphe
et arbre. Des expérimentations menées sur des données de référence, a des résolutions différentes,
montrent efficacité de nos approches tant en fouille qu’en classification de données.

Mots clés: Motif fréquent, Régle d’association, Classification, Graphe implicatif, Arbre hiérarchique.

Abstract

=E= The presented work concerns knowledge discovery in binary database D. We then present
different contributions. First, we present a new method for mining simultaneously the frequent
closed itemsets, the frequent maximal itemsets, and their minimal generators in D. Secondly,
original techniques for generating the valid association rules are also developed. Experiments on
reference database show the potential of these new techniques. Finally, we present the approaches
for representing these valid association rules by graphs and trees. Experiments, at different
resolutions, show the effectiveness of our approaches both on data mining and on classification.

Keywords: Frequent itemset, Association rule, Classification, Implicative graph, Hierarchy tree.

Famintinana

Bl Ny asa naroso dia mahakasika ny fitrandrahana hairaha avy amin’'ny antontanisa roa-
lafy, antsoina hoe D. Anjara biriky maro samihafa no natolotra. Voalohany, ny teknika vao-
vao enti-mitrandraka ny singa mateti-pitranga ao anaty D. Faharoa, ny fomba fijery vaovao
momba ny fitrandrahana ny fitsipi-pikambanan’ny singa samy hafa izay tsara indrindra araka
ny refin-kalitao. Ny fanandramana nampiharana ny antontanisa vitsivitsy, fampiasa matetika
eo anivon’ny literatiora, dia manamafy fa mahomby tokoa izany teknika vaovao izany. Farany,
natolotra etoana ihany koa ny modely vaovao hanehoana ara-tsary, atao hoe grafim-panjotra sy
hazo maro rantsana, ny vondron’ny fitsipi-pikambanana raikitra. Ny andrana natao tamin’ny
antontanisa teo aloha sy ny hafa, ka nanomezana tolo-kevitra samihafa ny amin’ny kalitaon’ny
vokatra azo, dia mampiseho hatrany ny fahombiazan’ny voka-pikarohana naroso, fa indrindra
eo amin’ny sehatry ny fitrandrahana antontanisa na koa fanasokajiana azy.

Teny mafonja: Singa mateti-pitranga, Fitsipi-pikambanana, Fanasokajiana, Grafy, Hazo maro-rantsana
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Introduction

Le présent mémoire d’Habilitation a Diriger des Recherches présente mes travaux de recherche
que j’ai menés ces 7 derniéres années apres ma theése de doctorat [Bem16] préparée conjoitement au
sein du laboratoire d’équipe d’accueil Didactique des Mathématiques et de I'Informatique (EDMI)
de 'ENS-Université d’Antananarivo (MADAGASCAR) et du Laboratoire d’Informatique et de Ma-
thématiques (LIM) de I'Université de La Réunion (FRANCE), soutenue le 20 avril 2016 & I'Université
d’Antsiranana (MADAGASCAR) alors que j’étais déja Assistant d’ESR (Enseignement Supérieur et
de Recherche) depuis 4 ans. Les travaux synthétisés s’insérent principalement dans deux axes :
Iextraction des meilleures régles d’association, et la représentation de ces meilleures regles d’asso-
ciation par des graphes implicatifs et des arbres hiérarchiques. Ils sont fédérés autour d’un objectif
commun, celui de la fouille de données, et partagent une préoccupation sous-jacente pour 'aide a
la décision et pour le développement d’applications. Ces recherches ont été menées :

— a’ENSET (Ecole Normale Supérieure pour I’Enseignement Technique) de 1'Université d’ Ant-
siranana ou j’ai été nommé Maitre de Conférences en novembre 2019, puis élu Responsable
de la Mention EADIMI (Education, Apprentissage, Didactique et Ingénierie en Mathéma-
tiques et Informatique) depuis 2016 jusqu’en 2022, et ou j’ai effectué mes principales taches
d’enseignement et d’encadrement de plusieurs mémoires d’étudiants en masters indifférenciés ;

— a 'Equipe d’accueil MIA (Mathématiques, Informatique et Applications) de I’Université de
Toamasina (Madagascar) ou j’ai co-dirigé avec André Totohasina (Professeur a 'Université
d’Antsiranana) 2 thésards : Théophile Rabenantenaina et Ionja Lalaina Narisoa landriah,
qui travaillent respectivement sur le probléme d’estimation de séries temporelles et celui de
Controle optimal stochastique dirigé par un mouvement brownien fractionnaire ;

— a I’Ecole doctorale PE2D1 (Problématique de ’Education et Didactiques des Disciplines) de
I’Université d’Antananarivo (Madagascar) en tant que Responsable du laboratoire EDMI.

Dans cette introduction, je souhaite tout d’abord en présenter brievement la genése par mon che-
minement d’enseignant-chercheur en Modélisations Mathématiques et Informatique.

Cheminement d’enseignant-chercheur

J’ai commencé a enseigner en tant que vacataire au sein de PENSET, entre 2008 et 2011.
Mes premiéres activités traitaient des travaux pratiques (TP) d’Analyse multivariée sous R, et
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d’Algorithmique & Programmation sous Matlab. Apres avoir obtenu le diplome de Master de Ma-
thématiques et Applications, spécialité Statistique et Econométrie de 1'Université de Toulouse I
(France) en 2010 ou j’ai été initié & la recherche par Professeur Yves Aragon sur le probléme de
Séries temporelles, j’ai été nommé Assistant d’ESR a PENSET-Université d’Antsiranana (Mada-
gascar) en septembre 2011 lequel j’ai débuté ma carriére d’enseignant-chercheur. L’année suivante
(2012-2013), j’ai suivi le Master 2-Recherche de Mathématiques et Applications, spécialité Ma-
thématiques Approfondies a finalité Recherche de I’Université Franche-Comté (France), ce qui m’a
permis d’approfondir, avec Professeur Youri Kabanov, la théorie de Processus stochastiques. Depuis
2012 jusqu’a 2015, j’ai été nommé Responsable de LICENCE premiere année de 'ENSET.

A cette méme période 2012-2015, je me suis inscrit en theése a 1’école doctorale PE2D1 dans
I’équipe d’accueil Education et Didactique des Mathématiques et Informatique (EDMI) sous les di-
rections du Professeur André Totohasina (Université d’Antsiranana) et du Professeur Jean Diatta
(Université de La Réunion). J’ai beaucoup appris aupres de mes deux directeurs qui m’ont permis
de vivre la recherche. Mon sujet de thése portait sur la fouille des regles d’association. Les domaines
d’applications qui intéressaient Totohasina André étaient a la fois 1’Analyse Statistique Implica-
tive (ASI) et la didactique des mathématiques, et j’ai pu naturellement évaluer I'impact des mes
travaux sur le probleme de didactique de la statistique. Ma these de doctorat a été financée par
I’Agence Universitaire de la Francophonie (AUF) dans le cadre de projet Horizons francophones
Sciences Fondamentales Informatique et Mathématiques, et j’ai pu rejoindre mon second di-
recteur pour poursuivre en alternance (4 mois par an) mes activités de recherche au sein du LIM
(Univ. La réunion). Cela m’a permis de renforcer des compétences sur le probleme de fouille de
données a partir duquel j’ai avancé mes recherches tant sur I’approche théorique que sur 'approche
algorithmique. En fait, le premier aspect de mes travaux s’appuyait sur la formalisation théorique
astucieuse de la fouille des motifs fréquents et celle de la génération des meilleures régles d’asso-
ciation d'une base de données. Le second aspect, quant a lui, s’est focalisé sur le développement
algorithmique permettant d’implémenter ces approches théoriques ainsi formulées. Le troisieme
aspect concernait la représentation de ces regles associatives valides par des graphes implicatifs.

Dans le cadre de cette theése, nous avons développé un algorithme, appelé EOMF [BT16], pour
Iextraction des motifs fréquents dans un contexte binaire. Nous avons également développé un al-
gorithme GENPNR [Bem16], qui prolonge nos travaux [BT14a, BT14c|, permettant la génération
des meilleures régles d’association a partir de ces motifs fréquents. Nous avons développé un algo-
rithme dénommé IMPLICATIVEGRAPH, qui étend nos travaux [BT14b], pour les graphes implicatifs
au sens de la mesure Mgg. Nous avons ensuite développé sous le logiciel R un nouvel outil dénommé
CHIC-M¢g implantant cet algorithme IMPLICATIVEGRAPH. Avec 'aide de cet outil, nous avons
proposé une démarche pour 'identification d’un probléme qui freine I’enseignement /apprentissage
de la Statistique & Madagascar [Bem16]. Nous y avons identifié des difficultés de nos étudiants en
L1 lors de la résolution d’exercices portant sur le probleme de tests de comparaison des parametres
statistiques. Aussi, les réflexions menées sur ’enseignement /apprentissage des mathématiques aux
College et Lycée ont abouti a deux articles de didactique des mathématiques [BRTR12, RBTR12].

Mbotivations

Plusieurs pistes de recherche ont été relevées dans la conclusion de ma theése de doctorat. Elles
gravitent en particulier autour de trois problématiques : (i) Extraction des motifs fréquents dans
un contexte binaire; (i7) Génération de I’ensemble des meilleures régles d’association a partir de
ces motifs fréquents ; et (ii7) Représentation de cet ensemble des régles d’association valides par des
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graphes et des arbres hiérarchiques. Cependant, la volumétrie engendrée par la combinatoire sur
des grandes masses de données complexifie les cotits de 'extraction des motifs fréquents. Cela peut
entraver les capacités de filtrage des meilleures regles d’association, et par conséquent la lisibilité des
graphes et des arbres qu’elles engendrent. C’est dans ces contextes que j’ai poursuivi mes travaux
de recherche postdoctorale en élargissant au fur et a mesure les modeles considérés.

Face a ces problémes, plusieurs travaux ont été déja proposés dans la littérature. Certains sont
basés sur le concept des motifs fermés fréquents [PTBT05, HYN11, Ngul2, OLL"16, Maal7], et
d’autres sur les motifs maximaux fréquents [MT97, DQ13, LLWH14, MLLL16, Maal7] dans le but
de réduire le colt de 'extraction. Afin d’élaguer les regles d’association redondantes, les approches
existantes [PTB105, GYNS06, HYN11, LHH12] se sont focalisées sur le concept des bases des régles
d’association. Cependant, malgré leurs intéréts incontestables, 'extraction et la représentation des
meilleures regles d’association restent encore un défi majeur tel que discuté ci-apres.

Au niveau de l'extraction des motifs fréquents, ces approches précitées sont limitées sur la
définition traditionnelle d’un support des motifs [AS94], qui nécessite 'acces systématique dans un
jeu de données qui peut étre grand et dense. La question de l'efficacité de ces approches en termes
de performances reste discutable di au calcul des fermetures qui nécessite & des parcours exhaustifs
d’un jeu de données. De plus, ces approches ne sont pas autonomes en terme de fouille des motifs
fermés fréquents, des motifs maximaux fréquents et leurs générateurs d’un tel jeu de données.

Au niveau de génération des régles d’association, ces approches sont insuffisantes, car elles
ommettent les régles négatives du type X — Y, X — Y et X — Y en n’étudiant que les régles
positives X — Y. Or, les régles positives a elles seules ne suffisent pas pour couvrir tous les besoins
de la fouille des regles d’association, il faut aussi des regles négatives. Par ailleurs, ces approches
existantes sélectionnent facilement les régles d’association inintéressantes a cause d’utilisation de la
mesure moins sélective, confiance [AS94]. On entend d’une régle inintéressante que sa confiance est
inférieure ou égale a la valeur de référence support de la conclusion de la régle. Cette limite s’avere
trés handicapante sur leurs résultats dans la question de génération des regles approximatives.

Dans le cadre de représentation des régles d’association par des graphes et arbres hiérarchiques,
une approche pionni¢re, basée sur la mesure intensité d’implication, a été introduite dans [GAB™96,
GKBO3] et étendue dans [GRMG13]. Bien qu’elles soient efficaces, ces aproches présentent encore
des limites remarquables. Elles n’étudient que des regles d’association positives, et ne proposent
aucune technique pour l'analyse des regles d’association négatives. Par ailleurs, les graphes et
arbres de ces approches sont souvent tres grands a cause des regles d’association redondantes, et
leur stockage peut s’avérer coliteux en espace mémoire. Au niveau de la démarche adoptée, elles
ne proposent aucune technique de partitionnement des arcs de fagon plus appropriée, étant donné
que celui-ci apparait trés central du fait qu’il structure les graphes et arbres de classification.

Pour surmonter ces notables limites, nous présentons, dans ce mémoire d’HDR, nos principales
contributions comme résumées dans les trois pistes de recherche complémentaires suivantes :

— Proposition d’un nouvel algorithme autonome permettant ’extraction simultanée trois classes
des motifs fréquents telles que fermés, maximaux, et leurs générateurs minimaux ;

— Proposition d’approches théoriques et algorithmiques pour l'extraction des bases des regles
d’association positives et négatives les plus concises que celles définies dans la littérature;

— Proposition d’approches théoriques et algorithmiques pour la représentation de 1’ensemble
des meilleures regles d’association par des graphes implicatifs et des arbres hiérarchiques.
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Organisation du mémoire

Ce mémoire s’organise essentiellement autour de chacune des thématiques de recherche que nous
I’avons parlées ci-dessus. Il se décline principalement en trois chapitres complémentaires.

Le chapitre 1 synthétise mes travaux autour de ’extraction des motifs fréquents a laquelle je me
suis familiarisé pendant ma these. J’y aborde principalement la question des motifs fermés fréquents,
des maximaux fréquents et leurs générateurs minimaux. Ces travaux sont partis du constat de
I’absence d’un algorithme autonome permettant I'extraction simultannée de ces trois classes des
motifs. De fagon & assurer une continuité avec ce qui précede, la section 1.1 introduit les concepts
de base pour l'extraction des motifs fréquents. Dans la section 1.2, nous exposons une nouvelle
approche permettant ’extraction de I’ensemble des motifs fréquents [BT17, BT17, BT18, BT20c],
composé de ces trois classes des motifs précitées sur laquelle sont proposées de nouvelles techniques
de comptage des supports et celles d’élagage de ’espace de recherche. Enfin, dans la section 1.3,
nous présentons un nouvel algorithme autonome, appelé CMG (Closed Maximal and Generator),
permettant d’implémenter cette nouvelle approche précédemment développée [BT21a, BT21b].

Le chapitre 2 recense mes travaux relatifs a la génération des meilleures régles d’association.
C’est une deuxieme partie des recherches que j’ai entreprises depuis le début de ma these. Nous y
décrivons quatre travaux. Le premier concerne la conception d’une nouvelle mesure statistique mgk,
et en discute les propriétés sous-jacentes [BT20a, BT20e]. Nous présentons ensuite une nouvelle mé-
thode d’élimination des regles d’association redondantes sur laquelle sont proposées de nouvelles
approches pour la réduction de I’espace de recherche induit par ’ensemble des régles [BT19a, BT20e]
et pour I’élaboration des bases des régles non-redondantes [BT19a, BT19b]. Basées sur ces formali-
sations, nous avons congu des nouveaux algorithmes implémentant celles-ci [BT21a, BT21b]. Enfin,
nous présentons nos expérimentations menées sur quelques bases de données, expérimentations
visant a évaluer notre approche, comparée aux approches existantes sémantiquement proches.

Le chapitre 3 regroupe principalement nos contributions récentes, et concerne la représentation
des meilleures régles d’association par des graphe implicatif et arbre hiérarchique. Il est a noter que
je me suis déja intéressé & des questions de ce graphe implicatif depuis la fin de ma these [Bem16],
mais avec la mesure de qualité classique Mgg [Gui00, TRO5]. Malheureusement, Mgk ne prend
pas compte la question du nombre de contre-exemples n 3 d’une regle X — Y sur un échantillon
de transactions d’une base de données ou sont extraites les meilleures regles d’association. Nous
avons ensuite proposé une nouvelle mesure statistique mgk [BJT22a], dans un premier temps. Nous
y avons repris les fondements théoriques de Mg et adapté a la quantification d’invraisemblance
de la faiblesse de tel nombre de contre-exemples nyy-. Les sections 3.3 et 3.4 se focalisent sur
la mise en place des différents algorithmes pour les graphe implicatif [BCT21, BJT22a] et arbre
hiérarchique [BJT22b]. Afin d’expérimenter et d’évaluer nos approches, nous avons cong¢u un nouvel
outil rchicmgk, implémenté sous forme d’un package du logiciel R. Plus précisément, le package
rchicmgk est la suite de l'outil CHIC-Mgx que nous avons développé vers la fin de ma these. Il est
le fruit de collaboration avec Raphaél Couturier (Université de Franche-Comté). Dans le cadre de
classification, nous avons développé certains programmes informatiques pour I’arbre hiérarchique au
sens d’une nouvelle mesure cohmgk. Actuellement, le package rchicmgk inclut a la fois le graphe
implicatif et larbre hiérachique. Il a été préparé a l'occasion des publications [BT20e, BT20f,
BCT21, BJT22a, BJT22b]. 11 offre, entre autres, un moyen visuel et interactif trés puissant aux
experts en fouille de données, et permet d’aider également ces experts dans leur prise de décision.

Le mémoire se termine par une conclusion qui résume ’ensemble des travaux de recherche, et
présente les principales perspectives liées a des différents résultats présentés dans ce manuscrit.



Chapitre 1

Contributions a 'extraction des motifs
fréquents

On présente dans ce chapitre les travaux relatifs a ’extraction des motifs fréquents : motifs fer-
més et maximaux, ainsi que leurs générateurs minimaux. Certaines preuves des propriétés mathé-
matiques sont omises pour conserver 'unité de ce document. Aprés avoir rappelé quelques concepts
préliminaires (section 1.1), nous nous appuyons sur deux idées principales : ’élagage de 1'espace
de recherche de ces trois classes des motifs fréquents (section 1.2), et la définition d’un algorithme
par niveau, dénommé CMG (Closed-maximal-Generators), permettant 'extraction simultanée de
tels trois sous-ensembles des motifs fréquents & partir d’un contexte d’extraction (section 1.3). Les
publications liées a ce chapitre sont : [BT17, BT17, BT18, BT20c, BT20b, BT21a, BT21b].

1.1 Définitions et notations

Nous allons commencer par formaliser le concept d’une base de données (ou plus généralement
un contexte formel). Un tel contexte peut étre formellement représenté sous la forme d’un triplet
D = (T,Z,R) décrivant un ensemble fini 7 de transactions (avec un identificateur appelé TID
(Tuple IDentifier)), un ensemble fini Z d’items (ou de motifs, ou d’attributs), et une relation binaire
R CZ xT entre Z et T, telle que iRt signifie que 'item i est présent dans la transaction t (i.e.
t[i] = 1), et par —iRt sinon (i.e. t[i] = 0). Le tableau 1.1 ci-dessous représente une base de données
D ayant 5 items {A, B,C, D, E} et 6 transactions. Un sous-ensemble X de Z (i.e. X C 7), tel que

Table 1.1 — Un exemple d’une base de données D & 5 items et 6 transactions

TID| A B C D E
t1 1 0 1 1 0
to 0o 1 1 0 1
ts 1 1 1 0 1
t4 0O 1 0 0 1
ts 1 1 1 0 1
tg O 1 1 0 1
|X| = k, est appelé un motif de longueur & (ou un k-motif). Par exemple, AB' est un 2-motif

1. Nous utilisons une forme sans séparateur pour les itemsets : par exemple, AB représente l’ensemble {A, B}.
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de Z. Pour tout X C Z, X = {t € T|3i € X : (i,t) ¢ R} est le complementaire de X dans
Z (i.e. T\ X). Par exemple, nous avons, dans le contexte D du tableau 1.1, AB = {t3,t5} alors
que AB = {t1,t2,14,t6}. Le nombre de transactions de D contenant un motif X, noté X’ = {t €
T|iRt,Vi € X}, est appelé extension de X. Le support relatif [AS94] de X est le rapport entre le
cardinal de son extension X’ et le nombre total | 7| de transactions de la base de données D :

_ X
71

supp(X) = P(X') (1.1)

ou P est la probabilité discrete uniforme sur (Z,P(Z)). Soit minsup €]0,1]. Un motif X est dit
fréquent si supp(X) > minsup. On notera par F ’ensemble des motifs fréquents dans D :

F={XCIZIX #0 AN supp(X) > minsup} (1.2)

Définition 1 (Support absolu disjonctif). Soit I un motif de Z. Le support disjonctif [GS96, CGOG,
Fen07] absolu de I que l’on note suppaps(VI) est défini par :

supPaps(VI) = > (=) suppays(J)
JCI,J#0

suppabs(1) = |T| — suppaps(I)

Du tableau 1.1, on a suppaps(VAD) = [{t1,t3,t5}| = 3, et suppaps(AD) = |{ta,t4,t6}| = 3.
Soit 27 (resp. 27) ensemble des parties de Z (resp. de 7). Pour I C Z et T C T, nous définissons
deux fonctions ¢ et 1 qui définissent la connexion de Galois [GW99] entre 27 et 27 :

¢: 27 — 27 (extension)

I o(I) =I'={te T|iRt,Vie I}
¥: 2T — 27T (intension)

T (T =T = {i € I|iRt,Vt € T.

Autrement dit, ¢(I) (resp. (7)) dénote I'ensemble des transactions partageant les mémes items
i € T, appelé aussi extension de I (resp. 'ensemble des items communs & un groupe de transactions
t € T, appelé aussi intension de T'). Le couple d’applications (¢, ) est une connection de Galois
entre les ordres partiels ou treillis (27, C) et (27, C). Pour tous Iy, I C Z et tous 71,T» C T, on a :

L C I = ¢(h) 2 ¢(Iz) et Tt € Ty = ¢(Th) 2 P(T2) (1.3)

Proposition 1 ([Fen07]). Soit (¢,1)) une correspondance de Galois, on a : popodp = ¢ et popoy) =
Y. Cette fois-ci, la correspondance de Galois (¢,1) sera dit couple involutif.

Les opérateurs v = 1o¢ dans 2% et o/ = oy dans 27 sont appelés opérateurs de fermeture de
Galois. Ainsi, X C 7 est fermé si son image par v égale lui-méme, i.e. y(X) = X.

Exemple 1. FEtant donné que A et C', du tableau 1.1, apparaissent simultanément dans les tran-
sactions t1,t3 et ts, on a alors ¢(AC) = {t1,t3,t5}. D’autre part, t1,t3 et ts partagent en commun
les motifs A et C, on a ensuite P({t1,t3,t5}) = {AC}. Il en résulte que y(AC) = Yop(AC) =
Y(d(AC)) = Y({t1,t3,t5}) = {AC}. Ainsi, v(AC) = {AC}. Autrement dit, AC est un fermé.
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L’opérateur v, tout comme 'opérateur 7/, est caractérisé par le fait qu’il est :
— Isotonie : pour tous X, Y CZ, ona X CY = v(X) C~(Y);

— Extensivité : pour tout X CZ, on a X C v(X);

— Idempotence : pour tout X C Z, on a v(v(X)) = v(X).

Proposition 2. Pour tout X CZ dans un contexte D, on a supp(X) = supp(y(X)).

Démonstration. Soit X C T et y(X) sa fermeture. Comme X C Z, on a par extensivité X C
Y(X) = ¢(X) D ¢(y(X)) (par anti-monotonie de ¢). Par involutivité du couple (¢, 1) (cf. Propo-

sition 1), on a ¢opop(X) = +'(¢(X)) = ¢(X). Par suite, on obtient : supp(y(X)) = JelC.9)I g

71
60osCON _ 00v(300) _ B/WON — J60OL — sypp(X). Ainsi, supp(X) = supp(y(X)). O

1.2 Une nouvelle méthode d’extraction des motifs fréquents

Une limite tres souvent formulée dans la littérature a propos de ’extraction des motifs fréquents
repose sur le cotlit de 'extraction (2‘I| au pire des cas). Ainsi, plusieurs approches [PTB*05, Gay09,
HYN11, DQ13, LLWH14, Maal7], basées sur le concept de fermeture, ont été proposées. Cepen-
dant, ces approches, comme mentionné, présentent certaines limites notables dont la principale est
associée au calcul des fermetures basé sur deux correspondances ¢ et 1, étant donné qu’une seule
correspondance nécessite a elle seule du parcours exhaustif d’'un jeu de données. Une autre lacune
induite par ces approches réside sur le calcul des supports. En effet, elles sont limitées sur la défini-
tion traditionnelle d’un support selon Agrawal [AS94] qui nécessite des acces répétitifs au contexte.
Ces contextes sont abordés dans [BT18, BT20c, BT21b, BCT21] et synthétisés ci-dessous.

Dans [BT18], nous avons proposé une nouvelle technique d’extraction des motifs fréquents,
dénommée reduce-access-database, ot nous avons proposé de nouvelles définitions (fondées sur le
support) d’un ensemble des fermés fréquents (def. 3), des maximaux (def. 4) et des générateurs
(def. 5), permettant de remédier a I'inconvénient de la définition originelle [MT97, PTB*05]. Ces
nouvelles définitions dépendent fortement de la définition d’une classe d’équivalence (cf. def 2).

Définition 2 (Classe d’équivalence). Deux motifs I et J de T sont dits équivalents, dénotés I = J,
si et seulement s’ils sont comparables (i.e., I C J ou I 2O J) et supp(I) = supp(J). La classe
d’équivalence de I, notée [I|, est définie par [I| ={J CZ | 1= J}.

Un motif le plus grand (au sens de C) dans sa classe d’équivalence est appelé motif fermé.

Définition 3 (Fermé fréquent). Soit F [’ensemble des motifs fréquents. Un motif I est fermé si
aucun sur-ensemble (comparable) n’est fréquent. L’ensemble des fermés fréquents, noté FC, est :

FC={IecF|BJeFtelqued DI N supp(J)=supp(l)} (1.4)

Exemple 2. Prenons le tableau 1.1, soit minsup = 2/6. Le motif C est fréquent et n’a pas de
sur-ensemble ayant le méme support, donc femé et générateur a la fois. Le motif A est fréquent
mais pas fermé, car AC D A et fréquent (i.e., supp(A) = supp(AC) = 3/6 > 2/6). De méme, les
motifs B et E sont fréquents mais pas femés car A, E C BE et BE est fréquent (i.e., supp(B) =
supp(E) = supp(BE) = 5/6 > 2/6). Les motifs BC et CE sont fréquents mais pas femés, car ils
sont inclus dans BCE qui est fréquent (i.e., supp(BC) = supp(CFE) = supp(BCE) =4/6 > 2/6).
Les motifs AB et AE quant d eux sont fréquents mais pas femés, car AB,AE C ABCE et ABCE
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est fréquent (i.e., supp(AB) = supp(AFE) = supp(ABCE) = 2/6). Ainsi, l’ensemble des fermés
induit par cette petite base de données du tableau 1.1 est FC = {C,AC, BE, BCE, ABCE}.

Définition 4 (Maximal fréquent). Soit FC l’ensemble des motifs fermés fréquents. I est mazximal
st aucun de ses sur-ensembles n’est fréquent. L’ensemble FM des mazximaux fréquents est :

FM={IcFC|}JeFCtel que J DI A supp(J) = supp(I)} (1.5)

Exemple 3. Prenons la méme base de données du tableau 1.1, soit minsup = 2/6. Le motif BCE
est fréquent mais pas maximal, car son sur-ensemble ABCE est fréquent. Et, ABCE est maxi-
mal fréquent, car aucun ses sur-ensembles n’est fréquent. Donc, ’ensemble des motifs mazimauz
fréquents dans cette petite base de données pour minsup = 2/6 est FM = {ABCE}.

Proposition 3. Tout motif maximal (fréquent) est nécessairement fermé (fréquent).

Dans [BCT21], nous avons montré qu’un motif minimal infréquent d’une base de données peut
étre dérivé d’un motif maximal fréquent, tel que présenté dans la Proposition 4 ci-apres.

Proposition 4. Soit h € FM, Vi ¢ h, Bl tel que l~¢ F, alors | est un motif minimal infréquent.

Définition 5 (Générateur minimal). Soit F [’ensemble des motifs fréquents. Un motif G est gé-
nérateur minimal? d’un certain fermé C (i.e., v(G) = C) s’il n’existe pas un sous-ensemble g C G
tel que supp(g) = supp(G). L’ensemble des générateurs minimauz d’un fermé C, noté Ge, est :

Ge={G e F|y(G)=C A Bg CG tel que supp(g) = supp(G)} (1.6)

Exemple 4. Prenons aussi le tableau 1.1, soit minsup = 2/6. De fagon duale avec ’exemple 2,
lensemble des générateurs de cette petite base de données est G = {A,B,C,E,AB,AE, BE,CE}.

Le défaut induit par le calcul des fermetures peut étre résolu par la proposition 5 suivante :
Proposition 5. Soient I et Iy deux motifs de Z. Si supp(I1) = supp(l2), alors y(I1) = vy(I2).

Cette proposition 5 est centrale pour identifier les motifs fermés et leurs générateurs, pouvant
étre dérivés de leur support, c-a-d qu’il s’avere inutile de passer au calcul des fermetures, car deux
motifs appartenant a une méme classe d’équivalence ont le méme support (i.e., méme fermeture).

L’efficacité de notre stratégie d’élagage de I'espace de recherche découle par suite du comptage
plus économique de support d’'un motif candidat comme donné dans le théoréeme 1 ci-dessous.

Théoréme 1 ([BT17, BT18, BT20c, BT20e, BT20d]). Pour tout X un k-itemset (k > 3) non-
générateur et x un (k — 1)-sous-ensemble de X, on a :

supp(X) = min({supp(z)} | z C X) (1.7)

Démonstration. Soit Zx ’ensemble des motifs inclus strictement dans X. Soit z un motif de Zx
qui minimise le support dans cet ensemble. Du fait de la propriété d’antimonotonie de support, on
a:

x C X = ¢(X) C ¢(z) donc supp(X) < supp(x)

Par ailleurs, X est non-générateur, il existe donc un motif Y € Zx tel que supp(Y') = supp(X). Or,
supp(z) est minimal dans Zx, donc supp(x) < supp(Y). Finalement supp(z) = supp(X). O

2. appelé aussi itemset clé dans [STB102] et itemset libre dans [BBRO3].
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L’originalité de ce Théoréme 1 repose sur le fait qu’il permet d’éviter I'acces répétitif a la base de
données lors du calcul des supports candidats. Plus concretement, le support d’'un k-non-générateur
(k > 3) peut étre déduit de celui de ses (k — 1)-sous-ensembles, sans passer a la base de données.
De 'exemple ci-dessus du tableau 1.1, on a trouvé que le 2-motif AB est générateur. Cela garantit
que son sur-ensemble ABC n’est pas générateur. Ainsi, le support de ABC est dérivable de ses
sous-ensembles AB, AC' et BC' sans passer au contexte d’extraction, tel que donné comme suit :

supp(ABC') = min(supp(AB), supp(AC'), supp(BC)) = min(2/6,3/6,4/6) = 2/6.
Corollaire 1. Un motif X est générateur si et seulement si :
supp(X) < min({supp(z)} | x C X) (1.8)
Démonstration. Posons ¢ = min({supp(x)} | z C X). Si X est générateur, alors :
Vo CZ tel que z C X = ¢(X) C ¢(z) donc supp(X) < supp(z)

Le passage au minimum sur Iensemble fini des minorants x de X donne supp(X) < ¢. Récipro-
quement, si supp(X) < ¢ alors supp(X) # (. La contraposée du théoréme 1 implique que X est
générateur. O

A noter que le Théoreme 1 n’est utilisé qu’a un itemset (non-générateur) de longueur supérieure
ou égale a 3. En effet, les 1-motifs n’ont pas de sous-ensembles, et les 2-itemsets ont exactement 2
sous-ensembles de taille 1 pouvant étre générés a partir des 1-motifs fréquents, donc forcément fré-
quents (grace a 'anti-monotonie de support), inutile d’utiliser le support estimé de I’équation (1.7).
Dans ce cas, notre approche utilise le support classique d’Agrawal [AS94] tel que défini dans I’équa-
tion (1.1). Elle s’en distingue cependant au niveau de la structure de données utilisée. Nous utilisons
une nouvelle structure de données, appelée MATRICESUPPORT [BT16, Bem16], telle que présentée
dans la figure 1.1 ci-dessous, pour stocker les supports des 1 et 2-motifs. Pour cela, nous considé-

(% ’Uj .o Um vl ... Uj oo Um
t1 U1

Scanner le contexte D
ti e ti]’ e U; V5

ty Um

Figure 1.1 — MaTRICESUPPORT (droite) sur un contexte formel D (gauche)

rons une base de données tres générale (Figure 1.1-gauche) de m attributs 7 = {v;|1 < j < m}
et de n transactions 7 = {t;|]1 < i < n}. L’intersection de la i° ligne et de la j° colonne de la
base de données D est la quantité t;; = v;(t;) qui est une valeur observée de v; sur la transaction
élémentaire t;. La MATRICESUPPORT associée (Figure 1.1-droite) est la projection de cette base D
par rapport a ses attributs de telle sorte que chaque attribut correspond a une cellule de la matrice
créée laquelle associe le nombre de fois, noté v;; = v;(v;), que l'attribut v; apparait dans la ligne
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v;. Cette valeur v;; est ensuite utilisée pour déterminer le support (relatif) d’un itemset candidat :
supp(v;) = v;;/|D]. (1.9)

En pratique, comme cette distribution matricielle est symétrique, seule une demi matrice de sup-
port doit étre stockée par souci d’éviter les redondances, et nous considérons a cet effet la partie
supérieure. L’originalité de cette matrice de support MATRICESUPPORT réside du fait qu’elle per-
met d’identifier simultanément les supports des 1 et 2-motifs en une seule passe a la base de données
(au lieu de 2 passes pour les existants). Précisément, les supports des singletons (1-motifs) peuvent
étre obtenus via les éléments diagonaux, alors que les 2-motifs par les éléments supérieurs de cette
matrice. Nous considérons a cet égard une illustration tres simplifiée ou on consideére la petite base
D du tableau 1.1. Gréace a cette matrice, on obtient, a titre d’exemples, les supports :

TID | A|B|C|D|E MATRICESUPPORT
t 1701110 A|/B|C|D|E
to O|1]1]0]|1 Al3]|2]3]|1]2
t3 1)1111]0]1 Scanner la base D B|-]1514]01]5
t4 0/1]0]0]1 C|-|-15|1|4
ts 111011 D|-|-]-1]11]0
te 0O|1]1]0]1 E|-|-1]1-|-15

Figure 1.2 — Formalisme de la MATRICESUPPORT (droite) sur la petite base D (gauche)

supp(A) = 3/6, supp(B) = supp(C) = supp(E) = 5/6, supp(AB) = 2/6 et supp(BC) = 4/6.
L’intérét de cette méthode est étudié dans le théoréeme 3, combiné & celui d’Agrawal [AS94].

Théoréme 2 (Principe d’Apriori [AS94]). (1) Tout sous-ensemble d’un motif fréquent est fréquent,
et (2) tout sur-ensemble d’un motif non-fréquent est non-fréquent.

Démonstration. (1) Soient X,Y C Ztelsque X € FetY C X. Comme Y C X, on a (Propriété 1.3)
oY) 2 ¢(X) = supp(Y) = supp(X) = minsup = Y € F. (2) Soient X,Y C 7 t.q. X ¢ F et
Y DO X.CommeY DO X,ona@(Y)Co(X)= supp(Y) < supp(X) < minsup =Y ¢ F. O

Ce qui releve que si un motif candidat est fréquent, il est inutile d’étudier ses sous-ensembles
qui sont aussi fréquents grace a la monotonie de support. Inversement, s’il est infréquent, il est
inutile de générer ses sur-ensembles qui sont aussi non-fréquents (anti-monotonie de support).

Théoréme 3 ([BT20e, BT21al]). Tout sous-ensemble d’un générateur est aussi générateur.

Démonstration. Soient X, Y C T tels que X C Y. Il existe un itemset Z non vide et disjoint de X
tel que Y = X U Z. Supposons que X est non-générateur, alors X admet un sous-ensemble propre
x qui lui est équivalent : 1 C X et x 2 X. Dez X X,onazUZ = XUZ. Deplus, XNZ =0, on a
donc xUZ C X UZ =Y implique que Y est non générateur. La contraposée donne le résultat. [

Corollaire 2. Tout sur-ensemble d’un non-générateur est aussi non-générateur.
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Il en résulte que si un motif candidat est générateur, il est inutile de générer ses sous-ensembles
qui sont aussi générateurs. Inversement, aucun acces a la base de données n’est effectué si un motif
candidat est non-générateur, puisqu’il est dérivable de ses sous-ensembles grace au théoréme 1.

Il est intéressant de noter que ces deux théorémes nous permettent d’élaguer l'espace de re-
cherche des motifs fréquents. C’est une situation idéale pour la conception de 'algorithme CMG.

1.3 Algorithme CMG

Comme signalé, la principale motivation de notre approche repose sur I'absence dans la litté-
rature d’un algorithme autonome permettant ’extraction simultanée les ensembles FC d’itemsets
fermés fréquents, F M d’itemsets maximaux fréquents, et G des générateurs minimaux. Cet aspect
est abordé dans [BT21a, BT21b] et présenté synthétiquement dans les algorithmes ci-dessous, dont
le principal est I’Algorithme 1. Ce dernier prend en entrée une base de données D et un seuil

Algorithm 1 Algorithme CMG

Require: Database D, minimum support threshold minsup €]0, 1].
Ensure: FCMG = (closed, maximal, generator, supp)

1: FCMG +0; FC«+0; FM <+ 0; FG + 0; FCMG.supp < 0;
2: F < EOMF(D,minsup) /* F ={Fi,...,Fe}, { is the size of largest frequent itemset */
3: for (each itemset h € F1) do
4:  h.gen < true; h.closed + true;
5: end for
6: for all (k < 2;k < /f;k+ +) do
7. if (Fi # () then
8: for (each itemset h € F) do
9: h.gen < true; h.closed < true;
10: for all (subset h € Fj_1 of h) do
11: if (supp(h) == supp(h)) then
12: h.gen < false; h.closed + false;
13: end if
14: end for
15: end for
16: FCi—1 < {h € Fx_1| h.closed = true} ;
17: GENMAXIMAL(FCg—1, Fk);
18: GENGENERATORS(FCg_1, Fk) ;
19:  else
20: FCr—1 + {h € Fi_1 | h.closed = true}; /* Frequent closed itemset of size k—1 */
21: GENMAXIMAL(FCj_1) ;
22: GENGENERATORS(FCj—1) ;
23:  end if
24: end for
25: FCp + Fi;

26: GENMAXIMAL(FCy);
27: GENGENERATORS(FCy);

28: FCMG + Ule{}“C/\/lgj.generator, FCMG;.closed, FCMG ;. mazimal, FCMG;.supp} ;

minimum de support minsup fixé. Il retourne ’ensemble des fermés fréquents, des maximaux et

14



CHAPITRE 1. CONTRIBUTIONS A L’EXTRACTION DES MOTIFS FR]:]QUENTS

de leurs générateurs en faisant appel a deux procédures secondaires (lignes 17 et 18). L’algorithme
CMG est un algorithme par niveau pour ’espace de recherche. Il démarre par un appel a la fonction
EOMF [BT16, Bem16] qui détermine I’ensemble des itemsets fréquents dans D, dont le pseudo-code
est décrit par I’Algorithme 17 dans 'annexe B. Il vérifie ensuite, pour chaque k-itemset fréquent
(k > 2), ¢’il s’agit d’'un fermé en examinant les supports de tous ses sous-ensembles de longueur
k — 1. Deux variables booléennes gen et closed sont alors utilisées afin d’identifier si un itemset est
un générateur ou un fermé fréquent. Si Fj est vide et Fr_1 n’est pas vide, les éléments de Fg_1
sont fermés, et la variable gen est un générateur (lignes 16 et 18). Inversement, si Fj, est non vide
et Fr_1 est vide, tous les motifs de Fj sont des générateurs, et aucune étape supplémentaire n’est
nécessaire, puisque tous les motifs sont initialement marqués comme générateurs minimaux.

Un motif ¢ est identifié comme générateur durant les étapes 8-15 de 'algorithme CMG. Si le
support de c¢ est identique que celui de 'un de ses sous-ensembles de longueur k — 1 dans Fj_1,
alors ¢ n’est pas un générateur et, inversement, il n’est pas un fermé. Aux étapes 16 et 20, tous les
itemsets fermés de longueur k — 1 sont ajoutés a ’ensemble FCjy_1. L’étape 25 découvre I’ensemble
des fermés de longueur maximale. Aux étapes 17, 21 et 26, la procédure GENMAXIMAL (Algo 2)
est appelée afin de générer les maximaux. Elle prend ’ensemble FCy, en entrée. Pour chaque fermé

Algorithm 2 Procedure GENMAXIMAL(FCy)

Require: FCy /% Frequent closed itemset of size k */
Ensure: Assign the maximal to each closed itemsets of FCy.

1: for (each itemset h € FCy) do

2. if (3h D h | h.mazimal = true) then

3: FM +— FMU {h} ;

4:  end if

5: end for

h € FCy, elle vérifie 8’il nexiste aucun autre fermé h contenant h tel que h est maximal (ligne 2
de GENMAXIMAL). Si c’est le cas, le fermé h est maximal, puis ajouté aussi dans ’ensemble des
maximaux FM. Aux étapes 18, 22 et 27, la procédure GENGENERATORS (Algo 3) est appelée
afin de mettre a jour la liste globale des générateurs et d’affecter ces générateurs aux ensembles des
fermés (ou maximaux) respectifs. Elle prend I’ensemble FCy, en entrée. Pour chaque fermé ¢ € FCy,

Algorithm 3 Procedure GENGENERATORS(FCy)

Require: FCy /* Frequent closed itemset of size k x/
Ensure: Assign the generators to each closed itemsets of FCy.
1. for (each itemset ¢ € FCy) do
2:  for all (subset ¢ € FG of ¢) do
3 add ¢ in c.generator;
4:  end for
5: end for
6: FG < FGU{h € Fy, | h.generator = true A h.closed = false A\ h.maximal = false} ;

ses sous-ensembles propres dans I’ensemble global des générateurs FG sont alors retirés puis ajoutés
aux les générateurs de ¢ (étapes 1-5 de la procédure GENGENERATORS). Cette procédure met a
jour I’ensemble global de générateurs FG par les itemsets, qui ne sont pas fermés mais qui sont
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des générateurs avant le début de la prochaine itération. Si I’ensemble des générateurs d’un motif
fermé donné est vide, ce fermé est alors le générateur de lui-méme (c’est donc I'unique motif dans
sa classe d’équivalence). Enfin, la liste FCMG classe les k-motifs fréquents (fermés, maximaux et
leurs générateurs), ainsi que leurs supports selon leur ordre de sélection (ligne 28).

Théoréme 4. Soit D une base de données avec m items et n transactions. Soit Fy, (resp. Cy)
l’ensemble des motifs fréquents (resp. des motifs candidats) de taille k de D. La complexité de
Ualgorithme CMG (Algorithme 1) est O(n x 2™) dans le pire des cas.

Démonstration. Soient m = |Z| et n = |T|. Tout d’abord, CMG calcule les motifs fréquents de D
via l’algorithme EOMF (ligne 2). Dans ce cas, le cotit du test de fréquence est en O(|Ck|) et le cotit
de la génération des candidats du niveau (k + 1) est en O(k|Cy|) dans le pire des cas. Puisqu'une
base de données est en général grande, c’est le colit du calcul de la fréquence qui domine et la
complexité de ces opérations est O(|T| x |Cx|) = O(n x 2™) dans le pire des cas. Générer les
itemsets fermés et maximaux ainsi que leurs générateurs (lignes 3-28) sur I’ensemble Fj, des motifs
fréquents se fait en O(|Fy|) dans le pire des cas. Toutefois, ce dernier est dominé par O(n x 2™).
Finalement, la complexité globale de 'algorithme CMG est en O(n x 2™) dans le pire des cas. [

La figure 1.3 ci-apres illustre l'exécution de CMG mené a la petite base du Tableau 1.1 et
a un minsup = 2/6. Par suite, nous avons 5 classes d’équivalence pour les motifs fréquents tels

FCMG, FCMG,
generator | closed | maximal | Supp generator | closed | maximal | supp
A AC - 3/6 A AC - 3/6
Scan D B BE - 5/6 | Suppr. infréqnts B BE - 5/6
— C C - 5/6 — C C - 5/6
D ACD - 1/6
E BE - 5/6 E BE - 5/6
FCMG, FCMG,
generator | closed | maximal | supp generator | closed | maximal | supp
7 AB ABCE | ABCE 2/6 g . infréat AB ABCE | ABCE 2/6
2 AE ABCE | ABCE | 2/6 | >Upprimerimiiedss AE ABCE | ABCE | 2/6
— BC BCE - 4/6 — BC BCE - 4/6
CE BCE - 4/6 CE BCE - 4/6

Figure 1.3 — Liste des motifs fermés, maximaux et générateurs fréquents, avec minsup = 2/6

que [C] = {C}, [AC] = {A, AC}, [BE] = {B, E,BE}, [BCE] = {BC,CE,BCE}, et [ABCE] =
{AE,AB, ABCE}. 1l en résulte que l'item C est a la fois générateur et fermé, alors que I'itemset
ABCEF est a la fois fermé et maximal de cette petite base de données D, et on obtient :

FCMG = {{C, 5/6},{A, AC,3/6},{B, E, BE,5/6},{BC,CE, BCE,4/6},{AE, AB, ABCE, 2/6}}

A signaler que ces opérations sont faites en une seule fois dans la base de données D a 'aide de
l'algorithme CMG. Ce n’est pas le cas pour les existants (entre autres, [AS94, PTB*05, HYN11]),
ceux-ci en font 4 passes. Autrement dit, notre algorithme CMG permet de restreindre significati-
vement ’acces systématique a la donnée D, ce qui rend en pratique une complexité beaucoup plus
raisonnable, et lui rend utilisable méme si avec une base de données trés volumineuse et/ou dense.

16



Chapitre 2

Contributions a la génération des meilleures
regles d’association

Il est question dans ce chapitre des résultats synthétisant les articles [BT18, BRT18, BT19a,
BT19b, BT19¢, BT20a, BT20e, BT20d, BT21a, BT21b] qui relevent de la génération des meilleures
regles positives et négatives. Comme dans le précédent chapitre 1, certaines preuves des propriétés
mathématiques ne sont pas développées (voire omises) en raison du manque d’espace. Apres avoir
rappelé quelques concepts préliminaires sur les régles d’association (section 2.1), nous synthétise-
rons comment chacun de ces articles a contribué a la conception d’une nouvelle mesure statistique
(section 2.2), a la collection des régles d’association non-redondantes au sens de cette nouvelle me-
sure statistique (section 2.3), a la mise en ceuvre des nouveaux algorithmes permettant la génération
des regles non-redondantes (section 2.4), et & 1’évaluation expérimentale (section 2.5).

2.1 Terminologie et notations

Dans cette partie, nous nous interessons a la génération des régles d’association telles qu’elles
ont été popularisées par Agrawal et al. [AIS93, AS94], au moyen des mesures de qualité.

Définition 6. Une régle d’association est un couple d’attributs noté X — Y, ou X et'Y sont des
motifs disjoints, appelés respectivement prémisse (ou antécédent) et conclusion (ou conséquent).

Une telle regle d’association X — Y est aussi appelée régle d’association positive.

Définition 7. Une régle d’association est dite négative, si l'un au moins de deuz motifs est négatif,
de la forme : X =Y, X =Y, X =Y. Ce sont des régles qui représentent les relations cachées.

Les regles d’association, tout comme les motifs fréquents, sont aussi apprises a partir d’une base
de données D = (T,Z,R) telle que définie dans le chapitre 1, qui comporte n = |T| transactions
décrites par un ensemble Z de m items (ou attributs). On note nx = | X’| (resp. ny = Y|, nxy =
| X' NY'|, nyy = | X' NY7]) le nombre de transactions qui réalisent X (resp. Y, X NY et X NY).
En fait, nxy comptabilise les exemples X NY de X — Y, c-a-d ceux qui vérifient conjointement
la prémisse et la conclusion. Tandis que n 3 comptabilise les contre-exemples X N Yde X =Y,
ceux qui vérifient la prémisse mais pas la conclusion. On note Nxy la variable aléatoire qui génere
nxy, alors que Ny celle qui génere nyy. Pour évaluer la qualité d’une regle d’association, deux
mesures de qualité sont couramment utilisées : le support et la confiance d’Agrawal [AIS93] :
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supp(X = Y) =supp(XUY)=P(X'NY') = nXTY (2.1)
conf(X = Y) = P(Y'|X') = P(jf(;,)y ) _ ey (2.2)

Ces deux mesures fondent la stratégie utilisée dans les principaux algorithmes d’extraction, a
la suite d’Apriori [AS94]. En effet, une regle X — Y sera valide selon support/confiance si
supp(X = Y) > minsup et conf(X — Y) > minconf, on minsup et minconf sont des seuils préa-
lablement fixés dans [0; 1]. Toutefois, le couple support/confiance, malgré sa popularité courante,
présente des défauts notables. Entre autres, il produit des régles trop nombreuses dont plusieurs sont
inintéressantes. Plus précisément, les propriétés sémantiques de la confiance ne prennent pas compte
de la dépendance négative et de I'indépendance entre prémisse et conclusion. En conséquence, des
régles inintéressantes demeurent encore parasiter les résultats de ce couple support/confiance.

Définition 8 ([BRT18]). Une régle X — Y est dite inintéressante si X etY sont (i) statistiquement
indépendants (i.e. P(Y'|X') = P(Y")), ou (ii) négativement dépendants (i.e. P(Y'|X") < P(Y")).

Théoréme 5. Pour tous X,Y C Z, aucune des mégles X - Y, X =Y, X =Y et X =Y ne
peut étre intéressante si X et Y sont statistiguement indépendants.

Démonstration. Cf. Proposition 3 (resp. Propriété 4) dans [BRT'18] (resp. [BT20b, BT20d, BT20e]).
O

Définition 9 ([BRT18]). Pour tous deux motifs disjoints X et Y, une régle X — Y est dite
intéressante si P(Y'|X') > P(Y'), c’est-a-dire lorsqu’il y a dépendance positive entre X et'Y .

Autrement dit, une régle d’association X — Y est intéressante lorsque sa Confiance P(Y'|X")
dépasse une valeur de référence P(Y’) (Probabilité de conclusion) de telle regle d’association.

A ces hypotheses, nous considérons deux exemples fictifs du tableau 2.1 ci-dessous menés a deux
couples (A, B) et (C, D). Pour le couple (A, B), on a supp(AU B) = 0.72 et conf(A — B) = 0.9.

Table 2.1 — Table de contigence des couples fictifs (4, B) et (C, D)

B|-B| % D|-D| S
A7 8[| C 2] 5 |25
“A|18] 2 [20 |[~C |70 5 [ 75
ST 190 10 | 100 || SC [90 | 10 | 100

Ces valeurs raisonnablement élevées nous invitent a penser que la régle A — B est potentiellement
pertinente. Pourtant, P(B’|A") = P(B’) = 0.9 signifie que B est indépendant de A, ainsi la régle
d’association A — B n’est pas non plus intéresante. Pour (C, D), on obtient supp(C U D) = 0.2 et
conf(C — D) =0.8. Or, P(D'|C') = 0.8 < 0.9 = P(D’) implique que C et D sont négativement
dépendants, donc la régle d’association C' — D n’est pas non plus intéressante.

Il est donc nécessaire de disposer d’autres mesures plus sélectives prenant en compte de 1’écart
de la confiance a sa valeur de référence (probabilité de conclusion de la régle), qui s’appelle souvent
Uécart a lindépendance. Ainsi définie, entre autres, la mesure Mgy, introduite initialement par

18



CHAPITRE 2. CONTRIBUTIONS A LA GENERATION DES MEILLEURES REGLES D’ASSOCIATION

Guillaume [Gui00] puis raffinée par Totohasina et al. (cf. [TR05, TF08]) :

PYX)—PY) o "nx' /
Mar(X 5 Y) = P(Y}\;(I?)(zg(y/)’ﬁ PY'|X") > P(Y") (2.3)
W,si PY'|X") < P(Y')

Dans la relation (2.3), la premieére composante (resp. deuxiéme composante) est aussi appelée
composante favorisante (resp. composante défavorisante) de Mgk, et notée respectivement par
Mé i et MgK. Dans le reste du rapport, nous utiliserons la notation Mgg pour désigner MéK
ou Mfl;K selon le cas. La mesure Mgk varie dans [—1;1]. Plus elle s’éloigne de 0, plus le couple
(X,Y) est fortement dépendant (positivement ou négativement). L’originalité de Mg réside sur
le fait qu’elle permet d’éviter systématiquement les régles inintéressantes. En effet, avec les mémes
exemples du tableau 2.1, on a :P(B'|A") = P(B') = Mgk (A — B) =0, et P(D'|C") < P(D’) =
Mgk (C — D) < 0. Ces aspects prouvent que A — B et C'— D sont inintéressantes selon Mg .
Pour décider une régle d’association avec Mg, Totohasina et al. [TR05, DRT07] ont défini une
valeur critique d’une certaine reégle d’association X — Y, notée n,(X — Y'), et définie par :

In—nx ny

na(X—>Y):\/

n nx nN—ny

X (a), (2.4)

ot Y? est une statistique de Khi-deux & un degré de liberté, qui dépend & un seuil critique a € [0, 1.
Ainsi, une telle regle X — Y sera valide si supp(XUY') > minsup et Mg (X —Y) > no(X = Y).

2.2 Conception d’une nouvelle mesure de qualité

D’un c6té, nous avons discuté, dans la section 2.1, l'intérét remarquable d’une mesure qui
tient compte de I’écart a 'indépendance. D’autre coté, il arrive bien souvent que les transactions
décrites dans une base de données a partir desquelles sont extraites les régles d’association ne sont
qu’un échantillon plus vaste. Entre ces deux aspects, il est naturel de disposer d’une mesure qui
permet de prendre en compte a la fois de I'écart & 'indépendance et de la taille de 1’échantillon.
Une mesure usuellement utilisée pour cela est [’intensité d’implication de Gras [GABT96]. Cette
mesure, initialement appliquée a la didatique des mathématiques, a ensuite été utilisée en fouille
de données [Fle96]. L’intensité d’implication ¢ d’une régle d’association X — Y est définie par :

¢(X,Y) = P(Nxy = nyy|Ho) (2.5)
no— — X"y
Basée sur I'indice d’implication ¢(X,Y) = —2¥ ani" , la mesure ¢ quantifie I'invraisemblance de
Y

n
la faiblesse du nombre de contre-exemples observés n 5 sous I'hypotheése Hy d’indépendance entre
X et Y. Cette fois-ci, la variable N,y est une variable poissonienne [Ler81]. En notant ® la fonction
de répartition de la loi normale standardisée N'(0,1), on a P(Nyy < nyy|Ho) = P(¢(X,Y)), et
Iintensité ¢ peut se réécrire :

P(X,Y) =1-2(q(X,Y)) (2.6)

Toutefois, depuis ces derniéres années, ¢ suscite plusieurs critiques [CG15, CP15, Hahl7,
DLL17], malgré son intérét notable. En effet, lorsque n est grand, en statistique tout particu-
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lierement, le moindre écart a 'indépendance devient tres significatif, et la valeur de ¢ reste tres
collée a la valeur maximale 1. Pour y faire face, nous proposons une nouvelle mesure statistique
plus discriminante, notée mgk, une adaptation de la mesure Mgx (cf. Eq. (2.3)). La mesure mgk a
été abordée dans [BT20a, BT20b, BT20e, BT21b] et présentée comme suit. Nous avons adopté le
méme procédé que pour I'intensité d’implication ¢. Tout d’abord, on détermine la loi de la variable
aléatoire N5 sous I'’hypothese Hy d’indépendance entre X et Y. Associons ensuite aux motifs X
et Y deux autres motifs Z et T de Z, tirés aléatoirement et indépendamment de mémes cardinaux
respectifs que X et Y (i.e. |Z'| = nx et |T'| = ny), et on obtient Ny = [¢(ZUT)|, qui suit une loi
de Poisson de parameétre A = % [Ler81]. Il est important de rappeler que seule la composante
favorisante MéK de Mgk est implicative, et sera active dans la modélisation. Nous définissons
ensuite sa valeur observée pour une regle d’association X — Y, notée n?g//c(X ,Y'), et définie par :

_ 2. S Noo — X0% _ — XV
393 a\A,

mgk(X,Y) = ”nX,WXY:— XYan?” :—mgk:(X,Y):(\E)

n n

(2.7)

On détermine la p-value de cette valeur observée nzq/k(X ,Y). Cette p-value correspond a la proba-
bilité P(Nyv < n,y|Ho). En centrant et réduisant la variable aléatoire N,y sous Hy, on a :

Nyo=—A nNyo—A

P (q(i(ﬂy) < mgk(X, Y)) .

/\

7)

Pour A > 5, la variable notée Q(X,Y) = suit approximativement la loi normale standar-

3

disée N'(0,1), et la p-value P(Nyy < nyv|H ) peut s’écrire en conséquence comme :

mgh(X, Y) e
P(Nyy < nyylHo) = P (QUX.Y) < mgh(X, V) = / Sat (298

Insistons sur le sens de cette intégrale, celle-ci représente la probabilité gaussienne pour que le
nombre de transactions observées satifaisant la regle d’association X — Y soit supérieur a celui
qui serait attendu sous I’hypothese Hy d’indépendance entre les motifs fréquents X et Y dans la
base de données D. Autrement dit, la probabilité P (Q(X JY) < @k(X , 7)) représente la p-value

du test visant a refuter 'hypothése d’indépendance de tels motifs fréquents X et Y dans D.

Définition 10 ([BT21b]). Partant de deux motifs disjoints X et'Y tels que ny # n, la mesure
statistique d’une régle X —'Y, notée mgk(X,Y), est approzimativement donnée par :

mgh(X,Y) =1~ P (Q(X,Y) < mgk(X,Y)) =1 - & (mgk(X,Y)) (2.9)

La mesure mgk est une mesure a valeurs dans [0, 1]. Pour tous X,Y C Z, mgk quantifie alors
la dépendance positive entre X et Y. Elle est égale a 0 en cas d’indépendance entre X et Y (i.e.
Nyy = oxn —), passe & 1/2 a I'équilibre (i.e. nyy = nxy), et atteint 1 a Pimplication logique (i.e.
nyy = 0). Son expression qualitative sous certain seuil critique o tel que 0 < o < 1 devient :
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Définition 11 ([BT21a, BT21b]). Soit X, Y C T tels que X N'Y = 0. Une régle d’association
X =Y est dite valide au niveau de confiance 1 — o, notée aussi (1 — «)-valide, si et seulement si :

mgh(X,Y) =1 & (mgk(X,Y)) > 1-a (2.10)

Définition 12. Une régle d’association X — Y est dite exacte si mgk(X,Y) =1 (i.e. nyy =0),
et approximative st mgk(X,Y) <1 (i.e. nyy #0).

Autrement dit, une régle d’association exacte est de la forme X — Y\ X telle que X =Y. Une
telle regle d’association sera dite approximative si supp(X) # supp(Y) (i.e. mgk(X,Y) # 1).

Corollaire 3. Soit X — Y U{l} une régle d’association exacte dans D, pour tout itemset fréquent
. Alors, la régle X — 'Y est aussi une régle d’association exacte de la base de données D.

Proposition 6 ([BT19a]). Pour 2 motifs disjoints X etY, on a P(Y'|X') =1 < mgk(X,Y) = 1.
Les théoremes 6, 7, 8 et 9 ci-aprés montrent que notre approche posséde un comportement

efficace, tant en terme d’espace de recherche que de temps de calcul. Cette efficacité découle de la
propriété dichotomique de Mg, héritée de la mesure statistique mgk comme le lemme 1 'explique :

Lemme 1 ([BT21a, BT21b, BCT21]). Pour tous X,Y CZ, on a mgk(X,Y) = —mgk(X,Y).

IDEE DE PREUVE : Dans [Fen07, Tot08, Bem16, BT19a, BT20e], nous avons démontré que,
VX,Y CZ,ona Mgg(X —Y) = —Mgg(X — Y) équivalent & mgk(X,Y) = —mgk(X,Y).
Cette dichotomie s’explique par le fait que deux regles contraires sont contra-variantes, puisque les
exemples de 1'une sont les contre-exemples de 'autre, et vice-versa. Si I'une posseéde plus d’exemples
et donc moins de contre-exemples qu’a 'indépendance, alors 'autre posséde moins d’exemples et
plus de contre-exemples qu’a I'indépendance, et vice-versa. Dans les deux cas, on aura toujours a
considérer une dépendance positive de deux motifs comme expliqué dans la section 2.1.

Théoréme 6. Pour tous X,Y C T tels que P(Y'|X") > P(Y"), on a mgk(X,Y) = mgk(Y,X).
IDEE DE PREUVE : Dans [BT19b, BT20e], nous avons démontré que si X favorise Y (i.e.,

P(Y'|X") > P(Y")), on a Mgr(X — Y) = Max(Y — X), d'ott mgk(X,Y) = mgk(¥,X). Il en

résulte que la mesure Mg est implicative, et il en est de méme pour la mesure statistique mgk.

Théoréme 7. VX,Y C T tels que X CY et P(Y'|X') > P(Y'), on a mgk(X,Y) < mgk(X,Y).

IDEE DE PREUVE : Comme P(Y'|X') > P(Y'),ona Mg (Y — X) = ﬁé%; Ilzgzg Mer(X —Y)

[BT19a, BT20e]. Puisque X C Y, on a P(X') > P(Y') & P(X') < P(Y') & P(X")P(Y") >
P(X")P(Y') implique Mgg (X —Y) < Mgr(Y — X) = Mgr(X — Y). Ainsi, Mgr(X —Y) <
Mer(X —Y), dou mgk(X,Y) < mgk(X,Y).

Théoréme 8. Soient X,Y C T tels que P(Y'|X') < P(Y'), on a (i) mgk(X,Y) = mgk(Y, X), et
(i) mgk(X,Y) = mgk(Y, X).

SCHEMA DE PREUVE : Puisque P(Y’|X’) < P(Y’), on obtient, d’aprés le lemme 1 : (a)
PY'|X') > P(Y"), (b) P(X'|Y") > P(X'), (c) P(Y'|X') > P(Y"), et (d) P(X'|Y") > P(X"). Le
reste de la preuve découle de la propriété implicative de la mesure Mgy . (i) Comme P(Y’|X') >
PY’) et P(X'|Y") > P(X’), on obtient, grace a la propriété implicative de la mesure Mg,
Mgr(X = Y) = Mgg(Y — X) équivaut & mgk(X,Y) = mgk(Y, X). (ii), Comme P(Y'|X’) >
P(Y') et P(X'|Y") > P(X'), on obtient, toujours & l'aide de la propriété implicative de la mesure
Mgk, Mgr(X —Y) = Mg (Y — X) équivaut & mgk(X,Y) = mgk(Y, X).
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Théoréme 9. Soient X, Y C T tels que X CY et P(Y'|X') < P(Y') : mgk(X,Y) < mgk(X,Y).
SCHEMA DE PREUVE : Comme P(Y'|X’) < P(Y’), on a P(Y'|X’) > P(Y") (cf. Lemme 1) im

plique que le nombre de contre-exemples est supérieur au nombre d’exemples. De P(Y’|X") > P(Y )
ona Meg(X = Y) = %MGK(X — Y) [BT19a, BT20¢], et il faut que P(X)P(Y’) <

P(X")P(Y"). Ainsi, Mg (X —Y) < Mgrg(X = Y), dott mgk(X,Y) < mgk(X,Y).

Théoréme 10. Soient X1 — Y\ X, et Xo — Y\ X2 deux régles quelconques d’une base de données
telles que X1NY =0, XoNY =0, et X1 C X5 CY, on a mgk(X1,Y) < mgk(Xs,Y).

Démonstration. Puisque X; C Xy, on obtient ¢(X3) C ¢(X1) = |¢(X2)| < ‘¢(X1)| < supp(Xa) <

supp(X1) (i.e. P(X%) < P(X}). D’autre part, si X; C X5 C Y, on a alors P(Y’]Xl) XY

Ce(X1)
lp(X)ne(Y)| _  Jo(Y)| P(Y’) PY’)
[6(X1)] [o(X1)["

H(Y H(Y
Comme §(X2) € ¢(X1), on a gy <y & 57 < P ©

PY'|X]) < P(Y|X}) & P(Y|X])=P(Y") < P(Y'|X3)=P(Y"). Pour P(Y") # 1,on.a POERR00 <

P(Y'|X})—P(Y

PR o Mok (X1 = Y\X1) < Mok (X2 = Y\Xp) dot mgh(X1,Y) < mgk(Xa,Y). O

Il en résulte que mgk est antimonotone selon I'inclusion 'c’ des attributs, c’est-a-dire que plus
on fait passer d’attributs de gauche a droite, plus mgk diminue. Par exemple, pour un 4-itemset
fréquent ABCD, on a mgk(ABC — D) > mgk(AB — CD) > mgk(A — BCD) signifie que si la
regle A — BC'D est valide, alors les regles ABC' — D et AB — C'D sont aussi valides. Inversement,
si la regle ABC — D n’est pas valide, alors les regles AB — CD et A — BCD ne sont pas non
plus valides. Ce théoréme est central pour la génération des regles d’association approximatives, et
permet d’éliminer les regles non-génératrices (i.e. redondantes) dans un jeu de données.

2.3 Elimination des regles d’association redondantes

Cette section s’inscrit dans une double problématique : (i) Elagage de 'espace de recherche des
meilleures regles (sous-section 2.3.1), et (¢4) Définition de nouvelles bases des regles (sous-sec. 2.3.2).

2.3.1 Elagage de I’espace de recherche des meilleures regles

La complexité de la génération des régles d’association, comme la fouille des motifs, est aussi
exponentielle. Elle est dramatique lorsqu’on considere les regles négatives, comme ces types sont tres
subtils. Ainsi, pour un motif fréquent I, le nombre de régles positives et négatives qui peuvent étre
enregistrées est égal & 51 —2 x 31 41, au lieu de 31 —2//+1 41 pour les positives uniquement. Par
rapport a ces dimensions, il est naturel de ne pas parcourir exhaustivement 1’espace de recherche.

Dans [BT19a, BT20e], nous avons proposé une méthode reduce-rules-space permettant la ré-
duction efficace de l'espace de recherche des meilleures regles d’association d’un contexte D. La
pierre angulaire de cette méthode repose sur le lemme 1 et les théoremes 6, 7, 8 et 9 ci-dessus. Nous
expliquons cette restriction en exploitant le concept de dépendance positive entre les motifs.

Soit ¥ ={X -YV)Y 2 X, X -YY - X, X >V, X -Y,Y - XY - X} un ensemble
de toutes les régles positives/négatives candidates. Le lemme 1 montre que si X favorise YV (i.e.

P(Y'|X") > P(Y")), alors X défavorise Y (i.e. P(Y'|X’) < P(Y")). Ce qui reléve que si X favorise
Y, cesont les 4régles X - Y,Y - X, X =Y et Y — X qui sont étudiées. Inversement, si X
defavorlse Y (i.e. X favorise Y), ce sont alors les 4 régles contraires X - Y, X - Y,Y — X et
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Y — X qui sont étudiées. Cela partitionne 1’ensemble € en 2 sous-ensembles disjoints, que 1’on
notepar 6 = {X - VY 2 X, X 5V, V 5 X}et 6 ={X >V, X -YVY - XY - X}.
Nous expliquons par suite la restriction de I'espace de recherche pour chacun des %] et %5.

Au niveau de %1, nous avons établi, grice au théoréme 6, 2 relations d’équivalence de deux
régles contraposées : mgk(X,Y) = mgk(Y, X) et mgk(Y, X) = mgk(X,Y), VX,Y C Z, s’agissant
que si X — Y et X — Y sont valides, alors Y — X et Y — X sont aussi valides, et vice-versa.
Autrement dit, Y — X (resp. Y — X) est dérivable de X — Y (resp. X — Y), et réciproquement.
Grace au théoreme 7, nous avons la relation mgk(X,Y) < mgk(Y,X), VX C Y, exprimant que
si X — Y est valide au sens de mgk, alors Y — X l’est aussi. Disons que la regle Y — X est
dérivable de X — Y. En conclusion, ces 3 relations nous revélent que I'intérét des 3 regles X — Y,
Y = X et Y — X peut étre déduit de celui de la régle X — Y. Autrement dit, tous les éléments
de €1 peuvent étre dérivés d’'une seule régle X — Y, soit 3/4 de réduction d’espace de recherche.

Au niveau de %3, on obtient, grace au théoréme 8, 2 relations : mgk(X,Y) = mgk(Y,X) et
mgk(X,Y) = mgk(Y, X), signifiant que Y — X (resp. Y — X) est redondante si X — Y (resp.
X — Y) est valide, et réciproquement. Nous ne conservons a cet effet que X — Y et X — Y au
détriment des Y — X et Y — X. De plus, nous avons établi, grace au théoréme 9, une relation
mgk(X,Y) < mgk(X,Y), VX C Y, indiquant quant & elle que si X — Y est valide, alors X — Y
le sera également. En conclusion, grace a ces trois relations, il en résulte que toutes les régles de %5
peuvent étre dérivées d’une seule régle X — Y, soit 3/4 de réduction de I’espace de recherche.

En bref, nous obtenons dans ’ensemble ¢ une famille des 4 régles, a savoir X — Y, X =Y,
X — Y et X — Y. Nous n’étudions dans cette nouvelle famille que 2 types, a savoir X — Y et
X — Y, donc 1/4 de I'ensemble €, soit une restriction de 75% de I’espace de recherche.

2.3.2 Définition de nouvelles bases des régles d’association

Comme signalé dans la sous-section 2.3.1 précédente, le nombre de regles d’association, pouvant
étre extraites dans une base de données, est souvent élevé, dont la majorité sont redondantes. En
conséquence, 'utilisateur rencontre des difficultés pour effectuer convenablement I’'interprétation
de ses résultats. Pour y faire face, diverses approches [GYNS06, HYN11, LHH12], fondées sur le
concept des bases de regles, ont été proposées. Une base de regles d’association est un ensemble
minimal des regles non-redondantes a partir duquel on peut dériver les autres regles valides. De
fagon classique, une base des reégles est cette fois constituée par 2 sous-bases : base des regles exactes
et base des regles approximatives. Comme signalé, ces approches précitées ne parviennent pas a
traiter les regles d’association négatives, et ce, avec le couple moins sélectif support/confiance. De
plus, elles encaissent aussi les régles d’association inintéressantes au sens de la définition 8.

La premiere tentative de solution a ces limites remarquables, particulierement celles relevées
dans [PTBT05, GYNSO06], a été proposée dans [FDT06, FDT07, Fen07, Tot08], ou ces derniers
définissent, selon la mesure plus sélective Mg, une base des reégles positives exactes (soit BRPE),
une base des régles positives approximatives (BRPA), une base des régles négatives exactes (BRNE),
et une base des regles négatives approximatives (BRNA). Ces propositions ont été raffinées dans
[Ram16], ou l'auteur redéfinit ces 4 bases de regles. Cependant, cing lacunes surgissent :

1. Ces approches correctives [FDT07, Ram16] manquent de I’autonomie en terme de génération
des bases des regles, a cause de l’absence d’un modeéle permettant ’extraction des motifs
(fermés, maximaux et générateurs) fréquents dans une base de données, étant donnés que ces
types des motifs jouent un réle crucial a I’élaboration de ces bases des regles. Cela rend ainsi
difficile (ou quasi-impossible) leur réalisation pratique (i.e., leur passage a 1’échelle).
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2. Elles souffrent du temps de calcul trés grand surtout pour des grandes bases de données,
a cause de la valeur critique 7, (Eq. (2.4)) utilisée pour décider une reégle. En effet, chaque
régle d’association candidate dispose de sa propre valeur critique 7, en fonction de x2, calculée
intermédiairement a partir d’'une base de données pouvant étre grande et/ou dense. Etant
donnée qu’une regle d’association est constituée au moins de deux motifs, et le cofit de calcul

d’un motif ¢ de Z & partir d’un tableau de contigence pour le x? atteint 4(@)2'5'.

3. Elles souffrent de la perte de meilleures regles d’association (régles proches de l'implication
logique, i.e., proches de valeur maximale 1) d’une part, et d’autre part, de la génération de
mauvaises régles d’association (reégles proches de I'indépendance statistique, i.e., proches de
0), a cause de cette valeur critique 7,. Autrement dit, elles ignorent parfois les régles dont
Mgr est proche de 1 mais inférieure a 7,. A l'inverse, elles acceptent souvent les regles
dont Mg est proche de 0 mais supérieure a 7,. Par conséquent, certaines propriétés sé-
mantiques de Mgx développées par ces mémes auteurs [DRT07, FDT07, Ram16] permettant
d’éviter systématiquement les regles d’association dont prémisse et conséquent sont proches
de l’indépendance ne sont pas respectées lors de réalisation pratique. Ces lacunes sont tres
handicapantes leurs résultats pour la génération des regles d’association approximatives.

4. Les bases des regles BRPE, BRPA, BRNE et BRNA définies dans [FDT06, FDT07, Ram16] ne
parviennent pas a améliorer correctement la volumétrie de I’ensemble des regles valides. Plus
précisément, elles ne sont pas minimales du fait qu’elles généerent les regles non-génératrices.

5. Elles ne proposent aucune approche formelle pour la génération des regles d’association déri-
vées. En conséquence, I’ensemble des regles restituées par ces approches n’est pas complet.

Dans ce qui suit, nous allons essayer de porter quelques éléments d’amélioration a ces notables
défauts. Le premier probléme est déja résolu dans [BT20a], oi nous avons défini un algorithme au-
tonome permettant I'extraction simultanée des motifs (fermés, maximaux et générateurs) fréquents
tel que présenté dans le chapitre 1. Les 2¢ et 3¢ problémes sont résolus dans [BT21a, BT21b], ot nous
avons défini un nouveau modele d’élagage des regles valides, tel qu’abordé dans la section 2.2. A la
différence des approches de [FDT06, FDT07, Ram16], il n’y a pas non plus des calculs & part pour
la contrainte d’élagage des regles d’association valides. En effet, nous avons utilisé la p-value (cf.
éq. (2.8)) du test visant a refuter 'hypothese Hy d’indépendance des X et Y d’une regle X — Y.
Pour certain o € [0, 1], Hy est acceptée si p-value est faible, i.e. si P(Nyy < nyv|Ho) < a, et reje-
tée sinon. Autrement dit, la regle X — Y est dite valide si 1 = P(Nyy < nyy|Ho) > 1 —a. En fait,
« étant arbitraire dans [0, 1], et ses variations n’affectent pas des calculs intermédiaires pour décider
statistiquement une telle régle X — Y. Dans ce cas, on peut choisir des « faibles, et on aura de
bonnes regles (sans perte de connaissances). A I'inverse, on peut prendre des « relativement grands,
on aura alors des regles moins robustes, de telle sorte que le nombre de contre-exemples reste encore
faible pour éviter les mauvaises régles pouvant étre encaissées par [FDT06, FDT07, Ram16].

A Dégard des autres lacunes relevées tant pour les approches [GYNS06, HYN11, LHH12] que
pour [FDT06, FDTO07, Ram16], nous proposons de nouvelles formulations pour les bases des regles
d’association en utilisant la nouvelle mesure mgk que nous avons proposée dans [BT20a, BT20e,
BT21b]. De ce fait, en notant par AR ’ensemble de toutes les régles valides, notre approche consiste
a trouver une base des régles non-redondantes qui fournit un ensemble de taille plus petite que | AR|
et de qualité maximale. Nous nous intéressons pour cela a la base minimale des regles.

Définition 13 (Base minimale). Soient AR l’ensemble de régles valides, et B une base de l’ensemble
AR. B est dit minimal s’il n’existe pas d’ensemble des régles B C B tel que B’ est une base de AR.

Nous définissons dans ce qui suit une régle d’association redondante d’une base de données D.
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Définition 14. Une régle vy : X1 — Y1 est dite redondante s’il existe une régle ro : Xo — Yo telle
que : (i) Xo C X3 A Yo DYy, (i1) supp(r1) = supp(ra) A mgk(ry) = mgk(rs).

Dans cette définition 14, le premier critere consiste a réduire les redondances, car il ne sélectionne
que de régles d’association informatives (i.e., régles d’association n’ayant que de régles d’association
génératrices). Une regle d’association la plus informative est celle qui, & partir de la plus petite
quantité d’information, fournit la plus grande quantité d’information. Autrement dit, une regle
d’association X — Y est informative si X (resp. Y') est minimal (resp. maximal) au sens de
Iinclusion 'C’. Une telle regle d’association est dite génératrice si elle n’est couverte par aucune
regle d’association dans un contexte D, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’une regle d’association
T — Z telle que X D T et Z O Y. Le deuxiéme critere permet de garantir la qualité des regles
d’association. C’est surtout le premier critére qui nous ameéne a définir ci-dessous (Définition 15) le
concept d’une relation de couverture muni d’une relation d’ordre (partiel) que I'on note par <.

Définition 15. Soit AR [’ensemble de toutes les régles valides dans un contexte D. Soient ry :
X1 = Y1 etry: Xo — Yy deux régles valides de AR. La régle r1 couvre la régle ro (ou d’une
maniére équivalente, ro est redondante par rapport d ri), notée ro < ri, si Xo O Xy et Yo C V7.

Proposition 7. Soit AR [’ensemble de toutes les régles valides dans un contexte D. La relation
d’ordre < sur cet ensemble AR, notée (AR, <), vérifie les prpriétés suivantes :

— réflexive : pour toute régle r € AR, onar <r

— antisymétrique : pour toutes régles r1,1o € AR, on ar1 <roArg <ri =11 =79

— transitive : pour toutes régles ri,r9,r3 € AR, onari <ro Areg <13 =11 <73

Rappelons que nos bases des regles d’association, comme dans [FDT07, Ram16], ne concernent
que des régles d’association du type X — Y et X — Y, retenues grace a la stratégie d’élagage de
I’espace de recherche que nous ’avons présentée ci-dessus. Nous présentons ci-dessous nos résultats
pour chacun de ces deux types de régles retenus, puis montrons a l’aide des théorémes 11, 12, 13
et 14 ci-aprés que ces nouvelles bases sont non-redondantes. Les autres types de regles a savoir
X =Y et X =Y seront obtenus par dérivation comme nous présenterons dans la section 2.4.

Nous commencons par présenter nos résultats pour la base de regles positives exactes, notée
BET, afin de pallier la limite principale de la base bien connue BRPE [FDT06, Fen07, FDTO07,
Tot08, Ram16]. Un fait marquant pour la base BRPE est surtout qu’elle n’est pas minimale.

Définition 16. Soient RET ’ensemble de toutes les régles positives exactes, FC l’ensemble des
fermés, et Ge l'ensemble des générateurs d’un fermé C de FC. La base BE™Y est définie par :

BEY={r.:G—=C\G|Ge€Ge, CEFC, G#C, N (Br' € RET tel quer <1")} (2.11)

Comme signalé, I'originalité de cette nouvelle base BE™ réside sur le fait qu’elle offre la possibilité
d’élaguer les regles non-génératrices (i.e. redondantes) qui pourraient encaisser par les aproches
précitées, grace a la propriété d’élagage fondée sur la relation d’ordre '<’ telle que définie dans la
définition 15 ci-dessus. Cela garantit la minimalié que nous présentons dans le corollaire 4.

Les preuves des théorémes 11 et 12 ci-dessous sont fortement liées au lemme 2 ci-apres.

Lemme 2 ([BT20c|). Soit X,Y,T,Z C T tels que P(Y'|X') > P(Y') et P(Z'|T") > P(Z'). Si
XCTCHX),ZCY Cv(Z), on a alors supp(XUY) = supp(TUZ) = mgk(X,Y) = mgk(T, Z).

En plus de [BT20c], la preuve de ce Lemme 2 est aussi rappelée dans 'annexe C.

25



CHAPITRE 2. CONTRIBUTIONS A LA GENERATION DES MEILLEURES REGLES D’ASSOCIATION

Théoréme 11. Soit RE' I'ensemble de toutes les régles positives exactes valides. (i) Toute régle
de RET peut étre dérivée de BE™, et (ii) toute régle de BE™ est une régle non-redondante.

Démonstration. (i) Soit r: G — C\G € BE™ telle que G C C et supp(G) = supp(C) (i.e., |¢p(Q)| =
|6(C)]). Puisque 7 € BE™, r est alors génératrice, et on peut trouver au moins une régle 1 : X —
Y1\ X1 de RET couverte par 7 tel que X1 C Yi. De G C C, on a ¢(G) 2 #(C). De ¢(G) 2 ¢(C)
et |¢(G)| = |p(C)|, on obtient ¢(G) = ¢(C) = Yop(G) = Yop(C), i.e. v(G) = v(C) = C. D’autre
part, on obtient mgk(r) = 1 & P(C'|G') = 1 & %%)C) =1 = supp(GUC) = supp(G) =
supp(C). De fagon analogue, on obtient pour 71, supp(X; UY7) = supp(X1) = supp(Y1). Montrons
maintenant que 71 peut étre dérivée de r. Par définition, BET est un sous-ensemble de RET (i.e.
BET € RET), alors supp(X1) = supp(G) = supp(Y1) = supp(C) = supp(X; UY7) = supp(G UC)
(i.e. supp(ri) = supp(r)) implique mgk(r1) = mgk(r) (cf. Lemme 2), ce qui prouve que 71 est
dérivable de r. Autrement dit, toute regle de RE™ peut étre dérivée de la base BE™.

(ii) Soit r1 : G — C\G une regle de BE™ telle que G C v(G) = C. Montrons qu’il n’existe aucune
régle 7o 1 Xo — Y2\ Xo € RET\BE™T qui couvre rq tel que supp(ra) = supp(r1), mgk(re) = mgk(ry).
Si o couvre 7 (i.e. 11 < 1r3), alors on a : Xo € G et C C Y. Comme X9 C G, on a par définition
d'un générateur (définition 5) v(X2) C v(G) =C = X2 ¢ Ge = 1o ¢ BET. Comme C C Y, on a
par définition d’un fermé (définition 3), C = v(C) = v(G) C Y2 = v(Y2). On en déduit, grace a la
définition 5, que G ¢ Gy, et conclut que ro ¢ BET. Dans tous les cas, la régle r1 n’est pas couverte
par la regle 7o, elle ne satisfait pas donc a la définition 15. Autrement dit, 1 n’est couverte par
aucune regle de RET\BE™. Cela conclut que BE™ est une base non-redondante. O

Corollaire 4. Soit RET I’ensemble de régles positives exactes. La base BEY est minimale.

Démonstration. Soit BE' une base de RET. Supposons que BE™ n’est pas minimale, alors il existe

BE" C BET tel que BE" est une base de RET. Soit r : g—c\g €BET, I : G — C\G € Be"
tel que g D G, c\g CC\G et g C (¢\C)UG. De C\G D ¢\g,on a C O C\G D c\g, donc C D c\g.
Comme r € BET, on a g C ¢, ce qui implique évidemment ((c\g) Ug = c et (c\g) Ng = 1), donc
c\(c\g) = g. Puisque C D c\g, on a alors ¢\C C c\(c\g) = g, ce qui fait ¢\C C g. De g O G et
c\C Cg,ona(c\C)UG C gUG = g, c’est-a~dire (c\C) UG C g, contradiction avec g C (¢\C) UG),

. N ot . N ..
i.e. 7 n’est couverte par aucune regle de BE . Ce qui releve que BE™ est minimale. O

La définition 17, comme définition 16, qui définit la base des regles positives approximatives de
notre approche, notée BA™, est aussi une extension des définitions 13 et 14 ci-dessus.

Définition 17. Soient RA™ l’ensemble de toutes les régles positives approximatives, FC celui des
fermés, G celui de générateurs, et o un seuil critique tq. 0 < a < 1. La base BA™ est définie par :

BAT(a) ={r:g—c\g| (g9,¢) € G x FC,7(9) C ¢, P(¢|g') > P(),mgk(g,c) > 1 —a,
A (B’ € RAT tel quer <7")} (2.12)

Cette base a deux avantages principaux. Le premier, a l'aide de la métrique P(C'|G") > P(C'),
étant la possibilité d’élaguer les régles inintéressantes telles que définies dans la définition 8 (limites
des approches classiques [GYNS06, HYN11, LHH12]). Le second, grace a la contrainte d’élagage
mgk(G,C) > 1 — a, est I'obtention des meilleures regles associatives valides (limites des approches
correctives [FDT06, FDT07, Ram16] basées sur la valeur critique). Concrétement, la contrainte
d’élagage mgk(G,C) > 1 — a permet de garantir simultanément 1’élagage des régles d’association
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proches de 'indépendance qui pourraient étre encaissées par ces approches correctives [FDTO0G,
FDTO07, Ram16], et la récupération des regles fortes naivement écartées par celles-ci.

Lemme 3. Soient FC un ensemble des motifs fermés fréquents, G lensemble des générateurs
minimauz des motifs fermés dans FC. Si 3C € FC et 3G € G tels que v(G) C C, g C G, g C
((e\C) UG) et mgk(g — c\g) < mgk(G — C\G), alors G — C\G est dérivable de g — c\g.

Démonstration. Soit @ = ¢\C tel que ¢ 2 Q UC et @ NC = (). On obtient ainsi :

A((\C)UG) 2 (QUONQUG).

Comme QNC =0 et GCC,alors QNG =0, et obtient par suite :

A(AC)UG) 2 (QUONQUE) = ((QUONQ)\G = C\G, ainsi ¢\((c\C) UG) 2 C\G.

Comme g C ((c\C)UG),onac\g 2 c\((c\C)UG) DC\G, i.e. c\¢g 2C\G.De c\g DC\G et g C G,
on a mgk(g — c\g) < mgk(G — C\G) (i.e., G = C\G < g — c\g), et conclut que G — C\G est
redondante par rapport & g — c\g, car elle ne satisfait pas a la propriété (i) de la définition 14. [

Corollaire 5. Soient FC l’ensemble des itemsets fermés, G l’ensemble des générateurs minimauz
des itemsets fermés dans FC. Soit c € FC et g € G tels que y(g) C ¢. Si g — c\g est redondante,
alors VC € FC, VG € G tels que G C g et c\g C C\G, on a (g — c\g) < (G — C\G).

Démonstration. Puisque G C g, alors G D ((C\c) U g) n’est pas vrai, c’est-a-dire que :
(i) G C (C\c)Ug), ou (ii) GN((C\c)Ug) = 0, ou (7ii) (GN(C\c)Ug) C ((C\c)Ug)A(GN(C\c)Ug) C G.

Dans tous les cas, supposons que la régle approximative g — ¢\g soit non-redondante.

(1) Si G C (C\c) U g) est vrai et g — c\g est supposée non-redondante, alors 3C € FC,3G €
G.7(G)CC(ie.GCC)telsque G D get C\G C c\g. DeC\G C c\get G D g,onaC\G C c\g C c.
Comme v(G) CC (i.e. G C C), on a évidemment (C\G)UG = C et (C\G)NG = 0, ainsi C\(C\G) =
G. Puisque C\G C ¢, alors C\¢ C G. De C\¢ C G et G D g,ona (C\c)Ug C GUg = G, ainsi
(C\c) U g C G, contradictoire & G C (C\c) U g), et prouve que g — c\g est redondante.

(11) Si GN (C\c) U g = 0 est vrai, alors g NG = ), donc G D g est toujours faux. Ainsi, par la
définition 14, la regle approximative g — c\g est redondante par rapport a la regle G — C\G.

(731) Si (GN(C\c)Ug) C ((C\c) Ug) A (GN(C\c)Ug) C G est vrai, alors il existe z tel que
z€ (C\c)et z¢ g (ouz € Getz¢g). Celaimplique que c\g 2 C\G et g O G sont tous faux. Donc,
par la définition 14, la régle approximative g — c\g est redondante par rapport & G — C\G. O

Théoréme 12. Soit RA' 'ensemble de régles positives approvimatives. (i) Toute régle de RAY
peut étre dérivée de BA™T, et (i) toute régle de BAT est une régle non-redondante.

Démonstration. La preuve de ce théoréeme découle du lemme 3 et du corollaire 5 ci-dessus. O

Corollaire 6. Soit RA" l'ensemble de régles d’association positives approximatives. Une base de
régles positives approximatives BAT est minimale.

Démonstration. La preuve de ce corollaire 6 est analogue a celle du corollaire 4. O

La définition 18 ci-dessous définit une base de régles négatives exactes, que 1’on note par BE™.
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Définition 18. Soient RE™ l'ensemble de toutes les régles négatives exactes, FM l’ensemble des
mazximaux fréquents, et minsup un support minimum tel que 0 < minsup < 1. Pour chaque maximal
h, Gy, désigne l’ensemble de ses générateurs. La base BE™ de RE™ est définie par :

BE ={r:G—2zZ|GeGyhecFM,(VzeI\{h} tel que supp(z) < minsup),
A (Br' € RE™ tel quer <71')} (2.13)

Cette base a deux avantages. Le premier repose sur la précision du conséquent Z. Ce dernier est
sélectionné a partir d’'un ensemble des motifs minimaux infréquents associés a des itemsets maxi-
maux fréquents dans D (limite des approches correctives [FDT06, FDT07, Ram16]). Le second,
grace & la relation de couverture telle que données dans la définition 15, étant la possibilité d’éla-
guer les regles d’association non génératrices (deuxieme limite de ces approches correctives). Cela
garantit la minimalité de cette base BE™ telle que démontrée a ’aide du corollaire 7 ci-dessous.

Le lemme 4 ci-aprés est le premier pas vers les preuves des théorémes 13 et 14 ci-dessous.

Lemme 4. VXY C T t.q. supp(X) # 0 et supp(Y) #0 : mgk(X,Y) =1 supp(X UY) = 0.

IDEE DE PREUVE. Puisque mgk(X,Y) = 1, on a, grace a la Proposition 6, P(Y'|X’) = 1

équivaut & P(Y’|X’) = 0 équivaut a % =0 (pour supp(X) # 0), d’ou supp(X UY) = 0.

Théoréme 13. Soit RE™ ’ensemble de toutes les régles négatives exactes. (i) Toute régle de RE™
peut étre dérivée de BE™, et (ii) toute régle de BE™ est une régle non-redondante.

Démonstration. (i) Soit r : X — Y\ X une régle de RE™. Par définition, il existe au moins une régle
" G = y\G € BE™ qui couvre r. Montrons que r est dérivable de /. En effet, puisque r est une
régle de RE™, on a alors mgk(r) =1 PY'|X) =1 & % =1 = supp(XUY) = supp(Y).
D’autre part, comme mgk(r) = 1, on a, par le lemme 4, supp(XUY) = 0 = supp(XUY) = supp(X).
De supp(X UY) = supp(X) et supp(X UY) = supp(Y), on obtient supp(X UY) = supp(X) =
supp(Y). De fagon analogue, nous avons pour 7’ : supp(G U7y) = supp(G) = supp(y). Comme 7
couvrer,ona: G C X et Y C 7 impliquent v(G) C v(X) et v(Y) C v(¥). D’autre part, BE™ est un
sous-ensemble de RE™ (i.e. BET C RE™), on a y(G) = ~(X) et v(Y) = v(y) équivaut a supp(G) =
supp(X) et supp(Y) = supp(y) impliquent supp(G UY) = supp(X UY) (i.e. supp(r’) = supp(r))
implique mgk(r’) = mgk(r), ce qui releve que la régle r est dérivable de la régle /. Autrement dit,
toutes régles de ’ensemble RE™ peuvent étre dérivées de la base BE™.

(7i) Soit r : g — Y\g une regle de BE™ telle que g C v(g) et y ¢ ~(g). Supposons que r soit
redondante, i.e. VG C v(G), Vz ¢ v(G), Ir' : G — T\G € RE™ telle que g O G et y\g C Z\G.
Comme g O G, on obtient d’apres le corollaire 5, ¢ C (g\Z) U G. De T\G 2O 7\g, on obtient
T 2 7T\G 2 7\g, donc T 2 F\g. Comme g C v(g) et y ¢ v(g), on a évidemment (g\g) Ug =7
et (g\g) Ng = 0, donc 7\(y\g) = g. Puisque T D 7\g, on obtient 7\ C 7\(7\g) = g, c’est-a-dire
7\T C g. De g\T C g et g O G, on obtient (y\Z) UG C g, contradiction du fait que (\Z) UG 2 g.
Donc, la regle g — 7\ g est non redondante, autrement dit la regle r n’est couverte par aucune regle
de RE™ (cf. définition 15). Ainsi, la base BE™ est une base non-redondante. O

Corollaire 7. Soit RE™ ’ensemble de régles négatives exactes valides. La base BE™ est minimale.

Démonstration. Soit BE™ une base de ’ensemble RE™. Supposons que BE™ n’est pas minimale,

alors il existe BE  C BE™ tel que BE  est une base de RE™. La suite de la preuve découle de la
propriété (ii) du théoreme 13 ci-dessus, et analogue a ce qu’on a fait avec le corollaire 4 ci-dessus. [
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Enfin, la définition 19 définit la base de régles négatives approximatives, notée BA™.

Définition 19. Soient RA™ l’ensemble des régles négatives approrimatives, G l'ensemble des gé-
nérateurs, et a un certain seuil critique tel que 0 < o < 1. La base BA™ est définie par :

BA_(Q) = {T :G = g\G ‘ (Gag) € g’y(G’) X g’y(g)apy(G) g 7(9)7P(g/‘G/) < P(g/)vmgk(r) >1l-a
AN (Br' e RA™ tel quer <7")} (2.14)

La base BA™ a essentiellement triple avantages. Le premier étant la possibilité d’élaguer les
régles inintéressantes telles que données dans la définition 8, grace a la contrainte d’élagage P(¢')|G’) <
P(g) (i.e., P(¢|G") > P(g')) (limite des approches [GYNS06, HYN11, LHH12]). Le second,
grace a la contrainte d’élagage mgk(G,C) > 1 — «a (cf. définition 11), est la possiblité d’éla-
guer les regles proches de I'indépendance qui peuvent étre encaissées par les approches correctives
[FDT06, FDTO07, Ram16] d’une part, et de récupérer les régles fortes naivement écartées par celles-ci
d’autre part. Le troisiéme, grace a la relation de couverture telle que données dans la définition 15,
étant la possibilité d’élaguer les régles non génératrices, qui garantit la minimalité de la base BA™.

Théoréme 14. Soit RA™ l'ensemble des régles négatives approxzimatives. (i) Toute régle de RA™
peut étre dérivée de BA™, et (ii) toute régle de BA™ est une régle non-redondante.

Démonstration. La preuve de la partie (i) de ce théoréme découle du lemme 3. Il reste & montrer
la partie (7). Soit 7 : g — 7\g une régle de BA™, Vg € G,(y), Yy € Gy(y) tels que v(g) & v(y) et
P(y'|¢'") > P(y’). Supposons que r soit redondante, i.e. I’ : G — T\G € RA™, ot VG € Gy(@)s
Vi € Gy tels que y(G) ¢ y(z), P(2'|G") > P(2"), g 2 G et 7\g C T\G. Comme g 2 G, on obtient
d’apres le corollaire 5 g C (y\Z) UG. De T\G 2 7\g, on obtient T 2 Z\G 2 7\g, donc T D 7\g.
Comme g — 7\g € BA™ tel que g C v(g) (par définition), on obtient évidemment ((7\g) U g et
(F\g)Ng =0), donc 7\(7\g) = g. Puisque T 2 7\ g, on obtient alors 7\ C 7\ (7\g) = g, ¢’est-a-dire
7\T C g. De y\T C g et g O G, on obtient (\T)UG C g, ce qui contredit du fait que (\Z)UG 2 g.
Plus précisément, la régle g — 7\ g est une régle non redondante, car elle n’est couverte par aucune
regle de la base RA™ (cf. définition 15). Donc, la base BA™ est une base non-redondante. O

Corollaire 8. Soit RA™ l’ensemble de régles négatives approrimatives. La base BA™ est minimale.

Démonstration. Soit BA™ une base de RA™. Supposons que BA™ n’est pas minimale, alors il existe

BA C BA™ tel que BA~ est une base de RA™. La suite de la preuve découle de la propriété (ii)
du théoreme 14 ci-dessus, et analogue a celle du corollaire 4. O

2.4 Détails algorithmiques de la génération des regles valides

Comme signalé, la complexité de la génération des regles d’association étant exponentielle, et
serait dramatique en présence de données volumineuses et/ou denses. Il est ainsi quasi-impossible
d’analyser celles-ci sans ’aide des outils informatiques. Différentes techniques ont été proposées
dont nous en citerons quelques-unes. Dans [GYNS06, HYN11, LHH12], des algorithmes pour la
génération des bases des reégles positives, basés sur le couple support/confiance, sont proposés.
Dans [FDT06, FDT07, Ram16], les auteurs étendent ces approches précitées, ou ils rédéfinissent
des algorithmes pour les bases des régles positives, et ajoutent ceux pour les regles négatives a 1’aide
du couple support/ Mgk . Cependant, comme discuté, ces diverses approches proposées présentent
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des limites remarquables. Pour cela, nous avons proposé dans [BT20b, BT20d, BT21a, BT21b)]
des nouveaux algorithmes d’extraction des bases des régles (sous-section 2.4.1), et des nouveaux
algorithmes pour les régles dérivées (sous-section 2.4.2), a 'aide d’un nouveau couple support/mgk.

2.4.1 Algorithme d’extraction des bases des regles valides

Dans [BT21a], nous avons proposé un algorithme, appelé CONCISE, qui améliore I’algorithme
NONRED [BT20d]. En effet, I’algorithme CONCISE se divise essentiellement en deux étapes : (7)
Pextraction des motifs fréquents (Algo. 1), et (i7) la génération des régles d’association positives
et négatives non-redondantes (Algo. 4). En fait, I’étape (ii) s’effectue a l'aide d’une procédure
principale, appelée CBNR (Concise base of non-redundant rules). CBNR (Algo. 4), qui prend

Algorithm 4 CBNR (Concise base of non-redundant rules)

Require: FCMG = (closed, maximal, generator, support).
Ensure: Concise base of non-redundant rules.

. BET(FCMG);

: BA+(fCMg);

BE~(FCMG);

: BA=(FCMG);

I N

en entrée ’ensemble FCMG composé de quatre champs (closed, mazximal, generator, support) de
l’algorithme CMG (Algo. 1), retourne en sortie les bases des regles non-redondantes en faisant appel
a quatre procédures sécondaires BET, BAT, BE~ et BA~. Ce choix de décomposition est motivé
par la parallélisation de ces quatre procédures lors de 'implémentation pratique de celles-ci.

La procédure BE' (Algorithme 5), qui prend en entrée ’ensemble FCMG des motifs (fermés,
maximaux et générateurs) fréquents, retourne en sortie la base des régles d’association positives
exactes. Elle est initialisée a vide (ligne 1), et examine ensuite chaque élément de FCMG dans

Algorithm 5 Procedure BE™

Require: FCMG = (closed, maximal, generator, support).

Ensure: BET, Concise base of exact positives rules.
1. BET = (Z);
2: for (k =1 to ¢, where ¢ is the size of largest frequent itemset in FCMG) do
3:  for all (k-maximal h of FCMGy.mazximal) do

4 for all (k-generator g € FCMGy.generator of h) do

5 if (g # h A P certain rule (a — b) | (9 — h) < (a — b)) then
6: BET «+ BET U{g — h\g,g.supp};

7 end if

8 end for

9: end for

10: end for

Pordre croissant de & (lignes 2-10). Pour chaque k-générateur g € FCMG du fermé h, la procédure
BET vérifie si g n’est pas un unique élément dans sa classe d’équivalence (ligne 4). Si c’est le cas,
la régle d’association g — h\g est alors valide, et ajoutée dans la liste BET (ligne 5).
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La procédure BA™T (algorithme 6), qui prend en entrée I’ensemble FCMG, donne en sortie la
base des reégles d’association approximatives. Elle est initialisée & vide (ligne 1), et examine ensuite

Algorithm 6 Procedure BA™

Require: FCMG = (closed, maximal, generator, support), a real o € [0, 1].
Ensure: BA™, Concise base of approximate positive rules.

1: BAT = @;

2: for (k=1 to ¢, where ¢ is the size of largest frequent itemsets in FCMG) do

3:  for all (k-generator g € FCMGy.generator) do

4 for all (frequent closed itemset ¢ € FCMGj~y | ¢ D v(g)) do

5 if (mgk(g —c\g) >1—a A (G —C\G) | (g9 — c\g) < (G — C\G)) then
6: BAY < BAT U{r:g— c\g,r.mgk,r.supp};
7
8

end if
end for
9: end for
10: end for
11: return BAT

Pensemble FCMG selon 'ordre croissant de k (lignes 2-10), ou k est la longueur d’un itemset
fréquent. Pour chaque k-générateur g € FCMGy.generator, la procédure BA™T considére un fermé
¢ contenant le fermé v(g) (lignes 4-9). Ensuite, elle vérifie si la régle approximative g — ¢ est valide
(ligne 5). Si c’est le cas, une telle régle g — c\g est alors ajoutée dans la liste BA™ (ligne 6).

La procédure BE™ est résumée dans l'algorithme 7. Elle prend en entrée ’ensemble FCMG
des motifs fréquents, de 4 champs tels que closed, maximal, generator et support. Elle retourne
en sortie la base des régles d’association négatives exactes. Elle est initialisée a vide (ligne 1), et

Algorithm 7 Procedure BE~

Require: FCMG = (closed, maximal, generator, support), minsup.

Ensure: BE™, A concise base of exact negative rules.
1: BET = (Z);
2: for (k =1 to ¢, where / is the size of largest frequent itemsets in FCMG) do
3:  for (each k-maximal h € FCMG.mazximal) do

4 for (each k-generator g € FCMG.generator of h) do

5 if (3z € Z\{h} | supp(z) < minsup A P(a — b) tq. (9 — Z) < (a — b)) then
6: BE~ + BE~ U{r:g— z\g,r.supp};

7 end if

8 end for

9: end for

10: end for

examine ensuite 'ensemble FCMG suivant l'ordre croissant de & (lignes 2-8), ou k est la nongueur
d’un itemset fréquent. Elle vérifie, pour chaque k-générateur g € FCMG.generator d’'un maximal
h € FCMG.maximal, s’il existe un motif minimal infréquent, dual du maximal h. Si c’est le cas,
la régle g — Z\g est alors une régle négative exacte, et ajoutée dans I’ensemble BE™ (ligne 5).
L’algorithme 8 ci-apres résume la procédure BA™. Il prend en entrée I'ensemble FCMG des
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motifs fréquents et un seuil critique « € [0, 1], et retourne en sortie la base BA™. Il est initialisé a vide

Algorithm 8 Procedure BA~

Require: FCMG = {(closed, mazimal, generator, support), and a real a € [0, 1].
Ensure: BA~, Concise base of approximate negative rules.
1. BA™ = @;
2: for (k=1 to ¢, where ¢ is the size of largest frequent itemset in FCMG) do
3:  for (each k-generator G € FCMGj,.generator) do

4: for (each k-generator g € FCMG 4i.generator | v(G) & v(g) A P(v(9)'|7(G)') < P(y(g)")) do

5: if (mgk(G,9) 21—, H(Z - 2\2) | (G - 9\G) < (Z = 2\Z), ouV(Z,2) € Goy(2)XGy(2),V(Z) &
+(2), et P(y(sY]1(2)') < P(r(=))) then

6: BA~ < BA- U{G — g\G};

T end if

8: end for

9: end for

10: end for

(ligne 1), et examine ensuite 'ensemble FCMG suivant I'ordre croissant de k (lignes 2-10). II vérifie
simultanément, pour deux k-générateurs G € FCMGy.generator et g € FCMG j1r.generator tels
que Y(G) & v(g) et P(v(9)'|17(G)) < P(v(g)), silaregle G — 7 est valide, et n’existe pas Z — z\Z
qui couvre G — g\G, ol (Z,2) € Gy(z) X Gy(2), V(Z) & 7(2) et P(v(2)'|7(Z2)") < P(v(2)') (ligne 5).
Si c’est le cas, ladite G — §\G est alors valide, et ajoutée dans BE~ (ligne 6).

2.4.2 Algorithmes de génération des regles dérivées

Dans cette sous-section, nous allons présenter nos algorithmes permettant de reconstruire toutes
les regles d’association positives et négatives exactes et approximatives qui ne sont pas présents
dans les approches variantes/correctives [FDT06, FDT07, Ram16]. Leur génération découle surtout
du théoréme 10 que nous avons développé dans [BT21a] et présenté dans le chapitre 2.

L’algorithme 9, qui prend en entrée la base BE™, retourne toutes les régles positives et négatives
exactes. Il est initialisé a vide en ligne 1, et considere la régle r; : X — Y, avec |Y| > 1, suivant

Algorithm 9 Deriving All Exact Positive and Negative Rules

Require: BET.

Ensure: RET™, All exact positives and negatives rules.
1. RET™ = @;
2: for all ({7”1 X = Y\X, Tl.mgkz} S BE+| X e Gy A ‘Y‘ > 1) do
3. if (supp(X UY) > minsup) then

4 RETT + RETU{ry: X = Y\X,r1.mgk};

5 end if

6 for (each other generator Z of Gy') do

7: REYT «— RET"U{rs: Z = Y\Z,r4: Z = Y\Z,r1.mgk};
8 end for

9: end for

l'ordre croissant de leur conséquent @gnes 2-9). 11 vérifie si I'itemset X UY est fréquent (ligne 3).
Si c’est le cas, alors la régle X — Y\ X est valide, et ajoutée dans 'ensemble RET ™ (ligne 4). Cette
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regle a les mémes support et mgk que la régle r1. Pour chaque générateur Z € Gy, 'algorithme 9

génere les régles du type Z — Y\Z et Z — Y\ Z qui ont les mémes support et mgk que 71.
L’algorithme 10, qui prend en entrée la base BA™ des régles positives approximatives, retourne

I’ensemble RAT des régles d’association positives approximatives. Il est initialisé & BA™ en ligne 1.

Algorithm 10 Deriving All Approximate Positive Rules

Require: BAT.
Ensure: RA™", All approzimate positive rules.
1: RAT = BA*T ;
2: for (k =1 to ¢, where / is the size of largest frequent itemsets) do
3. for all ({r;: X — Y\X,ri.supp,ri.mgk} € BAT | X € Gy(x),7(X) CY et |[Y| > k) do

4: if (supp(X UY) > minsup) then

5: RAT « RAT U {ry : X — Y\X, ro.supp, r2.mgk} ;
6: end if

7: for (each other generator Z € G,(x)) do

8: RAY < RAY U {rs: Z — Y\Z, r1.supp,r1.mgk} ;
9: if (supp(ZUY) > minsup) then

10: RAT « RAYU{ry: Z — Y\Z, ro.supp, r2.mgk} ;
11: end if

12: end for

13: end for

14: end for

Pour chaque regle X — Y telle que |Y| > 1, l'algorithme 10 géneére tout d’abord les régles négatives
de la forme X — Y\ X (lignes 4-6). Pour chaque autre générateur Z de méme classe d’équivalence
que X, lalgorithme 10 génére aussi les régles des types Z — Y\Z et Z — Y\ Z (lignes 7-12).
L’algorithme 11, qui prend en entrée la base BE™ des regles négatives exactes, retourne en sortie
I’ensemble RE™ de toutes les regles négatives exactes. Il est initialisé a vide en ligne 1, et considere

Algorithm 11 Deriving All Exact Negative Rules

Require: BE™.
Ensure: RE™, All exact negative rules.
1: RET = @;

2: for (i =1 to ¢, where / is the size of largest frequent itemsets) do

3. forall ({r;: X = y\X,ri.mgk} € BET | X € Gyxy Ay ¢ v(X),y ¢ F, [yl >1i)) do
4 if (supp(X Uy) > minsup) then

5 RE™ + RE U{ry: X — y\X,r1.mgk};

6: end if

7 for (each other generator Z € G,(x)) do

8 RAT «— RATYU{rs: Z = y\Z Ary: Z = y\Z,r1.mgk} ;
9 end for

10: end for

11: end for

ensuite toutes les régles X — 7, avec [g| > 1, suivant l'ordre croissant de la taille de leur conséquent
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(lignes 2-11). Pour chaque régle X — Y telle que |Y| > 1, lalgorithme 11 génere tout d’abord les
régles de la forme X — 7\ X (lignes 4-6). Puis, pour chaque autre générateur Z de méme classe
d’équivalence que X, 'algorithme 10 géneére aussi les régles d’association des types Z — 7\ Z et
Z — y\Z (lignes 7-9). Ces régles d’association ont le méme mgk que la régle ;.

L’algorithme 12, qui prend en entrée la base BA™, retourne I’ensemble R.A™ de toutes les régles
négatives approximatives. Il est initialisé & vide en ligne 1. Pour toute régle du type G — g de BA~

Algorithm 12 Deriving All Approximate Negative Rules

Require: BA~.
Ensure: RA™, All approzimate negative rules.
1: RA™ = @;

2: for (i =1 to s — 1, where s is the size of largest frequent generator itemset) do
3. for all ({G =g} € BA™ [|g] > i ((G,9) € Gya) X Gy(g) et 7(G) & (9))) do

4 if (supp(v(G) U~(g)) > minsup) then
5 RA™ + RA™U{v(G) = v(9)\(G)};
6 for (each other generator h € G,(,)) do
7: RA™ +— RA-U{G = h\G,v(G) = v(h)\7(G)};
8 end for
9 end if
10: for (each other generator Z € G,(¢)) do
11: RA™ + RA U{Z = g\Z};
12: if (supp(v(Z) U~(g)) > minsup) then
13: RA™ < RA™U{v(Z) = v(g)\1(2)};
14: end if
15: end for
16: end for
17: end for
telle que [g| > 1, lalgorlthme 12 genere apres avoir vérifié si I'itemset v(G) U ~(g) est fréquent, les
régles dérivées des types v(G) — v(9)\V(G), et G — h\G ainsi que v(G) — v(h)\7(G) (lignes 5-9),

ou h est un autre générateur d’'une méme classe d’équivalence que g (i.e., h € g (9) ) Puis, il génere,
pour chaque autre générateur Z de G, (), les régles des types Z — g\Z et v(Z) — v(9)\7(2).

Théoréme 15. Soient X — Y et X — Y deux principales régles générées, I un m-itemset fréquent
dans D, et l la longeur des prémisses d’une régle telle que 1 <1 < m. La complexité de la procédure

principale (Algorithme 4) est, au pire des cas, O (max ((213"‘ —3m -2l —m), (3" — 2m)) \]:CMQ|3>.
Démonstration. Les lignes 1 et 2 génerent les regles positives du type X — Y\ X. Par souci d’éla-
gage des redondances, nous adoptons I’astuce suivante. Considérons une certaine régle 7 — T\ Z.
Supposons que X — Y\ X soit non-redondante par rapport & Z — T\ Z. Nous envisageons alors
deuxcas: X C Zet T\Z C Y\X (ie. | X| <|Z|, |T\Z| < |[Y\X| < |I|). Si |X]| < |Z|, alors X, pour
tout k < [, peut étre sélectionné en (llc) Similairement, si |Y\X| < |I|, alors Y peut étre sélectionné
en ('}'). Du coup, le nombre de régles possibles telles que |X| < [Z] et [Y\X| < |I| est exprimé :

li (ii) " Wf <7> =@ -2)@" -1 =27 -2 2 42
=0

k=1
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Par ailleurs, pour |X| =|Z] et |Y| = |I], on a 2™ — 2 régles. Au total, on a :

2m+l_2m+1_2l+2+2m_2:2m+l_2m_2l

m
Notant | X UY| =i, alors X UY peut étre sélectionné en ( , ), et on a :
i

m-itemset = (m) (2mHt —gm _ oy
m

(m — 1)-itemset = ( " 1) (2m=1+ _gm=1 _ oly

m —

(2)-itemset = (21) (22— 22 — 2y

En faisant la somme, on obtient :

£ (er-r-n-rE (-5 0) 450

i=2 =2 =2

4[5 (7)1 [E ()] £ [5 (7)1

(] 2

m
D’apres la formule binomiale, Z (m) z' = (1 + x)™, on obtient :
7
i=0

o~ (™ (27 — 21 —ol) = (2! — 1)(3™ — 1 — 2m) — 2/(2™ — 1 — m)
>

; i
=2
=23m —3m 2ol
Ainsi, au pire des cas, le coiit des lignes 1 et 2 (i.e. Algo. 5 lignes 3-8 et Algo. 6 lignes 3-9) est :
O (IFeMgP 3™ —3m — 2 — m)) (2.15)
En fait, cette complexité (Equation (2.15)) vient de I’étude de la boucle for imbriquée des procé-
dures respectives BE' (Algorithme 5, lignes 2-8) et BA™ (Algorithme 6, lignes 2-9), qui parcourent

pour chacun trois fois 'ensemble FCMG, qui s’effectuent alors en O(|FCMG|?).
Les lignes 3 et 4, qui génerent quant a elles les regles du type X — Y, sont calculées comme
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— — m
suit. Soit [ X UY| =14, alors X UY peut étre sélectionné en < , ), et on a :
i
m
m-itemset = ( >2m+1
m

m
— 1)-it t = 2m
(m )-itemse (m B 1)

(2)-itemset = (?) 22+l

En faisant la somme, on obtient :

=2 =2
m m )
=2 2 — (142
(72 -
=2(3™ —2m — 1)

Ainsi, au pire des cas, les lignes 3 et 4 (Algo. 11 lignes 2-10 et Algo. 12 lignes 2-10) donnent :
O(|FCMGP(3™ — 2m)) (2.16)

Comme précédent, cette complexité s’obtient en étudiant la boucle for imbriquée des procédures
BE~ (Algo. 11, lignes 2-10) et BA™ (Algo. 12, lignes 2-10), qui parcourent trois fois a4 1’ensemble
FCMG des motifs fréquents, et s’effectuent en O(|FCMG|?) dans le pire de cas.

Au final, la complexité au pire des cas de lalgo. 4 (i.e. (2.15)+(2.16)), V1 <[ < m, est en

O (IFCMGP 3™ — 3™ — 2! —m)) + O (|FCMGP(E™ - 2m))
= O (max ((2'3™ = 3™ — 2! —m), (3™ — 2m) ) |[FCMG[*) .

O]

2.5 Evaluation expérimentale

Dans cette section, nous évaluons notre algorithme CONCISE [BT21a] comparé a deux ap-
proches sémantiquement proches, a savoir 1’algorithme PRINCE [HYN11] et approche de Rama-
nantsoa [Ram16], mené sur quelques bases de données de FIMI !. Nous commencons par décrire le
protocole expérimental (sous-sec. 2.5.1). Puis, nous discutons des résultats obtenus (sous-sec. 2.5.2).

1. http ://fimi.ua.ac.be/data/
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2.5.1 Protocole expérimental

L’approche a été implémentée sous R. Tous les tests ont été effectués sur un PC Core i3-2350M
avec 2,3 GHz (4Go RAM). Nous avons sélectionné quelques données bien connues de la littérature
que le tableau 2.2 ci-apres ’expose. Précisément, ce tableau 2.2 résume, pour chaque base de

Table 2.2 — Caractéristiques des bases d’expérimentations

Database |T] IZ| | |T|| p | Type de données Taille
Chess 3196 75 37 | 49% game steps 239 700
Connect 67 557 129 43 | 33% game steps 8 714 853
T40I10D100K | 100 000 | 1 000 | 40 | 4% | synthetic dataset | 100 000 000
Pumsb 49046 | 7117 | 74 | 1% census data 349 060 382

données, le nombre de transactions |7, le nombre de motifs |Z|, la taille moyenne de transactions
|1, la densité p = |T]/|Z| de données, et la taille de données (i.c., | T| % |Z]). Le choix des bases est
motivé par la variété de leur nombre de transactions, nombre de motifs et la densité. Certaines bases
comme Chess et Connect sont trés denses de densités respectives 49% et 33%, et d’autres bases
comme T40I10D100K et Pumsb sont creuses (voire trés creuses) de densités respectives 4% et 1%.
Pour chaque approche, notons par ET (resp. E~) la base des régles d’association positives exactes
(resp. négatives exactes) extraite, alors que AT (resp. A™) celle des régles positives approximatives
(resp. négatives approximatives). Par suite, nous désignons par |Algo(B)]| la cardinalité de la base
B pour l'algorithme Algo. Notons aussi par confidence le seuil commun pour chaque algorithme.
Autrement dit, confidence = 95% correspond respectivement au risque a = 5% pour CONCISE
et I'approche de Ramanantsoa [Ram16], et minconf = 95% pour 'algorithme PRINCE [HYN11].

2.5.2 Résultats et discussions

Nous analysons les résultats obtenus tant en termes de cardinalités des bases des regles d’asso-
ciation extraites pour chacun des algorithmes que de temps de calcul associés.

Nous nous intéressons tout d’abord a I’étude de I’évolution de la cardinalité des bases des
régles d’association positives exactes/approximatives pour chaque algorithme, et chaque base de
données. Nous y avons fixé le seuil de support minsup = 1%. La figure 2.1 ci-aprés reporte les
résultats suite a la variation de confiance. L’analyse de cette figure 2.1 nous permet de relever ce
qui suit. Une premiere remarque est qu’aucune regle d’association positive exacte n’est extraite
dans la base de données T40I10D100K pour chacun des algorithmes. Cela est probablement dii au
fait que les itemsets fermés fréquents et les générateurs minimaux de telle base de données sont
confondus. Nous remarquons aussi que CONCISE et PRINCE produisent le méme nombre des
regles d’association exactes pour tous les cas. Ceci s’explique du fait que les mesures confiance et
mgk sont équivalentes en terme de génération des regles d’association exactes. Et, on s’apercoit
que ce nombre des regles d’association exactes est, pour eux, trés réduit par rapport a celui de
Ramanantsoa. L’explication vient du fait que CONCISE et PRINCE ne sélectionnent que des
regles génératrices. Cette différence des cardinalités atteint sa valeur maximale pour Connect a une
confiance = 95%. En effet, CONCISE et PRINCE restituent environ, pour chacun, 2500 régles
exactes, alors que Ramanantsoa fait environ 52000. Autrement dit, CONCISE et PRINCE, versus
Ramanantsoa, permettent pour chacun d’éliminer 95,2% des redondances dans cette base Connect.

Pour les bases des regles approximatives, CONCISE en offre de maniére générale un nombre tres
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Figure 2.1 — Figure comparative de cardinalités des bases des régles positives exactes et approximatives

inférieur par rapport aux PRINCE et Ramanantsoa. Ceci n’est pas étonnant et s’explique du fait
que CONCISE utilise une méthode d’élagage des régles inintéressantes (cf. définition 8), des regles
proches de I'indépendance, et des régles non-génératrices, qui augmentent la cardinalité des regles
extraites par 'approche de Ramanantsoa. Cet écart est tres remarquable pour le jeu de données
Pumsb avec une con fiance = 95%. En effet, CONCISE extrait environ 25000 régles approximatives,
alors que PRINCE (resp. Ramanantsoa) fait environ 1500000 (resp. 950000) régles. Autrement dit,
CONCISE permet d’éliminer 98,33% des régles inintéressantes versus PRINCE (resp. 97,37% des
regles proches de l'indépendance et redondantes versus Ramanantsoa) dans la donnée Pumsb.

Au niveau des bases des régles négatives, notre étude a été effectuée sur les mémes contraintes
que I’étude des regles positives ci-dessus. Comme les régles négatives sont absentes dans l’algo-
rithme PRINCE, nous limitons alors notre étude autour de l'algorithme CONCISE et ’approche
de Ramanantsoa seulement. Quelles que soient les bases de données et les valeurs de confiance,
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Figure 2.2 — Figure comparative des cardinalités des bases des régles négatives exactes et approximatives

CONCISE reste encore meilleur par rapport a ’approche de Ramanantsoa. La raison principale est
toujours liée au fait que CONCISE ne sélectionne que des regles génératrices (cf. définition 16), afin
d’éviter les redondances. Ce n’est pas le cas pour I’approche de Ramanantsoa. De plus, CONCISE
utilise une technique efficace permettant d’éliminer les régles proches de 'indépendance (cf. défini-
tion 11), alors que I’approche de Ramanantsoa, quant a elle, utilise la valeur critique (Eq. (2.4)),
qui n’est pas tres sélective, car elle accepte trés souvent des régles proches de I'indépendance (i.e.,
inintéressantes). Prenons par exemple la base Chess, avec con fiance = 95%, pour CONCISE il y
a environ 1600 régles négatives approximatives (resp. 700 exactes), la oi Ramanantsoa fait environ
4500 négatives approximatives (resp. 1500 exactes). Autrement dit, CONCISE permet d’éliminer
64,44% des regles négatives approximatives (resp. 53,33% des regles négatives exactes) redondantes
et/ou proches de I'indépendance, encaissées par ’approche de Ramanantsoa, dans Chess.

Nous abordons maintenant I’étude du temps de calcul de CONCISE versus aux approches
existantes. A signaler que ’approche de Ramanantsoa ne prend pas compte 'extraction des motifs
fréquents d’une base de données, étant donnée que cette étape est une étape fondamentale (voire la
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plus consommatrice en temps de calcul) lors de 'extraction des régles d’association. Cela nous va
ainsi limiter notre étude autour de PRINCE et CONCISE uniquement. Les temps d’exécution de
I’algorithme CONCISE comparés a I'algorithme PRINCE sur les mémes contextes du tableau 2.2
sont présentés dans la figure 2.3 en faisant varier le minsup et fixer la con fiance = 0.6. En plus des

Chess Connect
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Figure 2.3 — Temps d’exécution de CONCISE versus PRINCE pour I'extraction des bases des régles

bases des regles d’association négatives exactes/approximatives que PRINCE ne peut pas traiter,
CONCISE reste encore meilleur dans tous les cas. Cette différence des performances atteint son
maximum pour les contextes Chess et Connect. L’explication vient du fait que ces deux bases de
données sont de nature tres dense et produisent un nombre important de motifs fréquents fermés, ce
qui pénalise PRINCE dii au cofit de la construction du treillis d’Iceberg pour des basses valeurs de
minsup. Ainsi, 'espace de recherche pour PRINCE peut étre parcouru dans sa globalité. En effet,
Palgorithme CONCISE est environ 4 (resp. 3) fois plus rapide que PRINCE pour la base Chess
(resp. Connect) avec un support de 0.1. Par ailleurs, sur les bases éparses telles que T40110D100K
et Pumsb, les temps de calcul pour les deux algorithmes restent raisonnables pour touts les minsup.
Prenons par exemple la base T40I10D100K avec minsup = 0.1, 'extraction des bases des regles
est réalisée en moins de 150 secondes (resp. 400 secondes) pour CONCISE (resp. PRINCE).
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Chapitre 3

Contributions a la représentation des regles
d’association par des graphe et arbre

Nous traiterons dans ce chapitre la synthese des articles [BT20e, BT20f, BCT21, BJT22a,
BJT22b]. Par souci du manque d’espace, certains aspects algorithmiques ne sont pas treés détaillés.
La section 3.1 introduit quelques bases préliminaires sur le probleme des graphes et des arbres
hiérarchiques. La section 3.2 définit quant & elle de nouvelles mesures de qualité induites par
le graphe implicatif et I’arbre hiérarchique. Les sections 3.3 et 3.4 se focalisent sur la mise en
place respective d’'un nouvel algorithme d’élaboration de graphes implicatifs, et celui des arbres
hiérachiques d’un ensemble des meilleures regles d’association valides. La section 3.5 s’articule sur la
conception d’un nouvel outil rchicmgk. Enfin, la section 3.6 est dédiée a I’évaluation expérimentale.

3.1 Terminologie et notations

Définition 20 (Décomposition d’ensemble). Soient € un certain ensemble et Q = {&;}1<i<p un
ensemble d’ensembles &; tels que & C E. Q est une décomposition de € ssi|J)_1 & = € et ENE; = 0.

Définition 21 (Partition d’ensemble). Soient £& un ensemble quelconque, et Q = {&;}i<i<p une
décomposition de E. Q0 est une partition de € ssi ENE; =0 et Jb_ & =E, Vi # 5.

Définition 22 (Nombre de Bell, [BB04, QUEL3, Benl8]). Le p-iéme nombre de Bell, By, est le
nombre de partitions d’un ensemble d p éléments en sous-ensembles non-vides.

Nous noterons {2 ’ensemble des partitions que I'on peut obtenir a partir d’'un ensemble quel-
conque de p éléments. Le cardinal de Q est donné par le nombre de Bell B, (p > 0) :

p
Byt = Z (Z) By, avec By =By =1
k=0

Dans le cas (idéal) ou l'on dispose d’une fonction f permettant d’associer un cotit a chaque
partition, le probleme du partitionnement consiste a rechercher le meilleur cofit :

argmingeq f(IT)

ou II désigne une partition quelconque®. Cette formulation n’est toutefois que d’un intérét limité

1. Nous utilisons ici la notation IT pour une certaine partition, la notation P étant réservée aux probabilités.
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en pratique, car d’une part ’on ne dispose pas toujours d’une fonction de coiit, et d’autre part le
nombre de partitions possibles (nombre de Bell) est en général trop élevé pour qu'une recherche
exhaustive soit menée. En pratique, seul un petit nombre de partitions est en général examiné.

Définition 23 (Classe). Soit IT une partition d’un certain ensemble . Un élément de I est appelé
une classe. Une classe correspond donc a un sous-ensemble de £. Une classe d’une partition 11 sera
de plus notée C;, ou 1 < i < |IIJ.

Il n’existe pas de définition claire de ce qu’est une classe a priori. Autrement dit, la probléma-
tique du partitionnement, et plus généralement celle de la classification d’un ensemble quelconque,
est en partie subjective, les classes recherchées dépendent des applications et analyses visées.

Définition 24 (Paire d’éléments). Soit £ un certain ensemble. On appelle paire d’éléments de £
tout ensemble non-orienté de deuz éléments {u,v} tels que {u,v} C &.

Définition 25 (Couple d’éléments). Soient £ un ensemble, et u et v deux éléments de £. On
appelle couple d’éléments u et v, la donnée de u et v dans un ordre déterminée, notée (u,v).

Tout systeéme qui consiste en un ensemble discret d’états appelés sommets (noeuds) entre lesquels
des liens appelés arcs (arétes) traduisent une certaine relation, peut étre modélisé par un graphe.

Définition 26 (Graphe). Un graphe G = (V, E) est donné par un ensemble V' de sommets (ver-
tices) et un ensemble d’arétes (edges) E C 'V x V. Deux sommets reliés par une aréte sont dits
voisins, et une aréte reliant deux sommets u et v est dite incidente d u et v, et est notée (u,v).

Définition 27 (Ordre et taille d'un graphe). Soit G = (V, E) un graphe. On appelle ordre (resp.
taille) du graphe, le nombre de sommets |V| (resp. d’arétes |E|) dans le graphe G.

Les arétes peuvent étre orientées ou non. Une aréte orientée s’appelle aussi un arc. On peut par
suite distinguer deux graphes, & savoir graphe non-orienté et graphe orienté.

Définition 28 (Graphe non-orienté). Soient V' et E deux ensembles de sommets (resp. d’arétes),
tels que E C {{u,v}|u € V,v € V'}. On appelle graphe non-orienté le couple défini par G = (V, E).

Définition 29 (Graphe orienté). Soient V' et E deux ensembles de sommets (resp. d’arétes), tels
que E C {(u,v)|lu € V,u € V}. On appelle graphe orienté le couple défini par G = (V, E).

Soit a = (u,v) un arc (aréte orienté), les sommets u et v sont appelés les extrémités de 'arc a.

Définition 30 (Boucle). Soient G = (V, E) un graphe orienté, et a = (u,v) un arc (aréte orientée)
de E tel que u,v € V. L’arc a est une boucle si et seulement si u = v. Autrement dit, une boucle
est un arc qui relie un sommet a lui-méme.

Définition 31 (Chemin orienté, [QUEL3]). Soit G = (V, E) un graphe orienté. On appelle chemin
orienté dans G une séquence (vi,ay, vy, ag, -+ ,a;_1,v]) AUEC :

-Viel[l,ll,v;eV;

-Vie [1,1 — 1],ai = (Ui,vi+1) eFlE;

- Vi,je[Ll],i+#j, vi #vj et a; # aj.

Définition 32 (Graphe connexe). Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G est connexe s’il existe
un chemin entre toute paire de sommets dans G.
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Définition 33 (Arbre). Soient V et E deux ensembles de sommets (resp. d’arétes). On dit que
A= (V,E) est un arbre ssi A est un graphe acyclique (sans boucle) et connexe.

Définition 34 (Sous-arbre). Soit A = (V,E) un arbre. Tout sous-graphe connezxe de A est appelé
un sous-arbre de A.

Définition 35 (Arbre enraciné, [QUE13]). Soit A = (V, E) un arbre orienté. On dit que A est
un arbre enraciné en un neud uw € V- (appelé racine) si et seulement s’il existe un unique chemin
orienté de u a tout autre neud de A.

Définition 36 (Hauteur, [QUE13]). Soit A = (V,E) un arbre enraciné en w. La hauteur d’un
neud v € V' notée h(u,v) correspond a la distance entre u et v.

Définition 37 (Niveau, [QUE13]). Soit A = (V, E) un arbre enraciné en u. Le i° niveau de A est
lensemble de feuilles dans le sous-arbre induit par ’ensemble {v € V, h(u,v) < i}.

3.2 Mesures de qualité des graphe et arbre hiérarchique

Dans cette partie, nous restons toujours a I’analyse de données transactionnelles. Comme cela
avait été présenté dans la figure 1.1, les données peuvent souvent étre représentées a ’aide d’un
tableau comme rappelé du tableau 3.1 ci-apres, ou les colonnes sont indexées par les motifs (appelés
aussi sommets), alors que les lignes par les transactions. Notons par m le nombre de sommets et n

Table 3.1 — Une base de données transactionnelles

vl ... Uj .U
31
t; tz’j
n

celui de transactions. Par suite, on peut noter par V = {v;|1 < j < m} I'ensemble des sommets,
et T = {t;]1 < i < n} celui de transactions. L’intersection de la i° ligne et de la j° colonne est
ti; = v;(t;) qui est une valeur observée de sommet v; sur la transaction élémentaire ;.

Bien que la recherche de structures d’une telle base de données représente une aide essentielle
en fouille de données. La représentation par des graphe implicatif et arbre hiérarchique permet de
répondre a cette problématique dont ’objectif affiché est comme mentionné d’assister graphique-
ment 'utilisateur a explorer dans ses données les meilleures regles d’association telles que celles
par exemple vy, — vy (resp. vy — (vg — vs)), OU Vg, vy et vs sont les sommets (resp. feuilles) de
graphes (resp. nceuds d’arbres). Une telle régle d’association v, — vp est modélisée par un arc (resp.
une classe de cardinal 2) dans le cadre de graphes implicatifs (resp. d’arbres hiérarchiques). Soit
Ay, = (Vk, v¢) un arc, on appelle le sommet vy (resp. vy) la source (resp. la destination) de 'arc
Ayyo,- On dit aussi que vy est le successeur de vy, et vy le prédécesseur de vy. Dans ce graphe, un
sommet est un motif, et une aréte est valuée par la valeur d’une mesure de qualité.

Ainsi, une étape ultime de cela est celle de la définition d’une mesure de qualité (appelée
aussi mesure de similarité) afin de quantifier la similarité des couples d’éléments de ’ensemble
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V' des sommets. Il existe pour cela plusieurs mesures de qualité, la plus utilisée étant 1’intensité
d’implication [GABT96] telle que définie dans I’équation (2.6) et rappelée ci-apres :
Ny, Ny
Mg — kn :

@(vr,ve) = 1 — ®(q(vg, 0¢)), ot q(vg,Vg) = \/W
n

Toutefois, comme mentionné dans le chapitre 2 précédent (section 2.2), 'intensité d’implication ¢
présente plusieurs défauts remarquables. Pour y faire face, nous avons proposé dans [BT21a, BT21b)]
une autre mesure plus sélective telle que définie dans I’équation (2.9) et rappelée ci-apres :

nvknﬁ
— — Ny, 777 —
mgk‘(vk,w) =1- ¢(mgk(vk7W))’ ou mgk(vkaW) = %an
n
Omgk 1 1 B 1 1
Il en résulte que 9% _ —— — >0 et 7 _ = > 0, ce
Ong, 5 kg (none, ) Oy, 57 \/w \/nuk (n—nv,)
n n n T n

qui releve que les indices de qualité @k et ¢ décroissent quand n,,7; augmente et d’autant plus
D™ ost faible. Autrement dit, les mesures statistiques mgk et ¢ sont tous sensibles aux

vite que —~

omgk dq

occurrences de n,,3;. Par ailleurs, on obtient que , ce qui bien affirme que ¢ croit

877/1)“)7 877/1,“)7
plus vite vers la valeur maximale 1 que mgk, et que ce dernier est plus discriminante que ¢. Une
étude beaucoup plus poussée sur les variations de la mesure mgk a été effectuée dans I'annexe D.
Dans le cadre de classification, une mesure la plus classique est celle basée sur 'intensité d’im-
plication . Pour tous motifs v et vy, la cohésion d’une classe (vg,vy) de degré 2 est définie, a
partir de I’entropie au sens de Shannon entre chrochets, est donée par la formule (3.1) ci-apres :

V1= [—ploga(p) — (1 — @) logy (1 — )2 i >1/2

sip<1/2 (31)

cohp (v, vg) =

Toutefois, cohy hérite les défauts de ¢. Ainsi, nous avons proposé dans [BJT22a] une nouvelle
mesure de cohésion plus sélective, notée cohmgk(vy,vy), et définie dans I’équation (3.2). Dans ce
cas, nous reprenons la formule (3.1) mais dotée d’une autre métrique 9 = mgk(vg, vy) :

V1 = [=01ogy(9) — (1= 9) logy(1 — V) si 9 > 1/2

sid<1/2 (3:2)

cohmgk(vg, vg) =

La mesure cohmgk, tout comme cohy, prend la valeur dans [0; 1] telle que 0log,(0) = log,(1) = 0.
Le cas ou cohmgk est proche de 1 (resp. égale a 1) correspond a I'implication logique ou la cohésion
d’une classe est proche de 1 (resp. égale a 1). De la méme maniére, pour cohmgk = 0, la mesure
mgk est inférieure & 1/2 ou le nombre d’exemples est inférieur a celui de contre-exemples.

Définition 38 ([BCT21, BJT22b]). Soient V = {vi,--- ,vp} l'ensemble de sommets, et E =
{(vg,ve)|vg € Vv € V'} celui d’arcs. Un graphe implicatif est un couple :

Go = (V,E) ssi mgk(vg,ve) > 1 — «,
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ot mgk est une mesure de qualité définie dans (2.9), et a un sewil tel que 0 < o < 1.

Soit R, une relation définie sur V' x V par mgk a un seuil a. Nous définissons une relation
v;Ravj si et seulement si mgk(v;, v;) > 1— . La relation définie par I'implication statistique, si elle
est réflexive et acyclique, n’est pas explicitement transitive. Il existe certes une fermeture transitive
v Rauy, si Passertion (v;Ravj et v; R4y tels que mgk(v;, vg) > 0.5) est vérifiée.

Il est a signaler que des arcs du graphe implicatif G, peuvent apparaitre ou disparaitre selon
les variations du seuil critique a. Cela conduit & une partition en plusieurs sous-graphes.

Définition 39 ([BCT21, BJT22b]). On appelle G, = (V', E") un sous-graphe de G, si et seulement
si V' CV et E' CFE dont les sommets sont dans V.

Définition 40 ([BJT22al). Soient V = {v1, -+ ,vpn} Uensemble de sommets, E = {(vk,v¢)|vp €
V,vg € V'} Uensemble d’arcs. Un arbre hiérarchique est défini par le couple :

H = (V,E) si et seulement si mgk(vk,ve) > 0.5

ot mgk est une mesure statistique telle que donnée dans [’équation (2.9) du chapitre 2.
Définition 41 ([BJT22a]). On appelle H' = (V', E') un sous-arbre de H tel que V' C V et E' C E.

En adaptant les mémes techniques dans [GKB03, Ler08, GRMG13], nous obtenons les expres-
sions ci-dessous pour la cohésion d’une classe et inter-classe de degré quelconque.

Définition 42 ([BJT22a]). Soit C = (X;,...,X,) une classe de degré r dont 'ordre induit est
X1 C ... C X,. On définit la cohésion de la classe C par la moyenne géométrique des valeurs de la
cohmgk sur Uensemble des couples (X;, X;) du graphe de la relation d’ordre, donnée par :

=2, > =
cohmgk(C) = H cohmgk(X;, X;) (3.3)
i=1,r—1

Considérons maintenant deux classes C; = {X;[1 <1 < r} et Cjx = {Xj:[1 < g < s} de

taille respective 7 et s, présentes a un niveau donné de la hiérarchie implicative, avec X; C Xj;, C

.CXj C...CXj et Xy C Xjp C ..o C Xjr C ... C Xjp. La cohésion entre deux classes
(inter-classes) C; et Cj» est définie par 1’équation (3.4) ci-apres :

2
cohmgk(C;,Cj+) = [cohmgk:(Cj)(é)cohmgk:(C’j*)(g) Hcohmgk:(le,Xj;)\l <l<rl1<g< s} o=

(3.4)
ot = r+ s, et (1) note pour 7 entier, un coefficient binomial qui vaut @ Cette cohésion joue
un réle important dans le probleme de fusion des classes d’un arbre hiérarchique orienté.

3.3 IMGRAPH, un nouvel algorithme de graphes implicatifs
L’objectif principal de 1’algorithme IMGRAPH (Implicative Graph) [BJT22a] est de pallier les

principales lacunes de I’approche classique de Gras [GRMG13], ¢’est-a-dire (i) d’offrir une possibilité
d’aller au-dela de régles d’association positives, (i) de proposer une technique de partitionnement
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d’arcs qui structure I'ensemble des graphes, et (7ii) de réduire le temps de calcul sur cet ensemble des
graphes en réduisant le nombre de croisement au sein des partitions par ’élagage des redondances.
L’algorithme IMGRAPH se divise essentiellement en 3 étapes développées ci-apres.

3.3.1 Construction d’une matrice de similarité

Cette premiere étape consiste a construire une matrice de similarité. Cela permet de sélection-
ner les meilleures régles, a un certain seuil «, en utilisant 1’algorithme CONCISE (cf. Chapitre 2).
CONCISE consiste en 2 étapes : (i) Extraction des motifs fréquents en utilisant ’algorithme CMG
(cf. Chapitre 1), (ii) Génération des meilleures regles via l’algorithme CBNR (Algorithme 4). CBNR
propose une stratégie de filtrage tres puissante qui permet d’éliminer les regles d’association re-
dondantes en utilisant les concepts de bases des regles [BT19b, BT21a, BT21b], et de conserver
celles qui sont meilleures. C’est une technique qui n’est pas présente dans la démarche initiale
[GAB'96, GRMG13] de graphes implicatifs. L’objectif est non seulement de réduire la dimension
de lespace de recherche mais aussi d’obtenir des meilleurs graphes (i.e., graphes de taille raison-
nable et moins denses). En fait, a la sortie de CONCISE, nous obtenons, pour deux motifs disjoints
vk et vy, 4 familles des regles d’association valides, a savoir famille des regles d’association positives
exactes (soit mgk(vk,v¢) = 1) et approximatives (mgk(vg,ve) # 1), famille des régles d’associa-
tion négatives exactes (mgk(vg,vg) = 1, mgk(vg,ve) = 1 et mgk(vg,v7) = 1) et approximatives
(mgk(vg,vg) # 1, mgk(vg,ve) # 1 et mgk(vg,vg) # 1). Ces ensembles de regles valides seront
formatés sous la forme d'une matrice d’adjacence, notée Mgim = (kre)1<k,e<|v|—h, €t définie par :

mgk(vk,ve), s mgk(”k)”f) 2 1- Qg

Mgim = (3.5)

0, sinon

ol h est le nombre des motifs infréquents supprimés. Le terme général gy correspond a la valeur
mgk(vk, ve). Plus précisément, la matrice Mgy, est une matrice carrée d’ordre |V'|—h qui rassemble
les termes pgy = mgk(vk,ve) & un seuil critique o € [0, 1] fixé par l'utilisateur. De fagon plus
générale, une telle matrice de similarité Mg, (& K classes) peut étre reformulée comme suit :

Hi1  H12 0 HIK

H21  H22 o H2K
Msim = . . . .

HK1 HK2 *°° MHKK

ou les lignes et les colonnes représentent pour chacune les motifs associés a cet ensembles des regles
valides. Dans ce cas, les ugr sont nuls, car ugr = mgk(vg,vi) n’a pas de sens selon la propriété
statistique d’une regle d’association. Les uge égalent mgk (v, vy) s'ils sont valides, et 0 sinon.

3.3.2 Ordonnancement de la matrice de similarité

La deuxiéme étape consiste a déterminer l'ordre des sommets de Mg, c’est-a-dire que les
sommets d’'une méme composante connexe doivent étre consécutifs. Cela donc rend les sommets
similaires dans une méme classe, et de découper My, en blocs homogenes (puisque si vy et vy ne
sont pas dans la méme composante connexe, alors uxy = 0). Un bloc est une sous-matrice pour
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laquelle les sommets sont connexes entre eux. Ce procédé est récursif pour chaque sommet de la
matrice Mg;m, et s’arréte quand il n’y a pas des sommets non regroupés. Soit Cj, la k° communauté
ainsi obtenue et 7 le nombre de sommets contenus dans cette communauté, nous obtenons une

matrice de similarité ayant une forme diagonale par blocs, notée /\/lls’é?ﬁ, et définie par :

(71 ()uz ()IK
bloe — O (o O
Ok1 Ok2 Ck

Chacun des blocs Cy vreq1,..., k) est une sous-matrice carrée de taille 7y X 7, associé a sous graphe

’a’k = (Vo,, Ex) C G4 induit par la k° communauté Cy, de G Les périphériques (Oke) g requ, ..., K}, k20
sont des matrices nulles rectangulaires de taille 1, x 7. Par suite, on peut extraire, a un certain
seuil a, une partition I, des communautés a partir de la matrice Mgi%, telle que donnée suivante :

Mo = M. Crvkeq,...y = {C1,- ., Ck } (3.6)
A cet égard, nous considérons une illustration tres simplifiée avec une petite base de données

V1 V2 Vg UYUg U

ot

tt/1 0 1 1 0

tLlo 11 0 1

ts]1 1 1 0 1
D =

ta#]1 1 0 0 1

11 1 1 0 1

tt\0O 1 1 0 1

Pour ce faire, nous fixons minsup = 2/6 et faisons varier a. Un a qui détermine la meilleure
partition est appelé a optimal. On entend d’un « optimal lorsqu’on augmente sa valeur, il n’y aura
pas de fusion dans les étapes suivantes qui donnerait une meilleure similarité. Apres avoir varié «,
on obtient @ = 0.01 comme un « optimal, et la matrice de similarité associée est donnée ci-apres :

V1 (%) V3 Vs

vy /0 0 1.00 0

S w0 0 0 100
Mam= 110 0o 0o 0
vs \ 0 1.00 0 0

Nous observons que vy a été supprimé du fait qu’il n’est pas fréquent. A partir de la matrice de

similarité M;,, nous construisons la matrice de similarité par blocs M%°¢ donnée par :

U1 U3 V2 (%
v /0 1.00 0 0 0 1.00
Mbloc _ 3 0 0 0 0 | _| o o
va | O 0 0 1.00 0 1.00
vz N0 0 1.00 0 O li00 o

47




CHAPITRE 3. CONTRIBUTIONS A LA REPRESENTATION DES REGLES D’ASSOCIATION PAR DES GRAPHE ET ARBRE

Ce résultat fait apparaitre deux blocs homogenes, soit une partition I, = {(v1,v3), (va, vs)}.

Cette étape sera synthétisée a l'aide de l'algorithme 13, appelé RESIMA (Reorganizing Simi-
larity Matriz). Ainsi, notons par 7 le compteur d’éléments pour chaque classe, et ¢ le nombre de
lignes/colonnes supprimées. L’algorithme RESIMA prend en entrée la matrice de similarité trouvée
a I’étape 1, et donne en sortie une matrice diagonale par blocs d’ordres respectifs 71, ..., 7k.

Algorithm 13 RESIMA (Reorganizing Similarity Matrix)

Require: Une matrice de similarité Mim = (fuw)pxp-

Ensure: Une matrice diagonale par blocs /\/ll;lz‘;,f d’ordres respectifs 1y, ..., 7.
L0+ 0;i+1;5+2;7+1;C « {m}; /* {,i,j,7 variables intermédiaires */
2: repeat

3: while (uj; +pj #0 ([ £>p—3j—1) do

4: permut (ul, j], ul, p — €]) s permut (u[5,], ulp — £,1) 5 € < €+ 1;

5.  end while

6: if (,uij + Hji 7é 0) then

7 if (Cx N{p;} =0) then

8: T T+1;j+5+1;Cp+ CrU{p;};

9: end if

10:  else

11: if (i < 1) then

12: 1—14+1;7+7+1;7+0;

13: else

14: if (i <p—3) then

15: Tk k+1;Cr{pp1}; 7 7+1ii+1;j+j+1;
16: else

17: if (i <p—2) then

18: Me <= T3 k< k+ 15 Cp = {pig1, piva pis}s me 4 7+35 j < j+1;
19: else

20: Mk T3 k< k+1; Cp < {pig1, prigatsme < 7+2; < j+1;
21: end if

22: end if

23: end if

24:  end if

25: until (j > p)

26: (1 < 113

27: for (i =2 to k) do
28 G Mi—Mi-1;
29: end for

3.3.3 Configuration algorithmique de graphes implicatifs

La troisieme et derniére étape de l'algorithme IMGRAPH, configuration de graphes implicatifs

Go = (V, E) au sens de la définition 38, s’effectue au niveau de la matrice diagonale par blocs Mo

trouvée a I’étape 2 ci-dessus. Cela consiste a construire, pour chaque communauté {Ck}ke{l,...7 K}
de MPloc les sous graphes G/a,k = (Vo Ex)requ,...ky de Ga, ot Vg, (resp. Ej) est I'ensemble

stm?

des sommets (resp. d’arcs) associés a Cj. Cette configuration est résumée dans 'algorithme 14,
dénommé CIMGRAPH. L’algorithme CIMGRAPH prend en entrée la matrice de similarité M5¢ par

blocs, et retourne en sortie ’ensemble des graphes implicatifs constitué d’un enemble des sommets
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V et celui d’arcs E. En particulier, soient x — y et y — z deux certaines régles, la fermeture
transitive x — z est acceptée lorsque mgk(z, z) est supérieur ou égal a la neutralité (i.e., > 0,5).

Soit Vg, un ensemble de sommets d’une communauté Cj. Pour chaque communauté de Mo le
Algorithm 14 CIMGRAPH (Constructing Implicative Graph)
Require: Une matrice Ml;i‘,’ﬁ = (v;;) diagonale par blocs d’ordres respectifs n1,...,7x.
Ensure: Un graphe implicatif G, = (V, E)
LE+Q;h+1;0+0;p+mn; /* h,l,p variables intermédiaires */
2: repeat

3: for (i=¢+1top)do

4: for (j=¢+1top)do
5: for (k=¢+1top) do
6: if (v;; # 0) then
7 if (Uij-vjk 7& 0) then
8: if (i 2k A vy >0.5) then
9: E <« EBEU{(i,j),(J, k), (i,k)};
10: else
11 E<—EU{(’L7])7(3’I€)}7
12: end if
13: else
14: E«+ EU{(i,j)};
15: end if
16: end if
17: end for
18: end for
19:  end for
20:  if (h < K) then
21: b Ll4n;h—h+1;p—L+n;
22: else
23: h+<h+1
24:  end if

25: until (h > K + 1)

processus de construction est récursif, et s’arréte lorqu’il n’y a pas de sommets non enchainés.

3.4 CAHI, un algorithme d’arbres hiérarchiques orientés

A notre connaissance, la littérature s’est beaucoup intéressée au probleme d’arbres hiérar-
chiques non-orientés (CAH, classification ascendante hiérarchique), trés peu d’approches traitent
le probléme d’arbres hiérarchiques orientés. Nous pouvons néanmoins citer le modele pionnier
[Ler08, GRMG13] basé sur l'intensité d’implication [GAB'96]. Cependant, comme nous venons
de constater que ce modele pose plusieurs limites. Entre autres, il produit de treés grand nombre
des regles qui bruitent ’arbre, dont la majorité sont des redondances. Une autre lacune repose
du fait qu’il ne propose aucune technique de partitionnement d’arcs, alors que celui-ci apparait
trés central en classification, car il structure ’arbre. Pour surmonter ces limites, nous avons pro-
posé dans [BJT22a] un nouvel algorithme, appelé CAHI (Classification Ascendante Hiérarchique
Implicative), permettant la construction d’arbres hiérarchiques orientés. CAHI fonctionne a peu
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pres avec le méme principe que IMGRAPH. Il se divise aussi en 3 étapes. (i) Construction d’une
matrice de cohésion en utilisant la nouvelle mesure de cohésion cohmgk définie dans 1’équation
(3.2). S’ajoute & cela une stratégie d’élagage des redondances. Il s’agit, & notre connaissance, de
la premiére tentative d’éliminer les redondances dans le cadre d’arbres hiérarchiques orientés. (1)
Construction des classes homogenes a partir de la matrice de cohésion trouvée a l'étape 1. (ii7)
Configuration algorithmique d’arbres hiérarchiques suivant les classes trouvées a ’étape 2.

3.4.1 Construction d’une matrice de cohésion

La construction d’une matrice de cohésion consiste a calculer la cohésion pour tous les couples
possibles des sommets de V. Cela permet de sélectionner les meilleures regles d’association. Ainsi,
le calcul d’une matrice de cohésion, tout comme calcul de matrice de similarité, passe également a
Iélagage des regles redondantes en faisant appel 'algorithme CONCISE [BT21a], particulierement
lalgorithme CBNR (algo. 4, chapitre 2). On est donc ramené au résultat de I’étape 1 de I'algorithme
IMGRAPH. Précisément, on obtient le méme ensemble de regles d’association positives et négatives
qui a été stocké sous forme matricielle M de ’équation (3.5) ci-dessus. Par suite, la matrice de
cohésion, notée Mon = (fike)1<k,e<|v|—n> S'Obtient en se ramenant tous les coefficients non nuls de
la matrice M, au coefficients cohésions via la mesure cohmgk de (3.2), ce qui peut se ramener a

cohmgk(vi,ve), si mgk(vg,ve) > 0.5;

Meon = (3.7)

0, sinon

ou h’ est le nombre des motifs (i.e. lignes et colonnes) supprimés lors de la transformation.

3.4.2 Ordonnancement d’une matrice de cohésion

Tres souvent, I'ordre initial de la matrice de cohésion M., ne donne pas une bonne classifica-
tion, cette deuxieme étape permet de retrouver un ordre des sommets qui soit compatible avec les
structures trouvées a ’étape 1. Cela consiste a regrouper les lignes et colonnes de M., c’est-a-
dire que les sommets d’une méme composante connexe doivent étre consécutifs. Donc, cela permet
de découper la matrice de cohésion M., en blocs homogenes. Cette technique est récursive pour
chaque sommet associé a M., et s’arréte quand il n’y a pas des sommets non-regroupés. On
entend d’un bloc une sous-matrice pour laquelle les sommets associés sont connexes entre eux. Soit
C} la k° communauté ainsi obtenue et 7, le nombre de sommets contenus dans cette communauté.

La matrice M., devient alors en une matrice diagonale par blocs, notée Mlc’é‘}f, et donnée par :

Ci O -+ Oix
Mbloe — O Co -+ O
Ork1 Or2 -+ Ck

Chacun des communautés Cy vie(1,... i} €st une sous-matrice carrée de taille ng X g, associé a sous-
arbre H}, = (Vi,,, Ex) C H induit par la k° classe C, de M9 Les périphériques (Ore)keeqn, ..., K} kbt
quant a elles sont des matrices nulles rectangulaires de taille 7 x 7,. On obtient ensuite, a un seuil
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«, une collection I, de partitions d’arbres tirées de /\/llc’f)‘;f telle que donnée dans la relation (3.8)

o = MUY Crvreqr,..iy = {C1, ..., Ck} (3.8)

si et seulement si les assertions ((i) Cx # 0,Vk € {1,..., K}, (i1) Upeqr,. k3 Ckx = V et (idd)
CrNCy =0,Vk # k', on V est 'ensemble des sommets associés a ./\/lf’:f)‘}f) sont vérifiées. La mise en
ceuvre de cette étape s’obtient en adaptant l'algorithme RESIMA (Algorithme 13) ci-dessus.

3.4.3 Configuration algorithmique d’arbres hiérarchiques

La troisiéme et derniére étape de CAHI, configuration algorithmique d’arbres hiérarchiques,
s’effectue au niveau de la matrice M’;f)‘;f trouvée a I’étape 2. Cela consiste a construire les sous-arbres
Hi = (Vo Ek)keqr,.. ky» associés a K communautés {C}reqr,.. k}- Cette étape est synthétisée a
laide de 'algorithme 15, appelé IHTREE (Implicative Hierarchy Tree). Cet algorithme prend en

entrée la matrice M?9¢ et donne en sortie les sous-arbres pour chaque communauté possible, en

coh
faisant appel a une procédure secondaire FINDMAX (Algorithme 16) qui recherche, au processus
de parcours d’une certaine communauté dans Mgﬁ,‘}f, le coefficient maximal. A cette fin, il procéde

le principe suivant. Soit C}, = (ci;)1<ij<n, une k° communauté de /\/llc’lo‘}f, et Vg, un ensemble de

Algorithm 15 Algorithme THTREE

N . 4s bloc _ . . .
Require: Matrice de cohésion M25¢ = {coh(vi,vj) i<ij<n

Ensure: Arbre hiérarchique orienté H

1. H=0

2: for (k=1to K) do

3 M MY O 05 Hi + 0 /* { variable intermédiaire */
4:  for (i =1 to n;) do

5: C’i(o) — {v;} /* Générer des classes singletons */
6: end for

T repeat

8: © «+ FINDMAX (M)

9 OtV (Ch, Ch. )

10: if (HxNCyt' =0) then

11: Hy (Hk U Cf-H) ;

12: else

13: Hy  (Hi\(He nCTHHYUCT);

14: end if

15: reorganize M /* Réorganisation de M aprés certaines combinaisons des classes */
16: (041,

17: until (¢ > n — 2V O.max est faible)
18: H<+— HUH

19: end for

20: return H

sommets de Cj. Pour chaque v;,v; de V¢, , IH'REE compare toutes les cohésions des arrangements
2 a 2 de Vg, et conserve celle, notée €71, qui correspond au meilleur coefficient, c-a-d que si ¢;; est
le plus grand élément de {¢;;;1 # i}, alors IHTREE conserve €1 = (v;, v;). Il compare ensuite toutes
les cohésions a 2 éléments & celles des 3 éléments du type (v, (v, v;)) et ((vi,v;), vk), et conserve
celle, notée %, correspondant au maximum retenu, et ainsi de suite. En repétant ce processus

o1



CHAPITRE 3. CONTRIBUTIONS A LA REPRESENTATION DES REGLES D’ASSOCIATION PAR DES GRAPHE ET ARBRE

jusqu’a ce que les sommets de Vi, soient enchainés. La condition d’arrét porte a la fois sur le
nombre d’itérations et la stabilité des classes. Il est parfois difficile, & cause des problémes d’arrondi
informatique, d’imposer que la partition obtenue soit stable. Partant d’'un autre bloc, IHTREE
construit comme précédemment les sous-arbres, et s’arréte s’il n’y a pas de bloc non visités.

La procédure FINDMAX (Algorithme 16) prend en entrée une communauté de M5, et re-
tourne en sortie le triplet © composé de 3 champs, & savoir max le coefficient maximal de telle
communauté, et ses coordonnées lya.x €t cmax qui correspondent respectivement aux indices de

ligne et de colonne du coefficient max, donc spécifient la cellule contenant le coefficient max.

Algorithm 16 Procedure FINDMAX

Require: Matrice carrée M = (tij)nxn
Ensure: La donnée © = (max, lax, Cmax) /* max coefficient maximal de M, ly.x (resp.
Cmax) ligne (resp. colonne) correpondant & max */

1 vg = p11; 0415 5+ 2;

2: repeat

3:  repeat

4: if (Uo < Mij) then

5: Uo%ﬂw;@%(@o,i,j);
6: end if

7 j—i+1;

8 until (j=n+1)

9: 14 1+1;7+1

10: until (i =n+1)

: return ©

—_
—_

3.5 Package rchicmgk

Le package rchicmgk est le fruit informatique des travaux a la fois sur la fouille de données et sur
Panalyse statistique implicative (ASI). Il s’inscrit dans le domaine de visualisation d’informations,
notamment visualisation graphique d’un ensemble des régles d’association. Il se base ainsi sur des
techniques de représentations visuelles et interactives pour permettre a 'utilisateur d’explorer de
grandes quantités d’informations dans ses données. Dans la littérature, différentes techniques ont été
proposées. Nous citons entre autres, le package arules [Bor03], basé sur la mesure confiance Con f
d’Agrawal [AIS93, AS94]; le logiciel CHIC [GKBO03, GRMG13], basé sur I'Intensité d’implication
¢ [GAB96], et logiciel RCHIC [CG15, CP15] qui est une extension de CHIC sous R en ajoutant
la mesure implifiance [GCG15]. Précisément, I'implifiance est la combinaison des ¢ et Conf. Etant
données les limites respectives des Con f et ¢ (chap. 1 et 2) que I'implifiance pergoit, nous proposons
un nouveau package, nommé rchicmgk [BJT22a, BJT22b] a l'aide des nouvelles mesures plus
sélectives mgk (équation (2.9)) et cohmgk (équation (3.2)), présentées dans tels chapitres 1 et 2.

Le package rchicmgk est une extension du prototype CHIC-Mgg que nous avons développé
dans ma these de doctorat [Bem16]. Précisément, rchicmgk a initialement été congu pour le graphe
implicatif selon Mgg. Il est actuellement amélioré a l'instar de la nouvelle mesure statistique
mgk [BT20c]. Par ailleurs, nous avons congu de nouveaux programmes permettant la construction
d’arbres hiérarchiques, en collaboration avec Raphaél Couturier (Université de Franche-Comté,
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France). Concrétement, rchicmgk est une bibliotheque d’analyse et de visualisation graphique d’un
ensemble des regles valides en utilisant plusieurs algorithmes tels que CMG [BT21a] pour 'extrac-
tion des motifs fréquents, CONCISE [BT21a] pour la génération des regles, IMGRAPH [BJT22b]
pour la construction de graphes, et CAHI [BJT22a] pour I’élaboration d’arbres hiérarchiques.
Développée au fin de représentation graphique d’un ensemble des regles valides, rchicmgk traite
des données binaires. Il s’articule alors autour de 2 phases : préparation et traitement de données.

3.5.1 Préparation de données

Ce module est consacré a la collecte et au prétraitement des données qui seront ensuite utilisées
aux processus d’analyse et de représentation graphique des connaissances véhiculées dans ces don-
nées. En général, les données sont décrites par un tableau numérique ou chaque colonne correspond
a un motif de Z, chaque ligne correspond & une transaction de 7. Afin de les ramener en binaire, on
note par 1 si le motif ¢ est présent dans la transaction ¢ (i.e., t[i] = 1) et 0 sinon. Une binarisation
permet alors d’obtenir des attributs qui s’organisent en contexte D = (7,Z,R) ou chaque transac-
tion ¢t € T est en relation selon R avec un ensemble d’attributs Z. Les variables-intervalles peuvent
étre découpées en différents intervalles a partir d’un nombre d’intervalles choisi par 'utilisateur. Le
package rchicmgk prend en charge des fichiers au format csv. Notons d’ailleurs qu’il est possible
de générer des données en respectant ce format grace aux outils quelconques du logiciel R 2.

3.5.2 Traitement de données

Nous commengons par charger tout d’abord la bibliothéque rchicmgk dans un shell R (Rstudio
par exemple) en utilisant la commande 1ibrary (rchicmgk). Comme prévu, rchicmgk propose deux
volets graphiques, a savoir graphe implicatif et arbre hiérarchique. En exécutant la commande
rchicmgk(), une boite & outils s’affiche pour que l'utilisateur choisisse l'option pour le graphe
implicatif ou pour ’arbre hiérarchique. Nous allons maintenant les présenter dans cet ordre.

Graphe implicatif. Deés que rchicmgk a généré 'ensemble des régles valides, il est possible de
construire un graphe implicatif a partir de cet ensemble des regles valides. Dans la pratique, 4 seuils
sont disponibles et rchicmgk propose des couleurs différentes pour les identifier. L'utilisateur peut
disposer les valeurs comme il le souhaite. La figure 3.1 représente un exemple de graphes implicatifs

WA12 WAD WA16 WAS WA22

WA2 WAI1T WAG WA3 WA18 WA10 WA21

Figure 3.1 — Un exemple de graphes implicatifs & une certaine base de données

mené a une certaine base de données, aux seuils a = 1% (arcs rouges), 5% (arcs verts), 10% (arc
bleu) et 15% (arcs bleux ciels). Comme le nombre de regles peut étre important, ['utilisateur a la

2. http ://cran.r-project.org/
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possibilité de sélectionner uniquement certaines variables lui semblent utiles pour son interprétation.
Dans ce cas, il peut supprimer temporairement les variables désirées grace a une boite de dialogue
prévu a cela. Ensuite, rchicmgk met & jour & nouveau ’ensemble de graphes, sans faire de calculs,
car il les calcule une fois pour toute au début de chaque nouveau graphe, et les mémorise. Autrement
dit, méme si I'utilisateur sélectionne ou désélectionne certains motifs, puis change le seuil d’affichage
des regles, le package rchicmgk met a jour les graphes sans aucun calcul supplémentaire. Cela
permet a l'utilisateur de mettre en évidence les caractéristiques importantes de ses données.

Il est possible de sauvegarder I'état d’un graphe, i.e. la disposition des motifs, les seuils d’im-
plication, la sélection ou non de chaque motif. Ainsi, I'utilisateur peut reprendre un graphe qu’il
avait organisé soigneusement lors d’une précédente session. De plus, il est possible de sauvegarder
plusieurs états sur le méme graphe, et ainsi mettre en évidence différentes parties du graphe.

Arbre hiérarchique orienté. L’arbre hiérarchique orienté, tout comme le graphe implicatif,
s’obtient aussi a partir d’un ensemble des régles d’association valides selon les parameétres choisis
par I'utilisateur. Cet arbre peut s’apparenter & une méthode de classification orientée. Comme nous
I’avons formalisé, une regle d’association est aussi appelée classe, elle agrege alors deux variables
dans sa forme la plus simple. A chaque niveau de la classification, le package rchicmgk choisit
la meilleure classe (i.e., classe qui possede la plus grande cohésion). Ensuite, a chaque étape, le
package rchicmgk calcule un ensemble de nouvelles classes a partir des classes présentes dans la
hiérarchie. Pour créer une nouvelle classe, on agrege une classe existante avec soit une variable
qui n’a pas été agrégée pour l'instant, soit avec une autre classe de la hiérarchie. Néanmoins,
chaque couple de variables lors de I'agrégation de deux classes doit avoir une cohésion valide.
Par exemple, la formation de la classe ((a,b),c) nécessite que les classes (a,c) et (b,c) soient
valides. La classe ((a,b), c) représente la regle (a — b) — ¢ telle que la classe (a,b) soit cohésive
et que celle-ci soit cohésive a c. L’exemple de la figure 3.2 ci-apres représente la hiérarchie orientée
obtenue avec le méme jeu de données que le graphe implicatif de la figureé 3.1 ci-dessus. Au

W W W w WOV WOWOWOW WV WY
WWw AWAWWWW A AWAAAAAAAAAW
AATATAAAATTATT T T 1 21 2 2 A
8 7 011 49% 6 53 2245628709213

oL

Figure 3.2 — Un exemple d’arbres hiérarchiques orientés

premier niveau de la hiérarchie, on remarque que la classe (WA12,WA2) est créée. Elle représente
la régle d’association W A12 — W A2 avec une cohésion plus forte que tous les autres couples. Ce
premier niveau de la hiérarchie est d’ailleurs significatif comme l'indique la fleche rouge. Plus loin
de cette hiéarchie, la classe (W A13, (W A12, W A2)) est formée, et représente la régle d’association
WA13 — (WA12 — W A2), c’est-a-dire WA13 — W AI12AW A2. Par construction, ce processus est
récursif pour chaque communauté et s’arréte des que la cohésion des classes candidates est faible.
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3.6 Evaluation expérimentale

Dans cette section, nous évaluons nos algorithmes IMGRAPH et CAHI pour les deux types de
représentation graphique que nous proposons, comparés a ceux de Gras et al. [GRMG13] et menés
sur quelques bases de données de la littérature, en commencant par décrire le protocole expérimental
(sous-section 3.6.1), puis discutant les résultats obtenus de I'approche (sous-section 3.6.2).

3.6.1 Protocole expérimental

Nos algorithmes IMGRAPH et CAHI ont été implémentés sous le package rchicmgk, alors que
[GRMG13] sous l'outil rchic [CG15]. L'outil rchic est une bibliotheque implémentée sous R qui
integre aussi le graphe implicatif et 'arbre hiérarchique, basés sur l'intensité d’implication ¢ de
Gras. L’objectif de nos expériences est de quantifier les bénéfices apportés par nos algorithmes
comparés a ceux de [GRMG13] tant sur le plan de partitionnement que des performances.

Sur le plan de partitionnement d’arcs, nous avons sélectionné deux petites bases (moins denses
et ni volumineuses), & savoir iris et car de 'UCI?, qui décrivent respectivement de propriétés des
plantes et automobiles dont les caractéristiques sont données dans le tableau 3.2. Précisément, ce

Table 3.2 — Caractéristiques des bases iris et car

Database IT| | |Z| | Type de données | Taille | ¢l
iris 150 | 15 real dataset 2250 | 3
car 1081 | 19 real dataset 20539 | 2

tableau 3.2 résume le nombre de transactions |7, le nombre de motifs |Z|, la taille de données (i.e.,
|T'| x |Z|), et cl le nombre de classes initiales. Le choix de ces bases est motivé par leur volumétrie
trés limitée pour bien comparer de maniére visible les résultats avec notre compétiteur [GRMG13].

Au niveau des performances, nous avons sélectionné les mémes bases de données que nous avons
utilisées dans le chapitre 3 (cf. tableau 2.2), qui sont rappelées ci-apres. Comme cela avait été décrit,

Table 2.2 - Caractéristiques des bases d’expérimentations

Database |T| IZ| | |T]| p | Type de données Taille
Chess 3 196 75 37 | 49% game steps 239 700
Connect 67 557 129 43 | 33% game steps 8 714 853
T40I10D100K | 100 000 | 1 000 | 40 | 4% | synthetic dataset | 100 000 000
Pumsb 49046 | 7117 | 74 | 1% census data 349 060 382

ce tableau 2.2 résume pour chaque base le nombre de transactions |7, le nombre de motifs |Z|, la
taille moyenne de transactions |71, la densité p = |T/|Z| de données, et la taille de données (i.c.,
|T'| % |Z|). Le choix de ces bases de données est motivé par leurs caractéristiques trés denses et/ou
volumineuses afin d’identifier les performances des algorithmes. Certaines bases comme Chess et
Connect sont tres denses, et d’autres comme T40I10D100K et Pumsb sont moins denses mais tres
volumineuses de tailles respectives 100 000 000 et 349 060 382. Tous les tests ont été effectués sur
le méme PC précédemment, en fixant le minsup = 0.02 et faisant varier le niveau de risque a.

3. http ://archive.ics.uci.edu/ml/
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3.6.2

Evaluation de partitionnement.

Résultats et discussions
Les figures 3.3 et 3.4 décrivent les graphes implicatifs pour

IMGRAPH (haut) et [GRMG13] (bas) extraits dans iris et car a un seuil critique aw = 0.5 qui est

un seuil a partir duquel une régle d’association commence a étre significative.

On remarque tout
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Figure 3.4 — Graphes implicatifs pour IMGRAPH (haut) et [GRMG13] (bas) avec car et o = 0.5.
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d’abord que quand « diminue (c’est-a-dire quand le critére de validation devient plus strict), les
classes deviennent de plus en plus séparées, et de moins en moins denses. Sur la figure 3.3, nous
observons que les deux approches restituent, pour chacune, 3 partitions. Elles fournissent donc un
partitionnement qui suit les communautés existantes dans la base de données iris. Pour estimer
le bénéfice de 'IMGRAPH versus [GRMG13], nous mesurons le nombre d’arcs échangés entre les
partitions retenues. Nous observons que notre algorithme IMGRAPH réduit considérablement le
nombre d’arcs pour chaque partition. Cela s’explique du fait que cet algorithme IMGRAPH utilise
une technique de partitionnement trés puissante permettant d’élaguer des arcs redondants que
Papproche de Gras [GRMG13]| ne fait pas. En effet, 21 arcs sont nécessaires pour analyser la base de
données iris pour notre approche, tandis que 33 sont transmis avec 'approche de Gras [GRMG13],
soit une baisse de 37% des régles restituées. Sur la figure 3.4, notre algorithme IMGRAPH engendre
2 classes, alors que [GRMG13] fait une seule classe couvrant la totalité des arcs significatifs du
graphes, au seuil de risque o = 0.5. Cette différence du nombre de classes valide notre intuition
selon laquelle IMGRAPH présente un bon nombre de partitions. L’approche de Gras [GRMG13]
quant a elle ne parvient pas a retrouver des classes de facon appropriée, et engendre souvent de
classes trés denses comme nous voyons sur la figure 3.4 (bas). De cette figure 3.4, l'algorithme
IMGRAPH engendre 24 arcs pour la base car, alors que [GRMG13] fait 48, soit une baisse de 50%.
Au dela du partitionnement, les figures 3.3 et 3.4 mettent en évidence le pouvoir discriminant
de 'TMGRAPH versus [GRMG13]. Cela est 1ié & la mesure de qualité utilisée. En effet, IMGRAPH est
basé sur la mesure plus sélective mgk. [GRMG13] quant & lui est basé sur 'intensité d’implication
@ qui est trés collée a la valeur maximale 1, ce qui conduit a des classes trompeuses qui vont
bruiter le graphe. Autrement dit, ¢ est toujours supérieure a mgk, pour les deux données. Cette
différence se voit pour toutes les communautés des figures 3.3 et 3.4 lorsqu’on compare les poids
des arcs induits par ces deux approches. Par exemple, avec les mémes communautés précédemment
considérées, mgk(Versicolor, Petal Width.2) = 0.93 alors que ¢(Versicolor, Petal. Width.2) =
0.96. Clairement, l’algorithme IMGRAPH est plus discriminant que 1’approche de [GRMG13].
Nous continuons notre analyse sur ’arbre hiérarchique orienté. Nous comparons notre algo-
rithme CAHI avec [GRMG13]. Les résultats, extraits avec les mémes bases iris et car précédem-
ment, sont représentés sur les figures 3.5 et 3.6 ci-apres dont CAHI & gauche et [GRMG13] a droite.
Les dégrés de cohésion sont résumés dans les tableaux 3.3 et 3.4 ci-dessous lesquels la cohésion plus
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Figure 3.5 — Classification pour CAHI (gauche) et [GRMG13] (droite) avec iris

significative (resp. moins significative) correspond & un niveau d’arbre plus haut (resp. treés bas).
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Nous remarquons que quelques partitions engendrent des motifs qui n’apparaissent pas dans le

Niveau 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cohmgk | 1 | 1] 099 | 099 | 098 | 098 | 098 | 0.94 | 0.94 | 0.86 | 0.81 | 0.65
Cohyp 111 1 1 1 1 1 1 0.99 | 0.99 | 0.99 | 0.88

Table 3.3 — Cohésions par niveau d’arbres pour la base de données iris
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Figure 3.6 — Classification pour CAHI (gauche) et [GRMG13] (droite) avec car
Niveau 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Cohmgk | 099 | 0.99 | 0.99 | 0.99 | 0.99 | 0.98 | 0.96 | 0.91 0.90 | 0.87 | 0.80 | 0.76 | 0.73
Cohyp 1 1 1 1 1 1 1 1 0.99 | 099 | 0.90 | 0.79 -

Table 3.4 — Cohésions par niveau d’arbres pour la base de données car

graphe. Par exemple, si ’on considére la derniére partition (extréme gauche, fig. 3.5), des nouveaux
motifs Petal. Length.2 et Sepal.Length.2 apparaissent, mais non dans le graphe. Cela s’explique du
fait que 'arbre prend en compte les motifs faibles si la cohésion reste encore significative, mais il
ne tient pas compte un seuil a priori. Dans la figure 3.5, IMGRAPH et [GRMG13] restituent, pour
chacun, 3 partitions en 12 classes. Ils s’en distinguent cependant au niveau de sélection des variables
intra-classes. En effet, toujours de la partition 3 de la figure 3.5, ’algorithme CAHI sélectionne, sur
le premier niveau, le couple (Petal. Width.3, Virginica), tandis que I’approche de Gras [GRMG13]
consideére la classe (Petal.Length.3, Virginica). Dans la figure 3.6, CAHI engendre 6 partitions alors
que [GRMG13] fait 7. Etant donné qu’un grand nombre de partitions conduit & un grand nombre de
classes répliquées. Autrement dit, CAHI obtient encore de meilleures partitions versus [GRMG13].

En terme de discrimination (ou de précision), nous retrouvons les mémes observations que
précédemment : CAHI est meilleur que [GRMG13]. Cela est encore lié a la mesure de qualité
utilisée. Comme nous I'avons signalé, CAHI est basé sur la mesure plus discriminante cohmgk,
tandis que ’approche de Gras [GRMG13] sur cohg. Nous observons, d’apres les tableaux 3.3 et 3.4,
que cohyp est toujours supérieure a cohmgk quel que soit le niveau d’arbres, et reste tres collée a
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la valeur maximale 1 méme si le niveau d’arbres est déja bas, ce qui conduit donc a des confusions
de classes en terme de classification. Par exemple, cohp reste égal a 1 des niveaux 1 a 8, pour les
2 jeux de données. Cela s’explique du fait que cohy hérite les mémes défauts que sa primitive .

Evaluation de performances Cette partie expérimentale a été menée de maniere a (i) mésurer
le comportement de nos mesures de qualité mgk et cohmgk comparé respectivement a celui de ¢
et cohyp de Gras et al. [GRMGI13], a (i7) mesurer la taille de classes pour différentes partitions
induites par nos algorithmes IMGRAPH et CAHI versus [GRMG13], & (zii) mesurer la précision de
classification par nos algorithmes IMGRAPH et CAHI par rapport a celle de [GRMG13], et enfin a
(1v) évaluer les temps d’exécution de nos deux algorithmes comparés a ceux de [GRMG13].

(i) L’analyse comportementale de nos mesures de qualité s’effectue au niveau du nombre de
classes dans différentes partitions induites par celles-ci versus ceux de [GRMG13]. Il existe bon
nombre d’indices de validité d’une classification pour comparer les résultats d’un partitionnement.
Nous pouvons citer, le facteur de mérite [MDO09], la performance [For10], I'influence globale [GL10],
et la mesure de surprise [AM11]. Cependant, la plus classique et sémantiquement appropriée a
notre analyse étant la modularité selon Newman [NG04, New06]. Le principe consiste & rassembler
les noeuds de telle maniere qu’il y ait le maximum d’arétes a l'intérieur d’une communauté et le
minimum d’arétes entre les communautés. Formellement, étant donné un graphe G(V, E) d’une
paire des ensembles de sommets V' et d’arétes F, la modularité d’'une communauté C est définie :

2

ne do

o(0) =18~ (510 (3.9)
|E] \2|E]

ol n¢ est le nombre d’arétes dans C, d¢ est la somme des degrés des noeuds appartenant a C' et

|E| = 3> ¢ dc est le nombre total d’arétes dans G(V, E). Etant donnée II = {Cy,---,C)} une

partition de G(V, E), la modularité de II est la somme des modularités de communautés, soit

m — no _(do 2) 3.10
@t C§I<|E| (3) (310)

Dans le cas d’une partition ayant une seule communauté C' couvrant la totalité du graphe, on a
nc = |E| et do = 2|E|, soit une modularité nulle. Dans le meilleur des cas, la partition est formée

de k-cliques non connectées entre elles. Dans ce cas, la modularité est égale a ‘—Jg' — (ﬁ)Q Dans
le cas plus défavorable d’une partition singleton avec un seul nceud par communauté, on a ng = 0
pour toute communauté, soit une modularité négative. Pour un graphe de 2 nceuds reliés par une
aréte, chaque noeud étant dans une communauté, la modularité est minimale et vaut —1/2.

Il est possible de reformuler la modularité en prenant en compte la matrice d’adjacence TI'.

Comme nous nous inscrivons dans un graphe pondéré, la formule (3.10) ci-dessus devient :

Q) = 2|1E| sz: (%’j - ;ﬁ) §(Ci,Cy) (3.11)

ou 7;; représente le poids des arcs entre i et j, kj = >, est la somme de poids des arcs attachés
au neeud [, C; est la communauté a laquelle appartient le nceud [, 2|E| = >i.; Yig» et la fonction
de Kronecker §(u,v) est égale a 1 si u = v et 0 sinon. Plus précisément, la modularité de I’équa-
tion (3.11) est la somme pondérée pour toutes les communautés de la différence entre les arétes

LN et s , ey 2 ~ kik;
observées a l'intérieur de la communauté (terme +;;) et la probabilité de ces arétes (terme ﬁ)
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A cette fin, nous avons utilisé les données du tableau 2.2, et considéré 250 partitions produites
par chacune des mesures comparatives. Les résultats sont reportés dans la figure 3.7 ci-apres. La
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Figure 3.7 — Modularité en fonction du nombre de classes produites par mgk, cohmgk, ¢ et cohyp

modularité montre une forte dépendance avec le nombre de classes dans la partition, quelles que
soient les données. De fagon globale, la modularité présente des valeurs quasiment différentes pour
ces indices de qualité. Cependant, nous observons que les valeurs associées a ¢ et cohy sont les
plus élevées pour certaines partitions. Ceci est attendu, car elles présentent de tres grosses classes,
et donc le nombre de regles intra-classes est tres important. Cela s’explique du fait que ¢ et cohy
ne sont pas congus pour 1’élagage des regles redondantes, et qu’ils sont moins discriminants. Au
dela des valeurs élevées, la mesure ¢ présente de tres faibles variations, et rejoingne rapidement
vers zéro. Cela conduit & une partition d’une seule classe couvrant la totalité du graphe. La mesure
cohyp, quant a elle, présente un nombre trés important de classes de grosses tailles. Nos méthodes
de partitionnement, basées sur nos mesures de qualité mgk et cohmgk, présentent un bon équilibre
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de point de vue structure des classes (i.e., absence de trés grosses classes et faibles proportion de
classes de petite taille). Cela montre que notre stratégie de partitionnement, capable de discriminer
une classe parmi d’autres et d’élaguer les redonndances, dépasse comme attendue la méthode de
Gras et al. [GRMGI13]. D’autre part, cette expérience illustre implicitement le bénéfice de notre
approche pour la génération de régles d’association négatives que [GRMG13] ne peut pas traiter.
De fagon implicite, les regles négatives obtenues ne font pas baisser la qualité de notre classification.

(73) Sur I’évaluation de cardinalité de classes induites par nos algorithmes IMGRAPH et CAHI
versus [GRMG13], nous considérons 250 classes. La figure 3.8 reporte les résultats menés sur les
mémes bases de données du tableau 2.2. Nous retrouvons les mémes remarques que l’expérience
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Figure 3.8 — Cardinalité de classes pour IMGRAPH et CAHI versus [GRMG13]

précédente. Nos deux algorithmes (IMGRAPH & CAHI) obtiennent de fagon globale la meilleure
classification. Ils ne produisent pas de classes de trés grande taille, ni de petite taille. L’approche
[GRMG13] obtient quant a elle de classes de tres grosse taille pour toutes les bases de données, donc
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d’hétérogénéité a I'intérieur des classes. Cela s’explique du fait qu’elle ne propose aucune technique
d’élagage des régles d’association redondantes. Cet écart est tres visible pour les jeux de données
denses Chess et Connect avec la classe 50. Dans ce cas, CAHI (resp. IMGRAPH) restitue environ
500 (resp. 400) regles contre 1400 pour [GRMG13], soit une baisse de 64.29% (resp. 71.43%).

(747) Nous procédons dans ce qui suit & 1’évaluation de précision de classification pour nos deux
algorithmes IMGRAPH et CAHI. Nous avons utilisé la courbe de précision moyenne assortie des
intervalles de confiance a 95% pour quelques partitions induites par nos algorithmes IMGRAPH et
CAHI, puis par [GRMG13]. Les résultats menés sur les deux bases de données plus denses (Chess et
Connect) du tableau 2.2 sont rapportés dans la figure 3.9 ci-apres. De facon globale, nos algorithmes
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Figure 3.9 — Précision de classification selon IMGRAPH et CAHI vs [GRMG13]

de partitionnement affichent une meilleure précision moyenne par rapport a ’approche de Gras
[GRMG13]. Comme nous voyons sur cette figure 3.9, les courbes de précision de nos méthodes
(bleu) convergent beaucoup plus rapide vers la précision moyenne (rouge), et les intervalles de
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confiance restent plus réduits et plus stables par rapport a ceux de [GRMG13] (courbes vertes),
pour les deux données, ce qui valide donc nos modeles de classification. Pour la donnée Chess, nos
méthodes engendrent cependant un pic de précision assez haut (en début de simulations) que celui
de [GRMG13], mais converge rapidement de fagon monotone vers le score moyen de classification.
Cela s’explique du fait que la base de données Chess est trop dense pouvant contenir plusieurs motifs
fréquents (donc, plusieurs regles valides). Ce résultat reste néanmoins prometteur, car nous avons
considéré deux classes des régles (positives et négatives) a la fois, alors que [GRMG13] n’étudie
qu’un seul type des régles (i.e., régles positives) qui est beaucoup plus moins subtile.

(iv) Nous évaluons maintenant les temps de calcul de nos algorithmes menés a des bases de
données du tableau 2.2, et comparés a [GRMG13] en fonction du

nombre de partitions. Pour la

génération, nous considérons aussi 250 partitions. Nous constatons que les temps d’exécution aug-
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Figure 3.10 — Temps d’exécution en fonction du nombre de partitions pour IMGRAPH et CAHI vs [GRMG13]

mentent au fur et & mesure que le nombre de partitions augmentent. De fagon globale, nous voyons
que nos algorithmes (CAHI & IMGRAPH) sont quasiment similaires, et fournissent de meilleurs
temps d’exécution par rapport a [GRMG13] au cours du calcul de graphes et d’arbres. Bien qu’il
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y ait plus de regles d’association étudiées pour nos deux modeles CAHI et IMGRAPH que pour
celles de [GRMG13], leurs temps d’exécution en fonction du nombre de partitions restent encore
meilleurs. Il n’est pas surprenant que CAHI et IMGRAPH obtiennent les meilleurs résultats car ils
ont été congus particulierement pour améliorer la qualité des graphes et des arbre hiérarchiques
dans D. Cela peut étre expliqué en deux raisons principales. La premiere est di au fait que nos
algorithmes utilisent une technique reduce-acces-database permettant la réduction d’acces répétitif
aux données pour l'extraction des motifs fréquents (cf. chapitre 1). A cet effet, une donnée d’ex-
périmentation n’est parcourue qu’en partie, ce qui réduit considérablement I’espace de recherche.
La deuxiéme s’explique du fait qu’ils permettent d’élaguer les redondances dans D, ce qui réduit
aussi l'espace de recherche de fagon considérable. D’apres la figure 3.10 (pour toutes les données),
Papproche [GRMG13] obtient les moins bonnes performances en raison de I’absence d’une tech-
nique permettant ’extraction des motifs fréquents. Par conséquent, ’espace de recherche peut étre
parcourue dans sa globalité (2|I| dans le pire des cas), ce qui augmente le temps de calcul pour
la classification. Il n’y a pas non plus de stratégie d’élagage des regles d’association redondantes
dans D. En conséquence, ’espace de recherche des regles valides peut étre aussi parcouru de fagon
exhaustive, ce qui augmente aussi le temps d’exécution. A titre d’exemple, si I’on considere la don-
née dense Chess avec la partition 50, IMGRAPH (resp. CAHI) fait environ 400 (resp. 500) secondes
contre environ 4600 secondes pour [GRMG13], soit 11 (resp. 9) fois plus rapide que [GRMG13].
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Conclusion et Perspectives

Dans cette partie, je présente un bilan des principales contributions, et donne pour chacune un
bref panorama de mes perspectives de recherche.

Bilan des contributions

Nos principales contributions peuvent étre ventilées en quatre volets, qui s’articulent natu-
rellement selon 'organisation de ce manuscrit : I’extraction des motifs fréquents, la génération de
I’ensemble des meilleures regles d’association, la représentation de cet ensemble des meilleures regles
d’association valides par des graphe et arbre, ainsi que la conception du package rchicmgk.

Dans le chapitre 1, j’ai présenté mes travaux de recherche et d’encadrement de la recherche
autour de 'extraction des motifs fréquents dans une base de données. Nous y avons proposé une
nouvelle approche (formelle) permettant 'extraction simultanée des motifs fermés fréquents, mo-
tifs maximaux fréquents, et motifs générateurs minimaux associés, sur lesquels sont proposées
de nouvelles techniques de comptage des supports reduce-acces-database, et d’élagage pour l'es-
pace de recherche des motifs fréquents [BT17, BT17, BT18, BT20c]. Une deuxiéme contribu-
tion consiste en la définition d’un nouvel algorithme autonome, appelé CMG (Closed-Mazimal-
Generator), qui consiste & implémenter automatique cette nouvelle approche précédemment dé-
veloppée [BT21a, BT21b]. L’orginalité de notre approche réside non seulement & la réduction de
I’espace de recherche des motifs fréquents mais également a la réduction du temps d’exécution.

Dans le chapitre 2, j’ai présenté mes travaux portant sur la génération des meilleures regles
d’association positives et négatives. Nous avons proposé une nouvelle mesure statistique plus sé-
lective, notée mgk, capable de générer efficacement les meilleures regles d’association positives
et négatives [BT20a, BT20e]. Nous avons également proposé une nouvelle stratégie permettant de
restreindre ’espace de recherche des meilleures régles d’association [BT19a, BT20e]. Nous avons dé-
veloppé une nouvelle méthode d’élimination des redondances, sur laquelle sont définies quatre nou-
velles bases (équations (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14)) des regles non-redondantes [BT19a, BT19b],
ce qui conduit aussi a réduire I’espace de recherche. L’orginalité de nos modeles repose non seulement
a la réduction de I'espace de recherche, mais également a la réduction du temps de traitement. Ba-
sées a ces formalisations, nous avons également développé un nouvel algorithme, batisé CONCISE,
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faisant appel a deux algorithmes sécondaires CMG (algorithme 1) et CBNR (algorithme 4), et
permet d’implémenter celles-ci et toutes les regles d’association dérivées [BT21a, BT21b].

Dans le chapitre 3, j’ai présenté mes travaux de recherche sur la représentation d’un ensemble
des regles d’association valides par des graphes implicatifs et des arbres hiérarchiques. Nous avons
congu une nouvelle mesure de qualité cohmgk [BJT22a|, extension de la mesure statistique mgk,
permettant la construction d’arbres de classification hiérarchique. Les travaux sur les mesures de
qualité nous ont amené a définir formellement c’est qu'un graphe implicatif (Définition 38) et un
arbre hiérarchique (Définition 40). Nous avons proposé de nouvelles méthodes de partitionnement
des graphes et arbres hiérarchiques dans un objectif de classification. L’originalité de notre méthode
est d’exploiter non seulement la réduction de la taille de ’espace de recherche procurée par la
construction de ces graphes et arbres, mais également la réduction du temps de calcul. Basées a
ces formalisations, nous avons développé deux algorithmes successifs : IMGRAPH pour le graphe
implicatif [BCT21, BJT22a], et CAHI pour 'arbre hiérarchique [BJT22b|. Par la suite, en plus
des algorithmes développés dans les chapitres 1 et 2, ces deux récents algorithmes (IMGRAPH et
CAHI) serviront de base a ’élaboration d’un package rchicmgk offrant de nouvelles stratégies
de construction des graphe implicatif et arbre hiérarchique orienté. Le package rchicmgk est une
extension de notre outil CHIC-Mgi [Beml6], & I'instar des nouvelles mesures mgk et cohmgk.
(resp. développés). Actuellement, le package rchicmgk inclut a la fois le graphe implicatif et 'arbre
hiérachique [BCT21, BJT22a, BJT22b]. Il offre, entre autres, un moyen visuel et interactif trés
puissant aux experts en fouille de données, et permet d’aider ces experts dans leur prise de décision.

Perspectives

Parmi les axes de recherche abrodés, certains problémes méritent d’étre prolongés, et motivent
encore des travaux de recherche et d’encadrement de recherche (thése de doctorat ou mémoire
de masters) actuels et & venir. Sans trop revenir en détail sur les problématiques signalées dans
différents chapitres, j’aimerais conclure en généralisant ces perspectives selon les 4 axes ci-apres.

Extraction de motifs fréquents. Malgré leurs intéréts incontestables, nos contributions pour
I'extraction des motifs fréquents restent ouverte a diverses perspectives. Une premiere perspective
intéressante serait de poursuivre le passage a 1’échelle de notre algorithme CMG [BT21a, BT21b)]
comparé aux existants sur les masses de données. Ce travail fait 'objet des travaux de recherche en
cours. D’un point de vue aspect algorithmique, ’algorithme CMG est contraignant des boucles for
imbriquées. De ce fait, 'optimisation de cet algorithme CMG est indispensable. Une stratégie de
parcours en profondeur pourrait étre une solution efficace. A présent, I'algorithme CMG est limité
a des motifs classiques, son extension a des motifs généralisés laisse envisager des perspectives
intéressantes. Ce travail fait I’objet d’un mémoire de master en cours, sous mon encadrement.

Génération de meilleures reégles d’association. Nos résultats sont tres encourageants dans
le sens ou nous avons pu dépasser certaines limites des approches existantes. Toutefois, ils levent
également plusieurs questions que nous discutons dans ce qui suit. En terme d’expérience, une
perspective utile serait d’utiliser les régles d’association négatives obtenues dans une tache de
classification en faisant montrer que ces régles négatives ne font pas baisser la performance de
classification sur des masses de données. C’est un travail en cours. Notre algorithme CONCISE
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[BT21a, BT21b] a été congu pour l'extraction des meilleures regles d’association positives/négatives
classiques. Nous souhaitons étendre son principe a d’autres types de regles d’association telles
que les regles d’association temporelles. Ce travail fait partie d’une these en cours. Par ailleurs, il
serait aussi intéressant d’étendre cet algorithme CONCISE pour les régles d’association généralisées
(régles contenant de conjonction des motifs positifs et négatifs) sur lequel des nouvelles bases des
regles d’association généralisées pourront étre définies. Une fois I’algorithme établi, des analyses
expérimentales sur des masses de données pourront étre réalisées. Un cadre applicatif serait alors
Panalyse de données épidémiologiques et/ou génomiques (intéraction protéine-protéine).

Représentation graphique d’un ensemble des régles d’association valides. Dans ce
cadre, nous avons développé une méthode simultanée pour la compression et le partitionnement
des graphe implicatif et arbre hiérarchique orienté d’un ensemble des régles d’association valides
dans une base de données. Nous y avons développé deux algorithmes successifs IMGRAPH [BCT21,
BJT22a] et CAHI [BJT22b] permettant la construction des graphe implicatif et arbre hiérarchique
respectivement. Actuellement, notre approche de classification d’arbres hiérarchiques tente, de plus
en plus, d’étre tolérant aux regles faibles. Ce mécanisme permet d’engendrer des classes consé-
quentes lorsqu’on est surtout en présence d’une base de données dense. Ainsi, une perspective
intéressante serait de proposer une approche qui prend en compte des seuils d’élagage appropriés.
Une autre perspective pertinente serait d’intégrer un aspect algorithmique beaucoup plus efficace
pour la réorganisation d’une matrice de cohésion (souvent vaste) apres d’éventuelles combinaisons
possibles des classes. L’idée consisterait a limiter I’espace de recherche depuis cette matrice de
cohésion. Ce travail fait partie d’un mémoire de master en cours. Comme nous ’avons signalé, 1’ex-
traction des regles d’association généralisées reste encore dans I'ombre. Une perspective pertinente
serait alors d’élargir nos algorithmes (IMGRAPH & CAHI) dans une tache de classification basée
sur ce type des regles d’association généralisées. Une fois les algorithmes établis, une perspective
naturelle serait d’envisager des analyses expérimentales sur des données réelles ou synthétiques.

Outil informatique. Afin d’aider I'utilisateur a explorer les meilleures connaissances dans ses
données, nous avons congu et implémenté un package, rchicmgk, suivant une approche exploratoire
et de classification. Cette version rchicmgk liée aux approches basées sur les mesures mgk et cohmgk
étant tres récentes. Ainsi, plusieurs aspects informatiques sont actuellement a 1’étude :

— Par construction, la librairie rchicmgk implémente pour 'instant 2 volets graphiques, a savoir
graphe implicatif et arbre hiérarchique, qui intégrent pour chacun des regles positives et
négatives a la fois. Cependant, I’étiquetage de ces deux types de regles n’est pas encore
disponible pour I'instant, mais pourrait trés bien s’automatiser. Dans ce sens, une perspective
intéressante serait alors d’intégrer un calcul informatique d’étiquetage de ces types des regles.

— Lorsqu’on est en présence d’un grand volume des régles valides, la taille des graphe et arbre
dépasse parfois la dimension de I’écran, alors que ceux-ci sont sauvés pour l'instant a ’aide
d’une capture d’écran. Une perspective intéressante serait alors d’intégrer une technique de
calibrage par rapport a la surface appropriée. Il serait aussi intéressant d’intégrer une stratégie
d’enregistrement sous des formats classiques comme exemple pdf, bmp, png, etc.

— Pour l'instant, le package rchicmgk ne concerne que des graphes et arbres des regles d’as-
sociation classiques. Nous pourrons a l’avenir éditer un calcul informatique permettant la
représentation par des graphes et arbres de I’ensemble des regles d’association généralisées.

— La version actuelle de rchicmgk est non encore disponible sur le site CRAN de R. Une version
plus complete, est actuellement en préparation et sera prochainement déposée sur CRAN.
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Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- S.M.T. AHMAD, Détermination de clusters cohésifs.

- A. ANCHIKIDINE, Simulation des processus markoviens sous R.

- R. JUSTIN, Simulation des minimums locaux sous R.

- I-L. RAJAORIMANANA, Estimation par intervalle de confiance.

- H.R. RANDRIAMAHAVELONA, Robustesse des tests statistiques sous R.

- J.M. RANDRIAMANANA, Simulation du processus SARIMA sous R.
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- L.W.F. RAZAFINDRAVELO, Rapports de vraisemblance sous R.

- K. SOANIVONIAINA, Méthode d’Analyse en Composantes Principales.
- G.A. SOAVINKASINA, Simulation du modéle ARMA sous R.

- F. TILAHIZANDRY, Simulation des méthodes de bootstrap sous R.

- R. Toro, Simulations des méthodes de bootstrap généralisé sous R.

Encadrement 7 Master’s thesis (M2I Modélisations Mathématiques) de 'ENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- F. DAMIEN, Modéles de durée de vie censurée et Applications.

- J. MITANTSOA, Estimation de la fonction de répartition et Applications.

- D. RAJERISOLO, Une élaboration d’un graphe implicatif selon Mgg.

- A. RANDRIANANTENAINA, Analyse de variance a un et d deux facteurs.

- N.B. RATSARAEFADAHY, Estimation de la fonction de densité par noyau.

- R. RANDRIANASOLO, Représentation Concise des régles d’association.

- V. RAZAFIMANANA, Etudes des Méthodes de sondage et Applications.

Encadrement 10 Master’s thesis (M1 Modélisations Mathématiques) de 'TENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- DOLPHE, FEtudes des modéles ARIMA et SARIMA et Applications.

- J.F. HONORE, Tests d’indépendance de deux caractéres et Applications.
- C. RAHARIJAONINA, Critéres d’informations d’un processus temporel.

- N.G.E. RAKOTOFIRINGA, Test de la racine unitaire et Applications..

- R.A. RANDRIAMPENOMANANA, Sur quelques tests paramétriques.

- E. RANDRIANJARA, Etudes du modéle ARMA et Applications.

- I. RAVELONDERA, Au tour des tests non-paramétriques et Applications.
- A. RAVOLARY, Estimateur de Parzen-Rosenblatt et Applications.

- F. TOMBOMANANA, Tests d’adéquation du modéle ARIMA faible.

- D. TSIRAINANA, Estimation de la fonction de densité et Applications.

Encadrement 5 Master’s thesis M2I Modélisations Mathématiques de TENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- A.A. BEANJARA, Méta-modélisation numérique et Applications.

- A. FELIX, Etudes des méthodes de Monte-Carlo et Applications.

- A. RAFALIMANANA, Eztraction de Régles d’Association non redondantes.

- A. RASOANANTENAINA, Stratégies d’échantillonnage et Applications.

- T. RABENANTENAINA, Stratégie d’estimation d’un processus temporel.

Encadrement 8 Master’s thesis (M1 Modélisations Mathématiques) de 'ENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- A. RANDRIANANTENAINA, Simulation des risques actuariels sous R.

- D. RAJERISOLO, Ftudes des processus de Poisson temporels.
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2016-2017

2016-2017

2015-2016

2015-2016

- F. DAMIEN, FEtudes des modéles de durée de vie censurée.

- J. MITANTSOA, Etudes des modéles markoviens.

- N.B. RATSARAEFADAHY, Choiz optimal du paramétre de lissage.

- R. RANDRIANASOLO, Simulation des valeurs extrémes sous R.

- V. RAZAFIMANANA, Simulation des méthodes de Monte-Carlo sous R.

- C. RAZAFINDRAKALO, Traitement de données comportementales sous R.

Encadrement 3 Master’s thesis M2I Modélisations Mathématiques de 'ENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- D. MADIOHAVANA, Extraction de regles d’association généralisées.

- V. RAJORO, Bandes de confiances pour la méthode de Monte Carlo.

- B. TSIATANDRA, Modélisation probabiliste d’un réseau de télécom.

Encadrement 5 Master’s thesis (M1 Modélisations Mathématiques) de 'TENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- A.A. BEANJARA, Méta-modélisation numérique et Applications.

- A. RAFALIMANANA, Fxtraction de Régles d’Association non redondantes.

- T. RABENANTENAINA, Stratégie d’estimation d’un processus temporel.

- A. RASOANANTENAINA, Stratégies d’échantillonnage et Applications.

- J.N. Tobisoa, Utilisation de R a la modélisation statistique des risques.

Co-encadrement avec A. Totohasina, 2 Master’s thesis M2I Modélisations mathé-
matiques de FENSET, Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- Andriamanantena, Optimisation stochastique appliquée da la gestion de stock.

- Soavavinirina, Optimisation stoch. appliquée au probleme de plus court chemin.

Encadrement 4 Master’s thesis (M1 Modélisations Mathématiques) de 'ENSET,
Université d’Antsiranana (MADAGASCAR) :

- A. FELIX, Résolution numérique des EDS.

- D. MADIOHAVANA, Méthodes d’échantillonnage et Applications.

- V. RAJORO, Méthodes de Monte Carlo et Applications en finances.

- O. ToNcALAZA, Etudes d’un processus temporel et Applications.

ACTIVITES DE RECHERCHE

Elles sont & cheval entre Sciences de données & Informatique, qui s’articulent autour des :
Fouille de regles d’association en grande dimension ;

Classification de données en grande dimension ;

Statistiques non-paramétriques ;

Séries temporelles ;

Processus stochastiques.
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J.B. Andriamanantena, P. Bemarisika & A. Totohasina, Optimisation stochastique appliquée
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Université de La Réunion (France), 18-19 mars 2015.
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Collaboration avec Raphaél Couturier (FEMTO-ST département DISC, Université de Franche
Comté, FRANCE) depuis 2015. Cette collaboration est centrée sur 1’élaboration de la biblio-
theque rchicmgk pour les graphes implicatifs, et la classification ascendante hiérarchique
implicative (CAHI). Cette collaboration a abouti a des résultats [BCT21, BJT22a, BJT22b].

. Collaboration avec André Totohasina (ENSET, Université d’Antsiranana, MADAGASCAR).

Cette collaboration est centrée sur le probleme de fouille de données, notamment celui de ’ex-
traction des régles d’association en grande dimension, et a abouti & des résultats (entre autres,
[BT17], [BT17], [BT18], [BT19a], [BT19b], [BT19¢|, [BT20a], [BT20c], [BT20e], [BT20f],
[BT21a], [BT21b]).

. Collaboration avec Harrimann Ramanantsoa (Institut Supérieur de Technologies de Diégo-

ISTD, MADAGASCAR). Cette collaboration porte surtout sur 'aspect algorithmique de I’ex-
traction de regles d’association en grande dimension, ainsi qu’a la validation expérimentale
de celui-ci. Elle a donné lieu de résultat [BRT18]. Actuellement, nous avons entrain d’écrire
un article portant sur le passage a ’échelle de I'algorithme CMG, comparé aux existants.

Activités de recherche menées au sein du LABORATOIRE D’INFORMATIQUE ET DE MATHE-
MATIQUES (LIM), Université de La Réunion (FRANCE). En tant que doctorant du LIM de
2012 a 2015, j’ai effectué plusieurs séjours scientifiques dans le cadre de la préparation de ma
these de doctorat (janvier-mai 2012, janvier-mai 2013, janvier-mai 2014, janvier-mai
2015). Durant ces séjours, j’ai mené plusieurs activités de recherche relatifs a mes travaux
de these. Ces dernieres ont permis aussi de développer plusieurs collaborations scientifiques
avec des chercheurs du LIM et ont donné lieu a des résultats [BT14a, BT14b, BT14c, BT16].
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Annexe B

Annexes du chapitre 1

Quelques preuves et propositions supplémentaires

Définition 43. Soient F [l’ensemble des motifs fréquents, et FM celui des mazrimauz fréquents
d’une base de données D. L’ensemble des motifs minimaux infréquents, noté (, est défini par :

C={l¢gF|BeF,1>0#0) A (Yhe FM, 1l h)}

D’apres 'exemple de la figure 1.3 & un minsup = 2/6, nous avons trouvé que D ¢ F et il
n’existe pas un sous-ensemble non vide D' C D tel que supp(D’) <2/6, d’ou D € (.

Preuve de la Proposition 4. Soit X € F.M. Nous montrons tout d’abord que X € FM < X € (.
Eneffet, X e FM & VY €(,Y C X & VY €(,Y NX # () = X € (. Nous montrons maintenant
que X est un maximal fréquent équivaut & X est un minimal infréquent, i.e. X € FM < X € (.
Supposons qu’il ne soit pas minimal, i.e. 3¥ telque Y € (. DeY € (,ona Y € FM = X tel
que X C Y, ce qui contredit du fait que X est un maximal dans FM. Enfin, nous montrons que
X € ( & X € FM. Supposons que X ne soit pas maximal, i.e. 3Y € FM tel que X C Y. De
XCY,onaY C X, ce qui contredit du fait que X est un minimal infréquent dans (. O

Preuve du Corollaire 2. Autrement dit, si [ n’est pas un générateur, alors Vh D [, h est aussi un
non-générateur. Prenons encore le contexte D du tableau 1.1, soit minsup = 2/6. On obtient,
d’apres le résultat de la figure 1.3, que BE est un non-générateur, alors ses sur-ensembles BC'E et
ABCE ne sont pas aussi des générateurs de ce contexte D. O

Proposition 8. Pour tous itemset [ et item x, si supp(l) = supp(lU{z}), alors Vh D 1, supp(h) =
supp(h U ().

Démonstration. Le fait que supp(l) = supp(lU{x}) implique que pour toute transaction ¢ contenant
[, t contient aussi x. Soit une transaction ¢ contenant h, ¢ contient [ car [ C h, ainsi ¢ contient aussi
x. D’ou supp(h) = supp(h U {x}). O

A noter que pour tout itemset non générateur [, il existe un item x € [ tel que I'itemset obtenu
en retirant x de [ ait le méme support que [, c’est-a-dire support(£) = support(l) avec £ = [\{z}.
La raison en est que si aucun élément x de ce type n’existe, alors [ doit étre un générateur selon la
définition 5. Dans ce cas, x est alors un élément redondant de .
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Algorithme EOMF

L’algorithme EOMF (Algorithme 17) parcourt en largeur I’espace de recherche. Nous ne déve-
loppons pas trop I’algorithme EOMF, qui constitue déja un chapitre de la these de I’auteur. Il prend
en entrée une base de données D, un support minimum minsup, et donne en sortie un ensemble
F des motifs fréquents de D. F'G désigne I’ensemble des fréquents générateurs, F'ING ’ensemble
des fréquents non-générateurs, et Cy celui des k-itemsets candidats, et Fj celui des k-itemsets
fréquents. La fonction EOMF-GEN (Algorithme 18) est appelée pour générer les candidats. Elle

Algorithm 17 EOMF (Extraction Optimisée des Motifs Fréquents)

Require: D = (7,Z,R) une base de données, et minsup un seuil de support minimum.
Ensure: F l'ensemble des itemsets fréquents de D
1. F<0; FG+ 0; FNG + 0;
2: C}, < MatriceSupport(D) ; /* Calcul de supports absolus des 1 et 2-motifs */
3: for (each itemset ¢ € C}) do

4:  for all (subset ¢ € Cy of ¢) do

5: calculate supp(c); supp(c’); /* Calcul de support relatif des 1 et 2-motifs */
6: if (supp(c) == supp(c’)) then

T FG «+ FGU{d € Ci|supp(c') > minsup} ;

8: else

9: FNG < FNG U {c € Cy|supp(c) > minsup} ;

10: end if

11:  end for

12: end for

13: Fr + FGUFNG,;

14: F U?Zl{Fi.generator, Fi.nongenerator, F;.supp} ;

15: for (k= 3;Fx—1 # 0;k ++) do

16:  Ck < EOMF-GEN(Fj_1); /* Générer les motifs candidats */
17:  for (each itemset ¢ € C}) do

18: for all ((k — 1) subset ¢ of ¢) do

19: if (¢ € Fi_1.nongenerator) then
20: supp(c) = min{supp(d)|c C c};
21: else

2 supp(c) = [$(O)/ID];

23: end if

24: end for

25:  end for

26:  JFi < {c € Cx|supp(c) > minsup} ;

27: end for

28: F + Ule{}',;.generator, Fi.nongenerator, F;.supp} ;

procede de deux étapes : étape de génération et d’élagage. Pour I'étape de génération, on suppose
qu’il existe un ordre < sur les items. Si p est un item, on note p[i] le ¢ plus grand item (au sens de
<) contenu dans Fj_1. Lors de la premiére étape, 'ensemble C}, est construit. Il contient I’ensemble
des itemsets obtenus en joignant deux itemsets de Fi_1 qui ont les mémes k — 1 premiers items. La
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fonction renvoie ensuite les itemsets c¢ tels que tout sous-ensemble s de ¢ de taille kK — 1 soit dans
Fi—1. Par exemple, si Fp_1 = {AB, AC, BC, BD}, alors C}, contiendra ABC' (en joignant AB et

Algorithm 18 Procedure EOMF-GEN

Require: Ensemble Fj_; de (k — 1)-itemsets fréquents

Ensure: Ensemble C}, de k-itemsets candidats
L Cr={p[l] =q[1],...,p[k —2] =q[k = 2] Aplk — 1] < q[k — 1] | p,q € Fx_1} /* Jointure */
2: for all (c € C}) do
3:  for all (s C c tel que |s| =|c| —1) do

4 if (s ¢ Fj—1) then
5 Ci C’k\{c} 3

6: end if

7 end for

8: end for

9: return C}

AC) et BCD (en joignant BC et BD). Ensuite, BC'D sera éliminé car C'D n’est pas dans Fj_1.

Complexité : Soient m = |Z| et n = |T|. Tout d’abord, l'algorithme EOMF génere les 1 et 2-
motifs (lignes 1-14), ce qui requiert dans le pire des cas O(|T| x |Cx|) = O(n x2™). Ce calcul est fait
en une seule fois dans D. La deuxiéme étape (lignes 15-28) se fait en O(n x 2™~2) dans le pire des
cas. En faisant la somme, on a O(n x 2772) 4+ O(n x 2™) = O(n x 2™). Ainsi, la complexité globale
d’EOMF est en O(n x 2™) dans le pire des cas. En pratique, grace aux différentes optimisations
développées (entre autres, Théoremes 1, 2 et 3), cette complexité sera beaucoup plus faible.
Le tableau B.1 présente 'exemple d’exécution ’EOMF sur D du tableau 1.1 au minsup = 2/6.
La différence importante d’EOMF versus aux existants réside du fait qu’il permet de générer

MatriceSupport Ci | FG | supp | F1 Cy | FG | supp | Fa
A|B|C|D]|E A oui 3/6 A AB | oui 2/6 | AB
Al 3|2 |3]|1]2]| Générer B | oui | 5/6 | B || AC | non | 3/6 | AC
Scanner D | B | - 514|015 F1 et Fo C oui 5/6 C AE | oui 2/6 AE
— C|l-]-|5]1]4 — D | oui | 1/6 - BC | oui | 4/6 | BC
D|-|-]-1]111]0 E | oui | 5/6 E BE | non | 5/6 | BE
E | - -l -15 CE | oui | 4/6 | CE
Cs FG supp F3 FG | supp
ABC | non | min(2/6,3/6,4/6)=2/6 ABC | non | 2/6
Générer Cs ABE | non | min(2/6,2/6,5/6)=2/6 Générer F3 ABE | non | 2/6
— ACE | non | min(3/6,2/6,4/6)=2/6 — ACE | non | 2/6
BCE | non | min(4/6,5/6,4/6)=4/6 BCE | non | 4/6

Cy FG supp
ABCE | non | min(2/6,2/6,2/6,4/6)=2/6

Fa FG | supp
ABCE | non | 2/6

Générer Cy
—

Générer Fy
—

Table B.1 — Exécution de I’algorithme EOMF

I’ensemble des motifs fréquents de D en une seule passe, ce n’est pas le cas pour les existants,
ceux-ci en font 4.
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Quelques preuves supplémentaires

Prewve du Lemme 1. Nous prouvons en 2 cas : (1) X favorise Y et (2) X défavorise Y.
(1) Cas ou X favorise Y (i.e., P(Y'|X’) > P(Y")) , on a X défavorise Y (i.e., P(Y'|X') <

7 - PY'|IX")—P(Y’ 1-P(Y'|X")=1+P(Y’ PY'|X")—P(Y'
P(Y")). Dans ce cas, Mg (X — Y) = ( |P()§7)( ) — ( 1|_P)(Y,)+ ) _ B 1|_P)(Y,)( ) —

—Mgg(X = Y). Ainsi, Mgr(X = Y) = —Mgg (X —Y), dott mgk(X,Y) = —mgk(X,Y).
(2) Cas ou X défavorise Y (i.e., P(Y'|X') < P(Y')) , on a X favorise Y (i.e., P(Y'|X') >

P(Y")). Par suite, Mgg(X — Y) = P(?’l\ifg(—%,?)(ﬁ)) = I_P(YE(I;)&};FP(Y/) = _—P(Y/%(/});)P(Y/) —

~Mgr(X —Y). Ainsi, Mgg(X - Y) = —Mgg(X = Y), dott mgk(X,Y) = —mgk(X,Y). O

Prewve du Lemme 2. VX,Y,T,Z CZ,ona: supp(XUY) = [PXUY)] — [6X)AGY)] o supp(TUZ) =

[T] (71
M)(‘T#‘Z)l = |¢(T)|QT5(Z)|. SiX CTCHX),ZCY Cvy(Z),alorsona X ZTetY =7 =
6(X)| = |¢< )| et [6(Y)| = [6(Z)| impliquent que supp(X UY) = L0 — 12EAL

)

supp(T' U Z). Puisque [$(X)| = [$(T)] et [6(Y)] = [¢(Z)| (ie. P(X) = P(T") et P(Y')

P(Z )), ona P(Y'|X') = P(Z'|T") & P(Y'|X') — P(Y') = P(Z'|T") — P(2) & PO R00) —
T/

—P(Y)
PELE) & Mar(X = Y) = Mgk (T — Z) d'ott mgh(X,Y) = mgk(T, Z). O

Il en résulte que la regle T' — Z est dérivable de X — Y, et qu’elle est redondante par rapport
a la regle X — Y (cf. Definition 14), donc a élaguer du processus de I'extraction.

Caractérisation d’autres regles redondantes

Nous montrons maintenant, via les Propositions 9, 10 et 11, comment caractériser d’autres
regles d’association positives et négatives redondantes d’une base de données D.

Proposition 9. Soient X,Y,T,Z C T tels que P(Y'|X') < P(Y') et P(Z'|T") < P(Z'). Si X C
TCHNX), ZCY C~(Z), alors supp(X UY) = supp(T U Z) et mgk(X,Y) = mgk(T,

Z).
Démonstration. VX,Y,T,Z C I, supp(XUY) = \¢()‘(7EJ‘Y)| = M)(Xf;f(y)‘ et supp(TUZ) = W('TTU'?)' =

PO §i X T CH(X) et Y € ZCA(Y), alorsona X =T et Y = Z = [¢(X)] = |¢(T)|
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et [6(Y)] = 6(2)] Gie. [6(7V)] = 6(Z)]) = supp(X UT) = LOG2e00 _ 1Tye)l _ oAl
supp(T'U Z). Comme |¢(Y)| = [¢(2)] (i.e. supp(Y) = supp(Z)) et supp(X UY) = supp(T'U 2),
on a 22U _ D) o, P(VI|X') = P(ZIT')  PYVIX') = P(V") = P(Z\T) = P(Z)).
Comme X (resp. T') défavorise Y (resp. Z), alors X (resp. T') favorise Y (resp. Z) [BT19b], ce qui

P(YE(P)(;;)(Y/) - P(Zi|T13)(ZI’D)(Y) & Mer(X = Y) = Mar(T — Z) d'ott mgk(X,Y) =

mgk(T, Z). O

implique

Cette Proposition 9 explique que T' — Z peut étre dérivée de X — Y, et que cette régle est
redondante par rapport a la regle X — Y, donc a supprimer du processus de ’extraction.

Proposition 10. Soient X,Y,T,Z C T tels que P(Y'|X') < P(Y') et P(Z'|T") < P(Z'). Si
XCTCHX), ZCY CH(Z), alors supp(X UY) = supp(T U Z) et mgk(X,Y) = mgk(T,Z).

Démonstration. VX,Y,T,Z C I, supp(XUY) = M’()‘(#‘Y)' = \¢>(Yl)%z>(Y)l et supp(TUZ) = |¢(|T7EJ|Z)| =
PN Puisque T € X CA(T), Z CY Cy(Z),ona X =TetY = Z = [p(X)| =
[9(T)] et [p(Y)| = [6(Z)| (Le. P(X') = P(T") et P(Y') = P(Z')). Comme |$(X)| = [¢(T)| (i.e.
6(X)| = [6(D)]) et [6(Y)] = |6(2)], on a supp(X UY) = XN _ 16MAAL _ LEA]
supp(T U Z). Comme supp(X) = supp(T), P(Y') = P(Z'), et supp(X UY) = supp(T U Z), on a

supp(XUY) _ supp(TUZ) N7 — 177 "Xy A Ny /
X = s & PY'|X") = P(Z'|T") < P(Y'|X') — P(Y') = P(Z'|T") — P(Z"). Comme

X défavorise Y (resp. T' défavorise Z)), on a X favorise Y (resp. T favorise Z) [BT19b]. On

obtient ainsi P(Yi‘jfl;)(Y{TY” = (Z{‘_TI;)(Z,f & Mag(X = Y) = Mg (T — Z) dot mgk(X,Y) =

mgk(T, Z). O

Ce qui releve que T — Z est dérivable de X — Y, et qu’elle est redondante par rapport a la
regle X — Y, donc a élaguer du processus de I'extraction.

Proposition 11. Soient X,Y,T,Z C T tels que P(Y'|X') > P(Y') et P(Z'|T") > P(
TCXCAT)etY CcZCAH(Y), alors supp(X UY) = supp(T U Z) et mgk(X,Y) = mgk(

Z). Si
T.Z).

Démonstration. Pour tous X,Y,T,Z CZ, on a supp(X UY) = W%Jl?)‘ = |¢(Y|);T)(?)| et supp(T U

Z) = LA _ PO i1 ¢ X Cy(T)et ZCY C - (Z), alors X = Tet Y = Z = [¢(X)] =
[

71

6(T)| (ie. [6(X)] = [o(T)]) et [8(Y)| = |¢(Z)] (i-e. [6(Y)| = |¢(Z)|). Depuis |¢(X)| = [¢(T)| et
|6(Y)| = |6(Z)], on obtient supp(X UY) = |¢(X|)7mf|¢)( I (T)‘ T)( I = M)(TLJlZ)' = supp(T U Z).

Comme [¢p(X)| = [p(T)| (i-e. supp(X) = supp(T)) et supp(X UY) = supp(T U Z), on obtient
Sﬁ};ﬁ%) = Sif;f(;)z) & P(Y'|X') = P(Z'T") & P(Y'|X') — P(Y') = P(Z'|T") — P(Z'). Comme

) — _ P[XN)-P(Y") _ P(Z|T)-P(Z') e
[6(Y)| = [6(Z)] (i.e. P(Y) = P(Z7), on obtient & PIIXIEON — PEIIEZ) o 06y (X —

Y)=Mex(T — Z) < mgk(X,Y) = mgk(T, Z). O

Cette Proposition 11 explique que T — Z est dérivable de X — Y, et qu'elle est redondante
par rapport a X — Y, donc a élaguer du processus de 'extracttion.
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Cette partie porte sur I’étude des variations de la mesure statistique mgk a partir de I'indice de
qualité mgk (cf. équation (2.7), i.e. variable observée). Etant donnée une regle d’association de la
forme X — Y, le but est d’examiner la sensibilté de cet indice de qualité n?g/k a des parametres en
jeu de telle regle X — Y. Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature, nous retenons
ici une méthode mathématique [LMV ™04, Vai06, GDGB07]. Cela consiste a étudier les variations
des parametres en examinant leurs dérivées partielles. Notre analyse se divise essentiellement en
deux volets, tels que étude des variations en fonction des cardinaux, et en fonction de fréquence.

Etude des variations en fonction des cardinaux

Etudier la sensibilité de l’indice 77/7:9/]{2, revient a examiner ses variations au voisinage des 4
valeurs entieres observées (n,nx,ny,nyy) des parametres de la regle X — Y. Cela alors consiste
a analyser la différentielle de T;ng: par rapport a ces variables et d’en conserver la restriction a
ces parametres. Pour ce faire, nous considérons ces variables comme nombres réels, et 'indice mgk
comme une fonction contintiment différentiable de telle sorte que 0 < nx < ny, nyy < inf {nx,ny}

et sup{nx,ny} < n. La différentielle de tel indice @kz s’exprime de la fagon suivante :

dn
—  Omgk omgk omgk omgk — — | dnx
dmgk = d d d dn - = d k).
mg o n + Dy nx + Oy ny + e nyy = grad(mgk) dny
dTLX?

En fait, la differentielle de la fonction rﬁ?k: apparait donc comme le produit scalaire de son gradient
et des variations de mgk sur la surface représentant les variations de la fonction mgk(n, nx, ny,nyy).

Ainsi, le gradient de mgk représente ses propres variations en fonction de celles de ses composantes.
Si nous examinons le cas ot seuls ny et n 3 varient (n et nx constants), on obtient alors :

8@]{: nxny
B~ () >0
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omgk 1 1 0
- - nxnss T _
on v 0 nx (nn ny)

Ceci s’interprete comme si le nombre d’exemples ny et celui de contre-exemples n 3 augmentent,
alors la mesure statistique mgk diminue pour n et nx constants.
Si nous examinons le cas ou seul nx varie, nous obtenons la dérivée partielle ci-apres :

omak nyo
9v _ XY
onx nxny

n

Ceci signifie que la fonction mgk est décroissante sur [0, ny|, et est minimum pour ny = ny. Par
suite, la mesure statistique mgk croit lorsque nx croit.

Etude des variations en fonction des fréquences

Dans ce cadre, nous examinons les variations de mgk en fonction des fréquences relatives. Notons

fx =25 (vesp. fy = %X et fyy = TLXT?), la fréquence des variables ny (resp. ny et nyy-) pour le

cardinal n. Par suite, la fonction mgk s’écrit alors de la maniére suivante :

mgh(X,Y) = Ixy —Ixlfy _ Ixy

Ixfy Ixfy

__Remarquons qu’en étant indépendant de n, il n’a pas un sens statistique aussi intéressant pour
mgk en fonction des fréquences fx, f3 et fy 3. Sa différentielle s’exprime de la fagon suivante :

-1

— — — dfx
dmgh — 9K gy OMIE dfy + Omgk df vy = grad(mgk). | dfy
Ofx af? 8fX? =

XY

La sensibilité de T;ng aux variations des fréquences fx, f3 et fy5 se lit avec les dérivées partielles :

omgk  fyy

= — <0
Ofx fvfx

= <0
ofy fx fZ
omgk 1

= >0
ofxy  Ixfy

Les deux premiers résultats (2 premieres relations) s’interprétent comme la fonction mAg}/k décroit
quand les fréqences fx et fy= croissent, a f,+- constante. En conséquence, la mesure statistique
mgk diminue lorsque la fréquence fx (resp. fy-) croit (resp. décroit), mais la vitesse des variations
reste constante, indépendante des variations de n. Puis, le dernier résultat quant a lui signifie que
si la fréquence de contre-exemples f,y augmente (pour fx et fi constantes), alors mgk diminue,
mais la vitesse de variations reste encore constante et indépendante des variations de n.
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