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Chapitre I
Introduction

I.1 Le phénomène de diffusion

C’était dans un champ, faubourg du temps, qu’un enfant se demandait : pourquoi le ciel
est bleu ? Quelques années plus tard, et le voilà dans un univers où une telle interrogation n’est
devenue que trop évidente. Pourtant, il serait dommage de se priver de cet exemple si pertinent
et si riche en enseignements. L’explication de la couleur du ciel a été donnée par John William
Strutt, 3e baron Rayleigh, dans une série de papiers datant de la fin du XIXe siècle [1–3]. Le
ciel est bleu, car il est composé de molécules de gaz qui diffusent la lumière de la même manière
dans toutes les directions (diffusion isotrope), mais préférentiellement les petites longueurs d’onde
(bleu), plutôt que les grandes (rouge). Cela implique que quelle que soit la direction dans laquelle
un observateur regarde le ciel, une portion (contenant plus de bleu que de rouge) de la lumière
venant du Soleil sera diffusée vers son œil, d’où cette couleur si caractéristique. Ce régime de
diffusion particulier de la lumière se retrouve dès lors que les diffuseurs sont petits par rapport
à la longueur d’onde, on parle alors de diffusion de Rayleigh.

Une autre couleur typique du ciel est le blanc des nuages. Les nuages sont principalement com-
posés de fines gouttelettes d’eau, dont le diamètre caractéristique est aux alentours de 20 µm [4].
Ces diffuseurs ne sont donc pas petits par rapport aux longueurs d’onde du visible (∼ 0.5 µm), et
la diffusion de Rayleigh n’est donc pas applicable (expliquant que les nuages ne sont pas bleus).
Pour expliquer cette couleur blanche, il est nécessaire d’utiliser la théorie développée par Gustav
Mie en 1908 [5], permettant de modéliser la diffusion de la lumière par des sphères de n’importe
quelle taille 1. Utiliser cette théorie sur les gouttelettes d’eau des nuages permet de mettre en
lumière un régime de diffusion, dit de Mie, dans lequel la diffusion n’est plus isotrope, mais
présente une direction préférentielle dans le même sens de propagation que l’onde incidente (i.e.
«vers l’avant»). En particulier, la diffusion devient indépendante de la longueur d’onde (le bleu
et le rouge sont autant diffusés), d’où la couleur blanche des nuages.

En plus des nuages, d’autres exemples de la vie courante ont une couleur blanche causée
par ce régime de diffusion de Mie ; c’est le cas du lait. Le lait est principalement composé d’eau
et de particules de graisse ayant une forme typiquement sphérique et dont le diamètre varie
approximativement de 0.5 à 15 µm 2, avec une moyenne autour des 4 µm [6, 7]. Du fait de ces

1. La diffusion de Rayleigh n’est en fait qu’un cas particulier de la théorie de Mie pour des sphères petites par
rapport à la longueur d’onde.

2. L’intervalle exact dépend du type de lait (de vache, de chèvre...), mais aussi d’autres facteurs tels que la

1
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tailles, ces particules de graisse donnent la coloration si typique du lait. En revanche, le lait n’est
pas toujours parfaitement blanc, et il peut revêtir des couleurs telles que le bleu ou le jaune
voire le vert, suivant sa composition (principalement sa teneur en graisse). De tels phénomènes
s’observent par exemple dans le lait maternel. Comme pour le ciel, le bleu provient de la diffusion
de Rayleigh qui est causée par les protéines du lait (comme la caséine) dont les tailles varient de
1 à 100 nm [8]. La couleur jaune/verte provient quant à elle de phénomènes d’absorption (et non
pas de diffusion) de la vitamine B2.

Finalement, après le bleu et le blanc, le ciel nous offre parfois l’infinité des couleurs qui
composent la lumière blanche, et cela grâce à l’arc-en-ciel. La croyance populaire selon laquelle
l’arc-en-ciel n’est composé que de sept couleurs (rouge, orange, jaune, vert, bleu, indigo et violet) 3

nous provient d’Isaac Newton et a été popularisée par son livre Optiks 4 publié en 1704. Pour
qu’un arc-en-ciel se forme, deux conditions sont nécessaires : la présence de gouttes d’eau (souvent
dues à la pluie) et une source de lumière blanche (souvent le Soleil). La taille typique d’une goutte
de pluie est aux alentours de 2mm, donc bien plus grand que les longueurs d’onde du visible.
À ces tailles, le caractère ondulatoire de la lumière peut être négligé et les résultats de l’optique
géométrique, tels que les lois de Snell-Descartes, peuvent être appliquées. Les arches multicolores
sont alors causées par la réfraction et la réflexion de la lumière à l’interface entre la goutte d’eau
et l’air, l’ingrédient clé étant que l’angle de réfraction dépend de la longueur d’onde, ce qui
implique la séparation des différentes couleurs.

Ces différents exemples permettent de mettre en évidence la richesse des phénomènes de
diffusion de la lumière à différentes échelles de diffuseurs. Naturellement, bien d’autres phéno-
mènes électromagnétiques sont observables suivant les systèmes considérés, de l’absorption de la
lumière à sa diffraction par des réseaux, en passant par les plasmons de surface à partir desquels
un pan entier de la recherche (la plasmonique) est basée [9]. Habituellement, pour tirer parti
de ces divers phénomènes et les utiliser pour des applications, il est courant d’avoir recours à
des matériaux ordonnés, tels que les métamatériaux [10] ou les cristaux photoniques [11]. Le
fait que le système soit ordonné permet de réaliser des propriétés introuvables dans la nature
(concept des métamatériaux), impliquant bien souvent en contrepartie une fabrication complexe
et sophistiquée. Au contraire, la fabrication de matériaux désordonnés est, en règle générale,
moins complexe. Cependant, la compréhension de leur comportement électromagnétique est gé-
néralement plus compliquée, en cause leur caractère aléatoire. Il n’en reste pas moins que dans
ce travail de thèse, on s’intéressera exclusivement aux propriétés et aux comportements des ma-
tériaux désordonnés, qui revêtent une grande importance pour un grand nombre d’applications :
allant du refroidissement radiatif à l’optoélectronique, en passant par l’affichage d’information
sur des écrans transparents.

période à laquelle il a été produit.
3. À l’origine, l’orange et l’indigo ne faisaient pas partie de la palette de couleurs, mais tout comme il y a sept

notes dans la gamme musicale, selon Newton, il doit aussi y avoir sept couleurs dans le spectre des couleurs.
4. De son titre complet Opticks : ou un traité des réflexions, des réfractions, des inflexions et des couleurs de

la lumière. Aussi deux traités de l’espèce et de la grandeur des figures curvilignes.

2 Lien vers le sommaire



I.2. LES MILIEUX DÉSORDONNÉS, LEURS UTILISATIONS ET LES PROBLÈMES
ASSOCIÉS

I.2 Les milieux désordonnés, leurs utilisations et les problèmes
associés

Définir le terme désordonné n’est pas si évident car le désordre au sein des matériaux peut
prendre beaucoup de formes différentes. Si l’on considère un monocristal parfait, qui est le ma-
tériau ordonné par excellence, le désordre (on parle aussi de défauts) peut être typiquement
introduit de quatre manières différentes :

• les défauts ponctuels : lacunes (manque d’un motif), insertion ou substitution d’un atome
différent, et défauts interstitiels,

• les défauts linéaires, tels que les dislocations vis et/ou coin,

• les défauts surfaciques : joints de grain entre deux orientations cristallines ou défaut d’em-
pilement des plans atomiques,

• les défauts volumiques, tels que les pores (cavité faite de vide ou remplie d’un gaz dans un
solide) ou les précipités (phase différente).

Mais le désordre ne se limite pas à ces situations. Par exemple, le verre 5 est un matériau désor-
donné par nature, seul un ordre local (à courte distance) est présent, mais aucun à longue
distance. Généralement le verre peut être considéré comme un matériau homogène, mais dans
certain cas un phénomène de séparation de phase peut se produire, résultant en un verre com-
posé de deux phases ou plus et donc hétérogène [12]. Par rapport au verre homogène, ce verre
hétérogène peut être considéré comme plus désordonné d’un point de vue géométrique et élec-
tromagnétique. De manière générale, dans la suite de ce manuscrit, un matériau désordonné fait
référence à ces cas où deux phases distribuées aléatoirement cohabitent dans le même matériau
(par exemple un cristal avec précipité ou un verre à séparation de phases).

La quasi-totalité des milieux naturels présentent un désordre à une certaine échelle (voire à
plusieurs échelles). Outre les nuages déjà mentionnés, on peut citer les tissus biologiques, les pein-
tures, le brouillard, les suspensions colloïdales (dont le lait), les verres... Étudier et comprendre
les mécanismes d’interactions de la lumière avec ces milieux sert trois objectifs principaux :

• Obtenir des informations sur le matériau désordonné. Suivant la nature du matériau inter-
agissant avec une onde, différents phénomènes (de diffusion, d’interférence, d’absorption...)
se produisent. Avoir la capacité de remonter à la composition des matériaux traversés à par-
tir de la connaissance de ces phénomènes est très important par exemple pour la détection
de cancer [13] ou pour faire de l’imagerie du cerveau [14].

• Obtenir des informations sur l’émetteur de l’onde. De telles problématiques se retrouvent
par exemple en astrophysique où la nature des étoiles est inférée à partir de la mesure
de leur rayonnement qui a pu traverser différents milieux désordonnés tels que des gaz
interstellaires ou l’atmosphère terrestre.

• Développer de nouveaux matériaux et dispositifs tirant profits du désordre.

5. Un verre est est matériau amorphe (donc sans structure cristalline) présentant une transition vitreuse.
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C’est principalement ce dernier point qui nous intéressera et que nous allons donc illustrer par
différents exemples d’applications des milieux désordonnés.

Le refroidissement radiatif est basé sur le principe que tout corps émettant un rayonnement
perd de l’énergie et voit donc sa température diminuer. Pour que le refroidissement radiatif soit
le plus efficace possible, deux ingrédients sont nécessaires : (i) le corps doit absorber le moins
possible de rayonnement du Soleil (UV, visible et infrarouge) pour éviter son échauffement, (ii)
le corps doit émettre un maximum dans la bande de transparence de l’atmosphère allant de 8

à 13 µm. Ce faisant, le rayonnement émis est transmis au vide spatial et ne réchauffe donc pas
l’atmosphère terrestre. Pour réaliser cet effet, de nombreux systèmes ont été réalisés [15], certains
se basant sur des multicouches ou des métamatériaux (donc des structures ordonnées), tandis que
d’autres ont fait usage des milieux désordonnés. Pour cette dernière catégorie, le système typique
est alors composé de particules (souvent sphériques) distribuées de façon aléatoire et dispersées
dans une matrice polymère. Différents matériaux pour les particules ont été étudiés, comme le
SiO2 [16,17], le CaCO3 [18,19] ou le BaSO4 [20]. D’autres configurations plus complexes, telles que
l’utilisation de deux types de particules (de SiO2 et de TiO2, voir Fig. I.1(a)) [21], de particules
cœur-coquilles [22] ou des particules en forme de bâtonnets [23], sont aussi possibles. De manière
radicalement différente, il a été montré que le bois, après une délignification et densification
complètes, a les propriétés radiatives nécessaires pour faire du refroidissement radiatif tout en
étant un matériau suffisamment solide pour être utilisé dans la construction [24]. Finalement,
de tels effets peuvent être mis en œuvre dans les vêtements [25, 26], et ainsi créer un vêtement
gardant au frais son porteur par rapport à un vêtement classique.

Pour continuer dans la thématique de l’efficacité énergétique, une part non négligeable de
la dépense énergétique des habitations est due à des fenêtres inefficaces d’un point de vue ther-
mique, et il est donc important de trouver des solutions. Cependant, suivant le climat de la zone
d’intérêt, les solutions à apporter ne sont pas les mêmes : (i) dans les climats chauds, l’objectif
est de limiter l’échauffement des bâtiments pour diminuer l’utilisation des climatiseurs, alors
qu’à l’inverse (ii) dans les climats froids l’objectif est de retenir la chaleur dans l’habitation. En
conséquence, (i) dans les climats chauds, les fenêtres doivent plutôt réfléchir l’infrarouge proche
(de 0.78 à 3 µm suivant la norme ISO 20473 :2007) qui représente presque la moitié de l’intensité
lumineuse délivrée par le Soleil à la Terre au niveau de la mer 6. Pour ce faire, un système de
nanodisques d’argent dispersés de façon aléatoire peut être utilisé [27]. Au contraire, (ii) dans
les climats froids, les fenêtres doivent transmettre ces longueurs d’onde tout en réfléchissant le
moyen infrarouge correspondant au rayonnement des corps à température ambiante (typique-
ment de 8 à 15 µm). Faire cela permet de garder le rayonnement émis par les corps à l’intérieur
de l’habitation. De telles propriétés ont été obtenues à l’aide de milieux désordonnés composés
de nanofils d’argent [28]. Bien entendu, le cas idéal serait d’être capable de passer d’un mode
à l’autre (concept des fenêtres intelligentes) et énormément de développements sont fait en ce
sens [29,30].

Concernant l’optoélectronique, les milieux désordonnés peuvent être utilisés pour corriger
l’un des problèmes des diodes électroluminescentes (LEDs), à savoir leur faible efficacité. En
effet, en raison de l’indice de réfraction élevé (par rapport à celui de l’air) des matériaux qui
composent les LEDs, une fraction importante de la lumière générée par les LEDs est piégée par

6. En utilisant le spectre AM1.5g et le calculateur en ligne du site pvlighthouse, l’irradiance au niveau de la
mer entre 0.28 et 4 µm vaut 997.5Wm−2, et celle entre 0.78 à 3µm vaut 425.1Wm−2.
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réflexion interne totale (modes guidés), et ne participe donc pas à l’éclairage. Rajouter une couche
diffusante aux LEDs, faite par exemple avec des milieux désordonnés, permet la diffusion des
modes guidés et donc leur extraction, ce qui implique une augmentation de l’efficacité globale du
dispositif [31–35]. La Fig. I.1(b) illustre ce principe physique. En se basant sur une idée similaire
de diffusion de la lumière, les milieux désordonnés peuvent aussi améliorer la luminescence des
systèmes faits de quantum dots [36, 37].

Pour compléter cette liste non exhaustive d’applications des milieux désordonnés, et princi-
palement ceux composés de nanoparticules, on peut citer leur utilisation dans le photovoltaïque
pour augmenter l’absorption par effet plasmonique [38,39] ou par la redistribution de la lumière
grâce à sa diffusion [40]. Ce phénomène de diffusion peut aussi être utilisé pour créer des écrans
transparents (composés de nanoparticules diffusant sélectivement la lumière à la longueur d’onde
projetée) sur lesquels une image monochromatique peut être projetée (Fig. I.1(c)) [41]. Comme
dernier exemple, des nanoparticules peuvent être incorporées dans des lentilles à matrice po-
lymère pour fortement augmenter leur qualité (taille du spot au point focal plus petit) tout
en diminuant leur taille [42], ou dans des optiques diffractantes (comme des réseaux de type
échelette) pour en diminuer les aberrations chromatiques [43].

Ces quelques exemples mettent en lumière la versatilité des utilisations des milieux désor-
donnés, et soulignent donc l’importance de comprendre plus en profondeur les mécanismes d’in-
teraction rayonnement-matière en jeux. Or, le fonctionnement de ces milieux est bien souvent
complexe à modéliser. En effet, pour simuler le comportement d’une collection de particules, il
est nécessaire de prendre en compte l’ensemble des interactions possibles entre elles. De plus, en
comparaison aux matériaux ordonnés présentant par exemple une période spatiale et pour les-
quels il n’est alors nécessaire que de simuler le motif élémentaire avec des conditions périodiques,
le caractère aléatoire des milieux désordonnés ne permet pas l’utilisation de tels stratégies. Cela
implique que l’ensemble de la structure doit être modélisé, induisant des domaines de simulation
très larges. Face à ce problème, il est courant de recourir à des approximations simplificatrices
dont les deux principales sont :

• Le régime de diffusion indépendante dans lequel toutes les interactions entre particules
sont négligées. Les propriétés radiatives d’un ensemble d’hétérogénéités ne sont alors que
la somme des contributions individuelles de chaque hétérogénéité. À noter que la définition
exacte de cette notion est soumise à débat, et repose bien souvent sur un argumentaire
vague. Pour une explication plus détaillée, se référer à [44].

• Le régime d’homogénéisation dans lequel un milieu hétérogène est remplacé par un milieu
homogène dont les propriétés dites effectives (indice de réfraction, permittivité ou per-
méabilité effectives) permettent de rendre compte du comportement électromagnétique du
milieu désordonné. Cette homogénéisation s’effectue, bien souvent, à partir d’une des théo-
ries des milieux effectifs (comme Maxwell Garnett, Bruggeman, Mie-Maxwell Garnett...).
Or, pour obtenir ces modèles, il est nécessaire de faire des hypothèses et donc de fortes
approximations qui limitent leur validité. Cette thématique est abordée plus en détails dans
le chapitre III.

Ces deux approximations ne s’appliquent bien entendu que dans des conditions très spécifiques
qui seront précisées tout au long du manuscrit. Le danger est donc d’utiliser ces approximations
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sans pour autant satisfaire les hypothèses nécessaires, pouvant alors conduire à des résultats
erronés.

Dans ce contexte, l’objectif de la thèse est double, d’une part étudier de manière rigoureuse
l’homogénéisation de milieux désordonnés constitués de nanoparticules, et d’autre part, modéliser
précisément les propriétés radiatives de ces mêmes milieux en vue de les optimiser. En particulier,
on s’intéressera tout d’abord aux cas limites pour lesquels la validité des théories des milieux
effectifs est incertaine. Il devient alors nécessaire de résoudre le problème d’homogénéisation à
partir des équations de Maxwell. Ensuite, on se penchera sur la maximisation de l’absorption
dans les milieux désordonnés constitués de nanoparticules. Pour que ces simulations soient les
plus exactes possibles, il est impératif de considérer des systèmes très larges contenant des milliers
de particules. Or, modéliser des systèmes 3D de particules sphériques présente une trop grande
complexité numérique. L’originalité de ce travail réside donc dans l’utilisation de systèmes 2D
(particules circulaires) plutôt que 3D (particules sphériques), rendant les simulations réalistes
en trois ans de projet doctoral, et nous permettant d’étudier et de mettre en évidence des
phénomènes, sans rien enlever à leur généralité.

La quasi-totalité des simulations présentées dans ce manuscrit ont été réalisé grâce au code
RETICOLO développé sous Matlab au Laboratoire Charles Fabry par Jean-Paul Hugonin.
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Figure I.1 – Applications des milieux désordonnés
(a) Gauche : système désordonné composé de deux types de particules et utilisé pour faire du
refroidissement radiatif. Droite : réflectivité spectrale du système présentant une forte réflectivité
du rayonnement solaire et une faible réflectivité (en cause une forte émissivité) dans la bande
de transparence de l’atmosphère. (b) Haut : schéma de fonctionnement d’une LED présentant
un faible angle d’émission et donc une faible efficacité (causé par une forte réflexion interne
totale). Bas : schéma de fonctionnement d’une LED avec un milieu diffusant. La diffusion du
milieu désordonné permet à plus de lumière d’être émise, augmentant donc l’efficacité du système.
(c) Gauche : écran transparent composé de nanoparticules d’argent diffusant la lumière bleue et
permettant donc de projeter une image monochromatique dessus. Droite : plaque de verre laissant
passer toute la lumière, impliquant qu’aucune image ne peut être projetée dessus. Figures extraites
de (a) [21], (b) [45], et (c) [41].
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I.3 Organisation du manuscrit

Trois chapitres composent le corps de ce manuscrit :

1. Le premier chapitre commence par une comparaison entre la résolution de la diffusion de la
lumière en 2D et en 3D. La suite est entièrement dédiée à la résolution mathématique
du problème de diffusion de la lumière par des particules 2D. Pour commencer,
le cas d’école de la diffusion de la lumière par une particule unique circulaire est rappelé.
En plus d’introduire les notations utiles pour la suite du manuscrit, cette section a aussi
pour vocation d’expliciter la méthode de résolution utilisée. Sur cette base, il est possible
de généraliser l’approche à un ensemble de particules mises en interactions par le biais du
théorème d’addition des harmoniques cylindriques. Les deux dernières sections abordent
les mêmes problématiques mais pour des particules elliptiques.

2. Dans le deuxième chapitre, l’homogénéisation des milieux désordonnés composés
de nanoparticules est étudiée. Pour ce faire, un rappel des différentes procédures d’ho-
mogénéisation possibles (à partir des champs, du flux...) est tout d’abord fait, en plus des
différentes théories d’homogénéisation (Maxwell Garnett, Bruggeman, Bergman...). Après
cette revue, l’ensemble des paramètres numériques influençant le calcul de l’homogénéisa-
tion est détaillé, à la suite de quoi les paramètres optimaux pour nos systèmes sont définis.
Une fois ces paramètres déterminés, l’homogénéisation d’une texture particulière de nano-
particules est réalisée dans une gamme bien spécifique d’indices de réfraction conduisant
à des modes de résonances (ωTO − ωLO). De par la présence de ces résonances, des com-
portements exotiques et intéressants à étudier peuvent se manifester. De plus, à partir de
cette gamme, il est possible d’extraire la densité spectrale de Bergman. Malgré le passage
au 2D, les simulations exigées par cette étude restent très conséquentes. C’est pourquoi
les deux dernières sections sont dédiées au développement d’une nouvelle procédure d’ho-
mogénéisation approximative et de sa comparaison avec la procédure exacte sur un cas
pratique.

3. Le dernier chapitre s’intéresse à maximiser l’absorption de milieux désordonnés
composés de nanoparticules tout en faisant émerger une sélectivité spectrale.
Pour cela, le système étudié consiste en une lame, faite de nanoparticules distribuées aléa-
toirement, et dont l’épaisseur est bien inférieure à la longueur d’onde d’intérêt. Dans un
premier temps les nanoparticules étudiées sont les mêmes que dans le chapitre précédent,
mais comme cela ne permet pas d’obtenir une absorption parfaite, une méthode alternative
et innovante est développée. La section suivante est donc dédiée à l’étude de cette solution
qui consiste à ajouter des particules diffusantes, mais non absorbantes, dans la texture
initiale de nanoparticules absorbantes. Ajuster les différents paramètres de cette texture
biphasique permet d’obtenir une absorption quasi-parfaite ; à la suite de quoi, deux études
sont proposées : (i) étude de la robustesse de l’absorption à des perturbations du système,
(ii) homogénéisation de ces milieux biphasiques. Pour finir, la méthode développée en 2D
est appliquée au cas 3D de particules sphériques. Bien que les simulations 3D ne nous per-
mettent pas la même précision que celles 2D, on montre qu’une augmentation significative
de l’absorption est réalisable.
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Chapitre II
Théorie du comportement
électromagnétique des milieux
hétérogènes

Après une introduction sur les différences et les points communs de la diffusion de la lumière
en 2D et en 3D, ce chapitre est entièrement consacré aux développements mathématiques et à la
résolution numérique du comportement électromagnétique des milieux hétérogènes à séparation
de phases. Un certain nombre de notations utiles pour la suite sont introduites. La première
section traite de la diffusion d’une onde électromagnétique par une particule circulaire unique.
La deuxième section généralise cette approche à un ensemble de particules circulaires en diffu-
sion dépendante. Les sections trois et quatre abordent les mêmes problématiques mais pour des
particules elliptiques.

II.1 Les différences 2D vs 3D

Faire une étude en 2D plutôt qu’en 3D peut sembler étrange de prime abord. En effet, le
monde nous entourant étant fondamentalement 3D (voire plutôt 4D si le temps est considéré),
on peut penser que les résultats obtenus en 2D ne seront pas applicables au cas 3D. Pourtant,
les différences entre le comportement électromagnétique de particules circulaires 2D et celles
sphériques 3D sont moins nombreuses que ce qu’on peut penser. Cette similitude entre 2D et 3D
se voit d’ailleurs dans les équations permettant de résoudre la diffusion de la lumière par une
particule unique et données par la théorie de Mie [5].

Soit une particule sphérique unique de rayon rp et d’indice de réfraction complexe np =
√
εp

(donc sans perméabilité µp = 1) mise dans le vide (n0 = 1) et illuminée par une onde plane de
longueur d’onde λ. Pour résoudre la diffusion, il est possible de se placer en coordonnées sphé-
riques et de développer les solutions sur la base des harmoniques sphériques. Après application
de la continuité des champs à l’interface de la particule, les coefficients (aTM

n et bTE
n ) d’ordre n du

développement correspondant aux modes transverse magnétique (TM) et électrique (TE) sont

9
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Figure II.1 – Résonance plasmon d’une particule d’argent
Efficacité (a) de diffusion et (b) d’absorption d’une particule circulaire (2D) ou sphérique (3D)
d’argent en fonction de la longueur d’onde et de la polarisation. Le rayon de la particule est de
20 nm et l’indice de réfraction de l’argent est tiré de [48].

donnés par [46] : 
aTM
n =

npψ
′
n(ϱ)ψn(η)− ψn(ϱ)ψ

′
n(η)

npξ′n(ϱ)ψn(η)− ξn(ϱ)ψ′
n(η)

, (II.1a)

bTE
n =

npψn(ϱ)ψ
′
n(η)− ψ′

n(ϱ)ψn(η)

npξn(ϱ)ψ′
n(η)− ξ′n(ϱ)ψn(η)

, (II.1b)

où ϱ et η représentent respectivement k0rp et npk0rp (avec k0 = 2π/λ le vecteur d’onde),
ψn(x) = xjn(x) et ηn(x) = xh

(1)
n (x) sont les fonctions de Riccati-Bessel définies respective-

ment à partir des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques. Pour une particule circulaire
unique, le développement se fait en coordonnées cylindriques et le même raisonnement qu’en 3D
permet d’obtenir 1 : 

ΓTM
n =

npJ
′
n(ϱ)Jn(η)− Jn(ϱ)J

′
n(η)

npH ′
n(ϱ)Jn(η)−Hn(ϱ)J ′

n(η)
, (II.2a)

ΓTE
n =

npJn(ϱ)J
′
n(η)− J ′

n(ϱ)Jn(η)

npHn(ϱ)J ′
n(η)−H ′

n(ϱ)Jn(η)
, (II.2b)

où Jn et Hn sont respectivement les fonctions de Bessel et de Hankel cylindriques de première
espèce (Hn ≡ H

(1)
n ). Clairement, mis à part le changement de fonctions, les expressions mathé-

matiques sont très similaires en 2D et en 3D. Cette similitude a d’ailleurs permis de démontrer
que quelle que soit la forme du diffuseur, il est possible de trouver une limite supérieure à l’ab-
sorption de la lumière par n’importe quel mode partiel n du diffuseur [47]. Par conséquent, cette
similitude mathématique entre 2D et 3D tend à indiquer que les mécanismes de diffusion sont,
eux aussi, similaires.

Par exemple, que ce soit en 2D ou en 3D, il est possible d’exciter la résonance plasmon
d’une nanoparticule. Un tel phénomène est illustré sur la Fig. II.1 représentant l’efficacité de
diffusion et d’absorption d’une particule d’argent circulaire ou sphérique (de rayon rp = 20nm)

1. La démonstration est donnée plus en détail dans la sect. II.2.1.
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II.2. DIFFUSION PAR UNE PARTICULE CIRCULAIRE (2D)

en fonction de la longueur d’onde et pour différentes polarisations. Les indices de réfraction de
l’argent ont été tirés de la base de données de Palik [48]. Dans les deux cas (2D et 3D), il existe
une longueur d’onde pour laquelle une augmentation subite de la diffusion et de l’absorption est
observée, en cause la résonance plasmon de la nanoparticule. En revanche, cette longueur d’onde
n’est pas la même dans les deux cas, en 2D elle se trouve autour de 340 nm alors qu’en 3D elle est
autour de 360 nm. Un effet similaire de décalage entre les résultats 2D et 3D sera observé dans
le chapitre IV dans le contexte du design de sélectivité spectrale avec des milieux particulaire.

À partir de cette figure, il est aussi possible d’observer que la polarisation n’a pas le même
effet en 2D et en 3D. Alors qu’en 3D, la polarisation n’impacte nullement le comportement d’une
sphère unique, cela n’est pas le cas en 2D, et des comportements très différents sont observés
en TE ou en TM. Pour comprendre cette différence, il est important de noter que la diffusion
par un cercle en 2D est équivalente à la diffusion par un cylindre infini en 3D. La différence
de comportement s’explique alors par la différence de symétrie qu’il y a entre un cercle et un
cylindre infini. Un cylindre est symétrique par rapport à son axe, alors qu’une sphère l’est par
rapport à son centre. En 2D, le comportement se rapprochant le plus de celui en 3D est obtenu
pour une polarisation TM, ce qui explique pourquoi dans toute la suite de ce manuscrit, seule la
polarisation TM est considérée pour les calculs 2D.

Finalement, plutôt qu’une différence de comportement électromagnétique, la plus grande
différence entre 2D et 3D est leur consommation de mémoire vive et donc leur temps de calculs.
Comme on le verra dans le chapitre II, pour simuler la diffusion de la lumière par un ensemble
de N particules, il est nécessaire de résoudre un système d’équations linéaires. Pour le résoudre
numériquement, ce système est mis sous la forme d’une matrice carrée, dont les dimensions sont
données par : {

n2D
dim = N(2dm + 1), (2D) (II.3a)

n3D
dim = N(2dm + 2)(dm + 3), (3D) (II.3b)

où dm est un paramètre entier définissant la précision de la simulation. Donc, à précision et
nombre de particules équivalentes, la matrice du système 3D est plus que (dm+3) fois plus grande
que celle du système 2D et donc consomme (dm + 3)2 plus de RAM 2. À titre de comparaison,
pour N = 1000 particules et dm = 5 (correspondant à une simulation typique), la matrice 2D
consomme 1.8GB alors que celle 3D en demande 137GB. Cette différence de RAM implique
bien entendu que les temps de calculs sont beaucoup plus longs en 3D qu’en 2D.

II.2 Diffusion par une particule circulaire (2D)

II.2.1 Équation de continuité et coefficients de diffusion

Bien que moins étudiée que la diffusion de la lumière par une particule sphérique [49–57], de
nombreux ouvrages traitent de la diffusion de la lumière par une particule circulaire [49–52,54,58].
L’objectif ici n’est donc pas de révolutionner la théorie de la diffusion par une particule, mais bien
de rappeler les résultats importants tout en introduisant les notations qui nous seront utiles tout
au long du manuscrit. À noter que la diffusion par une particule circulaire est équivalente à la

2. La consommation en GB d’une matrice n×m est donnée par n×m× bit/(8× 230), où bit est le nombre de
bit d’un élément de matrice (64 pour un nombre en double précision, 128 pour un complexe...). Dans notre cas,
les éléments de la matrice sont des complexes.
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Figure II.2 – Schéma d’une particule circulaire sur laquelle incide une onde électromagnétique

diffusion par un cylindre infini lorsque la lumière incide dans un plan normal à l’axe du cylindre.
Comme les particules sont circulaire, il est naturel de se placer en coordonnées cylindriques pour
faciliter l’écriture mathématique des équations.

Soit une particule circulaire de rayon Rc ayant une permittivité relative complexe εc et une
perméabilité relative complexe µc entourée d’une matrice infinie non absorbante, isotrope et
homogène, de permittivité εm et de perméabilité µm (Fig. II.2). L’indice de réfraction complexe
du milieu j est défini par nj =

√
µjεj , alors que l’impédance complexe est donnée par Zj =√

µj/εj . Une onde incidente de longueur d’onde λ et ayant une dépendance temporelle e−iωt, où
i est l’unité imaginaire, t le temps et ω = 2πc/λ la pulsation, illumine la particule avec un angle
d’incidence θ0. Cette convention de la dépendance temporelle est largement utilisée en optique,
contrairement à la dépendance eiωt plus largement utilisée dans les domaines des radiofréquences
et des micro-ondes. À noter que la convention e−iωt signifie qu’une valeur positive de la partie
imaginaire de l’indice de réfraction complexe implique un matériau à perte plutôt qu’un matériau
à gain.

Le champ électrique de l’onde est soit perpendiculaire au plan du cercle, polarisation trans-
verse électrique (TE), soit parallèle, polarisation transverse magnétique (TM). Du fait de la sy-
métrie axiale du problème, il n’y a que trois composantes du champ électromagnétique à prendre
en compte : Ez, Hr et Hθ en TE et Hz, Er et Eθ en TM. Pour être le plus général possible, on
peut donc définir le champ Φ tel que :

Φz =

{
Ez (TE)
Hz (TM)

, Φr =

{
Hr (TE)
Er (TM)

, Φθ =

{
Hθ (TE)
Eθ (TM)

. (II.4)

Une autre conséquence de la symétrie axiale est que la solution au problème de diffusion de la
lumière par la particule est invariante par rotation θ0 de l’angle d’incidence de l’onde. En re-
vanche, cela n’est plus vrai lorsque plusieurs particules sont considérées (sect. II.3) ou lorsqu’elles
ne sont pas circulaires (sect. II.4 et II.5). Pour ces raisons, il est intéressant d’inclure un angle
d’incidence dans les équations dès maintenant. Par simplicité, considérons que l’onde incidente
est une onde plane. Par simplicité, le terme temporel est omis, on a donc :

Φinc
z = Φ0e

−ikm(x cos θ0+y sin θ0) = Φ0e
−ikmr cos(θ−θ0), (II.5)

où Φ0 est l’amplitude et km = 2πnm/λ est le vecteur d’onde dans la matrice hôte. Il est possible
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de démontrer mathématiquement que la fonction exponentielle peut être décomposée en une série
de fonctions de Bessel [59, sect. 9.1.41] (cf [58, sect. 11.4] pour une démonstration), tel que :

Φinc
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

anJn(kmr)e
inθ, (II.6)

où n est l’ordre multipolaire 3, les an = (−i)ne−inθ0 = i−ne−inθ0 = e−in(θ0+π/2) sont les coef-
ficients de l’onde plane et Jn les fonctions de Bessel de première espèce. Bien que cette équa-
tion ait été établie pour une onde plane, il est possible de démontrer qu’elle correspond à la
solution non singulière la plus générale de l’équation de Helmholtz pour un faisceau monochro-
matique [50, sect. 21.4]. Autrement dit, cette équation n’est pas exclusivement valable pour les
ondes planes, mais pour tous types d’ondes incidentes (acoustique ou électromagnétique), la seule
différence sera alors l’expression des an.

Lors de l’interaction entre la particule et l’onde incidente, un champ diffusé Φsca se propage
vers l’extérieur, tandis qu’à l’intérieur de la particule un champ électromagnétique Φint apparait,
de sorte que [51, sect. 15.12] et [58, sect. 11.5] :

Φsca
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

bnH
(1)
n (kmr)e

inθ, (II.7a)

Φint
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

cnJn(kcr)e
inθ, (II.7b)

où bn et cn sont respectivement les coefficients de diffusion et les coefficients intérieurs à déter-
miner et H(1)

n est la fonction de Hankel de première espèce. Comme seule la fonction de Hankel
de première espèce H(1)

n est utilisée dans toute la suite du manuscrit, et jamais celle de seconde
espèce H(2)

n , l’exposant (1) sera toujours omis pour simplifier les notation (Hn ≡ H
(1)
n ). Les

champs radiaux et axiaux peuvent être calculés à l’aide de l’équation de Maxwell-Faraday :
Φr =

p

iωγi

1

r

∂Φz

∂θ
, (II.8a)

Φθ = − p

iωγi

∂Φz

∂r
, (II.8b)

où p est le paramètre de polarisation et γi le paramètre matériau dépendant de la polarisation :

p =

{
−1 (TE)
+1 (TM)

, γi =

{
µi (TE)
εi (TM)

. (II.9)

Pour résoudre la diffusion de la lumière par la particule circulaire, il est nécessaire de calculer
les coefficients bn et cn. Pour ce faire, il est possible d’utiliser les conditions de continuité des
champs axial Φz et tangentiel Φθ à l’interface entre la matrice et la particule (r = Rc) et qui

3. n = 0 est le monopole, n = 1 correspond au degré dipolaire, n = 2 au degré quadrupolaire, n = 3 au degré
octupolaire...
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sont données par :

+∞∑
n=−∞

(anJn(kmRc) + bnHn(kmRc)) e
inθ =

+∞∑
n=−∞

cnJn(kcRc)e
inθ, (II.10a)

Zp
m

+∞∑
n=−∞

(
anJ

′
n(kmRc) + bnH

′
n(kmRc)

)
einθ = Zp

c

+∞∑
n=−∞

cnJ
′
n(kcRc)e

inθ. (II.10b)

En multipliant ces deux équations par e−ipθ, puis en effectuant une intégration sur θ de 0 à 2π,
il est possible d’utiliser les relations d’orthogonalité des fonctions exponentielles pour obtenir :{

apJp(kmRc) + bpHp(kmRc) = cpJp(kcRc), (II.11a)

Zp
m

(
apJ

′
p(kmRc) + bpH

′
p(kmRc)

)
= Zp

c cpJ
′
p(kcRc). (II.11b)

On obtient donc un système de deux équations à deux inconnues où chaque ordre multipolaire p
est indépendant des autres. Les solutions de ce système d’équations linéaires sont données par :

bn = Γnan, (II.12a)

Γn = − Zp
c J ′

n(kcRc)Jn(kmRc)− Zp
mJn(kcRc)J

′
n(kmRc)

Zp
c J ′

n(kcRc)Hn(kmRc)− Zp
mJn(kcRc)H ′

n(kmRc)
, (II.12b)


cn = ∆nan, (II.12c)

∆n =
Zp
mJ ′

n(kmRc)Hn(kmRc)− Zp
mJn(kmRc)H

′
n(kmRc)

Zp
c J ′

n(kcRc)Hn(kmRc)− Zp
mJn(kcRc)H ′

n(kmRc)
. (II.12d)

À noter que, grâce aux propriétés de symétries des fonctions de Bessel et de Hankel 4, les coeffi-
cients sont inchangés par la transformation n→ −n, on a Γ−n = Γn et ∆−n = ∆n.

La détermination des coefficients de diffusion bn permet le calcul de grandeurs physiques telles
que le flux diffusé en champ lointain Ψ ou les sections efficaces de diffusion σsca, d’extinction
σext et d’absorption σabs

5. De plus leur détermination pour le cas de particules constituées de
plusieurs matériaux arrangés sous forme de cercles concentriques 6 peut se faire de la même
manière que celle utilisée dans cette section. Le calcul détaillé ainsi que son application à la
formule des milieux effectifs de Maxwell-Garnett sont reportés dans l’annexe B.1.

II.2.2 Flux en champ lointain et sections efficaces

Flux en champ lointain

Pour obtenir le flux en champ lointain (Ψ), il est nécessaire de calculer le champ diffusé par la
particule à une distance infinie, cela se fait à l’aide du développement asymptotique des fonctions
de Hankel de première espèce [59, sect. 9.2.3] :

H(1)
n (kmr) ∼

kmr→∞

√
2

πkmr
ei(kmr−(2n+1)π

4 ). (II.13)

4. À savoir J−n(x) = (−1)nJn(x) et H−n(x) = (−1)nHn(x).
5. À noter que le problème étant bidimensionnel, il ne s’agit pas à proprement parler d’une section mais d’une

ligne efficace. On conservera cependant le terme section par commodité et habitude.
6. Pour deux couches, on parlera de particules type cœur-coquille, et pour plus de deux couches, on parlera

de particules type «oignon» ou multicouches.
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En insérant l’Éq. (II.13) dans l’Éq. (II.7a), le ratio entre onde diffusée et onde incidente en champ
lointain est donné par :

|Φsca
z |

|Φinc
z |

∼
kmr→∞

√
2

πkmr

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
bne

in(θ−π
2 )

∣∣∣∣∣ . (II.14)

Finalement, le flux diffusé en champ lointain s’écrit [58, sect. 11.5.1] :
Ψ(θ) = lim

r→∞
r
|Φsca

z |2

|Φinc
z |2

=
2

πkm
|T (θ)|2 , (II.15a)

T (θ) =
+∞∑

n=−∞
bne

in(θ−π
2 ), (II.15b)

où, comme dans le livre de Van de Hulst [51, sect. 15.13], on a défini la fonction T appelée
T -factor. Cette fonction a un sens similaire à la matrice de diffusion (S-matrix) 7 qui n’est pas
définissable dans le cas d’une particule circulaire. En effet, une des hypothèses faites pour définir
la matrice S est que la particule soit confinée à l’intérieur d’une région finie [52, sect. 8.4.2], ce
qui n’est pas le cas pour un cylindre infini.

Sections efficaces

La section efficace de diffusion par unité de longueur σsca s’obtient en intégrant l’Éq. (II.15)
de 0 à 2π :

σsca =
2

πkm

∫ 2π

0
|T (θ)|2 dθ = 4

km

+∞∑
n=−∞

|bn|2 . (II.16)

De plus, il est possible de calculer les sections efficaces de diffusion rétrodiffusée (σrsca) et transmise
(σtsca) 8 à l’aide des équations suivantes :

σrsca =
2

πkm

∫ π/2+θ0

−π/2+θ0

|T (θ)|2 dθ, (II.17a)

σtsca =
2

πkm

∫ 3π/2+θ0

π/2+θ0

|T (θ)|2 dθ. (II.17b)

La section efficace d’extinction par unité de longueur σext est quant à elle définie par [51,
sect. 15.21] :

σext = − 4

km
Re [T (θ0 + π)] = − 4

km

+∞∑
n=−∞

Re
[
bne

in(θ0+π/2)
]
. (II.18)

Finalement, la section efficace d’absorption s’obtient en faisant la différence entre les sections
efficaces d’extinction et de diffusion : σabs = σext − σsca.

Dans le cas spécifique d’une onde plane (an = e−in(θ0+π/2)) incidente sur une particule passive
(σabs ≥ 0), il est possible de démontrer que les coefficients Γn sont bornés dans une région

7. La matrice de diffusion S est une matrice qui relie l’état initial ϕi et l’état final ϕf d’un système physique
soumis à un processus de diffusion : ϕf = Sϕi.

8. Ici, rétrodiffusé veut dire que le flux est dirigé dans le sens opposé au flux incident, alors que celui transmis
va dans le même sens que celui incident.
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spécifique du plan complexe : le disque fermé D̄ de centre (−1/2, 0) et de rayon 1/2 [60]. En
appliquant le changement de variable : Γn = −1

2 +
1
2xn, les différentes sections efficaces peuvent

s’écrire : 

σext =
2

km

+∞∑
n=−∞

1− Re [xn] =
+∞∑

n=−∞
σnext, (II.19a)

σsca =
1

km

+∞∑
n=−∞

|xn − 1|2 =
+∞∑

n=−∞
σnsca, (II.19b)

σabs =
1

km

+∞∑
n=−∞

1− |xn|2 =
+∞∑

n=−∞
σnabs, (II.19c)

où σn est la section efficace du mode n. À partir de l’Éq. (II.19c), il est ainsi trivial de déduire
que σnabs ≥ 0 implique |xn| ⩽ 1 qui est équivalent à Γn ∈ D̄.

Par ailleurs, l’absorption maximale du mode n est obtenue lorsque xn = 0. On a alors
σnabs = 1/km = λ/(2πnm) qui, contre intuitivement, ne dépend ni de la taille, ni du matériau de
la particule. Il est aussi intéressant de noter que lorsque l’absorption du mode n est maximale,
alors :

σnabs = σnsca =
σnext
2

=
λ

2πnm
. (II.20)

Cela correspond à la condition de couplage critique du mode n d’une particule circulaire unique [60–
64] dont on parlera plus en détail dans le chapitre IV. La section efficace de diffusion du mode n
est quant à elle maximum lorsque xn = −1, ce qui correspond à :

σnsca =
σnext
2

=
2λ

πnm
et σnabs = 0. (II.21)

Il est intéressant de noter que les Eqs. (II.20) et (II.21) établissent un maximum théorique
uniquement pour le mode n de la particule. Or, les sections efficaces de la particule sont données
par une somme infinie de ces termes. Par conséquent, dans la limite des très petites particules
(rp ≪ λ) mises dans le vide (nm = 1), seul le mode dipolaire est excité (n = ±1), le maximum
de la section efficace d’absorption est donc donné par σabs = λ/π, et celui de diffusion par 4λ/π.
Néanmoins, lorsque la particule n’est plus petite devant la longueur d’onde, d’autres ordres
multipolaires peuvent être excités. Dans le cas où un grand nombre d’ordres atteint le maximum
théorique à une fréquence spécifique, il est alors possible d’obtenir des valeurs qui dépassent
de loin ces limites. Un certains nombres d’articles explorent cette situation comme un moyen
d’obtenir des “superscatterer ” [61,65] ou des “superabsorber ” [66,67]. Généralement, pour obtenir
cet effet, deux conditions sont nécessaires :

• la particule ne doit pas être trop petite par rapport à la longueur d’onde, autrement seul
le mode dipolaire est excité (n± 1),

• la particule doit être constituée de plusieurs couches dont les matériaux et les épaisseurs
sont optimisés de sorte à ce que différents modes n soient maximaux pour la même fréquence
(dégénérescence fréquentielle).

En plus des sections efficaces par unité de longueur σi (de diffusion, d’absorption et d’ex-
tinction), il est possible de définir deux autres grandeurs que sont l’efficacité Qi = σi/(2Rc) et
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l’indicateur αi = σi/(piR
2
c) (de diffusion, d’absorption et d’extinction). Il est important de noter

que Qi est une efficacité et non pas un rendement. Par conséquent, dans un cas général, Qi peut
être supérieur à 1. D’autre part, αi a la même unité [m−1] que les coefficients de diffusion d’ab-
sorption et d’extinction, mais il est important de ne pas confondre ces différentes quantités. Pour
une discussion sur les différences entre σi, Qi et αi, nous conseillons aux lecteurs de consulter le
livre de Bohren et Huffman [52, sect. 3.4 et chap. 11].

II.2.3 Résonance de la particule unique

Dans cette section, les différents régimes de diffusion (Rayleigh, Mie et optique géométrique)
sont explorés. Le cas le plus complexe de diffusion est obtenu lorsque la taille de la particule
est de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde (Rc ∼ λ), ce qui correspond au régime de
diffusion de Mie. Dans ce cas-là, de multiples ordres multipolaires peuvent être excités et seule
une résolution exacte à l’aide de la théorie présentée dans les sections précédentes permet de
calculer la diffusion. Le diagramme de diffusion obtenu présente alors une grande complexité
angulaire, telle qu’on peut l’observer dans la Fig. II.3(d). Différents phénomènes d’interférences
résultant d’un déphasage entre l’onde ayant traversée la particule et celle incidente à coté sont
à considérer [52, chap. 11]. Ce sont d’ailleurs ces interférences qui donnent lieu aux différentes
oscillations visibles dans les Fig. II.3(a) et (b) qui représentent l’efficacité d’extinction Qext

en fonction du ratio rayon de particule sur longueur d’onde pour différentes permittivités. Par
ailleurs, dans le cas de matériaux réels, l’indice de réfraction est généralement une fonction de la
longueur d’onde, ce qui a pour conséquence de générer une sur-structure à ces oscillations que
Bohren qualifie de “ripple structure” [52, sect. 11.4]. Ici, une telle sur-structure n’est pas visible
car ces diagrammes, Fig. II.3(a), ont été calculés pour une permittivité fixe.

Lorsque la taille de la particule est très grande devant la longueur d’onde (Rc ≫ λ), la nature
ondulatoire de la lumière n’a plus d’importance et les approximations de l’optique géométrique
deviennent valables. Il est alors possible de faire du lancer de rayon et de suivre sa trajectoire au
fur et à mesure qu’il traverse la particule. Dès lors, le diagramme de diffusion de telles particules
est complètement dominé par une diffusion vers l’avant dite spéculaire, Fig. II.3(e). En outre,
on peut observer sur la Fig. II.3(a) que les oscillations dues aux phénomènes d’interférences
précédemment mentionnés s’atténuent à mesure que la taille des particules augmente et l’efficacité
d’extinction tend vers 2 (ligne horizontale en tirets noirs). Intuitivement, on pourrait penser
que l’énergie maximum qu’un objet large puisse intercepter et retirer du faisceau incident (par
absorption ou diffusion) ne peut pas dépasser sa section géométrique et donc que l’extinction
devrait tendre vers 1. Or, ce résultat limRc/λ→∞Qext = 2 contredit ce raisonnement, ce qui a
donné naissance au «paradoxe de l’extinction». L’explication simplifiée est la suivante : du point
de vue de l’optique géométrique, à partir du moment où un rayon ne touche pas la particule,
il n’est pas influencé. Or, exactement à l’interface entre la particule et l’extérieur, différents
phénomènes de diffusion peuvent influencer et dévier des rayons se trouvant en dehors de la
particule. A partir du moment où un rayon est dévié par rapport à la direction incidente, il
contribue à l’extinction générale. Autrement dit, la particule a un effet sur l’onde incidente qui
est plus grand que juste sa section géométrique. Pour une discussion détaillée de pourquoi ce
paradoxe n’est en fait qu’apparent, se référer à l’article de Brillouin [68].

Lorsque le ratio entre la taille de la particule et la longueur d’onde devient très petit (Rc ≪ λ),
on entre dans le régime de diffusion de Rayleigh. Dans ce cas, il est alors possible de démontrer
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Figure II.3 – Régimes de diffusion par une particule unique
Efficacité d’extinction Qext en fonction du ratio Rc/λ (a) pour différents valeurs de εc et (b) en
fonction de εc. (c-e) Diagramme de diffusion pour différentes tailles de particules et εc = −1, où
les axes représentent les projections du flux d’énergie sur l’axe des x et des y. L’onde incidente va
de la gauche vers la droite. Les courbes pointillées de (a) ont été tracées à l’aide de l’Éq. (II.23).
Pour tous ces graphiques, Im(εc) = 0 a été considéré.

que la diffusion est entièrement dominée par le mode dipolaire de la particule (n = 1). En effet,
en utilisant l’approximation des fonctions de Bessel lorsque l’argument tend vers 0 [59, sects.
9.1.7 et 9.1.9], on peut démontrer que le coefficient Γn pour n ̸= 0 se simplifie en :

Γn ∼
Rc/λ→0

− Zp
cnm − Zp

mnp

(Zp
cnm − Zp

mnp)− i(Zp
cnm + Zp

mnp)
n!(n−1)!

π

(
λ

πnmRc

)2n . (II.22)

On remarque alors que le terme d’ordre 1 (mode dipolaire) est dominant par rapport à tous les
autres termes lorsque Rc ≪ λ. Cela est directement observable sur la Fig. II.3(c) représentant
le flux diffusé en champ lointain pour une particule avec εc = −1 et Rc/λ = 0.01 et qui prend
clairement la même forme que le champ autour d’un dipôle. Tout cela permet de grandement
simplifier le calcul du flux diffusé en champ lointain et des sections efficaces. Par exemple, dans
le cas d’une onde-plane de polarisation TM incidente sur une particule avec µc = 1 placée dans
un milieu avec εm = µm = 1, l’introduction de l’Éq. (II.22) dans l’Éq. (II.16) permet d’obtenir :

σsca ∼
Rc/λ→0

4π5
∣∣∣∣1− εc
1 + εc

∣∣∣∣2 R4
c

λ3
, σabs ∼

Rc/λ→0
8π2

Im(εc)

|1 + εc|2
R2

c

λ
. (II.23)

Cette dépendance est observable dans la Fig. II.3(a) qui représente Qext en fonction du ratio
Rc/λ pour différents valeurs de εc. À noter que pour cette figure Im(εc) = 0 a été considéré, ce
qui équivaut à une absorption nulle et donc l’extinction égale la diffusion. Les courbes pointillées
correspondent à l’Éq. (II.23), alors que les pleines correspondent au calcul complet donné par
l’Éq. (II.16), approximations et calculs exacts tendent bien vers la même valeur pour un ratio
décroissant. En revanche, le seuil à partir duquel l’approximation de Rayleigh converge avec le
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calcul exact dépend fortement de l’indice de la particule, et il n’est donc pas évident de formuler
une condition unique permettant de savoir si oui ou non, la diffusion est de type Rayleigh.

Finalement, l’Éq. (II.23) permet aussi de mettre en évidence le pôle en εc de σsca qui est
la valeur de εc annulant le dénominateur de σsca, donnée ici par εc = −1. Il est important
de remarquer que ce pôle n’est strictement accessible que lorsque Rc/λ → 0, comme on peut
l’observer sur la Fig. II.3(a) où la courbe εc = −1 tend bien vers l’infini pour un ratio décroissant.
Ce pôle correspond à la condition de résonance de surface, dite condition plasmon, d’une particule
unique et infinitésimale [69]. C’est aussi le seul pôle qui existe lorsque Im(εc) = 0 comme en
témoigne la Fig. II.3(b). Par extension, il est simple de vérifier que c’est bien le seul pôle qui
existe lorsque Im(εc) ≥ 0. En revanche, pour Im(εc) < 0, il existe un nombre infini de couples
(Re(εc), Im(εc), Rc/λ) donnant lieu à un pôle de σsca. Ces couples peuvent être obtenus grâce à
l’une des nombreuses méthodes développées pour calculer les pôles (et/ou les zéros) d’une fonction
complexe dans le plan complexe. Pour un guide pas à pas de ces méthodes, nous renvoyons le
lecteur vers la page web “Finding Roots in the Complex Plane” de Ricky Reusser.

En ce qui concerne la section efficace d’absorption, il est possible de chercher son maximum en
faisant varier la permittivité de la particule et cela pour différents ratiosRc/λ. En revanche, plutôt
que de faire varier les parties réelle et imaginaire de εc, deux autres paramètres sont utilisés : cp
(paramètre matériau) et δp (paramètre de perte), dont la relation avec la permittivité est donnée
par εc = 1− 1/cp + iδp. L’utilisation d’une telle relation sera justifiée dans le chapitre prochain
(voir la sect. III.1.5). À noter qu’avec une telle définition de la permittivité, la condition plasmon
d’une particule unique infinitésimale est donnée par : εc = −1 ⇔ cp = 0.5, δp = 0. Lorsque
la taille de la particule est non nulle, il est attendu que la condition maximisant l’absorption
change. Ainsi, les couples (cp, δp) permettant de maximiser σabs pour différents ratios Rc/λ sont
représentés sur la Fig. II.4(a, b). Comme attendu, lorsque la particule est infinitésimale devant
la longueur d’onde (Rc ≪ λ), la condition plasmon est obtenue cp ∼ 0.5 et δp ∼ 0. A contrario,
pour une taille croissante de la particule mais toujours petite par rapport à la longueur d’onde
(Rc ≪ λ), une déviation du paramètre matériau par rapport à 0.5 et une augmentation du
paramètre de perte sont observables. Dans les deux cas, il est possible de faire correspondre une
loi en puissance, telle que : 

1

cp
=

1

0.5
+ 19.93

(
Rc

λ

)1.60

, (II.24a)

δp = 65.44

(
Rc

λ

)2.01

. (II.24b)

La limite à partir de laquelle ces fonctions ne sont plus en accord avec les paramètres extraits
est environ donnée par Rc/λ ≈ 0.04, limite symbolisée par le trait noir vertical en pointillé. En
d’autres mots, lorsque le rayon de la particule est tel que Rc/λ > 0.04, alors la particule ne peut
plus être considérée petite devant la longueur d’onde et les degrés multipolaires d’ordre supérieur
à celui dipolaire 9 commencent à être excités. Un tel phénomène est visible sur les Fig. II.4(c)
et (d) représentant respectivement les sections efficaces d’absorption et de diffusion du mode n
normalisées par la valeur λ/2π. Jusqu’à un ratio de Rc/λ ≈ 0.04, seul le degré dipolaire participe
à l’absorption et à la diffusion, alors qu’après ce ratio, les degrés quadrupolaire puis octupolaire

9. les degrés quadrupolaire, octupolaire...
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Figure II.4 – Paramètres maximisant la section efficace d’absorption d’une particule
(a) le paramètre matériau cp et (b) le paramètre de perte δp permettant d’obtenir le maximum
de la section efficace d’absorption σabs en fonction du ratio Rc/λ. (c) et (d) les sections efficaces
d’absorption et de diffusion du mode n normalisé par sa valeur maximale (λ/2π) et calculées à
partir des paramètres (cp, δp) en fonction du ratio Rc/λ.

sont excités. À noter aussi qu’on a là la démonstration que σnabs est maximale lorsque σnabs = σnsca
(couplage critique). En effet, pour les deux, leur valeur normalisée vaut 1 lorsque Rc/λ < 0.04.

II.3 Diffusion d’un agglomérat de particules circulaires

II.3.1 Le choix de la méthode de résolution

Comparé au cas d’école de la diffusion par une particule circulaire où une solution analytique
aux équations de Maxwell est calculable, il n’existe pas de solution analytique pour la majo-
rité des systèmes étudiés dans la littérature. En d’autres mots, la détermination des propriétés
radiatives 10 de ces systèmes illuminés par une onde électromagnétique ne peut se faire que nu-
mériquement. À cet effet, un certain nombre de méthodes numériques ont été développées, et on
peut les classifier suivant les approximations utilisées : rigoureuse, ondulatoire et scalaire. Une
méthode est dite rigoureuse si elle incorpore un ou plusieurs paramètres qui, si pris à l’infini,
permet la résolution exacte des équations de Maxwell. Par exemple, la méthode des éléments
finis (“finite element method ”), la méthode des différences finies (“finite difference method ”) ou
la “rigorous coupled-wave analysis” (RCWA) sont des méthodes dites rigoureuses. Une méthode
est ondulatoire si elle prend en compte le caractère ondulatoire de la lumière, mais n’est pas
forcément rigoureuse ; la méthode de propagation des faisceaux (“beam propagation method ”) fait

10. Ici, le terme propriété radiative peut se référer aux sections efficaces de diffusion, d’extinction et d’absorption,
ou bien à la réflectance, la transmittance et l’émittance/absorptance ou encore à toutes autres grandeurs pouvant
être mesurées expérimentalement.
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partie de cette catégorie [70]. Finalement, une méthode scalaire ne prend pas en compte la nature
ondulatoire de la lumière, l’exemple le plus connu étant le lancer de rayon (“ray tracing”) [71]. Le
choix d’une méthode rigoureuse/ondulatoire ou scalaire va dépendre du régime fréquentiel dans
lequel on se place. Dans un régime de très haute fréquence pour lequel la taille des objets consi-
dérés est très grande devant la longueur d’onde de la lumière, les méthodes scalaires sont très
efficaces. En revanche, dans le cas contraire, seules les méthodes rigoureuse/ondulatoire donnent
des résultats cohérents avec l’expérience.

Pour modéliser des systèmes électromagnétiques ayant une structure complexe, plusieurs mé-
thodes sont possibles. Les plus populaires sont : la méthode des différences finies dans le domaine
temporel (FDTD) [72] et la méthode des élément finis dans le domaine temporel (FETD) [73]. À
noter qu’il existe une troisième méthode qui est celle des différences finies dans le domaine fré-
quentiel (FDFD) qui a l’avantage d’être rapide (en comparaison avec les deux autres méthodes),
mais qui ne s’adapte pas bien aux structures 3D et est donc essentiellement utilisée pour les sys-
tèmes 2D [74]. La FDTD a été proposée pour la première fois par Yee en 1966 sur des structures
2D [75], puis plus tard sur des structures 3D par Kunz et Lee [76] et Tatlove et Brodwin [77]. En
maillant l’espace, la FDTD permet la résolution directe des équations de Maxwell en approxi-
mant les dérivées partielles spatiales et temporelles par différence centrale. La simulation consiste
alors à calculer alternativement les champs électrique et magnétique à chaque pas de temps et
en chaque point du maillage jusqu’à l’obtention d’un état d’équilibre ou de la réponse souhaitée.
Bien qu’étant une méthode versatile, robuste et mature, le principal défaut de la FDTD réside
dans son maillage structuré impliquant que les surfaces courbes doivent être approximées par des
surfaces en escalier. Cette approximation peut générer des phénomènes de diffractions parasites
détériorant la précision de la solution [78]. De plus, le maillage doit être suffisamment fin pour
rendre compte du plus petit élément dans la structure, rendant complexe la simulation d’objet
très fin.

Pour circonvenir à ce problème, il est naturel de se tourner vers la méthode des éléments
finis qui permet l’utilisation de maillages non structurés et donc de mieux simuler des surfaces
complexes. Dès lors, un certain nombre d’algorithmes ont été proposés, qu’il est possible de classer
en deux catégories : les algorithmes explicites [79–81] et implicites [82–84]. La première catégorie
d’algorithmes se base sur la discrétisation des équations de Maxwell et peut être vue comme une
généralisation de la méthode FDTD pour des maillages non structurés [85], alors que la seconde
discrétise l’équation d’onde obtenue en combinant les équations de Maxwell. Par comparaison
aux algorithmes explicites, les algorithmes implicites ont l’avantage d’être inconditionnellement
stables, mais ils nécessitent la résolution d’un large système d’équations linéaires à chaque pas de
temps, rendant potentiellement les calculs longs. Comme la FDTD, la FETD est une méthode
versatile, robuste et mature, mais son principal défaut vient de la complexité à créer un maillage
approprié [86] qui peut rapidement devenir l’étape la plus complexe du calcul.

Une méthode très similaire à la FETD est la méthode des éléments de frontière (“boundary
element method ” BEM) [87], également appelée la méthode des moments [88,89]. Cette méthode
a l’avantage de considérer des maillages plus simples que la FETD. En effet, là où la FETD doit
mailler l’ensemble de l’espace contenant le système à modéliser, la BEM ne maille que la surface
du système. Ensuite en chaque point du maillage, l’équation intégrale du champ électrique [90],
l’équation intégrale du champ magnétique [91] ou une combinaison des deux [92] sont résolues.
Comme seulement la surface de l’objet est maillée et pas l’ensemble de l’espace, cette méthode
excelle à résoudre des problèmes non bornés dans l’espace.
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Jusqu’à maintenant, les techniques présentées ont la capacité de modéliser des structures
avec des géométries très complexes. En revanche, lorsque le système admet certaines symétries,
d’autres méthodes plus spécialisées sont mieux adaptées. C’est le cas par exemple de la “rigorous
coupled-wave analysis” (RCWA), aussi appelée la “Fourier modal method ” (FMM), et qui est
très adaptée pour résoudre la diffusion d’une structure périodique [93–96]. De manière générale,
la structure à modéliser est décomposée en différentes strates qui doivent toutes être uniformes
dans une direction (typiquement la direction z). Si cela n’est pas respecté, par exemple pour des
dispositifs avec des gradients d’indices ou des surfaces courbes, une approximation en escalier est
nécessaire. La RCWA est une méthode se basant sur une transformation de Fourier de l’espace
des x et des y (mais pas des z), c’est-à-dire que dans chaque strate, le champ est décomposé
sur une base d’ondes planes qui décrivent la propagation de l’onde dans la strate et dont les
amplitudes sont à déterminer. À l’interface entre chaque strate, des conditions aux limites sur
les champs sont imposées. Dans la limite où le nombre d’ondes planes et de strates sont infinies,
cette méthode permet la résolution exacte des équations de Maxwell, ce qui en fait une méthode
rigoureuse. À noter que la formulation originelle de RCWA par Moharam et Gaylord [97–100]
souffrait de problèmes de convergence spécifiquement lors de la simulation en champ lointain de
réseau métallique en polarisation TM. Initialement attribué au phénomène de Gibbs 11 [102], il
s’est avéré qu’une reformulation des règles de factorisation de la transformée de Fourier permet
de corriger ce problème [103–105]. Néanmoins, la RCWA est bien sensible au phénomène de
Gibbs, non pas en champ lointain, mais bien lors du calcul de la réponse électromagnétique en
champ proche, auquel cas des méthodes adaptées doivent être employées [106,107].

Dans ce manuscrit de thèse, plutôt qu’un système périodique, l’objectif est de simuler la
diffusion créée par un ensemble de nanoparticules de forme circulaire et distribuées aléatoirement
et sans intersection dans l’espace. Pour cela, la méthode de la T-matrix est particulièrement
adaptée [108–110]. Cette méthode peut être considérée comme une généralisation de la théorie
de Mie pour un ensemble de particules mises en interaction (diffusion dépendante). Comme pour
la diffusion de la particule unique, le champ diffusé par chaque particule est décomposé sur
la base des harmoniques cylindriques (fonction de Bessel) ; la différence réside dans le fait que
les développements en série sont spécifiques aux systèmes de coordonnées de chaque particule.
En plus du champ incident (souvent une onde plane), chaque particule est illuminée par les
champs diffusés par toutes les autres particules présentes dans l’agglomérat. Il est donc nécessaire
d’exprimer le champ diffusé par chaque particule dans le système de coordonnées des autres
particules. Cette transformation se fait à l’aide du théorème d’addition de Graf pour les fonctions
d’ondes cylindriques [59, sect. 9.1.79] et il n’est pas exagéré de dire que toute la différence entre
les régimes de diffusion indépendant et dépendant est contenue dans l’utilisation de ce théorème.
Suite à l’utilisation du théorème d’addition, un système d’équations linéaires liant l’ensemble
des coefficients de diffusion de chaque particule est obtenu. Étant la méthode que nous allons
utiliser tout au long du manuscrit pour résoudre la diffusion d’agglomérat de particules, son
développement mathématique est détaillé dans la section suivante.

11. Le phénomène de Gibbs est un effet de bord de la transformé de Fourier se produisant à proximité d’une
discontinuité [101].
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Figure II.5 – Schéma de la diffusion par un agglomérat de particules circulaires
(a) Schéma d’un agglomérat de 10 particules illuminées par une onde plane (b) Les différents
systèmes de coordonnées et les variables utilisés dans les expressions de la théorie de la diffusion
multiple. Encart : définition des variables du théorème de Graf.

II.3.2 Application du théorème d’addition, obtention d’un système d’équa-
tions

Soit un agglomérat composé de N particules circulaires sans chevauchement, de rayon Ri,
de permittivité εi et de perméabilité µi, disposées dans l’espace aux positions (xi, yi), voir le
schéma de la Fig. II.5(a). Parmi elles, considérons la kème particule centrée sur le système de
coordonnées polaires (rk, θk) différent du système de coordonnées polaires global (r, θ) à partir
duquel l’ensemble des champs est calculé. Une représentation de l’ensemble des variables est
donnée en Fig. II.5(b). La relation entre les deux systèmes de coordonnées est donnée par :

r2k = (r cos(θ)− xk)
2 + (r sin(θ)− yk)

2, (II.25a)

tan(θk) =
r sin(θ)− yk
r cos(θ)− xk

. (II.25b)

Le champ incident défini par l’Éq. (II.6) et le champ diffusé par la particule – Éq. (II.7a) –
peuvent tous deux être exprimés dans le système de coordonnées de la kème particule :

Φk
inc(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

αk
pJp(kmrk)e

ipθk , (II.26a)

Φk
sca(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

βkpHp(kmrk)e
ipθk , (II.26b)

où les coefficients βkp sont les inconnues que nous cherchons à calculer et les coefficients αk
p sont

reliés aux coefficients an par une relation qu’il est nécessaire d’établir. En plus du champ incident,
la kème particule est aussi illuminée par le champ diffusé par toutes les autres particules présentes
dans l’agglomérat (diffusion dépendante). Soit la lème particule (avec l ̸= k), son champ peut
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s’exprimer dans son système de coordonnées (rl, θl) ou dans celui de la kème particule (rk, θk) :
Φl

sca(rl, θl) = Φ0

+∞∑
n=−∞

βlnHn(kmrl)e
inθl , (II.27a)

Φlk
sca(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

αlk
p Jn(kmrk)e

ipθk , (II.27b)

où les coefficients βln et αlk
p sont reliés par une relation à établir. En utilisant ces différentes

relations, il est possible d’écrire le champ illuminant la kème particule sous la forme :

Φk(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

αk
p +

N∑
l ̸=k

αlk
p

 Jn(kmrk)e
ipθk . (II.28)

À partir de là, il est possible d’utiliser les conditions de continuité des champs axial Φz et
tangentiel Φθ à l’interface entre la matrice et la particule (r = Rc) pour obtenir la relation entre
les coefficients du champ illuminant la particule k et ses coefficients de diffusion (βkn). Ce calcul
a déjà été fait pour la particule unique dans la sect. II.2.1, le résultat (Éq. (II.12a)) peut donc
être directement appliqué à la présente situation, donnant :

∀k ∈ [1, N ], p ∈ [−∞,+∞], βkp = Γk
p

αk
p +

N∑
l ̸=k

αlk
p

 . (II.29)

L’objectif maintenant est d’exprimer la relation entre αk
p et an, et entre βln et αlk

p . Pour ce
faire, il est possible d’utiliser le théorème d’addition de Graf établissant la relation suivante [59,
sect. 9.1.79] :

Cn(w)e
±inχ =

+∞∑
p=−∞

Cn+p(u)Jp(v)e
±ipα, (II.30)

où Cn représente Jn, Yn ou Hn, voir l’encart de la Fig. II.5(b) pour la représentation des autres
variables. Cette équation n’est valable que lorsque |ve±iα| < |u|, sauf dans le cas Cn = Jn où
elle est tout le temps valable. En appliquant ce théorème, il est possible d’obtenir les relations
suivantes : 

αk
p =

+∞∑
n=−∞

anJn−p(kmRk)e
i(n−p)Φk , (II.31a)

αlk
p =

+∞∑
n=−∞

βlnHp−n(kmRkl)e
i(p−n)Φkl . (II.31b)

Le calcul détaillé de ces relations est reporté aux annexes A.1 et A.2. À noter que lorsque l’onde
incidente est une onde plane, il est possible de grandement simplifier l’Éq. (II.31a) en calculant
directement la somme (calcul fait en annexe A.1), ce qui donne :

αk
p = ape

−ikm(xk cos θ0+yk sin θ0). (II.32)

En insérant les deux relations de l’Éq. (II.31) dans l’Éq. (II.29), le système d’équations qu’il faut
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résoudre pour calculer les coefficients βkn devient :

βkp − Γk
p

∑
l ̸=k

+∞∑
n=−∞

βlnHp−n(kmRkl)e
i(p−n)Φkl = Γk

p

+∞∑
n=−∞

anJn−p(kmRk)e
i(n−p)Φk . (II.33)

Cette équation est exacte dans le sens où aucune approximation n’a été nécessaire pour l’obtenir.
Par ailleurs, s’il était possible de la résoudre pour tous les entiers n, alors on serait en mesure de
calculer parfaitement la diffusion dépendante entre particules. Malheureusement, aucune formule
analytique résolvant cette équation n’existe, et seule la résolution numérique permet d’obtenir une
solution. Pour ce faire, la somme infinie sur les degrés multipolaires est tronquée à une certaine
valeur dm. Il devient alors possible de mettre cette dernière équation sous forme matricielle qui
est alors résolvable :

(I − ΓH)B = ΓA, (II.34)

où I est la matrice identité, Γ est une matrice diagonale composée des Γk
p de chaque particule,

H est une matrice par blocs dont les blocs diagonaux sont nuls et les autres correspondent à la
matrice de transition entre la particule k et l, et A/B sont des vecteurs composés des αk

p/βkp .
La résolution numérique d’un tel système et les problèmes associés sont abordés dans la section
suivante. Une fois que le vecteur B est obtenu, il est possible de calculer l’ensemble des coefficients
intérieurs ckn des particules (regroupés dans un vecteur C) à l’aide de la relation suivante :

C = ∆(A+HB) , (II.35)

où ∆ est une matrice diagonale composée des ∆k
p de chaque particule.

II.3.3 Résoudre numériquement la diffusion de l’agglomérat

Le système d’équations défini par l’Éq. (II.34) peut être résolu numériquement soit par des
méthodes directes (pivot de Gauss, décomposition LU, décomposition QR, décomposition de
Cholesky ...), soit par des méthodes itératives (Gauss-Seidel, surrelaxation successive, Gradient
Conjugué, généralisation de la méthode de minimisation du résidu GMRES ...). Quelle que soit
la méthode considérée, sa précision, sa stabilité et sa vitesse de convergence (pour les méthodes
itératives) sont fortement influencées par le conditionnement de la matrice T = (I − ΓH). On
peut définir le conditionnement comme une mesure du changement de la solution au problème
lorsqu’une petite variation des données d’entrées est considérée. Un mauvais conditionnement
implique que de petites variations sur les entrées induisent de fortes perturbations sur la solution.

Le conditionnement d’une matrice A est définie par [111] :

κ(A) = ||A−1||n · ||A||n ≥ 1, (II.36)

où ||·||n est la norme de rang n. La plus petite valeur possible est 1 et correspond à celui de la ma-
trice identité. À l’inverse, une matrice singulière (i.e. non inversible) a un conditionnement infini.
Plus spécifiquement, il est généralement considéré que pour chaque puissance de 10 du condi-
tionnement, un digit de précision est perdu. Par exemple, vu que les nombres à double précision
de la norme IEEE ont une précision d’environ 16 chiffres après la virgule, un conditionnement
de 105 implique qu’approximativement 11 chiffres seront exacts dans la solution.
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Dans notre cas, le conditionnement de la matrice T est (entre autres) très dépendant du
nombre de degrés multipolaires considérés dm et peut très vite diverger. Pour 10 particules
identiques réparties de manière aléatoire dans l’espace, on a κ(T, dm = 2) ∼ 10, κ(T, dm =

5) ∼ 1010 et κ(T, dm = 10) ∼ 1030. Autrement dit, plus le degré multipolaire augmente, et plus
le conditionnement diverge, ce qui implique que la résolution du système Éq. (II.34) devient
de moins en moins précise. Ce comportement est très problématique, car il rend complexe la
vérification des résultats. En effet, le seul moyen pour savoir si une simulation particulière a
convergé en termes de degrés multipolaires est de la refaire avec un degré supérieur. En revanche,
comme cela induit une aggravation du conditionnement, il est très probable que le résultat final
soit moins bon, empêchant donc toute vérification. Fort heureusement, il existe des moyens pour
améliorer le conditionnement d’une matrice.

Dans le cas où la matrice du problème considéré est mal conditionnée, il est possible de
résoudre un système équivalent à Ax = b, mais avec un meilleur conditionnement, par exemple
P−1Ax = P−1b. Faire cela, correspond à un préconditionnement à gauche et la matrice P doit
respecter deux règles :

(i) κ(P−1A) ≪ κ(A),

(ii) le calcul de P−1 doit être suffisamment simple.

Si nous choisissons P = A, alors la condition (i) est bien respectée car κ(A−1A) = κ(I) = 1,
mais la condition (ii) ne l’est pas, car calculer l’inverse de P est plus difficile que de résoudre le
problème en lui-même. Au contraire, si l’on choisit P = I, la condition (ii) est respectée mais
pas la condition (i). Une solution intermédiaire est de considérer la matrice pseudo-inverse de A
plus rapide à calculer que son inverse [112–114]. En plus du préconditionnement à gauche, un
préconditionnement à droite est aussi possible, donnant lieu aux différents cas suivants :

P−1Ax = P−1b, (gauche), (II.37a)

AQ−1(Qx) = b, (droite), (II.37b)

P−1AQ−1(Qx) = P−1b, (gauche et droite). (II.37c)

En plus de l’utilisation des matrices pseudo-inverses en tant que préconditionneurs, d’autres pré-
conditionneurs sont possibles. Ils sont habituellement basés sur une décomposition de A comme
suit : {

A = L+D + U, si A est non symétrique, (II.38a)

A = L+D + LT , si A est symétrique, (II.38b)

où L est une matrice triangulaire strictement inférieure, D une matrice diagonale et U une
matrice triangulaire strictement supérieure. Cette décomposition permet de créer différents pré-
conditionneurs [111] :

• Jacobi :

– P = D, utilisé lorsque la diagonale de A est dominante

• Gauss-Seidel :

– P = D + L (non symétrique)
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– P = (D + L)D−1(D + LT ) (symétrique)

• “Symmetric Successive Over-Relaxation” (SSOR) :

– P = w
2−w (

D
w + L)D−1(Dw + LT ), avec w ∈]0, 2[

Dans notre cas, la diagonale de la matrice T est remplie de 1. Cela implique que le précon-
ditionneurs de Jacobi n’a aucun effet. Pour les deux autres préconditionneurs, plutôt qu’une
amélioration, une dégradation du conditionnement a été observée, montrant qu’il est nécessaire
de trouver d’autre solutions pour résoudre le système d’équations.

Une autre manière d’aborder le conditionnement consiste à remarquer que κ est directement
relié à la norme de la matrice, comme le montre l’Éq. (II.36). Par conséquent, si on est capable
de réduire la norme de la matrice par une certaine transformation, alors le conditionnement
devrait aussi être réduit. Dans cette approche, plutôt que de préconditionnement de la matrice,
on parle d’équilibrage de la matrice. Comme ce genre de problématique (réduire la norme d’une
matrice) se retrouve dans d’autres branches des mathématiques, par exemple dans les problèmes
aux valeurs propres où l’erreur sur le calcul des valeurs propres est directement influencée par la
norme de la matrice, des solutions ont déjà été proposées et peuvent donc être appliquées.

Soit A la matrice dont on veut diminuer la norme. Pour ce faire, Osborne a démontré qu’il
existe une unique matrice Ã telle que [115] :

• A et Ã soient semblables, il existe une matrice diagonale non singulière D telle que Ã =

D−1AD (“matrix similarity”),

• Ã soit équilibrée, la norme de la colonne et de la ligne i sont égales (“balanced matrix ”).

Tout cela implique que ||Ã|| < ||A|| qui est le résultat escompté. Il a aussi proposé un algorithme
permettant le calcul de Ã. Depuis différentes améliorations à cet algorithme ont été propo-
sées [116,117] permettant entre autres de prendre en compte des cas particuliers où l’algorithme
donnait un moins bon conditionnement [118]. En appliquant cet algorithme sur l’exemple précé-
dent, on obtient κ(T, dm = 2) ∼ 1, κ(T, dm = 5) ∼ 10 et κ(T, dm = 10) ∼ 100 démontrant son
efficacité pour le problème étudié.

II.3.4 Flux en champ lointain et sections efficaces

Flux en champ lointain

Le champ diffusé par l’ensemble des particules peut s’écrire comme :

Φz
sca(r, θ) = Φ0

N∑
k=1

+∞∑
p=−∞

βkpHp(kmrk)e
ipθk , (II.39)

où la relation entre (r, θ) et (rk, θk) est donnée par l’Éq. (II.25). Comme dans le cas de la particule
unique, pour calculer le flux en champ lointain, on suppose que r tend vers l’infini, permettant
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de considérer les expressions asymptotiques suivantes :
H(1)

n (kmrk) ∼
kmrk→∞

√
2

πkmrk
ei(kmrk−(2n+1)π

4 ), (II.40a)

rk ∼
r→∞

r − (xk cos θ + yk sin θ), (II.40b)

θk ∼
r→∞

θ. (II.40c)

En utilisant cet ensemble d’équations, le flux en champ lointain d’un agglomérat peut être ex-
primé comme suit :

Ψ(θ) =
2

πkm
|T (θ)|2 = 2

πkm

∣∣∣∣∣
+∞∑

p=−∞
eip(θ−

π
2 )

N∑
k=1

βkpe
−ikm(xk cos θ+yk sin θ)

∣∣∣∣∣
2

. (II.41)

Dans la suite de ce manuscrit et plus particulièrement dans le chapitre III, on sera intéressé
par le calcul du flux en champ lointain de multiples agglomérats et surtout d’en faire la moyenne
sur un ensemble d’agglomérats. Pour cela, il est possible d’imaginer deux moyennes différentes,
la première consiste à faire trivialement la moyenne sur les Ψ(θ), alors que la seconde, moins
évidente, consiste à faire la moyenne sur les T (θ) :

Ψmoy(θ) = ⟨Ψ(θ)⟩ , (II.42a)

Ψcoh(θ) =
2

πkm

∣∣∣〈T (θ)eikmφ
〉∣∣∣2 , (II.42b)

où ⟨.⟩ représente la moyenne d’ensemble et φ = maxk{xk cos(θ)+ yk sin(θ)} est une phase néces-
saire permettant de corriger les différences entre les agglomérats de l’ensemble. En effet, comme
les agglomérats sont constitués de particules, leur frontière n’est pas parfaitement définie (elle
ne forme pas un cercle). Cela implique que pour différents agglomérats, l’onde incidente illumine
les particules avec différentes phases, ce qui est corrigé par φ. Dans le chapitre III, Ψmoy(θ) sera
appelé le flux moyen en champ lointain, alors que Ψcoh(θ) sera appelé le flux cohérent en champ
lointain et la différence des deux sera appelée le flux incohérent Ψincoh(θ) = Ψmoy(θ)−Ψcoh(θ).

Sections efficaces

Comme dans le cas de la particule unique, la section efficace de diffusion (par unité de
longueur) σsca s’obtient en intégrant l’Éq. (II.41) de 0 à 2π. En développant la norme au carré
puis en effectuant l’intégration, il est possible d’obtenir la formule suivante :

σsca =
4

km

+∞∑
n=−∞

N∑
k=1

∣∣∣βkn∣∣∣2 +
N∑
l ̸=k

+∞∑
p=−∞

Re
[
in−pβknβ

l∗
p e

−i(n−p)(Φkl−π
2 )Jn−p(kmRkl)

] . (II.43)

Le premier terme correspond à la diffusion de chaque particule individuellement, alors que le
second terme correspond à l’interférence entre les modes de différentes particules. En ce sens,
cette équation est très intéressante d’un point de vue physique, mais numériquement, il est plus
économique de faire l’intégration du flux en champ-lointain plutôt que d’utiliser cette dernière
équation.

28 Lien vers le sommaire



II.4. DIFFUSION D’UNE PARTICULE ELLIPTIQUE

Finalement, la section efficace d’extinction par unité de longueur σext est définie par :

σext = − 4

km
Re [T (θ0 + π)] = − 4

km
Re

[
+∞∑

n=−∞
ein(θ0+

π
2 )

N∑
k=1

βkne
ikm(xk cos(θ0)+yk sin(θ0))

]
. (II.44)

II.4 Diffusion d’une particule elliptique

II.4.1 Équation d’onde en coordonnée elliptique

Généralités sur le système de coordonnées elliptiques

Pour faciliter l’écriture mathématique de la diffusion par une particule circulaire, il a été
judicieux de se placer en coordonnées cylindriques. De même pour une particule elliptique, il est
judicieux de se placer en coordonnées elliptiques (ξ, η), où ξ ∈ [0,+∞[ et η ∈ [0, 2π]. Ce système
de coordonnées étant moins usité que son homologue pour les particules circulaires, un certain
nombre de généralités sur ce système sont d’abord introduites, pour ensuite aborder la résolution
de l’équation de Helmholtz et pour finir sur la résolution de la diffusion par une particule.

La relation entre les coordonnées elliptiques et cartésiennes s’écrit :{
x = c cosh(ξ) cos(η), (II.45a)

y = c sinh(ξ) sin(η), (II.45b)

où c est un nombre réel positif. Les courbes avec ξ constant forment des ellipses, courbes oranges
Fig. II.6(a), alors que celles avec η constant forment des hyperboles, courbes bleues Fig. II.6(a).
Le passage d’un système cartésien à elliptique est moins trivial et est donné par [119] :

ξ =
1

2
ln
(
1− 2q + 2

√
q2 − q

)
, (II.46a)

η = arcsin (
√
p) , x ≥ 0, y ≥ 0, (II.46b)

η = π − arcsin (
√
p) , x < 0, y ≥ 0, (II.46c)

η = π + arcsin (
√
p) , x ≤ 0, y < 0, (II.46d)

η = 2π − arcsin (
√
p) , x > 0, y < 0, (II.46e)

où p et q sont donnés par : 
q =

−B −
√
B2 + (2cy)2

2c2
, (II.47a)

p =
−B +

√
B2 + (2cy)2

2c2
, (II.47b)

B = x2 + y2 − c2. (II.47c)

Le laplacien d’un champ ψ est donné par [120, sect. 1.03] :

∇2ψ =
1

c2(cosh2(ξ)− cos2(η))

(
∂2ψ

∂ξ2
+
∂2ψ

∂η2

)
. (II.48)
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Figure II.6 – Schéma de la diffusion par une particule elliptique
(a) Graduation d’un système elliptique avec c = 1. (b) Schéma d’une particule elliptique sur
laquelle une onde plane incide.

Les fonctions de Mathieu

L’équation de Helmholtz pour un champ E est donnée par :

(∇2 + k2)E = 0, (II.49)

où k est le vecteur d’onde. Il a été démontré qu’il est possible d’utiliser la séparation des variables
pour résoudre cette équation en coordonnées elliptiques [120]. Soit le champ E(ξ, η) = f(ξ)g(η),
après insertion d’une telle condition dans l’équation de Helmholtz, il est possible de la réarranger
en :

1

f(ξ)

∂2f

∂ξ2
+ (kc)2 cosh2(ξ) =

1

g(η)

∂2g

∂η2
+ (kc)2 cos2(η), (II.50)

où la partie de gauche ne dépend que de la variable ξ et celle de droite que de η. Chaque
membre de l’équation est donc égal à une constante α. Après un peu d’algèbre 12, on obtient
deux équations différentielles :

∂2g

∂η2
+ [λ− 2q cos(2η)] g(η) = 0, (II.51a)

∂2f

∂ξ2
− [λ− 2q cosh(2ξ)] f(ξ) = 0, (II.51b)

avec 2λ = 2α − (kc)2 et 4q = (kc)2. La première équation correspond à l’équation différentielle
de Mathieu, et la seconde à celle modifiée. Suivant les auteurs, les solutions à ces équations
peuvent être un peu différentes, dépendant entre autres de la normalisation utilisée. En ce sens,
dans la suite du manuscrit, nous allons utiliser les notations d’Abramowitz [59, chap. 20] et de
Zhang [121, chap. 14], ainsi que leur normalisation.

D’une part, les solutions de l’Éq. (II.51a) s’appellent les fonctions de Mathieu angulaires,

12. Il est nécessaire d’utiliser les identités trigonométriques suivantes : cos 2x = 2 cos2 x − 1 et cosh2x =
2cosh2x− 1.
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elles sont données par [121, sect. 14.1] :

ce2r(η, q) =
+∞∑
k=0

A2r
2k(q) cos(2kη), (II.52a)

ce2r+1(η, q) =

+∞∑
k=0

A2r+1
2k+1(q) cos((2k + 1)η), (II.52b)

se2r+1(η, q) =
+∞∑
k=0

B2r+1
2k+1(q) sin((2k + 1)η), (II.52c)

se2r+2(η, q) =
+∞∑
k=0

B2r+2
2k+2(q) sin((2k + 2)η), (II.52d)

où r est un nombre entier positif définissant l’ordre n de la solution, An
k et Bn

k sont les coefficients
de Fourier, ce et se signifient respectivement «cosinus-elliptique» et «sinus-elliptique». Pour
calculer les coefficients An

k et Bn
k , plusieurs méthodes numériques existent, soit par résolution

d’un problème aux valeurs propres, soit en résolvant une équation transcendantale. Pour plus
de détails sur ces méthodes numériques, nous renvoyons le lecteur vers le livre de Zhang et
Jin [121, chap.14], ou plus récemment celui de Bibby et Peterson [122]. Bien entendu, il n’est pas
possible de calculer numériquement une somme infinie de termes comme celles des Éq. (II.52),
une troncature kmax est donc nécessaire. Après quelques essais, il est rapide de se rendre compte
que la troncature à utiliser pour obtenir une convergence dépend à la fois de la valeur de q et
de l’ordre n. Différentes relations empiriques entre q, n et le nombre de termes à considérer sont
disponibles dans la littérature [121, sect. 14.8.2] ou [123].

À partir de ces définitions de cen et sen, différentes propriétés et relations sont calculables. En
revanche celles qui nous seront utiles pour résoudre la diffusion par une ellipse sont les relations
d’orthogonalité suivantes [59, sects. 20.5.1 et 20.5.3] :

∫ 2π

0
cem(z, q)cen(z, q)dz =

{
0, n ̸= m,

π, n = m,∫ 2π

0
sem(z, q)sen(z, q)dz =

{
0, n ̸= m,

π, n = m,
(II.53)

∫ 2π

0
cem(z, q)sen(z, q)dz = 0.

D’autre part, les solutions de l’Éq. (II.51b) s’appellent les fonctions de Mathieu radiales.
Comme déjà précisé, différentes définitions de ces fonctions sont disponibles dans la littérature,
dépendant entre autres de la normalisation utilisée. Cependant, celles qui nous intéressent sont
Mc

(1)
m , Ms

(1)
m , Mc

(2)
m et Ms

(2)
m définies par [59, sect. 20.6.7 à 20.6.10] :

Mc
(j)
2r (ξ, q) =

+∞∑
k=0

(−1)k+r A2r
2k(q)

δsA2r
2s(q)

[
Jk−s(u1)Z

(j)
k+s(u2) + Jk+s(u1)Z

(j)
k−s(u2)

]
, (II.54a)

Mc
(j)
2r+1(ξ, q) =

+∞∑
k=0

(−1)k+r
A2r+1

2k+1(q)

A2r+1
2s+1(q)

[
Jk−s(u1)Z

(j)
k+s+1(u2) + Jk+s+1(u1)Z

(j)
k−s(u2)

]
, (II.54b)
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Ms

(j)
2r+1(ξ, q) =

+∞∑
k=0

(−1)k+r
B2r+1

2k+1(q)

B2r+1
2s+1(q)

[
Jk−s(u1)Z

(j)
k+s+1(u2) + Jk+s+1(u1)Z

(j)
k−s(u2)

]
, (II.54c)

Ms
(j)
2r+2(ξ, q) =

+∞∑
k=0

(−1)k+r+1
B2r+2

2k+2(q)

B2r+2
2s+2(q)

[
Jk−s(u1)Z

(j)
k+s+2(u2) + Jk+s+2(u1)Z

(j)
k−s(u2)

]
, (II.54d)

avec s un nombre entier arbitraire à déterminer, δs = 2 (si s = 0) ou δs = 1 (autrement),
u1 =

√
qe−ξ, u2 =

√
qeξ, Z(1)

n = Jn et Z(2)
n = Yn. Lorsque q tend vers 0, ces fonctions ont

l’avantage de se simplifier en fonctions de Bessel du premier et du second type.
Le choix du paramètre s peut être critique, et il a été démontré que la convergence des

séries et la précision sur le calcul des fonctions radiales de Mathieu est directement impactée
par ce choix. Un mauvais choix peut drastiquement changer le résultat [122, sect. 3.2]. Comme
l’indiquent Van Buren et Boisvert [124], le calcul des fonctions radiales de Mathieu s’effectue
traditionnellement avec s = 0 ou s = 1 ce qui a le mérite de simplifier les expressions ; ce choix
a par exemple été fait dans le livre de Zhang et Jin [121, p. 493]. En revanche, cette convention
peut engendrer une erreur substantielle sur le résultat final lorsque n ou q sont larges [122,124].
Pour éviter cela, trois autres choix sont possibles :

• s peut être choisi pour minimiser les erreurs de soustraction [124],

• s peut être choisi de telle sorte que la valeur du coefficient utilisée au dénominateur soit
la valeur maximale (en valeur absolue) de l’ensemble des coefficients [59, sect. 20.4.13]
et [125,126],

• s peut être choisi égal à r [127,128].

De manière similaire aux fonctions de Hankel, il est possible de définir deux autres fonctions :{
M (3)

n =M (1)
n + iM (2)

n , (II.55a)

M (4)
n =M (1)

n − iM (2)
n , (II.55b)

où Mn peut être Mcn ou Msn.
Finalement, il est possible de définir deux fonctions me/Me permettant de combiner les

fonctions ce/Mc et se/Ms ensemble, ce qui aura l’avantage de simplifier toutes les futures nota-
tions [129, sect. 2.23 et 2.75] :

mem(η, q) =

{√
2cem(η, q), m ≥ 0,

−i
√
2se−m(η, q), m < 0,

(II.56)

Me(j)m (ξ, q) =

{
Mc

(j)
m (ξ, q), m ≥ 0,

(−1)mMs
(j)
−m(ξ, q), m < 0,

(II.57)

où j = 1, 2, 3, 4. Par ailleurs, la fonction men peut aussi être définie à l’aide d’une série [129,
sect. 2.23] :

mem(η, q) =
+∞∑

r=−∞
cm2r(q)e

i(m+2r)η, (II.58)
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où les coefficients cm2r peuvent être reliés aux coefficients An
k et Bn

k via la relation :
√
2A2n

0 (q) = c2n−2n(q),

Am
r (q) =

√
2cmr−m(q) =

√
2cm−r−m(q),

Bm
r (q) = −

√
2c−m

r+m(q) =
√
2c−m

−r+m(q).

(II.59)

Cela conclut notre introduction aux fonctions de Mathieu. Pour plus de détails sur ces fonc-
tions, nous renvoyons le lecteur vers les livres de Meixner [129,130], de McLachlan [131], d’Abra-
mowitz [59] et de Zhang [121].

II.4.2 Coefficients de diffusion et flux en champ lointain

Soit une particule elliptique de demi-grand axe ae et de demi-petit axe be, ayant une permitti-
vité relative complexe εe et une perméabilité relative complexe µe entourée d’une matrice infinie
non absorbante, caractérisée par εm et µm, Fig. II.6(b). Comme pour la particule circulaire, grâce
à la symétrie axiale du problème, seuls les champs Ez, Hξ et Hη en TE et Hz, Eξ et Eη en TM
sont à considérer. On peut donc définir le même champ Φ que dans l’Éq. (II.4).

Un système de coordonnées cartésiennes dont l’axe des abscisses et des ordonnées sont res-
pectivement orientés suivant les demi-grand et demi-petit axes de la particule et dont le centre
coïncide avec celui de la particule est considéré. Cette définition du système de coordonnées
implique que le paramètre c de l’Éq. (II.45) correspond à l’excentricité de l’ellipse définie par
c2e = a2e−b2e. Une onde plane de longueur d’onde λ illumine la particule avec un angle d’incidence
θ0 par rapport à l’axe des abscisses, Éq. (II.5). Il est possible de démontrer qu’une telle onde peut
être décomposée en une série de fonctions de Mathieu tel que [56, sect. 6.14] et [129, sect. 2.68] :

Φinc
z = 2

+∞∑
n=0

(−i)ncen (θ0, qem)Mc(1)n (ξ, qem) cen (η, q
e
m)

+ 2

+∞∑
n=1

(−i)nsen (θ0, qem)Ms(1)n (ξ, qem) sen (η, q
e
m) , (II.60)

avec 4qem = (kmce)
2. Comme anticipé dans la section précédente, les équations exprimées en

coordonnées elliptiques peuvent rapidement devenir lourdes et encombrantes. Heureusement, il
est possible de simplifier cela à l’aide des définitions données par les Éq. (II.56) et (II.57) :

Φinc
z =

+∞∑
n=−∞

anMe(1)n (ξ, qem)men(η, q
e
m), (II.61)

où an = (−i)nmen (−θ0, qem). Comme pour la particule circulaire, lors de l’interaction entre
la particule et l’onde incidente, un champ diffusé Φsca se propage vers l’extérieur, tandis qu’à
l’intérieur de la particule un champ électromagnétique Φint apparait, tels que :

Φsca
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

bnMe(3)n (ξ, qem)men(η, q
e
m), (II.62a)

Φint
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

cnMe(1)n (ξ, qee)men(η, q
e
e), (II.62b)
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où bn et cn sont respectivement les coefficients de diffusion et les coefficients intérieurs à dé-
terminer. Les champs radiaux et tangentiels peuvent être calculés à l’aide de [120, sect. 1.03] :


Φξ =

p

iωγi

1√
cosh2 ξ − cos2 η

∂

∂η

(
Fz

c

)
, (II.63a)

Φη = − p

iωγi

1√
cosh2 ξ − cos2 η

∂

∂ξ

(
Fz

c

)
, (II.63b)

où p et γi sont les paramètres définis par l’Éq. (II.9)

Comme pour les particules circulaires, la détermination de bn et cn se fait à l’aide de la
condition de continuité des champs axiaux Φz et tangentiels Φη à l’interface entre la matrice et la
particule ξ = ξe0 = 1

2 ln
(
ae+be
ae−be

)
. En multipliant les deux équations obtenues par men(η, qem), puis

en effectuant une intégration sur η de 0 à 2π, il est possible d’utiliser les relations d’orthogonalités
des fonctions de Mathieu, Éq. (II.53), pour obtenir :

anMe(1)n (ξe0, q
e
m) + bnMe(3)n (ξe0, q

e
m) =

+∞∑
p=−∞

cpMe(1)p (ξe0, q
e
e)I

me
np , (II.64a)

1

γm

(
anMe

′(1)
n (ξe0, q

e
m) + bnMe

′(3)
n (ξe0, q

e
m)
)
=

1

γe

+∞∑
p=−∞

cpMe
′(1)
p (ξe0, q

e
e)I

me
np , (II.64b)

où Ime
np est donnée par :

Ime
np =

1

2π

∫ 2π

0
men(η, q

e
m)mep(η, q

e
e)dη. (II.65)

Contrairement au cas de la particule circulaire pour laquelle chaque ordre multipolaire n est
indépendant des autres ordres, voir par exemple l’Éq. (II.12), dans le cas présent, les ordres
multipolaires sont interdépendants à cause du terme intégral Ime

np . Par ailleurs, il est possible de
résoudre cette intégrale analytiquement, ce qui donne :

Ime
np =



∑+∞
k=0A

2r
2k(q

e
m)A2s

2k(q
e
e) +A2r

0 (qem)A2s
0 (qee) si n = 2r et p = 2s,∑+∞

k=0A
2r+1
2k+1(q

e
m)A2s+1

2k+1(q
e
e) si n = 2r + 1 et p = 2s+ 1,∑+∞

k=0B
2r+1
2k+1(q

e
m)B2s+1

2k+1(q
e
e) si n = −(2r + 1) et p = −(2s+ 1),∑+∞

k=0B
2r+2
2k+2(q

e
m)B2s+2

2k+2(q
e
e) si n = −(2r + 2) et p = −(2s+ 2),

0 autrement,
(II.66)

où r et s sont deux entiers positifs. À l’aide de cette définition de Ime
np , il est possible de décomposer

le système initial en quatre systèmes différents qui peuvent chacun être numériquement résolus
en tronquant la somme infinie à un certain ordre multipolaire et en les mettant sous forme
matricielle.

Cependant, dans les cas particuliers où (i) λ ≫ nmce, nece (régime de basses fréquences) ou
(ii) ae ≈ be (ellipse quasi-circulaire), les paramètres qem et qee sont quasi-nuls (qem ≈ qee ≈ 0), ce
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qui implique que :

Ime
np ≈

{
1 si n = p,

0 autrement.
(II.67)

Dans ces cas-là, il est donc possible d’isoler chaque mode multipolaire des autres, donnant lieu
à un système très similaire au système d’équations (II.11) qui peut donc se résoudre de la même
manière :


bn = Γnan, (II.68a)

Γn = −
1
γe
Me

′(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

(1)
n (ξe0, q

e
m)− 1

γm
Me

(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

′(1)
n (ξe0, q

e
m)

1
γe
Me

′(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

(3)
n (ξe0, q

e
m)− 1

γm
Me

(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

′(3)
n (ξe0, q

e
m)
, (II.68b)


cn = ∆nan, (II.68c)

∆n =

1
γm
Me

′(1)
n (ξe0, q

e
m)Me

(3)
n (ξe0, q

e
m)− 1

γm
Me

(1)
n (ξe0, q

e
m)Me

′(3)
n (ξe0, q

e
m)

1
γe
Me

′(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

(3)
n (ξe0, q

e
m)− 1

γm
Me

(1)
n (ξe0, q

e
e)Me

′(3)
n (ξe0, q

e
m)

. (II.68d)

Finalement, quel que soit le régime dans lequel on se place, il est possible de calculer le flux en
champ lointain diffusé par l’ellipse. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser l’expression asymptotique
des fonctions de Mathieu radiales lorsque l’argument tend vers l’infini [132, sect. 2.3.7] :

M
(3),(4)
2r+p (ξ, q) ∼

ξ→∞
(−1)r

√
2

πv
e±i(v−(2p+1)π

4 ), (II.69)

où Mn correspond à Mcn ou Msn, et v =
√
qeξ = kmcee

ξ/2. En utilisant cette approximation,
nous obtenons que le rapport entre le champ diffusé en champ lointain et le champ incident est
alors donné par :

|Φsca
z |

|Φinc
z |

∼
ξ→∞

√
4

πkmceeξ

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
(−i)nbnmen(η, qem)

∣∣∣∣∣ . (II.70)

Pour pouvoir appliquer la même définition du flux en champ lointain que pour un cercle,
Éq. (II.15), il est nécessaire d’établir la relation entre le rayon r en coordonnées polaires et
la coordonnée elliptique ξ. Elle est donnée par :

r2 = c2e
(
cosh2 ξ cos2 η + sinh2 ξ sin2 η

)
∼

ξ→∞

(
cee

ξ

2

)2

, (II.71)

de sorte que, finalement, le flux en champ lointain est donné par :
Ψ(η) = lim

ξ→∞

cee
ξ

2

|Φsca
z |2

|Φinc
z |2

=
2

πkm
|T (η)|2 , (II.72a)

T (η) =

+∞∑
n=−∞

(−i)nbnmen(η, qem). (II.72b)

Les sections efficaces de diffusion σsca et d’extinction σext par unité de longueur sont quant à
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elles données par :
σsca =

2

πkm

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
(−i)nbnmen(η, qem)

∣∣∣∣∣
2

dη =
4

km

+∞∑
n=−∞

|bn|2 , (II.73a)

σext = − 4

km
Re [T (θ0 + π)] = − 4

km
Re

[
+∞∑

n=−∞
(−i)nbnmen(π + θ0, q

e
m)

]
. (II.73b)

À cause de la forme de l’ellipse, ces propriétés radiatives dépendent de l’angle d’incidence de
l’onde plane. Bien que cette dépendance ne soit pas facilement observable dans les Éq. (II.72) et
(II.73), elle est entièrement contenue dans les coefficients de diffusion bn.

II.4.3 Comparaison avec la méthode AFMM

La résolution de la diffusion de la lumière par une particule elliptique étant moins étudiée
que le cas circulaire, il parait intéressant de faire une comparaison entre cette méthode de ré-
solution, dont l’ensemble des équations a été codé sous Python, et une de celles présentées
dans la sect. II.3.1. N’ayant pas accès aux méthodes types FETD ou FDTD (implémentées par
exemple dans le logiciel COMSOL), nous nous sommes rabattus sur la méthode RCWA, ou
plus précisément sa généralisation au système apériodique AFMM (“Aperiodic Fourier Modal
Method ”) [133, 134] développée sous Matlab par Jean-Paul Hugonin (laboratoire Charles Fabry
de l’Institut d’Optique). Pour simuler un système apériodique (comme une ellipse isolée dans
l’espace) par RCWA, il est nécessaire d’entourer le système par des absorbeurs parfait (“perfectly
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Figure II.7 – Comparaison de la diffusion par une particule elliptique avec AFMM
Flux diffusé en champ lointain calculé avec la méthode AFMM (trait plein) et le code Python
(trait pointillé) pour différentes tailles d’ellipses, d’indices de réfraction et de polarisations. Les
courbes rouges sont obtenues pour une illumination par la droite, les bleues par le haut et les
vertes en diagonales avec un angle de π/4.
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matched layer ”, PML) [135], puis de périodiser l’ensemble. Comme les différentes cellules du
réseau périodique sont séparées par des couches absorbantes, aucune interaction n’est possible,
impliquant que la solution électromagnétique de RCWA correspond au comportement électroma-
gnétique du système (ici une ellipse). Pour rappel, avec la RCWA (et donc l’AFMM), le système
est décomposé en fines tranches dans lesquelles une transformée de Fourier est appliquée pour
simuler le comportement électromagnétique.

Deux tailles d’ellipses différentes sont considérées : Ap = 3 µm avec Bp = 300 nm et Ap = 3 µm
avec Bp = 1.5 µm, ainsi que deux indices de réfraction différents : np = 1.5+0.5i et np = 0.1+2.5i.
La longueur d’onde est fixée à λ = 5 µm avec une polarisation soit TE, soit TM, et trois angles
d’incidence sont utilisés : illumination par le haut (courbes bleues), en diagonale avec un angle
de π/4 (courbes vertes) et par la droite (courbes rouges). L’ensemble des résultats sont visibles
sur la Fig. II.7, où les courbes en pointillées ont été obtenues avec le code Python et celles en
traits pleins avec AFMM. Pour une comparaison plus quantitative, la Table II.1 récapitule le
ratio des sections efficaces de diffusion calculées avec AFMM et Python. Clairement, dans la
quasi-totalité des cas, les deux méthodes sont en parfait accord. En revanche, dans le cas TM
avec np = 0.1 + 2.5i, des différences notables sont observables. Ces différences ne proviennent
pas d’un manque de degrés multipolaires du code Python. En effet, un calcul de convergence
a montré que cinq degrés multipolaires sont largement suffisants pour que le calcul soit exact
dans tous les cas testés. Cela tend à indiquer que l’erreur provient de l’approche AFMM et que
potentiellement le nombre de tranches utilisées n’est pas suffisant.

En conclusion, la méthodologie développée dans cette partie permet bien de simuler la diffu-
sion de la lumière par une particule elliptique. Mathématiquement, le développement est exact et
aucune approximation n’a été faite. En revanche, numériquement, la méthode a des limites, prin-
cipalement l’utilisation des fonctions de Mathieu qui sont très couteuses à calculer (nécessité de
calculer une somme de fonctions de Bessel). De plus, ces fonctions étant moins connues et usitées
que les fonctions de Bessel ou de Hankel, par exemple, il n’existe pas de code Python standard
permettant leur calcul numérique. Face à ce manque, j’ai dû développer mon propre code de
calcul. Bien que fonctionnel, il n’est pas impossible que ce code ne permette pas de prendre en
compte efficacement tous les cas particuliers, pouvant engendrer des erreurs de simulation. Ty-
piquement, il a été observé que le calcul pouvait être problématique lorsque la partie imaginaire
du paramètre q des fonctions de Mathieu est plus grand que sa partie réelle. Par ailleurs, malgré
l’utilisation du système de coordonnées elliptiques, il n’a pas été possible de résoudre analyti-

Table II.1 – Le ratio des sections efficaces de diffusion entre AFMM et Python, σAFMM
sca /σPython

sca .

Polarisation Illumination
np = 1.5 + 0.5i np = 0.1 + 2.5i

Ap = 3 µm
Bp = 300 nm

Ap = 3 µm
Bp = 1.5 µm

Ap = 3 µm
Bp = 300 nm

Ap = 3 µm
Bp = 1.5 µm

TE
haut 1.0007 0.9998 1.0007 1.0000

diagonale 1.0003 1.0000 1.0004 1.0000
droite 0.9982 0.9999 0.9996 1.0000

TM
haut 0.9982 0.9994 0.9533 0.9654

diagonale 0.9907 0.9998 0.8410 0.9307
droite 1.0008 1.0003 0.9987 0.9623
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quement le système d’équations linéaires et donc d’obtenir une formule permettant de calculer
les coefficients de diffusion bn. En clair, même pour une particule unique, il est nécessaire de ré-
soudre un système d’équations linéaires, rendant d’autant plus couteuse la résolution numérique,
ce qui n’était pas le cas pour une particule circulaire. Tout cela suggère que la résolution d’un
agglomérat de particules elliptiques sera bien plus complexe numériquement que son homologue
circulaire.

II.4.4 Résonance de la particule unique

Dans la sect. II.2.3, on a vu que pour une particule circulaire unique très petite devant la
longueur d’onde (rp ≪ λ), le maximum de la section efficace d’absorption (et de diffusion) est
obtenu lorsque εp ∼ −1+δre+iδim, avec δre et δim deux valeurs très faibles qui dépendent du ratio
rp/λ. Cette valeur spécifique de la permittivité correspond à la condition plasmon de la particule.
Pour une particule elliptique unique très petite devant la longueur d’onde (ap, bp ≪ λ), plutôt
qu’une seule valeur de la permittivité, il est possible de montrer que deux valeurs maximisant
σabs existent. Chacune de ces valeurs corresponde à un mode de la particule qui est accessible
suivant l’angle d’incidence de l’onde plane. À noter que, comme pour la particule circulaire
unique, la permittivité est définie à partir des paramètres matériaux cp et de pertes δp avec :
εp = 1− 1/cp + iδp.

Par exemple, pour une particule elliptique de demi-grand axe ae = 2 µm et de demi-petit
axe be = 0.5 µm illuminée par une onde plane de longueur d’onde λ = 1000 µm, les valeurs
maximisant σabs sont cp = 0.8 avec δp = 2.424 × 10−5 pour une incidence par la droite (ou la
gauche) et cp = 0.2 avec δp = 3.877 × 10−4 pour une incidence par le haut (ou le bas). À noter
que, comme pour la particule circulaire, la valeur maximale de σabs dans la limite des petites
particules est donnée par λ/π. La section efficace d’absorption normalisée par λ/π est reporté
sur la Fig. II.8 en fonction de l’angle d’incidence pour les deux couples (cp, δp) précédents. Il est

0 /8 /4 3 /8 /2
Angle d'incidence, 0 [rad]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Se
ct

io
n 

ef
fic

ac
e 

d'
ab

so
rp

tio
n,

 
ab

s/(
/

) (a)
= 1000 m, ae = 2 m, be = 0.5 m

cp = 0.800
p = 2.424e 05

cp = 0.200
p = 3.877e 04

0 20 40 60 80 100
Ratio, e = ae/be

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Pa
ra

m
èt

re
 m

at
ér

ia
u,

 c
p

(b)
0 = 0 0 = /2

0 20 40 60 80 100
Ratio, e = ae/be

10 5

10 4

10 3

10 2

10 1

Pa
ra

m
èt

re
 d

e 
pe

rte
s, 

p

(c)
0 = 0 0 = /2

Figure II.8 – Conditions plasmon d’une particule elliptique
(a) Section efficace d’absorption d’une particule elliptique et normalisée par λ/π en fonction
de l’angle d’incidence pour deux couples (cp, δp). (b) Le paramètre matériaux et (c) de pertes
permettant un maximum de la section efficace d’absorption en fonction du ratio des axes de
l’ellipse τe = ae/be pour deux angles d’incidence différents.
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intéressant de remarquer que pour une incidence oblique de π/4, ces deux couples donnent la
même valeur de la section efficace d’absorption.

Pour continuer, il est possible d’étudier les évolutions de cp et de δp, non pas en fonction
des ratios ae/λ et be/λ comme il a été fait pour la particule circulaire dans la sect. II.2.3, mais
en fonction du ratio entre le grand et le petit axe τe = ae/be. Plus ce ratio est grand et plus
l’ellipse est allongée. De plus, pour complètement caractériser l’ellipse, une surface constante de
la particule en fonction de τe est imposée. Pour ce faire, les différents axes de la particules sont
définis comme suit : ae = rp

√
τe et be = rp/

√
τe, où rp est le rayon de la particule circulaire

associée. On prend rp = 1 µm et la longueur d’onde est gardée à λ = 1000 µm. Pour chaque
valeur de τe, le couple (cp, δp) maximisant σabs pour une incidence par la droite (θ = 0) ou le
haut (θ = π/2) est obtenu numériquement. Les résultats sont reportés sur les Fig. II.8(b) et
(c). Sur chaque figure, le trait horizontal en pointillés noirs représente la valeur de la particule
circulaire (τe = 1) obtenue par application de l’Éq. (II.24). Comme attendu, plus τe se rapproche
de 1 et plus les valeurs de cp et de δp convergent vers le résultat de la particule circulaire. À
l’inverse, plus le ratio est grand et plus cp(π/2) tend vers 0, et cp(0) tend vers 1. Le comportement
de δp est similaire.

Pour finir, lorsque la particule n’est plus très petite devant la longueur d’onde, d’autres modes
apparaissent. Par exemple, une valeur spécifique de la permittivité permet d’obtenir une section
efficace d’absorption maximale (σabs = λ/π) pour un angle d’incidence de π/4, ou encore une
autre valeur permet de maximiser pour θ0 = 0 et π/2 en même temps.

II.5 Diffusion d’un agglomérat de particules elliptiques

II.5.1 Champ incident sur une particule elliptique

Soit un agglomérat composé deN particules elliptiques sans chevauchement, ayant les proprié-
tés suivantes : demi-petit axe bi, demi-grand axe ai, permittivité εi et perméabilité µi, disposées
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Figure II.9 – Schéma de la diffusion par un agglomérat de particules elliptiques
(a) Schéma d’un agglomérat de 9 particules illuminées par une onde plane (b) Les différents
systèmes de coordonnées et les variables utilisés dans les expressions de la théorie de la diffusion
multiple.
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dans l’espace aux positions (xi, yi) et faisant un angle φi avec l’axe des abscisses, Fig. II.9(a).
Le champ incident sur la kème particule peut être exprimé dans le système de coordonnées de la
particule (ξk, ηk), tout comme il peut être exprimé dans le système de coordonnées dit «global»
(ξ, η) à partir duquel l’ensemble des champs est calculé :

Φk
inc(ξ, η) =

+∞∑
p=−∞

anMe(1)p (ξ, qm)mep(ηk, qm), (II.74a)

Φk
inc(ξk, ηk) =

+∞∑
p=−∞

αk
pMe(1)p (ξk, q

k
m)mep(ηk, q

k
m), (II.74b)

où 4qm = (kmc)
2, 4qkm = (kmck)

2, et les coefficients αk
p sont reliés aux an de l’onde incidente

par une relation à établir à l’aide d’un des nombreux théorèmes d’addition développés par Josef
Meixner, Friedrich W. Schäfke et Gerhard Wolf [130, sect. 2.2]. Le choix de l’un ou l’autre des
théorèmes d’addition se fait après établissement de la relation qui existe entre le système de
coordonnées global et celui de la particule donnée par :

cosh(ξk ± iηk)ck = Rke
±i(π+Φk−φk) + e±i(−φk) cosh(ξ ± iη)c, (II.75)

où c est l’excentricité du système de coordonnées global. Ce système étant arbitraire, on peut
choisir n’importe quelle valeur pour c. Cette relation entre les systèmes de coordonnées indiquent
qu’il faut utiliser le théorème d’addition dit «extérieur» [129, sect. 2.54] :

Me(1)n (ξ, qm)men(η, qm) =

+∞∑
p=−∞

Kn
p−nMe(1)p (ξk, q

k
m)mep(ηk, q

k
m), (II.76)

où le coefficient Kn
p−n est donné par :

Kn
p−n =

+∞∑
l=−∞

(−1)lJ2l+n−p(kmRk)e
i(2l+n−p)(Φk−φk) (II.77)

×

[
+∞∑

k=−∞
cn2k (qm) cp2(k−l)

(
qkm

)
ei(n+2k)φk

]
. (II.78)

L’utilisation de ce théorème permet d’obtenir la relation recherchée :

αk
p =

+∞∑
n=−∞

Kn
p−nan. (II.79)

Comme nous l’avons déjà mentionné, le système de coordonnées global est arbitraire, ce
qui signifie que son excentricité c peut prendre n’importe quelle valeur. Il est donc important
d’évaluer comment cela affecte le domaine de validité de l’Éq. (II.76). Pour ce faire, il est possible
de calculer la différence entre le membre de gauche et de droite de l’Éq. (II.76) pour différentes
valeurs de c. Si le théorème d’addition est applicable, la différence devrait valoir 0.

Soit une particule elliptique d’excentricité ck = 2 positionnée aux coordonnées (4, 2) d’un
système globale d’excentricité variable c ∈ [1, 4.5, 7]. Ces trois valeurs sont représentatives des
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Figure II.10 – Domaine de validité du théorème d’addition extérieur
Logarithme de la différence des deux membres de l’Éq. (II.76) pour différentes valeurs de l’ex-
centricité c, (a) c = 1, (b) c = 4.5, (c) c = 7. La particule est représentée en orange, alors que
l’ellipse utilisée pour le système de coordonnées global est représentée en blanc. La flèche indique
que le passage se fait du système de coordonnées global au local en utilisant le théorème d’addi-
tion.

trois situations possibles, i.e. la particule est en dehors de l’ellipse définie par c, s’intersecte avec,
ou est complètement englobée. La Fig. II.10 illustre le logarithme de la différence entre les deux
membres de l’Éq. (II.76). Quelle que soit la valeur de c, l’erreur commise sur la différence est aux
alentours de 10−15, ce qui correspond à la précision numérique du type “double”. Le théorème
est donc bien applicable quelle que soit la valeur de c.

II.5.2 Champ diffusé par une particule sur une autre particule elliptique

À cause de l’interaction entre particules, la kème particule est aussi illuminée par le champ
diffusé par toutes les autres particules autour d’elle. Soit la lème particule (l ̸= k), son champ
diffusé peut s’exprimer dans son système de coordonnées (ξl, ηl) ou dans celui de la kème particule
(ξk, ηk) : 

Φl
sca(ξl, ηl) =

+∞∑
n=−∞

βlnMe(3)n (ξ, qlm)men(η, q
l
m), (II.80a)

Φlk
inc(ξk, ηk) =

+∞∑
p=−∞

αlk
p Me(1)p (ξk, q

k
m)mep(ηk, q

k
m), (II.80b)

où la relation entre les coefficients βln et αlk
p est à établir à l’aide d’un des théorèmes d’addition

précédemment mentionnés. La relation entre le système (ξl, ηl) et (ξk, ηk) est donnée par :

cosh(ξl ± iηl)cl = Rkle
±i(π−Φkl−φl) + e±i(φk−φl) cosh(ξk ± iηk)ck, (II.81)

ce qui nous indique qu’il faut utiliser le théorème d’addition dit «intérieur» donné par [130,
sect. 2.2.4] :

Me(3)n (ξl, q
l
m)men(ηl, q

l
m) =

+∞∑
p=−∞

Ln
pMe(1)p (ξk, q

k
m)mep(ηk, q

k
m), (II.82)
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où Ln
p est un coefficient dont l’équation est :

Ln
p =

+∞∑
l=−∞

(−1)l+n−pH
(1)
2l+n−p(kmRkl)e

−i(2l+n−p)(Φkl+φl) (II.83)

×

[
+∞∑

k=−∞
cn2k

(
qlm

)
cp2(k−l)

(
qkm

)
ei(p+2(k−l))(φk−φl)

]
. (II.84)

L’utilisation de ce théorème permet d’obtenir la relation cherchée :

αkl
p =

+∞∑
n=−∞

Ln
pβ

l
n. (II.85)

Contrairement au théorème d’addition extérieur, celui intérieur a un domaine de validité
restreint donné par |Rkl| ≥ |cl|+|ck|. Autrement dit, la distance minimale entre deux ellipses doit
être supérieure à la somme des excentricités de chaque ellipse. Suivant comment sont orientées
les ellipses, cela peut limiter jusqu’à quel point il est possible de rapprocher, ou non, les deux
ellipses.

Pour vérifier ce domaine de validité, il est possible de calculer la différence entre le membre
de gauche et de droite de l’Éq. (II.82). Pour ce faire, on va considérer trois cas différents : (i) les
deux ellipses sont suffisamment éloignées |Rkl| ≫ |cl|+ |ck|, (ii) les ellipses et leur excentricité se

Figure II.11 – Domaine de validité du théorème d’addition intérieur
Logarithme de la différence des membres de l’Éq. (II.82) pour différentes configurations de deux
ellipses. La première ligne est calculée avec une troncature de 10 ordres multipolaires, alors que
la seconde en considère 50. Les particules sont représentées en ligne continue, alors que leur
excentricité est représentée en ligne pointillée. La flèche indique la transition effectuée après
utilisation du théorème d’addition.
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touchent |Rkl| = |cl|+ |ck| et (iii) les ellipses ne se touchent pas mais leur excentricité s’intersecte
|Rkl| < |cl|+ |ck|. Bien entendu, il est attendu que le cas (iii) ne fonctionne absolument pas. En
revanche, il est possible que dans le cas (ii) l’Éq. (II.82) converge moins rapidement vers une
solution comparée au cas (i), c’est pourquoi il est aussi intéressant de faire les calculs pour deux
troncatures différentes ; on prendra 10 et 50 ordres.

Avant de passer aux résultats, il est important d’expliciter comment savoir si le théorème
est valide ou non. L’objectif avec ce théorème est d’exprimer le champ émis par la particule l
et définie dans son système de coordonnées à la façon d’un champ incident sur la particule k et
donc exprimé dans le système de coordonnées de la particule k. La finalité est ensuite d’appliquer
la continuité des champs à l’interface entre le milieu environnant et la particule k. Pour ce faire,
il est nécessaire que le champ soit bien défini autour de la particule k et particulièrement à son
interface. Pour vérifier la validité du théorème, on cherche donc à avoir une différence entre les
deux membres de l’Éq. (II.82) valant 0 autour de la particule k.

Le logarithme de la différence pour les différents cas et les deux troncatures sont illustrés
sur la Fig. II.11. Comme attendu, ce théorème n’est pas valide dans le cas (iii), car la différence
ne vaut pas 0 à l’interface de la particule k. De plus, passer de 10 et 50 ordres ne permet pas
d’améliorer les résultats. À l’opposé, le cas (i) est celui posant le moins de problèmes, et la
différence vaut bien 0 quel que soit le nombre d’ordres considéré. Finalement, l’impact de la
troncature est directement observable dans le cas (ii) où, contrairement au cas (i), 10 ordres
ne sont pas suffisant pour obtenir une convergence à l’interface de la particule alors que 50 le
permettent.

II.5.3 Coefficients de diffusion et flux en champ lointain

En comparaison avec le cas d’une particule circulaire où une relation linéaire existe entre βkn
et l’illumination globale composée de l’onde incidente et du champ diffusé par toutes les autres
particules, Éq. (II.29), pour une particule elliptique aucune relation de la sorte n’existe. En
revanche, l’équation de continuité des champs donnée par l’Éq. (II.64) est toujours valable dans
le système de coordonnées de chaque particule, sauf qu’ici le coefficient an doit être remplacé
pour tenir compte de l’illumination des autres particules, ce qui donne le système suivant :

−

∑
l ̸=k

+∞∑
p=−∞

Lp
nβ

l
p

Me(1)n (ξk0 , q
k
m)− βknMe(3)n (ξk0 , q

k
m)

+

+∞∑
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ckpMe(1)p (ξk0 , q
k
k)I

mk
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[
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]
Me(1)n (ξk0 , q

k
m), (II.86a)
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]
Me

′(1)
n (ξk0 , q

k
m). (II.86b)

Comparé au cas d’agglomérats de particules circulaires où le système n’est constitué que des coef-
ficients de diffusion βkn, ici les coefficients intérieurs ckn apparaissent dans le système final, rendant
sa résolution plus lourde numériquement, car les matrices sont plus larges. Bien entendu, toute
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la méthodologie autour du préconditionnement des matrices développée dans la section II.3.3 est
toujours applicable dans ce cas-là. À la suite de cette résolution, le champ diffusé par l’agglomérat
peut s’écrire comme :

Φl
sca(ξ, η) =

N∑
k=1

+∞∑
n=−∞

βknMe(3)n (ξk, q
k
m)men(ηk, q

k
m). (II.87)

Pour calculer le flux en champ lointain, nous allons supposer que ξ tend vers l’infini ce qui nous
permet de considérer les expressions asymptotiques suivantes :

M
(3),(4)
2r+p (ξk, q

k
m) = (−1)r

√
2

πvkm
e±i(vkm−(2p+1)π

4 ), (II.88a)

vkm ∼
ξ→∞

vm − (xk cos(θ) + yk sin(θ)), (II.88b)

ηk ∼
r→∞

η − φk. (II.88c)

En utilisant cet ensemble d’équations, le flux en champ lointain peut être exprimé comme suit :

Ψ(η) =
2

πkm
|T (η)|2 = 2

πkm

∣∣∣∣∣
+∞∑

p=−∞
(−i)p

N∑
k=1

βkpe
−ikm(xk cos(η)+yk sin(η))men(η − φk, q

k
m)

∣∣∣∣∣
2

.

(II.89)
Comme pour tous les cas précédents, la section efficace de diffusion par unité de longueur σsca

s’obtient en intégrant l’Éq. (II.89) de 0 à 2π et celle d’extinction en prenant l’opposée de la partie
réelle de T (θ0 + π).

II.5.4 Comparaison avec les résultats de l’AFMM

L’ensemble des équations de cette partie ont été codées sous Python. Comme pour le cas de
la particule unique, il est alors possible de comparer cette méthode de résolution de la diffusion
d’un agglomérat de particules elliptiques avec l’AFMM. Pour cela, deux agglomérats constitués
respectivement de deux et trois particules sont considérés, voir les Fig. II.12(a) et (e) pour un
schéma. Deux longueurs d’onde sont utilisées : λ = 5 µm et λ = 50 µm, ainsi que les deux
polarisations (TE et TM), et trois angles d’incidence : illumination par le haut (courbes bleues),
en diagonale avec un angle de π/4 (courbes vertes) et par la droite (courbes rouges). L’ensemble
des résultats sont visibles sur la Fig. II.12, où les courbes en pointillés ont été obtenues avec le
code Python et celles en traits pleins avec AFMM. Pour une comparaison plus quantitative, la
Table II.2 récapitule le ratio des sections efficaces de diffusion calculées avec AFMM et Python.
Encore une fois, l’accord entre AFMM et Python est très bon (seul un cas présente des différences
significatives), démontrant que cette méthodologie est fonctionnelle. Pour tester plus en avant
les capacités des différents codes, il serait intéressant de refaire ce genre de simulations mais en
considérant des indices de réfractions plus exigeants, comme ce qui a été fait pour le cas de la
particule elliptique unique.

En plus des problèmes déjà soulignés dans la sect. II.4.3 (principalement causés par le calcul
des fonctions de Mathieu), lorsque l’on passe à un agglomérat de particules elliptiques, d’autres
apparaissent. Le principal problème devient le temps de calcul qui a tendance à très rapide-
ment augmenter lorsque le nombre de particules de l’agglomérat augmente. Pour illustrer à quel
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Figure II.12 – Comparaison de la diffusion par un agglomérat de particules elliptiques entre
Python et AFMM
(a)/(e) Schéma de l’agglomérat utilisé. (autres) Flux diffusé en champ lointain calculé avec la
méthode AFMM (trait plein) et le code Python (trait pointillé) pour différentes longueurs d’onde
et polarisations. Les courbes rouges sont obtenues pour une illumination par la droite, les bleues
par le haut et les vertes en diagonales avec un angle de π/4.

point le calcul prend plus de temps lorsque des ellipses plutôt que des cercles sont considérées,
la Fig. II.13(e) représente le temps de calcul moyen 13 nécessaire pour résoudre la diffusion par
les deux types de particules 14 en fonction du nombre de particules dans l’agglomérat. Résultat,
la résolution des ellipses est environ 400 fois plus longue que celle des cercles. Pour résoudre
un agglomérat de 200 ellipses, plus de 10min sont nécessaires, alors que seulement quelque se-
condes le sont pour des cercles. Pour aller un peu plus loin dans la comparaison, le temps de
calcul total a aussi été décomposé en deux parties : le temps nécessaire pour calculer la matrice
représentant le système d’équations linéaires (points), et le temps nécessaire pour résoudre le
système d’équation linéaires (croix). Pour les deux types de particules, le calcul de la matrice
est l’opération prenant le plus de temps. Mais alors que pour les cercles, le calcul de la matrice
et la résolution du système tendent à s’équilibrer pour un nombre de particules croissant, pour
les ellipses, aucun équilibrage n’est observé. Cette grande différence s’explique encore une fois
par la difficulté à calculer les fonctions de Mathieu. Pour améliorer le temps de calcul, il serait
nécessaire de refaire le code calculant ces fonctions dans un langage de programmation plus bas
niveau que Python, tel que le C, C++ ou Fortran.

En plus d’un temps de calcul plus long, l’autre problème des ellipses par rapport aux cercles
est la convergence des sections efficaces (de diffusion et d’absorption) avec le nombre de degrés

13. Pour calculer la moyenne, 50 agglomérats ont été considérés.
14. Cinq degrés multipolaires ont été considérés pour les deux types de particules.
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Table II.2 – Le ratio des sections efficaces de diffusion entre AFMM et Python, σAFMM
sca /σPython

sca .

Polarisation Illumination
Deux particules Trois particules

λ = 50 µm λ = 5 µm λ = 50 µm λ = 5 µm

TE
haut 1.0010 0.9999

diagonale 0.9992 0.9990
droite 1.0039 0.9986

TM
haut 1.0038 1.0190 0.9956 0.9998

diagonale 1.0166 0.9385 0.9982 1.0029
droite 0.9993 1.0293 0.9959 1.0006

multipolaires. En effet, il est possible de démontrer que les ellipses requièrent plus de degrés
multipolaires que les cercles pour atteindre la même précision. Pour ce faire, les Fig. II.13(b-
e) récapitulent l’erreur relative de σsca par rapport à sa valeur convergée en fonction du degré
multipolaire dm et ce pour tous les angles d’incidences et les deux polarisations considérées
précédemment, dans le cas λ = 5 µm. Comme annoncé, la convergence des cercles est plus rapide
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Figure II.13 – Comparaison entre des agglomérats de particules elliptiques et circulaires : temps
de simulation et degrés multipolaires nécessaires
(a) Comparaison du temps de simulation en fonction du nombre de particules dans le cas de
particules circulaires ou elliptiques. Cinq degrés multipolaires ont été considéré dm = 5. (b-e)
Erreur relative sur la section efficace de diffusion en fonction du degré multipolaire pour tous les
angles d’incidences et les deux polarisations considérés sur la Fig. II.12, dans le cas λ = 5 µm.
Pour les ellipses, deux types de simulations (i) et (ii) ont été réalisées. Pour (i), le calcul des
coefficients de l’onde incidente αk

p à partir de l’Éq. (II.79) considère dm termes, alors que (ii) en
considère 2dm et est donc plus précis.
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que celle des ellipses. Mais le problème ne s’arrête pas là. Pour les ellipses, non seulement il est
nécessaire de considérer plus de degrés multipolaires que pour les cercles, il est aussi nécessaire
d’être beaucoup plus vigilant sur le calcul de l’onde incidente illuminant chaque particule. Pour
montrer cet effet du calcul de l’onde incidente, deux simulations différentes (i) et (ii) ont été
réalisées dans le cas des ellipses, et nous allons maintenant expliciter leur différence.

Pour rappel, les coefficients αk
p d’une onde plane incidente sur un agglomérat de cercles

peuvent être calculés exactement grâce à l’Éq. (II.32). Au contraire, pour un agglomérat d’ellipses,
les coefficients αk

p de l’onde plane doivent être évalués à partir d’une somme infinie donnée par
l’Éq. (II.79). Autrement dit, si le nombre de termes utilisés pour ce calcul n’est pas suffisant,
les coefficients αk

p seront mal calculés (i.e. l’onde incidente sur chaque particule elliptique ne
sera pas bien définie), impliquant un mauvais calcul des coefficients βkp . Pour le démontrer,
les agglomérats d’ellipses ont été calculés de deux manières différentes (i) et (ii). La différence
provient de la façon dont les coefficients de l’onde incidente ont été calculés. Dans le cas (i), la
somme de l’Éq. (II.79) a été tronquée en utilisant dm termes, alors que le cas (ii) en a considéré
2dm. Autrement dit, l’onde incidente du cas (ii) est calculée avec plus de précision que celle du
cas (i). Cette augmentation de la précision se traduit par une convergence plus rapide du cas
(ii) par rapport au cas (i), démontrant que le calcul de l’onde incidente est une étape clé de la
résolution de la diffusion par des agglomérats de particules. Encore une fois, les agglomérats de
cercles n’ont pas ce problème, car il est possible de calculer analytiquement l’onde incidente sur
chaque particule à l’aide de l’Éq. (II.32).

II.6 Points clés du chapitre

• Pour résoudre le problème de la diffusion de la lumière par une particule circulaire, il
suffit d’évaluer un nombre suffisant de coefficients de diffusion bn, dont la relation avec les
coefficients de l’onde incidentes an est donnée par l’Éq. (II.12).

• À partir de ces coefficients de diffusion, il est possible de calculer l’ensemble des propriétés
radiatives de la particule, telles que les sections efficaces d’extinction, de diffusion et d’ab-
sorption, le flux en champ lointain, ou encore les champs électromagnétiques diffusés par
la particule.

• En comparaison, la diffusion de la lumière par une collection de particules circulaires ne peut
pas être résolue analytiquement. Il est nécessaire de résoudre numériquement un système
d’équations linéaires, donné par l’Éq. (II.33), pour obtenir les coefficients de diffusion βkn,
à partir desquelles l’ensemble des propriétés du systèmes peuvent être calculées.

• Le passage à une particule elliptique complique la résolution numérique. En effet, comparé
à une particule unique circulaire pour laquelle une solution analytique est calculable, pour
une ellipse, il est nécessaire de résoudre numériquement un système d’équations linéaires.

• Mis à part une complexité de calcul bien plus grande, le cas d’une collection d’ellipses est
très similaire à celui d’une collection de cercles.
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Chapitre III
Homogénéisation des milieux
hétérogènes

III.1 Introduction à l’homogénéisation

III.1.1 Approximation des milieux effectifs

Comme on a pu le voir dans le chapitre précédent, calculer le comportement électromagné-
tique d’ensemble de particules peut être très complexe, et cela dû principalement aux interactions
entre les particules. Même lorsque deux particules seulement sont considérées, aucune solution
analytique ne peut être obtenue. Par conséquent, la diffusion dépendante de multiples parti-
cules ne peut être réellement traitée qu’à l’aide de simulations numériques qui sont bien souvent
très coûteuses en termes de puissance et/ou de temps de calcul. Encore aujourd’hui, mis à part
quelques potentiels supercalculateurs, les capacités numériques accessibles par tout un chacun
sont insuffisantes pour simuler des échantillons macroscopiques contenant des millions de parti-
cules. Au contraire, le comportement électromagnétique de matériaux homogènes est beaucoup
plus simple et accessible : la théorie de Mie pour des sphères homogènes date de 1908 [5] et la
diffusion de la lumière dans l’atmosphère, qui peut être considérée comme un milieu homogène,
a été étudiée en détail à la fin du 19ème siècle [136]. Dès lors, la question de pouvoir caractériser
le comportement d’un milieu hétérogène à travers celui d’un milieu homogène est d’une grande
importance ; répondre à cela revient à faire de l’homogénéisation.

De manière générale, tout matériau est constitué d’un ensemble de diffuseurs (atomes, molé-
cules ou particules), et il serait donc nécessaire de toujours considérer le problème de la diffusion
à plusieurs corps. Heureusement, cela n’est pas le cas, et il est possible de démontrer que dans
l’hypothèse où les diffuseurs sont des dipôles et forment une distribution homogène, ce problème
se réduit à la simple utilisation d’un indice de réfraction, dit effectif [137]. L’utilisation d’un
indice de réfraction effectif sous-tend qu’une onde plane se propageant dans le milieu multipha-
sique conserve sa forme et n’est atténuée que par absorption et non par diffusion [138]. La partie
imaginaire de l’indice effectif permet alors d’estimer à la fois la transmission à travers le milieu
et le taux d’absorption à l’intérieur de celui-ci. Dans ce cas-là, on parle de milieu effectif non
restrictif qui est une notion introduite pour la première fois par Bohren [139] et dont la démons-
tration numérique a été faite par Mishchenko et al. dans le cas de particules non résonantes [140].
Pour pouvoir homogénéiser de manière non-restrictive un milieu multiphasique, quatre prérequis
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principaux sont nécessaires :

(i) Les inhomogénéités doivent avoir une taille suffisamment grande pour être décrite par des
grandeurs macroscopiques telles que la permittivité, la perméabilité, l’indice de réfraction,
etc. Autrement, des effets quantiques sont à prendre en compte et les propriétés optiques
deviennent dépendantes de la taille et de la forme de la particule [141]. Par exemple, les ma-
tériaux diélectriques verront leur permittivité affectée par le confinement quantique [142],
et cela, pour des tailles inférieures au rayon de Bohr de l’exciton du matériau [143], typique-
ment autour de 20 nm. Pour des particules métalliques, des corrections similaires ont été
obtenues [144], en revanche ces effets quantiques apparaissent pour des tailles plus petites,
typiquement autour de 2 nm [145,146].

(ii) La longueur d’onde doit être très grande devant la taille des hétérogénéités (régime quasi-
statique λ → ∞). Dès lors, une onde traversant un tel milieu ne sera pas capable de
distinguer la micro-structuration et percevra le milieu comme homogène [147],

(iii) Le volume du milieu hétérogène à homogénéiser doit contenir un grand nombre d’hétéro-
généités, et donc être suffisamment grand par rapport à leur taille. Par exemple, il semble
peu probable qu’une structure composée d’une dizaine de particules seulement puisse être
considérée comme homogène.

(iv) Le milieu multiphasique doit être non résonant. C’est d’ailleurs sur ce dernière point que
va porter une partie de l’étude sur l’homogénéisation traitée dans ce manuscrit.

Dans le cas où l’une de ces conditions n’est pas remplie, l’homogénéisation devient restric-
tive, en ce sens que les propriétés effectives calculées ont alors une validité restreinte par rapport
aux indices de réfraction des matériaux homogènes. Par exemple, si les particules ne sont pas
infiniment petites par rapport à la longueur d’onde, l’onde incidente n’est plus uniquement atté-
nuée par absorption, mais aussi par diffusion. Cela implique que la seule connaissance de l’indice
effectif ne permet pas de prédire l’aspect du milieu : dans le visible, il pourra être noir si l’ab-
sorption domine, laiteux si la diffusion domine, ou une combinaison des deux. Autre exemple
d’homogénéisation restrictive, le cas où les particules sont très diluées (distance moyenne entre
les particules très grande) et très petites par rapport à la longueur d’onde, il est alors possible
que la texture résonne très fortement dès lors que les particules sont excitées à leur résonance
individuelle (ε(λ) = −1). Cela est par exemple le cas pour un ensemble d’atomes résonants [148].
Pour atténuer ces effets de résonances, il est nécessaire que la distance moyenne entre diffuseurs
soit bien plus petite que λ afin que les interactions entre les atomes inhibent le comportement
individuel des particules. Pour les milieux restrictifs, la partie réelle de l’indice effectif permet
d’obtenir la direction de la partie non diffusée du faisceau à l’aide des lois de Snell-Descartes, alors
que la partie imaginaire correspond à l’atténuation globale du faisceau (diffusion et absorption).

Finalement, si les particules ont une taille similaire à la longueur d’onde, la diffusion aura
tendance à être très importante. À ce moment-là, on entre dans le régime des milieux hétérogènes
et les concepts d’homogénéisation et de propriétés effectives, si tant est qu’elles aient encore un
sens, restent à définir. Pour une discussion plus poussée sur le lien entre la taille des particules
et le concept de milieu restrictif voir le travail de Werdehausen et al. [149].

Initialement, les différentes études traitant de l’homogénéisation de milieux composites se sont
concentrées sur l’obtention de formules analytiques reliant les propriétés effectives du composite
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aux propriétés de ses constituants. On parle alors d’approximation des milieux effectifs (AME).
En ce sens, les travaux de Mossotti de 1846 [150], de Lorentz de 1870 [151], de Clausius de
1879 [152] et de Lorenz de 1880 [153] ont permis la fondation de la discipline, pour un résumé
historique voir [154,155]. Néanmoins, pour avoir une meilleure compréhension des approximations
faites et donc des limitations des AMEs associées à leurs travaux, il est intéressant de retracer
certains de leurs résultats.

Soit un volume V de l’espace, typiquement une sphère ou un cube, constitué de N petites
particules de polarisabilité α, la densité de particules est donc donnée par n = N/V . Ces parti-
cules sont approximées par des dipôles et toute interaction entre elles est négligée. Ce système
est placé dans un champ électrique constant Eext. Ainsi, chaque particule acquiert un moment
dipolaire d = αEext. Par ailleurs, si le système dans sa globalité (donc en considérant toutes les
particules) peut être représenté par une permittivité ε, alors le moment dipolaire total est donné
par :

dtot = V
ε− 1

4π
Etot = NαEext, (III.1)

où Etot est le champ total produit par le système (la somme de Eext et du champ produit par
toutes les particules) donné par [156] :

Etot ≈
(
1− 4π

3
nα

)
Eext. (III.2)

Après insertion de cette dernière équation dans l’Éq. (III.1), il est possible d’obtenir la relation
entre α et les constituants du mélange, on obtient alors la formule de Clausius-Mossoti (CM) :

4π

3
nα =

ε− 1

ε+ 2
. (III.3)

Pour obtenir cette formule, il a été considéré que les particules sont dans le vide ; si le milieu
environnant est différent du vide et a une permittivité εm, il suffit alors de faire la transformation
ε→ ε/εm. La formule de CM est exacte dans l’hypothèse où les particules sont infiniment petites
et placées sur les nœuds d’un réseau cubique infini [53, sect. 4.6]. En revanche, elle ne l’est pas
pour des particules de taille finie et/ou placées aléatoirement dans l’espace. Pour comprendre
cette limitation, il est possible de prendre le cas d’un matériau non absorbant, induisant que ε
est réel. D’après l’Éq. (III.3), une valeur réelle de ε implique que α est aussi réel et donc que
le faisceau incident n’est pas atténué lors de sa propagation dans le composite. Or même un
dipôle unique de taille finie diffuse très légèrement la lumière et donc atténue l’onde incidente.
Différentes corrections de la formule originelle permettant d’inclure l’effet d’une taille finie des
diffuseurs ont été proposées dans la littérature [157,158].

À partir de la relation de CM, il est possible de formuler l’une des AMEs les plus utilisées pour
décrire le comportement d’un milieu hétérogène composé de particules impénétrables : la théorie
de Maxwell Garnett (MG) de 1904 [159]. Pour cela, considérons que les particules polarisables
sont des sphères de permittivité εp et de rayon a très petit par rapport à la longueur d’onde, il
est alors possible d’utiliser la polarisabilité donnée par les lois de l’électrostatique [54, sect. 7.7] :

α =
εp − εm
εp + 2εm

a3. (III.4)
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En insérant cette équation dans la formule de CM, on obtient la formule donnant la permittivité
effective de MG (εMG) en fonction des propriétés du milieu multiphasique, à savoir :

εMG − εm
εMG + (nd − 1)εm

= fp
εp − εm

εp + (nd − 1)εm
, (III.5)

où fp est la fraction volumique des particules et nd donne la dimensionnalité du système (1, 2 et
3D). À noter que l’utilisation de la formule de CM n’est qu’une des manières d’obtenir la relation
de MG. En effet, il en existe d’autres aboutissant toutes au même résultat, l’annexe B.2 aborde le
calcul se basant sur une particule cœur-coquille [160,161]. Bien que cette équation ait été obtenue
en considérant des particules sphériques, le résultat final ne contient aucune information sur la
morphologie des particules. Il est donc possible de considérer que cette formule est valide pour
n’importe quelle forme de particules tant que le mélange est dans l’ensemble isotrope et uniforme
spatialement [162]. En revanche, si le mélange n’est pas isotrope soit parce que les particules ne
sont pas sphériques, soit parce que les constituants sont anisotropes, alors il est nécessaire de
considérer des extensions à MG [163–165].

Une des hypothèses les plus drastiques considérées dans l’obtention du modèle de MG est
l’indépendance des particules dipolaires. Autrement dit, les particules n’interagissent pas entre
elles (régime de diffusion indépendante). Or, plus la fraction volumique des particules est élevée
et plus il est attendu que le couplage entre dipôles devienne important. Cela implique clairement
que la validité de la formule de MG diminue à mesure que la fraction volumique augmente. Par
exemple, si l’on considère que la condition d’indépendance est valide tant qu’un dipôle ressent
moins de 1% du champ électrique produit par ses voisins, alors la fraction volumique maximale
de validité est autour de 10% [166, sect. 3.6.3]. En revanche, il a été montré que dans le cas très
spécifique pour lequel les particules occupent aléatoirement 1 certains des nœuds d’un réseau
régulier, alors la validité de la formule de MG augmente considérablement et peut atteindre
des valeurs allant de 20% jusqu’à 40% [167]. Bien entendu, toutes ces valeurs dépendent très
fortement de la force d’interaction entre les particules et donc de leurs caractéristiques (taille et
indice de réfraction). Par exemple, dans le cas où des résonances sont susceptibles d’apparaître,
on s’attend à ce que la validité du modèle de MG diminue grandement quelle que soit la fraction
volumique. Par ailleurs, il est aussi possible que les particules ne soient pas parfaitement des
dipôles et que des multipôles d’ordres supérieurs soient excités, ce qui n’est pas pris en compte
dans l’AME de MG. L’impact des multipôles sur les propriétés effectives a été étudié en détail
par Felderhof [168], ce qui l’a amené à formuler une correction de la formule de MG [169].

Une des propriétés de l’Éq. (III.5) est d’être asymétrique vis-à-vis de la transformation εp ↔
εm ; en clair, il n’est pas équivalent de considérer un mélange d’une phase A insérée dans B ou un
mélange de B dans A. Ce genre de comportement est recherché dans le cas où l’on modélise des
structures contenant des particules bien séparées – Fig. III.1(a) – car il y a bien un matériau hôte
et un matériau inséré ayant des rôles différents. En revanche, dans le cas de structures formées
d’agrégats interpénétrables – Fig. III.1(b) – les différents matériaux deviennent équivalents, et
interchanger les deux ne devrait pas modifier les propriétés globales. À ce moment-là, il est plus
pertinent d’utiliser l’AME de Bruggeman (BG) qui est invariante par la transformation εp ↔ εm ;

1. Tous les nœuds ne sont pas occupés par une particule, et ceux occupés sont choisis aléatoirement.
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Figure III.1 – Comparaison entre les théories de Maxwell Garnett et de Bruggeman
(a)/(b) illustration d’un mélange à deux phases ayant une micro-structure correspondant à l’AME
de MG/BG. (c) Conductivité effective, calculée à l’aide des AMEs de MG et de BG, d’un matériau
isolant 2D auquel on ajoute progressivement un matériau conducteur. Aucun seuil de percolation
n’est visible dans l’AME de MG, contrairement à l’AME de BG avec un seuil pour fp = 50%.

elle est donnée par [170] :

fA
εA − εBG

εA + (nd − 1)εBG
+ fB

εB − εBG

εB + (nd − 1)εBG
= 0, (III.6)

où fA+fB = 1 et εBG est la permittivité effective. L’approche de Bruggeman consiste à ne consi-
dérer explicitement qu’une particule de matériaux A ou B et à remplacer le reste des particules
par un matériau équivalent convenablement choisi et caractérisé par le paramètre εBG. L’interac-
tion entre la particule et ce matériau équivalent permet de mimer les multiples interactions entre
particules, ce qui correspond à l’approximation de champ moyen (“mean-field approximation”). À
noter que cette équation est aussi connue sous le nom d’AME de Böttcher [171] ou de Polder-van
Santen [172] qui l’ont exprimée sous des formes différentes, mais équivalentes.

Jusqu’à maintenant, les AMEs présentées ne permettent de considérer que des matériaux
composés de deux phases différentes. Or, certains matériaux sont constitués de plus de deux
phases ; par exemple, la neige mouillée est constituée de glace, d’eau et d’air. Pour homogénéiser
ces composites, il est possible et assez direct de généraliser les théories de MG et BG à des
mélanges contenant plus de deux phases [154] :

εMG − εm
εMG + (nd − 1)εm

=
∑
i

fi
εi − εm

εi + (nd − 1)εm
, (III.7)

∑
i

fi
εi − εBG

εi + (nd − 1)εBG
= 0, (III.8)

où la somme se fait sur les différentes phases. En revanche, la justification physique de l’Éq. (III.7)
est moins fondée que son homologue de l’Éq. (III.5), car il est nécessaire de considérer que toutes
les particules ressentent le même champ effectif Etot. Or, il est attendu que le champ autour de
particules fortement polarisables soit plus fort que celui autour de particules moins polarisables,
rendant cette approximation discutable. Au contraire, la généralisation de la formule de BG,
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Éq. (III.8), ne pose pas ce genre de problèmes.
En plus de la différence de symétrie, la théorie de BG prédit l’existence d’un seuil de per-

colation, alors que celle de MG n’en a pas. Pour rappel, la percolation d’un système désigne
l’apparition d’un chemin ininterrompu, et donc de taille infinie, formé par des particules en
contact. Cette absence de seuil de percolation de la théorie de MG est d’ailleurs souvent un
argument utilisé pour justifier que ce modèle n’est pas applicable aux fortes fractions volumiques
pour lesquelles la probabilité d’obtenir une percolation est élevée. Cette différence est visible sur
la Fig. III.1(c) qui représente la conductivité effective d’un composite 2D constitué d’un matériau
isolant graduellement remplacé par un matériau conducteur, et calculé par les théories de MG et
BG. Comme on peut l’observer, la théorie de MG n’a aucun seuil de percolation en ce sens que le
mélange est isolant et le reste jusqu’à être complètement remplacé par le matériau conducteur.
Au contraire, il est attendu qu’à partir d’une certaine fraction volumique, un chemin de perco-
lation se crée et donc que la conduction soit possible, résultant en une forte augmentation de la
conductivité. Ce phénomène est observable pour la théorie de BG avec un seuil de percolation à
fp = 50% 2.

Bien que cette caractéristique du modèle de BG soit intéressante, cela ne veut pas dire que
la théorie de BG décrive parfaitement la physique du système et donc permette son homogé-
néisation. De nombreuses études ont montré les failles et faiblesses des AMEs de MG et de BG
originelles [173–175]. La plus grande limite de ces théories est l’hypothèse que les particules
sont infiniment petites. Or dans la plupart des cas pratiques, cette approximation est inexacte
et les particules sont de taille non négligeable. En plus d’avoir un impact potentiel sur la per-
mittivité effective, une taille non négligeable des particules peut occasionner l’apparition d’une
perméabilité magnétique effective différente de l’unité, même lorsque les particules ou le milieu
environnant sont non magnétiques [139]. En ce sens, de nombreux travaux ont été menés pour
inclure cet effet de taille, ce qui en retour permet d’améliorer la précision et l’applicabilité des
AMEs.

La plupart des études se sont concentrées sur des extensions de l’AME de MG. On peut citer
la théorie de Maxwell-Garnett-Mie (MGM) suggérée par Doyle [176] et qui consiste à remplacer
la polarisabilité donnée par l’électrostatique – Éq. (III.4) – par celle de la théorie de Mie :

α = i
3a3

2x3
a1, =⇒ εMGM = εm

x3 + 3ifpa1
x3 − 3ifpa1/2

, (III.9)

où x = 2π
√
εmµma/λ est le paramètre de taille de la particule et a1 est le coefficient de diffusion

dipolaire électrique, voir par exemple [56, sect. 9.25]. L’avantage de cette AME est qu’en utilisant
un raisonnement similaire, il est possible d’inclure une perméabilité effective donnée par [177] :

µMGM = µm
x3 + 3ifpb1
x3 − 3ifpb1/2

, (III.10)

où b1 est le coefficient de diffusion dipolaire magnétique. En revanche, comme l’a montré Quin-
ten dans son livre [57, sect. 14.1], ces relations ne sont valides que si a1 (resp. b1) représente
entièrement le champ électrique (resp. magnétique), ce qui n’est pas toujours le cas. D’autres
extensions de la théorie de MG sont disponibles dans l’étude comparative de Ruppin [178].

2. En 3D, le seuil de percolation est de fp = 33%.
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Pour une extension de l’AME de BG, il est possible de se tourner vers les travaux de Belyaev et
Tyurnev pour des particules métalliques dans un milieu diélectrique [179]. Leur modèle considère
que le champ à l’intérieur des particules est non uniforme, permettant ainsi de prendre en compte
la taille finie des particules. L’interaction entre particules est quant à elle traitée de la même
manière que dans l’approche de Bruggeman (approximation de champ-moyen). En plus d’obtenir
une formule pour la permittivité effective dépendant de la taille des particules, une formule pour
la perméabilité effective a aussi été énoncée, toutes deux peuvent être résumées par :

fp
γpJ(kpa)− γeff

γpJ(kpa) + (nd − 1)γeff
+ (1− fp)fp

γm − γeff

γm + (nd − 1)γeff
= 0, (III.11a)

J(x) = 2
1− x cotx

x2 + x cotx− 1
, (III.11b)

où γ correspond soit à ε soit à µ, et kp est la norme du vecteur d’onde de la particule.
Finalement, en plus des AMEs de MG et de BG originelles ou étendues, il existe de nombreuses

autres formules des milieux effectifs, utilisées dans différentes branches de la science, telle que
la physique du solide ou la géophysique, cf. [180, sect. 9.4] pour un catalogue des plus usuelles.
Parmi ces dernières, il y en a une qu’il est particulièrement intéressant de mentionner, car elle
tente d’unifier différentes AMEs. Elle a été proposée par Sihvola et repose sur des considérations
heuristiques qui permettent d’obtenir pour un milieu multiphasique 3D [181] :

εeff − εm
εeff + 2εm + ν(εeff − εm)

= f
εp − εm

εp + 2εm + ν(εeff − εm)
, (III.12)

où ν est un nombre positif arbitraire et sans dimension. Différents choix de ν permettent de
retrouver certaines des formules présentées précédemment : ν = 0 donne MG, ν = 2 BG et ν = 3

correspond à la formule du potentiel cohérent (“coherent potential formula”) qui est aussi une
AME [180, sect. 9.2]. Par ailleurs, il est possible de montrer que le seuil de percolation de cette
formule est donné par fp = 1/(1 + ν) [182]. Le fait qu’il soit possible de regrouper des AMEs
radicalement différentes dans la même expression semble indiquer qu’une théorie des milieux
effectifs plus générale existe [183].

Malgré toutes les améliorations proposées depuis l’introduction des premières AMEs, l’appli-
cation de ces théories reste limitée et il est nécessaire de toujours garder un esprit critique vis-à-vis
des quantités effectives obtenues. Un des problèmes principaux de ces théories est qu’elles ne sont
pas des approximations au sens mathématique du terme, c’est-à-dire qu’aucun terme n’est né-
gligé dans leur formulation. Au contraire elles sont basées sur des hypothèses ad hoc permettant
d’obtenir un modèle simplifié et résoluble, mais qui peut être déconnecté du système initial, plus
complexe et souvent impossible à résoudre [184, chap. 9]. Cela rend très compliqué l’estimation
de leur précision, car il n’est pas possible d’évaluer l’impact des termes négligés (ils n’existent
pas), et souvent la solution exacte n’est pas connue du fait d’un manque d’informations sur la
micro-structure exacte du système étudié. Face à cette difficulté à obtenir des valeurs exactes de
la permittivité effective, certains chercheurs se sont penchés sur l’obtention de limites théoriques
pour la permittivité effective.
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III.1.2 Limites théoriques de la permittivité effective

Lorsqu’aucune information à priori n’est connue sur la micro-structure du milieu multipha-
sique étudié, et que seules la permittivité des constituants et, potentiellement, leur fraction
volumique sont connues, alors il peut être très complexe, voire impossible, d’obtenir des valeurs
exactes de la permittivité effective. Dans ces circonstances, il est préférable de chercher à borner
la permittivité effective entre des limites hautes et basses. Dans le cas où le composite à nd dimen-
sions est constitué de deux phases dont les permittivités sont réelles et positives (avec ε1 < ε2),
différentes limites ont été obtenues suivant la quantité d’informations à disposition [185] :

ε1 ⩽εeff ⩽ ε2, (III.13)(
f1
ε1

+
f2
ε2

)−1

⩽εeff ⩽ f1ε1 + f2ε2, (III.14)

ε1

[
1 +

ndf2(ε2 − ε1)

ndε1 + f1(ε2 − ε1)

]
⩽εeff ⩽ ε2

[
1 +

ndf1(ε1 − ε2)

ndε2 + f2(ε1 − ε2)

]
. (III.15)

où l’Éq. (III.13) ne nécessite que la connaissance des permittivités des constituants, alors que
la fraction volumique de chaque phase est aussi nécessaire pour l’Éq. (III.14), l’Éq. (III.15)
requérant en plus de faire l’hypothèse que le mélange est isotrope. Clairement, l’Éq. (III.13)
correspond aux limites non triviales les plus simples imaginables. L’Éq. (III.14) a été formulée
pour la première fois par Wiener en 1904 [186]. La borne inférieure est atteinte pour un composite
dont les constituants sont des condensateurs plans, tous alignés, soumis à un champ électrique
perpendiculaire au plan, Fig. III.2(a). La borne supérieure est quant à elle obtenue lorsque le
champ électrique est parallèle au plan, Fig. III.2(b). L’Éq. (III.15) a été démontrée par Hashin
et Shtrikman (HS) en 1962 [187]. Un des systèmes permettant d’atteindre la borne inférieure
(resp. supérieure) de HS est celui entièrement constitué de nd-sphères du type cœur-coquille
pour lesquelles le cœur est constitué d’un matériau ε2 (resp. ε1) et la coquille d’un matériau
ε1 (resp. ε2). La proportion entre les deux est alors donnée par les fractions volumiques f1 et
f2. Par ailleurs, les sphères doivent remplir complètement l’espace impliquant que différentes
tailles coexistent dans le système, Fig. III.2(c). Un autre système est celui constitué de nd-cubes
arrangés périodiquement dans l’espace [175]. Finalement, il est intéressant de noter que les limites
de HS sont équivalentes (voire égales) à l’AMEs de MG.

Dans le cas où les constituants du milieu multiphasique ont des permittivités complexes, il
est nécessaire de raisonner dans le plan complexe de ε et les limites sur les propriétés effectives
correspondent à des zones du plan à l’intérieur desquelles εeff doit se situer. Comme dans le cas
réel, il est possible d’énoncer différentes limites suivants la quantité d’informations disponibles, et
plus cette quantité est importante et plus les limites seront restrictives. En ce sens, Bergman [185,
188] et Milton [189,190] ont tous deux, et indépendamment l’un de l’autre, introduit une nouvelle
méthode permettant d’obtenir ces limites qui n’est pas basée sur des principes variationnels [191].
Cette méthode se base sur une représentation analytique de la permittivité effective développée
par Bergman [192] et dont on parlera plus en détail dans la section suivante. Le résultat de cette
méthode est un ensemble de lignes paramétriques définissant des régions du plan complexe pour
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Figure III.2 – Exemple de limites théoriques de la permittivité effective
(a)/(b) Système physique atteignant les limites minimales/maximales de Wiener. (c) Système
physique représentant les limites de Hashin et Shtrikman. (d) Limites dans le plan complexe
décrites par les Éqs. (III.16) d’un milieu multiphasique 2D, ayant comme paramètres s = 0.6+0.3i
et f1 = 1− f2 = 15%.

lesquelles εeff doit se situer et qui sont données par [185] :

(1)


Ea(t) = ε2

s− 1

s− t
, 0 < t < 1, (III.16a)

Eb(t) = ε2
s− t

s
, 0 < t < 1, (III.16b)

(2)


Ec(t) = ε2

s− t− f1
s− t

, 0 < t < f2, (III.16c)

Ed(t) = ε2

(
1− f1s− t+ f2

s(s− x)

)
, f2 < t < 1, (III.16d)

(3)


Ee(t) = ε2

(
1− f1(s− t)

s(s− t− f2/nd)

)
, 0 < t <

nd − 1

nd
, (III.16e)

Ef (t) = ε2

(
1− f1(s− t)

(s− t)(s− f2/nd)− f2(1− t)(nd − 1)/nd

)
,

nd − 1

nd
< t < 1, (III.16f)

où s = 1/(1−ε1/ε2). Comme pour le cas de permittivités réelles (Éqs. (III.13-III.15)), l’ensemble
d’équations (1) ne suppose que la connaissance des permittivités complexes, alors que la fraction
volumique est aussi nécessaire pour l’ensemble (2), et l’ensemble (3) requiert en plus de faire
l’hypothèse que le mélange est isotrope. Un exemple de ces lignes paramétriques est donné dans
la Fig. III.2(d) pour s = 0.6 + 0.3i et f1 = 1 − f2 = 0.15. On peut distinctement observer que
les limites décrites par les lignes Ee et Ef sont les plus restrictives. Si ε1 et ε2 sont réelles avec
ε1 < ε2, alors chaque ensemble d’équations se simplifie en leur homologue présenté plus haut,
Éqs. (III.13-III.15). Pour une extension de ces limites à des mélanges composés de plus de deux
phases, il est possible de se référer aux travaux de Golden [193].

L’avantage de la méthode développée par Bergman et Milton est qu’il est possible de rajouter
autant d’informations qu’il y en a de disponibles ou, au contraire, enlever celles qui manquent.
Par exemple, il est possible de calculer des limites lorsque le composite est isotrope et que ε1 et ε2
sont connues, mais pas f1 et f2 [185]. Il est même possible d’inclure des informations plus globales
sur la nature même du système, telles que le fait que le composite soit composé de particules
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non percolantes [194], ou encore, la relation qui existe entre la permittivité effective du milieu
multiphasique original εeff(ε1, ε2) et le cas dual, pour lequel le rôle des deux phases est interchangé
εeff(ε2, ε1) [185]. En effet, Keller [195] et Mendelson [196] ont démontré pour des mélanges 2D
qu’il existe une relation exacte entre εeff(ε1, ε2) et εeff(ε2, ε1), alors que Schulgasser [197] l’a fait
pour des mélanges 3D :

∀ε1, ε2 ∈ C
{
εeff(ε1, ε2)εeff(ε2, ε1) = ε1ε2, (2D), (III.17a)

εeff(ε1, ε2)εeff(ε2, ε1) ⩾ ε1ε2, (3D). (III.17b)

Finalement, en plus des limites présentées jusqu’à maintenant qui ne supposent que la connais-
sance des permittivités et des fractions volumiques des constituants et la nature isotropique ou
non du mélange, il est possible d’inclure des informations structurelles plus complexes telles que
les fonctions de corrélation à deux et trois particules [198], permettant d’obtenir des limites
bien plus restrictives [199, 200]. En revanche, la difficulté d’obtention de ces fonctions pour de
véritables matériaux rend cette approche peu applicable.

III.1.3 Théorie de Bergman et de la densité spectrale

Les différentes limites de la permittivité effective, dans le plan complexe, présentées précé-
demment ont été formulées à l’aide de la représentation analytique de la permittivité effective
développée par Bergman en 1978 [192] et dont une démonstration rigoureuse a été formulée
par Golden et Papanicolaou [201]. En plus, de permettre l’obtention de limites, cette théorie
est aussi capable de prédire les propriétés effectives d’un milieu multiphasique. En revanche, en
comparaison aux AMEs, elle ne fait aucune hypothèse vis-à-vis de la forme des particules ou
de leur distribution. Cette méthode se veut donc plus rigoureuse et plus juste que les AMEs
précédemment présentées. La seule hypothèse nécessaire est celle du régime quasi-statique qui
est à la base de l’homogénéisation.

Soit un composite à nd dimensions composé de deux matériaux de permittivités ε1 et ε2 et de
fractions volumiques f1 et f2, dont la permittivité effective est εeff. Comme le problème d’homo-
généisation est linéaire, i.e. εeff(λε1, λε2) = λεeff(ε1, ε2) [202], seuls les ratios entre permittivités
sont réellement importants et on peut donc introduire les variables complexes suivantes :

F (s) = 1− εeff
ε2
, s =

1

1− ε1/ε2
, (III.18)

où comme on peut le remarquer s est un paramètre incluant toute la chimie des différents
matériaux, c’est pourquoi il est souvent qualifié de paramètre matériau. Il a été démontré que la
fonction F possède les propriétés suivantes [201] :

1. F est une fonction analytique dans l’ensemble du plan complexe s excepté sur l’intervalle
[0, 1],

2. l’image du demi-plan supérieur par F est le demi-plan supérieur, i.e. Im(s) > 0 =⇒
Im [F (s)] ⩾ 0, autrement dit F est une fonction de Herglotz [203, sect. 2.2],

3. pour tout s > 0, il existe un nombre M tel que |sF (is)| ⩽M .

D’un point de vue physique, le fait que F soit une fonction de Herglotz signifie que si les maté-
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riaux du mélange sont passifs 3, alors le mélange est, lui aussi, passif. Finalement, ces propriétés
permettent l’utilisation d’un théorème de la théorie des fonctions impliquant que [204, Vol II,
sect. 59] :

F (s) =

∫ 1

0

g(x)

s− x
dx, (III.19)

où g est la densité spectrale. C’est une mesure positive définie sur l’intervalle [0, 1] qui ne dépend
que de la micro-structure du mélange.

L’avantage incontesté de cette représentation est qu’elle sépare la contribution des matériaux,
contenue dans la paramètre matériau s, de la contribution due à la micro-structure du mélange,
contenue intégralement dans la densité spectrale g. Cela implique que si l’on connait g pour une
géométrie particulière, alors il est possible de calculer εeff pour n’importe quel couple (ε1, ε2)

par simple application de l’Éq. (III.19). Par ailleurs, l’information sur la micro-structure du
composite est contenue dans les moments gn de la fonction g définis par :

gn =

∫ 1

0
xng(x)dx. (III.20)

Le calcul des moments d’ordre 0 et 1 permet d’obtenir [192,201] :{
g0 = f1, (III.21a)

g1 = f1f2/nd, (III.21b)

où la première équation est toujours valide, alors que la deuxième n’est valide que dans le cas
d’un mélange isotrope. Pour calculer les moments d’ordre supérieur, il est nécessaire d’évaluer
des fonctions de corrélation à (n+ 1)-points [201], pour le calcul du moment d’ordre 2 se référer
à [198,200].

La véritable difficulté avec la théorie de Bergman est l’obtention de la fonction g pour une
micro-structure spécifique. Pour ce faire, il est nécessaire de connaitre εeff pour un certain nombre
de valeurs de s bien choisies, il est alors possible de trouver la fonction g qui minimise l’erreur
entre les données et les valeurs calculées. À noter que les manières précises de trouver la fonction
g seront discutées en plus amples détails dans la sect. III.3.2. Comme la connaissance des εeff
nécessaires pour obtenir g peut être complexe à obtenir, certains auteurs ont plutôt cherché à
trouver une approximation de la densité spectrale à l’aide d’un ensemble de paramètres contrô-
lant sa forme. Autrement dit, ils ont cherché à obtenir une formule analytique de la densité de
Bergman. Un tel exemple est donné par l’Éq (16) disponible dans [205, sect. 2.1.2.5], et a été
appliqué au cas du silicium poreux avec succès [205, sect. 3.3].

Pour extraire la densité spectrale, le choix des valeurs de s pour l’ajustement est crucial en
ce sens que pour certaines valeurs, la permittivité effective est peu sensible à la micro-structure
et n’apportera que peu d’information à propos de g, et inversement pour d’autres valeurs [147,
sect. 4.5]. Pour comprendre qualitativement pourquoi, prenons le cas de ε1 ≈ ε2 impliquant que

3. Ici, le terme passif signifie que le matériau ne présente pas de gain.
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|s| ≫ 1, il est alors possible de développer l’Éq. (III.19) en puissance de x/s :

εeff = ε2

(
1− 1

s

∫ 1

0

g(x)

1− x/s
dx

)
,

≈ ε2

(
1− 1

s

∫ 1

0
g(x)

[
1 + x/s+ (x/s)2 + ...

]
dx

)
,

≈ ε2
(
1−

[
f1/s+ f1f2/(nds

2) + ...
])
, (III.22)

ce qui correspond au développement limité dit de couplage faible (“weak-coupling expansion”).
Dans ce cas et jusqu’à l’ordre 2, la permittivité effective ne dépend que de la fraction volumique
des composants du mélange et aucune information plus complexe sur la micro-structure n’est
disponible. Au contraire, si s est très proche d’une valeur réelle x0 de l’intervalle [0, 1], alors le
dénominateur s− x sera quasi-nul autour de x = x0 impliquant que εeff sera très dépendant de
la valeur g(x0) et contiendra donc une information non négligeable sur la densité spectrale.

Pour montrer quantitativement que la densité spectrale doit être extraite pour s dans l’inter-
valle [0, 1], il est possible d’utiliser la formule inverse de Stieltjes-Perron. Cette formule permet
d’inverser l’Éq. (III.19), donnant [206] :

g(s′) = − 1

π
lim
s′′→0

Im
[
F (s′ + is′′)

]
, ∀s′ ∈ [0, 1]. (III.23)

D’après cette équation, pour obtenir des information sur g, εeff doit être calculée pour s = s′+is′′

avec s′ ∈ [0, 1] et s′′ → 0, autrement dit pour :

ε1
ε2

= 1− s′

|s|2
+ i

s′′

|s|2
∼

s′′→0
1− 1

s′
. (III.24)

Cette variation de la permittivité (négative et croissante avec une partie imaginaire presque nulle)
s’observe dans le spectre de la fonction diélectrique de la plupart des matériaux et correspond aux
domaines pour lesquels la probabilité que des phénomènes de résonances apparaissent est forte.
Ces résonances sont dues à l’interaction entre le rayonnement électromagnétique et un degré
de liberté interne au matériau (phonon, plasmon, exciton...), ce qui résulte en la formation d’un
polariton (phononique, plasmonique, excitonique, etc.) [207]. Ce domaine de résonances peut être
délimité par le mode phonon optique transverse (ωTO) et longitudinal (ωLO). Le modèle de Drude
pour les métaux est d’ailleurs un exemple d’une telle variation avec un pôle pour ω = ωTO = 0

et un zéro à ωLO = ωp la fréquence plasma. D’autres matériaux présenteront d’autres zéros
et pôles. Par exemple des mesures faites au CEMHTI de la fonction diélectrique de la silice en
fonction du nombre d’onde sont représentées sur la Fig. III.3(a). Chaque bande grisée correspond
à la variation précédemment citée, et donc à une bande ωTO − ωLO. Finalement, il est possible
d’affirmer que c’est dans les domaines fréquentiels pour lesquels des résonances sont excitées que
les propriétés effectives sont sensible à la micro-structuration du milieu multiphasique [208].

Jusqu’à maintenant, le support de g a été l’intervalle [0, 1], mais il est possible de restreindre
ce support à un intervalle plus petit [sm, sM ] ⊂ [0, 1] pour des composites faits de particules
non percolantes et séparées d’une certaine distance [209]. Plus la distance est grande et plus la
restriction du support sera importante. D’un point de vue physique, cette restriction provient
du fait que dans les mélanges avec un fort contraste entre les particules et le milieu environ-
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Figure III.3 – Fonction diélectrique de SiO2 et support de la densité spectrale
(a) Mesures faites au CEMHTI de la fonction diélectrique de la silice en fonction du nombre
d’onde. Chaque bande grisée correspond à une variation de la permittivité négative et croissante
avec une partie imaginaire presque nulle. (b) Support de la densité spectrale [sm, sM ] pour des
particules circulaires (2D) ou sphériques (3D) en fonction du ratio entre le rayon de la particule
et le rayon d’exclusion minimale qu’il y a autour des particules.

nant, l’énergie se concentre aux endroits où les particules sont proches, induisant l’apparition
de résonances. Dès lors, si la séparation entre particules augmente, l’intensité de ces résonances
diminuera, expliquant pourquoi le support de g diminue. Les valeurs de sm et de sM dépendent
de la forme des particules et de la distance minimale entre elles ; des formules dans le cas de
cercles et de sphères ont été obtenues par Bruno [209] :

s2Dm =
1− q2

2
, s2DM =

1 + q2

2
, (cercles), (III.25)

s3Dm =
1− q3

3
, pas d’expression explicite pour s3DM , (sphères), (III.26)

où q = rp/rδ avec rp le rayon de la particule et rδ = rp + δ le rayon d’exclusion minimale
qu’il y a autour des particules. L’auteur n’a pas trouvé d’expression explicite pour s3DM (cas des
particules sphériques), mais a donné une séquence qu’il est possible d’évaluer numériquement (cf.
l’annexe A de [209]). La valeur de s3DM est alors donnée par la valeur maximale de la séquence.
La Fig. III.3(b) représente le support de la densité spectrale en fonction du paramètre q. Au vue
de la variation de s3DM , il est possible de proposer l’expression heuristique suivante (que l’auteur
du papier n’a curieusement pas trouvé) :

s3DM (q) =


0.5, pour q<0.63, (III.27a)
1 + 2q3

3
, autrement. (III.27b)

Cette fonction est représentée en pointillée noire et est en parfait accord avec s3DM pour q > 0.63.
Il est intéressant de noter que dans le cas de particules circulaires, le support se réduit à un point
lorsque la distance entre particules devient infinie, ce qui n’est pas le cas pour les particules
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sphériques.
Pour finir, comme la représentation spectrale de Bergman définit un cadre général pour la

permittivité effective, il est possible de calculer la densité spectrale des AMEs précédemment
citées. Pour l’AME de MG, le calcul de g est simple et donné par :

FMG(s) = 1− εMG

ε2
=

ndf1(ε2 − ε1)

ε1 + (nd − 1)ε2 − f1(ε1 − ε2)
=

f1
s− (1− f1)/nd

,

⇐⇒ gMG(x) = f1δ

(
x− 1− f1

nd

)
, (III.28)

où δ est la distribution de Dirac. Cette équation fait apparaître explicitement le pôle de MG qui
est donné par s = (1− f1)/nd. On retrouve alors que le pôle d’une particule unique (f1 = 0) très
petite devant la longueur d’onde est donné par s = 1/2 ⇐⇒ ε = −1 en 2D et par s = 1/3 ⇐⇒
ε = −2 en 3D. Pour l’AME de BG, la détermination de g est plus complexe et requiert plus
d’étape, le résultat en 3D est donné par [210] :

gBG(x) =
3f1 − 1

2
H(3f1 − 1)δ(x) +

3

4πz

√
(x− xL)(xR − x)H(x− xL)H(xR − x), (III.29)

où xR/L = (1 + f1 ± 2
√
2f1f2)/3 et H est la fonction de Heaviside. Le premier terme est la

transcription mathématique du concept de percolation présent dans l’AME de BG, en ce sens
qu’en dessous du seuil de percolation (valant 1/3 en 3D) ce terme est nul. Bien entendu, il
est possible de calculer la densité spectrale d’autres AMEs qui n’ont pas été évoquées dans la
sect. III.1.1, voir par exemple le travail de Goncharenko et al. sur l’AME de Lichtenecker [211].

III.1.4 Procédure d’homogénéisation

Pour obtenir la densité spectrale, il est nécessaire de calculer la permittivité effective pour
un ensemble de valeurs bien choisies du paramètre matériau s, ce qui implique d’être capable
d’homogénéiser des milieux multiphasiques via simulation de leur comportement électromagné-
tique. Pour ce faire, il existe un certain nombre de méthodes, dont on va donner trois exemples.
Dans la première méthode, l’obtention de la permittivité effective procède de la définition de la
permittivité : une grandeur reliant l’induction électrique au champ électrique dans un matériau
linéaire et isotrope D(r, ω) = ε(r, ω)E(r, ω). À partir de cette définition, il est possible d’établir
une relation pour la permittivité effective : εeff = ⟨D⟩ / ⟨E⟩, où les champs ont été moyennés sur
un volume représentatif du mélange à homogénéiser [180, sect. 3.1]. Cette méthode a été utilisée
avec succès par Doyle et al. [212] pour homogénéiser des composites faits de particules sphériques
de verre dans l’air ou l’eau. Dans cet article, le calcul des champs a été effectué au moyen d’une
approche multipolaire itérative.

Dans la deuxième méthode, la permittivité effective est obtenue à partir des coefficients
complexes de réflexion R et de transmission T de lames constituées du milieu multiphasique à
homogénéiser. Pour cela, il est possible de faire la comparaison directe entre les coefficients R et
T du mélange et ceux d’une lame homogène 4 [175, 213]. Une autre manière consiste à inverser
les coefficients de réflexion et de transmission théoriques obtenus pour une lame homogène,

4. cf. par exemple [56, sect. 9.10] pour l’expression théorique de R et T pour une lame homogène.
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permettant ainsi d’obtenir [214] :
k0dneff(ω) = ± arccos

(
1

2T (ω)

[
1−R(ω)2 + T (ω)2

])
+ 2πm, (III.30a)

zeff(ω) = ±

√
[1 +R(ω)]2 − T (ω)2

[1 +R(ω)]2 + T (ω)2
, (III.30b)

où k est le vecteur d’onde dans le vide, d est l’épaisseur de la lame et m un entier. Les signes
de neff et de zeff peuvent être choisis indépendamment et sont fixés sur la base de considérations
physiques (principalement le fait que le mélange doit être passif). Ces équations sont valables dans
le cas d’une illumination en incidence normale et pour une lame mise dans le vide. Pour le cas plus
général d’incidence oblique avec des milieux environnant la lame différents du vide, des équations
similaires sont formulables [215]. À partir de là, les coefficients R et T du composite peuvent
être calculés via différentes méthodes numériques telles que la FDTD [216,217], permettant alors
d’obtenir les propriétés effectives. À noter qu’à la place des coefficients R et T , il est aussi possible
d’utiliser les coefficients de la matrice de diffusion (“S-matrix ”) [218].

La troisième méthode est celle qu’on va principalement utiliser dans ce manuscrit et qui sera
nommée l’homogénéisation sur les flux. La permittivité effective est obtenue en comparant le
champ moyen diffusé par un ensemble d’agglomérats hétérogènes (on parle d’ensemble de micro-
états) avec celui diffusé par un agglomérat homogène de même taille et de même forme [219].
Typiquement, les agglomérats ont la forme d’une sphère à nd-dimensions (nd = 2 donne un
cercle, nd = 3 une sphère et nd > 3 une hypersphère), permettant d’utiliser la théorie de Mie
pour calculer la réponse de la sphère homogène. Chaque micro-état ne diffère que dans la position
des hétérogénéités, leurs propriétés et fraction volumique restant constantes.

Pour être tout à fait exact, plutôt que de faire la moyenne sur un ensemble de micro-états, il
serait nécessaire de faire une moyenne temporelle sur un agglomérat dont les particules se meuvent
au cours du temps [44]. Toutefois, faire une moyenne temporelle est souvent problématique car
cela nécessite de connaître la dynamique des particules qui peut être contrôlée par plusieurs
processus physiques complexes. Par conséquent, dans la pratique, il est toujours supposé que le
milieu étudié est ergodique, permettant de remplacer la moyenne temporelle sur un agglomérat
par une moyenne sur un ensemble suffisamment grand de micro-états pris aléatoirement. Pour
une discussion plus détaillée sur le concept d’ergodicité en lien avec notre problématique de
diffusion, se référer à [220, sect. 1.5] et [221, sect. 10.4].

Dans cette approche, le champ diffusé par chaque micro-état est séparé en une composante
moyenne appelée le champ cohérent et une fluctuante appelée le champ incohérent :{

E(r) = ⟨E⟩ (r) + δE(r), (III.31a)

H(r) = ⟨H⟩ (r) + δH(r), (III.31b)

où ⟨.⟩ représente une moyenne d’ensemble et par définition on a ⟨δE⟩ = ⟨δH⟩ = 0. Il est alors
possible de démontrer que dans le cas d’un milieu statistiquement homogène, le champ cohérent
satisfait à l’équation de Helmholtz [222, sect. 4.2.1 dernier paragraphe] et [223] :

(∇2 + εeffµeffk
2
0) ⟨E⟩ (r) = 0. (III.32)
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En conséquence, le champ cohérent peut être représenté par des ondes planes dans un milieu
homogène, et en a donc les propriétés telles que la cohérence spatiale ou une direction de propa-
gation et une polarisation bien définies (d’où le nom de champ cohérent). Par ailleurs, cela veut
aussi dire qu’il est toujours possible d’associer un indice effectif au champ cohérent et cela quelle
que soit la quantité d’incohérence qu’il y a dans le milieu hétérogène [224]. L’incohérence peut
avoir de multiples origines, mais l’une d’entre elle est la position aléatoire des hétérogénéités dans
le milieu [224].

Plutôt que le champ moyen diffusé par les agglomérats, notre procédure d’homogénéisation
fait usage du flux diffusé en champ lointain des agglomérats, i.e. le vecteur de Poynting :

⟨Πtot⟩ =
〈
1

2
Re (E ×H∗)

〉
=

1

2
Re (⟨E⟩ × ⟨H∗⟩)︸ ︷︷ ︸

=Πcoh

+
1

2
Re (⟨δE × δH∗⟩)︸ ︷︷ ︸

=Πincoh

, (III.33)

où ∗ représente le complexe conjugué et le flux a été décomposé à l’aide de l’Éq. (III.31). Le
premier terme correspond à la partie cohérente du vecteur de Poynting (Πcoh) et le second à la
partie incohérente (Πincoh). Comme déjà précisé, pour faire de l’homogénéisation, il est nécessaire
de considérer des quantités moyennées sur un ensemble de micro-états, et en ce sens, ⟨Πtot⟩ et
Πcoh respectent tous deux cette exigence. En revanche, c’est bien la moyenne des champs et non
celle du flux qui satisfait à l’équation de Helmholtz et qui est donc associée à des propriétés
effectives. Donc, pour faire de l’homogénéisation, il est nécessaire de considérer le flux cohérent
Πcoh et non pas le flux moyen ⟨Πtot⟩.

Concrètement, le milieu qu’on cherche à homogénéiser est composé de particules circulaires
et non percolantes de rayon rp et de fraction volumique fp. Pour homogénéiser, la première étape
est de générer aléatoirement une très large texture représentant ce milieu, Fig. III.4. Ensuite, Nit

agglomérats circulaires, de rayon Ra et formant un ensemble, sont échantillonnés à différentes
positions dans la texture. À partir de là, leur réponse électromagnétique est simulée à l’aide de
la méthode T-matrix décrite dans la sect. II.3. Cette simulation est exacte tant que le nombre
de degrés multipolaires est suffisamment grand 5 et permet l’obtention des coefficients complexes
de diffusion (βkn). Avec ces coefficients, il est possible de calculer un certain nombre de quanti-
tés physiques, telles que les sections efficaces de diffusion (σsca Éq. (II.43)) et d’extinction (σext

Éq. (II.44)) ou le flux diffusé en champ lointain de chaque agglomérat (Ψ Éq. (II.41)). Toutes ces
grandeurs peuvent alors être moyennées sur l’ensemble des micro-états résultant en ⟨σsca⟩, ⟨σext⟩,
⟨Ψ⟩. Le flux cohérent en champ lointain (Ψcoh) est quant à lui calculé à l’aide de l’Éq. (II.42b),
et faire la différence entre ⟨Ψ⟩ et Ψcoh permet d’obtenir le flux incohérent Ψincoh = ⟨Ψ⟩ −Ψcoh.
En faisant l’intégrale sur l’ensemble des angles de diffusion de Ψcoh et de Ψincoh, il est possible
d’obtenir respectivement la section efficace de diffusion cohérente σcoh et incohérente σincoh. Par
définition, on a ⟨σsca⟩ = σcoh + σincoh. En lien avec ces sections efficaces, une grandeur qui nous
sera particulièrement utile dans la suite du manuscrit est le taux d’incohérence (τincoh) qu’on
définit comme le ratio entre la section efficace incohérente (σincoh) et celle de diffusion (σsca) :
τincoh = σincoh/σsca. Enfin, les propriétés effectives sont calculées en ajustant le flux diffusé par
une particule circulaire homogène de rayon Ra au flux cohérent du système de nanoparticules
par la méthode des moindres carrés. Pour être aussi général que possible, en plus de la permit-

5. La caractérisation du nombre de degrés multipolaires nécessaires est faite dans la sect. III.2.1.
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tivité effective εeff, il est également possible de considérer une perméabilité effective µeff dans la
procédure d’ajustement. Le fait qu’une perméabilité effective soit nécessaire à l’homogénéisation
est discuté plus en détail dans les sect. III.3.1 et III.3.3.

III.1.5 Définition du système étudié

Dans la suite de ce chapitre, il y a une configuration qui va être particulièrement étudiée et
dont on va maintenant lister les caractéristiques. Ce système est composé de particules circulaires
(2D) et non percolantes, de rayon rp = 100 nm et de fraction volumique fp = 15%, aléatoirement
distribuées dans le vide (εm = 1) à l’aide d’une loi uniforme continue (voir la Fig. III.4 pour un
exemple). Les particules ne sont pas magnétiques (µp = 1) et leur permittivité est donnée par la
formule suivante :

εp = 1− 1

cp
+ iδp, avec cp, δp ∈ R, (III.34)

où δp sera appelé le paramètre de perte et, par abus de langage, cp sera lui aussi appelé le
paramètre matériau, bien que différent du paramètre s. La relation entre le paramètre matériau
s = s′ + is′′ et les paramètres cp et δp est alors donnée par :

s′ =
cp

1 + (cpδp)2
,

1

cp
=

s′

s′2 + s′′2
, (III.35)

s′′ =
δpc

2
p

1 + (cpδp)2
, δp =

s′′

s′2 + s′′2
. (III.36)

L’un des objectifs de ce chapitre est d’extraire la densité spectrale de Bergman g pour ce
système, en particulier lorsque l’interaction entre particules est forte. Pour ce faire, le système
est illuminé par une onde plane de polarisation TM , ce qui en 2D permet d’exciter les plasmons
de surface 6 des particules [225], et de longueur d’onde λ = 10 µm. Pour comprendre le choix de
cette valeur de 10 µm, il est important de remarquer que, généralement, plus la longueur d’onde
est grande et moins les effets collectifs entre particules sont importants. Or, l’objectif est d’étudier
l’homogénéisation dans des cas où l’interaction est relativement forte. Cette valeur spécifique a
donc été choisie comme un compromis entre l’intensité des interactions entre les particules et le
régime quasi-statique. Par ailleurs, d’après la thèse d’Alima Nzie [226, sect. 2.2.7] dans laquelle
une étude sur le régime quasi-statique a été réalisée, une longueur d’onde de 10 µm (avec des
particules de rayon 100 nm) suffit pour que le régime quasi-statique soit atteint, et donc que l’on
puisse définir une représentation spectrale de l’indice effectif.

Pour calculer g à partir des propriétés effectives, il est nécessaire de faire varier le paramètre
cp dans l’intervalle [0, 1] et de considérer s′′ ∼ 0 ⇐⇒ δp ∼ 0, induisant alors que les propriétés
effectives contiennent beaucoup d’informations sur g. Concrètement, prendre des valeurs trop
faibles de δp implique de se rapprocher très près des pôles présents dans l’intervalle [0, 1]. Or, se
rapprocher d’un pôle d’un système sous-entend qu’il devient résonant. Dès lors, deux problèmes
(un physique et un numérique) touchant aux propriétés effectives se posent. Le premier est
lié à la validité et l’existence même des propriétés effectives à proximité d’un pôle. En effet,
rien ne permet d’affirmer que le concept d’homogénéisation soit compatible avec un système

6. Un plasmon correspond à l’oscillation collective d’un gaz d’électron, cette oscillation peut se propager le long
de l’interface entre deux matériaux ayant des permittivités de signes opposés, et elle devient localisée lorsqu’elle
a lieu dans une nanoparticule plus petite que la longueur d’onde d’excitation.
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Figure III.4 – Exemple d’une texture de nanoparticules
Particules circulaires et non percolantes de rayon rp = 100 nm, et de fraction volumique
fp = 15%, aléatoirement distribuées à l’aide d’une loi uniforme continue. Le zoom permet la
visualisation du rayon d’exclusion autour de chaque particule de rδ = 110 nm et matérialisé par
le cercle rouge pointillé.

résonant. Le second problème est lié au fait qu’un système résonant requiert un grand nombre de
degrés multipolaires pour être simuler correctement, résultant en des temps de calculs ingérables.
Une manière de réduire le caractère résonant du système, et donc d’alléger les simulations, est
d’augmenter l’absorption des particules, i.e. augmenter δp. Cependant, cette augmentation se
fait au détriment de la densité spectrale qui sera alors moins représentative du milieu. Par
conséquent, la valeur δp = 0.1 a été choisie et fait office de bon compromis, et 99 valeurs de cp
sont échantillonnées de 0.01 à 0.99 tous les 0.01.

Pour éviter que les particules ne se touchent, ce qui pourrait induire des instabilités/difficultés
dans la simulation du comportement électromagnétique de l’agglomérat, un rayon d’exclusion
autour de chaque particule de rδ = 110 nm est considéré, voir les cercles en pointillés rouges
du zoom de la Fig. III.4. Comme on a pu le voir dans la sect. III.1.3, cela implique que le
support de la densité spectrale est réduit. À l’aide de l’Éq. (III.25), il est possible de calculer le
nouveau support : sm ≈ 0.087 et sM ≈ 0.913. Clairement, la réduction du support est marginale.
En revanche, comme on va le voir dans la sect. III.2.1, ce petit rayon d’exclusion permet de
grandement faciliter les simulations.

Finalement, une fraction volumique de fp = 15% implique que le pôle de MG est donné
pour s = 0.425. Bien entendu, comme δp ̸= 0, le véritable pôle de notre système sera légèrement
décalé par rapport à cette valeur. Néanmoins, on peut s’attendre à observer des comportements
atypiques autour de cp ≈ 0.43.

III.2 Homogénéisation de nanoparticules fortement couplées : étude
des paramètres de simulation

III.2.1 Convergence des degrés multipolaires

La première étape qu’il est absolument nécessaire de faire avant toute simulation est de vérifier
la convergence en terme de degrés multipolaires du système étudié. C’est-à-dire de calculer une
grandeur, telle que σsca, pour le même système et pour un nombre croissant de degrés jusqu’à
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obtenir une convergence certaine. Si cette étape n’est pas validée, il est possible que le résultat
de la simulation soit erroné et donc inutilisable. Dans le pire des cas où l’on ne se rendrait pas
compte de cela, on s’expose au risque de tirer de fausses conclusions.

Dans notre cas, les systèmes étudiés ont été présentés dans la section précédente et consistent
en des agglomérats de particules aléatoirement dispersées dans l’espace. Ce caractère aléatoire
nous oblige à considérer la moyenne sur un ensemble d’agglomérats (typiquement 1000) statis-
tiquement équivalents pour déterminer le comportement global du milieu. Bien que rigoureuse,
faire l’étude de convergence sur chacun des 1000 micro-états serait complètement inefficace et
prendrait un temps démesuré, d’autant plus qu’il faudrait le refaire pour chacune des 99 valeurs
de cp désirées. Pour éviter cela, il est possible de faire une étude préliminaire sur un nombre
restreint d’agglomérats et de valeurs de cp, l’objectif est de trouver le nombre de degrés multi-
polaires nécessaire pour obtenir une erreur relative sur σsca et σabs de moins de 1% par rapport
à la véritable valeur obtenue pour un degré multipolaire très élevé.

Pour cela, on va considérer quatre agglomérats de rayon Ra = 10 µm, illuminés par une onde
plane de longueur d’onde λ = 10 µm, pour lesquels σsca et σabs seront calculés et dont on fera
la moyenne. Ce calcul est effectué pour différentes valeurs de cp couvrant l’intervalle [0, 1]. Le
nombre de degrés multipolaires considérés va de 1 à 15, cette dernière valeur s’avérant suffisante
pour obtenir une très bonne convergence. La Fig. III.5(a) et (b) représente respectivement l’erreur
relative sur σsca et σabs par rapport au degré 15 en fonction du degré multipolaire. Chaque courbe
a été décalée verticalement pour une meilleur visibilité et les zones grisées correspondent à une
erreur relative de 1%. Comme on pouvait s’y attendre, la convergence multipolaire est fortement
influencée par la valeur de cp, par exemple le degré dipolaire est suffisant pour cp = 0.9, alors
que cinq degrés sont nécessaires pour cp = 0.2. En revanche, un résultat plus surprenant est la
différence de convergence entre σsca et σabs (par exemple cp = 0.2), alors que ces deux quantités
sont calculées à partir des mêmes coefficients de diffusion βkn. Par ailleurs, il semblerait que la
convergence la plus laborieuse soit obtenue pour cp ∈ [0.2, 0.3]. Comme on le verra plus tard
(section III.3.3), cela peut être mis en corrélation avec le taux d’incohérence présent dans le
milieu : plus l’incohérence est forte et plus la convergence multipolaire semble lente. Finalement,
cinq degrés multipolaires sont suffisants pour obtenir une erreur relative inférieure à 1% dans
tous les cas testés.

De manière complémentaire, une seconde étude de convergence multipolaire peut être faite
dans les mêmes conditions et pour les mêmes valeurs de cp que la première. La seule différence
est qu’aucun rayon d’exclusion entre particules n’est considéré, c’est-à-dire rδ = rp. Il est donc
possible que certaines particules dans un agglomérat soient très proches, voire en contact, rendant
la simulation de la diffusion plus complexe. En effet, comme on peut l’observer sur la Fig. III.5(c)
et (d) représentant les mêmes données que la Fig. III.5(a) et (b) mais pour le cas présent, cp = 0.1,
cp = 0.2 et cp = 0.3 ne présentent aucune convergence notable en dépit du fort degré multipolaire
utilisé. Le pire étant que σsca pour cp = 0.1 semble converger pour des degrés inférieurs à 11,
mais un brusque saut apparait ensuite, indiquant que la convergence finale est tout autre. Ces
comportements erratiques en fonction du degré multipolaire avaient déjà été observés dans la
thèse d’Alima Nzie [226, sect. 2.2.4] et avaient été attribués à la présence de résonances dans
l’agglomérat.

Dans notre cas et d’après l’AME de MG, des résonances sont plutôt attendues autour de
cp ≈ 0.425, qui est le pôle de la formule de MG pour un composite de fraction volumique
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Figure III.5 – Convergence des propriétés radiatives en fonction du degré multipolaire
Erreur relative des sections efficaces de (a)/(c) diffusion et (b)/(d) d’absorption moyennées sur
quatre agglomérats par rapport au degré 15 en fonction du degré multipolaire dm des particules
pour différentes valeurs de cp (voir axe des ordonnées). Chaque courbe a été décalée verticalement
pour une meilleure visibilité. Les zones grisées correspondent à une erreur de 1% par rapport à
dm = 15.

15%. Bien entendu, au vue de toutes les failles de l’AME de MG, cette valeur n’est pas à
prendre comme la vérité absolue, mais permet plutôt d’avoir une compréhension qualitative de
la position d’un certain type de résonances, liées à la condition plasmon des particules. Or, autour
de cp ∼ 0.4, aucun problème en terme de convergence multipolaire n’est observé, impliquant que
les résonances ne sont pas excitées. Cela s’explique simplement par le fait qu’on a considéré une
partie imaginaire de la permittivité des particules de δp = 0.1. Cette valeur est suffisamment forte
pour permettre à l’absorption de mitiger les résonances autour de cp ∼ 0.4. Au contraire, comme
on le verra plus tard (sect. III.3.3), cp ≈ 0.2 est aussi associé à un certain type de résonances, non
pas liées à la condition plasmon des particules mais plutôt aux effets collectifs entre particules.
En effet, pour ces valeurs de cp, le champ dans les agglomérats présente des endroits de très fortes
intensités qui n’apparaissent que pour des configurations de particules très spécifiques (voir la
Fig. III.18(a) et (b)). Par conséquent, la distance inter-particules est le paramètre clé pilotant
l’intensité de ces résonances, ce qui explique pourquoi la diminuer complexifie la convergence en
terme de degrés multipolaires.

III.2.2 Définition des limites de l’agglomérat

Chaque agglomérat (de forme circulaire) de l’ensemble utilisé pour l’homogénéisation est
caractérisé par un rayon Ra et est échantillonné en balayant les différentes positions d’une texture
plus large (voir la Fig. III.4 pour un exemple de texture). Toutes particules comprises dans les
limites de l’agglomérat en font bien entendu partie ; en revanche juste à la frontière une incertitude
survient. En effet, trois cas d’appartenance à l’agglomérat sont possibles (cf. Fig. III.6(c) pour
un schéma) :

(i) la particule ne doit pas dépasser le bord (particule bleue),
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Figure III.6 – Impact de la définition d’un agglomérat sur l’homogénéisation
(a) Illustration des trois cas d’appartenance à l’agglomérat sur un exemple pratique. (b) Diffé-
rence entre le rayon effectif (Reff) et le rayon de l’agglomérat (Ra) en fonction de ce dernier et
pour différentes valeurs de cp dans les trois cas d’appartenance. (c) Schématisation des trois cas
d’appartenance.

(ii) le centre de la particule ne doit pas dépasser le bord (particule rouge),

(iii) la particule doit toucher le bord (particule verte).

La Fig. III.6(a) illustre ces trois cas sur un exemple pratique avec Ra = 1.5 µm (cercle pointillé
noir), les particules noires ne font pas partie de l’agglomérat, pour les autres le code couleur est
le même que celui utilisé pour le schéma.

Pour tester laquelle de ces trois règles d’appartenance doit être considérée, il est possible
de réaliser l’homogénéisation sur les flux en utilisant le rayon de l’agglomérat comme variable
d’ajustement en plus de la permittivité effective. Théoriquement le rayon de l’agglomérat et le
rayon «effectif» doivent être égaux, la règle d’appartenance à utiliser est donc celle pour laquelle
Reff = Ra. Les résultats de l’homogénéisation pour différents rayons d’agglomérats et trois valeurs
de cp sont exposés sur la Fig. III.6(b), où l’on peut observer la différence ∆R = Reff − Ra.
Quelle que soit la valeur de cp et de Ra, le cas (ii) est toujours celui le plus proche de la
condition Reff = Ra. Ainsi, il est logique que les cas (i)/(iii) évaluent de façon incorrecte le rayon
effectif, avec une erreur égale à ±rp. Finalement, pour que l’homogénéisation soit correcte, il est
nécessaire que le centre des particules ne dépasse pas les limites de l’agglomérat. Autrement dit,
les particules peuvent légèrement sortir de l’agglomérat.

III.2.3 Convergence des propriétés effectives avec le nombre de micro-états

L’homogénéisation est impactée par trois paramètres principaux :

• le nombre de micro-états considérés pour le calcul du flux cohérent,

• la taille des agglomérats, en lien avec la notion de volume élémentaire représentatif (VER),

• la forme des agglomérats (cercle de rayon Ra, ellipse de demi-grand axe Aa et demi-petit
axe Ba, rectangle de cotés Lx et Ly, etc.).
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Les deux premiers paramètres sont simples à comprendre, dans le sens où le meilleur résultat est
toujours obtenu pour un nombre infini de micro-états de taille infinie, ce qui malheureusement
est impossible à réaliser numériquement. En revanche, le troisième paramètre est plus complexe à
appréhender étant donné qu’il n’existe pas à priori de raisons permettant d’affirmer qu’un cercle
donnera de meilleurs résultats qu’une ellipse ou inversement.

Bien entendu, en plus de dépendre fortement des paramètres du milieu multiphasique tels que
cp et δp, ces trois paramètres sont interdépendants. Il ne faudra pas le même nombre de micro-
états pour de très gros agglomérats que pour des plus petits. Cette interdépendance complique
grandement l’étude de l’impact sur l’homogénéisation des trois paramètres cités plus haut, car il
n’est pas vraiment possible d’isoler leur contribution et d’en faire l’étude séparément. Néanmoins,
plutôt qu’une étude complexe qui inclurait tous ces paramètres en même temps et qui serait
difficilement généralisable, on va plutôt s’attacher, dans cette section et les quatre suivantes,
à obtenir des valeurs imparfaites (ne fonctionnant pas dans tous les cas), mais permettant de
garantir que l’homogénéisation reste valable/raisonnable.

Pour ce faire, on va utiliser un nombre restreint de valeurs de cp, mais représentatif des
différentes situations auxquelles on va être confronté, telles qu’un taux d’incohérence non négli-
geable ou l’excitation de résonances. Ces valeurs sont cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60]. Comme on le
verra dans les sections suivantes et principalement dans la sect. III.3.3, cp = 0.25 correspond
au cas pour lequel le taux d’incohérence est le plus important, alors que cp = 0.44 correspond
approximativement à la condition de résonance de surface des particules du milieu multiphasique
considéré, et une perméabilité effective µeff significativement différente de l’unité est nécessaire
pour que l’homogénéisation fonctionne. Au contraire, aucune résonance ne résulte de la valeur
cp = 0.01 et son taux d’incohérence est négligeable, elle est donc utilisée comme un point de
référence. Finalement, la valeur cp = 0.60 est aussi utilisée car elle se situe au milieu de l’inter-
valle [0, 1]. On peut donc s’attendre à ce que les interactions entre particules ne soient pas trop
faibles, mais pour autant aucune résonance ne devrait être présente.

Le premier paramètre qu’on se propose d’étudier est le nombre de micro-états et son in-
fluence sur les propriétés effectives. Pour ce faire, 10000 itérations ont été réalisées pour trois
tailles d’agglomérats, Ra ∈ [3, 5, 10] µm, et le résultat de l’homogénéisation est représenté sur
la Fig. III.7. Comme attendu, augmenter le nombre d’itérations résulte en une convergence des
propriétés effectives. De plus, l’utilisation d’agglomérats plus gros permet en règle générale d’at-
teindre une convergence des propriétés plus rapidement (avec moins d’itérations), excepté pour
le cas cp = 0.44. En effet, pour ce cas et de manière contre-intuitive Ra = 10 µm requiert plus
d’itération pour atteindre une convergence que Ra = 3 µm ou Ra = 5 µm. Malgré tous nos ef-
forts, ce comportement atypique n’a pas pu être expliqué. À noter qu’une convergence est tout de
même obtenue pour un nombre d’itérations supérieur à Nit > 6000, mais cela n’est pas vraiment
visible du fait de l’échelle logarithme de l’axe des abscisses.

De manière plus spécifique, pour cp = 0.01, la partie réelle tend vers la même valeur finale et
ce quelle que soit la taille des agglomérats testés, indiquant que nous avons convergé vers l’indice
de réfraction effectif représentatif du matériau. La partie imaginaire est plus problématique, mais
cela s’explique par le fait qu’elle soit très faible (cf. l’échelle semi-log) impliquant que l’ajustement
des moindres carrés est peu sensible à cette variable. Le cas cp = 0.25 est très similaire, en ce
sens que la convergence entre les différentes taille d’agglomérats est très bonne. En revanche, il
est possible d’observer une petite déviation de la partie réelle de l’indice final entre Ra = 3 µm
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Figure III.7 – Évolution de l’indice de réfraction effectif en fonction du nombre d’itérations
Évolution de la partie réelle (ligne du haut) et imaginaire (ligne du bas) de l’indice de réfraction ef-
fectif en fonction du nombre d’itérations pour trois rayons d’agglomérats différents Ra ∈ [3, 5, 10],
ainsi que quatre valeurs de cp : (a)/(b) cp = 0.01, (c)/(d) cp = 0.25, (e)/(f) cp = 0.44 et (g)/(h)
cp = 0.60.

et Ra = 10 µm. On converge donc bien vers un indice de réfraction effectif, mais avec un biais
sur la valeur obtenue lorsque le rayon est trop petit. Un biais similaire est observable pour le cas
cp = 0.60, mais c’est bien pour cp = 0.44 que la plus grande déviation est obtenue. Comparé aux
autres cas pour lesquels un rayon de Ra = 10 µm semble être suffisant 7, ici rien n’indique qu’un
rayon plus grand ne donnerait pas une autre solution. C’est pourquoi, dans la section suivante,
la relation entre propriétés effectives et taille de l’agglomérat est étudiée.

III.2.4 Volume élémentaire représentatif, approche intuitive

Comme on a pu le voir dans la section précédente, pour que l’homogénéisation soit correcte
et n’inclut aucun biais de convergence, il n’est pas suffisant de prendre un très grand nombre
de micro-états, il est aussi nécessaire que l’agglomérat ait une taille appropriée. En ce sens, il
est possible d’introduire le concept de volume élémentaire représentatif (VER) défini comme
étant «le volume permettant de garantir une certaine précision sur l’estimation d’une propriété,
obtenue par une moyenne d’ensemble» [227]. L’objectif est donc d’estimer le VER des propriétés
effectives pour les quatre valeurs de cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60].

Pour ce faire, l’approche intuitive est d’effectuer l’homogénéisation pour des tailles d’agglo-
mérats croissants, jusqu’à obtenir une convergence. Les résultats sont présentés sur la Fig. III.8
pour les différents cp où, pour plus de lisibilité, chaque graphique à sa propre échelle. Il est pos-
sible d’observer que le rayon permettant d’obtenir une convergence n’est pas le même suivant la
valeur de cp. Dans le cas le plus simple, i.e.cp = 0.01 (Fig. III.8(a)) un agglomérat de rayon 2 µm

7. Comme la différence de propriétés effectives pour cp ∈ [0.01, 0.25, 0.60] est faible entre Ra = 10 µm et
Ra = 5 µm, on peut supposer qu’augmenter le rayon au delà de 10µm ne changerait pas le résultat.
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Figure III.8 – Évolution des propriétés effectives en fonction du rayon de l’agglomérat
La partie réelle et imaginaire de la permittivité effective pour les différents cas tests : (a) cp = 0.01,
(b) cp = 0.25, (c) cp = 0.44 et (d) cp = 0.60 en fonction du rayon de l’agglomérat. (e) La partie
réelle de la perméabilité effective en fonction du rayon de l’agglomérat.

et donc contenant environ 60 particules est suffisant pour obtenir une très bonne convergence
sur la partie réelle. La partie imaginaire est plus problématique, mais cela s’explique comme pré-
cédemment par le fait qu’elle soit très faible (cf. l’échelle semi-log) impliquant que l’ajustement
des moindres carrés est peu sensible à cette variable. Pour cp = 0.60 (Fig. III.8(d)) qui est l’autre
point de référence, une nette convergence des parties réelle et imaginaire de la permittivité effec-
tive est visible pour un rayon autour de 6 µm, c’est-à-dire un agglomérat contenant environ 540

particules. Pour cp = 0.25 (Fig. III.8(b)), la partie réelle de la permittivité et de la perméabilité
effective présentent des oscillations autour d’une valeur moyenne de 2.15 et de 1 respectivement,
tandis que la partie imaginaire semble légèrement augmenter jusqu’à un plateau pour des rayons
au-dessus de 12 µm (environ 2200 particules par agglomérat). Finalement, comme attendu, c’est
pour cp = 0.44 (Fig. III.8(c)) que la convergence est la plus complexe. La permittivité effective
semble converger pour des rayons supérieurs à 13− 14 µm, alors que pour obtenir une perméabi-
lité effective stable et significativement différente de l’unité 8, il est nécessaire de considérer des
rayons supérieurs à 15 µm (plus de 3400 particules par agglomérat).

Bien qu’il ait été possible d’obtenir une convergence, au moins qualitative, pour tous les cp
testés, la méthode utilisée n’est pas optimale, en ce sens qu’il est à minima nécessaire de faire
deux calculs pour valider la convergence. En effet, pour être sûr qu’un rayon donné corresponde
à un VER et donc que l’homogénéisation soit valable, il est nécessaire de faire un second calcul,

8. Pour rappel, le fait qu’une perméabilité effective soit nécessaire à l’homogénéisation est discuté plus en
détail dans les sect. III.3.1 et III.3.3.
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Figure III.9 – Évolution des propriétés radiatives en fonction du rayon de l’agglomérat
(a) La déviation standard de la section efficace de diffusion, et la section efficace de diffusion (b)
cohérente et (c) incohérente en fonction du rayon de l’agglomérat pour les différentes valeurs de
cp testées.

idéalement avec un rayon plus grand, permettant de vérifier l’exactitude des propriétés effectives
obtenues. Ce processus peut être très long et couteux. À titre d’exemple, avec nos serveurs de
calculs, simuler le comportement électromagnétique de 1024 agglomérats en utilisant 5 degrés
multipolaires prend environ 8 h pour un rayon de 10 µm, 24 h pour 12 µm et monte jusqu’à
84 h pour 15 µm. Dès lors, lorsque le nombre de systèmes à homogénéiser est grand et qu’il est
attendu que leur VER diffère significativement, cette méthode n’est pas applicable dans un temps
raisonnable. Dans ce cas, une autre approche permettant d’obtenir une estimation du VER est
désirable. Pour cela, on peut se tourner vers les travaux de Kanit et al. [227] qui ont discuté la
définition du VER mentionnée plus haut en se basant sur la déviation standard de la quantité
d’intérêt.

Dans notre cas, la quantité à partir de laquelle les propriétés effectives sont extraites est
le flux cohérent qui, stricto sensu, n’a pas de déviation standard ; même si, dans une certaine
mesure, il est possible de considérer que le flux incohérent correspond à sa déviation standard.
Quoi qu’il en soit, il est toujours possible de considérer le flux en champ lointain de chaque
agglomérat, ou plus précisément sa version intégrée, la section efficace de diffusion σsca, pour
qui une déviation standard peut être rigoureusement définie. Cependant, comme on le verra
dans la section suivante, pour appliquer la méthode de Kanit, il est nécessaire que la déviation
standard considérée tende vers 0 pour des volumes croissants. Or, comme on peut l’observer sur
la Fig. III.9(a), lorsque le rayon de l’agglomérat augmente, la déviation standard de σsca a plutôt
tendance à augmenter, et ne tend donc pas vers 0. Dans la section suivante, une manière de
contourner ce problème permettant ainsi d’appliquer la méthodologie de Kanit est développée.

Toutefois, avant d’investiguer plus en détail cette méthodologie, il est intéressant de se pencher
sur le comportement de la section efficace de diffusion cohérente σcoh (Fig. III.9(b)) et incohérente
σincoh (Fig. III.9(c)) en fonction du rayon de l’agglomérat.

Pour σcoh, dans la majorité des cas, on peut observer une augmentation de la quantité dif-
fusée, ce qui s’explique par le fait que plus un agglomérat est gros et plus il aura tendance à
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diffuser la lumière. Dans le cas cp = 0.25, des oscillations sont visibles qui ne sont pas sans
rappeler celles observées dans la Fig. II.3(a) et qui provenaient d’un phénomène d’interférence
lié au régime de Mie. On peut donc supposer que des phénomènes similaires sont à l’œuvre ici.
Par ailleurs, les traits pleins de la Fig. III.9(b) proviennent d’un ajustement sans paramètre.
Pour réaliser cet ajustement pour chaque cp, la section efficace de diffusion σsca d’une particule
circulaire homogène est calculée à l’aide de la théorie de Mie en fonction de son rayon. De plus,
la permittivité et la perméabilité de cette particule homogène sont définies par les propriétés
effectives convergées de la Fig. III.8 (donc le dernier point de chaque courbe). Autrement dit, un
seul indice de réfraction est utilisé pour chaque cp. Curieusement, l’accord entre les courbes et
la section efficace de diffusion cohérente simulée est très bon pour tous les rayons d’agglomérats,
alors même que l’utilisation de petits agglomérats induit un biais dans l’extraction des proprié-
tés effectives. De par la présence de ce biais, on pourrait supposer que la partie cohérente du
champ est mal calculée, et donc que σcoh pour les petits agglomérats ne peut pas être modélisée
par une particule homogène dotée des véritables propriétés effectives. Une explication possible
de ce résultat inattendu réside potentiellement dans la différence entre le flux cohérent (Ψcoh),
qui est la grandeur utilisée pour réaliser l’homogénéisation et est une fonction de l’angle, et la
section efficace de diffusion cohérente (σcoh) qui est la grandeur étudiée ici et est l’intégrale du
flux cohérent. Une intégration étant similaire à un calcul de moyenne, la quantité d’information
contenue dans σcoh est moins importante que celle dans Ψcoh, i.e. l’intégration a potentiellement
moyenné le biais introduit par les petits agglomérats.

Pour σincoh, quelle que soit la valeur de cp, une augmentation monotone est observée. De plus,
dans la section précédente, il a été annoncé sans justification que le cas cp = 0.25 produisait la
plus forte incohérence parmi tous ceux testés. Une première preuve de cela est donnée par la
Fig. III.9(c), la section efficace incohérente en cp = 0.25 est très supérieure aux autres.

III.2.5 Volume élémentaire représentatif, approche quantitative

L’ensemble des résultats présentés dans cette section ont fait l’objet d’un article de jour-
nal [228]. L’idée de Kanit est de dire qu’il n’existe pas un unique VER, mais une multitude qui
dépendent de la précision voulue et du nombre de réalisations de la variable aléatoire qu’on est
capable de générer [227]. Son objectif est alors de trouver la relation qu’il existe entre la taille
du VER et le nombre de réalisations qu’il est nécessaire de considérer pour obtenir la précision
voulue sur la quantité d’intérêt. Autrement dit, dans son approche, il est possible de prendre un
petit volume et d’obtenir la même précision qu’un plus gros volume à condition que le nombre
d’itérations soit augmenté en conséquence et surtout qu’aucun biais sur l’extraction des proprié-
tés effectives ne soit introduit. Malheureusement, comme on a pu le voir en détail dans la section
précédente, utiliser un volume trop petit introduit un biais dans l’extraction des propriétés effec-
tives. En ce sens, la méthode de Kanit n’est pas directement applicable à notre problème, sans
parler du fait que le flux cohérent n’a pas de déviation standard. L’objectif ici est donc de voir si
sa méthodologie peut être étendue à notre problème, et si cela permet d’obtenir des informations
utiles sur le VER des propriétés effectives

La méthode de Kanit pour estimer le VER se base sur la notion de portée intégrale (“in-
tegral range”) pour les fonctions aléatoires stationnaires 9 et ergodiques (FASE) développée par
Mathéron [229] et Lantuéjoul [230]. Il est possible de démontrer que la variance D2

Z d’une telle

9. Stationnaire signifie que deux grands échantillons doivent fournir approximativement le même résultat.
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fonction Z est inversement proportionnelle au volume V (D2
Z(V ) ∝ 1/V ) dans le cas d’une com-

binaison additive de la variable Z sur le volume V [230]. Lorsque la variable n’est pas additive,
il a été proposé d’utiliser à la place une loi en puissance : D2

Z(V ) ∝ 1/V α [227,231]. Finalement,
l’erreur relative εrelZ sur le calcul de Z, résultant de N simulations indépendantes d’agglomérats
de volume V , est obtenue en utilisant la notion d’intervalle de confiance et son lien avec l’erreur
absolue εabsZ [232, sect. 25.3] :

εrelZ =
εabsZ

⟨Z⟩
=

2DZ(V )

⟨Z⟩
√
N
. (III.37)

En d’autres mots, à partir du moment où DZ(V ) est connue, il est possible d’obtenir une certaine
erreur relative soit en fixant le volume et en ajustant en conséquence le nombre d’itérations, soit
l’inverse (fixer le nombre d’itérations et faire varier le volume). Pour rappel, cela suppose que
le volume choisi est suffisant pour ne pas introduire de biais dans l’extraction des propriétés
effectives.

Dans notre cas, la fonction aléatoire à quantifier est la section efficace de diffusion σsca de
chaque agglomérat, dont la moyenne est ⟨σsca⟩ et la déviation standard Dσ. Cependant, comme le
montre la Fig. III.9(a), cette quantité n’est pas une FASE en l’état, en ce sens qu’elle ne satisfait
pas à la définition de l’ergodicité que l’on trouve dans [230] et qui stipule que la déviation
standard d’une fonction ergodique doit tendre vers zéro à mesure que le volume augmente :

lim
V→∞

DZ(V ) = 0. (III.38)

En revanche, l’efficacité de diffusion Qsca = σsca/2Ra peut être une FASE à la condition que le
ratio entre le rayon de l’agglomérat Ra et la longueur d’onde λ soit maintenu constant lorsque
la surface de l’agglomérat est augmentée. Pour se convaincre qu’une telle condition permet bien
d’obtenir une FASE, il est instructif de considérer le cas simple d’une particule circulaire et homo-
gène de rayon Ra, pour laquelle les coefficients de diffusion bn sont donnés par l’Éq. (II.12). Pour
un ratio Ra/λ constant, il est facile de démontrer que les coefficients bn sont eux aussi constants
pour une surface croissante, ce qui implique que la section efficace de diffusion, Éq. (II.16), est
proportionnelle à la longueur d’onde. Donc, sous l’hypothèse que Ra/λ est constant, Qsca d’une
particule homogène est bien constante lorsque sa surface augmente. Dans le cas plus complexe
d’un agglomérat hétérogène, si l’homogénéisation est possible impliquant que le raisonnement
sur la particule homogène est applicable, l’efficacité moyenne de diffusion ⟨Qsca⟩ devrait aussi
être constante lorsque la surface est suffisamment grande. Cependant, avec l’augmentation de la
surface, les agglomérats deviennent statistiquement plus similaires ; en conséquence, la déviation
standard devrait diminuer. Ainsi, en gardant le rapport Ra/λ constant, la variable Qsca est une
FASE.

On va maintenant présenter les résultats du calcul de la déviation standard de Qsca qui
sont représentés sur les Fig. III.10(a) et (b). Le calcul est fait pour les quatre mêmes valeurs
de cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60] que précédemment, mais plutôt que de considérer uniquement le
paramètre de perte δp = 10−1, la valeur δp = 10−2 est aussi utilisée. Pour rappel, le paramètre de
perte avait été choisi de sorte à rendre les interactions entre particules gérables numériquement.
En d’autres mots, diminuer ce paramètre a tendance à exacerber l’interaction entre particules,
ce qui a pour conséquence une augmentation du nombre de degrés multipolaires nécessaires pour
obtenir une convergence des propriétés radiatives (cf. sect. III.2.1). Après une nouvelle étude
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Table III.1 – Les fonctions obtenues après ajustement de l’écart-type
DQ(S).

1/DQ(S) δp = 10−1 δp = 10−2

cp = 0.01 10.529S0.280 + 3.913S0.613 13.553S0.362 + 0.771S0.807

cp = 0.25 2.940S0.278 + 0.037S0.927 2.632S0.189 + 10−5 S1.892 (a)

cp = 0.44 5.774S0.374 + 0.463S0.750 2.239 + 1.147S0.520

cp = 0.60 6.102S0.480 + 0.006S1.235 3.272S0.187 + 0.282S0.748

(a) Le second régime étant peu visible, l’ajustement n’est pas fiable.

de convergence, il s’est avéré que 5 degrés sont nécessaires pour cp = 0.01, 10 pour cp = 0.25,
14 pour cp = 0.60 et pas moins de 17 pour cp = 0.44. Le ratio Ra/λ est fixé à 1/3 ce qui, en
comparaison à un ratio de 1/2, permet de diminuer davantage le rayon de l’agglomérat tout en
conservant un rapport entre le rayon des particules rp et λ inférieur à 0.05, évitant ainsi que des
effets de taille puissent rendre l’homogénéisation restrictive. Des ratios plus petits, tels que 1/5,
ont aussi été testés, mais ils ont le désavantage d’introduire des imprécisions dans l’extraction
des propriétés effectives. En effet, lorsque Ra ≪ λ, le flux diffusé par l’agglomérat a une forme
dipolaire, ce qui n’est pas suffisamment discriminant pour identifier les bonnes propriétés.

Comme on peut l’observer sur les Fig. III.10(a) et (b), la déviation standard tend bien vers
0 lorsque la surface augmente et ce pour tous les cas testés. En revanche, plutôt qu’une droite
résultant d’une simple loi en puissance, les courbes de DQ en fonction de S présentent deux
régimes distincts : un pour les petites surfaces et un pour les grandes surfaces, ce qu’on se
propose de modéliser par la fonction suivante :

DQ(S) =
1

d1 Sδ1 + d2 Sδ2
, (III.39)

où di, δi sont les coefficients d’ajustement. Faire l’ajustement par la méthode des moindres carrés
permet d’obtenir les coefficients récapitulés dans le tableau III.1 et le résultat final est illustré en
trait plein sur la figure ; l’accord entre le modèle et les données est excellent. Pour le cas cp = 0.25

et δp = 10−2, le deuxième régime n’est quasiment pas visible, impliquant que l’ajustement n’est
pas fiable, c’est pourquoi la ligne correspondante du tableau III.1 est mise en rouge. Il n’a pas été
possible de faire la simulation pour des rayons plus grands, car le nombre de degrés multipolaires
étant trop important, les simulations sont hors de portée de nos serveurs.

Le fait qu’il faille une double loi en puissance plutôt qu’une simple comme celle de Kanit
peut être qualitativement expliqué en analysant le comportement de l’efficacité moyenne de
diffusion ⟨Qsca⟩, voir les Fig. III.10(c) et (d). Pour rappel, la loi en puissance prescrite par
les différents auteurs [227, 231] n’est applicable que pour une fonction aléatoire stationnaire et
ergodique. Comme on l’a déjà démontré, pour la situation particulière où Ra/λ = cte, Qsca est
une fonction ergodique. En revanche, comme on peut l’observer sur les Fig. III.10(c) et (d), le
régime stationnaire n’est atteint que pour de grandes surfaces, et des variations non négligeables
sont visibles pour les petites surfaces. Autrement dit, si ⟨Qsca⟩ était parfaitement constant pour
l’ensemble des surfaces testées, une simple loi en puissance suffirait pour caractériser DQ. Par
ailleurs, il est tout à fait possible de proposer un modèle pour ⟨Qsca⟩. Pour ce faire, il est pratique
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Figure III.10 – Évolution des propriétés radiatives en fonction de la surface de l’agglomérat
(a)/(b) la déviation standard DQ, (c)/(d) la valeur moyenne ⟨Qsca⟩ de l’efficacité de diffusion, et
(e)/(f) l’efficacité de diffusion incohérente Qincoh en fonction de la surface de l’agglomérat pour
les deux valeurs du paramètre de perte δp = 10−1/δp = 10−2.

de décomposer ⟨Qsca⟩ en sa partie cohérente Qcoh et incohérente Qincoh
10. Le modèle de la partie

cohérente doit inclure une constante Q∞ permettant de décrire le régime asymptotique constant,
auquel une loi en puissance permettant de décrire le régime des petites surfaces est ajoutée. La
partie incohérente peut être vue comme la fluctuation statistique de l’ensemble d’agglomérats,
impliquant qu’elle est assimilable à une déviation standard. Il semble donc logique de modéliser
Qincoh par l’Éq. (III.39), ce choix étant justifié par la Fig. III.10(e) et (f) dans lesquelles de tels
comportements sont observables (surtout pour le cas δp = 10−2). En résumé, le modèle suivant
est utilisé pour ⟨Qsca⟩ :

⟨Qsca⟩ (S) = Q∞ − a

Sα︸ ︷︷ ︸
Qcoh

+
1

b1 Sβ1 + b2 Sβ2︸ ︷︷ ︸
Qincoh

, (III.40)

où les coefficients inconnus sont obtenus en ajustant indépendamment la composante cohérente
et incohérente aux données calculées correspondantes. Faire l’ajustement par la méthode des
moindres carrés permet d’obtenir les coefficients récapitulés dans le tableau III.2, où l’équation
de Qincoh du cas cp = 0.25 et δp = 10−2 est mise en rouge pour la même raison que précédemment.
L’ajustement final est illustré en trait plein sur la figure, et, encore une fois, un très bon accord

10. Par définition, on a ⟨Qsca⟩ = Qcoh +Qincoh.
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Table III.2 – Les fonctions obtenues après ajustement de Qcoh et Qincoh.

Qcoh δp = 10−1 δp = 10−2 1/Qincoh δp = 10−1 δp = 10−2

cp = 0.01 0.142− 0.097/S0.587 0.142− 0.098/S0.579 cp = 0.01 0.322 + 14.553S1.048 0.789 + 14.274S1.053

cp = 0.25 0.775− 0.481/S0.579 0.868− 0.569/S0.539 cp = 0.25 2.283S0.291 + 0.342S1.040 2.267S0.330 + 0.003S1.400 (a)

cp = 0.44 0.518− 0.173/S2.413 ≈ 0.567 cp = 0.44 1.506S0.269 + 1.516S1.027 1.333S0.078 + 0.253S0.936

cp = 0.60 0.465− 0.145/S1.720 0.592− 0.212/S2.503 cp = 0.60 0.585 + 4.471S1.048 2.344S0.084 + 0.628S0.999

(a) Le second régime étant peu visible, l’ajustement n’est pas fiable.

entre le modèle et les données est obtenu.
Il est intéressant de remarquer que, pour Qincoh, l’exposant du second régime (surligné en

orange dans le tableau III.2) est proche de l’unité pour tous les cas testés, excepté pour cp = 0.25

et δp = 10−2. Ce cas singulier est très probablement dû à l’ajustement qui n’est pas fiable ; en
ajoutant plus de points, l’exposant devrait tendre vers 1. Le fait que l’exposant soit unitaire
implique que pour de très larges surfaces, l’efficacité de diffusion incohérente est inversement
proportionnelle à la surface (Qincoh(S) ∝ 1/S). De manière similaire, Schilder et al. ont observé
que dans des systèmes non résonants : Pincoh/Pcoh ∝ 1/N , où N est le nombre de diffuseurs
(atomes dans leur cas) et P la puissance de diffusion [224]. Dans notre cas, N est le nombre
de particules dans l’agglomérat avec N ∝ S, et Pincoh/Pcoh peut être remplacé par Qincoh/Qcoh.
En outre, lorsque la surface augmente, Qcoh tend vers une constante. Par conséquent, on a bien
Qincoh/Qcoh ∝ 1/N pour tous les cas testés, ce qui est inattendu pour le cas cp = 0.44. En
effet, ce cas correspond approximativement à la condition plasmon de la texture considérée. En
d’autres mots, cela devrait correspondre à un cas résonant, malgré tout l’exposant est proche
de l’unité. Cela démontre bien que l’ajout d’une partie imaginaire (δp) a permis de diminuer le
caractère résonant en restreignant les interactions entre particules. De plus, l’exposant déviant
le plus de l’unité est bien celui du cas cp = 0.44 et δp = 10−2 pour lequel il est attendu que les
interactions entre particules soient les plus fortes.

Maintenant que la dépendance de la valeur moyenne et de la déviation standard de Qsca

en fonction de la surface a été caractérisés, il est possible d’élaborer des critères permettant
l’extraction des propriétés effectives sans biais, i.e. permettant d’assurer d’avoir un VER. Au vu
de nos données, deux critères sont possibles :

(i) le VER est atteint lorsque le second régime de DQ est obtenu,

(ii) le VER est atteint lorsque ⟨Qsca⟩ est proche de sa valeur finale Q∞ à une tolérance près.

Pour vérifier la validité de ces critères, l’homogénéisation à partir du flux cohérent pour tous les
paramètres de l’étude (cp, δp et Ra) a été effectuée, les résultats se retrouvent dans la Fig. III.11,
où par simplicité seulement l’indice de réfraction effectif neff a été représenté. Visiblement, une
convergence des propriétés effectives est obtenue pour tous les cas testés, excepté pour cp = 0.44

et δp = 10−2 ; les indices effectifs associés au dernier rayon d’agglomérat calculé sont donnés dans
le tableau III.3, panneau de gauche. Bien que ce soit pour cp = 0.25 que l’efficacité de diffusion
ait le comportement le plus complexe (principalement en raison du fort taux d’incohérence),
le cas conduisant aux difficultés les plus sévères dans l’extraction de neff est cp = 0.44. Pour
δp = 10−1, le rayon nécessaire pour obtenir une convergence est le double des valeurs trouvées
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Table III.3 – Gauche : neff extrait du dernier rayon calculé. Centre : rayon minimum R1%
min

nécessaire pour obtenir une extraction de l’indice de réfraction ayant une erreur relative de 1%.
Droite : erreur relative de l’efficacité de diffusion ∆Qsca associée à R1%

min.

neff R1%
min ∆Qsca

δp = 10−1 δp = 10−2 δp = 10−1 δp = 10−2 δp = 10−1 δp = 10−2

cp = 0.01 1.173 + 0.002i 1.173 + 0.002i 2 µm 2 µm 12.1% 12.5%

cp = 0.25 1.469 + 0.057i 1.484 + 0.037i 2.5 µm 2.5 µm 1.15% 5.00%

cp = 0.44 1.161 + 0.961i 1.174 + 1.123i 7 µm ∅ convergence 0.71% ∅ convergence
cp = 0.60 0.593 + 0.305i 0.505 + 0.265i 4 µm 4 µm 0.75% 4.87%

pour les autres cas, tandis qu’aucune convergence n’a été atteinte pour δp = 10−2, même pour
des agglomérats aussi grands que Ra = 10 µm, contenant environ 1500 particules. Différents
plateaux sont observables de 4.5 à 6 µm et de 7 à 8 µm, donnant l’illusion d’une convergence et
nous empêchant donc d’extrapoler le rayon à partir duquel une convergence pourrait être atteinte.
En revanche, deux raisons nous font penser qu’il suffirait d’augmenter encore plus la taille des
agglomérats pour obtenir une convergence. D’une part, ⟨Qsca⟩ tend bien vers une constante
pour de larges agglomérats, ce qui est le comportement attendu d’un milieu homogénéisable
lorsque Ra/λ est constant ; d’autre part, la partie incohérente de l’efficacité est bien inversement
proportionnelle à la surface pour de larges agglomérats (Qincoh ∝ 1/S), ce qui indique que les
résonances sont faibles [224].

À présent, nous allons montrer que les deux critères précédemment établis ne permettent pas
d’estimer le rayon minimal permettant une homogénéisation sans biais. Le premier critère (i) est
facilement invalidable, pour cela il suffit d’analyser le cas cp = 0.25 pour lequel le second régime
est à peine visible, même pour des rayons autour de Ra = 10 µm. Cela n’empêche pas l’homogé-
néisation de fonctionner à partir de 2.5 µm, impliquant que ce critère est invalide. Pour invalider
le second critère (ii), il est intéressant d’introduire le rayon minimum R1%

min permettant d’obtenir
une erreur sur l’extraction de neff en dessous de 1%, les résultats du calcul sont reportés dans le
panneau central du tableau III.3. Intuitivement, comme la diminution du paramètre de perte ren-
force les interactions entre particules, on s’attendrait à ce que le rayon minimal de l’agglomérat
augmente. Cependant, mise à part pour le cas cp = 0.44, il semblerait que ce rayon soit insensible
à une diminution du paramètre de perte δp. Pour confirmer cette hypothèse, de nouvelles simu-
lations ont été réalisées pour le cas cp = 0.25 avec δp = 10−5 et un rayon allant jusqu’à 7 µm. De
manière surprenante, le résultat est identique au précédent, le rayon minimal obtenu est bien de
2.5 µm. La même conclusion est obtenue pour cp = 0.60 et δp = 10−5, où le rayon minimal reste
de 4 µm. À partir de ce rayon minimal, il est possible de calculer l’erreur relative de l’efficacité
de diffusion associée de la manière suivante : ∆Qsca =

∣∣∣〈Qsca(R
1%
min)

〉
−Q∞

∣∣∣ /Q∞, les résultats
sont présentés dans le panneau de droite du tableau III.3. On peut observer que ∆Qsca est plus
petit pour δp = 10−1 que pour δp = 10−2, ce qui implique que la condition de convergence est
plus sévère dans le premier cas que dans le second. Ce dernier point est en contradiction avec
l’extraction de neff qui a démontré que R1%

min est indépendant de la valeur de la perte. Ainsi, le
deuxième critère est lui aussi invalide.

Pour conclure, la méthodologie développée par Kanit ne semble pas applicable à notre pro-
blème. En effet, aucune relation entre le calcul de l’efficacité de diffusion et l’extraction des
propriétés effectives n’a pu être obtenue. Ainsi, il ne semble pas y avoir de lien direct entre la
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Figure III.11 – Évolution de l’indice de réfraction effectif en fonction de la surface de l’agglo-
mérat
(a)/(b) La partie réelle et (c)/(d) la partie imaginaire de l’indice de réfraction effectif en fonction
du rayon de l’agglomérat pour les quatre valeurs de cp et les deux valeurs du paramètre de perte
δp = 10−1/δp = 10−2.

précision avec laquelle le flux cohérent est calculé et la présence ou non de biais dans l’homo-
généisation. Par ailleurs, le fait qu’un rapport constant Ra/λ ait dû être imposé pour pouvoir
appliquer cette méthode pose de sérieux problèmes d’interprétations, car cela implique que le
ratio entre la taille des particules et la longueur d’onde n’est pas constant lorsque le rayon de
l’agglomérat augmente. En d’autres mots, changer la taille des agglomérats entraine un change-
ment du système étudié, et il n’est donc plus vraiment possible de comparer les différentes tailles
d’agglomérats.

III.2.6 Impact de la forme de l’agglomérat, forme elliptique

L’ensemble des résultats présentés dans cette section ont fait l’objet d’un article de confé-
rence pour la conférence RAD-23 [233]. Jusqu’à présent, sur les trois paramètres impactant
l’homogénéisation, deux ont fait l’objet d’une investigation : le nombre d’itérations et la taille
des agglomérats nécessaire pour obtenir une convergence des propriétés effectives. D’un point de
vue numérique, le paramètre le plus critique est la taille des agglomérats qui dans certains cas
peut être plus grande que les capacités de simulations. Pour tenter de contourner ce problème, le
troisième paramètre (la forme de l’agglomérat) est potentiellement la solution. En effet, le VER
d’un agglomérat circulaire ne sera vraisemblablement pas le même qu’un agglomérat ayant une
autre forme.

Pour tester cette hypothèse, la simulation des quatre cas précédents (cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60])
pour différents agglomérats de formes elliptiques est réalisée. Toutes les moyennes sont prises sur
1024 micro-états, et chaque agglomérat de nanoparticules est éclairé par une onde plane venant
du haut. Pour pouvoir comparer les différentes formes entre elles et décider laquelle permet la
meilleure homogénéisation, il est nécessaire que leur surface soit identique, ce qui équivaut à avoir
un nombre de particules constant pour chaque forme. Pour ce faire, les différents axes (demi-petit
B et demi-grand A) de l’ellipse sont définis comme suit : A = Ra

√
τ et B = Ra/

√
τ , avec Ra
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Figure III.12 – Évolution du taux d’incohérence pour différents agglomérats elliptiques
(a) Exemples d’ellipses avec Ra = 5 µm, chaque forme est étiquetée par sa valeur τ . (b-e) Taux
d’incohérence en fonction du rayon de l’agglomérat pour différentes valeurs de τ : (b) cp = 0.01,
(c) cp = 0.25, (d) cp = 0.44 et (e) cp = 0.60.

le rayon de l’agglomérat circulaire et τ = A/B un ratio indiquant comment l’ellipse est étirée
(τ = 1 correspond au cercle). Un ratio inférieur à 1 correspond à une ellipse allongée verticale-
ment, alors qu’un ratio supérieur à 1 implique que l’ellipse est allongé horizontalement. Quelques
exemples d’ellipses avec Ra = 5 µm et différents τ sont représentés dans la Fig. III.12(a).

Avant de présenter les résultats de l’homogénéisation, il est intéressant de se pencher sur
le comportement du taux d’incohérence (τincoh = σincoh/ ⟨σsca⟩) en fonction de la taille des
agglomérats et de leur forme (Fig. III.12). Pour rappel, l’incohérence est une mesure de l’écart
type du comportement électromagnétique qu’il y a entre les différents agglomérats de l’ensemble,
du fait de la position aléatoire des particules entre autres raisons. En outre, lorsque la taille des
agglomérats augmente, il est attendu que le taux d’incohérence diminue puisque (i) le nombre
de particules augmentant leur position exacte a moins d’importance et (ii) chaque agglomérat
devient plus similaire aux autres. Pour les cas cp ∈ [0.01, 0.44, 0.60], augmenter la taille de
l’agglomérat résulte bien en une diminution rapide du taux d’incohérence et ce quelle que soit
la forme de l’agglomérat. Or, habituellement, il est supposé que l’homogénéisation est valide
à partir du moment où le taux d’incohérence est négligeable [224]. Donc d’après ce critère,
l’homogénéisation des cas cp ∈ [0.01, 0.44, 0.60] est possible. Bien entendu, comme on a pu le
voir dans les sections précédentes, ce seul critère n’est pas suffisant, en ce sens que cp = 0.44 et
cp = 0.60 ont approximativement le même taux d’incohérence, mais pas du tout le même VER.

En revanche, pour cp = 0.25, la variation du taux d’incohérence est beaucoup plus complexe.
Plutôt qu’une diminution avec la taille des agglomérats, le taux d’incohérence a tendance à osciller
(Fig. III.12(c)), et différentes formes d’agglomérats impliquent différentes variations. Ce résultat
est surprenant, car l’incohérence telle qu’on la conceptualise devrait être principalement causée
par la texture étudiée (le type de nanoparticules, la fraction volumique, etc.). C’est d’ailleurs
cette argument qui explique pourquoi le taux d’incohérence n’est pas le même suivant les valeurs
de cp. Or, ici, l’incohérence telle qu’on l’a définit se trouve être aussi une fonction de la tailles des
agglomérats et surtout de leur forme. Pour tenter d’expliquer ce comportement atypique, il est
important de rappeler que la section efficace de diffusion cohérente (σcoh) est par définition de
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Figure III.13 – Évolution des propriétés effectives pour différents agglomérats elliptiques
Parties réelles et imaginaires de la permittivité effectives en fonction du rayon de l’agglomérat
pour différentes valeurs de τ : (a) cp = 0.01, (b) cp = 0.25, (c) cp = 0.44 et (d) cp = 0.60. (e)
Perméabilité effective pour le cas cp = 0.44 en fonction du rayon de l’agglomérat.

l’homogénéisation une fonction de la taille et de la forme des agglomérats utilisés 11. Ce fait est
illustré sur la Fig. III.9(b) où σcoh en fonction du rayon des agglomérats circulaires est reproduit
par la section efficace de diffusion d’une particule circulaire homogène. Or, sur cette même figure
et pour la courbe cp = 0.25, il est possible d’observer que σcoh oscille lorsque le rayon augmente,
ces oscillations étant associées au régime de diffusion de Mie (voir la Fig. II.3(a) et les explications
associées pour plus de détails). Par conséquent, les oscillations du taux d’incohérence ne sont que
la résultante des oscillations de σcoh causées par le régime de Mie 12. Dès lors, on peut se poser
la question suivante : est-ce que des oscillations similaires se produiront pour les autres valeurs
de cp pour des agglomérats plus gros ? Nous supposons que la réponse est négative dans tous les
cas. Pour cp ∈ {0.44, 0.60}, aucune oscillation ne devrait apparaitre car l’extinction étant très
forte, le régime de Mie ne présente quasiment aucune oscillation. Au contraire, pour cp = 0.01

l’extinction est négligeable (donc le régime de Mie est caractérisé par de fortes oscillations), mais
l’incohérence étant tellement faible, il semble peu probable que de telles oscillations apparaissent.
Autrement dit, on suppose qu’il est nécessaire que le taux d’incohérence soit non négligeable pour
qu’il présente des oscillations caractéristiques du régime de Mie.

Les résultats de l’homogénéisation sont présentés sur la Fig. III.13, où pour plus de simplicité,

11. Si cela n’était pas le cas, il ne serait pas possible d’obtenir les propriétés effectives d’un milieu désordonné
en faisant la comparaison entre son flux cohérent diffusé en champ lointain et celui diffusé par une particule
homogène de taille et forme équivalente aux agglomérats utilisés.

12. Différentes formes de particules auront chacune un régime de Mie différent, expliquant les différences d’évo-
lutions du taux d’incohérence pour les différentes ellipses.
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seule la perméabilité du cas cp = 0.44 est montrée. Pour le cas cp = 0.25, une convergence
claire de la partie réelle et imaginaire de εeff vers une valeur unique est observée, et ce quelle
que soit la valeur de τ . Autrement dit, l’homogénéisation est possible quelle que soit la valeur
du taux d’incohérence. L’exemple le plus extrême de ce fait est donné pour Ra = 8 µm et
τ = 1/3, quasiment 25% du flux diffusé par les agglomérats est incohérent, comparé au cas
Ra = 8 µm et τ = 3 pour lequel seulement 5% est incohérent. Pourtant les propriétés effectives
sont identiques dans les deux cas. De manière plus générale, on voit ici que mettre un critère
sur le taux d’incohérence pour décider si l’homogénéisation est fonctionnelle n’est pas pertinent,
car changer la forme de l’agglomérat change le taux d’incohérence sans pour autant changer les
propriétés effectives.

Le fait qu’on obtienne une valeur unique des propriétés effectives pour cp = 0.25 indique que
l’homogénéisation est réalisable indépendamment de la forme des agglomérats. En revanche, on
peut observer que le taux de convergence est différent suivant la valeur de τ , indiquant que le
VER est une fonction de la forme des agglomérats. Par conséquent, certaines formes semblent
plus favorables que d’autres pour faire de l’homogénéisation. Pour cp = 0.25, un ratio inférieur
à 1 semble donner les meilleurs résultats. Ce dernier point est très intéressant, surtout pour
cp = 0.44 où des agglomérats circulaires très larges doivent être utilisés pour que l’homogénéi-
sation converge (sect. III.2.4). Potentiellement, prendre une ellipse permet de diminuer la taille
nécessaire et donc de faciliter l’homogénéisation.

Le cas cp = 0.60 ne fonctionne pas de la même manière, en ce sens, que toutes les valeurs
de τ ne convergent pas vers les mêmes propriétés effectives. En effet, trois valeurs différentes
de la partie réelle de la permittivité effective semblent possibles. Néanmoins, on peut observer
que les trois courbes pour τ ∈ [1, 3, 10] sont en très bon accord et donnent le même résultat.
On peut donc raisonnablement supposer que ce résultat correspond aux véritables propriétés
effectives. Par conséquent, pour cp = 0.60, prendre une valeur τ < 1 semble introduire un biais
sur l’homogénéisation. À ce stade, il est difficile d’affirmer avec certitude si une augmentation de
la taille des agglomérats permettra de corriger ce biais. Cependant, au vu du comportement de
la partie réelle et imaginaire pour τ = 10, montrant une mauvaise convergence jusqu’à un rayon
de 7 µm pour ensuite brutalement changer et produire la même homogénéisation que τ = 1 et
τ = 3, nous supposons qu’une augmentation de la taille devrait corriger ce biais.

Finalement, le cas cp = 0.44 a encore une fois le comportement le plus complexe du point de
vue de l’homogénéisation. Comme pour cp = 0.60, plusieurs convergences à des valeurs différentes
sont observables, mais contrairement à cp = 0.60, il n’y a aucun accord entre les courbes en ce
sens que chacune d’elles donne un résultat différent. Autrement dit, mise à part la valeur τ = 10

qui manifestement échoue complètement, il est impossible de savoir laquelle de ces valeurs est la
véritable propriété effective, si tant est que l’une d’entre-elles le soit. De plus, rien n’indique que
prendre des agglomérats plus grands permettrait de discriminer les bonnes propriétés effectives.
Toutefois, au vu des résultats de cp = 0.25 et 0.60, et à supposer que l’homogénéisation est
applicable à cp = 0.44, on peut supposer qu’augmenter la taille des agglomérats devrait résoudre
le problème qui se résumerait alors à un problème de VER. À noter tout de même que les cas
τ = 1/10 et τ = 1 semble être qualitativement en accord, mais en l’absence de plus de données,
impossible de conclure définitivement pour le moment. Pour des raisons organisationnelles, nous
avons préféré consacrer plus de temps à d’autres thématiques, nous empêchant donc de conclure
sur cette étude.
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Pour conclure, l’expérience accumulée dans cette étude tend à nous faire dire qu’il est plus
aisé d’homogénéiser sur des agglomérats circulaires plutôt qu’elliptique. D’une part, le cercle
semble être la forme la plus polyvalente convenant à tous les cas pour lesquels une convergence
claire a été obtenue. Au contraire, la forme des ellipses permettant une bonne homogénéisation
est dépendante du cas, pour cp = 0.25 il est préférable de considérer des ellipses allongées ver-
ticalement, alors que pour cp = 0.60, des ellipses allongées horizontalement semblent meilleures.
D’autre part, à cause de l’utilisation des fonctions de Mathieu développées dans le chapitre pré-
cédent, des difficultés liées à la procédure d’homogénéisation et au calcul des ellipses homogènes
ont été rencontrées. Typiquement pour cp = 0.44, les propriétés effectives sont telles que les fonc-
tions de Mathieu deviennent instables et peuvent rapidement diverger, rendant l’homogénéisation
complexe, ce qui n’est pas le cas pour des cercles.

III.2.7 Comparaison entre un anneau et un cercle

Comme on a pu le voir dans les sections précédentes, la taille des agglomérats est le para-
mètre le plus critique dans le cadre de l’homogénéisation. En effet, prendre des agglomérats trop
petits induit un biais dans l’extraction des propriétés effectives que la forme des agglomérats
(circulaire ou elliptique) ne permet pas de corriger systématiquement. Par conséquent, la seule
solution viable pour remédier à cela est de prendre des agglomérats plus gros, jusqu’à atteindre
le VER. Cependant, il arrive un moment où la charge numérique engendrée par cette augmenta-
tion dépasse nos capacités de calculs. Malheureusement, dans certain cas, cette limite ne permet
pas d’obtenir une convergence des propriétés effectives, et il est donc impossible de vérifier si
l’homogénéisation est fonctionnelle.

Pour tenter de contourner ce problème et de sonder plus en avant si le VER peut être
atteint, nous avons pensé à une astuce numérique permettant de diminuer la charge numérique
et donc de calculer des agglomérats plus gros. Plutôt que de simuler un agglomérat circulaire
complet de rayon Ra, il est possible dans certain cas de ne simuler que la couronne extérieure de
l’agglomérat, i.e. de complètement ignorer les particules se trouvant dans le cercle intérieur de
rayonR∅ (voir la Fig. III.14(a) pour un schéma). Le comportement électromagnétique de l’anneau
désordonné est alors comparé à celui d’un cercle homogène de rayon Ra pour obtenir les propriétés
effectives. Cette méthode contraste avec celle étudiée dans la sect. III.2.6 où le comportement
électromagnétique d’agglomérats elliptiques est comparé à celui d’ellipse homogène de même
taille. En effet, ici, l’objectif n’est pas d’homogénéiser des anneaux désordonnés en les comparant
à un anneau homogène de même taille, chose que l’on pourrait par ailleurs tout à fait faire,
mais plutôt de comparer un anneau désordonné de rayon extérieur Ra à un cercle homogène de
rayon Ra quand cela est possible. Cette stratégie permet alors d’homogénéiser sur une surface
valant πR2

a, alors que dans le calcul électromagnétique nous ne considérons qu’une surface de
π
(
R2

a −R2
∅
)
, bien plus petite, et donc un nombre de particules largement réduit. Pour que cette

méthode soit applicable, il est nécessaire que le comportement électromagnétique de l’agglomérat
où les particules sont distribuées en forme d’anneau soit le même que l’agglomérat où celles-ci
sont distribuées en forme de cercle. Pour cela, il faut que l’extinction du milieu soit très forte
afin que le rayonnement ne puisse pas se propager loin dans l’agglomérat et soit donc empêché
de sonder son centre.

Pour illustrer ce fait, la simulation de la section efficace de diffusion d’un anneau désordonné
pour trois rayons Ra ∈ [8, 12, 16] µm et les quatre valeurs de cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60] est
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Figure III.14 – Comparaison entre un anneau et un cercle
(a) Illustration d’un anneau désordonné de rayon extérieur Ra = 8 µm et intérieur R∅ = 3.5 µm.
Les particules bleues font partie de l’anneau désordonné. (b-e) Erreur relative entre la section
efficace d’un anneau désordonné et celui du cercle complet associé en fonction de l’épaisseur de
l’anneau pour (b) cp = 0.01, (c) cp = 0.25, (d) cp = 0.44 et (e) cp = 0.60.

réalisée en fonction de l’épaisseur de l’anneau (Ra−R∅), et l’erreur relative |σsca(Ra)−σsca(Ra−
R∅)|/σsca(Ra) entre le cercle et l’anneau est reportée sur la Fig. III.14. À noter que la bande grise
correspond à une erreur relative de 1%. Comme on le verra dans la sect. III.3.3, l’extinction des
cas cp ∈ {0.01, 0.25} est faible (voire négligeable), ce qui explique pourquoi le comportement de
l’anneau n’est jamais équivalent à celui du cercle (l’erreur relative est toujours bien supérieure à
1%). En revanche, pour cp = 0.60, et surtout cp = 0.44, l’extinction est bien plus forte. Il existe
alors une épaisseur, indépendante du rayon de l’agglomérat, à partir de laquelle un cercle peut
être approximé par un anneau. Pour cp = 0.60, cette épaisseur est environ de 10 µm, alors que
pour cp = 0.44, elle est plutôt de 5 µm.

Illustrons par un exemple le gain numérique que représente un anneau de 5 µm d’épaisseur
en comparaison à un cercle complet. Pour un calcul fait en parallèle sur plusieurs cœurs, les
agglomérats les plus larges qu’on puisse simuler ont un rayon autour de 15 µm (3375 particules),
mais cela peut varier suivant le nombre de degrés multipolaire utilisés. En calcul non parallèle, le
rayon maximal est autour de 30 µm (13500 particules). Sur la base de ces considérations, prendre
un anneau de 5 µm d’épaisseur permet de considérer des rayons de ∼ 25 µm (en parallèle) et de ∼
93 µm (en non parallèle). Clairement, cette astuce de calcul permet de considérer des agglomérats
bien plus larges, ce qui est bénéfique pour l’homogénéisation et la recherche du VER. En revanche,
plusieurs verrous sont à lever avant de pouvoir l’utiliser pour faire de l’homogénéisation.

Tout d’abord, pour utiliser cette astuce, il est nécessaire d’avoir une idée qualitative de
l’extinction du milieu pour éviter de l’utiliser dans des cas où elle ne serait pas applicable. Il faut
donc déjà avoir une idée assez précise des propriétés effectives du milieu. Ensuite, comme on l’a
vu dans la sect. III.2.5, le lien entre la précision du calcul sur la section efficace de diffusion et
la qualité de l’homogénéisation n’est pas trivial. Il est donc nécessaire de vérifier, dans un cas où
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les propriétés effectives sont connues, si l’utilisation d’un anneau (en lieu et place d’un cercle)
n’induit pas un biais numérique dans l’extraction des propriétés effectives. Enfin, l’utilisation
d’agglomérats de forme et de taille différentes pour obtenir les propriétés effectives pour chaque
valeur de cp pourrait complexifier leur comparaison.

Pour conclure, cette astuce de calcul a un certain potentiel qu’il serait intéressant d’explorer
plus en détail dans des travaux futurs. Mais n’étant à ce stade pas encore mature, nous avons
décidé de ne pas l’utiliser dans la suite du manuscrit

III.3 Homogénéisation de nanoparticules fortement couplées : étude
de cas

III.3.1 Des propriétés effectives inhabituelles

L’homogénéisation du système de nanoparticules pour l’ensemble des valeurs de cp considérées
(allant de 0.01 à 0.99 par pas de 0.01) est finalement présentée. Pour cela, Nit = 1024 micro-
états circulaires de rayon Ra = 10µm ont été considérés. Là-dessus, deux groupes de simulations
qui dépendent du degré multipolaire utilisé sont réalisés : (i) soit cinq degrés multipolaires sont
considérés (dm = 5, calcul complet), (ii) soit un seul (dm = 1, approximation dipolaire). Ces va-
leurs (Nit, Ra et dm) résultent d’un compromis entre les résultats des investigations précédentes,
et la durée des calculs. Avec ces valeurs, simuler l’ensemble des 1024 micro-états pour chaque
chaque valeur de cp prend environ 8 h pour le calcul complet et environ 1 h pour l’approximation
dipolaire, impliquant une durée total de plus d’un mois de calculs pour le calcul complet et de
seulement quatre jours pour l’approximation dipolaire 13. L’ajustement des moindres-carré est
effectué en considérant les variables Re(εeff), Im(εeff) et Re(µeff). L’obtention de la solution ini-
tiale au problème des moindres carrés est détaillé dans l’annexe E.1. La partie imaginaire de la
perméabilité effective n’a pas été utilisée pour l’ajustement, car elle n’apporte pas de réelle plus-
value comme on peut l’observer sur les Fig. III.15(a-d) représentant les flux cohérent et incohérent
rétrodiffusés et les ajustements pour différents ensembles de variables. Visiblement, considérer
ou non la partie imaginaire de la perméabilité effective (courbes bleues et vertes respectivement)
ne permet pas d’améliorer significativement l’ajustement. L’enlever permet donc de minimiser le
nombre de variables d’ajustement et donc certaines instabilités. En revanche, comme le montre
clairement l’exemple cp = 0.40, ne pas considérer la partie réelle de la perméabilité effective peut
conduire à un mauvais ajustement.

On va maintenant présenter les résultats de l’homogénéisation qui a fait l’objet d’un article
de journal [208]. La permittivité effective en fonction du paramètre cp pour le calcul complet et
l’approximation dipolaire sont illustrées sur la Fig. III.15(e), où les symboles bleus représentent
la partie réelle et les rouges l’imaginaire. En comparaison au calcul complet, l’approximation
dipolaire ne permet pas une homogénéisation correcte au centre de l’intervalle ∼ [0.25, 0.5], là
où les interactions entre particules sont en principe les plus fortes résultant en une activation
des degrés multipolaires d’ordres supérieurs. D’autre part, l’AME de MG, représentée en lignes
pointillées, engendre une bien plus grande erreur et ne permet pas de modéliser les propriétés
effectives dans l’intervalle cp ∈ [0.25, 0.70]. Cette différence s’explique par le fait qu’en plus de
l’approximation dipolaire, l’une des hypothèses de l’AME de MG est de négliger les interactions

13. Les calculs sont réalisés sur deux serveurs de calculs ayant respectivement un processeur de 20 cœurs avec
512GB de RAM et 16 cœurs avec 1.5TB.
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Figure III.15 – Homogénéisation en fonction du paramètre cp
Les flux cohérent et incohérent rétrodiffusés et les trois ajustements possibles pour (a) cp = 0.20,
(b) cp = 0.40, (c) cp = 0.60 et (d) cp = 0.80. (e) La partie réelle et imaginaire de la permittivité
effective en fonction du paramètre matériau cp obtenue après simulation (cercles) ou à l’aide des
théories de Bergman et de MG (traits). (f) La partie réelle de la perméabilité effective en fonction
du paramètre matériau cp. Á titre de comparaison, l’AME de Belyaev et Tyurnev donnée par
l’Éq. (III.11) est utilisée, et l’encart permet de mieux visualiser ce qu’il se passe pour les faibles
valeurs de cp.
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entre dipôles, ce qui s’avère être une approximation bien trop grossière ici.
À partir de ces résultats, il est possible d’obtenir la densité spectrale associée à la théorie

de Bergman pour le calcul complet ou l’approximation dipolaire. Pour ce faire, l’idée est de
partir d’une solution initiale de g et de l’améliorer successivement en comparant les propriétés
effectives calculées à partir de g avec celles simulées (la section suivante explique en détail la
méthode d’extraction et présente les courbes de g obtenues). Les ajustements finaux des deux
cas sont visibles sur la Fig. III.15(e), où les lignes pleines correspondent à la permittivité effective
extraite à partir de la densité spectrale, et sont en très bon accord avec la simulation. Maintenant
que la densité spectrale est connue, il est possible de simuler n’importe quel mélange ayant
statistiquement les mêmes propriétés texturales. Bien entendu, nous nous attendons à ce que la
densité spectrale obtenue à partir du calcul complet donne de meilleurs résultats que celle issue
de l’approximation dipolaire. Cela sera appliqué à un système de particules de Al2O3 mises dans
une matrice de silice SiO2 dans la dernière section de ce chapitre (sect. III.5).

Comme les particules ne sont pas infiniment petites par rapport à la longueur d’onde, il
est possible qu’une perméabilité effective apparaisse, alors même que les matériaux ne sont pas
magnétiques [139]. C’est pourquoi, en plus de la permittivité effective, la procédure d’homogé-
néisation a été effectuée en incluant la partie réelle de la perméabilité effective et le résultat est
représenté sur la Fig. III.15(f) en fonction de cp. Une déviation significative par rapport à l’unité
est observable au centre de l’intervalle ∼ [0.3, 0.6]. Pour tenter de modéliser cette perméabilité
effective, il est possible d’employer l’une des AMEs étendue décrite dans la sect. III.1.1, comme
celle de Belyaev et Tyurnev [179]. Pour rappel, cette AME permet de prendre en compte l’effet de
la taille de particules métalliques sur la perméabilité effective. Calculer la perméabilité effective
à partir de ce modèle permet d’obtenir la ligne pointillée orange tracée sur la Fig. III.15(f). On
peut observer que pour des valeurs de cp proches de 0, l’accord entre la simulation et l’AME est
plutôt bon (voir l’encart de la Fig. III.15(f)). En revanche, pour le reste de l’intervalle ∼ [0.2, 1],
ce modèle est incapable de rendre compte des effets observés. Dès lors, on peut supposer que
l’émergence de la perméabilité effective n’est pas uniquement due à un effet de taille, mais aussi
aux effets collectifs entre les particules. Une seconde explication de cette différence réside dans le
fait que l’AME n’est formulée que pour des particules métalliques. Or, à mesure que cp augmente,
l’indice de réfraction des particules s’écarte de plus en plus des indices de réfraction typiques des
métaux, i.e. une partie imaginaire très forte par rapport à la partie réelle.

Habituellement, l’apparition d’une perméabilité effective est observée dans les systèmes ayant
une structuration périodique de la matière comme les métamatériaux [234], par exemple ceux
composés de “split ring resonators” permettant d’obtenir une perméabilité négative [235]. Ces
systèmes mis en conjonction avec une permittivité négative, créée par exemple par un arran-
gement de fils métalliques fins [236], ont permis l’émergence de matériaux avec un indice de
réfractions négatifs [237,238] donnant lieu à des phénomènes de réfraction négative. Ces mêmes
phénomènes de réfraction négative sont observables dans les cristaux photoniques [239]. En re-
vanche, en comparaison aux métamatériaux qui sont composés de motifs très petits devant la
longueur d’onde et qui se comportent donc comme des matériaux homogènes, la période et les
motifs des cristaux photoniques sont de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde, car c’est la
diffraction qui permet la création des bandes interdites caractéristiques de ces systèmes [240].
Néanmoins, dans certaines situations, il est possible d’attribuer des propriétés effectives aux
cristaux photoniques auquel cas des permittivités et perméabilités négatives sont bien obser-
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vées [241–243]. Dans cette section, on a donc montré que des propriétés habituellement trouvées
dans des systèmes structurés (perméabilité effective significative) peuvent être reproduites dans
des matériaux désordonnés composés de nanoparticules.

Finalement, l’apparition d’une perméabilité effective, signe que de la diffusion est présente,
l’activation de degrés multipolaires d’ordres supérieurs, ou la présence d’une forte incohérence
questionnent sur la validité même de l’homogénéisation et de l’applicabilité des propriétés effec-
tives. En ce sens, lorsque de la diffusion est présente dans le milieu multiphasique, il n’est plus
possible de prédire l’aspect du milieu avec la seule utilisation de l’indice de réfraction effectif,
on entre dans le régime d’homogénéisation restrictive. En plus de la diffusion, le taux d’incohé-
rence est aussi un critère définissant si l’homogénéisation est restrictive ou non. En effet, seule
la partie cohérente de l’onde peut être associée à un indice effectif. Cela implique que si le taux
d’incohérence est non négligeable, alors l’indice effectif ne rendra pas compte du comportement
électromagnétique global du milieu, mais seulement de la partie cohérente, et en ce sens sera
restrictif.

III.3.2 Extraction de la densité de Bergman par analyse spectrale à entropie
maximale

Maintenant que la permittivité effective du mélange étudié est connue pour un certain
nombre de valeurs de Re(cp), l’objectif est d’extraire la densité spectrale de Bergman définie
par l’Éq. (III.19). La difficulté de cette étape provient du fait qu’on cherche à caractériser une
fonction continue sur l’intervalle I = [0, 1] (contenant donc une infinité de points) à partir d’un
nombre finie de mesures (les εeff). Pour résoudre ce problème, plusieurs méthodes sont possibles.
Par exemple, il est possible de représenter g par une fonction polynomiale définie par mor-
ceaux sur I. Pour cela, l’intervalle [0, 1] est décomposé en un nombre N de points xi tels que
0 = x1 < x2 < ... < xN = 1 et la fonction entre les points est reconstruite par interpolation à
l’aide de N − 1 polynômes. Les variables qui permettent l’ajustement du modèle aux données
expérimentales sont les abscisses xi et les ordonnées g(xi). Le choix de la méthode d’interpolation
(spline [244], Akima [245] ou Fritsch-Carlson [246]) est bien entendu crucial pour obtenir une
solution satisfaisante. Compte tenu de la nature positive de la fonction g, le meilleur choix semble
être la méthode de Fritsch-Carlson [174]. Pour plus de détails sur cette manière d’approximer la
densité spectrale et son utilisation sur des cas pratiques, nous renvoyons le lecteur vers la thèse
de Nzie [226, sect. 2.3.1]

En revanche, le problème avec cette manière d’approximer g réside dans les différents choix
arbitraires qu’il est nécessaire de faire, tels que le choix de la méthode d’interpolation, mais aussi
le nombre de points xi. En effet, il ne doit pas être trop grand au risque que l’ajustement se
fasse mal (“overfitting”), mais il ne doit pas être trop faible non plus, sinon on risque de rater
certains détails de g. Afin d’éviter ces complications, une autre méthode d’extraction de g est
nécessaire et pour cela il est possible de se tourner vers l’approche de maximisation de l’entropie
(MaxEnt) [247] qui est une méthode générale qu’on retrouve dans des domaines de la science
très variés tels que la biologie [248] ou la physique du solide [249]. L’idée de la méthode MaxEnt
est d’obtenir le spectre le plus probable suivant les données à disposition et les contraintes
physiques, mais aussi le spectre le plus consistant vis-à-vis des informations manquantes et cela
en maximisant l’entropie du spectre. En d’autres mots, si deux solutions différentes sont valides et
permettent la même qualité d’ajustement par rapport aux données initiales, alors il est nécessaire
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de choisir celui dont l’entropie est maximale, car c’est celui qui est le moins biaisé [250]. À noter
que l’entropie dont il est question dans cette méthode est celle définie par Shannon [251] :

S = −
N∑
i=1

pi ln pi, (III.41)

où pi est une probabilité à définir en fonction du problème considéré.
On va maintenant expliciter pourquoi maximiser l’entropie revient à obtenir le spectre re-

cherché, ce qui nécessite d’adopter une approche dite Bayésienne. Trois évènements différents
sont à prendre en compte :

• G : un spectre g se réalise,

• E : un ensemble de permittivités effectives est simulé,

• I : un ensemble d’informations sur l’expérience est connu à priori.

On cherche à obtenir le spectre avec la probabilité la plus importante de se réaliser connaissant un
ensemble de permittivités effectives et d’informations, ce qui se traduit par maximiser PE∩I(G).
À l’aide du théorème de Bayes et de la définition d’une probabilité conditionnelle, il est possible
d’écrire les égalités suivantes :

PE∩I(G) =
P (G)

P (E ∩ I)
PG(E ∩ I) = P (G ∩ I)

P (E ∩ I)
PG∩I(E) =

PI(G)

PI(E)
PG∩I(E), (III.42)

où PI(G) est la probabilité que le spectre g se réalise sachant des informations à priori, PI(E) re-
présente la probabilité de simuler un ensemble de permittivités effectives sachant des informations
à priori, et PG∩I(E) est la probabilité de simuler un jeu de permittivités effectives connaissant
le spectre et des informations. Le terme PI(E) est simplement une constante de normalisation,
et il est possible de démontrer que les deux autres termes peuvent s’écrire comme [252] :{

PI(G) = eαS/ZS , (III.43a)

PG∩I(E) = e−L/ZL, (III.43b)

où L est une grandeur incluant tous les détails du dispositif expérimental, tels que la précision des
mesures, ZS et ZL sont des fonctions de partition dont les expressions sont disponibles dans [253]
et α est un paramètre de régularisation permettant de contrôler l’importance de S par rapport
à L et inversement. Dans le cas typique où les erreurs de mesures sont non corrélées et suivent
une loi normale, alors L = χ2/2 où χ2 est l’écart quadratique entre les données expérimentales
et celles estimées à l’aide de g normalisée par la déviation standard [253, 254]. Pour maximiser
PE∩I(G), il est alors possible soit de minimiser L [255], soit de maximiser l’entropie S [256] ou
de faire les deux en même temps [257]. Dans notre cas, l’estimation de L n’étant pas explicite,
on se contentera de maximiser S. Dès lors le paramètre α n’a pas d’importance.

À présent que l’on comprend pourquoi il est nécessaire de maximiser l’entropie pour obtenir le
spectre recherché, on va pouvoir expliciter la méthodologie. La première étape consiste à définir
la probabilité pn, qui doit respecter deux règles : 0 ≤ pn ≤ 1 et

∑
n pn = 1. Pour ce faire, il est

possible d’utiliser l’une des propriétés de g, à savoir que son intégrale sur l’intervalle [0, 1] est
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égale au facteur de remplissage f :

∫ 1

0
g(x)dx = f =⇒

N∑
n=1

wng(xn)

f
= 1 =⇒ pn =

wng(xn)

f
, (III.44)

où l’intégrale a été discrétisée en un grand nombre de points N , typiquement 1000, à l’aide des
méthodes de quadrature de Gauss [59, sect. 25.4], wn sont donc les coefficients de quadrature et
xn les nœuds de quadrature. À présent, l’objectif est de maximiser la fonction S à N variables
(pn) qui est soumise à un certain nombre de contraintes. En effet, à la suite de l’homogénéisation,
un ensemble de M = 99 permittivités effectives complexes sont disponibles. On a donc accès à
2M informations que sont les parties réelles et imaginaires, chacune reliée à la densité spectrale
par :

∀m ∈ [1,M ],


Rm =

1−Re(εmeff)

f
=

∫ 1

0

g(x)

f

Re(sm)− x

[Re(sm)− x]2 + Im(sm)2
dx, (III.45a)

Im =
Im(εmeff)

f
=

∫ 1

0

g(x)

f

−Im(sm)

[Re(sm)− x]2 + Im(sm)2
dx. (III.45b)

Utiliser les mêmes poids et nœuds de quadrature permet de discrétiser l’intégrale en :

∀m ∈ [1,M ],


Rm =

N∑
n=1

wng(xn)

f

Re(sm)− xn

[Re(sm)− xn]
2 + Im(sm)2

=
N∑

n=1

Kre
nmpn, (III.46a)

Im =
N∑

n=1

wng(xn)

f

−Im(sm)

[Re(sm)− xn]
2 + Im(sm)2

=
N∑

n=1

K im
nmpn. (III.46b)

Pour obtenir le maximum de la fonction S, il est alors possible d’utiliser la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange dont l’énoncé est le suivant [258] :

Théorème 1 Soit f une fonction C1 de N variables x = (x1, x2, ..., xN ) soumise à M contraintes
de la forme gi(x) = 0 où les gi sont aussi des fonctions C1. L’extremum de f est alors déterminé
par la résolution du système d’équations suivant :

∀n ∈ [1, N ],
∂

∂xn

[
f(x) +

M∑
m=1

λmgm(x)

]
= 0, (III.47)

où les inconnues du système sont les λm appelés les coefficients de Lagrange.

Appliquer la méthode des multiplicateurs de Lagrange à notre problème revient à résoudre
le système suivant :

∀k ∈ [1, N ],
∂

∂pk

[
N∑

n=1

(
pn ln pn + λnormpn +

M∑
m=1

λre
mK

re
nmpn +

M∑
m=1

λim
mK im

nmpn

)]
= 0,

(III.48)
où le coefficient λnorm est dû à la contrainte de normalisation des probabilités (

∑
i pi = 1). Après
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résolution de ce système, on obtient :

∀n ∈ [1, N ],


pn =

1

Z
exp

(
−

M∑
m=1

λre
mK

re
nm −

M∑
m=1

λim
mK im

nm

)
, (III.49a)

Z =
N∑

n=1

exp

(
−

M∑
m=1

λre
mK

re
nm −

M∑
m=1

λim
mK im

nm

)
. (III.49b)

Les simulations ont donc apporté 2M équations (εeff) à un système contenant N inconnues (pn),
alors que les multiplicateurs de Lagrange ont quant à eux apporté N équations et 2M inconnues
(λre

m et λim
m ). Au total, on a donc un système parfaitement déterminé contenant 2M+N équations

non linéaires et 2M +N inconnues qu’il est possible de résoudre par une méthode itérative telle
que, par exemple, celle décrite dans [256] et qu’on va maintenant expliciter.

Pour commencer, il est possible de définir un certain nombre de vecteurs :

P =


p1
...

pN

 , Rexp =


R1

...

RM

 , Iexp =


I1
...

IM

 , λre =


λre
1
...

λre
M

 , λim =


λim
1
...

λim
M

 , (III.50)

et de matrices :

Kre =


Kre

11 . . . Kre
1M

...
. . .

...

Kre
N1 . . . Kre

NM

 , Kim =


K im

11 . . . K im
1M

...
. . .

...

K im
N1 . . . K im

NM

 , (III.51)

de telle sorte qu’on ait les relations suivantes :
Rexp = KT

rePsol =
KT

re
Zsol

exp
(
−Kreλ

re
sol −Kimλ

im
sol
)
, (III.52a)

Iexp = KT
imPsol =

KT
im

Zsol
exp

(
−Kreλ

re
sol −Kimλ

im
sol
)
, (III.52b)

où T représente la transposée, Psol est le vecteur de probabilité véritable solution du système
associé aux coefficients de Lagrange λre

sol et λim
sol. Dans ces équations, la fonction exponentielle

s’applique à chaque élément du vecteur individuellement. Comme précisé précédemment, une
méthode itérative est utilisée pour obtenir la solution. Soit Pk, λre

k et λim
k les solutions obtenues

à l’itération k, l’erreur δλk commise entre la véritable solution et celle obtenue à l’itération k

peut être définie comme : {
δλre

k = λre
sol − λre

k , (III.53a)

δλim
k = λim

sol − λim
k . (III.53b)

Si les produits Kre
nmδλ

re
k et K im

nmδλ
im
k sont très inférieurs à 1 pour tout m ∈ [1,M ], alors il est

possible de faire le développement limité au premier ordre de l’exponentielle donnant :{
Rexp = Rk −KT

rePkKreδλ
re
k −KT

rePkKimδλ
im
k , (III.54a)

Iexp = Ik −KT
imPkKreδλ

re
k −KT

imPkKimδλ
im
k . (III.54b)
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On peut donc définir les vecteurs et matrices par blocs suivants :

Ei =

(
Ri

Ii

)
, λk =

(
λre
k

λim
k

)
, δλk =

(
δλre

k

δλim
k

)
, Ak =

(
KT

rePkKre KT
rePkKim

KT
imPkKre KT

imPkKim

)
, (III.55)

de telle sorte que la solution à l’itération k + 1 est obtenue par :{
δλk = A−1

k (Ek − Eexp) , (III.56a)

λk+1 = λk + αδλk, (III.56b)

où α est un coefficient positif inférieur à 1, typiquement 0.1 ou 0.01, permettant de moduler
la variation des coefficients de Lagrange entre chaque itération et d’éviter que l’algorithme ne
diverge. Une condition valable pour terminer la boucle itérative calculant les λk est d’imposer une
tolérance minimale sur l’erreur δλk : tant qu’une seule des composantes de δλk est supérieure
à cette tolérance, la boucle itérative est continuée. L’étape cruciale pour chaque itération est
de calculer l’inverse de la matrice Ak qui est souvent mal conditionnée et présente des valeurs
singulières très petites. Pour éviter que l’algorithme ne diverge, l’article précédemment cité [256]
préconise d’inverser la matrice par décomposition en valeurs singulières (SVD) et d’imposer un
seuil à partir duquel les valeurs singulières ne sont plus prises en compte. Finalement, lorsqu’on
a obtenu la convergence des λk pour un seuil donné, il est possible de refaire la boucle itérative
en considérant un seuil plus petit, ce qui permet de prendre en compte plus de valeurs singulières
et donc d’améliorer l’estimation de g.

Appliquer cette méthode aux données de l’homogénéisation obtenues dans la section précé-
dente (sect. III.3.1) permet d’obtenir les densités spectrales représentées sur la Fig. III.16(a).
Pour rappel, le calcul complet considère cinq degrés multipolaires pour chaque particule, alors
que l’approximation dipolaire n’en considère qu’un seul. Les deux densités spectrales sont très
similaires en ce sens que toutes deux présentent un large pic principal centré sur le pôle de MG
(x = 0.425) et un épaulement autour de x ≈ 0.6. En revanche, une différence notable entre ces
deux densités est constaté autour de [0.25, 0.425]. Ceci s’explique par le fait que c’est à cet endroit
que l’approximation dipolaire commet l’erreur la plus importante dans le calcul des champs, et
donc dans l’extraction de la permittivité effective (Fig. III.15(e)). Par ailleurs, les limites du sup-
port restreint s2Dm ≈ 0.087 et s2DM ≈ 0.913 sont illustrées par les deux lignes verticales rouges en
pointillés. La mesure g est effectivement nulle en dehors de ces limites, démontrant leur validité.
Cependant, au vu de la forme prise par g, il semblerait que des limites plus restrictives puissent
exister.

L’interprétation et l’extraction d’information à partir de la forme de g n’est pas quelque
chose de trivial. On peut raisonnablement supposer que le pic central correspond à la condition
plasmon du milieu multiphasique, et son élargissement par rapport au Dirac de MG est dû à la
taille finie des particules et à leurs interactions. En revanche, l’origine de l’épaulement n’est pas
connue, et il n’est pas évident de savoir si les oscillations observées entre [0.25, 0.40] sont dues
à une instabilité numérique ou un véritable phénomène physique qui ne serait pas capturé par
l’approximation dipolaire.

À partir de ces densités, il est possible de calculer les différents moments de g et en particulier
le moment d’ordre 2. Il a été vu dans l’introduction de ce chapitre que si le mélange est isotrope,
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Figure III.16 – Probabilité de la densité spectral de Bergman, pn(xn)

le moment d’ordre 2 doit théoriquement valoir g1 = fp(1 − fp)/2 = 0.06375 (cf. sect. III.1.3).
Dans notre cas, on obtient pour le calcul complet g1 ≈ 0.06492 et pour l’approximation dipolaire
g1 ≈ 0.06452, ce qui est proche de la valeur théorique dans les deux cas. On peut raisonnablement
en déduire que le milieu traité est bien isotrope. Finalement, il est important de se rappeler que
ces densités spectrales ne sont pas les plus représentatives du milieu étudié. En effet, la véritable
densité spectrale n’est obtenue, stricto sensu, que lorsque Im(sp) → 0 (équivalent à Im(εp) → 0),
or les simulations ont été effectuées avec Im(εp) = 0.1. Prendre des valeurs de la partie imaginaire
plus faible pourrait avoir comme conséquence d’élargir la densité spectrale et donc de rapprocher
ses limites de celles de Bruno.

Pour finir, au début de cette section, une autre méthode d’extraction de la densité spectrale
a été présentée. Cette autre méthode se base sur des points xi dont la position est variable et
entre lesquelles g est reconstruite par interpolation. Pour appliquer cette méthodologie sur les
résultats du calcul complet, le programme Focus développé par Domingos De Sousa Meneses
est utilisé. Le résultat est reporté sur la Fig. III.16(b) et comparé à celui obtenu par la mé-
thode MaxEnt. De très légères différences sont observables, principalement sur la position du
pic central (légèrement décalé vers la gauche pour la méthode d’interpolation), mais aussi sur la
forme de l’épaulement autour de cp = 0.6. Finalement, comme attendu de par l’utilisation d’une
discrétisation, la méthode d’interpolation a tendance à lisser la courbe obtenue (les oscillations
entre cp ∈ [0.25, 0.38] ne sont pas visibles), ce qui peut être un avantage si ces fluctuations ne
sont qu’un bruit numérique introduit par MaxEnt, ou un désavantage si elles ont une véritable
signification physique.

III.3.3 Deux régimes singuliers du comportements électromagnétique

Dans cette section, l’accent est mis sur les points cp = 0.25 et cp = 0.44 car, comme on va le
voir dans la suite, ces deux points sont caractéristiques de deux régimes singuliers aux mécanismes
différents. Pour commencer, il est possible d’examiner leur diagramme de diffusion représenté
sur la Fig. III.17. Clairement, dans les deux cas, l’accord entre le flux cohérent d’un système
de nanoparticules (points noirs) et l’ajustement à un objet homogène via les moindres carrés
(trait plein rouge) est très bon impliquant qu’en l’absence de biais dû à un volume trop petit,
l’homogénéisation est pertinente. En revanche, de nettes différences dans leur comportement
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Figure III.17 – Flux diffusé en champ lointain pour cp = 0.25 et cp = 0.44
Diagramme de diffusion pour une onde incidente se déplaçant vers le bas : (a) cp = 0.25 et
(c) cp = 0.44. (b,d) Images agrandies de la puissance rétrodiffusée. Les axes représentent les
projections du flux d’énergie sur l’axe des x et des y.

électromagnétique, notamment en rapport avec le taux d’incohérence, sont visibles.
Pour cp = 0.25, il a été vu dans la sect. III.2.4 qu’un rayon de 10 µm correspondait quasiment

à un VER 14 et donc que l’homogénéisation n’incorporait quasiment aucun biais. Dès lors, les
propriétés effectives obtenues permettent de parfaitement reproduire le comportement cohérent
du milieu hétérogène. Cependant, comme le montre l’élargissement illustré par la Fig. III.17(b),
le flux incohérent (trait pointillé orange) n’est pas négligeable. Bien au contraire, c’est la com-
posante prédominante du flux réfléchi représentant environ 64% du flux total réfléchi. Même
intégré sur tous les angles, c’est-à-dire en incluant le flux transmis, le flux incohérent constitue
12.7% du total. Donc, l’homogénéisation est pertinente malgré la présence d’un flux incohérent
important, mais devient restrictive.

Pour cp = 0.44, un rayon de 10 µm ne constitue pas un VER impliquant qu’une déviation
par rapport aux véritables propriétés effectives est attendue. Néanmoins, la Fig. III.17(c) et son
agrandissement la Fig. III.17(d) montrent distinctement que le taux d’incohérence y est très
faible, contribuant seulement pour 16% de la réflexion et à peine 1.8% du total. Cela implique
que les propriétés effectives permettent de rendre compte du comportement moyen du milieu
hétérogène et pas seulement de sa partie cohérente. En revanche, comme il a été montré dans les
sections précédentes, il est nécessaire d’inclure une perméabilité effective pour que l’ajustement
des moindres carrés soit efficace, ce qui sous-entend que l’onde n’est pas seulement atténuée par
absorption mais aussi par diffusion [139]. Cela implique que l’homogénéisation est restrictive.

Pour comprendre les mécanismes qui président à ces deux régimes, il est intéressant d’analyser
le champ aux alentours des particules constituants les agglomérats. Pour cela, la valeur absolue

14. La convergence des propriétés effectives a plutôt été obtenue pour un rayon de 12µm ou supérieur (cf.
Fig. III.8(b)). En revanche, les valeurs obtenues pour 10µm sont très proches de celles à 12µm.
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Figure III.18 – Champ magnétique |Hz| pour différents agglomérats
Champ magnétique |Hz| aux alentours de différents agglomérats pour (a, b) cp = 0.25 et (d, e)
cp = 0.44. Moyenne du champ magnétique |Hz| pour un ensemble de 1024 agglomérats pour (c)
cp = 0.25 et (f) cp = 0.44.

du champ magnétique |Hz| pour deux micro-états différents est représentée sur les Figs. III.18(a)
et (b) pour cp = 0.25 et (d) et (e) pour cp = 0.44. Dans tous les cas, de fortes distorsions
du champ électromagnétique sont observables. En revanche, ces distorsions ne sont pas causées
par les mêmes mécanismes. Pour cp = 0.25, les zones de fortes intensités sont la résultante
d’un arrangement particulier des particules permettant une augmentation du champ localement.
Par conséquent, des micro-états distincts caractérisés par différentes dispositions spatiales des
particules auront des zones de fortes intensités situées à des endroits différents. Comme le com-
portement électromagnétique de ces agglomérats est majoritairement dicté par la position de ces
zones, une grande variance entre les agglomérats est attendue. Cela explique pourquoi l’incohé-
rence, qui pour rappel est une mesure de la variance électromagnétique entre agglomérats [259],
est forte dans ce cas. Pour cp = 0.44, les zones de fortes intensités sont toutes localisées dans la
couronne supérieure de l’agglomérat et sont créés par les résonances de surface des particules.
Autrement dit, seule une minorité des particules contribuent au comportement électromagné-
tique de l’agglomérat et, qui plus est, leur position dans la couronne a peu d’importance. Tout
cela résulte en une faible incohérence, car tout les agglomérats ont leur résonances au même
endroit (la couronne). Pour finir sur ces cartographies du champ électromagnétique, il est pos-
sible d’en faire leur moyenne sur un grand nombre d’agglomérats (ici 1024) ce qui donne les
Fig. III.18(c) et (f). Dans les deux cas, on obtient une cartographie qu’on pourrait typiquement
observer pour une particule homogène de même taille, ce qui conforte dans l’idée que le milieu
est homogénéisable.

Pour étudier plus en détail les différences entre ces deux régimes, il est possible de calculer le
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coefficient d’extinction à partir des propriétés effectives obtenues dans les sections précédentes
et défini par [260] :

κext =
4π

λ
Im (neff) = κsca + κabs, (III.57)

où κsca et κabs sont respectivement les coefficients de diffusion et d’absorption. À partir de
cette seule définition, il n’est pas possible d’attribuer à la diffusion ou à l’absorption la part du
rayonnement qui est éteint. Pour faire cette attribution, il est possible de se baser sur l’hypothèse
de diffusion indépendante où les particules n’interagissent pas entre elles. Chaque coefficient est
alors proportionnel à la section efficace de la particule unique via la densité d’hétérogénéités [261,
sect. I.3]. En revanche, comme on a déjà pu le voir, faire cette hypothèse de non-interaction
entre particules n’est absolument pas applicable pour les systèmes considérés ici. En diffusion
dépendante, les relations entre les sections efficaces et les coefficients associés deviennent plus
complexes et, dans le cas général, ne sont pas connus [262]. Malgré tout, il est possible d’estimer la
part de l’énergie qui est convertie sous forme de chaleur à l’aide de la section efficace d’absorption
de chaque agglomérat, on peut alors définir l’indicateur d’absorption donné par :

αabs =
⟨σabs⟩
πR2

a

, (III.58)

qui a la même unité que le coefficient d’extinction. Il faut toutefois faire attention à ne pas
donner trop de signification à cette quantité, car rien ne permet de l’identifier avec certitude au
coefficient d’absorption κabs. Finalement, la dernière quantité qui va nous importer dans cette
comparaison entre cp = 0.25 et cp = 0.44 est le taux d’incohérence τincoh = σincoh/ ⟨σsca⟩. Ces
trois grandeurs (κext, αabs et τincoh) sont représentées sur les Figs. III.19(a) et (b) en fonction du
paramètre matériau cp. Il est intéressant de noter que l’indicateur αabs est toujours inférieur au
coefficient κext, ce qui conforte dans l’idée que cet indicateur n’est pas complètement décorrelé
du coefficient d’absorption κabs.

Autour de cp = 0.44, une forte augmentation du coefficient d’extinction est observable, alors
même que l’indicateur d’absorption αabs reste quasiment constant et est plus d’un ordre de
grandeur en dessous. Cela indique donc que cet accroissement de l’extinction peut être attribué
à la diffusion plutôt qu’à l’absorption. On a donc une forte diffusion autour de cp = 0.44 ce
qui est confirmé par l’apparition d’une perméabilité effective qui est aussi un indicateur de la
diffusion [139, 149]. Dans le même ordre d’idée, autour de cp = 0.01, une faible perméabilité
effective a été obtenue, ce qui est corroboré par la Fig. III.19(a) où une nette différence entre
κext et αabs est observable. Néanmoins, pour cp = 0.01, ces phénomènes sont dans des proportions
bien inférieures à celles de cp = 0.44.

À contrario, autour de cp = 0.25, aucune perméabilité effective n’a été obtenue et κext est
du même ordre de grandeur que αabs tout en étant substantiellement plus faible qu’autour de
cp = 0.44. On peut donc en conclure que la diffusion est quasiment absente de ce régime. En
revanche, comme on peut l’observer sur la Fig. III.19(b) et comme il a déjà été évoqué, autour
de cp = 0.25 le taux d’incohérence est fort, contrairement au cas cp = 0.44 pour lequel le taux
d’incohérence est plutôt faible. En d’autres mots, le cas cp = 0.25, et par extension toute une
zone autour de ce point, correspond à un régime de forte incohérence mais de faible diffusion,
alors qu’autour de cp = 0.44, l’incohérence est faible mais la diffusion est forte. Ce résultat va à
l’encontre de l’intuition et de ce qu’on peut trouver dans la littérature.

En effet, habituellement, l’incohérence est considérée comme un indicateur de la diffusion
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Figure III.19 – Comparaison entre la diffusion et l’incohérence
(a) Comparaison entre le coefficient d’extinction κext et l’indicateur d’absorption αabs, et (b)
taux d’incohérence en fonction du paramètre matériau cp. (c) Diagramme de diffusion en champ
lointain d’une lame mince illuminée par une onde plane. Les axes représentent les projections du
flux d’énergie sur l’axe des x et des y.

et l’augmentation de l’un équivaut à une augmentation de l’autre. Comme on vient de le voir,
cette hypothèse n’est pas valable dans tous les cas, en particulier dans le cas de particules pe-
tites devant la longueur d’onde et présentant un comportement résonant. Au contraire, lorsque
les particules sont non résonantes et petites devant la longueur d’onde, il est attendu que l’in-
cohérence et à fortiori la diffusion soient négligeables. Cependant, un ratio rp/λ croissant aura
pour conséquence une augmentation de la diffusion, en même temps qu’une augmentation de
l’incohérence, provenant principalement du positionnement aléatoire des particules [224]. Par
conséquent, dans un cas non résonant, une augmentation de la taille des particules induira à
la fois une augmentation de l’incohérence et une augmentation de la diffusion [263], ces deux
quantités sont donc corrélées.

Pour finir, on se propose d’étudier une dernière configuration. Cette fois-ci, plutôt que des
agglomérats circulaires, les particules sont dispersées dans une lame de longueur Lx = 100 µm et
d’épaisseur Lz = 2 µm. La Fig. III.19(c) illustre le flux en champ lointain, normalisé par la largeur
(Ψ/Lx), d’un échantillon lorsqu’une onde plane arrive en incidence oblique avec un angle de 45◦.
À noter que le flux transmis est calculé à partir de la somme du champ incident et du champ
diffusé vers l’avant par l’échantillon. Par conséquent, le flux transmis considère les phénomènes
d’interférences entre l’onde diffusée et incidente. Pour cp = 0.44, on peut distinctement observer
trois lobes qui semblent absents du cas cp = 0.25. Comme l’échantillon est dix fois plus large que
la longueur d’onde, on pourrait penser que les effets de bords sont négligeables, impliquant que ces
lobes proviennent d’un phénomène de diffraction. Pour vérifier cela, il est possible de considérer
un faisceau gaussien, plutôt qu’une onde plane. Par définition du faisceau gaussien et de sa largeur
ωx (“waist”) finie, la quantité d’énergie tombant sur les bords de l’échantillon est inférieure que
dans le cas de l’onde plane, et peut même être négligeable suivant la largeur utilisée. Autrement
dit, le faisceau gaussien permet de limiter les effets de bord. Le résultat de la simulation pour
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les mêmes échantillons avec ωx = 20 µm est récapitulé sur la Fig. III.19(d). Comparé au cas
de l’onde plane, aucun lobe de diffraction n’est visible. Par conséquent, le phénomène observé
précédemment provient finalement d’un effet de bord. D’ailleurs, des simulations similaires ont
été réalisées en considérant, cette fois, une longueur de Lx = 1000 µm, les résultats sont en
tout points équivalents. Prendre une onde plane implique la présence de lobes qui disparaissent
lorsqu’un faisceau gaussien est utilisé. Cela démontre que quelle que soit la taille des échantillons,
des effets de bord sont à prévoir lorsqu’une onde plane est considérée, car son extension est infinie
par définition.

En résumé, de manière générale, cp = 0.25 et cp = 0.44 sont tous deux caractéristiques
de deux régimes pour lesquels les propriétés effectives sont restrictives, mais pour des raisons
différentes. Autour de cp = 0.25, l’incohérence est forte impliquant que l’indice effectif ne permet
de rendre compte que de la partie cohérente du champ diffusé et non de son intégralité. Autour
de cp = 0.44, le milieu diffuse une certaine partie du faisceau incident impliquant que la partie
imaginaire de l’indice effectif ne permet pas de quantifier l’absorption du milieu, mais uniquement
son extinction.

III.3.4 Effet de la longueur d’onde sur les propriétés effectives

Pour finir cette section sur l’homogénéisation de particules fortement couplées, il est inté-
ressant de se tourner vers l’effet que peut avoir une augmentation ou une diminution de la
longueur d’onde par rapport au 10 µm utilisé jusqu’à maintenant. Pour rappel, cette valeur a été
choisie car elle permet d’assurer l’hypothèse du régime quasi-statique nécessaire pour l’homogé-
néisation [226, sect. 2.2.7] tout en garantissant la présence d’interactions fortes entre particules.
Théoriquement, en régime quasi-statique (rp ≪ λ), une petite variation de la longueur d’onde ne
devrait pas changer les propriétés effectives du milieu. Néanmoins, il semble improbable qu’une
perméabilité effective non négligeable soit obtenue pour de très grandes longueurs d’onde. Au-
trement dit, augmenter la longueur d’onde devrait à minima changer l’homogénéisation du cas
cp = 0.44, en diminuant la perméabilité effective.

Les résultats de l’homogénéisation en fonction de la longueur d’onde sont représentés sur la
Fig. III.20 pour les quatre cas cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60] utilisés jusqu’à maintenant. De manière
générale, on peut observer qu’une augmentation de λ fait bien converger les propriétés effectives
des différents cas vers un plateau, à partir duquel le régime quasi-statique est effectivement
atteint. En revanche, il semblerait que même pour d’aussi grandes longueurs d’onde que 100 µm, la
partie imaginaire de εeff de cp = 0.25 n’ai pas encore atteint de plateau. Au vu de la décroissance,
on peut donc conjecturer qu’elle tendra finalement vers 0, impliquant que l’extinction sera nulle.
Comme il a été vu dans la sect. III.3.3, à λ = 10 µm, la diffusion est négligeable pour ce cas, i.e.
l’extinction est entièrement portée par l’absorption, et tout porte à croire que cela reste le cas
lorsque λ augmente. De plus, au vu des cartographies du champ magnétique présentées sur la
Fig. III.17, on peut supposer que cette absorption est majoritairement due aux différentes zones
de fortes intensités, elles même causées par l’interaction entre particules. Or, une augmentation
de la longueur d’onde aura tendance à diminuer l’interaction entre particules, ce qui diminuera
l’intensité de ces zones et donc l’absorption, jusqu’à potentiellement être nulle. Par ailleurs,
au vue de la diminution de µeff et du taux d’incohérence, Fig. III.20(f), on peut supposer que
l’homogénéisation de cp = 0.25 et cp = 0.44 avec, on le rappelle, δp = 0.1 n’est plus restrictive
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Figure III.20 – Effet de la longueur d’onde sur les propriétés effectives
La partie réelle et imaginaire de la permittivité effective pour les différents cas tests : (a) cp = 0.01,
(b) cp = 0.25, (c) cp = 0.44 et (d) cp = 0.60 en fonction de la longueur d’onde. Pour chaque
graphe, la permittivité effective donnée par l’AME de MG est indiquée. (e) La partie réelle de la
perméabilité effective et (f) le taux d’incohérence en fonction de la longueur d’onde.

pour des longueurs d’ondes de 100 µm et au delà.
Selon toute vraisemblance, une augmentation de la longueur d’onde devrait nous permettre

d’utiliser les AMEs discutées dans la sect. III.1.1 avec moins de restrictions, et notamment
celle de MG. Pour vérifier cette hypothèse, la valeur de la permittivité effective prédite par
l’AME de MG, εMG, est reportée sur la Fig. III.20 pour chaque cas. Pour tous les cas un peu
sensibles, i.e. cp ∈ [0.25, 0.44, 0.60], une erreur significative entre l’homogénéisation et le modèle
de MG est observable même pour des longueurs d’onde aussi grandes que 100 µm, l’erreur la
plus grande étant bien entendu pour cp = 0.44. Cela montre que même en régime quasi-statique,
les interactions entre particules ne sont pas toujours négligeables, ce qui est pourtant l’une des
hypothèses du modèle de MG.

Finalement, une augmentation de λ s’accompagne d’une diminution du taux d’incohérence,
Fig. III.20(f), ce qui s’explique qualitativement par le fait que la lumière devient de moins en
moins capable de percevoir les détails de la micro-structure. Par ailleurs, on peut constater que
le taux d’incohérence de cp ∈ {0.44, 0.60} tend vers une constante différente de 0, ce qui peut
s’expliquer par plusieurs raisons. Premièrement, comme on vient de le montrer, les interactions
entre particules ne sont jamais vraiment nulles, ce qui peut être à l’origine d’une certaine inco-
hérence. Secondement, le nombre de particules contenues dans chaque agglomérat de l’ensemble
n’est pas constant, mais fluctue autour d’une moyenne (ici 1500). Il est fort probable que cette
fluctuation engendre une certaine incohérence, et comme elle est indépendante de la longueur
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d’onde, il existera toujours une incohérence résiduelle.
Au contraire, une diminution de λ par rapport à 10 µm aura tendance à exacerber tous les

phénomènes qu’on a pu voir jusqu’à maintenant : apparition d’une perméabilité effective et inco-
hérence très forte. En revanche, aucun problème d’homogénéisation n’a été observé même pour
des ratios de rp/λ = 60, en ce sens que l’ajustement des moindres carrés fonctionne parfaitement.
Or, il est attendu que pour une certaine longueur d’onde, l’homogénéisation ne soit plus possible,
impliquant que l’ajustement des moindres carrés ne donne aucune solution. Ainsi, comme pers-
pective d’étude, il serait intéressant de trouver à partir de quelle longueur d’onde, l’ajustement
n’est plus possible et pour quelles raisons exactes.

III.4 Développement d’une nouvelle procédure d’homogénéisa-
tion : Généralisation de l’approche de Maxwell Garnett

Comme on a pu le voir jusqu’à maintenant, il est possible d’homogénéiser de manière restric-
tive des milieux comportant de fortes interactions entre les particules. En revanche, cela implique
d’être capable de simuler de très larges agglomérats constitués de milliers de particules, ce qui
peut être très complexe. L’alternative à ces calculs est l’utilisation des AMEs introduites dans
la sect. III.1.1, et typiquement celle de MG. Or, comme de nombreuses études ont pu le montrer
et nous-mêmes par la même occasion, l’AME de MG peut être complètement fausse, d’autant
plus lorsque des interactions entre particules sont possibles. Dans le but de combler le vide
qu’il y a entre une simulation exacte mais très complexe, et une formule analytique très simple
d’utilisation mais limitée dans sa validité, nous proposons de développer un nouveau modèle.

Pour ce faire, on se propose de généraliser l’approche permettant de calculer l’AME de MG
et qui se base sur une particule type cœur-coquille, dont la détermination a été faite dans l’an-
nexe B.2. En revanche, avant de présenter cette nouvelle méthode qui a fait l’objet d’une courte
communication à la conférence EOSAM23 [264], il est important de comprendre comment l’AME
de MG est calculée à partir d’une particule type cœur-coquille. L’idée de ce calcul est de ne
considérer explicitement qu’une particule du milieu multiphasique, de l’entourer par une coquille
composée du milieu environnant de telle sorte à ce que le rapport des surfaces égal la fraction
volumique des particules. Le tout est alors mis dans un milieu effectif remplissant tout l’espace et
dont les propriétés peuvent varier. La condition permettant d’obtenir les propriétés effectives du
mélange est alors donnée par l’absence de diffusion de la particule type cœur-coquille illuminée
par une onde plane. En d’autres mots, on cherche εeff de telle sorte à ce que σsca = 0. Dans la
limite du régime statique (rp ≪ λ), il est possible de calculer analytiquement cette condition,
ce qui permet d’obtenir la formule de MG.

Pour généraliser cette méthode, l’idée est la suivante : au lieu de ne considérer explicitement
qu’une seule particule, un nombre Np de particules sont incorporées. En d’autres mots, la généra-
lisation considère une particule «mère» composée de Np particules «filles» et cherche à minimiser
la diffusion d’un tel composite. Le développement théorique de la diffusion par un tel système est
reporté dans l’annexe D. Comme le placement des particules «filles» à l’intérieur de la particule
«mère» est aléatoire, il est nécessaire de considérer un certain nombre de micro-états pour en
faire la moyenne et ainsi minimiser la section efficace de diffusion cohérente σcoh. Pour calculer
σcoh, il faut simuler les coefficients de diffusion bn de la particule «mère» avec l’Éq. (D.2a) pour
ensuite en faire la moyenne ⟨bn⟩, ce qui est possible seulement après résolution numérique de
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l’Éq. (D.4). En utilisant ⟨bn⟩, il est alors possible de calculer σcoh à l’aide de l’Éq. (II.16), et donc
de la minimiser en faisant varier les propriétés effectives du milieu environnant.

Théoriquement, cette généralisation de MG (GMG) devrait être exacte dans la limite où le
nombre de particules et de micro-états sont infinis 15. En revanche, pour que cette méthode soit
utilisable et compétitive par rapport aux autres, il est plus intéressant de ne considérer qu’un
petit nombre de particules permettant de grandement simplifier les simulations numériques. Les
calculs peuvent alors se faire sur n’importe quels types d’ordinateurs, plutôt que sur des serveurs
de calculs dédiés. Pour tester l’efficacité de cette méthode, on va dans un premier temps évaluer
l’impact du nombre d’itérations sur la convergence des propriétés effectives pour les deux cas les
plus sensibles, i.e. cp = 0.25 et cp = 0.44, en utilisant deux, quatre ou six particules «filles». Les
résultats sont représentés sur la première ligne de la Fig. III.21.

En comparaison à l’AME de MG (dont la valeur est rappelée sur chaque graphique), cette
nouvelle méthode est en bonne adéquation avec l’homogénéisation sur les flux (symbolisé par le
trait pointillé rouge), même pour un faible nombre de particules «filles». De manière générale,

15. Plus le nombre de particules «filles» est grand, et plus le modèle capture d’interactions différentes, devenant
donc de plus en plus précis.
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Figure III.21 – Effet du nombre de particules et d’itérations sur la généralisation de MG
La partie réelle/imaginaire de la permittivité effective en fonction du nombre d’itérations pour
les cas : (a)/(c) cp = 0.25 et (b)/(d) cp = 0.44, et pour différents nombres de particules «filles».
La partie réelle (e) et imaginaire (f) de εeff en fonction du paramètre matériau. (g) Les densités
spectrales associées. Toutes les courbes en pointillées rouges représentent les résultats obtenus à
partir de l’homogénéisation sur les flux.
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plus le nombre de particules «filles» est grand, plus la convergence des propriétés effectives est
rapide, ce qui n’est pas sans rappeler le comportement de l’homogénéisation exacte avec le nombre
d’itérations et la tailles des agglomérats (sect. III.2.3). Comme pour la simulation exacte pour
laquelle la taille de l’agglomérat est un paramètre critique contrôlant l’apparition d’un biais,
il est attendu qu’un faible nombre de particules «filles» induise un biais dans l’extraction des
propriétés effectives, et que plus leur nombre est important, plus ce biais diminue. Ce genre de
comportements est bien observé pour cp = 0.44, surtout pour la partie imaginaire Fig. III.21(d).
En revanche, pour cp = 0.25, le phénomène inverse est observé, et une augmentation du nombre
de particules «filles» semble détériorer la qualité de l’extraction. Ces résultats contradictoires
peuvent être en partie expliqués par le fait que les deux cas testés correspondent aux cas pour
lesquels l’homogénéisation est la plus complexe. Ils mettent donc en évidence une des limites
de cette méthode : lorsque peu de particules «filles» sont considérées, il n’est pas possible de
modéliser précisément des systèmes où les interactions entre particules sont très importantes.

Afin d’étudier plus en détails les capacités de cette méthode, la simulation pour l’ensemble
des valeurs de cp pour différentes valeurs de Np a été effectuée, les résultats sont disponibles sur
la deuxième ligne de la Fig. III.21. Ici, augmenter le nombre de particules résulte bien en une
meilleure approximation de la courbe obtenue à l’aide de l’homogénéisation sur les flux. Cela est
particulièrement visible pour la partie imaginaire de εeff, Fig. III.21(f). Globalement, les courbes
obtenues sont en très bon accord avec celles de l’homogénéisation sur les flux, et une bonne partie
de leurs caractéristiques sont reproduites. En revanche, une erreur significative est obtenue autour
du cas cp ∼ 0.40 pour lequel il a été montré qu’une perméabilité effective était nécessaire pour
homogénéiser correctement. Malgré tous nos efforts, nous n’avons pas réussi à faire apparaitre une
perméabilité effective en utilisant cette nouvelle méthode avec un nombre restreint de particules,
expliquant l’écart observé. Comme ce phénomène est sous-tendu par les interactions collectives
entre de multiples particules, nous sommes enclins à penser qu’en considérant plus de particules
(autour d’une centaine ou plus), cette méthode devrait prédire l’apparition d’une perméabilité
effective. Cela démontre bien que l’utilisation de peu de particules limite la précision sur les
propriétés effectives. À partir de ces résultats, il est possible d’extraire les densités spectrales
associées et de les comparer à celle obtenue à l’aide de la simulation complète.

Les résultats de l’extraction de la densité spectrale à l’aide de la méthode développée sect. III.3.2
sont représentés sur la Fig. III.21(g) et sont comparés à la densité spectrale obtenue à partir de
l’homogénéisation sur les flux (courbe en pointillés rouges). De manière générale, tous les ré-
sultats sont en bonnes adéquations et la généralisation de MG permet bien de reproduire les
différentes caractéristiques de la densité spectrale, telles que l’épaulement autour de cp ∼ 0.6.
Bien entendu, l’accord n’est pas parfait et des différences sont observables, principalement autour
de cp ∼ 0.40. Ces différences ont la même origine que celles pour εeff, l’incapacité de la généra-
lisation de MG à prédire l’apparition d’une perméabilité effective. Dans la section suivante, on
verra que malgré ces différences, la densité spectrale obtenue à partir de l’homogénéisation sur
les flux et celle obtenue à l’aide de la généralisation MG avec Np = 10 et Nit = 200 permettent
d’obtenir des résultats très similaire sur un cas pratique de particules d’alumine mise dans une
matrice de silice.

L’atout principal de cette méthode est d’être capable de donner des résultats similaires à
l’homogénéisation sur les flux (surtout lorsque les interactions entre particules sont modérées),
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tout en considérant très peu de particules, rendant de facto les simulations très simples et ac-
cessibles. Pour illustration, avec cette nouvelle méthode, l’obtention de εeff pour une valeur de
cp lorsque Np = 10 et Nit = 200 sont utilisés prend environ 2min sur un ordinateur portable.
En comparaison, l’homogénéisation sur les flux prend environ 8 h sur des serveurs de calculs
dédiés lorsque Ra = 10 µm et Nit = 1024 sont considérés. Autrement dit, cette nouvelle méthode
est environ 240 fois plus rapide et permet l’obtention de résultats raisonnablement justes (pour
rappel, la gamme cp ∈ [0, 1] correspond à l’intervalle le plus complexe à simuler).

Cette rapidité nous ouvre la possibilité d’explorer et d’étudier les relations qu’il peut y avoir
entre homogénéisation et fraction volumique (fp) ou homogénéisation et ratio entre taille des
particules et longueur d’onde (rp/λ). Pour ce faire, le calcul des propriétés effectives pour tous
les cp avec un rayon de particules rp ∈ [10, 20, 30, 60, 100] nm et une fraction volumique fp ∈
[1, 5, 10, 15]% a été réalisé en utilisant 10 particules et 200 itérations. Tous les résultats sont
visibles sur la Fig. III.22 et sont comparés à l’AME de MG. Les deux résultats les plus frappants
de cette étude sont les suivants :

• plus la fraction volumique est faible et plus les résultats sont proches de l’AME de MG et
cela quelle que soit la valeur du paramètre matériau et la taille des particules,

• plus la fraction volumique est forte et plus la taille des particules devient un paramètre
important, influençant alors grandement le résultat de l’homogénéisation.
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Figure III.22 – Étude de l’impact de la taille des particules et de la fraction volumique sur
l’homogénéisation à l’aide de GMG
Parties réelle et imaginaire de la permittivité effective en fonction du paramètre matériau pour
différentes tailles de particules et différentes fractions volumiques : (a) fp = 1%, (b) fp = 5%,
(c) fp = 10% et (d) fp = 15%. Pour plus de visibilité, la partie réelle du cas fp = 1% a été
décalée vers le bas de 1.
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Ces deux résultats sont sous-tendus par la même explication. Lorsque la fraction volumique est
faible, la distance moyenne entre particules devient importante, réduisant de fait les interactions
entre elles (quelle que soit leur taille) ce qui correspond à l’une des approximations de l’AME de
MG. Au contraire, lorsque la fraction volumique augmente, la distance moyenne entre particule
se réduit et de plus en plus d’interactions deviennent possibles. Un des paramètres régissant ces
interactions est alors la taille des particules, expliquant les fortes différences observées.

De manière générale, augmenter la taille des particules a tendance à élargir le pic de la par-
tie imaginaire de εeff tout en diminuant son intensité et à aplatir celui de la partie réelle. Cela
implique que plus les particules sont larges et plus l’extinction maximale diminue 16. Un compor-
tement similaire est observable pour une particule unique. En effet, pour une particule unique
prise à la résonance plasmon (εp = −1), une augmentation de la taille induit une décroissance
de l’efficacité d’extinction, voir la courbe orange de la Fig. II.3(a). On peut donc supposer que
l’effet observé est similaire : une augmentation de la taille des particules induit une diminution
de l’intensité des plasmons de surfaces [265], expliquant la baisse d’extinction.

Finalement, jusqu’à maintenant, les composites considérés ne contenaient qu’un seul type de
particules dont la taille était constante. Or, généralement dans les matériaux réels, les particules
présentent à minima une dispersion en taille, voire plusieurs types de particules sont présentes.
Avec cette nouvelle méthode, il devrait être possible de prendre en compte ces différents cas.
On pourrait alors imaginer étudier l’impact qu’une dispersion en taille pourrait avoir sur les
propriétés effectives et sur la densité spectrale. Bien entendu, il est d’abord nécessaire de vérifier
l’applicabilité de cette méthode dans ces différents cas en faisant la comparaison avec l’homogé-
néisation sur les flux.

III.5 Comparaison des théories de milieux effectifs avec la simu-
lation, cas pratique

Pour finir ce chapitre sur l’homogénéisation, une étude comparative des différents modèles est
réalisée sur un cas pratique. Pour cela, le milieu est constitué de silice (SiO2) et les particules de
rayon rp = 100 nm et de fraction volumique fp = 15% sont faites d’alumine (Al2O3). Des struc-
tures similaires ont été expérimentalement étudiées par Laura Martel et al. [266]. Pour assurer
que le régime quasi-statique est respecté, la gamme de longueur d’onde utilisée est λ ∈ [10, 20] µm.
Par conséquent, le ratio entre la longueur d’onde et la taille des particules est supérieur à 100.
Les indices de réfraction de chaque matériau en fonction de la longueur d’onde pour la gamme
λ ∈ [10, 20] µm sont tracés sur la Fig. III.23(a). Pour obtenir ces indices, des mesures de ré-
flectance et d’émittance ont été réalisées au CEMHTI à l’aide de la spectroscopie infrarouge à
transformée de Fourier. À l’aide d’un modèle de la fonction diélectrique, il est alors possible de
remonter aux indices de réfraction des différents matériaux.

Pour obtenir les propriétés effectives d’un tel milieu multiphasique, différentes méthodes
peuvent être utilisées :

• utilisation de l’AME de MG,

16. Le coefficient d’extinction est directement proportionnel à la partie imaginaire de l’indice de réfraction
effectif.

Lien vers le sommaire 105



CHAPITRE III. HOMOGÉNÉISATION DES MILIEUX HÉTÉROGÈNES

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0
2
4
6
8 (a) Re  Im           

nSiO2

nAl2O3

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Longueur d'onde, [ m]

0

1

2

3

4
(b)

Partie réelle

Partie imaginaire

Simulation  Bergman                                 
   Re    Im    Re    Im

Calcul complet
Généralisation MG
AME MG

Figure III.23 – Homogénéisation de particules d’alumine mises dans de la silice
(a) Indice de réfraction de la silice et de l’alumine dans la gamme λ ∈ [10, 20] µm. (b) Homogé-
néisation du mélange associé en utilisant les différentes méthodes à disposition.

• utilisation de la théorie de Bergman, Éq. (III.19), et des différentes densités spectrales
obtenues dans les sections précédentes (gHF de l’homogénéisation sur les flux et gGMG de
la généralisation de MG),

• homogénéisation sur les flux (Ra = 10 µm et Nit = 1024),

• homogénéisation à l’aide de la généralisation de MG (Np = 10 et Nit = 100).

Pour rappel, une densité spectrale contient toute l’information sur la microstructure du milieu
désordonné qu’elle représente. Elle peut donc être utilisée pour calculer les propriétés effectives
de n’importe quelle texture, à condition que la microstructuration soit la même. De plus, les
différentes densités spectrales obtenues précédemment ont été calculées à une longueur d’onde
de 10 µm. Leur utilisation pour d’autres longueurs d’onde suppose d’être en régime quasi-statique,
donc cela fonctionne typiquement pour des longueurs d’onde supérieures à 10 µm. Le calcul des
propriétés effectives à partir des densités spectrales se fait à l’aide de l’Éq. (III.19) qui devient
ici :

1− εeff
εSiO2

=

∫ 1

0

g(x)
εSiO2

εSiO2
−εAl2O3

− x
dx. (III.59)

Comme l’homogénéisation sur les flux prend beaucoup de temps, il est intéressant de la ré-
server pour les longueurs d’onde présentant un écart significatif entre la théorie de MG et de
Bergman. À cet effet, le résultat des deux théories des milieux effectifs est représenté sur la
Fig. III.23(b) à l’aide de traits continus. Même si l’accord entre les deux théories est acceptable
dans l’ensemble, il existe des bandes spectrales pour lesquelles l’AME de MG ne parvient pas
à prédire les valeurs correctes. Cela démontre bien que même si les particules sont très petites
par rapport à la longueur d’onde, des interactions entre particules sont toujours possibles pour
certaines gammes de longueurs d’onde, impliquant que l’AME de MG ne sera pas capable de
prédire les propriétés effectives. Par ailleurs, malgré des différences notables entre les deux densi-
tés spectrales (Fig. III.21(g)), les propriétés effectives extraites à partir de gHF et de gGMG sont
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quasiment identique. On peut donc en conclure que pour des cas où les interactions entre parti-
cules ne sont pas excessives, une densité spectrale approximative (gGMG) suffit pour inclure tous
les mécanismes d’intérêt et donc pour prédire les propriétés effectives. Cela veut donc dire que
l’autre densité spectrale obtenue sect. III.3.3 à partir des données de l’approximation dipolaire
permet d’obtenir des résultats similaires, malgré ses imperfections.

Maintenant que les bandes spectrales pour lesquelles il existe un désaccord entre les deux
théories sont connues, il est possible de vérifier laquelle des deux théories est la plus précise
en faisant l’homogénéisation soit sur les flux (croix) soit à l’aide de la généralisation de MG
(points). Comme attendu, l’homogénéisation directe est en accord quasi-parfait avec les résultats
de la théorie de Bergman, démontrant bien la puissance de cette théorie. De plus, les deux
méthodes d’homogénéisation sont aussi en très bonne adéquation, montrant encore une fois que
la généralisation de MG développée précédemment est une méthode prometteuse lorsque les
intensités d’interaction entre particules sont raisonnables.

III.6 Points clés du chapitre

• La texture dont on cherche les propriétés effectives est composée de nanoparticules de
rayon rp = 100 nm, de fraction volumique fp = 15% et dont la permittivité est donnée par
εp = 1 − 1/cp + iδp avec cp ∈ [0, 1] et δp = 0.1. Cette définition nous permet d’accéder à
la bande du ωTO − ωLO dans laquelle des résonances sont possibles. Par ailleurs, un rayon
d’exclusion autour de chaque particule de rδ = 110 nm est considéré, ce qui permet de ne
considérer que cinq degrés multipolaires.

• La méthode pour homogénéiser une texture désordonnée composée de nanoparticules peut
être résumée en trois étapes clés : (i) créer un ensemble de Nit agglomérats ayant une
certaine forme (cercle, ellipse, etc.) et des dimensions suffisamment grandes, (ii) calculer
le flux cohérent en champ lointain diffusé par cet ensemble de micro-états, et (iii) ajuster
par la méthode des moindres carrés le flux diffusé par un objet homogène, de mêmes forme
et taille que les agglomérats, au flux cohérent. Dans cette dernière étape, les variables
d’ajustement sont la permittivité et la perméabilité effectives (εeff et µeff).

• Les trois paramètres influençant le plus l’homogénéisation sont : le nombre d’itérations
(Nit), la taille des agglomérats considérés (VER) et leur forme. Plus le nombre d’itérations
et la taille des agglomérats sont grands et meilleure sera l’homogénéisation. Dans le cas
contraire, un biais dans l’extraction des propriétés effectives apparaît.

• Pour cp = 0.44, le rayon d’agglomérat nécessaire pour obtenir la convergence des proprié-
tés effectives (VER) dépasse nos capacités de simulation, et il n’est donc pas possible de
l’évaluer par une méthode itérative.

• En se basant sur la méthodologie développée par Kanit [227], nous avons tenté d’extrapoler
le VER à partir des résultats obtenus pour les agglomérats trop petits (induisant donc un
biais). La mise en place de cette méthodologie dans nos systèmes implique de considérer un
ratio constant entre le rayon des agglomérats et la longueur d’onde. Par conséquent, lorsque
le rayon des agglomérats augmente, la longueur d’onde augmente elle aussi, changeant ainsi
le ratio entre le rayon des particules et la longueur d’onde. Autrement dit, changer de taille
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d’agglomérats entraîne un changement du système étudié, rendant donc les interprétations
et les comparaisons complexes.

• La forme des agglomérats (circulaire, elliptique, etc.) a un impact sur le VER des systèmes
étudiés. En effet, la convergence des propriétés effectives n’est pas la même si l’agglomérat
est un cercle ou une ellipse. En revanche, suivant l’indice de réfraction des particules, la
modification engendrée par un changement de forme n’est pas systématiquement la même,
empêchant donc la généralisation de cette méthode.

• Le calcul des propriétés effectives pour cp ∈ [0, 1] a permis de mettre en lumière une
bande (cp ∈ [0.3, 0.6]) pour laquelle une perméabilité effective significativement différente
de l’unité est observée. Ce phénomène ne pouvant pas être uniquement attribué à un effet
de taille, cela implique que des effets collectifs sont forcements en jeu.

• Deux régimes diamétralement opposés ont été discutés. Le premier autour de cp = 0.44

consiste en une forte perméabilité effective, corroborée par un taux élevé de diffusion (κsca ̸=
0), alors même que le taux d’incohérence (τincoh) est faible. Au contraire, le second régime
autour de cp = 0.25 est caractérisé par une perméabilité effective négligeable et une faible
diffusion, mais un très haut taux d’incohérence.

• De manière générale, le taux d’incohérence a plutôt tendance à diminuer lorsque la taille des
agglomérats augmente, et cela, quelle que soit leur forme. En revanche, pour certains cas
spécifiques de permittivité où le taux d’incohérence n’est pas négligeable, des oscillations
du taux d’incohérence sont observées. Celles-ci peuvent être expliquées par les oscillations
du régime de Mie liées à la taille des agglomérats.

• Dans tous les cas testés, l’homogénéisation est réalisable quelle que soit la quantité d’in-
cohérence. Autrement dit, il n’est pas pertinent de mettre un critère sur la valeur du taux
d’incohérence pour décider si oui ou non l’homogénéisation est fonctionnelle.

• À partir des permittivités effectives simulées, une densité spectrale de Bergman a été ex-
traite à l’aide de la maximisation de l’entropie. En plus d’être en très bon accord avec les
données calculées, cette densité est capable de fournir des informations micro-structurelles
fondamentales sur le composite. Elle a d’ailleurs été appliquée avec succès à l’homogénéi-
sation d’une texture de particules d’alumine dans une matrice de silice.
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Chapitre IV
Absorption quasi-parfaite et sélectivité
spectrale avec des milieux aléatoires

La quasi-totalité des résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une lettre publiée dans PRB [267].

IV.1 Contexte et état de l’art

IV.1.1 Intérêt d’une absorption parfaite

L’absorption de la lumière est un phénomène tellement fondamental et présent dans un si
grand nombre d’applications qu’il en devient complexe d’expliciter son intérêt. S’il n’y avait
qu’un seul exemple à donner de son importance, cela serait sans nul doute la photosynthèse qui
à elle seule impacte, directement ou indirectement, quasiment toute la vie sur Terre [268], ce qui
explique pourquoi un pan de la recherche entier est dédié à son amélioration [269].

En dehors de cela, l’absorption de la lumière est également d’une grande importance dans
de nombreuses applications technologiques [270–272], dont l’une des plus connues est le photo-
voltaïque (PV). L’effet photovoltaïque se base sur la création d’une paire électron-trou dans un
matériau semi-conducteur à la suite de l’absorption d’un photon dont l’énergie est supérieure à
celle de la bande interdite [273]. Plus l’absorption dans la cellule est grande et plus le nombre
de paires créées est grand, induisant un courant plus important. Obtenir une absorption par-
faite est donc d’une importance capitale pour le PV. En parallèle, l’épaisseur de la couche de
semi-conducteur est aussi un critère très important. En effet, pour être récupéré et donc utilisé,
l’électron créé par l’effet PV doit diffuser à l’intérieur du semi-conducteur jusqu’à l’électrode.
Plus cette diffusion prend du temps et plus l’électron a de chance d’être absorbé/recombiné, in-
duisant une perte d’efficacité. Au contraire, plus l’épaisseur de semi-conducteur est faible et plus
les électrodes seront proches du lieu de création de la paire électron-trou, minimisant alors les
pertes. Tout cela explique pourquoi il est intéressant de maximiser l’absorption dans des couches
très minces pour le PV [39,274].

Une autre application évidente de l’optoélectronique pouvant bénéficier d’une absorption par-
faite est la photodétection qui est à la base de toute l’imagerie et de la spectroscopie [275]. Une
meilleure absorption est équivalente à de meilleures performances du détecteur [276]. Dans le
même ordre d’idée, la détection de gaz et de molécules est aussi améliorée lorsque l’absorption
augmente. Différentes techniques de détection existent dont l’une très populaire qui utilise les
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plasmons de surfaces localisés 1 [277]. À partir de ce mécanisme physique, deux grandes familles
de détecteurs basés sur deux méthodologies différentes peuvent être imaginées. Dans la première
catégorie, le détecteur ne fonctionne qu’à une longueur d’onde et mesure le changement d’in-
tensité induit par l’adsorption des molécules cibles [278, 279]. La seconde catégorie s’appuie sur
la variation de la fréquence de résonance des plasmons suite à un changement des propriétés
optiques du milieu environnant induit par les molécules cibles.

En comparaison au photovoltaïque qui utilise des procédés complexes pour faire directement
de l’électricité à partir de la lumière, il est possible d’utiliser la lumière pour chauffer un maté-
riau à de très hautes températures, permettant alors de faire fonctionner un moteur thermique
(typiquement une turbine à vapeur) relié à un générateur d’électricité [280]. De cette manière, on
peut faire de l’électricité à partir de la lumière sans utiliser de semi-conducteurs. Pour améliorer
la captation des rayons lumineux, il est alors possible d’utiliser des miroirs permettant de faire
converger plus de rayons vers la cible absorbante, on parle alors de centrale solaire thermique à
concentration [281, 282]. Bien entendu, le matériau cible doit absorber le maximum du spectre
solaire, mais surtout, il doit être stable à de très hautes températures [283].

Dans le domaine de la photocatalyse pour laquelle des porteurs de charges créés par effet PV
sont utilisés pour initier des réactions d’oxydations (ce qui revient à convertir de l’énergie solaire
en énergie potentielle chimique) [284], la meilleure absorption possible est aussi très désirée.
Ici, deux objectifs différents sont recherchés. D’une part, la lumière peut être transformée en
énergie utilisable, telle que de l’électricité ou de la chaleur comme déjà discuté, mais aussi des
carburants comme de l’hydrogène [285], ou encore en énergie mécanique à l’aide de machines
moléculaires [286] ; pour un article de synthèse sur ce sujet voir [287]. D’autre part, la lumière
peut être utilisée pour permettre la synthèse de composés organiques complexes [288]. Dans le
même esprit que la photocatalyse, la lumière peut être utilisée pour le dessalement de l’eau de
mer [289]. Pour ce faire, l’absorption doit bien entendu être la plus forte possible pour induire
une plus grande élévation de la température, mais aussi localisée pour permettre un meilleur
transfert de la chaleur entre l’élément chauffant et l’eau [290].

Finalement, pour certaines applications, l’absorption des matériaux n’est pas directement la
quantité d’intérêt, mais plutôt leur émission. Cependant, en vertu de la loi de Kirchhoff, ces
deux grandeurs sont égales : un matériau absorbant une fréquence particulière, émettra cette
même fréquence. Parmi les exemples d’applications bénéficiant d’une émission élevée, on peut
citer le refroidissement radiatif [16, 291] et le thermophotovoltaïque (TPV) [292]. Pour que le
refroidissement radiatif soit le plus efficace possible, il est nécessaire que le matériau n’absorbe
aucune lumière du Soleil (UV, visible et proche infrarouge) et, qu’en même temps, il émette
un maximum dans la bande de transparence de l’atmosphère allant de 8 à 13 µm. Le TPV
est quant à lui basé sur l’idée que le rayonnement du Soleil est trop étendu pour les cellules
PV, impliquant qu’une grande partie de l’énergie lumineuse n’est pas utilisée (celle en dessous
de la bande interdite), voire détériore le rendement des cellules photovoltaïques [293]. En effet,
lorsqu’un photon ayant une énergie bien supérieure à la bande interdite créé un électron de même
énergie par effet PV, le surplus d’énergie par rapport à la bande interdite va être converti sous
forme de phonon, augmentant alors la température de la cellule PV. Or, le rendement des cellules
diminue avec la température de fonctionnement [294]. Pour éviter cet effet, le TPV remplace le

1. Un plasmon correspond à l’oscillation collective d’un gaz d’électron, cette oscillation peut se propager le long
de l’interface entre deux matériaux ayant des permittivités de signe opposées, et elle devient localisée lorsqu’elle
a lieu dans une nanoparticule plus petite que la longueur d’onde d’excitation.
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rayonnement du Soleil par un émetteur chauffé à la bonne température et dont l’émission est
contrôlée et maximisée, ce qui permet théoriquement d’obtenir de meilleurs rendements que le
PV [295].

IV.1.2 Absorption parfaite dans une lame homogène

Maintenant que l’on comprend l’importance que peut avoir une absorption parfaite, on va
pouvoir se pencher sur sa réalisation dans des cas pratiques. Les premiers systèmes qui vont
nous intéresser sont des lames ayant une certaine épaisseur e, faites d’un matériau homogène
de permittivité ε, de perméabilité µ et mises dans le vide. Pour caractériser la capacité d’un
tel système à absorber, réfléchir ou transmettre la lumière, les concepts d’absorptance (A), de
réflectance (R) et de transmittance (T ) sont essentiels. Ce sont des grandeurs sans dimension et
comprises entre 0 et 1 qui font référence aux propriétés de volume (“bulk ”) d’un système et qui
sont définies par :

R(e, ε, µ) =
Ir
I0
, T (e, ε, µ) =

It
I0
, A(e, ε, µ) =

Ia
I0
, R+ T +A = 1, (IV.1)

où I0 est l’intensité lumineuse incidente sur le système et Ir, It et Ia sont respectivement les inten-
sités lumineuses réfléchies, transmises et absorbées par le système. Pour une incidence normale
de la lumière par rapport à la surface de la lame, ces quantités sont données par [56, sect. 9.10] :
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, (IV.2)

où k = k0
√
εµ = 2π

√
εµ/λ. Expérimentalement, ces quantités peuvent être mesurées à l’aide de

spectromètres infrarouge à transformée de Fourier (FTIR) [296]. Un banc de mesure a d’ailleurs
été développé au CEMHTI permettant la mesure de l’émittance (égale à l’absorptance en vertu
de la loi de Kirchhoff) [297].

Ces notions ne sont pas à confondre avec celles très similaires de la réflectivité (ρ), de la
transmittivité (τ) et de l’absorptivité (α) définies par [56, sect. 9.6] :

ρ =

∣∣∣∣√µ−
√
ε

√
µ+

√
ε

∣∣∣∣2 , τ = 1− ρ, α =

{
τ si Im(ε) ̸= 0,

0 autrement.
(IV.3)

Bien que ces dernières soient aussi des grandeurs sans dimension et comprises entre 0 et 1, elles
correspondent aux propriétés d’une interface et non pas du «volume». En effet, la réflectivité
et la transmittivité correspondent aux quantités de lumière qui sont respectivement réfléchies et
transmises à l’interface entre deux milieux semi-infinis 2, et l’absorptivité à la quantité qui est
absorbée dans le second milieu.

Pour des matériaux présentant de l’absorption, la réflectivité (ρ) et l’absorptivité (α) peuvent
être vues comme la limite de la réflectance (R) et de l’absorptance (A) lorsque l’épaisseur de
la lame tend vers l’infini : ρ = lime→∞R et α = lime→∞A. Ce comportement est observable
sur la Fig. IV.1(a) comparant R, T et A en fonction de l’épaisseur d’une lame de silice à λ =

10 µm (n ≈ 2.55 + 0.39i) avec les valeurs de ρ et τ . Pour une épaisseur supérieure à 10 µm,

2. On a donc la condition ρ+ τ = 1.
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Figure IV.1 – Propriétés radiatives d’une lame homogène en fonction de son épaisseur
Les propriétés radiatives d’une lame homogène en fonction de son épaisseur pour un indice de
réfraction de (a) n = 2.55 + 0.39i et (b) n = 2.55. La longueur d’onde est fixée à λ = 10 µm.

on a bien R = ρ et A = τ = α. En revanche, lorsque la partie imaginaire de l’indice de
réfraction est artificiellement mise à 0, voir la Fig. IV.1(b), alors il n’existe plus de lien entre les
différents concepts. Au contraire, des oscillations de Fabry-Pérot dues à l’épaisseur finie de la
lame sont observées. Dans toute la suite de ce chapitre, les termes de transmission, de réflexion
et d’absorption font respectivement référence à la transmittance, la réflectance et l’absorptance.

Notre objectif est d’obtenir une absorptance parfaite (A = 1) ce qui implique que la réflec-
tance et la transmittance soient nulles.

D’une part, une réflectance nulle suppose une adaptation d’impédances entre l’impédance
du milieu extérieur et celle du système. Comme le milieu environnant est le vide (impédance
Z0 = 1), il est nécessaire d’avoir Z =

√
µ/ε = 1 = Z0. De fait, pour n’avoir aucune réflectance

et cela quelle que soit la taille du système, la condition ε = µ est nécessaire et suffisante, ce qui
est facilement vérifiable avec l’Éq. (IV.2). À noter qu’on retrouve le même type d’effet dans la
théorie de Mie pour une particule sphérique : la condition ε = µ implique que la particule ne
rétrodiffuse aucune lumière (effet Kerker) [298].

D’autre part, pour que la transmittance soit (quasi-)nulle, il est nécessaire que la partie
imaginaire de l’indice de réfraction (n =

√
εµ) de la lame soit «suffisamment» élevée. Pour mon-

trer cela, le terme exponentiel au numérateur de l’Éq. (IV.2) peut être réécrit sous la forme
ei(k−k0)e = eik0(Re(n)−1)ee−k0Im(n)e. Si le terme k0Im(n)e est suffisamment grand, alors l’atténua-
tion dans la lame sera élevée et donc la transmittance négligeable. Cela peut être réalisé soit en
augmentant le ratio e/λ et donc l’épaisseur du système, soit en augmentant la partie imaginaire
de l’indice de réfraction Im(n).

Pour une lame mince par rapport à la longueur d’onde (e ≪ λ) et ne présentant pas de
perméabilité (µ = 1), il est possible de démontrer que le maximum d’absorptance atteignable
est de 50% [299–301]. Une démonstration visuelle de cet effet est fournie sur la Fig. IV.2(a)
représentant l’absorptance en fonction des parties réelle et imaginaire de la permittivité d’une
lame 100 fois plus petite que la longueur d’onde. Le maximum est atteint pour ε = 0.327+31.9i

et est à peine supérieur à la limite théorique avec : A ≈ 50.07%. Le reste de l’énergie est alors
partagé quasiment également entre la réflectance R ≈ 25.02% et la transmittance T ≈ 24.91%.
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Figure IV.2 – Absorptance d’une lame homogène en fonction de sa permittivité
L’absorptance d’une lame homogène en fonction de sa permittivité pour une épaisseur de (a)
e/λ = 0.01, (b) e/λ = 0.1 et e/λ = 1.

Comme attendu, augmenter l’épaisseur de la lame permet bien de dépasser cette limite comme
l’illustrent les Fig. IV.2(b) et (c). D’ailleurs, à mesure que l’épaisseur augmente, il est possible
d’observer que le maximum d’absorptance se rapproche de la valeur ε = 1, ce qui est nécessaire
pour que la réflectance soit nulle (ε = µ = 1) 3.

Afin de saisir la signification physique de cette limite théorique de 50% d’absorptance des
lames minces par rapport à la longueur d’onde, il est possible d’utiliser un raisonnement basé sur
la parité [302]. Tout d’abord, il est important de noter qu’une lame est un système à deux ports :
la lumière peut être injectée de chaque côté de la structure, constituant ainsi chacun un port.
En calculant d’une part les modes optiques présents dans une lame (voir la méthode développée
dans [303]), il est possible de montrer qu’une lame mince ne supporte qu’un seul mode pair et
aucun mode impair. D’autre part, comme toute fonction, une onde plane incidente par un côté
de la lame peut être décomposée en une partie paire et une impaire telles que :

f(z) = Aeikz = A
eikz + e−ikz

2︸ ︷︷ ︸
pair

+A
eikz − e−ikz

2︸ ︷︷ ︸
impair

=
A

2

(
2eikz + e−ikz + e−i(kz+π)

)
. (IV.4)

Autrement dit, une onde plane venant d’un côté sur un système à deux ports peut être décom-
posée en deux ondes illuminant chaque côté. Comme la lame mince ne présente qu’un seul mode
pair, seul la partie paire de l’onde incidente peut se coupler et donc être absorbée. Comme elle
ne transporte que la moitié de l’énergie, l’absorptance maximale est de 50%.

À partir de ce raisonnement, il est possible d’imaginer des stratégies permettant de surpasser
cette limite de 50% tout en utilisant des systèmes minces. La première idée est de passer d’un
système à deux ports à un système n’ayant qu’un port. Comme l’onde ne peut venir que d’un
côté, la décomposition de l’onde en parties paire et impaire devient impossible. Pour faire cela,
il est possible de placer un miroir métallique ou de Bragg en face arrière du système, empêchant
ainsi toute transmission à travers le système. Atteindre 100% d’absorption dans un tel système

3. Pour e/λ = 1, le maximum est obtenu pour ε ≈ 0.985 + 0.734i, e/λ = 10 implique ε ≈ 1.000 + 0.132i et
e/λ = 100 donne ε ≈ 1.000 + 0.020i.
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revient à faire du couplage critique (sect. IV.1.3). La deuxième idée est de passer d’un système ne
présentant qu’un mode pair à un système qui en présente deux de parités différentes, permettant
donc d’absorber l’ensemble de l’onde incidente. Un tel phénomène a été nommé couplage critique
dégénéré (sect. IV.1.4). Finalement, la dernière idée est d’utiliser deux ondes incidentes, chacune
illuminant un côté. En ajustant correctement les phases et amplitudes de chaque onde, il est
possible de réaliser une absorption parfaite dite cohérente (“coherent perfect absorption”) discutée
dans la sect. IV.1.5.

Avant de passer à l’étude détaillée de ces différentes stratégies, il est intéressant de faire
mention d’un des premiers dispositifs permettant une absorption parfaite (originellement des
ondes radio) : l’écran de Salisbury dont le brevet a été déposé en 1952 [304]. Cet écran est
constitué d’une fine couche absorbante et d’un miroir métallique, les deux étant séparés par une
lame diélectrique. Le principe de fonctionnement est le même que pour les revêtements antireflets
utilisés sur les verres de lunettes et les empêchant de réfléchir la lumière, ce qui appliqué à l’écran
de Salisbury suppose que : l’épaisseur de la couche diélectrique doit être d’un quart celle de la
longueur d’onde à absorber pour que la lumière réfléchie soit en opposition de phase par rapport
à l’onde incidente et que les deux interfèrent destructivement. L’un des problèmes principaux
de ce dispositif est cette exigence d’une épaisseur d’un quart de longueur d’onde, le rendant
potentiellement trop épais, surtout pour les grandes longueurs d’onde. De plus, l’absorption n’est
parfaite que pour une longueur d’onde unique, ce qui est bien souvent trop peu. Il est cependant
possible de concevoir des multicouches permettant d’absorber plusieurs longueurs d’onde, mais
cela se fait au détriment de l’épaisseur [305]. Malgré tout, cette configuration continue à être
utilisée et étudiée, par exemple en conjonction avec le graphène [306,307].

IV.1.3 Introduction au couplage critique

Initialement, la théorie du couplage critique a été développée pour les systèmes constitués
d’un guide d’onde couplé à un résonateur unique via un seul port, typiquement des résonateurs
annulaires [308] ou des micro-résonateurs [309]. Suivant le système, les équations régissant le
couplage critique peuvent être un peu différentes, mais l’idée de base est la suivante : le résona-
teur est caractérisé par un taux de décroissance intrinsèque τ0 (i.e. dû aux pertes internes/non
radiatives, c’est donc un phénomène irréversible) et lors de son interaction avec le guide d’onde,
un second taux de décroissance τe dû aux pertes radiatives dans le guide d’onde apparait (aussi
appelé taux de décroissance de couplage). La condition de couplage critique stipule alors qu’à la
résonance l’absorption est parfaite lorsque τ0 = τe [310, sect. 7.2].

Prenons l’exemple d’un résonateur annulaire présentant des pertes intrinsèques (α) et couplé
(coefficient de couplage κ) à un guide d’onde de transmittivité t [308]. Le schéma d’une telle
configuration est reporté sur la Fig. IV.3(a). Le couplage est considéré sans perte, i.e. |t|2+ |κ|2 =
1. Si le système est excité par un seul port et que la réflexion est négligée, il est possible de décrire
l’interaction à l’aide de la matrice unitaire suivante [311] :(

b1

b2

)
=

(
t κ

−κ∗ t∗

)(
a1

a2

)
, (IV.5)

où ai et bi sont respectivement les amplitudes des modes complexes entrant et sortant du système.
En considérant l’atténuation due à la propagation dans l’anneau et donnée par : a2 = αeiθb2,
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où θ correspond au déphasage induit par un tour, il est possible de résoudre ce système, ce qui
permet de calculer la transmission du guide d’onde [308] :

T =

∣∣∣∣ b1a1
∣∣∣∣2 = α2 + |t|2 − 2α|t| cos θ

1 + α2|t|2 − 2α|t| cos θ
. (IV.6)

À la résonance (θ = 2πm avec m un entier) et pour α = t, l’ensemble de l’énergie est absorbé
par le résonateur et plus aucune transmission n’est mesurée, c’est le couplage critique. Toutes ces
équations sont généralisables à un nombre arbitraire de résonateurs annulaires soit mis le long
du guide d’onde [312], soit connectés les uns aux autres en chaine [313].

Depuis ses débuts, le concept de couplage critique a été élargi à d’autres systèmes, et on le
retrouve typiquement dans les cristaux photoniques, dont on peut retrouver des exemples sur les
Fig. IV.3(b-d). Pour modéliser ces systèmes, il est possible d’utiliser la théorie phénoménologique
des modes couplés (“coupled mode theory”) qui permet de décrire la relation entre les propriétés
d’entrée et de sortie d’un résonateur [314]. Dans ce formalisme, le cristal photonique est remplacé
par un résonateur ayant un unique mode d’amplitude a à la pulsation ω0. Si aucune transmis-
sion à travers le résonateur n’est possible (e.g. présence d’un miroir en face arrière), l’évolution
temporelle du mode sous l’effet d’une excitation s+ est donné par :

da

dt
= iω0a−

(
1

τ0
+

1

τe

)
a︸ ︷︷ ︸

pertes

+

√
2

τe
s+︸ ︷︷ ︸

couplage à
l’excitation

, (IV.7)

qui est une équation différentielle du premier ordre facilement résolue lorsque s+ ∝ exp(iωt).
Suite à cette interaction, une onde réfléchie s− se propage en sens opposé, dont la relation avec
s+ et a est donnée par :

s− = −s+ +

√
2

τe
a. (IV.8)

Pour comprendre cette relation, il est instructif de prendre les cas : (i) a = 0 et (ii) s+ = 0.
Dans le premier cas, aucune énergie n’est transférée dans le mode du résonateur, et donc, par
conservation de l’énergie, toute l’énergie incidente est réfléchie. On a donc bien s− = −s+ (le
signe moins indiquant que l’onde se propage dans le sens opposé). Dans le second cas, aucune onde
ne vient exciter le mode, impliquant que l’onde s− ne peut provenir que des pertes radiatives du
résonateur, donc liées à τe. Par ailleurs, il est possible de montrer que la puissance s’échappant du
mode est donnée par : |s−|2 = |a|22/τe, ce qui explique le préfacteur de l’Éq. (IV.8). Finalement,
à partir de l’Éq. (IV.8) et de la solution à l’Éq. (IV.7), il est possible de calculer le coefficient de
réflexion Γ et donc l’absorptance du résonateur A :

Γ =
s−
s+

=
1/τe − 1/τ0 − i(ω − ω0)

1/τe + 1/τ0 + i(ω − ω0)
, (IV.9a)

A = 1− |Γ|2 = 4(1/τe)(1/τ0)

(1/τ0 + 1/τe)2 + (ω − ω0)2
. (IV.9b)

Comme pour les résonateurs précédents fonctionnant en transmission (Éq. (IV.6)), à la résonance
(ω = ω0), il est possible d’avoir 100% d’absorption au couplage critique (τ0 = τe).
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Cette équation de l’absorptance étant valable pour tout résonateur présentant un unique
mode et accessible via un seul port, de nombreux systèmes satisfaisants à la condition du couplage
critique peuvent être proposés et implémentés pour obtenir une absorption parfaite. Une première
configuration est reportée sur la Fig. IV.3(b) où le cristal photonique est fait à partir d’une
lame de silicium dans laquelle un réseau périodique carré (de période Λ) de trous cylindriques
traversants (de rayon r) est percé 4. Par-dessus le cristal photonique est déposée une feuille
de graphène non dopée, qui est l’élément permettant l’absorption de la lumière, et un miroir
(métallique ou de Bragg) est placé en dessous. Ce design a été proposé pour la première fois
par Piper et Fan en 2014 [302] qui ont alors démontré numériquement que le couplage critique
est accessible autour de λ = 1.5 µm dès lors que le ratio r/Λ est fixé à 0.17. En faisant varier
l’épaisseur du cristal photonique, la période du cristal (mais en gardant le ratio r/Λ constant) ou
encore le matériau composant le cristal, il est possible de faire varier la fréquence de résonance.
La validation expérimentale de ce design a été apportée la même année par Liu et al. [315]. La
seule différence par rapport au design numérique est la présence d’un substrat de verre entre le
miroir et le cristal photonique induisant de par son épaisseur finie des oscillations de Fabry-Pérot
(visibles sur la Fig. IV.3(b)) et empêchant l’obtention d’une absorption parfaite. L’absorptance
maximale mesurée est autour de 85%. À noter qu’une étude numérique se basant sur le même
cristal photononique mais en remplaçant la feuille de graphène par une feuille de borophène a
permit l’obtention de résultats similaires [316].

Le graphène étant un matériau attirant beaucoup d’attentions, d’autres configurations l’uti-
lisant et permettant une absorption parfaite à l’aide du couplage critique ont été explorées. De
manière non exhaustive, on peut citer :

• un réseau périodique de bandes composées d’une structure multicouches sur laquelle une
feuille de graphène est posée [317] (travail numérique),

• une feuille de graphène insérée entre un réseau périodique de bandes de polyméthacrylate
de méthyle (PMMA) et une couche de pentaoxyde de tantale (Ta2O5), le tout mis sur un
substrat de verre [318] (travail numérique),

• une version simplifiée de la configuration précédente où la couche de Ta2O5 est retirée et
permettant d’obtenir expérimentalement des absorptances supérieures à 99% autour de
λ = 1.5 µm [319] (travail expérimental),

• un réseau périodique de bandes de dioxyde de titane sur lesquelles une feuille de graphène
est placée et le tout déposé sur un cristal photonique 1D [320] (travail numérique),

• un cristal photonique formé de rainures en forme de croix dans du silicium sur lequel une
couche de PMMA est déposée et entre lesquelles la feuille de graphène est insérée [321]
(travail numérique).

En revanche, l’utilisation du graphène n’est pas une condition nécessaire pour faire du cou-
plage critique, et d’autres configurations sont explorables. Cependant, faire la liste de toutes les
configurations possibles (et de tous les articles associés) serait bien trop long et pourrait faire
le sujet d’un article de synthèse. Ainsi, pour finir sur cette thématique, seules deux configu-
rations sont examinées. La première consiste en un réseau carré de micro-piliers cylindriques

4. Les trous sont donc composés d’air.
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de silicium déposés sur une plaque métallique, les deux étant séparés par une couche de silice
(voir la Fig. IV.3(c) pour un schéma) [322]. Pour satisfaire la condition de couplage critique,
il est nécessaire d’utiliser deux rayons de piliers différents avec R1 = 0.6 µm et R2 = 0.7 µm.
Par ailleurs, en faisant varier la période du cristal, il est possible de faire varier la fréquence de
résonance, tandis que la largeur du pic est modulable en faisant varier l’épaisseur de la couche
de silice. La configuration a été testée expérimentalement, montrant de très fortes absorptances
et démontrant sa faisabilité.

La seconde configuration (étude numérique) consiste en un réseau périodique de bandes d’ar-
séniure d’indium (InAs) déposées sur un miroir d’aluminium [323]. Pour cette structure, le cou-
plage critique est obtenu à λ = 16 µm pour un angle d’incidence de θ = 61.28◦ et donc bien
différent de l’incidence normale habituellement utilisée. Mais le réel intérêt de ce système réside
dans son utilisation de l’InAs qui est un matériau magnéto-optique. Sous l’effet d’un fort champ
magnétique (3 Teslas dans l’article), il est alors possible de contredire la loi de Kirchhoff, impli-
quant que l’émittance et l’absorptance directionnelles spectrales ne sont plus égales (rayonnement
non réciproque). Depuis cette première démonstration, des améliorations ont été apportées ; l’une
de ces modifications est illustrée sur la Fig. IV.3(d). Ici, la structure consiste en un film d’InAs
déposé sur un réseau de silicium, le tout sur un miroir d’argent [324]. La non-réciprocité est alors
obtenue pour des champs magnétiques de 2T à λ = 15.835 µm. Un autre groupe a quant à lui
réussi à obtenir un tel effet pour des champs magnétiques aussi bas que 0.3T, mais pour des
longueurs d’onde autour de λ = 25 µm [325]. La structure de leur système consiste en un réseau
de carbure de silicium déposé sur une couche d’InAs , le tout sur un miroir d’aluminium.
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Figure IV.3 – Assortiment de systèmes utilisant le couplage critique
(a) Une configuration typique d’un résonateur annulaire de longueur L et d’atténuation α couplé
à un guide d’onde de transmittivité t avec un coefficient de couplage κ. L’onde incidente ne
peut venir que de la gauche (a1) et la réflexion est négligée. (b) Gauche : un cristal photonique
de silicium constitué d’un réseau périodique carré de trous cylindriques déposé sur un substrat
de verre ayant un miroir métallique en face arrière. Cette configuration est basée sur le design
de [302]. Droite : l’absorptance du système au couplage critique en fonction de la longueur d’onde.
Due à la présence de la couche de verre d’épaisseur finie, l’absorptance maximale n’est que de ∼
85% et des oscillations de Fabry-Pérot sont observables. (c) Gauche : cristal photonique composé
d’un réseau périodique carré de cylindres de silicium posé sur une couche de silice ayant un miroir
de platine en face arrière. Droite : l’absorptance en fonction de la longueur d’onde pour différentes
périodes du cristal photonique permettant de varier la position du maximum. (d) Gauche : réseau
périodique de bandes de silicium pris entre une couche d’InAs et un miroir d’argent. Droite :
l’absorptance et l’émittance en fonction de la longueur d’onde. L’utilisation de l’InAs qui est
un matériau magnéto-optique permet, sous l’action d’un champ magnétique, de contredire la loi
de Kirchhoff : l’absorptance et l’émittance ne sont plus égales. Figures extraites de (a) [308],
(b) [315], (c) [322], (d) [324].
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IV.1.4 Par delà le couplage critique

Comme on vient de le voir, le couplage critique dans des systèmes ne possédant qu’un port
permet d’obtenir une absorption parfaite. Pour des systèmes types lames minces, cela sous-entend
l’utilisation d’un miroir pour éliminer la transmission. Cependant, les miroirs métalliques n’étant
jamais parfaits, ils induisent inévitablement des pertes ohmiques détériorant les performances des
systèmes. Les miroirs de Bragg nécessitent quant à eux des techniques de croissance sophistiquées
limitant leurs utilisations à certains types de matériaux. Pour ces raisons, il est intéressant
de concevoir une absorption parfaite dans des systèmes ne présentant pas de miroir et donc
ayant deux ports. L’équation de l’absorptance, obtenue à l’aide de la théorie des modes couplés,
d’un système ayant un mode et couplé à deux ports est très similaire à l’Éq. (IV.9b) calculé
précédemment et vaut [326, annexe B] et [327] :

A =
2(1/τe)(1/τ0)

(1/τ0 + 1/τe)2 + (ω − ω0)2
. (IV.10)

La seule différence réside dans le coefficient du numérateur qui est passé de 4 à 2. Donc, à la
résonance, le couplage critique dans ces systèmes ne permet qu’une absorption de la lumière de
50%.

Pour aller au-delà de cette limite, plusieurs stratégies sont possibles dont le point commun est
de considérer des systèmes possédant deux modes ayant la même fréquence de résonance (modes
dégénérés). La première stratégie est de considérer des modes ayant une parité différente et qui
absorberont donc une partie différente de l’onde incidente. Chaque mode i est associé à un taux
de décroissance intrinsèque τ i0 et de couplage τ ie. Si les modes sont orthogonaux et donc s’il n’y
a pas de couplage entre les modes (ou qu’il est négligeable), il est alors possible de démontrer
à l’aide de la théorie des modes couplés que l’absorptance est donnée par [328] : A = AS + AA

où AS (resp. AA) est l’absorptance du mode symétrique (resp. du mode antisymétrique) dont
la formule est donnée par l’Éq. (IV.10). Si chaque mode est en couplage critique τ i0 = τ ie, alors
100% d’absorption est obtenue à la résonance ; on parle alors de couplage critique dégénéré.

Un tel phénomène a été démontré numériquement par Peretti et al [328], où une absorptance
de 85% a été obtenue dans un cristal photonique de silicium constitué d’un réseau périodique
carré de trous cylindriques (Fig. IV.4(a)), donc un système à deux ports. Lorsque les modes
ne sont pas dégénérés, deux pics d’absorption de 50%, correspondant au couplage critique de
chaque mode indépendamment l’un de l’autre, sont observables. Au contraire, lorsqu’ils ont la
même fréquence de résonance, un unique pic d’absorption de 85% est obtenu, dépassant donc
la limite de 50%, sans pour autant atteindre les 100% recherchés. Dans l’article, les auteurs
affirment qu’en ajustant plus finement les paramètres du cristal photonique, une absorption
parfaite devrait être réalisée. Par la suite et avec le même cristal photonique mais en ajoutant
une feuille de graphène sur l’une des faces, Piper et al. ont réussi à obtenir numériquement une
absorption parfaite par couplage critique dégénéré autour de λ = 1.3 µm [329]. Ils ont aussi étudié
l’effet de l’épaisseur du cristal photonique sur la dynamique des modes et ont permis de mettre
en évidence des phénomènes de croisement et d’anti-croisement (“crossing” et “anti-crossing”)
des différents modes. Lors d’un croisement, l’absorption est considérablement augmentée par
couplage critique dégénéré, alors qu’à un anti-croisement, l’absorption reste bornée à 50%.

Depuis ces premières démonstrations, d’autres géométries présentant ce même phénomène de
couplage critique dégénéré ont été proposées. Par exemple, Ming et al. [330] ont numériquement
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démontré que la configuration proposée par Cole et al. [331] permet une absorption parfaite à
l’aide de ce phénomène. Le système consiste en un réseau carré de pastilles diélectriques insé-
rées au centre d’une matrice de faible indice de réfraction et permettant d’obtenir une absorption
parfaite dans la gamme du térahertz. Similairement, une absorption parfaite (numérique et expé-
rimentale) dans la gamme du térahertz est aussi réalisable si les pastilles sont placées au-dessus
du substrat plutôt qu’à l’intérieur (voir la Fig. IV.4(b) pour un schéma) [332, 333]. Pour ce
faire, les pastilles sont composées de silicium et déposées sur un substrat de PDMS. Le même
système, mais avec d’autres matériaux (pastilles de germanium Ge déposées sur du PMMA),
permet une absorption parfaite numériquement et de 80% expérimentalement dans le proche
infrarouge (∼ 1200 nm) [334]. Bien que les auteurs de ces différentes études ne reconnaissent pas
explicitement qu’ils se basent sur un phénomène de couplage critique dégénéré, leur absorption
parfaite est obtenue à partir de l’interférence entre deux modes orthogonaux et dégénérés. Finale-
ment, pour une absorption parfaite numériquement et de 88% expérimentalement dans le visible
(∼ 800 nm) par couplage critique dégénéré, un réseau de cubes auxquels une barre est accolée et
composés d’arséniure de gallium (GaAs) (Fig. IV.4(d)) a été testé avec succès [335,336].

La notion de couplage critique dégénéré étant très récente, beaucoup de travaux antérieurs
s’intéressant à une absorption parfaite dans des systèmes ayant deux ports ne font pas mention
d’un tel concept. Un exemple typique est donné par les travaux de Landy et al. démontrant une
absorption parfaite numériquement et de 88% expérimentalement dans la gamme du gigahertz
à l’aide d’un métamatériau [337]. La Fig. IV.4(c) illustre leur système qui est composé d’un
double résonateur à anneau fendu (“split-ring resonator ”) connectés ensembles et d’une bande
métallique, les deux étant séparés par un substrat. Chaque élément permet la création d’une
résonance de parité différente qu’il est alors possible de dégénérer en changeant les dimensions
du système. De manière générale, depuis leur introduction théorique par Veselago en 1968 [338]
et les démonstrations expérimentales faites par Smith et Shelby dans les années 2000 [237,339],
l’utilisation de métamatériaux pour fabriquer des absorbeurs parfaits est un champ de recherche
très actif, dont une synthèse détaillée a été faite par Watts et al. [340].

Dans tous les exemples précédents, il a été considéré que les deux modes de parités différentes
sont aussi orthogonaux entre eux et donc qu’aucun couplage entre les modes n’est possible.
Dernièrement, il a été démontré qu’une telle condition n’est pas nécessaire pour obtenir une
absorption parfaite [341]. La théorie des modes couplés étant toujours applicable lorsque deux
modes sont non orthogonaux et donc en interaction à travers un coefficient de couplage κ [342], il
est possible de calculer les conditions que les différents coefficients doivent satisfaire pour obtenir
une absorption parfaite, elle est donnée par [341] :

τ10
τ1e

= 1− κ√
τ1e τ

2
e

, (IV.11a)

τ20
τ2e

= 1 +
κ√
τ1e τ

2
e

, (IV.11b)

où il a été considéré que le mode 1 est symétrique et le 2 antisymétrique. Lorsque κ = 0, on
retrouve les conditions du couplage critique dégénéré obtenues précédemment. Le système per-
mettant de démontrer numériquement et expérimentalement la validité de ce modèle est illustré
Fig. IV.4(e). Il consiste en un arrangement périodique de deux familles (ayant des orientations
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différentes) de cylindres elliptiques composés de trois couches Si-Ge-Si déposées sur un substrat
de silice. Numériquement, un tel système permet d’obtenir une absorption parfaite, tandis que la
validation expérimentale ne permet que 71% d’absorption autour de λ = 1.1 µm. Cette différence
a été attribuée à la difficulté de fabrication créant des imperfections dans le système final, telles
qu’une taille réduite des cylindres.

En plus du fait qu’il n’est pas nécessaire que les deux modes soient orthogonaux pour ob-
tenir une absorption parfaite, il n’est pas non plus nécessaire que les deux modes participent à
l’absorption. En effet, il a été récemment démontré qu’une absorption parfaite est possible dans
un système contenant deux modes en interaction et de nature différente : l’un étant absorbant
tandis que l’autre est utilisé comme réflecteur interne parfait (100% de réflexion) [343]. À noter
qu’une configuration fonctionnant sur le même principe, mais permettant d’obtenir un laser uni-
directionnel (et donc utilisant un milieu à gain plutôt qu’à perte), a été proposée par le même
groupe [344]. Pour atteindre l’absorption parfaite, il est nécessaire que le couplage entre les deux
modes respecte une certaine relation (équivalent donc à la condition de couplage critique) qu’il
est possible d’obtenir à l’aide de la théorie des modes couplés. Le système permettant de valider
cette approche est reporté sur la Fig. IV.4(f). Il est composé d’un réseau périodique de silicium
sur lequel une feuille de graphène non dopée est posée, le tout étant mis sur un substrat en
verre. Sans la feuille de graphène, le système est un réflecteur parfait à une longueur d’onde de
∼ 1.54 µm (mode réflecteur). L’ajout du graphène et donc du mode absorbant permet d’obtenir
un absorbeur parfait à cette même longueur d’onde lorsque les paramètres du système sont fixés
correctement. Conceptuellement, cette approche revient à mimer un système à un port avec un
système à deux ports et cela en utilisant un mode réfléchissant la lumière jouant le rôle du mi-
roir. Finalement, une amélioration du système a été proposée par le même groupe permettant de
corriger l’imprécision sur les propriétés du graphène 5 et donc d’obtenir une absorption parfaite
malgré des variations dans les propriétés du graphène [345]. La variable d’ajustement devient
alors l’angle d’incidence du faisceau.

5. La qualité/présence d’impuretés du graphène synthétisé est complexe à maitriser, rendant quelque peu
imprévisible ses propriétés entre différentes synthèses.
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Figure IV.4 – Assortiment de systèmes utilisant une généralisation du couplage critique
(a) Haut : cristal photonique constitué d’un réseau périodique carré de trous cylindriques dans
du silicium. Bas : absorptance (vert), réflectance (rouge) et transmittance (noir) en fonction de
la fréquence dans le cas où les deux résonances de parités différentes sont dégénérées (haut),
permettant une amélioration significative de l’absorption, ou non dégénérées (bas), auquel cas
l’absorption maximale est de 50% et deux pics sont visibles. (b) Cristal photonique constitué
d’un arrangement périodique de pastilles de germanium déposées sur une couche de PMMA et
permettant une absorption expérimentale de 80% dans le proche infrarouge (∼ 1200 nm). (c)
Métamatériau constitué d’un double résonateur à anneau fendu (“split-ring resonator”) connec-
tés et d’une bande métallique, les deux étant séparés par un substrat et permettant une absorption
expérimentale de 88% dans la gamme du gigahertz. (d) Cristal photonique d’arséniure de gal-
lium composé de cubes auxquels une barre est accolée, le tout déposé sur un substrat de silice et
permettant une absorption expérimentale de 88% dans le visible (∼ 800 nm). (e) Arrangement
périodique de deux distributions (ayant des orientations différentes) de cylindres elliptiques com-
posés de trois couches Si-Ge-Si déposées sur un substrat de silice et permettant une absorption
expérimentale de 71% autour de λ = 1.1 µm. (f) Haut : réseau périodique de silicium sur lequel
une feuille de graphène non dopée est posée, le tout mis sur un substrat de verre. Bas : réflectance
en fonction de la longueur d’onde du système sans le graphène démontrant que le système est un
réflecteur parfait. L’ajout du graphène permet alors une absorption parfaite autour de ∼ 1.54 µm.
Figures extraites de (a) [328], (b) [334], (c) [337], (d) [336], (e) [341], (f) [343].
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IV.1.5 Absorption parfaite cohérente

Plutôt que de modifier le système absorbant pour réaliser une absorption parfaite d’une onde
incidente (via le couplage critique par exemple), une autre stratégie consiste à faire l’inverse
et à ajuster les ondes incidentes au système absorbant. Avec cette stratégie, il a été montré
qu’en principe n’importe quel objet absorbant une partie de la lumière à la capacité de réaliser
une absorption parfaite, à condition que l’onde incidente soit correctement ajustée au système :
un tel phénomène a été nommé absorption parfaite cohérente CPA (“coherent perfect absorp-
tion”) [346, 347]. En pratique, le CPA fonctionne en injectant des ondes d’amplitudes et de
phases spécifiques à partir de tous les ports d’entrée du système et en les faisant absorber par
le système à l’aide d’interférences destructives. Pour comprendre ce phénomène, il est instructif
d’utiliser le formalisme de la matrice de diffusion Ŝ qui relie l’amplitude complexe des ondes
sortantes B d’un système à celles entrantes A par : B = Ŝ(ω)A. Comme précisé, la matrice
de diffusion dépend de la longueur d’onde de l’onde incidente, mais aussi et surtout du système
considéré : sa géométrie, le choix des matériaux... Pour un système linéaire ne comportant que
deux ports, cette relation peut s’écrire sous la forme :(

b1

b2

)
=

(
r11 t12

t21 r22

)(
a1

a2

)
, (IV.12)

ou rii et tij sont respectivement les coefficients de réflexion et de transmission du port i. À
noter que ce formalisme est complètement généralisable à des systèmes possédant plus que deux
ports. Suivant les propriétés du système (symétries et linéarité), il est possible de simplifier cette
équation. Par exemple, si le système est symétrique par rapport à un échange des ports, alors
r11 = r22 [346]

Pour un système donné et donc une matrice de diffusion spécifique, une absorption parfaite
cohérente implique qu’aucune onde de sortie n’existe, ce qui est mathématiquement exprimé par :

Ŝ(ω)ACPA = 0, (IV.13)

où ACPA est différent du vecteur nul. Pour qu’une telle condition existe, il est nécessaire qu’au
moins l’une des valeurs propres de Ŝ soit nulle ; ACPA est alors le vecteur propre associé. Généra-
lement, les zéros de Ŝ sont associés à une pulsation ω complexe. Par exemple, pour des systèmes
sans pertes, il est possible de montrer que les zéros se trouvent dans le demi-plan supérieur
(Im(ω) > 0). Or, des zéros associés à une pulsation complexe ne sont pas directement accessibles
par une onde statique 6. En effet, la fréquence d’une onde statique est forcément réelle, elle ne
peut donc pas exciter un mode ayant une fréquence complexe. En revanche, lorsque des pertes
sont ajoutées dans le système, la partie imaginaire de la pulsation complexe associée à un zéro
aura tendance à diminuer (la position des zéros aura tendance à «descendre»). Cela implique
que pour des pertes croissantes, certains zéros croiseront l’axe des réels et seront donc accessibles
par une onde statique [348] (Fig. IV.5(a)).

En plus des zéros, la matrice Ŝ présente aussi des pôles 7 dans le plan complexe, qui pour
un système sans perte sont le symétrique des zéros par rapport à l’axe des réels. Plutôt que des

6. Ici, le terme statique fait référence au fait que l’amplitude initiale de l’onde incidente ne change pas au cours
du temps.

7. Un pôle correspond à une valeur propre de Ŝ qui diverge.
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pertes, ajouter du gain dans le système aura tendance à faire augmenter la partie imaginaire de
la pulsation complexe associée aux pôles (la position des pôles «monte») [349]. Lorsqu’un pôle
croise alors l’axe des réels et qu’il devient donc accessible, il est alors possible de réaliser un laser
à partir du système. Cette relation entre zéros (liés aux pertes) et pôles (liés aux gains) implique
que la condition de CPA et le seuil laser sont eux aussi reliés. En effet, l’un peut être vu comme
l’inversion temporelle de l’autre [348].

De par son énorme potentiel, le CPA a été étudié et réalisé expérimentalement dans un grand
nombre de systèmes. Pour ne citer que quelques exemples, ce phénomène a été démontré pour
différents types de films, tels qu’un wafer de silicium [350], un film conducteur et transparent [351]
ou un film de graphène [352], mais aussi pour des réseaux de diffraction [353, 354], et pour des
métamatériaux [355]. Pour une synthèse plus détaillée de toutes les dernières avancées, Baranov
et al. ont rédigé un article de synthèse [346].

En revanche, cette approche de l’absorption parfaite n’est pas sans défaut, le principal étant
que l’absorption parfaite n’a lieu que pour une onde incidente bien spécifique. En effet, il est
nécessaire que l’onde incidente soit un vecteur propre de Ŝ associé à une valeur propre nulle pour
que l’absorption soit parfaite. Cela impose une forme bien particulière de l’onde incidente, et il
est donc nécessaire d’ajuster l’amplitude et la phase des différentes ondes incidentes pour que
l’absorption soit parfaite. Autrement dit, il est nécessaire de façonner l’onde incidente (“wavefront
shaping”), ce qui peut être très complexe [356]. Un décalage par rapport à l’optimale aura pour
effet de détériorer l’absorption.

Pour contourner ce problème et permettre l’absorption parfaite d’un grand nombre d’ondes
incidentes différentes et cela à partir du même système, Slobodkin et al. ont récemment mis
au point un nouveau système qu’ils ont nommé l’absorbeur parfait cohérent massivement dégé-
néré [357], dont un schéma est reporté sur la Fig. IV.5(b). Pour ce faire, ils se sont basés sur le
fait que le CPA est l’inversion temporelle de l’émission laser. Pour obtenir une absorption par-
faite de plusieurs modes, il est donc nécessaire d’inverser un laser qui émet ces différents modes
en parallèle. Un tel système correspond à un laser à cavité dégénérée [358], dont la validation
expérimentale a déjà été faite [359,360]. Le système permettant un tel phénomène d’absorption
dégénérée consiste alors en un faible absorbeur placé dans une cavité avec deux lentilles en confi-
guration 4f . En ajustant la longueur de la cavité, il est possible d’absorber un grand nombre de
modes. Néanmoins, chaque mode est parfaitement absorbé a une longueur de cavité légèrement
différente, mais tant que cette différence est faible par rapport à la longueur d’onde, l’absorption
générale sera quasiment parfaite.

Sur la base du phénomène de CPA, il est possible d’imaginer un autre mécanisme qui est l’ab-
sorption cohérente virtuelle [361]. Ici, le terme virtuel signifie que la lumière n’est pas vraiment
absorbée et transformée sous forme de chaleur, mais plutôt stockée pour une durée indéterminée.
Pour ce faire, il est nécessaire que le système n’absorbe pas la lumière (sans perte), impliquant
que les zéros de la matrice de diffusion sont complexes. Malgré tout, si l’onde incidente est un
vecteur propre de Ŝ associé à un des zéros, alors effectivement aucune onde ne sortira du sys-
tème, et l’entièreté de l’onde incidente est donc parfaitement stockée dans le système. Faire cela
nécessite d’utiliser des pulsations complexes, ce qui physiquement impose une croissance expo-
nentielle de l’amplitude de l’onde incidente 8. Par exemple, pour un système ayant deux ports,

8. Si ω = ω′ + iω′′, alors e−iωt = eω
′′te−iω′t, la présence du terme eω

′′t impose la croissance exponentielle.
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une absorption cohérente virtuelle suppose l’illumination du système par deux ondes cohérentes
dont l’amplitude croit exponentiellement au fil du temps (Fig. IV.5(c)). Bien entendu, il n’est
pas possible de maintenir une telle croissance indéfiniment, cela impliquerait des énergies ten-
dant vers l’infini. Par conséquent, le stockage de l’énergie ne peut être fait que pendant un court
instant, et lorsque la modulation exponentielle est coupée, l’entièreté de l’énergie stockée dans
le système est alors réémise. Un tel phénomène a été expérimentalement démontré pour des
ondes élastodynamiques [362], et numériquement étudié dans les résonateurs annulaires en vue
d’applications pour la photonique intégrée [363]. Cependant, il a été démontré que la croissance
exponentielle de l’onde n’est pas nécessaire pour faire de l’absorption cohérente virtuelle [364].
Le système permettant cela est constitué d’un résonateur couplé à un guide d’onde, et l’idée est
de moduler le coefficient de couplage entre les deux au cours du temps (Fig. IV.5(d)). Modéliser
ce système à l’aide de la théorie des modes couplés permet d’établir la relation que le coefficient
de couplage doit respecter pour obtenir une absorption cohérente virtuelle.

Finalement, il est possible de montrer que le CPA est un cas particulier d’une théorie plus
générale qu’est la théorie des modes de diffusion sans réflexion (“theory of reflectionless scattering
modes”, RSM) [365, 366]. Cette théorie s’applique principalement (mais pas exclusivement) aux
systèmes étant composés de plus de deux ports (trois ou plus), pour lesquels les notions de
réflexion et de transmission (au sens global) peuvent devenir complexes à définir rigoureusement.
En effet, dans une telle situation, seules la diffusion entre les ports (tij) et la réflexion dans le
même port (rii) sont définissables. Le cœur de cette théorie réside dans la définition de la notion
de RSM correspondant à une onde incidente particulière qui excite une structure à travers des
ports d’entrée spécifiques de telle sorte à ce qu’aucune réflexion n’ait lieu dans ces mêmes ports
(voir la Fig. IV.5(e) pour une illustration). Soit un système à N ports illuminé par Nin de ces
ports en même temps (Nin ⩽ N). Par commodité le vecteur A est défini de telle sorte que les Nin

premiers termes correspondent aux Nin ports d’entrées. Un RSM implique donc que le vecteur
de sortie B a ses Nin premiers termes nuls. L’énergie portée par les Nout = N − Nin ports de
sortie peut alors être inférieure, égale ou supérieure à l’énergie incidente, selon que le système
est atténuant, sans perte ou amplificateur. À partir de cette définition, on peut remarquer que le
CPA correspond à un cas particulier de cette théorie pour lequel Nin = N impliquant qu’aucune
énergie n’est diffusée par le système (Nout = 0).

Lien vers le sommaire 125



CHAPITRE IV. ABSORPTION QUASI-PARFAITE ET SÉLECTIVITÉ SPECTRALE
AVEC DES MILIEUX ALÉATOIRES

Figure IV.5 – Assortiment de systèmes utilisant une version de l’absorption parfaite cohérente
(a) Gauche : schéma d’un système à deux ports illuminé par un seul côté donnant lieu à une
onde réfléchie et transmise et donc à une absorption non parfaite. Milieu : le même système,
mais illuminé de manière cohérente par les deux côtés et permettant donc d’obtenir une absorp-
tion parfaite cohérente. Droite : les zéros de la matrice de diffusion d’un système sans perte et
représentés dans le plan complexe de la pulsation. Lors de l’ajout de pertes, les zéros ont tendance
à «descendre», éventuellement, ils croiseront l’axe des réels et seront donc accessibles, donnant
lieu au CPA. (b) Gauche : schéma d’un absorbeur parfait cohérent massivement dégénéré où un
faible absorbeur est placé dans une cavité avec deux lentilles en configuration 4f . En variant
la longueur de la cavité, une absorption parfaite est possible. Droite : distribution de l’intensité
réfléchie par le système lorsque la cavité est réglée pour une absorption minimale, montrant la
complexité du faisceau incident. Lorsque la cavité est parfaitement ajustée, l’entièreté du faisceau
incident est absorbée. (c) Schéma d’un système sans perte à deux ports illuminé de manière co-
hérente par les deux côtés par une onde dont l’amplitude augmente exponentiellement au cours
du temps. Si les ondes incidentes sont bien ajustées, l’entièreté de l’énergie est stockée dans le
système et peut être réémis lorsque la modulation exponentielle est arrêtée. (d) Schéma d’un ré-
sonateur ayant un unique mode sans perte et couplé dynamiquement (le coefficient de couplage
change au fil du temps) avec un guide d’onde. Lorsque le coefficient de couplage suit une certaine
fonction, l’entièreté de l’onde incidente est stockée dans le système. (e) Schématisation de la
théorie des modes sans réflexion. Dans le cas général, un système est illuminé par un certain
nombre de ports (dits d’entrée) et de la diffusion a lieu dans tous les ports (d’entrée ou de sor-
tie). Pour un mode sans réflexion, les différents ports d’entrée n’expérimentent aucune réflexion,
et seuls les ports par lesquelles aucune onde n’est incidente peuvent diffuser la lumière. Figures
extraites de (a) [346], (b) [357], (c) [361], (d) [364], (e) [365].
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IV.1.6 Absorption parfaite dans des milieux désordonnés

L’ensemble des systèmes discutés dans les sections précédentes et pour lesquels une absorption
parfaite a été démontrée présentent tous une caractéristique en commun : ce sont tous des
systèmes homogènes (film de graphène ou wafer de silicium) ou ordonnés (cristaux photoniques
ou métamatériaux). Or, rien n’indique que les concepts permettant cette absorption parfaite
(couplage critique, CPA, RSM...) ne peuvent être appliqués dans d’autres situations. De plus,
pour les matériaux ordonnés, les propriétés recherchées sont bien souvent très sensibles aux
différents défauts introduits par l’étape de fabrication, ce qui impose des contraintes fortes sur la
qualité de fabrication. De plus, les différentes méthodes de fabrication (telles que la lithographie à
faisceau d’électrons) sont bien souvent complexes et couteuses [367–369], ce qui couplé à l’exigence
de qualité peut entraver la production de masse.

En comparaison, les milieux désordonnés, tels que ceux étudiés dans le chapitre précédent,
sont généralement plus simples à fabriquer, et donc à produire en masse, mais aussi moins sen-
sibles à des défauts de fabrication de par leur aspect désordonné. En revanche, le désordre de ces
systèmes introduit bien souvent des phénomènes physiques complexes à modéliser/comprendre
et à manipuler. D’ailleurs, alors que l’absorption parfaite dans les milieux ordonnés est maitrisée
depuis quelque décennies, ce n’est que très récemment qu’une absorption parfaite dans un milieu
désordonné a été réalisée. Pour ce faire, deux approches radicalement différentes ont été explo-
rées dans la littérature. Pour rappel, dans le formalisme de la matrice de diffusion, l’absorption
parfaite peut s’écrire sous la forme mathématique suivante : ŜA = 0. Pour réaliser une telle
condition, deux approches sont donc possibles : (i) ajuster A pour un Ŝ donné, ce qui revient à
modifier l’onde incidente et donc à faire du CPA, ou (ii) ajuster Ŝ pour un A fixé, ce qui implique
de modifier le système.

La première approche consiste à faire du CPA dans les milieux désordonnés. Théoriquement,
le CPA est un phénomène général qui ne requiert aucun arrangement géométrique spécifique
du système [348]. Cela implique qu’une telle condition doit être réalisable dans des matériaux
désordonnés, ce qui a été récemment démontré par deux études théoriques [370,371]. Sur la base
de ces études, deux démonstrations expérimentales de ce phénomène ont été mises en place par
Pichler et al. [372] et Chen et al. [373]. Ces deux expériences utilisent un système désordonné
dans lequel l’absorption est variable et contrôlée par un unique élément (antenne ou atténuateur
variable). Pour identifier un zéro de la matrice de diffusion se trouvant sur l’axe des réels, il est
alors possible d’explorer un large espace de fréquences et de valeurs d’absorption.

Le système étudié par Pichler et al. [372] est composé d’un guide d’onde supportant quatre
modes dans l’intervalle de fréquences de 6 à 7.5GHz, ce qui suppose que huit antennes (quatre
de chaque côté du guide d’onde) sont nécessaires pour complètement contrôler le champ injecté.
Au centre du guide d’onde est placé une antenne absorbante autour de laquelle 60 diffuseurs
cylindriques en téflon sont placés aléatoirement (Fig. IV.6(a)). En faisant varier la taille de
l’antenne absorbante (ce qui permet de varier la force d’absorption) et les phases et amplitudes
des huit antennes émettrices, une absorption parfaite est réalisable. En revanche, la moindre
imprécision sur les amplitudes et les phases des ondes injectées se traduit en une diminution
immédiate de l’absorption.

Le système étudié par Chen et al. [373] est constitué de quatre nœuds (physiquement repré-
sentés par trois doubles jonctions en T et un circulateur) reliés ensemble par des câbles coaxiaux,
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le tout formant alors un tétraèdre. Deux des nœuds sont connectés à un analyseur de réseau
PNA-X (générateur des ondes incidentes) avec un déphaseur placé entre les deux, tandis qu’un
autre noeud est connecté à un atténuateur variable (Fig. IV.6(b)). Pour différentes valeurs de
l’atténuation, les auteurs ont mesuré la matrice de diffusion du système à différentes fréquences
(allant de 10MHz à 18GHz) et calculé ses valeurs propres. Faire cela, leur a permis d’étudier
la dynamique des valeurs propres et donc de chercher celles qui croisent l’axe des réels. Ils ont
alors identifié différentes fréquences qui couplées avec la bonne atténuation permet d’obtenir une
absorption parfaite.

Dans la seconde approche, l’onde incidente est arbitraire, mais fixée, et c’est le système qui est
changé dynamiquement pour atteindre la condition d’absorption parfaite. Pour ce faire, le groupe
de del Hougne a mis au point une expérience où le système est une cavité désordonnée (présence
d’une sphère octante) accédée par un unique port. Pour atteindre la condition d’absorption
parfaite (aucune réflexion) pour une onde spécifique (fréquence, amplitude et phase), les auteurs
ont alors placé à l’intérieur de la cavité une surface de 4 × 4 méta-atomes programmables et
binaires [374] (Fig. IV.6(c)). Dans ce contexte, un méta-atome programmable et binaire est un
réflecteur de phase ayant deux modes accessibles électroniquement : (i) un mode résonant à une
fréquence f0 et entrainant un déphasage de π de l’onde réfléchie et (ii) un mode sans déphasage de
l’onde réfléchie. Un exemple de système permettant de réaliser une telle propriété est illustré sur
la Fig. IV.6(d) [375]. Ce système est composé d’un rectangle dont les dimensions sont ajustées
pour être résonant à f0, et couplé à une bande ayant deux longueurs possibles déterminées
par la polarisation d’une diode. Suivant la polarisation de la diode, l’un ou l’autre des deux
modes est accessible. En utilisant plusieurs de ces méta-atomes, il est alors possible d’ajuster
dynamiquement les propriétés de diffusion d’une cavité. Plus le nombre N de méta-atomes est
grand et plus la probabilité de trouver une configuration (parmi les 2N configurations possibles)
permettant une absorption parfaite est grande. Grâce à cette méthode, le groupe de del Hougne
a obtenu une absorption parfaite dans la gamme du gigahertz pour différentes cavités (contenant
plus ou moins de désordre et de ports d’entrée/sortie) [374,376,377].

Pour conclure, obtenir une absorption parfaite dans les milieux désordonnés est possible et
a été démontrée. En revanche, les solutions trouvées s’appuient soit sur une modification de
l’onde incidente pour réaliser le CPA, soit sur une reconfiguration du système à l’aide d’élé-
ments dynamiques. Or, de nombreuses applications ne peuvent pas bénéficier de ces solutions,
car elles doivent fonctionner avec un rayonnement non cohérent et non polarisé (souvent le Soleil)
et ne sont pas compatibles avec l’intégration d’éléments reconfigurables. Comme exemples, on
peut citer diverses technologies du transfert radiatif et importantes pour la transition écologique
telles que : le thermophotovoltaïque [292], l’énergie solaire à concentration [280] ou le refroidis-
sement radiatif [16, 291]. À noter d’ailleurs que toutes les solutions obtenues fonctionnent dans
la gamme du gigahertz, alors que les applications citées fonctionnent dans l’infrarouge. C’est
pourquoi dans la suite de ce chapitre, notre objectif est de concevoir une absorption parfaite
dans l’infrarouge pour des milieux désordonnés composés de particules, et cela sans utiliser de
métasurfaces programmables et sans façonner l’onde incidente. Les seules variables d’ajustement
sont les paramètres constitutifs des particules (taille, fraction volumique, matériau...).
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Figure IV.6 – Absorption parfaite dans des systèmes désordonnés
(a) Gauche : un guide d’onde excité par huit antennes (quatre de chaque côté du guide d’onde)
au centre duquel est mise une antenne absorbante autour de laquelle 60 diffuseurs cylindriques
en téflon sont placés aléatoirement. Droite : l’intensité diffusée par le système en fonction de
la fréquence. En faisant varier la hauteur de l’antenne et donc son absorption, et en utilisant
les bonnes phases et amplitudes pour les huit antennes émettrices, un creux dans la diffusion est
observable, ce qui indique une absorption quasiment parfaite. (b) Gauche : trois doubles jonctions
en T et un circulateur reliés ensemble par des câbles coaxiaux, le tout formant un tétraèdre. Deux
des nœuds sont connectés à un analyseur de réseau PNA-X (générateur des ondes incidentes) avec
un déphaseur placé entre les deux, tandis qu’un autre nœud est connecté à un atténuateur variable.
Droite : la dynamique de certains modes propres de la matrice de diffusion du système dans le plan
complexe de la longueur d’onde lorsque l’absorption est variée. Pour la bonne valeur d’absorption,
les modes propres croisent l’axe des réels et permettent donc d’accéder à une absorption parfaite
cohérente, si l’onde incidente est ajustée correctement. (c) Gauche : une cavité rectangulaire
ayant un port d’entrée et perturbée par une sphère octante, dont les propriétés de diffusion sont
dynamiquement ajustées à l’aide d’une surface de 4× 4 méta-atomes programmables et binaires,
dont un zoom est donné. Droite : la réflexion dans le port d’entrée en fonction de la fréquence
pour différentes configurations de la métasurface. Pour une configuration particulière des méta-
atomes, une absorption parfaite est obtenue (aucune réflexion). (d) Haut : photo d’un méta-
atome programmable et binaire composé d’un rectangle dont les dimensions sont ajustées pour
être résonant à f0, et couplé à une bande ayant deux longueurs possibles déterminées par la
polarisation d’une diode. Bas : le schéma du méta-atome avec les dimensions. Figures extraites
de (a) [372], (b) [373], (c) [374], (d) [375].
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IV.2 Milieux monophasiques : cas des nanoparticules absorbantes

IV.2.1 Définition de l’absorptance d’une lame hétérogène

Les systèmes qui vont nous intéresser dans la suite de ce chapitre sont des lames d’épais-
seur Lz et de longueur Lx, composées de nanoparticules de rayon rp aléatoirement placées dans
l’échantillon avec une fraction volumique fp. L’un des objectifs de ce chapitre est de concevoir
un système présentant une absorption parfaite à une longueur d’onde. Autrement dit, son ab-
sorptance doit être égale à A(λ) = 1. Or, la capacité d’un échantillon de taille finie à absorber
la lumière est définie par son efficacité d’absorption Qabs qui, lorsque le système est illuminé par
une onde plane, est donnée en 2D par le ratio entre la section efficace d’absorption et sa section
transversale : Qabs = σabs/Lx. Dans le cas général, il n’existe pas de lien entre l’absorptance et
l’efficacité d’absorption. En revanche, si la longueur de la lame est très grande devant la lon-
gueur d’onde (Lx ≫ λ), alors l’absorptance et l’efficacité d’absorption sont approximativement
égales [52, sect. 3.4]. Pour comprendre pourquoi une telle relation existe, il est intéressant de
se rappeler que l’absorptance est une grandeur provenant de l’optique géométrique, alors que
l’efficacité d’absorption provient de la résolution des équations de Maxwell. Ainsi, la définition
A = limLx→∞Qabs n’est que la conséquence du fait que l’optique géométrique est une approxi-
mation de l’optique ondulatoire lorsque le système devient grand devant la longueur d’onde.

En parallèle de l’absorptance, il est aussi possible de définir la réflectance et la transmittance
du système à l’aide de la section efficace de diffusion, toujours lorsque Lx ≫ λ. Pour la réflectance,
il est nécessaire de calculer la section efficace de diffusion rétrodiffusée (σrsca, cf. Éq. (II.17a) pour
une définition) et de la normaliser par Lx. Pour la transmittance, le flux en transmission est
composé du flux diffusé vers l’avant par le système, mais aussi du flux incident ; des interférences
sont alors possibles entre les deux ondes. Donc, avant de calculer le flux en transmission, il est
nécessaire d’ajouter la contribution du champ incident à celui diffusé vers l’avant, permettant
ainsi d’obtenir la section efficace de diffusion transmise (σt+inc

sca ). Normalisée par la longueur de
la plaque, cette dernière quantité permet de définir la transmittance. Comme on peut le voir,
l’absorptance, la réflectance et la transmittance sont calculées indépendamment les unes des
autres. Cela nous permet de vérifier après chaque calcul le critère de conservation d’énergie :
A+R+ T = 1.

Jusqu’à maintenant, l’onde illuminant le système a toujours été une onde plane. Cependant,
dans le cas de cette étude, faire ce choix pourrait induire des biais dans le calcul de A, R
et T . En effet, numériquement, une onde plane a une extension infinie, ce qui implique que
quelle que soit la longueur de l’échantillon, des effets de bord sont à prévoir. Pour pallier à ce
problème, il est possible de considérer un faisceau gaussien au lieu d’une onde plane. Par nature,
le faisceau gaussien permet de limiter l’énergie lumineuse aux bords de l’échantillon, et cela
en faisant varier la largeur du faisceau (“waist”), notée ωx. Cela est illustré sur la Fig. IV.7(a)
représentant l’intensité lumineuse suivant la longueur d’un échantillon pour différentes largeurs
de faisceaux. Prendre une largeur de plus en plus petite permet bien de réduire l’intensité aux
bords de l’échantillon, ce qui devrait limiter les effets de bord. En revanche, prendre une largeur
de faisceau trop faible implique que seulement une faible portion de l’échantillon (potentiellement
non-représentative) est sondée, ce qui peut aussi avoir un effet délétère sur le calcul des propriétés
radiatives. En comparaison à l’onde plane, la normalisation permettant d’obtenir A, R et T
change un peu lorsqu’un faisceau gaussien est considéré. Plutôt que de normaliser les différentes
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Figure IV.7 – Convergence des propriétés radiatives en fonction de la longueur de l’échantillon
(a) Intensité normalisée d’un faisceau gaussien ayant différentes largeurs en fonction de la po-
sition. (b-e) La moyenne sur 200 échantillons de l’absorptance (b), la réflectance (c), la trans-
mittance (d) et leur somme (e) en fonction de la longueur de l’échantillon et calculées avec une
onde plane ou un faisceau gaussien ayant différentes largeurs. L’encart de (e) permet de visuali-
ser la très rapide convergence du calcul utilisant un faisceau gaussien. La fraction volumique des
particules est fp = 3%. Dans l’annexe F.2 se trouvent les mêmes figures pour d’autres fractions
volumiques.

sections efficaces (σabs, σrsca et σt+inc
sca ) par la longueur de l’échantillon, il est nécessaire de les

normaliser par l’intégrale de l’intensité du faisceau gaussien suivant sa largeur, donnée par :

I0 =

∫ +∞

−∞
exp

(
−2x2

ω2
x

)
dx. (IV.14)

Numériquement, il n’est pas possible de simuler des échantillons de longueur infinie. Il est
donc nécessaire de caractériser la taille minimale Lx permettant une bonne approximation des
propriétés radiatives à partir des sections efficaces normalisées. Pour cela, le calcul des moyennes 9

de A, R et T en fonction de Lx ∈ [10, 350] µm pour une onde plane (notée OP) et des faisceaux
gaussiens ayant différents wx est représenté sur la Fig. IV.7. Les moyennes ont été réalisées avec
200 agglomérats statistiquement équivalents (seule la position des particules diffère) et composés
de nanoparticules de permittivité εp = −1.026+0.0200i et de rayon rp = 100 nm, dont la fraction

9. Comme dans le chapitre précédent, les milieux considérés sont aléatoires impliquant qu’il est nécessaire de
considérer des moyennes pour être représentatif.
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volumique est fp = 3% 10. La longueur d’onde est fixée à 10 µm impliquant que la plaque testée
la plus étendue est 35 fois plus grande que la longueur d’onde.

Concernant les résultats de l’onde plane, comme attendu, un biais dans le calcul des pro-
priétés radiatives est observable, en ce sens que la conservation de l’énergie n’est pas respectée
(Fig. IV.7(e)). En comparaison au faisceau gaussien, la plus grande erreur est commise sur le
calcul de la transmittance. Cette erreur peut s’expliquer par le fait que l’onde diffusée vers l’avant
par le système interfère avec la partie de l’onde incidente qui n’a pas traversé le système, causant
une diminution de la transmittance. Si le système était véritablement infini, une telle erreur ne
serait pas commise. Au contraire, le calcul de la réflectance ne souffre pas d’une telle imprécision,
car seul le système participe à la réflexion. Finalement, si Lx est suffisamment grand, alors le
calcul de l’absorptance avec une onde plane est en bon accord avec l’utilisation d’un faisceau
gaussien, même si un petit biais est observable. Cette erreur provient sans doute des bords de
l’échantillon où l’environnement des particules est différent de celui des particules dans le volume,
induisant une absorption différente.

Pour le faisceau gaussien, cinq largeurs de faisceau ont été considérées dont la définition est
donnée par ωx = Lx/τω avec τω ∈ J1, 5K. Pour des raisons numériques, il n’est pas possible
de faire la simulation si la largeur du faisceau est inférieure à la longueur d’onde (ωx < λ), ce
qui explique pourquoi les différentes courbes commencent à des longueurs différentes. Dans tous
les cas, la conservation de l’énergie est parfaitement respectée pour quasiment toutes les tailles
d’échantillons. Une très légère erreur est observable pour les plus petites tailles, mais est très vite
corrigée (voir encart de la Fig. IV.7(e)). Concernant le choix de la largeur du faisceau, prendre
les valeurs de ωx = Lx ou ωx = Lx/2 induit une très forte erreur dans le calcul des propriétés
radiatives, ce qui s’explique par de très forts effets de bord. Au contraire, prendre une valeur plus
faible telle que ωx = Lx/5 a tendance à diminuer la vitesse de convergence de A, R et T avec
Lx, il est alors nécessaire de considérer des longueurs plus grandes rendant la simulation plus
complexe. En conséquence, les valeurs ωx = Lx/3 et ωx = Lx/4 semblent être les plus optimales,
et pour lesquelles une bonne convergence est obtenue pour environ Lx ≳ 150 µm et Lx ≳ 220 µm,
respectivement. Au vu de nos capacités de simulation, il a été décidé de prendre ωx = Lx/3 pour
la suite de ce chapitre, permettant, lorsqu’il est nécessaire, de considérer des tailles plus faibles
(et donc d’accélérer les simulations) tout en limitant la perte de précision.

IV.2.2 Absorption des milieux précédemment homogénéisés

Pour commencer cette quête de l’absorption parfaite dans les milieux désordonnés, il est
instructif de se pencher sur les milieux étudiés dans le chapitre précédent et pour lesquels des
propriétés effectives (εeff et µeff) ont été obtenues (Fig. III.15). Pour rappel, ces systèmes sont
constitués de nanoparticules de rayon rp = 100 nm, de fraction volumique fp = 15%, dont
la permittivité est donnée par la relation : εp = 1 − 1/cp + iδp. Comme les propriétés effectives
correspondantes sont connues, il est possible de faire la comparaison entre les propriétés radiatives
(i) obtenues à partir de la simulation faite avec un faisceau gaussien incident sur un système de
nanoparticules, et celles (ii) obtenues à l’aide d’une plaque homogène définie par les propriétés
effectives correspondantes et calculées à partir de l’Éq. (IV.2) (où ε = εeff et µ = µeff). Pour
ce faire, les échantillons considérés ont pour dimensions Lx = 350 µm et Lz = 2 µm. Autrement

10. Il n’a pas été possible de faire le même type d’étude pour fp = 15%, car le calcul prend énormément de
temps. Rien que pour fp = 3%, 13 jours de simulation ont été nécessaires. Cela dit, des résultats très similaires
ont été obtenus pour des fractions volumiques plus faibles, voir annexe F.2.
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Figure IV.8 – Propriétés radiatives en fonction du paramètre matériau
(a) La moyenne sur quatre échantillons de l’absorptance, la réflectance et la transmittance en
fonction du paramètre matériau calculées soit avec un faisceau gaussien (simu), soit avec une
lame homogène (hom) utilisant les propriétés effectives de la sect. III.3.1. Les zones en couleurs
englobent les quatre valeurs obtenues. (b) Les taux d’incohérence total, rétrodiffusé et transmis
en fonction du paramètre matériau.

dit, l’épaisseur des échantillons est cinq fois plus petite que la longueur d’onde de 10 µm. Une
telle configuration est défavorable à l’obtention d’une absorption parfaite, car plus l’épaisseur
est faible, et plus il est attendu que la transmittance soit forte. Malgré tout, dans la plupart des
applications visées par cette étude, l’épaisseur des échantillons est un enjeu majeur, et obtenir
une absorptance parfaite avec un système très fin par rapport à la longueur d’onde est un des
objectifs recherchés. C’est pourquoi un tel choix a été fait.

Le calcul de A, R et T à l’aide du faisceau gaussien pour toutes les valeurs de cp est représenté
sur la Fig. IV.8(a) sous forme de points. Chaque point a été obtenu en faisant la moyenne sur
quatre échantillons, illuminés par un faisceau gaussien de largeur ωx = Lx/3 ≈ 117 µm. Les
zones en couleurs permettent de visualiser l’ensemble des quatre valeurs obtenues pour A, R
et T , ce qui permet d’avoir une appréhension qualitative de l’écart-type pour chaque cas. Les
courbes en trait plein proviennent, quant à elles, du calcul de la lame homogène. Globalement,
les deux méthodes de calculs sont en accord pour un grand nombre de valeurs de cp, excepté
dans l’intervalle [0.2, 0.5] où des différences significatives sont observables et dans l’intervalle
[0.5, 0.6] où de faibles déviations sont visibles. Pour tenter d’expliquer ces différences, les taux
d’incohérence totale, rétrodiffusé et transmis sont reportés sur la Fig. IV.8(b). Pour rappel,
l’homogénéisation ne considère que la partie cohérente de la réponse électromagnétique du milieu
désordonnée, et fait abstraction de la partie incohérente. Lorsque le taux d’incohérence est fort,
l’homogénéisation devient restrictive et ne permet plus de rendre compte du comportement
électromagnétique global du milieu, ce qui est typiquement le cas autour de cp = 0.25. Or, la
simulation de A, R et T à l’aide d’un faisceau gaussien ne fait pas la distinction entre partie
cohérente et incohérente. Cela peut donc expliquer les différences obtenues pour cp ∈ [0.2, 0.5]

où le taux d’incohérence est non-négligeable. En revanche, une telle justification ne permet pas
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d’expliquer les différences observables dans l’intervalle [0.5, 0.6], où l’incohérence est très faible.
Potentiellement, cet écart-là ne provient que d’un problème de statistique (seulement quatre
agglomérats ont été considérés), mais rien ne permet de l’affirmer définitivement.

Le maximum d’absorptance, obtenu à partir de la simulation avec un faisceau gaussien, est de
A ≈ 69.0% pour cp = 0.44. La réflectance associée est de R ≈ 19.4%, alors que la transmittance
est de T ≈ 11.6%. Le fait que l’absorptance soit maximale en cp = 0.44 n’est en-soi pas étonnant
au vu des résultats du chapitre précédent. En effet, obtenir une absorption maximale implique
que la réflectance doit être la plus faible possible, ce qui sous-entend une adaptation d’impédances
entre les milieux émetteur et récepteur. Comme le milieu émetteur est le vide, il est nécessaire
que l’impédance effective du milieu désordonné soit égale à celle du vide (Zeff =

√
µeff/εeff = 1).

Pour ce faire, il est donc obligatoire qu’une perméabilité effective soit présente lors de l’homogé-
néisation, ce qui se trouve être le cas autour de cp = 0.44. En revanche, la perméabilité effective
obtenue ne permet pas de parfaitement compenser la permittivité effective, d’où la forte réflec-
tance calculée. Par ailleurs, une absorption parfaite signifie aussi que la transmittance est nulle.
Pour cela, il est nécessaire que le coefficient d’extinction (κext défini par l’Éq. (III.57)) dans le
milieu désordonné soit très fort. Encore une fois, le coefficient d’extinction maximal calculé à
partir de l’indice de réfraction effectif (Fig. III.19) a été obtenu autour de cp = 0.44. Finalement,
dans un cas où l’absorption n’est pas parfaite, une compétition entre la transmittance et la réflec-
tance s’opère, souvent l’une est diminuée au détriment de l’autre. Par exemple, si l’on augmente
l’extinction, il est fort probable que l’adaptation d’impédances soit moins bonne, et au contraire
améliorer l’adaptation d’impédances (lorsque µ ≈ 1) aura tendance à diminuer l’extinction.

Sans aucune optimisation, il a été possible d’obtenir une absorptance de A ≈ 69.0%, ce
qui est encore loin de l’absorption parfaite désirée, mais représente tout de même une absorption
significative. En comparaison, le maximum d’absorptance d’une lame homogène sans perméabilité
et de même taille est de 73.83%. Cette valeur est obtenue par optimisation numérique pour
ε = 4.030 + 4.304i et µ = 1. Autrement dit, le système désordonné est un peu moins bon que la
meilleure lame homogène présentant le maximum d’absorption. C’est pourquoi dans la section
suivante, on va essayer d’améliorer ce résultat en cherchant à optimiser le milieu désordonné.

IV.2.3 Maximisation de l’absorption, limite des nanoparticules absorbantes
seules

L’objectif est de maximiser l’absorptance d’un milieu désordonné en vue d’applications pour
l’infrarouge. Plus spécifiquement, mes encadrants faisant partie de l’équipe-projet TREE 11 por-
tée par Rodolphe Vaillon du LAAS et pour laquelle, à ce jour, deux “workshop” (en 2022 et
2023) ont été réalisés, nous nous intéressons particulièrement aux applications liées au thermo-
photovoltaïque. En ce sens, il a été décidé de changer de longueur d’onde de travail et de passer
de 10 µm à λ0 = 2 µm (la pulsation vaut donc ω0 ≈ 9.418 × 1014 rad s−1), plus intéressante
pour le TPV. Conformément, l’épaisseur des échantillons a été diminuée de 2 µm à 400 nm pour
garder un système fin par rapport à la longueur d’onde. Plus important encore, le rayon des
particules a lui aussi été diminué de 100 nm à 20 nm, ce qui implique que le ratio entre le rayon
des particules et la longueur d’onde est le même que dans le chapitre précédent. Comme les

11. Un des thèmes de recherche traité par l’équipe-projet est la conversion d’énergie thermique, disponible sous
forme radiative, en énergie électrique, principalement à travers le thermophotovoltaïque, la thermophotonique et
la conversion thermoradiative.
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équations de l’électromagnétisme sont invariantes sous une telle transformation 12, il est toujours
possible d’appliquer un certain nombre des résultats du chapitre précédent, tels que la conver-
gence en degrés multipolaires de la sect. III.2.1 ou les différents régimes d’homogénéisation de la
sect. III.3.3.

Plus important encore, le ratio entre la longueur minimale Lx et la longueur d’onde, obtenu
à la section précédente et permettant au calcul de A, R et T d’être suffisamment précis, est
lui aussi inchangé sous cette transformation. Par conséquent, une longueur de Lx = 30 µm
avec une largeur de faisceau de ωx = Lx/3 = 10 µm est suffisant pour calculer les propriétés
radiatives avec une bonne précision. Cependant, dans la suite de ce chapitre, et sauf indication
contraire, les échantillons considérés ont toujours une longueur de Lx = 70 µm 13 et une épaisseur
de Lz = 400 nm 14, ils sont aussi toujours illuminés par un faisceau gaussien de largeur ωx =

Lx/3 ≈ 23.3 µm en incidence normale. Finalement, pour être le plus général possible et permettre
aux particules d’interagir au maximum, plus aucune distance minimale n’est considérée entre
elles ; autrement dit rδ = rp = 20nm. Dans le chapitre précédent, une distance minimale était
nécessaire pour que le calcul des sections efficaces de diffusion et d’absorption soit suffisamment
précis avec un nombre restreint de degrés multipolaires. Sans cette distance minimale, aucune
convergence des propriétés n’a été observée pour des valeurs de cp ∈ [0.1, 0.3] même lorsque
15 degrés multipolaires sont utilisés (Fig. III.5). Or, comme on va le voir dans les prochains
paragraphes, les valeurs de cp adaptées à l’obtention du maximum d’absorptance sont autour de
cp ∈ [0.4, 0.5] pour lesquelles aucun problème de convergence n’a été noté.

Pour obtenir un maximum d’absorptance, outre la longueur d’onde et le rayon des particules
qui sont fixés, il est possible de faire varier trois paramètres : (i) la fraction volumique de particules
fp, (ii) la partie réelle de la permittivité des particules Re(εp) et (iii) la partie imaginaire de la
permittivité des particules Im(εp). Intuitivement, on s’attend à ce que plus la fraction volumique
de particules absorbantes est élevée, plus l’absorptance est grande. C’est pourquoi, plutôt que
d’utiliser la fraction volumique comme une variable d’ajustement, dans la suite de ce chapitre, on
va étudier l’évolution du maximum d’absorptance avec la fraction volumique. Pour ce faire, sept
valeurs de la fraction volumique ont été sélectionnées : fp ∈ [1− 5, 10, 15]%. Par ailleurs, comme
dans le chapitre précédent, au lieu d’utiliser la permittivité εp comme variable, on va utiliser les
paramètre matériau cp et de perte δp. Pour rappel, la relation entre ces grandeurs est donnée par :
εp = 1−1/cp+iδp. Pour obtenir le maximum d’absorptance pour chaque fraction volumique, il est
alors possible d’utiliser un algorithme de minimisation, tel que la méthode du gradient conjugué
ou les méthodes quasi-Newton [378], sur la fonction 1−A(cp, δp) 15. En revanche, comme le milieu
est désordonné, il est préférable de considérer la moyenne de l’absorptance ⟨A⟩N sur un nombre
N d’échantillons pour être plus précis sur la détermination du meilleur couple (cp, δp), ce qui
revient à minimiser 1− ⟨A⟩N (cp, δp).

Le résultat de la minimisation (i.e. les valeurs de cp et δp permettant d’obtenir l’absorp-
tance maximale) pour N ∈ [1, 5, 50] en fonction de la fraction volumique est représenté sur les
Fig. IV.9(a) et (b). L’ensemble des valeurs optimales sont disponibles dans la Table F.1 de l’an-

12. La transformation en question : changer le rayon des particules et la longueur d’onde, mais en gardant leur
ratio et l’indice de réfraction constants.

13. Prendre une telle longueur permet d’assurer que les propriétés radiatives sont bien calculées.
14. Il y a donc un rapport cinq entre la longueur d’onde et l’épaisseur des échantillons.
15. Comme le maximum de l’absorptance est 1, trouver son maximum revient à trouver le minimum de la

fonction 1−A(cp, δp).
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Figure IV.9 – Résultats de la maximisation de l’absorptance d’une texture de particules ab-
sorbantes
(a) le paramètre matériaux et (b) le paramètre de perte permettant de maximiser l’absorptance
d’une texture de particules absorbantes et obtenues pour différentes nombre N d’échantillons en
fonction de la fraction volumique. (c) Les propriétés radiatives associées aux paramètres optimaux
et moyennées sur un ensemble d’échantillons en fonction de la fraction volumique, le tout mis
sous la forme d’un diagramme de violon (“violin plot”). Les barres d’erreur englobent l’ensemble
des réalisations. Les croix noires correspondent au cas cp = 0.44 et δp = 0.1 avec fp = 15%.

nexe F.1. On peut observer que les résultats obtenus avec N = 5 et N = 50 sont en très bon
accord entre eux, alors qu’utiliser un seul agglomérat pour la minimisation tend à introduire
une erreur dans l’extraction des valeurs optimales. En comparaison à la section précédente où le
maximum d’absorptance a été obtenu pour cp = 0.44 et δp = 0.1 (voir les croix noires), ici les
paramètres optimisés pour une fraction volumique de 15% sont : cp = 0.4419 et δp = 0.08429.
Ces deux couples de paramètres étant très proches, on peut s’attendre à ce que l’absorptance
maximale pour fp = 15% ne soit pas très loin des 69.0% obtenus précédemment. Mais avant
de passer aux résultats concernant les propriétés radiatives, il est intéressant d’étudier plus en
détails le comportement des paramètres matériau et de perte avec la fraction volumique.

Comme on l’a vu dans le chapitre II, en 2D, la condition plasmon (donnant lieu au maximum
d’absorption) pour une particule unique de taille infinitésimale est donnée par [69] : εp = −1 ⇔
cp = 0.5, δp = 0. Dans le cas d’une particule de taille non-nulle, mais toujours petite devant la
longueur d’onde (rp/λ ≲ 0.04), on a vu dans la sect. II.2.3 que les paramètres matériau et de
perte permettant d’obtenir le maximum de la section efficace d’absorption sont des fonctions du
ratio rp/λ données par l’Éq. (II.24). Pour une particule de rayon rp = 20nm et une longueur
d’onde de λ0 = 2 µm, appliquer cette équation donne : c0p = 0.497 et δ0p = 6.25×10−3 ; ces valeurs
sont représentées par les lignes noires horizontales en pointillées des Fig. IV.9(a) et (b). Lorsque
la fraction volumique tend vers 0 (et donc qu’on se rapproche du comportement de la particule
unique), les paramètres extraits doivent tendre vers ces valeurs c0p et δ0p. Au contraire, lorsque la
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fraction volumique augmente, les interactions entre particules deviennent plus nombreuses, il est
alors attendu que la condition plasmon dévie fortement de ces valeurs (c0p et δ0p). D’après l’AME
de MG, la condition plasmon en fonction de la fraction volumique est donnée par cp = (1−fp)/2
(cf. l’Éq. (III.28) pour la justification). Une telle évolution est illustrée par la courbe verte en
pointillée de la Fig. IV.9(a), et n’est clairement pas en adéquation avec les valeurs extraites. Au
contraire, une fonction ayant une forme similaire que celle pour la particule unique permet de
très bien reproduire le comportement de cp. Pour le paramètre de perte, une évolution linéaire
avec la fraction volumique est observable. Pour chacun des paramètres, les fonctions extraites à
partir des données pour N = 5 sont :

1

cp
=

1

0.497
+ 7.91f1.82p , (IV.15a)

δp = 0.489fp + 6.25× 10−3, (R2 = 0.9791). (IV.15b)

À l’aide des paramètres obtenus avec N = 5, il est finalement possible de calculer la moyenne
de A, R et T sur un ensemble d’échantillons dont le nombre dépend de la fraction volumique 16 ;
les quantités suivantes ont été utilisées : Nit ∈ [400, 300, 200, 100, 50, 50, 50] pour respectivement
fp ∈ [1, 2, 3, 4, 5, 10, 15]%. Les propriétés radiatives calculées sont reportées sur la Fig. IV.9(c)
sous forme de graphes de violon (“violin plot”) auxquels la valeur moyenne est superposée. Ce
type de graphique est similaire au diagramme en boîte (“box plot”), sauf qu’il montre également
la densité de probabilité des données pour différentes valeurs (les zones en couleurs) et les barres
d’erreur représentent donc l’ensemble des valeurs obtenues. Comme attendu, l’absorptance est
une fonction croissante de la fraction volumique, impliquant que le maximum d’absorptance est
donnée pour fp = 15%. Ce maximum (∼ 69.9%) est très proche de la valeur obtenue pour
cp = 0.44 et δp = 0.1 dans la section précédente (cf. les croix noires). Autrement dit, malgré
l’optimisation des systèmes, aucune amélioration significative de l’absorptance n’est observée.
La raison principale qui empêche les systèmes étudiés d’atteindre des absorptances plus élevées
est leur réflectance qui, quelle que soit la fraction volumique, est constante autour de 18%.
En clair, l’adaptation d’impédances ne s’améliore pas avec la fraction volumique. A contrario,
comme on pouvait s’y attendre, augmenter la fraction volumique tend bien à faire diminuer la
transmittance. Malgré tout, elle reste supérieur à 10% même pour fp = 15%, ce qui est bien
trop élevée. Une telle transmittance peut s’expliquer par l’épaisseur très fine des échantillons
(seulement 400 nm) en comparaison à la longueur d’onde (2 µm).

En conclusion, un système désordonné composé d’un seul type de nanoparticules ne permet
pas d’obtenir une absorption parfaite et cela lorsqu’il est mis sous la forme d’une lame dont
l’épaisseur est très fine par rapport à la longueur d’onde. Comme il a été présenté dans l’in-
troduction de ce chapitre, l’obtention d’une absorption parfaite peut être réalisée à l’aide du
couplage critique, dont la condition est que les pertes radiatives et non-radiatives soient égales.
Dans notre cas, une telle condition est donnée par σsca = σabs. Or, il est possible de montrer
que des particules petites devant la longueur d’onde et très absorbantes auront tendance à fai-
blement diffuser la lumière, i.e. σsca < σabs. Donc en vertu du couplage critique, il est normal
que l’absorption des systèmes étudiés dans cette section ne soit pas parfaite. À noter tout de
même que le concept de couplage critique n’est, en toute rigueur, strictement applicable que

16. Comme le temps de simulation d’un échantillon est beaucoup plus long pour fp = 15% que pour fp = 1%,
il a été décidé que le nombre d’échantillons dépendrait de la fraction volumique.
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dans des systèmes avec des résonances isolées [366], ce qui, compte tenu du caractère aléatoire
des systèmes particulaires étudiés et des fortes interactions entre particules, a peu de chance de
se produire. Malgré cela, et face au constat que σsca < σabs, nous avons eu l’idée de doter le
milieu désordonné d’un second type de particules dont l’unique rôle est de diffuser la lumière.
Cela devrait permettre d’augmenter l’absorption générale par un effet similaire au couplage cri-
tique. Comme on va le voir dans la section suivante, lorsque les caractéristiques de ce second type
de particules sont ajustées correctement, il est possible d’obtenir une amélioration significative
de l’absorptance par rapport aux résultats de cette section. Pour faciliter la comparaison entre
les résultats des différentes sections, dans la suite de ce chapitre, les données illustrées sur la
Fig. IV.9 sont renommées cmono

p (fp), δmono
p (fp), Amono(fp), Rmono(fp) et Tmono(fp), car elles ont

été obtenues pour des textures monophasiques (en comparaison aux textures biphasiques qu’on
va maintenant étudier).

IV.3 Milieux biphasiques : ajout de nanoparticules diffusantes

IV.3.1 Définition du système biphasique et convergence des degrés multipo-
laires

L’idée pour améliorer l’absorptance des systèmes particulaires étudiés est d’y incorporer un
second type de particules, dont le rôle est de diffuser la lumière, et ayant des caractéristiques
(rayon et permittivité) différentes des premières. Donc, on passe d’un système monophasique, à
un système biphasique. Néanmoins, il ne serait pas intéressant que l’absorption augmente juste
à cause d’un ajout de particules absorbantes (l’objectif étant plutôt d’obtenir une absorption
parfaite et une sélectivité spectrale en se basant sur les interactions entre particules). En consé-
quence, pour éviter cela, il est imposé que ce second type de particules n’absorbe pas la lumière,
et cela en forçant la partie imaginaire de leur indice de réfraction à être nulle. En résumé, en
se basant sur les acquis du couplage critique, l’obtention d’une absorption parfaite est investi-
guée dans des systèmes biphasiques constitués d’une part de particules absorbantes, typiquement
celles étudiées dans la section précédente, dont le rôle est d’absorber la lumière, et d’autre part
de particules diffusantes dont le rôle est de diffuser la lumière.

Les différentes étapes de la création d’une texture biphasique de longueur Lx et d’épaisseur Lz

sont illustrées sur la Fig. IV.10. À noter que les limites des échantillons illustrées sur ces figures par
des rectangles noirs ne sont que figuratives. En d’autres termes, les particules sont positionnées
dans le vide et aucune limite physique n’existe entre le milieu extérieur et l’échantillon. Cela
implique qu’aucun échantillon ne présente une surface plane à l’onde incidente, tous ont une
rugosité de surface. La première étape consiste à générer aléatoirement une texture de particules
absorbantes 17 de rayon rp = 20nm et de fraction volumique fp. Dans cette texture initiale, le
nombre de particules N i

p est donné par :

N i
p = fp

LxLz

πr2p
. (IV.16)

Pour la deuxième étape, il est nécessaire de générer aléatoirement une texture de particules
diffusantes 18 de rayonRd dont le nombreNd reste à définir. La troisième et dernière étape consiste

17. Dans la suite du manuscrit, on abrégera le nom en «texture absorbante».
18. Pareil, on abrégera le nom en «texture diffusante».
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Figure IV.10 – Les différentes étapes de la création d’une texture biphasique

à fusionner les deux textures ensembles permettant d’obtenir la texture biphasique. Bien entendu,
durant cette opération, il est possible que des particules de différents types se superposent, ce qui
n’est pas souhaité. Ce problème est résolu en supprimant toutes les particules absorbantes qui
s’intersectent avec les particules diffusantes. Autrement dit, le nombre de particules absorbantes
dans la texture finale Nf

p est inférieur à celui de la texture initiale (Nf
p ⩽ N i

p) et est donné par :

Nf
p = N i

p −NbN
in
p , avec N in

p = fp

(
Rd + rp
rp

)2

, (IV.17)

oùN in
p représente le nombre moyen de particules absorbantes qui s’intersectent avec une particule

diffusante. Finalement, pour fixer le nombre de particules diffusantes, on fixe un ratioRp/d entre le
nombre de particules absorbantes dans la texture finale et celui de diffusantes, i.e. Rp/d = Nf

p /Nd.
Avec cette définition, le nombre de particules diffusantes est donné par :

Nd =
N i

p

Rp/d +N in
p

. (IV.18)

Comme le système est constitué de deux types de particules différentes, il est possible que le
nombre de degrés multipolaires nécessaire pour obtenir une convergence des propriétés radiatives
soit modifié par rapport au chapitre précédent (sect. III.2.1). En particulier, le fait qu’aucune
distance minimale entre les particules ne soit considérée peut complexifier cette convergence. À
noter que pour cette étude de convergence, le rayon des particules diffusantes est fixé à Rd =

80nm, ce choix est justifié et discuté dans la sect. IV.3.3. En premier lieu, seules les particules
absorbantes (texture 1) sont considérées.

L’erreur relative de l’absorptance moyenne 19 en fonction du degré multipolaire des particules
absorbantes (noté dma ) est représenté sur la Fig. IV.11(a) pour différentes fractions volumiques.
Cette erreur relative est calculée en normalisant la différence entre l’absorptance calculée à un de-
gré dma et celle à dma = 25 par l’absorptance calculée à dma = 25 : | ⟨A⟩5 (25)−⟨A⟩5 (dma )|/ ⟨A⟩5 (25).
Seulement deux degrés multipolaires sont nécessaires pour obtenir une erreur relative inférieure
à 0.1% (symbolisée par le trait en pointillé noir) et ce quelle que soit la fraction volumique.
Pour la texture 2, constituée seulement des particules diffusantes, des résultats similaires sont

19. Cinq échantillons différents sont considérés pour chaque fraction volumique.
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Figure IV.11 – Convergence des propriétés radiatives avec le nombre de degrés multipolaires
(a)/(b) l’erreur relative de la moyenne sur cinq échantillons de l’absorptance/la réflectance pour
une texture de particules absorbantes/diffusantes en fonction du nombre de degrés multipolaires
et pour différentes fractions volumiques. (c-f) L’erreur relative de la moyenne sur cinq échan-
tillons de l’absorptance de la texture biphasique en fonction du degré multipolaire des particules
diffusantes dmd pour différents degrés multipolaire des particules absorbantes dma et cela pour dif-
férentes fractions volumiques (c) fp = 1%, (d) fp = 2%, (e) fp = 3% et (f) fp = 4%.

obtenus, et trois degrés multipolaires suffisent largement. À noter que les particules diffusantes
n’absorbant pas la lumière, la propriété pertinente est donc la réflectance R du système plutôt
que l’absorptance A.

Pour la texture 3, constituée du système biphasique, chaque type de particules peut avoir
un degré multipolaire indépendamment de l’autre. Donc, au lieu d’une simple ligne (erreur en
fonction du degré), il est nécessaire de calculer une cartographie. Une telle figure étant peu lisible,
il a été décidé de tracer l’erreur de l’absorptance moyenne (sur les cinq échantillons ⟨A⟩5) en
fonction du degré multipolaire des particules diffusantes (noté dmd ) et cela pour différents degrés
des particules absorbantes (noté dma ). Les Fig. IV.11(c-f) représentent les résultats pour différentes
fractions volumiques. Comme on peut le voir, le comportement est beaucoup plus complexe que
pour les deux premières textures : la convergence est plus lente et présente des oscillations
plutôt qu’une décroissance monotone. De plus, prendre seulement deux degrés multipolaires
n’est absolument plus suffisant pour obtenir une précision acceptable. De manière intéressante,
il semblerait que le degré multipolaire des particules diffusantes a plus d’importance que celui
des particules absorbantes. En effet, passer de dma = 10 → 25 (courbe violette à jaune) ne change
quasiment pas le résultat lorsque dmd ⩽ 15 (les courbes sont superposées), alors que faire de
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même pour les particules diffusantes change significativement l’erreur. Cela semble indiquer que
les différents mécanismes physiques au sein des échantillons sont en grande partie pilotés par les
particules diffusantes, plutôt que celles absorbantes. Finalement, prendre dma = dmd = 10 permet
d’atteindre des erreurs suffisamment faibles (autour de 0.1%) sur l’extraction des propriétés
radiatives.

IV.3.2 Effet de l’indice de réfraction des particules diffusantes sur l’absorp-
tion

Maintenant que le système a été défini et qu’on a déterminé le nombre de degrés multipo-
laires nécessaires, il est possible d’essayer de maximiser l’absorptance. Cependant, comparé à la
sect. IV.2.3 où seuls deux paramètres (cp et δp) étaient variés pour obtenir le maximum d’absorp-
tance, avec cette texture biphasique, il y a désormais six paramètres variables : cp, δp, εd, µd, Rd

et Rp/d. L’espace des solutions étant bien plus grand que précédemment, il n’est pas envisageable
de faire une recherche à l’aveugle de la solution, alors même que plusieurs solutions potentielles
peuvent exister. En premier lieu, il est donc nécessaire d’étudier et de comprendre l’effet des par-
ticules diffusantes sur les propriétés radiatives de la texture. Pour commencer, on va s’intéresser
à l’effet de leur indice de réfraction, tandis que dans la prochaine section l’effet de leur taille sera
exploré. La fraction volumique de particules absorbantes est fixée à fp = 4% et le ratio entre
absorbantes et diffusantes est de Rp/d = 5. Encore une fois, le rayon des particules diffusantes
est fixé à Rd = 80nm, et la permittivité des particules absorbantes est de εp = −1.028+0.0345i.
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Figure IV.12 – Effet de l’indice de réfraction des particules diffusantes sur l’absorptance
(a) L’absorptance d’un échantillon biphasique de fraction volumique fp = 4% et la réflectance de
la texture diffusante associée et (b) la section efficace de diffusion pour différents degrés multipo-
laires d’une particule diffusante en fonction de l’indice de réfraction des particules diffusantes. Le
trait horizontal en pointillé rouge correspond au maximum d’absorptance de la texture absorbante
associée Amono(4%). (c) Le diagramme de diffusion associé aux pics de la section efficace de
diffusion de chaque ordre multipolaire (soulignés par une étoile).
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Le calcul de l’absorptance d’un échantillon biphasique en fonction de l’indice de réfraction
des particules diffusantes (nd =

√
εdµd) est reporté sur la Fig. IV.12(a). À noter que seule la

permittivité est variée pour le moment (µd = 1), l’effet de la perméabilité est discuté peu après.
Le trait horizontal en pointillé représente l’absorptance de la texture absorbante associée culmi-
nant à Amono(4%) = 64.7%. On peut observer que pour certains indices de réfraction (autour
de nd ∼ 9.5 et nd ∼ 22), l’absorptance présente une forte augmentation, montant jusqu’à un
maximum de 90.7%. Autrement dit, lorsque l’indice des particules diffusantes est ajusté cor-
rectement, une augmentation significative de l’absorptance est observée par rapport aux seules
particules absorbantes. Par conséquent, l’utilisation d’une texture biphasique est prometteuse
pour l’obtention d’une absorptance parfaite. Pour comprendre les mécanismes sous-jacents à
cette augmentation, il est intéressant de se pencher sur l’évolution, en fonction de l’indice, de la
réflectance de la texture diffusante associée (cf. la courbe bleue de la Fig. IV.12(a)). Remarqua-
blement, certains pics de réflectance (autour de nd ∼ 9.5 et nd ∼ 22) sont fortement corrélés aux
pics d’absorptance, alors que d’autres pics de réflectance (autour de nd ∼ 15 et nd ∼ 20.5) auront
plutôt tendance à diminuer l’absorptance globale par rapport à la seule texture absorbante. À
noter que le fait que le système de particules diffusantes constitue un très bon réflecteur et que
cela soit corroboré avec une absorption améliorée n’est pas sans rappeler les articles de Lee et
al. [343, 345] pour lesquelles une absorption parfaite est obtenue dans des cristaux photoniques
en couplant deux modes de natures différentes et dont l’un des modes correspond à un réflecteur
parfait. En conséquence, le système biphasique serait potentiellement un moyen de mimer un
système à un port, permettant ainsi d’obtenir une absorption parfaite. Ce point est discuté un
peu plus en détails dans la sect. IV.3.5.

Pour aller plus loin dans l’analyse, il est possible d’étudier le comportement de la section
efficace de diffusion de chaque ordre multipolaire d’une unique particule diffusante en fonction
de son indice. Les résultats sont reportés sur la Fig. IV.12(b). Encore une fois, on peut observer
une très forte corrélation entre les pics de la section efficace de diffusion et ceux de la réflectance,
les deux se produisant approximativement pour les mêmes indices. De plus, les deux pics de
réflectance induisant une augmentation de l’absorptance proviennent tous deux d’un pic lié à
l’ordre monopolaire (n = 0), alors que les ordres dipolaire (n = 1) et quadrupolaire (n = 2)
impliquent tous deux une diminution de l’absorptance. De ce fait, juste avec le comportement
d’une particule diffusante (section efficace de diffusion), il est possible d’inférer le comportement
général de la texture diffusante (réflectance) et donc de la texture biphasique (absorptance).
Avoir cette information va grandement simplifier l’obtention d’un maximum d’absorptance, car,
au lieu de chercher de manière plus ou moins aléatoire parmi toutes les solutions possibles, il
suffit de chercher la solution autour des paramètres (taille, permittivité) donnant lieu à une très
forte réponse du degré monopolaire de la particule diffusante. À noter qu’il existe par consé-
quent une infinité de solutions, toutes mathématiquement équivalentes, permettant d’améliorer
l’absorptance de la texture biphasique.

Pour finir sur ces courbes, il est possible de calculer le flux en champ lointain d’une particule
diffusante pour chacun des pics de la section efficace de diffusion (illustrés par une étoile sur la
Fig. IV.12(b)), les résultats sont représentés sur la Fig. IV.12(c). Les deux pics pour nd ∼ 9.4 et
nd ∼ 21.9 produisent un flux quasiment isotrope, alors que pour les deux autres pics, le flux est
plus directif. Qualitativement, le degré monopolaire, de par son caractère isotrope, a tendance à
rediriger l’énergie dans l’ensemble de l’échantillon, permettant alors aux particules absorbantes
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d’absorber plus de lumière. Cet effet est observable sur la Fig. F.5 de l’annexe F.3. Au contraire,
les degrés dipolaire et quadrupolaire présentent un motif en champ lointain beaucoup plus directif,
ce qui a pour conséquence de diffuser la lumière en dehors de l’échantillon, empêchant donc les
particules absorbantes de l’absorber.

Les résultats précédents ont été obtenus en faisant varier seulement la permittivité (εd) de
la particule diffusante (avec µd = 1). Néanmoins, il est aussi possible de faire varier en parallèle
la perméabilité (µd), mais toujours de manière à ce que la particule n’absorbe pas la lumière.
Cela permet d’obtenir une cartographie de l’absorptance de la texture biphasique en fonction
de la permittivité et de la perméabilité. Le calcul d’une telle cartographie prenant beaucoup de
temps, la fraction volumique des particules absorbantes est fixée à fp = 1%, leur permittivité à
εp = −1.012+0.0119i et le ratio à Rp/d = 2. La cartographie de la différence entre l’absorptance
de la texture biphasique (Abi) et celle de la texture absorbante associée (Amono) est reportée sur
la Fig. IV.13(a). Il est possible d’observer une succession de pics (zones rouges) et de creux (zones
bleues) correspondant respectivement à une augmentation et une diminution de l’absorptance
par rapport à Amono. Pour obtenir l’absorptance maximale, il est alors possible de chercher les

Figure IV.13 – Effet de la permittivité et de la perméabilité des particules diffusantes sur
l’absorptance
(a) La différence entre l’absorptance d’un échantillon biphasique (Abi) et le maximum d’absorp-
tance de la texture absorbante (Amono) pour fp = 1% et (b) la section efficace de diffusion d’une
particule diffusante en fonction de sa permittivité et sa perméabilité. Les graphes (c) et (d) repré-
sentent des coupes pour µd = 20 des cartographies associées. (c) De nombreuses structures très
fines parsèment la coupe de l’absorptance, et pour chacune d’entre elle, un pic d’un des ordres
multipolaires de la particule diffusante leur est attribuable. (d) Chaque courbe représente la sec-
tion efficace de diffusion d’un ordre multipolaire σnsca.
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paramètres optimaux dans une des zones rouges.
Encore une fois, il est possible de mettre ce résultat en corrélation quasi-parfaite avec la car-

tographie de la section efficace de diffusion d’une particule diffusante, Fig. IV.13(b). Les zones
claires et larges correspondent à la résonance du monopôle et sont corrélées avec une augmenta-
tion de l’absorptance, alors que les zones claires et fines sont liées à l’ordre dipolaire et induisent
une diminution de l’absorptance. De manière plus précise, il est possible de ne s’intéresser qu’à
une coupe de ces cartographies, les Fig. IV.13(c-d) sont prises pour µd = 20. Il est alors possible
d’observer de nombreuses structures très fines parsemant la courbe de l’absorptance, et pour cha-
cune d’entre elle, un ordre multipolaire de la particule diffusante leur est attribuable. En effet, les
annotations de la Fig. IV.13(c) correspondent aux positions exactes des maximas de la section ef-
ficace de diffusion des différents ordre multipolaires de la particule diffusante (cf. la Fig. IV.13(d)
pour les courbes). Par ailleurs, chaque large augmentation de l’absorptance est encore une fois
attribuable au monopôle de la particule diffusante (courbe noire de la Fig. IV.13(d)).

Finalement, du point de vue de l’absorptance de la texture biphasique, il est équivalent de
faire varier la permittivité (εd) ou la perméabilité (µd) des particules diffusantes. Autrement dit,
pour une valeur de εd (resp. µd), il est toujours possible de trouver une ou plusieurs valeurs
de µd (resp. εd) permettant un maximum de l’absorptance. Comme les matériaux diélectriques
présentant des propriétés magnétiques ne sont pas communs, dans la suite de ce chapitre, seule
εd sera utilisée comme variable d’ajustement, et la perméabilité sera toujours fixée à µd = 1. Par
ailleurs, il est possible de remarquer que les indices de réfraction nécessaires pour obtenir un gain
d’absorptance sont très élevés : nd ∼ 9.5. Ce genre d’indice de réfraction n’est pas envisageable
avec des matériaux conventionnels à λ0 = 2 µm. En revanche, comme on le verra dans la section
suivante, il est possible de considérer des indices de réfraction plus faible, à condition d’augmenter
le rayon des particules diffusantes.

IV.3.3 Effet de la taille des particules diffusantes sur l’absorption

Maintenant qu’on a une idée plus précise de l’indice de réfraction des particules diffusantes
nécessaire pour obtenir un maximum d’absorptance, il est possible d’étudier l’impact de leur
taille. Pour ce faire, il est possible d’appliquer un algorithme de minimisation sur la quantité
1 − ⟨A⟩N , comme dans la sect. IV.2.3, pour différents rayons des particules diffusantes, et cela
en considérant les variables d’ajustement suivantes : cp, δp, nd et Rp/d

20. La difficulté de cette
étude réside dans la détermination du ratio Rp/d permettant d’obtenir un maximum, le ratio
Rp/d étant un paramètre un peu spécial en comparaison aux trois autres. En effet, pour un rayon
Rd fixé, changer de ratio implique que la micro-structuration des échantillons changent, car le
nombre de particules diffusantes à insérer dans la texture absorbante change. Or, changer de
système implique que l’absorptance calculée change elle aussi, ce qui fausserait complètement
l’algorithme de minimisation 21. La seule manière d’éviter ce problème serait de prendre un très
grand nombre d’échantillon (N) pour calculer ⟨A⟩N , permettant ainsi d’avoir une valeur stable,
mais au détriment du temps de calcul qui deviendrait ingérable. Cette solution n’étant pas
applicable, il est nécessaire de fixer le ratio Rp/d avant chaque procédure de minimisation. En

20. Il est attendu que pour deux rayons de particules diffusantes différents, deux ratios différents soient requis.
21. Un changement du ratio Rp/d induit une discontinuité dans la fonction à minimiser ce qui est très mal

géré par les algorithmes de minimisation. Celui utilisé ici correspond à l’algorithme du simplexe développé par
Lagarias et al. [379] et codé en Matlab.
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Figure IV.14 – Effet du rayon des particules diffusantes sur l’absorptance
(a) La différence entre la moyenne sur 50 échantillons de l’absorptance de la texture biphasique
et le maximum d’absorptance de la texture absorbante en fonction du rayon des particules diffu-
santes, pour différentes fractions volumiques et une longueur d’onde de 2 µm. Les barres d’erreur
représentent la déviation standard. (b) La section efficace de diffusion d’une particule diffusante
en fonction de son indice de réfraction et du ratio entre sa taille et la longueur d’onde. Les annota-
tions correspondent aux degrés multipolaires associés à chaque bande. Les symboles correspondent
aux paramètres optimaux permettant d’obtenir l’absorptance maximale. (c) Le diagramme de dif-
fusion pour différents ratios entre le rayon de la particule et la longueur d’onde. Les indices de
réfraction permettant de calculer ces diagrammes ont été obtenus à l’aide de l’Éq. (IV.19).

conséquence, pour chaque rayon de particule Rd, la procédure de minimisation doit être lancée
pour un ensemble de ratios fixés à Rp/d ∈ [1 − 10, 15, 20, 25, 30], augmentant significativement
le nombre de calculs nécessaires pour trouver la solution. Pour garder un temps de simulation
acceptable, la minimisation se fait sur un échantillon (N = 1) de longueur Lx = 30 µm. À la fin
de cette procédure, le quadruplet (cp, δp, nd, Rp/d) optimal permettant la meilleure absorptance
pour chaque rayon de particules diffusantes est sélectionné.

Avec l’obtention de la meilleure solution pour chaque rayon des particules diffusantes, il
est maintenant possible de calculer l’absorptance moyenne sur 50 agglomérats de longueur
Lx = 70 µm. Le résultat d’une telle étude pour trois fractions volumiques est reporté sur la
Fig. IV.14(a), représentant la différence entre l’absorptance de la texture biphasique (Abi) et le
maximum d’absorptance (Amono(fp)) obtenue pour la texture absorbante. Les barres d’erreur
représentent la déviation standard. Comme l’épaisseur des échantillons est de 400 nm, le rayon
maximum autorisé pour les particules diffusantes est de 200 nm. Au-delà de cette valeur, les
particules se trouveraient en dehors des limites de l’échantillon. Quel que soit le rayon des par-
ticules diffusantes, une augmentation de l’absorptance par rapport au maximum établi par les
particules absorbante (texture monophasique) est observable (la différence étant positive). Pour

Lien vers le sommaire 145



CHAPITRE IV. ABSORPTION QUASI-PARFAITE ET SÉLECTIVITÉ SPECTRALE
AVEC DES MILIEUX ALÉATOIRES

des rayons inférieurs à 100 nm, l’augmentation d’absorptances est globalement indépendante du
rayon, et un semblant de plateau est observé. Les fluctuations observées autour de Rp = 100 nm

pour fp = 2% et la faible décroissance pour les petits rayons peuvent être expliquées par deux
arguments complémentaires : (i) le fait qu’un seul échantillon ait été utilisé pour la minimisation
induisant des paramètres sous-optimaux très dépendants de la micro-structuration particulière
de l’échantillon utilisé, (ii) l’utilisation de nombres entiers pour le ratio Rp/d qui limite les pos-
sibilités. Pour des rayons supérieurs à 100 nm, une décroissance quasi-linéaire de l’absorptance
est obtenue. Encore une fois, deux explications complémentaires peuvent être produites : (i) les
rayons sont trop grand par rapport à l’épaisseur des échantillons et (ii) trop de particules absor-
bantes sont retirées par l’ajout de particules diffusantes, réduisant donc leur apport global. Le
ratio Rp/d permettant la meilleure absorptance pour chaque rayon est reporté sur l’encart de la
Fig. IV.14(a). De manière générale, augmenter la taille des particules diffusantes résulte en une
augmentation du ratio, i.e. en une diminution du nombre de particules diffusantes incorporées.

Comme pour l’étude de l’effet de l’indice de réfraction, étudier le comportement d’une unique
particule diffusante permet d’obtenir une bonne compréhension des mécanismes sous-tendant
l’augmentation d’absorptance. À cet effet, la cartographie de la section efficace de diffusion d’une
particule diffusante en fonction de son indice de réfraction et du ratio rayon sur longueur d’onde
Rd/λ est représentée sur la Fig. IV.14(b). De même que dans la Fig. IV.13(b), différents modes
représentant différents ordres multipolaires sont visibles, et chacun des modes a été annoté avec
l’ordre correspondant. En outre, à la suite de la minimisation, les indices de réfractions optimaux
en fonction du rayon de la particule sont obtenus ; il est donc possible de les tracer sur cette
cartographie. Les couleurs et les symboles utilisés sont les mêmes que pour la Fig. IV.13(a). On
peut observer que les valeurs de nd obtenues sont en très bon accord avec l’un des modes de la
cartographie, associé à l’ordre monopolaire de la particule unique. Il est d’ailleurs possible de
faire correspondre une loi empirique en puissance à ce mode donnée par :

Rd

λ
=

(
0.368

nd

)0.992

. (IV.19)

Cette équation permet de grandement simplifier la recherche des solutions optimales, car on a
là un moyen simple et rapide permettant d’obtenir de très bonnes approximations à la solution
finale.

Toutefois, il est possible de remarquer que plus le rayon est grand et plus l’indice optimal
obtenu dévie légèrement de la bande correspondant à l’ordre monopolaire. Cela s’explique par le
fait que plus la particule est grande et plus les ordres monopolaire et dipolaire se rapprochent
l’un de l’autre. Or comme l’ordre dipolaire a une plus grande intensité, il tend à effacer la
contribution du monopôle. Cela a pour conséquence de déformer le diagramme du flux en champ
lointain, et de le rendre plus directif, voir la Fig. IV.14(c) pour des exemples de diagrammes
de diffusion pour différentes tailles de particules dont l’indice de réfraction a été calculé avec
l’Éq. (IV.19). Pour rappel, c’est lorsque le diagramme de diffusion de la particule diffusante est
isotrope que l’augmentation d’absorptance est la plus forte. Donc, il existe potentiellement une
limite fondamentale sur le ratio rayon de la particule sur longueur d’onde (Rd/λ) à partir de
laquelle aucune augmentation d’absorptance ne sera plus obtenue.

Précédemment (sect. IV.3.2), un rayon de Rd = 80nm avait été sélectionné, ce qui, conjoin-
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tement avec une longueur d’onde de 2 µm, imposent des indices de réfractions très élevés (autour
de nd ∼ 9.44) qui ne se retrouvent pas dans les matériaux «conventionnels». Afin de diminuer
l’indice nécessaire, permettant alors l’utilisation de matériaux réels tels que le silicium 22, il est
possible d’augmenter la taille des particules, ce qui aura comme conséquence de diminuer le gain
d’absorptance (cf. Fig. IV.14(a)). Autrement dit, il existe un compromis entre taille des parti-
cules, indice de réfraction et amélioration de l’absorptance. Pour la suite de ce chapitre, on se
propose de continuer à utiliser Rd = 80nm. Vu que les meilleurs améliorations d’absorptance
sont obtenus autour de ce rayon de particules, faire ce choix permet d’obtenir les meilleures
absorptances possibles et donc d’étudier les limites de cette méthode.

IV.3.4 Maximisation de l’absorption

À présent que l’effet des particules diffusantes sur l’absorptance de la texture biphasique a
été caractérisé, il est possible de chercher le maximum d’absorptance en fonction de la fraction
volumique. Pour chaque fraction volumique et comme précédemment, la procédure de minimi-
sation de 1− ⟨A⟩N est effectuée sur un échantillon (N = 1) de longueur Lx = 30 µm, cela pour
un ensemble de ratios fixés à Rp/d ∈ [1− 10, 15, 20, 25, 30] et en utilisant les variables suivantes :
cp, δp et nd. À la suite de cette procédure, un triplet (cp, δp, nd) optimal est obtenu pour chaque
ratio Rp/d. Pour discriminer le ratio idéal parmi ceux testés, une dernière simulation utilisant
les différents paramètres obtenus est effectuée sur un échantillon de longueur Lx = 70 µm. Le
quadruplet (cp, δp, nd, Rp/d) donnant la meilleure absorptance sur cette dernière simulation est
alors sélectionné comme le couple de paramètres optimaux. L’ensemble de ces valeurs optimales
sont disponibles dans la Table F.1 de l’annexe F.1.

L’indice de réfraction optimal des particules diffusantes est représenté sur la Fig. IV.15(a) en
fonction de la fraction volumique. De manière intéressante, les valeurs obtenues sont globalement
indépendantes de la fraction volumique et oscille autour d’une valeur moyenne de ∼ 9.55 (trait
horizontal en pointillés bleus). Plusieurs explications sont possibles pour ces fluctuations, par
exemple, le fait qu’un seul échantillon ait été utilisé pour la minimisation (N = 1). Les paramètres
obtenus sont alors dépendants de la micro-structuration de cet échantillon particulier et auront
donc tendance à fluctuer suivant les différents échantillons. Pour diminuer l’impact de la micro-
structuration sur les paramètres, il serait nécessaire d’utiliser la moyenne de l’absorptance ⟨A⟩N ,
comme il a été fait pour le cas monophasique (sect. IV.2.3). Cela n’a pas été fait pour éviter des
temps d’optimisation trop important. Une autre raison de ces fluctuations est le fait qu’on se
soit borné à des valeurs entières du ratio Rp/d (voir la Fig. IV.15(b) pour les ratios optimaux)
limitant les potentielles solutions. Finalement, la valeur calculée à l’aide de l’Éq. (IV.19) est de
9.44, ce qui est très proche des valeurs obtenues après optimisation. Ainsi, l’étude d’une particule
diffusante permet d’inférer le comportement électromagnétique global de la texture biphasique.
Malgré tout, dans la texture biphasique, de nombreuses interactions entre les particules sont
possibles, expliquant le décalage, même faible, entre les indices obtenus lors de la minimisation
et celui de l’Éq. (IV.19).

Concernant les paramètres cp et δp, les résultats sont respectivement représentés sur les
Fig. IV.15(c) et (d), à l’aide de croix bleues. Pour permettre une comparaison facilitée, les
résultats de la sect. IV.9 sont eux aussi repérés à l’aide de points oranges. Pour rappel, les traits

22. Plus précisément, l’indice de réfraction du silicium à 2µm est de n = 3.4490 [380]. Utiliser l’Éq. (IV.19)
implique un rayon de particules diffusantes de 217 nm.
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Figure IV.15 – Paramètres optimaux des textures biphasiques
(a) L’indice de réfraction nd des particules diffusante, (b) le ratio Rp/d, (c) le paramètre matériau
cp et (d) le paramètre de perte δp en fonction de la fraction volumique. Pour une comparaison
facilité, les résultats de la Fig. IV.9 ont été reproduis ici.

horizontaux en pointillés noirs correspondent aux paramètres (c0p et δ0p) maximisant la section
efficace d’absorption d’une unique particule de rayon rp = 20nm, alors que la courbe en pointillé
vert correspond à la condition plasmon extraite à partir de l’AME de MG. Comme dans le cas
monophasique, il est possible de modéliser l’évolution des paramètres en fonction de la fraction
volumique à l’aide de lois en puissance, ce qui donne :

1

cp
=

1

0.497
+ 0.59f1.21p , (IV.20a)

δp = 0.210f0.64p + 6.25× 10−3. (IV.20b)

En comparaison au cas monophasique (Éq. (IV.15a)), la déviation du paramètre matériau de
la texture biphasique (cbi

p ) par rapport au cas de la particule unique (c0p) est moins forte. Plus
la fraction volumique est élevée et plus le nombre d’interactions potentielles entre particules
absorbantes est fort. Or, il a été argumenté dans la sect. IV.2.3 que la déviation du paramètre cp
par rapport à c0p est causée par les interactions entre les particules absorbantes. En conséquence,
il est normal que la déviation augmente avec la fraction volumique. Par ailleurs, vu que cbi

p dévie
moins que cmono

p , on peut conjecturer que les interactions entre particules absorbantes sont moins
fortes dans le cas de la texture biphasique que dans celle monophasique, ce qui est corroboré par
l’étude de convergence des degrés multipolaires. En effet, dans la sect. IV.3.1, on a vu que les
degrés multipolaires des particules absorbantes ont moins d’importance que ceux des particules
diffusantes pour atteindre une convergence des propriétés radiatives. Typiquement, cela indique
que les interactions sont moins importantes. D’autre part, plutôt qu’une augmentation linéaire
du paramètre de perte δp comme dans le cas monophasique, une augmentation suivant une loi en
puissance est observée. Un changement de modèle démontre souvent que les phénomènes sous-
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Figure IV.16 – Les propriétés radiatives des milieux biphasiques optimisés
La moyenne de (a) l’absorptance, (b) la réflectance et (c) la transmittance en fonction de la
fraction volumique. Pour une comparaison facilité, les résultats de la Fig. IV.9 ont été reproduis
ici. Les barres d’erreur englobent l’ensemble des réalisations et leur densité de probabilité est
représentée sous forme de diagramme de violon.

jacents changent, impliquant encore une fois que les interactions entre les particules absorbantes
sont modifiées par l’introduction des particules diffusantes.

En utilisant ces paramètres optimisés, il est finalement possible de calculer les propriétés
radiatives de la texture biphasique en fonction de la fraction volumique. Le calcul de leur moyenne
sur un ensemble d’échantillons 23 est représenté sur la Fig. IV.16 à l’aide d’un diagramme en
violon, permettant de visualiser les densités de probabilité de chaque cas. À noter que les valeurs
exactes d’absorptance, de réflectance et de transmittance sont aussi reportés dans la Table F.2 de
l’annexe F.1. Grâce aux barres d’erreur des courbes, il est possible de remarquer que la déviation
standard diminue avec la fraction volumique. Autrement dit, plus la fraction volumique est grande
et moins les échantillons diffèrent les uns des autres en terme de propriétés radiatives, malgré
une micro-structuration désordonnée. Pour faciliter la comparaison avec le cas monophasique,
les résultats de la sect. IV.2.3 sont reportés sur la figure à l’aide de points oranges. Comme pour
le cas monophasique, augmenter la fraction volumique résulte en une forte augmentation de
l’absorptance de la texture, atteignant un maximum de ⟨Abi⟩50 (15%) = 95.25% bien supérieur
à celui du cas monophasique de ⟨Amono⟩50 (15%) = 69.89%. De fait, même pour fp = 1%, la
texture biphasique permet d’obtenir des valeurs proches du maximum d’absorption de la texture
monophasique.

L’une des causes d’une absorptance si élevée des textures biphasiques est leur transmittance
bien inférieure au cas monophasique. En effet, comme on peut le voir sur la Fig. IV.16(c), alors
que la transmittance du cas monophasique peine à atteindre les 10%, celle du cas biphasique est
rapidement inférieur à 5% atteignant un minimum de ⟨Tbi⟩50 (15%) = 1.32%, et cela malgré la
nature très fine des échantillons par rapport à la longueur d’onde (400 nm < 2 µm). De manière
intéressante, si l’on ne se concentre que sur la diffusion des échantillons vers l’avant (sans ajouter

23. Le nombre d’échantillons utilisés dépend de la fraction volumique et est donné par Nit ∈
[400, 300, 200, 100, 50, 50, 50] pour respectivement fp ∈ [1, 2, 3, 4, 5, 10, 15]%.
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la contribution du champ incident), et qu’on calcule la section efficace de diffusion transmise
(σtsca, cf. Éq. (II.17b) pour une définition) moyennée sur l’ensemble des échantillons, on obtient
alors que le cas biphasique diffuse deux à trois fois plus vers l’avant que le cas monophasique〈
σt,bi

sca

〉
>
〈
σt,mono

sca

〉
. Malgré tout, le cas biphasique transmet beaucoup moins la lumière. Cela

s’explique par le fait que l’onde transmise est en quasi-opposition de phase avec l’onde incidente,
les deux s’atténuent donc par interférences destructrives. La preuve quantitative de cette dif-
férence de phases entre onde incidente et onde diffusé par le système vers l’avant est fournie
dans l’annexe F.4. Ainsi, pour obtenir la transmittance la plus faible possible, il est nécessaire
que le système diffuse le maximum de lumière vers l’avant pour que in fine les interférences des-
tructrives réduisent fortement la transmittance. Comme les particules absorbantes sont petites
devant la longueur d’onde (20 nm ≪ 2 µm) et présentent une forte absorption, elles diffusent peu
la lumière ce qui limite l’atténuation de la transmittance. Le rôle des particules diffusantes est
alors de compenser ce manque de diffusion, ce qui est réalisé en ajustant leur indice de réfraction
et leur taille.

Un autre avantage des particules diffusantes est leur capacité à atténuer la réflectance à me-
sure que la fraction volumique est augmentée. Comme le rappel la Fig. IV.16(b), la réflectance
du cas monophasique est globalement indépendante de fp et oscille autour d’une valeur moyenne
de 18%. Au contraire, la réflectance du cas biphasique diminue pour des fractions volumiques
croissantes et atteint des valeurs aussi basses que ⟨Abi⟩50 (15%) = 3.43%. Par conséquent, l’in-
corporation des particules diffusantes permet une meilleure adaptation d’impédances entre le
milieu désordonné et le vide. Pour quantifier cette amélioration, il serait nécessaire de faire l’ho-
mogénéisation des milieux biphasiques ce qui permettrait de calculer l’impédance effective. Une
telle étude est faite dans la sect. IV.5. En attendant, et dans l’optique d’avoir une idée qualitative
des phénomènes en jeu, il est possible d’utiliser l’AME de MG et sa généralisation à un nombre
arbitraire de milieux (Éq. (III.7)) pour calculer la permittivité effective des différentes textures.
Faire ce calcul pour fp = 15% permet d’obtenir :{

εmono
eff = −1.4111 + 0.6474i =⇒ |Zmono

eff | = 0.8026, (IV.21a)

εbi
eff = −1.4305 + 0.5990i =⇒

∣∣Zbi
eff
∣∣ = 0.8030. (IV.21b)

Du point de vue de l’AME de MG, il n’existe quasiment aucune différence entre les deux textures.
On peut donc en déduire que l’amélioration de l’adaptation d’impédances n’est pas liée à la
permittivité effective, mais plutôt à une perméabilité effective forte.

Pour finir, il est possible d’avoir une compréhension visuelle de ce que représente 95% d’ab-
sorption en comparaison à 70%. Pour ce faire, la norme du vecteur de Poynting est simulée
en tout point du plan autour d’un échantillon de fraction volumique fp = 15% et de longueur
Lx = 70 µm, illuminé par un faisceau gaussien de largeur ωx = 23.3 µm incident avec un angle
de θ0 = 18◦. De tels calculs pour les textures absorbantes, diffusantes et biphasique sont res-
pectivement représentés sur les Fig. IV.17(a), (b) et (c). Pour chaque simulation, les quantités
d’absorptance, de réflectance et de transmittance associées sont reportées au-dessus de chaque
cartographie, et une tranche de chaque échantillon est représentée en dessous. En comparaison
au cas monophasique où il est possible d’observer la réfraction et la transmission du faisceau
gaussien, il est quasiment impossible de discerner de tels phénomènes pour le cas biphasique,
exhibant donc une absorption quasi-parfaite. L’échantillon diffusant présente quant à lui prin-
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Figure IV.17 – Cartographie du vecteur de Poynting autour d’un échantillon
La norme du vecteur de Poynting autour d’un échantillon avec une fraction volumique de fp =
15% et constitué uniquement des particules (a) absorbantes et (b) diffusantes ou (c) fait du milieu
biphasique. Chaque système est illuminé par un unique faisceau gaussien en incidence oblique.
En dessous de chaque cartographie, une tranche de l’échantillon est représentée, et les propriétés
radiatives associées sont reportées au-dessus. Les mêmes cartographies pour d’autres fractions
volumiques sont disponibles dans l’annexe F.5. La norme du vecteur de Poynting (d) incident,
(e) diffusé et (f) total (incident plus diffusé) autour du même échantillon biphasique que (c) mais
pour un double éclairement.

cipalement de la réflexion et un peu de transmission. Le même type de calculs pour les autres
fractions volumiques sont reportés sur la Fig. F.7 de l’annexe F.5.

Par ailleurs, il est possible de montrer que cette absorption quasi-parfaite est indépendante
de l’onde illuminant l’échantillon. Pour ce faire, plutôt qu’un unique faisceau gaussien, deux
faisceaux illuminent le même échantillon biphasique avec deux angles d’incidence différents
(θ0 ∈ [9, 18]◦) sont considérés. Les Fig. IV.17(d), (e) et (f) représentent respectivement une
cartographie de l’onde incidente, diffusé et la somme des deux autour de l’échantillon. On a là
une démonstration visuelle que les échantillons ne rétrodiffusent quasiment aucune lumière, mais
au contraire diffusent énormément la lumière vers l’avant (Fig. IV.17(e)). Cela implique que leur
transmission quasi-nulle provient exclusivement des interférences destructrives entre l’onde inci-
dente et diffusé. Les propriétés radiatives de l’échantillon sous ces conditions d’illumination sont
reportées au-dessus des cartographies. Comme on le verra dans la sect. IV.4.1, l’absorptance des
échantillons varie avec l’angle d’incidence du faisceau gaussien, ce qui explique pourquoi l’ab-
sorptance obtenue avec les deux faisceaux (A = 95.61%) est légèrement différente que dans le
cas d’un seul faisceau (A = 94.96%).

IV.3.5 Sélectivité spectrale

Tirant parti de ces hautes valeurs d’absorptances, il est possible d’obtenir une sélectivité
spectrale, i.e. un pic d’absorption centré à 2 µm et aucune absorption dans une large bande
autour. Pour cela, l’indice de réfraction des particules diffusantes est considéré constant dans la
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Figure IV.18 – Radiance spectrale d’absorption des milieux mono et biphasique
La radiance spectrale d’absorption en fonction de la longueur d’onde pour différentes fractions
volumiques et comparée au corps noir pour (a)/(b) N = 1 échantillon ou (c)/(d) N = 20 échan-
tillons monophasiques/biphasiques. La température du corps noir est fixée à 1449K.

gamme de longueur d’onde d’intérêt (car aucun mécanisme d’absorption n’est présent dans cette
gamme). Au contraire, la fonction diélectrique des particules absorbantes est modélisée à l’aide
du modèle de Drude [381, sect. 5.1.2] :

εp(ω) = 1− (ω0ωp)
2

ω2 + iωω0γ
, (IV.22)

où ωp et γ sont respectivement la pulsation plasma et l’amortissement normalisés par la pulsation
ω0 = 2πc/λ0. La relation entre ces paramètres et les paramètres cp et δp est obtenue en imposant
que εp(ω0) = 1− 1/cp + iδp, ce qui donne :ω

2
p =

1 + (cpδp)
2

cp
, (IV.23a)

γ = cpδp. (IV.23b)

Le calcul de la radiance spectrale d’absorption de la texture mono/biphasique en fonction de la
longueur d’onde et pour différentes fractions volumiques est reportée sur les Fig. IV.18(a)/(b)
pour un échantillon de longueur Lx = 70 µm et (c)/(d) pour un ensemble statistique où la
moyenne est réalisée pour 20 échantillons. Ces courbes ont été obtenues en multipliant l’ab-
sorptance par la loi de Planck prise à une température de 1449K (représentée par les courbes
en pointillé noir). Cette température correspond au maximum d’absorption d’un corps noir à
2 µm d’après la loi de Wien. Comme attendu, la texture biphasique permet d’obtenir une bien
meilleure sélectivité spectrale que la texture monophasique. Sur les courbes calculées avec un
seul échantillon, des sous-structures (pics et oscillations) sont visibles, alors que rien de tel n’est
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visible sur les courbes moyennées. Dès lors, ces fluctuations sont entièrement dues au caractère
désordonné des échantillons. Par ailleurs, la largeur à mi-hauteur est contrôlable via la fraction
volumique. En effet, plus la fraction volumique est élevée et plus le pic d’absorption est large.
Il est donc possible de faire un compromis entre la largeur du pic d’absorption et sa hauteur
maximale.

À partir de ces mêmes simulations qui ont permis d’obtenir la radiance spectrale d’absorption
des textures monophasiques et biphasiques, il est possible de calculer la moyenne sur les 20

échantillons des sections efficaces de diffusion (⟨σsca⟩20) et d’absorption (⟨σabs⟩20) en fonction de
la longueur d’onde. Ces résultats sont reportés sur la Fig. IV.19. Comme annoncé à la fin de la
sect. IV.2.3, dans le cas des textures monophasiques, on a bien que les particules absorbantes on
tendance à peu diffuser la lumière, impliquant que ⟨σsca⟩20 < ⟨σabs⟩20 à 2 µm. Par ailleurs, comme
attendu, les sections efficaces de diffusion et d’absorption des textures biphasiques sont supérieur
à celles des monophasiques, et plus la fraction volumique est grande et plus l’amplitude du pic
d’absorption est élevée. En revanche, il est intéressant de noter que le comportement à λ = 2 µm
n’est pas le même pour les textures monophasiques que pour les biphasiques. En effet, alors que
⟨σmono

sca ⟩20 et ⟨σmono
abs ⟩20 des textures monophasiques semblent relativement indépendantes l’une de

l’autre, les systèmes biphasiques sont caractérisés par une convergence de leurs sections efficaces.
À noter tout de même que l’écart négligeable entre

〈
σbi

sca
〉
20

et
〈
σbi

abs
〉
20

observé à fp = 5% ne
se retrouve pas pour les fractions volumiques plus élevées et pour lesquelles un écart similaire à
celui de fp = 3% et fp = 4% est obtenu.

Cette caractéristique clé de convergence de σsca et de σabs n’est pas sans rappeler le mécanisme
de couplage critique, requérant que σsca = σabs à la résonance. En revanche, comme il a déjà été
précisé, il est peu probable que le concept de couplage critique soit applicable à nos systèmes
désordonnés, en ce sens qu’il est nécessaire que la résonance critiquement couplée soit isolée [366].

Figure IV.19 – Sections efficaces de diffusion et d’absorption des milieux mono et biphasiques
La moyenne sur 20 échantillons des sections efficaces de diffusion ⟨σsca⟩20 et d’absorption ⟨σabs⟩20
des textures monophasiques/biphasiques en fonction de la longueur d’onde pour différentes frac-
tion volumiques : (a)/(e) fp = 2%, (b)/(f) fp = 3%, (c)/(g) fp = 4% et (d)/(h) fp = 5%.
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Un tel phénomène est peu probable dans nos systèmes désordonnés où de fortes interactions entre
particules sont observées. Néanmoins, la convergence de

〈
σbi

sca
〉
20

et
〈
σbi

abs
〉
20

à 2 µm pourrait alors
plutôt indiquer un couplage critique dégénéré entre plusieurs modes [328,329]. D’ailleurs, un tel
phénomène de couplage critique dégénéré a déjà été obtenu dans le cas d’une particule unique,
permettant d’obtenir des “superscatterer ” [61,65] ou des “superabsorber ” [66,67]. Finalement, dans
la sect. IV.3.2, il a été noté que les particules diffusantes agissent comme un réflecteur parfait,
ce qui ressemble aux travaux de Lee et al. [343,345] pour lesquelles une absorption parfaite dans
des cristaux photoniques est obtenue en combinant deux modes différents, dont l’un agit comme
un réflecteur parfait. De manière plus générale, il serait très intéressant de pouvoir étudier plus
en détails qui de la théorie de Lee et al., du couplage critique (simple ou dégénéré), ou d’une
autre théorie permet de rendre compte au mieux du fonctionnement des milieux biphasiques.

IV.4 Perturbation du cas idéal

IV.4.1 Effet de l’incidence oblique sur les propriétés radiatives

L’ensemble des données présentées dans la sect. IV.3 (excepté les cartographies du vecteur de
Poynting) ont été obtenues pour une incidence normale (θ0 = 0◦) du faisceau gaussien par rapport
à la surface de l’échantillon. Ainsi, l’optimisation de l’absorptance a été faite pour une incidence
normale. Or, il est à prévoir que l’absorptance varie avec l’angle d’incidence, et vraisemblablement
diminue. Numériquement, varier l’angle d’incidence du faisceau gaussien n’a rien de compliqué.
En revanche, cela implique de devoir augmenter la taille des échantillons pour éviter les effets
de bord. En effet, pour une largeur de faisceau ωx fixée, augmenter l’angle d’incidence implique
que «l’ombre» projetée ω̃x sur la surface de l’échantillon grandit. Autrement dit, à mesure que
l’angle d’incidence augmente, de plus en plus d’énergie sera déposée sur les bords de l’échantillon,
augmentant les effets de bord.

Pour éviter cela, les calculs ont été réalisés en considérant les longueurs suivantes : Lx ∈
[70, 70, 70, 70, 150, 150, 200, 200, 200] µm, pour chacun des angles d’incidence suivants : θ0 ∈ [0, 9,

18, 27, 36, 45, 54, 63, 70.2]◦, tandis que la largeur du faisceau est fixée à ωx = 23.3 µm. À noter que
plutôt que ces valeurs discrètes, il est possible de calculer la longueur adéquate de l’échantillon
pour chaque angle. D’après la sect. IV.2.1, une longueur trois fois supérieure à la largeur du
faisceau est suffisante pour obtenir une bonne convergence des propriétés radiatives. Sachant que
la largeur dont il est question ici est l’ombre projetée du faisceau sur la surface de l’échantillon,
la relation entre longueur et angle d’incidence est donnée par :

Lx(θ0) = 3ω̃x(θ0) = 3
ωx

cos θ0
. (IV.24)

Une telle relation est visible sur l’encart de la Fig. IV.20 (courbe bleue), de même que les valeurs
réellement utilisées (croix orange). Bien entendu, augmenter la taille des échantillons implique
de devoir simuler un nombre très important de particules. Par exemple, pour fp = 15%, une
longueur de 200 µm (l’épaisseur valant 400 nm) suppose la simulation d’environ 7500 particules
(∼ 6750 particules absorbantes et ∼ 750 particules diffusantes) avec 10 degrés multipolaires
chacune (induisant des matrices de 100GB). Les temps de calcul devenant rapidement ingérables,
toutes les simulations n’ont pu être faites.
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Figure IV.20 – Effet de l’angle d’incidence sur les propriétés radiatives des milieux biphasiques
La moyenne de (a) l’absorptance, (b) la réflectance et (c) la transmittance en fonction de l’angle
d’incidence du faisceau gaussien pour différentes fractions volumiques. Les barres d’erreur repré-
sentent la déviation standard. Encart : la longueur d’échantillon nécessaire en fonction de l’angle
d’incidence (courbe bleue) et les valeurs réellement utilisées (points oranges).

Les résultats de l’absorptance moyennée sur un ensemble d’échantillons 24 pour différentes
fractions volumiques sont reportés sur la Fig. IV.20(a) en fonction de l’angle d’incidence. Les
barres d’erreur représentent la déviation standard. Comme attendu, l’absorptance a tendance à
décroitre lorsque l’angle d’incidence augmente, surtout pour des angles au-dessus de 45◦. Pour
des angles plus faibles, l’absorptance est globalement constante, démontrant que l’absorption du
système biphasique est robuste à un changement d’angle. La baisse de l’absorptance pour des
angles supérieurs à 45◦ est causée par l’augmentation subite de la réflectance.

En ce qui concerne la transmittance (Fig. IV.20(c)), augmenter l’angle d’incidence tend à la
faire diminuer. Cela s’explique simplement par le fait que le faisceau parcourt une plus grande
distance (donnée par Lz/ cos θ0) à l’intérieur de l’échantillon, permettant alors à une plus grande
partie du faisceau d’être absorbée. Il est intéressant de noter que les points pour 27◦ semblent
légèrement mal calculés, en ce sens qu’une faible augmentation de la transmittance par rapport
à la valeur obtenue à 19◦ peut être observée (particulièrement visible pour 10 et 15%). Cela
provient encore une fois des effets de bord qui induisent une erreur dans le calcul. En effet,
pour cet angle en particulier, la déviation entre la longueur utilisée (70 µm) et celle qu’il serait
nécessaire de prendre (∼ 79 µm) est la plus grande de tous les angles testés. Cela résulte donc
en un faible biais dans l’extraction de la transmittance.

Finalement, en plus de montrer que l’absorptance des systèmes biphasiques est peu sensible à
un changement de l’angle d’incidence et ce jusqu’à des angles d’environ 45◦, ces données vont nous
permettre d’homogénéiser les systèmes biphasiques et donc d’extraire des propriétés effectives.
En effet, il est tout à fait possible de chercher le matériau homogène permettant de reproduire
le comportement en angle des propriétés radiatives obtenues ici. Cette étude sera menée dans la

24. Le même nombre d’échantillons que précédemment a été utilisé, i.e. N ∈ [400, 300, 200, 100, 50, 50, 50] pour
respectivement fp ∈ [1, 2, 3, 4, 5, 10, 15]%.
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sect. IV.5.

IV.4.2 Effet d’une distribution en taille des particules sur l’absorption

Jusqu’à maintenant l’ensemble des particules du même type (resp. absorbante et diffusante)
avaient toutes exactement le même rayon (resp. 20 nm et 80 nm). Un tel niveau de précision
n’est possible que numériquement, et expérimentalement, les particules présenteront toujours
une distribution en taille. Pour cette raison, il est intéressant d’étudier l’effet que peut avoir
une distribution en taille sur les propriétés radiatives. Par simplicité, la distribution en taille des
deux types de particules est modélisée par une loi normal de déviation standard σ ∈ [1, 2, 3] nm

(Fig. IV.21(a) et (b)). Ce genre de déviation standard est assez typique de ce qu’on trouve dans
la littérature [382, 383]. À noter que pour les particules absorbantes, une loi log-normale aurait
été plus adéquate qu’une loi normale [384,385].

Pour chaque valeur de déviations standards et de fractions volumiques, les propriétés ra-
diatives de la texture biphasique sont calculées sur un ensemble d’échantillons dans trois cas
différents : (i) seules les particules absorbantes ont une distribution en taille, (ii) seules les par-
ticules diffusantes en ont une et (iii) les deux types de particules présentent une distribution
en taille. Pour simplifier la visualisation de toutes ces données, il est commode d’étudier la
différence entre les propriétés radiatives obtenues avec une distribution en taille et celles sans
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Figure IV.21 – Effet d’une distribution en taille des particules sur les propriétés radiatives
(a)/(b) la loi normale modélisant la distribution en taille des particules absorbantes/diffusantes.
La différence (c) d’absorptance, (d) de réflectance et (e) de transmittance entre les cas avec
distribution en taille des particules et celui sans distribution en fonction de la fraction volumique.
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distribution obtenues dans la sect. IV.3.4. Une valeur négative (resp. positive) implique alors que
la distribution en taille diminue (resp. augmente) la propriété considérée par rapport au cas sans
distribution.

Concernant l’absorptance (Fig. IV.21(c)), on peut observer que quel que soit le cas et la
valeur de σ, la différence ⟨A⟩ (σ) − ⟨A⟩ (0) est croissante et tend vers une constante négative
pour une fraction volumique croissante. Donc, plus la fraction volumique est grande et moins les
distributions en taille ont d’importance. De plus, comme attendu, plus σ est grand et plus la perte
d’absorptance est grande. En revanche, les différentes particules n’ont pas le même impact sur
la perte d’absorptance. En effet, alors que le cas (ii) et (iii) sont quasiment identiques, le cas (i)
ne présente qu’une perte d’absorptance marginale (inférieure à 1% quelles que soit fp et σ). De
ce fait, une distribution en taille des particules diffusantes est beaucoup plus préjudiciable pour
l’absorptance de la texture biphasique qu’une distribution en taille des particules absorbantes.

Des conclusions quasiment similaires peuvent être tirées pour la transmittance (Fig. IV.21(e)).
À noter que pour cette dernière, la distribution en taille des particules absorbantes (i) n’a
vraiment aucun effet, en ce sens que ⟨T ⟩ (σ) − ⟨T ⟩ (0) vaut quasiment 0. Pour la réflectance
(Fig. IV.21(d)), les observations sont un peu différentes et dépendent grandement de la fraction
volumique. Pour le cas (i), excepté à faible fraction volumique (1 et 2%), une distribution en
taille n’a aucun effet. Pour les cas (ii) et (iii), toujours identiques, une faible fraction volumique
tend à améliorer/diminuer la réflectance, alors que l’inverse est observable pour les fortes frac-
tions volumiques. De manière générale, il semblerait que la réflectance tende vers une constante
à mesure que la fraction volumique augmente.

Pour conclure, une distribution en taille des particules absorbantes n’a quasiment aucun effet
sur l’absorptance des textures biphasiques. Au contraire, une distribution en taille des particules
diffusantes diminuera l’absorptance d’autant plus que la déviation standard est grande.

IV.4.3 Effet d’un décalage des indices de réfraction des particules

Comme cela a déjà été indiqué, un indice de réfraction de nd ∼ 9.5 à λ = 2 µm ne se trouve
pas avec des matériaux réels. De plus, lors de la fabrication des systèmes, il est généralement très
complexe voire impossible de trouver le matériau parfait qui se trouve avoir l’indice de réfraction
nécessaire à la bonne longueur d’onde. Bien souvent, il est nécessaire de faire des compromis et
les indices de réfraction sont alors un peu différents de ceux qu’il faudrait idéalement considérer.
En ce sens, il est donc intéressant d’étudier comment le système évolue face à une petite variation
de l’indice de réfraction des particules diffusantes.

Pour ce faire, le calcul des propriétés radiatives de 50 échantillons biphasiques 25 en fonction
de l’indice de réfraction pris dans l’intervalle nd ∈ [8.5, 10.5] est réalisé. Pour évaluer l’effet de
l’indice de réfraction des particules diffusantes sur les propriétés radiatives, il est commode de
considérer la différence entre (i) la moyenne des propriétés du cas biphasique et (ii) celles de la
texture monophasique obtenues dans la sect. IV.2.3. Un tel calcul est représenté sur la Fig. IV.22
pour différentes fractions volumiques. De manière générale, il est plus intéressant de considérer un
indice inférieur à celui optimal, car la perte d’absorptance est moins rapide que pour des indices
supérieurs. Cette asymétrie de l’absorptance entre indice inférieur et supérieur à l’optimal se
retrouve dans les courbes de réflectance. Au contraire, les courbes de la transmitance présente
une bonne symétrie par rapport à l’indice optimale.

25. Excepté pour 10% où seulement 4 échantillons ont été considérés.
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Figure IV.22 – Effet d’une variation de l’indice de réfraction des particules diffusantes sur les
propriétés radiatives
La différence de (a) l’absorptance, (b) la réflectance et (c) la transmittance entre les textures
biphasiques et monophasiques moyennées sur 20 échantillons (excepté pour 10% où seul quatre
échantillons ont été utilisés) en fonction de l’indice de réfraction des particules diffusantes et
pour différentes fractions volumiques.

Finalement, il est possible d’observer que plus la fraction volumique est élevée et moins la
perte d’absorptance est rapide (pour des indices inférieurs à l’optimal). En d’autres termes, un
facteur de remplissage élevé se traduit non seulement par une meilleure absorptance générale
(Fig. IV.16), mais permet également d’envisager des indices s’écartant plus de l’optimal tout en
conservant une amélioration non-négligeable par rapport au cas monophasique.

IV.4.4 Effet d’un changement d’illumination

Pour vérifier que la forte amélioration en absorptance des milieux biphasiques est bien une
propriété du milieu et donc qu’il est indépendant de la nature de l’onde incidente (onde plane,
faisceau gaussien, point source...), dans la sect. IV.3.4, deux faisceaux gaussiens ont été utilisés,
résultant en une très forte absorption des deux faisceaux. Ici, on se propose d’aller plus loin et de
complètement changer le type d’illumination. En effet, au lieu d’un faisceau gaussien, un point
source illuminant de manière isotrope l’ensemble de l’espace est utilisé (Fig. IV.23). Ce point
source est placé au centre d’une cavité délimitée par une fine paroi 26 de forme irrégulière et
constituée du milieu biphasique optimisé de fraction volumique fp = 15%. En plus de la rugosité
de surface imposée par la position aléatoire des particules, une rugosité plus importante encore
a été définie en creusant la coquille à certains endroits.

Une cartographie du courant du vecteur de Poynting de ce nouveau système est représentée
sur la Fig. IV.23(a), où les couleurs indiquent l’intensité du vecteur. Dans la cavité, il est possible
d’observer que les flèches pointent globalement vers l’extérieur (en comparaison, les flèches du
point source seul sont complètement rectilignes). Par conséquent, la réflexion à l’intérieur de la
cavité est négligeable et ne perturbe que très légèrement le champ émis par le point source. De
plus, bien que de manière générale l’épaisseur de la paroi soit inférieure à la longueur d’onde, et
ne soit par endroit constituée que de quelques particules absorbantes, la puissance la traversant

26. L’épaisseur de la paroi varie d’environ 100 nm à environ 1000 nm.
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Figure IV.23 – Cartographie du courant du vecteur de Poynting dans une cavité
Cartographie du courant du vecteur de Poynting dans une cavité biphasique (fp = 15%) faite de
particules absorbantes (a) optimisées ou (b) dont l’indice de réfraction vaut np = 2 + i. (c) Les
diagrammes de diffusion associés aux deux cavités précédentes.

et intégrée sur l’ensemble des angles est environ 200 fois plus faible que la puissance incidente
provenant du point source. Ceci est confirmé par le diagramme de diffusion de la Fig. IV.23(c)
montrant le flux en champ lointain transmis à travers la cavité (courbe bleue). En intégrant sur
l’ensemble des angles et en normalisant par le flux incident, on obtient une transmittance valant
T = 0.516%. Tout cela permet de démontrer que la très forte absorption des milieux biphasiques
est bien indépendante de l’onde incidente et est donc une propriété du matériau.

À titre de comparaison, le même type de cartographie dans le cas où l’indice des particules
absorbantes est modifié à np = 2 + i (qui est une valeur utilisée dans [386] dans un autre
contexte) est reportée sur la Fig. IV.23(b). Plutôt que des lignes quasi-rectilignes, des structures
très complexes constituées de nombreux vortex sont observables dans la cavité, suggérant une
réflexion substantielle. Par ailleurs, le flux en champ lointain traversant la cavité (voir la courbe
orange de la Fig. IV.23(c)) est environ deux ordres de grandeurs plus intense que dans le cas
précédent. Intégrer ce flux et le normaliser permet de calculer une transmittance de T = 33.43%,
et donc une absorption associée relativement modeste.

IV.5 Homogénéisation des milieux biphasiques

IV.5.1 À partir du flux cohérent

Dans la sect. IV.3.4, il a été noté que la réflectance des textures biphasiques diminue à
mesure que la fraction volumique fp est augmentée. Cela contraste avec le comportement des
textures monophasiques associées, pour lesquelles la réflectance demeure constante autour de
18% (Fig. IV.16(b)). Cette diminution suggère que l’adaptation d’impédances entre le milieu
désordonné et le vide s’améliore, autrement dit l’impédance effective Zeff =

√
µeff/εeff des mi-

lieux désordonnés se rapproche de Z0 = 1. Pour vérifier cela, on se propose d’homogénéiser
les différentes textures biphasiques à l’aide de l’homogénéisation sur les flux développée dans le
chapitre III.
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Figure IV.24 – Diagrammes de diffusion des milieux biphasiques utilisés pour leur homogénéi-
sation
(a)/(b) Un exemple d’agglomérat circulaire constitué de la texture biphasique pour une fraction
volumique de 2%/4%. Les particules diffusantes sont représentées par les cercles bleus et les
absorbantes par ceux en oranges. (c-f) Diagramme de diffusion pour une onde incidente se dé-
plaçant vers les z négatifs pour (c) fp = 2% et (d) fp = 4%. (e-f) Images agrandies de la
puissance rétrodiffusée. Les axes x et y représentent les projections du flux d’énergie.

Pour faire cela, un ensemble composé de Nit agglomérats circulaires de rayon Ra est utilisé
pour calculer le flux cohérent et incohérent de chaque texture biphasique. Pour rappel, un grand
nombre de degrés multipolaires (10) sont nécessaires pour simuler avec précision le comporte-
ment électromagnétique de chaque agglomérat. En parallèle de cela, l’homogénéisation requiert
des volumes élémentaires représentatifs pour être correcte et donc des tailles d’agglomérats suf-
fisamment grandes. Ces deux conditions mises ensemble augmentent considérablement les temps
de calculs, ce qui explique pourquoi seules les fractions volumiques les plus faibles (fp ∈ [1, 5]%)
ont pu être homogénéisées. Les paramètres (Nit et Ra) utilisés pour chaque fraction volumique
sont résumés dans la Table IV.1, ainsi que les résultats de l’ajustement par la méthode des
moindres carrés. La Fig. IV.24 illustre cette étude pour respectivement fp = 2% (Rp/d = 4) et
fp = 4% (Rp/d = 5). Les mêmes figures pour fp = 1 et 5% sont disponibles dans l’annexe F.6.

Contrairement aux textures monophasiques du chapitre III pour lesquelles la partie imagi-
naire de leur perméabilité effective est si faible qu’il est préférable de la négliger et de ne faire
l’ajustement qu’avec la partie réelle 27, cela n’est pas le cas ici. En effet, pour les textures bipha-
siques considérées dans ce chapitre, il est absolument nécessaire d’incorporer la partie imaginaire

27. Faire cela permet de diminuer le nombre de variables d’ajustement et donc de réduire certaines instabilités
lors de l’ajustement avec les moindres carrés.

160 Lien vers le sommaire



IV.5. HOMOGÉNÉISATION DES MILIEUX BIPHASIQUES

Table IV.1 – Tableau récapitulatif de l’homogénéisation sur les flux des milieux biphasiques.

fp Nit Ra [µm] εeff µeff neff Zeff

0.01 1600 7.0 1.066+0.272i 1.171+0.831i 1.141+0.528i 1.123+0.209i
0.02 1600 6.0 1.079+0.681i 1.445+1.795i 1.280+1.141i 1.326+0.221i
0.03 1600 5.0 1.365+0.975i 2.291+2.324i 1.780+1.519i 1.390+0.120i
0.04 1600 4.0 1.196+1.107i 1.648+2.048i 1.412+1.513i 1.267+0.093i
0.05 1600 3.0 1.885+2.056i 3.145+3.341i 2.435+2.621i 1.283-0.008i

de la perméabilité effective. Autrement, l’ajustement des moindres carrés ne donne pas des ré-
sultats satisfaisants. Cet effet est visible sur les Fig. IV.24(c) et (d), et plus particulièrement
leur agrandissement Fig. IV.24(e) et (f), représentant respectivement le diagramme de diffusion
des cas fp = 2% et fp = 4%. Les courbes bleues sont obtenues en faisant l’ajustement unique-
ment avec la partie réelle de la perméabilité effective, alors que les rouges considèrent aussi la
partie imaginaire. Ne prendre que la partie réelle ne permet pas de modéliser le flux cohérent.
Au contraire, considérer la partie imaginaire permet un bien meilleur accord entre flux cohérent
et homogène. Malgré tout, l’accord n’est pas parfait et de petites différences (surtout liées à
l’intensité des franges) sont visibles. Dans le meilleur des cas, ces écarts peuvent être attribués
à un nombre d’agglomérats insuffisant impliquant que le flux cohérent n’est pas parfaitement
calculé, et/ou à un volume insuffisant ne permettant pas d’atteindre une représentativité par-
faite. Dans le pire des cas, ces écarts pourraient indiquer que les textures biphasiques ne sont
pas homogénéisables : en cause un comportement trop résonant.

Comme anticipé dans la sect. IV.3.4, la perméabilité effective extraite diffère significativement
de l’unité (cf. la Table IV.1 pour les valeurs exactes), ce qui est nécessaire pour obtenir une égalité
entre Z0 et Zeff, et donc par suite une faible réflectance en même temps qu’une forte absorptance.
En parallèle, comme il a été montré dans la sect. III.3.3, une forte perméabilité effective tend
à indiquer que le milieu considéré présente des résonances et donc diffuse fortement la lumière,
ce qui est corroboré par la faible transmittance des milieux biphasiques. En effet, comme les
échantillons sont minces par rapport à la longueur d’onde, l’atténuation de la transmittance ne
peut se faire qu’à l’aide d’interférences destructrives entre l’onde incidente et celle diffusée.

À partir de la permittivité et de la perméabilité effective, il est possible de calculer l’indice
de réfraction effectif et l’impédance effective du milieu (voir les deux dernières colonnes de la
Table IV.1). Concernant l’indice de réfraction effectif, on peut observer que sa partie imaginaire
augmente avec la fraction volumique. Cela implique que le coefficient d’extinction κext augmente
lui aussi, ce qui est corroboré par l’augmentation de l’absorptance des textures. Comme il a déjà
été discuté dans la sect. III.3.3, le coefficient d’extinction est la somme de celui de diffusion et
d’absorption : κext = κsca + κabs. De manière générale, pouvoir calculer κsca et κabs est très
intéressant, et utile par exemple pour la description du transfert radiatif dans les matériaux
à l’aide de l’équation du transfert radiatif (ETR) [387]. Mais la seule connaissance de κext ne
permet pas ce calcul. Néanmoins, d’autres données, comme l’absorptance du système, sont à notre
disposition maintenant. Là-dessus, il serait très intéressant de travailler sur le lien qu’il peut y
avoir entre l’absorptance simulée à partir d’un faisceau gaussien et le coefficient d’absorption.

Concernant l’impédance effective, à mesure que la fraction volumique augmente, sa partie
imaginaire tend globalement vers 0, indiquant bien une amélioration de l’adaptation d’impé-
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dances. En revanche, l’évolution de sa partie réelle est plus erratique et aucune tendance ne se
dégage clairement. D’ailleurs, l’impédance effective se rapprochant le plus de l’unité (du point
de vue de la distance dans le plan complexe calculée par |Zeff−1|) est celle pour fp = 1%. Ainsi,
d’après l’homogénéisation, la réflectance la plus faible est obtenue pour fp = 1%, ce qui est en
contradiction avec les résultats obtenus dans la sect. IV.3.4 montrant que fp = 1% correspond à
la réflectance la plus élevée. On peut donc déjà conjecturer que les propriétés effectives obtenues
ici ne permettent pas de rendre compte des propriétés radiatives simulées à l’aide du faisceau
gaussien. La provenance de cette contradiction est explorée plus en détails dans la section sui-
vante, où (a) les propriétés radiatives d’une lame homogène calculées avec les propriétés effectives
extraites ici sont comparées (b) aux propriétés radiatives calculées à partir du faisceau gaussien.

IV.5.2 Comparaison avec les propriétés radiatives

À partir des propriétés effectives calculées dans la section précédente, il est possible de cal-
culer l’absorptance, la réflectance et la transmittance de la lame homogénéisée correspondante,
d’épaisseur 400 nm en fonction de l’angle d’incidence pour une longueur d’onde de 2 µm. Le ré-
sultat de ce calcul pour fp ∈ [1, 2, 3, 5]% est représenté sur les Fig. IV.25(a-d) (voir les courbes
en pointillées libellées «Hom»). Superposés à ces courbes se trouvent les propriétés radiatives des
échantillons biphasiques (voir les points libellés «Sim») obtenues à l’aide du faisceau gaussien
(ces résultats sont les mêmes que ceux présentés sur la Fig. IV.20). Comme anticipé dans la
section précédente, les propriétés effectives calculées à l’aide de l’homogénéisation sur les flux ne
permettent pas de modéliser les propriétés radiatives du milieu particulaire. Dans tous les cas
testés, la réflectance ainsi que la transmittance sont sous-estimées (excepté pour fp = 1% où une
très large surestimation de la transmittance est observée), alors que l’absorptance est surestimée.

Comme attendu au vue de l’impédance effective, la plus grande erreur sur la réflectance est
obtenue pour fp = 1%. Pour quantifier cette erreur, il est possible de considérer la quantité
suivante : ∆R =

∑
i [R(θi)−Rhom(θi)] /R(θi) qui est représentée sur la Fig. IV.25(e) en fonction

de la fraction volumique. Pour expliquer cette erreur, il est important de se rappeler que l’homo-
généisation sur les flux ne considère que le flux cohérent et ignore le flux incohérent. Autrement
dit, lorsque le flux incohérent est non-négligeable, l’homogénéisation devient restrictive, en ce
sens qu’elle ne permet pas de rendre compte du comportement global de la texture. Or, il est
possible d’observer sur les diagrammes de diffusion des Fig. IV.24(e) et (f) que la composante
principale du flux rétrodiffusé des textures biphasiques est le flux incohérent. Donc, la majeure
partie du flux rétrodiffusé n’est pas considérée par l’homogénéisation. Pour aller plus loin dans
l’analyse, il est possible de calculer le taux d’incohérence rétrodiffusé, défini comme le ratio entre
la section efficace de diffusion rétrodiffusé incohérente (σincoh(rétro)) et la section efficace de
diffusion moyenne (⟨σsca⟩). Le résultat est reporté sur un autre axe de la Fig. IV.25(e) et montre
que le flux incohérent contribue à plus de 80% du flux rétrodiffusé. De plus, on peut observer une
très forte corrélation entre le taux d’incohérence rétrodiffusée et l’erreur sur la réflectance. On
peut donc en déduire que c’est bien la présence d’incohérence rétrodiffusé non prise en compte
par l’homogénéisation qui empêche les propriétés effectives de modéliser la réflectance simulée.

Concernant la transmittance, une analyse similaire peut être faite. L’erreur sur la trans-
mittance (calculée avec une formule similaire à celle de la réflectance) et le taux d’incohérence
transmise sont représentés sur la Fig. IV.25(f) sur deux axes différents. En comparaison à la
réflectance, ici aucune corrélation n’est observable. En effet, le taux d’incohérence ne fait que
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Figure IV.25 – Homogénéisation sur les propriétés radiatives
Les propriétés radiatives en fonction de l’angle d’incidence pour une fraction volumique de (a)
1%, (b) 2%, (c) 3% et (d) 5%. Les propriétés radiatives sont calculées avec un faisceau gaus-
sien (sim), une plaque homogène dont l’indice est ajusté pour reproduire les propriétés (fit)
ou une plaque homogène avec les propriétés effectives de l’homogénéisation sur les flux (hom).
(e)/(f) Comparaison entre l’erreur sur la réflectance/transmittance et le flux incohérent rétrodif-
fusé/transmis en fonction de la fraction volumique.

diminuer alors que l’erreur sur la transmittance passe par un minimum pour fp = 2% 28. De
ce fait, l’incohérence transmise ne permet pas d’expliquer l’erreur sur la transmittance. Pour
comprendre pourquoi l’incohérence rétrodiffusée explique l’erreur sur la réflectance, alors que
l’incohérence transmise ne le permet pas pour la transmittance, il est nécessaire de rappeler la
différence fondamentale entre ces deux quantités. D’une part, la réflectance ne peut être générée
que par le système étudié ; s’il n’y a pas de système, il n’y a pas de réflectance. Par consé-
quent, la réflectance est directement proportionnelle aux flux cohérent et incohérent diffusés par
le système. En comparaison, deux contributions génèrent la transmittance : l’onde diffusée par
le système et l’onde incidente. Les interférences entre les deux ondes complexifient alors le lien
entre les flux cohérent et incohérent et la transmittance.

Comme l’homogénéisation sur les flux ne permet pas de modéliser les propriétés radiatives
simulées par un faisceau gaussien, il parait intéressant de chercher s’il existe une lame homo-
gène permettant de modéliser au mieux ces données. Faire cet ajustement par la méthode des
moindres carrés permet d’obtenir les courbes en trait plein (libellées «Fit») des Fig. IV.25(a-d).
Les ajustements obtenus permettent la parfaite modélisation des données en fonction de l’angle
d’incidence. En revanche, la solution obtenue n’est pas unique et un certain nombre de couples
(εeff, µeff) (potentiellement une infinité ?) permettent de modéliser les propriétés radiatives. Cet
effet est visible sur la Fig. IV.26(a) où les données pour fp = 1% sont parfaitement modélisées

28. Une erreur négative signifie que la transmittance est surestimée, et positive implique une sous-estimation.
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14.120 i12.377    12.441 + i13.545
19.560 i17.708    17.708 + i18.706

Figure IV.26 – Différentes propriétés effectives équivalentes en terme de propriétés radiatives
(a) Les propriétés radiatives en fonction de l’angle d’incidence pour une fraction volumique fp =
1%. Les six courbes obtenues avec six couples de propriétés effectives différentes sont superposées
et permettent toutes une parfaite correspondance avec les données simulées. (b) Les propriétés
radiatives en fonction de l’épaisseur des échantillons pour fp = 1%. Aucune des six propriétés
effectives trouvées pour (a) ne permettent de modéliser l’évolution en fonction de l’épaisseur.

par six couples différents (d’autres couples peuvent être obtenus). L’accord est tellement bon
qu’il est quasiment impossible de voir les différences entre les solutions.

Pour tenter de discriminer la véritable solution parmi toutes celles obtenues, il est possible
d’utiliser une autre variable que l’angle d’incidence : l’épaisseur des échantillons. Le calcul des
propriétés radiatives moyennées sur 400 échantillons en incidence normale et pour une épaisseur
croissante est reporté sur la Fig. IV.26(b) pour une fraction volumique fp = 1%. Superposées
à ces courbes, celles obtenues à partir d’une lame homogène et des six couples de propriétés
effectives sont aussi représentées. Aucune des solutions ne permet de modéliser l’évolution des
propriétés radiatives simulées. Donc, les propriétés effectives obtenues pour une épaisseur ne sont
pas applicables pour une autre épaisseur. De plus, même en faisant un ajustement directement
sur ces données en fonction de l’épaisseur, aucune solution permettant de les modéliser n’a été
trouvée. Cela pose la question du sens physique et de la véracité des propriétés effectives obtenues
à l’aide des propriétés radiatives. En effet, on sait que les propriétés effectives ne permettent de
modéliser que la partie cohérente de la réponse électromagnétique des échantillons. Or, la manière
dont les propriétés radiatives ont été calculées ne permet pas de faire la distinction entre partie
cohérente et incohérente. Il ne semble donc pas possible de faire de l’homogénéisation à partir
des propriétés radiatives (absorptance, réflectance et transmittance) calculées dans les sections
précédentes. Pour faire de l’homogénéisation avec ces propriétés radiatives, il serait nécessaire de
pouvoir calculer leur équivalent cohérent (Acoh, Rcoh et Tcoh).
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IV.6 Élargissement au 3D : cas de sphères

IV.6.1 Définition du système

Jusqu’à maintenant, l’ensemble des calculs ont été réalisés pour des particules circulaires,
i.e. des particules 2D, mises dans des lames d’épaisseur Lz = 400 nm et ayant une longueur Lx

suffisante pour que l’absorptance soit définissable à partir de l’efficacité d’absorption Qabs. Pour
reproduire ce genre de calculs en 3D, i.e. pour des particules sphériques, le système à considérer
est un pavé droit d’épaisseur Lz = 400 nm dont la longueur Lx et la largeur Ly doivent être
correctement ajustées pour que l’absorptance soit définissable 29. Or, comme on va le voir plus
en détail dans la sect. IV.6.3, les tailles à considérer sont trop importantes pour que les simulations
associées puissent être exécutées sur nos serveurs de calculs (i.e. elles requièrent trop de RAM).
Par ailleurs, alors qu’en 2D l’utilisation d’un faisceau gaussien n’implique aucune complication
numérique par rapport à une onde plane, en 3D, les temps de calculs sont beaucoup plus longs
pour un faisceau gaussien qu’une onde plane. Pour garder des temps de calculs raisonnables,
il a donc été décidé d’utiliser l’onde plane plutôt que le faisceau gaussien, ce qui se fait au
détriment des effets de bord. En conséquence de tout cela, il ne nous est pas possible de simuler
l’absorptance d’échantillons 3D.

En revanche, il est tout de même possible de simuler des systèmes de tailles modérées (conte-
nant jusqu’à ∼ 1000 particules) et de comparer leur efficacité d’absorption Qabs. Donc, plutôt
qu’une étude complète (comme celle faite en 2D) de tous les mécanismes permettant une ab-
sorption parfaite dans les milieux désordonnés, notre objectif est d’étudier si la méthodologie
développée en 2D (i.e. incorporer des particules diffusantes présentant une forte diffusion iso-
trope dans un milieu composé de particules absorbantes) permet aussi d’améliorer l’absorption
en 3D. Pour faire cela, il est possible de comparer l’efficacité d’absorption d’échantillons mono-
phasiques et biphasiques, qui est définie par Qabs = σabs/LxLy. Mais avant de pouvoir faire ces
simulations, il est nécessaire de définir les propriétés des particules absorbantes (cp, δp, fp) et dif-
fusantes (nd et Rp/d), leur rayon étant toujours fixé à respectivement rp = 20nm et Rd = 80nm.
La fraction volumique est fixée à 2%. Cette valeur modérée nous permet de considérer des échan-
tillons avec des dimensions latérales allant jusqu’aux alentours de Lx, Ly ≲ 3 µm ; après quoi la
RAM nécessaire dépasse nos capacités de calculs. Comme l’absorptance n’est pas définissable
pour ces tailles d’échantillons (cf. Fig. IV.7), il ne nous est pas possible de faire la minimisation
de 1−⟨A⟩N pour obtenir les paramètres optimaux. On va donc devoir se contenter de paramètres
sous-optimaux définis à partir du comportement d’une particule unique. En résumé, l’idée géné-
rale de cette section dédiée au 3D n’est pas de proposer une étude aussi complète que celle faite
en 2D, mais plutôt de faire une preuve de concept, i.e. de montrer que les résultats du 2D sont
applicables au 3D.

Pour les particules absorbantes, le maximum de la section efficace d’absorption (σabs) d’une
sphère unique de rayon 20 nm à une longueur d’onde de 2 µm est obtenu pour cp = 0.3323 et
δp = 5.142 × 10−4. Concernant les particules diffusantes, comme le montre la Fig. IV.27(a), le
maximum de diffusion du premier ordre multipolaire est obtenu pour un indice de réfraction de
nd = 12.42 (étoile bleue). Le diagramme de diffusion associé à ce maximum pour une illumination
selon les z positifs et une polarisation linéaire est reporté sur la Fig. IV.27(b). Dans la direction

29. Par simplicité, on considérera des longueurs et largeurs égales Lx = Ly.
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Figure IV.27 – Définition des paramètres de la texture 3D
(a) La section efficace de diffusion d’une particule sphérique en fonction de l’indice de réfraction
pour R/λ = 0.04. (b) Le diagramme de diffusion d’une particule sphérique d’indice de réfraction
nd = 12.42. (c) Systèmes utilisés pour définir le ratio Rp/d : une particule diffusante entourée d’un
nombre N de particules absorbantes ou uniquement les particules absorbantes. (d) L’efficacité
d’absorption en fonction du nombre de particules absorbantes moyennée sur 50 systèmes. Les
zones en couleurs montrent la distribution de l’ensemble des valeurs.

des x, le flux est bien isotrope, mais pas dans celle des y. Pour obtenir un flux plus isotrope
globalement, il est possible de considérer d’autres polarisations, telle qu’une polarisation circu-
laire. Malgré tout, comme on le verra dans les sections suivantes, l’absorption des échantillons
désordonnés (monophasiques et biphasiques) n’est pas sensible à la polarisation. Il ne semble
donc pas important que le flux des particules diffusantes soit parfaitement isotrope dans toutes
les directions. Pour rappel, en 2D, le maximum de diffusion d’une particule diffusante est obtenu
pour nd = 9.44, comme le remontre la Fig. IV.27(a). En revanche, l’indice optimal de la texture
biphasique est légèrement supérieur à 9.44, et est plutôt aux alentours de 9.55. Dans le même
ordre d’idée, l’indice de réfraction utilisé pour la texture biphasique 3D est de nd = 12.5. À noter
donc que l’indice de réfraction nécessaire en 3D est supérieur à celui en 2D.

Comme dans le cas 2D, le paramètre le plus complexe à fixer de la texture biphasique est le
ratio Rp/d entre le nombre de particules absorbantes et diffusantes. En revanche, en comparaison
au cas 2D où il était possible de calculer l’absorptance de très larges échantillons pour différents
ratios et donc de sélectionner le meilleur, une telle étude n’est pas possible en 3D. De plus,
comme les permittivités des particules absorbantes et diffusantes n’ont pas été optimisées, les
textures résultantes sont déjà sous-optimales. Dès lors, il n’est pas nécessaire d’obtenir le ratio
parfait, mais seulement une valeur convenable permettant de mettre en évidence (ou non) le gain
d’absorption apporté par les particules diffusantes. L’idée pour obtenir cette valeur convenable est
de comparer l’efficacité d’absorption moyenne ⟨Qabs⟩ sur (i) un ensemble de systèmes contenant
une particule diffusante entourée d’un nombre N de particules absorbantes (biphasiques) avec
(ii) celle des systèmes contenant uniquement les particules absorbantes (monophasiques). La
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Fig. IV.27(c) montre deux exemples (N = 7 et N = 14) de chaque système. Les résultats d’une
telle simulation pour un ensemble de 50 échantillons sont reportés sur la Fig. IV.27(d) sous
forme de graphe en violon. Les zones oranges et bleues représentent respectivement la densité de
probabilité des systèmes monophasique et biphasique. On peut observer que plus le nombre de
particules absorbantes est grand et plus les deux densités de probabilité se ressemblent, indiquant
que la particule diffusante a de moins en moins d’importance. Superposée à ces graphiques, la
valeur moyenne de l’efficacité d’absorption de chaque texture est tracée à l’aide de croix. Les deux
plus grandes différences entre ces deux moyennes en faveur du milieu biphasique sont obtenues
pour N = 7 et N = 14 particules absorbantes, i.e. pour un ratio Rp/d de 7 et 14. Pour rappel, en
2D pour fp = 2%, le ratio optimal est Rp/d = 2, donc plutôt faible. Pour cette raison, le ratio
Rp/d = 7 est choisi.

IV.6.2 Convergence des degrés multipolaires

La matrice carrée à considérer pour résoudre la diffusion de la lumière par un agglomérat
de particules a une taille (ndim × ndim) plus grande en 3D qu’en 2D, et donc consomme plus de
RAM. Cela s’explique de deux façons : (i) pour des particules de même rayon, il est possible de
mettre plus de particules dans un volume que sur une surface équivalente 30, (ii) en 3D, il est
nécessaire de considérer deux coefficients de diffusion (communément prénommés «électriques» et
«magnétiques») pour résoudre la diffusion de la lumière par une sphère [56, sect. 9.25], comparé
à un unique coefficient en 2D. Lorsque plusieurs sphères sont alors mises en interaction, ces
coefficients deviennent inter-dépendants, augmentant la taille ndim du système d’équations à
résoudre. Cette taille est donnée par :{

n2D
dim = N(2dm + 1), (2D), (IV.25a)

n3D
dim = N(2dm + 2)(dm + 3), (3D), (IV.25b)

où N est le nombre de particules (circulaires ou sphériques) dans l’agglomérat et dm est le
degré multipolaire utilisé. Par exemple, pour N = 1000 particules calculées avec dm = 5 degrés
multipolaires, les matrices à manipuler en 2D nécessitent ∼ 1.8GB de RAM, contre ∼ 137GB

en 3D. En clair, pour pouvoir calculer les échantillons les plus larges possibles, il est impératif de
minimiser le nombre de degrés multipolaires nécessaires pour calculer l’efficacité d’absorption.

Comme on a vu dans la sect. III.2.1, pour minimiser la quantité de degrés multipolaires
nécessaires à la bonne convergence de la simulation, il est possible d’augmenter la distance
minimale entre particules (δij) 31. En revanche, augmenter cette distance a tendance à diminuer
l’absorption globale du système, ce qui va à l’encontre de ce qu’on essaye de faire. Autrement
dit, un compromis entre absorption et degrés multipolaires est à trouver. Pour cela, on fixe le
nombre de degrés multipolaires des particules absorbantes à cinq et celui des diffusantes à dix, et
on cherche la distance minimale entre les particules qui permet d’obtenir une bonne convergence
avec ces valeurs. Ce choix de cinq et dix degrés multipolaires a été fait en se basant sur deux
critères :

30. Par exemple, dans un cube de 1µm de côté, il est possible de mettre environ 4476 particules de rayon 20 nm
et de fraction volumique 15%, alors que dans un carré de 1 µm de côté, il en rentre seulement 119.

31. Lorsqu’on parle de distance minimale entre particules, on fait référence à la distance qu’il y a entre deux
interfaces de particules. La relation avec la notion de rayon d’exclusion introduit dans la sect. III.1.5 est donnée
par : rδ = ri + δii/2.
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• le nombre de particules absorbantes est sept fois plus important (Rp/d = 7) que celui des
diffusantes, d’où un degré multipolaire beaucoup plus faible,

• en 2D, le degré multipolaire des particules diffusantes impacte plus la convergence des
propriétés radiatives des textures biphasiques (sect. IV.3.1), d’où un degré multipolaire
plus important que celui des absorbantes.

Pour la texture absorbante (resp. diffusante), le calcul de l’erreur relative sur l’efficacité
d’absorption (resp. de diffusion) d’un échantillon de dimensions Lx = Ly = 650 nm 32 en fonction
du degré multipolaire dma ∈ J1, 10K (resp. dmd ∈ J1, 15K) est reporté sur la Fig. IV.28(a) (resp.
(b)). Cette erreur relative est calculée en normalisant la différence entre Qabs calculée à un degré
dma et celle à dma = 10 par Qabs calculée à dma = 10, i.e. |Qabs(10)−Qabs(d

m
a )|/Qabs(10). L’objectif

de convergence est fixé à une erreur de 1% (trait horizontal en pointillés). Pour les particules
absorbantes, aucune distance minimale (δpp = 0nm) ne permet pas d’obtenir la convergence

32. Le nombre de particules absorbantes est de 90 et celui des diffusantes de 9. Dans l’échantillon biphasique
associé, le nombre de particules absorbantes diminue à 63.
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Figure IV.28 – Convergence des propriétés radiatives de systèmes 3D avec le nombre de degrés
multipolaires
(a)/(b) l’erreur relative de l’efficacité d’absorption/de diffusion d’un échantillon absor-
bant/diffusant en fonction du nombre de degrés multipolaires. (c-f) L’erreur relative de l’effi-
cacité d’absorption d’un échantillon biphasique en fonction du degré multipolaire des particules
diffusantes (dmd ) pour différents degrés multipolaires des particules absorbantes (dma ) et cela pour
différentes distances minimales entre les particules diffusantes et absorbantes (c) δdp = 0nm, (d)
δdp = 5nm, (e) δdp = 10nm et (f) δdp = 20nm.
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souhaitée sur les propriétés simulées et cela même avec 10 degrés multipolaires. En revanche,
imposer une distance de δpp = 5nm le permet et sera donc utilisé pour la suite. Pour les particules
diffusantes, aucune distance minimale n’est nécessaire pour obtenir la convergence souhaitée.

Lorsque les textures absorbantes et diffusantes sont fusionnées pour obtenir la texture bipha-
sique, il est possible d’imposer une distance minimale entre les particules diffusantes et absor-
bantes (δdp). Le calcul de l’erreur relative sur l’efficacité d’absorption en fonction du degré des par-
ticules absorbantes et diffusantes (et cela pour quatre valeurs de distance δdp ∈ [0, 5, 10, 20] nm)
est représenté sur les Fig. IV.28(c-f). Comme pour les textures absorbantes, ne prendre aucune
distance entre les particules (δdp = 0nm) ne permet d’obtenir aucune sorte de convergence des
propriétés pour le nombre de degrés multipolaires testé (l’erreur diminue très doucement). Au
contraire, prendre une distance de 5 nm permet bien d’apercevoir une convergence des proprié-
tés, mais seulement pour des degrés de particules diffusantes supérieurs à 12. Pour qu’enfin une
convergence soit obtenue (erreur inférieure à 1%) avec le nombre de degrés multipolaires fixés
(cinq et dix), une distance d’au moins 10 nm est nécessaire. Prendre 20 nm permet de diminuer
l’erreur à moins de 0.1%, mais cela diminue aussi l’absorption globale. En effet, passer de 10 à
20 nm fait diminuer l’efficacité d’absorption de Qabs = 1.87 à 1.06. Comme l’objectif est de maxi-
miser le gain d’absorption par l’insertion des particules diffusantes, une distance de δdp = 10nm

est choisie.

IV.6.3 Volume représentatif

Avant de faire la comparaison finale entre les milieux monophasiques et biphasiques, il est
intéressant de faire l’étude de la convergence de l’efficacité d’absorption avec la taille latérale des
échantillons. Pour cela, seules les particules absorbantes sont considérées. Avec les paramètres
fixés dans les sections précédentes, il nous est possible de simuler des échantillons dont les di-
mensions vont jusqu’à Lx, Ly ⩽ 2.8 µm (contenant donc ∼ 1850 particules), après quoi la RAM
nécessaire est supérieur aux 1.5TB de notre plus gros serveur de calculs. L’efficacité d’absorp-
tion d’un ensemble d’échantillons est représentée sur la Fig. IV.29(a) en fonction des dimensions
Lx = Ly à l’aide d’un diagramme en violons, auquel est superposé le résultat pour un échantillon
unique. Comme attendu, lorsque le système a une trop petite taille, son efficacité d’absorption
peut être supérieure à 1 et donc ne représente pas une absorptance. En revanche, à partir de
Lx = 1.375 µm, l’ensemble des valeurs est inférieur à 1 et pour une taille croissante la moyenne
semble converger vers une valeur de ∼ 0.65. Cela indique que l’efficacité d’absorption pourrait
correspondre à une absorptance et cela même si les dimensions des échantillons sont seulement
de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde. Cela contraste grandement avec le cas 2D où une
dimension au moins 15 fois supérieure à la longueur d’onde est nécessaire. Malheureusement,
n’ayant pas accès à l’absorptance réelle de la texture absorbante 3D, il ne nous est pas possible
d’estimer l’erreur commise sur l’évaluation de l’absorptance avec ces dimensions réduites.

Pour tenter d’estimer cette erreur, il est possible de s’appuyer sur les calculs précis du cas 2D
en faisant l’hypothèse suivante : si la déviation standard relative (RSD) sur l’efficacité d’absorp-
tion calculée à partir d’une onde plane est la même en 2D et en 3D, alors l’erreur sur l’estimation
de l’absorptance est aussi la même. Il est important de préciser que l’objectif ici n’est pas d’obte-
nir des valeurs d’erreurs quantitatives, mais plutôt une compréhension générale des dimensions
nécessaires en 3D pour avoir une bonne estimation de l’absorptance. En d’autres mots, faut-il une
taille aux alentours de Lx = Ly = 5 µm, 10 µm, 20 µm ou plus ? À cet effet, la RSD du cas 3D est
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Figure IV.29 – Volume représentatif de l’efficacité d’absorption des systèmes 3D
(a) L’efficacité d’absorption en fonction de la dimension des échantillons 3D pour un échantillon
ou un ensemble. Les zones en couleur représentent la distribution des valeurs obtenues. (b) Les
dimensions en 3D en fonction de celles en 2D donnant lieu à la même déviation standard relative
de l’efficacité d’absorption. (c) La déviation standard relative de l’efficacité d’absorption des
systèmes 3D en fonction de leurs dimensions. (d) La même figure pour les systèmes 2D.

extraite à partir des données de la Fig. IV.29(a) et reportée sur la Fig. IV.29(c). À mesure que la
longueur augmente, la RSD diminue, impliquant que les échantillons de l’ensemble sont de plus en
plus similaires du point de vue de leur réponse électromagnétique. Par ailleurs, cette décroissance
peut être modélisée très précisément à l’aide d’une fonction exponentielle (Éq. (IV.26b)). Pour
pouvoir évaluer l’hypothèse énoncée, la simulation de l’efficacité d’absorption de 300 échantillons
absorbants, 2D, de fraction volumique 2% et illuminés par une onde plane est effectuée pour
différentes longueurs Lx et la RSD associée est reportée sur la Fig. IV.29(d). Comme pour le cas
3D, à mesure que la longueur augmente, la RSD diminue, mais cette fois, son évolution peut être
modélisée par une loi en puissance, plutôt qu’exponentielle. Ces deux lois sont données par :{

RSD[Q2D
abs](Lx) = 0.21189L−0.54411

x , (2D), (IV.26a)

RSD[Q3D
abs](Lx) = 0.34192e−0.58470Lx , (3D). (IV.26b)

Sous l’hypothèse formulée précédemment, cette différence de modèle implique que la relation
entre les volumes élémentaires représentatifs 2D et 3D n’est pas linéaire, mais exponentielle.
Pour obtenir cette relation, il est nécessaire de résoudre l’équation RSD[Q3D

abs] = RSD[Q2D
abs], ce

qui donne :
L3D
x = 0.93059 log(L2D

x ) + 0.81839. (IV.27)

Par ailleurs, à partir des données de RSD simulées, il est possible d’extraire les couples (L2D
x , L3D

x )

donnant approximativement lieu à la même RSD. Tous ces résultats sont représentés sur la
Fig. IV.29(b) et sont en très bon accord entre eux. Cette relation non-linéaire entre les volumes
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élémentaires représentatifs 2D et 3D est un avantage pour nous, car cela signifie que les dimensions
nécessaires en 3D pour obtenir une convergence de l’efficacité d’absorption vers l’absorptance sont
plus faibles que celles nécessaires en 2D.

Dans la sect. IV.2.1, on a montré qu’une longueur L2D
x ⩾ 30 µm permet d’estimer l’absorp-

tance à partir de l’efficacité d’absorption et cela même si une onde plane est utilisée (auquel
cas, un petit biais sur la valeur finale est obtenue). À l’aide de l’Éq. (IV.27), cela implique
qu’en 3D la même convergence devrait être obtenue pour L3D

x ⩾ 4 µm. À noter qu’une longueur
de L2D

x = 70 µm correspond à L3D
x ≈ 4.7 µm. Autrement dit, sous l’hypothèse formulée précé-

demment, en 3D, il suffirait de considérer des échantillons autour de Lx = Ly = 4 µm pour
pouvoir extraire l’absorptance à partir de l’efficacité d’absorption. Ce résultat est en accord avec
la Fig. IV.29(a) où une bonne convergence des propriétés est observée même pour des dimensions
équivalentes à la longueur d’onde. Malheureusement, il nous est actuellement impossible de véri-
fier plus en avant ces différents résultats, car les simulations dépassent nos capacités de calculs.
Avec les paramètres des textures choisis, des dimensions de Lx = Ly = 4 µm avec Lz = 400 nm,
revient à calculer ∼ 2815 particules absorbantes et ∼ 402 particules diffusantes, impliquant des
matrices de ∼ 2.15TB, ce qui est supérieur au 1.5TB de notre plus gros serveur. Ce calcul nous
est donc impossible actuellement au CEMHTI.

Finalement, maintenant que l’équivalence entre 2D et 3D est connue, il nous est possible
d’estimer l’erreur commise sur l’évaluation de l’absorptance avec des dimensions trop petites.
Des échantillons 3D de dimensions Lx = Ly = 2.8 µm sont équivalents à des échantillons 2D de
longueur Lx ≈ 8.4 µm. Le calcul de l’absorptance avec une onde plane sur de tels échantillons
2D résulte en A2D

8.4 = 61.69%. En comparaison, l’absorptance de référence des 300 systèmes 2D
de longueur Lx = 70 µm calculés avec un faisceau gaussien de largeur ωx = 23.3 µm est de
A2D

ref = 59.10%. Par conséquent, dans ce cas-là, l’erreur commise en 2D par l’utilisation de trop
petits échantillons illuminés par une onde plane est d’environ 5%. Sous l’hypothèse formulée
précédemment, l’erreur commise en 3D par des échantillons de dimensions Lx = Ly = 2.8 µm est
alors aussi de 5%, ce qui, si on considère la taille réduite, n’est pas une erreur trop importante.
En revanche, le calcul d’un seul échantillon de cette taille prenant plus de 8 h, il n’est pas
envisageable de calculer la moyenne d’un ensemble de tels échantillons. Pour cette raison, les
échantillons 3D utilisés dans la section suivante ont une taille Lx = Ly = 2 µm (avec un temps
de calcul de 1 h 20min), équivalant en 2D à Lx ≈ 3.6 µm et donnant lieu à une absorptance de
A2D

3.6 = 65.24%. Ainsi, l’erreur commise est une surestimation d’environ 10%. Néanmoins, il est
important de garder en tête que ces estimations d’erreurs reposent sur une hypothèse discutable
et ne sont donc pas quantitatives et exactes. Leur but est de donner une idée générale de l’erreur
commise en utilisant des échantillons de tailles réduites.

IV.6.4 Comparaison monophasique/biphasique

Maintenant que tous les paramètres des deux textures (monophasique et biphasique) sont
fixés et que l’erreur commise par l’utilisation d’échantillons trop petits est approximativement
connue, il est possible de comparer l’efficacité d’absorption des deux textures en 3D. Pour cela,
le calcul de l’efficacité d’absorption pour 100 échantillons est reporté sur les Fig. IV.30(a) et
(b) sous forme d’histogrammes et cela pour respectivement les deux polarisations TE et TM.
Pour rappel, en 2D, seule la polarisation TM a été utilisée, car il n’est pas possible d’exciter les
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Figure IV.30 – Maximum de l’efficacité d’absorption moyenne des systèmes 3D
(a)/(b) La distribution de l’efficacité d’absorption sur 100 échantillons 3D (monophasiques ou
biphasiques) pour une polarisation TE/TM. (c)/(d) Les fonctions de répartition associées aux
distributions des figures (a)/(b).

plasmons avec la polarisation TE et donc d’obtenir de fortes absorptions. En 3D, ce n’est pas
le cas, et les deux polarisations doivent donc être testées. L’absorptance du système est alors
définie comme la moyenne des absorptances pour chaque polarisation. Dans notre cas, les deux
textures désordonnées sont insensibles à la polarisation, en ce sens que les deux distributions sont
globalement identiques. Cette insensibilité de nos systèmes à la polarisation peut être expliquée
par le fait que (i) les particules sont des sphères dispersées de façon aléatoire, et (ii) dans la
théorie de Mie, la diffusion d’une sphère est indépendante de la polarisation.

Chaque distribution peut être modélisée par une loi normale. Pour se faire l’ajustement
des moindres carrés est réalisé sur la fonction de répartition associée à chaque histogramme et
représentée sur les Fig. IV.30(c) et (d) 33. Comme on peut l’observer, les données sont en très
bon accord avec la fonction de répartition d’une loi normale. À partir de ces ajustements, la
moyenne de chaque distribution est alors connue et donnée par :

3D

{
⟨Qmono

abs ⟩TE = 66.11%, ⟨Qmono
abs ⟩TM = 66.89%, (Monophasique), (IV.28a)〈

Qbi
abs
〉
TE = 89.90%,

〈
Qbi

abs
〉
TM = 91.01%, (Biphasique). (IV.28b)

En prenant en compte la surestimation de 10% due à la taille réduite des échantillons, ces valeurs
doivent être corrigées, conduisant à ⟨Qmono

abs ⟩3D ≈ 60% et
〈
Qbi

abs
〉
3D ≈ 81%. Sur la base de la

méthodologie développée en 2D, ajouter des particules diffusantes dans une texture de particules
absorbantes permet bien d’augmenter l’absorption du système et cela même en 3D. Par ailleurs,
en 2D et pour une fraction volumique de 2%, l’absorptance moyenne vaut ⟨A⟩mono

2D = 60.66% et
⟨A⟩bi

2D = 82.02%. Autrement dit, les résultats obtenus en 3D sont très similaires aux 2D, malgré
le fait que les paramètres des textures n’ont pas pu être optimisés, impliquant que l’absorption

33. Faire l’ajustement d’un modèle directement sur un histogramme n’est pas conseillé, en ce sens que l’ajuste-
ment dépendra du nombre de colonnes composant l’histogramme, qui est une valeur arbitraire. Au contraire, la
fonction de répartition n’a pas ce problème et peut donc être utilisée.
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pourrait être plus importante. Cette similitude tend aussi à indiquer que l’évaluation de l’erreur
faite dans la sect. IV.6.3 n’est pas complètement aberrante.

Finalement, il est possible d’étudier l’absorption des deux textures en fonction de la lon-
gueur d’onde. Comme pour le cas 2D, l’indice de réfraction des particules diffusantes est consi-
déré constant dans la gamme des longueurs d’onde d’intérêt. La fonction diélectrique des par-
ticules absorbantes est quant à elle modélisée par un modèle de Drude (Éq. (IV.22)). L’effica-
cité d’absorption moyennée sur huit échantillons monophasiques/biphasiques est reportée sur
les Fig. IV.31(a)/(b) en fonction de la longueur d’onde. Les barres d’erreur englobent les huit
valeurs obtenues et aucune correction de la surestimation due à la taille réduite des échan-
tillons n’a été faite. Superposées à ces courbes, trois simulations de l’efficacité d’absorption pour
λ ∈ [1.8, 1.95, 2] µm et 100 échantillons sont représentées par des croix noires. À chacun de ces
points est associé un graphe représentant l’histogramme de la distribution des 100 valeurs obte-
nues (nombre d’échantillons en fonction de l’efficacité d’absorption) et son ajustement à l’aide
d’une loi normale et réalisée sur les fonctions de répartition associées (non représentées).

De la même manière que pour le cas 2D, la largeur à mi-hauteur est plus faible pour la
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Figure IV.31 – Efficacité d’absorption moyenne des systèmes 3D en fonction de la longueur
d’onde
(a) L’efficacité d’absorption moyennée sur 8 échantillons monophasiques en fonction de la lon-
gueur d’onde. Les barres d’erreur englobent l’ensemble des 8 valeurs obtenues. Superposées à
ces courbes, l’efficacité d’absorption moyennée sur 100 échantillons pour λ ∈ [1.8, 1.95, 2] µm est
représentée (croix noires). L’histogramme de l’efficacité d’absorption des 100 échantillons est as-
socié à chacune des croix. (b) La même figure pour les systèmes biphasiques.
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texture biphasique que monophasique, ce qui est entièrement dû au fait que son maximum est
plus élevé. Par ailleurs, dans les deux cas (mono/biphasique), ces largeurs sont très similaires
à celles obtenues en 2D pour 2%. Combiné avec le fait que le maximum d’absorption est aussi
similaire en 2D et en 3D, cela semble indiquer que faire une étude en 2D permet d’avoir une
bonne idée des potentialités en 3D.

IV.7 Points clés du chapitre

• L’absorptance d’un échantillon de taille finie peut être obtenue à partir de l’efficacité d’ab-
sorption à condition que l’échantillon soit suffisamment grand et que les effets de bord
soient minimisés, ce qui peut être accompli par l’utilisation d’un faisceau gaussien.

• L’absorptance d’une lame mince par rapport à la longueur d’onde et constituée de particules
absorbantes (milieu monophasique) est limitée, en cause une transmittance trop importante
et surtout une forte réflectance indépendante de la fraction volumique.

• Une lame mince par rapport à la longueur d’onde et constitué d’un milieu biphasique
(particules absorbant la lumière conjointement avec des particules diffusantes) permet de
réaliser des absorptances quasi-parfaites lorsque les paramètres sont correctement ajustés.

• Pour obtenir une absorptance optimale, les particules diffusantes doivent réfléchir un maxi-
mum de lumière et cela de manière la plus isotrope possible.

• L’absorptance des milieux biphasiques est robuste à différentes perturbations, telles qu’un
changement de l’angle d’incidence, une distribution en taille des particules, ou un change-
ment de type d’illumination.

• L’homogénéisation des milieux biphasiques à l’aide de la méthode sur les flux ne permet
pas de rendre compte des propriétés radiatives des échantillons, en cause une incohérence
trop forte rendant les propriétés effectives restrictives.

• Passer d’un système 2D (particules circulaires) à un système 3D (particules sphériques)
implique que les systèmes numériquement simulables par nos serveurs sont trop petits par
rapport à la longueur d’onde. Par conséquent, les propriétés radiatives ne peuvent plus être
parfaitement calculées à partir des sections efficaces. Il est cependant possible d’avoir une
estimation de leur valeur.

• Comme en 2D, l’efficacité d’absorption des milieux biphasiques 3D est plus importante que
celle des monophasiques 3D, montrant que la méthodologie développée en 2D est applicable
au 3D.
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Chapitre V
Conclusion et perspectives

V.1 Conclusions

Étant donné l’omniprésence des matériaux désordonnés dans la vie courante et les multiples
applications en tirant bénéfice, la compréhension de leurs comportements (électromagnétiques,
mécaniques, thermiques...) est d’une importance capitale. Dans le cadre spécifique de ce tra-
vail doctoral, nous nous sommes exclusivement intéressés au comportement électromagnétique
de suspensions de nanoparticules dispersées aléatoirement dans l’espace. De par le caractère
aléatoire de ces milieux, l’interaction lumière-matière peut être très complexe à modéliser, et la
simulation de larges domaines est bien souvent nécessaire pour assurer le caractère représentatif
des différents phénomènes (diffusions multiples, interférences...) se déroulant dans un échantillon
macroscopique. En conséquence, le temps de simulation et la charge numérique peuvent être
élevés, restreignant les investigations possibles.

Face à ce problème, l’utilisation d’approximations simplificatrices est courante dans la lit-
térature, et les deux principales sont l’hypothèse du régime indépendant, et l’applicabilité in-
conditionnelle des théories des milieux effectifs, qui permettent l’homogénéisation de milieux
inhomogènes à l’aide d’équations analytiques reliant les propriétés effectives aux caractéristiques
du milieu hétérogène (permittivité des hétérogénéités, fraction volumique...). Pour des milieux
particulaires, la formule de Maxwell Garnett est ainsi souvent employée dès lors que les particules
sont très petites par rapport à la longueur d’onde et que la fraction volumique reste en dessous
de 10− 15%.

Alors que la notion de régime indépendant et ses conditions d’applications peuvent être
vagues, les limites de la formule de Maxwell Garnett sont globalement plus claires : elle ne s’ap-
plique, certes, que pour des hétérogénéités très petites devant la longueur d’onde mais, de plus,
que si le milieu multiphasique n’est pas résonant, comme nous l’avons montré dans ce manus-
crit. Dans le cas contraire, l’extraction des propriétés effectives inhérentes à l’homogénéisation
doit être réalisée à partir de la résolution des équations de Maxwell. Plus spécifiquement, l’ho-
mogénéisation consiste à modéliser, à l’aide d’un milieu homogène ayant des propriétés dites
effectives, la partie cohérente des champs électromagnétiques en interaction avec un milieu hété-
rogène complexe. Cela implique que si l’autre partie, dite incohérente, n’est pas négligeable, alors
l’homogénéisation est restrictive, en ce sens qu’elle ne modélise pas entièrement le comportement
électromagnétique du milieu. À partir de la connaissance des propriétés effectives, d’autres gran-
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deurs physiques peuvent être calculées, telles que le coefficient d’extinction du milieu hétérogène
κext directement proportionnel à la partie imaginaire de l’indice de réfraction effectif neff.

Le principal défi de l’homogénéisation est de réussir à calculer ces propriétés effectives en mi-
lieu complexe, où l’interaction lumière/matière peut obéir à des modes d’interaction non conven-
tionnels. Dans ce contexte, l’un des objectifs de cette thèse a été d’étudier de manière rigoureuse
l’homogénéisation de milieux désordonnés constitués de nanoparticules, c’est-à-dire en se basant
sur la résolution des équations de Maxwell dans des systèmes de milliers de particules. À cet effet,
l’originalité de ce travail réside dans son utilisation de systèmes 2D plutôt que 3D, permettant
de diminuer la charge numérique sans enlever de généralité aux phénomènes étudiés.

Le premier volet de ce manuscrit traité au chapitre III s’est concentré sur l’homogénéisation
de milieu composé de nanoparticules distribuées aléatoirement dans l’espace. La méthode utilisée
pour homogénéiser ces milieu consiste en trois étapes clés : (i) créer un ensemble de Nit agglo-
mérats ayant une certaine forme (cercle, ellipse...) et des dimensions suffisamment grandes, (ii)
calculer le flux cohérent en champ lointain diffusé par cet ensemble de micro-états, et (iii) ajuster
par la méthode des moindres carrés le flux diffusé par un objet homogène, de même forme et
de même taille que les agglomérats, au flux cohérent. Dès lors, l’homogénéisation est impactée
par trois paramètres principaux que sont le nombre Nit d’itérations, les dimensions des agglo-
mérats et leur forme. Comme attendu, plus le nombre d’itérations et la taille des agglomérats
sont grands et meilleure sera l’homogénéisation. Dans le cas contraire, un biais dans l’extraction
des propriétés effectives apparaît. En revanche, alors qu’il est toujours possible de rajouter une
itération de plus, augmenter la taille des agglomérats ne peut se faire que jusqu’à un certain
point, à partir duquel la charge numérique est plus élevée que les capacités de simulation.

En outre, le rayon minimal des agglomérats nécessaire à la bonne extraction des propriétés
effectives est très dépendant du système de nanoparticules considérées, et son évaluation ne peut
se faire que par une méthode itérative. En effet, la méthode permettant de s’assurer qu’un rayon
est suffisant consiste à refaire le calcul pour un rayon d’agglomérat plus grand, et ainsi de suite
jusqu’à ce qu’une convergence des propriétés soit obtenue. À la convergence, si tant est qu’elle
existe, le volume élémentaire représentatif (VER) est atteint. Face à cette difficulté, il a été
tenté de simplifier l’évaluation du VER à partir d’extrapolation des résultats pour les rayons
trop petits (induisant donc un biais). Pour ce faire, une approche basée sur la méthodologie
développée par Kanit [227] a été proposée, mais s’est avérée infructueuse. En effet, la mise en
place de cette méthodologie dans nos systèmes implique de considérer un ratio constant entre le
rayon de l’agglomérat et la longueur d’onde. Par conséquent, lorsque le rayon des agglomérats
augmentent, la longueur d’onde augmente elle aussi, changeant ainsi le ratio entre le rayon
des particules et la longueur d’onde. Autrement dit, changer de taille d’agglomérat entraine un
changement du système étudié, rendant donc les interprétations et les comparaisons complexes.

Plutôt qu’estimer le VER, l’étape suivante a été d’essayer de le réduire en modifiant la forme
des agglomérats. Cette étude a permis de montrer que la forme des agglomérats a bien un im-
pact sur le VER et qu’il est donc possible de modifier la convergence des propriétés effectives. En
revanche, suivant l’indice de réfraction des particules, la modification engendrée par un change-
ment de forme n’est pas systématiquement la même, empêchant donc la généralisation de cette
méthode.

À partir de ces résultats permettant la définition des paramètres de simulations, le calcul des
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propriétés effectives a été effectué pour une gamme de permittivité des particules dans laquelle
des résonances peuvent apparaître. Cette gamme consiste en une partie réelle de la permittivité
des particules négative et croissante et une partie imaginaire négligeable, et est caractéristique
d’une dispersion apparaissant entre le ωTO et le ωLO, ou encore de type Drude. Cette gamme
bien particulière a été considérée car, d’une part, elle permet l’extraction de la densité spectrale
de Bergman pour la texture étudiée et, d’autre part, des comportements électromagnétiques
inhabituels pour des petites particules sont observés. Plus spécifiquement, en plus de permettre
la vérification des propriétés effectives calculées, la densité spectrale de Bergman rend possible
le calcul des propriétés effectives pour n’importe quel autre système de particules, à condition
que la micro-structuration soit statistiquement équivalente. Cela a été appliqué avec succès au
cas de particules d’alumine dans une matrice de silice.

En ce qui concerne les comportements inhabituels des petites particules, on peut tout d’abord
citer l’apparition d’une perméabilité effective, alors même que les particules et le milieu sont
intrinsèquement non magnétiques. Habituellement, ce phénomène est lié à des effets de taille
liés aux particules. Or, dans notre cas, on montre que l’effet de taille ne permet pas d’expliquer
entièrement la perméabilité effective obtenue, on suppose donc qu’elle est liée à des effets collectifs
entre les particules. De plus, une perméabilité effective tend à indiquer que le milieu hétérogène
est diffusant, c’est-à-dire que l’onde incidente n’est plus uniquement éteinte par absorption, mais
aussi par diffusion. Généralement, il est considéré que c’est le taux d’incohérence (le ratio entre
la partie incohérente du champ et son intensité totale) qui est un bon indicateur de la diffusion.
Dans les faits, ces deux grandeurs (diffusion et taux d’incohérence) sont corrélées à travers la
taille des particules. En effet, plus les particules constituant la texture sont grandes et plus le taux
d’incohérence du milieu aura tendance à être élevé, mais aussi sa diffusion. Toutefois, dans notre
cas, les effets de tailles n’étant pas la cause principale du phénomène de diffusion, cette dernière
n’est plus corrélée au taux d’incohérence. On montre alors que pour certaines permittivités de
particules, le taux d’incohérence est fort et la diffusion faible, alors que pour d’autres, c’est
l’inverse.

Pour finir sur le taux d’incohérence, son évolution en fonction de la taille des agglomérats, de
leur forme et de la permittivité des particules a été discutée. De manière générale, le taux d’inco-
hérence a plutôt tendance à diminuer lorsque la taille des agglomérats augmente, et cela, quelle
que soit leur forme. En revanche, pour certains cas spécifiques de permittivité où le taux d’inco-
hérence n’est pas négligeable, des oscillations du taux d’incohérence sont observables. Celles-ci
peuvent être expliquées par les oscillations du régime de Mie liée à la taille des agglomérats.
De plus, malgré une forte incohérence, l’homogénéisation de ces cas ne présente que très peu de
difficultés, et fonctionne pour toutes les formes d’agglomérats testés. Cela montre que, dans les
cas testés, l’homogénéisation est réalisable quelle que soit la quantité d’incohérence. Autrement
dit, il n’est pas judicieux de mettre un critère sur la valeur du taux d’incohérence pour décider
si oui ou non l’homogénéisation est fonctionnelle.

Bien entendu, l’étude proposée dans ce premier volet n’est pas exempte de limites, dont la
plus prégnante est celle concernant l’homogénéisabilité de certains cas, typiquement celui de
cp = 0.44. En effet, au vu des résultats obtenus (biais fort dans l’extraction des propriétés effec-
tives suivant la forme de l’agglomérat et présence d’une perméabilité effective significativement
différente de l’unité), on peut se demander si ce cas est homogénéisable ou non. Dans le cas où
il l’est, on peut alors se questionner sur la signification physique des propriétés effectives, en lien
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par exemple avec le calcul des coefficients de diffusion et d’absorption du milieu. Pour rappel, le
coefficient d’extinction est la somme des coefficients de diffusion et d’absorption. Comme habi-
tuellement, la diffusion des milieux homogénéisables est négligeable, le coefficient d’extinction est
alors égal au coefficient d’absorption. Pour cp = 0.44, la diffusion n’est pas négligeable ; il n’est
donc pas possible d’obtenir la contribution des coefficients d’absorption et de diffusion à partir
de la seule connaissance de l’extinction. Dans le cas où il n’est pas homogénéisable, cela implique
que le régime quasi-statique, sur lequel l’homogénéisation se base, n’est pas respecté dans ce cas
particulier. Or, l’homogénéisation étant valide pour d’autres permittivités de particules, cela im-
pliquerait que le régime quasi-statique dépend de la permittivité des particules. Par conséquent,
il serait nécessaire de vérifier pour chaque cas individuellement si le régime quasi-statique est
respecté.

Suite à cette étude de l’homogénéisation des milieux désordonnés, une seconde investigation
examinée dans le chapitre IV a été proposée, dont l’objectif est de réaliser une absorption par-
faite en même temps qu’une sélectivité spectrale dans des milieux désordonnés. Habituellement,
ces propriétés sont réalisées à l’aide de milieux ordonnés (cristaux photoniques et métamatériaux
notamment) avec lesquels de nombreux systèmes ont déjà été conçus et fonctionnent grâce à diffé-
rents phénomènes physiques (couplage critique simple ou dégénéré, absorption parfaite cohérente
simple ou massivement dégénérée...). En revanche, ces systèmes mettent souvent en œuvre des
procédés de fabrication complexes et sophistiqués. En comparaison, les milieux désordonnés sont
généralement plus simples à fabriquer, et donc à produire en masse, mais aussi moins sensibles
à des défauts de fabrication de par leur nature désordonnée.

Le système considéré dans ce second volet consiste en une lame dont l’épaisseur est cinq fois
inférieure à la longueur d’onde et composée de nanoparticules absorbantes dispersées aléatoire-
ment. La première étape a alors été de définir l’absorptance (le ratio entre l’intensité absorbée
par le système et l’intensité lumineuse incidente) de ces systèmes à partir des grandeurs numé-
riques calculables que sont les sections efficaces (de diffusion, d’absorption et d’extinction). Pour
ce faire, il a été démontré que l’absorptance pouvait être approximée par l’efficacité d’absorption
dans la limite où le système devenait très grand devant la longueur d’onde. En revanche, même
pour de très grands échantillons, l’utilisation d’une onde plane (qui par définition a une exten-
sion infinie) induit un petit biais dans l’extraction de l’absorptance, causé par les effets de bord.
Pour minimiser ces effets de bord, il est nécessaire d’utiliser un faisceau gaussien grâce auquel la
largeur peut être ajustée. Un ratio entre longueur des échantillons et largeur du faisceau de trois
ou quatre s’est avéré être un bon compromis entre réduire les effets de bord et sonder une partie
non négligeable des échantillons.

À partir du calcul de l’absorptance, il a alors été possible de maximiser l’absorption des échan-
tillons, et cela, pour différentes fractions volumiques des particules, la variable d’ajustements
étant la permittivité des particules. Il s’est alors avéré que les particules permettant l’absorption
la plus forte ont une permittivité tirée de la gamme ωTO − ωLO étudiée dans le premier volet.
Cela implique que les particules ont une nature te qui leur permet donc d’absorber une grande
partie de la lumière. En plus de permettre une discussion sur l’évolution de la permittivité per-
mettant l’absorption la plus forte, cette étude a aussi mis en lumière que l’absorption maximale
de systèmes composés uniquement de particules résonantes (systèmes monophasiques) plafonne
autour de 70%. La cause de cette limite est une transmittance élevée (supérieure à 10%) due à
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l’épaisseur faible des échantillons, mais surtout une réflectance constante autour de 20%. Cette
forte réflectance indique que les échantillons ne permettent pas une adaptation d’impédance avec
le milieu environnant (le vide ici). Par ailleurs, il a aussi été remarqué que les particules étant
très petites par rapport à la longueur d’onde et très absorbante, elles ont tendance à peu diffuser
la lumière, ce qui induit que σsca < σabs. Or, d’après la définition du couplage critique, pour
avoir une absorption parfaite, il est nécessaire que σsca = σabs. Malgré le fait que nos systèmes
ne respectent pas rigoureusement les conditions du couplage critique telles que définies par la
communauté scientifique des milieux complexes, cela nous a donné l’idée d’ajouter un second
type de particules dont l’unique but est de diffuser la lumière, et donc d’augmenter l’absorption
du système.

Effectivement, passer d’un système monophasique (uniquement des particules absorbantes)
à un système biphasique (duo de particules absorbantes et diffusantes) permet d’obtenir des
absorptions quasi-parfaite de 95% pour une longueur d’onde spécifique (ici λ = 2 µm), tandis
qu’aucune absorption dans une large bande autour n’est obtenue (sélectivité spectrale). Cette
amélioration est bien entendu la résultante d’un ajustement de tous les paramètres de la texture
(permittivité des particules absorbantes, indice de réfraction de celles diffusantes, et ratio entre
le nombre de particules absorbantes et diffusantes) pour chaque fraction volumique. Plus spéci-
fiquement, l’indice de réfraction des particules diffusantes doit être tel que leur diffusion est la
plus isotrope possible. Autrement dit, l’indice de réfraction idéal peut quasiment se déduire du
comportement d’une particule unique. Une telle caractéristique permet de grandement simpli-
fier la recherche de l’absorption parfaite. En outre, cela implique aussi que cet indice idéal est
indépendant, au premier ordre, des différentes fractions volumiques de particules absorbantes ou
diffusantes.

Comparée au cas monophasique, l’absorptance quasi-parfaite des textures biphasiques s’ex-
plique par une transmittance et une réflectance très faibles. D’une part, la transmittance quasi-
nulle est causée par des interférences globalement destructives entre l’onde incidente et l’onde
diffusée par le système (différence de phase quasi-égale à π). D’autre part, la réflectance n’est plus
sur un plateau à 20%, mais diminue à mesure que la fraction volumique augmente, impliquant
que l’adaptation d’impédance s’améliore. Dans une tentative de quantifier cette adaptation d’im-
pédance, nous avons tenté d’homogénéiser ces milieux biphasiques. Cependant, comme le taux
d’incohérence n’est pas négligeable, les propriétés effectives ne permettent pas de rendre compte
des propriétés radiatives simulées : l’absorptance est sur-estimée, tandis que la réflectance et la
transmittance sont sous-estimées. En parallèle, il a été montré que les propriétés radiatives des
systèmes biphasiques sont robustes à des perturbations, telles qu’un changement de l’angle d’in-
cidence, une distribution en taille de particules ou un changement de type d’illumination (onde
plane, faisceau gaussien, point source...).

Pour finir, l’étude détaillée faite en 2D des mécanismes aboutissant à une amélioration de
l’absorption des milieux biphasiques a permis de réaliser la preuve de concept d’un phénomène
similaire en 3D. Comme les simulations en 3D représentent une charge numérique plus grande
que celles en 2D, les systèmes 3D simulables ne sont pas suffisamment grands devant la longueur
d’onde pour que l’absorptance soit approximée par l’efficacité d’absorption. En revanche, il est
toujours possible de comparer l’efficacité d’absorption de différents systèmes. Par conséquent,
sur la base des connaissances acquises en 2D, il a été montré que la méthodologie développée
en 2D est applicable au 3D et permet bien une amélioration de l’absorption dans les systèmes
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biphasiques en comparaison aux monophasiques.

Comme pour le premier volet de ce travail doctoral, cette étude de l’absorption parfaite
dans les milieux désordonnés présente certaines limites. La plus évidente est le fait que, malgré
tous nos efforts, l’absorption maximale obtenue n’est pas parfaite et plafonne autour des 95%.
Cependant, la limite la plus importante est sans nul doute l’indice de réfraction des particules
diffusantes requis pour obtenir une absorption quasi-parfaite. En effet, un indice de réfraction
autour de 9.5 en 2D et 12.5 en 3D à une longueur d’onde de 2 µm n’est pas accessible avec des
matériaux conventionnels. En ce sens, il est important de compléter les travaux réalisés par une
recherche des matériaux permettant de reproduire des absorptions aussi élevées. Finalement, bien
que l’étude proposée en 3D ait permis de faire la preuve de concept, elle reste pour le moment
trop qualitative due aux limitations numériques, et plus de développements sont nécessaires pour
vraiment conclure sur les potentialités de la méthodologie développée en 2D.

V.2 Perspectives

Comme disait Jean Le Rond D’Alembert : « l’esprit qui invente est toujours mécontent de ses
progrès, parce qu’il voit au-delà ». Au-delà des résultats proposés dans ce manuscrit se trouvent
de nouvelles études alimentées entre autres par les questions soulevées dans ce travail doctoral.
Comme pour l’ensemble de ce manuscrit, ces perspectives peuvent être séparées en deux parties
principales.

Pour ce qui est du volet homogénéisation, une des perspectives les plus naturelles serait de
changer de système et plutôt que de considérer des particules circulaires, prendre des particules
elliptiques. À noter que c’est pour cette raison que la théorie de la diffusion de la lumière par une
ellipse unique et un agglomérat d’ellipses a été développée au chapitre II. L’intérêt des ellipses
par rapport aux particules circulaires est multiple.

D’un point de vue théorique, il serait très intéressant d’étudier l’impact sur l’homogénéisa-
tion qu’a l’orientation des ellipses. En effet, suivant que toutes les ellipses sont alignées dans le
même sens, ou au contraire que leur orientation est aléatoire, le résultat de l’homogénéisation
devrait être différent. Dans le premier cas, on peut s’attendre à ce que des effets d’anisotropie
apparaissent. Au contraire, dans le second cas, on peut supposer que la texture se comporte de
manière similaire à une texture de particules circulaires.

D’un point de vue pratique, lors de la fabrication de milieux désordonnés composés de par-
ticules, ces dernières sont rarement parfaitement circulaires, mais présentent plutôt des formes
allongées assimilables à des ellipses en première approximation. Par conséquent, faire l’homogé-
néisation sur des ellipses devrait permettre de mieux modéliser les systèmes réels.

Pour ce qui est des perspectives qui ont déjà été soulevées dans ce manuscrit, on peut citer
la vérification et l’application de l’astuce numérique présentée dans la sect. III.2.7. Pour rappel,
cette astuce consiste à simuler la réponse électromagnétique d’anneaux désordonnés et la compa-
rer à celle d’un cercle homogène. Dans le cas où l’anneau désordonné se comporterait comme le
cercle désordonné associé, cette méthode permettrait d’homogénéiser sur des agglomérats beau-
coup plus larges, tout en économisant du temps de calcul, car un nombre important de particules
ne sont pas modélisées (celles se trouvant au centre de l’agglomérat). En revanche, avant d’uti-
liser cette astuce, il serait nécessaire de vérifier qu’elle n’induit aucun biais sur l’extraction des
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propriétés effectives.
Dans le même ordre d’idées, une autre perspective serait de continuer l’étude de l’impact de

la forme des agglomérats sur l’homogénéisation. Cette étude a déjà été initiée dans la sect. III.2.6,
où la comparaison entre des agglomérats circulaires et elliptiques a été faite, mais n’a pas pu être
conclue définitivement dans tous les cas. En effet, dans un cas spécifique de la permittivité des
particules, différentes convergences des propriétés effectives ont été obtenues suivant la forme des
agglomérats, et aucune corrélation entre ces solutions n’a été trouvée pour les tailles d’agglomé-
rats considérées. En augmentant encore plus la taille des agglomérats, une convergence unique
devrait être atteinte, auquel cas les véritables propriétés effectives seraient enfin connues. Dans le
cas contraire où aucune convergence n’est trouvée, cela pourrait indiquer que l’homogénéisation
n’est pas applicable à ce cas spécifique.

Pour nous aider dans la recherche de ces propriétés effectives, plutôt qu’homogénéiser sur
le flux cohérent en champ lointain d’agglomérats circulaires ou elliptiques, il serait intéressant
d’homogénéiser sur l’absorptance, la réflectance et la transmittance cohérentes de lames désor-
données. Bien entendu, cette investigation se baserait sur les acquis du chapitre IV, notamment
la nécessité de minimiser les effets de bord par l’utilisation d’un faisceau gaussien pour calculer
les propriétés radiatives. À noter que l’absorptance, la réflectance et la transmittance cohérentes
de lames désordonnées ont déjà été calculées, et l’homogénéisation a été appliquée. Les résul-
tats préliminaires obtenus semblent indiquer que l’épaisseur des échantillons a un impact sur
l’homogénéisation. La prochaine étape serait donc d’étudier si cet impact correspond à un biais
d’extraction similaire lorsque l’on considère des agglomérats circulaires plus petits que le VER.

Pour finir sur ce premier volet, l’homogénéisation ne permet de modéliser que la partie co-
hérente du champ électromagnétique d’une texture désordonnée. Or, dans certains cas, la partie
incohérente n’est pas négligeable, ce qui implique que l’homogénéisation devient restrictive. Dans
ce contexte, il serait crucial de développer une théorie permettant de modéliser la partie incohé-
rente, sans avoir à passer par la résolution des équations de Maxwell dans des systèmes composés
de milliers de particules. Une telle théorie permettrait d’avoir enfin la capacité de simuler com-
plètement un milieu désordonné. Nous avons proposé une piste dans l’annexe E.2 dont le résultat
n’a pas été concluant, plus d’investigations sont donc nécessaires.

Concernant le second volet abordant l’absorption dans les milieux désordonnés, la grande
frustration de ce travail a été de ne pas obtenir une absorption parfaite. Pour pallier cela, nous
avons imaginé trois stratégies permettant de l’atteindre. La première se base sur les acquis des
milieux biphasiques, montrant que la combinaison de deux types de particules permet de fortes
absorptions. L’idée serait donc de considérer trois types de particules, au lieu de deux, et donc de
passer à un système triphasique. Laissant de côté les difficultés à définir et trouver les paramètres
optimaux d’un tel système, cette solution soulève certaines questions, dont la principale concerne
le rôle de cette nouvelle particule. En effet, dans la texture biphasique, une particule est dédiée
à l’absorption de la lumière, alors que l’autre à sa diffusion. On peut donc se demander quel rôle
cette troisième particule remplirait.

Une autre manière d’atteindre l’absorption parfaite serait potentiellement de considérer des
particules présentant une perméabilité. On a déjà vu dans la sect. IV.3.2 que la présence ou
non d’une perméabilité réelle dans les particules diffusantes ne permet pas d’augmenter l’absorp-
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tion globale. En revanche, pour les particules absorbantes, une perméabilité complexe pourrait
permettre d’augmenter leur absorption générale et donc d’atteindre une absorption parfaite. De
fait, il serait intéressant d’étudier si une absorption parfaite ne pourrait pas être réalisée dans
une texture monophasique de particules ayant une perméabilité. Dans l’éventualité où la texture
monophasique ne suffirait pas, il sera toujours possible d’utiliser une texture biphasique.

Enfin, une dernière méthode pour atteindre une absorption parfaite serait de considérer la
position des particules comme variable d’ajustement. Autrement dit, l’objectif ici serait d’obtenir
une absorption parfaite, non pas pour un ensemble d’agglomérats, mais bien pour un unique
agglomérat. Bien entendu, une telle étude serait très complexe et uniquement théorique, car cela
impliquerait de considérer un nombre astronomique de paramètres. En revanche, cela permettrait
potentiellement de comprendre les limites théoriques des milieux désordonnés. En effet, il se
pourrait que la seule solution donnant lieu à une absorption parfaite corresponde à un milieu
dans lequel les particules sont ordonnées.

Dans la sect. IV.4.1, on a vu que l’absorption des milieux biphasiques est globalement in-
sensible à l’angle d’incidence du faisceau gaussien, et cela, jusqu’à des angles de 45◦. Or, pour
certaines applications, il est intéressant d’avoir un dispositif qui absorbe/émet la lumière pour
des angles spécifiques uniquement. Pour réaliser cette propriété dans nos systèmes, une solution
possible serait de remplacer les particules circulaires par des particules elliptiques. Suivant le
degré d’alignement des ellipses, il serait intéressant d’observer si l’absorption pourrait devenir de
plus en plus directionnelle.

Dans la sect. IV.3.2, il a été noté que l’amélioration d’absorption des textures biphasiques
est corroborée avec un pic de réflectance des textures diffusantes associées. Ce comportement
n’est pas sans rappeler les articles de Lee et al. [343,345] pour lesquelles une absorption parfaite
est obtenue dans des cristaux photoniques en couplant deux modes de natures différentes et
dont l’un des modes correspond à un réflecteur parfait. Or, l’idée de rajouter des particules
diffusantes dans une texture de particules absorbantes nous est venue après avoir observé que
σsca < σabs dans les textures de particules résonantes, ce qui d’après la condition de couplage
critique (σsca = σabs) ne permet pas d’avoir une absorption parfaite. Sur cette base, il serait
très intéressant de pouvoir étudier plus en détail qui de la théorie de Lee et al., du couplage
critique (simple ou dégénéré), ou d’une autre théorie permet de rendre compte au mieux du
fonctionnement des milieux biphasiques.

Finalement, comme il a déjà été mentionné dans la conclusion, il serait important d’étendre la
méthodologie pour obtenir une absorption quasi-parfaite et développée en 2D à des situations plus
réalistes. Pour ce faire, deux étapes clés sont à réaliser : (i) utiliser des matériaux réels (et donc
leur fonction diélectrique) pour modéliser les différentes particules des milieux biphasiques, et
(ii) extraire l’absorptance de systèmes 3D. Pour accommoder l’indice de réfraction des particules
diffusantes nécessaire pour obtenir une très forte absorption aux indices de matériaux réels, il est
possible de faire varier la taille des particules diffusantes. Le défi de l’étape (i) réside donc dans
l’obtention d’un compromis entre l’indice de réfraction, la taille des particules et l’amélioration
de l’absorption. Pour ce qui est de l’étape (ii), la difficulté est numérique et des serveurs plus
puissants sont nécessaires pour mener à bien cette étude.
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Annexe A
Détermination des coefficients pour un
cercle

Dans cette annexe, la dérivation détaillée des relations entre les coefficients αk
p et an, et

entre αlk
p et βlp dont il a été fait mention dans la section II.3.2 est présentée. En plus de cela,

une troisième relation liant les coefficients de diffusion de la particules k dans son système de
coordonnées βkp et dans le système global bkp est obtenue. Ces trois dérivations s’appuient sur le
théorème d’addition de Graf [59, sect. 9.1.79] :

Cn(w)e
±inχ =

+∞∑
p=−∞

Cn+p(u)Jp(v)e
±ipα, (A.1)

où Cn représente Jn, Yn ou Hn. Cette équation n’est valable que lorsque |ve±iα| < |u|, sauf dans
le cas Cn = Jn où elle est tout le temps valable. La relation entre les différents paramètres de
cette équation est symbolisée dans l’encart de la Fig. II.5(b).

A.1 Champ incident sur une particule décentrée

L’objectif est de dériver la relation entre les coefficients αk
p et an définie dans les équations

suivantes : 
Φk
inc(r, θ) = Φ0

+∞∑
n=−∞

anJn(kmr)e
inθ, (A.2a)

Φk
inc(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

αk
pJp(kmrk)e

ipθk . (A.2b)

Pour ce faire, fixons : 
u = kmRk

w = kmr

v = kmrk

=⇒

{
χ = θ − Φk

α = π − θk +Φk

.
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En insérant ces conditions dans l’Éq. (A.1) avec Cn = Jn, on obtient en utilisant le fait que
J−p(x) = (−1)pJp(x) :

Jn(kmr)e
inθ =

+∞∑
p=−∞

Jn−p(kmRk)e
i(n−p)ΦkJp(kmrk)e

ipθk . (A.3)

Cette équation est substituée dans l’Éq. (A.2a), le résultat est alors égal à l’Éq. (A.2b) :

+∞∑
p=−∞

αk
pJp(kmrk)e

ipθk =

+∞∑
p=−∞

(
+∞∑

n=−∞
anJn−p(kmRk)e

i(n−p)Φk

)
Jp(kmrk)e

ipθk ,

⇐⇒ αk
p =

+∞∑
n=−∞

anJn−p(kmRk)e
i(n−p)Φk . (A.4)

Dans le cas spécifique où l’onde incidente est une onde plane avec un angle d’incidence θ0,
i.e. an = (−i)ne−inθ0 , cette expression peut être drastiquement simplifiée. Pour ce faire, il est
d’abord nécessaire de modifier l’indice de sommation (n = p+ q) :

αk
p = (−i)pe−ipθ0

+∞∑
q=−∞

(−i)qe−iqθ0Jq(kmRk)e
iqΦk = ap

+∞∑
q=−∞

Jq(kmRk)e
iq(Φk−θ0−π/2). (A.5)

Ensuite, en tenant compte du fait qu’une des fonctions génératrices des fonctions de Bessel est
donnée par [59, sect. 9.1.41] :

e
1
2
z(t−t−1) =

∞∑
q=−∞

tqJq (z) , (A.6)

qui est valable pour z ∈ C et t ∈ C \ {0} et en prenant z = kmRk et t = ei(Φk−θ0−π/2), il est
possible d’obtenir :

αk
p = ape

ikmRk sin(Φk−θ0−π/2) = ape
−ikmRk cos(Φk−θ0),

⇐⇒ αk
p = ape

−ikm(xk cos θ0+yk sin θ0). (A.7)

A.2 Champ diffusé par une particule sur une autre particule

L’objectif est de dériver la relation entre les coefficients αlk
p et βlp définie dans les équations

suivantes : 
Φl
sca(rl, θl) = Φ0

+∞∑
n=−∞

βlnHn(kmrl)e
inθl , (A.8a)

Φlk
inc(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

αlk
p Jn(kmrk)e

ipθk . (A.8b)
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COORDONNÉES

Pour ce faire, fixons : 
u = kmRkl

w = kmrl

v = kmrk

=⇒

{
χ = π − θl +Φkl

α = θk +Φkl

,

oùRkl =
√
(xk − xl)2 + (yk − yl)2 et tan (Φkl) =

yk−yl
xl−xk

. En insérant ces conditions dans l’Éq. (A.1)
avec Cn = Hn (seulement si |rk| < |Rkl| ce qui est toujours vrai), on obtient :

Hn(kmrl)e
inθl =

+∞∑
p=−∞

Hn+p(kmRkl)e
−i(n+p)Φkl(−1)nJp(kmrk)e

−ipθk . (A.9)

En utilisant le fait que J−p(x) = (−1)pJp(x) et la transformation p→ −p, cette dernière équation
devient :

Hn(kmrl)e
inθl =

+∞∑
p=−∞

Hn−p(kmRkl)e
−i(n−p)Φkl(−1)(n+p)Jp(kmrk)e

ipθk . (A.10)

La même astuce peut être utilisée pour les fonctions de Hankel Hn−p(x) = H−(p−n)(x) =

(−1)(p−n)Hp−n(x), ce qui permet d’écrire :

Hn(kmrl)e
inθl =

+∞∑
p=−∞

Hp−n(kmRkl)e
i(p−n)ΦklJp(kmrk)e

ipθk . (A.11)

Finalement, cette équation est substituée dans l’Éq. (A.8a), le résultat est alors égal à l’Éq. (A.8b),
permettant d’obtenir la relation recherchée :

αlk
p =

+∞∑
n=−∞

βlnHp−n(kmRkl)e
i(p−n)Φkl . (A.12)

A.3 Champ diffusé par une particule pour différents systèmes de
coordonnées

L’objectif est de dériver la relation entre les coefficients βkp et bkn définie dans les équations
suivantes : 

Φk
sca(r, θ) = Φ0

+∞∑
n=−∞

bknHn(kmr)e
inθ, (A.13a)

Φk
sca(rk, θk) = Φ0

+∞∑
p=−∞

βkpHp(kmrk)e
ipθk . (A.13b)

Pour ce faire, fixons : 
u = kmr

w = kmrk

v = kmRk

=⇒

{
χ = θk − θ

α = θ − Φk

.
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En insérant ces conditions dans l’Éq. (A.1) avec Cn = Jn, on obtient en modifiant l’indice de
sommation (q = p+ n) :

Hp(kmrk)e
ipθk =

+∞∑
q=−∞

Hq(kmr)e
iqθJq−p(kmRk)e

−i(q−p)Φk . (A.14)

Cette équation est substituée dans l’Éq. (A.13b), le résultat est alors égal à l’Éq. (A.13a) :

+∞∑
n=−∞

bknHn(kmr)e
ipθ =

+∞∑
n=−∞

(
+∞∑

p=−∞
βkpJn−p(kmRk)e

−i(n−p)Φk

)
Hn(kmr)e

ipθ,

⇐⇒ bkn =

+∞∑
p=−∞

βkpJn−p(kmRk)e
−i(n−p)Φk . (A.15)
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Annexe B
Diffusion d’une particule circulaire type
oignon

B.1 Coefficients de diffusion

En utilisant la même méthodologie permettant de résoudre la diffusion par une particule
circulaire et développée sect. II.2, il est possible de simuler la diffusion par une particule circulaire
composée de plusieurs couches, i.e. une particule type «oignon», voir Fig. B.1 pour un schéma.
Soit une particule composée de N couches faites de matériaux différents et ayant chacune une
permittivité εk, une perméabilité µk et un rayon Rk, avec k ∈ J1, NK. Le milieu extérieur a une
permittivité εm et une perméabilité µm. Le champ à l’intérieur de chaque environnement peut

𝑥

𝑦

𝜃0

Onde 
plane

λ

𝜀3 𝜇3

𝜀𝑚 𝜇𝑚

𝜀2 𝜇2
𝜀1
𝜇1

Figure B.1 – Schéma de la diffusion par une particule circulaire type oignon
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être exprimé comme suit :

Φm
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

[anJn(kmr) + bnHn(kmr)] e
inθ, (B.1a)

Φk
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

[cqnJn(kqr) + dqnYn(kqr)] e
inθ, k ̸= 1, (B.1b)

Φ1
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

c1nJn(k1r)e
inθ, (B.1c)

où les coefficients bn, ckn et dkn sont les inconnues de diffusion à déterminer et les an représentent
l’onde incidente.

Le calcul des différents coefficients se fait à l’aide des conditions de continuité du champ à
l’interface entre chaque matériau données par :anJn(kmRn) + bnHn(kmRN ) = cknJn(kkRN ) + dknYn(kkRN ), (B.2a)

Zp
m

[
anJ

′
n(kmRN ) + bnH

′
n(kmRN )

]
= Zp

k

[
cknJ

′
n(kkRN ) + dknY

′
n(kkRN )

]
, (B.2b)

c
k+1
n Jn(kk+1Rk) + dk+1

n Yn(kk+1Rk) = cknJn(kkRk) + dknYn(kkRk), (B.2c)

Zp
k+1

[
ck+1
n J ′

n(kk+1Rk) + dk+1
n Y ′

n(kk+1Rk)
]
= Zp

k

[
cknJ

′
n(kkRk) + dknY

′
n(kkRk)

]
, (B.2d){

c2nJn(k2R1) + d2nYn(k2R1) = c1nJn(k1R1), (B.2e)

Zp
2

[
c2nJ

′
n(k2R1) + d2nY

′
n(k2R1)

]
= Zp

1c
1
nJ

′
n(k1R1), (B.2f)

où k ∈ J2, N −1K. À partir d’un tel système d’équations linéaires, deux méthodes sont utilisables
pour obtenir les solutions : (i) soit il est mis sous forme matricielle et résolu à l’aide d’un solveur
numérique, (ii) soit une relation de récurrence reliant l’ensemble des coefficients est établie. La
première méthode étant simplement une reformulation du problème sous forme de matrice, elle
ne sera pas développée ici, au contraire de la seconde. Afin de simplifier l’écriture des équations,
il est intéressant d’introduire la notation suivante :

[AnBp]
i
j = Zp

i A
′
n(kiRi)Bp(kjRi)− Zp

jAn(kiRi)B
′
p(kjRi), (B.3)

où An et Bp peuvent être respectivement des fonctions de Bessel ou de Hankel. En résolvant la
condition de continuité de l’interface la plus interne (k = 1), il est possible d’éliminer la variable
c1n de telle sorte que :

d2n = −
[JnJn]

1
2

[JnYn]
1
2

c2n = −N
2
n

D2
n

c2n, (B.4)

où les premiers termes des deux suites définies par récurrence, Nk
n et Dk

n, ont été introduits. Cette
relation entre d2n et c2n peut être insérée dans la condition de continuité de l’interface suivante,
ce qui nous permet d’écrire la relation suivante comme suit :

d3n = −
[JnJn]

2
3D

2
n − [YnJn]

2
3N

2
n

[JnYn]
2
3D

2
n − [YnYn]

2
3N

2
n

c3n. (B.5)
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En définissant que : N1
n = 0 et D1

n = 1, il est possible de généraliser cette relation de récurrence
et celle entre les coefficients pour n’importe quelle couche k :

∀k ∈ J1, N − 1K

{
Nk+1

n = [JnJn]
k
(k+1)D

k
n − [YnJn]

k
(k+1)N

k
n , (B.6a)

Dk+1
n = [JnYn]

k
(k+1)D

k
n − [YnYn]

k
(k+1)N

k
n , (B.6b)

∀k ∈ J1, N − 1K


dk+1
n = −

[JnJn]
k
(k+1)D

k
n − [YnJn]

k
(k+1)N

k
n

[JnYn]
k
(k+1)D

k
n − [YnYn]

k
(k+1)N

k
n

ck+1
n , (B.6c)

ck+1
n =

Jn(kqRk)− Yn(kqRk)N
k
n/D

k
n

Jn(kk+1Rk)−Hn(kk+1Rk)N
k+1
n /Dk+1

n

ckn. (B.6d)

Ces relations permettent finalement d’obtenir la relation entre bn/cNn et an :
bn = −

[JnJn]
N
mDk

n − [YnJn]
N
mNN

n

[JnHn]
N
mDN

n − [YnHn]
N
mNN

n

an = −N
m
n

Dm
n

an, (B.7a)

cNn =
Jn(kmRN )−Hn(kmRN )Nm

n /D
m
n

Jn(kNRN )− Yn(kNRN )NN
n /D

N
n

an. (B.7b)

À partir des coefficients bn, il est possible de calculer les différentes propriétés radiatives de
la particule en appliquant directement les résultats de la sect. II.2.2.

B.2 Particule cœur-coquille, formule de Maxwell-Garnett

Une particule cœur-coquille est faite de deux couches : un cœur (indice k = 1) au centre et
revêtu d’une coquille (indice k = 2). Dans cette situation, l’Éq. (B.7a) se simplifie grandement
en :

bn = −
[JnYn]

1
2 [JnJn]

2
m − [JnJn]

1
2 [YnJn]

2
m

[JnYn]
1
2 [JnHn]

2
m − [YnHn]

2
m [JnJn]

1
2

an. (B.8)

Cette situation est intéressante, car c’est l’une des manières de dériver la formule des milieux
effectifs de Maxwell-Garnett (MG), dont une description détaillée est donnée dans la sect. III.1.1.
En résumé, l’objectif de la formule de MG est de calculer l’indice effectif εeff d’une mixture de
nanoparticules identiques de rayon rp, d’indice de réfraction np =

√
εpµp et dont la fraction

volumique dans le milieu environnant d’indice nm =
√
εmµm est fp. Pour obtenir cette équation,

il est possible de considérer une particule type cœur-coquille dont le cœur représente les particules,
ayant donc leurs propriétés (rp, εp et µp), et dont la coquille de rayon rm représente le milieu
environnant. Le lien entre les deux rayons est donné par fp = r2p/r

2
m. Cette particule cœur-coquille

est alors mise dans un milieu effectif d’indice neff =
√
εeffµeff.

Lorsque la particule est illuminée par une onde plane de longueur d’onde λ≫ rm ⩾ rp, l’indice
effectif est ajusté de telle manière à ce que la particule ne diffuse aucune lumière σsca = 0 [161].
Comme la longueur d’onde est très grande devant la taille de la particule (approximation quasi-
statique), seul le mode dipolaire est excité et la condition σsca = 0 se réduit en :

b1 = 0 ⇐⇒ [J1Y1]
p
m [J1J1]

m
e − [J1J1]

p
m [Y1J1]

m
e = 0, (B.9)

où l’indice p fait référence aux particules (et donc au cœur), l’indice m au milieu environnant les
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particules (et donc à la coquille) et l’indice e au milieu effectif (et donc au milieu environnant la
particule cœur-coquille). En utilisant l’approximation des fonctions de Bessel lorsque l’argument
tend vers 0 [59, sect. 9.1.7, 9.1.9] :

J1(x) ∼
x→0

x

2
, J ′

1(x) ∼
x→0

1

2
, (B.10a)

Y1(x) ∼
x→0

− 2

πx
, Y ′

1(x) ∼
x→0

2

πx2
, (B.10b)

il est possible de calculer les relations suivantes :

[J1J1]
i
j ∼
x→0

ri
4
(Zp

i kj − Zp
j ki), (B.11a)

[J1Y1]
i
j ∼
x→0

− ki
kjπri

(
Zp
i

ki
+
Zp
j

kj
), (B.11b)

[Y1J1]
i
j ∼
x→0

kj
kiπri

(
Zp
i

ki
+
Zp
j

kj
). (B.11c)

L’introduction de ces approximations dans l’Éq. (B.9) permet d’obtenir :

kp

(
Zp
p

kp
+
Zp
m

km

)
(Zp

mke − Zp
ekm) + fke

(
Zp
m

km
+
Zp
e

ke

)(
Zp
pkm − Zp

mkp
)
= 0. (B.12)

Suivant la polarisation (p = ±1) et après réarrangement des termes, il est possible d’obtenir deux
équations : 

εeff
εm

=
εp + εm − f(εm − εp)

εp + εm + f(εm − εp)
, (p = +1), (B.13a)

µeff

µm
=
µp + µm − f(µm − µp)

µp + µm + f(µm − µp)
, (p = −1), (B.13b)

qui correspondent respectivement aux relations de MG pour la permittivité et la perméabilité
dans le cas de particules circulaires.
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Annexe C
Diffusion d’une particule elliptique type
oignon

C.1 Coefficients de diffusion

En utilisant la même méthodologie permettant de résoudre la diffusion par une particule
elliptique et développée sect. II.4, il est possible de simuler la diffusion par une particule elliptique
composée de plusieurs couches, i.e. une particule type «oignon», voir Fig. C.1 pour un schéma.
Soit une particule composée de N couches faites de matériaux différents et ayant chacune une
permittivité εk, une perméabilité µk, un demi-grand axe ak et un demi-petit axe bk, avec k ∈
J1, NK. À noter que toutes les couches peuvent avoir des excentricités différentes (c2k = a2k − b2k).
Le milieu extérieur a une permittivité εm et une perméabilité µm. Le champ à l’intérieur de
chaque environnement peut être exprimé comme suit :



Φm
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

[
anMe(1)n (ξ, qNm) + bnMe(3)n (ξ, qNm)

]
men(η, q

N
m), (C.1a)

Φk
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

[
cknMe(1)n (ξ, qkk) + dknMe(2)n (ξ, qkk)

]
men(η, q

k
k), q ̸= 1, (C.1b)

Φ1
z = Φ0

+∞∑
n=−∞

c1nMe(1)n (ξ, q11)men(η, q
1
1), (C.1c)

où 4qji = (kicj)
2, les coefficients bn, ckn et dkn sont les inconnues de diffusion à déterminer et

les an représentent l’onde incidente. Le calcul des coefficients de diffusion bn se fait à l’aide des
conditions de continuité du champ à l’interface entre chaque matériaux, résultant en un très large
système d’équations linéaires (donné en page suivante). Dans le cas général, il n’est pas possible
de résoudre analytiquement ce système, i.e. de trouver une relation de récurrence entre tous les
coefficients comme pour les particules circulaires. Il est donc nécessaire de le mettre sous forme
matricielle en tronquant les sommes infinies et de le résoudre numériquement.
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où ξk0 = 1
2 ln

(
ak+bk
ak−bk

)
, γk = µk en TE ou γk = εk en TM, et Ixynp est donné par l’Éq. (II.66).

En revanche, si l’on se place dans le cas ou la particule est très petite par rapport à la longueur
d’onde (q ∼ 0), alors il est possible de grandement simplifier le système. En effet, dans ce cas
spécifique, les termes Ixynp sont tous nuls, sauf lorsque n = p auquel cas ils valent 1. Autrement
dit, ces simplifications permettent d’obtenir un système d’équations linéaires très similaire à celui
obtenu pour la particule circulaire données par l’Éq. (B.2) et dont les solutions sont données par
les Éq. (B.6) et Éq. (B.7). Les seules différences résident dans les changements de fonctions :
Jn →Me

(1)
n , Yn →Me

(2)
n et Hn →Me

(3)
n , ce qui donne :

∀k ∈ J1, N − 1K


Nk+1

n =
[
Me(1)n Me(1)n

]k
(k+1)

Dk
n −

[
Me(2)n Me(1)n

]k
(k+1)

Nk
n , (C.3a)

Dk+1
n =

[
Me(1)n Me(2)n

]k
(k+1)

Dk
n −

[
Me(2)n Me(2)n

]k
(k+1)

Nk
n , (C.3b)

∀k ∈ J1, N − 1K



dk+1
n = −

[
Me

(1)
n Me

(1)
n

]k
(k+1)

Dk
n −

[
Me

(2)
n Me

(1)
n

]k
(k+1)

Nk
n[

Me
(1)
n Me

(2)
n

]k
(k+1)

Dk
n −

[
Me

(2)
n Me

(2)
n

]k
(k+1)

Nk
n

ck+1
n , (C.3c)

ck+1
n =

Me
(1)
n (ξk0 , q

k
k)−Me

(2)
n (ξk0 , q

k
k)N

k
n/D

k
n

Me
(1)
n (ξk0 , q

k
k+1)−Me

(3)
n (ξk0 , q

k
k+1)N

k+1
n /Dk+1

n

ckn, (C.3d)

où le même type de notation que pour la particule circulaire est introduite :

[AnBp]
i
j =

1

γi
A′

n(ξ
i
0, q

i
i)Bp(ξ

i
0, q

i
j)−

1

γj
An(ξ

i
0, q

i
i)B

′
p(ξ

i
0, q

i
j). (C.4)

Ces relations permettent finalement d’obtenir la relation entre bn/cNn et an :
bn = −

[
Me

(1)
n Me

(1)
n

]N
m
Dk

n −
[
Me

(2)
n Me

(1)
n

]N
m
NN

n[
Me

(1)
n Me

(3)
n

]N
m
DN

n −
[
Me

(2)
n Me

(3)
n

]N
m
NN

n

an = −N
m
n

Dm
n

an, (C.5a)

cNn =
Me

(1)
n (ξN0 , q

N
m)−Me

(3)
n (ξN0 , q

N
m)Nm

n /D
m
n

Me
(1)
n (ξN0 , q

N
N )−Me

(2)
n (ξN0 , q

N
N )NN

n /D
N
n

an. (C.5b)

À partir des coefficients bn, il est possible de calculer les différentes propriétés radiatives de
la particule elliptique en appliquant directement les résultats de la sect. II.4.2.

C.2 Particule cœur-coquille, formule de Maxwell Garnett

Une particule cœur-coquille est faite de deux couches : un cœur (indice k = 1) au centre
revêtu d’une coquille (indice k = 2). Dans cette situation, l’Éq. (C.5a) se simplifie grandement
en :

bn = −

[
Me

(1)
n Me

(2)
n

]1
2

[
Me

(1)
n Me

(1)
n

]2
m
−
[
Me

(1)
n Me

(1)
n

]1
2

[
Me

(2)
n Me

(1)
n

]2
m[

Me
(1)
n Me

(2)
n

]1
2

[
Me

(1)
n Me

(3)
n

]2
m
−
[
Me

(2)
n Me

(3)
n

]2
m

[
Me

(1)
n Me

(1)
n

]1
2

an. (C.6)
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Comme pour la particule circulaire, cette situation est intéressante car c’est l’une des manières de
dériver la formule des milieux effectifs de Maxwell Garnett (MG) pour les particules elliptiques.
Pour obtenir cette équation, il est possible de considérer une particule type cœur-coquille mise
dans un milieu effectif d’indice neff =

√
εeffµeff. Le cœur de la particule représente les particules,

ayant donc leurs propriétés (ap, bp, εp et µp), tandis que la coquille de demi-grand axe am et de
demi-petit axe bm représente le milieu environnant. Les axes des différentes ellipses sont reliés
par la fraction volumique des particules : fp =

apbp
ambm

. Pour fixer complètement les paramètres de
la coquille, il est possible d’imposer la même excentricité aux deux ellipses (a2p − b2p = a2m − b2m),
ce qui implique :

am =
apbp
fpbm

, b2m =
a2p − b2p

2

(√
1 +

(
2apbp

fp(a2p − b2p)

)2

− 1

)
. (C.7)

Pour simplifier les notations, il est intéressant d’introduire les ratios entre le petit et le grand
axe des ellipses : rm = bm/am et rp = bp/ap. À l’aide des deux équations précédentes reliant les
axes des ellipses, le ratio rm est donné par :

rm =

√
1 +

(
fp(1− r2p)

2rp

)2

−
fp(1− r2p)

2rp
. (C.8)

À noter qu’on retrouve bien que la coquille est un cercle (rm = 1), lorsque la particule est un
cercle (rp = 1).

Lorsque la particule est illuminée par une onde plane de longueur d’onde λ≫ cm ⩾ cp, l’indice
effectif est ajusté de telle manière à ce que la particule ne diffuse aucune lumière σsca = 0. Comme
la longueur d’onde est très grande devant la taille de la particule (approximation quasi-statique),
seul le mode dipolaire est excité et la condition σsca = 0 se réduit en :

|b−1|2 + |b1|2 = 0 ⇐⇒ |Γ−1|2 sin2(θ0) + |Γ1|2 cos2(θ0) = 0, (C.9)

où le fait que cen(η, q) ≈ cos(nη) et sen(η, q) ≈ sin(nη) pour q ≈ 0 a été utilisé. Pour obtenir la
solution à une telle équation, il est intéressant de considérer les deux cas extrêmes que sont (1)
θ0 = 0 =⇒ Γ1 = 0 et (2) θ0 = π/2 =⇒ Γ−1 = 0. Avant de faire la résolution de ces deux cas, et
pour mieux comprendre les calculs intermédiaires, il est important de rappeler que la définition
des fonctions de Mathieu modifiées (Éq. (II.54)) fait intervenir les fonctions de Bessel associées
aux paramètres u1 =

√
qe−ξ and u2 =

√
qeξ. Dans le cas spécifique qui nous intéresse, on a :√

qji = kicj/2 et e±ξj0 =
√
(aj ± bj)/(aj ∓ bj).

• cas 1 : θ0 = 0 =⇒ Γ1 = 0

En utilisant la définition des fonctions de Mathieu modifiées type cosinus (Éq. (II.54a) et
Éq. (II.54b)) ainsi que l’approximation des fonctions de Bessel lorsque l’argument tend vers 0
(Éq. (B.10)), il est possible de calculer :

Mc
(1)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

ki
2
aj , Mc

′(1)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

ki
2
bj , (C.10a)

Mc
(2)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0
− 4

πki(aj + bj)
, Mc

′(2)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

4

πki(aj + bj)
. (C.10b)
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Il s’ensuit que : 

[
Me

(1)
1 Me

(1)
1

]i
j
≈ kikj

4
aibi

(
1

γi
− 1

γj

)
, (C.11a)[

Me
(1)
1 Me

(2)
1

]i
j
≈ − 2ki

πkj(ai + bi)

(
bi
γi

+
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γj

)
, (C.11b)[

Me
(2)
1 Me

(1)
1

]i
j
≈ 2kj
πki(ai + bi)

(
ai
γi

+
bi
γj

)
. (C.11c)

En exploitant toutes ces relations, le calcul final donne :

Γ1 = 0

=⇒ ambm
ap + bp

(
bp
γp

+
ap
γm

)(
1

γe
− 1

γm

)
− apbp
am + bm

(
am
γm

+
bm
γe

)(
1

γp
− 1

γm

)
= 0,

=⇒1 + rm
1 + rp

(rpγm + γp) (γm − γe)− fp (γe + rmγm) (γm − γp) = 0,

=⇒ γe
γm

=
(1 + rm)(γp + rpγm) + (1 + rp)fp(γp − γm)rm
(1 + rm)(γp + rpγm)− (1 + rp)fp(γp − γm)

.

• cas 2 : θ0 = π/2 =⇒ Γ−1 = 0

Comme pour le cas 1, l’utilisation de la définition des fonctions de Mathieu modifiées type
sinus (Éq. (II.54c) et Éq. (II.54d)) ainsi que l’approximation des fonctions de Bessel lorsque
l’argument tend vers 0 (Éq. (B.10)) permet de calculer :

Ms
(1)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

ki
2
bj , Ms

′(1)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

ki
2
aj , (C.12a)

Ms
(2)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0
− 4

πki(aj + bj)
, Ms

′(2)
1 (ξj0, q

j
i ) ∼

qji→0

4

πki(aj + bj)
. (C.12b)

Il s’ensuit que : 

[
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(1)
−1Me

(1)
−1

]i
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≈ kikj

4
aibi

(
1

γi
− 1

γj

)
, (C.13a)[

Me
(1)
−1Me

(2)
−1

]i
j
≈ − 2ki

πkj(ai + bi)

(
ai
γi

+
bi
γj

)
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(
bi
γi

+
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γj

)
. (C.13c)

En exploitant toutes ces relations, le calcul final donne :

Γ−1 = 0

=⇒ ambm
ap + bp

(
ap
γp

+
bp
γm

)(
1

γm
− 1

γe

)
+

apbp
am + bm

(
bm
γm

+
am
γe

)(
1

γp
− 1

γm

)
= 0,

=⇒1 + rm
1 + rp

(γm + rpγp) (γe − γm) + fp (rmγe + γm) (γm − γp) = 0,

=⇒ γe
γm

=
(1 + rm)(rpγp + γm) + (1 + rp)fp(γp − γm)

(1 + rm)(rpγp + γm)− (1 + rp)fp(γp − γm)rm
.
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• cas général

En utilisant les différentes équations obtenues, la relation de MG dans le cas de particules
elliptiques est donnée par :

γe
γm

=
(1 + rm)(γp + rpγm) + (1 + rp)fp(γp − γm)rm
(1 + rm)(γp + rpγm)− (1 + rp)fp(γp − γm)

cos2(θ0)

+
(1 + rm)(rpγp + γm) + (1 + rp)fp(γp − γm)

(1 + rm)(rpγp + γm)− (1 + rp)fp(γp − γm)rm
sin2(θ0). (C.14)

À noter que dans le cas rp = rm = 1 (particules circulaires), on retrouve bien la formule de MG
des particules circulaires donnée par l’Éq. (B.13).

Pour finir, il est possible de calculer la densité spectral de Bergman de cette formule de MG
des particules elliptiques. Pour ce faire, il est intéressant de réécrire la dernière équation en :

γe
γm

= 1 +
cos2(θ0)(1 + rm)(1 + rp)(γp − γm)fp

(1 + rm)(γp + rpγm)− (1 + rp)fp(γp − γm)

+
sin2(θ0)(1 + rm)(1 + rp)(γp − γm)fp

(1 + rm)(rpγp + γm)− (1 + rp)fp(γp − γm)rm
. (C.15)

Ensuite, en définissant la fonction F (s) = 1 − γe/γm avec s = 1/(1 − γp/γm), il est possible
d’obtenir :

F (s) =
fp cos

2 θ0

s− (1+rm)−(1+rp)fp
(1+rm)(1+rp)

+
fp sin

2 θ0

s− (1+rm)rp−(1+rp)rmf
(1+rm)(1+rp)

. (C.16)

À partir de cette équation, il est trivial de démontrer que la densité spectrale associée est :

g(x) = fp cos
2 θ0δ

(
x− (1 + rm)− (1 + rp)fp

(1 + rm)(1 + rp)

)
+ fp sin

2 θ0δ

(
x− (1 + rm)rp − (1 + rp)rmfp

(1 + rm)(1 + rp)

)
,

(C.17)
où δ est la distribution de Dirac.
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Annexe D
Diffusion d’une particule composée de
particules

En utilisant une méthodologie similaire que celle permettant de résoudre la diffusion par
un ensemble de particules mises en interaction, voir section II.3.2, il est possible de simuler
le comportement d’une particule elle-même composée d’autres particules. Soit une particule
circulaire, de rayon Rc, de permittivité εc et de perméabilité µc, composée de N particules de
rayon Ri et fait de matériaux εi et µi, voir Fig. D.1. À l’interface entre la particule «mère» et
le milieux extérieurs de paramètres εm et µm, une équation de continuité des champs similaire à
celle de la particule unique donnée par l’Éq. (II.11) peut être écrite. La seule différence provient
du terme représentant le champ intérieur à la particule «mère» qui doit prendre en compte le
champ diffusé par toutes les particules «filles» ce qui donne :

anJn(kmRc) + bnHn(kmRc) = cnJn(kcRc) +
N∑
k=1

bknHn(kcRc), (D.1a)

Zp
m

[
anJ

′
n(kmRc) + bnH

′
n(kmRc)

]
= Zp

c

[
cnJ

′
n(kcRc) +

N∑
k=1

bknH
′
n(kcRc)

]
, (D.1b)
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Figure D.1 – Schéma de la diffusion par une particule circulaire composée d’autres particules
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où les coefficients an représentent l’onde incidente, bn la diffusion par la particule «mère», cn le
champ intérieur produit par la particule «mère» et bkn la diffusion exprimée dans le système de
coordonnées de la particule «mère» de toutes les particules «filles». Le lien entre les coefficients
bkn et βkn (les coefficients de diffusion des particules «filles» exprimés dans leur système de coor-
données) est donné par l’Éq. (A.15). Si l’on considère que tous les coefficients bkn sont connus, ce
système d’équation est facilement résolu ; en utilisant la notation introduite par l’Éq. (B.3), la
solution s’écrit : 

bn = Γnan +
[JnHn]

c
c

[JnHn]
c
m

N∑
k=1

bkn, (D.2a)

cn = ∆nan −
[HnHn]

c
m

[JnHn]
c
m

N∑
k=1

bkn. (D.2b)

A l’interface de chaque particule «fille», le même système d’équations que dans l’Éq. (II.33) peut
être écrit, sauf que le champ incident sur chaque particule est dû aux coefficients cn et non aux
an de l’onde incidente, ce qui donne :

βkp − Γk
p

∑
l ̸=k

+∞∑
n=−∞

βlnHp−n(kmRkl)e
i(p−n)Φkl = Γk

p

+∞∑
n=−∞

cnJn−p(kmRk)e
i(n−p)Φk . (D.3)

Finalement, après transformation des bkn en βkn avec l’Éq. (A.15) et insertion de l’Éq. (D.2b) dans
cette dernière équation, on obtient un système d’équations linéaires qu’il est possible de résoudre
numériquement :

βkp − Γk
p

N∑
l ̸=k

+∞∑
n=−∞

βlnHp−n(kcRkl)e
i(p−n)Φkl

+ Γk
p

N∑
l=1

+∞∑
n=−∞

βln

(
+∞∑

q=−∞

[HqHq]
c
m

[JqHq]
c
m

Jq−n(kcRl)Jq−p(kcRk)e
−i(q−n)Φlei(q−p)Φk

)

= Γk
p

+∞∑
n=−∞

∆nanJn−p(kcRk)e
i(n−p)Φk . (D.4)

La première ligne correspond à la diffusion multiple entre les particules «filles», alors que la se-
conde correspond à la diffusion des particules qui se réfléchit à l’interface de la particule «mère»
et donc réillumine les particules. La troisième ligne correspond à l’illumination par l’onde in-
cidente corrigée de l’adaptation d’impédances qu’il y a entre le milieu extérieur et la particule
«mère». Dans le cas où la particule «mère» et le milieux extérieur sont fait des même matériaux,
on aura ∆n = 1 et [HqHq]

c
m = 0, auquel cas on retrouve le même système que pour un ensemble

de particule donné par l’Éq. (II.33).
Après résolution de ce système d’équations et donc obtention des coefficients βkp , il est possible

de calculer les coefficients de diffusion bn de la particule «mère» à l’aide de l’Éq. (D.2a). À partir
de ces coefficients, il est possible de calculer le flux en champ lointain, en plus de toutes les
sections efficaces, à l’aide des Éq. (II.15)-(II.16)-(II.18) définie pour la particule unique.
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Annexe E
Homogénéisation : résultats
complémentaires

E.1 Cartographies des propriétés effectives

Pour obtenir les propriétés effectives des milieux désordonnés, le flux diffusé par un cercle
homogène (Ψhom) est ajusté au flux cohérent (Ψcoh) diffusé par l’ensemble d’agglomérats via la
méthode des moindres carrés. Pour ce faire, il est nécessaire de donner une première estimation
des propriétés effectives pour que l’algorithme puisse ensuite converger vers la bonne valeur. Une
manière d’obtenir cette première estimation est de calculer Ψhom pour un ensemble de valeurs
de ε et de µ, et de choisir le couple qui minimise la quantité suivante :

S(ε, µ) =
N∑
i=1

[Ψcoh(θi)−Ψhom(θi; ε, µ)]
2 , (E.1)

où θi sont les angles pour lesquels le flux cohérent a été calculé.
Pour illustrer ce calcul, la Fig. E.1 récapitule le logarithme de 1/S en fonction de la partie

réelle et imaginaire de la permittivité εhom du cercle homogène, pour différentes valeurs de cp
et/ou µhom. Les propriétés effectives obtenues après l’analyse des moindres carrés, et présentées
dans la sect. III.3.1, sont illustrées à l’aide de croix vertes. Dans tous les cas testés, on peut
observer qu’il n’existe qu’une valeur unique permettant de bien modéliser le flux cohérent. Au-
trement dit, ajuster sur le flux cohérent en champ lointain permet de discriminer les propriétés
effectives.

Le cas cp = 0.44 est intéressant à étudier plus en détail. Lorsque la cartographie est calculée
avec µhom = 1 (Fig. E.1(c)), on peut observer que l’intensité du pic est moindre que dans les cas
cp = 0.01 et cp = 0.25, et le pic semble aussi plus étendu. Cela indique que la meilleure solution de
cette cartographie n’est pas adéquate et ne permet pas de modéliser le flux cohérent. D’ailleurs,
la solution des moindres carrés (croix verte) est décalée par rapport au pic. Au contraire, lorsque
la même cartographie est calculée en utilisant cette fois µhom = 1.117 (Fig. E.1(d)), l’intensité
du pic est environ quatre fois plus forte, le pic semble plus fin et le centre du pic correspond à la
solution des moindres carrés (croix verte). On a là une bien meilleure solution mathématique.
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Figure E.1 – Cartographie de l’adéquation entre le flux homogène et le flux cohérent
Logarithme de 1/S en fonction de la partie réelle et imaginaire de la permittivité εhom du cercle
homogène, pour différentes valeurs de cp : (a) cp = 0.01, (b) cp = 0.25 et (c) 0.44 avec µhom = 1
et (d) cp = 0.44 avec µhom = 1.117.
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E.2. REPRODUIRE L’INCOHÉRENCE AVEC UNE DISPERSION D’INDICE EFFECTIF

E.2 Reproduire l’incohérence avec une dispersion d’indice effectif

Les propriétés effectives obtenues à l’aide de l’homogénéisation permettent de modéliser la
partie cohérente du champ diffusé par un milieu désordonné. De plus, comme généralement la
partie incohérente est plutôt négligeable devant la partie cohérente, modéliser cette dernière à
l’aide de propriétés effectives permet de simuler fidèlement la réponse électromagnétique globale
du milieu désordonné. Cependant, on a pu observer certains cas pour lesquels le taux d’inco-
hérence n’est pas négligeable (par exemple cp = 0.25), auquel cas la réponse électromagnétique
globale du milieu désordonné ne peut pas être caractérisée par les propriétés effectives. Face à ce
manque, il serait extrêmement intéressant de trouver un modèle permettant de rendre compte
de la partie incohérente du champ diffusé par un milieu désordonné.

Dans cette annexe, nous présentons une tentative infructueuse d’obtenir ce modèle, mais
qui présente quand même un certain intérêt. Initialement, la partie cohérente et incohérente
du champ diffusé provient de la décomposition du champ total en parties moyenne et variable
E(r) = ⟨E⟩ (r) + δE(r). Pour expliquer cette décomposition du champ, l’hypothèse qu’on va
utiliser est que chaque micro-état i de l’ensemble peut être décrit par un indice de réfraction
homogène nihom qui peut lui même être décomposé suivant : nihom = neff + δni. Bien entendu,
cette hypothèse n’est pas valide, en ce sens qu’un unique micro-état ne peut pas être considéré
homogène et ne peut donc pas être décrit par un indice de réfraction effectif. En dépit de cela,
l’objectif est de caractériser le champ total E(r) grâce à nihom. En revanche, contrairement à
la décomposition du champ total, la définition de nihom ne provient pas d’une décomposition en
partie moyenne et variable, i.e.

〈
nihom

〉
̸= neff et ⟨δni⟩ ̸= 0. Chaque micro-état étant différent,

nihom est une variable aléatoire dont la distribution est à définir.
Pour obtenir la distribution de nihom pour différentes valeurs de cp, il est possible de réutiliser

les données de la sect. III.2.3, dans laquelle le flux en champ lointain de 10000 agglomérats de
rayon Ra = 10 µm a été simulé. La procédure d’homogénéisation sur les flux est réalisée sur
chacun de ces agglomérats individuellement. Autrement dit, nihom provient de l’ajustement par
les moindres carrés du flux d’un cercle homogène au flux diffusé par l’agglomérat i. Pour être le
plus précis possible, la solution initiale utilisée par les moindres carrés est neff, et contrairement
aux homogénéisation précédentes où seule la partie réelle de la perméabilité homogène µihom était
une variable, ici sa partie imaginaire peut aussi être une variable d’ajustement. À la fin de cette
procédure, on obtient donc 10000 valeurs de nihom, représentant sa distribution.

Avec cette distribution, il est alors possible de calculer le flux diffusé Ψi
hom par 10000 cercles

homogènes différents de rayon Ra = 10 µm, et donc d’en faire la moyenne
〈
Ψi

hom
〉
. D’autre part,

à l’aide des propriétés effectives (εeff et µeff) déjà calculées, il est possible de calculer le flux
cohérent Ψcoh. Faire la différence entre ces deux quantités devrait permettre de récupérer le
flux incohérent Ψhom

incoh =
〈
Ψi

hom
〉
− Ψcoh. À noter que l’exposant «hom» est utilisé pour faire

la distinction entre le flux incohérent simulé à partir de la résolution des équations de Maxwell
(Ψincoh) et celui calculé à partir du modèle (Ψhom

incoh).
Utiliser ce modèle pour les différents cp ∈ [0.01, 0.25, 0.44, 0.60] permet d’extraire Ψhom

incoh, les
résultats sont reportés sur la Fig. E.2. Les courbes en pointillés noirs représentent Ψincoh, alors
que celles en trait plein sont Ψhom

incoh lorsque (i) seul la partie réelle de la perméabilité est variée
ou (ii) les parties réelle et imaginaire sont utilisées comme variable d’ajustement. Comme déjà
annoncé plus haut, quelque soit les variables utilisées (cas (i) ou (ii)), le modèle ne permet pas
de rendre compte de l’évolution angulaire du flux incohérent. En revanche, il est intéressant de
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Figure E.2 – Modélisation du flux incohérent par une distribution de propriétés effectives
Le diagramme de diffusion du flux incohérent pour différentes valeurs de cp : (a) 0.01, (b) 0.25,
(c) 0.44 et (d) 0.60.

Table E.1 – Résultat de l’intégration du flux incohérent.

cp 0.01 0.25 0.44 0.60
σincoh [µm] 0.240741 3.308600 0.428700 0.125588

(i) σhom
incoh [µm] 0.167410 2.026857 0.424589 0.112807

(ii) σhom
incoh [µm] 0.230821 2.209652 0.417525 0.134868

remarquer que la forme générale (excepté pour cp = 0.25) est plutôt bien représentée. En ce sens,
le cas (ii) semble qualitativement donner de meilleurs résultats que le cas (i). De plus, l’ordre de
grandeur des différentes courbes est le même. Pour vérifier ce dernier point quantitativement, il
est possible d’intégrer le flux incohérent pour obtenir la section efficace de diffusion incohérente,
les résultats sont reportés dans la Table E.1. Mis à part cp = 0.25, la valeur de σhom

incoh est assez
proche de σincoh.

Pour finir, en plus du fait que ce modèle ne permette pas de modéliser le flux incohérent,
un autre problème est que la distribution de nihom obtenue pour un rayon d’agglomérat n’est
pas généralisable pour d’autres rayons. En effet, les distribution obtenues pour Ra = 10 µm ont
été utilisées pour modéliser les courbes σincoh en fonction du rayon de la Fig. III.9(c) et aucune
corrélation n’a pu être obtenue. Il semblerait donc que le flux incohérent ne puisse pas être
modélisé par une distribution d’indice de réfraction effectif.
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Annexe F
Absorption quasi-parfaite : résultats
complémentaires

F.1 Les valeurs optimales mono et biphasique

La Table F.1 récapitule l’ensemble des paramètres optimaux des textures biphasiques (Rpd,
cbip , δbip et nd) et monophasiques (cmo

p et δmo
p ) en fonction de la fraction volumique. Ces différents

paramètres ont été introduits dans la sect. IV.3.1. Ces paramètres ont été obtenus à la suite
de la minimisation de 1 − ⟨A⟩N sur N = 1 échantillon pour les textures biphasiques et N = 5

échantillons pour les monophasiques. Une discussion détaillée de la signification de ces différents
paramètres est faite dans la sect. IV.3.4.

La Table F.2 récapitule l’ensemble des propriétés radiatives (absorptance, réflectance et trans-
mittance) moyennées sur un ensemble d’échantillons Nit et obtenue pour différentes fractions
volumiques. Pour calculer ces données, les paramètres optimaux de la Table F.1 ont été utilisés.
Une discussion détaillée de l’évolution de ces propriétés est faite en sect. IV.3.4, en plus de la
comparaison entre le cas monophasique et biphasique.

Table F.1 – Les paramètres optimaux des cas monophasiques et biphasiques obtenus après
minimisation de 1− ⟨A⟩N sur un ou plusieurs échantillons.

fp
Biphasique (N = 1) Monophasique (N = 5)

Rpd cbip δbip (10−2) nd cmo
p δmo

p (10−2)

0.01 2 0.49700263 1.18568683 9.56060466 0.49625782 1.21668036
0.02 3 0.49756839 2.00397040 9.51834055 0.49553798 1.68887350
0.03 4 0.49560935 3.08697181 9.49817912 0.49360632 2.00352609
0.04 5 0.49321700 3.44570146 9.53439487 0.48992627 2.77333867
0.05 7 0.49320233 4.09121956 9.50330694 0.49016546 2.63976881
0.10 8 0.48612587 5.46641792 9.60719837 0.46860563 4.93759040
0.15 9 0.48353147 6.67087192 9.60846663 0.44190862 8.42939449
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Table F.2 – Les propriétés radiatives des cas monophasiques et biphasiques moyennées sur un
ensemble d’échantillons Nit.

fp Nit
Biphasique Monophasique

A [%] R [%] T [%] A [%] R [%] T [%]

0.01 400 68.85± 3.85 19.28± 3.03 11.86± 2.22 53.40± 2.57 17.41± 1.60 29.19± 3.29

0.02 300 82.02± 2.18 12.35± 1.97 5.63± 0.87 60.66± 1.84 17.72± 1.46 21.62± 1.93

0.03 200 85.83± 1.67 9.62± 1.48 4.55± 0.71 63.46± 1.47 18.23± 1.51 18.31± 1.34

0.04 100 88.50± 1.34 8.35± 1.26 3.14± 0.41 64.87± 1.28 16.81± 1.33 18.32± 1.34

0.05 50 89.23± 0.94 7.01± 0.94 3.77± 0.44 65.80± 1.28 18.93± 1.38 15.26± 1.05

0.10 50 93.61± 0.73 4.99± 0.69 1.40± 0.18 68.44± 1.08 18.26± 1.28 13.30± 0.79

0.15 50 95.25± 0.51 3.43± 0.51 1.32± 0.13 69.89± 0.90 18.26± 1.05 11.85± 0.65

F.2 Convergence des propriétés radiatives en fonction de la lon-
gueur des échantillons

Cet annexe fait suite à la sect. IV.2.1, où l’évolution des propriétés radiatives en fonction de la
longueur des échantillons est étudiée pour une fraction volumique de fp = 3%. Ici, des résultats
similaires (amenant aux mêmes conclusions) sont présentés pour d’autres fractions volumiques.
Les Figs. F.1 à F.4 présentent les propriétés radiatives (absorptance, réflectance et transmittance)
moyennées sur un ensemble de 200 échantillons monophasiques pour fp ∈ [1, 2, 3]% et de 50

échantillons pour fp = 4% en fonction de leur longueur. Les courbes vertes sont obtenues pour
une onde plane (OP) en incidence normale sur les échantillons, alors que les autres courbes sont
obtenues pour un faisceau gaussien dont la largeur varie suivant la relation ωx = Lx/n avec
n ∈ [1, 2, 3, 4, 5].

À mesure que la longueur augmente, les différentes courbes tendent vers une constante. En
revanche, suivant l’importance/prédominance des effets de bord de chaque cas, un biais sur
l’extraction peut apparaitre. Par exemple, prendre ωx = Lx ou ωx = Lx/2 implique une très
mauvaise extraction des données. À partir de ωx = Lx/3, les résultats sont très similaires entre
les différents faisceaux gaussiens. En comparaison, prendre une onde plane ne permet absolument
pas d’extraire la transmittance ; un petit biais sur l’absorptance est visible et la réflectance est
bien calculée.

Les raisons de ces différences entre les propriétés radiatives obtenues avec l’onde plane ont
été expliquées en détail dans la sect. IV.2.1. La transmittance est mal calculée, car une partie
de l’onde incidente n’ayant pas traversée le système interagit avec celle diffusée par le système,
ce qui ne devrait pas être possible si l’échantillon était infini. L’absorptance incorpore un petit
biais vraisemblablement à cause de la différence d’environnement entre les particules aux bords
de l’échantillon et celles dans le volume, ce qui induit une différence d’absorption.
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F.2. CONVERGENCE DES PROPRIÉTÉS RADIATIVES EN FONCTION DE LA
LONGUEUR DES ÉCHANTILLONS
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Figure F.1 – Convergence des propriétés radiatives en fonction de la longueur de l’échantillon
pour fp = 1%
La moyenne sur 200 échantillons de l’absorptance (b), la réflectance (c), la transmittance (d) et
leur somme (e) en fonction de la longueur de l’échantillon et calculées avec une onde plane ou un
faisceau gaussien ayant différentes largeurs. La fraction volumique des particules est fp = 1%.
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Figure F.2 – Même figure pour fp = 2%
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Figure F.3 – Même figure pour fp = 3%
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Figure F.4 – Même figure pour fp = 4%
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F.3. CIRCULATION DU VECTEUR DE POYNTING DANS UNE LAME

F.3 Circulation du vecteur de Poynting dans une lame

Dans la sect. IV.3.2, il a été observé que l’indice de réfraction des particules diffusantes
nécessaire pour obtenir un gain d’absorptance par rapport au cas monophasique est associé
au degré monopolaire. Or, le degré monopolaire induit une diffusion quasiment isotrope des
particules. Il a donc été déduit que le rôle des particules diffusantes est de redistribuer l’énergie
au sein de l’échantillon pour que les particules résonantes l’absorbent.

Pour corroborer cette idée, il est possible d’utiliser la Fig. F.5 représentant la circulation du
vecteur de Poynting au sein d’un échantillon monophasique (haut), diffusant (milieu) et bipha-
sique (bas) de fraction volumique fp = 2% et illuminé par un faisceau gaussien. Les cercles verts
correspondent aux particules absorbantes, tandis que ceux noirs sont les particules diffusantes.
De plus, la couleur des flèches correspond au logarithme en base 10 de la norme du vecteur de
Poynting. Autrement dit, la couleur nous renseigne sur l’intensité en un point de l’espace.

Dans le cas monophasique, il est intéressant de remarquer qu’aucune particule ne se trouve
dans l’espace x ∈ [0.7, 1.0] µm, ce qui à pour conséquence une transmission quasi-parfaite du
faisceau incident (aucun changement de couleur ou de direction). De manière fortuite, lors de
l’ajout des particules diffusantes, aucune nouvelle particule ne vient boucher ce trou. Malgré tout,
on peut observer que la présence de particules diffusantes dans le voisinage de ce trou permet
d’infléchir la direction du faisceau incident ce qui permet aux particules voisines d’absorber plus
de lumière (fort changement de couleur). C’est ce genre de phénomènes qui permet aux textures
biphasiques d’avoir une absorption si forte, et cela même pour de petites fractions volumiques.
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Figure F.5 – Circulation du vecteur de Poynting dans un échantillon monophasique, diffusant
et biphasique
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F.4 Différence de phase

Dans la sect. IV.3.4, il a été soutenu que la faible transmittance des échantillons biphasiques
est due à des interférences destructives entre l’onde incidente et l’onde diffusée par le système.
Dans cette annexe, on se propose d’en donner la preuve quantitative. Pour cela, le système
(monophasique ou biphasique) est illuminé par un faisceau gaussien en incidence normale, et
la composante |Hz| du champ électromagnétique (incident et diffusé) est simulée sur la ligne
perpendiculaire à l’échantillon et passant par son centre.

La valeur absolue de la différence de phase entre l’onde incidente et diffusée est représentée
sur la Fig. F.6 pour différentes fractions volumiques. Il est possible d’observer que, globalement,
la différence de phase oscille autour d’une valeur de π. Pour rappel, plus cette différence est
proche de π et plus les interférences destructives sont fortes. Par ailleurs, on peut remarquer que
les oscillations sont plus faibles pour les textures biphasiques que pour celles monophasiques, ce
qui explique leur différence de transmittance.
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Figure F.6 – Déphasage entre l’onde incidente et l’onde diffusée
La valeur absolue du déphasage entre l’onde incidente et l’onde diffusée des textures monopha-
siques et biphasiques en fonction de la distance par rapport à l’échantillon pour (a) fp = 5%, (b)
fp = 10% et (15) fp = 5%.
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F.5. CARTOGRAPHIE DU VECTEUR DE POYNTING

F.5 Cartographie du vecteur de Poynting

Des cartographies du vecteur de Poynting pour un échantillon monophasique, diffusant et bi-
phasique ont été présentées dans la sect. IV.3.4 pour une fraction volumique de fp = 15%. Ici, les
mêmes figures mais pour les autres fractions volumiques sont représentées, ce qui permet d’avoir
une compréhension visuelle des propriétés radiatives des différentes textures. Par exemple, dans
le cas monophasique, une réflectance constante autour de 18% a été observée. Un tel phénomène
est qualitativement observable sur la première ligne de la Fig. F.7. Au contraire, la transmittance
tend bien à diminuer, mais pour autant reste à des valeurs assez élevées (supérieures à 10%).

Dans le cas biphasique, la réflectance et la transmittance diminuent toutes deux jusqu’à des
valeurs très faibles, ce qui est très bien illustré par la dernière ligne de la Fig. F.7 où, mis à part le
faisceau incident, aucune énergie n’est visible autour de l’échantillon pour les fractions volumiques
les plus élevées. Pour les milieux diffusants, une augmentation de la fraction volumique induit
une augmentation de la réflectance.

Figure F.7 – Cartographie du vecteur de Poynting autour d’un échantillon pour différentes
fractions volumiques
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F.6 Diagramme de diffusion de l’homogénéisation biphasique

Lors de l’homogénéisation des textures biphasiques à l’aide de la méthode sur les flux du
chapitre III (voir la sect. IV.5 pour les résultats), seuls les diagrammes de diffusion relatifs aux
fractions volumiques fp = 2 et 4% ont été présentés. Ici, on donne les autres diagrammes de
diffusion utilisés pour homogénéiser les cas fp = 1 et 5%.
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Figure F.8 – Diagrammes de diffusion des milieux biphasiques pour d’autres fractions volu-
miques
(a)/(b) Un exemple d’agglomérat circulaire constitué de la texture biphasique pour une fraction
volumique de 1%/5%. Les particules diffusantes sont représentées par les cercles bleus et les
absorbantes par ceux en oranges. Diagramme de diffusion pour une onde incidente se déplaçant
vers le bas pour (c) fp = 1% et (d) fp = 5%. (e,f) Images agrandies de la puissance rétrodiffusée.
Les axes représentent les projections du flux d’énergie sur l’axe des x et des y.
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Timothée GUERRA
INTERACTION LUMIÈRE-MATIÈRE DANS DES SUSPENSIONS DE

NANOPARTICULES : HOMOGÉNÉISATION ET CONCEPTION DE NOUVELLES
PROPRIÉTÉS OPTIQUES

Résumé :
Les milieux désordonnés composés de nanoparticules revêtent d’une grande importance dans
de nombreuses applications, particulièrement celles liées à l’efficacité énergétique telle que le
refroidissement radiatif. Dès lors, la compréhension de l’interaction lumière-matière est primordiale,
mais s’avère très complexe. En effet, ces études doivent bien souvent passer par la résolution
des équations de Maxwell dans des systèmes constitués de milliers de particules, permettant
ainsi de prendre en compte les phénomènes de diffusion et d’interférences. De façon à réduire
l’importante charge numérique qui en découle, ce travail de thèse se focalise sur des systèmes 2D
en incluant quelques discussions sur des systèmes 3D. Dans ce contexte, le premier volet de ce
manuscrit s’intéresse au concept d’homogénéisation pour des systèmes de particules petites par
rapport à la longueur d’onde du rayonnement et pouvant présenter des résonances. Cette étude
met en évidence des comportements exotiques permettant de discuter, entre autres, du lien entre
homogénéisation et parties cohérente et incohérente du champ diffusé. Le second volet est dédié
à l’optimisation de l’absorption du rayonnement dans des lames minces par rapport à la longueur
d’onde, et composées de nanoparticules. On montre que l’utilisation exclusive de particules
résonantes ne donne lieu qu’à une absorption plafonnant à 70%. Néanmoins, leur couplage avec
des particules purement diffusantes permet une absorption quasi-parfaite (∼ 95%), par un effet
similaire au couplage critique. Finalement, l’étude détaillée des mécanismes qui régissent le gain
d’absorption en 2D a permis leur reproduction dans des systèmes 3D.

Mots clés : Simulations Numériques, Électromagnétisme, Propriétés radiatives et effectives.

LIGHT-MATTER INTERACTION IN NANOPARTICLE SUSPENSIONS :
HOMOGENIZATION AND DESIGN OF NEW OPTICAL PROPERTIES

Abstract :
Disordered media composed of nanoparticles are of great importance in many applications, parti-
cularly those related to energy efficiency such as radiative cooling. Understanding the light-matter
interaction is therefore essential, but highly complex. Indeed, these studies often involve solving
Maxwell’s equations in systems made up of thousands of particles, to take account of scattering
and interference phenomena. In order to reduce the ensuing numerical burden, this thesis focuses
on 2D systems, with some discussion of 3D systems. In this context, the first part of this manuscript
focuses on the concept of homogenization for particle systems that are small relative to the radiation
wavelength and may exhibit resonances. This study highlights exotic behaviours that allow us to
discuss, among other things, the link between homogenization and coherent and incoherent parts
of the scattered field. The second part is dedicated to optimizing the absorption of radiation in sub-
wavelength plates made of nanoparticles. It is shown that the use of resonant particles only results
in absorption up to 70%. However, combining them with purely scattering particles results in near-
perfect absorption (∼ 95%), through an effect similar to critical coupling. Finally, a detailed study of
the mechanisms governing absorption gain in 2D has enabled them to be reproduced in 3D systems.

Keywords : Numerical simulations, Electromagnetics, Radiative and effective properties.
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