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Résumé

Cette theése s’articule autour de différentes asymptotiques et approximations des solutions de
I’équation d’agrégation. Cette équation, dont le probléme de Cauchy associé & une donnée o*"
s’écrit :

di0+ V- (a[o]lo) =0, t>0,reRY,
alo] = =VW % o, (1)
Q(Oa ) = anzu

ou W : R — R est un potentiel d’interaction donné, est une équation de transport conservative
non linéaire et non locale qui apparait notamment dans des modéles de mouvement collectifs
d’individus en interaction (par chimiotactisme, typiquement). Ici, o est une mesure de probabilité
représentant la densité de population de tels individus. Il est désormais connu que les solutions
faibles de cette équation peuvent devenir, en temps fini, des mesures singuliéres et la continuation
des solutions a valeurs mesures a alors été menée par différents auteurs qui ont montré que les
solutions mesures de (1) peuvent étre définies en temps global et sont uniques.

La premiére partie de cette thése est consacrée a des résultats de convergence pour les schémas
de type volumes finis pour I’équation d’agrégation dans le cas de la dimension 1 et pour potentiel
W (z) = a|z| pour un certain @ € R*. En utilisant une correspondance entre I’équation de Burgers
et I'équation d’agrégation et en effectuant des intégrations discrétes en espace, on obtient des
schémas numériques pour ’équation d’agrégation ainsi que des estimations de convergence en
distance de Wasserstein W; en partant de schémas pour les lois de conservations.

L’équation d’agrégation apparaissant, en réalité, rarement seule dans les modéles de chimio-
tactisme, on étudie, dans la suite de ce manuscrit, ’asymptotique d’'un modéle parabolique puis
celle d’'un modele hyperbolique qui dégénérent tous deux vers (1).

Le chapitre 3 est ainsi consacré a 'asymptotique suivante : on ajoute dans le membre de
droite de (1) un terme diffusif eAp et nous étudions la convergence dans limite de diffusion € — 0
des solutions de ce probléme diffusif vers 'unique solution de (1).

Dans la premiére partie de ce chapitre, on s’intéresse a nouveau au cas unidimensionnel pour
les potentiels du type W(x) = a|z| ot @ # 0. A nouveau, en utilisant une correspondance avec
I’équation de Burgers, on donne une estimation de convergence des solutions du probléme diffusif
vers une solution de (1) lorsque ¢ — 0, uniformément en temps en distance de Wasserstein W.

La deuxiéme partie de ce chapitre traite du cas général de différentes classes de potentiels
en dimension d quelconque. Nous montrons que ce résultat de convergence est encore valable &
sous-suite prés lorsque le potentiel est lipschitzien et que la donnée est bien préparée. Lorsque ce
n’est plus le cas, on étend ensuite ce résultat & une donnée quelconque, pas nécessairement bien
préparée, avec des arguments de transport optimal, lorsque le potentiel est A—convexe, auquel cas
on fournit & nouveau une estimation de convergence, et lorsque le potentiel se comporte comme
W (z) = —|z|. On compléte ensuite avec des résultats de convergence des états stationnaires de
I’équation diffusive vers le Dirac sous des hypothéses d’attractivité un peu plus fortes sur W,
illustrés par des test numériques.

Le chapitre 4, lui, est consacré a la limite de relaxation pour un systéme hyperbolique inspiré
par les travaux de Jin et Xin sur les lois de conservations scalaires, transposé a 1’équation
d’agrégation en dimension d = 1. On établit des estimations de convergence uniformément en
temps en distance W7, lorsque le paramétre de relaxation tend vers 0 et on propose des schémas
préservant 'asymptotique au sens ot ils dégénérent vers des schémas éprouvés pour I'équation
d’agrégation comme le schéma de Rusanov.






Table des matiéres

1 Introduction 9
1.1 Agrégation et modéles de type Keller-Segel . . . . . . .. ... ... ... ... 9
1.1.1 L’interaction par chimiotactisme . . . . . . . .. ... ... .. ...... 9
1.1.2 Le phénomeéne de concentration . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 12
1.1.3 Hypothéses et nomenclature des noyaux d’interaction . . . . . . . . .. .. 15
1.2 L’équation d’agrégation : plusieurs notions de solutions . . . . . . . .. .. .. .. 17
1.2.1  Solutions de dualité en dimension 1. . . . . .. .. . .. .. ... .. ... 18
1.2.2  Solutions flots de gradient dans Wo(R%) . . . . . . . . .. ... ... ... 21
1.2.3 Solutions au sens de Filippov . . . . .. .. ... ... oL 29
1.2.4  Propriétés des solutions de I'équation d’agrégation . . . . . ... ... .. 32
1.3 Contributions . . . . . . . . . L 38
2 Schémas numériques pour les équations d’agrégation 45
2.1 Schémas pour I'agrégation . . . . . . . . . .. 45
2.1.1 Généralités et état de art . . . . . . . . . .. ... 45
2.1.2  Reconstruction et convergence dans différentes topologies . . . . . . . .. 46
2.2 Schémas pour lois de conservation scalaires . . . . . . . . ... ... L. 47
2.2.1 Correspondance entre ’équation d’agrégation et I’équation de Burgers pour
d=1,W(z)=alz|,a0. ... ... 48
2.2.2  Correspondance entre schémas pour les lois de conservation et schémas
pour l'agrégation, d = 1, W(z) = ajz|,a#0 . . . .. .. ... ... ... 51
2.2.3 Estimations de convergence de schémas pour les solutions réguliéres . . . 56
2.2.4 Estimations d’erreur ElAz pour les solutions BV n L™ et surconvergence . 62
2.2.5 Applications a I’équation d’agrégation . . . . . . . ... ... ... ... 65
2.2.6  Quelques remarques concernant la stabilité de schémas semi-implicites . . 65
2.2.7 Perspectives . . . . . . . L 69
3 Approximation visqueuse 71
3.1 Limite non visqueuse pour lagrégation : le cas d =1 et W(z) = ajz|,a #0 . .. 71
3.1.1 Limite non visqueuse pour une loi de conservation . . .. ... ... ... 72
3.1.2  Passage a ’équation d’agrégation . . . . . . .. . . ... ... ... ... 74
3.1.3  Surconvergence de I'approximation visqueuse . . . . . . ... .. .. ... 75
3.2  Limite non visqueuse pour l'agrégation : le cas général . . . . . . .. .. ... .. 7
3.2.1 Introduction. . . . . . . . ... 77
3.2.2  Preliminaries . . . . . . .. .. 79
3.2.3  O(£'?) convergence rate when the potential is A—convex . . . . . . .. .. 85
3.2.4 Convergence for repulsive potentials such that AW < 0 and V2W e LP°(R%)108
3.2.5  Higher convergence rate for steady states under assumptions (A0)-(A1)-(A4-p)112

3.2.6

Numerical illustrations . . . . . . . . . . . ... 116



8 Table des matiéres

4 Approximation par relaxation 121
4.1 Introduction . . . . . . . . L 121
4.2 Convergence Result . . . . . .. . .. 123

4.2.1 Notations . . . . . . . .. . L 123
4.2.2 Convergence Estimates . . . . . . . . . ... Lo 124
4.3 Numerical Discretization . . . . . . . . . ... oo 132
4.3.1 A Splitting Algorithm . . . . . . .. ... ... 132
4.3.2  Well-Balanced Discretization . . . . . .. .. ... ... ... ... 134
4.4 Numerical Experiments . . . . . . . .. ..o 140
4.4.1 Accuracy of the Numerical Schemes. . . . . . . ... . ... ... ... .. 140
4.4.2 Mlustration of Theorem 4.3 . . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 142

A Annexe 147

A.1 Quelques rappels de probabilités et théorie de la mesure . . . . . . . .. ... .. 147
A.1.1 Mesures de probabilité . . . . . . .. ... 147
A.1.2 Convergence des mesures (pas forcément de probabilité) . . . . . . . . .. 147

A2 Quelques rappels d’analyse . . . . . .. .. 149



Chapitre 1

Introduction

1.1 Agrégation et modéles de type Keller-Segel

1.1.1 L’interaction par chimiotactisme

Cette these est consacrée a I'étude de divers problémes autour d’équations du type :

oo+ V- (alplo) =elp, t>0,x¢€ R?,
alo] = —VW =, (1.1)
0(0,-) = ™.

ou W :R% — R est un champ scalaire fixé !, £ > 0 est un coefficient de diffusion, ¢ est une
mesures de probabilité sur R% donnée et, pour v champ de vecteurs, V - v désigne la divergence de
v. Ce type d’équations, appelées équations d’agrégation-diffusion, se retrouve dans la modélisation
de nombreux phénomeénes physiques et biologiques ayant pour trait commun ’apparition de
structures particuliéres lors de mouvements collectifs (bancs de poissons, mouvements de foule),
comme des agrégats de particules, ou 'apparition d’'une direction privilégiée.

Le terme de transport non local V - ( — (VW = Q)Q) permet de décrire l'interaction d’un
individu, via le potentiel d’interaction W, avec I’ensemble de la population et peut donner lieu
4 des phénoménes de concentration. L’idée est que le mouvement collectif d’une population
d’espéces mobiles peut étre influencé par la présence, dans 'environnement, d’un signal émis par
la population elle-méme (si tant est que les individus soient également sensibles a ce signal et
mobiles). On peut penser, par exemple, & I’émission d’un signal chimique ou olfactif pour attirer
les partenaires d’accouplement, ou a une information signalant la présence de nutriment.

Lorsque la modification du mouvement de la population est induite par un signal chimique,
on parle de chimiotactisme (ou chimiotaxie). L’exemple historique est celui des Dictyostelium
Discoideum (Dicty). Il s’agit d’amibes (organismes unicellulaires) vivant en communauté mais
se déplagant individuellement (pas de mouvement collectif) et se reproduisant par division
cellulaire tant qu’il y a assez de nourriture et s’agrégeant en petites structures de 2mm de long
et composées de dizaines de milliers d’individus (appelées pseudo-plasmodes ou slugs — limaces
— a cause de leur forme), en cas de carence nutritionnelle [83, 74]. Pour ce faire, les amibes
sécrétent un fort signal chimique, I’AMPc (AdénosineMonoPhosphate cyclique), ce qui attire leurs
congénéres vers un centre commun (figure 1.1 b—c) pour former des agrégats : c’est le phénomeéne
de chimiotactisme. Ces pseudo-plasmodes migrent ensuite jusqu’a stagner et se développer en un
corps de fructification (fruiting body) en haut duquel les cellules se différencient en spores. Elles
peuvent alors se disséminer dans des zones plus favorables et former de nouvelles amibes.

1. Une premiére remarque sur les conventions : 'explication du signe — devant W (pourquoi ne pas choisir son
opposé 7) sera donnée au lemme 1.3 décrivant I’équation (3.11) comme une équation de flot de gradient.
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FIGURE 1.1 — Cycle de vie des Dicties. On part d’une répartition initiale uniforme de Dicties sur un
plateau d’agar sans nutriments (a). Au bout de 5 heures, les amibes ont commencé a s’agréger en groupes
en formant des motifs filamenteux caractéristiques (b-c), jusqu’a former plusieurs pseudo-plasmodes (d).
Ceux-ci forment ensuite des corps de fructification (e-f-g). La barre d’échelle en (a-g) correspond a 1 mm.
Expérience et illustration tirées de Jang et Gomer [74], J. R. Soc. Interface (2008) 5, S49-S58, reproduit avec l'autorisation
des auteurs.

Mathématiquement, 'interaction par chimiotactisme peut étre décrite par un systéme couplé
de deux EDP, comme par exemple le modéle bidimensionnel parabolique-parabolique de Keller et
Segel [81, 82| qui s’écrit, sur un domaine 2 c R? :

om + V- (xnVe) = An, (1.2a)
kOic = Ac+n — ac. (1.2b)

En effet, I’équation (1.2a) décrit I’évolution d’une quantité n(t,x) de particules, bactéries ou de
cellules, soumises & un mouvement Brownien ainsi qu’a une dérive induite par leur tendance & se
diriger vers les zones a fortes concentration du nutriment ou chimioattractant dont la concentration
est notée c(t, z). L’équation (1.2b) décrit, elle, la production du chimioattractant par les cellules
elles-mémes, 4 un taux constant fixé ici a 1, ainsi que sa diffusion uniformément dans le milieu
et enfin sa dégradation a taux « = 0. Le coeflicient de chemosensibilité x > 0 quantifie, comme
son nom l'indique, la sensibilité des cellules au signal chimique. On note aussi la masse totale
de particules M = {,n(t,z)dz = §,n(0,z), qui ne dépend pas de t car 'équation (1.2a) est
conservative. Lorsque M = 1, on parlera de densité de particules.

La constante positive k permet de jouer sur I’échelle de temps. Lorsque x = 0, ce qui correspond
au fait que le chimioattractant atteint un état d’équilibre bien plus rapidement que n, on parle
naturellement de modéle de Keller-Segel parabolique-elliptique.

Les systémes couplés du type (1.2) sont trés proches des équations d’agrégation-diffusion.
Pour « > 0 et k = 0 par exemple, on peut voir (1.2) comme une équation d’agrégation-diffusion

pour le potentiel W (z) = e;X—\/jgl En effet, la solution de 1’équation elliptique (1.2b) pour k = 0

est ¢ = —xW #n ot YW est la solution fondamentale ? de —Au+ au = &y, c’est-a-dire le potentiel

2. on choisit e Vl*! plutot que eV**! afin d’avoir un potentiel attractif, ou du moins A—convexe, voir plus
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Les modéles de type Keller-Segel (1.2) présentent une compétition entre le phénoméne de
rétro-action positive (les zones de fortes densité attirent de plus en plus de particules) du terme
de drift et la diffusion. Il apparait souvent un phénomeéne de seuil a partir duquel on bascule
dans un régime plutét que dans 'autre. Historiquement, ce phénoméne de seuil a d’abord été
quantifié pour le modéle de Keller-Segel parabolique-elliptique sur R? avec o = 0. Dans ce cas,
I’équation (1.2b) devient ’équation de Poisson —Ac = n. Si, de plus d = 2, et = R2, alors ¢
est donnée par la convolution par le potentiel Newtonien, qui est logarithmique en dimension
2 :c(t) = —5=In| - | * n(t). Dans ce cas, le systéme (1.2) se récrit donc comme I'équation
d’agrégation-diffusion a potentiel logarithmique :

o + V- ((—VW*n)n) =An, t>0,zeR?
W(x) = 55 In|z].

Pour ce modéle, la dichotomie entre diffusion et agrégation est régie par la masse totale du
systéme : si la masse initiale (qui est en fait conservée) est inférieure a 87 les solutions sont
globales en temps, et sinon, il y a apparition de singularités en temps fini. Jager et Luckhaus [69]
d’abord ont montré que, pour une masse assez petite les solutions étaient globales. Ce résultat
a 6té précisé ensuite par Blanchet, Dolbeault et Perthame [46, 12] qui donnent la valeur seuil
exacte, 8T pour la masse totale et montrent I'explosion en temps fini des solutions au-dela de ce
seuil (c’est-a-dire que |n(t)|r» — +o0 dés lors que p > 1).

Théoréme 1.1 (Blanchet, Dolbeault et Perthame [46, 12]). Pour Q = R? et si la donnée initiale
n'™ vérifie n™ (| Inn™| + (1 + |z|*)) € L'(R?), alors la solution de (1.3) est globale en temps si

8 8
M < —ﬂ, et explose en temps fini si M > S
X X

. En reportant dans (1.2a) on obtient 1’équation d’agrégation-diffusion (1.1) avec

(1.3)

Ce phénomeéne d’explosion en temps fini se généralise en dimension d > 3 sur ’espace entier
pour le systéme de Keller-Segel parabolique-elliptique (1.2) (voir [67] ; en dimension 1, les solutions
sont globales en temps quelle que soit la valeur de M, voir [68]) et en dimension quelconque pour
I’équation d’agrégation-diffusion avec potentiel logarithmique :

om + V- ((—VW *n)n) = An, t>0,zeR4
W(z) = 2 Ina],
Théoréme 1.2 (Calvez, Perthame et Sharifi Tabar [30]). Pour d > 1 quelconque, si Q = R? et

si la donnée initiale ™ vérifie n™ (| Inn™| + (1 + |z|?)) € LY(R?), alors la solution de (1.4) est

2d> 2d>
W, et explose en temps fini si M > T

(1.4)

globale en temps si M <
Notons que la valeur de la masse critique dans le théoréme ci-dessus se retrouve formellement

(on renvoie & |46] pour une preuve rigoureuse) en dérivant le moment d’ordre 2 de n(t) :

%|m|2n(t,x)d:x = J |z|?0pn(t, x)dx = 2j z - (VW % n(t))(z)n(t, z)dz + 2dM,
Rd

Rd
par intégration par parties. En utilisant le fait que, pour = # 0, VW (x) = T % _Gion
dr|z|  dr|z|?
a noté & = ﬁ, et le fait que VW (—xz) = —=VW (z), on peut écrire en utilisant un argument de
symétrisation :
d _
Zlal*n(t,x)de = — H (z—y)- ﬁn(t, z)n(t,y)dedy + 2dM
RixR4
M? M
= ——— +2dM = — (2d*7 — M),
dm dm ( )

loin.
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ce qui permet de retrouver le fait que, si M > 2d?r, les solutions de (1.4) ne peuvent pas étre
globales en temps, sans quoi le moment d’ordre 2 deviendrait négatif. Pour compléter le tableau,
on renvoie a [30] pour Pexistence globale de solutions pour (1.4), qui peut étre obtenue en utilisant
des estimations fines sur la fonctionnelle d’énergie E(n) = (g n(z)Inn(z)dz + 5 §§ga, ge Wz —
y)n(z)n(y)drdy, qui sont liées a des inégalités du type Hardy-Littlewood-Sobolev logarithmique.
Mentionnons enfin que, pour le cas critique dans le Théoréme 1.2 i.e. M = 2d?m, on peut exhiber
une famille d’états stationnaires pour I’équation (1.4) (paramétrée par un paramétre de dilatation,
I'équation étant dans ce cas invariante par dilatation [33]).

La concentration de masse conduit donc, dans de nombreux cas, a I’explosion en temps fini des
solutions qui est un axe d’étude typique? des modéles contenant un terme d’interaction du type
V- (VW % n)n), notamment lorsque le potentiel d’interaction W est singulier. Nous essayons de
décrire ce phénoméne un peu plus précisément dans le paragraphe suivant.

1.1.2 Le phénoméne de concentration

On se concentre, dans ce manuscrit, non pas sur un systéme couplé général de type Keller-Segel
mais sur I’équation d’agrégation seule avec diffusion (1.1), ou sans diffusion :

00+ V- (alolo) =0, ¢>0,zeR,
alo] = —=VW % p, (1.5)
0(0,) = ™.

On n’abordera pas, dans ce manuscrit, de questions de type « masse critique ». On fixe donc
M =1, si bien que la dynamique de la population est désormais décrite par ’évolution de sa
densité, qui est une mesure de probabilité, notée o(t) a la place de n(t). Précisons maintenant ce
que nous entendons par le phénoméne d’agrégation et ’apparition de singularités en temps fini. La
diffusion régularisant les solutions, on s’attend & ce que les solutions de ’équation sans diffusion
(3.11) développent aussi des singularités en temps fini. Regardons-donc, dans ce paragraphe, le
cas non diffusif € = 0.

Ezemple 1.1. Commengons par un cas trés simple : on prend d = 1, W(zx) = |z| et pour donnée
initiale 0™ une densité réguliére composée de deux gaussiennes. La solution exacte ne se calcule
pas explicitement, méme dans le cas W (z) = |z|. En effet, on verra que I’équation d’agrégation
se raméne alors & celle de Burgers, pour laquelle la non linéarité empéche d’avoir une formule
de représentation explicite, sauf dans des cas trés particuliers (chocs, raréfactions). Aussi la
description qui suit est-elle avant tout qualitative.

t=0 t=t1 >0
1, T ] 1, T -]

0.5 4 0.5 -

0 | | | O
—1 —0.5 0 0.5 1 -1 —0.5 0 0.5 1

o(t) o(t)

FIGURE 1.2 — Comportement de la solution de (3.11) pour W (z) = |z|, donnée initiale composée de
deux gaussiennes, avant 'apparition de singularité ou la fusion des deux gaussiennes.

3. on pourrait citer de nombreuses autres variantes encore : diffusion non linéaire, diffusion fractionnaire,
milieux poreux, agrégation sous contrainte...
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La dynamique de I’équation d’agrégation (3.11) impose qu’'une masse ponctuelle située au
point z soit attirée par tous les autres points y, de fagon proportionnelle a la masse o(t)(dy)
située en y et au noyau VW (x — y). Ainsi, plus il y a de masse en un point donné, plus la masse
restante va s’y concentrer. Concrétement, par définition du champ de vitesse, on a dans le cas
présent :

ale®)() = - [ seate — ey - |

[x,+0o0[

sen(e —p)o)dy) = | seulo — a(o)(dy)
]—o0,x]

donc un individu (ou plus rigoureusement une masse de Dirac) situé au point x se déplacera a
une vitesse égale a la masse a droite de cet individu moins celle & gauche.

Initialement (figure 1.2, t = 0), il y a donc, pour les points de la premiére gaussienne, une
combinaison entre 'attraction vers le pic de cette premiére gaussienne et vers la seconde gaussienne.
Ainsi, chacun des pics se resserre sur lui-méme et se rapproche de 'autre (figure 1.2, t = t1).

A ce stade, les deux bosses fusionnent (figure 1.3, t = ¢2), puis (figure 1.3, t = T") la bosse
restante se concentre jusqu’a ce qu’apparaisse une masse de Dirac qui reste alors stationnaire.

t=1ty >t t=T>t
1 [ T ] 1 [ ]
0.5 4 05F .
| | | | |
0—1 —0.5 0 0.5 1 O—1 -0.5 0 0.5 1

o(t) o(t)

F1GURE 1.3 — Comportement de la solution de (3.11) pour W(z) = |z| en temps long, donnée initiale
composée de deux gaussiennes (fusion puis concentration).

L’autre comportement possible pourrait avoir lieu si W était davantage attractif, par exemple
pour le potentiel de Morse W (z) = 1 — e~ 1*l. Dans ce cas, (figure 1.4, t = t}) chacune des bosses
se concentre en une masse de Dirac, qui se rejoignent alors (figure 1.4, t = T") en un seul Dirac.
Dans les deux cas, 'apparition de masse(s) de Dirac ne peut arriver que parce que le potentiel
présente une singularité en l'origine. S’il était régulier, alors la solution serait réguliére en temps
global.

t=1th>1t t=T >t
17 T ] 1, -]
0.5 41 05} :
0 | | | O | |
-1 —0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 1.4 — Solution de (3.11) pour W (z) = 1 — e~ 1*l en temps long, donnée initiale composée de
deux gaussiennes (concentration puis fusion).
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Il a en fait été prouvé qu’en temps fini, lorsque le potentiel présente une singularité Lipschitz
en 0, les solutions faibles explosaient en temps fini en norme LP [7, 9, 8| quelle que soit la régularité
et la répartition de la donnée initiale. Mais lorsque g comporte des singularités et que VW est
discontinu en 0, le produit a[p]o = —(VW # p)o n’a pas de sens distributionnel. On dit que
I’équation d’agrégation est mal posée, au sens ou elle fait apparaitre un terme qui n’a pas de sens
dans D'(RY).

Se pose alors la question de continuation des solutions aprés le temps d’explosion. On peut
faire un paralléle formel avec I’équation de Burgers

u2
Oru+ 0 = 0, (1.6)

pour laquelle 'apparition de chocs en temps fini est connue pour les solutions réguliéres, et appelle
a la définition de solutions faibles disons dans L* n BV pour continuer les solutions aprés le
temps d’apparition du choc. Cette analogie entre choc et singularités (disons masses de Dirac)
sera précisée a la section 2.2.1 et servira plusieurs de nos résultats.

Pour I'équation d’agrégation, on convient donc de remplacer le champ de vitesse a[g] par :

alo](z) == — VW (z —y)o(dy), (1.7)
y#u

ce qui modélise I’hypothése — raisonnable — que les particules situées au méme endroit n’inter-
agissent pas entre elles. On donnera a la section 1.2 une justification rigoureuse de ce choix, due
a Carrillo, Di Francesco, Figalli, Laurent et Slepcev, et basée sur la théorie d’Ambrosio, Gigli et
Savaré de flots de gradients dans Wo(R?). Plus précisément, on verra que la définition de a[g]
apparait lors du calcul de la pente de la fonctionnelle d’interaction dont I’équation d’agrégation
est un flot de gradient, et provient essentiellement de la symétrie de W.

Ezemple 1.2. Dans le cas de I'exemple 1.1, & partir du moment ot la solution est composée de deux

Dirac : o™ = %%1 + %6352, on peut donc continuer les solutions et en fait donner explicitement la

solution de (3.11).

t=20
1 [ T ]
0.5 N
O |
—1 —0.5 0 0.5 1
©0
FIGURE 1.5 — Donnée initiale pour z; = —0.5 et x5 = 0.5

Notons x1(t) et z2(t) les positions respectives des deux masses de Dirac. Tant que celles-ci ne
sont pas confondues, la vitesse de la premiére particule est a[o(t)](z1(t)) = 2 —0 = et celle
de la seconde est a[o(t)](2z2(t)) = 0 — 3 = —3. La dynamique est donc la suivante. Tant que
x1(t) < xa(t), on a o(t) = %(5331@) + %(5902@) ou :

{xl (t)
T2 (t)

1+

)

SIS

X
Tro —
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Ceci est donc valable tant que t < T := x9 — z1. Pour t = T, les deux masses de Dirac s’agrégent

en une seule au point x + % = %, et la solution reste alors stationnaire : o(t) = 0z +2, pour
2
tout t > T
t=20.5 t=T=1
1 [ T ] 1 [ |
0.5} 41 05} 8
0 | | | O | |
—1 —-0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

o(t) o(t)

FIGURE 1.6 — Solution de (3.11) pour W (z) = |z|, donnée initiale deux masses de Dirac

1.1.3 Hypothéses et nomenclature des noyaux d’interaction

On trouve, dans la littérature, différentes classes de noyaux d’interaction. Dans ce manuscrit,
on considérera souvent des potentiels d’interaction satisfaisant aux hypothéses suivantes :

o (A0) W est symétrique, i.e. W(x) = W(—x), et W(0) =0,
o (A1) W e CHRA{0}),
o (A2) W est lipschitzien : il existe ag = 0 telle que |W(z) — W (y)| < ax|z — vy,

2
o (A3) Pour un certain A € R, W est A-convexe, i.e. W(z) — AZE est convexe .
2

Parfois, 'hypothése (A2) peut étre remplacée par 'hypothése de croissance au plus quadratique a
I’infini :

(A2-bis)  3C>0,VzeRY |W(z) <O+ |z).

Si W est lipschitzien sur un voisinage de 0, et de classe C' sur un voisinage épointé de 0 mais
non différentiable en 0, on dit que W présente une singularité/discontinuité® Lipschitz ou un
point Lipschitz en 0 (voir |6, 7]). Un potentiel vérifiant les hypothéses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) et
présentant une singularité Lipschitz en 0 est appelé pointu [36, 90, 43].

Il pourra arriver qu’on désigne simplement par potentiel A—convexe un potentiel vérifiant
(A0)-(A1)-(A2)-(A3). Parmi les potentiels pointus attractifs, on peut penser a |z|, 1 — e~z Enfin,
lorsque W est radial, c’est-a-dire de la forme W (z) = w(|z|), on dira qu'il est est attractif si w
est décroissante, et répulsif si w est croissante.

4. avec cette convention, le paramétre A caractérise a quel point W est convexe, au sens ou VW > \Id : si
A > 0, W est strictement convexe.
5. W est bien continu quand méme en 0, car lipschitzien sur un voisinage de 0.
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X

FiGURE 1.7 — Un potentiel pointu

Remarque 1.1.

o Les hypothéses (A2) et (A3) avec A > 0 sont incompatibles, car la premiére impose une
croissance au plus linéaire de W, et la seconde une croissance au moins quadratique. Lorsque
I'on suppose (A2) et (A3), c’est donc que A < 0 ou A > 0 mais que 'on ne considére que
des données a support compact. Dans ce cas, en ’absence de diffusion, le support décroit
avec le temps car W est strictement convexe donc 0 est en fait minimum global, si bien que
W est attractif. L’hypothése (A2) est alors a prendre au sens ou W est lipschitzien sur le
« double® » du support de la donnée initiale.

o De plus, au moins en dimension 1, la A—convexité implique que W est lipschitzien sur
voisinage de 0. En effet, W’(z) — Az est croissant donc W' doit étre borné au voisinage de
0. Intuitivement, cela implique (méme si on le demande & nouveau avec la condition (A2),
qui elle, est globale) que W n’est pas plus singulier en 0 que | - |.

o Dans la littérature, on trouve souvent comme dénomination mzildly singular pour les poten-
tiels lipschitziens et C'(R?\{0}) (et éventuellement C! en 0) et fortement singulier pour les
potentiels de l'ordre de |z|~® avec a > 0 [79, 7, 9, 8, 11].

Ezemple 1.3 (Potentiel Newtonien).
On appelle potentiel Newtonien, noté g, la fonction de Green du laplacien sur tout 'espace R,
c’est-a-dire la solution fondamentale de ’équation de Poisson —Awu = dy. Celui-ci est donné par :
iln\:n| sid=2,

ug=14 ™ 4 v (1.8)

m!x\ sinon,

wq étant la mesure de Lebesgue de la boule unité de R%. Le potentiel Newtonien apparait dans
les modeles de type Keller-Segel (1.2) pour le chimiotactisme, lorsque K = a = 0, si bien que la
concentration de chimioattractant ¢ résout 1’équation de Poisson de terme source I'inconnue o. Il

s’agit d’un potentiel pointu seulement si d = 1. Il est, au sens de Biler et al. [11], midly singular
si d =1 et fortement singulier si d > 3, le cas logarithmique d = 2 étant un peu intermédiaire.

Enfin, nous utiliserons pour certains résultats 'hypothése suivante, pour p > 1 :
(Ad-p) 3IC>0,YVzeR? VW(z) -z=Clx].
Lemme 1.1. L’hypothése (A4-p) implique que :
|z[?

VveeRY, W) =C
p

Par ailleurs, si W est A—convexe, alors :
Vee RY, VW(z)-z = Mzl
Pour A\ > 0, la \—convezité de W implique donc que (A4-2) est vérifiée avec C' = .

6. c’est un dire un domaine €2 tel que, si x et y sont dans le support, alors z — y € €2, si bien que VW * g soit
bien L*.
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Démonstration. Supposons que (A4-p) soit vérifice. Soit = € R%\{0}. On calcule, pour ¢ > 0 :

d
—W (tx) = x - W(tx) = C|z|PtP~,

dt
d’on, en intégrant entre 0 et 1, W (x) > C% + W(0). A nouveau puisque W (0) = 0, le résultat
——
=0
reste vrai pour = = 0. Le second point provient essentiellement de (1.11), et le fait que VW soit
borné par a, donne I’égalité pour z = 0 étant entendu que VW (0) - 0 = 0. OJ

La réciproque du lemme 1.1 n’est pas vraie. Pour p = 1, 'hypothése (A4-p) exige que la
dérivée radiale de W soit minorée par C' > 0, ce qui implique que W est « vraiment pointu en
l’origine » mais pas aussi globalement strictement attractif : on ne peut avoir ni puits ni plateaux
(figure 1.8).

3.0 3.5

oI5 3.0

2.0

W(x)

1.0

95 05

0.0 0.0
=1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -2.0 =15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 A5 2.0

FIGURE 1.8 — Potentiels vérifiant W(x) > C|z| mais pas (A4-1)

1.2 L’équation d’agrégation : plusieurs notions de solutions

Comme nous 'avons vu, les modéles faisant intervenir un terme agrégatif tendent & développer
des masses de Dirac en temps fini. Pour cette raison, il faut savoir définir des solutions en un
sens trés faible, solutions qui peuvent ne pas avoir davantage de régularité que celle d'une mesure
bornée. Nous proposons dans cette section un apergu des travaux en ce sens, qui permettent
de définir de facon rigoureuse les solutions mesures de ’équation d’agrégation avec ou sans
diffusion. Dans toute cette section, comme dans la majeure partie des énoncés d’existence globale
de solutions, nous considérons des potentiels satisfaisant au moins les hypothéses (A0)-(A1)-(A2)
ou (A2-bis).

Commencons par I’équation d’agrégation visqueuse (1.1). Sous ces hypothéses, Carrillo, Gomez-
Castro, Yao et Zeng montrent par une méthode de point fixe et un argument de bootstrap a
partir de la formule de Duhamel, que les solutions existent, sont uniques, et sont réguliéres. Il n’y
a donc pas d’apparition de singularités en temps fini, donc pas besoin de définir le produit a|o]o.

Théoréme 1.3 ([35], Théorémes 1.1, 2.1 and 2.2). Supposons que W satisfasse les hypothéses
(A0)-(A1)-(A2). Soit e > 0 et o5 € LY (R?) ’ensemble des fonctions L*(R?) positives.
(1) Pour tout T > 0, il existe une unique solution ¢ € C([0,T], L (R?)) au probleme

d’agrégation-diffusion (1.1) au sens mild, ¢’est-a-dire :

t
Ve [0,T], o = Gu s of + f (VG.isy) * (VW = 05)o) ds.
0
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ot G est le noyau de la chaleur donné par :

(2) Cette solution est en fait une solution classique appartenant, pour tout T > 0, k € N et
pe [1,+0] aC(]0,T], WrP(R?)).

Il ne faut donc porter un soin particulier a la définition des solutions et a celle du produit
alo]o que lorsque € = 0. Un autre cas ou les solutions sont réguliéres et bien posées globalement
en temps est celui des potentiels réguliers, méme si € = 0 (voir [91]). On s’intéresse donc désormais
uniquement aux solutions de (3.11), pour des potentiels vérifiant (A0)-(A1)-(A2) ou (A2-bis), avec
en téte des potentiels pointus. On introduit successivement trois notions de solutions : les solutions
de dualité & la Bouchut et James, les solutions flots de gradient dans l'espace de Wasserstein, et
les solutions & la Filippov.

Puisque 'on travaillera avec des solutions mesures, on rappelle rapidement quelques nota-
tions. On note C(RY) I'espace des fonctions continues de R? dans R et Co(R?) (resp. Cy(R),
Cc(R%)) le sous-espace des fonctions de limite nulle & I'infini (resp. des fonctions continues bor-
nées, des fonctions continues a support compact). On note également My(R?) I’ensemble des
mesures boréliennes signées de variation totale finie, systématiquement muni de la topologie faible
o (My(R?), Co(R?)). Pour une suite (0 )nen € Mp(RO)N et o € My(RY), on note la convergence

faible (au sens des mesures) de (05, )nen vers o par o ioo 0. Cela revient & demander que :
n—

e O®Y, | e ) — | o) dua),

n— -+ Rd

Pour ¢ € My(R%) et Z un champ de vecteurs mesurable, on note Zyo la mesure image (pushfor-
ward) de o par Z, définie par ’égalité suivante :

Vo € Cy(RY), f o(z) Zyo(dr) = fso<z<:c>> o(dz).

Dans I'égalité ci-dessus ainsi que dans tout le manuscrit, lorsque le domaine d’intégration n’est pas
précisé, il s’agira de I'espace entier. Si p € My(R?) est une mesure positive, on notera également
o < p lorsque p est absolument continue par rapport a .

Enfin, on renvoie a I'annexe A.1 pour de plus amples rappels sur les différentes notions de
convergence des mesures.
1.2.1 Solutions de dualité en dimension 1

L’équation de continuité & champ de vitesse discontinu

Intéressons-nous un instant a un probléme en apparence plus simple, & savoir I’équation de
continuité a champ de vitesse a fixé :

010+ V - (ag) = 0, (1.9)

On s’intéresse au cas ot le champ de vitesses a(t, ) est seulement lipschitzien a droite, ¢’est-a-dire
tel qu'il existe v € L, (]0, +oo[) vérifiant :

¥t >0,Yz,y e R (a(t,2) —a(t,y)) - (2 —y) < a(t)|z —y[*. (1.10)

En effet, c’est exactement la régularité dont on disposera pour le champ de vitesse a[o] de
I’équation d’agrégation lorsque W est A—convexe :
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Lemme 1.2. Si W est A—convexe, alors pour toute mesure de probabilité o, le champ de vitesse
alp] vérifie (1.10) avec a(t) = —A. En particulier, alp] est lipschitzien a droite.

Démonstration. La A\—convexité de W implique que :
Vo,y e RN{0}, (VW (2) = VIW(y))  (z —y) = Az —y|>.
En prenant y = —x et en utilisant le fait que VW est impair, on en déduit en particulier :
Ve e R0}, VW(z) z = \z|? (1.11)
c’est-a-dire : -
VeeRY, VW(z)-z = Nz

On en déduit : - -
Va,y e R, (VW(x) - VW(y)) (r—y) = ANz — y[Q.

On retrouve alors I'inégalité (1.10) :
Yoy e RY, alel(a) - alely) =~ [ (W —2) = Ty - 2) - (o~ 2 - (v~ »)eld)

<A j f o — yl20(dz) = —Alz — yI?.
OJ

Comme pour l'agrégation, le fait que a ne soit que lipschitzien a droite implique que a(t) peut
étre discontinu, et donc que le produit ap ne soit pas bien défini, méme au sens des distributions,
lorsque g est une mesure. En dimension d = 1, Bouchut et James [17] introduisent la notion de
solution de dualité qui permet de lever cette ambiguité, et ainsi de définir les solutions & valeurs
mesures de I’équation de continuité :

0ro + 0x(ap0) =0 (1.12)

avec un champ de vitesse a(t, z) discontinu et seulement lipschitzien a droite (c’est-a-dire, en
dimension 1, tel que d,a(t,z) < «(t)). Ils y définissent une notion de solution en dualité contre
une classe de fonctions tests appropriées, appelées solutions réversibles de ’équation duale
op + adzp = 0, et il est prouvé que celles-ci sont des solutions aux sens des distributions de
I’équation de continuité ol a est remplacé par un représentant adapté noté a.

Définition 1.1 (Solutions réversibles de I'équation duale). On suppose d = 1. Soit T > 0.
Soit a un champ de vitesses lipschitzien & droite défini sur 10, T[xR. et soit pT une application
lipschitzienne sur R. On note L ’ensemble des solutions lipschitziennes du probléme dual backward :

o+ a(t,z)0zp =0, (1.13a)
p(T) = pT. (1.13b)

Pour pT' = 0, lensemble L est appelé ensemble de solutions exceptionnelles et noté E.
On dit alors que p € L est une solution réversible de (1.13) si p est localement constante sur

{(t,x) € [0,T] x R | Ipe € &, pe(t,z) # 0}.

La notion de solution réversible permet d’assurer 'unicité de la solution de I’équation duale.
La notion de solution de dualité pour (1.12) est alors basée sur le calcul formel suivant : si
résout ’équation de continuité, et p I’équation duale (1.13), alors :

0¢(po) + 0z (apo) = 00ip + POro + a0Lp + Py (ap)
= 0(0tp + adzp) + p (00 + 0z(ap)) =0,
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ce qui implique que :

G om =5 | pteltdn =~ | 2o ~0.

Définition 1.2 (Solutions de dualité de I’équation de continuité 1D a champ lipschitzien a droite).
On suppose d = 1. Soit T > 0 et a un champ de vitesses lipschitzien a droite défini sur |0, T[xR.
On dit que ¢ € C([0,T], My(R?)) est une solution de dualité de (1.12) si pour tout T €]0,T] and
pour tout solution réversible p de (1.13) & support compact en espace, t — (g p(t, x)o(t, dx) est
constante sur [0,7].

Théoréme 1.4 (Bouchut et James [17]). On suppose d = 1. Soit ¢ € My(R) et a un champ
de vitesses lipschitzien a droite défini sur |0, +oo[xR. Il existe une unique solution de dualité o a
Uéquation de continuité (1.12) de donnée o™ . Cette solution est la mesure image de o™ par le
flot backward X défini comme ['unique solution réversible de :

0 X +a0,; X =0 sur]0,t[xR,
X(t,t,x) =z,

c’est-a-dire que pour tout t € [0,T], o(t) = X(t,0,-)#0™.
De plus, il existe un représentant de a, noté a, égal & a presque partout, tel que o résolve, au
sens des distributions, [’équation de continuité (1.12) ou a est remplacé par a.

Remarque 1.2. Réciproquement, si a est lipschitzien & droite et continu par morceaux, alors toute
solution distributionnelle de d;0 + d,ap = 0, ou @ est un représentant continu quelconque de a,
est solution de dualité de 0rp + 05 (ap) = 0, ([17] théoréme 4.3.7, [70] théoréme 3.5).

Pour I’équation d’agrégation

La démarche de Bouchut et James [17] a ensuite été adaptée par les mémes auteurs au systéme
des gaz sans pression [19] puis au systéme de Keller-Segel parabolique-elliptique unidimensionnel,
c’est-a-dire a I’équation d’agrégation avec potentiel de Bessel, par James et Vauchelet [73]|. Dans
[70], les mémes auteurs étendent la définition de solution de dualité et l'existence et unicité de
celle-ci a I’équation d’agrégation avec potentiel vérifiant les hypothéses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3)
avec A < 0.

Définition 1.3 (Solution de dualité pour I’équation d’agrégation 1D). On suppose d = 1. Soit
T>0etpeC([0,T], Mp(R)). On dit que o est une solution de dualité de I’équation d’agrégation
(3.11) sl existe alo] € L*([0, T] x R) lipschitzien a droite tel que, pour tout 0 <7 <t <T, o
soit solution de dualité de

dro + dzalelo =0

sur |T,t[ et a = —VW = o presque partout.
Théoréme 1.5 (James et Vauchelet, [70] théoréme 3.7). On suppose d = 1 et que W vérifie les
hypotheses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) avec A < 0. Soit o™ € P1(R). Pour tout T > 0, il existe

un unique o € C([0,T], My(R)) tel que 0(0) = 0™, o(t) € P1(R) pour tout t € [0,T], et o soit
solution de dualité de (3.11) au sens de la définition 1.3, avec a[o] = alp], ou on rappelle que :

alo] = —L YW (x — y)oldy).

Remarque 1.3. Le résultat est méme un peu plus général : il peut étre étendu & un flux de la
forme f(VW x 0)p ou f est une fonction éventuellement non linéaire, sous réserve de supposer
(A2) a la place de (A2-bis).
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1.2.2 Solutions flots de gradient dans Wy(RY)

On revient en dimension d > 1 quelconque. On commence par introduire les distances
de Wasserstein, qui permettent de quantifier I’écart entre deux mesures, ainsi que les espaces
métriques associés, qui fixent un cadre a I’étude de I'équation (3.11) comme flot de gradient de
I’énergie d’interaction.

Distances de Wasserstein et transport optimal

Pour o € My(R%) et r € [0,+0), on note M,(p) le moment d’ordre r de p, donné par
M,(0) = Sga |z|"0(dx), ou | - | est la norme euclidienne. On note aussi M, () son moment centré,

donné par M, (o) = |z —x0|"0(dx), ot g = §ga wo(dx) est le barycentre (ou centre de masse)
Rd

de o.

On note aussi P(RY) I’'ensemble des mesures de probabilité sur R? et, pour p € [1,+c0),
Pp(Rd) I’ensemble des mesures de probabilité ayant un moment d’ordre p fini. La quantité suivante
définit une distance sur Pp(Rd), appelée distance de Wasserstein :

1/p
Wy(p,v) = inf {f |:E—y|p'y(dx,dy)} , (1.15)
vel'(p,v)

ott I'(p, v) désigne I’ensemble des mesures de probabilité sur R? x R? ayant pour marginales j
et v. Cette quantité correspond au cott minimal pour passer de la mesure de probabilité p a
v : c’est le probléme du transport optimal de u vers v (voir [1, 112, 128]). Pour A, B € B(RY),
v(A x B) désigne la quantité de masse a déplacer de A a B pour passer de p a v. Rappelons que
cette formulation, due & Kantorovitch, est une relaxation du probléme de Monge suivant :

inf {J lz — T(2)|Pu(dz); T : R — R? mesurable telle que v = T#,u} ,

qui peut ne pas admettre de solution (si p est un Dirac par exemple, v doit forcément étre un
Dirac). La formulation de Kantorovitch autorise a transférer de la masse d’un point x en plusieurs
points y et admet toujours une solution. La borne inférieure dans (3.13) est donc, en fait, atteinte,
et tout point de minimum est appelé plan de transport optimal pour p et v.

On note T'g(,v) I'ensemble des plans optimaux et ’ensemble P,(R?) muni de la distance
W), est appelé espace de Wasserstein d’ordre p et noté Wp(Rd).

Les espaces de Wasserstein sont ordonnés : si 0 < ¢ < p < +00, on a, par inégalité de
Hélder, My(o) < Mp(g)Q/p. Donc en particulier, pour 1 < ¢ < p, Pp(R?) = P,(R?), et on a pour
11, v € Pp(RY), W, (1, v) < Wy(p,v) (par inégalité de Jensen pour |- [P/9). L’inclusion inverse n’est

q

en général pas vraie sauf en domaine Q borné, sur lequel on a W, (u, v) < Wy (i, V)diam(Q)k%
(voir [128]).

Enfin, on parle de convergence dans W,(R%) d’une suite (i, )nen € Pp(RY)N vers une mesure
€ Pp(R?) lorsque, de fagon équivalente,

BN P N P
1) o 5 et [ ol dpale) [ ol duo)

(2) pn ioo w et lim supf |z|P dpp (x) < J]a:\p dp(x),

n—+ n—+00

(3) pn = pet lim lirnsupj|| R|x]pd,un(x)=0,
T|=

n—+0o0 R—+0 n—-+0oo
(4) pour tout o € C(R?) telle qu’il existe C' > 0 vérifiant pour tout z € R%, p(x) < C(1 + |z|P),
ona [ o)) | o) duto)
R R

n—-+0oo
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On peut montrer (|128], théoréme 7.12) que chacun des points ci-dessus équivaut a demander que
W (pin, ) —> 0.

n—-+0o0
On termine les considérations de convergence avec une propriété de compacité dans I’espace
de Wasserstein :

Proposition 1.1 (Les bornés de W,(R?) sont des compacts de W,(R?) pour ¢ < p). Soit
pe (1, +0[ et (0n)nen € Pp(RYN telle que M,(0,) soit uniformément borné par rapport a n € N.
Alors il existe une sous-suite de o, qui converge faiblement vers un certain o € Pp(Rd). De plus,
pour tout q € [1,p[, la convergence a liew dans Wq(Rd).

Démonstration. Voir le dernier lemme des préliminaires dans [89). O

Enfin, la convolution par une mesure fixée fait décroitre la distance de Wasserstein :
Proposition 1.2. Soitp > 1, o, u,v € P, (Rd) Alors Wy(o * p, 0% v) < Wy(p,v).

Démonstration. Rappelons que p * u est toujours une mesure de probabilité sur RY bien définie
dés que p et p sont des mesures de probabilité, par :

Vo e Co(RY), (oxp,p):= H«p(w + y)o(dz) u(dy).

Par ailleurs, puisque g, i1, € Pp(RY), 0% p1, 0+ v € Pp(R?). En effet, en prenant (z) = |z|P dans
I'expression ci-dessus (en réalité, il faudrait multiplier par une fonction cut-off), on a :

Mo s ) = |[ 12+ sl otdo) niay) < ( ] el + 1) o) <dy>) 2 (My(o) + My(0)),

donc M (o p) < 400, et pareil pour pv. En fait, si p e N*, on a méme, par formule du binéme :

p

Mpy(g#p) =), (i) My (0) My (1)-

Mais venons-en a la preuve. Soit v € I'g(p, ~) un plan optimal pour le cotit ¢(z,y) = |z — y[P. On
définit 4/ € P(R? x RY) par

we R xR, [ wlwy)y (o dy) = [ [+ 20+ 2o (dr.dy).

Alors v € T'(p * p, 0 * V) et le colit total associé & 7/ égale celui associé a . En effet, en écrivant
par exemple, pour ¢ € Co(RY),

H ~ (dx, dy) = ﬂj (z + 2)o(d2)y(dz, dy) = ff (z + 2)o(d2)pu(dz) = (o * p, ),

donc la premiére marginale de ' est o * p et, de méme, la seconde est g * v. Le fait que le
colit total soit préservé provient simplement du fait que le cotit ¢ soit invariant par translation
(z,y) < (x + z,y + 2z) et d’'un changement de variable dans I'intégrale. On a donc :

Wylewmosv) < |[lo =y (de.dy) = [l = ypatde,dy) = Weu ).
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Théorie des flots de gradient dans W, (R?)

I1 est assez naturel de voir I’équation d’agrégation-diffusion (1.1) comme une équation de
Fokker-Planck d,0 + V - (oVV) = €Ap, avec un potentiel dépendant de la densité, donné par
V = —VW = p. Pour I'équation de Fokker-Planck, les désormais célébres travaux de Jordan,
Kinderlehrer et Otto 77|, donnent, au moyen d’un schéma d’Euler implicite généralisé, dont la
marche en temps s’écrit :

: 1 n
oxt e argmin {wa(g, oRy) + F(0); 0€ Pg(Rd)} , (1.16)

I'existence d’une solution faible & valeurs P2(R?) en montrant la convergence” de I'interpolation
obtenue & partir des g,. Dans le schéma ci-dessus, la fonctionnelle F'° est la somme de 1'énergie
potentielle et de 'entropie de Boltzmann que I'on définira plus loin. Ce schéma, communément
appelé schéma de JKO, est basé sur le fait que, dans I'espace de Wasserstein Wy (R%), ’équation de
Fokker-Planck dispose d’une structure de flot de gradient. Ce point de vue a permis a Carrillo, Di
Francesco, Figalli, Laurent, Slepcev [31] de montrer I'existence de solutions & valeurs mesures pour
I'équation d’agrégation (3.11) avec potentiel localement attractif vérifiant (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3)
avec A < 0, en montrant que le schéma de JKO était bien posé et convergeait.

Avant de formaliser ce qu’est un flot de gradient dans Wo(R?), intéressons-nous un instant
au cas euclidien. Si on se donne une fonctionnelle F' : R — R suffisamment réguliére (si F
n’est que convexe, la définition aura encore un sens en remplacant le gradient ci-aprés par la
sous-différentielle), un flot de gradient pour F' sur R? est une courbe, disons C', x : [0,7] — R
solution de 'EDO

7' (t) = —VF(x(t)).

Ce point de vue permet d’obtenir facilement, du moins formellement, des propriétés trés intéres-
santes comme la décroissance de ’énergie le long des solutions :

SRG(t) = (1) V() = ') <0,

I'unicité des solutions au probléme de Cauchy si F' est A—convexe, due au calcul :

%%’%(t) —wa(t)” = (21(t) — 22()) - (21 (1) — a(t))
= —(1(t) — 22(t)) - (VF(21(t)) — VF(2(t)))
< = Az (t) — za(t)?,

qui donne, aprés application d'un lemme de Gronwall, |21 (t) — 22(t)| < e M|21(0) — 22(0)]. Ou
encore, comme nous l'avons vu, une méthode numérique — le schéma de JKO — d’approximation
des solutions qui permet aussi d’en montrer ’existence.

Formaliser ce qu’est un flot de gradient dans 1’espace de Wasserstein Wy(R?) a depuis donné
lieu & de nombreux travaux, notamment ceux de Ambrosio, Gigli et Savaré dont la monographie
[1] fait désormais référence. La vision géométrique des flots de gradient est basée sur le calcul
d’Otto sur une variété Riemannienne (X, g) ol g, est une forme quadratique positive définie sur
I’espace tangent & X en x, noté Tan,X. On peut définir le gradient V,F d’une fonctionnelle
F: X — R différentiable en x € X par :

SEOW)]_, = 6(V.F)

V.F € Tan, X,

7. uniformément en temps & valeurs dans W et aussi L' en temps-espace



24 Chapitre 1. Introduction

pour tous v € T'an, X et v(t) courbe réguliére sur X vérifiant v(0) = = et 7/(0) = v. Un flot de
gradient pour F' est alors une solution de 'EDO ‘é—f = —V,F.

Dans ce manuscrit, nous préférerons a cette vision abstraite celle de [112]. Pour ce faire,
soulignons que, dans [1], il est montré que les solutions flots de gradient au sens du calcul d’Otto
sont équivalentes aux courbes de pente maximale sur X. Nous prendrons donc comme définition
d’une solution flot de gradient une courbe de pente maximale sur Wy(R%). Il nous reste donc &
introduire les outils nécessaire pour cette définition.

Pour p € [1,+m[ et T > 0, on appelle courbe sur W,(R%) toute fonction continue o €
c([o,T], Wp(Rd)). Notons que, dans ce manuscrit, on écrira souvent g; a la place de p(t) lorsque
I’on manipule de telles courbes (c’est une notation standard dans la communauté du transport
optimal). On dit, de plus, que g est une courbe absolument continue sur Wp(Rd) s’il existe b e
LY([0,77) tel que Wy(os, o) < SZ b()dr pour tous 0 < s <t < T. On note AC([0, T], W,(R%))
ensemble de telles courbes et ACj,c([0, +oo[, W, (R?)) = (oo AC([0, T], W,(R?)) I'ensemble
des courbes localement (en temps) absolument continues sur W,(R¢). On définit aussi la dérivée
métrique de ¢ au temps t € [0,T] par :

Wp(Qt—l—ha Qt)

’ .
=1
let] P h

Si o est une courbe lipschitzienne sur Wp(Rd), alors sa dérivée métrique existe pour presque
tout ¢ € [0,T]. Quitte & la reparamétrer, toute courbe absolument continue peut étre rendue
lipchitzienne et admet donc une dérivée métrique pour presque tout temps.

Le théoréeme fondamental suivant fait le lien entre les courbes absolument continues sur
W, (R?) et I'équation de continuité :

Théoréme 1.6 ([1], théoréme 8.3.1). Soit p €]1, +ow[ et T > 0. Soit o € AC([0,T], W,(R%)).
Alors, pour presque tout t € [0,T] il existe un champ de vitesses vy € LP(os, R?) tel que :

(1) Uéquation de continuité dro + V - (ov) = 0 est satisfaite au sens des distributions,

(2) pour presque tout t € [0,T], on a |vi|re(g,) < |04]-

Réciproquement, partant d’une courbe ¢ € C([0,T], W,(R?)) telle que pour tout t € [0,T], s’l
existe un champ de vecteurs vy € LP(o;, RY) avec S(:]F |ve]| L (o) dt < 400 qui résout I’équation de
continuité dro + V - (ov) = 0 au sens des distributions, alors o € AC([0,T], W,(R%)) et pour
presque tout t € [0,T], on a |oy| < ||vellLr(o,)-

Par conséquent, le champ de vitesses v introduit dans la premiére partie de cet énoncé vérifie en
fait vl e (o,) = |0t pour presque tout t € [0,T].

Autre définition pratique, la notion de dérivée d’une fonctionnelle :
Définition 1.4. Soit F: P(RY) — R U {+0}. On suppose que o € P(R?) vérifie :
Vo e [0,1], Vue P(RY) n LP(RY), F((1—08)o+ dp) < +o0.

On appelle alors variation premiere de F' en o, notée %(g), toute fonction mesurable g telle que :

dF(o+ dx) - f
dé }6:0 = | 9dx;

pour tout x = p— 0 ot € P(RY) n LL(RY) et L¥(R) est lensemble des fonctions L (R?) a
support compact. Si elle existe, la variation premiére est unique o constante additive pres.

Ezxemple 1.4. Les trois exemples essentiels que 'on utilisera dans ce manuscrit sont :
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(1) L’énergie d’interaction, définie par :
1
Wio) = [| W~ wetds)etay).

L’énergie d’interaction est finie dés lors que W est lipschitzien et que o € P;(R?), ce
qui est toujours le cas dans ce manuscrit. En effet, sous 'hypothese (A2), on a W (x) <
awl|z| + [W(0)] et ainsi W(o) < awMi(p) + |W(0)|, quantité finie car les mesures que 'on
considére sont toujours de moment d’ordre 1 fini. Sa variation premiére est donnée par
([112] Proposition 8.7) :

(2) L’entropie de Boltzmann :

oln(p), sip <« Leb
U(o) = {S (o), sie
+00 sion,

de variation premiére :
11 0.
S 1% o

De fagon générale, la variation premiére d'une fonctionnelle de la forme o — § f(o(z))dx

si o « Leb et +00 sinon est donnée par f’(p).

(3) Et éventuellement I’énergie potentielle qui apparait dans I’équation de Fokker-Planck :

Glo) = j V(z)o(dz),

de variation premiére constante égale au potentiel V.

On en vient maintenant a I’équivalent métrique d’un gradient, dans Wo(R?), que I’on appellera
simplement pente dans Wy (R4).

Définition 1.5. Soit F : Po(R?) — R U {+00} une fonctionnelle. On appelle pente de F dans
Wy (R?) en g € Po(RY) (descending slope en anglais, a relier a la notion de gradient supérieur,
vowr [110, 112, 1]) la quantité :

s @) — F(u)),
\5F\(9)—1lﬁgp Walo. )

Proposition 1.3 ([1] lemme 10.1.5). La pente d’une fonctionnelle sur Po(R?) quelconque I est
caractérisée par :

oF = min |jv ,

oFI(e) = min [olza(p
ot 0F () est la sous-différentielle de F' en o (pour une définition précise de celle-ci, on renvoie
[1], définition 10.3.1). De plus, le minimum est atteint en un unique v € L?(o) que l’on note®
°F (o).

On est alors en mesure de définir formellement ce qu’est un flot de gradient dans Wo(R).
Cette définition est celle citée dans [31] : on la mentionne pour rendre I’exposé plus complet bien
que l'on ne l'utilisera jamais en pratique.

Définition 1.6 (Flot de gradient dans Wy(R%) a la Ambrosio-Gigli-Savaré). Soit une fonctionnelle
F : P2(RY) — R U {+o}. On dit qu'une courbe o € AC([0, +o0[, Wo(R?)) est un flot de
gradient pour F' s’il existe un champ de vecteurs mesurable v tel que :

8. on veillera donc & noter différemment fonctionnelles et champs scalaires...
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2
(1) pour presque tout t > 0, v(t) € Tany, Wo(RY) := {Ve; ¢ € CSO(Rd)}L (Qt),

(2) pour tout T > 0, So |v(t ”L2 ydt < 4o,

(8) léquation de continuité :

do+V - (v[e]e) =0
est satisfaite au sens des distributions,
(4) pour presque tout t > 0, v(t) € —0F (pt).
Sous ces hypothéses, le théoréme 11.1.3 de [1] assure alors que v = —d°F (o).

La notion que nous utiliserons en pratique est celle d’inégalité de dissipation d’énergie ou de
courbe de pente maximale. Cette notion étant équivalente & la définition 1.6 d’apreés le théoréme
11.1.3 de [1], elle peut étre prise comme définition d’un flot de gradient dans Wy(RY) et a le
mérite de se comprendre comme une extension naturelle de 'EDO 2/(t) = =V F(z(t)) dans le
cas euclidien.

En effet, cette EDO peut se reformuler en n’utilisant que des quantités métriques, avec la
petite astuce A = B < AB > %AQ + %Bz. Ainsi, dans le cas euclidien, on a formellement :

(vt e 0.7], o)) = ~VF(e)) = (vie[0.7], ~2'(1) - VF(a:(t)) > S OF + 5 IF ()P

Fa(t)
o (vs.t€ [0.7], Fla(s) ~ Fla f|x 2dr + + J|F )Pdr).

Définition 1.7. Soit I : Py(RY) —> R U {+0} une fonctionnelle et T > 0. On dit qu’une courbe
o€ AC([0,T], Wy(RY)) est une courbe de pente maximale pour F si (t — F(Qt)) e AC([0,T],R)

et st pour tous 0 < s <t < T, l"inégalité de dissipation d’énergie est vérifiée :

1 t 1 t
Fle.) > Flo) + 5 | 10FP(endr + 5 [ lerPar. (117)

Cette définition clot la généralisation des notions nécessaires & définir un flot de gradient
dans Wg(Rd). Notre but étant, dans ce manuscrit, d’utiliser des résultats provenant de cette
théorie dans un cadre précis d’EDP, on se contentera d’un minimum de définitions abstraites et
on tachera plutot de refaire le maximum de choses & la main.

Par exemple, en pratique, on se basera plutot sur le lemme suivant, qui caractérise les EDP
pouvant étre vues comme des équations de flot de gradient dans Wy(R?) au sens ot la bien-
nommeée inégalité de dissipation d’énergie est satisfaite : ce sont les équations de continuité ot le
champ de vitesse est donné par —V‘S—Z, oil F' est une fonctionnelle sur Po(R?) avec une certaine
hypothése sur sa variation premiére.

Lemme 1.3. Soit une fonctionnelle F : Py(RY) — RuU{+0}, T > 0 et o € AC([0,T], Wo(R%)).
On suppose que, pour presque tout t € [0,T], V%—Z(gt) € L%(g;). Cela permet, en particulier, de
donner un sens a l’équation (1.18) qui suit.

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) o résout dans D'([0,T] x R?) I’équation :
OF
o0 = V- <V(5(9)@> =0, (1.18)
1%
(2) Pour tout t € [0,T1],

Floo) > Fle) + 3 [ [Vo(

L2(0s)

1 t
ds + 2J0 HU[QS]HLQ(QS)CZS, (1.19)
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ot v[ps] est le champ de vitesse défini dans le théoréme 3.2, c’est-a-dire celui de norme
minimale parmi les champs v tels que, pour presque tout t € [0,T], vy € L?(0;) et tels que
Uéquation de continuité 0o+ V- (ov) = 0 soit satisfaite dans D'([0, T] x RY). Il est d’ailleurs
égal a la dérivée métrique |o|.

Si ces assertions sont vérifiées, on a en fait v[o] = —V%(Qt) o¢-presque partout pour presque
tout t € [0,T]

Remarque 1.4. Désormais?, par inégalité de dissipation d’énergie (IDE), on entendra (1.19) plutot
que (1.17). L’énoncé précédent pouvant étre écrit en remplagant (1.19) par une égalité, on 'appelle
traditionnellement égalité de dissipation d’énergie (EDE).

Il est important de remarquer que le champ de vitesse v[p] défini dans le théoréme 3.2
doit impérativement apparaitre dans 'IDE. On ne peut pas se contenter de F(gg) = F(o:) +
5o | V3£ (s

)

12 )ds, sans quoi il est impossible de remonter a une EDP.
0s

Démonstration. (1) = (2) Notons v[g;] le champ de vitesse de norme minimale dans L?(o;)
donné par le théoréme 3.2. En utilisant la définition de la variation premiére ainsi que I’équation
(1.18), on obtient sans trop de peine :

vie[0,7], Flon) = Flo) ffww&>mw<@ + [ e

S
LZ(QS)

et en utilisant la minima-

0s)

En écrivant HV(;Z(QS)

+5[V5 e

L2(0s) 5”
on obtient (2).

L2 Qs L? (Qs)

lité de HU[QS] L2

(2) = (1) A nouveau en utilisant 1’équation de continuité o0 + V - (pv) = 0 et la définition
de la variation premiére, on trouve :

vie[0,T], Floo) = Fler) f f V2L (0) - vlos]dosds,

si bien que, en combinant avec I'IDE :

Viel f f OF 00) - vlos]desds > f Hv

On a donc V%—Z(gs) -v[os] = %‘V%(gs

€ [0,¢], et donc v[ps] = —V%—Z(QS) 0s-presque partout pour presque tout s € [0,¢], ce donne
(1.18) en remplagant le champ de vitesses par son expression en fonction de F' dans 1’équation de
continuité. O

1 1
+ 2[ |vlos]lL2(o,)ds
0

+ %|U[gs]\2 os-presque partout pour presque tout

Nous avons essayé de résumer de mieux que nous pouvions les notions de transport et de flots
de gradient dans Wo(R?) nécessaires a la compréhension de ce manuscrit. Pour une meilleure
introduction, on renvoie aux notes assez courtes et self-contained de Filippo Santambrogio au
séminaire Bourbaki [110].

9. Implicitement, on sous-entend que la pente d’une fonctionnelle F' définie sur P (Rd) égale en fait V%—F : le
prouver pouvant, dans certains cas, étre un peu subtil (c’est tout le travail de la proposition 2.2 dans [31] pour
Iénergie d’interaction associée & un potentiel pointu par exemple), on évitera d’en faire un résultat général.
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Existence et unicité d’une solution aux sens des distributions via les flots de gradient
[31]

Revenons a I'équation d’agrégation (3.11). La définition de solution la plus naturelle quun
EDPiste souhaiterait adopter est celle au sens des distributions, sous réserve de donner un sens
au produit a[o]o.

Définition 1.8 (Solution au sens des distributions). Soit p > 1, ¢ € P,(R?) et T > 0. On dit
que o € AC([0,T], W,(R%)) est une solution distributionnelle du probleme d’agrégation (3.11) si

§0 [alod]l o(ondt < +o0 et si, pour tout ¢ € C2([0, T, RY),

T T
J J(?tgbdgtdt + J Ja[g] - Vododt + ng(o, z)o"™ (dx) = 0. (1.20)
0 0
On rappelle que, dans la définition ci-dessus :
alot] = — VW (x —y)ot(dy).
y#T

Remarque 1.5.

(1) On précisera parfois « ou a[g;] est remplacé par a[g;] ». Dans le cas contraire, soit on le
sous-entend, soit, en fait, oy < Leb pour presque tout ¢ € [0, 7], si bien que a[g;] = a[o¢].

(2) Par ailleurs, il suffit que W soit lipschitzien pour que n’importe quelle courbe ¢ € C([0, T], W, (R%))
soit absolument continue. En effet, si W est aq-lipschitz alors SOT laloe]| e (o dt < axT
et p résout I’équation de continuité de champ de vitesse a[g]| au sens des distributions,
donc la seconde partie du théoréme 3.2 s’applique. Il arrivera donc que, lorsque l'on parle
d’une solution distributionnelle de (3.11), 'on omette de préciser que celle-ci est une courbe
localement absolument continue, car dans la majorité des énoncés, on travaille avec des
potentiels lipschitziens.

(3) Cette notion de solution est, en dimension 1, équivalente a la notion de solution de dualité
([70] théoréme 4.1). Cela provient grossiérement du fait que les définitions distributionnelles
sont uniques (résultat de [31], voir plus loin) et que les solutions de dualité sont des solutions
distributionnelles.

Dorénavant, on supposera p = 2. La définition (1.8) est celle choisie dans [31] comme
solution faible de I’équation d’agrégation, a ceci prés que, le choix de remplacer a[g;](z) par
aloi](z) == — Sy . VW (x — y)oi(dy) étant a priori arbitraire, les auteurs le remplacent plutot
par —0°W = g;(z) ott °W est défini comme I’élément de norme euclidienne minimale dans la
sous-différentielle de W en x. A posteriori, les auteurs montrent que, si W est un potentiel
localement attractif vérifiant (A0) et (A1), alors :

VW (z) six#0,

0 sinon.

W (z) = { (1.21)

Dans [36], retrouvera les mémes notations : VW = W ot VW est défini comme dans (1.21).
On rappelle qu'un potentiel symétrique W est dit localement attractif si W (0) est un minimum
local de W. Cela permet d’inclure des potentiels attractifs a courte portée mais répulsifs a longue
portée ou méme a une échelle intermédiaire, tout en excluant tout potentiel répulsif a courte
portée (figure 1.9).

Le cadre des flots de gradients dans Wy (R?) permet alors de fournir une justification au
choix de remplacer a[g] par —d°W * o dans (1.20). En effet, les auteurs de [31] montrent que
W(0) = "W * p, et c’est donc (I'opposé de) ce champ de vitesse qui doit apparaitre dans
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FIGURE 1.9 — Un potentiel admissible (gauche) et un potentiel non admissible (droite)

I'EDP (une autre fagon serait de calculer la variation premiére de W). Il permet aussi de prouver
le caractére bien posé des solutions distributionnelles (définies a la définition 1.8) de ’équation
d’agrégation : 'existence vient du fait que le schéma de JKO se trouve étre bien posé et convergent ;
'unicité vient de la A—convexité de 1'énergie d’interaction (on développera un peu plus ce point a
la sous-section 1.2.4).

Plus précisément, le schéma de JKO fournit une courbe de pente maximale :

Théoréme 1.7 ([31] théoréme 2.8). On suppose que W est localement attractif et vérifie les
hypothéses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) et soit T' > 0. Alors il existe une courbe de pente mazimale
dans Wy(RY) pour W. Puisque °W(o) = °W * o, on a en particulier :

oW (0)(x) = |0°W * o] (),
st bien que la condition de pente mazximale s’écrit, dans le cas présent :

t

VW (x — y)o-(dy)

1
VO<s<t<T, W(os) >W(9t)+f
2 .

S

1 t
o-(dz)dr + 3 J 0" |dr.

Théoréme 1.8 ([31] théoréme 2.12 et 2.13). On suppose que W est localement attractif et
vérifie les hypothéses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) et soit T > 0 et ¢ € Po(RY). Il existe une
unique solution flot de gradient (telle que définie a la définition 1.6) associée a W, et celle-ci est
équivalente a une courbe de pente maximale et a la notion de solution distributionnelle.

En particulier, il existe une unique solution distributionnelle de (4.2a) de donnée o™, ou a[o]
est remplacé par —OW°(0), qui se trouve étre égal G a[o]. De plus, si o' et o sont deux solutions
distributionnelles, alors :

VE=0,  Walof, o) < e MWa(oh, 02).

1.2.3 Solutions au sens de Filippov

Pour finir, nous introduisons une derniére notion de solutions basée sur la théorie de Filippov
[58], reprise par Poupaud et Rascle dans [105] qui prouvent 'existence et 1'unicité d’un flot qui
généralise les caractéristiques pour I’équation de continuité (1.9) a champ de vitesse a lipschitzien
a droite. Il est en effet connu que, pour cette équation, lorsque le champ de vitesses est régulier,
disons a € L} ([0, +oo[, CL(R%))4, les caractéristiques X (¢, z) sont bien définies au sens classique
par ;X (t,z) = a(t, X (t,x)) et X(0,2) = x, et que le probléme de Cauchy associé a (1.9) et a
une donnée o™ e My(R%) quelconque admet une unique solution au sens des distributions qui
se trouve étre la mesure image o(t) = X (t)#0"™ (voir [105], théoréme 3.1).

Le flot de Filippov est donc défini de la fagon suivante :
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Définition 1.9. Soit a € L*([0, +oo[, L°(R%))?. Etant donnés x € R et s > 0, un flot de
Filippov pour a partant de x au temps s est une fonction Z(-,s,x) € C([s, +o[, RY) telle que
O1Z(t, s, x) existe pour presque tout t € [s,+0[, Z(s,s,x) =z et :

Oz (t, s, x) € {Convess(a) (¢, -)}(Z(t, s,x)), pour presque tout t = s.

On notera également Z(t,x) := Z(t,0,x). Dans la définition ci-dessus, Convess désigne [’enveloppe
conveze essentielle ([58, 2) définie par :

{Convess(a)(t,-)}(z) := ﬂ ﬂ Convl|a(t, B(z,r)\N)],

r>0 NeNy

ot Conv désigne Uenveloppe convexe standard dans R et Ny Uensemble des parties négligeables
de R pour la mesure de Lebesgue.

Lorsque a € L}, ([0, +o0[, L* (R%))? est lipschitzien a droite, Filippov [58] montre 1'existence
et I'unicité d’un tel flot. Poupaud et Rascle définissent alors, pour I’équation de continuité associée,
une solution au sens de Filippov comme une fonction de la forme o(t) = X (t)#0™ ot X est
un flot de Filippov associé au champ de vitesses a et o™ € My(R?). Avec une telle définition,
puisque le flot de Filippov existe et est unique, I'existence et unicité d’une solution au sens de
Filippov pour le probléme de Cauchy associé a (1.9) sont triviales. Le point important (prouveé
dans [105], section 3.3) est qu’une telle solution résout I’équation de continuité (1.9) au sens des
distributions et rend le produit ap bien défini, grace au fait que p est un pushforward. En effet,
pour ¢ € C([0,T],R%), on peut montrer que Sg O X (t,x)p(t, X (t,x))dt est continu en z, si bien
que :

T
(a0, ) = j f X (t,2)p(t, X (t, 7)) dt dg™ ()

est bien défini. C’est donc une extension de la notion de solution distributionnelle. En revanche,
rien ne garantit qu'une solution au sens des distributions, qui de toute fagon n’a pas de sens tant
que ’on n’a pas défini le produit ap, soit une solution au sens de Filippov. Notons enfin qu’en
dimension d = 1, la notion de solution au sens de Filippov est équivalente a celle de solution de
dualité [17].

Les travaux de Poupaud et Rascle ont ensuite été adaptés par Carrillo, Lagoutiére, James et
Vauchelet pour I’équation d’agrégation :

Théoréme 1.9 (|36 théoreme 2.5). Supposons que W satisfasse les hypothéses (A0)-(A1)-(A2)-
(A8) pour A < 0 et soit 0™ € Py(RY).

1l existe une solution distributionnelle o € C([0,+00), Wo(R%)) du probleme d’agrégation
(3.11) ou alp] est remplacé par alp] qui s’écrive comme une mesure image (pushforward) o :=
Zy(t, ) 0™ ot (Zy(t,-))i=0 est lunique flot de Filippov associé au champ de vitesse lipschitzien
a droite alp].

De plus, le flot Z, est lipschitzien et on a pour toutt = 0,

1Zo(t,2) = Z,(ty)| _ —x (1.22)

sup
z,yeRL z=y |$ - y|

Les auteurs montrent ensuite que la solution ¢ qu'ils construisent est forcément AC([0, T'], Wo(R?))
pour tout 7" > 0 (cela provient simplement de ’hypothése (A2) et du théoréme 3.2). Par consé-
quent, c’est une solution AC([0,T], Wy(R?)) au sens des distributions de (3.11) (autrement dit
une solution au sens de la définition 1.8), qui est unique d’apreés le théoréme 1.8 de [31]. Les
deux notions de solutions coincident, et les trois notions — dualité, flot de gradient/solution
distributionnelle et solution de Filippov — coincident donc. En réutilisant ce théoréme, ils en
déduisent que la solution distributionnelle de (3.11) est unique ([43] théoréme 2.1).
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Remarque 1.6. Notons que l'unicité d’une solution distributionnelle de (3.11) (ou a[g] est remplacé
par a[p]) est toujours un corollaire du théoréme 1.8 di & Carrillo, Di Francesco, Figalli, Laurent
et Slepcev. L’approche des solutions de dualité (en dimension 1) et celle du flot de Filippov ne
permettent pas de le déduire sans utiliser ce théoréme, car sans ce théoréme, a priori, une solution
au sens des distributions n’a pas de raison d’étre une solution de dualité (en dimension 1) ou une
solution au sens de Filippov de I’équation (3.11).

Un des avantages de cette formulation « flot de Filippov » est 'obtention par une méthode
assez directe de l'unicité d’une telle solution (la preuve ci-aprés est formelle, voir [36] pour la
formalisation rigoureuse).

Soit, en effet, ¢ et y deux solutions dans C([0, +o0[, Wo(R?)) des problémes de Cauchy pour
I’équation d’agrégation (3.11) associés aux conditions initiales o et ™ dans Po(R?). Notons
X et Y les flots de Filippov respectivement associés aux champs de vitesse a[g] et a[u]. Soit, de
plus, 70 un couplage optimal entre o™ et p™. Pour t > 0, la mesure (X (t),Y (t))#o est alors
un couplage entre o; et uz, donc, par définition de la distance de Wasserstein :

W2 (00 11) < ﬂ X(t2) — Y (t,y) Pro(de, dy) = I(8).

Par définition des flots X et Y, puis par définition de @ :

%I( ) ﬂ(a[gt](taX<tﬂ .Z')) - a[ﬂt](tvy(t7y)>) ’ (X(t7x) - Y(t7y))70(dx7dy)

_ ﬂﬂ VW (X (t,21) = X(1,2)) = VWY (t31) = Y (1,30)) ) - (X (6,)
Y (1) ) q0(da1, dyr Yyo(dez, dys)

(X(t 1) = X (t,22)) = VWY (t,90) = Y (t30)) ) - (Xt 2) = X (t,21)

T3

- (Y(t,y2) - Y(t, yl)))%(dfﬁl,dyl)%(dm,dyz) (par symétrisation)
< )\ﬂH X (t,22) — X (t,21) — (Y(t, y2) — Y (t,31))[*v0(dx1, dyr)vo(dws, dy2)

—)\HH | X (t,x9) = Y (t,y2) — (X (t,21) = Y (t,51))*v0(d1, dyr)v0(daa, dys).

Si A= 0, on trouve dtI (t) <0.Si X\ <0, afin de faire réapparaitre I(t), on peut utiliser I'inégalité
la — b|? < 2(]al® + |b|?) mais on perd un facteur 2 et on n’obtient pas I'inégalité optimale. 11 vaut
mieux développer le carré et voir que l'intégrale correspond au double produit est, par théoréme
de Fubini, un carré, donc positive. Concrétement :

[l ) = Yt = Ct0) = ¥ ) P, i ol doe) =
ﬂH\X (t,2) = Y (t,52)[*r0(d1, dyr)yo(dws, dys)
=2 [ et = Y (t) - (X1) = Y ()0 di ol i)
+ [ xm) = ¥ ot din (o, due)

2
= QI(t) -2 (ﬂ(X(t, xl) — Y(t, yl))’)/()(dl'l, dyl)) < QI(t).

Comme A < 0, on trouve :

d
ZI(t) < —2AI(t) (1.23)
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On peut résumer ceci quel que soit le signe de \ en :

qa
dt

ce qui donne, grate au lemme de Gronwall,

Wa(ot, pt) < fz’\“f{/{/Q(Qz‘nz"Mz’m)7

I(t) < 27 I(t),

d’ott 'unicité. Si de plus les deux mesures ont méme centre de masse, alors on constate que, dans
le développement du carré ci-dessus, la derniére intégrale est nulle :

ﬂ (X (b, 1) — Y (. n) o (di, dyr) = f X (t, 1) 0™ ey ) — fY(t,an(dyl)

= Jfﬂl@t(dml) - Jymt(dyﬁ =0,

si bien que, peu importe le signe de A, (1.23) est valable, d’ou le résultat. Le calcul ci-dessus n’est
que formel, car a priori g et pu ne sont pas réguliéres et les flots X et Y ne sont pas des flots au
sens différentiel classique.

Remarque 1.7. L’inconvénient de cette méthode, néanmoins, elle qu’elle suppose de savoir que
o est une mesure image de ¢ par flot de Filippov : on ne peut pas se contenter d’utiliser
uniquement le fait que p résolve (3.11) au sens des distributions.

1.2.4 Propriétés des solutions de ’équation d’agrégation
Quelques remarques autour de I’estimée de contraction

On trouve dans la littérature plusieurs estimées de contraction (en réalité, en fonction du signe
de A, il n’y a pas forcément contraction stricto sensu et c’est plutot une estimée d’écartement)
pour les solutions de 1’équation d’agrégation (3.11) avec potentiel pointu. Dans [36], pour les
solutions au sens de Filippov, le facteur d’écartement obtenu est, pour A < 0, e =2 et e si les
deux mesures ont méme centre de masse. Ce dernier facteur est optimal mais il est valide méme
si les deux mesures n’ont pas le méme centre de masse (voir [90]). Pour A de signe quelconque, le
facteur optimal est e* (voir [43]; pour A > 0 cependant, il faut se restreindre aux solutions a
support compact) et toujours e~ si les deux mesures ont le méme centre de masse. On résume
ceci dans la proposition suivante :

Proposition 1.4. Soit ¢ et p deuz solutions dans C([0, +oo[, Wa(R%)) des problemes de Cauchy
pour Uéquation d’agrégation (3.11) associés aux conditions initiales o™ et u™ dans Pa(RY).
Alors, pour tout t >0, on a :

Wa(ot, 1) < e TWa (o™, ™). (1.24)

Si, de plus, 0" et u"™ ont méme centre de masse, alors l’estimée devient :

WZ(Qt,,Ut) < e—)\tW2(Qim" 'umz) (1.25)

Remarque 1.8. L’estimation (1.24) est optimale. En effet, pour A = 0, si les deux mesures n’ont
pas le méme centre de masse, la distance Ws ne peut pas décroitre strictement (penser a deux
masses de Dirac, toutes deux solutions stationnaires de I’équation d’agrégation et donc dont la
distance W5 entre les deux est constante). En particulier, la fonctionnelle d’interaction W n’est
pas A—géodésiquement convexe.

On peut prouver ces estimées de fagon élégante en utilisant la formule de dérivation d’une
fonctionnelle le long de deux courbes absolument continues sur Wy(R?) :

d1l

@gwg(gt,ut) = JVQO-’Utth + va'wtd,ut, (126)
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o (¢, 1) est une paire de potentiels de Kantorovitch de g; vers u; pour le cotut quadratique
c(z,y) = 3lo —y[*.

Pour plus de détails, on revoie a [89]. Notons qu’on ne peut pas appliquer le théoréme ci-aprés
car la A—géodésique-convexité de la fonctionnelle d’interaction W est fausse en général. En
effet, si les deux mesures n’ont pas le méme centre de masse, la distance entre les deux ne peut
pas décroitre strictement (ceci étant, si A = 0, (1.24) montre qu’elle n’augmente pas). En effet,
ot = 0_1 et uy = 01 sont toutes deux des solutions, et la distance entre les deux est constante.

Notons que 'estimée (1.25) n’a d’intérét par rapport a (1.24) que si A = 0, sinon on retrouve
le méme facteur.

Cette propriété de « contraction » est en fait une propriété générale des solutions flots de
gradient associés a une fonctionnelle A—géodésiquement convexe :

Théoréme 1.10 ([1] Théoréme 11.1.4). Soit A € R, et F une fonctionnelle sur Wo(R?),
A—géodésiquement convexe, semi-continue inférieurement et minorée, alors les solutions flot de
gradient associées a F existent et sont uniques.

Plus précisément, on a l'estimée de contraction (si A = 0) ou d’écartement (si A < 0) suivante :
si, pour i = 1,2, o : R} — Pg(Rd) sont deuz solutions flots de gradient associés a F', alors :

Wa(o", o)) < e_AtWQ(Q(()l), 0((]2))-

Ceci étant, on ne peut appliquer le théoréme ci-dessus que lorsque A < 0. En effet, c’est
seulement dans ce cas que notre fonctionnelle, ’énergie d’interaction, est A\—géodésiquement
convexe.

Proposition 1.5 (A—géodésique-convexité de W pour A < 0). On rappelle que l’énergie d’inter-
action est définie sur P(R?) par :

Wio) = 5 [| Wi - netdz)otay).

Supposons que le potentiel d’interaction W soit A—convexe avec A < 0. Alors W est \—géodésiquement-
convere sur Wa(R%).

Remarque 1.9. Cette propriété est fausse si A > 0. Méme, si W est strictement convexe, WV n’est
pas strictement géodésiquement convexe car les trajectoires sont invariantes par translation.

En particulier, si A > 0, le théoréme 1.10 ne s’applique pas et on n’a donc pas de propriété de
contraction stricte. On a tout de méme une propriété de contraction large, c’est-a-dire que la
distance entre deux solutions n’augmente pas. En effet, si W est A—convexe avec A > 0, il est
quand méme (0-)convexe et le théoréme s’applique avec A = 0.

Démonstration. Pour obtenir la A—géodésique-convexité de ’énergie d’interaction W, il suffit
de dériver 2 fois le long des géodésiques. Soit donc g, 01 € P2(R?) quelconques, et considérons
la géodésique & vitesse constante dans Wo(RY) entre les deux, donnée par gy = Ti#0g oil
T, = (1 —t)Id+tT = 1d —tVy, (p, 1) étant une paire de potentiels de Kantorovitch de gy vers
01-

Pour dériver W(g;) sans utiliser I’équation de continuité sur g, on transfére tous les ¢ dans
I’argument de W en utilisant I’écriture de g; comme un pushforward :

Wie) = 5 [[ W = watdz)eay

- % ﬂW(:c —y —t(Veo(z) — Ve(y))) oo (dx) oo (dy).
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D’ot, successivement,

GWe) =5 [[ W (e == Vo) - Vo)) - (Tota) - Tel)) en(doen(ds),

2
G = 5 [[ (Vo) = Velw) VW (o~ y ~ 1(T6(0) = V() (Tele) - T0)) enldo)en(dy).

Si W et A—convexe, c’est que V2W > A1d (au sens des matrices positives, c’est-a-dire X7 (VQW—
Ald )X > 0 pour tout X € R%). En injectant dans I’équation ci-dessus, on en déduit :

2
4 Wie) =2 ﬂ Veo(z) — Vely)| o(dr) oo(dy)
A

dt
>3 (J!Vp(x)IZQo(dx) + J IVo(y)*oo(dy) — 2 (J W(x)@o(dw)) : (J Vw(y)go(dy)> >

simplement en développant le carré et en utilisant le fait que § g9 = 1. Le dernier terme dans
I'inégalité ci-dessus est un carré, il est positif, et, du reste, on reconnait S’Vgo(x)|2go(d:v) =
§[Veo(y)Poo(dy) = Wi(o0, 01). Ainsi, si A est négatif (sinon I'inégalité est dans le mauvais
sens) :

7W(Qt> = )‘WQQ(QOa Ql)v

ce qui conclut la preuve. O

Bornes sur les moments

On a réguliérement besoin, pour appliquer des méthodes de compacité notamment, de bornes
sur les moments des solutions d’équations d’agrégation. On dresse ici un petit catalogue des
bornes que I'on peut obtenir.

On rappelle le lemme suivant, présent sous une forme un peu moins générale dans [89] :

Lemme 1.4. Soit pe [1,0] et g€ Pp(RY) . Alors on a :

M, (0) < j & = ylPo(dz)o(dy) < 27 min (M, (o), 7, (o),

ot, on le rappelle, M, désigne le moment centré d’ordre p.

Remarque 1.10. La majoration n’est pas optimale : pour p = 1, en écrivant |z — y| < |z| + |y],
peut majorer par 2M;(p), et pour p = 2, puisque |x — y|? < 2(|x!2 + \y|2), on peut majorer par
4M5(p). Pareil pour majorer par le moment centré, car |z — y| = |x — z¢ — (y — )|

Démonstration. Notons xg le barycentre de g. On pose u(z) = { |z — y|Po(dy). Puisque p > 1, u
est une fonction convexe, d’ott par inégalité de Jensen :

7,(0) = u(a) = u( [ wo(de)) < [u@)etdn) = [ ko - yPo(aoo(as).

Pour la majoration, il suffit d’écrire |z — y|P < 2P(|z|P + |y|P) (resp. |z — y[P < 2P(|x — zo|P + |y —
zo|P)). 0

Proposition 1.6. Soit o € C([0, +oo[, Wo(R?)) solution distributionnelle de (3.11).

(1) Si W est ax-lipschitzien, on a, pour tout t = 0,

Ma(or) < (aoot + \/M)2

< 2(a§0t2 + My(o™).
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(2) St W est A—convezxe pour A < 0, on a, pour tout t = 0,
Vi =0, Ma(o) < e MMy(o™).

(8) Sous Uhypothese (A4-2), on a, pour tout t = 0,

Ms(or) < e “"Ms(0™),

(4) Sous U’hypotheése (A4-p) pour p = 2, il existe une constante C(p) > 0 telle que pour tout
t>0,

2
My (o) < C(p)tzr,

et ce quelle que soit la donnée initiale : le résultat est vrai méme si o™ ¢ Py(RY).

Démonstration. Toutes les estimations se basent sur le calcul formel suivant :

(e = 5 [leatds) (1.27)
~ [P eren(ar)
~ [PV (T » ae)
= -2 fa: . (W % 01)ot(dr), par intégration par parties,
— [T -0 @ - e,
par symétrisation car VW vérifie ﬁ(—z) = —W(z) Pour prouver ce calcul rigoureusement, il

faut tester dans la formulation faible de (3.11) contre ¢(¢, ) = |z|?ng(x) ot g est une fonction
cut-off adaptée et utiliser le fait que o; € P2(R?) pour tout ¢ = 0.

De la méme facon, puisque V|z — z0|? = 2(z — z0) et que 2 — 29 — (y —20) = —y, on a
pour le moment centré d’ordre 2 (la variance) :

4 ¥ (0r) = - |[F7@ =) @ - atanaan.

(1) Si W est ag-lipschitzien, on écrit | — VW (z — y) - (z — y)| < awlz — y| < ax(|z] + |y]),
d’out : p
GiMa(e) < a [ |o ~ ylendn)anldy) < 20.001(01) < 200/ V()
d —
Autrement dit, ﬁx/Mg(Qt) < Ao, et done A/ Ma(0r) < agt + 4/ Ma(0"™), d’ot le résultat.

(2) Si W est A—convexe, on a W(w —y) - (x —1y) = Mz —y|* et donc :

d

T Ma(er) < —AJ |z — y[*0i(dz) o (dy),

et si, de plus, A <0, comme |z — y[? < 2(|z|* + |y|?), on en déduit que :

() < =2 [[ (of? + P e (d)ou(dy) = N (er).

D’ou le résultat aprés application d’un lemme de Gronwall.
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(3) Sous I'hypothése (A4-2), on a VW (2 — y) - (xr—y) = Clz—y|?, d’ott pour le moment centré :

d— _
G(e) < =C [[ I~ yPadoedy) < ~Cha(en)

d’aprés le lemme 3.17 et parce que C' = 0. Le résultat en découle avec un lemme de Gronwall.

(4) Sous I’hypothése (A4-p), on a, comme au point précédent :

d
a0 < =C [[ o = P oido)ady) < - (00
D’ou, puisque p > 2, & VM y(0)) < —CMy(0¢)P/?. Le lemme de Gronwall non linéaire 5) de
Iannexe (lemme A.1) donne alors :

Ms(or) < (M2( ik L el (13 - 1) t) < cpn,

& nouveau puisque p = 2, si bien que z — z'72 =% est décroissante sur RY.

O

Remarque 1.11. La premiére estimation est difficile & imiter en discret mais la borne est mieux
qu’exponentielle.

Régularité 1/2—Holder en temps

Dans ce paragraphe, on cherche a déterminer des conditions « un peu minimales » sur le
potentiel W pour que les solutions, au sens des distributions, dans AC),.([0, +oo[, Wo(R%)) de
I’équation d’agrégation avec donnée Pg(Rd), solent automatiquement 1/2-hélderienne en temps,
en horizon fini. On suppose tout de méme que W satisfait toujours les hypothéses (A0) et (Al).

Tout est basé sur 'IDE, qui peut se récrire, pour tout £ > 0 :

t
W(g™) > Wi(er) + f 10 ds. (1.28)
0

En effet, on a vu au lemme 1.3 que l'on a en fait |g}| = —V%—Z(gs) 0s-presque partout pour
presque tout s € [0, ¢].

Supposons que la donnée initiale soit d’énergie d’interaction finie. Cette supposition n’est pas
trés restrictive car elle est vérifice pour toute donnée o™ € Po(R?) dés que W est lipschitzien
ou vérifie une condition de croissance du type W(x) < C(1 + |z|?) par exemple. II suffit donc de
montrer que W (g;) est minorée en temps borné, car alors (1.28) montre que Sg |0%|? est borné et
une inégalité de Cauchy-Schwarz donne le résultat :

t t
Wz<gs,gt><f \bldr < /JE 5] f o [2dr.

Nous allons prendre comme hypothése que, grossiérement, W est d’ordre de grandeur p € [1,2[ en
ce qui concerne sa « partie non convexe », et A—convexe en ce qui concerne sa « partie convexe ».
On en convient, la notion de partie convexe n’est pas définie ici rigoureusement. Plus précisément,
supposons que :

W=W+W,
VW (z) -z > Clz|lP, zeRY
W oest A — convexe,

W et W vérifient (A0) et (A1).
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Rappelons ' que ’hypothése sur W implique que W (z) = C |:§7‘ pour tout = € R?%. Dans notre
décomposition, p € [1,2[ et, a priori, les constantes A\, C' sont réelles, mais le cas intéressant est
lorsqu’elle sont toutes les deux strictement négatives. Si elles sont toutes deux positives, W est
positif et il n’y a rien a faire, puisqu’alors W est minorée par 0. Si I'un des deux seulement de C
ou A est positif, il suffit d’oublier la partie du potentiel correspondante dans la preuve qui suit.
On effectue donc les calculs dans le cas C' < 0 et A < 0. ,

Soit T" > 0. Puisque W est symétrique, nul en 0 et A—convexe, on a VIN/(:C) > )\%. En

combinant avec W (x) > C=- 2 ‘ , on en déduit :

W(ot) = J |z — y[Por(dx)or(dy) + j |z — y|* 0¢(d) 0¢ (dy)

2pC
TM p(01) + AMa(04),

ol on a utilisé le fait que |z —y[P < 2P (|z|P + |y[F), |o —y|* < 2(2* +y?) et C, A < 0. Pour montrer
que W(g;) est minoré, il suffit donc de montrer que Msy(o¢) est borné. Pour cela, on reprend le
calcul (1.27) et on utilise le fait que VW (z2) - 2 = VW (2) - 2 + VW (2) - 2 = C|z[P + A|z[2, avec
C<0etA<O0:

9 Ay (o) < - [[we - v @ - vada)

dt
< —CU |z — y[Poi(dx)or(d U |z — y|* 0r(d) s (dy)
< —C2"" My (0r) — 4AM>(0r)
< —C2PH My(04) P — ANM>(0y).

Comme 2 <1 le point (6) du lemme de Gronwall non linéaire A.1 en annexe permet de montrer
que Mg(gt) est borné sur [0,7T]. On en déduit que W(p,) est minorée, et que g est une courbe
$-holderienne a valeurs Wo(R9) :

Proposition 1.7. Supposons que W se décompose sous la forme W = W + W avec :
VW(z)-z > ClzlP, zeR

W est A — conveze,

W et W vérifient (A0) et (A1),

ot p € [1,2[ et X\,C € R sont des constantes. On suppose également que o™ € Py(RY) wvérifie
W(0"™) < +o0. Soit 0 € ACi,e([0, +0[, Wo(R?)) solution au sens des distributions de I’équation

d’agrégation (3.11). Alors, pour tout T >0, o € C%([O,T],Wg(Rd)).
Remarque 1.12. Ce résultat reste évidemment vrai si p = 2, mais la décomposition est redondante
dans ce cas : il suffit de supposer W = W.

Une autre approche naturelle pour borner le moment d’ordre 2 aurait été d’utiliser le fait que
pour ¢ € [0,T7,

f elds > 7 (Ma(er) ~ Ma(o™)),

(voir par exemple la preuve du théoréme 4 dans [89]). Ainsi, (1.28) se récrit :

MQ(Qim) 2pC

N 1
W(e™) + > Mo (00)*? + <A+ T) M>(ot),

T P

10. En effet, la preuve du lemme 1.1 reste valable méme si C' < 0.
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ce qui permet, puisque 2/p < 1, d’obtenir une borne sur Ma(g;) mais seulement en temps petit,

. 1
SIT<*X.

1.3 Contributions

L’objectif de ce manuscrit est double : d’une part, nous avons tenté d’apporter des éclairages
sur des résultats et des méthodes que 'on trouve dans la littérature, mais qui parfois ne sont
pas suffisamment détaillés ou qui méritent d’étre reformulés et rapprochés d’autres résultats.
C’est I'objet de cette introduction ainsi que du chapitre 2. On peut citer, dans I'introduction, des
développements sur I'estimée de contraction ou la régularité en temps des solutions de 1’équation
d’agrégation, et dans le chapitre 2, les reformulations de schémas pour I'agrégation comme des
primitives discrétes de schémas pour I’équation de Burgers.

D’autre part, nous apportons des contributions originales en ce qui concerne I"approximation
visqueuse de I’équation d’agrégation et 'approximation par relaxation : ce sont respectivement
les chapitres 3 et 4.

Ce manuscrit s’organise donc comme suit :

Chapitre 2 : Analyse numérique de I’équation d’agrégation

Ce chapitre consiste en un apergu des résultats de convergence pour les schéma de type
volumes finis pour 1’équation d’agrégation. Nous commencons par introduire et illustrer des
schémas connus que le schéma de type upwind suivant :

d
At _ _
o5 =0y = 3 o (@) 05 = (@ ae) T e, — (@) "o, + (@) 0}), T2
. 7

aif}::— 2 QnKDz‘Wf, ou DiW}(ZZ W(.rj—x[(), JEZd,iII,...,d,

qui est prouvé étre convergent a 'ordre 1/2 en distance Ws dans [43].

Nous nous concentrons ensuite sur le cas W(x) = a|z| pour un certain @ € R* et nous
précisons rigoureusement la correspondance entre I’équation de Burgers et I’équation d’agrégation
dans ce cas. Concrétement, en notant F'(t) la fonction de répartition de o(t), on montre que g est
solution de 'équation d’agrégation si et seulement si u := (1 — 2F) résout I’équation de Burgers.
Nous nous intéressons alors & cette correspondance du point de vue numérique. Concrétement,
cela permet, en effectuant des intégrations discrétes en espace, d’obtenir des schémas numériques
pour I’équation d’agrégation ainsi que des estimations de convergence en norme Wjp en partant
de schémas pour les lois de conservations. En particulier, nous montrons que le schéma upwind
ci-dessus revient au schéma de Roe sur u (lorsque @ > 0, u est décroissante et il s’agit donc du
schéma de Godunov).

Chapitre 3 : Limite de viscosité évanescente pour I’équation d’agrégation et
états stationnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'asymptotique € — 0 pour I’équation d’agrégation-diffusion.
Plus précisément, pour € > 0, on cherche a montrer que les solutions du probléme visqueux :

0o° + V- (al[e®]e®) =eAp®, t>0,z¢€ R,
alo®] = —VW = ¢%, (1.1)
0(0,) = o™ € PR(RY),
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convergent, au sens des mesures, vers une solution du probléme non visqueux :

dro+V - (a[olo) =0, t>0,zeR?
afol(z) = =§,., VW (z — y)e(dy),
0(0,-) = ™.

Si la solution du probléme limite est unique, alors c¢’est toute la suite d’approximations visqueuses
(0%)e=0 qui converge, et sinon, la convergence a lieu a sous-suite prés.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on s’intéresse au cas unidimensionnel des potentiels
du type W(z) = a|z| pour un certain a # 0. Ce cas est bien particulier car les solutions de
I’équation d’agrégation peuvent étre vues comme des dérivées des solutions d’un probléme de type
Burgers (voir la sous-section 2.2.1 du chapitre 2). On utilise cette correspondance pour obtenir la
convergence de 'approximation visqueuse dans ce cas particulier et pour estimer la vitesse de
convergence en distance Wy : celle-ci est de I'ordre de VeT ou T > 0 est le temps final. Notre
méthode consiste & effectuer les estimations sur les solutions de probléme de Burgers visqueux, et
de les transposer a I’agrégation grace a la représentation suivante (voir [126]) :

Lemme 1.5. Soit p € [1,4+00[ et u, v deux mesures de probabilité sur R de fonctions de répartition
respectives F et G, elles-méme d’inverses généralisés respectifs F~1 et G=L. Alors on a la formule
de représentation :

Wy (p,v) = [F~H = G o(qo,17)-
Et, pourp=1:
|F~t — G_1||L1([0,1]) = [F = Gllom)-

L’analyse doit donc étre conduite en distance W7 car la bonne métrique pour I'équation de
Burgers est la norme L'. Pour I'équation d’agrégation, la solution limite o que I'on obtient lorsque
e — 0 peut, quelle que soit la valeur de «a, étre vue comme la dérivée (& un facteur prés) de la
solution entropique de l’équation de Burgers. Dans le cas o < 0, c’est-a-dire lorsque le potentiel
est répulsif, on obtient donc la convergence de toute la suite (0°)c~¢ (contrairement au cas de
la dimension quelconque ou on utilisera une méthode de compacité qui suppose d’extraire une
sous-suite) et le critére de viscosité peut étre vu comme un critére de sélection de solution.

La deuxiéme partie est un travail en collaboration avec Frédéric Lagoutiére et Filippo Santam-
brogio. Dans celui-ci, on traite le cas général de différentes classes de potentiels en dimension d
quelconque. Le premier résultat, nouveau a notre connaissance, est la convergence d’une sous-suite
de 'approximation visqueuse lorsque € — 0, uniformément en temps en horizon 7' > 0 fini et en
distance W7, pour les potentiels lipschitziens et pour données g bien préparées au sens suivant :

lim inf F<(g5) < F(g™),
E—>

Ve >0, F°(gp) <C,

Ve > Oa M2(QS) < Cv

hH(l) WQ(QE? Qim) =0,

£—

ou la fonctionnelle d’énergie est la somme de 1’énergie d’interaction et de ’entropie :
F=(0) = W(o) + eld(0).

Pour que les données soient bien préparées, il suffit que (o§)e0 converge dans Wo(R?) vers o™
et soit d’entropie uniformément bornée par rapport a € : on a essentiellement en téte une donnée
fixe o = 0" d’entropie finie.
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Le point de départ est de voir les solutions de I’équation d’agrégation-diffusion comme des flots
de gradient dans Wo(R?) pour la fonctionnelle F°, comme nous I’avons vu dans l'introduction. La
question que ’on se pose alors est la suivante : dans le cas particulier ot F' = W et F¢ =W + eld,
peut-on montrer que la fonctionnelle F* converge vers F' en un certain sens lorsque € — 0 et en
déduire que les flots de gradient p® convergent vers le flot de gradient de F', noté o 7 Pour répondre
a cette question dans le cas général, Etienne Sandier et Sylvia Serfaty ont introduit la notion de
I'—convergence de flots de gradient, d’abord pour I’appliquer & I’énergie de Ginzburg-Landau
[109] puis dans un cadre général [113].

Notre méthode se base exactement sur la méme idée de fond, mais le point de vue que nous
adoptons dans ce travail est celui de [112], qui nous semble le plus pragmatique et efficace pour
I’appliquer au cas particulier de I'agrégation-diffusion. On se passe autant que faire se peut de
définitions abstraites comme celles du upper gradient ou de la pente d’une fonctionnelle, et nous
effectuons au maximum les calculs & la main simplement en partant de I’équation. Par exemple,
nous dérivons 'IDE comme dans le lemme 1.3 sans passer par des considérations abstraites. L’idée
est ensuite de partir de I'IDE :

OF¢
d0

1t 1t
) > PoleD) + 5 | [V )], s+ 5 | Iolelliands

L2 (0s)

pour en déduire une borne uniforme sur Ms(of) permettant, d’une part, d’obtenir de la compacité
et, d’autre part, d’obtenir une borne uniforme (en ¢ et ¢) sur |(o5)'| = [v[of]]lr2(ps) Pour en
déduire que (0%)z>0 est équi—%—hélderienne (en horizon fini toujours). On prouve ensuite qu’il est
possible de passer a la liminf._,3 dans chacun des termes du membre de droite en utilisant des
propriétés de semicontinuité inférieure. A la liminf. .o, le membre de gauche est controlé par
F(0™) lorsque la donnée est bien préparée, et on en déduit une IDE limite qui permet d’identifier
la limite p de p® comme une solution de I’équation d’agrégation. Notons que, lors du passage a la
limite dans 'IDE, il apparait clairement que 1'on doive supposer VW antisymétrique partout, ce
qui implique de poser VIV (0) = 0.

On étend ensuite ce résultat & une donnée quelconque lorsque le potentiel est A—convexe,
pour A < 0. En effet, nous avons besoin d’estimer la distance de Wasserstein entre les solutions
lorsque I'on modifie la donnée, ce qui peut étre fait en combinant des estimées de A—convexité a
la formule fondamentale suivante :

il

dtﬁWﬁ(Qt’”t) = JV% ~vpdoy + vat “wyd iy, (1.31)

valable dés lors que o, u € AC([0,T], W,(R%)) satisfont les équation de continuité o;0+V-(gv) = 0
et O+ V- (pw) = 0, et ot (¢, 1) est une paire de potentiels de Kantorovitch de o, vers
pour le cott ¢(z,y) = %]w — y[P. En effet, lorsque W est A—convexe pour A < 0, on peut montrer,
lorsque le cotit considéré est quadratique, que :

JV% -alot]dor + JV% -alpe]dp < —AW3 (05, 01).

Lorsque € = 0, on peut en déduire une estimation d’écartement des solutions de 1’équation
d’agrégation en distance Ws en combinant avec la formule (1.31). Lorsque € > 0, on peut montrer
que cette estimation reste vraie, la diffusion n’écartant pas davantage les solutions en distance
Wy (et méme en distance W), pour p > 1 quelconque en fait).

Au passage, on déduit de la formule (1.31) une estimation de convergence de ¢° vers o lorsque
le potentiel est A—convexe, A < 0, puisqu’en 'appliquant a o et g, toujours pour p = 2, on
obtient formellement :

d1

oW 00 < W3, 0~ [ Vo Ve < -AWH D) + < [ Ao
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oll on a utilisé une intégration par parties pour le dernier terme. En utilisant la concavité de

2
x — p(x) — %, qui implique Ap; < d, on en déduit :

d

Apreés application du lemme de Gronwall, on en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.11. Supposons que W satisfasse les hypothéses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) avec A < 0.
Soit o™ € Po(RY), et notons (0°)e=0 la suite de solutions faibles de (1.1). Supposons, de plus,
que la suite de données initiales (05)e=0 converge dans Wa(R%) vers o™ lorsque € — 0.

En notant ¢ € C([0, +0), Wa(R%)) l'unique solution distributionnelle de (3.11) ou a[g] est
remplacé par alo], on a l’estimation de convergence :

. 1 — e 2X
VE>0,  Walof, o) < e MWa(of, 0™) + «/%x/@ (1.32)

Cette estimation est, & notre connaissance, nouvelle, et des tests numériques suggérent qu’elle
est optimale si on ne suppose pas davantage d’attractivité sur le potentiel. On propose une
preuve alternative basée sur les estimations de convergence du schéma de type upwind de Delarue,
Lagoutiére et Vauchelet [43] pour 1’équation non visqueuse. En considérant un schéma convergent
pour I’équation visqueuse, par exemple upwind avec diffusion explicite ', et en adaptant la preuve
de [43] on montre que :

64)\—7&" -1

)\77\/ Az + e+ e A,

Wa(om, 0X) < C
ot g est la solution non visqueuse au temps ¢ et o\ une approximation de la solution visqueuse
0in. Sous réserve de montrer que le schéma converge au sens des mesures, passer a la limite
Az — 0 permet de retrouver l'estimation (3.60) (les constantes ne sont pas exactement les mémes,
ce que l'on pourrait corriger en travaillant un peu plus finement).

On étudie ensuite une extension du résultat de convergence (non quantifiée) a une certaine
classe de potentiels répulsifs par la méme méthode. Cette fois, on estime la distance entre deux
solutions de données différentes au moyen d’estimées précises sur le champ de vitesse a[o®], et au
prix d'une hypothése d’intégrabilité sur V2, mais en utilisant toujours la formule de dérivation
de W), ci-dessus.

Enfin, pour compléter le tableau, on s’intéresse a la convergence des états stationnaires de
I’équation visqueuse vers le Dirac sous des hypothéses d’attractivité un peu plus fortes sur W
(concrétement, quand W vérifie (A4-p)). Dans cette derniére partie, nous donnons des estimations
de convergence par rapport a €, qui, & notre connaissance, n’étaient pas présentes dans la
littérature. A nouveau, des tests numériques suggerent qu’elles sont optimales (on sait montrer
qu’elles le sont pour p = 2 et pour p = 1 en dimension 1).

Remarque 1.13. En termes de vocabulaire, on utilisera indifféremment le terme de viscosité et de
diffusion pour parler du terme en Ap®, bien que « diffusion » paraisse plus adapté étant donné que
0° modélise une densité de population et pas la vitesse d’un fluide par exemple. La dénomination
« viscosité évanescente » semble toutefois étre utilisée dans la littérature pour la limite € — 0
pour les équations du type (1.1) (voir [41, 33|) et vient d’une certaine proximité entre (3.11)
et les « active scalar problems » tels que I’équation sur la vorticité pour les équations d’Euler
incompressible, qui s’écrit en dimension 2 :

ot

Ow +v-Vw =0, o v =K *w, K(Q:):W’
X

11. peu nous importe si ce schéma est bon en pratique, il nous suffit d’avoir un schéma convergent quitte a ce
que la CFL soit mauvaise.
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w étant la vorticité et v la vitesse du fluide. Si on développe la divergence dans (3.11) et que
I'on traite le terme (AW * p)p comme un terme source, alors (3.11) apparait comme un « active
scalar problem » (voir [6], et aussi [106] pour des modeéles connexes).

Chapitre 4 : Estimation de convergence d’une approximation par relaxation de
I’équation d’agrégation

Dans [76] Jin et Xin proposent le systéme suivant pour approcher les solutions d’une loi de
conservation opu + Oy f(u) =0 :

Ouu® + 0y = 0,
{ (O (1.33)

Opvf + 20uf = % (f(u®) —v®),

ol € > 0 est un paramétre de relaxation, et ¢ > 0 un paramétre permettant d’ajuster la stabilité
du systéme.

Lorsque € — 0, si (u®, v%) résout le systéme de relaxation, alors u® converge vers une solution
de diu + 0, f(u) = 0. En effet, si ¢ est suffisamment grand, on peut montrer que les solutions
sont suffisamment stables pour que le second membre de la seconde équation reste borné lorsque
e — 0. On aura ainsi, a la limite formelle, v = f(u) ot u = ;L{% u® et v = glir(l) v°. Reportant dans

la premiére équation, u sera bien solution de dyu + 0, f(u) = 0.

En effectuant une analyse a la Chapman-Enskog (disons, un développement asymptotique par
rapport a ¢), on peut voir que le systéme de relaxation (1.33) revient, pour u® et a l'ordre 2 en €,
a une loi de conservation diffusive. Cela permet au passage de trouver la condition de stabilité
sur ¢. Ecrivons donc, formellement, le développement suivant lorsque &€ — 0

v¢ = v§ + ev§ + 2§ + ...

En regardant 'ordre —1 par rapport a € dans la seconde équation de (1.33), on obtient v§ = f(u®).
Cherchons maintenant ’ordre 0 dans les deux équations :

Opu® + 0 f(u®) = O(e),
Orf (u®) + c20,u = —v5 + O(e).

On multiplie la premiére équation par f/(u®) pour retrouver le terme 0; f(u®), et on en déduit :
v = ((f'(u)?) — ¢®) d,u + O(e).
Or, a l'ordre 1, on a dyuf + 0, f (uf) = —d,v5 + O(e?), d’ott 'équation suivante sur u° :
o + Opf (u®) = 0, [((02 — f'(u%)?)) Ozt | + O(e?).

Pour qu’il s’agisse vraiment d’une loi de conservation avec un terme de diffusion non linéaire, le
coefficient de diffusion (c? — f’(u)?) doit étre positif, ce qui revient a la condition de stabilité
¢ = |f'(u®)], parfois appelée condition sous-caractéristique.

Dans ce travail en collaboration avec Benoit Fabréges, Frédéric Lagoutiére et Nicolas Vauchelet
publié dans le journal Axioms, MDPI, nous adaptons le systéme de relaxation (1.33) a I’équation
d’agrégation en dimension d = 1. Concrétement, on considére le systéme sur (o,0) :

0t + 0po =0,

1
010 + *0p0 = g(a[Q]Q —0),
a[g] = _W, * 0,
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Du point du vue de la modélisation, ce systéme est & rapprocher des modéles hyperboliques pour
le chimiotactisme, qui permettent, contrairement aux modéles de type Keller-Segel, d’avoir une
vitesse de propagation finie (ici +¢) des individus. On renvoie par exemple a |66, 64| pour des
modéles similaires et |99, 25| pour leur analyse numérique.

Nous cherchons ici & prouver rigoureusement la convergence de g vers une solution de 1’équation
d’agrégation (3.11) lorsque £ — 0, tout en donnant des estimations de convergence. Pour ce
||
2

systéme, la condition sous-caractéristique est ¢ = ao,. Pour le potentiel W (z) = en dimension

1, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 1.12. On suppose d = 1 et W(z) = l%‘ Soit o™ € Po(R), ¢ > 1/2 et posons
o™ = q[o™]o™. [l existe C > 0 tel que, pour tout € > 0, en notant (¢°,0°) la solution du

systeme de relazation ci-dessus avec donnée initiale (09, 0p), on a :
vI'>0,  Wi(e(T),0"(T)) < C(VeT +¢),
o o € C([0,40),Wy(R)) est l'unique solution de (3.11).

Pour obtenir ce résultat, comme dans la premiére partie du chapitre 3, nous utilisons la
correspondance entre 1’équation d’agrégation et I’équation de Burgers lorsque d = 1 et W (x) = %
Tout le travail revient donc a obtenir des résultats de convergence pour le systéme (1.33) lorsque
flu) = % Les premiers résultats de convergence pour ce systéme ont été établis par Roberto
Natalini [96] par des méthodes de compacité (pour un panorama complet de telles méthodes, on
renvoie au notes de cours du méme auteur [97]). Cependant, la convergence a lieu dans L L}, ., ce
qui, comme pour la viscosité, ne permet pas de passer a la limite pour le probléeme d’agrégation.
A nouveau, on cherche donc & prouver un résultat de convergence L' en espace.

La méthode que nous adoptons pour ce faire n’est pas originale, elle est due a Katsoulakis
et Tzavaras [80] mais nous proposons une preuve simplifiée et explicite dans le cas particulier
du flux Burgers, qui d’ailleurs ne rentre pas exactement dans le cadre de [80] qui supposent que
la condition sous-caractéristique f’(u) < ¢ est valable pour tout v € R. Nous modifions donc le
flux de Burgers pour que cette condition soit vérifiée, et nous montrons a posteriori qu’'une telle
modification n’affecte pas les solutions.

Le coeur du travail consiste ensuite & établir des estimations de type Kruzkov dans le cadre
précis de la relaxation. Il s’agit donc d’un travail essentiellement technique et assez calculatoire,
mais nous pensons justement que le détail des calculs'? dans le cas particulier de I’équation de
Burgers constitue une contribution pertinente pour le lecteur intéressé par ce type d’estimations.
Le passage de I’équation de Burgers a 1’équation d’agrégation est lui, original dans le cadre de la
relaxation '3 et il n’y avait, & notre connaissance, pas de résultat de convergence quantifié pour
I’approximation par relaxation pour I’équation d’agrégation.

Nous proposons également des schémas préservant I’asymptotique au sens ot ils dégénérent,
lorsque € — 0, vers des schémas convergents pour 1’équation d’agrégation et qui préservent
la bonne dynamique des masses de Dirac. Une premiére approche classique pour les systémes
de relaxation est celle du splitting. Elle consiste, sur un pas de temps, a résoudre le systéme
hyperbolique sans second membre puis la partie EDO. Ce schéma dégénére vers le schéma de
Rusanov, connu pour étre assez diffusif. Nous proposons une deuxiéme approche basée sur les
travaux de Gosse et Vauchelet [63, 64]. Il s’agit d’un schéma well-balanced qui se trouve étre
moins diffusif que le schéma de splitting.

12. d’ailleurs, les calculs sont volontairement détaillés de fagon plus pédagogique dans cette version du manuscrit
que dans Darticle [55].
13. Dans d’autres contextes, il est bien connu et utilisé depuis longtemps, voir [16, 15, 70].
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Chapitre 2

Schémas numériques pour les équations
d’agrégation

2.1 Schémas pour l’agrégation

2.1.1 Généralités et état de l’art

L’approximation numérique des solutions mesures de 'équation d’agrégation (3.11) a déja fait
l'objet de nombreux travaux : on y retrouve notamment des schémas particulaires [31, 54, 36/,
d’autres basés sur le transport optimal [4] et des schémas de type volumes finis 71, 36, 90, 34, 4].
C’est ce type de discrétisation qui 'on considére dans ce chapitre.

Nous nous intéresserons plus particuliérement aux schémas volumes finis ou on part, par
exemple, de schémas connus pour 'équation de continuité d;0 + V - (ap) = 0 et on prend garde a
discrétiser correctement le produit a[p]e lorsque W a une singularité en 0, afin de retrouver le
comportement attendu des solutions mesures aprés blow-up. La convergence de ces schémas se
prouve essentiellement par compacité, en appliquant un théoréme de type Lax-Wendroff aprés avoir
obtenu des bornes sur la solution discréte afin de pouvoir extraire de la suite d’approximations
une sous-suite convergeant uniformément en temps fini 7' > 0 et faiblement en espace vers une
limite ¢ € C([0,T], P2(R%)) [36, 90, 32, 89]. La convergence quantifiée de ce type de schéma a
également été étudiée dans [43] pour le schéma de type upwind suivant, ot At > 0 est le pas de
temps et Az; le pas d’espace dans la direction i € {1,...,d} du maillage cartésien de R% associé :

(@) 0 = (@) e, = (@) O, + (@) e), T2

d
n+1 Z

a;'y == — Z Q?{Din{, ou Din = W(xj fo), JeZl i=1,....d, (2.1b)
KeZzd

ol m(x) = 0, W () si # € RN{0} et W(O) = 0. On a aussi noté (e;)i=1,. d la base
canonique de R?, et on notera pour J = (J1,...,Jq) € Z%, Cy = [(J1 — 3)Az1, (J1 + 3)Az1] x

< [(Ja — 3)Azg, (Jg + 3)Az4] la maille centrée en x5 := (J1Az1, ..., JgAzg). Danb [43], out
les arguments probablhstes de [42] pour le transport a vitesse OSL Sont adaptés a 'agrégation
dans le formalisme du transport optimal, Delarue, Lagoutiére et Vauchelet obtiennent, sous CFL
stricte aq K- A < 1/2, convergence a 'ordre 1/2 du schéma (2.1) en distance de Wasserstein. Sous
CFL large, aq ﬁ; < 1, on peut montrer qu’il est convergent au sens de la convergence faible

(Co(R%))" (voir par exemple [90]).
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Contrairement au schéma upwind standard ot la vitesse est calculée aux interfaces :
d

At
1 — _
G5 = D) e (0} ) (@ ), ) e, () ),
i=1
2.2)
ai3+%6i - Z ok af‘”iI/V(x‘H%ei - xK)’ (2.3)
Kezd

le schéma (2.1) discrétise au méme point la vitesse a[p] et la solution p. Ce procédé est nécessaire
pour garantir la convergence pour les solutions mesures, et il est possible de construire des
exemples de mesures initiales ol le schéma upwind standard n’est pas convergent aprés le temps
d’explosion [43].

Remarque 2.1. Le schéma (2.1) ne fait pas décroitre 1'énergie d’interaction de la solution discréte
(voir encore [43] pour un exemple explicite).

2.1.2 Reconstruction et convergence dans différentes topologies

Quelle type de reconstruction/interpolation adopter pour définir une approximation pa, de
la solution p & valeurs mesures & partir des (Q’})Zigd 7 Doit-on imposer & ga, d’étre constante
par maille, comme dans le cadre des différences finies ou des volumes finis 7 Avec quelle métrique
mesurer 'erreur de convergence ?

Le point important est qu’en toute généralité o(¢) peut contenir des masses de Dirac. Par
conséquent, on n’estimera pas, en général, 'écart entre oa,(t") et o(t") dans une norme fonction-
nelle de type LP, mais plutét en distance de Wasserstein. De plus, on considérera la reconstruction
suivante, affine par morceaux en temps et, en espace, égale & une masse de Dirac dans chaque

maille :

tn+1 ¢ t— " +1
QA:E(t> = Z (AtQZ$ + Ttgzm > 1[tn’tn+l[(t), (24&)
neN
O = Y, &0a,, neN, (2.4b)
Jezd

qui est bien adaptée & approximer une solution C([0, +o0[, My(R?)). Pour les illustrations toutefois,
on ne trace pas une somme de masses de Dirac, peu visuelle, mais une reconstruction affine par
morceaux. Ainsi, une masse de Dirac sera représentée par un triangle (ou un polygone en présence
de diffusion numérique, voir figure 2.1.

Notons que 'on aurait pu utiliser une reconstruction constante par morceaux en temps mais
celle-ci a I'inconvénient de ne pas étre continue en temps. Il est donc un peu plus technique d’en
extraire une sous-suite convergente telle que I'extraction soit la méme pour tout ¢ (par exemple
en appliquant le théoréme d’Ascoli, voir [89]). Toutefois, en effectuant 'analyse d’abord sur la
reconstruction affine par morceaux en temps puis en la comparant a celle constante par morceaux,
on peut montrer que cette derniére bénéficie des mémes propriétés de convergence !

Voir la solution discréte comme une somme de masses de Dirac & chaque étape permet aussi
de mieux comprendre le schéma upwind (2.1) :

d
ot =0 — iAt( n—FT )
J J = Aﬁl J+§e¢ J7§€i )
mn R n\+ n n - n
FJ+%6¢ T (aZJ) QJ - (a’lJ+€¢) QJ+8¢'

L’interprétation du flux numérique a 'interface z;, 1, , dans la direction i, est la suivante
2

1. Méthode a rapprocher de celle montrant la convergence du schéma de JKO pour I’équation de Fokker-Planck
par exemple (voir [112], paragraphe 8.3) : la reconstruction affine par morceaux est uniformément %fhélderienne
en temps et est une courbe AC([0,7], W2(R?%)), qui vérifie donc une équation de continuité.
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FIGURE 2.1 — Exemple de comportement du schéma upwind (2.1) pour donnée réguliére, W (z) = ||,
401 mailles, CFL= 0.9. On constate un peu de diffusion numérique qui fait « baver » la masse de Dirac
sur 3 mailles.

(voir figure 2.2) : si ;7 = 0, alors le demi-flux a;"¢"; traverse I'interface z;, 1, et apporte une
2 T

contribution positive a F;+1e ; et si a;"y < 0 la masse de Dirac 00, ne contribue pas a F;+1e ,
36 - 36

ce qui donne au bout du compte une contribution de +(a;"})* ¢';. De la méme facon, la masse de
Dirac ¢7, .0 contribue a —(a;7, .. )~ 07, dans le flux numérique (7]1-&-%61"

On voit donc que ce schéma est construit précisément pour les solutions qui sont singuliéres.
Lorsque l'on étudie la convergence d’un schéma pour l'agrégation, il faut, en fait, porter une
attention particuliére aux types de solutions que 1’on souhaite approcher : s’agit-il de mesures
de probabilité ou de solutions réguliéres 7 Un schéma peut, en effet, étre convergent £* pour les
solutions réguliéres mais pas convergent Wq pour les solutions mesures, et vice-versa.

TJ+e;

2.2 Schémas pour lois de conservation scalaires

Nous précisons, dans cette section, le lien entre ’équation d’agrégation en dimension 1 et les
lois de conservation scalaires. Ce lien permet, comme dans la section 3.1 et dans le chapitre 4 pour
potentiels du type W (z) = «a|z| avec a # 0, d’obtenir des résultats de convergence quantifiée
pour I'équation d’agrégation dans ce cas particulier, en travaillant exclusivement sur des lois
de conservation de type Burgers et en traduisant les estimations en distance de Wasserstein.
D’un point de vue numérique, ce lien permet aussi d’obtenir des estimations, mais également de
formuler des conjectures et de construire des schémas.

Le but de cette section est donc de rappeler ou de démontrer certaines estimations d’erreurs
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Vi
QJ+67;

QG n — . n
(aiJ-‘rey‘,) QJ+€7‘,

—

(ailj) " e

_—

1
xJ*%ei J"J+%e¢ $J+%e¢

FIGURE 2.2 — Flux numérique F7} , = (dans la direction i) pour le schéma (2.1)
zei

pour les schémas volumes finis approximant des lois de conservation scalaires, et de les adapter a
I’équation d’agrégation.

Dans toute cette section, on se placera en dimension d = 1 et on munit R d’un maillage
cartésien régulier de noeuds Tjpl = (j + %)Aw ou j € Z et Ax > 0 est le pas d’espace. On
notera At > 0 le pas de temps, et t" = nAt pour n € N.

2.2.1 Correspondance entre I’équation d’agrégation et ’équation de Burgers
pour d =1, W(x) = a|z|, « # 0

On se place ici dans le cas d = 1 et W(x) = a|z|, ot @ est un réel fixé non nul. Le but est de
formaliser I’équivalence entre la résolution de I’équation d’agrégation (3.11) en dimension 1 et
celle d’une loi de conservation scalaire de type Burgers, portant sur les fonctions de répartition.

Tout d’abord, la distance LP entre les fonctions de répartition et la distance de Wasserstein
W), entre les mesures correspondantes [115, 94, 126] sont liées de la facon suivante (voir également
[43] et |112] section 2.1) :

Lemme 2.1. Soit p € [1,+00[ et u, v deuz mesures de probabilité sur R de fonctions de répartition
respectives F' et G, définies par :

Vx e R, F(z) = p(] —o0,2]) et G(z) = v(] — o,2]).
On note également F~1 et G™1 leurs inverses généralisés respectifs, donnés par? :
vy € [0,1], Fly)=inf{zeR|F(z) =y} et G y) =inf{zeR|G(z)=1y}.
Alors on a la formule de représentation :
Wy (p,v) = [F~H = G oo,
Et, pourp=1:
IF7' =G Yoy = IF = Glrim)-

Cette représentation est utile en pratique pour évaluer la distance de Wasserstein Wy en
dimension 1, voir [42, 54].

La correspondance entre agrégation et équation de Burgers vient de 'argument suivant.
Formellement, on sait que, lorsque 'on intégre en espace une équation conservative du type
Ot + 0(bo) = 0, on obtient ’équation de transport non conservative o, F + bo,F = 0 portant

2. voir annexe A.1 pour plus de détails
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sur n’importe quelle primitive F(t) de o(t). Ici, b = a[p] et on prend pour F(t) la fonction de
répartition de p(t). Dans le cas du potentiel W (z) = a|z| et pour p(t) absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, un calcul simple donne a[o] = a(1 — 2F) (voir le point 2) de la
proposition 2.1), si bien que F' vérifie I'équation :

(2.5)

O F + dyaF (1 — 2F) = 0,
F(0,2) = ¢™(] —0,2]), z€R,

et donc u = a(1 — 2F) vérifie 'équation de Burgers. Concrétement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit p € C([0,T],W2(R)). On note F(t) la fonction de répartition de o(t).
Alors o est solution, au sens des distributions, du probléme d’agrégation (3.11) si et seulement si
u:= a(l —2F) est solution au sens des distributions de l’équation de Burgers (1.6) avec donnée
initiale u'™ : x —> a1 — 20™(] — 0, z])).

Le lien entre I'équation d’agrégation et I’équation de Burgers en dimension 1 est en fait bien
connu et a été exploité dans les travaux de James et Vauchelet [70] ainsi que ceux de Bonaschi,
Carrillo, Di Francesco, Peletier [16]. Pour de plus amples détails sur ces derniers travaux, on
pourra consulter la partie II de la thése de Giovanni Bonaschi [15].

Remarque 2.2. Ce résultat donne une autre facon de voir ’apparition éventuelle de singularités
en temps fini pour (3.11), méme si la donnée initiale est réguliére : cela correspond a des chocs
pour F. Plus précisément, une discontinuité de F'(t) correspond a une atome pour o(t).

Pour démontrer rigoureusement ce résultat pour g quelconque, on a besoin d’utiliser I'expression
explicite W’ = « sgn pour récrire a[p](t) en fonction de F(t). C’est le lemme suivant, qui donne
aussi la dérivation exacte de F? au sens faible :

Lemme 2.2. Soit € C([0,T],Wo(R)) et F : (t,x) —> o(t)(] — o0, x]). Alors :
(1) 0,F? = (2F — o(t){x})o dans D'(R; x R),
(2) ale](t,x) = —a (2F(t,x) — o(t){z} —1).

Preuve du lemme 2.2. (1) On doit montrer que :
Yoe DR, xR),  2<0,Fé>=— < F2 00> + < o,0(t){z}o(t,7) > .

On récrit le membre de gauche :

<o, F¢p>= ﬂ do(t)(z)F(t,x)p(t,x)dt
- ﬂ f do(t)(y) do(t) (z)(t, =) dt
zeR Jye|—w0,x]
- ﬂ j do(t)(y) do(t) (z)6(t, =) dt
yeR Jzely,+oo[
_ ﬂy _ delt)) Le[y’m[ dg(t)(a:)J 0y (t, ) dz dt.

z€[x,+00[
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puis, par théoréme de Fubini, Sze[y,-‘rOO[ Sze[cc,-‘roo[ - SzE[y,+oo[ Sace[y,z] :

Fp>=— do(t 22 (t, do(t dzdt
<o Fé> ﬂ _de(t)) f o) f IRTCICREE

=F(t,z)—(F(t,y)—o(t){y})

:._1[ J‘ do(t) (y)2ud(t, ) F(t, z) d= di
yeR Jze[y,+ o[

+ JLGR do(t)(y) <Le[y7+w[ 0z p(t, 2) d2> (F(t.y) — o(t){y}) dt

_‘1:(;):'4)
=—-< F276x¢ > —< Qanb >+ < Q,Q(t){$}¢(t,$) > .

donc 2 < 0, F® >= — < F2,0,¢ > + < 0, 0(t){z}o(t,x) >.
(2) Par définition de afp] :

alo)(t ) = — ( j _aseale - o)) + |

y>x

o sg(z —y) dg<t><y>)

- —« L«U do(t)(y) + « L>x do(t)(y)

= —a(F(t,z) —o(t){z}) + a(l - F(t,2))
—a(2F(t,x) — o(t){z} —1).

O

Preuve de la proposition 2.1. On prouve le sens réciproque. Soit ¢ € C([0,T],W2(R)) et F :
(t,x) —> o(t)(] — 0, z]). On suppose que u := a(1 — 2F) est solution de I’équation de Burgers,
c’est-a-dire que F' est solution de (2.5).
Comme ¢ = d,F au sens des distributions, en dérivant cette équation par rapport a x, on en

déduit que g vérifie au sens des distributions :

010 — 0y (0. F?) + adz0 = 0,

o(t = 0) = o™
Or, d’apreés le lemme 2.2,

az(axFQ) — 0z0 = ax(2F - Q(t){l‘} - 1)97
1, .
= —~dsala]e,

si bien que p est bien solution du probléme d’agrégation (3.11).

Réciproquement, tous les calculs se remontent, par exemple en partant de ¢ € D(R; x R) et
en écrivant la formulation faible de (3.11) contre ¢ une primitive de ¢. O

Bien stir, la correspondance est aussi valable pour I’équation visqueuse (1.1) que nous étudierons
dans la partie 3 : comme p° est réguliére, on a a[p®] = a[o°] et puisque la diffusion est linéaire,
< Opz0°, 0 >=< 0y F¢, Opp >. Clest la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit € > 0, ¢ € C([0,T], Wa(R)) et F< : (t,x) —> 0°(t)(] — 0, z]). Alors, o°
est solution, au sens des distributions, de (1.1) si et seulement si u® := (1 — 2F¢) est solution
du probleme de Cauchy suivant, ot u™ : z — a1 — 20" (] — 0, z])) :

e W) o
O + Oy = el 26)

u(0,-) = u'™,
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2.2.2 Correspondance entre schémas pour les lois de conservation et schémas
pour ’agrégation, d = 1, W(x) = alz|, o # 0

Du point de vue de I'approximation numérique, la correspondance que nous avons formalisée
au paragraphe précédent est aussi valable au niveau discret. L’idée est donc d’utiliser cette
correspondance avec I’équation de Burgers pour proposer des schémas pour 1’équation d’agrégation ;
I’objectif des sections suivantes sera ensuite de quantifier la convergence de ces schémas.

Schémas volumes finis pour une loi de conservation

Rappelons rapidement quelques notions sur la discrétisation volumes finis d’une loi de conser-
vation scalaire & flux régulier f € C1(R) :

Oru + Oy f(u) =0,

.. (2.7)
u(0,-) = u',
En toute généralité, un schéma volumes finis & 2k + 1 points pour (2.7) s’écrit :
1
u;-”r = H(uj_j,...,uj, ..., ujp), (2.8)

ot H : R**! — R est donné et décrit le schéma. Si ce dernier est conservatif, ¢’est que 'on
peut I’écrire sous la forme :

At
ntl _ . n__ T /(m _ rn
’LLJ = ’LLJ Al‘( j+% f]*%)’ (29&)
;.1% = G _fs e WSy W), (2.9b)
Il est consistant si g(u,u,...,u) = f(u) et monotone si H est croissante par rapport a chacun de

ses arguments.

Proposition 2.3. Un schéma monotone
o préserve la monotonie : si u® < v° alors u™ < v™ pour tout n € N,
o préserve la monotonie (bis) : si u® est croissante alors u™ l’est pour tout n € N.

o fait décroitre la norme L™ (autrement dit, il vérifie le principe du mazimum discret®) ainsi
que la variation totale.

o est entropique : pour toute entropie 1, c’est-a-dire fonction convere de classe C2(R), il existe
un flux d’entropie discréte S, c’est-a-dire une fonction vérifiant o' (u) = n'(u) f'(u) tel que

At
n(u;“rl) —n(u}) — s (a(u?_kﬂ, e U U ) — o (UG U ,u?_k_l)) <0.

Exemple 2.1. On donne quelques exemples de flux classiques de schémas conservatifs et consistants
a 3 points. Pour vérifier la monotonie d’un schéma & 3 points, il suffit de regarder si g est croissant
par rapport a son premier argument et décroissant par rapport au second. Plus précisément, de
la relation H(u,v,w) = v — ﬁ—; (9(v,w) — g(u,v)), on déduit facilement que, si g est croissant
par rapport a son premier argument et décroissant par rapport au second et si la condition CFL
At sup (51 g — (92g) < Az est vérifiée 4, alors H est monotone. La réciproque est vraie sans que

cette condition CFL ait besoin d’étre satisfaite.

3. en cela, un schéma volume finis monotone est le pendant d’un schéma différences finies stable.
4. Le sup dans cette condition CFL peut étre pris sur [—|u""| 1, |[u"™|L=]?, car dans ce cas, le schéma est
monotone et & chaque pas de temps, u” reste dans [—||u'™"| Lo, |u*™|Le].
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(1)

Flux de Rusanov :

2 2

Ce schéma est monotone sous la condition de stabilité ¢ = | f/(u)| e (| f(u)| > revient a
| £ (u™*)] = pour flux convexe, et a supy 11f'] en général) et la condition

CFL &t < 1.
Flux de Godunov :

—uint] poo,Juin?|| o

ming <<y, f(x) siu<v,
g(u,v) = .
maXy<z<y f(2) sinon.

Il y a une fagon équivalente de voir le schéma de Godunov : étant donné I'approximation
au temps n, (u;‘) jez, on résout explicitement les problémes de Riemann a chaque interface

x.. 1. La solution entropique du probléme de Riemann associé aux états constants u’ &
2

J+ J

gauche et ul g a droite est autosimilaire, notons-la R(?, (N +1). On assigne ensuite au
flux numérique la valeur du flux continu donné par la solution du probléme de Riemann
évaluée a l'interface (cela ne dépend plus du temps car, encore une fois, la solution est

autosimilaire) :
]Z% = f(R(OaU?W?H))-

Flux de Engquist-Osher :
u) + f(v 1 (v
R 1 IGIEY

ce qui revient a :
e = | fla)tdo— | f@)d
0 0
At

Les deux schémas précedents sont monotones sous la condition CFL || f/(u)| Lo A <L
x

Flux de Roe :

s fw)=f(v)
glu,0) = {1 SETR=T 20, (2.10)
f(v) sinon.

En d’autres termes, le schéma de Roe est un schéma décentré (upwind/downwind) ou le
sens du décentrage est donné par le signe de la vitesse dans la relation de Rankine-Hugoniot

= % Autrement dit, étant donné ’approximation au temps n, (u?’)jez, sila
solution discontinue en translation (choc) associée aux états constants u] & gauche et
uf,, & droite se transporte vers la gauche, on assigne au flux numérique la valeur aval :

fj’.zr% i= f(u7, ). Sinon, on lui assigne la valeur amont : f;:L% = f(u}).

En des termes équivalents, cela revient a poser :

g(u,v) = f(u);—f(v) _ f(v);f(u) sen <f(ui:£(v)>

On remarque que, en quelque sorte, le schéma de Roe ne prend pas en compte les raréfactions.
D’une certaine facon, c¢’est un schéma de Godunov o1, au lieu de résoudre de facon entropique
les problémes de Riemann aux interfaces, on le résout en imposant la contrainte que la
solution est un choc.

Ainsi, ce schéma n’est, en fait, pas entropique; il n’est donc pas non plus monotone et ne
préserve pas la positivité. Il est toutefois bien connu et utilisé en mécanique des fluides
numeériques du fait de sa faible dissipation numérique [53, 60].
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Remarque 2.3. Rappelons qu’avec un flux f général, un choc a vitesse o entre les états gauche u, et

droit ug résout dru+ 0, f(u) = 0 si et seulement si sa vitesse vérifie la relation de Rankine-Hugoniot
_ flua)=f(ug)
o = 1\ua)=J(ug)

g et ce choc est entropique si et seulement s’il vérifie la condition d’Oleinik :

Of(ug) + (1 —0)f(ug) siug>ug,
0

=
F(Ouat+ (1~ 0)ug) < 0 (ua) + (1 0)f(ug) s ug < ug.

{ F(Bug + (1= O)uy)
Si le flux f est convexe, la condition d’Oleinik se résume & 1y > u4. Pour de plus amples détails sur
la résolution du probléme de Riemann, on renvoie au paragraphe 4.4 des notes de Jean-Frangois
Coulombel [37].

Ainsi, si I'on se trouve dans un cas ou, & chaque interface, la solution entropique du probléme
de Riemann est le choc se propageant a la vitesse donnée par la relation de Rankine-Hugoniot,
alors les schémas de Roe et Godunov coincident. C’est le cas, par exemple, si 1" est décroissante,
et que le flux f est convexe : dans ce cas, u" est décroissante, c’est-a-dire ug-) > u; +1 pour tout
j € Z et les chocs a chaque interface sont donc entropiques. Dans ce cas, tous les flux numériques
Roe coincident avec les flux Godunov, donc au temps suivant les deux schémas donnent la
méme solution discréte. Puisque le schéma de Godunov est monotone, au temps suivant, u' reste
décroissante et le méme raisonnement s’applique.

Remarque 2.4. Le schéma upwind de [43] peut étre vu comme un schéma de type Engquist-Osher.
En effet, le schéma de Engquist-Osher linéaire pour diu + ad,u = 0 avec a constante a € R a
pour flux numérique, puisque f(u) = au :

g(u,v) ff Yz — Jf “drx=atu—a v,

En remplagant la vitesse par son évaluation aux bons points, on retrouve bien le flux numérique

de (2.1a).

Schémas pour 1’équation d’agrégation

Quel est le lien exact entre les schémas que nous venons de voir et les schémas pour 1’équation
d’agrégation? On rappelle que 'on suppose toujours d = 1 et W(z) = alz| pour a # 0.
Considérons d’abord le cas du schéma upwind (2.1) de [43] que nous avions vu en introduction
de ce chapitre. Nous allons montrer que ce schéma donne, pour I’équation de Burgers, le schéma
de Roe.

Rappelons que, dans le cas de la dimension d = 1 avec potentiel W (x) = «a|z|, la marche en
temps du schéma upwind de [43] s’écrit :

1 A — —
ot = o = &% (@) ") = (@) g — (@) gy + (@) e}

=—q Z sgn(j — k) oy, (2.11)

k#j

ou, de fagon plus compacte :

+1 - +
Q;-L = Q? T Ar (|an|93 (a ?41) Q?H - (a?fl) 9?71) .
Remarque 2.5. Etant donné que, en continu, o = —i&xu, en discret, on décalera les approxima-
tions discrétes de ¢ d’'une demi-maille par rapport a celles de u. Plus précisément, partant de la
reconstruction volumes finis ux , Z u”]l 1212l la reconstruction ¢, doit correspondre
JEZ

a sa dérivée en espace, donc étre vue comme une somme de masses de Dirac aux interfaces. On
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n -— s T T n n A
posera donc o}, := Z 0; 5%. +1/20 €bon remplacera 0f par ¢y et aj par aj /2 dans le schéma
JEZ
upwind, ce qui donne :

n+1 n At

_ = n ‘0 o n - n _ n +
6= €t~ ay (418 — @)y — (@)

o) (2.12)
J73
Proposition 2.4. On suppose d = 1 et W(z) = a|z| pour a # 0. Soit v € L ~ BV,

Notons (u?)”EN la solution du schéma de Roe de donnée u™ € L* ~n BV pour I’équation de

JEZ
Burgers. Alors, en posant Q12 = %, la suite (0} );‘EGZN est solution du schéma (2.11)

- 2a +1/2

pour la donnée initiale o™ .= —%(%um‘. .

Réciproquement, si (Q?)?SZN est solution de (2.11) pour la donnée initiale "™ € Po(R), alors,

en posant uy = a<1 -2 2 QZ+1/2 , la suite (u?)?gg est solution du schéma de Roe de donnée
k<j

initiale ™ (x) := a(l — 20" (] - oo,g;])>.

Remarque 2.6. L’hypothése '™ € L n BV sera rendue plus claire a la sous-section 2.2.4 : I'idée
est que l'on souhaite demander le moins de régularité possible aux solutions, et le cadre L* n BV
est le cadre minimal pour lequel des estimations de convergence pour les schémas monotones sont
connues.

Démonstration. On prouve seulement le premier point (i.e. la dérivée discréte de Roe est upwind),

car les calculs se remontent (voir aussi [43]).
ur —um

Soit donc (u?)gsz la solution du schéma de Roe, et posons g}l = JTJ“ Alors, on a
2
n o _ _ % .
uj = a<1 22 Qk+%> et donc :
k<j
n n
92 - Qk-ﬁ-% Qk+%’
k<j k<j+1
. o 7 o o n
- O‘ZQH% all ZQIH% ’
k<j k>j
_ Y T
= —« Z Sgn(] k)zgk_’_%v
k#j
_on
identité dont on se servira a plusieurs reprises.
Maintenant, récrivons le schéma de Roe sous la forme :
At
n+1 n n n
=y - (P, - F ) 2.13a
e () (2:13)
n \* 2 no\7 2
(a'+l) (Un) (a'+l) (Un 1)
Qe i L R/ R A K (2.13b)
N T S 7 B
Jt3 Jt+3

2
C’est bien le schéma de Roe (2.10) : on a ici f(u) = %, et la vitesse Rankine-Hugoniot entre les

n
Ujt1

états u” et u'', , vaut S n
9 7+1 2

=aj 1 On décentre donc a gauche si cette quantité est positive,
3

et a droite si elle est négative, ce qui correspond bien au flux (2.13b).
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Avec cette écriture, on a alors :
n+1 n+1
P A L N <2F —F' )~ F )
it3 20 its  2a Az )
Récrivons les flux pour tomber sur (2.12). On écrit, on utilisant que, a™ = |a|] —a~ pour a € R,
n - 2 n - 2
o= 1o (aj+%) (U?—&-l) n (aj+%) (u?”)
its a” 3| 2 |a7,Z 3| 2
Jt3 Jt3
2 no\"
_ (u;fb+1) + (aj""%) u?—l—Q +’U’;L+1 (un o )
- 9 |CLn | 9 j+2 7+1
it+3
2 n
_ (u)1) _ 9% (aﬁ%) noogn
2 [an | +3%+3
Jt3
= 7( ?H)Q —2a(a” )7 s n(a" ) K
T2 j+3) S8R50 043
2
(u’? ) _
_ J+1 n
= 5 +20z(]+) Qi3
car on a a~ sgn(a) = —a~ quel que soit a € R. En utilisant a~ = |a| —a™ et a™ sgn(a) = a™, on

obtient une récriture similaire de F o
-3

i3 " ?;%}

un)? (a” ,)"

- ( ;) + 2 |C]L”21‘ Q?_%a?_%

-1

() .

- ; +2a(a§”_%) Sgn(a?_%)é)?_%
um)?

- ( ;) +2o¢(a;i%)+gy7%.

On déduit de tout ceci que :

()" (ufy)”

2 2

2FT — Fl 4~ Fla = - +2F, ~ 20 ((

]+ )7Q?+§

Il ne reste plus qu’une derniére transformation a faire. En réutilisant (2.13b) puis le fait que

=1—%-ona:
Ia\ Ial
+ no\—
) () N (@)
- ; - jgl +2Fyn+—_(“?) ;nQ‘ D) +(u?+1) ‘;nQ‘
J+s its
(a@ 1)+ 1
2 2 +3
- (- ) (- 3)
it3
(a;-l+;)+ 1
:40‘@?+;“?+;( ] _2>
Jt3
—2a|a

J+2|QJ+1’
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N eye L +
oll on a utilisé a (“—‘ — %) = %‘ En effet :

la
at 1 N a g, sia>0,
al— —=)=a" sgn(a) — = =
(|a| 2> gn(a) { -2 sinon.

On retrouve donc exactement (2.12) :

o |

At
n+1 n n U2 n n n + n
=0 1 — o ||a; S o1 — (a; S o3 — (a; .

QJ+$ QJJF% Az (| J+%|Qﬂ+% ( J+%) QJJF% ( J %) % %)’

c’est-a-dire que (Q;”H/Z)?SZN résout le schéma (2.11). O

La méthode utilisée dans la preuve de la proposition 2.4 peut étre adaptée a d’autres schémas
volumes finis pour Burgers et permet d’écrire de nouveaux schémas pour I’équation d’agrégation,

en dérivant en discret. Remarquons que u;‘ peut toujours s’exprimer en fonction de Q;.LJF . et a?Jr 1
3 3

Néanmoins, le résultat ne donne un schéma lisible pour I’équation d’agrégation que dans des cas
particuliers. On peut par exemple montrer que le schéma de Rusanov pour ’équation de Burgers
donne le schéma de Rusanov pour ’équation d’agrégation. J'ai tenté de généraliser, sans succes :
je ne suis pas stir qu’on puisse aller plus loin.

2.2.3 Estimations de convergence de schémas pour les solutions réguliéres

Passons maintenant aux estimations de convergence : on se concentre pour le moment sur les
lois de conservation, pour finalement transposer ces résultats & des schémas pour ’agrégation
dans la sous-section 2.2.5.

Le but de cette sous-section est d’obtenir des estimations £* pour les approximations numé-
riques de (2.7) pour les solutions réguliéres. Plus précisément, on cherche & montrer la convergence
a Pordre 1 de schémas volumes finis pour (2.7) pour une donnée initiale u™ réguliére et jusqu’au
temps d’existence de celle-ci. Celui-ci est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Soit f € C2(R) et u'™ € WH?(R) n C*(R). On a deuz cas :

o si f"(u)u™ = 0 sur R, alors (2.7) admet une unique solution globale u € C'(Ry x R),

1
— ————  alors (2.7) admet une unique solution u €
il’lfR f//(uzm)uzm ( ) q
CH[0, T[xR) et celle-ci ne peut pas étre prolongée en temps supérieur.

o sinon, en notant T =

Dans les deuz cas, la solution est donnée par la méthode des caractéristiques :
Vte [0,T[, Vx € R, u(t,z +tf (W™ (2))) = u™ ().

Remarque 2.7. En fait, les caractéristiques définies comme le flot associé a f/(u) :

X(t,z) = f'(u(t,X(t,2))), (t,z)e[0,T[xR,
X(0,2) =z, x€R,

sont définies jusqu’au temps T et sont des droites : X (t,2) = z + tf'(u"(z)). Plus précisément,
on peut montrer que X (¢) est inversible jusqu’au temps 7.

Notre approche se base, d'une part, sur des calculs de type consistance et stabilité : on aura
donc besoin, en plus de la régularité, que les dérivées soient bornées, disons u € CZ([0, T[xR.).
D’autre part, nos calculs imitent en discret ’estimation suivante sur la dérivée de u, et auront

pour intérét de retrouver par une méthode discréte le temps d’existence donné par le théoréme
2.1.
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Proposition 2.5. Soit f € C2(R) et u"™ € WH*(R) n CH(R). On note u € C([0,T[xR) la
solution réguliere du probleme (3.4) et T son temps d’existence, tous deux donnés par le théoréme
2.1.

Alors, pour tout T' € [0, T, il existe une constante C(T") > 0 finie, telle que :

Vte [0,T'], Vz € R, |Ozu(t, )| < C(T").
Si, de plus, f est conveze, on a C(T") o +0 51 T < 40 et C(T") o~ 0 siT = +o0.
Remarque 2.8. Cette proposition signifie, qu’en continu, la dérivée ’axu(t,xﬂ est uniformément
bornée sur [0,7”] x R pour tout temps final 7" strictement plus petit que le temps d’explosion,

mais bien str que cette borne explose lorsque 7" — T'. En effet, en présence de chocs, on sait que
dzu tend en valeur absolue vers +o0 lorsque 7" — T (figure 2.3).

Donnée initiale réguliere, T'=0 Solution de Burgers a T'=0.10
3.5 3.5 T
3.0 3.0 W
2.5 X 25
= K]
g 2.0 S 2.0 ‘
> :
1.5 =15 ‘
1.0 1.0 \
~1
0.5 0.5 —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
Vitesse initiale en valeur absolue, T'=0 Vitesse en valeur absolue a T'=0.10
20
400
B % 300
= 3
510 T 200
= £
%
5 < 100 “
0 0 —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

FIGURE 2.3 — Solution de I’équation de Burgers pour donnée décroissante, donc de temps de vie fini :
|(7xu(T’, x)| tend vers +oo lorsque T tend vers le temps d’apparition du choc.

Démonstg’ation. Pour plus de simplicité, on prouve la proposition dans le cas du flux Burgers
f(u) = %. On commence par le cas T' < +00.

Rappelons que dans ce cas, le théoréme 2.1 donne T' = —
5.

1 _
T > 0. Posons v = 0 u. En
dérivant en espace I’équation de Burgers, on a

2
aw+@%%=a

Puis en développant le terme é’x“—; = u0yu = uv, on a :

Orv + Oz (uv) = 0.

Enfin, en dérivant le produit : 0, (uv) = ud,v + vozu = udv + v2, on en déduit :

O + udpv = —v2.

On se place alors le long des caractéristiques associées au champ de vitesse f’(u) = u, données
par :

X(t,2) = u(t, X(t,z)), (t,z)e[0,T[xR,

X(0,z) =z, zeR,

5. on développe sciemment les détails & I’excés car on imitera chacune de ces étapes en discret.
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c’est-a~dire que 'on pose T(t) = v(t, X (¢, x)), si bien que :

d
;ﬁ@u)zz—v%w. (2.14)
1
La résolution de cette équation de Ricatti donne o(t) = I tant que 0 <t < ~50)° En
w(0) b
d’autres termes, on a pour (t,z) € [0,T[xR,
1 ) 1
Opu(t, X (t,2)) = ——=— ie Jdyul(t,z) = T
t+ — t+ 7.\
u™ (z) wind’ (Xt 1(:):))
En prenant la valeur absolue, on trouve :
1 1
|Ozu(t, z)| = =
wni’ (X, (@) wini (X7 ()
: 1 1
Maintenant, —————— = — — =T donc :
wn (X, (z)) infg u™
1 1
vt e [0, 7], ‘— 4—— —t>T—t

uini’ (Xfl(l')) -
En particulier, étant donné 7" € [0,T[, on a :

1
7

< :

vtel0,T], |t z)] < 5

D’ott le résultat avec C(1") = =1 dans le cas ot T’ < +o0.

1
—— 0,
wini’ (X;l(z))

et on déduit aussi de cette identité que dyu(t, x) < % On a donc bien, pour tout 7" € [, +oo[,

Dans le cas out T' = 400, le théoréme 2.1 donne u™™’ > 0. Ainsi, Oyu(t,x) =

vt e [0,T], |0zu(t, )| < C(T'),

on C(T" =1/T" — 0. O
T'—40

Remarque 2.9. Au passage, on déduit de (2.14) que du(t, X (t,x)) = %E(t) < 0, donc que

Opu(t, X (t,z)) < u™ (). Donc, puisque les caractéristiques existent et sont inversibles jusqu’au

temps T'. On en déduit donc I'inégalité d’Oleinik suivante :

Vte[0,T[,VzeR,  duu(t,z) <u™ (X(t) (z)),

qui est un résultat moins fort que celui que 'on a obtenu, et qui ne nous suffit pas car, en discret,
nous avons besoin de borner d,u en valeur absolue.

Interpolation et normes discrétes. Etant donné une collection d’approximations discrétes
(u?);fZN e ((Z)N, il nous faut définir une fonction ua,, dépendant du maillage, qui approxime la
solution exacte u. Dans le cadre des lois de conservation telles que (2.7), le phénoméne important a
capturer étant la présence de chocs, c’est-a-dire de discontinuités de type Heaviside, on reconstruit
le plus souvent ua, comme étant constante par morceaux dans chaque maille, avec, en quelque

sorte, un choc a chaque interface. On la prend également constante par morceaux en temps :

upa(t,x) = )] UL i xge, e () (2.15)

. Jt3
neN,jeZ
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On doit également savoir mesurer la distance entre deux approximations discrétes. Pour cela, on
définit les normes discrétes £, suivantes pour p € [1, 40|, de sorte a ce que lu™en = luac(™)|Le
pour tout n € N :

1/p
Voel(Z),  |olg, = (Z Aac|vj|p> . (2.16)
JEZ
Remarque 2.10. Ces normes dépendant du maillage sont liées aux normes P classiques par :
ol = AxPv]e.
Pour p = o0, elles sont égales, ¢’est pourquoi on omet généralement 'indice Ax puisque la norme
n’en dépend plus.

Consistance. On définira l'erreur de consistance € d’un schéma volumes finis conservatif de
type (2.8)-(2.9) par :
wtt = S(u");

_ _J ;
€] = R VI (j,n) € Z x N, (2.17)
ou S : U(Z) —> ((Z) est 'opérateur décrivant le schéma, défini pour v € ¢(Z) et j € Z par
S()j = H(Vj—k,---,Vj,...,Vj1), et U est la projection sur le maillage de la solution exacte :
uy = u(t", x;), (2.18)
u étant la solution exacte du probléme (2.7) donnée par le théoréme 2.1. Si | - || est une norme sur
¢(Z), on dit que le schéma est consistant a 'ordre p > 0 en norme | - || si |e"| < CAzP ou C > 0

ne dépend pas ni de n € N ni du maillage. L’ordre de consistance d’un schéma numérique n’a rien
a voir avec la linéarité, mais seulement avec la régularité des solutions (ainsi que la régularité du
flux f mais nous ne nous en préoccupons pas dans ce manuscrit) :

Proposition 2.6. Pour [’équation (2.7), tout schéma de volumes finis conservatif et consistant
est consistant a ['ordre au moins 1 en norme {* si u et régquliére et ses dérivées bornées, disons
u e C([0, T[xR).

Remarque 2.11. La preuve suivante peut étre adaptée & un schéma consistant & ’ordre k& pour les
solutions réguliéres (ou, selon la littérature anglophone, « formally accurate of order k »).

Démonstration. On présente la preuve pour un schéma a trois points, que l'on écrit donc sous la
forme :

= = o (g ) — g(ui,uf)) (2.19)

Par un développement de Taylor et du fait que u € CZ([0, T[xR), on a :
u(t", zje1) = u(t™, ;) £ Axdpu(t™, z;) + O(Az?),
d’ou :

gu(t", z;), u(t", xj11)) = fult", z;)) + Axdyu(t”, z;)02g(u(t", x;), u(t", x;)) + O(A:L'Q),
gu(t™, zj—1),u(t", z;)) = f(ult",z;)) + Axdu(t", z;)01g(u(t", x;j), u(t", x;)) + O(Az?).

D’autre part, comme par consistance g(u,u) = f(u), on a f'(u) = 01g(u,u) + d2g(u,u), si bien
que la différence des flux numériques est consistante a l'ordre 1 avec Az f/'(u)0yu = Axdy, f(u) :
g(ult™,zj), u(t™ zj41)) = glu(t”, i), u(t",x5)) = Aw f'(u(t”, 25))du(t”", z;) + O(Ax?)

= Azd, f(u)(t", z;) + O(Az?).
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Ainsi, puisque :

_ At o
S =) — e (o) — gy, 7))
At
= u(t”, z5) — 1 (9(u(t”, 25), w(t®, 2541)) — g(u(t”, zj-1), u(t", z5))),
et par définition de 'erreur de consistance, on a :

E? _ u(tn+1’:lij)At_ U(t”7$j) +8xf(u)(t",a:j) + O(Al’) — O(At + Az) = O(Ax),

6tu(t“7xj)+O(At)

sous CFL hyperbolique (% < C indépendant du maillage) et parce que u résout (2.7) et est
dans CZ([0, T[xR). Le O(:) est uniforme en n € N et j € Z, ce qui conclut la preuve. O

Convergence a 'ordre 1 du schéma Rusanov pour I’équation de Burgers

Soit u solution exacte de ’équation de Burgers, que I'on suppose réguliére et & dérivées bornées
(disons u € CZ([0,T[xR)). On note T son temps d’existence. On va montrer que le schéma de
Rusanov, donné par :

n+1 At

n

n n cAt
upt = U — e ((ujH)Q - (uj_l)Q) + — 5AL (uiiq —2uj +uj_y), (2.20)

que l'on sait monotone pour ¢ = |ugl/z~ et sous CFL CAt < 1, est convergent & 'ordre 1 jusqu’a
tout temps 7" < T. On se donne donc N € N tel que T’ = n/At, et on note (u )]ez n=0,..,N la
solution du schéma de Rusanov. D’apreés le paragraphe précédent, ce schéma est consistant a
I'ordre 1. Maintenant, notons e = u” — ﬂ;‘ I’erreur de convergence. L’équation d’évolution sur e

J J
est :
n+l _ ,nt+l _ n+l
&G =Y uj

= S(u"); - S@"); - (@ - s@"),)
=ej— 4@% [(U?H)Q - (H?H)Q - ((U?A)Q - (ﬂ?,l)z)] + K( T — 2ef +ejq) — Atel.

EQ) _ u+u

1
La, on utilise la relation 3 (u? — (u—1) :

2
At (ul | +ul +u? cAt
+1 _ j+1 j+1 ] 1 J—1

e} —e?—zAm( 5 el — fﬂ 2A(J+1 2e] +ej_y) — Ate}

At At + At ui_q i

l—c—)el + — C—M o+ o+ LIl el — Ate”.

Az ) 7 2Ax 2 K 2Ax 2 J J
Maintenant, par principe du maximum sur la solution exacte (entropique) de I'équation de
Burgers, on a [u}| < |ui™]| L pour tous j € Z et n € N. Par ailleurs, si c&L < 1 et ¢ > [u™ 1 le

schéma de Ruaanov vérifie le principe du maximum discret. On a donc aussi, sous ces conditions,
luj| < |u™ L pour tous j € Z et n € N.

Ainsi, si ¢ > Hu””H =, les coefficients devant e ; et e_; sont positifs, et sous CFL CAA; <1,
le coefficient de €} I'est aussi. Ainsi :

At ut, 4+ u u .+ ut
|eﬂ+1\<<1—(c—c—c+ s gl gl 1) €™ o + Atle?]

2 2 2 2

e < (1 C 2Az (W1 —ujy + Ty — 5 ) ) [€"lle= + Atle. (221)
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Il suffit alors de montrer a priori que
d’utiliser un lemme de Gronwall discret.

P —ul = O(Az) et que u}y —uj_; = O(Az) et

Le fait que u},; —u}_; = O(Ax) provient du fait que |dzu(t, )| = (or)xr) < C(T") ou
C(T") est la borne donnée par la proposition 2.5. Montrons maintenant que c’est vrai aussi au
sens discret, en imitant les calculs de cette méme proposition.

Lemme 2.3. Soit u™ € WH*(R) n C}(R). On note T le temps d’existence de la solution
de classe Ct de ’équation de Burgers de donnée u™ et on se donne T' € [0, T[. On se donne
aussi ¢, Ax, At > 0 tels que cﬁ—; <1lete= |u™|px, et N € N tel que T' = nAt, et on note
(u?)jez n=0,..,N la solution du schéma de Rusanov (2.20) pour l’équation de Burgers.

Alors il existe une constante é’(T’) > 0 telle que, pour tout n =0,..., N,

sup ’U?H — u?,ll < C(T)Az.
JEZ

Démonstration. On pose v;? = u? 1 “?71- On répéte exactement dans le méme ordre les étapes

de Pestimation continue ci-dessus. On a, par définition du schéma de Rusanov et par linéarité du
terme de diffusion numérique :

vn+1 _ un+1

j j+1 upty

7—1
n At n n n n CAt n n n
=0} = | (W) = (W) = (W) = (00)?) | + 55 (e =) + 0)

La ligne précédente peut se voir comme un version discréte en espace de ’équation de Burgers

. 2 ) . e e 2 L
pour obtenir djv = —0,0,% . On développe maintenant la dérivée intérieure 0, % en écrivant que
(wiyn)? (W) ul,tul (U, — u?) = P ujyotud

2 2 2 j+2 Uy j+17 2 -

n+l _ o™ At < n u?—‘r? +u§L n u?—‘rug—Z) + cAt

Y 7 2Ax v 2Ax <U§L+1

n n
1Ty T Y1 5 — v + i)

Il reste maintenant a développer la dérivée discréte 0y (uv) = udyv + vdyu. Formellement, on

utilise le fait que axz — by = a%rb(fv —y)+(a— b)ZQﬁ :

S i At (U?_H T Uy U ol — (Ul +uly) P )u;«‘+2 + 2uf + u?_2>
J I 2Ax 2 2 AR 4
cAt
+ m(vﬁl —vj + )
n o _ .n n n n
:Un_ﬁij Ui U+ 2uf +ul N cAt (W — o o)
I Az 2 4 YAV A A A A
_ ﬁvﬁl + U7 U — U
Az 2 4 ’
|
vt
qui se lit comme v = —udv — VO, u = —udyv — v2. Plus précisément, on reconnait dans la

derniére équation :

(1) la marche en temps du schéma de Rusanov pour d;v + udyv = 0, ou, dans la maille Cj, la
. , Cut o F2ulul .
vitesse est vue comme constante égale a w, donc consistante avec u(t", z;) ; d'un
point de vue discret, cela revient, comme en continu, a se placer le long des caractéristiques

associées au champ de vitesse u;

(2) un terme source consistant avec —KLv2 (", x;).
Az (et}
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Il suffit maintenant de réorganiser les termes correspondant & 'opérateur 0;v + ud,v comme une
combinaison convexe des v} (ce qui est possible, comme pour montrer la stabilité du schéma de
Rusanov) :

o= (1 — —CAt + —At vy (c— u‘?+2 h 2U? +u?_2> + At ol (c—i— U?JFQ i 2u;? +u?_2)
J J Az 2Ag Tt 4 2Ag 71 4
At (”}11 + U?—1>2
N AU

. u o 2ulul o, L L.
Les coefficients 1 — %‘; et c+ 22 "7 92 &tant positifs sous la condition CFL cﬁ—; <letla

condition de stabilité ¢ > [u™|». De plus, la somme de ces 3 coefficients vaut 1; on en déduit,
en majorant en valeur absolue :

At
0311 < foPlem + oo e

Rappelons que 'on souhaite montrer |[v" |0 = O(Az) uniformément en n € N. On peut donc
écrire, par exemple :

) UnJrl H H " A o™ )12
<l=|. 2],
Az lee ~ 1Azl Az llew
En notant w™ = Z—T; , on a donc :
EOO
w" 1

< w™(1 + Atw™) < = .
v w'( W) S T Aven 1At

n

1 1 1
Au rang précédent, on a de méme w" < ————— donc — > —— ;- Alnsi,
et — At w” T wrt— At
R L — O — e
ce qui donne le fait que w™ est borné jusqu’au temps d’explosion. O

Remarque 2.12. De fagon analogue, on peut montrer que n’importe quelle dérivée discréte de u
est un O(Az), par exemple uf | —uj = O(Ax).

En combinant 'estimation 2.21 avec le lemme 2.3, on obtient :
le" g < (1 4+ CAL) | €| + Cle™| g0

Aprés application d’un lemme de Gronwall discret linéaire (deuxiéme point du Lemme A.2 en
annexe), et puisque le schéma de Rusanov est consistant a 'ordre 1 pour les solutions réguliéres,
on en déduit "] < C(e“t" —1)Ax.

2.2.4 Estimations d’erreur (4, pour les solutions BV n L* et surconvergence

Revenons & notre probléme initial, qui est 'approximation d’équations d’agrégation. Nous
avons vu que le bon cadre pour I’étude de celles-ci était celui des solutions a valeurs mesures, en
raison des singularités qu’elles peuvent présenter. Nous passons, via une intégration en espace,
par les lois de conservation pour écrire des schémas et obtenir des estimations de convergence en
utilisant la correspondance entre norme L' et distance W; donnée par le lemme 2.1. On aura donc
besoin, d'une part, d’estimations de convergence en norme fle sur les approximations numériques
et, d’autre part, que ces estimations soient valables pour des solutions dont la régularité n’est que
BV.
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Ordre 1/2

Le cadre minimal pour de telles estimations sur une loi de conservation est, en fait, celui
des solutions a valeurs dans BV n L*. Dans ce cadre, 'approche consistance/stabilité de la
section précédente, inspirée des différences finies, s’écroule car les solutions ne sont plus réguliéres.
L’obtention de résultats de convergence devient bien plus technique. Pour ceci, les travaux
généralement cités sont ceux de Kuznetsov : en un mot, les schémas monotones convergent a
I'ordre 1/2 en norme ElAJC pour les solutions BV n L*. Cette estimation est optimale si on inclut
le cas linéaire f(u) = au (voir [118]), méme dans la classe des solutions réguliéres par morceaux
(prendre par exemple pour u™ la fonction de Heaviside). Elle est également optimale dans la
classe des fonctions BV si f n’est pas supposé davantage que non linéaire. On renvoie a [117] et
[103| pour un panorama complet des estimations d’erreurs pour les lois de conservation scalaires.

Surconvergence des approximations numériques

Ce paragraphe est motivé par des phénoménes connus (pour ’équation de Burgers, voir
[44]) ou observés (résultats numériques pour les schémas upwind et de Rusanov pour 1'équation
d’agrégation, voir par exemple [54| ainsi que la figure 2.4) ou des schémas numériques pour des
lois de conservation a flux strictement convexe (respectivement, pour I’équation d’agrégation avec
potentiel singulier) convergent & l'ordre 1 plutdt qu’a l'ordre 1/2 pour les solutions peu réguliéres,
c’est-a-dire pour les solutions BV n L (resp. les solutions mesures). Dans chacun des cas, la
compression ou la concentration rend les solutions approchées plus proches de la solution exacte
que ce que 'on attend, et compense ainsi la diffusion numérique présente dans la plupart des
schémas volumes finis classiques tels que le schéma upwind ou le schéma de Rusanov.

Il s’agit d’'un phénoméne intéressant en soi, et bien que relativement connu et observé
numériquement dans la communauté hyperbolique, son étude rigoureuse est encore un probléme
ouvert si ce n’est dans les cas bien particuliers et/ou assez restrictifs. Pourtant, il apparait dés
que 'on trace des courbes de convergence dans des cas trés simples (figures 2.4 et 2.5).

Schéma upwind, W(x) = [x|, T= 0.5

-4

log d(pax(T). p(T))

—— erreur d1 POT log-log

—— erreur dz POT log-log
- pente 1

——. pente 112

5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 75 8.0 8.5
log)

FIGURE 2.4 — Erreur numérique en échelle log-log pour le schéma (2.1), avec le potentiel W (z) = |z| en
dimension d = 1 et pour donnée initiale ¢ = 16_q5 + £80.5. La distance Wi (notée d; en légende) est
calculée grace a la représentation de la proposition 2.1, et la distance Wo (notée ds) est calculée avec le
package Python POT. L’ordre de convergence observé est 1 au lieu de 1/2.

Le phénomeéne observé ici pour un flux strictement convexe (par exemple f(u) = “72) et une
donnée décroissante est un phénomeéne de compression : de méme que pour I'approximation
visqueuse, la solution se comprime en un choc et compense ainsi la diffusion numérique induite
par le schéma upwind.
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—— erreur L1 log-log
_______ —-- pente 1
‘‘‘‘‘‘‘‘ Se—— —.- pente 1/2

=30

104 —— approximation
=== solution exacte
0.8 1
0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.5 — Erreur numérique en échelle log-log pour le schéma de Rusanov pour I’équation de Burgers
aprés compression de la donnée en un seul choc.

En ce qui concerne les résultats existants, on peut citer par exemple celui de Després [44]
qui traite du schéma upwind appliqué & une loi de conservation a flux strictement convexe et
avec donnée u'™ décroissante et vérifiant 4™ > ug, ol us est 'unique point d’annulation de f’
(dans le cas de 1’équation de Burgers, cela revient a u™ positive). Essentiellement, il donne une
preuve « a la main » du résultat de Kuznetsov (I'ordre 1/2) dans ce cas précis, et prouve qu'il y a
surconvergence si la donnée est un choc ou bien aprés le temps de compression de celle-ci en un
seul choc.

Théoréme 2.2 (Després [44]). Considérons le probléeme de Cauchy (2.7) associé a flur f € C2(R)
strictement conveze et ¢ une donné initiale '™ € BV n L® décroissante et minorée par ws, ow
us est Vunique point d’annulation de f' (point sonique). En particulier, f'(u(t)) = 0 pour tout
t > 0. De plus, il existe T > 0 a partir duquel u(t) consiste en un unique choc.

On note up, Uapproximation donnée par le schéma upwind, qui dans ce contexte s’écrit :

ntl _ g At
J J Az

et on se place sous la condition CFL \|f'(u™)| = < 1, ot X\ := At/Ax est fixé. Alors le schéma
upwind est d’ordre 1 en temps grand :

u (f(u}) = f(wf—y)), neN,jeZ

Vs T/AL  Juas(t™) — Tt | < O TV (ug)) Ac,
ou C(t", TV (up)) ne dépend pas de Az et

B 1 Tj+1/2

u(t) = Ar ij u(t, x) de,
avec u la solution entropique du probleme de Cauchy de donnée u™.

On peut également citer les travaux [93, 120, 121| ainsi que ceux de Osher, Nessyahu et
Tadmor [101, 104] pour la distance W; (alors dénommée Lip’). Nous avons essayé d’adapter le
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résultat de Després a 1’équation d’agrégation, mais deux obstructions se présentent : d’une part,
la positivité de u (dans notre cas, u prend ses valeurs entre 1 et -1) et il n’est pas clair que ce
résultat s’adapte au schéma de Godunov ; d’autre part, ce théoréme ne permettrait que de traiter
la surconvergence que dans le cas d'un unique choc pour I’équation de Burgers, c¢’est-a-dire une
seule masse de Dirac pour 'équation d’agrégation.

2.2.5 Applications a I’équation d’agrégation

La proposition 2.4 fournit une nouvelle preuve de la convergence du schéma (2.11), dans le
cas particulier W (x) = ||, via la convergence du schéma de Godunov % a I’ordre 1/2 (voir [86]).

11 suffit en effet de traduire la proposition 2.1 pour les approximations discrétes. Au passage,
ceci justifie a nouveau le choix de considérer ¢y, comme une somme de masses de Dirac aux
1 1 7 _ 3
interfaces, i.e. o}, = Z Qj+1/2(szj+1/2.

JEZ

Ce faisant, si on note F, o, 1a fonction de répartition de oy ., on a exactement u’} , = 1 —2F, ok,

En effet, pour = € [7;_/2,%;412[, on a :

Fpn (2) = Y. 0120 (1 — 0, 2]),
keZ

= Z Ok+1/25

k<j

~
=1 ssi k<j

et donc :

1—- QFsz(x) =1-2 Z QZ—H/Q = U? = Up, (7).
k<j

Par conséquent, en notant F,;) la fonction de répartition de o(t), on a, d’apres la proposition
2.1:

Walo(t™), o) = IFh = Fl e
1 1
—1 -1 2 —1 -1 2
< oy = Fog i 1Py = Fog, I
1 1
< 2| Fy) — Fop, 170 = lu(t) — uAqll 7

On retrouve ainsi la convergence du schéma (2.11) en distance de Wasserstein W5, mais seulement
a l'ordre 1/4, contrairement & ’analyse conduite dans [43|, qui donne l'ordre 1/2.

2.2.6 Quelques remarques concernant la stabilité de schémas semi-implicites

Cette section ne concerne pas directement les problémes de type « agrégation » mais fait suite
a des discussions apparues lorsque nous travaillions sur 'article [55]. Dans une phase d’exploration
numérique, nous nous sommes apercus, numériquement, qu’'un schéma a priori instable était
rendu inconditionnellement stable par ’ajout de diffusion implicite. On se propose, dans cette
section, de préciser un petit peu ce que 'on entend lorsque 'on dit que la diffusion implicite
stabilise un schéma numeérique. Dans toute cette section, on se place en dimension d = 1.

6. En fait, le schéma (6.6) de [43] correspond au schéma de Godunov, dans le cas particulier d’une donnée
décroissante. Aussi (6.6) est-il conservatif dans ce cas particulier.
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Stabilité pseudo-inconditionnelle du schéma centré avec diffusion implicite
Pour fixer les idées, considérons I’équation de transport-diffusion suivante :
O+ Oy f () — €0zzu = 0, (2.22)

oit € > 0 est un coefficient de diffusion, et f € C1(R) est un flux régulier. Considérons également
une discrétisation volumes finis & trois points, conservative et consistante, pour la partie transport
(comme définie a la sous-section 2.2.2) et implicite pour la partie diffusion. Autrement dit, on
regarde un schéma de la forme :

Ae
1 ! ! i
u}w = uy — A(g(uj, ujy) — g(uj_y, uf)) Az (u}‘il - 2“?+ + u?fl) ’

oll on a noté, comme dans toute cette partie, A = %.

Nous avons constaté, numériquement, que le schéma centré, dont le flux est g(u,v) = M
est, avec diffusion implicite toujours, non seulement stable sous CFL hyperbolique mais méme
inconditionnellement stable, sous réserve que le coefficient de diffusion & ne soit pas trop petit
par rapport au pas de temps (figures 2.6 et 2.7).

)

T=1.00
3.5
" sup uj
j=1,...,J
30 0 3.47102921311
. \' 0.05 | 3.47102953655
g 0.1 | 3.47102969828
E 2.0 : :
;1 ] 0.4 | 3.47102986019
51 0.45 | 3.47102986071
0.5 | 3.47102986087
L0 0.55 | 3.47102986087
- Donnée initiale 0.6 3.47102986087
0.5 =~ —— Centré et diffusion implicite ==~ ———mm=mmma —

0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 150 175 2.00
X

FIGURE 2.6 — Schéma centré avec diffusion implicite, pour le transport-diffusion linéaire & vitesse a = 1
et coefficient de diffusion ¢ = 0.05, & T' = 1, J = 2000 mailles, avec a% =50 et “zf‘t = 0.5. Le schéma
global semble stable, méme en norme £ : il ne présente visiblement pas d’oscillations méme en temps petit.
Mais & y regarder de plus prés, le principe du maximum n’est pas respecté : le schéma n’est pas stable £
au sens usuel. On constate néanmoins, numériquement, qu’il est stable EzAx, ce que l'on retrouvera avec
une analyse Von Neumann.

Définition 2.1. On dira qu’un schéma pour (2.22) est pseudo-inconditionnellement stable en
norme EZI pour un certain p € [1,400] (si on ne le précise pas, c’est que p = +o0) sl existe
C > 0 pouvant dépendre de f et de €, telle que pour tout donnée initiale u'™, la seule condition
At < Ce assure que l'on ait :

n
sup [u"en < +o0,

ou u” est la solution dudit schéma au temps t".

Remarque 2.13. Dans la définition ci-dessus, la notion de stabilité que I'on consideére est celle de
stabilité asymptotique a savoir :

A0 >0, ¥u’ € (7(Z), Vne N,  |u"|gn < Clu’|g .
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T=1.00,) =700 T=1.00, = 1200

35

3.0

215

1.00)
1.00)

2.0

Unx, alt
Un, alt

1.5

1.0

-~ Donnée initiale ---- Donnée initiale L.
—— Centré et diffusion implicite T e 05— Centré et diffusion implicite |~

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
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FIGURE 2.7 — Les mémes paramétres qu’a la figure 2.6, mais avec 700 et 1200 mailles permettent de
faire ressortir I’existence d’oscillations, qui ne sont toutefois pas aussi violentes que ce que ’on connait
en 'absence de diffusion, ainsi que le fait que 'amplitude de celles-ci tend vers 0 lorsque ’on raffine le
maillage. Il est donc probable que le schéma converge /. On constate qu'il est en fait stable £* au sens
ol [u™| ¢~ reste bornée. Le schéma downwind donne exactement le méme type de graphe.

En effet, en norme ¢*, on observe numériquement (figures 2.6 et 2.7) que les schémas semi-
implicites évoqueés ci-dessus ne sont pas stables au sens usuel, qui est, pour la norme ¢4  :

meN,  Ju g < u" g,

mais la solution numérique n’explose pas pour autant, et le schéma converge £*°. Il convient donc
de remplacer cette définition par celle, plus forte, de stabilité asymptotique. Dans le formalisme
de Thomeée [123], ceci revient & demander que, si on note A l'opérateur définissant le schéma
c’est-a-dire tel que u"*! = Au™ pour tout n € N, l'on ait :

sup | A" |lep(z)—er(z) < +00.
neN

Numériquement toujours, le schéma global est également pseudo-inconditionnellement stable
si I'on remplace le schéma centré par le schéma upwind ou par n’importe quel schéma monotone :
bien siir, ceci n’est pas étonnant, car un schéma monotone est plus stable que le schéma centré. En
revanche, en remplagant le schéma centré par un schéma totalement instable, comme le schéma
downwind, le schéma global reste encore stable et convergent, et c’est cette observation qui nous
a étonnés.

Il y a, & notre connaissance, assez peu de références sur ce sujet précis dans la littérature. Dans
[47] par exemple, on montre que, si la partie partie transport est stable sous CFL hyperbolique,
c’est-a-dire si elle est définie au moyen d’un flux numérique g(u,v) monotone (croissant en u
et décroissant en v), alors la discrétisation est stable £, ce qui est naturel, car on rajoute une
discrétisation implicite du laplacien (inconditionnellement stable) a une discrétisation du transport
elle-méme stable.

Toutefois, en norme EQAx dans le cas du transport linéaire, il n’est pas trés difficile de montrer
la stabilité pseudo-inconditionnelle du schéma centré avec diffusion implicite au moyen d’une
analyse classique & la Von Neumann.

Analyse Von Neumann dans le cas linéaire f(u) = au.

On suppose dans cette partie f(u) = au oi a est une constante réelle non nulle. On rappelle
rapidement les définitions de base de l’analyse de Von Neumann (voir [116] par exemple). Pour
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u = (uj)jez € (*(Z), on définit sa transformée de Fourier par :

1 pa Iy T w
~ _ —ijAxE, . v
) V2T j—Z—oo Awe Ui € [ Az’ Am]'

Passer en Fourier est un moyen pratique d’effectuer des calculs de stabilité L? car, comme pour
les translations dans le cadre continu, les différences finies se traduisent par un facteur exponentiel
en Fourier, et on a la formule de Parseval,

~12 2 _. 2
Jalz. = %Am uly -
J

ainsi que la formule d’inversion :

v; eIATEG(€)dE.

1 JA
C\2r -
Le schéma centré avec diffusion implicite s’écrit pour (2.22) :

u’r}+1 _ N aAt n n eAt <un+1 . 2un+1 + un-‘,—l) )

j Y T oA (uf1 = uj1)) + Ag2 \Yi+1 j j—1

En passant en Fourier, on obtient aprés quelques transformations :

— 1

e =
1+ % sin? (@T‘T

=: g(§Ax).

) (1 + ai\ sm(fo))1ﬁ(§)

La stabilité ¢4, est gouvernée par le module du facteur d’amplification g(¢Az). Or, on a :
11+ aidsin(EAz) > = 1 + a®A? sin?(€Ax)
A A
= 1 + 4a2)\? sin? <§2$) (1~ sin? (?) )

— 1+ 4a>)\?sin? (%1:) — 4a®)? sin* (?) ,

et également :

2
dhe . 5 (EAx B 8e . o [EAx 16X%e% ., (¢Ax
1+ Ar sin ( 5 ) ‘ =1+ Ar sin 5 + A sin 5 .

Ainsi,
T T s s 8)\e 2,2 . 9 AT
vee |- xprag ) @l <1 evee [~ 1| (m‘l“ A)Sm <2

16722 5o\ . 4 [EAT
+ < AwQ +4a )\ S11n (2> = 0

&_w_-/
=0
8)\e
2 4a®X? =0
Ax
= At < %
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Le schéma centré avec diffusion implicite pour (2.22) est donc stable €2Ax sous la condition At < 2—‘3,
qui n’est pas contraignante a ¢ > 0 fixé. Il suffit de prendre At assez petit. On peut donc le
qualifier de pseudo-inconditionnellement stable en norme ﬂQAx. Notons que ce résultat est surtout
intéressant pour At € [%, %] Par ailleurs, le calcul mené ci-dessus se reproduit sans probléme,
par exemple, pour le schéma upwind (resp. downwind) avec diffusion implicite et donne la stabilité
62&6 sous la condition :

At—gézi, resp.At—Fgé&;

a a a a

A nouveau, ces conditions ne sont pas restrictives & £ > 0 fixé. On s’attend donc a ce que la
diffusion implicite rende inconditionnellement stable n’importe quelle schéma consistant, fit-il
violemment instable en I’absence de diffusion (ce qui est le cas du downwind par exemple). En
fait, je pense que la consistance n’a rien a voir. Il faudrait regarder quelles sont les hypothéses
minimales sur le facteur d’amplification de la partie transport, ¢a doit avoir un rapport avec le
truc général de Jean-Frangois.

Un mot sur le CEMRACS 2019

La stabilité ZQAJC ne garantit toutefois pas la stabilité £*° : rappelons que le schéma de Crank-
Nicolson pour l’équation de la chaleur est inconditionnellement stable ¢2 ., mais stable ¢~
seulement sous condition CFL (parabolique). Par ailleurs, 'analyse ci-dessus, basée sur des
transformations de Fourier, ne s’adapte pas aux schémas non linéaires.

Ces considérations sont, soyons honnétes, assez éloignées du sujet de cette thése. Il nous
semble néanmoins que ce sont des questions profondément intéressantes car ce sont des points
d’analyse numériques assez fins, pour des problémes qui ne datent pas d’hier et qui s’énoncent
pourtant de fagon trés simple, méme si la littérature a ce propos est encore trop peu étoffée. On
pourra notamment consulter les notes de Jean-Frangois Coulombel [38]| ou encore |22, 40, 39].
J’avais mis un pied dans ce sujet a 'occasion du CEMRACS 2019 pour travailler avec Nguyen Thi
Hoai Thuong et Abraham Sylla dans le groupe de Benjamin Boutin, Jean-Frangois Coulombel
et Frédéric Lagoutiére, ce qui avait donné lieu au proceedings * [23]. On se rend compte que
ces questions de stabilité sont des problémes trés délicats, ne serait-ce qu’en dimension 1, sans
compter I'ajout d'un bord...

2.2.7 Perspectives

Il serait intéressant d’approfondir le cadre général d’étude (consistance, stabilité) des schémas
pour Pagrégation ébauché a la sous-section 77, en s’attaquant aux maillages non cartésiens par
exemple.

7. celui-ci ne figure pas dans ce manuscrit car ce travail est d’'un an antérieur au début de cette thése.
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Chapitre 3

Approximation visqueuse

3.1 Limite non visqueuse pour ’agrégation : lecas d =1 et W(z) =
alz|, a #0

Dans cette section, on suppose d = 1 et W (z) = a|z| pour un certain a # 0. On étudie ici
'asymptotique non visqueuse pour le probléme d’agrégation de donnée o™ € Py(R) suivant :

atQ + axa[Q]Q = ganga
Q(OJ ) = Qinia
Le but est de prouver et quantifier la convergence de p® vers ¢ une solution distributionnelle de :

ro + Ozalo)o = 0,
0(0,-) = o™

Rappelons en effet que, pour a > 0, le potentiel est 0—convexe et le résultat d’existence et unicité
du théoréme 3.3 s’applique mais qu’en revanche, pour potentiel répulsif, c’est-a-dire si @ < 0, W
n’est plus A—convexe et il n’y a, a priori, méme pas unicité de la solution. Notre approche fournit
d’ailleurs, dans ce cas, un critére de sélection de solution a ’équation (3.2) pour potentiel répulsif.

Notre méthode consiste a utiliser, a fond, le fait que, intégré en espace, un probléme
d’agrégation-diffusion devient un probléme de type Burgers avec viscosité sur les fonctions
de répartition [70, 16]. Plus précisément, le probléme (3.1) est équivalent & un probléme de
Burgers visqueux, et le probléme (3.2) avec le bon de champ de vitesses a est équivalent a un
probléme de Burgers. On renvoie a la sous-section 2.2.1 pour de plus amples détails, mais on
reporte ici les propositions essentielles.

Proposition 2.1. Soit g € C([0,T], W2 (R)). On note F(t) la fonction de répartition de o(t). Alors
o est solution, au sens des distributions, du probleme d’agrégation (3.11) de donnée o™ € Py(R)
si et seulement si u := (1 — 2F) est solution au sens des distributions de [’équation de Burgers
(1.6) avec donnée initiale u'™ : x —> a(1 — 20" (] — o0, 2])).

(3.1)

(3.2)

Dans la proposition ci-dessus, si a > 0, alors 4™ est décroissante et la solution du probléme
de Burgers est forcément entropique. Sinon, rien ne garantit a priori que w soit solution entropique.
En revanche, toujours dans le cas o < 0, la proposition ci-dessus montre qu’il n’y a pas unicité des
solutions du probléme d’agrégation (3.2). Essentiellement, on peut penser & la dérivée tantdt d'un
choc non entropique et tantét d’une raréfaction. Dans le cas o = —1 et o™ = §y par exemple,
une premiére solution est donnée par o) (t) = dy pour tout ¢t = 0 et la seconde, o2 (t) est la
dérivée (au facteur 1/2 prés) de la raréfaction donnée par :

u?(t, z) =
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si bien que
0 siz< —t,
5 size] =t

1 six>t.

0P (t, ) =

Notre approche permettra de discriminer entre les deux solutions, pour choisir la deuxiéme, qui
est la dérivée de la solution de viscosité, donc entropique, du probléme de Burgers.

Proposition 2.2. Soit e > 0, ¢ € C([0,T], Wa(R)) et F< : (t,x) —> 0°(t)(] — o0, z]). Alors, o°
est solution, au sens des distributions, de (1.1) avec donnée o™ € Po(R) si et seulement si u® :=
a(l — 2F%) est solution du probleme de Cauchy suivant, ot u™ : x —> a(l —20"(] — o0, ZL‘])) :

S () S
Opu® + Oy 5 E0zzU°, (2.6)
u(0,-) = u".

Remarque 3.1. Ici, il n’y a pas d’ambiguité sur la solution du probléme de Burgers, car a € > 0,
celle-ci est une solution forte et est unique quelle que soit la donnée initiale.

3.1.1 Limite non visqueuse pour une loi de conservation
L’équation de Burgers

Commengcons par regarder 'asymptotique non visqueuse pour le probléme de Burgers (2.6).

On sait que le probléme (2.6) est bien posé, que les solutions sont réguliéres et globales en
temps, méme pour ug € L®, et que u® converge p.p. vers u := u’ la solution entropique de
I'équation sans viscosité (voir [100]). C’est d’ailleurs une fagon de définir le critére entropique.

On peut le voir en procédant a une transformation de Hopf-Cole v° := exp (—g’—;) ou w*
est une primitive de uf : on se raméne a I’équation de la chaleur 6;v° = €0,,v° et cela permet

d’obtenir une expression explicite pour u®
z—y [z —y[*  woly)
—e — — d
JR ¢ P ( 4et 2e 4
_ ]2 ’
f exp (- [z —yl*  woly) dy
R 4et 2e

On peut passer a la limite ¢ — 0 dans la formule (3.3) au moyen d’un lemme du type phase
stationnaire (voir [52]) : u® converge p.p. sur R, x R vers une certaine fonction u € L*. De plus,

ut(t,x) =

(3.3)

on a ||U8HLoo < HUOHLOC
Ces deux faits sont suffisants pour passer a la limite dans 1’équation (??) testée contre
v € D(R4 x R) ainsi que dans les inégalités d’entropie [100].

En effet, pour un couple entropie flux (S,G), c’est-a-dire, pour S € C?(R) convexe et
G € C?*(R) vérifiant G'(z) = x5’(x), on a, au sens classique :

S (u®) + 0;G(u°) < 0455 (uf).

Donc, pour ¢ € D(R;+ x R),

_ H S(u)oup + f S(u0)(0) —ﬂ Gu)orp < ¢ H (U)o,
R+><R R R+><R R+><R

et on peut passer a la limite dans chacun des termes par convergence dominée, pour en déduire
que u est solution entropique (le passage a la limite dans (?7) est similaire). Au passage, on peut
aussi obtenir via (3.3) une inégalité d’Oleinik sur u (voir a nouveau [52]).
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Loi de conservation a flux (régulier) f quelconque dyu + 0, f(u) = 0.

Pour plus de généralité, bien que cela ne soit pas nécessaire a priori pour I’équation d’agrégation,
regardons on considére une loi de conservation scalaire & flux quelconque f € C*(R) :
O+ Op f(u) =0

u(0,z) = ug, z€R.

Commencons par donner quelques propriétés (voir [100, 114|) des solutions du probléme visqueux

(pour simplifier, on considére toujours la méme donnée initiale pour le probléme avec ou sans
viscosité) :

Oruf + Oy f (uf) = €0,zus,

{ t ocf ( ) T (3. 5)

uf(0,2) = ug, x€R.

Proposition 3.1. Soit e > 0. On suppose que ug € L™ n BV. Alors, le probléme de Cauchy (3.5)
admet une unique solution u® globale en temps et réguliere. De plus,

(1) u® wvérifie le principe du maximum : |u(t)| Lo < |uo|pe pour tous t >0,

(2) (contraction L) si v est solution du probléme de Cauchy de donnée initiale vg € L* n BV
telle que ug —vg € L'(R), alors uf(t) —v*(t) € L'(R) et :

vi>0,  [us(t) =" (D)L < uo —volL1,

(3) la variation totale décroit : pour tout t > 0, TV (u®(t)) < TV (ugp).

Le résultat de convergence p.p. pour donnée initiale dans L*, évoqué plus haut pour I’équation
de Burgers, est encore valide :

Proposition 3.2. Pour ug € L®, la solution u® de (3.5) converge vers u la solution entropique
de (3.4), p.p. sur Ry x R, lorsque ¢ — 0.

Pour une preuve de ce résultat, voir le théoréme 4.62 dans [100], ott on montre qu’une sous-suite
de (uf)e=0 converge p.p. sur R, x R. Le théoréme 4.71 montre que la limite est une solution
entropique du probléme non visqueux. Celle-ci étant unique, toute la suite converge p.p.

Ceci étant, la convergence p.p. de u® vers u ne va pas suffire, pour I'agrégation, & conclure
a la convergence de ¢° vers p. En effet, une limite ponctuelle de fonctions de répartition n’est
pas nécessairement une fonction de répartition (prendre ¢° = H; Je; ce sont des fonctions de
répartition qui p.p. vers 0 lorsque € — 0).

Pour passer a 1’équation d’agrégation (1.1), on a besoin d’une convergence plus forte. Un
résultat de convergence en norme L' globale en espace sera adapté, car, pour I'agrégation, la
convergence L!(R) de F°(t) est équivalente & la convergence en distance Wy de ¢°(t) (proposition
2.1). Remarquons qu’on ne peut supposer seulement que ug € L*(R) n BV (R) car ug a vocation
a étre une fonction de répartition, donc pas dans L'(R.).

Ce type de résultat est fortement lié¢ & la propriété de contraction L' dans la proposition 3.1,
qui est aussi vraie pour les solutions entropiques de (3.4) (voir [114]) : pourvu que ug,vg € L™ et
que ug — vo € L*(R), les solutions entropiques vérifient, pour tout ¢ > 0, u(t) — v(t) € L*(R) et :

[u(t) = v(@)lr < [uo — vol 1 (3.6)

L’idée, dans la suite, est de comparer la solution entropique de (3.4) avec u° en utilisant les
mémes méthodes.
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Convergence en /¢

L’inégalité (3.6) s’obtient en utilisant les inégalités d’entropie sur u et v pour les entropies de
Kruzkov Si(u) := |u — k|, & savoir :

{ Otlu = K| + 0z sgn(u — k) (f(u) = f(K))

0 (3.7)
Otlv — k| + 0y sgn(v — k) (f(v) — f(K)) <O

)

NN

puis la technique de dédoublement de variables (voir [84]). Celle-ci consiste & écrire la premiére
inégalité de Kruzkov au point (s,x) et pour k = v(t,y), et la seconde au point (¢,y) et pour
k = u(s,z). On en déduit une inégalité intégrale sur (u,v) en utilisant la symétrie des entropies
de Kruzkov S, (u) (lorsque que 'on échange k et u) ainsi que la symétrie de (4.7) lorsque 1'on
échange u et v.

On va imiter cette méthode pour la viscosité afin obtenir une majoration de |u®(t) — u(t)| 1
pour ug € BV(R). On controlera le terme 0,.|u® — k| grace au fait que la variation totale décroit.
Ceci étant, la présence d’un second membre brise la symétrie entre les deux inégalités d’entropie
et on ne peut pas mener le dédoublement de variable jusqu’au bout, ce qui rend la preuve un peu
plus technique. Le controle du terme de diffusion fournit, in fine, une estimation de convergence
en VeT :

Théoréme 3.1 (Kuznetsov [86]). Pour ug € L* n BV, la solution u® de (3.5) converge vers u la
solution entropique de (3.4), dans L®([0,T], L*(R)), lorsque € — 0. Plus précisément, il existe
une constante C' > 0 indépendante de € et T, telle que :

|uf(T) — w(T) | < C - TV (ug)VeT. (3.8)

On renvoie & [114] pour une preuve détaillée de ce résultat, selon les idées de Kuznetsov.
Remarque 3.2.

o Pour p € [1, +00[, on peut déduire de (3.8) une estimée en norme LP par inégalité de Holder :
[u*(T) — u(T)| v < C - TV (ug) - (T)%.
o Si, de plus, f” = a > 0 et ug est & support compact, alors on a (voir [114]) :
[u(T) = w(T) | < C2TH,

qui est une meilleure estimée en temps grand.

o Méme dans le cas « vraiment non linéaire » (genuinely nonlinear) i.e. si f” > a > 0, I'estimée
(3.8) ne peut étre uniforme en temps sans plus d’hypothéses sur la donnée initiale [114].
Mais, si ’on s’intéresse aux données initiales décroissantes, pour lesquelles les solutions de
(3.5) sont compressives et donc plus proches de la solution entropique de (3.4) malgré la
diffusion, on peut obtenir un ordre de convergence meilleur que 1/2, et ce uniformément en
temps (voir un peu plus loin la sous-section ?7).

3.1.2 Passage a I’équation d’agrégation
Soit o° € C([0,T], W2(R)) la solution de (3.1) et F*< : (¢t,2) —> 0°(t)(] — o0, z]), de sorte que
uf := a1l — 2F*) qui résout le probléme de Burgers visqueux :
€)2
oo + 0, )

u(0,-) = u'™,

= €0z U°%,
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ot u™ : x —s a(l —20"(] — oo,x])). D’aprés le théoréme 3.1, pour tout 7' > 0, u° converge
dans L*([0,T], L*(R)) vers u la solution entropique du probléme de Burgers :

2
&tu + (?x% = 0,
U(Oa ) =u
Notons F = 17;/0‘, qui est donc la limite dans L*([0,7], L'(R)) de F¢. Pour tout t > 0, sa

dérivée au sens des distributions o(t) := 0, F (¢, -) est une distribution positive donc une mesure
positive, d’apreés le théoréme de Riesz-Markov. Par ailleurs, pour presque tout ¢ = 0, F¢(t) est une
fonction croissante a valeurs dans [0, 1]. C’est aussi le cas de F'(t) par limite p.p. La différence
F#(t) — F(t) admet donc une limite en 400 qui, puisque F*(¢t) — F(¢t) € L'(R), ne peut étre que
0. Ainsi, F(t,x) s 1, et o(t) est bien une mesure de probabilité.

D’aprés la proposition 2.1, on en déduit que lir% sup Wi(o°(t), o(t)) = 0. D’autre part, la
e=Y¢el0,1]
proposition 2.1 montre que g est solution de (3.2). On a donc le résultat suivant :

Proposition 3.3. On suppose d = 1 et W(z) = ax| pour un certain o # 0. Soit oo € P2(R) et
T > 0. On note, pour e > 0, o° € C([0,T], Wa(R)) la solution de (3.1). Alors, la suite (0%)e=0
converge au sens des mesures vers une solution o € C([0,T], Wa(R)) de (3.2), et on a :

sup Wi(e°(t), o(t)) < CVeT,
te[0,T]

ot C > 0 est une constante indépendante de € et T.

Remarque 3.3.

o Pour @ > 0, la limite o est 'unique solution au sens des distributions de 1’équation
d’agrégation (3.2), il n’y a donc pas d’ambigiiité. Pour a < 0 cependant, on peut seulement
dire que g est une solution de (3.2). Mais il ne s’agit pas de n’importe quelle solution : avec
les notations du paragraphe précédent, on a o = —%(%Cu ol u est la solution entropique de
I'équation de Burgers. En effet, u est la limite de u® dans LELY(R), c’est donc une solution
de viscosité, ce qui revient, pour Burgers, a étre une solution entropique.

o Dans tous les cas, on retrouve bien le bon champ de vitesse a[p] défini en (1.7) & la limite
e — 0.

3.1.3 Surconvergence de approximation visqueuse

On se concentre, dans cette section, sur le phénoméne de surconvergence a ’ordre 1 par rapport
au coefficient de viscosité ¢ de I'approximation visqueuse d’une loi de conservation, lorsque le flux
est strictement convexe.

Au-dela de son intérét intrinséque, nous nous étions posé la question de la convergence a
lordre 1 dans I'espoir de démontrer rigoureusement les observations de convergence a 'ordre 1 au
lieu de l'ordre 1/2 attendu lorsque les solutions sont peu réguliéres, de schémas de type upwind ou
Lax-Friedrichs pour ’équation de Burgers ou pour I'équation d’agrégation avec potentiel singulier
(voir [54] ainsi que la sous-section 2.2.4). Grossiérement, nous nous basions sur I’heuristique
suivante : pour I’équation d’advection a vitesse constante, disons d;u + ad,u = 0 avec a > 0, il
est connu ! que le schéma upwind classique est consistant a l'ordre 2 avec 1’équation d’advection
visqueuse suivante ou la viscosité est de 'ordre de Az (sous CFL hyperbolique) :

Oru + adyu = (Ax — alAt)Oppu. (3.9)
1. C’est d’ailleurs un moyen de retrouver la condition CFL : le coefficient de diffusion de 1’équation ci-dessus
est positif si et seulement si aA—AZt < 1. Voir par exemple [88].
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Si 'on savait montrer par exemple que 'approximation visqueuse convergeait a ’ordre 1, c¢’est-
a~dire |u(t) — u®(t)||;1 < C(t)e, on pourrait écrire, en notant @ la solution de (3.9) (qui dépend
donc de Az) pour la donnée initiale 4™ et ua, I'approximation donnée par le schéma upwind :

Ju(t) = uas(®)pr < Jult) = @) + |a(t) — uas(®)lr < Ct)(Az + Az?),

ce qui permettrait de traiter rigoureusement la surconvergence numérique du schéma upwind
pour I’équation de Burgers. La propriété de consistance du schéma & 'ordre 2 avec une équation
visqueuse étant vraie pour n’importe quel schéma monotone (cf. théoréme de Harten-Hyman-Lax
cite), on aurait pu espérer étendre ce résultat a toute la classe des schémas monotones.

break

Parmi les résultats existants, on peut citer ceux de Tang et Teng [119] et Nessyahu et Tadmor
[101] notamment (voir aussi [103, 117, 93|).

Les résultats les plus forts sont ceux de Tang et Teng [119] qui concernent des solutions
réguliéres par morceaux, et présentant un nombre fini de chocs et de raréfactions. Essentiellement,
la vitesse de convergence obtenue est O(g|lnel|) et peut étre améliorée en O(g), uniformément en
temps, pour donnée décroissante.

Regardons seulement un cas trés simple, a savoir le probléme de Burgers associé & une donnée
initiale « marche » décroissante :

dont la solution entropique est donnée par u(t,xz) = Hy (t/2 — x). L’équation avec viscosité :

u?
oru + 613 = €021,

x—t/2
3
0 et qui est centrée en 0. On a, par scaling d’une part car u et v* sont toutes deux fonctions de

x—et / 2, et par la propriété de contraction L' de I’équation visqueuse d’autre part? :

admet une solution onde progressive v¢(t,x) := v ) avec v(—0) = 1, v(+00) = 0, v'(+©) =

Ju(®) = @)1 < [u®) — 0" @)l + [0°(F) —u*(B)] 10

«

' h
scaling contraction L!

< ellug —vl|p1 + [v°(0) — w(0) |p1, puis, & nouveau par scaling
——
=ug

< 2¢flup — v 1.

Dans le cas général, I'idée de Tang et Teng est de construire une solution auxiliaire v* en
remplagant chacun des chocs que présente u par une solution onde progressive adéquate. La
vitesse de convergence obtenue est, lorsque ug est réguliére par morceaux et qu’il y a un nombre fini
de chocs futurs, O(e|Ing|), et méme O(g), uniformément en temps, pour des données décroissantes.

Nous avons tenté de simplifier la preuve de [119] dans des cas particuliers, par exemple une
somme finie de N masses de Dirac pour 'agrégation, c’est-a-dire N sauts décroissants séparant
N + 1 états constants, sans y parvenir.

2. voir la proposition 77, point (2)
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3.2 Limite non visqueuse pour ’agrégation : le cas général

Résumé. La section qui suit est une version légérement augmentée de 'article Vanishing
viscosity limit for aggregation-diffusion equations écrit en collaboration avec Frédéric Lagoutiére et
Filippo Santambrogio. On y prouve, sur tout l'espace et en dimension quelconque, la convergence
uniformément en temps en distance de Wasserstein de ’approximation diffusive dans le cadre des
potentiels Lipschitziens et on fournit une estimation en O(4/¢), ot € est le coefficient de diffusion,
lorsque le potentiel est A—convexe. On étend ce résultat & une certaine classe de potentiels
répulsifs et on prouve des estimations de convergence optimales des états stationnaires vers la
masse de Dirac sous des hypothéses d’uniforme attractivité du potentiel.

3.2.1 Introduction

This paper addresses the vanishing viscosity limit € — 0 for the following aggregation-diffusion
problem on the whole space R, in any dimension d (probably all the analysis could be performed
on a bounded domain with homogeneous Neumann boundary condition) :

010" + V- (a[0°]0%) = eAp®, (3.10a)
alo’] = —VW = ¢, (3.10D)
¢(0,) = 6, (3.100

where ¢ > 0, W : R? — R is a given interaction potential and the sequence of initial data (05)e>0
belongs to Pa(RY) the set of probability measures with finite second order moment, and converges
as € goes to 0 towards a given o™ € Py(RY).

Equation (3.10a)-(3.10b) is often used in population dynamics to describe the collective
motion of a population subject to Brownian diffusion and interacting through the interaction
potential W. The term VW # ¢°(x) models the combined contribution of the interaction of a
particle located at point & with particles at all other points. These equations appear in several
applications arising from physics and biology to model, for instance, swarming, chemotaxis, crowd
motion, bird flocks, or fish schools, see, e.g., [95, 27, 125, 124, 45, 73]. The potential W depends on
the model we consider. For example, the celebrated parabolic-elliptic Patlak-Keller-Segel model
[82, 81] for chemotaxis with an adequate set of parameters corresponds to the aggregation-diffusion
equation in dimension d = 2 for the logarithmic potential W (z) = & In(|z|).

In this work, we assume that the interaction potential W satisfies the following properties :
(A0) For all z € RY, W(z) = W(—z) and W(0) = 0,
(A1) W e CH(RA[0}),
(A2) W is ax-Lipschitz continuous, for some constant aq, = 0.
In addition, some of our results only hold under one of the following supplementary assumptions :
(A3) W is A—convex for some A < 0, that is, z —> W (z) — 3|z is convex,
(A4—p) There exists a constant C' > 0 such that, for all z € RY, VIV (x) -2 = C|z?,

where p > 1. Potentials satisfying assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3) but not differentiable at the
origin are often referred to as pointy [36, 43, 90].

Remarque 3.4. Note that assumption (A2) is incompatible with assumption (A4—p) whenever
p > 1. This is the reason why we only consider A < 0 in (A2), since (A2) with A > 0 implies
(A4-2). Still, when studying well-posedness of inviscid aggregation equations, the case A > 0 can
be tackled considering compactly supported data for, in that case, the support decreases in time
(see [43] Theorem 2.1 and [31] Remark 2.14). When ¢ > 0, it is not clear however that we can
reproduce this argument.
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When the potential is pointy, finite time blowup of weak solutions occurs [6, 7| for the inviscid
problem :

dro + V - (alo]e) = 0, (3.11a)
alo] = —VW =, (3.11D)
0(0,) = ™, (3.11c)

After blowup time, the solutions being possibly singular measures, the product a[g]o is no
longer well-defined. For A—convex potentials, the continuation of weak solutions valued in Py (R%)
has therefore been studied through three different approaches : gradient flow solutions in the
Wasserstein space [31], duality solutions & la Bouchut-James |70, 73] in one dimension of space
and Filippov solutions 36, 90]. These notions of solutions turn out to be equivalent to that of
solutions in the sense of distributions provided the velocity field a[p] is replaced by :

alo](z) = - ) VW (z — y)o(dy). (3.12)

Our objective in this paper is to study the convergence of the viscous solutions (o).~ towards
such a weak measure solution to (3.11). When W is A—convex, these asymptotics had previously
been mentioned in [33], where the authors explain how to use the techniques for the I'—convergence
of gradient flows developed by Serfaty in [113]. Our method basically relies on the same arguments
which actually do not require the A—convexity of the potential but only its Lipschitz continuity —
along with the standard assumptions (A0)-(Al). Starting from the so-called Energy Dissipation
Equality (EDE) for the viscous problem 3.10, we prove lower bounds of lower semicontinuity-type
on each term of the EDE. This amounts to verifying the assumptions of Theorem 2 in [113]; if,
in addition, the initial data is well-prepared, then we meet all the hypotheses of this theorem.
However, we deliberately pass to the limit by hand, so as not to invoke abstract gradient flow
arguments. Therefore, our proof is self-contained for the reader with minimal background regarding
optimal transport. In particular, in our Theorem 3.5 we recover, at the limit € — 0, the right
definition of the velocity field for (3.11) as defined in (3.12).

We generalize this result in Corollary 3.1 to arbitrary Po(R?) initial data converging in
Wasserstein distance towards the initial datum ¢ of the inviscid problem, when W is, in
addition, A—convex. This is done by smoothing out the initial data and estimating the distance to
the modified solutions at time ¢, which is possible since the interaction energy is A—geodesically
convex. We then provide a convergence rate based on the differentiation formula of the Wasserstein
distance between two absolutely continous curves on the Wasserstein space. Note that, for the
Newtonian potential, the vanishing viscosity limit had been established in [41] in dimension d > 2
and up to the time of existence of weak solutions in L' n L® but, to the best of our knowledge,
without convergence rates.

This article is structured as follows. We recall in Section 3.2.2 some useful results and definitions
regarding optimal transport and functionals defined over the Wasserstein spaces.

In Section 3.2.3, in the framework of Lipschitz potentials, we begin with the general convergence
result of the diffusive solutions (¢%)c~¢ towards a solution g to the inviscid problem (3.11) for
well-prepared initial data. We then relax some of our assumptions on the initial data and focus
on A—convex potentials, for which we prove that convergence still holds for arbitrary initial
data (0§)->0 converging towards ¢. We then prove that convergence occurs at rate O(y/z) in
Wasserstein distance. We give, in addition, an alternate proof based on the convergence estimates
of an upwind-type scheme for the inviscid problem due to the first author with Delarue and
Vauchelet [42, 43].

In Section 3.2.4, we show that convergence (without convergence rate) still holds, up to an
extraction, for repulsive potentials that behave like W (x) = —|z|. The idea is to estimate, as in
the A—convex case, the distance between solutions associated with smoothed out initial data and
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solutions associated with a fixed initial datum ™. This is done by differentiating the Wasserstein
distance between solutions and proving appropriate estimates on the aggregation velocity field
using an additional integrability assumption on V2W.

Section 3.2.5 is devoted to the study of the stationary problem and, in particular, we provide
higher convergence rates for the viscous steady states towards the unique steady state of the
aggregation equation, that is, up to translations, the Dirac mass, when the interaction potential
satisfies the key assumption (A4-1) but is not necessarily Lipschitz continuous. Under assumption
(A4—p) for an arbitrary p > 1, estimates are also obtained and proved to be sharp for p = 2.
We eventually illustrate our convergence results in Section 3.2.6 and observe all the proven
convergence rates.

Acknowledgments : The authors are indebted to Benoit Fabréges for his help with the
numerical code. F'S acknowledges the support of the Lagrange Mathematics and Computation
Research Center project on Optimal Transportation.

3.2.2 Preliminaries
Notations

We denote by C(R?) the space of continuous functions from R to R, and by Co(R?) (resp.
Cy(RY), C.(R?)) the subspace of continuous functions vanishing at oo (resp. of bounded continuous
functions, of continuous and compactly supported functions). We also denote by My(R%) the
space of Borel signed measures with finite total variation, equipped with the weak topology
o (My(RY),Co(RY)). For a sequence (0n)neny € Mp(RDN and o € My(R?Y), we denote the weak
convergence of (9, )nen towards o by o, n_i;oo 0.

For 9 € My(R?) and r € [0, +0), we also denote by M,(p) the r—th moment of g, given by

M, (0) = §ga |z|"0(dz), where | - | is the Euclidean norm. For o € M;(R?) and Z a measurable
map, we denote by Z4po the pushforward measure of ¢ by Z, which satisfies, for any ¢ € Cy(RY),

J o(x) Zyoldr) = j #(2(x)) o(dz).

Note that, in the above equality as in the whole article, whenever the integration domain is not
specified, the integrals are considered over the whole space (which is R? here). If 1 € My(R?) is a
positive measure, we also note ¢ € p whenever p is absolutely continuous with respect to u.

We call P(R?) the subset of M;(R%) of probability measures and we denote, for p € [1, +-0),
Pp(R?) := {0 e P(R?), My(0) < +0}. For p,v € Py(R?), we define the Wasserstein distance of
order p between p and v by (see [1, 112, 128])

W,(u,v) = inf {ﬂp«—yv’ (dz dy)}l/p (3.13)

~vel (u,v)

where T'(p, ) is the set of measures on R? x R? with marginals x and v, i.e.

Din,v) = {r € PR < RYs Ve e CoRY, [ €@)r(do.dy) = [ ol

fg Y(d, dy) = Jg }

Any measure that realizes the minimum in the definition (3.13) of W), is called an optimal plan,
and the set of optimal plans is denoted by T'g(p, 7). The space P,(R?) equipped with the distance
W, is called Wasserstein space of order p and denoted W, (]Rd).

We recall that the Wasserstein distance W), metrizes the weak convergence of measures in the

sense that, for (on)nen € Pp(RHN and o € P,(RY), W, (0n, 0) - 0 if and only if g, —*J; 0
and M, (on) - Mpy(0) (see [128], Theorem 7.12).
n——+0o0



80 Chapitre 3. Approximation visqueuse

1 1
We shall also denote the conjugate exponent of p by p' € [1, +00] defined by — + — = 1, with
p p

the usual convention 1’ = 400 and oo’ = 1. For a € R, the positive and negative part of o are
denoted by at := max(0, @) and o~ := max(0, —«). With that convention, both a™ and o~ are
always nonnegative.

Throughout this paper, we will use the same notation C' to denote any positive constant.

Curves and functionals over the Wasserstein space

Let p € [1,4+0o0) and T' > 0. We call curve on the metric space W, (R?) any continuous function
0€C([0,T], W. (Rd)) We say that g is an absolutely continuous curve if there exists b € L'([0,T7)
such that W, (os, ot) S b()dr for every 0 < s <t < T, and we denote AC([0,T], W,(R%)) the
set of absolutely continuous curves on W,(R?). We also define for ¢ € [0, 7], the metric derivative
of o at time ¢ as :

Wp(0t+h, 0t)
5 .

If o is a Lipschitz curve on W,(R%), then the above limit exists for a.e. t € [0,7]. Now, up to a
reparametrization in time, any absolutely continuous curve can become Lipschitz continuous and
therefore admits a metric derivative for almost every time.

The fundamental property of absolutely continuous curves in W,(R?) is the link with a
continuity equation :

=1 3.14
’Qt‘ hli% ( )

Théoréme 3.2 ([1], Theorem 8.3.1). Let p € (1,+) and T > 0. Let o € AC([0,T], W,(R%)).
Then, for a.e. t € [0,T] there exists a vector field vy € LP(g;,RY) such that :

o the continuity equation 0o + V - ov = 0 is satisfied in the sense of distributions
o for a.e. t € [0,T], [[vellpr(o,) < l0}!-

Conversely, if we take a curve o € C([0,T], W,(RY)) such that, for each t € [0,T], there exists a
vector field v, € LP (g, R?) with Sér [vell Lo (o) dt < +00 solving the continuity equation dy0+V - gv =
0, then o € AC([0,T],W,(R?)) and for a.e. t € [0,T], we have |g;| < [ve|Le(o)-

As a consequence, the velocity field v introduced in the first part of the statement actually
satisfies vi] 1o (o) = |0t] for a.e. t € [0,T].

We now recall the definition of the first variation of a functional defined over probability
measures.

Définition 3.1. Let F': P(R?) — R U {+mw}. Assume that o € P(R?) is such that :
Vo€ [0,1], Ve P(RY) A LPRY), F((1—0)o+ du) < +0o0,

then we call first variation of F' at o, denoted %(9), any measurable function g such that :

dF(o+ 6x) B J
s ’5:0 = | 9dx;

whenever x = p — o for some € P(RY) n LL(R?), where L¥(RY) denotes the set of compactly
supported functions in L°(R®). If it exists, the first variation is defined up to an additive constant.

We now introduce two functionals that are essential to our study, the interaction energy W

and the entropy U, defined on P(R%) by :

f W(x —y)o(dz)o(dy), (3.15)

U(o) = { oln(p), if o « Leb (3.16)

400 otherwise,
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where Leb is the Lebesgue measure on R%. Note that, under assumption (A2), the interaction
energy W(p) is finite whenever p € P;(R%). For € > 0, we shall also define the energy functional
as ¥ = W + eld. One can easily show that %(g) =W % p and %(g) =Inp+1.

A key point in our proofs will be the lower semicontinuity (l.s.c) of the above functionals so
that minimization arguments apply.

Lemme 3.1.

(1) If W is I.s.c on RY and bounded from below, then the interaction energy W is ls.c for the
weak convergence.

(2) If W is Lipschitz continuous, then the interaction energy W is Lipschitz continuous for the
W1 distance.

Démonstration. Let us recall from [112], Proposition 7.2. that if V : R? x R — R is l.s.c and
bounded from below, then the functional o € P(R?) — fj V(x,y)o(dz)o(dy) is l.s.c for the

weak convergence of measures. This proves the first claim.
For the second claim, we will prove

IW(0) —Wu)| < Lip(W)Wi (o, ).

Indeed, we can write W(p) = % §(W = 0)do, so that we have

Wie) = Win) = 5 [(W = hdle— )+ 5 [(W s (4= o)
We then use
‘ J(W *0)d(0 — u)’ < Lip(W * 0)Wi (o, 1)

together with Lip(W = ¢) < Lip(W), and

(W s (1 —0)) ()] = ’ JW(SC —y)(o— M)(dy)‘ < Lip(W(z —-))Wi(e, p)

together with Lip(W(x — -)) = Lip(W).

The following lemma is proven in [111], Proposition 2.1.

Lemme 3.2. There exists a constant C only depending on d such that the entropy functional U

satisfies U(o) = —C (M (0)"? + 1). Moreover, if (0n)n € P(R?) is a sequence weakly converging

towards some o € P(RY) such that Mi(o,) is bounded, then we have U(o) < limJiran/{(gn).
n——+00

In particular, this means that the entropy is l.s.c for the W, distance for all ¢ = 1.

In order to obtain convergence of the moments of a weakly converging sequence of probability
measures, we will often make use of the following lemma :

Lemme 3.3. Let 1 < p < +0 and (gn)nen be a sequence of probability measures in Py(R?)

weakly converging towards o € Pp(Rd) as n — +00. Assume that, for some constant C > 0, we

have for alln e N, My(o,) < C. Then, for all g € (0,p), My(on) - M,(o). In particular, if
n——+0o0

p > 1 then (on)nen converges towards o in Wy distance for all g € [1, p).

Démonstration. For R > 0, we introduce a nonnegative cut-off function ng € C.(R% R) equal to 1
on B(0, R). We write :

f 2]9n (dx) = f (2] () on(d) + f 291 — ng(@)en(dx),  (3.17)
Rd R4 Rd\B(O,R)
< fRd ]m‘an(x)Qn(dx) + JRd\B(oyR) ]x‘qgn(da:). (3.18)
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Firstly, z — |z|9ng(x) € Co(R?), therefore the weak convergence gy, i;r o0 ensures that the
n—-+00

first term in the above inequality converges to {4 [#|9nr(x)o(dz) as n — +00. Now, My(0) <
+00 since My,(p) < 400, hence, using Lebesgue’s dominated convergence theorem, we have

Sra lzl*nr(2)e(de) —  {galel?o(dz).

Besides, the uniform bound on the p—moment of p,, ensures that the second term converges to
0 as R — +0o0 uniformly with respect to n. Indeed, using a Holder inequality with the exponents
(£, 55,), we have :

p—

|70, (dz) < My(0,)"7 0n(RN\B(0, R))' 7" < C70,(RN\B(0, R))

R4\ B(0,R)

Moreover, one has RPo,(RNB(0, R)) < S]Rd\B(O R [2[Pon(dz) < Mp(on) < C. Combining these
inequalities and plugging it into (3.17) then gives :

q q
| lelteatdo) < [ lattmn(o)onde) + 7.

Passing to the limg_, ;o limsup,,_,, ., we obtain :

timsup [ Joftg,(do) < | [alte(de).

n—+o JRd R
Since & — |z|7 is Ls.c and bounded from below, the functional o — M, (p) is Ls.c for the weak
convergence. Hence, (g4 |2|%0(dz) < liminf, o (g4 2|90, (dx), which concludes the proof. [

We also have, as a corollary of the previous lemma, a compactness result :

Lemme 3.4. Let 1 < p < +00 and (0n)nen be a sequence of probability measures in Pp(R?) such
that My(or) is uniformly bounded with respect to n. Then, there exist a subsequence of (0n)nen
converging towards some o € Pp(RY) in W, distance for all q € [1,p).

Démonstration. As a sequence of probability measures, (9, )nen converges weakly towards some
0 € My(R?). Now, the uniform bound on M,(g,) implies tightness on (o )nen, hence it converges
narrowly towards g and therefore p is a probability measure. We can then use the l.s.c of the
p—th order moment to deduce that M,(¢) < 400. Lemma 3.3 finally gives convergence of (0, )nen
towards o in W, (R?) for all g € [1,p). O

We finally define one last functional that will be useful in our proofs. Let p € (1, +o0). We set
K, = {(a, b)eR xR [a+ Ll < 0} and, for (t,z) € Ry x RY,
%t‘fﬁ, if t >0,
0, ift=02=0,
+00, ift=0,2#0.

fp(t7 .%') =

Then, for X a measurable space and for (g, E) € My(X) x My(X)%, we define the p—Benamou-
Brenier functional by :

B, (0, E) — sup Uadg + Jb CdE; (a,b) € Cy(X, Kp)} .

The Benamou-Brenier functional satisfies the following properties (see [112], Proposition 5.18) :

Lemme 3.5.
(i) By is conver and Ls.c on P(X) x M(X)? for the weak convergence,
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(1t) If o and E are absolutely continuous with respect to a positive measure p, then By(o, E) =

§ folo, E)dp,
(11t) By(o, E) < +o0 only if E < o,
(iv) In that case, if we denote by v the density of E with respect to o, that is E = v, then

p
S,
p

We also have the following symmetrization lemma, which we will repeatedly use for V = VIV :

Lemme 3.6. Let V be a bounded odd vector field on R, g € P(R?) and v a vector field on RY
such that v - (V = o) is integrable with respect to . Then, one has :

[ v@)- v+ o@etdn) = 5 [ Ve =) vla) - o)) etdn)etdn).

Démonstration. Using the fact that V' is odd, we can write thanks to the change of variables

o J]V@—y%v@>< If oy el

Therefore, taking the half sum of the two quantities above :

[v@)- = oywpetar) - f | V=) vie)etde)otay)

(H =) st [[ Ve oanoan)

3 JJV((L' —y) - (v(@) —v(y))o(dz)o(dy).

O

We finish with a computation of the derivative of W along a curve satisfying a continuity
equation :

Lemme 3.7. Let o be a curve on P(Rd) that solves in the weak sense 0o + V - ov = 0 with
ve € L%(g;) for a.e. t € [0,T] and SO |2 oyt < +00. Then :

Ve 0.T], Wler) — Wieo) = fo f(ﬁv*gswsdgs. (3.19)

Démonstration. Let (W?)s= be an approximation of W such that W9 e C'(R%), W? o W
uniformly on R%, W9 is even, VIW? is bounded by ay, and VW9 = VW pointwise on R%\{0}.

We necessarily have VI¥?(0) = 0 for all § > 0 and therefore VI¥/? o W pointwise on R
On the other hand, for § > 0, since W? € C*(R%) and W? is even, we have, for t € [0,T] :

;f W§(w—y)9t(d$)9t(dy)—;J W (z—y)eo(dz) oo(dy) = JO f VW (z—y)-vs(z) 0s(dx) 05 (dy)ds.

(3.20)
Now, we can bound the integrand on the right-hand side writing |VIW(z — y) - vs(2)| < awp|vs|.
Noting that we have

t t T ) 1/2
[vs(@)los(dw)os(dy)ds = | [vslpr(pyds < VT (| osl3ads) < +o0,
0 0 0 ¢

we can then use Lebesgue’s dominated convergence theorem w.r.t os(dx)os(dy)ds to get that the

t
right-hand side in equation (3.20) converges to J f VW (x —y) - vs(z)os(dz)os(dy)ds, which is
0

t
equal to f J (VW # 05) - vsdps. The uniform convergence of W towards W ensures convergence

0
of the left-hand side, which concludes the proof. O
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Preliminary results

We recall the following result of existence of a characteristic flow and well-posedness of
measure-valued solutions to (3.11) :

Théoréme 3.3 (|31] Theorems 2.12 and 2.13, [36] Theorems 2.5 and 2.9). Assume W satisfies
hypotheses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) and let o™ be given in Po(R?). Then, there exists a unique
solution ¢ € C([0, +0), Wo(R?)) satisfying, in the sense of distributions, the aggregation problem
(3.11) where alp] is replaced by a[o] as defined in (3.12).

This solution may be represented as the family of pushforward measures (oy := Zy(t, ) 20" )i=0
where (Z,(t,-))e=0 is the unique Filippov characteristic flow associated with the one-sided Lipschitz
velocity field a[o]. Besides, if 0 and u are the respective solutions to (3.11) with o™ and u'™ as
initial conditions in Po(R?), then, for all t = 0,

Wa(or, ) < e MWa(o™, ™). (3.21)

In [35], Carrillo, Gomez-Castro, Yao and Zeng proved the following well-posedness and
regularity Theorem for aggregation-diffusion equations with Lipschitz symmetric potentials.
They prove existence and uniqueness through a fixed-point argument and regularity applying a
bootstrap argument in adequate fractional Sobolev spaces. The solutions they define are mild
solutions, which are stronger than our definition of solutions, which is in the sense of distributions.
We recall the definition of the heat kernel used in the mild formulation :

1 _lz=?
Gi(x) = 7(47rt)d/2€ i
Théoréme 3.4 ([35], Theorems 1.1, 2.1 and 2.2). Assume that W satisfies assumptions (A0)-
(A1)-(A2). Let ¢ > 0 and of € P(RY).
(1) For all T > 0, there exists a unique solution o° € C([0,T], P(R%)) to the aggregation-diffusion
problem (3.10) in the sense that :

t
Ve [0,T], o = Gu* of + f (VG.isy) * (VIV # 05)o) ds.
0
(2) This solution is actually a classical solution that belongs, for all T > 0, to C((0,T], W*P(R9))
for all k € N and p € [1,+0] in the general case, and to C((0,T], WP(R%)) for all s = 0
and p € [1,+o0] if we assume that g € W*P(R).

Remarque 3.5. In [35], the authors state the second item of the above Theorem under the
assumption that W € WH®(R?) and assuming that the initial datum belongs to L (R?) with
total unit mass instead of P(R%). It seems to us that W e L® is only required to obtain sharp
decay of the energy functional and that the L' assumption on gf is only useful to simplify the
notations.

In the above Theorem, we actually have ¢f € C([0, +oo[, Wa(R?)). Indeed, as we will see in the
proof of our Theorem 3.5 (see equation (3.29)), 3-Holder continuity in time follows automatically
from a uniform bound with respect to t € [0,T"] on M(pf). This in turn comes from the following
computations, where we use, first, integration by parts, and, second, the symmetrization Lemma
3.6 :

d

M) = [1aPorci = [1eP - (VW gi)ef) + ¢ [ laPbgi = =2 o+ (VW s gi)dei + 224,

2 f £ (VW * g)dgf = f VIV (@ —y) - (& — 4)65 () (dy) < 200 My () < 2a0y/ Ma(25).

d
We thus get %Mg(gf) < 2a004/ M2 (05) + 2ed which implies, using a nonlinear Grénwall Lemma,
that Mas(pf) is bounded over a finite horizon.
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We finish by mentioning the special case of the dimension d = 1, with potentials of the form
W(z) = alz| for a € R\{0}, for which the vanishing viscosity limit can be obtained using the
correspondence with Burgers’ equation. Indeed, let us set, for € = 0, u®(t,x) = a(l — 2f5(t)),
where f€(t) is the cumulative distribution function of gi. One can show that p° solves (3.10a) if
and only if u® solves the viscous Burgers equation :

(u)?
2

pu® + Oy = £0zu°%, (3.22)
and, similarly, g solves the aggregation equation (4.2a) with the correct velocity field a[o] if and
only if u solves Burgers’ equation (see [16, 55, 72]). Using the fact that, in dimension d = 1, we
have the representation W1(of, 0t) = | f*(t) — f(t)| L1 (r) and combining with Kuznetsov’s estimate
hereafter for the viscous Burgers equation (see [86]) :

[u () = w(®) L) < OTV (uo)Vet,
where C' is a positive constant, we deduce the following proposition :

Proposition 3.4. Assume d = 1 and W (z) = a|x| for some constant a € R\{0}. Let 0™ € Py(R),
set 0§ = 0™ for all e > 0 and let (¢°)c=0 be the sequence of weak solutions to (3.10).

Then, for all T > 0, (¢°)e=0 converges in W1 distance and uniformly on [0,T], towards a
solution g € C([0,T], Wa(R)) to (3.11) with the velocity field a[o] being replaced by alo] as defined
in (3.12). More precisely, we have :

vte [0,T], Wi(ef,o0r) < Cet,
where the constant C' > 0 depends on as only.

In the case of one initial Dirac mass 0" = &y, one can even obtain convergence of o° towards
o at order 1 with respect to € using simple scaling arguments. The initial data to the Burgers
problem is u™ = 1 — 2H(x), and the solution to the inviscid Burgers problem is stationary,
given by u(t) = u™. One can also show that there exists a stationary solution to equation (3.22)
of the form v¥(t,z) = V(%), with V(—w) = 1, V(4+%) = —1 and V'(+c0 = 0). We then have
using a contraction property of the viscous Burgers equation and the stationarity of v* and u :

i (5) v (Efer < |

which gives W1 (of, 0r) < Ce with C' > 0 independent of time. This result can be extended to the
case of a finite sum of Dirac masses as initial datum, using the arguments of Teng and Zhang
[121] to compare shocks with traveling waves. We also refer to [117, 119, 122] for generalizations
of this result.

LI Vg

)
<

"

<fwnt=v=(0)] 1 =[v=(0)—u™*| 1

o () = w(®) s < [0 (8) = v (O + [o* () ~ ()]s <2 |

3.2.3 O(c'?) convergence rate when the potential is \—convex

In this section, we assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3).

Method 1 : computing %W;(gi,gt)

So as to make integration by parts rigorous, we actually compute %Wg(gg, Qf ) for £,0 > 0 so
that ¢f and o’ are regular (see Theorem 3.4), and then we let § — 0. We therefore need to know
that gf converges in the sense of measures towards o;.
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Step 1 : Convergence in C([0,7], W;(R?)) without convergence rate for W satisfying
(A0)-(A1)-(A2)

Let T > 0 and let ¢° € C([0,T], W2 (R%)) be the solution to the aggregation-diffusion problem
(3.10) on [0,T] x RY, as given by Theorem 3.4. Let us denote v° = —VW # o° — Vgg so that the
continuity equation 0;0° + V - 0°v° = 0 is satisfied in the sense of distributions. We formally have,
by definition of the first variation and then by integration by parts :

d 0F* 0F*

0F* 2
GE) = | St = | Vo) ke = - [ VU@ g, (323)

(0F)

where, in the last equality, we used the identity %(9) =Wsxp+e(lnp+1) to deduce that vf is

13

)
nothing else than —V 5 (0f). Proving rigorously (3.23) can be made using an easy adaptation

of Lemma 3.7. Integrating (3.23) over time then yields :

Vte [0,T], F(o5) = F*°(0f) J j doSds.

Let us only use this equality as an inequality as it will turn out sufficient for passing to the limit,
SF¢ 2

(05)| as the half-sum = <|U8|2 ‘V— 0%)
do

between the velocity v and the functional F' at the limit € — 0. Thlb way, we recover the so-called
energy dissipation equality (EDE, that we use as an inequality in our paper) :

Vte[0,T], F(of) = J J\val dosds + 5 f J(V(SFE (¢5)

Showing a sort of lower semicontinuity, when ¢ — 0, of each term in (3.24), we will prove that
up to successive extractions, (¢%).~0 converges towards a measure p that satisfies a continuity
equation and an EDE. Combining both, we will prove that ¢ solves the aggregation problem (3.11).
In case the solution to such a Cauchy problem is unique, the whole sequence (¢°).~o converges
towards . This method does not require the A—convexity but only the Lipschitz continuity of
the potential W.

and let us write

> so as to recover a link

d,g’sds (3.24)

Théoréme 3.5. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2). Let o™ € Po(RY), and let
(0°)e=0 be a sequence of weak solutions to (3.10).
Assume that the sequence of initial data (05)s>0 satisfies the following assumptions :

lim sup F*(of) < F(o™), (3.25a)
e—0

Ve >0, Ma(o) < C, (3.25b)

lim Wa( g5, o) = 0. (3.25¢)

E—>

for some constant C > 0 independent of €. Then, for all T > 0, (0°)e=0 converges up to a
subsequence, in W distance and uniformly on [0, T], towards a solution o € C([0,T], Wa(R%)) to
(3.11) with the velocity field alp] being replaced by alp] as defined in (3.12) :

sup Wi (of, @t) =0
te[0,T]

If the solution to (3.11) is unique, then the whole sequence (¢%)e=0 converges towards g.

Remarque 3.6. Note that assumptions (3.25) are automatically satisfied if the entropy U(of) is
uniformly bounded w.r.t € > 0. In case we take o = 0™ this corresponds to ¢ having finite
entropy.



3.2. Limite non visqueuse pour l'agrégation : le cas général 87

The following lemma shows that it is possible to construct such a sequence of initial data :

Lemme 3.8. Recall that o™ is given in Po(RY). For all p > 1 such that o™ € P,(R?) and for
all a € (—1,0), there ezists a sequence (ug)-~o in Pp(RY) satisfying :

lim iélf Fe(u§) < F(o™), (3.26a)
E—>

Ve >0, My(u5) < Ce ", (3.26D)

i W, (1. 0) = 0 (3.260)

where the constant C' > 0 depends on p but not on €. Actually, we can be more specific in (3.26¢) :
Ve >0, W,(u§, o™) < Ce™=".

Démonstration. Let a € (—1,0) and let p > 1 such that o™ € P,(RY). Let (r.)e=0 be a sequence
of positive real numbers to be specified later in the proof. Let n € L? (]Rd) be a nonnegative
function supported on B(0, 1), with unit total mass, such that nlnn and |z|Pn(z) are integrable

on RY. We then set n°(z) = ro dn(£) and p1§5 = n° = "™ Because of the compact support of 7 we

Te
have M, (n° * 0™) < C(My(0™) + M,(n°)) < C, so that, in particular, u§ € P,(R?) for all & > 0.
Firstly, let us choose r. so that eld(n®) goes to 0 as ¢ — 0. Since n° « Leb, we have
U(nF) = {n° Inn®. Therefore, using the change of variables x = roy, one has :

Ur) = rsdfn(:;) In (n%(i)) dr = fn(y) In (r=n(y) ) dy = Jn(y) Inn(y)dy — dlnre.

(3.27)
Based on the above computation, we choose r. = e ~he/e for some posltlve sequence (he)-~o such
that hm he = 0. More precisely, we set he = €1, that is r. = e =" .

Now, using the convexity and the invariance under translation of I, we have U(n® * ¢'™) <
U(1F), and therefore F=(ug) < W(ug§) + eld(n°). Since W is continuous on Wi (R%) thanks to
Lemma 3.1, we just need the convergence u§ — 0™ in W1 (IR?) in order to have W(u§) — W(o™™)
and hence lim._,o W(u§) + el (n°) = W(0™) = F(0™). Then, (3.26a) will immediately follow.

We now use
WE (g, 0™ = WE(n® # 0™, 80 % 0™) < WE(1¥, 60) = M,(n°) — 0,

where the last limit is justified by M,(n°) = r2M,(n) = Ce P=". This proves (3.26b) and (3.26c¢)
since @ < 0, and this in turn proves (3.26a). O

Relaxing assumption 3.25a can only be done under additional assumptions on the potential.
In the case W satisfies assumption (A3), replacing the original initial data of by a smoothed out
initial data p§ that verifies assumptions (3.25) and using the A—convexity of the potential to
estimate the distance between ¢° and the new sequence of viscous solutions u°, we obtain as a
byproduct of Theorem 3.5 the following corollary :

Corollaire 3.1. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let o™ e Py(R?), and
let (0%)e=0 be the sequence of weak solutions to (3.10). Assume that the sequence of initial data
(05)e=0 converges in Wo(RY) to o™ as e — 0.

Then, for all T > 0, the whole sequence (0%)e>0 converges in W1 distance, uniformly on
[0,T], towards the unique solution o € C([0,T], Wa(R%)) of (3.11) with the velocity field a[o]
being replaced by alo| as defined in (3.12).
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Proof of Theorem 3.5. First of all, let us extract frorn (0c)e>0 a converging subsequence. For
e > 0, recall that the continuity equation 0;0° + V - p°v® = 0 is satisfied. Moreover, let us rewrite

ke Vo
equation (3.24) using the identity Vd—( 0) =VW=xp+ e~ and split it into three terms :
1% 0

welot), ) > ry [ [lepagasey [ [ oo agas = rrvas s

(3.28)
Note that, if Ms(gf) is uniformly bounded, then 77 is uniformly bounded from below thanks
to the estimate in Lemma 3.2. In that case, using the fact that 75 is nonnegative and the fact
that F°(gf) is bounded from above thanks to assumption (3.25a) on the initial data, we can
deduce that So §|ve |2doSds < C for some constant C' > 0 independent of € and t. In particular,
for all t € [0,T], v§ € L?(of) and So §|vE[2doSds < +oo. Using Theorem 3.2, we obtain that
o° € AC([0,T],W2(R%)) and that its metric derivative exists and is bounded by the L? norm of
vg 1 (0%)s] < |05l L2 (e for all s € [0,T7]. We deduce the following bound, that is uniform with

S
respect to €, by integration over time :

T
f (¢°),2ds < C
0

Then, using a Cauchy-Schwarz inequality, we get :

t
VO<s<t<T, W2<Q§,g§)<f|( dr < f| s < T =5), (3.29)

which gives equicontinuity of (0%).~¢ in Ws distance (and therefore in W7 distance). If we still
assume that Mas(0f) is uniformly bounded, then the set {of, ¢ > 0} is relatively compact in
Wi (R?) in virtue of Lemma 3.4. We can therefore apply Ascoli-Arzela theorem in the space
C([0,T], W1 (R%)) to extract from (¢f).~0 a subsequence converging in Wi (R?), uniformly in
t € [0, T], towards some g € C([0, T], W1 (R%)). We still denote this subsequence (¢).~¢. Moreover,
the L.s.c of the W5 distance along with the weak convergence of ej*:O o¢ for all t € [0, T] allows to

pass to the lim iglf in (3.29) to show that o € C([0,T], W2(R%)). The limit ¢ is actually 1/2—Hdlder
E—>

in time and satifies the same estimate as ¢° :
VO<s<t<T, Waloo0s) <AVC(t—5).

Let us come back to the boundedness of My(of). This bound can actually be obtained from
inequality (3.28). Indeed, from (3.28) and assumption (3.25a), we get, since 75 > 0 :

f J |v5 [Pdoids < (3.30)

Let us show that the second term controls Ms(of) if ¢t € [0,T]. Differentiating Ma () in time
and integrating by parts, we have :

d 1/2
GM(eh) =2 [ (i) < 23000 ([ iPag)

using Cauchy-Schwarz inequality. Applying a Gronwall Lemma, this implies, for all ¢ € [0, T1],

" 1/2 " 1/2
Ma(f)'? < Ma(gf)"? + f (f |v§|2d@§> ds<M2<ga>l/2+ﬁ(f | |v§|2d@§ds> ,
0
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where we used Jensen’s inequality w.r.t the measure %. Finally, we get :

t
1
[ [ steacs = 7 (atateh) ~ vt

Plugging this inequality into (3.30) and using the estimate in Lemma 3.2 one obtains :
1

— 0o Ma(05)V? — e(Ma(5)* + O) + 5T

(Ma(0f) — Ma(ef)) < C,

which provides a uniform bound on Mas(f).

The point is now, for every ¢ € [0,T], to show Ls.c of each term 17, i = 1, 2,3, with respect to
the W, convergence of (0f)e>0 towards g; that we just proved.

x Dealing with 77 = F¢(¢f).

Using Lemma 3.1, the Wj—convergence of (¢f):->0 towards ¢; ensures that lin% Wi(o;) = W(or).
E—>
Besides, thanks to Lemma 3.2, we have for the entropy lim i(])afl/{ (0f) = U(pot), and we deduce in
E—>
turn lim i(l)nf eU(p;) = 0. Therefore :
E—>
lim i(l)qf Fe(07) = F(o4).
£—

. . € 1 ! 12,7 €
+ Dealing with T5 = 5 [vE|“dosds.

For € > 0, letting £ = ¢°v°, a Cauchy-Schwarz inequality shows that the total variation of
EF is uniformly bounded with respect to € > 0 :

t t 1/2
E((0.6) < &Y = | [ uflagids < v (f | |v§|2dg§ds) < VT,
0 0

Thus, up to another extraction, we can assume that £5 -~ F for some E € My([0,t] x R*)%. Now,

E—>
since ¢ and E¢ are absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on [0, ¢] x R? as
long as € > 0, Lemma 3.5 ensures that 75 rewrites as follows :

t
s = J jfg(gi,Eﬁ)dxds _ By(oF, ).
0

Then the lower semicontinuity of By on My ([0,t] x R?) x M, ([0,¢] x RT)? yields :

limiglf T5 = Ba(o, E),
E—>

which, in turn, implies that By (o, F) is finite and therefore gives the existence of a vector-valued
density v verifying E' = gv. Using Lemma 3.5 (iv), the above inequality rewrites :

1 t
liminf 75 > f J]vsPdgsds.
e—0 2 0

In addition, this transformation also allows to pass to the limit in the continuity equation
0r0° + V - B¢ = 0, which is now linear. Indeed, letting ¢ — 0 in the weak formulation, one easily
gets 0;o + V - (pv) = 0. This shows that the limit density p is still a solution to a continuity
equation, and the link between the velocity field v and the functional F' will be made thorough
when passing to the limit ¢ — 0 in the EDE (3.24).

1t Vi |2
* Dealing with T35 = QJ J‘VW * 05 +e—"| doids.
0 Qs

Vo®
gE

As it is standard when dealing with terms belonging to L?(0%), we set G = (VW x ¢7)0° +£~2¢%,

so that T5 = By (0°, G%).
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We deduce from (3.28) that 75 is uniformly bounded w.r.t , which implies that G* is uniformly
bounded in M, ([0,t] x RY)?. Therefore, up to another extraction, we can assume that G° =~ G

e—0

t
for some G' € My([0,t] x R%)%. Since W is Lipschitz, we have f JIVW % 05|do%ds < axt thus
0

(VW % ¢%)0° is uniformly bounded too in My([0,¢] x R%)<.
As a consequence, the difference EVE o° is also uniformly bounded in My([0,¢] x R?)?. Now,

its limit when & — 0 is 0 in the sense of distributions. Indeed, for ¢ € CP(RY), (eV*, &) =
t

€f fodQs which can be bounded, for instance, by t|VE| L« and therefore goes to 0 as e — 0.
0

We deduce that Evgfg 0° actually converges in the sense of measures towards 0, hence the limit, in
the sense of measures, of G¢ is that of (VW = o%)¢°

T Limit in the sense of measures of (VIV x o%)¢°.

Let € € Co([0,] x R?) and let us consider the duality bracket ((VIWW  ¢%)o%, &) as € goes to 0.
That quantity equals, using Lemma 3.6 applied to the even vector field VW :

f | v@v)¢(s. 006 @ g an)a f [ o (et - €65, exta)gi s

(3.31)
Now, since W is Lipschitz, VW is bounded, therefore the map

(S,J},y) — VW(%’ - y) : (5(37'%') - {(S,y))

is continuous and the weak convergence p*®0° — 0®p (which is equivalent to narrow convergence
e—0

since we deal with probability measures) allows to pass to the limit € — 0 in the above quantity
to obtain :

limf HVW z—y)-£(s, 2)05(dx) 05 (dy)d f UVW z—y)-(&(s,2) — &(5,9)) 0s(dx)0s(dy)ds.

e—0
(3.32)

Note that, until now, the value of VW (0) does not matter. Actually, all the integrals when ¢ > 0
hold w.r.t to the Lebesgue measure and therefore the diagonal {z = y} can be avoided. We
therefore only need VW (z) = —VW (—z) for nonzero z to apply Lemma 3.6, and this do not
impose any value to VIW(0).

Now, to come back to some duality bracket tested against £, one needs to unsymmetrize the
resulting expression by writing :

3 ] YW= co0) e e@nen@nas (333)

- ;UO f VW (@ = y) - (s, 2)0s(dw)os(dy)ds — fo f VW (=) - &(s, y)Qs(dw)gs(dy)ds>

(J HVW T =y) - £, w)os(da)es(dy)ds +J HVW x —y) - &(s,2)0s(dx) os(dy)ds )

- L || 77 - ) g 000 @0 @),

where we used the fact that W(z) = —W(—z) for all z € RY, which now imposes W(O) =0.
Remarque 3.7. These computations could hold against a test function £ that is only Lipschitz
on [0,t] x R? provided VIW(z) < C/|z|'=? for some f > 0. Indeed, the map (s,z,y) —>
VW (z —y) - (&(s,x) —&(s,y)) would be continuous on the diagonal and hence everywhere on
[0,2] x (R%)2. This could provide a way to deal with the non Lipschitz potentials W (z) = |z|®
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for 0 < 8 < 1, that are more singular than the Lipschitz potentials but are still less singular than
the logarithmic potential. However, extra difficulties arise for the limit analysis when W is not
Lipschitz.

We finally get that G = (VW « g)p and therefore Ba(p, G) = 2f J|VW % 0|*dpsds. Using
0
the l.s.c of By we finally get :

L
hm%lng > f J|VW % 052 dosds.
E—> O

* Passing to the lim iglf to recover a limit EDE.
e—
We can now pass to the lim iglf in (3.24) using the assumption (3.25a) for the left-hand side
E—>

to get the following EDE (which, once again is written as an inequality) :

- 1 [t 1 (| — 2
F(le) > F(Qt) + 5 f J|Us|2dé'sd5 + 5 f J‘VW * 05| dosds. (3'34>
0 0

Recall that o still solves the continuity equation d:p + V - pv = 0 in the sense of distributions.
Identifying the velocity v is made through Lemma 3.7 which gives :

t
Ve T) Flo) - Floo) = | (T %00 vdon
0
Since (0§)e=0 converges to both gy and o™ in W;(R?), we have gy = o™
identity into (3.34) then yields :

1 t

|
so that v = —VIW « o = ao] almost everywhere. We deduce that p solves the aggregation
equation (3.11) in the sense of distributions with the correct velocity field a[p], which concludes

the proof. Incidentally, the identity v = VW o confirms that the limit EDE (3.34) is actually
an equality. O

. Plugging the above

— 2
vs + VW % 04| dosds < 0,

Proof of Corollary 3.1. We now come back to the case of arbitrary initial data gf i.e. we do not

assume anymore that assumptions (3.25) hold. However, we still assume that Wa(of, 0™) — 0

e—0
and in addition, we now assume W to be A\—convex.

Let (1§)e=0 be a sequence of smoothed out initial data for which Wa(ug, 0

the assumptions (3.25) hold on (1§)->0. We denote by p° a solution to (3.10) for the modified
initial data u§. Applying Theorem 3.5, we know that u° converges in C([0, 7], W1 (R?)) towards
o solution to (3.11) as € — 0, up to a subsequence. But since W satisfies the assumptions of
Theorem 3.3, such a solution is unique and we deduce that the whole sequence ().~ converges
towards o.

It remains to show that Wa(of, uf) goes to 0 as ¢ — 0 by estimating this quantity thanks to
the A—convexity of W :

Lemme 3.9. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let o, € Po(RY) and
denote (¢, 1) a pair of Kantorovitch potentials from o to u for the quadratic cost c(x,y) = %\:ﬁ—y\Q.
In addition, we assume that o or w is an absolutely continuous measure. Then,

) — () and
e—0

| v+ alolde s [ 96 -aluldn < AW (0.0 (3.35)

Remarque 3.8.
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(1) In particular, we recover the last estimate in Theorem 3.3 : if o, u € AC;,c([0, +00), Wo(R%))
are solution to (3.11) with initial data o™, ™ € Py(R?) and if g; or i is an absolutely
continuous measure, the following inequality holds :

d

dtW (Qtnu’t) QAWQ (Qt,,ut) (336)

Indeed, this is a direct consequence of Lemma 3.9 and of the following computation (see
[112] Theorem 5.25 or [1] Theorem 8.4.7)

d1

dt 2W2 (Qta Mt J‘th vidor + JVIZ& wtdut, (3.37)

whenever o, i satisfy the continuity equations ;0 + V- ov = 0, d;u + V - pw = 0. Inequality
(3.36) then yields the aforementioned estimate using a Gronwall Lemma :

Walor, ) < e M Wa (™, ™). (3.38)

Relaxing the assumptions that either g; or p; is an absolutely continuous measure can be
done replacing g by of for instance, and passing to the limit € — 0 in the resulting estimate,
thanks to Corollary 3.1.

(2) Another way of proving Lemma 3.9 can be found in [110], Lemma 4.12.

Démonstration. Assume p is an absolutely continuous measure. Then, there exists an optimal
map from g to u for the cost c(z,y) = %|x —y|?, which we denote 7. Since Vi) o T = —V, using
p = Tyo yields :

f Vi alglde + f Vi - aluldp = f V- (alo] — aly] o T)de
j Vo(z) - VIV(x — y)e(dy)e(dz) f Vio(z) - VIV(T(x) — y)u(dy)e(dz)
[ Vo) (FWe - 9) - YW (2@ - TW)) eldy)etda),

where we used once more p = T . Symmetrizing the above integral as in Lemma 3.6, since VIV
is odd, and using Vi =id — T, we get :

sto ~alo]do + JVzﬁ ~a[pldp = —% J (Ve(z) = Veo(y)) - (VW(x —y) = VW(T(x) - T(y))) o(dy)o(dx)

- _% H (2-y- (T@) - T)) - (YW(z —y) - VW(T(2) - T(»)) ) eldy)e(de)
<2 f f @ — T(2) - (y - T(y))Poldy)oldz),

where we used the A\—convexity of W. We then expand the square to obtain :

[t 7@ et etdn) = 2 [ lo-T (@) Potdo)- (H ot dw>)2<2W§<g,u>,

which concludes the proof, as we assumed in (A3) that A < 0. O

We now come back to the proof of Corollary 3.1. Denoting (¢f,1§) a pair of Kantorovitch
potentials from of to pf, and using Lemma 3.9 along with equation (3.37), we get :

d1

o3 WAE ) < —AWE(afm) — = [(Viei Vi + Vi Vi),
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The last term above being nonpositive (see [112]| exercise 66 for instance), we obtain, using a
Gronwall lemma, that Wa(of, u5) < e MWa(0§, 115). We then write, for ¢ € [0, 77,

Wi(6fs 0r) < Wi(ef, 1) + Wi(ug, o) < e Walof, 1) + S[up]Wl(ui, 0s),
s€|0,T
where we used the fact that W; < Wa. Since both sequences (¢f):>0 and (1§)s>0 converge in
Wa(RY) to the same limit, Wa(o§, 115) goes to 0 as e — 0. Moreover, (1f).~o converges to o in W,
distance uniformly in [0, T"]. These two facts along with the above inequality show that (0%)e=0
also converges to o in C([0, 7], W (R%)). O

Step 2 : Convergence rate

We are now in position to prove the following theorem :

Théoréme 3.6. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let o™ € Po(R?), and
let (0°)e=0 be the sequence of weak solutions to (3.10). Here, we assume that (0])e>0 is an arbitrary
sequence in Po(RY).

Denoting o € C([0, +0), W3 (R%)) the unique solution of (3.11) with a[g] being replaced by
alo] as defined in (3.12), we have the following estimate :

L 1 —e2X
V>0,  Wa(ef, o) < e MWal(gf, 0™) + «/%@. (3.39)

Please note that in the above estimate A < 0. If A <0, 1 — t and \ are negative numbers
so the ratio is positive and for A = 0 the expression should be extended by continuity.

Remarque 3.9. In dimension d = 1 with the Newtonian potential W (x) = |z|, the correspondence
with Burgers’ equation stated in Proposition 3.4, gives convergence at rate v/et in Wy distance.
Due to W being 0—convex, our estimate leads to the same estimate but in Ws distance, since
taking A = 0 in (3.39) gives Wa(of, 0¢) < v2det for any ¢ > 0.

If assumption (A4—p) is satified for some p > 1 instead of assumption (A3) and if of = dy for
all € > 0, one can also obtain the exact same estimate using a direct computation. Indeed, in
that case, o = dp for all t = 0 and we have, using integration by parts and Lemma 3.6 :

WA ) = 5 [ laPei(a) =~ [[ VW@ —0) - (2 - p)gi(do)gi(ay) + 2 [ gi(a)

—C fj |z — y[P o5 (dx) i (dy) + 2ed, using assumption (A4 — p),
< 2ed.

Hence Wa(0f,00) < v2det for allt =0

Démonstration. Take a sequence of initial data (1§).~o converging in Wo(R%) to ¢ as ¢ — 0
and denote (ue)e>0 the sequence of solutions to (3.10) with such initial data. Let e > 0. For
all 6 > 0, using Lemma 3.9 along with equation (3.37), we have, denoting (¢, 1) a pair of

Kantorovitch potentials for the quadratic cost from g5 to Q? and integrating by parts :

d1

o WEeh 1) < —/\W22(9§,uf)—€fvcpt-vei—éfth-vuf < —/\WQQ(Q?M?H&TJA% @§+5JA% e
The map x — py(x) — u being concave, V2p; < Iz, hence Ap; < d and the same holds for .
Therefore :

d
L W2 (Qta:ut) 2)‘W2 (Qtnu’t) +2(e +4)d,

which gives the result after using a Gronwall lemma and passing to the limit § — 0 thanks to
Corollary 3.1. O
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Method 2 : using a numerical scheme

We now turn to a different proof of the previous result. This alternate proof will also allow to
illustrate the results and the behavior of solutions with numerical results. Our main idea is to let,
for a fixed € > 0, 0%, be a suitable numerical approximation of the viscous solution ¢° to the
problem (3.10) with fixed initial data ¢f = 0™, and then use the formalism of [43] to estimate
the distance from this discretized solution to the solution g to the aggregation problem (3.11) in
terms of € :

VneN, Wy(oRh, om) < C(t")WAT + ¢,

under suitable stability conditions for the numerical scheme, and where At > 0 is the time step,
t"™ = nAt and Az > 0 denotes the maximal space step. Proving the convergence of the scheme
with fixed € beforehand using compactness arguments and a Lax-Wendroff-type theorem, then
letting Az — 0, we shall deduce :

vt >0, Wa(ef, ) < C(t)Ve,

where we shall specify the constant C'(¢). Note that our method also allows to deal with the case
of arbitrary Py(R%) initial data of as in Theorem 3.6, but we choose to present it with initial
data not depending on ¢ for the sake of clarity.

Let us be more specific. We consider a Cartesian mesh of R? where the space step in the ith
direction is denoted by Az; > 0. The nodes of the mesh are denoted by z; = (J1Ax1,. .., JgAzy)
for any J = (Ji,...,Jg) € Z%, and the cell centered on z; is denoted by C; := [(J1 — 3) Ay, (J1+
DAz1] x .o x [(Jg— 3)Azq, (Ja + 5)Azg]. We also denote by e; the ith vector of the canonical
basis of R, We initialize our discretization with :

0y = J 0™ (dx) = 0, J ez, (3.40)
Cy

and we consider an upwind type discretization for the aggregative part [42, 90, 43] and an explicit
discretization for the diffusive part. It writes, for n € N,

d
At _ _
o5 == 3 o (@) eh = (@) e, — (@) de, + (@) €f)
7

i=1
d ZAt (3.41)
te Z A2 (05 4e, — 207+ 0l—c,)
i=1 2
where the macroscopic velocity is defined by :
a;'y == — Z 0% Din, where Din = W(I’J — xK). (3.42)
Kezd

Note that, for the sake of simplicity, we drop, in this section, the superscripts € when it comes to
the discrete unknowns (0) jeza neny but these unknowns always solve numerical schemes for the
aggregation equation with viscosity € > 0.

Since W is even, we also have D¢W§< = —DiWI% for all J,K € Z and i = 1,...,d. Using
a symmetrization argument as in the continuous setting, we deduce the discrete equivalent of
Lemma 3.6 :

Lemme 3.10. Denote, for J, K € Z¢, DWE = (D1WjK, ooy DgWEY) and whenever (vy) jega is

a discrete vector field on the mesh, vy = (viy,...,vqs) € R%. For any (vy) jepa, we have :
. 1
Vi=1,...,d, Zvuaif}ﬁ:§2 Z DWE (vig — vik) 0% 0%,
Jezd JeZd KeZd

and therefore :

1
> vs-al ol = 3 D1 D DWW (vy — vk) o ok
Jezd JeZd Kezd
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Démonstration. Using the definition of the macroscopic velocity and the fact that Din =
—DiWI‘é, we have :

K J
Z Vi a;ly Ol = — Z Z DiW 7 vig 0l 0k Z Z DiWic vig 07 0%
Jezd Jezd Kezd Jezd Kezd
K
= 2 Z D;W7 vik 07 0%,
Jezd Kezd

thanks to exchanging K and J in the latter sum. Taking the half sum of the first sum and the
latter, we obtain :

> visail oy = Z Y, DWW (vig — vik) 0 0.
Jezd JeZd Kezd

Summing over ¢ = 1,...,d concludes the proof. O

It is also natural to consider, instead of the explicit discretization of the Laplacian, an implicit
discretization :

At _ _
o == 3 (@) o) = (o) e, — (@) dhe, + (@) €f)
i=1 '

d
+1 +1 +1
+€ZA2<7}+6_2'Q” +‘Q7}e)’

However, for the sake of simplicity, we only provide the proof of our convergence estimate for the
explicit scheme (3.41), although our method would also works for the implicit discretization (3.43)
but the computations are a bit more involved. Naturally, both schemes are asymptotic-preserving
since they degenerate towards the upwind-type scheme of [43] when & goes to 0.

One could also consider the §—scheme, for 6 € [0, 1], defined by :

(3.43)

At . -
RN ,((a/})%’}—(ai’}m) O e, = (@) 0, + (@) %)

=1
d At n+1 n+1 n+1
Z QJ-i—eZ 29] + QJ e; + 802 Az 2 (QJJreZ - 29 + Oj_ €; > y
B (3.44)
The point of defining such as scheme comes from the fact that, for the heat equation d;0 = cAp,
d
At 1

under a parabolic CFL condition ¢ Z if 6 € [0,1/2) and unconditionally if

<
“ Az T 2(1-20)
6 € [1/2,1], the —scheme is known to be convergent in L? norm at rate O(At + Ax?). Moreover,
for # = 1/2, one obtains the so-called Crank-Nicolson scheme, which is convergent at rate
O(At? + Ax?). However, the convergence order of the §—scheme (3.44) for the aggregation-
diffusion equation (3.10a) will anyway be limited by the order of the upwind scheme. Also, the
positivity of the density can only be guaranteed if the more restrictive parabolic CFL condition

At At
Qoo Z Az, -+ 2¢(1 — Z A 2 < 1 holds. Preserving a hyperbolic CFL condition thus imposes

taking 0 = 1, which corresponds to the implicit scheme (3.43).

Proposition 3.5. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3) and let o € C([0, +0), Wo(R?))
be the unique measure solution to the aggregation equation (3.11) with initial data o™ € Py(R?)
as given by Theorem 3.3. Assume in addition that the following strict CFL condition holds :

d
At At 1
et 2%e— ) < <. 4
i;(awmiJF 5Ax§> <3 (3.45)
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Denote also the reconstruction :

en .
ONy i= Z 076z,, meN,
Jezd

where (077) jezd nen 15 defined through the explicit discretization (3.40)~(3.41)~(3.42). Then, there
exists a constant C' > 0, depending only on X\, ax and d, such that, for all n € N*,

1 — e—4A"

Wa(om, 030) < C f\/Ax +e+e Az (3.46)

Remarque 3.10. In estimate (3.46), the v/Az + ¢ term corresponds to the error induced by the
scheme (3.41) and the Az term corresponds to the finite volume discretization of the initial data

(3.40). As in [43], one can also improve the prefactor in the exponentials to get the slightly better

estimate :
1— e—QAt"

f\/ Az +e+e M Az,

which is similar to the estimates of the continuous setting, for instance (3.21), when At is small.

Wa(opm, 0%0) < C

In the above proposition as in the whole paper, we do as if our discrete reconstructions
(0A,)Az>0 depended only on Az. Rigorously speaking, they also depend on At, but under the
CFL condition (3.45) At goes to 0 as Ax goes to 0. Setting At to be an adequate function of Az,
we can therefore consider (0% ,)az>0 as sequence labeled by Az only.

Théoréme 3.7. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let o € C([0, +0), Wy (R%))
be the unique measure solution to the aggregation equation (3.11) with initial data o™ € Po(R?)
as given by Theorem 3.3 and let (0%)e=0 be the sequence of weak solutions to (3.10) with initial
data of = o',

Then, there exists a constant C > 0, depending only on A, as and d, such that, for all t > 0

the following estimate holds :
1 — 49X
Wal(of,01) < C f\/é, (3.47)

Remarque 3.11. The estimate above is slightly worse than the estimate (3.39) that we obtain
using gradient flow arguments. Although, as in the previous remark, the exponential factor can
be improved to e~2* a bit more technical computations, we do not manage to obtain the same
constant C' = +/d.

Properties of the scheme

Lemme 3.11. As in the continuous setting, our discretization (3.41) preserves

(1) total mass :
VneN, > oj=1; (3.48)
Jeza

(2) positivity of the density and the bound on the velocity field :
V(n,J)eNxZ% Vi=1,...,d, ¢%>0, lai"| < ao,

under the CFL condition :

N

— 1; A

2

d
1=

( At At )
Qoo + 2e——=
1 Li
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(3) the center of mass :

Vn e N*, Z ry0y = Z 2705
Jezd Jezd

Démonstration. The first item comes from summing equation (3.41) over J € Z?. Moreover, using
the following rewriting of Q"H as a positive combination of p; and gj+¢,, 2 =1,...,d :

n n At 25At n  _ €At
QJ+1 =0y [1 - Z (A |CL1J| > Z QJ+€z ( aZJ_,’_eZ) + A(L‘Q) (350)

i=1 i

eAt
+ E — (i )T+ -],
QJ ez< J— 61) AIE?)

Z

it is classical to prove the second item by induction on n € N, under the CFL condition (3.49).

Using the discretization (3.41) together with a discrete integration by parts, we have :

d
At

Z x0T = Z ry07] — Az, Z (@) " 05 (xg — T yse,) — (@)™ 05 (x5—e, — 7))

Jezd = i=1 Jezd

+e 2 Z TJj—e; — xJ) (934—62‘ B Qz})

’ Jezd
By definition of x;, we have zj_., — ;7 = —Ax;. Hence, we deduce :
At d

ZmJQ”H Z$JQJ+AtZZCLZJQJ EZ Z 0 1e,—00) = Z:BJQGJrAtZZai’}QT}.
Jezd Jezd 1=1 jezd b Jezd Jezd 1=1 jezd
Applying the symmetrization Lemma 3.10 to the constant vector field given by vy = (1,...,1) € R?

for all J € Z%, we have Z a;7 07 =0 forall i =1,...,d, hence the result. O

Jezd

The following lemma ensures that Ms(¢}) remains bounded over finite time. It turns out
necessary for the proof of convergence of the scheme by compactness, in order to extract a
converging subsequence.

Lemme 3.12 (Bound on the second moment). For all n € N*, the following estimate holds :

d
M3 py = Z 2% 0% < e A" <M§Ax + agpt” Z Ax; + 2d5t”>.
Jezd i=1
Démonstration. Using (3.41) and a discrete integration by parts, one can write :

D et = s

Jezd Jezd

At o
—Z o 2 @) & = larea) = @) &5 (lasel = o,
= 1

Jezd
+52

By definition of j, |z]|* — |2 j4e,|? = —2J; Ax? — Az? and |xy_,|* — |2s]? = —2J; Az? + Az?.
Therefore, we get :

d d
Z |mJ|2 ntl — Z |;UJ|2 ~|—2At2 Z JiAw;a;"y Q’j+AtZAxi Z 0'7la;’7|

Jezd Jezd i=1 Jjezd 1=1 Jezd

Z |.CEJ el - ’wJP) (QJ+ei - QJ)-

v Jezd

+€At2 Z 2J +1 AJ;Z(QJ_;'_el—QJ).
i=1 Jezd
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As a consequence of Lemma 3.11, we have |a;}| < ax. Using, in addition, the mass conservation,
we deduce that the penultimate term is bounded by a. At Zf;l Ax;. As for the last term, another

integration by parts shows that the last term equals 2deAt. Finally, Lemma 3.10 applied to the
discrete vector field given by v; = z s yields :

d
2At2 Z JiAz;a;'y o) = 2At Z zy-aj o) = —At Z DWK - (x; —xx) ook

=1 Jezd Jezd JKeZ4
<ML Y oy — koo
J,KeZd
<—0ar Y fafal,
Jezd

where we used the A—convexity of W and the inequality |x; — rx|? < 2(|z|? + |zK|?) along with
the fact that A is nonpositive. We obtain

d
Z EXIRGaRES (1 - 4)\At) Z |z 0% + a At Z Ax; 4 2de At.
Jezd Jezd i=1

We conclude the proof using a discrete version of Grénwall’s lemma. O
Proof of Proposition 3.5

Before going through the proof of Proposition 3.5, let us introduce, for J € Z% and y € R? the
following coefficients :

-

d
|y —x g, e;) 25At>
1— — when y € C,
Z._le ( Ax; Az? yeEHd
1 + eNAt .
as(y) = 1 Ar (ly—zy_ee)) + TSU? when ye Cj_.,, fori=1,...,d, (3.51)
1 - eAt ,
Az, (<y—93J+e,~,€i>) +A75612 when ye Cji,, fori=1,...,d,
L 0 otherwise.
It then holds that, for any J, L € Z¢,
d
At 2eAt
1-— i - —— hen L = J,
i; <|a1J|A$i Ad? ) when
At n + EAt .
aJ(xL n Ataﬁ) _y A—xi(au_ei) + T:Uf when L =J —¢;, fori=1,...,d, (3.52)
At —  eAt .
Tm(ai3+ei) —i—A—x? when L =J +e;, fori=1,...,d,
0 otherwise,
so that we have the key identity :
VJezZd oitt= Z oty (zr + Atalt), (3.53)

Lezd

Lemme 3.13. For any y € R?, we have

Z ar(y) =1 and Z xpap(y) =y.

Lezd Lezd
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Démonstration. Let J € Z% such that y € C;. To prove the first claim, we just use the definition
of ar(y) :

d
}: ar(y) 2: A te; (Y +‘anq(yx

_ Z Ky —zr,e)|  2eAt . d 1(
i=1 Az AIL‘ZQ 2 Az;

As for the preservation of the barycenter, we once again using the definition of the coefficients
ar(y) :

_$J,ei>) (<y—£L'J,€Z> ~|—22 EAt

d d
Z rror(y) = rjog(y) + Z Tite, 0 4e;,(y) + Z TJ—e; X J—e;(Y)

Lezd 1=1 i=1
d d
[y —zg,e)| 25At
ay [1 -y ( N * Yo

0 () Zifé)

i

d
|y — 5, €:)| 1 +
=2y [1-{-2 (- Az, +Axi(<y—$J,6i>) +

eAt
—z,e)) - Amz)

i

Almi (- xj’ei>)_)]
+ i e ((=2s.e0)" = (=as.e))")

d
=xy+ Z<y — T, €€
i=1

:y.
O

We now turn to the proof of Proposition 3.5.

For n € N* we denote D,, := WQ(Qtn, Q‘ZZ). The point is, roughly speaking, to obtain an
estimate of the type D2, < D2 + CAt(At + Az + ¢) and then use a discrete Gronwall lemma
to obtain estimate (3.46).

Let v be an optimal transport plan between g and ¢3\7, so that D2 = fj lz — y|2y(dz, dy).

We also let ax, be any continuous reconstruction of the velocity, for instance piecewise affine,
such that a’ () = a” for all J € Z<.

To construct an adequate coupling 7/ € F(gt'rH»l,QZZ,Jrl), recall that Theorem 3.3 gives
o1 = Z(t"FL " Yo, where Z is the Filippov characteristic flow associated to a[e] given
by Theorem 3.3, except that here the second variable of Z denotes the time of the Cauchy data
(which is the third variable) whereas in Theorem 3.3 it was omitted as it was 0. If the discrete
measure QZZH was a pushforward measure of QZ’Z, we would also define 7/ as a pushforward of ~,
but it is not the case. Instead, if we denote by v the kernel on (R?, B(R)) given by :

V(y, B) e R x B(RY),  v(y,B) = >, as(y+ Atai,(y))d,(B),
Jezd

we have the kernel representation :

VB e BRY,  oMM(B) = JV(% B)oX(dy).
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The pushforward ggn+1 = Z(t"1,#" -)#0im can also be seen as a kernel representation. Indeed,
setting pu(z, A) = 0z(m+14n 1) (A) for (z,A) € RY x B(R?), we have :

VAEBERY,  gma(4) = [ La(Z( 0o (o) = [ 80001 nm( A (d) = [ e, Ao (o)
We now define the product kernel K on (]Rd X }Rd) X B(Rd X Rd) by

K((x7y)aA X B) = M(va)V(va) = 5Z(t"+1,tn,x)(A> Z aL(y + AtaZx(y))éwL (B)
Lezd

and then set v'(A x B) fj ), A x B) (dz, dy). Equivalently, for any 6 € Cy(R? x R?),

R4 xR
we have :

U'g(‘r’yw,(dm’dy} - Jme(ff',y')u(fmde’)V(y,dy’)v(dm,dy)
H[ D 0(z" it x), an)op (y + Atak,(y ))]V(d:z,dy).

Lezd

sn+1

One can show as in [43] that the marginals of 7/ are g;n+1 and " . In particular, we have :

DTZLH < f |z — y\Q'y/(dx,dy).

Using the definition of v/, we get :
D2, < ff Z Z(¢" —acL’ ar(y + Ata,(y))v(dz, dy). (3.54)
Lez?

Writing Z(t"*11", ) — 2 = Z(t" 51", 2) — (y + AtaR,(y) — (v — (y + Ata},(y))) and
expanding the square, we obtain :

Szt w) — arPar(y + Atar,(y))

LeZd
= 2" ) —y — Atak, ()] + D or —y — AtaR, (1) or (y + Atak,(y))
LeZa
9 <Z<t"+1; ")y Atazx<y>) - ( S (er — g — At () sy + Atazx<y>>-
LeZd

(3.55)

Now, the last term in scalar product vanishes as we have, using Lemma 3.13,

D) (e —y — AtaR, (v))or(y + AtaR,(y)) = y + Atak,(y) — (y + AtaR,(y)) = 0.
Lezd

Plugging (3.55) into (3.54), we therefore deduce, using the fact that ¢ is the second marginal
of v :

Dy < f |28, @) — y — Ata, (y)] (de, dy)

b 35 fon -y - Atk () Pan(y + Ataa () (), (3.56)
Lezd
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Let us deal with the last term in the above inequality. We have 3" (y) = Y. oz 0502, (y),
therefore :

> J|$L —y— Atak, (y)Par (y + Atak, (y)) 03" (dy)
LeZd

= Z Z lep — 2y — Ata7}|2aL(a:J + Ata’y) oy
Jezd Lez?

Moreover, using the definition of oy, in (3.51), we compute :

n|2 n 21 n|2 a a 2€At
ngld‘a;L—xJ—AtaJ’ ar(zg + Atay) = At?|a] ; Z; A2
n eAt ni2f At eAt
+; <|A$162 AtaJ| ( au)jL + A:EZQ) + ‘Aaziei + AtaJ| (A (ai7)” + A%Q))

< CAt(At + Az + ¢),

where we used, for the last inequality, the CFL condition (3.45) and the fact that the velocity a'}
is uniformly bounded. Multiplying by ¢}, summing over .J € 7%, and injecting into (3.56) yields :

D%, < jﬁZ ("t z) —y — Atagx(yﬂzy(dl‘, dy) + CAt(At + Az + €). (3.57)

Dealing with the first term amounts to estimating the distance between the exact characteristics
Z(t"*1¢" x) and the forward Euler discretization y + Ata ,(y). To this end, we write, on the
one hand, using the definition of the Filippov characteristics [58, 105] :

tn+1

Z(t”*l;t”,x) — x+f ag(s,Z(S;tnjx))dS

tn

tn+1
[

On the other hand, we have, whenever y is a node of the mesh,

JVW Z(s;t" x) — Z(s;t™,€)) ogn (d€)ds

-+ Mta(y) =y = At [ T (y — )k (d0)
Thus, still for y a node of the mesh, we have :

2
| Z(¢" Tt 1) —y — AtaR, (y)]” < |z —y|?

t+1
_Qf

Since v € I'(gn, QZ’Z) and since the above integral can be decoupled using the linearity of the
scalar product, we also have :

|[ (2= 9) - (F7 (2s51.2) = 252 €)) = Ty = ) ) e (@) e52(dC) + e

|[ (2= 9)-(FW (205100~ 20s27.0) = Wy = ©)) e () e520d0)
~ [ (2= v) - (T (2(s527.2) = 25307, €)) = Ty = O ), o).
Injecting into (3.57), we get :

D2, < D2+ CALAL+ Az +¢)

tn+1
2\[
tn

[ (o) - (T 250709 - 2G5527.8)) — T (0 - ) )t o ).
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Decomposing x —y = & — Z(s;t",x) + Z(s;t", 2) — y and using the fact that [Z(s;t", z) — 2| <
axp|s —t"|, we get :

D2, < D2 + CAt(At + Az +¢)
tn+1
=2 ] (2o - ) (T (s - 20500,€0) = WG - ) )1 (d. e (o dy).
Using the fact that W is even to symmetrize the last term as in Lemma 3.6, we obtain :

D2, < D2 + CAt(At + Az +¢)

leﬂH (s;t", @ Z(sst",f)—erC)-

(VW (2 (51", 2) = Z(5:4",€)) = VW (y = ) ) (dg. dC)(da, ).

The A-convexity of W then yields :

¢+l

Dn+1 D2 + CAt(At+ Az +¢) — J M|Z s;t", x y—Z(s;t",£)+C|2'y(df,dC)'y(dx,dy).

Expanding the last term gives :

¢+l

D%, < D2+ CAt(At + Az +¢) — 2)\f f | Z(s;t", @) — y‘Q ~(dz, dy)

+ 2/\J ff s;t", x) — y) y(dz, dy) 2

Now, since A\ < 0, the last term above is nonpositive. It remains to estimate the penultimate term.
Writing :

tn+1

(3.58)

Z(s;t", @) —y| < |Z(s;t", @) — 2| + |z — y| < ac|s — "] + |z — ¥,
we deduce :

‘Z(s;t", x) — y|2 < 2(&30‘8 — t”’Q + ’x — y|2) < 202 At + 2!:13 — y|2,

whenever s € [t",t"T!]. Integrating in space with respect to v(dz,dy) and integrating over
s e [t",t"], we obtain :

‘”J

Together with (3.58), this yields :

$n+1

J |Z(s;t", @) — y|2’y(d:v, dy) < —4 a2 At3 — ANALD?.

D2, < (1 —4)XAt)D? + CAt(At + Az +€).

Using a discrete Gronwall lemma, we finally get :

Cium 1— 6—4)\75"
D:<e™M'D2yC

2 (At A e,

Now, one can easily prove that D% = W2( o™ o A:r) < Az?. This, along with the CFL condition
(3.45), which implies that At < C' Az, gives the desired result.
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Proof of Theorem 3.6

We are now in position to prove Theorem 3.6 using estimate (3.46) and passing to the limit
Axz — 0. To do so, we must verify that, for a given £ > 0, the approximate solutions given by the
numerical scheme (3.41)—(3.40) converge, say uniformly in time (over a finite horizon) and weakly,
in the sense of measures, in space, towards the solution ¢° to the aggregation-diffusion problem
(3.10) with initial datum o™ as Az — 0. In all this section, ¢ is a fixed positive real number.

Let T > 0 and let N € N be such that NAt = T where At satisfies the CFL condition. We
consider the following piecewise affine reconstruction in time, defined for ¢ € [0, 7] by

il tn+1_t £,n t—1" e,n+1
QaAw,t = <AtQA’Z, + At QA.I ) 1[tn’tn+l[(t), (359&)
n=0
c,n n
oXh = D) 040, n=0,...,N, (3.59D)
Jezd

where, once again, (gf})nzo’“"N is given by the explicit discretization (3.41)—(3.40) (it actually

Jezd
depends on € but we drop this dependence for convenience). Lemmas 3.11 and 3.12 show that,
for all n € {0,..., N}, o} € Po(R?), hence (0A,)Az>0 is a collection, indexed by Az, of curves

in C([0,T], W1 (R%)) (they are actually curves on Wo(R?) but compactness arguments require to
work in a smaller space).

Outline of the proof. We begin with assuming that ¢ € L*(R?). Then, from (0% ,)Az>0, We
shall extract a subsequence, that we still denote (0% ,)az=0, converging in the C([0, 7], My(R%))
topology towards a limit o € C([0,T], W2(R%)). To do so, we apply the Ascoli-Arzela Theorem :
the relative compactness assumption follows quite directly from the uniform bound on MQ(QZZ)
that we proved in Lemma 3.12; the equicontinuity assumption, however, is more involved and
requires discrete H! estimates (Lemma 3.14) in order to control the diffusive term. Then, using
classical discrete integration by parts, we show that g solves the aggregation-diffusion initial
value problem, the solution of which is unique, hence the whole sequence actually converges.
Passing to the limit Az — 0 in estimate (3.46) will give us the desired estimate (3.47) for L?(R%)
initial datum, and it will only remain to use a regularization argument to conclude in the case of
arbitrary Pa(RY) initial datum.

Lemme 3.14. For allm e {0,..., N}, we have :

S D |, — 0 (%)’
e
NS YD YD L IR TRPRR TS s
n=0 jezdi=1 Jezd

with Caw,d, e, T) = & (1 4 BdTay D Jezd €XP <M)).

& & €

Démonstration. The idea is to perform a discrete version of the following rationale. If ¢* solves
(3.10) with L?(RY) initial data, we have :

d [ (g)
dt 2

_ f Vo (VI # 6)of — e f Vel (3.60)

First, using an adequate Young inequality on the first term along with the fact that VW is
bounded allows to absorb the |V$|? term into the last one, getting :

dt 2

d () e(i0en. ad () _a% [ ()
<_2J|Wt| +gf 5 S ¢ 2
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A Gronwall Lemma then ensures that remains bounded over finite time, where the bound

depends on 8 but ¢ is fixed. Second, plugging back this bound into the above estimate gives a

bound on So |V of Hl(Rd)dt. Let us reproduce these computations in the discrete setting.

_ (e5)”
Step 1 : bound on 2 5 -
Jezd

For the sake of compactness, let us note F}‘+% = (ai'}) "0 — (aif,.,) " 0, Using twice the

definition of the explicit scheme (3.41), we have :

Qn+1 - o} 2 n+l | on
Z(J )2 (J) :Z%(QZH—QT})
Jezd Jezd
_ ot g (N ﬂ( - ) A Ay -
= Jéd 2 ; Azx; FJ+% FJL% +€; Axf (QJ+@Z 207 + QJ—ei)
d d
At < At
= — Fnﬂ_F Ez>g +¢€ 0 29'”_’_@”7 Qn
Jédzzl Az; " J+3 J J Jédizl Aw? ( Jte; — “9J J 62) J
d d )
1 At Al
+ 5 J ., <_ Z: Axl (Fj]l—l- F:’;_%) + 6; Aw? (QJ+@7{ 2@3 + QT}EZ)>
€L i=1 i
— S+ Sy

Performing discrete integrations by parts and using Young’s inequality |ab| < % + % with

0 e, —0] .
a=F7 ¢ and b= —x 2 we can estimate ST as follows :
ey 2

St =) Z 2 p i(g’hei - )—6 > Z ‘@mz —@9‘2

JeZd i= 1 JeZd i= 1

( L )2 |07 d 2
<22At( vifEe ) 3 S My
Jezd i=1 Jezd i=1
2
( ) d
YD IYYAE YRS o A
Jezd i=1 JeZd i= 1A '

As for S¥, straightforward computations and the repeated use of (a + b)? < 2a? + 2b? lead to :
d d 2
4dAt? 2 eAt 2
Sz < Z Ax? Z <F*7+%> i Z4d (A$2> Z OFes ~ 97}’
i=1

i=1 i Jezd i/ Jezad

Using the fact that :
n 2 n n 2 2 n\2 n 2
(FJ+%> < (4000 + ax0fye,)” < 2am<(gj) + (Qve,) >

2
we deduce that ) ;. ;q (F}‘Jr%) <4a%Y 1o (QT})Q‘ Reporting in both estimates we found on
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ST and S, and summing both, we obtain :

A

2
2 € — Ax;

At 2
3 (e (28)) Bl
=1 Jezd

5 e~ () <4dAw%o 8 32dooAt> 5 (&) (3.1

Jezd

7

Under the Courant-Friedrichs-Lewy condition

At 1
EdA—xz < 3 for any 1,

)

the last term in the above estimate is nonpositive, thus we get

(o) = (e3)” _ 4dAtal 4 8eAl (¢7)°
Z 2 < € I+ Z Am? Z 2

Jezd i=1 Jezd
4dAta?, 1 ()  4Ata2 (7)”
<€<1+d>2 SR (1+d) > o
Jezd Jezd

Using a discrete Grénwall Lemma, we deduce the following bound on the discrete L? norm of

4(1 + d)t"a?, (%)
< exp <€) Z ; :

07z

2
Z (93)
Jezd 2
Step 2 : discrete H! bound.
Assume a stricter CFL condition : there exists § such that

5d@<5<

7

1
3 for any i. (3.62)

Then, for any 4,

eAt eAt eAt eAt 1)
Ad <Aa: ) 2Ax? - 2Ax? <8dA:cl2 a 1) g(85 - <o
Thus, thanks to 3.61,
d 2
>0 [, ot
1=1 jezd
. d 4dAtad, d 32da§02At2 5 ()" 5 (%) = (o)
3(1 — 80) e T4 Al )4 4 2
d LN Zd: 4aZ At 5 ()" 5 (%)% — (o)
o(1—89) 3 =« et 2 bt 2

which implies, thanks to the L? estimate,

mn n
OJte;—0J

d 2 d 8dAtaZ A(1 4 d)t"a2, (%) (7Y% — (o
53 < iy (e (M) 5 W) 5 )

i=1 Jezd
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Summing over n = 0,...,m — 1 yields
ot d 2 d 8dTa A(1 + d)Ta2 (%)°
n — ol < © © J
5303 ot - < gy (M e (10 )%2
-y @l 5 @)
Jezd Jezd
Finally
ot d 2 d 8dTa A(1 + d)Ta? (&%)°
n n J
SIS [t < gy (1420 3 e (05075 5
n=0 i=1 jezd o(1—80) © Jeze c Jezd 2
This is the desired result choosing 6 = 1/16. O

We now resume the proof of Theorem 3.7. From now on, we always assume condition (3.62)
to hold.

Step 1 : Ascoli-Arzela Theorem. Let us denote, for K = R? any compact set, Lipg :=
Ce(K) n WEP(RY) the space of Lipschitz continuous functions supported in K and || - | i, the
Lipschitz seminorm. We then introduce the pseudo-distance defined in duality with || - |z, by :

Yu,ve Py (]Rd), Wi k(p,v) = sup f¢d(ﬂ —v),
¢€LipK7 H¢”sz<1

For 0 < s <t < T, we have, thanks to the Cauchy-Schwarz inequality :

t t
Wik (G i) = | (Gl < Vﬂ:—-S\/j‘|<ezxﬂJw2dT. (3.63)

Here, the metric derivative is the one associated to the pseudo-distance Wy g . Since we chose o%
to be the piecewise affine reconstruction of the o} for n=0,...N, we have, for 7 e [t",t"*1],

}(QAx = AtWLK(QEAZ’ QEAZH) Indeed, ¢%, is a constant—speed geodesic in Wy (K) from o3

to QEAZH hence its length on [t",t"*1[ equals At‘(gamﬁ)" by definition and W1 (0%, QEAZH)

by the Benamou-Brenier formula. Therefore :

t gt N-1 W (QEZ,QE Z+1>
jK@me<L|mm|m—2j [P SRS LA Y
s k=0

Now, let ¢ € Lipg such that ||¢| i, < 1. We have, denoting ¢; = ¢(x ;) and using the definition
of the scheme (3.41) along with discrete integrations by parts in space :

ﬁw&“ww=2¢7M—w

Jezd
NS A (o) e Y 32 7 (ehse = &) (B = 00)
Jezd i= 1 Jezdi=1
dlon, . — ot
+e;
Jezd i=1

Taking the supremum over ¢ and using (a + b)? < 2a® + 2b%, we get :

2
Qfie; — OF
A:L’i
074 e, — 0F
ALL’Z‘

d
Wik (032, 030 < 8d%a2 At + 252At2< ey
Jezd i=1

2

dLeb(K
8d2a200At2 + 262 A2 7{16 (K)
i=1 Az; Jezdi=1
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where we used a discrete Cauchy-Schwarz inequality so as to use the discrete H' estimate we
proved in Lemma 3.14 : indeed, summing for n = 0,..., N — 1 and plugging into (3.64), we obtain,
using the aforementioned Lemma :

Leb(K) . & d
f (03s,)| dr < 8d%a? T+2d62ﬁm >
i=1 n=0 jezdi=1

< Clam,d, e, T, K)[ 1+ 3.65
( )( [, Ar, 1sz ZZI ) (3.65)

Now, since we assumed that o™ e L? (]Rd), the term ﬁ D Jezd (99)2 is bounded with respect
i=1 g

to Az. Indeed, a Cauchy-Schwarz inequality along with our initialization of the scheme (3.40)

yield :
2
Z (09)2 _ Z (J Qini>
Jezd Jezd V€I
< Z Leb(C’J) JC 7«”2 (HAJ% Z f an HA‘/BZ> ngnzH ).
Jezd J Jezd

Reporting into (3.65), we obtain a bound on Sz |(gix77)’|2d7 that is uniform with respect to s, t
and Az. Combining with (3.63), we deduce that (0%,)Az>0 is equi—%—Hélder and in particular,
equicontinuous in C([0,T], (Lipk)'). Lemma 3.12 ensures, in addition, that Ma (Q‘Zﬂt) is uniformly
bounded with respect to ¢ € [0,7"] and Az > 0. Using Lemma 3.4, we deduce that (0%, ;) Az=0 lies
in a relatively compact set for all ¢ € [0,7] and Az > 0. We can therefore apply the Ascoli-Arzela
Theorem along with a diagonal extraction to extract a subsequence, that we still denote (0%, ) Az>0,
converging in C([0,T], My(R%)) topology towards some ¢°. The uniform bound on Mo (07es)

combined with Lemma 3.4 ensures that ¢° actually belongs to C([0, T'], W1 (R?)).

Step 2 : ¢° solves (3.10).
Using discrete integrations by parts as in [36, 90|, we can prove that ¢, satisfies the following
approximate weak form of (3.10), for any ¢ € C([0, T[xR9) :

[ [aot s tanis [ [alca.avot.oe @i s [o0.00 @)

T
= ef JAqﬁ(t, 7)0ay 1 (dr) + O(Az + At).  (3.66)
0

Passing to the limit Az — 0 in (3.66) is straightforward for the linear terms since 0%, , A—*~ o 0F
b Tr—
uniformly in time. For the nonlinear term, this convergence also ensures that 0%, , ® 0%, ; Ai o
) ) T—

07 ® 07. Then, passing to the limit is done using a symmetrization argument as in equations
(3.31)-(3.32)-(3.33) using the fact that W is Lipschitz and even.

We deduce that ¢° solves in the sense of distributions the aggregation-diffusion problem (3.10)
with initial datum gf = ¢. Since such a solution is unique (see Theorem 3.4), we deduce that

the whole initial sequence (g% ,)az>0 actually converges towards o°.

Step 3 : passing to the limit in (3.46) and relaxing the assumption ¢ e L?(R%).
Now, let ¢t > 0 and let n € {0,..., N} such that t € [t",¢"*![. Estimate (3.46) gives :

1— 6—4At
W01, 0ay) < O\l ———VAz + e+ e PMAz,

Passing to the limit Az — 0 in the above estimate using the semicontinuity of Ws then gives the
desired estimate (3.47), hence proving Theorem 3.7 in case of L2(R?) initial datum.
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Remarque 3.12. As a byproduct of this proof, we obtain uniform in time convergence in W distance
in space of the numerical scheme (3.41)(3.40) towards the C([0,T], Wo(R?)) distributional
solution to the aggregation-diffusion initial value problem, in case of L?(R?) initial datum, and
under 1/6-CFL condition. In fact, we expect this convergence result to hold for arbitrary Pa(R%)
initial datum and under the standard CFL condition :

i a ﬁ—k?siAt <}
~ “ Ax; Al‘% T 6

3.2.4 Convergence for repulsive potentials such that AW < 0 and V?W ¢
LPo(R%)

For any Lipschitz potential satifying assumptions (A0)-(A1)-(A2), Theorem 3.5 guarantees
the convergence of ¢° towards a solution ¢ to the aggregation equation up to a subsequence if the
initial data satisfies the assumptions (3.25). Then, Corollary 3.1 extended this result to arbitrary
initial data by an approximation procedure, and using A—convexity to estimate the distance
between two solutions. The goal of this section is to proceed similarly in the case of repulsive
potentials, typically W (z) = —|z|, where A—convexity will be replaced by some intergability of
the Hessian. More precisely, we focus on initial data equal to o™, for which we only assume
finiteness of moments.

The outline of the proof is the same as that of Corollary 3.1. However, we can no more use
the A—convexity of W but, using the additional assumption V2W e LPo(R) for a suitable pg, we
still manage to estimate the distance between pj and a sequence of viscous solutions associated
with smoothed out initial data. More precisely, we obtain the following result :

Théoréme 3.8. Let W be an interaction potential satisfying assumptions (A0)-(A1)-(A2) along
with the additional assumption :

d
(A5) : AW <0 and V?W e LP(R?) for some py > max (5, 1),

and let o™ be an initial datum belonging to € Pa(RY). Denote (0°)e=o the sequence of weak
solutions to (3.10) where the initial data is set to of := 0™ for all € > 0.

Then, for all T > 0, the sequence (0°)s=o converges in C([0,T], W1(R%)), up to an extraction,
towards a solution o € C([0,T], Wa(R%)) to equation (3.11) with the velocity field a[o] being
replaced by alp| as defined in (3.12).

- , »
If, in addition, o™ € LPo(RY)NL Fo-7 (R9), then there exists a unique solution in C([0,T], Wo(R9))n
, P
L*([0,T], LPo(R%) N Liop (RY)) to (3.11) and the whole sequence (0%)e~o actually converges.

Remarque 3.13.
(1) For W(x) = —|x|, this result cannot be applied in dimension d = 1, since V2W = —4 is

_m®E e 1

not integrable. When d > 1, we have V2W () = hence V2W e LPo if

o] Tl
and only if pg < d (up to cutting off the potential at infinity) and therefore we can find

Po € (%, d) so as to apply our result.

(2) In dimension d = 1, for W(x) = —|z|, Proposition 3.4 shows that the whole sequence
(0%)e=0 converges in C([0,T], W1 (R)) towards a solution to the aggregation equation that
can be obtained as the derivative of the entropy solution to a Burgers-type equation since
entropy solutions and viscosity solutions coincide for scalar conservation laws.

(3) As a byproduct of our result, one obtains existence of a solution in C([0, 7], W2 (R%)) to the
aggregation problem (3.11) for potentials satisfying (A0)-(A1)-(A2)-(A5).
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Démonstration. Let T > 0. As in the proof of Corollary 3.1, for ¢ > 0, we introduce u° €
C([0,T], W5 (R%)) solution to (3.10) with smoothed out initial data s, that we now assume
to satisfy assumptions (3.26) for some « € (—1,0). In particular, (u§)->o satisfies assumptions
(3.25) and Theorem 3.5 applies to (u°).~0 and guarantees convergence of a subsequence, in
C([0,T], W1 (R%)), towards a solution to the aggregation equation (3.11). As for Corollary 3.1,
the key ingredient is now to prove that the distance W, (of, i) goes to 0 as ¢ — 0, for some p > 1
that will be specified later.

For the sake of clarity, let us drop the superscripts € for the remaining of this section.

Denoting (¢, 1¢) a pair of Kantorovitch potentials from g; to u; for the cost %]:): —y|P, we
can formally write (see Theorem 5.24 in [112] or Theorem 8.4.7. in [1])

d
bt — W (o1, ) JV% alot]dor + JV% alpe]dp — €J (V% Vor + Vi - V,Ut>d33

The last term above is nonnegative thanks to the so-called five (actually four) gradients inequality
proven in [28| for the W), case with p > 1. Actually, [28] proves the inequality in a compact setting
and a full treatment of this last term would require a suitable approximation procedure. Yet, the
inequality we need, i.e.

1d
L g0 ) < f Ve - aloddor + f Ve - aludddu

pdt
can also be justified in many different ways, for instance by the stochastic interpretation of ¢o; and
1t as laws of the solutions of suitable SDE where the choice of a common Brownian motion would
allow to get rid of the term coming from diffusion (see, for instance, [14]); since the diffusion
effect of the Laplacian in the equation could also be handled using convolution with the heat
kernel, another possible way to prove the same inequality would be to approximate the solutions
by a splitting method, alternating convolutions (which decrease the W), distance) and transport
(which lets the other term appear).
We thus get, using a triangle inequality along with the fact that Vo, (z) = |o—T;(z) [P~ (x —/IT(QU)) =

—V(x), where T} is the optimal transport map from g; to p; (which exists since gy « Leb
whenever € > 0) :

W) < |D| + |1, (3.672)
B = [fo = Ti@)P (o~ Tile) - (alod)(@) — aler] 0 Tia)or(do), (3.67b)
b= [fo = TP (@ = Tile) - (alod o Tiw) ~ alpe] o To)en(dn).  (3.670)

To estimate I, we use the following bound on the Lipschitz constant of a[o] :

Lip(a[ee]) = [V2W * otz < [V2Wzro el -

We deduce :
1] < Liblaler) [ |o = Tia)Par(dn) < [V Lum o]y W et ).

To estimate I, we first apply a Holder inequality w.r.t the measure g;(dz) and with the exponents
(', p). We get, since p'(p — 1) =

/' 1/p

1
|I5] < <f lz — Ty(x)|Pos(dx) ) <J ‘a[gt] oTy(z) — alu] o Tt(x)‘pgt(dx)) . (3.68)
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We recognize that the first factor equals W5 _1(Qt, ) since & p =p—1

Let us deal with the second one. We consider vs := ((1 — s)id + sT}) 4 0; the constant-
speed geodesic from g; to ps. Note that this curve implicitly depends on t. We also denote
by bs € LP(vs) the velocity field associated with v € AC([0, 1], W,(R9)), as given by Theorem
3.2. We have as a consequence of the Benamou-Brenier formula dsvs + V - (bsvs) = 0 and
16s] 1oy = 1(vs)'| = Wip(or, pue) for a.e. s € [0,1]. Therefore, for any y € R?, one has

alo](y) — alpe](y) = — J VW (y — 2)(01(2) — p(2))dz

_Llfvw(y_ 2)0svs(2)dzds

fol JVW(y = 2)V - (bs(2)vs(2))dzds

_ Jol fv?w/(y )by (s (d2)ds,

so that the inequality (3.68) rewrites :

ds | V2W (Ty(z) — 2)bs(2)vs(dz)ds

p 1/p
Qt(dl')> )

Besides, using a Jensen inequality w.r.t the measure v(dz)ds for the convex function |- |7, we
have :

J

L] < WP (o, pue <

p

1 2 — 2)bs(2)vs(dz)ds| o:(dx) < 1 2 W) — 2)Plbs(2)|Prs(dz)dsos(dx
[ s [ TPW T @) = 2 niis] atdn) < [ [ I9PW T @) = 2)Plb ) (@) st

1
< j J|bs(z)|pJ|V2W(Tt(x) — 2)|Por(dx)vs(dz)ds

Now, since pi; = Ty40:, we have § |V2W (Ty(z) — 2)[Poi(dz) = § |[V2W (y — 2)|Pue(y)dy. Applying
a Holder inequality w.r.t dy and the exponents (q, '), Where we will specify ¢ right afterwards,
we get :

1/q’ 1/q
| e w - 2Paut) (j|v2 |pqdy> ( | mt(y)wy) L mmm

We therefore have to take ¢ such that pg’ = pg, so that |[V2W|,,, remains finite. This requires
that we choose p such that p < pg, which imposes pg > 1 since we also needed p > 1. We also
need to choose p such that o™ € P,, which means p < 2. Using So §16s(2)[Prs(dz)ds = W) (o, 1),
we finally obtain :

Po
| L] < V2 W oo e |2 WE (01 1), for ¢ = :
pbo—Pp
where the value of ¢ is computed so that we have ¢ = %. We therefore have the following
Gronwall inequality on W} (o, u¢) :

1d
2 W 0w me) < IV W oo (lodl g + el ) Wi ot ), (3.69)

pdt P
Now, we need a bound on |g;|z-. The following lemma implies that, if the interaction potential
W satisfies AW < 0, then the bound on g; is not worse than the one we would obtain if ¢ solved
the sole heat equation and does not depend on the initial datum.
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Lemme 3.15. Let p e (1,+), € > 0 and let p solve the following Fokker-Planck equation on
the whole space R? :
0o+ V- (oVV) = €Ay, (3.70)

where the potential V' might depend on o and satisfies AV = 0. Assume that o4 is smooth for any
t > 0, and that is has unit total mass. Then one has :

lotl oo < C(et) =427,
for a positive constant C = C(p,d) depending on p only and not on the initial datum gg.

Démonstration. In the following, C'(p) stands for any positive constant depending only on p. For
t > 0, testing equation (3.70) against of ! and integrating by parts yields :

dlfp ’ IJ ’ lf P ’ lf v
—_Z =" | AV —4¢e < —4e )
dt p Ot D t P2 | O | 2 | Ot |

since AV > 0. Using the following Gagliardo-Nirenberg-Sobolev inequality [59, 102] :
f@“i < C(p) f Vol P,

and interpolating the LP norm between the L' and LP*4 norms, we deduce that y; := § of verifies
the following nonlinear Gronwall inequality :

2
y —<Cp)y' T <.
Integrating this inequality on [s,t] for 0 < s < ¢, we get :
—2/d(p—1 —9/d(p—
y D 5 2 2 C(p) > 2C(p),

and therefore |o¢|r» = ytl/p < C(p)(et)~P=1)/2 — (ct)=%%' This is the bound one would obtain
using a LP x L' convolution inequality if o solved the sole heat equation on the whole space, that
is, if we had gy = G * o9 where Gy denotes the heat kernel. O

Using Lemma 3.15 with the potential V' = —W = o which has a positive Laplacian under
the assumption AW <0, we get [lo] ,; + HWHIL/qp < C(d,po)(et)~¥?P0 which, in turn, yields the
Gronwall inequality :

d _
2 Wi (ee ) < Cet) VWL (0, ),

where C is a positive constant that depends on p, pp and |V2W||rro only. We deduce :
t —d/2
Wﬁ(@ta,u't) < W]?(QO)MO)CSOC(ET) POdT’

provided pg > %l so that 7-%2P0 is integrable on (0,t]. Under this assumption, using Lemma 3.8
along with the fact that o9 = 0", we get, for some constant C' > 0 depending on d, p, py and
IV2W | Lo only :

eI, W) < ottt gmcfensctom) s

i

which goes to 0 uniformly in ¢ € [0,T], as € — 0, provided o < —d/2py. Since —d/2py > —1, it is
possible make such a choice while guaranteeing « € (—1,0). To finish, we conclude the proof as in
that of Corollary 3.1.

Now, note that AW < 0 ensures that any LP norm of solutions to (3.11) is nonincreasing
in time. Therefore, when the initial datum belong to LPo(R%) n L%(Rd), estimate (3.69) still
holds for e = 0 between any two solutions to (3.11) and gives uniqueness of the solution among

the class of C([0,T], Wa(R%)) n L®([0, T, LPo (R%) n L%(Rd)) solutions. O
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3.2.5 Higher convergence rate for steady states under assumptions (A0)-(A1)-
(Ad-p)

In this section, we compare stationary solutions to the aggregation-diffusion equation (3.10a)
for a given € > 0 with stationary solutions to the aggregation equation (3.11). We discard, in
this section, the assumptions of A—convexity and Lipschitz continuity on W but still assume
that assumptions (A0) and (A1) hold. In addition, we require the potential to satisfy assumption
(A4d—p), that is, to be at least as attractive as |z|P, for some p € [1, o0).

The question we address here is linked to the commutation of limits € — 0 and ¢t — +oo for
solutions to aggregation-diffusion equations (see the following diagram). The blue arrows are
tackled in this paper and consist in novel contributions : in the previous section, we treated the
convergence of pf towards g; as ¢ — 0, uniformly in time in Wasserstein distance, essentially for
W Lipschitz continuous. The convergence of the viscous steady states o, towards the steady
state of the inviscid equation, that is the Dirac mass d,, up to translations, is investigated in the

present section. The red arrow, that is the convergence of finir

I e—0
Or —==~ 7 Ot
|
t—+00, lt—»i—oo
\V

e—0
05 —==77 > Oy

Note that assumption (A4—p) along with (AO) implies W (z) > C’% for all z € RY. If, in
addition, W satisfies assumption (A1) then W is Ls.c on R? and this implies that W is Ls.c for
the weak convergence thanks to Lemma 3.1.

Also, without loss of generality, we only consider measures with 0 center of mass, that is,
measures ¢ € P(R?) verifying :

fz:g(dx) = 0.
We define steady states for the aggregation-diffusion equation in the spirit of [78] :

Définition 3.2. Let ¢ > 0. A steady state for the aggregation-diffusion equation (3.10a) is a
probability measure o € P1(R?) such that :

ife=0, VW=xp=0, on supp(o),
and, ife >0 :
\Y
VW*Q+E—Q:O on RY,
0
0>0 onR%

One can prove that this definition is equivalent to that of stationary solutions, in the sense of
distributions, to equation (3.10). Besides, if £ > 0, one can show that a distributional solution
to the elliptic problem —V - (VW x g)p = €Ap is necessarily regular and positive on R? (see
Theorem 3.4).
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The following lemma justifies why we compare steady states for the aggregation equation to
the Dirac mass.

Lemme 3.16. Under assumptions (A0)-(A1)-(A4—p) for p = 1, the unique steady state for the
aggregation equation (4.2a) is, up to a translation, the Dirac mass dy.

Démonstration. Let p be a steady state for (3.11) and assume that g is centered. Since W*Q =0
on the support of p, testing against pr and using Lemma 3.6 with the odd vector field VW
yields :

Uw(:ﬁ —y) - (z —y)o(dz)o(dy) = 0.

Under assumption (A4—p), we therefore have {§ |z — y[Po(dz)o(dy) = 0. In particular p® o is
concentrated on the diagonal. Now, if ¢ is not a Dirac mass, then there exists disjoint Borel sets
A et B with p(A) > 0 and o(B) > 0. Then we have, since A x B is disjoint from the diagonal

0=0®e(Ax B)=o(A)o(B) >0,
and this contradiction concludes the proof. O

Note that the Dirac mass is actually the only minimizer of the interaction energy W under
these assumptions. Conversely, Proposition 7.20 in [112]| ensures that minimizers of the energy
F* are actually steady states. This provides a way to prove existence of steady states for (3.10a)
when ¢ > 0.

Existence of minimizers of F¢ for ¢ > 0

Proposition 3.6. Assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A4-p) for some p =1 and
let € =0 be fized. The functional F* = W + eld admits a minimizer over P(R?) that actually has
finite p-th order moment.

Remarque 3.14. We were not able to prove uniqueness of the minimizer under such assumptions
on W but it is likely to hold. Moreover, numerical illustrations will show that, if we remove
assumption (A4-p), multiple steady states can coexist even though € > 0 (in case € = 0, it is easy
to build explicit counterexamples).

To prove this proposition, we will use that under assumptions (A0) and (A4-p), controlling
W(0) gives control on ({|x — y[Po(dz)o(dy), and this latter quantity is equivalent to M,(o)
whenever p is centered, thanks to the following lemma :

Lemme 3.17. Let p € [1,20) and o € P,(R?). Assume that the center of mass of o is 0. Then :

Mp(o) < J |z — y|Po(dz)o(dy) < 2P~ Mp(o).

Démonstration. Let u(z) = §|z — y[Po(dy). Since p = 1, u is a convex function and therefore,
using a Jensen inequality, we get :

My(0) = u0) = u( [ wotan) < [utx)etas).

In other terms, M,(0) < (§|z — y[Po(dz)o(dy). The upper bound comes from the inequality
|z —yP <2271 (j2fP + [yl?). O

Démonstration. Let (0n)neny be a sequence of probability measures that minimize F. We can
assume that these measures are centered because F*¢ is invariant under translation. Up to an
extraction, we can assume that (g, )nen converges weakly towards some g € Mb(Rd). To ensure
that o € P(RY), we need to prove tightness of (o )nen. To do so, let us find a bound on M, (g,).
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Since (0n)nen is a minimizing sequence, F<(g,) = W(oy) + el (0y) is bounded from above
by some constant that we still denote C' > 0. Moreover, using assumption (A0) and (A4-p) and
Lemma 3.17, since p,, is centered, we have :

Wiew > o [[ 1o = yPentdoentas) > £ 01y (00)

In order to get a lower bound involving M, (o,) on the entropy term, recall that, using a Legendre
transform, ylny + ¢! > yz for all y > 0 and z € R. Setting, for 2 € R%, y = g,(x) and
2z = —|x|* for some exponent a > 0 to be specified later, and integrating over = € RY, we get :

Jgn Ino, > — J(|x|p)a9n(dﬂz) + fe_|zap_1d:1:

Choosing « € (0,1) so that z — |z|* is concave, and using a Jensen inequality, we deduce
U(on) = —Mp(0n)* + C(p, ), where C(p, a) depends on « and p only. Finally, we obtain :

C
apMplen) = eMplon)® +£C(p,0) < C

which implies, since o < 1, that M),(0,) is uniformly bounded with respect to n.
On the one hand, this implies that (g, )nen is tight, hence o € P(R?). Since M, is l.s.c on
P(R?) and o, i:r 0, we also get o € P,(R?). On the other hand, the uniform bound on M,(o,)
n——+00

along with Lemma 3.3 ensures that M,(o,) - M,(p) for any g € (0, p). Lemma 3.2 then gives
n—+00
U(p) < limJirnfU(gn), and, since W is L.s.c for the weak convergence, we get F**(p) < 1imJirnf F<(op).
n—-+00 n——+0o0

This proves that ¢ minimizes F*© since (9p)neN IS a minimizing sequence. O

O(e) convergence rate in W, for potentials such that VIV (z) - 2 > C|z|

In this section, we focus on assumption (A4-1) under which the potential is “really pointy”
and the aggregation compensates the diffusion so that convergence occurs at rate O(e) :

Théoréme 3.9. Assume that W satifies assumptions (A0)-(A1)-(A4-1). There exists a constant
C > 0 depending on d, such that for any € > 0 and ¢° steady state for (3.10a) which center of
mass 1s 0, the following estimate holds :

Wl(gs, (50) < Ce. (3.71)
Proof of Theorem 3.9. Let € > 0 and let o° be a steady state for (3.10), that is :

€

Vo

VW # o° + 5? =0. (3.72)
Testing the above equation against p*z we obtain :
JQEIL' VW * o°dx + afat -Vodx =0
Integrating by parts and using Lemma 3.6 with the odd vector field VW yields :
- f VW (x —y) - (x — y)o*(dw)o*(dy) = ed.

The desired result then follows from assumption (A4-1) and Lemma 3.17 with p = 1, since
Wi(o%, d0) = M (o). O
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Note that, from equation (3.72), one has ¢° = C()e™"*¢"/%. The value of the constant C(¢)

can be computed by imposing a total mass 1, so that we get ¢° Sevrvi**i!/g Using this equality

along with estimate (3.71), we obtain a bound in W), distance for p € [1,0) provided W is also
Lipschitz continuous :

Théoréme 3.10. Assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A4-1). There exists a
constant C' > 0 depending on d and ay, such that for any p € [1,00), € > 0 and ¢° steady state
for (3.10a) which center of mass is 0, the following estimate holds :

W, (o, ) < Ce. (3.73)

Remarque 3.15. At least in dimension one, this result is optimal. Indeed, we can take for W the

Newtonian potential W (x) = |z|, for which, using the correspondence with Burgers’ equation, o°
l—tanhz(%)

can be written as o°(z) = %Q(%), where o(r) = ——;—2%, and a scaling argument then gives
Wi (0, d0) = eP My (o).
Démonstration. Since
€*W*Qs/€
e = SefW*gs/s’

we have :
{ |z|[PeW*e" (@)/2 4

Se—W*gf/a ’

Wl (o, do) =
Now, since W is Lipschitz continuous, one has

|[W % 0" — W % 6| <agp sup fgod(gg—éo) = axnW1(0%,do) < Ce,
Lip(p)<1

because of Theorem 3.9. Thus, —W * ¢ < Ce — W and therefore :
J|x|pe Wos(@)/e gy < C’f lz[Pe= W@/ Edy < CePtd J y[Pe W EW/Edy,

using the change of variables x = ey. Recall that Assumption (A4-1) ensures W (z) = C|z| for all
x € R?%. This allows us to bound S|y]pe*W(€y)/ €dy uniformly with respect to e.

On the other hand, since W is aq—Lipschitz continuous, we have W (z) < a|z| + W(0) =
aw|z|. Integrating with respect to o (dzx), we deduce W * 0%(0) < as, W1 (0%, dp). Besides, W x o°
is also as—Lipschitz continuous. Hence,

W s 0%(x) < W = 0°(0) + aw|z| < acoWi(0%,00) + aw|z| < Ce + ag ||,

thanks again to estimate (3.71). After another rescaling, we deduce :

_ 5
je Wk Je > C&d,

ept+d

thus getting Wy (0%, do) < C*5

= (P, which concludes the proof. O

O(¢"P) convergence rate in W, for potentials such that VIV (z) -z > C|z|?

Assume W satisfies assumptions (A0), (Al) and (A4-p) for some p € [1,00). Under this
assumption, a straightforward adaptation of the proof of Theorem 3.9 provides an estimate on
WP(QS’ 60) :
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Théoréme 3.11. Assume that W satifies assumptions (A0)-(A1)-(A4-p) for some p € [1,00).
There exists a constant C' > 0 depending on d, such that for any € > 0 and o° steady state for
(3.10a) which is centered, the following estimate holds :

W, (0%, 80) < CeV/P. 3.74
P

Remarque 3.16. It is possible to prove optimality of this rate for p = 2. Let us consider the
e*W*QE/E

quadratic potential W (x) = |z|?, that satisfies assumption (A4-2). Recall that o° = (eweeTe:

Expanding W(z — y) = |z — y|? and using both facts that the total mass of ¢ is 1 and that ¢° is
centered, one has :

e WHee = exp {—i <J %0 (y)dy — 22 - Jyge(y)dy + f IyIQQa(y)dy> }

_ o lt/e W3 (6" 80 e

o—lal?/e

" JelePledr

Hence, ¢°(z) , which in turn yields :

2
o o o SlePe Edr
W2 (Q 750) - Sef‘xP/EdiL'

A change of variables in both integrals then gives W2 (o, 8o) = Ce.

3.2.6 Numerical illustrations

This sections aims to illustrate our convergence results both in the evolutive case and in the
stationary case. The implementation of the schemes has been done in Python and the code is
available at github.com/strantien/aggregation. Tests are conducted on [—1, 1], with 2.J + 1 cells,
and the velocity field is always discretized by (3.42). Wasserstein distances between two arbitrary
probability measures are computed using the POT package.

Evolutive solutions

We begin with the convergence rate in Wasserstein distance of the viscous solutions o°
associated with a fixed initial datum ¢ (not depending on ¢). In this subsection ¢, is
computed using the implicit discretization (3.43), for which the CFL condition is less restrictive
than the parabolic CFL condition of the explicit scheme. We also implemented no-flux boundary
conditions so as to preserve total mass. In the absence of a reference solution, the convergence
rate w.r.t € is estimated taking Az small enough so that ¢}, approximates ¢°, and computing
WP(QZ;}T’ sz,T)'

In Theorems 3.6 and 3.7, when W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3), we proved
convergence at rate O(/2) in Ws distance, which is what we recover when W is smooth, as shows
Figure 3.1. In practice, for this test case, we observe 0(51/ 2) convergence rate in W), distance
for any p € [1, +oo[. However, in case W has a Lipschitz discontinuity at the origin (Figure 3.2)
we observe convergence at order 1 in Wj distance. This is the superconvergence phenomenon
investigated by Tang, Teng and Zhang [119, 121] in the framework of scalar conservation laws. In
terms of aggregation, the interpretation is that, when W is singular, the concentration is strong
enough to compensate part of the diffusion. In other W, distances, converges seems to occur at
order 1 when ¢ is not too small, and then degenerates quite clearly towards order 1/p for any
p € [1, +o0] (see Figure 3.3 for p = 3). Note that, in every case, the convergence order is robust
with respect to the test case (be it for smooth or singular initial data, e.g. Dirac masses).
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Convergence order in W, distance, upwind scheme with implicit diffusion, /= 5000.0, W(x) = |x|*°*1, T=0.50, CFL = 0.9
—T

—%— Scheme
Slope 0.5
—— Slope 1

logio of the error in W, distance

logio (€)

FIGURE 3.1 — Order 1/2 convergence in Wy distance of ¢f. towards or for ¢(x) = 2\/56—20:527
W(z) = |z|>

Convergence order in W, distance, upwind scheme with implicit diffusion, /= 5000.0, W(x) = [x|*°*1, T=0.50, CFL = 0.9

—%— Scheme

Slope 0.5 /

—— Slope 1 -

| |
B w

logio of the error in W, distance
&

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
logio (€)

FIGURE 3.2 — Order 1 convergence in W; distance of o5 towards o for o™ (x) = 2\/§6*20m2’
W(z) = |zl

Steady states

In order to simulate the steady states for € > 0, recall that they are characterized, over the
whole space, by the following equation :

e~ Wot/e

E
& = o (3.75)
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Convergence order in W5 distance, upwind scheme with implicit diffusion, / = 5000.0, W(x) = |x|%°*1, T=0.50, CFL = 0.9

=1 —¢ Scheme

—— Slope 0.33
—— Slope 1

logio of the error in W5 distance

-7 -6 5 -4 -3 -2 -1
logio (€)

FIGURE 3.3 — Order 1/3 convergence in W3 distance, for small ¢, of 5. towards or for ¢ (z) =

20/2¢70%" W) = Ja].

We therefore use a fixed-point method on equation (3.75), which stops as soon as the W), distance
between two iterations exceeds some tolerance. Numerically, we observe that this method turns
two symmetric Gaussian bumps almost immediately (after the first iteration) into a centered
Gaussian whenever W is attractive and Lipschitz.

Convergence order in W; distance, / = 80000, tolerance = 1le-12

R Fixed-point method

Slope 2

-2.0

|
N
wn

|
et
=}

-3.5

logio of the error in W, distance

-2.6 -2.4 —2.2 -2.0 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2
logio (€)

FI1GURE 3.4 — Order of convergence in W; distance of ¢° towards dp, for the non-Lipschitz potential
W (z) = 4/|x| + |z|. The initial density is the centered Gaussian 2\/%672012.

We first investigate the convergence rate towards the Dirac mass, for centered steady states. The
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error is estimated computing the integral |z|Po(dz) = W} (0,d0). When W satisfies assumptions
(A0)-(A1)-(A4-1), we proved O(e) convergence rate in W; distance, which we do recover in Table
3.1 for W(z) = |x|. We also explore the case when W verifies (A0)-(A1)-(A4-1) but is not Lipschitz
continuous, which is the case of W(x) = 4/|z| + |z|. For this potential, we obtain, in Figure
3.4 convergence at order 1.82264413 which is slightly less than 2, in W; distance. This can be
linked to the fact that W satisfies a sort of assumption (A4-3) when |z| < 1. Under assumptions
(A0)-(A1)-(A2)-(A4-3), we observe convergence at rate 1/3 in W3 distance as we proved in (3.74),
as shows Figure 3.5. More generally, under assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A4-p), convergence at

Convergence order in W3 distance, / =1000, tolerance = 1e-06

—0.6  —%— Fixed-point method

—— Slope 1/3

-0.8
[}
o
5
% —-1.0
2
g
£
g
o -1.2
(]
S
kS
8-14

-1.6

-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5

logio (€)

FIGURE 3.5 — O(c!/?) convergence in W3 distance of ¢° towards &g, W (z) = |z|>. The initial density is

—20a>
> .

the centered Gaussian 2\/56

rate 1/p seems to occur in any W, distance, ¢ € [1, +o0[, which is what we proved in for p = 1
or for p = ¢. To illustrate this latter case, we compute the convergence order in W), distance for
W (x) = |z|P, which seems indeed to be 1/p, see Table 3.1 (when p = 1, since the potential is
pointy, one has to refine the mesh so as to observe proper convergence at order 1).

P Order J
1 | 1.00205259 | 50000
2 | 0.49999997 | 2000
31 0.33333333 | 2000
4 1 0.25000000 | 2000
5 1 0.20000000 | 2000
TABLE 3.1 — Convergence order ~ % of ¢f towards &g for W (z) = |z|P, tol = 1076, ¢; =27 i =4,...,16,

initial density 2 5 o—20a?
s

The study of steady states is closely linked to the long-time asymptotics of the equation. We
give some properties concerning the long-time asymptotics for the aggregation equation (3.11),
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which have a lot to do with the contraction property 1.4.



Chapitre 4

Approximation par relaxation

Résumé. Dans ce travail en collaboration avec Benoit Fabréges, Frédéric Lagoutiére et
Nicolas Vauchelet, nous étudions une approximation par relaxation pour I’équation d’agrégation
avec potentiel pointu, dans I'esprit des travaux Jin et Xin pour les lois de conservation, en une
dimension d’espace. On étudie la convergence de cette approximation lorsque le paramétre de
relaxation tend vers 0, en particulier 'approximation rigoureuse des solutions a valeurs mesures
de I’équation d’agrégation telles que définies dans [36]. On fournit une estimation de la vitesse de
convergence pour le potentiel Newtonien W (z) = |x| en dimension 1, et on étudie 'approximation
numérique du systéme de relaxation par des schémas qui préservent 'asymptotique. Ces travaux
ont donné lieu & une publication dans le journal Axioms, MDPI, sous le titre Relazation Limit of
the Aggregation Equation with Pointy Potential et la version qui suit en est une version augmentée
par mes soins.

4.1 Introduction

The so-called aggregation equation has been widely used to model the dynamics of a population
of individuals in interaction. Let W : R — R, sufficiently smooth, be the interaction potential
governing the population. Then, in one dimension in space, the dynamics of the density of
individuals, denoted by g, is governed by the following equation, for ¢t > 0 and x € R :

oro + 0z(alo]o) =0, with  afo] = —W'x o. (4.1)

Such equations appear in many applications in population dynamics : for instance, in the
description of collective migration of cells by swarming, of bacterial motion by chemotaxis, crowd
motion, flocking of birds, or fishes school, see, e.g., [95, 27, 125, 124, 45, 73]. From a mathematical
point of view, these equations have been widely studied. When the potential W is not smooth
enough, it is known that weak solutions may blow up in finite time |6, 7|. Thus, the existence of
weak (measure) solutions has been investigated in, e.g., [31, 36]. Global in time well-posedness has
been established for so-called pointy potentials, that are potentials which are Lipschitz continuous,
smooth except at the origin where they have a Lipschitz discontinuity, even and A—convex for
some A < 0.

In this paper, we consider a relaxation limit in the spirit of Jin—Xin [76] of the aggregation
equation in one space dimension on R. For a given ¢ > |a|«, where [|a]s denotes a Lipschitz
constant of W, we introduce the system :

010 + 0zo = 0, (4.2a)
1

Oro + 02895@ = g(a[g]g —0) (4.2b)

alo] = =W'= (4.2¢)
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This system is complemented with initial data gp and oo := a[op]oo. It is clear, at least formally,
that when € — 0, the solution p of system (4.2) converges to the one of the aggregation equation
(4.1) (and it is actually true only if ¢ > |a/|o). We mention that the aggregation equation may
also be derived thanks to a hydrodynamical limit of kinetic equations [45, 73, 71].

The aim of this work is to study the convergence as ¢ — 0 of the relaxation system (4.2)
towards the aggregation equation. More precisely, we establish a precise estimate of the speed
of convergence, and we also illustrate with some numerical simulations. These estimates are
obtained only in the case of the Newtonian potential in one dimension W (z) = 5|z|. Indeed, in
this particular case, we may link the aggregation equation to a scalar conservation law [16, 70].
The same link holds for the relaxation system (4.2)—denoting :

€T

1 r 1
uta) =5 - [ oty v =5 [ oy,
2 J 5 2 Jw
where the notation { o(¢, dy) stands for the integral with respect to the probability measure o(t),
then we verify easily that :

u=—Wx 0, 0 = —dzu,
so that a[g] = u. Then, integrating (4.2), we deduce that (u,v) is a solution to :

Oru + 0yv =0 (4.3a)

Oy + *0u = 1<1uQ — v), (4.3b)
e\2

which is complemented with the initial data ug = § — §* _ 00(dy), and vo = 5 — §*_ o0(dy).

System (4.3) is exactly the Jin-Xin relaxation system for the Burgers equation (see [76]). Formally,

as € — 0, we expect that the solution to the above system converges towards the solution to the

Burgers equation :

1
oru + §6xu2 = 0.

Introducing the quantities a = v — cu and b = v + cu, the system (4.3) on (u,v) is equivalent to
the diagonalized system on (a,b) :

1
Ora — cOya = gG(a, b) (4.4a)
1
Ot + c0,b = gG(a, b). (4.4b)
2
where the source term is given by G(a,b) = %(1’2_—6‘1) — “TH’. Such a system is called weakly

coupled system of conservation laws with source term. We refer to [97, 98] for general properties
of such systems — local well-posedness in L™, continuation theorem, comparison principle when
the right-hand side is monotone, etc.

Based on that diagonalization, we will adapt the techniques developed by Katsoulakis and
Tzavaras to obtain convergence estimates for our system. In [80], the authors adapt the seminal
work of Kuznetsov [86] to the relaxation system for hyperbolic conservation laws with several
variables of space, using Bouchut and Perthame’s reformulation of Kuznetsov’s method (see [18,
20]). They obtain O(4/2) convergence rate in L' norm. Previously, L} . convergence in space had
been obtained by Natalini in [96] using compactness methods. About convergence rates, we may
also mention the results of Kurganov and Tadmor [85] who obtained O(e) convergence rate in Wy
distance (then called Lip’ distance) and those of Teng [122] who proved O(e|Ine| + ¢) rate in L!
distance for piecewise smooth solutions with finitely many discontinuities, when the flux is convex,
which is the case here. In some cases, this result can be improved in O(g) and is to be linked
with the superconvergence results known for the viscous approximation of scalar conservation
laws with convex flux [121, 119].
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In this work, our contribution is to adapt the method of [80] to the unbounded Burgers
flux f(u) = % which do not fit directly into the framework of [80]. For the Burgers flux,
computations and bounds can be made explicit, and we translate the convergence result towards
scalar conservation laws to the aggregation equation (4.1).

More precisely, for the relaxation approximation (4.2) of the aggregation equation, our main
convergence result is the following :

Théoréme 4.3. Let gg € P2(R), ¢ > 1/2 and set o9 = alpo]|oo. There ezists a constant C > 0
such that, for any € > 0, denoting (0%, o) the solution to (4.2) with initial data (09, 0¢), one has :

VI >0,  Wi(o(T), o (T)) < C(VeT +e),
where p € C([0, +0), Wa(R)) is the unique solution to (4.1) with initial datum gg.

In order to illustrate this convergence result, numerical discretizations of the relaxation system
(4.2) are investigated. The schemes we propose are such that they are uniform with respect to
g, that is, they satisfy the so-called asymptotic preserving (AP) property [75]. Therefore, such
schemes in the limit ¢ — 0 must be consistent with the aggregation equation. The numerical
simulations of solutions to the aggregation equation for pointy potentials have been studied by
several authors, see, e.g., [71, 36, 64, 34, 54, 32|. In particular, some authors pay attention to
recover the correct behavior of the numerical solutions after the blow-up time. To do so, particular
attention must be paid to the definition of the product a[g]e when p is a measure.

In this article, we propose two discretizations of the relaxation system which satisfy the AP
property. In a first approach, we propose a simple splitting algorithm where we split the transport
part and the right hand side in system (4.2). It results in a numerical scheme which is very simple
to implement and for which we easily verify the AP property. The second approach relies on a
well-balanced discretization in the spirit of [63, 64]. This scheme is more expensive to implement
than the first scheme, but its numerical solution has less diffusion, as it is illustrated by our
numerical results.

The outline of the paper is the following. In Section 4.2, after recalling some useful notations,
we prove our main result : an estimation of the speed of convergence in the Wasserstein W;
distance with respect to e of the solutions to the relaxation system (4.2) towards the solution
to the aggregation equation (4.1) in the case W(x) = %\a:| The numerical discretization is
investigated in Section 4.3. Two numerical schemes verifying the AP property are proposed. The
first scheme is based on a splitting algorithm, whereas the second scheme relies on a well-balanced
discretization. Numerical results and comparisons are provided in Section 4.4.

4.2 Convergence Result

4.2.1 Notations

Before stating and proving our main results, we first recall some useful notations and results.
Since we are dealing with conservation laws (in which the total mass is conserved), we will work
in some space of probability measures, namely the Wasserstein space of order p € [1, + o[, which
is the space of probability measures with a finite order p moment :

Pp(R) = {u nonnegative Borel measure, u(R) =1, f |z[Pp(de) < oo} .

This space is endowed with the Wasserstein distance defined by (see, e.g., [128, 112])

1/p
Wy(p,v) = inf {J\y - w\p'y(dac,dy)} ,
el (p,v)
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where I'(p1,v) is the set of measures on R? with marginals 4 and v, meaning that :
I(p,v) = {7 € Pp(R?); VEe CO(R)’L@ &(yo)y(dyo, dy1) = JRé(yo)u(dyo),

JRQ &(y1)v(dyo, dyr) = fRé(yl)u(dyl)} ,

with Cp(R), the set of continuous functions on R that vanish at infinity. From a simple minimi-
zation argument, we know that in the definition of W), the infimum is actually a minimum. A
map that realizes the minimum is called an optimal transport plan, the set of which is denoted
by I'g (:U’v V)‘

In the one-dimensional framework, we can make use of additional representations to the
Wasserstein distances. Indeed, any probability measure g on the real line R can be described in
terms of its cumulative distribution function F),(x) = p((—o0,x)), which is a right-continuous and
non-decreasing function with F,(—o0) = 0 and F},(+00) = 1. Then, we can define the generalized
inverse Fy_1 of F}, (or monotone rearrangement of ) by Fu_l(z) = inf{x € R/F,(x) > z}, it
is a right-continuous and non-decreasing function as well, defined on [0, 1]. We have for every
non-negative Borel map ¢ :

! —1
L&mwm=£«a<ww.

In particular, 4 € P,(R) if and only if Fu_l € LP(0,1). Moreover, in the one-dimensional setting,
there exists a unique optimal transport plan realizing the minimum in the definition of W),.
More precisely, if p and v belong to Pp(R), with monotone rearrangements F, n Uand F; !, then
Co(p,v) = {(Fljl7 F,jl)#]L(O’l)} where Lo 1) is the restriction of the Lebesgue measure on (0,1).
Thus, we have the explicit expression of the Wasserstein distance (see [126, 128]) :

mwwﬁ(fwﬁw—ﬂ%mwﬁw, (45)

and the map p — F, ' is an isometry between P,(R) and the convex subset of (essentially)
non-decreasing functions of LP(0,1).

4.2.2 Convergence Estimates

Before investigating the limit e — 0 in the relaxation system on (u,v), we first state an
existence theorem due to Natalini and Hanouzet for general weakly coupled systems of hyperbolic
conservation laws :

Théoréme 4.1. [Natalini and Hanouzet [98] Theorems 3.1 and 3.2] Let ¢ > 0,c € R, and
f:R — R be locally Lipschitz continuous. Then, the system :

Oru+ 0v =0
o + Eopu = 1(f(u) —v),

is equivalent to the following so-called weakly coupled system, by setting (a,b) = (v — cu,v + cu) :

dra — cdza = 1G(a,b)
Otb + cozb = LG(a,b),

where G(a,b) = f(%‘—f) — ‘%’b. For any initial data (ag,by) € L (R)?, there exists T > 0 such
that the Cauchy problem associated to the above system admits a unique entropy solution on
(0,T) x R, and this solution (a,b) belongs to C([0,T], L}, .(R)?).

Moreover, we have the following alternative : either (a,b) € L*([0,T] x R)? for all T > 0,
or there exists T* < +oo such that, for any T < T*, we have (a,b) € L*([0,T] x R)? and
limp_7x | (a,b)| L (o, 1)xR)2 = +0.
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Remarque 4.1. The system on (a,b) is called weakly coupled because the left-hand side is in
diagonal form. The coupling, that is the source term G, do not depend on any derivatives.

This local existence and uniqueness and continuation result do not depend on the fact that
the transport part is linear. It also works in case of a nonlinear weakly coupled system :

dra + 0z9(a) = 1G(a, b)
Oib + 0h(b) = 1G(a,b),

with g, h being locally Lipschitz fluxes.

We now consider the limit ¢ — 0 for the system (4.3). Compactness methods were used in
[96] to get Llloc convergence in space. However, in order to pass to the aggregation equation, one
may want global L' convergence, which we prove in the following theorem, along the lines of the
work of Katsoulakis and Tzavaras [80].

2
Théoréme 4.2. Let ug € L n BV(R), ¢ > |ug|r» and set vg = “2. There exists a constant
C > 0 such that, for any € > 0, denoting by (u®,v®) the solution to (4.3) with initial data (uo,vo),

the following estimate holds :
vT >0, [u(T) — u®(T)|| ;2 < CTV (ug)(VeT + ¢),
where u is the entropy solution to the Burgers equation with initial datum ug.

Before going through the proof of this theorem, we state some preliminary lemmas on the
source term G.

Lemme 4.1. Let w € [0,c[ and denote m = w<§ - c) and M = w<% + c). There ezists a
function h : [m, M| — [m, M| such that, for all a € [m, M], G(a,h(a)) = 0. This function is of
class C1 on [m, M], decreasing, and verifies h(m) = M and h(M) = m.

Proof. First of all, the bound w < ¢ implies that m > f% and M < % Now, for a given

a € R, G(a,b) is a second-order polynomial in b with discriminant A(a) = 16¢?(c? + 2a), which
is nonnegative provided a > 22 , which the case for a € [m, M].

Denote 74 (a) := a + 2¢? + 2¢v/c? + 2a the real roots of G(a,-). Whenever a > 0, we have
ry(a) = 2¢®2 > M hence 7, (a) ¢ [m, M]. However, since m > — 22, one has for all a € [m, M],
¢+ 2a > 0, and therefore r_(a) = a + 2c? — 2cy/c2 + 2a is of class C! on [m, M]. Differentiating,
we can show that 7’ (a) <0< a < 3¢ ® which holds true for a € [m, M]. Hence, r_ is decreasing

n [m, M]. In addition :

cw + 262 — 2¢(c — w),

(g ) +2¢% — 2e\/ € — 2cw + W2,
2
7

w?
=Y - M.
5 + cw =
A similar computation gives r_ (M) = m. Therefore, for all a € [m, M], r_(a) remains in [m, M|
so setting h(a) := r_(a) = a + 2¢* — 2¢/c? + 2a satisfies the required properties. O

Note that, by construction, for b € [m, M], G(a,b) = 0 imposes b = h(a) since h(a) is the
unique zero of G(a,-) in [m, M].
Lemme 4.2. Let w € [0, c[ and denote m = w(% —c) and M = w(% +c> and let h : [m, M| —

[m, M] as in Lemma 4.1. There exists a constant C > 0 such that, for all a,b € [m, M], one has
|h(a) = bl < C|G(a,b)|.
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Démonstration. Thanks to Lemma 4.1, the desired estimate rewrites as a slope inequality :
1

G(a,h(a)) — G(a, b)’ 1
h(a) —b e

Va,be [m, M], ‘

Let a € [m,M] and denote G(a,-) = G,. Then the second-order polynomial G, attains its
minimum at a 4+ 2¢2, which is greater than M since a + 2¢? = m + 2¢? and M — m = 2cw < 2¢2.
Ga(z) = Ga(y)

Therefore, denoting p(z,y) =
r—y

, we have by strict convexity of G :

Vbe [m,M], p(h(a),b) < p(M,b) < pla+ 2c%b) < pla+ 2c¢*, M) < G (a+2¢%) = 0.

1
We thus set C = — > (0 and we have as expected :

SUD ge[m,a] P(a + 2¢2, M)

G(a,h(a)) — G(a,b) 1
’ (@) =0 ‘ = —p(h(a),b) = rok

We now dive into the proof of Theorem 4.2.

Proof of Theorem 4.2.

Outline of the proof. Let us denote by u the entropy solution to the Burgers equation with
2
initial datum ug and (u®,v®) the solution to (4.3) with initial data (ug,vo) where vy = =2. We

. 2
also denote by f the Burgers flux given by f(u) = %-.

The main idea is to obtain Kruzkov-type inequalities on u®, that read like :
Oclu® — K| + 0z sgn(u” — k) (f(u”) — f(x)) < R, (4.6)

where the source term R® will eventually have a contribution in O(\/E) Inequality (4.6) must
also hold true for any k € [—|ugl|z», |uo|L>], so as to replace k by u and, in fine, compare u to
u®. We will indeed use a doubling of variables technique & la Kruzkov, where the first Kruzkov
inequality will be (4.6) and the second will be the entropy inequalities for w :

Oulu— K| + 0, sgn(u— ) (F(u) — £(x)) < 0. (4.7)

Note that combining (4.6) and (4.7) requires that the fluxes correspond. However, we will see
that (4.6) can only be established if we replace f by a modified flux f. But actually, we show in
a first step that with this modified flux, we have f(u¢) = @ — f(uf) and f(k) = %2 = f(k) for
u® and x in an adequate range, and therefore combining Kruzkov inequalities (4.6) and (4.7) will
be possible.

In a second step, we consider entropy inequalities on u®. For technical reasons, it is easier to
prove entropy inequalities on the auxiliary function w® := W The last step consists in using
Kuznetsov’s doubling of variables technique to estimate |w® — u|z1. The desired estimate follows

from a triangle inequality and Lemma 4.2, as G(a®(t), b°(t)) is actually of size O(e) in L! norm.

Step 1 : Maximum principle and entropy ! inequalities on (a°, b°).
We begin with obtaining Kruzkov-type inequalities on the solutions (a®, b°) to the diagonalized
system (4.4). To do so, we need monotonicity properties on G. From the identities :

b—a b—a b® —a®

Y | 1, 1 .
2.G(a,b) = 2Cf(2c) L G = 2Cf( Qc) e

1. Whenever we speak about entropy inequalities, we have in mind Kruzkov-type inequalities like (4.6) or (4.7).
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we deduce that if |f'(u)| < ¢, then G(a®,b%) is decreasing with respect to both a° and b°. To
ensure that this condition holds true, one might want to invoke a maximum principle for u* along
with the subcharacteristic condition [jug|r» < ¢, since f' = Id.

However, the maximum principle is actually a consequence of the entropy inequalities on
(af,b). Therefore, we slightly modify the flux f into a flux f such that the condition | f(uf )| < e

holds whatever the value of u, so that G (a,b) := % f (1’2_—6“) — “TH’ is decreasing with respect to a

and b. More precisely, we set :

2
UQ|| 7,0 .
—uluo|z 'J if w < —[uo | e,
2
] y |
flu) = = it — [uollLe < u < |uof e, (4.8)
2
uo .
ol — Lt gl <

Note that |f’(z)] < ¢ for all z € R and f(z) = f(z) for |2| < |Jug| r=. This allows to prove entropy

| |
= [uol e luol s
U

FIGURE 4.1 — The modified flux f

inequalities and a maximum principle for the solutions associated to f and to prove, a posteriort,
that they are equal to the original solutions (those associated to f) since the subcharacteristic
condition holds. As a byproduct, we will obtain that (u®,v®) is a global-in-time solution to (4.3).
Until the end of Step 1, when refering to system (4.3) (resp. (4.4)), we will assume that f is
replaced by f and we denote (@€, °) (resp. (a,b°)) the corresponding solution. We also let T*
be the maximal time of existence of (a°,v%) given by Theorem 4.1.
Now, obtaining entropy inequalities on (a, l~)5) consists of making a comparison with constant

state solutions to (4.4). Namely, letting m = |jug|r» (% — c), M = ||Jug|p» (% + c)
and considering h : [m, M] — [m, M] given by Lemma 4.1, we have for all k € [m, M],

G(k,h(k)) = G(k,h(k)) = 0 and therefore (k,h(k)) is a solution to (4.4). Thus, the following
system holds :

(G — k) — cdy(@ — k) = é(é(aﬁ, ) — G(k, h(k:))), (4.9a)
0(5F — h(k)) + cou(b° — h(k)) = é(é(af, ) — G(k, h(k))). (4.9)

Multiplying (4.9a) by sgn(a® — k), (4.9b) by sgn(b* — h(k)) and summing yields :
at<\6f — K|+ |5 — h(k)]) - c&x<|5f K| - |5 — h(k)\)
_ é( sgn(@® — k) + san(i — h(k)) (G(@.5%) — Gk, h(k)).

Hence, using the monotonicity of G, we obtain the following entropy inequalities on (a%, b%) :

at(yef — K|+ b - h(k)|> - c&r(\&a k|- - h(/-c)]) <0. (4.10)
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We now show that the maximum principle holds and that modifying the flux did not affect the
solutions. Substracting (4.9b) to (4.9a), we get :

o, (aﬁ k- (I — h(k))) p (af - h(k)) ~0.

Then, summing with (4.10) :

o, ((ae k)t 4 (5 — h(k))_) — ¢y ((gf k)t — (- h(k))_) <0,

and integrating in time and space, we obtain for any ¢t > 0 :
| (@@ =07+ @0 -nw) < | (@ -07+E-h0)),
R R

Taking (k, h(k)) = (M, h(M)) and then (k, h(k)) = (h~1(m), m) and switching the roles of @ and
b, we deduce that for all ¢ € [0, T*[, a°(t),b°(t) € [m, M], which implies that |a°(t)| < |uo| .
According to Theorem 4.1, we deduce that (a°, %) is a global in time solution to (4.3), that is
T* = +o0.

Hence, for all ¢ > 0, the bound |a°(t)| < |uo|z» holds and therefore f(af(t)) = f(ac(t)). As
a consequence, (4, 0) solves system (4.3) with the original Burgers flux f. By uniqueness of the
solution to the Cauchy problem (see Theorem 4.1), we deduce that (a°(t),0°(t)) = (u®(t), v (¢))
for all ¢ > 0 and that the subcharacteristic condition on u® holds globally in time.

™ M

Step 2 : entropy inequalities on w® and L' bound on G(a°(t),b°(t)).

We now turn to entropy inequalities to be combined with Kruzkov inequalities on u (4.7).
Lemma 4.2 gives the existence of a constant C' > 0 such that, for all a,b € [m,M], one
has |h(a) — b| < C|G(a,b)|. Besides, the source term G(a®,b%) will turn out to be of size O(¢)

in L' norm. We therefore work on the auxiliary function w® = h(%)c_as instead of u®. For
k€ [ = |uo| Lo, [uo|r>], Lemma 4.1 ensures that there exists k € [m, M] such that x = h(k?)c_k.
We then have :
1 1
[ = ] = o (yh(af) — (k)| + |af — k\) - (yaa — k| + |6F — h(k)| + ri), (4.11)
c c

where 75 = |h(a®) — h(k)| — |b° — h(k)| verifies |r§| < |h(a®) — b%| < C|G(a%, b%)|. Thus, we are left
to control |G (a®,b%)|. To do so, we formally differentiate this quantity and use (4.4) :

0t|G(a®,b%)| = <8ta€(9aG(aE,bE) + 6tb€8bG(a€,b5)> sgn(G(a®,b%)),

1
~(uG(a", 1) + 3G(a", ) ) |G (e, )

— ¢ sgn(G(a®, b%)) ((%aeaaG(aa, b%) + 0,b°0,G(a®, b5)>,
< E sup (6aG + 8bG) |G(a®,b%)| + ¢

e s w (1061 +18,G1) (10na7| + |0, )

s
[m,M]?
Integrating in space gives :

d g £ A g ()

6@ ¥ s < =S 1Gla, 612 + B(TV (o) + TV (bo) ).

where A = —supp, 1)2(0aG + 0G) and B = csupyy, a2(|0.G| + |0pG|) are positive constants
which do not depend on € nor on time. A Grénwall lemma then gives :

G0 (1), b ()2 < C(TV (o) + TV (b)), (4.12)
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where we still denote C' = B/A as a constant independent of time and of .

2
In addition, since, G(a, h(a)) = 0, one has 3 (%) = 1(h(a) + a) and therefore :

sgn(hmf) — h(k) — (af — k)) <h(a5) +af — (h(k) + k)),

[h(a®) = h(k)| = |a* = k]

I
NN = DN =

b= h(k)| = o = k| +75), (4.13)

with |r§| < C|G(a®,b%)|. Differentiating (4.11) in time and (4.13) in space, and using (4.10)
thus yields :

(wf)? K2 1 . .
-5 <5 ((3,57“1 + cam). (4.14)

Ot|w® — K| + 05 sgn(w® — k) <

Step 3 : estimating |u(t) — w®(t)| 1.

Then, we estimate ||u(t)—w®(t)| 1 using Kuznetsov’s doubling of variables technique (see, e.g., [114]
for scalar conservation laws with viscosity and the work of Bouchut et Perthame [20]) in order to
combine (4.14) with Kruzkov inequalities on the entropy solution u, that read :

Otlu — K| + 05 sgn(u — k) (f(u) — f(k)) < 0. (4.15)

Writing, respectively, (4.15) at point (s, z) for K = w* (¢, y) and (4.14) at point (¢, y) for K = u(s, x),
we obtain :

u(s,xz)? we 2

olu(s,2) — W (£, )| + & sgn<u<s,x>—w€<t,y>>( A (;’y”)@, (4.16a)
we 2 (s, x)?

O (1) = u(s,2)] + 8 sl (1) — (o) (G5 2o (4.16b)

1 £ )
< o (At y) + dyri(ty)).

Now, let wa(t) = Lw (
wa(s —1)Qp(x — y) and testing (4.16a) and (4.16b) against g(-,t,-,y)1jo,7) and g(s, -, z,)L[o 71,
respectively, and integrating over [0,7] x R, we obtain on the one hand :

t) and Qg(x) = %Q (%) be two mollyfing kernels. Setting g(s,t,z,y) =

«

ﬂﬂ 0595, t, @, y)luls, @) — we(t, )| ds da dt dy

u(s, z)? we 2
+ﬂHa$g(s,t,x,y) sgn(u(s,x)—w%t,y))( (’2 ) (;’y)) ) dsdedtdy  (4.17)

- mg(T,t,x, Y|u(T,r) — w(t,y)|dz dtdy

n ﬂ] 9(0,t, 2, y)|u(0, x) — w*(t, y)| dz dt dy >0,
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and on the other hand :

J oot e = uts. o dsdearay

+Méw“¢@w>%Mw%nw—u@w»(gf%yn ==

) dsdxdtdy
‘m s, T,z,y)|w* (T,y) — u(s,x)| dsdzdy + ‘mg(s,o,m,yﬂws(o,y) —u(s,z)| dsdzdy (4.18)
%(ﬂ&tg s, t,x,y)ri (¢, y)dsdazdtdy—&-cﬂ@yg s, t,x,y)r5(t, y) dsdz dtdy

- ﬁg(s, T,z,y)ri(T,y)dsdz dy + ﬁg(s, 0,z,y)r1(0,y)dsdx dy) =: RHS.

Now, since | - | is even, and dsg = —0;g and 0,9 = —0yg, we deduce by adding (4.17) and (4.18) :

m‘@twaT@ Wt (£, )| dz dt dy
+ ||| 9(0,t, z,y)|u(0,x) — w(t,y)|de dt dy (4.19)

+ ||| 9(s,0,z,y)|u(s,x) —w*(0,y)| dsdz dy = RHS.

MgsTxymszL') w(T,y)|dsdx dy

Then, we write :

|u(T) = w*(T)|| 1 = JHwa(T — )Qp(x — y)u(T,y) — w (T, y)| dzdt dy

+ Jﬂwa(s — 1)z —y)|u(T,y) —w(T,y)|ds dz dy, (4.20)

=1 + L.
A triangle inequality gives for I :
I < Mwa(T —1)Qp(x —y)|u(T,y) — u(T, )| dzdtdy
+ [Hwa(T —t)Qp(x — y)|u(T, z) —w(t,y)| de dtdy

n [H walT — )R — y)|us(t,y) — w (T, )| ded dy
=T + 15 + T5s.

with 77 < CB - TV (ug), the second term Ty appearing in (4.19) and for the last one we write :
T
T | Qae—9) [ wal0) | 0itty) -t (20) dydrds,
R 0 R
and then we use the fact that w® is uniformely Lipschitz in L'(R) with respect to . Indeed, one
has dyw® = w with A/(a®) — 1 being uniformely bounded with respect to € as a® stays

in the compact set [m, M] for all time. In addition, estimating ||d;a° ()| ;1 can be done reusing
(4.4) and (4.12) :

o (s < elea (D)l r + _IGla"(0), (B < O (TV(ao) + TV (bo)).
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with C' > 0 still independent of time and of e. Hence, |0;w®(¢)|;1 < C(TV (ag) + TV (by)) and
T3 < aC (TV(ag) + TV (bo)). All in all, we get for I :

I < JHwa(T —1)Qs(x — y)|u(T,z) —w(t,y)|dedtdy + CB - TV (ug)
+ aC (TV (ag) + TV (b)) -
Moreover, similarly, for I :

I < [Hwa(s — D)z — y)|u(s,z) — w*(T,y)|dsde dy + C(a + 5)TV (up).

Returning to (4.20), we obtain :

[u(T) = w™ ()| < [Hwa(t)ﬁﬁ(fﬁ = y)u(0,z) —w(t,y)| dedtdy (4.21)
+ Mwa(s)ﬁg(m —y)|u(s,z) — w*(0,y)|dsdzdy — RHS (4.22)
+ aC (TV (ap) + TV (bo)) + C(a + B)TV (up). (4.23)

However, using a triangle inequality, one can show that :
[[[ a5t = plunte) - wt.p)ldzdtay < €5 TV(w0) + aC (TV(a0) + TV ().
and similarly :
[Hwa(s)ﬂg(x —y)|u(s,z) — w(0,y)|dsdzdy < C(a+ B8)TV (up).

We then bound from above the term RHS using inequality [rf(¢)|1 < C(TV (ap) + TV (by)) e

fori=1,2:
1)1 —
HHW' (S t) Qg(r —y)ri(t,y) dsdxdtdy

‘RHS‘ = —

2c|a «

+ % ﬂHwa(s — ) (z — y)r3(t,y) dsdx dt dy
— JHwa(s —1)Qs(x —y)ri(T,y)dsdzdy

ﬂ[ wal$)(x — y)ri(0,y) ds dz dy

+ 1> (TV(ap) + TV (by)) €.

Finally, we obtain :

|u(T) — w*(T)| 2 <C <Z; + g + 1> (TV(ap) + TV (by)) e

+ C(a+ B)TV(ug) + aC (TV(ap) + TV (b)),

which, after optimizing the values of @ and § and noticing that TV (ap), TV (by) < C - TV (up),
gives :

|w(T) — w(T)||pr < CTV (ug)(VeT +¢),
and this inequality, along with |h(a) — b| < C|G(a,b)| and (4.12) gives in turn the result. O
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Denoting ¢ = —d,u, the convergence of u®(t) towards u(t) in L'(R) ensures that o(t) is a
probability measure. Indeed, since for all ¢ > 0, o* = —d,u® is a non-negative distribution, so is
0. The Riesz—Markov theorem then ensures that o can be represented by a non-negative Borel
measure. In addition, almost everywhere, for ¢ > 0, u*(¢) is a non-increasing function taking
values in [0, 1] and hence converges to a certain limit when z goes to +00. The same holds true for
the limit function u(t). However, since u®(t) — u(t) € L*(R), then uf(t,2) — u(t, z) must vanish
as = goes to +00. Therefore, the total mass of o(t) is 1, and p(t) is a probability measure.

Then, passing to the relaxation system (4.2) for the aggregation Equation (4.1) can be done
using (4.5) with p = 1. As a consequence, Theorem 4.2 translates as follows for the aggregation.

Théoréme 4.3. Let gy € P2(R), ¢ > 1/2 and set o9 = algo]|oo. There exists a constant C > 0
such that, for any € > 0, denoting (¢°, o) the solution to (4.2) with initial data (09, 0¢), one has :

VT > 0, Wi(o(T), 0°(T)) < C(VeT + ¢),

where o € C([0, +0), Wa(R)) is the unique solution to (4.1) with initial datum gg.

4.3 Numerical Discretization

Hereafter, we denote At the time step and we introduce a Cartesian mesh of size Ax. We
denote t" = nAt for n € N and x; = jAx for j € Z. In this section, we extend our framework
and consider the aggregation Equation (4.1) with arbitrary pointy potentials W, which satisfy
the following conditions :

(i) W is even and W(0) = 0;
(i) WeCH(R\{0});
|z

(iii) W is A-convex, i.e., there exists A < 0 such that W (x) — A5~ is convex;

(iv) W is ag-lipschitz continuous for some aq, = 0.

In this framework, the convergence of ¢ towards o for a slightly different problem has also been
studied in [73]. Adapting the argument, the convergence still holds provided the sub-characteristic
condition ¢ > aq, is verified. However, for such general potentials, the authors were not able to
obtain the estimates of the speed of convergence as stated in Theorem 4.3.

In this section, we propose some numerical schemes able to capture the limit € — 0, thus
satisfying the so-called asymptotic preserving (AP) property. We consider two approaches, the first
one based on a splitting algorithm, and the second one based on a well-balanced discretization.

4.3.1 A Splitting Algorithm

A first simple approach to discretize the system (4.2) is to use a splitting method. Such a method
is known to be convergent and easy to implement but introduces numerical diffusion.
Notice that the system (4.2) rewrites, with u = o — cp, v = 0 + cp, as

o= 5255 - £52) e
Bu + o = é(a[”;;“](”;c“) -arn (4.24D)

The idea of the method is to solve in a first step on (", " + At) the system :
o= (o[ () -1 5)
= —|a —
e 2c 2c 2

o= ([ () - 159
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1 1
with initial data (u(t™),v(t")) = (u™,v™). We obtain u?+2 = pu(t" + At,z;) and 1/;.1+2

v(t" + At, z;). Notice that this system may be solved explicitly. Indeed, by adding and subtracting
the two equations, we deduce after an integration :

n—+

[NIE
3
+

[NIE

v Py =iy (4.25a)
n+i n+i - vttt =" -
T T a[ - ]( = )(1 _ ey, (4.25b)

Then, in a second step, we discretize by a classical finite volume upwind scheme the system :

Ot — cOppt = 0, o + cov = 0.

That is :
n +1 At oyl +1
Pt =l e X =), (4.26a)
n+l nJrl At n+— nt
vt =v ? Aaz( — v ). (4.26b)

Coming back to the variables ¢ and o, we obtain :

1

I/;L+2 _ CQ? + O_;ze—A:v/a + a?@?(l N e—At/E)’
1
M;z+2 = —coj + O';LG_AI/E +ajoi(1— e AE),
with a Z W — x1)or. Then, the splitting algorithm reads :

k#j

1 At n+l n+l n+l n+l
+1

i =0 =5 (el T Py P v

1 At _A
Y <<ff?+1 —ofy)e 8
—A
+(1— e %) (@l 00y — al 100 1) — clofyy — 200 + Q;P_l)>, (4.27)
and :
+1 n+3 c At _AL
o =0, ° EA(]H 207 + 05 1)e /e
c At N
+ G (g = 2067 + ) (1= ) — el )
—A _A c At _A
=oje t/s—}-a?@?(l —emAYe) 4 if( =207 o e t/e

c At

o (@hagf — 2070} + @y o)) (1 —em80) -

(g1~ &j1))

Lemme 4.3. For any e > 0, if both the CFL condition ZAt 1 and the subcharacteristic condition
¢ = ay hold, then the splitting scheme (4.25) and (4.26) is L!-stable :

vneN, 3 (I ) < X (gl )

JEZ JEZ

Proof. We have :
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1
o . . n+3; . . . .
Under the condition ¢ = acw, in the expression of 11, ?, the coefficient in front of 427 is non-negative

1
and the one in front of V;L is non-positive. Similarly, in V;L+2, the coefficient of ,u;? is non-positive
and the one in front of v;' is non-negative. Taking the absolute value and adding up therefore
yields :

n
I/j.

g

It remains to remark that, provided the CFL condition %‘; < 1 is verified, (4.26) gives :

n+1 nt1 cAt nty ntg
Z(!u] |+ 1¥j |> <1_M>Z<'“j 1 2’
JEZ JEZ
cAt n+i cAt n+
P gl A e
cAt cAt n+z cAt n+i
<[(1-—-— .2 p— . 27
< Am)E(’N;H“V |) Az - Hj Az
JEZ JEZ
Z (3] +171) -

O

Note that similar schemes have also been studied in [92] and proved convergent at a rate of
VAz.

Let us now verify the AP property. When ¢ — 0, we verify that the equation on o (4.27)
converges to the following Rusanov discretization of (4.1) (see [54] for numerical simulations using
the Rusanov scheme) :

1 At cAt
Q;“rl 0 — A ( aji10741 — ?_19?_1> AL (0741 — 207 + 07 _4), (4.28a)
= Y W (2 — ). (4.28D)
kg

This limiting scheme provides a consistent discretization of (4.1). Indeed, a similar scheme has
been extensively studied in [36] using compactness arguments and the following convergence
result was proven :

Lemme 4.4. Assume gy € P2(R) and that the stability conditions cﬁt 1 and ¢ = ao are

1
satisfied. Let T > 0 and suppose we initialize the scheme (4.28) with Qj = A—gg(Cj) where
x
C; = ["EjflijJrl)' Then, denoting oas the reconstruction given by the scheme (4.28), that is :
2 2

0ax(t) = D0 > 0 jn gniny ()6,
neN jeZ

then ony, converges weakly in the sense of measures on [0,T] x R towards the solution o of
Equation (4.1), as Az goes to 0.

It has been also proven in [43] that the scheme (4.28) converges at a rate of v/ Ax.

4.3.2 Well-Balanced Discretization

Although the splitting method provides a simple way to obtain an AP discretization, the
resulting scheme has strong numerical diffusion and may not have a good large time behavior.
Then, well-balanced schemes have been introduced. A scheme is said to be well-balanced when
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it preserves equilibria. The method proposed in this section comes from [64]. For a survey of
asymptotic-preserving and well-balanced schemes in the general framework of chemotaxis models,
we refer to [108].

Let us assume that, for some n € N, the approximation (uf},v})jez of (u(t",z;),
v(t", ;) jez solution to (4.24) is known. We construct an approximation at time t"*! using a
finite volume upwind discretization of (4.24), with the discretization of the source terms H); ;, H} ;
to be prescribed right afterwards :

pit =g e (Hie = g) + —Hy (4.29)
At At
V;l+1 = V;‘l — Cm(y‘;l - V.]T'Lil) + ?HIT/L,] (429b)

In order to preserve equilibria, we set :

1 (% V— /v — W w4 v
e [ e o525
wi = Ag Lj (7, 7) da (o) = a| = 2% 2

where (fi, 7) is the solution to the stationary system on (zj, xj41) :

~ cufi = ~H(,D) (4.300)
cdyi — éH(ﬁ, ») (4.30b)
Bage) = iy Plag) = o (430¢)

In addition, in the same fashion, H,); = = Sg_l H(f1,7) dz, where (fz,7) solve the stationary

system with incoming boundary conditions, on (x;_1,z;) :

— COxJi = éH(ﬁ, v) (4.31a)

057 = éH(ﬁ, 7) (4.31D)

a(zj) = py, v(zj-1) = Vi . (4.31c)
Reporting Equations (4.30a) and (4.31b) into the discretization of the source term, we obtain
Hy = 55 0(xj) —vj—1) and H}} ; = — 52 (p] — fi(z;)). Hence, one may rewrite the scheme (4.29)
as

n n At ~
/'Lj+1 =My + C@(M(f’«"j) — 1)

Vn+1 _ . n At L
J J Axgd
Remark that the stationary system :

1 1
—cOppp = —H(p,v),  cOpv=—H(p,v),
I3 3

is equivalent to :

1
Oy0 =0, 00 = - (alo]o — o)
. [+ U n+v . .
Therefore, denoting o1 = H 5 Y and o;_1 = H 5 V, which are constant, respectively, on
2 2

(xj,2j41) and (z;-1,x;), one has :
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Thus, it turns out that the scheme can be rewritten only in terms of the discretized unknowns
and of Ol
-2

ntl _ n At 2cAt

Wi eag W V) R e

t 2cAt
+1 _ _
Vit =vj — cﬂ(u? +vj) + A, it
Or equivalently :
At

Q;H-l _ Q;l _ Fw(aj+% _ Jj—§)7 (4.32a)
At

U;}Jrl _ 0';-1 _ CI:L»(QU;L — 01 0']-7%). (4.32b)

However, solving the stationary systems (4.31) and (4.30) involves the resolution of a nonlinear
and nonlocal ODE. Instead, we propose an approximation in the spirit of [64].

We replace the nonlinear term in (4.31a)—(4.31b) by a’;_l : P;f, where a?_l stands for a fixed
2 2

and consistent discretization of a [32—6 ﬁ] on the interval (x;_1,x;), to be specified afterwards.

2c
2
accordingly. In the following, we detail the construction for the problem (4.31a)—(4.31b) on
(@51, 25)-
Obviously, the definition of a;i

Similarly, we will replace the nonlinear term in (4.30a)—(4.30b) by a?Jr 1 - ZE with a?+1 defined

should be taken with care (see [64, 36]). In [43], the authors

showed that, when discretizing the product a[g]e, if a[p] and g were not evaluated at the same
point, then the resulting scheme produces the wrong dynamics. To take this into account, we will
split ¢ into one contribution coming from the left and one contribution coming from the right,
i.e., we set 0 = o + or and @ = o, + o where o, (Ax) = 0 and pr(0) = 0. This implies that
0(Az) = or(Az) and 2(0) = 01(0).

More precisely, we solve the two following boundary value problem, on (0, Ax) :

N|=

5 d

ec’—er=aj s or—or,  er(Ar) =0, (4.33a)
d
27 = n —_ f—
ec dx OR a‘j_%’RQR OR; QR(O) 07 (433b)

We may explicitly solve these linear systems, and since p7,(0) = 9(0) and pr(Ax) = 9(Ax), we
obtain the relations :

oy = @(0)/4;?7%@, OR = ?(Aﬂ?)“?,%ﬁ- (4.34)
with :
n n
K i K" e (4.35)

i=5L T 1—exp(—a” , , Az/(ec?))’ i=3R " 1—exp(a” , Az/(ec?))’
]_ivL j—g,R

Notice that we have :

K" 1, —(a” 1)+, kY 1 p——(a? 1 5)-, whene—0, (4.36)

o(0) = = pAr) = ——L. (4.37)
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with (4.34) and the fact that @ = o7, + op is constant on [0, Az], we obtain the following 2 x 2
system on the unknowns 7(0),7(Az) :

mn 77 37 o n
py +v(Azx) = Vi — 10 K4+ AAT) — K 1p
2c Vi 2c J= g
Solving this system yields
c— kK" K" K"
J— n n J n n ’
c—K' 4, +K' c—K, | ,+RK. |
7§7R ]7§7L ]7§’R jfﬁvL
K" c+ k" L+ KT
— n J—3.L n Jj—35.R J—5.L
v(Ax) = viy — ~ — 1 - -
cC— K + K" cC— K + K

n — 27 27
07 1 pi=0(Ar) =
]_77R n .
2 C+/€j_%7L ’%—5,1%
and with (4.34) :
v K" — plK"
I L J g—l R
= . — T n 7 n —
O—j—% : O'L+O'R Qj—%,LKj—%,L+Qj—%,RHj—%,R C—/ﬁ;ﬂ —|—/§j 1 s (438)
J— 27 Y L
(the above quantities are well-defined since /{j 1,2 0 and £” , , < 0). Injecting into (4.32), it
27 27
gives the following scheme :
—_—_ — n
L <1 B cAt> o At MitlR Kj+%,Lyn _ 2cAt Fi+lR S (4.39)
J - J _ n J _ K j+1 U=
Ax Az ¢ /-{j rTE ) Az ¢ /1+ 1 g TR (i
c+ K" + /<c. ﬁ’?
il = <1 - CAt) Vi — cAt e 1 _%’Lun + 2c81 =3k vitq, (4.39b)
J B J _ J _en n Jj—1 :
Az Ax ¢ H 1R+/~€ ) Az ¢ Kj_%’RJrK/j_%’L
where the coefficients KZ LR are defined in (4.35). Equivalently, for the variable (o, o), the
scheme reads :
n,.n _.n n n n _ o nn
) At [ViFjein T HiRr g Vil p T HR LR
0" =0~ Az c— K" + K7  c— K" + K" (4.402)
j+iR T +iL j—%.R " i—3.L
n,n n n n n n,n
At Viljeln — HiriFyi g Vil 1 g = HGRG 1
ot = o) —er | 20) - A S| (4dob)
x c— K" K" c— K" K"
iR L i—3R 4L
where we recall that pf = o7 — co} and v} = o7 + co’.

Y
It remains to deﬁne the velocities aj 1 used in (4.33) and in (4.35). We take :
2

JL/R

a;_ LL/R™ 2 W' (x k)01 LL/R
k#j
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However, this discretization implies the resolution of a nonlinear problem, since the quantities

o LR depends nonlinearly on a e

_((i)L i and a _((i)R = a?.

Solving, on each cell (z;_1,x;), the system of ODEs (4.33) with these values for the velocities

Then we implement a fixed pomt method initialized with a a’

gives two sequences, (Q(.1)1 L) jez and (o (. )1 R) jez- Then, we assign the next value of the velocity

to a. L y R Z W’ — xp) Q](C )1 LR which allows us to compute new values for the left
k#j

and right densities, (Q(.2_)l L)jez and (o (,2)1 R)JGZ’ through (4.33). We iterate until Wa(p G ), Q(LZH))
and Ws (gg), Qgﬂ)) pass below a certain threshold. Notice that the velocities a, ’( ) L LR always
remain bounded by a. In practice, only a few iterations are needed.

The resulting scheme is consistent for any £ > 0 and stable under standard stability conditions,
as shown by the following lemmas.

Lemme 4.5 (L' stability). Under the CFL condition < A < 1 and the subcharacteristic condition
¢ = ag, there holds that the sequence (MJ V] ™)jn defined by the scheme (4.39), verifies the following
L' stability property :

wneN, Y (It ) < Y (gl + ).

JjeZ JEZ

Proof. In each combination of (4.39), the first coefficient is non-negative under the CFL condition

CAAt < 1, and so is the last one since nj 11 L >0 and fi;.l L1 S 0. Moreover, under the subcharac-
+1,
teristic condition ¢ > aq, it holds that — KjtlR + K11 pSCSO the remaining coefficient is

non-positive. Thus, applying the triangle 1nequahty and re-indexing the sums appropriately :

il il cAt n cAtc_’i?Jrl R_H;LJrl,L "
DU+ ) < ) 1= |y | + PN |vj']
JeZ j+1

_,’_ n

JEZ jeZ Ritin
2cAt ‘%;l+1 R cAt
=) el + 3 (1= S ) i
= Az ¢— K" e st If]+ L =
cAtC+F”?+%,R+ i+1 BL o 2cAt TN ]
— j+l _ n Vj ’
= Az ¢ Ii]+ ’+n]+ L Az c KJ+lR+”j+%,L
cAt cAt
<(1_E)Z(|:“J|+|J Z|M3+1| A Z| )
JEZ ]EZ JEZ
< 2 (g1 +15'0)
JEZ
This concludes the proof. O

Lemme 4.6 (Consistency for smooth solutions). Assume that, for all j € Z, we have a LR

- 2 W' (xj — zk) o1 /g Then, for any e > 0, the scheme (4.32) is consistent wzth (4.2)
3

k#j
provided that the solutions are smooth enough.

Proof. For j € Z, one has, using the Taylor expansions as Az — 0 :

K" a” +a
-1r 1 1 -1
L T R Az + O(Az?),
c_ﬁj—%,R—FKj—%,L 2  dec 2
K" a” +a”
1R 1 1 -1 IR
e T Tt e |t T | Avt O(Aa?),
C_KJ—%,R+ﬁj—%,L 2 dec 2
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Thus :

1+U ‘Q _QJ %’L+a?_%7R n n
gj 1= 5 +e—g - 4502 5 (051 + coj—1)
n
i-

R) (o7 — cg;?)> Az + O(Az?).

l\')\»—t

In particular, o, 1 is clearly consistent with o(t",2;_1) as long as the solution (g, o) is smooth
2 2
enough to perform standard consistency analysis for finite differences. This shows that (4.32a) is
consistent with d;0 + dzo = 0. As for the consistency of (4.32b) with d;0 + 20,0 = L(a[o]o — 0),
we write :
of1—20f +of | 0f1—0fn Az

— 207 = 5 +c 5 ~ e [c(afl + 205 4+ 0711)

’ n n 2/ n n
%(Ojﬁ—l —0;)+c(0j-1 — 0j+1)

n n n
a . a . a . a
Ta 1r jorptai i ptaiy ptaiy g oaia ptaia g
5 i 5 05 + D) j+1

Using Taylor expansions, we have, for smooth solutions o(t",zj11) — 20(t", x;) + o(t", z;_1)
— O(A), ot"z1) — ot we) - O(Aw), oftz) — o(thz1) - O(Az)
and o(t",xj41) — o(t",z;) = O(Az). Along with the bound |a” | < aw, this implies :

j+i,L/RV
Qn_1 -0 1 1
— 20" = ¢-2 L n ny gt
Ojp1toy 1 20} =c 5 1e? c(oj_y + 207 +074q)
a” + a a” +a” +a” +a”
j—3.L -3R j—3.L " j-3R T j+3L 7 Tj+3R
—c P+ A
2 J 9 J
a” 1 +a
]+77L .7+ 7R
+ 2 5 2 ]_H)]Ax—FO(AI' ).

Clearly, %Q]“ and ¢(of_| + 207 + 0¥, ) are consistent with an accuracy of O(Az?) and
O(Ax), respectively, with —cd,o(t" x]) and 4eo(t", x;). For the remaining terms, let us recall
that, with the notations of (4.37) :

e L O CP(Ax) -y 0y
95— 3.L 2¢ c ) Qj_%,R % . .
1/7?_1 — ,uﬂ gn_l —gn ‘
Hence, Qj—%l/ + Qj—%,R _ _J y J _ _J . J + Q;‘l—l + Q;-l~ Since U(tnaxj—l) - U(tn,xj) _

O(Az), and assuming that :

n _— —
aj_%jL/R = Z wW'( Tk)0j_1 L L/R
k#j

we deduce that a] ,  tall is consistent with a[o(t")](zj—1) + a[o(t")](z;) with accu-

1
L iR

racy O(Ax). It follows that Ojy1+ 01— 207 is consistent with —0d,0(t", ;) — %(a(tn’;pj) _

2

alo(t™)](z;)o(t", .Z‘j)), again with accuracy O(Ax), and this concludes the proof. O
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The stability conditions in Lemma 4.5 being independent on &, we recover in the limit ¢ — 0,
using (4.36), the scheme of [64] :

s e e ) G
ey R T ) SRR
U}H-l — o - c% <20—§L B V?(a?+§7;L)+ + N?H(:?Jré,z-z)
T c+(aj+%7R)—+(aj+%7L)+
B via(al s )+ + M?(a?;,R)‘> (4.41Db)
ct(afy p)-+ (0 )+ ) |

which is stable under the conditions % < 1 and ¢ > ay. Notice that with the notation in (4.38),
Equation (4.41a) may be rewritten as the following upwind-type scheme :

At
+1 _
G = — 5y (610 — Gy pl @y - — €y (@ e+ pl@y p)-).

4.4 Numerical Experiments

We present some numerical illustrations for the two schemes described in the previous section.
|| 22

In addition to the potential W (x) = 5, we also consider the smooth potential W (z) = %-.

Numerical tests are conducted on the domain [—1, 1] and both schemes are initialized with :

1 1
Q? = EQO(Cj)a U? = EUO(CJ')-

4.4.1 Accuracy of the Numerical Schemes

In this subsection, schemes are initialized with the inital data g9 = %5_0_5 + %50_5, oo = aloo]oo-

Figure 4.2 shows that both schemes recover the correct dynamics in the limit ¢ — 0 : for the
potential W (x) = %, one can compute the exact velocity of both Dirac masses for the aggregation
Equation (4.1) and see that they should be located, respectively, in 2 = —0.2 and = = 0.2 in final
time T' = 1.2.

This test is set up with ¢ = 1077, on a Cartesian mesh of [—1, 1] with 1500 cells, ¢ = 1 and

At
the CFL X = 0.9. Both schemes (4.28) and (4.41) display the correct velocity for the Dirac
x

masses, but one can notice that the Rusanov scheme (4.28) shows more numerical diffusion. Note
that both schemes are written in conservation form, they preserve the total mass of p, which is
also verified numerically.

We then investigated the order of convergence when Az goes to 0 with ¢ fixed, in Wasserstein
distance W (the numerical results are the same for Ws).

After performing tests for several values of ¢, it appears that the convergence order with
respect to Az does not depend on the size of . Therefore, as an example, we propose simulations
in final time 7" = 0.5, with the same intial data and stability parameters as above, and with
e =2 x 1075 for Figure 4.3 and with ¢ = 1072 for Figure 4.4 :

For a fixed value of &, both schemes seem to converge with order 1/2 with respect to Ax

for the smooth potential W(z) = % (see Figure 4.3) whereas they seem to be of order 1 for

the potential W(x) = \%I (see Figure 4.4). This can be explained as both schemes possess some
numerical diffusion which is somehow counterbalanced by the aggregation phenomenon in the
case of a pointy potential, as already observed in [54]. Due to the link with the Burgers equation,
this superconvergence phenomenon is directly linked to the results of Després [44], which should
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FIGURE 4.2 — Dynamics of two Dirac masses for the potential W (z) = I%I in time T' = 1.2.
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FIGURE 4.3 — Order of convergence of the splitting scheme and the well-balanced scheme for the smooth

potential W (z) = %

be rigorously extended to our case (the mere extension to the upwind scheme of [36] for the

aggregation is not straightforward).

Finally, we also verified the well-balanced property of the scheme (4.40). In order to obtain
a reference solution to system (4.2) when € > 0, note that it can be proven that system (4.3)
admits traveling waves solutions given by :

u(t,x) = u(e(z — ot)),

v

(e(z — at)),
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FIGURE 4.4 — Order of convergence of the splitting scheme and the well-balanced scheme for the pointy
potential W (z) = %

where :
_ Ug + Ug €XP (2?02 Uz)(f fO)) B _ u?
7(e) - I B(E) = o(@(E) — ug) + 2.
1+ exp (52575 (¢ — &) )
and with o = u9+ud, ¢ = 1(z—ot) and & € R is a parameter. In our case, u(t,z) = $—{*_ o(t, dy),
hence uy = 1/2 = —uyq and therefore travaling wave solutions are stationary. Setting &y = %, we
deduce :
1 T
u(t,x) = D) tanh Pt u(t,x) =

Differentiating in space, these solutions give particular solutions
system (4.2) :

—~ 00| =

0,0), that are stationary, to

o(t,x) = 8&?16 (1 — tanh? <4$02>> o(t,x) = 0.

In Figure 4.5, we compute the W distance between the approximated solution at time 7' = 0.5
and the above stationary solution o. The test is conducted with e = 2 x 1074, with the exact
boundary conditions given by the above formula, and for several values of Axz. The scheme (4.40)
preserves well the above equilibrium for any Az (even though we replaced the resolution of the
systems (4.31) and (4.30) with linear systems, see (4.33)), while for the splitting scheme, we
recover the linear convergence towards o which is, in this case, the exact solution.

4.4.2 Illustration of Theorem 4.3

We finish by illustrating the convergence rate we obtained in the continuous setting. In
Theorem 4.3, we obtained convergence at rate v/eT + ¢ = O(y/) of g5 towards o7 the solution
to the aggregation equation, at any final time 7" > 0 in W distance, where (¢, o) is the solution
to (4.2) for any inital data (0o, 00) with gp € P2(R), provided ¢ > 1/2 and o9 = a|00]0o-

Under these conditions, we illustrate this convergence rate by computing the distance between
0%, and ox ”1 (what is called error in the following figures) for e; = 1/2%, i = 4,...,18 and for a
fixed Az small enough so as to consider that our discretizations approximate well the continuous
solutions (whether or not € > 0 since we proved our schemes to be AP).
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FIGURE 4.6 — Convergence rate w.r.t ¢ in W; distance, W(z) = %, 50000 cells. Initial datum is one

Gaussian bump gg(z) = 2 26—20902.

For W(z) = @, the superconvergence phenomenon seems to occur once again as we observe in

Figure 4.6 : convergence with respect to ¢ is observed at order 1 in distance Wy, provided ¢ < 1072
(the first three points do not seem to show order 1). Quite surprisingly, order 1 convergence seems
to occur in any W), distance, p € [1,4+00[ (see table 4.1). Intuitively, one might have wanted to
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1 1
use the inequality W),(¢%, 0) < W (0°, o)diam(€2)' "7 on a bounded domain 2 to pass from O(e)
convergence in W distance to 0(51/ P) convergence in W), distance, but apparently this is not

optimal.
p | Well-balanced scheme | Splitting scheme
1 0.99627054 1.02607252
2 0.98349175 1.02358042
3 0.97402616 1.03216978
4 0.95475130 1.02633710
5 0.97151212 0.98096040
6 0.96196499 0.95627928

TABLE 4.1 — Order of convergence w.r.t ¢ in W), distance, using either scheme to approximate the
continuous solutions, for W (z) = %, 45000 cells, T' = 0.5. The error is estimated as the mean slope in

log-log scale. Initial datum is one Gaussian bump go(z) = 2 %6_2012.

We finish with the case of the smooth potential W (x) = %2 for which we expect a O(1/¢)
convergence rate. We observe numerically in Figure 4.7 a behaviour very similar to that of
Figure 4.6, and this suggest that our convergence rate is not optimal. Perhaps the relaxation
approximation allows to gain regularity for the solutions, which might help obtaining a sharper
convergence rate in O(e) in W distance.

Convergence order in W, distance, W(x) = X2—2 N =40000, T=0.50, CFL=0.9
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FIGURE 4.7 — Convergence rate w.r.t € in W; distance, W(x) = 5-, 40000 cells. Initial datum is one

Gaussian bump go(x) = 2 26_2012.

Note that both schemes allow to recover convergence at the seemingly optimal order for the
continous solutions, although the splitting scheme seems to be more than geometrically convergent
for the last two g;. This is actually not the case since refining the mesh would allow use to get a
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straight line also for the splitting scheme. In fact, one could interpret this as the splitting scheme
being less accurate in capturing the aggregation phenomenon than the well-balanced scheme,
since, when ¢ is very small, solutions behave like Dirac masses. This gives another argument to
discard the splitting scheme in favour of the well-balanced scheme.
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Annexe A

Annexe

A.1 Quelques rappels de probabilités et théorie de la mesure

A.1.1 Mesures de probabilité

L’étude d’équations d’agrégation en dimension 1 améne fréquemment [55, 70, 16, 107, 5, 57,
56| & considérer les inverses généralisés de fonctions de répartition, dont on rappelle la définition
ici.

Définition A.1. On suppose ici d = 1. Soit p € P(R). On appelle fonction de répartition de o
(cumulative distribution function) la fonction F: R — [0, 1] donnée par :

F(z) =p(] —,2]), zeR.

Toute fonction de répartition est croissante, continue & droite en tout point, et de limites respectives
0 en —o0 et 1 en +00.

En tant que fonction croissante majorée, elle admet une limite a gauche en tout point.
Puisqu’elle est aussi continue en tout point, ¢’est ce que l’on appelle une fonction cadlag (continue
a droite, limite a gauche).

On peut définir 'inverse généralisé de F' (encore appelé pseudo-inverse ou fonction quantile)
par :

Vy e [0,1], Fl(y)=inf{zeR|F(z)>y}.

Si I est strictement croissante, alors F~' correspond a linverse standard de F.

A.1.2 Convergence des mesures (pas forcément de probabilité)

Lorsque I'on parle de convergence faible d’une suite de mesures vers une autre mesure, se pose
la question de ’ensemble des fonctions tests que I’on prend. On rappelle que ’on note Mb(Rd)
I’ensemble des mesures finies ou bornées sur (les boréliens de) R

Définition A.2 (Convergence étroite, convergence faible-*, convergence vague). Soit (o,) €
My(RHN. On dit que (0,) converge étroitement (resp. faible — %, vaguement) vers o € My(R?)
si elle converge en dualité contre Cy(R?) (resp. Co(R?Y), Co(RY)), c’est-a-dire que :

n—+0o0

Yo e Cb(Rd) (resp. CO(Rd), CC(Rd)), J(pd@n — pdo.

Proposition A.1. Soit (0,) € My(RH)N et o e My(R?).
(on) converge étroitement vers o si et seulement si (o,) converge vaguement vers o et
on(R%) - o(R%). En particulier, si les o, et o sont des mesures de probabilité, la conver-
n—-+0o0

gence étroite équivaut & la convergence vague, et donc a la convergence faible-* (parfois appelée
« convergence faible au sens des mesures » ).
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La convergence en loi d'une suite de variables aléatoires est définie a partir de la convergence
étroite des mesures de probabilité associées, et peut-étre caractérisée par leur convergence vague
d’apreés la proposition ci-dessus.

Plusieurs de nos méthodes (I'—convergence, compacité a la Lax-Wendroff) nécessitent d’ex-
traire d’une suite de mesures (en général de probabilité) une sous-suite convergente vers une autre
mesure finie.

Proposition A.2. Soit (0,) € My(RHN de mesure totale bornée uniformément par rapport a
n e N, c’est-a-dire 0,(R?) < C indépendant de n € N. C’est en particulier le cas si (0,) est une
suite de mesures de probabilité.

Alors il existe une sous-suite de (0,) qui converge faible-* vers o € My(R%).

Néanmoins, la limite o n’est a priori pas une mesure de probabilité méme si les p,, le sont
toutes (prendre par exemple g, = d,, dont la limite faible-* est la mesure nulle). Assurer que la
limite soit une mesure de probabilité repose sur la notion de tension de la suite :

Définition A.3 (Suite tendue). Soit (0,) € My(RYN. On dit que (0,) est tendue silimp—, 4o 0n(BS) =
0 uniformément en n € N. Plus précisément, cela signifie que :

lim sup p,(B%) = 0.

R—+0 peN

La tension est parfois énoncée de la fagon équivalente suivante :
Ve > 0, 3K compact, ¥n € N, 0, (Kf) < e.

La tension d’une suite de mesures implique que (o, ) ne peut pas « envoyer de masse a l'infini »,
la suite (0p)nen n’est, par exemple, pas tendue. En pratique, la tension provient souvent d’une
des conditions suivantes.

Proposition A.3 (Conditions suffisantes de tension). Soit (0,) € My(RHN. Si l'une des
conditions sutvantes est vérifie :

(1) Il existe p =1 tel que My(0,) soit borné uniformément en n € N,
(2) (on) converge étroitement vers une mesure bornée,

Alors la suite (o) est tendue.

Démonstration. (1) 1l suffit d’écrire :

RPon(B5) < f

|2|? 0 (dx) < J |z|P o, (dz) < C,
Be R4

R

si bien que g, (B%) < C/RP tend vers 0 quand R — +00 uniformément en n.
OJ

La tension est également une condition suffisante pour que la convergence vague revienne a la
convergence étroite :

Proposition A.4. Soit (0,) € Mp(RHN et 0 € My(RY). La convergence étroite de (0,,) vers o
est équivalente a ce que (o) soit tendue et que (o,) converge vaguement vers .

On est alors en mesure de compléter la proposition A.2 :

Proposition A.5. Soit (0,) € My(RY)N de mesure totale uniformément bornée par rapport a
n e N, c’est-a-dire que 0,(R?) < C indépendant de n € N. On suppose de plus que (o) est
tendue.

Alors il existe une sous-suite de (0,) qui converge étroitement vers un certain o € My(R?).
En particulier, la limite lim,_, 1 on(R?) existe et vaut o(RY).
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Remarque A.1. En particulier, si (g,) est une suite de mesures de probabilité tendue, il existe
une sous-suite qui converge étroitement /faible-* /vaguement vers une mesure de probabilité p.

C’est typiquement ce qui se passe quand on utilise un théoréme de type Lax-Wendroff : on
montre, a priori, que ’approximation préserve la positivité et est conservative, de sorte a ce
que (9X,)neN soit une suite de mesures de probabilité, et également que I'un de leur moments
est uniformément borné, c’est-a-dire M,(0,) < C pour un certain p > 1, de sorte a ce que la
suite (o, )neN soit tendue. Immédiatement, on peut en déduire qu’une sous-suite de (9}, )neN
converge faible-* vers une mesure de probabilité o € P(R?).

A.2 Quelques rappels d’analyse

Proposition A.6 (Inégalité de Young pour la convolution). Pour 1 < p,q,r < oo tels que

1 1 1
1+-=—+-,et(fg) e LP(RY x LIYRY),
rop q

I #glzr < [ flzelglze-

De cette inégalité, on peut déduire les trois cas particuliers suwivants :
(1) (Convolution L' x L)
I+ gl < fleelgler,
(2) (Convolution L' x LP)
I+ glee < [flelgler,
(8) (Convolution LP x LV")
1+ glee < 1 flzelgll -
Proposition A.7 (Interpolation des espaces LP). Soit p,q,r € [1,0] avec p < r < q. Soit
ue LP(R?) n LY(RY). Alors u e L"(R?) et on a les inégalités d’interpolation suivantes :
(1) lullr < el el oir = p+ (1~ 6)g.
(2) lulsr < lulllully” oat =+ 122
Lemme A.1 (Lemmes de type Gronwall). Soit a < b des réels et y : [a,b] — R dérivable
(1) S’il existe o, B : [a,b] — R continues avec « positive sur [a,b], telles que y(t) < B(t) +

t
f a(T)y(T)dT pour tout t € [a,b], alors :

a

t

Vt € [a, b], y(t) < B(t) + J Oé(T),@(T)eS: a(s)ds g

a
(2) S’il existe o : [a,b] — R continue et positive sur [a,b] et ¢ € R tels que y(t) < ¢ +
t
f a(T)y(T)dr pour tout t € [a,b], alors :

a

viela b,  y(t) <cexp (f a(T)dT) .

(3) S’il existe (o, B) € R% x R tels que |y'| < B+ aly| sur[a,b], alors :
YVt e [a, b], ‘y(t” < |y(a)|ea(t*a) + g (ea(tfa) _ 1) )

(4) S’il existe « : [a,b] — R continue (mais pas nécessairement positive) telle que y' < ay sur
[a,b], alors :

vie[a,b],  y(t) <yla)exp (f a(T)dT> .

a
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(5) S7il existe a« > 0 avec o # 1 et ¢ € R*, positif si a > 1 et négatif si a < 1, tels que

y' 4+ cy® <0 sur [a,b], et siy est positive sur [a,b] dans le cas ot o > 1, alors :

1

viela,0],  y(t) < (y(@)" +ela—1)(t—a))",
Et pour o = 1 s’il existe c € R tel que y' + cy < 0 sur [a,b], alors on a :

veelabl,  y(t) <yla)e .

(6) S’il existe a €]0,1[ et Cy,Ca,Cs = 0 tels que y' < Cy + Coy® + Csy sur [a,b], et siy est

positive sur [a,b], alors :

_ C1 + Cy(1 —a) -
(C3+aCy)(t—a) 1 2 (C3+aCs)(t—a) _
vVt € [a, b], y(t) < yla)e + Gt oGy (e 1) .

Remarque A.2.

o Pour le point (5), dans le cas @ > 1, on en déduit une estimation en temps sur y(t)

sans savoir rien d’autre sur y(a) que y(a) > 0. En effet, on a alors y(a)'=® + c(a —

1)(t —a) = c(a — 1)(t — a), or -1 < 0, donc en élevant a cette puissance, on obtient

1 1
y(t) < (y(@)' * +cla=1)(t—a)) ™ < (cla—1)(t —a))T=.
On peut utiliser ceci, par exemple, pour obtenir une estimation en temps des normes LP
d’une solution de ’équation de la chaleur.

L’estimation du point (5) est optimale car on n’effectue que des intégrations exactes, tandis
que celle du point (6) ne l'est pas, mais suffit par exemple & majorer y en temps borné. On
peut essayer d’affiner les choses, pour retrouver par exemple une croissance quadratique en
t qu’offre le point (5) lorsque o = % Pour ce faire, on écrit plutdt 'inégalité de Young pour
u=cey* etv= %, ce qui donne aprés calculs :

1 - 1
Ve >0,Vte[a,b],  y(t) <yla)el@roem)lizay  eBn [ (CataCen)liza) _ 1) .
C3+ aChea

Pour se débarrasser du facteur exponentiel, c¢’est-a-dire choisir € > 0 tel que (C’g—l—anEé)(t—
a) = 1 par exemple, il faut en particulier que ﬁ — (3 = 0, c’est-a-dire que t < O%, + a,
donc que 'on soit en temps borné par les paramétres. Améliorer le facteur exponentiel en
un facteur polynomial en ¢ n’a donc pas d’intérét, sauf si Cs = 0. Dans ce cas, on retrouve

1
la croissance en t7== du point (5).

Démonstration. On ne prouve que les points (5) et (6), moins classiques mais tout aussi utiles.

(5) En intégrant sur [a,t] U'inégalité 5—; + ¢ < 0 on obtient :

yl—a t
t—a)<0.
L_a]o—i-c( a) <0

Si a < 1, on en déduit y(t)! ™ < y(a)'=® + c¢(a — 1)(t — a), d’out le résultat en élevant a
la puissance ﬁ > 0. Si o > 1, I'inégalité change deux fois de sens (la deuxiéme fois car
on a également y(t) = 0) donc le résultat reste le méme. Pour oo = 1, on peut effectuer le
méme calcul en intégrant y’/y en Iny. On peut d’ailleurs vérifier que le résultat précédente
dégénere bien en y(t) < y(a)e =) en effectuant un développement limité quand o — 1.
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(6) On se raméne & un lemme de Gronwall linéaire en utilisant une inégalité de Young, ce
qui est faisable seulement parce que « €]0,1[ (si @ = 1 ga marche aussi mais cela n’a pas
d’intéreét).

On pose p = é On a alors p/ = ﬁ, et pour u,v e R, :

Pour u = y® et v = 1, on obtient :
y* <1—a+ ay,

si bien que 'on a :
y' <Ci+ 02(1 — a) + (03 + aCz)y,
et le résultat s’ensuit par application du point (3).

O

Lemme A.2 (Lemmes de Gronwall discrets, linéaires). Soit (e,)nen une suite de nombres réels
positifs et N € N*.

(1) S’il existe a > 0 et (au,)neN une suite de nombres réels positifs tels que :

Vn=0,....N—1, epty1 <ae,+ ayp.
Alors :
n—1
I
Vn=1,...,N, enéa”eo+2a” ™ Q.
m=0

Application a l'analyse de convergence de schémas : soit At,Ax >0, p e R ayant vocation
a étre un ordre de convergence. On note, pour n € N, t" = nAt.

(2) S’il existe Cy,Co > 0 tel que :
Vn=0,....,.N—1, ep+1 < (1+ CiAt)e, + CoAtAzP.
Alors on a :
G2 (C1t" AgP
n Cl ’
Vn=1,...,N, e,<eey+ Cot™eC1t" AP,
% (ecltn — 1) AxP.

(3) S’il existe Cp,Cy > 0 tel que :
Vn=0,....,.N—1, en1 <(1—C1At)e, + CoAtAzP,

avec C1At < 1 (ce qui n’est pas restrictif), alors on a :

C
VYn=1,...,N, enéeo—k—QAxp
C1

(4) S’il existe C > 0 tel que :
Vn=0,....N—1, eny1 <e,+ CAtAzP.

Alors :
Vn=1,...,N, e, <ey+ Ct"Ax?

Remarque A.3.
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Le plus souvent, e,, représente I’erreur dans une certaine norme entre la solution exacte et
I’approximation numérique. Le terme en CAtAxP peut provenir par exemple de l'erreur
de consistance, le plus souvent bornée en norme uniforme par CAtAzP pour un schéma
consistant a l'ordre p [116].

Le deuxiéme point est le plus couramment utilisé, par exemple pour des schémas aux
différences finies stables au sens on une estimée du type |u,| < (1 4+ CAt)|uy| est vérifié.
L’estimée en « Ce®t" » est celle généralement donnée, mais on donne quand méme la
deuxiéme qui est parfois utilisée et a le mérite d’étre meilleure en temps petit. En réalité,
autant utiliser la troisiéme en « C (eCtn — 1) » qui est la meilleure en temps grand (en e“*")
et en temps petit (linéaire en t", c’est-a-dire nulle quand n = 0...)

Le troisiéme point, un peu moins fréquent, permet d’avoir une constante indépendante du
temps, ce qui est intéressant en temps long.

Le dernier point, classique, est une récurrence directe et s’observe par exemple pour les
schémas vérifiant le principe du maximum fort.

Démonstration.

(1) Récurrence directe.

(2) Le point précédent donne :

n—1
" < (14 C1AL)eq + CoAtAP T (1 + CLAL)" 7
m=0
n & n
=(1+C1A)"es + — (1 + C1AD)" — 1) AxP,
— Cl ~ ~~ -
<eCit" <(1+C1 A <eC1t”

&)

n n

< ety + =21 AP,
1

ce qui donne la premiére inégalité. Pour la deuxiéme inégalité, on écrit plutot :

n—1
e" < (14 C1At)" eg + CoAtAxP Z (1+ C1At)n717m < ecltneo + C'Qtnecltn.
<eC1t" <eC1t™

(3) On peut toujours appliquer le premier point pour obtenir :

n—1
" < (1= C1At)"eg + CoAtAzP Y (1 — CLAL)" 1™
m=0
n 02 n
=(1-C1A) " e+ = (1 — (1 — C1AN)"™) Az
- G g /
<1 <1
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Résumé : Dans cette thése nous étudions les équations d’agrégation-diffusion, qui apparaissent dans la
modélisation de mouvement collectifs. Nous nous intéressons aux solutions mesures de ces équations, qui
sont connues pour développer des singularités en temps fini en I'absence de diffusion. Dans ce cadre, I'étude
de I'existence globale de solutions est délicate et requiert une définition précise du champ de vitesse. La
construction et ’analyse de schémas numériques doivent aussi prendre en compte la présence possible de
masses de Dirac.

Dans le cadre non diffusif, nous donnons un cadre général a ’analyse de convergence de schémas de type
volumes finis pour les solutions mesures. Nous montrons que des estimations de convergence peuvent étre
obtenues dans certains cas en passant par I’équation de Burgers.

Nous nous intéressons ensuite a la limite de diffusion en dimension quelconque. Avec des arguments de
transport optimal, nous montrons la convergence des solutions diffusives vers la solution de I’équation
d’agrégation avec le bon champ de vitesse lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0 ainsi que la
convergence des états stationnaires vers le Dirac. Dans les deux cas, nous donnons des estimations de
convergence en distance de Wasserstein.

Enfin, nous étudions un systéme de relaxation a la Jin-Xin pour I’équation d’agrégation unidimensionnelle
pour lequel nous prouvons également des estimations de convergence lorsque le parameétre de relaxation
tend vers 0. Nous proposons également deux schémas numériques dont nous montrons qu’ils préservent
cette asymptotique.

Mots clés : Equation d’agrégation-diffusion ; Schémas volumes finis ; Transport optimal ; Relaxation.

Aggregation-Diffusion Equations : Asymptotics and Approximations

Abstract : In this thesis we study aggregation-diffusion equations arising from collective dynamics. We are
interested in measure solutions to these equations, which are known to develop singularities in finite-time
in the absence of diffusion. In this framework, studying the global existence of solutions is involved and
requires a specific definition of the velocity field. Designing and analysing numerical schemes also requires
to take into account the possible presence of Dirac masses.

In the inviscid case, we give a general framework to the convergence analysis of finite-volumes schemes for
measure solutions. We show that convergence estimates can be obtained in some cases using the Burgers
equation.

We then focus on the diffusion limit in any dimension. Using optimal transport arguments, we show
convergence of diffusive solutions to the solution of the aggregation equation with the right velocity field
when the diffusion coefficient vanishes. We also show convergence of the steady states towards the Dirac
mass. In both cases, we give convergence estimates in Wasserstein distance.

We finally study a relaxation system a la Jin-Xin for the aggregation equation in one dimension, for which
we also prove convergence estimates when the relaxation parameter vanishes. We propose, in addition, two
numerical schemes that are shown to preserve this asymptotic.

Keywords : Aggregation-diffusion equations; Finite volume schemes ; Optimal Transport ; Relaxation.

Image en couverture : Agrégation de Dictyostelium discoideum, tiré de [127] Douwe M. Veltman, Peter J. M. van
Haastert, The role of cGMP and the rear of the cell in Dictyostelium chemotaxis and cell streaming, J Cell Sci (2008) 121
(1) : 120-127. Reproduit avec ’aimable autorisation des auteurs.
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