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Résumé

Cette thèse s’articule autour de différentes asymptotiques et approximations des solutions de
l’équation d’agrégation. Cette équation, dont le problème de Cauchy associé à une donnée �ini

s’écrit : $’&’%
Bt� ` ∇ ¨ par�s�q “ 0, t ą 0, x P Rd,

ar�s “ ´∇W ˚ �,

�p0, ¨q “ �ini,

(1)

où W : Rd Ñ R est un potentiel d’interaction donné, est une équation de transport conservative
non linéaire et non locale qui apparaît notamment dans des modèles de mouvement collectifs
d’individus en interaction (par chimiotactisme, typiquement). Ici, � est une mesure de probabilité
représentant la densité de population de tels individus. Il est désormais connu que les solutions
faibles de cette équation peuvent devenir, en temps fini, des mesures singulières et la continuation
des solutions à valeurs mesures a alors été menée par différents auteurs qui ont montré que les
solutions mesures de (1) peuvent être définies en temps global et sont uniques.

La première partie de cette thèse est consacrée à des résultats de convergence pour les schémas
de type volumes finis pour l’équation d’agrégation dans le cas de la dimension 1 et pour potentiel
W pxq “ α|x| pour un certain α P R˚. En utilisant une correspondance entre l’équation de Burgers
et l’équation d’agrégation et en effectuant des intégrations discrètes en espace, on obtient des
schémas numériques pour l’équation d’agrégation ainsi que des estimations de convergence en
distance de Wasserstein W1 en partant de schémas pour les lois de conservations.

L’équation d’agrégation apparaissant, en réalité, rarement seule dans les modèles de chimio-
tactisme, on étudie, dans la suite de ce manuscrit, l’asymptotique d’un modèle parabolique puis
celle d’un modèle hyperbolique qui dégénèrent tous deux vers (1).

Le chapitre 3 est ainsi consacré à l’asymptotique suivante : on ajoute dans le membre de
droite de (1) un terme diffusif εΔ� et nous étudions la convergence dans limite de diffusion ε Ñ 0
des solutions de ce problème diffusif vers l’unique solution de (1).

Dans la première partie de ce chapitre, on s’intéresse à nouveau au cas unidimensionnel pour
les potentiels du type W pxq “ α|x| où α ‰ 0. A nouveau, en utilisant une correspondance avec
l’équation de Burgers, on donne une estimation de convergence des solutions du problème diffusif
vers une solution de (1) lorsque ε Ñ 0, uniformément en temps en distance de Wasserstein W1.

La deuxième partie de ce chapitre traite du cas général de différentes classes de potentiels
en dimension d quelconque. Nous montrons que ce résultat de convergence est encore valable à
sous-suite près lorsque le potentiel est lipschitzien et que la donnée est bien préparée. Lorsque ce
n’est plus le cas, on étend ensuite ce résultat à une donnée quelconque, pas nécessairement bien
préparée, avec des arguments de transport optimal, lorsque le potentiel est λ´convexe, auquel cas
on fournit à nouveau une estimation de convergence, et lorsque le potentiel se comporte comme
W pxq “ ´|x|. On complète ensuite avec des résultats de convergence des états stationnaires de
l’équation diffusive vers le Dirac sous des hypothèses d’attractivité un peu plus fortes sur W ,
illustrés par des test numériques.

Le chapitre 4, lui, est consacré à la limite de relaxation pour un système hyperbolique inspiré
par les travaux de Jin et Xin sur les lois de conservations scalaires, transposé à l’équation
d’agrégation en dimension d “ 1. On établit des estimations de convergence uniformément en
temps en distance W1, lorsque le paramètre de relaxation tend vers 0 et on propose des schémas
préservant l’asymptotique au sens où ils dégénèrent vers des schémas éprouvés pour l’équation
d’agrégation comme le schéma de Rusanov.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Agrégation et modèles de type Keller-Segel

1.1.1 L’interaction par chimiotactisme

Cette thèse est consacrée à l’étude de divers problèmes autour d’équations du type :$’&’%
Bt� ` ∇ ¨ par�s�q “ εΔ�, t ą 0, x P Rd,

ar�s “ ´∇W ˚ �,

�p0, ¨q “ �ini.

(1.1)

où W : Rd ÝÑ R est un champ scalaire fixé 1, ε ą 0 est un coefficient de diffusion, �ini est une
mesures de probabilité sur Rd donnée et, pour v champ de vecteurs, ∇ ¨ v désigne la divergence de
v. Ce type d’équations, appelées équations d’agrégation-diffusion, se retrouve dans la modélisation
de nombreux phénomènes physiques et biologiques ayant pour trait commun l’apparition de
structures particulières lors de mouvements collectifs (bancs de poissons, mouvements de foule),
comme des agrégats de particules, ou l’apparition d’une direction privilégiée.

Le terme de transport non local ∇ ¨ ` ´ p∇W ˚ �q�˘
permet de décrire l’interaction d’un

individu, via le potentiel d’interaction W , avec l’ensemble de la population et peut donner lieu
à des phénomènes de concentration. L’idée est que le mouvement collectif d’une population
d’espèces mobiles peut être influencé par la présence, dans l’environnement, d’un signal émis par
la population elle-même (si tant est que les individus soient également sensibles à ce signal et
mobiles). On peut penser, par exemple, à l’émission d’un signal chimique ou olfactif pour attirer
les partenaires d’accouplement, ou à une information signalant la présence de nutriment.

Lorsque la modification du mouvement de la population est induite par un signal chimique,
on parle de chimiotactisme (ou chimiotaxie). L’exemple historique est celui des Dictyostelium
Discoideum (Dicty). Il s’agit d’amibes (organismes unicellulaires) vivant en communauté mais
se déplaçant individuellement (pas de mouvement collectif) et se reproduisant par division
cellulaire tant qu’il y a assez de nourriture et s’agrégeant en petites structures de 2mm de long
et composées de dizaines de milliers d’individus (appelées pseudo-plasmodes ou slugs – limaces
– à cause de leur forme), en cas de carence nutritionnelle [83, 74]. Pour ce faire, les amibes
sécrètent un fort signal chimique, l’AMPc (AdénosineMonoPhosphate cyclique), ce qui attire leurs
congénères vers un centre commun (figure 1.1 b–c) pour former des agrégats : c’est le phénomène
de chimiotactisme. Ces pseudo-plasmodes migrent ensuite jusqu’à stagner et se développer en un
corps de fructification (fruiting body) en haut duquel les cellules se différencient en spores. Elles
peuvent alors se disséminer dans des zones plus favorables et former de nouvelles amibes.

1. Une première remarque sur les conventions : l’explication du signe ´ devant W (pourquoi ne pas choisir son
opposé ?) sera donnée au lemme 1.3 décrivant l’équation (3.11) comme une équation de flot de gradient.
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Figure 1.1 – Cycle de vie des Dicties. On part d’une répartition initiale uniforme de Dicties sur un
plateau d’agar sans nutriments (a). Au bout de 5 heures, les amibes ont commencé à s’agréger en groupes
en formant des motifs filamenteux caractéristiques (b-c), jusqu’à former plusieurs pseudo-plasmodes (d).
Ceux-ci forment ensuite des corps de fructification (e-f-g). La barre d’échelle en (a-g) correspond à 1 mm.
Expérience et illustration tirées de Jang et Gomer [74], J. R. Soc. Interface (2008) 5, S49–S58, reproduit avec l’autorisation
des auteurs.

Mathématiquement, l’interaction par chimiotactisme peut être décrite par un système couplé
de deux EDP, comme par exemple le modèle bidimensionnel parabolique-parabolique de Keller et
Segel [81, 82] qui s’écrit, sur un domaine Ω Ă R2 :

Btn ` ∇ ¨ pχn∇cq “ Δn, (1.2a)
κBtc “ Δc ` n ´ αc. (1.2b)

En effet, l’équation (1.2a) décrit l’évolution d’une quantité npt, xq de particules, bactéries ou de
cellules, soumises à un mouvement Brownien ainsi qu’à une dérive induite par leur tendance à se
diriger vers les zones à fortes concentration du nutriment ou chimioattractant dont la concentration
est notée cpt, xq. L’équation (1.2b) décrit, elle, la production du chimioattractant par les cellules
elles-mêmes, à un taux constant fixé ici à 1, ainsi que sa diffusion uniformément dans le milieu
et enfin sa dégradation à taux α ě 0. Le coefficient de chemosensibilité χ ě 0 quantifie, comme
son nom l’indique, la sensibilité des cellules au signal chimique. On note aussi la masse totale
de particules M “ ş

Ω npt, xqdx “ ş
Ω np0, xq, qui ne dépend pas de t car l’équation (1.2a) est

conservative. Lorsque M “ 1, on parlera de densité de particules.
La constante positive κ permet de jouer sur l’échelle de temps. Lorsque κ “ 0, ce qui correspond

au fait que le chimioattractant atteint un état d’équilibre bien plus rapidement que n, on parle
naturellement de modèle de Keller-Segel parabolique-elliptique.

Les systèmes couplés du type (1.2) sont très proches des équations d’agrégation-diffusion.
Pour α ą 0 et κ “ 0 par exemple, on peut voir (1.2) comme une équation d’agrégation-diffusion
pour le potentiel W pxq “ e´?

α|x|
2χ

?
α

. En effet, la solution de l’équation elliptique (1.2b) pour κ “ 0

est c “ ´χW ˚n où χW est la solution fondamentale 2 de ´Δu`αu “ δ0, c’est-à-dire le potentiel

2. on choisit e´?
α|x| plutôt que e

?
α|x| afin d’avoir un potentiel attractif, ou du moins λ´convexe, voir plus
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de Bessel e´?
α|x|

2
?
α

. En reportant dans (1.2a) on obtient l’équation d’agrégation-diffusion (1.1) avec
ε “ 1.

Les modèles de type Keller-Segel (1.2) présentent une compétition entre le phénomène de
rétro-action positive (les zones de fortes densité attirent de plus en plus de particules) du terme
de drift et la diffusion. Il apparaît souvent un phénomène de seuil à partir duquel on bascule
dans un régime plutôt que dans l’autre. Historiquement, ce phénomène de seuil a d’abord été
quantifié pour le modèle de Keller-Segel parabolique-elliptique sur R2 avec α “ 0. Dans ce cas,
l’équation (1.2b) devient l’équation de Poisson ´Δc “ n. Si, de plus d “ 2, et Ω “ R2, alors c
est donnée par la convolution par le potentiel Newtonien, qui est logarithmique en dimension
2 : cptq “ ´ 1

2π ln | ¨ | ˚ nptq. Dans ce cas, le système (1.2) se récrit donc comme l’équation
d’agrégation-diffusion à potentiel logarithmique :#

Btn ` ∇ ¨ `p´∇W ˚ nqn˘ “ Δn, t ą 0, x P R2,

W pxq “ χ
2π ln |x|. (1.3)

Pour ce modèle, la dichotomie entre diffusion et agrégation est régie par la masse totale du
système : si la masse initiale (qui est en fait conservée) est inférieure à 8π

χ , les solutions sont
globales en temps, et sinon, il y a apparition de singularités en temps fini. Jäger et Luckhaus [69]
d’abord ont montré que, pour une masse assez petite les solutions étaient globales. Ce résultat
a été précisé ensuite par Blanchet, Dolbeault et Perthame [46, 12] qui donnent la valeur seuil
exacte, 8π

χ , pour la masse totale et montrent l’explosion en temps fini des solutions au-delà de ce
seuil (c’est-à-dire que }nptq}Lp Ñ `8 dès lors que p ą 1).

Théorème 1.1 (Blanchet, Dolbeault et Perthame [46, 12]). Pour Ω “ R2 et si la donnée initiale
nini vérifie nini

`| lnnini| ` p1 ` |x|2q˘ P L1pR2q, alors la solution de (1.3) est globale en temps si

M ă 8π

χ
, et explose en temps fini si M ą 8π

χ
.

Ce phénomène d’explosion en temps fini se généralise en dimension d ě 3 sur l’espace entier
pour le système de Keller-Segel parabolique-elliptique (1.2) (voir [67] ; en dimension 1, les solutions
sont globales en temps quelle que soit la valeur de M , voir [68]) et en dimension quelconque pour
l’équation d’agrégation-diffusion avec potentiel logarithmique :#

Btn ` ∇ ¨ `p´∇W ˚ nqn˘ “ Δn, t ą 0, x P Rd,

W pxq “ χ
2π ln |x|, (1.4)

Théorème 1.2 (Calvez, Perthame et Sharifi Tabar [30]). Pour d ě 1 quelconque, si Ω “ Rd et
si la donnée initiale nini vérifie nini

`| lnnini| ` p1 ` |x|2q˘ P L1pR2q, alors la solution de (1.4) est

globale en temps si M ă 2d2π

χ
, et explose en temps fini si M ą 2d2π

χ
.

Notons que la valeur de la masse critique dans le théorème ci-dessus se retrouve formellement
(on renvoie à [46] pour une preuve rigoureuse) en dérivant le moment d’ordre 2 de nptq :

d

dt
|x|2npt, xqdx “

ż
Rd

|x|2Btnpt, xqdx “ 2

ż
Rd

x ¨ `∇W ˚ nptq˘pxqnpt, xqdx ` 2dM,

par intégration par parties. En utilisant le fait que, pour x ‰ 0, ∇W pxq “ x̂

dπ|x| “ x

dπ|x|2 où on

a noté x̂ “ x
|x| , et le fait que ∇W p´xq “ ´∇W pxq, on peut écrire en utilisant un argument de

symétrisation :
d

dt
|x|2npt, xqdx “ ´

ĳ
RdˆRd

px ´ yq ¨ x ´ y

dπ|x ´ y|2npt, xqnpt, yqdxdy ` 2dM

“ ´M2

dπ
` 2dM “ M

dπ

`
2d2π ´ M

˘
,

loin.
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ce qui permet de retrouver le fait que, si M ą 2d2π, les solutions de (1.4) ne peuvent pas être
globales en temps, sans quoi le moment d’ordre 2 deviendrait négatif. Pour compléter le tableau,
on renvoie à [30] pour l’existence globale de solutions pour (1.4), qui peut être obtenue en utilisant
des estimations fines sur la fonctionnelle d’énergie Epnq “ ş

Rd npxq lnnpxqdx ` 1
2

ť
RdˆRd W px ´

yqnpxqnpyqdxdy, qui sont liées à des inégalités du type Hardy-Littlewood-Sobolev logarithmique.
Mentionnons enfin que, pour le cas critique dans le Théorème 1.2 i.e. M “ 2d2π, on peut exhiber
une famille d’états stationnaires pour l’équation (1.4) (paramétrée par un paramètre de dilatation,
l’équation étant dans ce cas invariante par dilatation [33]).

La concentration de masse conduit donc, dans de nombreux cas, à l’explosion en temps fini des
solutions qui est un axe d’étude typique 3 des modèles contenant un terme d’interaction du type
∇ ¨ pp∇W ˚ nqnq, notamment lorsque le potentiel d’interaction W est singulier. Nous essayons de
décrire ce phénomène un peu plus précisément dans le paragraphe suivant.

1.1.2 Le phénomène de concentration

On se concentre, dans ce manuscrit, non pas sur un système couplé général de type Keller-Segel
mais sur l’équation d’agrégation seule avec diffusion (1.1), ou sans diffusion :$’&’%

Bt� ` ∇ ¨ par�s�q “ 0, t ą 0, x P Rd,

ar�s “ ´∇W ˚ �,

�p0, ¨q “ �ini.

(1.5)

On n’abordera pas, dans ce manuscrit, de questions de type « masse critique ». On fixe donc
M “ 1, si bien que la dynamique de la population est désormais décrite par l’évolution de sa
densité, qui est une mesure de probabilité, notée �ptq à la place de nptq. Précisons maintenant ce
que nous entendons par le phénomène d’agrégation et l’apparition de singularités en temps fini. La
diffusion régularisant les solutions, on s’attend à ce que les solutions de l’équation sans diffusion
(3.11) développent aussi des singularités en temps fini. Regardons-donc, dans ce paragraphe, le
cas non diffusif ε “ 0.

Exemple 1.1. Commençons par un cas très simple : on prend d “ 1, W pxq “ |x| et pour donnée
initiale �ini une densité régulière composée de deux gaussiennes. La solution exacte ne se calcule
pas explicitement, même dans le cas W pxq “ |x|. En effet, on verra que l’équation d’agrégation
se ramène alors à celle de Burgers, pour laquelle la non linéarité empêche d’avoir une formule
de représentation explicite, sauf dans des cas très particuliers (chocs, raréfactions). Aussi la
description qui suit est-elle avant tout qualitative.

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ 0

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ t1 ą 0

Figure 1.2 – Comportement de la solution de (3.11) pour W pxq “ |x|, donnée initiale composée de
deux gaussiennes, avant l’apparition de singularité ou la fusion des deux gaussiennes.

3. on pourrait citer de nombreuses autres variantes encore : diffusion non linéaire, diffusion fractionnaire,
milieux poreux, agrégation sous contrainte...



1.1. Agrégation et modèles de type Keller-Segel 13

La dynamique de l’équation d’agrégation (3.11) impose qu’une masse ponctuelle située au
point x soit attirée par tous les autres points y, de façon proportionnelle à la masse �ptqpdyq
située en y et au noyau ∇W px ´ yq. Ainsi, plus il y a de masse en un point donné, plus la masse
restante va s’y concentrer. Concrètement, par définition du champ de vitesse, on a dans le cas
présent :

ar�ptqspxq “ ´
ż

sgnpx ´ yq�ptqpdyq “
ż

rx,`8r
sgnpx ´ yq�ptqpdyq ´

ż
s´8,xs

sgnpx ´ yq�ptqpdyq,

donc un individu (ou plus rigoureusement une masse de Dirac) situé au point x se déplacera à
une vitesse égale à la masse à droite de cet individu moins celle à gauche.

Initialement (figure 1.2, t “ 0), il y a donc, pour les points de la première gaussienne, une
combinaison entre l’attraction vers le pic de cette première gaussienne et vers la seconde gaussienne.
Ainsi, chacun des pics se resserre sur lui-même et se rapproche de l’autre (figure 1.2, t “ t1).

A ce stade, les deux bosses fusionnent (figure 1.3, t “ t2), puis (figure 1.3, t “ T ) la bosse
restante se concentre jusqu’à ce qu’apparaisse une masse de Dirac qui reste alors stationnaire.

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ t2 ą t1

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ T ą t2

Figure 1.3 – Comportement de la solution de (3.11) pour W pxq “ |x| en temps long, donnée initiale
composée de deux gaussiennes (fusion puis concentration).

L’autre comportement possible pourrait avoir lieu si W était davantage attractif, par exemple
pour le potentiel de Morse W pxq “ 1 ´ e´|x|. Dans ce cas, (figure 1.4, t “ t1

2) chacune des bosses
se concentre en une masse de Dirac, qui se rejoignent alors (figure 1.4, t “ T 1) en un seul Dirac.
Dans les deux cas, l’apparition de masse(s) de Dirac ne peut arriver que parce que le potentiel
présente une singularité en l’origine. S’il était régulier, alors la solution serait régulière en temps
global.

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ t1
2 ą t1

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ T 1 ą t1
2

Figure 1.4 – Solution de (3.11) pour W pxq “ 1 ´ e´|x| en temps long, donnée initiale composée de
deux gaussiennes (concentration puis fusion).
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Il a en fait été prouvé qu’en temps fini, lorsque le potentiel présente une singularité Lipschitz
en 0, les solutions faibles explosaient en temps fini en norme Lp [7, 9, 8] quelle que soit la régularité
et la répartition de la donnée initiale. Mais lorsque � comporte des singularités et que ∇W est
discontinu en 0, le produit ar�s� “ ´p∇W ˚ �q� n’a pas de sens distributionnel. On dit que
l’équation d’agrégation est mal posée, au sens où elle fait apparaître un terme qui n’a pas de sens
dans D1pRdq.

Se pose alors la question de continuation des solutions après le temps d’explosion. On peut
faire un parallèle formel avec l’équation de Burgers

Btu ` Bxu
2

2
“ 0, (1.6)

pour laquelle l’apparition de chocs en temps fini est connue pour les solutions régulières, et appelle
à la définition de solutions faibles disons dans L8 X BV pour continuer les solutions après le
temps d’apparition du choc. Cette analogie entre choc et singularités (disons masses de Dirac)
sera précisée à la section 2.2.1 et servira plusieurs de nos résultats.

Pour l’équation d’agrégation, on convient donc de remplacer le champ de vitesse ar�s par :

par�spxq :“ ´
ż
y‰x

∇W px ´ yq�pdyq, (1.7)

ce qui modélise l’hypothèse – raisonnable – que les particules situées au même endroit n’inter-
agissent pas entre elles. On donnera à la section 1.2 une justification rigoureuse de ce choix, due
à Carrillo, Di Francesco, Figalli, Laurent et Slepcev, et basée sur la théorie d’Ambrosio, Gigli et
Savaré de flots de gradients dans W2pRdq. Plus précisément, on verra que la définition de par�s
apparaît lors du calcul de la pente de la fonctionnelle d’interaction dont l’équation d’agrégation
est un flot de gradient, et provient essentiellement de la symétrie de W .

Exemple 1.2. Dans le cas de l’exemple 1.1, à partir du moment où la solution est composée de deux
Dirac : �ini “ 1

2δx1 ` 1
2δx2 , on peut donc continuer les solutions et en fait donner explicitement la

solution de (3.11).

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�0

t “ 0

Figure 1.5 – Donnée initiale pour x1 “ ´0.5 et x2 “ 0.5

Notons x1ptq et x2ptq les positions respectives des deux masses de Dirac. Tant que celles-ci ne
sont pas confondues, la vitesse de la première particule est par�ptqspx1ptqq “ 1

2 ´ 0 “ 1
2 et celle

de la seconde est par�ptqspx2ptqq “ 0 ´ 1
2 “ ´1

2 . La dynamique est donc la suivante. Tant que
x1ptq ă x2ptq, on a �ptq “ 1

2δx1ptq ` 1
2δx2ptq où :#

x1ptq “ x1 ` t
2 ,

x2ptq “ x2 ´ t
2 .
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Ceci est donc valable tant que t ă T :“ x2 ´ x1. Pour t “ T , les deux masses de Dirac s’agrègent
en une seule au point x1 ` T

2 “ x1`x2
2 , et la solution reste alors stationnaire : �ptq “ δx1`x2

2

pour
tout t ě T .

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t “ 0.5

´1 ´0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

�ptq

t ě T “ 1

Figure 1.6 – Solution de (3.11) pour W pxq “ |x|, donnée initiale deux masses de Dirac

1.1.3 Hypothèses et nomenclature des noyaux d’interaction

On trouve, dans la littérature, différentes classes de noyaux d’interaction. Dans ce manuscrit,
on considérera souvent des potentiels d’interaction satisfaisant aux hypothèses suivantes :

˝ (A0) W est symétrique, i.e. W pxq “ W p´xq, et W p0q “ 0,

˝ (A1) W P C1pRdzt0uq,
˝ (A2) W est lipschitzien : il existe a8 ě 0 telle que |W pxq ´ W pyq| ď a8|x ´ y|,

˝ (A3) Pour un certain λ P R, W est λ-convexe, i.e. W pxq ´ λ |x|2
2 est convexe 4.

Parfois, l’hypothèse (A2) peut être remplacée par l’hypothèse de croissance au plus quadratique à
l’infini :

pA2-bisq DC ą 0, @x P Rd, |W pxq| ď C
`
1 ` |x|2˘

.

Si W est lipschitzien sur un voisinage de 0, et de classe C1 sur un voisinage épointé de 0 mais
non différentiable en 0, on dit que W présente une singularité/discontinuité 5 Lipschitz ou un
point Lipschitz en 0 (voir [6, 7]). Un potentiel vérifiant les hypothèses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) et
présentant une singularité Lipschitz en 0 est appelé pointu [36, 90, 43].

Il pourra arriver qu’on désigne simplement par potentiel λ´convexe un potentiel vérifiant
(A0)-(A1)-(A2)-(A3). Parmi les potentiels pointus attractifs, on peut penser à |x|, 1´ e´|x|. Enfin,
lorsque W est radial, c’est-à-dire de la forme W pxq “ wp|x|q, on dira qu’il est est attractif si w
est décroissante, et répulsif si w est croissante.

4. avec cette convention, le paramètre λ caractérise à quel point W est convexe, au sens où ∇2W ě λ Id : si
λ ą 0, W est strictement convexe.

5. W est bien continu quand même en 0, car lipschitzien sur un voisinage de 0.
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x

W
px

q
Figure 1.7 – Un potentiel pointu

Remarque 1.1.
˝ Les hypothèses (A2) et (A3) avec λ ą 0 sont incompatibles, car la première impose une

croissance au plus linéaire de W , et la seconde une croissance au moins quadratique. Lorsque
l’on suppose (A2) et (A3), c’est donc que λ ď 0 ou λ ą 0 mais que l’on ne considère que
des données à support compact. Dans ce cas, en l’absence de diffusion, le support décroît
avec le temps car W est strictement convexe donc 0 est en fait minimum global, si bien que
W est attractif. L’hypothèse (A2) est alors à prendre au sens où W est lipschitzien sur le
« double 6 » du support de la donnée initiale.

˝ De plus, au moins en dimension 1, la λ´convexité implique que W est lipschitzien sur
voisinage de 0. En effet, W 1pxq ´ λx est croissant donc W 1 doit être borné au voisinage de
0. Intuitivement, cela implique (même si on le demande à nouveau avec la condition (A2),
qui elle, est globale) que W n’est pas plus singulier en 0 que | ¨ |.

˝ Dans la littérature, on trouve souvent comme dénomination mildly singular pour les poten-
tiels lipschitziens et C1pRdzt0uq (et éventuellement C1 en 0) et fortement singulier pour les
potentiels de l’ordre de |x|´α avec α ą 0 [79, 7, 9, 8, 11].

Exemple 1.3 (Potentiel Newtonien).
On appelle potentiel Newtonien, noté ud, la fonction de Green du laplacien sur tout l’espace Rd,
c’est-à-dire la solution fondamentale de l’équation de Poisson ´Δu “ δ0. Celui-ci est donné par :

ud “
$’&’%

1

2π
ln |x| si d “ 2,

1

dp2 ´ dqωd
|x|2´d sinon,

(1.8)

ωd étant la mesure de Lebesgue de la boule unité de Rd. Le potentiel Newtonien apparaît dans
les modèles de type Keller-Segel (1.2) pour le chimiotactisme, lorsque κ “ α “ 0, si bien que la
concentration de chimioattractant c résout l’équation de Poisson de terme source l’inconnue �. Il
s’agit d’un potentiel pointu seulement si d “ 1. Il est, au sens de Biler et al. [11], midly singular
si d “ 1 et fortement singulier si d ě 3, le cas logarithmique d “ 2 étant un peu intermédiaire.

Enfin, nous utiliserons pour certains résultats l’hypothèse suivante, pour p ě 1 :

pA4-pq DC ą 0, @x P Rd, ∇W pxq ¨ x ě C|x|p.
Lemme 1.1. L’hypothèse (A4-p) implique que :

@x P Rd, W pxq ě C
|x|p
p

Par ailleurs, si W est λ´convexe, alors :

@x P Rd, ∇W pxq ¨ x ě λ|x|2.
Pour λ ą 0, la λ´convexité de W implique donc que (A4-2) est vérifiée avec C “ λ.

6. c’est un dire un domaine Ω tel que, si x et y sont dans le support, alors x ´ y P Ω, si bien que ∇W ˚ � soit
bien L8.
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Démonstration. Supposons que (A4-p) soit vérifiée. Soit x P Rdzt0u. On calcule, pour t ą 0 :

d

dt
W ptxq “ x ¨ W ptxq ě C|x|ptp´1,

d’où, en intégrant entre 0 et 1, W pxq ě C |x|p
p ` W p0qloomoon

“0

. A nouveau puisque W p0q “ 0, le résultat

reste vrai pour x “ 0. Le second point provient essentiellement de (1.11), et le fait que ∇W soit
borné par a8 donne l’égalité pour x “ 0 étant entendu que ∇W p0q ¨ 0 “ 0.

La réciproque du lemme 1.1 n’est pas vraie. Pour p “ 1, l’hypothèse (A4-p) exige que la
dérivée radiale de W soit minorée par C ą 0, ce qui implique que W est « vraiment pointu en
l’origine » mais pas aussi globalement strictement attractif : on ne peut avoir ni puits ni plateaux
(figure 1.8).

Figure 1.8 – Potentiels vérifiant W pxq ě C|x| mais pas (A4-1)

1.2 L’équation d’agrégation : plusieurs notions de solutions

Comme nous l’avons vu, les modèles faisant intervenir un terme agrégatif tendent à développer
des masses de Dirac en temps fini. Pour cette raison, il faut savoir définir des solutions en un
sens très faible, solutions qui peuvent ne pas avoir davantage de régularité que celle d’une mesure
bornée. Nous proposons dans cette section un aperçu des travaux en ce sens, qui permettent
de définir de façon rigoureuse les solutions mesures de l’équation d’agrégation avec ou sans
diffusion. Dans toute cette section, comme dans la majeure partie des énoncés d’existence globale
de solutions, nous considérons des potentiels satisfaisant au moins les hypothèses (A0)-(A1)-(A2)
ou (A2-bis).

Commençons par l’équation d’agrégation visqueuse (1.1). Sous ces hypothèses, Carrillo, Gomez-
Castro, Yao et Zeng montrent par une méthode de point fixe et un argument de bootstrap à
partir de la formule de Duhamel, que les solutions existent, sont uniques, et sont régulières. Il n’y
a donc pas d’apparition de singularités en temps fini, donc pas besoin de définir le produit ar�s�.
Théorème 1.3 ([35], Théorèmes 1.1, 2.1 and 2.2). Supposons que W satisfasse les hypothèses
(A0)-(A1)-(A2). Soit ε ą 0 et �ε0 P L1`pRdq l’ensemble des fonctions L1pRdq positives.

(1) Pour tout T ą 0, il existe une unique solution �ε P Cpr0, T s, L1`pRdqq au problème
d’agrégation-diffusion (1.1) au sens mild, c’est-à-dire :

@t P r0, T s, �εt “ Gεt ˚ �ε0 `
ż t

0

`∇Gεpt´sq
˘ ˚ `p∇W ˚ �εsq�εs

˘
ds,
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où G est le noyau de la chaleur donné par :

Gtpxq “ 1

p4πtqd{2 e
´ |x|2

4t

(2) Cette solution est en fait une solution classique appartenant, pour tout T ą 0, k P N et
p P r1,`8s à Cps0, T s,W k,ppRdqq.

Il ne faut donc porter un soin particulier à la définition des solutions et à celle du produit
ar�s� que lorsque ε “ 0. Un autre cas où les solutions sont régulières et bien posées globalement
en temps est celui des potentiels réguliers, même si ε “ 0 (voir [91]). On s’intéresse donc désormais
uniquement aux solutions de (3.11), pour des potentiels vérifiant (A0)-(A1)-(A2) ou (A2-bis), avec
en tête des potentiels pointus. On introduit successivement trois notions de solutions : les solutions
de dualité à la Bouchut et James, les solutions flots de gradient dans l’espace de Wasserstein, et
les solutions à la Filippov.

Puisque l’on travaillera avec des solutions mesures, on rappelle rapidement quelques nota-
tions. On note CpRdq l’espace des fonctions continues de R

d dans R et C0pRdq (resp. CbpRdq,
CcpRdq) le sous-espace des fonctions de limite nulle à l’infini (resp. des fonctions continues bor-
nées, des fonctions continues à support compact). On note également MbpRdq l’ensemble des
mesures boréliennes signées de variation totale finie, systématiquement muni de la topologie faible
σpMbpRdq, C0pRdqq. Pour une suite p�nqnPN P MbpRdqN et � P MbpRdq, on note la convergence
faible (au sens des mesures) de p�nqnPN vers � par �n á̊

nÑ8 �. Cela revient à demander que :

@ϕ P C0pRdq,
ż
Rd

ϕpxqdμnpxq ÝÑ
nÑ`8

ż
Rd

ϕpxqdμpxq,

Pour � P MbpRdq et Z un champ de vecteurs mesurable, on note Z#� la mesure image (pushfor-
ward) de � par Z, définie par l’égalité suivante :

@ϕ P CbpRdq,
ż
ϕpxqZ#�pdxq “

ż
ϕpZpxqq �pdxq.

Dans l’égalité ci-dessus ainsi que dans tout le manuscrit, lorsque le domaine d’intégration n’est pas
précisé, il s’agira de l’espace entier. Si μ P MbpRdq est une mesure positive, on notera également
� ! μ lorsque � est absolument continue par rapport à μ.

Enfin, on renvoie à l’annexe A.1 pour de plus amples rappels sur les différentes notions de
convergence des mesures.

1.2.1 Solutions de dualité en dimension 1

L’équation de continuité à champ de vitesse discontinu

Intéressons-nous un instant à un problème en apparence plus simple, à savoir l’équation de
continuité à champ de vitesse a fixé :

Bt� ` ∇ ¨ pa�q “ 0, (1.9)

On s’intéresse au cas où le champ de vitesses apt, xq est seulement lipschitzien à droite, c’est-à-dire
tel qu’il existe α P L1

locps0,`8rq vérifiant :

@t ą 0, @x, y P Rd, papt, xq ´ apt, yqq ¨ px ´ yq ď αptq}x ´ y}2. (1.10)

En effet, c’est exactement la régularité dont on disposera pour le champ de vitesse par�s de
l’équation d’agrégation lorsque W est λ´convexe :
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Lemme 1.2. Si W est λ´convexe, alors pour toute mesure de probabilité �, le champ de vitessepar�s vérifie (1.10) avec αptq “ ´λ. En particulier, par�s est lipschitzien à droite.

Démonstration. La λ´convexité de W implique que :

@x, y P Rdzt0u, `∇W pxq ´ ∇W pyq˘ ¨ px ´ yq ě λ|x ´ y|2.
En prenant y “ ´x et en utilisant le fait que ∇W est impair, on en déduit en particulier :

@x P Rdzt0u, ∇W pxq ¨ x ě λ|x|2, (1.11)

c’est-à-dire :
@x P Rd, z∇W pxq ¨ x ě λ|x|2.

On en déduit :
@x, y P Rd,

`z∇W pxq ´ z∇W pyq˘ ¨ px ´ yq ě λ|x ´ y|2.
On retrouve alors l’inégalité (1.10) :

@x, y P Rd, par�spxq ´ par�spyq “ ´
ĳ ´z∇W px ´ zq ´ z∇W py ´ zq

¯
¨ `
x ´ z ´ py ´ zq˘

�pdzq

ď ´λ

ĳ
|x ´ y|2�pdzq “ ´λ|x ´ y|2.

Comme pour l’agrégation, le fait que a ne soit que lipschitzien à droite implique que aptq peut
être discontinu, et donc que le produit a� ne soit pas bien défini, même au sens des distributions,
lorsque � est une mesure. En dimension d “ 1, Bouchut et James [17] introduisent la notion de
solution de dualité qui permet de lever cette ambiguïté, et ainsi de définir les solutions à valeurs
mesures de l’équation de continuité :

Bt� ` Bxpa�q “ 0 (1.12)

avec un champ de vitesse apt, xq discontinu et seulement lipschitzien à droite (c’est-à-dire, en
dimension 1, tel que Bxapt, xq ď αptq). Ils y définissent une notion de solution en dualité contre
une classe de fonctions tests appropriées, appelées solutions réversibles de l’équation duale
Btp ` aBxp “ 0, et il est prouvé que celles-ci sont des solutions aux sens des distributions de
l’équation de continuité où a est remplacé par un représentant adapté noté pa.
Définition 1.1 (Solutions réversibles de l’équation duale). On suppose d “ 1. Soit T ą 0.
Soit a un champ de vitesses lipschitzien à droite défini sur s0, T rˆR et soit pT une application
lipschitzienne sur R. On note L l’ensemble des solutions lipschitziennes du problème dual backward :

Btp ` apt, xqBxp “ 0, (1.13a)

ppT q “ pT . (1.13b)

Pour pT “ 0, l’ensemble L est appelé ensemble de solutions exceptionnelles et noté E.
On dit alors que p P L est une solution réversible de (1.13) si p est localement constante sur

tpt, xq P r0, T s ˆ R | Dpe P E , pept, xq ‰ 0u.
La notion de solution réversible permet d’assurer l’unicité de la solution de l’équation duale.

La notion de solution de dualité pour (1.12) est alors basée sur le calcul formel suivant : si �
résout l’équation de continuité, et p l’équation duale (1.13), alors :

Btpp�q ` Bxpap�q “ �Btp ` pBt� ` a�Bxp ` pBxpa�q
“ � pBtp ` aBxpq ` p pBt� ` Bxpa�qq “ 0,
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ce qui implique que :

d

dt
x�, py “ d

dt

ż
R
ppt, xq�pt, dxq “ ´

ż
R

Bxpap�q “ 0.

Définition 1.2 (Solutions de dualité de l’équation de continuité 1D à champ lipschitzien à droite).
On suppose d “ 1. Soit T ą 0 et a un champ de vitesses lipschitzien à droite défini sur s0, T rˆR.
On dit que � P Cpr0, T s,MbpRdqq est une solution de dualité de (1.12) si pour tout τ Ps0, T s and
pour tout solution réversible p de (1.13) à support compact en espace, t ÞÝÑ ş

R ppt, xq�pt, dxq est
constante sur r0, τ s.
Théorème 1.4 (Bouchut et James [17]). On suppose d “ 1. Soit �ini P MbpRq et a un champ
de vitesses lipschitzien à droite défini sur s0,`8rˆR. Il existe une unique solution de dualité � à
l’équation de continuité (1.12) de donnée �ini. Cette solution est la mesure image de �ini par le
flot backward X défini comme l’unique solution réversible de :

BtX ` aBxX “ 0 sur s0, trˆR,

Xpt, t, xq “ x,

c’est-à-dire que pour tout t P r0, T s, �ptq “ Xpt, 0, ¨q#�ini.
De plus, il existe un représentant de a, noté pa, égal à a presque partout, tel que � résolve, au

sens des distributions, l’équation de continuité (1.12) où a est remplacé par pa.
Remarque 1.2. Réciproquement, si a est lipschitzien à droite et continu par morceaux, alors toute
solution distributionnelle de Bt� ` Bxpa� “ 0, où pa est un représentant continu quelconque de a,
est solution de dualité de Bt� ` Bxpa�q “ 0, ([17] théorème 4.3.7, [70] théorème 3.5).

Pour l’équation d’agrégation

La démarche de Bouchut et James [17] a ensuite été adaptée par les mêmes auteurs au système
des gaz sans pression [19] puis au système de Keller-Segel parabolique-elliptique unidimensionnel,
c’est-à-dire à l’équation d’agrégation avec potentiel de Bessel, par James et Vauchelet [73]. Dans
[70], les mêmes auteurs étendent la définition de solution de dualité et l’existence et unicité de
celle-ci à l’équation d’agrégation avec potentiel vérifiant les hypothèses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3)
avec λ ď 0.

Définition 1.3 (Solution de dualité pour l’équation d’agrégation 1D). On suppose d “ 1. Soit
T ą 0 et � P Cpr0, T s,MbpRqq. On dit que � est une solution de dualité de l’équation d’agrégation
(3.11) s’il existe ãr�s P L8pr0, T s ˆ Rq lipschitzien à droite tel que, pour tout 0 ă τ ă t ă T , �
soit solution de dualité de

Bt� ` Bxãr�s� “ 0

sur sτ, tr et ã “ ´∇W ˚ � presque partout.

Théorème 1.5 (James et Vauchelet, [70] théorème 3.7). On suppose d “ 1 et que W vérifie les
hypothèses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) avec λ ď 0. Soit �ini P P1pRq. Pour tout T ą 0, il existe
un unique � P Cpr0, T s,MbpRqq tel que �p0q “ �ini, �ptq P P1pRq pour tout t P r0, T s, et � soit
solution de dualité de (3.11) au sens de la définition 1.3, avec ãr�s “ par�s, où on rappelle que :

par�s :“ ´
ż
y‰x

∇W px ´ yq�pdyq.

Remarque 1.3. Le résultat est même un peu plus général : il peut être étendu à un flux de la
forme fp∇W ˚ �q� où f est une fonction éventuellement non linéaire, sous réserve de supposer
(A2) à la place de (A2-bis).
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1.2.2 Solutions flots de gradient dans W2pRdq
On revient en dimension d ě 1 quelconque. On commence par introduire les distances

de Wasserstein, qui permettent de quantifier l’écart entre deux mesures, ainsi que les espaces
métriques associés, qui fixent un cadre à l’étude de l’équation (3.11) comme flot de gradient de
l’énergie d’interaction.

Distances de Wasserstein et transport optimal

Pour � P MbpRdq et r P r0,`8q, on note Mrp�q le moment d’ordre r de �, donné par
Mrp�q “ ş

Rd |x|r�pdxq, où | ¨ | est la norme euclidienne. On note aussi M rp�q son moment centré,

donné par M rp�q “
ż
Rd

|x´x0|r�pdxq, où x0 “ ş
Rd x�pdxq est le barycentre (ou centre de masse)

de �.
On note aussi PpRdq l’ensemble des mesures de probabilité sur Rd et, pour p P r1,`8q,

PppRdq l’ensemble des mesures de probabilité ayant un moment d’ordre p fini. La quantité suivante
définit une distance sur PppRdq, appelée distance de Wasserstein :

Wppμ, νq “ inf
γPΓpμ,νq

"ĳ
|x ´ y|pγpdx, dyq

*1{p
, (1.15)

où Γpμ, νq désigne l’ensemble des mesures de probabilité sur Rd ˆ Rd ayant pour marginales μ
et ν. Cette quantité correspond au coût minimal pour passer de la mesure de probabilité μ à
ν : c’est le problème du transport optimal de μ vers ν (voir [1, 112, 128]). Pour A,B P BpRdq,
γpA ˆ Bq désigne la quantité de masse à déplacer de A à B pour passer de μ à ν. Rappelons que
cette formulation, due à Kantorovitch, est une relaxation du problème de Monge suivant :

inf

"ż
|x ´ T pxq|pμpdxq ; T : Rd ÝÑ Rd mesurable telle que ν “ T#μ

*
,

qui peut ne pas admettre de solution (si μ est un Dirac par exemple, ν doit forcément être un
Dirac). La formulation de Kantorovitch autorise à transférer de la masse d’un point x en plusieurs
points y et admet toujours une solution. La borne inférieure dans (3.13) est donc, en fait, atteinte,
et tout point de minimum est appelé plan de transport optimal pour μ et ν.

On note Γ0pμ, νq l’ensemble des plans optimaux et l’ensemble PppRdq muni de la distance
Wp est appelé espace de Wasserstein d’ordre p et noté WppRdq.

Les espaces de Wasserstein sont ordonnés : si 0 ă q ď p ă `8, on a, par inégalité de
Hölder, Mqp�q ď Mpp�qq{p. Donc en particulier, pour 1 ď q ď p, PppRdq Ă PqpRdq, et on a pour
μ, ν P PppRdq, Wqpμ, νq ď Wppμ, νq (par inégalité de Jensen pour | ¨ |p{q). L’inclusion inverse n’est

en général pas vraie sauf en domaine Ω borné, sur lequel on a Wppμ, νq ď W
q
p
q pμ, νqdiampΩq1´ q

p

(voir [128]).
Enfin, on parle de convergence dans WppRdq d’une suite pμnqnPN P PppRdqN vers une mesure

μ P PppRdq lorsque, de façon équivalente,

(1) μn á̊
nÑ`8 μ et

ż
|x|p dμnpxq ÝÑ

nÑ`8

ż
|x|p dμpxq,

(2) μn á̊
nÑ`8 μ et lim sup

nÑ`8

ż
|x|p dμnpxq ď

ż
|x|p dμpxq,

(3) μn á̊
nÑ`8 μ et lim

RÑ`8 lim sup
nÑ`8

ż
|x|ěR

|x|p dμnpxq “ 0,

(4) pour tout ϕ P CpRdq telle qu’il existe C ą 0 vérifiant pour tout x P Rd, ϕpxq ď Cp1 ` |x|pq,
on a

ż
Rd

ϕpxq dμnpxq ÝÑ
nÑ`8

ż
Rd

ϕpxq dμpxq.
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On peut montrer ([128], théorème 7.12) que chacun des points ci-dessus équivaut à demander que
Wppμn, μq ÝÑ

nÑ`8 0.

On termine les considérations de convergence avec une propriété de compacité dans l’espace
de Wasserstein :

Proposition 1.1 (Les bornés de WppRdq sont des compacts de WqpRdq pour q ă p). Soit
p P r1,`8r et p�nqnPN P PppRdqN telle que Mpp�nq soit uniformément borné par rapport à n P N.
Alors il existe une sous-suite de �n qui converge faiblement vers un certain � P PppRdq. De plus,
pour tout q P r1, pr, la convergence a lieu dans WqpRdq.
Démonstration. Voir le dernier lemme des préliminaires dans [89].

Enfin, la convolution par une mesure fixée fait décroître la distance de Wasserstein :

Proposition 1.2. Soit p ě 1, �, μ, ν P PppRdq. Alors Wpp� ˚ μ, � ˚ νq ď Wppμ, νq.
Démonstration. Rappelons que � ˚ μ est toujours une mesure de probabilité sur Rd bien définie
dès que � et μ sont des mesures de probabilité, par :

@ϕ P C0pRdq, x� ˚ μ, ϕy :“
ĳ

ϕpx ` yq�pdxqμpdyq.

Par ailleurs, puisque �, μ, ν P PppRdq, � ˚ μ, � ˚ ν P PppRdq. En effet, en prenant ϕpxq “ |x|p dans
l’expression ci-dessus (en réalité, il faudrait multiplier par une fonction cut-off), on a :

Mpp� ˚ μq “
ĳ

|x ` y|p�pdxqμpdyq ď 2p

˜ ĳ `|x|p ` |y|p˘
�pdxqμpdyq

¸
“ 2p

`
Mpp�q ` Mpp�q˘

,

donc Mpp�˚μq ă `8, et pareil pour �˚ν. En fait, si p P N˚, on a même, par formule du binôme :

Mpp� ˚ μq “
pÿ

k“0

ˆ
p

k

˙
Mkp�qMp´kpμq.

Mais venons-en à la preuve. Soit γ P Γ0pμ, νq un plan optimal pour le coût cpx, yq “ |x ´ y|p. On
définit γ1 P PpRd ˆ Rdq par

@ψ P C0pRd ˆ Rdq,
ĳ

ψpx, yqγ1pdx, dyq “
ĳ ż

ψpx ` z, y ` zq�pdzqγpdx, dyq.

Alors γ1 P Γp� ˚ μ, � ˚ νq et le coût total associé à γ1 égale celui associé à γ. En effet, en écrivant
par exemple, pour ϕ P C0pRdq,ĳ

ϕpxqγ1pdx, dyq “
ĳ ż

ϕpx ` zq�pdzqγpdx, dyq “
ż ż

ϕpx ` zq�pdzqμpdxq “ x� ˚ μ, ϕy ,

donc la première marginale de γ1 est � ˚ μ et, de même, la seconde est � ˚ ν. Le fait que le
coût total soit préservé provient simplement du fait que le coût c soit invariant par translation
px, yq Ð px ` z, y ` zq et d’un changement de variable dans l’intégrale. On a donc :

W p
p p� ˚ μ, � ˚ νq ď

ĳ
|x ´ y|pγ1pdx, dyq “

ĳ
|x ´ y|pγpdx, dyq “ W p

p pμ, νq.
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Théorie des flots de gradient dans W2pRdq
Il est assez naturel de voir l’équation d’agrégation-diffusion (1.1) comme une équation de

Fokker-Planck Bt� ` ∇ ¨ p�∇V q “ εΔ�, avec un potentiel dépendant de la densité, donné par
V “ ´∇W ˚ �. Pour l’équation de Fokker-Planck, les désormais célèbres travaux de Jordan,
Kinderlehrer et Otto [77], donnent, au moyen d’un schéma d’Euler implicite généralisé, dont la
marche en temps s’écrit :

�n`1
Δt P argmin

"
1

2Δt
W 2

2 p�, �nΔtq ` F εp�q ; � P P2pRdq
*
, (1.16)

l’existence d’une solution faible à valeurs P2pRdq en montrant la convergence 7 de l’interpolation
obtenue à partir des �nΔt. Dans le schéma ci-dessus, la fonctionnelle F ε est la somme de l’énergie
potentielle et de l’entropie de Boltzmann que l’on définira plus loin. Ce schéma, communément
appelé schéma de JKO, est basé sur le fait que, dans l’espace de Wasserstein W2pRdq, l’équation de
Fokker-Planck dispose d’une structure de flot de gradient. Ce point de vue a permis à Carrillo, Di
Francesco, Figalli, Laurent, Slepcev [31] de montrer l’existence de solutions à valeurs mesures pour
l’équation d’agrégation (3.11) avec potentiel localement attractif vérifiant (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3)
avec λ ď 0, en montrant que le schéma de JKO était bien posé et convergeait.

Avant de formaliser ce qu’est un flot de gradient dans W2pRdq, intéressons-nous un instant
au cas euclidien. Si on se donne une fonctionnelle F : Rd ÝÑ R suffisamment régulière (si F
n’est que convexe, la définition aura encore un sens en remplaçant le gradient ci-après par la
sous-différentielle), un flot de gradient pour F sur Rd est une courbe, disons C1, x : r0, T s ÝÑ R
solution de l’EDO

x1ptq “ ´∇F pxptqq.
Ce point de vue permet d’obtenir facilement, du moins formellement, des propriétés très intéres-
santes comme la décroissance de l’énergie le long des solutions :

d

dt
F pxptqq “ x1ptq ¨ ∇F pxptqq “ ´|x1ptq|2 ď 0,

l’unicité des solutions au problème de Cauchy si F est λ´convexe, due au calcul :

1

2

d

dt
|x1ptq ´ x2ptq|2 “ `

x1ptq ´ x2ptq˘ ¨ `
x1
1ptq ´ x1

2ptq˘
“ ´`

x1ptq ´ x2ptq˘ ¨ `∇F px1ptqq ´ ∇F px2ptqq˘
ď ´λ|x1ptq ´ x2ptq|2,

qui donne, après application d’un lemme de Grönwall, |x1ptq ´ x2ptq| ď e´λt|x1p0q ´ x2p0q|. Ou
encore, comme nous l’avons vu, une méthode numérique – le schéma de JKO – d’approximation
des solutions qui permet aussi d’en montrer l’existence.

Formaliser ce qu’est un flot de gradient dans l’espace de Wasserstein W2pRdq a depuis donné
lieu à de nombreux travaux, notamment ceux de Ambrosio, Gigli et Savaré dont la monographie
[1] fait désormais référence. La vision géométrique des flots de gradient est basée sur le calcul
d’Otto sur une variété Riemannienne pX, gq où gx est une forme quadratique positive définie sur
l’espace tangent à X en x, noté TanxX. On peut définir le gradient ∇xF d’une fonctionnelle
F : X ÝÑ R différentiable en x P X par :

d

dt
F pγptqq

ˇ̌̌
t“0

“ gxp∇xF, vq,
∇xF P TanxX,

7. uniformément en temps à valeurs dans W2 et aussi L1 en temps-espace
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pour tous v P TanxX et γptq courbe régulière sur X vérifiant γp0q “ x et γ1p0q “ v. Un flot de
gradient pour F est alors une solution de l’EDO dx

dt “ ´∇xF .
Dans ce manuscrit, nous préférerons à cette vision abstraite celle de [112]. Pour ce faire,

soulignons que, dans [1], il est montré que les solutions flots de gradient au sens du calcul d’Otto
sont équivalentes aux courbes de pente maximale sur X. Nous prendrons donc comme définition
d’une solution flot de gradient une courbe de pente maximale sur W2pRdq. Il nous reste donc à
introduire les outils nécessaire pour cette définition.

Pour p P r1,`8r et T ą 0, on appelle courbe sur WppRdq toute fonction continue � P
Cpr0, T s,WppRdqq. Notons que, dans ce manuscrit, on écrira souvent �t à la place de �ptq lorsque
l’on manipule de telles courbes (c’est une notation standard dans la communauté du transport
optimal). On dit, de plus, que � est une courbe absolument continue sur WppRdq s’il existe b P
L1pr0, T sq tel que Wpp�s, �tq ď şt

s bpτqdτ pour tous 0 ď s ă t ď T . On note ACpr0, T s,WppRdqq
l’ensemble de telles courbes et AClocpr0,`8r,WppRdqq “ Ş

Tą0ACpr0, T s,WppRdqq l’ensemble
des courbes localement (en temps) absolument continues sur WppRdq. On définit aussi la dérivée
métrique de � au temps t P r0, T s par :

|�1
t| :“ lim

hÑ0

Wpp�t`h, �tq
h

.

Si � est une courbe lipschitzienne sur WppRdq, alors sa dérivée métrique existe pour presque
tout t P r0, T s. Quitte à la reparamétrer, toute courbe absolument continue peut être rendue
lipchitzienne et admet donc une dérivée métrique pour presque tout temps.

Le théorème fondamental suivant fait le lien entre les courbes absolument continues sur
WppRdq et l’équation de continuité :

Théorème 1.6 ([1], théorème 8.3.1). Soit p Ps1,`8r et T ą 0. Soit � P ACpr0, T s,WppRdqq.
Alors, pour presque tout t P r0, T s il existe un champ de vitesses vt P Lpp�t,Rdq tel que :

(1) l’équation de continuité Bt� ` ∇ ¨ p�vq “ 0 est satisfaite au sens des distributions,

(2) pour presque tout t P r0, T s, on a }vt}Lpp	tq ď |�1
t|.

Réciproquement, partant d’une courbe � P Cpr0, T s,WppRdqq telle que pour tout t P r0, T s, s’il
existe un champ de vecteurs vt P Lpp�t,Rdq avec

şT
0 }vt}Lpp	tqdt ă `8 qui résout l’équation de

continuité Bt� ` ∇ ¨ p�vq “ 0 au sens des distributions, alors � P ACpr0, T s,WppRdqq et pour
presque tout t P r0, T s, on a |�1

t| ď }vt}Lpp	tq.
Par conséquent, le champ de vitesses v introduit dans la première partie de cet énoncé vérifie en
fait }vt}Lpp	tq “ |�1

t| pour presque tout t P r0, T s.
Autre définition pratique, la notion de dérivée d’une fonctionnelle :

Définition 1.4. Soit F : PpRdq ÝÑ R Y t`8u. On suppose que � P PpRdq vérifie :

@δ P r0, 1s, @μ P PpRdq X L8
c pRdq, F pp1 ´ δq� ` δμq ă `8.

On appelle alors variation première de F en �, notée δF
δ	 p�q, toute fonction mesurable g telle que :

dF p� ` δχq
dδ

ˇ̌̌
δ“0

“
ż
gdχ,

pour tout χ “ μ ´ � où μ P PpRdq X L8
c pRdq et L8

c pRdq est l’ensemble des fonctions L8pRdq à
support compact. Si elle existe, la variation première est unique à constante additive près.

Exemple 1.4. Les trois exemples essentiels que l’on utilisera dans ce manuscrit sont :
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(1) L’énergie d’interaction, définie par :

Wp�q “ 1

2

żż
W px ´ yq�pdxq�pdyq.

L’énergie d’interaction est finie dès lors que W est lipschitzien et que � P P1pRdq, ce
qui est toujours le cas dans ce manuscrit. En effet, sous l’hypothèse (A2), on a W pxq ď
a8|x| ` |W p0q| et ainsi Wp�q ď a8M1p�q ` |W p0q|, quantité finie car les mesures que l’on
considère sont toujours de moment d’ordre 1 fini. Sa variation première est donnée par
([112] Proposition 8.7) :

δW
δ�

p�q “ W ˚ �.

(2) L’entropie de Boltzmann :

Up�q “
#ş

� lnp�q, si � ! Leb
`8 sinon,

de variation première :
δU
δ�

p�q “ ln �.

De façon générale, la variation première d’une fonctionnelle de la forme � ÞÝÑ ş
fp�pxqqdx

si � ! Leb et `8 sinon est donnée par f 1p�q.
(3) Et éventuellement l’énergie potentielle qui apparaît dans l’équation de Fokker-Planck :

Gp�q “
ż
V pxq�pdxq,

de variation première constante égale au potentiel V .

On en vient maintenant à l’équivalent métrique d’un gradient, dans W2pRdq, que l’on appellera
simplement pente dans W2pRdq.
Définition 1.5. Soit F : P2pRdq ÝÑ R Y t`8u une fonctionnelle. On appelle pente de F dans
W2pRdq en � P P2pRdq (descending slope en anglais, à relier à la notion de gradient supérieur,
voir [110, 112, 1]) la quantité :

|BF |p�q “ lim sup
μÑ	

pF p�q ´ F pμqq`
W2p�, μq

Proposition 1.3 ([1] lemme 10.1.5). La pente d’une fonctionnelle sur P2pRdq quelconque F est
caractérisée par :

|BF |p�q “ min
vPBF p	q

}v}L2p	q,

où BF p�q est la sous-différentielle de F en � (pour une définition précise de celle-ci, on renvoie à
[1], définition 10.3.1). De plus, le minimum est atteint en un unique v P L2p�q que l’on note 8

B0F p�q.
On est alors en mesure de définir formellement ce qu’est un flot de gradient dans W2pRdq.

Cette définition est celle citée dans [31] : on la mentionne pour rendre l’exposé plus complet bien
que l’on ne l’utilisera jamais en pratique.

Définition 1.6 (Flot de gradient dans W2pRdq à la Ambrosio-Gigli-Savaré). Soit une fonctionnelle
F : P2pRdq ÝÑ R Y t`8u. On dit qu’une courbe � P AClocpr0,`8r,W2pRdqq est un flot de
gradient pour F s’il existe un champ de vecteurs mesurable v tel que :

8. on veillera donc à noter différemment fonctionnelles et champs scalaires...



26 Chapitre 1. Introduction

(1) pour presque tout t ą 0, vptq P Tan	tW2pRdq :“ t∇φ ; φ P C8
c pRdquL

2p	tq
,

(2) pour tout T ą 0,
şT
0 }vptq}2L2p	tqdt ă `8,

(3) l’équation de continuité :
Bt� ` ∇ ¨ pvr�s�q “ 0

est satisfaite au sens des distributions,
(4) pour presque tout t ą 0, vptq P ´BF p�tq.

Sous ces hypothèses, le théorème 11.1.3 de [1] assure alors que v “ ´B0F p�q.
La notion que nous utiliserons en pratique est celle d’inégalité de dissipation d’énergie ou de

courbe de pente maximale. Cette notion étant équivalente à la définition 1.6 d’après le théorème
11.1.3 de [1], elle peut être prise comme définition d’un flot de gradient dans W2pRdq et a le
mérite de se comprendre comme une extension naturelle de l’EDO x1ptq “ ´∇F pxptqq dans le
cas euclidien.

En effet, cette EDO peut se reformuler en n’utilisant que des quantités métriques, avec la
petite astuce A “ B ô AB ě 1

2A
2 ` 1

2B
2. Ainsi, dans le cas euclidien, on a formellement :´

@t P r0, T s, x1ptq “ ´∇F pxptqq
¯

ô
´

@t P r0, T s, ´x1ptq ¨ ∇F pxptqqloooooooomoooooooon
“ d

dt
F pxptqq

ě 1

2
|x1ptq|2 ` 1

2
|F pxptqq|2

¯

ô
´

@s, t P r0, T s, F pxpsqq ´ F pxptqq ě 1

2

ż t

s
|x1pτq|2dτ ` 1

2

ż t

s
|F pxpτqq|2dτ

¯
.

Définition 1.7. Soit F : P2pRdq ÝÑ RYt`8u une fonctionnelle et T ą 0. On dit qu’une courbe
� P ACpr0, T s,W2pRdqq est une courbe de pente maximale pour F si

`
t ÞÑ F p�tq

˘ P ACpr0, T s,Rq
et si pour tous 0 ď s ď t ď T , l’inégalité de dissipation d’énergie est vérifiée :

F p�sq ě F p�tq ` 1

2

ż t

s
|BF |2p�τ qdτ ` 1

2

ż t

s
|�1

τ |2dτ. (1.17)

Cette définition clôt la généralisation des notions nécessaires à définir un flot de gradient
dans W2pRdq. Notre but étant, dans ce manuscrit, d’utiliser des résultats provenant de cette
théorie dans un cadre précis d’EDP, on se contentera d’un minimum de définitions abstraites et
on tâchera plutôt de refaire le maximum de choses à la main.

Par exemple, en pratique, on se basera plutôt sur le lemme suivant, qui caractérise les EDP
pouvant être vues comme des équations de flot de gradient dans W2pRdq au sens où la bien-
nommée inégalité de dissipation d’énergie est satisfaite : ce sont les équations de continuité où le
champ de vitesse est donné par ´∇ δF

δ	 , où F est une fonctionnelle sur P2pRdq avec une certaine
hypothèse sur sa variation première.

Lemme 1.3. Soit une fonctionnelle F : P2pRdq ÝÑ RYt`8u, T ą 0 et � P ACpr0, T s,W2pRdqq.
On suppose que, pour presque tout t P r0, T s, ∇ δF

δ	 p�tq P L2p�tq. Cela permet, en particulier, de
donner un sens à l’équation (1.18) qui suit.

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) � résout dans D1pr0, T s ˆ Rdq l’équation :

Bt� ´ ∇ ¨
ˆ
∇δF

δ�
p�q�

˙
“ 0, (1.18)

(2) Pour tout t P r0, T s,

F p�0q ě F p�tq ` 1

2

ż t

0

›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

ds ` 1

2

ż t

0
}vr�ss}L2p	sqds, (1.19)
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où vr�ss est le champ de vitesse défini dans le théorème 3.2, c’est-à-dire celui de norme
minimale parmi les champs v tels que, pour presque tout t P r0, T s, vt P L2p�tq et tels que
l’équation de continuité Bt�`∇ ¨p�vq “ 0 soit satisfaite dans D1pr0, T sˆRdq. Il est d’ailleurs
égal à la dérivée métrique |�1

s|.
Si ces assertions sont vérifiées, on a en fait vr�ts “ ´∇ δF

δ	 p�tq �t-presque partout pour presque
tout t P r0, T s

Remarque 1.4. Désormais 9, par inégalité de dissipation d’énergie (IDE), on entendra (1.19) plutôt
que (1.17). L’énoncé précédent pouvant être écrit en remplaçant (1.19) par une égalité, on l’appelle
traditionnellement égalité de dissipation d’énergie (EDE).

Il est important de remarquer que le champ de vitesse vr�s défini dans le théorème 3.2
doit impérativement apparaître dans l’IDE. On ne peut pas se contenter de F p�0q ě F p�tq `şt
0

›››∇ δF
δ	 p�sq

›››
L2p	sq

ds, sans quoi il est impossible de remonter à une EDP.

Démonstration. p1q ñ p2q Notons vr�ts le champ de vitesse de norme minimale dans L2p�tq
donné par le théorème 3.2. En utilisant la définition de la variation première ainsi que l’équation
(1.18), on obtient sans trop de peine :

@t P r0, T s, F p�0q “ F p�tq `
ż t

0

ż ˇ̌̌
∇δF

δ�
p�sq

ˇ̌̌2
d�sds “ F p�tq `

ż t

0

›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

ds.

En écrivant
›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

“ 1

2

›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

` 1

2

›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

et en utilisant la minima-

lité de
›››vr�ss

›››
L2p	sq

, on obtient p2q.

p2q ñ p1q A nouveau en utilisant l’équation de continuité Bt� ` ∇ ¨ p�vq “ 0 et la définition
de la variation première, on trouve :

@t P r0, T s, F p�0q “ F p�tq ´
ż t

0

ż
∇δF

δ�
p�sq ¨ vr�ssd�sds,

si bien que, en combinant avec l’IDE :

@t P r0, T s, ´
ż t

0

ż
∇δF

δ�
p�sq ¨ vr�ssd�sds ě 1

2

ż t

0

›››∇δF

δ�
p�sq

›››
L2p	sq

ds ` 1

2

ż t

0
}vr�ss}L2p	sqds.

On a donc ∇ δF
δ	 p�sq ¨ vr�ss ě 1

2

ˇ̌̌
∇ δF

δ	 p�sq
ˇ̌̌2 ` 1

2 |vr�ss|2 �s-presque partout pour presque tout

s P r0, ts, et donc vr�ss “ ´∇ δF
δ	 p�sq �s-presque partout pour presque tout s P r0, ts, ce donne

(1.18) en remplaçant le champ de vitesses par son expression en fonction de F dans l’équation de
continuité.

Nous avons essayé de résumer de mieux que nous pouvions les notions de transport et de flots
de gradient dans W2pRdq nécessaires à la compréhension de ce manuscrit. Pour une meilleure
introduction, on renvoie aux notes assez courtes et self-contained de Filippo Santambrogio au
séminaire Bourbaki [110].

9. Implicitement, on sous-entend que la pente d’une fonctionnelle F définie sur P2pRdq égale en fait ∇ δF
δ�

: le
prouver pouvant, dans certains cas, être un peu subtil (c’est tout le travail de la proposition 2.2 dans [31] pour
l’énergie d’interaction associée à un potentiel pointu par exemple), on évitera d’en faire un résultat général.
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Existence et unicité d’une solution aux sens des distributions via les flots de gradient
[31]

Revenons à l’équation d’agrégation (3.11). La définition de solution la plus naturelle qu’un
EDPiste souhaiterait adopter est celle au sens des distributions, sous réserve de donner un sens
au produit ar�s�.
Définition 1.8 (Solution au sens des distributions). Soit p ě 1, �ini P PppRdq et T ą 0. On dit
que � P ACpr0, T s,WppRdqq est une solution distributionnelle du problème d’agrégation (3.11) sişT
0 }par�ts}Lpp	tqdt ă `8 et si, pour tout φ P C8

c pr0, T r,Rdq,ż T

0

ż
Btφd�tdt `

ż T

0

ż par�s ¨ ∇φd�tdt `
ż
φp0, xq�inipdxq “ 0. (1.20)

On rappelle que, dans la définition ci-dessus :

par�ts “ ´
ż
y‰x

∇W px ´ yq�tpdyq.

Remarque 1.5.

(1) On précisera parfois « où ar�ts est remplacé par par�ts ». Dans le cas contraire, soit on le
sous-entend, soit, en fait, �t ! Leb pour presque tout t P r0, T s, si bien que ar�ts “ par�ts.

(2) Par ailleurs, il suffit que W soit lipschitzien pour que n’importe quelle courbe � P Cpr0, T s,WppRdqq
soit absolument continue. En effet, si W est a8-lipschitz alors

şT
0 }par�ts}Lpp	tqdt ď a8T

et � résout l’équation de continuité de champ de vitesse par�s au sens des distributions,
donc la seconde partie du théorème 3.2 s’applique. Il arrivera donc que, lorsque l’on parle
d’une solution distributionnelle de (3.11), l’on omette de préciser que celle-ci est une courbe
localement absolument continue, car dans la majorité des énoncés, on travaille avec des
potentiels lipschitziens.

(3) Cette notion de solution est, en dimension 1, équivalente à la notion de solution de dualité
([70] théorème 4.1). Cela provient grossièrement du fait que les définitions distributionnelles
sont uniques (résultat de [31], voir plus loin) et que les solutions de dualité sont des solutions
distributionnelles.

Dorénavant, on supposera p “ 2. La définition (1.8) est celle choisie dans [31] comme
solution faible de l’équation d’agrégation, à ceci près que, le choix de remplacer ar�tspxq parpar�tspxq :“ ´ ş

y‰x∇W px ´ yq�tpdyq étant a priori arbitraire, les auteurs le remplacent plutôt
par ´B0W ˚ �tpxq où B0W est défini comme l’élément de norme euclidienne minimale dans la
sous-différentielle de W en x. A posteriori, les auteurs montrent que, si W est un potentiel
localement attractif vérifiant (A0) et (A1), alors :

B0W pxq “
#
∇W pxq si x ‰ 0,

0 sinon.
(1.21)

Dans [36], retrouvera les mêmes notations : z∇W “ B0W où z∇W est défini comme dans (1.21).
On rappelle qu’un potentiel symétrique W est dit localement attractif si W p0q est un minimum
local de W . Cela permet d’inclure des potentiels attractifs à courte portée mais répulsifs à longue
portée ou même à une échelle intermédiaire, tout en excluant tout potentiel répulsif à courte
portée (figure 1.9).

Le cadre des flots de gradients dans W2pRdq permet alors de fournir une justification au
choix de remplacer ar�s par ´B0W ˚ � dans (1.20). En effet, les auteurs de [31] montrent que
B0Wp�q “ B0W ˚ �, et c’est donc (l’opposé de) ce champ de vitesse qui doit apparaître dans
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Figure 1.9 – Un potentiel admissible (gauche) et un potentiel non admissible (droite)

l’EDP (une autre façon serait de calculer la variation première de W). Il permet aussi de prouver
le caractère bien posé des solutions distributionnelles (définies à la définition 1.8) de l’équation
d’agrégation : l’existence vient du fait que le schéma de JKO se trouve être bien posé et convergent ;
l’unicité vient de la λ´convexité de l’énergie d’interaction (on développera un peu plus ce point à
la sous-section 1.2.4).

Plus précisément, le schéma de JKO fournit une courbe de pente maximale :

Théorème 1.7 ([31] théorème 2.8). On suppose que W est localement attractif et vérifie les
hypothèses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) et soit T ą 0. Alors il existe une courbe de pente maximale
dans W2pRdq pour W. Puisque B0Wp�q “ B0W ˚ �, on a en particulier :

|BW|p�qpxq “ |B0W ˚ �|pxq,
si bien que la condition de pente maximale s’écrit, dans le cas présent :

@0 ď s ď t ď T, Wp�sq ě Wp�tq ` 1

2

ż t

s

ˇ̌̌̌
ˇ
ż
y‰x

∇W px ´ yq�τ pdyq
ˇ̌̌̌
ˇ
2

�τ pdxqdτ ` 1

2

ż t

s
|�1

τ |2dτ.

Théorème 1.8 ([31] théorème 2.12 et 2.13). On suppose que W est localement attractif et
vérifie les hypothèses (A0)-(A1)-(A2-bis)-(A3) et soit T ą 0 et �ini P P2pRdq. Il existe une
unique solution flot de gradient (telle que définie à la définition 1.6) associée à W, et celle-ci est
équivalente à une courbe de pente maximale et à la notion de solution distributionnelle.

En particulier, il existe une unique solution distributionnelle de (4.2a) de donnée �ini, où ar�s
est remplacé par ´BW0p�q, qui se trouve être égal à par�s. De plus, si �1 et �2 sont deux solutions
distributionnelles, alors :

@t ě 0, W2p�1t , �2t q ď e´2λtW2p�10, �20q.

1.2.3 Solutions au sens de Filippov

Pour finir, nous introduisons une dernière notion de solutions basée sur la théorie de Filippov
[58], reprise par Poupaud et Rascle dans [105] qui prouvent l’existence et l’unicité d’un flot qui
généralise les caractéristiques pour l’équation de continuité (1.9) à champ de vitesse a lipschitzien
à droite. Il est en effet connu que, pour cette équation, lorsque le champ de vitesses est régulier,
disons a P L1

locpr0,`8r, C1pRdqqd, les caractéristiques Xpt, xq sont bien définies au sens classique
par BtXpt, xq “ apt,Xpt, xqq et Xp0, xq “ x, et que le problème de Cauchy associé à (1.9) et à
une donnée �ini P MbpRdq quelconque admet une unique solution au sens des distributions qui
se trouve être la mesure image �ptq “ Xptq#�ini (voir [105], théorème 3.1).

Le flot de Filippov est donc défini de la façon suivante :
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Définition 1.9. Soit a P L8pr0,`8r, L8pRdqqd. Etant donnés x P Rd et s ą 0, un flot de
Filippov pour a partant de x au temps s est une fonction Zp¨, s, xq P Cprs,`8r,Rdq telle que
BtZpt, s, xq existe pour presque tout t P rs,`8r, Zps, s, xq “ x et :

BtZpt, s, xq P �
Convess

`
a

˘pt, ¨q(pZpt, s, xqq, pour presque tout t ě s.

On notera également Zpt, xq :“ Zpt, 0, xq. Dans la définition ci-dessus, Convess désigne l’enveloppe
convexe essentielle ([58, 2]) définie par :�

Convess
`
a

˘pt, ¨q(pxq :“
č
rą0

č
NPN0

Conv
“
a

`
t, Bpx, rqzN˘‰

,

où Conv désigne l’enveloppe convexe standard dans Rd et N0 l’ensemble des parties négligeables
de Rd pour la mesure de Lebesgue.

Lorsque a P L1
locpr0,`8r, L8pRdqqd est lipschitzien à droite, Filippov [58] montre l’existence

et l’unicité d’un tel flot. Poupaud et Rascle définissent alors, pour l’équation de continuité associée,
une solution au sens de Filippov comme une fonction de la forme �ptq “ Xptq#�ini où X est
un flot de Filippov associé au champ de vitesses a et �ini P MbpRdq. Avec une telle définition,
puisque le flot de Filippov existe et est unique, l’existence et unicité d’une solution au sens de
Filippov pour le problème de Cauchy associé à (1.9) sont triviales. Le point important (prouvé
dans [105], section 3.3) est qu’une telle solution résout l’équation de continuité (1.9) au sens des
distributions et rend le produit a� bien défini, grâce au fait que � est un pushforward. En effet,
pour ϕ P Cpr0, T s,Rdq, on peut montrer que

şT
0 BtXpt, xqϕpt,Xpt, xqqdt est continu en x, si bien

que :

xa�, ϕy “
ż ż T

0
BtXpt, xqϕpt,Xpt, xqq dt d�inipxq

est bien défini. C’est donc une extension de la notion de solution distributionnelle. En revanche,
rien ne garantit qu’une solution au sens des distributions, qui de toute façon n’a pas de sens tant
que l’on n’a pas défini le produit a�, soit une solution au sens de Filippov. Notons enfin qu’en
dimension d “ 1, la notion de solution au sens de Filippov est équivalente à celle de solution de
dualité [17].

Les travaux de Poupaud et Rascle ont ensuite été adaptés par Carrillo, Lagoutière, James et
Vauchelet pour l’équation d’agrégation :

Théorème 1.9 ([36] théorème 2.5). Supposons que W satisfasse les hypothèses (A0)-(A1)-(A2)-
(A3) pour λ ď 0 et soit �ini P P2pRdq.

Il existe une solution distributionnelle � P Cpr0,`8q,W2pRdqq du problème d’agrégation
(3.11) où ar�s est remplacé par par�s qui s’écrive comme une mesure image (pushforward) �t :“
Z	pt, ¨q#�ini où pZ	pt, ¨qqtě0 est l’unique flot de Filippov associé au champ de vitesse lipschitzien
à droite par�s.

De plus, le flot Z	 est lipschitzien et on a pour tout t ě 0,

sup
x,yPRd, x “y

|Z	pt, xq ´ Z	pt, yq|
|x ´ y| ď e´λt. (1.22)

Les auteurs montrent ensuite que la solution � qu’ils construisent est forcément ACpr0, T s,W2pRdqq
pour tout T ą 0 (cela provient simplement de l’hypothèse (A2) et du théorème 3.2). Par consé-
quent, c’est une solution ACpr0, T s,W2pRdqq au sens des distributions de (3.11) (autrement dit
une solution au sens de la définition 1.8), qui est unique d’après le théorème 1.8 de [31]. Les
deux notions de solutions coïncident, et les trois notions – dualité, flot de gradient/solution
distributionnelle et solution de Filippov – coïncident donc. En réutilisant ce théorème, ils en
déduisent que la solution distributionnelle de (3.11) est unique ([43] théorème 2.1).
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Remarque 1.6. Notons que l’unicité d’une solution distributionnelle de (3.11) (où ar�s est remplacé
par par�s) est toujours un corollaire du théorème 1.8 dû à Carrillo, Di Francesco, Figalli, Laurent
et Slepcev. L’approche des solutions de dualité (en dimension 1) et celle du flot de Filippov ne
permettent pas de le déduire sans utiliser ce théorème, car sans ce théorème, a priori, une solution
au sens des distributions n’a pas de raison d’être une solution de dualité (en dimension 1) ou une
solution au sens de Filippov de l’équation (3.11).

Un des avantages de cette formulation « flot de Filippov » est l’obtention par une méthode
assez directe de l’unicité d’une telle solution (la preuve ci-après est formelle, voir [36] pour la
formalisation rigoureuse).

Soit, en effet, � et μ deux solutions dans Cpr0,`8r,W2pRdqq des problèmes de Cauchy pour
l’équation d’agrégation (3.11) associés aux conditions initiales �ini et μini dans P2pRdq. Notons
X et Y les flots de Filippov respectivement associés aux champs de vitesse ar�s et arμs. Soit, de
plus, γ0 un couplage optimal entre �ini et μini. Pour t ą 0, la mesure pXptq, Y ptqq#γ0 est alors
un couplage entre �t et μt, donc, par définition de la distance de Wasserstein :

W 2
2 p�t, μtq ď

żż
|Xpt, xq ´ Y pt, yq|2γ0pdx, dyq :“ Iptq.

Par définition des flots X et Y , puis par définition de pa :
d

dt
Iptq “ 2

żż `par�tspt,Xpt, xqq ´ parμtspt, Y pt, yqq˘ ¨ `
Xpt, xq ´ Y pt, yq˘

γ0pdx, dyq

“ ´2

żżżż ´z∇W pXpt, x1q ´ Xpt, x2qq ´ z∇W pY pt, y1q ´ Y pt, y2qq
¯

¨
´
Xpt, x1q´

Y pt, y1q
¯
γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q

“
żżżż ´z∇W pXpt, x1q ´ Xpt, x2qq ´ z∇W pY pt, y1q ´ Y pt, y2qq

¯
¨
´
Xpt, x2q ´ Xpt, x1q

´ pY pt, y2q ´ Y pt, y1qq
¯
γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q (par symétrisation)

ď ´λ

żżżż
|Xpt, x2q ´ Xpt, x1q ´ pY pt, y2q ´ Y pt, y1qq|2γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q

ď ´λ

żżżż
|Xpt, x2q ´ Y pt, y2q ´ pXpt, x1q ´ Y pt, y1qq|2γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q.

Si λ ě 0, on trouve d
dtIptq ď 0. Si λ ď 0, afin de faire réapparaître Iptq, on peut utiliser l’inégalité

|a ´ b|2 ď 2p|a|2 ` |b|2q mais on perd un facteur 2 et on n’obtient pas l’inégalité optimale. Il vaut
mieux développer le carré et voir que l’intégrale correspond au double produit est, par théorème
de Fubini, un carré, donc positive. Concrètement :żżżż

|Xpt, x2q ´ Y pt, y2q ´ pXpt, x1q ´ Y pt, y1qq|2γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q “żżżż
|Xpt, x2q ´ Y pt, y2q|2γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q

´ 2

żżżż `
Xpt, x2q ´ Y pt, y2q˘ ¨ `

Xpt, x1q ´ Y pt, y1q˘
γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q

`
żżżż

pXpt, x1q ´ Y pt, y1qq|2γ0pdx1, dy1qγ0pdx2, dy2q

“ 2Iptq ´ 2

ˆżż
pXpt, x1q ´ Y pt, y1qqγ0pdx1, dy1q

˙2

ď 2Iptq.
Comme λ ď 0, on trouve :

d

dt
Iptq ď ´2λIptq (1.23)
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On peut résumer ceci quel que soit le signe de λ en :

d

dt
Iptq ď 2λ´Iptq,

ce qui donne, graĉe au lemme de Grönwall,

W2p�t, μtq ď eλ
´tW2p�ini, μiniq,

d’où l’unicité. Si de plus les deux mesures ont même centre de masse, alors on constate que, dans
le développement du carré ci-dessus, la dernière intégrale est nulle :żż

pXpt, x1q ´ Y pt, y1qqγ0pdx1, dy1q “
ż
Xpt, x1q�inipdx1q ´

ż
Y pt, y1qμinipdy1q

“
ż
x1�tpdx1q ´

ż
y1μtpdy1q “ 0,

si bien que, peu importe le signe de λ, (1.23) est valable, d’où le résultat. Le calcul ci-dessus n’est
que formel, car a priori � et μ ne sont pas régulières et les flots X et Y ne sont pas des flots au
sens différentiel classique.
Remarque 1.7. L’inconvénient de cette méthode, néanmoins, elle qu’elle suppose de savoir que
� est une mesure image de �ini par flot de Filippov : on ne peut pas se contenter d’utiliser
uniquement le fait que � résolve (3.11) au sens des distributions.

1.2.4 Propriétés des solutions de l’équation d’agrégation

Quelques remarques autour de l’estimée de contraction

On trouve dans la littérature plusieurs estimées de contraction (en réalité, en fonction du signe
de λ, il n’y a pas forcément contraction stricto sensu et c’est plutôt une estimée d’écartement)
pour les solutions de l’équation d’agrégation (3.11) avec potentiel pointu. Dans [36], pour les
solutions au sens de Filippov, le facteur d’écartement obtenu est, pour λ ď 0, e´2λt et e´λt si les
deux mesures ont même centre de masse. Ce dernier facteur est optimal mais il est valide même
si les deux mesures n’ont pas le même centre de masse (voir [90]). Pour λ de signe quelconque, le
facteur optimal est eλ

´t (voir [43] ; pour λ ą 0 cependant, il faut se restreindre aux solutions à
support compact) et toujours e´λt si les deux mesures ont le même centre de masse. On résume
ceci dans la proposition suivante :

Proposition 1.4. Soit � et μ deux solutions dans Cpr0,`8r,W2pRdqq des problèmes de Cauchy
pour l’équation d’agrégation (3.11) associés aux conditions initiales �ini et μini dans P2pRdq.
Alors, pour tout t ą 0, on a :

W2p�t, μtq ď eλ
´tW2p�ini, μiniq. (1.24)

Si, de plus, �ini et μini ont même centre de masse, alors l’estimée devient :

W2p�t, μtq ď e´λtW2p�ini, μiniq. (1.25)

Remarque 1.8. L’estimation (1.24) est optimale. En effet, pour λ ě 0, si les deux mesures n’ont
pas le même centre de masse, la distance W2 ne peut pas décroître strictement (penser à deux
masses de Dirac, toutes deux solutions stationnaires de l’équation d’agrégation et donc dont la
distance W2 entre les deux est constante). En particulier, la fonctionnelle d’interaction W n’est
pas λ´géodésiquement convexe.

On peut prouver ces estimées de façon élégante en utilisant la formule de dérivation d’une
fonctionnelle le long de deux courbes absolument continues sur W2pRdq :

d

dt

1

2
W 2

2 p�t, μtq “
ż
∇ϕ ¨ vtd�t `

ż
∇ψ ¨ wtdμt, (1.26)
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où pϕt, ψtq est une paire de potentiels de Kantorovitch de �t vers μt pour le coût quadratique
cpx, yq “ 1

2 |x ´ y|2.
Pour plus de détails, on revoie à [89]. Notons qu’on ne peut pas appliquer le théorème ci-après

car la λ´géodésique-convexité de la fonctionnelle d’interaction W est fausse en général. En
effet, si les deux mesures n’ont pas le même centre de masse, la distance entre les deux ne peut
pas décroître strictement (ceci étant, si λ ě 0, (1.24) montre qu’elle n’augmente pas). En effet,
�t “ δ´1 et μt “ δ1 sont toutes deux des solutions, et la distance entre les deux est constante.

Notons que l’estimée (1.25) n’a d’intérêt par rapport à (1.24) que si λ ě 0, sinon on retrouve
le même facteur.

Cette propriété de « contraction » est en fait une propriété générale des solutions flots de
gradient associés à une fonctionnelle λ´géodésiquement convexe :

Théorème 1.10 ([1] Théorème 11.1.4). Soit λ P R, et F une fonctionnelle sur W2pRdq,
λ´géodésiquement convexe, semi-continue inférieurement et minorée, alors les solutions flot de
gradient associées à F existent et sont uniques.

Plus précisément, on a l’estimée de contraction (si λ ě 0) ou d’écartement (si λ ď 0) suivante :
si, pour i “ 1, 2, �piq : R˚̀ ÝÑ P2pRdq sont deux solutions flots de gradient associés à F , alors :

W2p�p1q
t , �

p2q
t q ď e´λtW2p�p1q

0 , �
p2q
0 q.

Ceci étant, on ne peut appliquer le théorème ci-dessus que lorsque λ ď 0. En effet, c’est
seulement dans ce cas que notre fonctionnelle, l’énergie d’interaction, est λ´géodésiquement
convexe.

Proposition 1.5 (λ´géodésique-convexité de W pour λ ď 0). On rappelle que l’énergie d’inter-
action est définie sur PpRdq par :

Wp�q “ 1

2

żż
W px ´ yq�pdxq�pdyq.

Supposons que le potentiel d’interaction W soit λ´convexe avec λ ď 0. Alors W est λ´géodésiquement-
convexe sur W2pRdq.
Remarque 1.9. Cette propriété est fausse si λ ą 0. Même, si W est strictement convexe, W n’est
pas strictement géodésiquement convexe car les trajectoires sont invariantes par translation.

En particulier, si λ ą 0, le théorème 1.10 ne s’applique pas et on n’a donc pas de propriété de
contraction stricte. On a tout de même une propriété de contraction large, c’est-à-dire que la
distance entre deux solutions n’augmente pas. En effet, si W est λ´convexe avec λ ą 0, il est
quand même (0-)convexe et le théorème s’applique avec λ “ 0.

Démonstration. Pour obtenir la λ´géodésique-convexité de l’énergie d’interaction W, il suffit
de dériver 2 fois le long des géodésiques. Soit donc �0, �1 P P2pRdq quelconques, et considérons
la géodésique à vitesse constante dans W2pRdq entre les deux, donnée par �t “ Tt#�0 où
Tt “ p1 ´ tq Id`tT “ Id´t∇ϕ, pϕ, ψq étant une paire de potentiels de Kantorovitch de �0 vers
�1.

Pour dériver Wp�tq sans utiliser l’équation de continuité sur �t, on transfère tous les t dans
l’argument de W en utilisant l’écriture de �t comme un pushforward :

Wp�tq “ 1

2

żż
W px ´ yq�tpdxq�tpdyq

“ 1

2

żż
W

`
x ´ y ´ t

`∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘˘
�0pdxq�0pdyq.
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D’où, successivement,

d

dt
Wp�tq “ ´1

2

żż
∇W

`
x ´ y ´ t

`∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘˘ ¨ `∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘
�0pdxq�0pdyq,

d2

dt2
Wp�tq “ 1

2

żż `∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘T∇2W
`
x ´ y ´ t

`∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘˘`∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘
�0pdxq�0pdyq.

Si W et λ´convexe, c’est que ∇2W ě λ Id (au sens des matrices positives, c’est-à-dire XT
`∇2W ´

λ Id
˘
X ě 0 pour tout X P Rd). En injectant dans l’équation ci-dessus, on en déduit :

d2

dt2
Wp�tq ě λ

2

żż ˇ̌∇ϕpxq ´ ∇ϕpyqˇ̌2
�0pdxq�0pdyq

ě λ

2

˜ ż ˇ̌∇ϕpxq|2�0pdxq `
ż ˇ̌∇ϕpyq|2�0pdyq ´ 2

ˆż
∇ϕpxq�0pdxq

˙
¨
ˆż

∇ϕpyq�0pdyq
˙ ¸

,

simplement en développant le carré et en utilisant le fait que
ş
�0 “ 1. Le dernier terme dans

l’inégalité ci-dessus est un carré, il est positif, et, du reste, on reconnaît
ş ˇ̌∇ϕpxq|2�0pdxq “ş ˇ̌∇ϕpyq|2�0pdyq “ W 2

2 p�0, �1q. Ainsi, si λ est négatif (sinon l’inégalité est dans le mauvais
sens) :

d2

dt2
Wp�tq ě λW 2

2 p�0, �1q,
ce qui conclut la preuve.

Bornes sur les moments

On a régulièrement besoin, pour appliquer des méthodes de compacité notamment, de bornes
sur les moments des solutions d’équations d’agrégation. On dresse ici un petit catalogue des
bornes que l’on peut obtenir.

On rappelle le lemme suivant, présent sous une forme un peu moins générale dans [89] :

Lemme 1.4. Soit p P r1,8r et � P PppRdq . Alors on a :

Mpp�q ď
ĳ

|x ´ y|p�pdxq�pdyq ď 2p`1min
`
Mpp�q,Mpp�q˘

,

où, on le rappelle, Mp désigne le moment centré d’ordre p.

Remarque 1.10. La majoration n’est pas optimale : pour p “ 1, en écrivant |x ´ y| ď |x| ` |y|,
peut majorer par 2M1p�q, et pour p “ 2, puisque |x ´ y|2 ď 2

`|x|2 ` |y|2˘
, on peut majorer par

4M2p�q. Pareil pour majorer par le moment centré, car |x ´ y| “ |x ´ x0 ´ py ´ x0q|.
Démonstration. Notons x0 le barycentre de �. On pose upxq “ ş |x ´ y|p�pdyq. Puisque p ě 1, u
est une fonction convexe, d’où par inégalité de Jensen :

Mpp�q “ upx0q “ u
´ ż

x�pdxq
¯

ď
ż
upxq�pdxq “

ĳ
|x ´ y|p�pdxq�pdyq.

Pour la majoration, il suffit d’écrire |x ´ y|p ď 2pp|x|p ` |y|pq (resp. |x ´ y|p ď 2pp|x ´ x0|p ` |y ´
x0|pq).
Proposition 1.6. Soit � P C`r0,`8r,W2pRdq˘

solution distributionnelle de (3.11).
(1) Si W est a8-lipschitzien, on a, pour tout t ě 0,

M2p�tq ď
´
a8t `

b
M2p�iniq

¯2

ď 2
`
a28t2 ` M2p�iniq.
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(2) Si W est λ´convexe pour λ ď 0, on a, pour tout t ě 0,

@t ě 0, M2p�tq ď e´4λtM2p�iniq.

(3) Sous l’hypothèse (A4-2), on a, pour tout t ě 0,

M2p�tq ď e´CtM2p�iniq,

(4) Sous l’hypothèse (A4-p) pour p ě 2, il existe une constante Cppq ą 0 telle que pour tout
t ě 0,

M2p�tq ď Cppqt 2
2´p ,

et ce quelle que soit la donnée initiale : le résultat est vrai même si �ini R P2pRdq.
Démonstration. Toutes les estimations se basent sur le calcul formel suivant :

d

dt
M2p�tq “ d

dt

ż
|x|2�tpdxq (1.27)

“
ż

|x|2Bt�tpdxq

“
ż

|x|2∇ ¨ `pz∇W ˚ �tq�t
˘

“ ´2

ż
x ¨ pz∇W ˚ �tq�tpdxq, par intégration par parties,

“ ´
ĳ z∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�tpdxq�tpdyq,

par symétrisation car z∇W vérifie z∇W p´zq “ ´z∇W pzq. Pour prouver ce calcul rigoureusement, il
faut tester dans la formulation faible de (3.11) contre φpt, xq “ |x|2ηRpxq où ηR est une fonction
cut-off adaptée et utiliser le fait que �t P P2pRdq pour tout t ě 0.

De la même façon, puisque ∇|x ´ x0|2 “ 2px ´ x0q et que x ´ x0 ´ py ´ x0q “ x ´ y, on a
pour le moment centré d’ordre 2 (la variance) :

d

dt
M2p�tq “ ´

ĳ z∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�tpdxq�tpdyq.

(1) Si W est a8-lipschitzien, on écrit | ´ ∇W px ´ yq ¨ px ´ yq| ď a8|x ´ y| ď a8
`|x| ` |y|˘,

d’où :
d

dt
M2p�tq ď a8

ĳ
|x ´ y|�tpdxq�tpdyq ď 2a8M1p�tq ď 2a8

a
M2p�tq.

Autrement dit,
d

dt

a
M2p�tq ď a8, et donc

a
M2p�tq ď a8t ` a

M2p�iniq, d’où le résultat.

(2) Si W est λ´convexe, on a z∇W px ´ yq ¨ px ´ yq ě λ|x ´ y|2 et donc :

d

dt
M2p�tq ď ´λ

ĳ
|x ´ y|2�tpdxq�tpdyq,

et si, de plus, λ ď 0, comme |x ´ y|2 ď 2
`|x|2 ` |y|2˘

, on en déduit que :

d

dt
M2p�tq ď ´2λ

ĳ `|x|2 ` |y|2˘
�tpdxq�tpdyq “ ´4λM2p�tq.

D’où le résultat après application d’un lemme de Grönwall.
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(3) Sous l’hypothèse (A4-2), on a z∇W px´yq ¨ px´yq ě C|x´y|2, d’où pour le moment centré :

d

dt
M2p�tq ď ´C

ĳ
|x ´ y|2�tpdxq�tpdyq ď ´CM2p�tq,

d’après le lemme 3.17 et parce que C ě 0. Le résultat en découle avec un lemme de Grönwall.
(4) Sous l’hypothèse (A4-p), on a, comme au point précédent :

d

dt
M2p�tq ď ´C

ĳ
|x ´ y|p�tpdxq�tpdyq ď ´CMpp�tq.

D’où, puisque p ě 2, d
dtM2p�tq ď ´CM2p�tqp{2. Le lemme de Grönwall non linéaire 5) de

l’annexe (lemme A.1) donne alors :

M2p�tq ď
˜
M2p�iniq1´ p

2 ` C
´p

2
´ 1

¯
t

¸ 1
1´ p

2 ď Cppqt 2
2´p ,

à nouveau puisque p ě 2, si bien que z ÞÝÑ z
1

1´ p
2 est décroissante sur R˚̀ .

Remarque 1.11. La première estimation est difficile à imiter en discret mais la borne est mieux
qu’exponentielle.

Régularité 1{2´Hölder en temps

Dans ce paragraphe, on cherche à déterminer des conditions « un peu minimales » sur le
potentiel W pour que les solutions, au sens des distributions, dans AClocpr0,`8r,W2pRdqq de
l’équation d’agrégation avec donnée P2pRdq, soient automatiquement 1{2-hölderienne en temps,
en horizon fini. On suppose tout de même que W satisfait toujours les hypothèses (A0) et (A1).

Tout est basé sur l’IDE, qui peut se récrire, pour tout t ą 0 :

Wp�iniq ě Wp�tq `
ż t

0
|�1

s|2ds. (1.28)

En effet, on a vu au lemme 1.3 que l’on a en fait |�1
s| “ ´∇ δF

δ	 p�sq �s-presque partout pour
presque tout s P r0, ts.

Supposons que la donnée initiale soit d’énergie d’interaction finie. Cette supposition n’est pas
très restrictive car elle est vérifiée pour toute donnée �ini P P2pRdq dès que W est lipschitzien
ou vérifie une condition de croissance du type W pxq ď Cp1 ` |x|2q par exemple. Il suffit donc de
montrer que Wp�tq est minorée en temps borné, car alors (1.28) montre que

şt
0 |�1

s|2 est borné et
une inégalité de Cauchy-Schwarz donne le résultat :

W2p�s, �tq ď
ż t

s
|�1

τ |dτ ď a|t ´ s|
dż t

s
|�1

τ |2dτ.

Nous allons prendre comme hypothèse que, grossièrement, W est d’ordre de grandeur p P r1, 2r en
ce qui concerne sa « partie non convexe », et λ´convexe en ce qui concerne sa « partie convexe ».
On en convient, la notion de partie convexe n’est pas définie ici rigoureusement. Plus précisément,
supposons que : $’’’’&’’’’%

W “ W ` ĂW,

∇W pxq ¨ x ě C|x|p, x P Rd,ĂW est λ ´ convexe,
W et ĂW vérifient (A0) et (A1).
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Rappelons 10 que l’hypothèse sur W implique que W pxq ě C |x|p
p pour tout x P Rd. Dans notre

décomposition, p P r1, 2r et, a priori, les constantes λ,C sont réelles, mais le cas intéressant est
lorsqu’elle sont toutes les deux strictement négatives. Si elles sont toutes deux positives, W est
positif et il n’y a rien à faire, puisqu’alors W est minorée par 0. Si l’un des deux seulement de C
ou λ est positif, il suffit d’oublier la partie du potentiel correspondante dans la preuve qui suit.
On effectue donc les calculs dans le cas C ă 0 et λ ă 0.

Soit T ą 0. Puisque ĂW est symétrique, nul en 0 et λ´convexe, on a ĂW pxq ě λ |x|2
2 . En

combinant avec W pxq ě C |x|p
p , on en déduit :

Wp�tq ě C

2p

ĳ
|x ´ y|p�tpdxq�tpdyq ` λ

4

ĳ
|x ´ y|2�tpdxq�tpdyq

ě 2pC

p
Mpp�tq ` λM2p�tq,

ě 2pC

p
M2p�tq2{p ` λM2p�tq,

où on a utilisé le fait que |x´y|p ď 2p
`|x|p `|y|p˘

, |x´y|2 ď 2
`
x2 `y2

˘
et C, λ ă 0. Pour montrer

que Wp�tq est minoré, il suffit donc de montrer que M2p�tq est borné. Pour cela, on reprend le
calcul (1.27) et on utilise le fait que ∇W pzq ¨ z “ ∇W pzq ¨ z ` ∇ĂW pzq ¨ z ě C|z|p ` λ|z|2, avec
C ă 0 et λ ă 0 :

d

dt
M2p�tq ď ´

ĳ
∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�tpdxq�tpdyq

ď ´C

ĳ
|x ´ y|p�tpdxq�tpdyq ´ λ

ĳ
|x ´ y|2�tpdxq�tpdyq

ď ´C2p`1Mpp�tq ´ 4λM2p�tq
ď ´C2p`1M2p�tq2{p ´ 4λM2p�tq.

Comme 2
p ď 1, le point p6q du lemme de Grönwall non linéaire A.1 en annexe permet de montrer

que M2p�tq est borné sur r0, T s. On en déduit que Wp�tq est minorée, et que � est une courbe
1
2 -hölderienne à valeurs W2pRdq :

Proposition 1.7. Supposons que W se décompose sous la forme W “ W ` ĂW avec :$’&’%
∇W pxq ¨ x ě C|x|p, x P Rd,ĂW est λ ´ convexe,
W et ĂW vérifient (A0) et (A1),

où p P r1, 2r et λ,C P R sont des constantes. On suppose également que �ini P P2pRdq vérifie
Wp�iniq ă `8. Soit � P AClocpr0,`8r,W2pRdqq solution au sens des distributions de l’équation
d’agrégation (3.11). Alors, pour tout T ą 0, � P C 1

2 pr0, T s,W2pRdqq.
Remarque 1.12. Ce résultat reste évidemment vrai si p “ 2, mais la décomposition est redondante
dans ce cas : il suffit de supposer W “ ĂW .

Une autre approche naturelle pour borner le moment d’ordre 2 aurait été d’utiliser le fait que
pour t P r0, T s, ż t

0
|�1

s|ds ě 1

T

`
M2p�tq ´ M2p�iniq˘

,

(voir par exemple la preuve du théorème 4 dans [89]). Ainsi, (1.28) se récrit :

Wp�iniq ` M2p�iniq
T

ě 2pC

p
M2p�tq2{p `

˜
λ ` 1

T

¸
M2p�tq,

10. En effet, la preuve du lemme 1.1 reste valable même si C ă 0.
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ce qui permet, puisque 2{p ă 1, d’obtenir une borne sur M2p�tq mais seulement en temps petit,
si T ă ´ 1

λ .

1.3 Contributions

L’objectif de ce manuscrit est double : d’une part, nous avons tenté d’apporter des éclairages
sur des résultats et des méthodes que l’on trouve dans la littérature, mais qui parfois ne sont
pas suffisamment détaillés ou qui méritent d’être reformulés et rapprochés d’autres résultats.
C’est l’objet de cette introduction ainsi que du chapitre 2. On peut citer, dans l’introduction, des
développements sur l’estimée de contraction ou la régularité en temps des solutions de l’équation
d’agrégation, et dans le chapitre 2, les reformulations de schémas pour l’agrégation comme des
primitives discrètes de schémas pour l’équation de Burgers.

D’autre part, nous apportons des contributions originales en ce qui concerne l’approximation
visqueuse de l’équation d’agrégation et l’approximation par relaxation : ce sont respectivement
les chapitres 3 et 4.

Ce manuscrit s’organise donc comme suit :

Chapitre 2 : Analyse numérique de l’équation d’agrégation

Ce chapitre consiste en un aperçu des résultats de convergence pour les schéma de type
volumes finis pour l’équation d’agrégation. Nous commençons par introduire et illustrer des
schémas connus que le schéma de type upwind suivant :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei ´ painJ´eiq`�nJ´ei ` painJq´�nJ

¯
, J P Zd

ai
n
J :“ ´

ÿ
KPZd

�nK DiW
K
J , où DiW

K
J :“ {BxiW

`
xJ ´ xK

˘
, J P Zd, i “ 1, . . . , d,

qui est prouvé être convergent à l’ordre 1{2 en distance W2 dans [43].
Nous nous concentrons ensuite sur le cas W pxq “ α|x| pour un certain α P R˚ et nous

précisons rigoureusement la correspondance entre l’équation de Burgers et l’équation d’agrégation
dans ce cas. Concrètement, en notant F ptq la fonction de répartition de �ptq, on montre que � est
solution de l’équation d’agrégation si et seulement si u :“ αp1 ´ 2F q résout l’équation de Burgers.
Nous nous intéressons alors à cette correspondance du point de vue numérique. Concrètement,
cela permet, en effectuant des intégrations discrètes en espace, d’obtenir des schémas numériques
pour l’équation d’agrégation ainsi que des estimations de convergence en norme W1 en partant
de schémas pour les lois de conservations. En particulier, nous montrons que le schéma upwind
ci-dessus revient au schéma de Roe sur u (lorsque α ą 0, u est décroissante et il s’agit donc du
schéma de Godunov).

Chapitre 3 : Limite de viscosité évanescente pour l’équation d’agrégation et
états stationnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’asymptotique ε Ñ 0 pour l’équation d’agrégation-diffusion.
Plus précisément, pour ε ą 0, on cherche à montrer que les solutions du problème visqueux :$’&’%

Bt�ε ` ∇ ¨ par�εs�εq “ εΔ�ε, t ą 0, x P Rd,

ar�εs “ ´∇W ˚ �ε,

�p0, ¨q “ �ini P P2pRdq,
(1.1)
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convergent, au sens des mesures, vers une solution du problème non visqueux :$’&’%
Bt� ` ∇ ¨ ppar�s�q “ 0, t ą 0, x P Rd,par�spxq “ ´ ş

y‰x∇W px ´ yq�pdyq,
�p0, ¨q “ �ini.

Si la solution du problème limite est unique, alors c’est toute la suite d’approximations visqueuses
p�εqεą0 qui converge, et sinon, la convergence a lieu à sous-suite près.

Dans la première partie de ce chapitre, on s’intéresse au cas unidimensionnel des potentiels
du type W pxq “ α|x| pour un certain α ‰ 0. Ce cas est bien particulier car les solutions de
l’équation d’agrégation peuvent être vues comme des dérivées des solutions d’un problème de type
Burgers (voir la sous-section 2.2.1 du chapitre 2). On utilise cette correspondance pour obtenir la
convergence de l’approximation visqueuse dans ce cas particulier et pour estimer la vitesse de
convergence en distance W1 : celle-ci est de l’ordre de

?
εT où T ą 0 est le temps final. Notre

méthode consiste à effectuer les estimations sur les solutions de problème de Burgers visqueux, et
de les transposer à l’agrégation grâce à la représentation suivante (voir [126]) :

Lemme 1.5. Soit p P r1,`8r et μ, ν deux mesures de probabilité sur R de fonctions de répartition
respectives F et G, elles-même d’inverses généralisés respectifs F´1 et G´1. Alors on a la formule
de représentation :

Wppμ, νq “ }F´1 ´ G´1}Lppr0,1sq.

Et, pour p “ 1 :

}F´1 ´ G´1}L1pr0,1sq “ }F ´ G}L1pRq.

L’analyse doit donc être conduite en distance W1 car la bonne métrique pour l’équation de
Burgers est la norme L1. Pour l’équation d’agrégation, la solution limite � que l’on obtient lorsque
ε Ñ 0 peut, quelle que soit la valeur de α, être vue comme la dérivée (à un facteur près) de la
solution entropique de l’équation de Burgers. Dans le cas α ă 0, c’est-à-dire lorsque le potentiel
est répulsif, on obtient donc la convergence de toute la suite p�εqεą0 (contrairement au cas de
la dimension quelconque où on utilisera une méthode de compacité qui suppose d’extraire une
sous-suite) et le critère de viscosité peut être vu comme un critère de sélection de solution.

La deuxième partie est un travail en collaboration avec Frédéric Lagoutière et Filippo Santam-
brogio. Dans celui-ci, on traite le cas général de différentes classes de potentiels en dimension d
quelconque. Le premier résultat, nouveau à notre connaissance, est la convergence d’une sous-suite
de l’approximation visqueuse lorsque ε Ñ 0, uniformément en temps en horizon T ą 0 fini et en
distance W1, pour les potentiels lipschitziens et pour données �ε0 bien préparées au sens suivant :

lim inf
εÑ0

F εp�ε0q ď F p�iniq,
@ε ą 0, F εp�ε0q ď C,

@ε ą 0, M2p�ε0q ď C,

lim
εÑ0

W2p�ε0, �iniq “ 0,

où la fonctionnelle d’énergie est la somme de l’énergie d’interaction et de l’entropie :

F εp�q “ Wp�q ` εUp�q.
Pour que les données soient bien préparées, il suffit que p�ε0qεą0 converge dans W2pRdq vers �ini

et soit d’entropie uniformément bornée par rapport à ε : on a essentiellement en tête une donnée
fixe �ε0 “ �ini d’entropie finie.
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Le point de départ est de voir les solutions de l’équation d’agrégation-diffusion comme des flots
de gradient dans W2pRdq pour la fonctionnelle F ε, comme nous l’avons vu dans l’introduction. La
question que l’on se pose alors est la suivante : dans le cas particulier où F “ W et F ε “ W ` εU ,
peut-on montrer que la fonctionnelle F ε converge vers F en un certain sens lorsque ε Ñ 0 et en
déduire que les flots de gradient �ε convergent vers le flot de gradient de F , noté � ? Pour répondre
à cette question dans le cas général, Etienne Sandier et Sylvia Serfaty ont introduit la notion de
Γ´convergence de flots de gradient, d’abord pour l’appliquer à l’énergie de Ginzburg-Landau
[109] puis dans un cadre général [113].

Notre méthode se base exactement sur la même idée de fond, mais le point de vue que nous
adoptons dans ce travail est celui de [112], qui nous semble le plus pragmatique et efficace pour
l’appliquer au cas particulier de l’agrégation-diffusion. On se passe autant que faire se peut de
définitions abstraites comme celles du upper gradient ou de la pente d’une fonctionnelle, et nous
effectuons au maximum les calculs à la main simplement en partant de l’équation. Par exemple,
nous dérivons l’IDE comme dans le lemme 1.3 sans passer par des considérations abstraites. L’idée
est ensuite de partir de l’IDE :

F εp�ε0q ě F εp�εt q ` 1

2

ż t

0

›››∇BF ε

B� p�εsq
›››
L2p	sq

ds ` 1

2

ż t

0
}vr�εss}L2p	εsqds,

pour en déduire une borne uniforme sur M2p�εt q permettant, d’une part, d’obtenir de la compacité
et, d’autre part, d’obtenir une borne uniforme (en t et ε) sur |p�εsq1| “ }vr�εss}L2p	εsq pour en
déduire que p�εqεą0 est équi-12 -hölderienne (en horizon fini toujours). On prouve ensuite qu’il est
possible de passer à la lim infεÑ0 dans chacun des termes du membre de droite en utilisant des
propriétés de semicontinuité inférieure. A la lim infεÑ0, le membre de gauche est contrôlé par
F p�iniq lorsque la donnée est bien préparée, et on en déduit une IDE limite qui permet d’identifier
la limite � de �ε comme une solution de l’équation d’agrégation. Notons que, lors du passage à la
limite dans l’IDE, il apparaît clairement que l’on doive supposer ∇W antisymétrique partout, ce
qui implique de poser ∇W p0q “ 0.

On étend ensuite ce résultat à une donnée quelconque lorsque le potentiel est λ´convexe,
pour λ ď 0. En effet, nous avons besoin d’estimer la distance de Wasserstein entre les solutions
lorsque l’on modifie la donnée, ce qui peut être fait en combinant des estimées de λ´convexité à
la formule fondamentale suivante :

d

dt

1

p
W p

p p�t, μtq “
ż
∇ϕt ¨ vtd�t `

ż
∇ψt ¨ wtdμt, (1.31)

valable dès lors que �, μ P ACpr0, T s,WppRdqq satisfont les équation de continuité Bt�`∇¨p�vq “ 0
et Btμ ` ∇ ¨ pμwq “ 0, et où pϕt, ψtq est une paire de potentiels de Kantorovitch de �t vers μt

pour le coût cpx, yq “ 1
p |x ´ y|p. En effet, lorsque W est λ´convexe pour λ ď 0, on peut montrer,

lorsque le coût considéré est quadratique, que :ż
∇ϕt ¨ ar�tsd�t `

ż
∇ψt ¨ arμtsdμt ď ´λW 2

2 p�εt , �tq.

Lorsque ε “ 0, on peut en déduire une estimation d’écartement des solutions de l’équation
d’agrégation en distance W2 en combinant avec la formule (1.31). Lorsque ε ą 0, on peut montrer
que cette estimation reste vraie, la diffusion n’écartant pas davantage les solutions en distance
W2 (et même en distance Wp pour p ě 1 quelconque en fait).

Au passage, on déduit de la formule (1.31) une estimation de convergence de �ε vers � lorsque
le potentiel est λ´convexe, λ ď 0, puisqu’en l’appliquant à �εt et �t, toujours pour p “ 2, on
obtient formellement :

d

dt

1

2
W 2

2 p�εt , �tq ď ´λW 2
2 p�εt , �tq ´ ε

ż
∇ϕt ¨ ∇�εt ď ´λW 2

2 p�εt , �δt q ` ε

ż
Δϕt �

ε
t ,
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où on a utilisé une intégration par parties pour le dernier terme. En utilisant la concavité de
x ÞÑ ϕtpxq ´ |x|2

2 , qui implique Δϕt ď d, on en déduit :

d

dt
W 2

2 p�εt , �tq ď ´2λW 2
2 p�εt , �tq ` 2εd,

Après application du lemme de Grönwall, on en déduit le théorème suivant :

Théorème 1.11. Supposons que W satisfasse les hypothèses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) avec λ ď 0.
Soit �ini P P2pRdq, et notons p�εqεą0 la suite de solutions faibles de (1.1). Supposons, de plus,
que la suite de données initiales p�ε0qεą0 converge dans W2pRdq vers �ini lorsque ε Ñ 0.

En notant � P Cpr0,`8q,W2pRdqq l’unique solution distributionnelle de (3.11) où ar�s est
remplacé par par�s, on a l’estimation de convergence :

@t ą 0, W2p�εt , �tq ď e´λtW2p�ε0, �iniq `
c

1 ´ e´2λt

λ

?
dε. (1.32)

Cette estimation est, à notre connaissance, nouvelle, et des tests numériques suggèrent qu’elle
est optimale si on ne suppose pas davantage d’attractivité sur le potentiel. On propose une
preuve alternative basée sur les estimations de convergence du schéma de type upwind de Delarue,
Lagoutière et Vauchelet [43] pour l’équation non visqueuse. En considérant un schéma convergent
pour l’équation visqueuse, par exemple upwind avec diffusion explicite 11, et en adaptant la preuve
de [43] on montre que :

W2p�tn , �ε,nΔxq ď C

c
e4λ´tn ´ 1

λ´
?
Δx ` ε ` e2λ

´tnΔx.

où �tn est la solution non visqueuse au temps tn et �ε,nΔx une approximation de la solution visqueuse
�εtn . Sous réserve de montrer que le schéma converge au sens des mesures, passer à la limite
Δx Ñ 0 permet de retrouver l’estimation (3.60) (les constantes ne sont pas exactement les mêmes,
ce que l’on pourrait corriger en travaillant un peu plus finement).

On étudie ensuite une extension du résultat de convergence (non quantifiée) à une certaine
classe de potentiels répulsifs par la même méthode. Cette fois, on estime la distance entre deux
solutions de données différentes au moyen d’estimées précises sur le champ de vitesse ar�εs, et au
prix d’une hypothèse d’intégrabilité sur ∇2W , mais en utilisant toujours la formule de dérivation
de Wp ci-dessus.

Enfin, pour compléter le tableau, on s’intéresse à la convergence des états stationnaires de
l’équation visqueuse vers le Dirac sous des hypothèses d’attractivité un peu plus fortes sur W
(concrètement, quand W vérifie (A4-p)). Dans cette dernière partie, nous donnons des estimations
de convergence par rapport à ε, qui, à notre connaissance, n’étaient pas présentes dans la
littérature. A nouveau, des tests numériques suggèrent qu’elles sont optimales (on sait montrer
qu’elles le sont pour p “ 2 et pour p “ 1 en dimension 1).

Remarque 1.13. En termes de vocabulaire, on utilisera indifféremment le terme de viscosité et de
diffusion pour parler du terme en Δ�ε, bien que « diffusion » paraisse plus adapté étant donné que
�ε modélise une densité de population et pas la vitesse d’un fluide par exemple. La dénomination
« viscosité évanescente » semble toutefois être utilisée dans la littérature pour la limite ε Ñ 0
pour les équations du type (1.1) (voir [41, 33]) et vient d’une certaine proximité entre (3.11)
et les « active scalar problems » tels que l’équation sur la vorticité pour les équations d’Euler
incompressible, qui s’écrit en dimension 2 :

Btω ` v ¨ ∇ω “ 0, où v “ K ˚ ω, Kpxq “ xK
|x|2 ,

11. peu nous importe si ce schéma est bon en pratique, il nous suffit d’avoir un schéma convergent quitte à ce
que la CFL soit mauvaise.
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ω étant la vorticité et v la vitesse du fluide. Si on développe la divergence dans (3.11) et que
l’on traite le terme pΔW ˚ �q� comme un terme source, alors (3.11) apparaît comme un « active
scalar problem » (voir [6], et aussi [106] pour des modèles connexes).

Chapitre 4 : Estimation de convergence d’une approximation par relaxation de
l’équation d’agrégation

Dans [76] Jin et Xin proposent le système suivant pour approcher les solutions d’une loi de
conservation Btu ` Bxfpuq “ 0 :#

Btuε ` Bxvε “ 0,

Btvε ` c2Bxuε “ 1
ε pfpuεq ´ vεq , (1.33)

où ε ą 0 est un paramètre de relaxation, et c ą 0 un paramètre permettant d’ajuster la stabilité
du système.

Lorsque ε Ñ 0, si puε, vεq résout le système de relaxation, alors uε converge vers une solution
de Btu ` Bxfpuq “ 0. En effet, si c est suffisamment grand, on peut montrer que les solutions
sont suffisamment stables pour que le second membre de la seconde équation reste borné lorsque
ε Ñ 0. On aura ainsi, à la limite formelle, v “ fpuq où u “ lim

εÑ0
uε et v “ lim

εÑ0
vε. Reportant dans

la première équation, u sera bien solution de Btu ` Bxfpuq “ 0.
En effectuant une analyse à la Chapman-Enskog (disons, un développement asymptotique par

rapport à ε), on peut voir que le système de relaxation (1.33) revient, pour uε et à l’ordre 2 en ε,
à une loi de conservation diffusive. Cela permet au passage de trouver la condition de stabilité
sur c. Écrivons donc, formellement, le développement suivant lorsque ε Ñ 0

vε “ vε0 ` εvε1 ` ε2vε2 ` . . .

En regardant l’ordre ´1 par rapport à ε dans la seconde équation de (1.33), on obtient vε0 “ fpuεq.
Cherchons maintenant l’ordre 0 dans les deux équations :#

Btuε ` Bxfpuεq “ Opεq,
Btfpuεq ` c2Bxuε “ ´vε1 ` Opεq.

On multiplie la première équation par f 1puεq pour retrouver le terme Btfpuεq, et on en déduit :

vε1 “ `pf 1puεq2q ´ c2
˘ Bxuε ` Opεq.

Or, à l’ordre 1, on a Btuε ` Bxfpuεq “ ´εBxvε1 ` Opε2q, d’où l’équation suivante sur uε :

Btuε ` Bxfpuεq “ Bx
“`pc2 ´ f 1puεq2q˘ Bxuε

‰ ` Opε2q.
Pour qu’il s’agisse vraiment d’une loi de conservation avec un terme de diffusion non linéaire, le
coefficient de diffusion pc2 ´ f 1puεq2q doit être positif, ce qui revient à la condition de stabilité
c ě |f 1puεq|, parfois appelée condition sous-caractéristique.

Dans ce travail en collaboration avec Benoît Fabrèges, Frédéric Lagoutière et Nicolas Vauchelet
publié dans le journal Axioms, MDPI, nous adaptons le système de relaxation (1.33) à l’équation
d’agrégation en dimension d “ 1. Concrètement, on considère le système sur p�, σq :

Bt� ` Bxσ “ 0,

Btσ ` c2Bx� “ 1

ε
par�s� ´ σq,

ar�s “ ´W 1 ˚ �,
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Du point du vue de la modélisation, ce système est à rapprocher des modèles hyperboliques pour
le chimiotactisme, qui permettent, contrairement aux modèles de type Keller-Segel, d’avoir une
vitesse de propagation finie (ici ˘c) des individus. On renvoie par exemple à [66, 64] pour des
modèles similaires et [99, 25] pour leur analyse numérique.

Nous cherchons ici à prouver rigoureusement la convergence de � vers une solution de l’équation
d’agrégation (3.11) lorsque ε Ñ 0, tout en donnant des estimations de convergence. Pour ce
système, la condition sous-caractéristique est c ě a8. Pour le potentiel W pxq “ |x|

2 en dimension
1, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 1.12. On suppose d “ 1 et W pxq “ |x|
2 . Soit �ini P P2pRq, c ą 1{2 et posons

σini “ ar�inis�ini. Il existe C ą 0 tel que, pour tout ε ą 0, en notant p�ε, σεq la solution du
système de relaxation ci-dessus avec donnée initiale p�0, σ0q, on a :

@T ą 0, W1p�pT q, �εpT qq ď Cp?
εT ` εq,

où � P Cpr0,`8q,W2pRqq est l’unique solution de (3.11).

Pour obtenir ce résultat, comme dans la première partie du chapitre 3, nous utilisons la
correspondance entre l’équation d’agrégation et l’équation de Burgers lorsque d “ 1 et W pxq “ |x|

2 .
Tout le travail revient donc à obtenir des résultats de convergence pour le système (1.33) lorsque
fpuq “ u2

2 . Les premiers résultats de convergence pour ce système ont été établis par Roberto
Natalini [96] par des méthodes de compacité (pour un panorama complet de telles méthodes, on
renvoie au notes de cours du même auteur [97]). Cependant, la convergence a lieu dans L8

T L1
loc, ce

qui, comme pour la viscosité, ne permet pas de passer à la limite pour le problème d’agrégation.
A nouveau, on cherche donc à prouver un résultat de convergence L1 en espace.

La méthode que nous adoptons pour ce faire n’est pas originale, elle est due à Katsoulakis
et Tzavaras [80] mais nous proposons une preuve simplifiée et explicite dans le cas particulier
du flux Burgers, qui d’ailleurs ne rentre pas exactement dans le cadre de [80] qui supposent que
la condition sous-caractéristique f 1puq ď c est valable pour tout u P R. Nous modifions donc le
flux de Burgers pour que cette condition soit vérifiée, et nous montrons a posteriori qu’une telle
modification n’affecte pas les solutions.

Le coeur du travail consiste ensuite à établir des estimations de type Kruzkov dans le cadre
précis de la relaxation. Il s’agit donc d’un travail essentiellement technique et assez calculatoire,
mais nous pensons justement que le détail des calculs 12 dans le cas particulier de l’équation de
Burgers constitue une contribution pertinente pour le lecteur intéressé par ce type d’estimations.
Le passage de l’équation de Burgers à l’équation d’agrégation est lui, original dans le cadre de la
relaxation 13 et il n’y avait, à notre connaissance, pas de résultat de convergence quantifié pour
l’approximation par relaxation pour l’équation d’agrégation.

Nous proposons également des schémas préservant l’asymptotique au sens où ils dégénèrent,
lorsque ε Ñ 0, vers des schémas convergents pour l’équation d’agrégation et qui préservent
la bonne dynamique des masses de Dirac. Une première approche classique pour les systèmes
de relaxation est celle du splitting. Elle consiste, sur un pas de temps, à résoudre le système
hyperbolique sans second membre puis la partie EDO. Ce schéma dégénère vers le schéma de
Rusanov, connu pour être assez diffusif. Nous proposons une deuxième approche basée sur les
travaux de Gosse et Vauchelet [63, 64]. Il s’agit d’un schéma well-balanced qui se trouve être
moins diffusif que le schéma de splitting.

12. d’ailleurs, les calculs sont volontairement détaillés de façon plus pédagogique dans cette version du manuscrit
que dans l’article [55].

13. Dans d’autres contextes, il est bien connu et utilisé depuis longtemps, voir [16, 15, 70].
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Chapitre 2

Schémas numériques pour les équations
d’agrégation

2.1 Schémas pour l’agrégation

2.1.1 Généralités et état de l’art

L’approximation numérique des solutions mesures de l’équation d’agrégation (3.11) a déjà fait
l’objet de nombreux travaux : on y retrouve notamment des schémas particulaires [31, 54, 36],
d’autres basés sur le transport optimal [4] et des schémas de type volumes finis [71, 36, 90, 34, 4].
C’est ce type de discrétisation qui l’on considère dans ce chapitre.

Nous nous intéresserons plus particulièrement aux schémas volumes finis où on part, par
exemple, de schémas connus pour l’équation de continuité Bt� ` ∇ ¨ pa�q “ 0 et on prend garde à
discrétiser correctement le produit ar�s� lorsque W a une singularité en 0, afin de retrouver le
comportement attendu des solutions mesures après blow-up. La convergence de ces schémas se
prouve essentiellement par compacité, en appliquant un théorème de type Lax-Wendroff après avoir
obtenu des bornes sur la solution discrète afin de pouvoir extraire de la suite d’approximations
une sous-suite convergeant uniformément en temps fini T ą 0 et faiblement en espace vers une
limite � P Cpr0, T s,P2pRdqq [36, 90, 32, 89]. La convergence quantifiée de ce type de schéma a
également été étudiée dans [43] pour le schéma de type upwind suivant, où Δt ą 0 est le pas de
temps et Δxi le pas d’espace dans la direction i P t1, . . . , du du maillage cartésien de Rd associé :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei ´ painJ´eiq`�nJ´ei ` painJq´�nJ

¯
, J P Zd

(2.1a)

ai
n
J :“ ´

ÿ
KPZd

�nK DiW
K
J , où DiW

K
J :“ {BxiW

`
xJ ´ xK

˘
, J P Zd, i “ 1, . . . , d, (2.1b)

où {BxiW pxq :“ BxiW pxq si x P Rdzt0u et {BxiW p0q “ 0. On a aussi noté peiqi“1,...,d la base
canonique de Rd, et on notera, pour J “ pJ1, . . . , Jdq P Zd, CJ :“ rpJ1 ´ 1

2qΔx1, pJ1 ` 1
2qΔx1s ˆ

. . . ˆ rpJd ´ 1
2qΔxd, pJd ` 1

2qΔxds la maille centrée en xJ :“ pJ1Δx1, . . . , JdΔxdq. Dans [43], où
les arguments probabilistes de [42] pour le transport à vitesse OSL sont adaptés à l’agrégation
dans le formalisme du transport optimal, Delarue, Lagoutière et Vauchelet obtiennent, sous CFL
stricte a8 Δt

Δx ă 1{2, convergence à l’ordre 1{2 du schéma (2.1) en distance de Wasserstein. Sous
CFL large, a8 Δt

Δx ď 1, on peut montrer qu’il est convergent au sens de la convergence faible
pC0pRdqq1 (voir par exemple [90]).
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Contrairement au schéma upwind standard où la vitesse est calculée aux interfaces :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJ` 1

2
ei

q`�nJ ´ painJ` 1
2
ei

q´�nJ`ei ´ painJ´ 1
2
ei

q`�nJ´ei ` painJ´ 1
2
ei

q´�nJ
¯
,

(2.2)

ai
n
J` 1

2
ei

“ ´
ÿ

KPZd

�nK
{BxiW

`
xJ` 1

2
ei

´ xK
˘
, (2.3)

le schéma (2.1) discrétise au même point la vitesse ar�s et la solution �. Ce procédé est nécessaire
pour garantir la convergence pour les solutions mesures, et il est possible de construire des
exemples de mesures initiales où le schéma upwind standard n’est pas convergent après le temps
d’explosion [43].
Remarque 2.1. Le schéma (2.1) ne fait pas décroître l’énergie d’interaction de la solution discrète
(voir encore [43] pour un exemple explicite).

2.1.2 Reconstruction et convergence dans différentes topologies

Quelle type de reconstruction/interpolation adopter pour définir une approximation �Δx de
la solution � à valeurs mesures à partir des p�nJqnPN

JPZd ? Doit-on imposer à �Δx d’être constante
par maille, comme dans le cadre des différences finies ou des volumes finis ? Avec quelle métrique
mesurer l’erreur de convergence ?

Le point important est qu’en toute généralité �ptq peut contenir des masses de Dirac. Par
conséquent, on n’estimera pas, en général, l’écart entre �Δxptnq et �ptnq dans une norme fonction-
nelle de type Lp, mais plutôt en distance de Wasserstein. De plus, on considérera la reconstruction
suivante, affine par morceaux en temps et, en espace, égale à une masse de Dirac dans chaque
maille :

�Δxptq :“
ÿ
nPN

ˆ
tn`1 ´ t

Δt
�nΔx ` t ´ tn

Δt
�n`1
Δx

˙
1rtn,tn`1rptq, (2.4a)

�nΔx :“
ÿ
JPZd

�nJδxJ , n P N, (2.4b)

qui est bien adaptée à approximer une solution Cpr0,`8r,MbpRdqq. Pour les illustrations toutefois,
on ne trace pas une somme de masses de Dirac, peu visuelle, mais une reconstruction affine par
morceaux. Ainsi, une masse de Dirac sera représentée par un triangle (ou un polygone en présence
de diffusion numérique, voir figure 2.1.

Notons que l’on aurait pu utiliser une reconstruction constante par morceaux en temps mais
celle-ci a l’inconvénient de ne pas être continue en temps. Il est donc un peu plus technique d’en
extraire une sous-suite convergente telle que l’extraction soit la même pour tout t (par exemple
en appliquant le théorème d’Ascoli, voir [89]). Toutefois, en effectuant l’analyse d’abord sur la
reconstruction affine par morceaux en temps puis en la comparant à celle constante par morceaux,
on peut montrer que cette dernière bénéficie des mêmes propriétés de convergence 1.

Voir la solution discrète comme une somme de masses de Dirac à chaque étape permet aussi
de mieux comprendre le schéma upwind (2.1) :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
Fn
J` 1

2
ei

´ Fn
J´ 1

2
ei

¯
,

Fn
J` 1

2
ei
:“ painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei .

L’interprétation du flux numérique à l’interface xJ` 1
2
ei

, dans la direction i, est la suivante

1. Méthode à rapprocher de celle montrant la convergence du schéma de JKO pour l’équation de Fokker-Planck
par exemple (voir [112], paragraphe 8.3) : la reconstruction affine par morceaux est uniformément 1

2
´hölderienne

en temps et est une courbe ACpr0, T s,W2pRdqq, qui vérifie donc une équation de continuité.
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Figure 2.1 – Exemple de comportement du schéma upwind (2.1) pour donnée régulière, W pxq “ |x|,
401 mailles, CFL“ 0.9. On constate un peu de diffusion numérique qui fait « baver » la masse de Dirac
sur 3 mailles.

(voir figure 2.2) : si ainJ ě 0, alors le demi-flux ai
n
J�

n
J traverse l’interface xJ` 1

2
ei

et apporte une
contribution positive à Fn

J` 1
2
ei

; et si ainJ ă 0 la masse de Dirac �nJδxJ ne contribue pas à Fn
J` 1

2
ei

,

ce qui donne au bout du compte une contribution de `painJq`�nJ . De la même façon, la masse de
Dirac �nJ`ei

δxJ`ei
contribue à ´painJ`ei

q´�nj`1 dans le flux numérique Fn
J` 1

2
ei

.
On voit donc que ce schéma est construit précisément pour les solutions qui sont singulières.

Lorsque l’on étudie la convergence d’un schéma pour l’agrégation, il faut, en fait, porter une
attention particulière aux types de solutions que l’on souhaite approcher : s’agit-il de mesures
de probabilité ou de solutions régulières ? Un schéma peut, en effet, être convergent �8 pour les
solutions régulières mais pas convergent W1 pour les solutions mesures, et vice-versa.

2.2 Schémas pour lois de conservation scalaires

Nous précisons, dans cette section, le lien entre l’équation d’agrégation en dimension 1 et les
lois de conservation scalaires. Ce lien permet, comme dans la section 3.1 et dans le chapitre 4 pour
potentiels du type W pxq “ α|x| avec α ‰ 0, d’obtenir des résultats de convergence quantifiée
pour l’équation d’agrégation dans ce cas particulier, en travaillant exclusivement sur des lois
de conservation de type Burgers et en traduisant les estimations en distance de Wasserstein.
D’un point de vue numérique, ce lien permet aussi d’obtenir des estimations, mais également de
formuler des conjectures et de construire des schémas.

Le but de cette section est donc de rappeler ou de démontrer certaines estimations d’erreurs
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xJ´ 1
2
ei

xJ` 1
2
ei

xJ` 3
2
ei

�nJ

�nJ`ei

painJq`�nJ

painJ`ei
q´�nJ`ei

Figure 2.2 – Flux numérique Fn
J` 1

2 ei
(dans la direction i) pour le schéma (2.1)

pour les schémas volumes finis approximant des lois de conservation scalaires, et de les adapter à
l’équation d’agrégation.

Dans toute cette section, on se placera en dimension d “ 1 et on munit R d’un maillage
cartésien régulier de noeuds xj` 1

2
:“

´
j ` 1

2

¯
Δx où j P Z et Δx ą 0 est le pas d’espace. On

notera Δt ą 0 le pas de temps, et tn “ nΔt pour n P N.

2.2.1 Correspondance entre l’équation d’agrégation et l’équation de Burgers
pour d “ 1, W pxq “ α|x|, α ‰ 0

On se place ici dans le cas d “ 1 et W pxq “ α|x|, où α est un réel fixé non nul. Le but est de
formaliser l’équivalence entre la résolution de l’équation d’agrégation (3.11) en dimension 1 et
celle d’une loi de conservation scalaire de type Burgers, portant sur les fonctions de répartition.

Tout d’abord, la distance Lp entre les fonctions de répartition et la distance de Wasserstein
Wp entre les mesures correspondantes [115, 94, 126] sont liées de la façon suivante (voir également
[43] et [112] section 2.1) :

Lemme 2.1. Soit p P r1,`8r et μ, ν deux mesures de probabilité sur R de fonctions de répartition
respectives F et G, définies par :

@x P R, F pxq “ μ
`s ´ 8, xs˘ et Gpxq “ ν

`s ´ 8, xs˘.
On note également F´1 et G´1 leurs inverses généralisés respectifs, donnés par 2 :

@y P r0, 1s, F´1pyq “ inf tx P R | F pxq ě yu et G´1pyq “ inf tx P R | Gpxq ě yu .
Alors on a la formule de représentation :

Wppμ, νq “ }F´1 ´ G´1}Lppr0,1sq.

Et, pour p “ 1 :

}F´1 ´ G´1}L1pr0,1sq “ }F ´ G}L1pRq.

Cette représentation est utile en pratique pour évaluer la distance de Wasserstein W1 en
dimension 1, voir [42, 54].

La correspondance entre agrégation et équation de Burgers vient de l’argument suivant.
Formellement, on sait que, lorsque l’on intègre en espace une équation conservative du type
Bt� ` Bxpb�q “ 0, on obtient l’équation de transport non conservative BtF ` bBxF “ 0 portant

2. voir l’annexe A.1 pour plus de détails
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sur n’importe quelle primitive F ptq de �ptq. Ici, b “ ar�s et on prend pour F ptq la fonction de
répartition de �ptq. Dans le cas du potentiel W pxq “ α|x| et pour �ptq absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, un calcul simple donne ar�s “ αp1 ´ 2F q (voir le point 2) de la
proposition 2.1), si bien que F vérifie l’équation :

#
BtF ` BxαF p1 ´ 2F q “ 0,

F p0, xq “ �inips ´ 8, xsq, x P R,
(2.5)

et donc u “ αp1 ´ 2F q vérifie l’équation de Burgers. Concrètement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit � P Cpr0, T s,W2pRqq. On note F ptq la fonction de répartition de �ptq.
Alors � est solution, au sens des distributions, du problème d’agrégation (3.11) si et seulement si
u :“ αp1 ´ 2F q est solution au sens des distributions de l’équation de Burgers (1.6) avec donnée
initiale uini : x ÞÝÑ α

`
1 ´ 2�inips ´ 8, xsq˘

.

Le lien entre l’équation d’agrégation et l’équation de Burgers en dimension 1 est en fait bien
connu et a été exploité dans les travaux de James et Vauchelet [70] ainsi que ceux de Bonaschi,
Carrillo, Di Francesco, Peletier [16]. Pour de plus amples détails sur ces derniers travaux, on
pourra consulter la partie II de la thèse de Giovanni Bonaschi [15].

Remarque 2.2. Ce résultat donne une autre façon de voir l’apparition éventuelle de singularités
en temps fini pour (3.11), même si la donnée initiale est régulière : cela correspond à des chocs
pour F . Plus précisément, une discontinuité de F ptq correspond à une atome pour �ptq.

Pour démontrer rigoureusement ce résultat pour � quelconque, on a besoin d’utiliser l’expression
explicite W 1 “ α sgn pour récrire par�sptq en fonction de F ptq. C’est le lemme suivant, qui donne
aussi la dérivation exacte de F 2 au sens faible :

Lemme 2.2. Soit � P Cpr0, T s,W2pRqq et F : pt, xq ÞÝÑ �ptqps ´ 8, xsq. Alors :

(1) BxF 2 “ p2F ´ �ptqtxuq� dans D1pR` ˆ Rq,
(2) par�spt, xq “ ´α p2F pt, xq ´ �ptqtxu ´ 1q .

Preuve du lemme 2.2. (1) On doit montrer que :

@φ P DpR` ˆ Rq, 2 ă �, Fφ ą“ ´ ă F 2, Bxφ ą ` ă �, �ptqtxuφpt, xq ą .

On récrit le membre de gauche :

ă �, Fφ ą “
żż

d�ptqpxqF pt, xqφpt, xqdt

“
żż

xPR

ż
yPs´8,xs

d�ptqpyqd�ptqpxqφpt, xqdt

“
żż

yPR

ż
xPry,`8r

d�ptqpyq d�ptqpxqφpt, xqdt

“ ´
żż

yPR
d�ptqpyq

ż
xPry,`8r

d�ptqpxq
ż
zPrx,`8r

Bxφpt, zqdz dt.
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puis, par théorème de Fubini,
ş
xPry,`8r

ş
zPrx,`8r “ ş

zPry,`8r
ş
xPry,zs :

ă �, Fφ ą “ ´
żż

yPR
d�ptqpyq

ż
zPry,`8r

Bxφpt, zq
ż
xPry,zs

d�ptqpxqloooooooomoooooooon
“F pt,zq´pF pt,yq´	ptqtyuq

dz dt

“ ´
żż

yPR

ż
zPry,`8r

d�ptqpyqBxφpt, zqF pt, zqdz dt

`
żż

yPR
d�ptqpyq

˜ż
zPry,`8r

Bxφpt, zqdz
¸

loooooooooooooomoooooooooooooon
´φpt,yq

pF pt, yq ´ �ptqtyuq dt

“ ´ ă F 2, Bxφ ą ´ ă �, Fφ ą ` ă �, �ptqtxuφpt, xq ą .

donc 2 ă �, FΦ ą“ ´ ă F 2, Bxφ ą ` ă �, �ptqtxuφpt, xq ą.
(2) Par définition de par�s :

par�spt, xq “ ´
ˆż

yăx
α sgnpx ´ yqd�ptqpyq `

ż
yąx

α sgnpx ´ yqd�ptqpyq
˙

“ ´α

ż
yăx

d�ptqpyq ` α

ż
yąx

d�ptqpyq
“ ´α pF pt, xq ´ �ptqtxuq ` αp1 ´ F pt, xqq
“ ´α p2F pt, xq ´ �ptqtxu ´ 1q .

Preuve de la proposition 2.1. On prouve le sens réciproque. Soit � P Cpr0, T s,W2pRqq et F :
pt, xq ÞÝÑ �ptqps ´ 8, xsq. On suppose que u :“ αp1 ´ 2F q est solution de l’équation de Burgers,
c’est-à-dire que F est solution de (2.5).

Comme � “ BxF au sens des distributions, en dérivant cette équation par rapport à x, on en
déduit que � vérifie au sens des distributions :#

Bt� ´ αBxpBxF 2q ` αBx� “ 0,

�pt “ 0q “ �ini.

Or, d’après le lemme 2.2,

BxpBxF 2q ´ Bx� “ Bxp2F ´ �ptqtxu ´ 1q�,
“ ´ 1

α
Bxpar�s�,

si bien que � est bien solution du problème d’agrégation (3.11).

Réciproquement, tous les calculs se remontent, par exemple en partant de φ P DpR` ˆ Rq et
en écrivant la formulation faible de (3.11) contre ϕ une primitive de φ.

Bien sûr, la correspondance est aussi valable pour l’équation visqueuse (1.1) que nous étudierons
dans la partie 3 : comme �ε est régulière, on a par�εs “ ar�εs et puisque la diffusion est linéaire,
ă Bxx�ε, ϕ ą“ă BxxF ε, Bxϕ ą. C’est la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit ε ą 0, �ε P Cpr0, T s,W2pRqq et F ε : pt, xq ÞÝÑ �εptqps ´ 8, xsq. Alors, �ε

est solution, au sens des distributions, de (1.1) si et seulement si uε :“ αp1 ´ 2F εq est solution
du problème de Cauchy suivant, où uini : x ÞÝÑ α

`
1 ´ 2�inips ´ 8, xsq˘

:$&% Btuε ` Bx puεq2
2

“ εBxxuε,
up0, ¨q “ uini.

(2.6)
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2.2.2 Correspondance entre schémas pour les lois de conservation et schémas
pour l’agrégation, d “ 1, W pxq “ α|x|, α ‰ 0

Du point de vue de l’approximation numérique, la correspondance que nous avons formalisée
au paragraphe précédent est aussi valable au niveau discret. L’idée est donc d’utiliser cette
correspondance avec l’équation de Burgers pour proposer des schémas pour l’équation d’agrégation ;
l’objectif des sections suivantes sera ensuite de quantifier la convergence de ces schémas.

Schémas volumes finis pour une loi de conservation

Rappelons rapidement quelques notions sur la discrétisation volumes finis d’une loi de conser-
vation scalaire à flux régulier f P C1pRq :#

Btu ` Bxfpuq “ 0,

up0, ¨q “ uini,
(2.7)

En toute généralité, un schéma volumes finis à 2k ` 1 points pour (2.7) s’écrit :

un`1
j “ Hpunj´k, . . . , u

n
j , . . . , u

n
j`kq, (2.8)

où H : R2k`1 ÝÑ R est donné et décrit le schéma. Si ce dernier est conservatif, c’est que l’on
peut l’écrire sous la forme :

un`1
j “ unj ´ Δt

Δx
pfn

j` 1
2

´ fn
j´ 1

2

q, (2.9a)

fn
j` 1

2

“ gpunj´k`1, . . . , u
n
j , . . . , u

n
j´kq. (2.9b)

Il est consistant si gpu, u, . . . , uq “ fpuq et monotone si H est croissante par rapport à chacun de
ses arguments.

Proposition 2.3. Un schéma monotone

˝ préserve la monotonie : si u0 ď v0 alors un ď vn pour tout n P N,

˝ préserve la monotonie (bis) : si u0 est croissante alors un l’est pour tout n P N.

˝ fait décroître la norme L8 (autrement dit, il vérifie le principe du maximum discret 3) ainsi
que la variation totale.

˝ est entropique : pour toute entropie η, c’est-à-dire fonction convexe de classe C2pRq, il existe
un flux d’entropie discrète S, c’est-à-dire une fonction vérifiant σ1puq “ η1puqf 1puq tel que

ηpun`1
j q ´ ηpunj q ´ Δt

Δx

`
σpunj´k`1, . . . , u

n
j , . . . , u

n
j´kq ´ σpunj´k, . . . , u

n
j , . . . , u

n
j´k´1q˘ ď 0.

Exemple 2.1. On donne quelques exemples de flux classiques de schémas conservatifs et consistants
à 3 points. Pour vérifier la monotonie d’un schéma à 3 points, il suffit de regarder si g est croissant
par rapport à son premier argument et décroissant par rapport au second. Plus précisément, de
la relation Hpu, v, wq “ v ´ Δt

Δx pgpv, wq ´ gpu, vqq, on déduit facilement que, si g est croissant
par rapport à son premier argument et décroissant par rapport au second et si la condition CFL
Δt sup

`B1g ´ B2g
˘ ď Δx est vérifiée 4, alors H est monotone. La réciproque est vraie sans que

cette condition CFL ait besoin d’être satisfaite.

3. en cela, un schéma volume finis monotone est le pendant d’un schéma différences finies stable.
4. Le sup dans cette condition CFL peut être pris sur r´}uini}L8 , }uini}L8 s2, car dans ce cas, le schéma est

monotone et à chaque pas de temps, un reste dans r´}uini}L8 , }uini}L8 s.
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(1) Flux de Rusanov :

gpu, vq “ u ` v

2
´ c

2
pv ´ uq.

Ce schéma est monotone sous la condition de stabilité c ě }f 1puq}L8 (}f 1puq}L8 revient à
}f 1puiniq}L8 pour flux convexe, et à supr´}uini}L8 ,}uini}L8 s |f 1| en général) et la condition
CFL cΔt

Δx ď 1.

(2) Flux de Godunov :

gpu, vq “
#
minuďxďv fpxq si u ď v,

maxvďxďu fpxq sinon.

Il y a une façon équivalente de voir le schéma de Godunov : étant donné l’approximation
au temps n, punj qjPZ, on résout explicitement les problèmes de Riemann à chaque interface
xj` 1

2
. La solution entropique du problème de Riemann associé aux états constants unj à

gauche et unj`1 à droite est autosimilaire, notons-la R
´
x
t , u

n
j , u

n
j`1

¯
. On assigne ensuite au

flux numérique la valeur du flux continu donné par la solution du problème de Riemann
évaluée à l’interface (cela ne dépend plus du temps car, encore une fois, la solution est
autosimilaire) :

fn
j` 1

2

:“ f
´
Rp0, unj , unj`1q

¯
.

(3) Flux de Engquist-Osher :

gpu, vq “ fpuq ` fpvq
2

´ 1

2

ż v

u
|f 1pθq|dθ,

ce qui revient à :

gpu, vq “
ż u

0
f 1pxq`dx ´

ż v

0
f 1pxq´dx.

Les deux schémas précedents sont monotones sous la condition CFL }f 1puq}L8
Δt

Δx
ď 1.

(4) Flux de Roe :

gpu, vq “
#
fpuq si fpuq´fpvq

u´v ě 0,

fpvq sinon.
(2.10)

En d’autres termes, le schéma de Roe est un schéma décentré (upwind/downwind) où le
sens du décentrage est donné par le signe de la vitesse dans la relation de Rankine-Hugoniot
σ “ fpuq´fpvq

u´v . Autrement dit, étant donné l’approximation au temps n, punj qjPZ, si la
solution discontinue en translation (choc) associée aux états constants unj à gauche et
unj`1 à droite se transporte vers la gauche, on assigne au flux numérique la valeur aval :
fn
j` 1

2

:“ fpunj`1q. Sinon, on lui assigne la valeur amont : fn
j` 1

2

:“ fpunj q.
En des termes équivalents, cela revient à poser :

gpu, vq “ fpuq ` fpvq
2

´ fpvq ´ fpuq
2

sgn

ˆ
fpuq ´ fpvq

u ´ v

˙
.

On remarque que, en quelque sorte, le schéma de Roe ne prend pas en compte les raréfactions.
D’une certaine façon, c’est un schéma de Godunov où, au lieu de résoudre de façon entropique
les problèmes de Riemann aux interfaces, on le résout en imposant la contrainte que la
solution est un choc.
Ainsi, ce schéma n’est, en fait, pas entropique ; il n’est donc pas non plus monotone et ne
préserve pas la positivité. Il est toutefois bien connu et utilisé en mécanique des fluides
numériques du fait de sa faible dissipation numérique [53, 60].
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Remarque 2.3. Rappelons qu’avec un flux f général, un choc à vitesse σ entre les états gauche ug et
droit ud résout Btu`Bxfpuq “ 0 si et seulement si sa vitesse vérifie la relation de Rankine-Hugoniot
σ “ fpudq´fpugq

ud´ug
, et ce choc est entropique si et seulement s’il vérifie la condition d’Oleinik :#

fpθud ` p1 ´ θqugq ě θfpudq ` p1 ´ θqfpugq si ud ą ug,

fpθud ` p1 ´ θqugq ď θfpudq ` p1 ´ θqfpugq si ud ă ug.

Si le flux f est convexe, la condition d’Oleinik se résume à ug ą ud. Pour de plus amples détails sur
la résolution du problème de Riemann, on renvoie au paragraphe 4.4 des notes de Jean-François
Coulombel [37].

Ainsi, si l’on se trouve dans un cas où, à chaque interface, la solution entropique du problème
de Riemann est le choc se propageant à la vitesse donnée par la relation de Rankine-Hugoniot,
alors les schémas de Roe et Godunov coïncident. C’est le cas, par exemple, si uini est décroissante,
et que le flux f est convexe : dans ce cas, u0 est décroissante, c’est-à-dire u0j ě u0j`1 pour tout
j P Z et les chocs à chaque interface sont donc entropiques. Dans ce cas, tous les flux numériques
Roe coïncident avec les flux Godunov, donc au temps suivant les deux schémas donnent la
même solution discrète. Puisque le schéma de Godunov est monotone, au temps suivant, u1 reste
décroissante et le même raisonnement s’applique.

Remarque 2.4. Le schéma upwind de [43] peut être vu comme un schéma de type Engquist-Osher.
En effet, le schéma de Engquist-Osher linéaire pour Btu ` aBxu “ 0 avec a constante a P R a
pour flux numérique, puisque fpuq “ au :

gpu, vq “
ż u

0
f 1pxq`dx ´

ż v

0
f 1pxq´dx “ a`u ´ a´v,

En remplaçant la vitesse par son évaluation aux bons points, on retrouve bien le flux numérique
de (2.1a).

Schémas pour l’équation d’agrégation

Quel est le lien exact entre les schémas que nous venons de voir et les schémas pour l’équation
d’agrégation ? On rappelle que l’on suppose toujours d “ 1 et W pxq “ α|x| pour α ‰ 0.
Considérons d’abord le cas du schéma upwind (2.1) de [43] que nous avions vu en introduction
de ce chapitre. Nous allons montrer que ce schéma donne, pour l’équation de Burgers, le schéma
de Roe.

Rappelons que, dans le cas de la dimension d “ 1 avec potentiel W pxq “ α|x|, la marche en
temps du schéma upwind de [43] s’écrit :$’&’%

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx

´
panj q`�nj ´ panj`1q´�nj`1 ´ panj´1q`�nj´1 ` panj q´�nj

¯
,

anj “ ´α
ÿ
k‰j

sgnpj ´ kq�nk , (2.11)

ou, de façon plus compacte :

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx

`|anj |�nj ´ panj`1q´�nj`1 ´ panj´1q`�nj´1

˘
.

Remarque 2.5. Etant donné que, en continu, � “ ´ 1
2αBxu, en discret, on décalera les approxima-

tions discrètes de � d’une demi-maille par rapport à celles de u. Plus précisément, partant de la
reconstruction volumes finis unΔx :“

ÿ
jPZ

unj 1rxj´1{2,xj`1{2r, la reconstruction �nΔx doit correspondre

à sa dérivée en espace, donc être vue comme une somme de masses de Dirac aux interfaces. On
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posera donc �nΔx :“
ÿ
jPZ

�nj δxj`1{2 , et on remplacera �nj par �nj`1{2 et anj par anj`1{2 dans le schéma

upwind, ce qui donne :

�n`1
j` 1

2

“ �n
j` 1

2

´ Δt

Δx

´
|an

j` 1
2

|�n
j` 1

2

´ pan
j` 3

2

q´�n
j` 3

2

´ pan
j´ 1

2

q`�n
j´ 1

2

¯
. (2.12)

Proposition 2.4. On suppose d “ 1 et W pxq “ α|x| pour α ‰ 0. Soit uini P L8 X BV .
Notons punj qnPN

jPZ la solution du schéma de Roe de donnée uini P L8 X BV pour l’équation de

Burgers. Alors, en posant �nj`1{2 “ un
j ´un

j`1

2α , la suite p�nj`1{2qnPN
jPZ est solution du schéma (2.11)

pour la donnée initiale �ini :“ ´ 1
2αBxuini.

Réciproquement, si p�nj qnPN
jPZ est solution de (2.11) pour la donnée initiale �ini P P2pRq, alors,

en posant unj “ α

ˆ
1 ´ 2

ÿ
kăj

�nk`1{2
˙

, la suite punj qnPN
jPZ est solution du schéma de Roe de donnée

initiale uinipxq :“ α

ˆ
1 ´ 2�ini

`s ´ 8, xs˘˙
.

Remarque 2.6. L’hypothèse uini P L8 X BV sera rendue plus claire à la sous-section 2.2.4 : l’idée
est que l’on souhaite demander le moins de régularité possible aux solutions, et le cadre L8 XBV
est le cadre minimal pour lequel des estimations de convergence pour les schémas monotones sont
connues.

Démonstration. On prouve seulement le premier point (i.e. la dérivée discrète de Roe est upwind),
car les calculs se remontent (voir aussi [43]).

Soit donc punj qnPN
jPZ la solution du schéma de Roe, et posons �n

j` 1
2

“ un
j ´un

j`1

2α . Alors, on a

unj “ α

ˆ
1 ´ 2

ÿ
kăj

�n
k` 1

2

˙
et donc :

unj ` unj`1

2
“ α ´ α

ÿ
kăj

�n
k` 1

2

´ α
ÿ

kăj`1

�n
k` 1

2

,

“ α ´ α
ÿ
kăj

�n
k` 1

2

´ α

¨̋
1 ´

ÿ
kąj

�n
k` 1

2

‚̨,

“ ´α
ÿ
k‰j

sgnpj ´ kq�n
k` 1

2

,

“ an
j` 1

2

,

identité dont on se servira à plusieurs reprises.
Maintenant, récrivons le schéma de Roe sous la forme :

un`1
j “ unj ´ Δt

Δx

´
Fn
j` 1

2

´ Fn
j´ 1

2

¯
, (2.13a)

Fn
j` 1

2

“
`
an
j` 1

2

˘`ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ `
unj

˘2
2

`
`
an
j` 1

2

˘´ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ `
unj`1

˘2
2

. (2.13b)

C’est bien le schéma de Roe (2.10) : on a ici fpuq “ u2

2
, et la vitesse Rankine-Hugoniot entre les

états unj et unj`1 vaut
un
j `un

j`1

2 “ an
j` 1

2

. On décentre donc à gauche si cette quantité est positive,
et à droite si elle est négative, ce qui correspond bien au flux (2.13b).



2.2. Schémas pour lois de conservation scalaires 55

Avec cette écriture, on a alors :

�n`1
j` 1

2

“ un`1
j ´ un`1

j`1

2α
“ �n

j` 1
2

´ 1

2α

Δt

Δx

´
2Fn

j` 1
2

´ Fn
j´ 1

2

´ Fn
j` 3

2

¯
.

Récrivons les flux pour tomber sur (2.12). On écrit, on utilisant que, a` “ |a| ´ a´ pour a P R,

Fn
j` 3

2

“
˜
1 ´

`
an
j` 3

2

˘´ˇ̌
an
j` 3

2

ˇ̌ ¸`
unj`1

˘2
2

`
`
an
j` 3

2

˘´ˇ̌
an
j` 3

2

ˇ̌ `
unj`2

˘2
2

“
`
unj`1

˘2
2

`
`
an
j` 3

2

˘´ˇ̌
an
j` 3

2

ˇ̌ ´unj`2 ` unj`1

2

¯`
unj`2 ´ unj`1

˘

“
`
unj`1

˘2
2

´ 2α

`
an
j` 3

2

˘´ˇ̌
an
j` 3

2

ˇ̌ �n
j` 3

2

an
j` 3

2

“
`
unj`1

˘2
2

´ 2α
`
an
j` 3

2

˘´
sgn

`
an
j` 3

2

˘
�n
j` 3

2

“
`
unj`1

˘2
2

` 2α
`
an
j` 3

2

˘´
�n
j` 3

2

,

car on a a´ sgnpaq “ ´a´ quel que soit a P R. En utilisant a´ “ |a| ´ a` et a` sgnpaq “ a`, on
obtient une récriture similaire de Fn

j´ 1
2

:

Fn
j´ 1

2

“
`
an
j´ 1

2

˘`ˇ̌
an
j´ 1

2

ˇ̌ `
unj´1

˘2
2

`
˜
1 ´

`
an
j´ 1

2

˘`ˇ̌
an
j´ 1

2

ˇ̌ ¸`
unj

˘2
2

“
`
unj

˘2
2

` 2α

`
an
j´ 1

2

˘`ˇ̌
an
j´ 1

2

ˇ̌ �n
j´ 1

2

an
j´ 1

2

“
`
unj

˘2
2

` 2α
`
an
j´ 1

2

˘`
sgn

`
an
j´ 1

2

˘
�n
j´ 1

2

“
`
unj

˘2
2

` 2α
`
an
j´ 1

2

˘`
�n
j´ 1

2

.

On déduit de tout ceci que :

2Fn
j` 1

2

´ Fn
j´ 1

2

´ Fn
j` 3

2

“ ´
`
unj

˘2
2

´
`
unj`1

˘2
2

` 2Fn
j` 1

2

´ 2α
´`

an
j` 3

2

˘´
�n
j` 3

2

` `
an
j´ 1

2

˘`
�n
j´ 1

2

¯
.

Il ne reste plus qu’une dernière transformation à faire. En réutilisant (2.13b) puis le fait que
a´
|a| “ 1 ´ a`

|a| , on a :

´
`
unj

˘2
2

´
`
unj`1

˘2
2

` 2Fn
j` 1

2

“ `
unj

˘2˜`
an
j` 1

2

˘`ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ ´ 1

2

¸
` `

unj`1

˘2˜`
an
j` 1

2

˘´ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ ´ 1

2

¸

“
´`

unj
˘2 ´ `

unj`1

˘2¯ ˜`
an
j` 1

2

˘`ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ ´ 1

2

¸

“ 4α�n
j` 1

2

an
j` 1

2

˜`
an
j` 1

2

˘`ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌ ´ 1

2

¸
“ 2α

ˇ̌
an
j` 1

2

ˇ̌
�n
j` 1

2

,
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où on a utilisé a
´
a`
|a| ´ 1

2

¯
“ |a|

2 . En effet :

a

ˆ
a`
|a| ´ 1

2

˙
“ a` sgnpaq ´ a

2
“

#
a
2 , si a ą 0,

´a
2 , sinon.

On retrouve donc exactement (2.12) :

�n`1
j` 1

2

“ �n
j` 1

2

´ Δt

Δx

´
|an

j` 1
2

|�n
j` 1

2

´ pan
j` 3

2

q´�n
j` 3

2

´ pan
j´ 1

2

q`�n
j´ 1

2

¯
,

c’est-à-dire que p�nj`1{2qnPN
jPZ résout le schéma (2.11).

La méthode utilisée dans la preuve de la proposition 2.4 peut être adaptée à d’autres schémas
volumes finis pour Burgers et permet d’écrire de nouveaux schémas pour l’équation d’agrégation,
en dérivant en discret. Remarquons que unj peut toujours s’exprimer en fonction de �n

j` 1
2

et an
j` 1

2

:

unj “ an
j` 1

2

` α�n
j` 1

2

.

Néanmoins, le résultat ne donne un schéma lisible pour l’équation d’agrégation que dans des cas
particuliers. On peut par exemple montrer que le schéma de Rusanov pour l’équation de Burgers
donne le schéma de Rusanov pour l’équation d’agrégation. J’ai tenté de généraliser, sans succès :
je ne suis pas sûr qu’on puisse aller plus loin.

2.2.3 Estimations de convergence de schémas pour les solutions régulières

Passons maintenant aux estimations de convergence : on se concentre pour le moment sur les
lois de conservation, pour finalement transposer ces résultats à des schémas pour l’agrégation
dans la sous-section 2.2.5.

Le but de cette sous-section est d’obtenir des estimations �8 pour les approximations numé-
riques de (2.7) pour les solutions régulières. Plus précisément, on cherche à montrer la convergence
à l’ordre 1 de schémas volumes finis pour (2.7) pour une donnée initiale uini régulière et jusqu’au
temps d’existence de celle-ci. Celui-ci est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.1. Soit f P C2pRq et uini P W 1,8pRq X C1pRq. On a deux cas :
˝ si f2puiniquini1 ě 0 sur R, alors (2.7) admet une unique solution globale u P C1pR` ˆ Rq,
˝ sinon, en notant T “ ´ 1

infR f2puiniquini1 , alors (2.7) admet une unique solution u P
C1pr0, T rˆRq et celle-ci ne peut pas être prolongée en temps supérieur.

Dans les deux cas, la solution est donnée par la méthode des caractéristiques :

@t P r0, T r, @x P R, u
`
t, x ` tf 1puinipxqq˘ “ uinipxq.

Remarque 2.7. En fait, les caractéristiques définies comme le flot associé à f 1puq :#
9Xpt, xq “ f 1`upt,Xpt, xqq˘

, pt, xq P r0, T rˆR,

Xp0, xq “ x, x P R,

sont définies jusqu’au temps T et sont des droites : Xpt, xq “ x ` tf 1puinipxqq. Plus précisément,
on peut montrer que Xptq est inversible jusqu’au temps T .

Notre approche se base, d’une part, sur des calculs de type consistance et stabilité : on aura
donc besoin, en plus de la régularité, que les dérivées soient bornées, disons u P C2

b pr0, T rˆRq.
D’autre part, nos calculs imitent en discret l’estimation suivante sur la dérivée de u, et auront
pour intérêt de retrouver par une méthode discrète le temps d’existence donné par le théorème
2.1.
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Proposition 2.5. Soit f P C2pRq et uini P W 1,8pRq X C1pRq. On note u P C1pr0, T rˆRq la
solution régulière du problème (3.4) et T son temps d’existence, tous deux donnés par le théorème
2.1.

Alors, pour tout T 1 P r0, T r, il existe une constante CpT 1q ą 0 finie, telle que :

@t P r0, T 1s, @x P R,
ˇ̌Bxupt, xqˇ̌ ď CpT 1q.

Si, de plus, f est convexe, on a CpT 1q ÝÑ
T 1ÑT

`8 si T ă `8 et CpT 1q ÝÑ
T 1ÑT

0 si T “ `8.

Remarque 2.8. Cette proposition signifie, qu’en continu, la dérivée
ˇ̌Bxupt, xqˇ̌

est uniformément
bornée sur r0, T 1s ˆ R pour tout temps final T 1 strictement plus petit que le temps d’explosion,
mais bien sûr que cette borne explose lorsque T 1 Ñ T . En effet, en présence de chocs, on sait que
Bxu tend en valeur absolue vers `8 lorsque T 1 Ñ T (figure 2.3).

Figure 2.3 – Solution de l’équation de Burgers pour donnée décroissante, donc de temps de vie fini :ˇ̌BxupT 1, xqˇ̌
tend vers `8 lorsque T 1 tend vers le temps d’apparition du choc.

Démonstration. Pour plus de simplicité, on prouve la proposition dans le cas du flux Burgers
fpuq “ u2

2 . On commence par le cas T ă `8.
Rappelons que dans ce cas, le théorème 2.1 donne T “ ´ 1

infR uini1 ą 0. Posons v “ Bxu. En
dérivant en espace l’équation de Burgers, on a 5 :

Btv ` BxBxu
2

2
“ 0,

Puis en développant le terme Bx u2

2 “ uBxu “ uv, on a :

Btv ` Bxpuvq “ 0.

Enfin, en dérivant le produit : Bxpuvq “ uBxv ` vBxu “ uBxv ` v2, on en déduit :

Btv ` uBxv “ ´v2.

On se place alors le long des caractéristiques associées au champ de vitesse f 1puq “ u, données
par : #

9Xpt, xq “ upt,Xpt, xqq, pt, xq P r0, T rˆR,

Xp0, xq “ x, x P R,

5. on développe sciemment les détails à l’excès car on imitera chacune de ces étapes en discret.
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c’est-à-dire que l’on pose vptq “ vpt,Xpt, xqq, si bien que :

d

dt
vptq “ ´v2ptq. (2.14)

La résolution de cette équation de Ricatti donne vptq “ 1

t ` 1
vp0q

tant que 0 ď t ă ´ 1

vp0q . En

d’autres termes, on a pour pt, xq P r0, T rˆR,

Bxupt,Xpt, xqq “ 1

t ` 1
uini1 pxq

i.e. Bxupt, xq “ 1

t ` 1

uini1`X´1
t pxq

˘ .
En prenant la valeur absolue, on trouve :ˇ̌Bxupt, xqˇ̌ “ 1ˇ̌̌̌

t ` 1

uini1`X´1
t pxq

˘ ˇ̌̌̌ “ 1ˇ̌̌̌
´ 1

uini1`X´1
t pxq

˘ ´ t

ˇ̌̌̌

Maintenant, ´ 1

uini1`X´1
t pxq˘ ě ´ 1

infR uini1 “ T , donc :

@t P r0, T r,
ˇ̌̌̌

´ 1

uini1`X´1
t pxq˘ ´ t

ˇ̌̌̌
“ ´ 1

uini1`X´1
t pxq˘ ´ t ě T ´ t.

En particulier, étant donné T 1 P r0, T r, on a :

@t P r0, T 1s, ˇ̌Bxupt, xqˇ̌ ď 1

T ´ T 1 .

D’où le résultat avec CpT 1q “ 1
T´T 1 dans le cas où T ă `8.

Dans le cas où T “ `8, le théorème 2.1 donne uini1 ě 0. Ainsi, Bxupt, xq “ 1
t` 1

uini1`
X´1

t pxq
˘ ě 0,

et on déduit aussi de cette identité que Bxupt, xq ď 1
t . On a donc bien, pour tout T 1 P r,`8r,

@t P r0, T 1s, ˇ̌Bxupt, xqˇ̌ ď CpT 1q,
où CpT 1q “ 1{T 1 ÝÑ

T 1Ñ`8 0.

Remarque 2.9. Au passage, on déduit de (2.14) que Bxupt,Xpt, xqq “ d
dtvptq ď 0, donc que

Bxupt,Xpt, xqq ď uini
1pxq. Donc, puisque les caractéristiques existent et sont inversibles jusqu’au

temps T . On en déduit donc l’inégalité d’Oleinik suivante :

@t P r0, T r, @x P R, Bxupt, xq ď uini
1`
Xptq´1pxq˘

,

qui est un résultat moins fort que celui que l’on a obtenu, et qui ne nous suffit pas car, en discret,
nous avons besoin de borner Bxu en valeur absolue.

Interpolation et normes discrètes. Étant donné une collection d’approximations discrètes
punj qnPN

jPZ P �pZqN, il nous faut définir une fonction uΔx, dépendant du maillage, qui approxime la
solution exacte u. Dans le cadre des lois de conservation telles que (2.7), le phénomène important à
capturer étant la présence de chocs, c’est-à-dire de discontinuités de type Heaviside, on reconstruit
le plus souvent uΔx comme étant constante par morceaux dans chaque maille, avec, en quelque
sorte, un choc à chaque interface. On la prend également constante par morceaux en temps :

uΔxpt, xq “
ÿ

nPN,jPZ
unj 1rtn,tn`1rˆrx

j´ 1
2
,x

j` 1
2

rpt, xq. (2.15)
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On doit également savoir mesurer la distance entre deux approximations discrètes. Pour cela, on
définit les normes discrètes �pΔx suivantes pour p P r1,`8r, de sorte à ce que }un}pΔx

“ }uΔxptnq}Lp

pour tout n P N :

@v P �pZq, }v}pΔx
:“

˜ ÿ
jPZ

Δx|vj |p
¸1{p

. (2.16)

Remarque 2.10. Ces normes dépendant du maillage sont liées aux normes �p classiques par :

}v}pΔx
“ Δx1{p}v}p .

Pour p “ 8, elles sont égales, c’est pourquoi on omet généralement l’indice Δx puisque la norme
n’en dépend plus.

Consistance. On définira l’erreur de consistance ε d’un schéma volumes finis conservatif de
type (2.8)-(2.9) par :

εnj “ un`1
j ´ Spunqj

Δt
, pj, nq P Z ˆ N, (2.17)

où S : �pZq ÝÑ �pZq est l’opérateur décrivant le schéma, défini pour v P �pZq et j P Z par
Spvqj “ Hpvj´k, . . . , vj , . . . , vj`kq, et u est la projection sur le maillage de la solution exacte :

unj “ uptn, xjq, (2.18)

u étant la solution exacte du problème (2.7) donnée par le théorème 2.1. Si } ¨ } est une norme sur
�pZq, on dit que le schéma est consistant à l’ordre p ą 0 en norme } ¨ } si }εn} ď CΔxp où C ą 0
ne dépend pas ni de n P N ni du maillage. L’ordre de consistance d’un schéma numérique n’a rien
à voir avec la linéarité, mais seulement avec la régularité des solutions (ainsi que la régularité du
flux f mais nous ne nous en préoccupons pas dans ce manuscrit) :

Proposition 2.6. Pour l’équation (2.7), tout schéma de volumes finis conservatif et consistant
est consistant à l’ordre au moins 1 en norme �8 si u et régulière et ses dérivées bornées, disons
u P C2

b pr0, T rˆRq.
Remarque 2.11. La preuve suivante peut être adaptée à un schéma consistant à l’ordre k pour les
solutions régulières (ou, selon la littérature anglophone, « formally accurate of order k »).

Démonstration. On présente la preuve pour un schéma à trois points, que l’on écrit donc sous la
forme :

un`1
j “ unj ´ Δt

Δx

`
gpunj , unj`1q ´ gpunj´1, u

n
j q˘

, (2.19)

Par un développement de Taylor et du fait que u P C2
b pr0, T rˆRq, on a :

uptn, xj˘1q “ uptn, xjq ˘ ΔxBxuptn, xjq ` OpΔx2q,
d’où :

gpuptn, xjq, uptn, xj`1qq “ fpuptn, xjqq ` ΔxBxuptn, xjqB2gpuptn, xjq, uptn, xjqq ` OpΔx2q,
gpuptn, xj´1q, uptn, xjqq “ fpuptn, xjqq ` ΔxBxuptn, xjqB1gpuptn, xjq, uptn, xjqq ` OpΔx2q.

D’autre part, comme par consistance gpu, uq “ fpuq, on a f 1puq “ B1gpu, uq ` B2gpu, uq, si bien
que la différence des flux numériques est consistante à l’ordre 1 avec Δxf 1puqBxu “ ΔxBxfpuq :

gpuptn, xjq, uptn, xj`1qq ´ gpuptn, xj´1q, uptn, xjqq “ Δxf 1puptn, xjqqBxuptn, xjq ` OpΔx2q
“ ΔxBxfpuqptn, xjq ` OpΔx2q.



60 Chapitre 2. Schémas numériques pour les équations d’agrégation

Ainsi, puisque :

Spunqj “ unj ´ Δt

Δx

`
gpunj , unj`1q ´ gpunj´1, u

n
j q˘

“ uptn, xjq ´ Δt

Δx
pgpuptn, xjq, uptn, xj`1qq ´ gpuptn, xj´1q, uptn, xjqqq ,

et par définition de l’erreur de consistance, on a :

εnj “ uptn`1, xjq ´ uptn, xjq
Δtlooooooooooooomooooooooooooon

Btuptn,xjq`OpΔtq

`Bxfpuqptn, xjq ` OpΔxq “ OpΔt ` Δxq “ OpΔxq,

sous CFL hyperbolique ( Δt
Δx ď C indépendant du maillage) et parce que u résout (2.7) et est

dans C2
b pr0, T rˆRq. Le Op¨q est uniforme en n P N et j P Z, ce qui conclut la preuve.

Convergence à l’ordre 1 du schéma Rusanov pour l’équation de Burgers

Soit u solution exacte de l’équation de Burgers, que l’on suppose régulière et à dérivées bornées
(disons u P C2

b pr0, T rˆRq). On note T son temps d’existence. On va montrer que le schéma de
Rusanov, donné par :

un`1
j “ unj ´ Δt

4Δx

`punj`1q2 ´ punj´1q2˘ ` cΔt

2Δx
punj`1 ´ 2unj ` unj´1q, (2.20)

que l’on sait monotone pour c ě }u0}L8 et sous CFL cΔt
Δx ď 1, est convergent à l’ordre 1 jusqu’à

tout temps T 1 ă T . On se donne donc N P N tel que T 1 “ nΔt, et on note punj qjPZ ,n“0,...,N la
solution du schéma de Rusanov. D’après le paragraphe précédent, ce schéma est consistant à
l’ordre 1. Maintenant, notons enj “ unj ´ unj l’erreur de convergence. L’équation d’évolution sur e
est :

en`1
j “ un`1

j ´ un`1
j

“ Spunqj ´ Spunqj ´
´
un`1
j ´ Spunqj

¯
“ enj ´ Δt

4Δx

“punj`1q2 ´ punj`1q2 ´ `punj´1q2 ´ punj´1q2˘‰ ` cΔt

2Δx
penj`1 ´ 2enj ` enj´1q ´ Δtεnj .

Là, on utilise la relation
1

2

`
u2 ´ u2

˘ “ u ` u

2
pu ´ uq :

en`1
j “ enj ´ Δt

2Δx

ˆ
unj`1 ` unj`1

2
enj`1 ´ unj´1 ` unj´1

2
enj´1

˙
` cΔt

2Δx
penj`1 ´ 2enj ` enj´1q ´ Δtεnj

“
ˆ
1 ´ c

Δt

Δx

˙
enj ` Δt

2Δx

ˆ
c ´ unj`1 ` unj`1

2

˙
enj`1 ` Δt

2Δx

ˆ
c ` unj´1 ` unj´1

2

˙
enj´1 ´ Δtεnj .

Maintenant, par principe du maximum sur la solution exacte (entropique) de l’équation de
Burgers, on a |unj | ď }uini}L8 pour tous j P Z et n P N. Par ailleurs, si cΔt

Δx ď 1 et c ě }uini}L8 le
schéma de Rusanov vérifie le principe du maximum discret. On a donc aussi, sous ces conditions,
|unj | ď }uini}L8 pour tous j P Z et n P N.

Ainsi, si c ě }uini}L8 , les coefficients devant enj`1 et enj´1 sont positifs, et sous CFL cΔt
Δx ď 1,

le coefficient de enj l’est aussi. Ainsi :

|en`1
j | ď

˜
1 ´ Δt

Δx

ˆ
c ´ c

2
´ c

2
` unj`1 ` unj`1

2
´ unj´1 ` unj´1

2

˙ ¸
}en}8 ` Δt|εnj |

|en`1
j | ď

˜
1 ´ Δt

2Δx

`
unj`1 ´ unj´1 ` unj`1 ´ unj´1

˘ ¸
}en}8 ` Δt|εnj |. (2.21)
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Il suffit alors de montrer a priori que unj`1 ´ unj´1 “ OpΔxq et que unj`1 ´ unj´1 “ OpΔxq et
d’utiliser un lemme de Grönwall discret.

Le fait que unj`1 ´ unj´1 “ OpΔxq provient du fait que }Bxupt, xq}L8pr0,T 1sˆRq ď CpT 1q où
CpT 1q est la borne donnée par la proposition 2.5. Montrons maintenant que c’est vrai aussi au
sens discret, en imitant les calculs de cette même proposition.

Lemme 2.3. Soit uini P W 1,8pRq X C1pRq. On note T le temps d’existence de la solution
de classe C1 de l’équation de Burgers de donnée uini et on se donne T 1 P r0, T r. On se donne
aussi c,Δx,Δt ą 0 tels que cΔt

Δx ď 1 et c ě }uini}L8, et N P N tel que T 1 “ nΔt, et on note
punj qjPZ ,n“0,...,N la solution du schéma de Rusanov (2.20) pour l’équation de Burgers.

Alors il existe une constante C̃pT 1q ą 0 telle que, pour tout n “ 0, . . . , N ,

sup
jPZ

ˇ̌
unj`1 ´ unj´1

ˇ̌ ď C̃pT 1qΔx.

Démonstration. On pose vnj “ unj`1 ´ unj´1. On répète exactement dans le même ordre les étapes
de l’estimation continue ci-dessus. On a, par définition du schéma de Rusanov et par linéarité du
terme de diffusion numérique :

vn`1
j “ un`1

j`1 ´ un`1
j´1

“ vnj ´ Δt

4Δx

”
punj`2q2 ´ punj q2 ´ `punj q2 ´ punj´2q2˘ı

` cΔt

2Δx
pvnj`1 ´ vnj ` vnj´1q

La ligne précédente peut se voir comme un version discrète en espace de l’équation de Burgers
pour obtenir Btv “ ´BxBx u2

2 . On développe maintenant la dérivée intérieure Bx u2

2 en écrivant que
pun

j`2q2
2 ´ pun

j q2
2 “ un

j`2`un
j

2 punj`2 ´ unj q “ vnj`1

un
j`2`un

j

2 .

vn`1
j “ vnj ´ Δt

2Δx

´
vnj`1

unj`2 ` unj
2

´ vnj´1

unj ` unj´2

2

¯
` cΔt

2Δx
pvnj`1 ´ vnj ` vnj´1q

Il reste maintenant à développer la dérivée discrète Bxpuvq “ uBxv ` vBxu. Formellement, on
utilise le fait que ax ´ by “ a`b

2 px ´ yq ` pa ´ bqx`y
2 :

vn`1
j “ vnj ´ Δt

2Δx

´vnj`1 ` vnj´1

2

unj`2 ` unj ´ punj ` unj´2q
2

` pvnj`1 ´ vnj´1qu
n
j`2 ` 2unj ` unj´2

4

¯
` cΔt

2Δx
pvnj`1 ´ vnj ` vnj´1q

“ vnj ´ Δt

Δx

vnj`1 ´ vnj´1

2

unj`2 ` 2unj ` unj´2

4
` cΔt

2Δx
pvnj`1 ´ vnj ` vnj´1q

´ Δt

Δx

vnj`1 ` vnj´1

2

unj`2 ´ unj´2

4loooooomoooooon
“ vn

j`1
`vn

j´1
2

,

qui se lit comme Btv “ ´uBxv ´ vBxu “ ´uBxv ´ v2. Plus précisément, on reconnaît dans la
dernière équation :

(1) la marche en temps du schéma de Rusanov pour Btv ` uBxv “ 0, où, dans la maille Cj , la
vitesse est vue comme constante égale à

un
j`2`2un

j `un
j´2

4 , donc consistante avec uptn, xjq ; d’un
point de vue discret, cela revient, comme en continu, à se placer le long des caractéristiques
associées au champ de vitesse u ;

(2) un terme source consistant avec ´ Δt
Δxv

2ptn, xjq.
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Il suffit maintenant de réorganiser les termes correspondant à l’opérateur Btv ` uBxv comme une
combinaison convexe des vnk (ce qui est possible, comme pour montrer la stabilité du schéma de
Rusanov) :

vn`1
j “ vnj

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙
` Δt

2Δx
vnj`1

´
c ´ unj`2 ` 2unj ` unj´2

4

¯
` Δt

2Δx
vnj´1

´
c ` unj`2 ` 2unj ` unj´2

4

¯
´ Δt

Δx

ˆ
vnj`1 ` vnj´1

2

˙2

.

Les coefficients 1 ´ cΔt
Δx et c ˘ un

j`2`2un
j `un

j´2

4 étant positifs sous la condition CFL cΔt
Δx ď 1 et la

condition de stabilité c ě }uini}L8 . De plus, la somme de ces 3 coefficients vaut 1 ; on en déduit,
en majorant en valeur absolue :

|vn`1
j | ď }vn}8 ` Δt

Δx
}vn}28 .

Rappelons que l’on souhaite montrer }vn}8 “ OpΔxq uniformément en n P N. On peut donc
écrire, par exemple : ›››vn`1

Δx

›››
8 ď

››› vn

Δx

›››
8 ` Δt

››› vn

Δx

›››2
8 .

En notant wn “
››› vn

Δx

›››
8 , on a donc :

wn`1 ď wnp1 ` Δtwnq ď wn

1 ´ Δtwn
“ 1

1
wn ´ Δt

.

Au rang précédent, on a de même wn ď 1
1

wn´1 ´ Δt
donc

1

wn
ě 1

wn´1 ´ Δt
. Ainsi,

wn`1 ď 1
1
wn ´ Δt

ď 1
1

wn´1 ´ 2Δt
ď ¨ ¨ ¨ ď 1

1
w0 ´ pn ` 1qΔt

“ 1
1
w0 ´ tn`1

,

ce qui donne le fait que wn est borné jusqu’au temps d’explosion.

Remarque 2.12. De façon analogue, on peut montrer que n’importe quelle dérivée discrète de u
est un OpΔxq, par exemple unj`1 ´ unj “ OpΔxq.

En combinant l’estimation 2.21 avec le lemme 2.3, on obtient :

}en`1}8 ď p1 ` CΔtq}en}8 ` C}εn}8 .

Après application d’un lemme de Grönwall discret linéaire (deuxième point du Lemme A.2 en
annexe), et puisque le schéma de Rusanov est consistant à l’ordre 1 pour les solutions régulières,
on en déduit }en}8 ď CpeCtn ´ 1qΔx.

2.2.4 Estimations d’erreur �1Δx pour les solutions BV X L8 et surconvergence

Revenons à notre problème initial, qui est l’approximation d’équations d’agrégation. Nous
avons vu que le bon cadre pour l’étude de celles-ci était celui des solutions à valeurs mesures, en
raison des singularités qu’elles peuvent présenter. Nous passons, via une intégration en espace,
par les lois de conservation pour écrire des schémas et obtenir des estimations de convergence en
utilisant la correspondance entre norme L1 et distance W1 donnée par le lemme 2.1. On aura donc
besoin, d’une part, d’estimations de convergence en norme �1Δx sur les approximations numériques
et, d’autre part, que ces estimations soient valables pour des solutions dont la régularité n’est que
BV .
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Ordre 1{2
Le cadre minimal pour de telles estimations sur une loi de conservation est, en fait, celui

des solutions à valeurs dans BV X L8. Dans ce cadre, l’approche consistance/stabilité de la
section précédente, inspirée des différences finies, s’écroule car les solutions ne sont plus régulières.
L’obtention de résultats de convergence devient bien plus technique. Pour ceci, les travaux
généralement cités sont ceux de Kuznetsov : en un mot, les schémas monotones convergent à
l’ordre 1{2 en norme �1Δx pour les solutions BV X L8. Cette estimation est optimale si on inclut
le cas linéaire fpuq “ au (voir [118]), même dans la classe des solutions régulières par morceaux
(prendre par exemple pour uini la fonction de Heaviside). Elle est également optimale dans la
classe des fonctions BV si f n’est pas supposé davantage que non linéaire. On renvoie à [117] et
[103] pour un panorama complet des estimations d’erreurs pour les lois de conservation scalaires.

Surconvergence des approximations numériques

Ce paragraphe est motivé par des phénomènes connus (pour l’équation de Burgers, voir
[44]) ou observés (résultats numériques pour les schémas upwind et de Rusanov pour l’équation
d’agrégation, voir par exemple [54] ainsi que la figure 2.4) où des schémas numériques pour des
lois de conservation à flux strictement convexe (respectivement, pour l’équation d’agrégation avec
potentiel singulier) convergent à l’ordre 1 plutôt qu’à l’ordre 1/2 pour les solutions peu régulières,
c’est-à-dire pour les solutions BV X L8 (resp. les solutions mesures). Dans chacun des cas, la
compression ou la concentration rend les solutions approchées plus proches de la solution exacte
que ce que l’on attend, et compense ainsi la diffusion numérique présente dans la plupart des
schémas volumes finis classiques tels que le schéma upwind ou le schéma de Rusanov.

Il s’agit d’un phénomène intéressant en soi, et bien que relativement connu et observé
numériquement dans la communauté hyperbolique, son étude rigoureuse est encore un problème
ouvert si ce n’est dans les cas bien particuliers et/ou assez restrictifs. Pourtant, il apparaît dès
que l’on trace des courbes de convergence dans des cas très simples (figures 2.4 et 2.5).

Figure 2.4 – Erreur numérique en échelle log-log pour le schéma (2.1), avec le potentiel W pxq “ |x| en
dimension d “ 1 et pour donnée initiale �ini “ 1

2δ´0.5 ` 1
2δ0.5. La distance W1 (notée d1 en légende) est

calculée grâce à la représentation de la proposition 2.1, et la distance W2 (notée d2) est calculée avec le
package Python POT. L’ordre de convergence observé est 1 au lieu de 1{2.

Le phénomène observé ici pour un flux strictement convexe (par exemple fpuq “ u2

2 ) et une
donnée décroissante est un phénomène de compression : de même que pour l’approximation
visqueuse, la solution se comprime en un choc et compense ainsi la diffusion numérique induite
par le schéma upwind.
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Figure 2.5 – Erreur numérique en échelle log-log pour le schéma de Rusanov pour l’équation de Burgers
après compression de la donnée en un seul choc.

En ce qui concerne les résultats existants, on peut citer par exemple celui de Després [44]
qui traite du schéma upwind appliqué à une loi de conservation à flux strictement convexe et
avec donnée uini décroissante et vérifiant uini ě us, où us est l’unique point d’annulation de f 1
(dans le cas de l’équation de Burgers, cela revient à uini positive). Essentiellement, il donne une
preuve « à la main » du résultat de Kuznetsov (l’ordre 1{2) dans ce cas précis, et prouve qu’il y a
surconvergence si la donnée est un choc ou bien après le temps de compression de celle-ci en un
seul choc.

Théorème 2.2 (Després [44]). Considérons le problème de Cauchy (2.7) associé à flux f P C2pRq
strictement convexe et à une donné initiale uini P BV X L8 décroissante et minorée par us, où
us est l’unique point d’annulation de f 1 (point sonique). En particulier, f 1puptqq ě 0 pour tout
t ą 0. De plus, il existe T ą 0 à partir duquel uptq consiste en un unique choc.

On note uΔx l’approximation donnée par le schéma upwind, qui dans ce contexte s’écrit :

un`1
j “ unj ´ Δt

Δx

`
fpunj q ´ fpunj´1q˘

, n P N, j P Z.

et on se place sous la condition CFL λ}f 1puiniq}L8 ă 1, où λ :“ Δt{Δx est fixé. Alors le schéma
upwind est d’ordre 1 en temps grand :

@n ě T {Δt, }uΔxptnq ´ uptnq}L1 ď Cptn, TV pu0qqΔx,

où Cptn, TV pu0qq ne dépend pas de Δx et

uptq “ 1

Δx

ż xj`1{2

xj´1{2
upt, xq dx,

avec u la solution entropique du problème de Cauchy de donnée uini.

On peut également citer les travaux [93, 120, 121] ainsi que ceux de Osher, Nessyahu et
Tadmor [101, 104] pour la distance W1 (alors dénommée Lip1). Nous avons essayé d’adapter le
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résultat de Després à l’équation d’agrégation, mais deux obstructions se présentent : d’une part,
la positivité de u (dans notre cas, u prend ses valeurs entre 1 et -1) et il n’est pas clair que ce
résultat s’adapte au schéma de Godunov ; d’autre part, ce théorème ne permettrait que de traiter
la surconvergence que dans le cas d’un unique choc pour l’équation de Burgers, c’est-à-dire une
seule masse de Dirac pour l’équation d’agrégation.

2.2.5 Applications à l’équation d’agrégation

La proposition 2.4 fournit une nouvelle preuve de la convergence du schéma (2.11), dans le
cas particulier W pxq “ |x|, via la convergence du schéma de Godunov 6 à l’ordre 1{2 (voir [86]).

Il suffit en effet de traduire la proposition 2.1 pour les approximations discrètes. Au passage,
ceci justifie à nouveau le choix de considérer �nΔx comme une somme de masses de Dirac aux
interfaces, i.e. �nΔx “

ÿ
jPZ

�nj`1{2δxj`1{2 .

Ce faisant, si on note F	nΔx
la fonction de répartition de �nΔx, on a exactement unΔx “ 1´2F	nΔx

.
En effet, pour x P rxj´1{2, xj`1{2r, on a :

F	nΔx
pxq “

ÿ
kPZ

�nk`1{2 δxk`1{2ps ´ 8, xsqlooooooooomooooooooon
“1 ssi kăj

,

“
ÿ
kăj

�nk`1{2,

et donc :

1 ´ 2F	nΔx
pxq “ 1 ´ 2

ÿ
kăj

�nk`1{2 “ unj “ unΔxpxq.

Par conséquent, en notant F	ptq la fonction de répartition de �ptq, on a, d’après la proposition
2.1 :

W2p�ptnq, �nΔxq “ }F´1
	ptq ´ F´1

	nΔx
}L2 ,

ď }F´1
	ptq ´ F´1

	nΔx
} 1
2
L8}F´1

	ptq ´ F´1
	nΔx

} 1
2

L1 ,

ď 2}F	ptq ´ F	nΔx
} 1
2

L1 “ }uptq ´ unΔx} 1
2

L1 .

On retrouve ainsi la convergence du schéma (2.11) en distance de Wasserstein W2, mais seulement
à l’ordre 1{4, contrairement à l’analyse conduite dans [43], qui donne l’ordre 1{2.

2.2.6 Quelques remarques concernant la stabilité de schémas semi-implicites

Cette section ne concerne pas directement les problèmes de type « agrégation » mais fait suite
à des discussions apparues lorsque nous travaillions sur l’article [55]. Dans une phase d’exploration
numérique, nous nous sommes aperçus, numériquement, qu’un schéma a priori instable était
rendu inconditionnellement stable par l’ajout de diffusion implicite. On se propose, dans cette
section, de préciser un petit peu ce que l’on entend lorsque l’on dit que la diffusion implicite
stabilise un schéma numérique. Dans toute cette section, on se place en dimension d “ 1.

6. En fait, le schéma p6.6q de [43] correspond au schéma de Godunov, dans le cas particulier d’une donnée
décroissante. Aussi p6.6q est-il conservatif dans ce cas particulier.
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Stabilité pseudo-inconditionnelle du schéma centré avec diffusion implicite

Pour fixer les idées, considérons l’équation de transport-diffusion suivante :

Btu ` Bxfpuq ´ εBxxu “ 0, (2.22)

où ε ą 0 est un coefficient de diffusion, et f P C1pRq est un flux régulier. Considérons également
une discrétisation volumes finis à trois points, conservative et consistante, pour la partie transport
(comme définie à la sous-section 2.2.2) et implicite pour la partie diffusion. Autrement dit, on
regarde un schéma de la forme :

un`1
j “ unj ´ λ

`
gpunj , unj`1q ´ gpunj´1, u

n
j q˘ ` λε

Δx

´
un`1
j`1 ´ 2un`1

j ` un`1
j´1

¯
,

où on a noté, comme dans toute cette partie, λ “ Δt
Δx .

Nous avons constaté, numériquement, que le schéma centré, dont le flux est gpu, vq “ fpuq`fpvq
2 ,

est, avec diffusion implicite toujours, non seulement stable sous CFL hyperbolique mais même
inconditionnellement stable, sous réserve que le coefficient de diffusion ε ne soit pas trop petit
par rapport au pas de temps (figures 2.6 et 2.7).

tn sup
j“1,...,J

unj

0 3.47102921311
0.05 3.47102953655
0.1 3.47102969828
...

...
0.4 3.47102986019
0.45 3.47102986071
0.5 3.47102986087
0.55 3.47102986087
0.6 3.47102986087

Figure 2.6 – Schéma centré avec diffusion implicite, pour le transport-diffusion linéaire à vitesse a “ 1

et coefficient de diffusion ε “ 0.05, à T “ 1, J “ 2000 mailles, avec aΔt
Δx “ 50 et a2Δt

2ε “ 0.5. Le schéma
global semble stable, même en norme �8 : il ne présente visiblement pas d’oscillations même en temps petit.
Mais à y regarder de plus près, le principe du maximum n’est pas respecté : le schéma n’est pas stable �8
au sens usuel. On constate néanmoins, numériquement, qu’il est stable �2Δx, ce que l’on retrouvera avec
une analyse Von Neumann.

Définition 2.1. On dira qu’un schéma pour (2.22) est pseudo-inconditionnellement stable en
norme �pΔx pour un certain p P r1,`8s (si on ne le précise pas, c’est que p “ `8) s’il existe
C ą 0 pouvant dépendre de f et de ε, telle que pour tout donnée initiale uini, la seule condition
Δt ď Cε assure que l’on ait :

sup
nPN

}un}pΔx
ă `8,

où un est la solution dudit schéma au temps tn.

Remarque 2.13. Dans la définition ci-dessus, la notion de stabilité que l’on considère est celle de
stabilité asymptotique à savoir :

DC ą 0, @u0 P �ppZq, @n P N, }un}pΔx
ď C}u0}pΔx

.
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Figure 2.7 – Les mêmes paramètres qu’à la figure 2.6, mais avec 700 et 1200 mailles permettent de
faire ressortir l’existence d’oscillations, qui ne sont toutefois pas aussi violentes que ce que l’on connaît
en l’absence de diffusion, ainsi que le fait que l’amplitude de celles-ci tend vers 0 lorsque l’on raffine le
maillage. Il est donc probable que le schéma converge �8. On constate qu’il est en fait stable �8 au sens
où }un}�8 reste bornée. Le schéma downwind donne exactement le même type de graphe.

En effet, en norme �8, on observe numériquement (figures 2.6 et 2.7) que les schémas semi-
implicites évoqués ci-dessus ne sont pas stables au sens usuel, qui est, pour la norme �pΔx :

@n P N, }un`1}pΔx
ď }un}pΔx

,

mais la solution numérique n’explose pas pour autant, et le schéma converge �8. Il convient donc
de remplacer cette définition par celle, plus forte, de stabilité asymptotique. Dans le formalisme
de Thomée [123], ceci revient à demander que, si on note A l’opérateur définissant le schéma
c’est-à-dire tel que un`1 “ Aun pour tout n P N, l’on ait :

sup
nPN

}An}ppZqÑppZq ă `8.

Numériquement toujours, le schéma global est également pseudo-inconditionnellement stable
si l’on remplace le schéma centré par le schéma upwind ou par n’importe quel schéma monotone :
bien sûr, ceci n’est pas étonnant, car un schéma monotone est plus stable que le schéma centré. En
revanche, en remplaçant le schéma centré par un schéma totalement instable, comme le schéma
downwind, le schéma global reste encore stable et convergent, et c’est cette observation qui nous
a étonnés.

Il y a, à notre connaissance, assez peu de références sur ce sujet précis dans la littérature. Dans
[47] par exemple, on montre que, si la partie partie transport est stable sous CFL hyperbolique,
c’est-à-dire si elle est définie au moyen d’un flux numérique gpu, vq monotone (croissant en u
et décroissant en v), alors la discrétisation est stable �8, ce qui est naturel, car on rajoute une
discrétisation implicite du laplacien (inconditionnellement stable) à une discrétisation du transport
elle-même stable.

Toutefois, en norme �2Δx dans le cas du transport linéaire, il n’est pas très difficile de montrer
la stabilité pseudo-inconditionnelle du schéma centré avec diffusion implicite au moyen d’une
analyse classique à la Von Neumann.

Analyse Von Neumann dans le cas linéaire fpuq “ au.

On suppose dans cette partie fpuq “ au où a est une constante réelle non nulle. On rappelle
rapidement les définitions de base de l’analyse de Von Neumann (voir [116] par exemple). Pour
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u “ pujqjPZ P �2pZq, on définit sa transformée de Fourier par :

pupξq “ 1?
2π

`8ÿ
j“´8

Δxe´ijΔxξuj , ξ P
”

´ π

Δx
,
π

Δx

ı
.

Passer en Fourier est un moyen pratique d’effectuer des calculs de stabilité L2 car, comme pour
les translations dans le cadre continu, les différences finies se traduisent par un facteur exponentiel
en Fourier, et on a la formule de Parseval,

}pu}2L2 “
ÿ
jPZ

Δxu2j “: }u}22Δx
.

ainsi que la formule d’inversion :

vj “ 1?
2π

ż π
Δx

´ π
Δx

eijΔxξpupξqdξ.

Le schéma centré avec diffusion implicite s’écrit pour (2.22) :

un`1
j “ unj ´ aΔt

2Δx

`
unj`1 ´ unj´1q˘ ` εΔt

Δx2

´
un`1
j`1 ´ 2un`1

j ` un`1
j´1

¯
.

En passant en Fourier, on obtient après quelques transformations :

zun`1pξq “ 1

1 ` 4λε
Δx sin2

´
ξΔx
2

¯´
1 ` aiλ sinpξΔxq

¯xunpξq

“: gpξΔxq.
La stabilité �2Δx est gouvernée par le module du facteur d’amplification gpξΔxq. Or, on a :

|1 ` aiλ sinpξΔxq|2 “ 1 ` a2λ2 sin2pξΔxq
“ 1 ` 4a2λ2 sin2

ˆ
ξΔx

2

˙ ´
1 ´ sin2

ˆ
ξΔx

2

˙ ¯
“ 1 ` 4a2λ2 sin2

ˆ
ξΔx

2

˙
´ 4a2λ2 sin4

ˆ
ξΔx

2

˙
,

et également :ˇ̌̌̌
ˇ1 ` 4λε

Δx
sin2

ˆ
ξΔx

2

˙ ˇ̌̌̌
ˇ
2

“ 1 ` 8λε

Δx
sin2

ˆ
ξΔx

2

˙
` 16λ2ε2

Δx2
sin4

ˆ
ξΔx

2

˙
.

Ainsi,

@ξ P
”
´ π

Δx
,
π

Δx

ı
, |gpξq| ď 1 ô @ξ P

”
´ π

Δx
,
π

Δx

ı
,

˜
8λε

Δx
´ 4a2λ2

¸
sin2

ˆ
ξΔx

2

˙

`
˜

16λ2ε2

Δx2
` 4a2λ2loooooooomoooooooon

ě0

¸
sin4

ˆ
ξΔx

2

˙
ě 0

ô 8λε

Δx
´ 4a2λ2 ě 0

ô Δt ď 2ε

a2
.
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Le schéma centré avec diffusion implicite pour (2.22) est donc stable �2Δx sous la condition Δt ď 2ε
a2

,
qui n’est pas contraignante à ε ą 0 fixé. Il suffit de prendre Δt assez petit. On peut donc le
qualifier de pseudo-inconditionnellement stable en norme �2Δx. Notons que ce résultat est surtout
intéressant pour Δt P “

Δx
a , 2ε

a2

‰
. Par ailleurs, le calcul mené ci-dessus se reproduit sans problème,

par exemple, pour le schéma upwind (resp. downwind) avec diffusion implicite et donne la stabilité
�2Δx sous la condition :

Δt ´ Δx

a
ď 2ε

a2
, resp. Δt ` Δx

a
ď 2ε

a2
.

A nouveau, ces conditions ne sont pas restrictives à ε ą 0 fixé. On s’attend donc à ce que la
diffusion implicite rende inconditionnellement stable n’importe quelle schéma consistant, fût-il
violemment instable en l’absence de diffusion (ce qui est le cas du downwind par exemple). En
fait, je pense que la consistance n’a rien à voir. Il faudrait regarder quelles sont les hypothèses
minimales sur le facteur d’amplification de la partie transport, ça doit avoir un rapport avec le
truc général de Jean-François.

Un mot sur le Cemracs 2019

La stabilité �2Δx ne garantit toutefois pas la stabilité �8 : rappelons que le schéma de Crank-
Nicolson pour l’équation de la chaleur est inconditionnellement stable �2Δx, mais stable �8
seulement sous condition CFL (parabolique). Par ailleurs, l’analyse ci-dessus, basée sur des
transformations de Fourier, ne s’adapte pas aux schémas non linéaires.

Ces considérations sont, soyons honnêtes, assez éloignées du sujet de cette thèse. Il nous
semble néanmoins que ce sont des questions profondément intéressantes car ce sont des points
d’analyse numériques assez fins, pour des problèmes qui ne datent pas d’hier et qui s’énoncent
pourtant de façon très simple, même si la littérature à ce propos est encore trop peu étoffée. On
pourra notamment consulter les notes de Jean-François Coulombel [38] ou encore [22, 40, 39].
J’avais mis un pied dans ce sujet à l’occasion du Cemracs 2019 pour travailler avec Nguyen Thi
Hoai Thuong et Abraham Sylla dans le groupe de Benjamin Boutin, Jean-François Coulombel
et Frédéric Lagoutière, ce qui avait donné lieu au proceedings 7 [23]. On se rend compte que
ces questions de stabilité sont des problèmes très délicats, ne serait-ce qu’en dimension 1, sans
compter l’ajout d’un bord...

2.2.7 Perspectives

Il serait intéressant d’approfondir le cadre général d’étude (consistance, stabilité) des schémas
pour l’agrégation ébauché à la sous-section ??, en s’attaquant aux maillages non cartésiens par
exemple.

7. celui-ci ne figure pas dans ce manuscrit car ce travail est d’un an antérieur au début de cette thèse.
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Chapitre 3

Approximation visqueuse

3.1 Limite non visqueuse pour l’agrégation : le cas d “ 1 et W pxq “
α|x|, α ‰ 0

Dans cette section, on suppose d “ 1 et W pxq “ α|x| pour un certain α ‰ 0. On étudie ici
l’asymptotique non visqueuse pour le problème d’agrégation de donnée �ini P P2pRq suivant :#

Bt� ` Bxar�s� “ εBxx�,
�p0, ¨q “ �ini,

(3.1)

Le but est de prouver et quantifier la convergence de �ε vers � une solution distributionnelle de :#
Bt� ` Bxpar�s� “ 0,

�p0, ¨q “ �ini.
(3.2)

Rappelons en effet que, pour α ą 0, le potentiel est 0´convexe et le résultat d’existence et unicité
du théorème 3.3 s’applique mais qu’en revanche, pour potentiel répulsif, c’est-à-dire si α ă 0, W
n’est plus λ´convexe et il n’y a, a priori, même pas unicité de la solution. Notre approche fournit
d’ailleurs, dans ce cas, un critère de sélection de solution à l’équation (3.2) pour potentiel répulsif.

Notre méthode consiste à utiliser, à fond, le fait que, intégré en espace, un problème
d’agrégation-diffusion devient un problème de type Burgers avec viscosité sur les fonctions
de répartition [70, 16]. Plus précisément, le problème (3.1) est équivalent à un problème de
Burgers visqueux, et le problème (3.2) avec le bon de champ de vitesses pa est équivalent à un
problème de Burgers. On renvoie à la sous-section 2.2.1 pour de plus amples détails, mais on
reporte ici les propositions essentielles.

Proposition 2.1. Soit � P Cpr0, T s,W2pRqq. On note F ptq la fonction de répartition de �ptq. Alors
� est solution, au sens des distributions, du problème d’agrégation (3.11) de donnée �ini P P2pRq
si et seulement si u :“ αp1 ´ 2F q est solution au sens des distributions de l’équation de Burgers
(1.6) avec donnée initiale uini : x ÞÝÑ α

`
1 ´ 2�inips ´ 8, xsq˘

.

Dans la proposition ci-dessus, si α ą 0, alors uini est décroissante et la solution du problème
de Burgers est forcément entropique. Sinon, rien ne garantit a priori que u soit solution entropique.
En revanche, toujours dans le cas α ă 0, la proposition ci-dessus montre qu’il n’y a pas unicité des
solutions du problème d’agrégation (3.2). Essentiellement, on peut penser à la dérivée tantôt d’un
choc non entropique et tantôt d’une raréfaction. Dans le cas α “ ´1 et �ini “ δ0 par exemple,
une première solution est donnée par �p1qptq “ δ0 pour tout t ě 0 et la seconde, �p2qptq est la
dérivée (au facteur 1{2 près) de la raréfaction donnée par :

up2qpt, xq “
$’&’%

´1 si x ď ´t,
x
t si x P r´t, ts,
1 si x ě t,



72 Chapitre 3. Approximation visqueuse

si bien que

�p2qpt, xq “
$’&’%

0 si x ă ´t,
1
2t si x Ps ´ t, tr,
1 si x ą t.

Notre approche permettra de discriminer entre les deux solutions, pour choisir la deuxième, qui
est la dérivée de la solution de viscosité, donc entropique, du problème de Burgers.

Proposition 2.2. Soit ε ą 0, �ε P Cpr0, T s,W2pRqq et F ε : pt, xq ÞÝÑ �εptqps ´ 8, xsq. Alors, �ε

est solution, au sens des distributions, de (1.1) avec donnée �ini P P2pRq si et seulement si uε :“
αp1 ´ 2F εq est solution du problème de Cauchy suivant, où uini : x ÞÝÑ α

`
1 ´ 2�inips ´ 8, xsq˘

:$&% Btuε ` Bx puεq2
2

“ εBxxuε,
up0, ¨q “ uini.

(2.6)

Remarque 3.1. Ici, il n’y a pas d’ambiguïté sur la solution du problème de Burgers, car à ε ą 0,
celle-ci est une solution forte et est unique quelle que soit la donnée initiale.

3.1.1 Limite non visqueuse pour une loi de conservation

L’équation de Burgers

Commençons par regarder l’asymptotique non visqueuse pour le problème de Burgers (2.6).
On sait que le problème (2.6) est bien posé, que les solutions sont régulières et globales en

temps, même pour u0 P L8, et que uε converge p.p. vers u :“ u0 la solution entropique de
l’équation sans viscosité (voir [100]). C’est d’ailleurs une façon de définir le critère entropique.

On peut le voir en procédant à une transformation de Hopf-Cole vε :“ exp
`´wε

2ε

˘
où wε

est une primitive de uε : on se ramène à l’équation de la chaleur Btvε “ εBxxvε et cela permet
d’obtenir une expression explicite pour uε

uεpt, xq “

ż
R

x ´ y

t
exp

ˆ
´|x ´ y|2

4εt
´ w0pyq

2ε

˙
dyż

R
exp

ˆ
´|x ´ y|2

4εt
´ w0pyq

2ε

˙
dy

. (3.3)

On peut passer à la limite ε Ñ 0 dans la formule (3.3) au moyen d’un lemme du type phase
stationnaire (voir [52]) : uε converge p.p. sur R` ˆ R vers une certaine fonction u P L8. De plus,
on a }uε}L8 ď }u0}L8 .

Ces deux faits sont suffisants pour passer à la limite dans l’équation (??) testée contre
ϕ P DpR` ˆ Rq ainsi que dans les inégalités d’entropie [100].

En effet, pour un couple entropie flux pS,Gq, c’est-à-dire, pour S P C2pRq convexe et
G P C2pRq vérifiant G1pxq “ xS1pxq, on a, au sens classique :

BtSpuεq ` BxGpuεq ď εBxxSpuεq.
Donc, pour ϕ P DpR` ˆ Rq,

´
żż

R`ˆR
SpuεqBtϕ `

ż
R
Spu0qϕp0q ´

żż
R`ˆR

GpuεqBxϕ ď ε

żż
R`ˆR

SpuεqBxxϕ,

et on peut passer à la limite dans chacun des termes par convergence dominée, pour en déduire
que u est solution entropique (le passage à la limite dans (??) est similaire). Au passage, on peut
aussi obtenir via (3.3) une inégalité d’Oleinik sur u (voir à nouveau [52]).
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Loi de conservation à flux (régulier) f quelconque Btu ` Bxfpuq “ 0.

Pour plus de généralité, bien que cela ne soit pas nécessaire a priori pour l’équation d’agrégation,
regardons on considère une loi de conservation scalaire à flux quelconque f P C1pRq :#

Btu ` Bxfpuq “ 0,

up0, xq “ u0, x P R.
(3.4)

Commençons par donner quelques propriétés (voir [100, 114]) des solutions du problème visqueux
(pour simplifier, on considère toujours la même donnée initiale pour le problème avec ou sans
viscosité) : #

Btuε ` Bxfpuεq “ εBxxuε,
uεp0, xq “ u0, x P R.

(3.5)

Proposition 3.1. Soit ε ą 0. On suppose que u0 P L8 XBV . Alors, le problème de Cauchy (3.5)
admet une unique solution uε globale en temps et régulière. De plus,

(1) uε vérifie le principe du maximum : }uεptq}L8 ď }u0}L8 pour tous t ą 0,

(2) (contraction L1) si vε est solution du problème de Cauchy de donnée initiale v0 P L8 X BV
telle que u0 ´ v0 P L1pRq, alors uεptq ´ vεptq P L1pRq et :

@t ą 0, }uεptq ´ vεptq}L1 ď }u0 ´ v0}L1 ,

(3) la variation totale décroît : pour tout t ą 0, TV puεptqq ď TV pu0q.
Le résultat de convergence p.p. pour donnée initiale dans L8, évoqué plus haut pour l’équation

de Burgers, est encore valide :

Proposition 3.2. Pour u0 P L8, la solution uε de (3.5) converge vers u la solution entropique
de (3.4), p.p. sur R` ˆ R, lorsque ε Ñ 0.

Pour une preuve de ce résultat, voir le théorème 4.62 dans [100], où on montre qu’une sous-suite
de puεqεą0 converge p.p. sur R` ˆ R. Le théorème 4.71 montre que la limite est une solution
entropique du problème non visqueux. Celle-ci étant unique, toute la suite converge p.p.

Ceci étant, la convergence p.p. de uε vers u ne va pas suffire, pour l’agrégation, à conclure
à la convergence de �ε vers �. En effet, une limite ponctuelle de fonctions de répartition n’est
pas nécessairement une fonction de répartition (prendre �ε “ H1{ε ; ce sont des fonctions de
répartition qui p.p. vers 0 lorsque ε Ñ 0).

Pour passer à l’équation d’agrégation (1.1), on a besoin d’une convergence plus forte. Un
résultat de convergence en norme L1 globale en espace sera adapté, car, pour l’agrégation, la
convergence L1pRq de F εptq est équivalente à la convergence en distance W1 de �εptq (proposition
2.1). Remarquons qu’on ne peut supposer seulement que u0 P L8pRq X BV pRq car u0 a vocation
a être une fonction de répartition, donc pas dans L1pRq.

Ce type de résultat est fortement lié à la propriété de contraction L1 dans la proposition 3.1,
qui est aussi vraie pour les solutions entropiques de (3.4) (voir [114]) : pourvu que u0, v0 P L8 et
que u0 ´ v0 P L1pRq, les solutions entropiques vérifient, pour tout t ą 0, uptq ´ vptq P L1pRq et :

}uptq ´ vptq}L1 ď }u0 ´ v0}L1 . (3.6)

L’idée, dans la suite, est de comparer la solution entropique de (3.4) avec uε en utilisant les
mêmes méthodes.



74 Chapitre 3. Approximation visqueuse

Convergence en
?
ε

L’inégalité (3.6) s’obtient en utilisant les inégalités d’entropie sur u et v pour les entropies de
Kruzkov Sκpuq :“ |u ´ κ|, à savoir :#

Bt|u ´ κ| ` Bx sgnpu ´ κq pfpuq ´ fpκqq ď 0,

Bt|v ´ κ| ` Bx sgnpv ´ κq pfpvq ´ fpκqq ď 0,
(3.7)

puis la technique de dédoublement de variables (voir [84]). Celle-ci consiste à écrire la première
inégalité de Kruzkov au point ps, xq et pour κ “ vpt, yq, et la seconde au point pt, yq et pour
κ “ ups, xq. On en déduit une inégalité intégrale sur pu, vq en utilisant la symétrie des entropies
de Kruzkov Sκpuq (lorsque que l’on échange κ et u) ainsi que la symétrie de (4.7) lorsque l’on
échange u et v.

On va imiter cette méthode pour la viscosité afin obtenir une majoration de }uεptq ´ uptq}L1

pour u0 P BV pRq. On contrôlera le terme Bxx|uε ´ κ| grâce au fait que la variation totale décroît.
Ceci étant, la présence d’un second membre brise la symétrie entre les deux inégalités d’entropie
et on ne peut pas mener le dédoublement de variable jusqu’au bout, ce qui rend la preuve un peu
plus technique. Le contrôle du terme de diffusion fournit, in fine, une estimation de convergence
en

?
εT :

Théorème 3.1 (Kuznetsov [86]). Pour u0 P L8 X BV , la solution uε de (3.5) converge vers u la
solution entropique de (3.4), dans L8pr0, T s, L1pRqq, lorsque ε Ñ 0. Plus précisément, il existe
une constante C ą 0 indépendante de ε et T , telle que :

}uεpT q ´ upT q}L1 ď C ¨ TV pu0q?
εT . (3.8)

On renvoie à [114] pour une preuve détaillée de ce résultat, selon les idées de Kuznetsov.

Remarque 3.2.

˝ Pour p P r1,`8r, on peut déduire de (3.8) une estimée en norme Lp par inégalité de Hölder :

}uεpT q ´ upT q}Lp ď C ¨ TV pu0q ¨ pεT q 1
2p .

˝ Si, de plus, f2 ě α ą 0 et u0 est à support compact, alors on a (voir [114]) :

}uεpT q ´ upT q}L1 ď Cε1{2T 1{4,

qui est une meilleure estimée en temps grand.

˝ Même dans le cas « vraiment non linéaire » (genuinely nonlinear) i.e. si f2 ě α ą 0, l’estimée
(3.8) ne peut être uniforme en temps sans plus d’hypothèses sur la donnée initiale [114].
Mais, si l’on s’intéresse aux données initiales décroissantes, pour lesquelles les solutions de
(3.5) sont compressives et donc plus proches de la solution entropique de (3.4) malgré la
diffusion, on peut obtenir un ordre de convergence meilleur que 1{2, et ce uniformément en
temps (voir un peu plus loin la sous-section ??).

3.1.2 Passage à l’équation d’agrégation

Soit �ε P Cpr0, T s,W2pRqq la solution de (3.1) et F ε : pt, xq ÞÝÑ �εptqps ´ 8, xsq, de sorte que
uε :“ αp1 ´ 2F εq qui résout le problème de Burgers visqueux :$&% Btuε ` Bx puεq2

2
“ εBxxuε,

up0, ¨q “ uini,
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où uini : x ÞÝÑ α
`
1 ´ 2�inips ´ 8, xsq˘

. D’après le théorème 3.1, pour tout T ą 0, uε converge
dans L8pr0, T s, L1pRqq vers u la solution entropique du problème de Burgers :$&% Btu ` Bxu

2

2
“ 0,

up0, ¨q “ uini.

Notons F “ 1´u{α
2 , qui est donc la limite dans L8pr0, T s, L1pRqq de F ε. Pour tout t ě 0, sa

dérivée au sens des distributions �ptq :“ BxF pt, ¨q est une distribution positive donc une mesure
positive, d’après le théorème de Riesz-Markov. Par ailleurs, pour presque tout t ě 0, F εptq est une
fonction croissante à valeurs dans r0, 1s. C’est aussi le cas de F ptq par limite p.p. La différence
F εptq ´ F ptq admet donc une limite en `8 qui, puisque F εptq ´ F ptq P L1pRq, ne peut être que
0. Ainsi, F pt, xq ÝÑ

xÑ`8 1, et �ptq est bien une mesure de probabilité.

D’après la proposition 2.1, on en déduit que lim
εÑ0

sup
tPr0,T s

W1p�εptq, �ptqq “ 0. D’autre part, la

proposition 2.1 montre que � est solution de (3.2). On a donc le résultat suivant :

Proposition 3.3. On suppose d “ 1 et W pxq “ α|x| pour un certain α ‰ 0. Soit �0 P P2pRq et
T ą 0. On note, pour ε ą 0, �ε P Cpr0, T s,W2pRqq la solution de (3.1). Alors, la suite p�εqεą0

converge au sens des mesures vers une solution � P Cpr0, T s,W2pRqq de (3.2), et on a :

sup
tPr0,T s

W1p�εptq, �ptqq ď C
?
εT ,

où C ą 0 est une constante indépendante de ε et T .

Remarque 3.3.

˝ Pour α ą 0, la limite � est l’unique solution au sens des distributions de l’équation
d’agrégation (3.2), il n’y a donc pas d’ambigüité. Pour α ă 0 cependant, on peut seulement
dire que � est une solution de (3.2). Mais il ne s’agit pas de n’importe quelle solution : avec
les notations du paragraphe précédent, on a � “ ´ 1

2αBxu où u est la solution entropique de
l’équation de Burgers. En effet, u est la limite de uε dans L8

T L1pRq, c’est donc une solution
de viscosité, ce qui revient, pour Burgers, à être une solution entropique.

˝ Dans tous les cas, on retrouve bien le bon champ de vitesse par�s défini en (1.7) à la limite
ε Ñ 0.

3.1.3 Surconvergence de l’approximation visqueuse

On se concentre, dans cette section, sur le phénomène de surconvergence à l’ordre 1 par rapport
au coefficient de viscosité ε de l’approximation visqueuse d’une loi de conservation, lorsque le flux
est strictement convexe.

Au-delà de son intérêt intrinsèque, nous nous étions posé la question de la convergence à
l’ordre 1 dans l’espoir de démontrer rigoureusement les observations de convergence à l’ordre 1 au
lieu de l’ordre 1{2 attendu lorsque les solutions sont peu régulières, de schémas de type upwind ou
Lax-Friedrichs pour l’équation de Burgers ou pour l’équation d’agrégation avec potentiel singulier
(voir [54] ainsi que la sous-section 2.2.4). Grossièrement, nous nous basions sur l’heuristique
suivante : pour l’équation d’advection à vitesse constante, disons Btu ` aBxu “ 0 avec a ą 0, il
est connu 1 que le schéma upwind classique est consistant à l’ordre 2 avec l’équation d’advection
visqueuse suivante où la viscosité est de l’ordre de Δx (sous CFL hyperbolique) :

Btu ` aBxu “ pΔx ´ aΔtqBxxu. (3.9)

1. C’est d’ailleurs un moyen de retrouver la condition CFL : le coefficient de diffusion de l’équation ci-dessus
est positif si et seulement si aΔt

Δx
ď 1. Voir par exemple [88].
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Si l’on savait montrer par exemple que l’approximation visqueuse convergeait à l’ordre 1, c’est-
à-dire }uptq ´ uεptq}L1 ď Cptqε, on pourrait écrire, en notant ũ la solution de (3.9) (qui dépend
donc de Δx) pour la donnée initiale uini et uΔx l’approximation donnée par le schéma upwind :

}uptq ´ uΔxptq}L1 ď }uptq ´ ũptq}L1 ` }ũptq ´ uΔxptq}L1 ď CptqpΔx ` Δx2q,

ce qui permettrait de traiter rigoureusement la surconvergence numérique du schéma upwind
pour l’équation de Burgers. La propriété de consistance du schéma à l’ordre 2 avec une équation
visqueuse étant vraie pour n’importe quel schéma monotone (cf. théorème de Harten-Hyman-Lax
cite), on aurait pu espérer étendre ce résultat à toute la classe des schémas monotones.

break
Parmi les résultats existants, on peut citer ceux de Tang et Teng [119] et Nessyahu et Tadmor

[101] notamment (voir aussi [103, 117, 93]).

Les résultats les plus forts sont ceux de Tang et Teng [119] qui concernent des solutions
régulières par morceaux, et présentant un nombre fini de chocs et de raréfactions. Essentiellement,
la vitesse de convergence obtenue est Opε| ln ε|q et peut être améliorée en Opεq, uniformément en
temps, pour donnée décroissante.

Regardons seulement un cas très simple, à savoir le problème de Burgers associé à une donnée
initiale « marche » décroissante :$&% Btu ` Bxu

2

2
“ 0,

up0, xq “ u0pxq :“ H0p´xq,

dont la solution entropique est donnée par upt, xq “ H0 pt{2 ´ xq. L’équation avec viscosité :

Btu ` Bxu
2

2
“ εBxxu,

admet une solution onde progressive vεpt, xq :“ v
´
x´t{2

ε

¯
avec vp´8q “ 1, vp`8q “ 0, v1p˘8q “

0 et qui est centrée en 0. On a, par scaling d’une part car u et vε sont toutes deux fonctions de
x´t{2

ε , et par la propriété de contraction L1 de l’équation visqueuse d’autre part 2 :

}uptq ´ uεptq}L1 ď }uptq ´ vεptq}L1loooooooomoooooooon
scaling

` }vεptq ´ uεptq}L1looooooooomooooooooon
contraction L1

ď ε}u0 ´ v}L1 ` }vεp0q ´ uεp0qloomoon
“u0

}L1 , puis, à nouveau par scaling

ď 2ε}u0 ´ v}L1 .

Dans le cas général, l’idée de Tang et Teng est de construire une solution auxiliaire vε en
remplaçant chacun des chocs que présente u par une solution onde progressive adéquate. La
vitesse de convergence obtenue est, lorsque u0 est régulière par morceaux et qu’il y a un nombre fini
de chocs futurs, Opε| ln ε|q, et même Opεq, uniformément en temps, pour des données décroissantes.

Nous avons tenté de simplifier la preuve de [119] dans des cas particuliers, par exemple une
somme finie de N masses de Dirac pour l’agrégation, c’est-à-dire N sauts décroissants séparant
N ` 1 états constants, sans y parvenir.

2. voir la proposition ??, point (2)
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3.2 Limite non visqueuse pour l’agrégation : le cas général

Résumé. La section qui suit est une version légèrement augmentée de l’article Vanishing
viscosity limit for aggregation-diffusion equations écrit en collaboration avec Frédéric Lagoutière et
Filippo Santambrogio. On y prouve, sur tout l’espace et en dimension quelconque, la convergence
uniformément en temps en distance de Wasserstein de l’approximation diffusive dans le cadre des
potentiels Lipschitziens et on fournit une estimation en Op?

εq, où ε est le coefficient de diffusion,
lorsque le potentiel est λ´convexe. On étend ce résultat à une certaine classe de potentiels
répulsifs et on prouve des estimations de convergence optimales des états stationnaires vers la
masse de Dirac sous des hypothèses d’uniforme attractivité du potentiel.

3.2.1 Introduction

This paper addresses the vanishing viscosity limit ε Ñ 0 for the following aggregation-diffusion
problem on the whole space R

d, in any dimension d (probably all the analysis could be performed
on a bounded domain with homogeneous Neumann boundary condition) :

Bt�ε ` ∇ ¨ par�εs�εq “ εΔ�ε, (3.10a)
ar�εs “ ´∇W ˚ �ε, (3.10b)
�εp0, ¨q “ �ε0, (3.10c)

where ε ą 0, W : Rd Ñ R is a given interaction potential and the sequence of initial data p�ε0qεą0

belongs to P2pRdq the set of probability measures with finite second order moment, and converges
as ε goes to 0 towards a given �ini P P2pRdq.

Equation (3.10a)–(3.10b) is often used in population dynamics to describe the collective
motion of a population subject to Brownian diffusion and interacting through the interaction
potential W . The term ∇W ˚ �εpxq models the combined contribution of the interaction of a
particle located at point x with particles at all other points. These equations appear in several
applications arising from physics and biology to model, for instance, swarming, chemotaxis, crowd
motion, bird flocks, or fish schools, see, e.g., [95, 27, 125, 124, 45, 73]. The potential W depends on
the model we consider. For example, the celebrated parabolic-elliptic Patlak-Keller-Segel model
[82, 81] for chemotaxis with an adequate set of parameters corresponds to the aggregation-diffusion
equation in dimension d “ 2 for the logarithmic potential W pxq “ 1

2π lnp|x|q.
In this work, we assume that the interaction potential W satisfies the following properties :

(A0) For all x P R
d, W pxq “ W p´xq and W p0q “ 0,

(A1) W P C1pRdzt0uq,
(A2) W is a8-Lipschitz continuous, for some constant a8 ě 0.

In addition, some of our results only hold under one of the following supplementary assumptions :

(A3) W is λ´convex for some λ ď 0, that is, x ÞÝÑ W pxq ´ λ
2 |x|2 is convex,

(A4´p) There exists a constant C ą 0 such that, for all x P R
d, ∇W pxq ¨ x ě C|x|p,

where p ě 1. Potentials satisfying assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3) but not differentiable at the
origin are often referred to as pointy [36, 43, 90].

Remarque 3.4. Note that assumption (A2) is incompatible with assumption (A4´p) whenever
p ą 1. This is the reason why we only consider λ ď 0 in (A2), since (A2) with λ ą 0 implies
(A4-2). Still, when studying well-posedness of inviscid aggregation equations, the case λ ą 0 can
be tackled considering compactly supported data for, in that case, the support decreases in time
(see [43] Theorem 2.1 and [31] Remark 2.14). When ε ą 0, it is not clear however that we can
reproduce this argument.
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When the potential is pointy, finite time blowup of weak solutions occurs [6, 7] for the inviscid
problem :

Bt� ` ∇ ¨ par�s�q “ 0, (3.11a)
ar�s “ ´∇W ˚ �, (3.11b)

�p0, ¨q “ �ini, (3.11c)

After blowup time, the solutions being possibly singular measures, the product ar�s� is no
longer well-defined. For λ´convex potentials, the continuation of weak solutions valued in P2pRdq
has therefore been studied through three different approaches : gradient flow solutions in the
Wasserstein space [31], duality solutions à la Bouchut-James [70, 73] in one dimension of space
and Filippov solutions [36, 90]. These notions of solutions turn out to be equivalent to that of
solutions in the sense of distributions provided the velocity field ar�s is replaced by :

par�spxq “ ´
ż
y‰x

∇W px ´ yq�pdyq. (3.12)

Our objective in this paper is to study the convergence of the viscous solutions p�εqεą0 towards
such a weak measure solution to (3.11). When W is λ´convex, these asymptotics had previously
been mentioned in [33], where the authors explain how to use the techniques for the Γ´convergence
of gradient flows developed by Serfaty in [113]. Our method basically relies on the same arguments
which actually do not require the λ´convexity of the potential but only its Lipschitz continuity –
along with the standard assumptions (A0)-(A1). Starting from the so-called Energy Dissipation
Equality (EDE) for the viscous problem 3.10, we prove lower bounds of lower semicontinuity-type
on each term of the EDE. This amounts to verifying the assumptions of Theorem 2 in [113] ; if,
in addition, the initial data is well-prepared, then we meet all the hypotheses of this theorem.
However, we deliberately pass to the limit by hand, so as not to invoke abstract gradient flow
arguments. Therefore, our proof is self-contained for the reader with minimal background regarding
optimal transport. In particular, in our Theorem 3.5 we recover, at the limit ε Ñ 0, the right
definition of the velocity field for (3.11) as defined in (3.12).

We generalize this result in Corollary 3.1 to arbitrary P2pRdq initial data converging in
Wasserstein distance towards the initial datum �ini of the inviscid problem, when W is, in
addition, λ´convex. This is done by smoothing out the initial data and estimating the distance to
the modified solutions at time t, which is possible since the interaction energy is λ´geodesically
convex. We then provide a convergence rate based on the differentiation formula of the Wasserstein
distance between two absolutely continous curves on the Wasserstein space. Note that, for the
Newtonian potential, the vanishing viscosity limit had been established in [41] in dimension d ě 2
and up to the time of existence of weak solutions in L1 X L8 but, to the best of our knowledge,
without convergence rates.

This article is structured as follows. We recall in Section 3.2.2 some useful results and definitions
regarding optimal transport and functionals defined over the Wasserstein spaces.

In Section 3.2.3, in the framework of Lipschitz potentials, we begin with the general convergence
result of the diffusive solutions p�εqεą0 towards a solution � to the inviscid problem (3.11) for
well-prepared initial data. We then relax some of our assumptions on the initial data and focus
on λ´convex potentials, for which we prove that convergence still holds for arbitrary initial
data p�ε0qεą0 converging towards �ini. We then prove that convergence occurs at rate Op?

εq in
Wasserstein distance. We give, in addition, an alternate proof based on the convergence estimates
of an upwind-type scheme for the inviscid problem due to the first author with Delarue and
Vauchelet [42, 43].

In Section 3.2.4, we show that convergence (without convergence rate) still holds, up to an
extraction, for repulsive potentials that behave like W pxq “ ´|x|. The idea is to estimate, as in
the λ´convex case, the distance between solutions associated with smoothed out initial data and
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solutions associated with a fixed initial datum �ini. This is done by differentiating the Wasserstein
distance between solutions and proving appropriate estimates on the aggregation velocity field
using an additional integrability assumption on ∇2W .

Section 3.2.5 is devoted to the study of the stationary problem and, in particular, we provide
higher convergence rates for the viscous steady states towards the unique steady state of the
aggregation equation, that is, up to translations, the Dirac mass, when the interaction potential
satisfies the key assumption (A4-1) but is not necessarily Lipschitz continuous. Under assumption
(A4´p) for an arbitrary p ě 1, estimates are also obtained and proved to be sharp for p “ 2.
We eventually illustrate our convergence results in Section 3.2.6 and observe all the proven
convergence rates.

Acknowledgments : The authors are indebted to Benoît Fabrèges for his help with the
numerical code. FS acknowledges the support of the Lagrange Mathematics and Computation
Research Center project on Optimal Transportation.

3.2.2 Preliminaries

Notations

We denote by CpRdq the space of continuous functions from R
d to R, and by C0pRdq (resp.

CbpRdq, CcpRdq) the subspace of continuous functions vanishing at 8 (resp. of bounded continuous
functions, of continuous and compactly supported functions). We also denote by MbpRdq the
space of Borel signed measures with finite total variation, equipped with the weak topology
σpMbpRdq, C0pRdqq. For a sequence p�nqnPN P MbpRdqN and � P MbpRdq, we denote the weak
convergence of p�nqnPN towards � by �n á̊

nÑ8 �.

For � P MbpRdq and r P r0,`8q, we also denote by Mrp�q the r´th moment of �, given by
Mrp�q “ ş

Rd |x|r�pdxq, where | ¨ | is the Euclidean norm. For � P MbpRdq and Z a measurable
map, we denote by Z#� the pushforward measure of � by Z, which satisfies, for any ϕ P CbpRdq,ż

ϕpxqZ#�pdxq “
ż
ϕpZpxqq �pdxq.

Note that, in the above equality as in the whole article, whenever the integration domain is not
specified, the integrals are considered over the whole space (which is R

d here). If μ P MbpRdq is a
positive measure, we also note � ! μ whenever � is absolutely continuous with respect to μ.

We call PpRdq the subset of MbpRdq of probability measures and we denote, for p P r1,`8q,
PppRdq :“ �

� P PpRdq, Mpp�q ă `8(
. For μ, ν P PppRdq, we define the Wasserstein distance of

order p between μ and ν by (see [1, 112, 128]) :

Wppμ, νq :“ inf
γPΓpμ,νq

"ĳ
|x ´ y|p γpdx, dyq

*1{p
(3.13)

where Γpμ, νq is the set of measures on R
d ˆ R

d with marginals μ and ν, i.e.

Γpμ, νq “
!
γ P PppRd ˆ R

dq; @ ξ P C0pRdq,
ż
ξpxqγpdx, dyq “

ż
ξpxqμpdxq,ż

ξpyqγpdx, dyq “
ż
ξpyqνpdyq

*
.

Any measure that realizes the minimum in the definition (3.13) of Wp is called an optimal plan,
and the set of optimal plans is denoted by Γ0pμ, νq. The space PppRdq equipped with the distance
Wp is called Wasserstein space of order p and denoted WppRdq.

We recall that the Wasserstein distance Wp metrizes the weak convergence of measures in the
sense that, for p�nqnPN P PppRdqN and � P PppRdq, Wpp�n, �q ÝÑ

nÑ`8 0 if and only if �n á̊
nÑ`8 �

and Mpp�nq ÝÑ
nÑ`8 Mpp�q (see [128], Theorem 7.12).
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We shall also denote the conjugate exponent of p by p1 P r1,`8s defined by
1

p
` 1

p1 “ 1, with

the usual convention 11 “ `8 and 81 “ 1. For α P R, the positive and negative part of α are
denoted by α` :“ maxp0, αq and α´ :“ maxp0,´αq. With that convention, both α` and α´ are
always nonnegative.

Throughout this paper, we will use the same notation C to denote any positive constant.

Curves and functionals over the Wasserstein space

Let p P r1,`8q and T ą 0. We call curve on the metric space WppRdq any continuous function
� P Cpr0, T s,WppRdqq. We say that � is an absolutely continuous curve if there exists b P L1pr0, T sq
such that Wpp�s, �tq ď şt

s bpτqdτ for every 0 ď s ă t ď T , and we denote ACpr0, T s,WppRdqq the
set of absolutely continuous curves on WppRdq. We also define for t P r0, T s, the metric derivative
of � at time t as :

|�1
t| :“ lim

hÑ0

Wpp�t`h, �tq
h

. (3.14)

If � is a Lipschitz curve on WppRdq, then the above limit exists for a.e. t P r0, T s. Now, up to a
reparametrization in time, any absolutely continuous curve can become Lipschitz continuous and
therefore admits a metric derivative for almost every time.

The fundamental property of absolutely continuous curves in WppRdq is the link with a
continuity equation :

Théorème 3.2 ([1], Theorem 8.3.1). Let p P p1,`8q and T ą 0. Let � P ACpr0, T s,WppRdqq.
Then, for a.e. t P r0, T s there exists a vector field vt P Lpp�t,Rdq such that :

˝ the continuity equation Bt� ` ∇ ¨ �v “ 0 is satisfied in the sense of distributions
˝ for a.e. t P r0, T s, }vt}Lpp	tq ď |�1

t|.
Conversely, if we take a curve � P Cpr0, T s,WppRdqq such that, for each t P r0, T s, there exists a
vector field vt P Lpp�t,Rdq with

şT
0 }vt}Lpp	tqdt ă `8 solving the continuity equation Bt�`∇ ¨�v “

0, then � P ACpr0, T s,WppRdqq and for a.e. t P r0, T s, we have |�1
t| ď }vt}Lpp	tq.

As a consequence, the velocity field v introduced in the first part of the statement actually
satisfies }vt}Lpp	tq “ |�1

t| for a.e. t P r0, T s.
We now recall the definition of the first variation of a functional defined over probability

measures.

Définition 3.1. Let F : PpRdq ÝÑ R Y t`8u. Assume that � P PpRdq is such that :

@δ P r0, 1s, @μ P PpRdq X L8
c pRdq, F pp1 ´ δq� ` δμq ă `8,

then we call first variation of F at �, denoted δF
δ	 p�q, any measurable function g such that :

dF p� ` δχq
dδ

ˇ̌̌
δ“0

“
ż
gdχ,

whenever χ “ μ ´ � for some μ P PpRdq X L8
c pRdq, where L8

c pRdq denotes the set of compactly
supported functions in L8pRdq. If it exists, the first variation is defined up to an additive constant.

We now introduce two functionals that are essential to our study, the interaction energy W
and the entropy U , defined on PpRdq by :

Wp�q “ 1

2

ĳ
W px ´ yq�pdxq�pdyq, (3.15)

Up�q “
#ş

� lnp�q, if � ! Leb
`8 otherwise,

(3.16)
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where Leb is the Lebesgue measure on R
d. Note that, under assumption (A2), the interaction

energy Wp�q is finite whenever � P P1pRdq. For ε ě 0, we shall also define the energy functional
as F ε “ W ` εU . One can easily show that δW

δ	 p�q “ W ˚ � and δU
δ	 p�q “ ln � ` 1.

A key point in our proofs will be the lower semicontinuity (l.s.c) of the above functionals so
that minimization arguments apply.

Lemme 3.1.
(1) If W is l.s.c on R

d and bounded from below, then the interaction energy W is l.s.c for the
weak convergence.

(2) If W is Lipschitz continuous, then the interaction energy W is Lipschitz continuous for the
W1 distance.

Démonstration. Let us recall from [112], Proposition 7.2. that if V : Rd ˆ R
d ÝÑ R is l.s.c and

bounded from below, then the functional � P PpRdq ÞÝÑ
ĳ

V px, yq�pdxq�pdyq is l.s.c for the

weak convergence of measures. This proves the first claim.
For the second claim, we will prove

|Wp�q ´ Wμq| ď LippW qW1p�, μq.
Indeed, we can write Wp�q “ 1

2

şpW ˚ �qd�, so that we have

Wp�q ´ Wpμq “ 1

2

ż
pW ˚ �qdp� ´ μq ` 1

2

ż
pW ˚ pμ ´ �qqdμ.

We then use ˇ̌̌ ż
pW ˚ �qdp� ´ μq

ˇ̌̌
ď LippW ˚ �qW1p�, μq

together with LippW ˚ �q ď LippW q, and

|pW ˚ pμ ´ �qqpxq| “
ˇ̌̌ ż

W px ´ yqp� ´ μqpdyq
ˇ̌̌

ď LippW px ´ ¨qqW1p�, μq

together with LippW px ´ ¨qq “ LippW q.

The following lemma is proven in [111], Proposition 2.1.

Lemme 3.2. There exists a constant C only depending on d such that the entropy functional U
satisfies Up�q ě ´CpM1p�q1{2 ` 1q. Moreover, if p�nqn P PpRdq is a sequence weakly converging
towards some � P PpRdq such that M1p�nq is bounded, then we have Up�q ď lim inf

nÑ`8 Up�nq.
In particular, this means that the entropy is l.s.c for the Wq distance for all q ě 1.

In order to obtain convergence of the moments of a weakly converging sequence of probability
measures, we will often make use of the following lemma :

Lemme 3.3. Let 1 ď p ă `8 and p�nqnPN be a sequence of probability measures in PppRdq
weakly converging towards � P PppRdq as n Ñ `8. Assume that, for some constant C ą 0, we
have for all n P N, Mpp�nq ď C. Then, for all q P p0, pq, Mqp�nq ÝÑ

nÑ`8 Mqp�q. In particular, if

p ą 1 then p�nqnPN converges towards � in Wq distance for all q P r1, pq.
Démonstration. For R ą 0, we introduce a nonnegative cut-off function ηR P CcpRd,Rq equal to 1
on Bp0, Rq. We write :ż

Rd

|x|q�npdxq “
ż
Rd

|x|qηRpxq�npdxq `
ż
RdzBp0,Rq

|x|qp1 ´ ηRpxqq�npdxq, (3.17)

ď
ż
Rd

|x|qηRpxq�npdxq `
ż
RdzBp0,Rq

|x|q�npdxq. (3.18)
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Firstly, x ÞÝÑ |x|qηRpxq P C0pRdq, therefore the weak convergence �n á̊
nÑ`8 � ensures that the

first term in the above inequality converges to
ş
Rd |x|qηRpxq�pdxq as n Ñ `8. Now, Mqp�q ă

`8 since Mpp�q ă `8, hence, using Lebesgue’s dominated convergence theorem, we haveş
Rd |x|qηRpxq�pdxq ÝÑ

RÑ`8
ş
Rd |x|q�pdxq.

Besides, the uniform bound on the p´moment of �n ensures that the second term converges to
0 as R Ñ `8 uniformly with respect to n. Indeed, using a Hölder inequality with the exponents
ppq , p

p´q q, we have :ż
RdzBp0,Rq

|x|q�npdxq ď Mpp�nqq{p�npRdzBp0, Rqq p´q
p ď Cq{p�npRdzBp0, Rqq p´q

p .

Moreover, one has Rp�npRdzBp0, Rqq ď ş
RdzBp0,Rq |x|p�npdxq ď Mpp�nq ď C. Combining these

inequalities and plugging it into (3.17) then gives :ż
Rd

|x|q�npdxq ď
ż
Rd

|x|qηRpxq�npdxq ` C

Rp´q
.

Passing to the limRÑ`8 lim supnÑ`8, we obtain :

lim sup
nÑ`8

ż
Rd

|x|q�npdxq ď
ż
Rd

|x|q�pdxq.

Since x ÞÝÑ |x|q is l.s.c and bounded from below, the functional � ÞÝÑ Mqp�q is l.s.c for the weak
convergence. Hence,

ş
Rd |x|q�pdxq ď lim infnÑ`8

ş
Rd |x|q�npdxq, which concludes the proof.

We also have, as a corollary of the previous lemma, a compactness result :

Lemme 3.4. Let 1 ď p ă `8 and p�nqnPN be a sequence of probability measures in PppRdq such
that Mpp�nq is uniformly bounded with respect to n. Then, there exist a subsequence of p�nqnPN
converging towards some � P PppRdq in Wq distance for all q P r1, pq.
Démonstration. As a sequence of probability measures, p�nqnPN converges weakly towards some
� P MbpRdq. Now, the uniform bound on Mpp�nq implies tightness on p�nqnPN, hence it converges
narrowly towards � and therefore � is a probability measure. We can then use the l.s.c of the
p´th order moment to deduce that Mpp�q ă `8. Lemma 3.3 finally gives convergence of p�nqnPN
towards � in WqpRdq for all q P r1, pq.

We finally define one last functional that will be useful in our proofs. Let p P p1,`8q. We set
Kp “

!
pa, bq P R ˆ R

d | a ` 1
p1 |b|p1 ď 0

)
and, for pt, xq P R` ˆ R

d,

fppt, xq “
$’&’%

1
p

|x|p
tp´1 , if t ą 0,

0, if t “ 0, x “ 0,

`8, if t “ 0, x ‰ 0.

Then, for X a measurable space and for p�,Eq P MbpXq ˆ MbpXqd, we define the p´Benamou-
Brenier functional by :

Bpp�,Eq “ sup

"ż
ad� `

ż
b ¨ dE ; pa, bq P CbpX,Kpq

*
.

The Benamou-Brenier functional satisfies the following properties (see [112], Proposition 5.18) :

Lemme 3.5.

(i) Bp is convex and l.s.c on PpXq ˆ MpXqd for the weak convergence,
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(ii) If � and E are absolutely continuous with respect to a positive measure μ, then Bpp�,Eq “ş
fpp�,Eqdμ,

(iii) Bpp�,Eq ă `8 only if E ! �,
(iv) In that case, if we denote by v the density of E with respect to �, that is E “ �v, then

Bpp�,Eq “
ż |v|p

p
d�.

We also have the following symmetrization lemma, which we will repeatedly use for V “ ∇W :

Lemme 3.6. Let V be a bounded odd vector field on R
d, � P PpRdq and v a vector field on R

d

such that v ¨ pV ˚ �q is integrable with respect to �. Then, one has :ż
vpxq ¨ pV ˚ �qpxq�pdxq “ 1

2

ĳ
V px ´ yq ¨ pvpxq ´ vpyqq�pdxq�pdyq.

Démonstration. Using the fact that V is odd, we can write thanks to the change of variables
x Ø y : ĳ

V px ´ yq ¨ vpxq�pdxq�pdyq “ ´
ĳ

V px ´ yq ¨ vpyq�pdxq�pdyq.
Therefore, taking the half sum of the two quantities above :ż

vpxq ¨ pV ˚ �qpxq�pdxq “
ĳ

V px ´ yq ¨ vpxq�pdxq�pdyq

“ 1

2

ˆĳ
V px ´ yq ¨ vpxq�pdxq�pdyq ´

ĳ
V px ´ yq ¨ vpyq�pdxq�pdyq

˙
“ 1

2

ĳ
V px ´ yq ¨ pvpxq ´ vpyqq�pdxq�pdyq.

We finish with a computation of the derivative of W along a curve satisfying a continuity
equation :

Lemme 3.7. Let � be a curve on PpRdq that solves in the weak sense Bt� ` ∇ ¨ �v “ 0 with
vt P L2p�tq for a.e. t P r0, T s and

şT
0 }vt}2L2p	tqdt ă `8. Then :

@t P r0, T s, Wp�tq ´ Wp�0q “
ż t

0

ż
pz∇W ˚ �sq ¨ vsd�s. (3.19)

Démonstration. Let pW δqδą0 be an approximation of W such that W δ P C1pRdq, W δ ÝÑ
δÑ0

W

uniformly on R
d, W δ is even, ∇W δ is bounded by a8, and ∇W δ ÝÑ

δÑ0
∇W pointwise on R

dzt0u.
We necessarily have ∇W δp0q “ 0 for all δ ą 0 and therefore ∇W δ ÝÑ

δÑ0

z∇W pointwise on R
d.

On the other hand, for δ ą 0, since W δ P C1pRdq and W δ is even, we have, for t P r0, T s :

1

2

ĳ
W δpx´yq�tpdxq�tpdyq´1

2

ĳ
W δpx´yq�0pdxq�0pdyq “

ż t

0

ĳ
∇W δpx´yq¨vspxq�spdxq�spdyqds.

(3.20)
Now, we can bound the integrand on the right-hand side writing |∇W δpx ´ yq ¨ vspxq| ď a8|vs|.
Noting that we haveż t

0

ĳ
|vspxq|�spdxq�spdyqds “

ż t

0
}vs}L1p	sqds ď ?

T
´ ż T

0
}vs}2L2p	sqds

¯1{2 ă `8,

we can then use Lebesgue’s dominated convergence theorem w.r.t �spdxq�spdyqds to get that the

right-hand side in equation (3.20) converges to
ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ vspxq�spdxq�spdyqds, which is

equal to
ż t

0

ż
pz∇W ˚ �sq ¨ vsd�s. The uniform convergence of W δ towards W ensures convergence

of the left-hand side, which concludes the proof.
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Preliminary results

We recall the following result of existence of a characteristic flow and well-posedness of
measure-valued solutions to (3.11) :

Théorème 3.3 ([31] Theorems 2.12 and 2.13, [36] Theorems 2.5 and 2.9). Assume W satisfies
hypotheses (A0)-(A1)-(A2)-(A3) and let �ini be given in P2pRdq. Then, there exists a unique
solution � P Cpr0,`8q,W2pRdqq satisfying, in the sense of distributions, the aggregation problem
(3.11) where ar�s is replaced by par�s as defined in (3.12).

This solution may be represented as the family of pushforward measures p�t :“ Z	pt, ¨q#�iniqtě0

where pZ	pt, ¨qqtě0 is the unique Filippov characteristic flow associated with the one-sided Lipschitz
velocity field par�s. Besides, if � and μ are the respective solutions to (3.11) with �ini and μini as
initial conditions in P2pRdq, then, for all t ě 0,

W2p�t, μtq ď e´λtW2p�ini, μiniq. (3.21)

In [35], Carrillo, Gómez-Castro, Yao and Zeng proved the following well-posedness and
regularity Theorem for aggregation-diffusion equations with Lipschitz symmetric potentials.
They prove existence and uniqueness through a fixed-point argument and regularity applying a
bootstrap argument in adequate fractional Sobolev spaces. The solutions they define are mild
solutions, which are stronger than our definition of solutions, which is in the sense of distributions.
We recall the definition of the heat kernel used in the mild formulation :

Gtpxq “ 1

p4πtqd{2 e
´ |x|2

4t

Théorème 3.4 ([35], Theorems 1.1, 2.1 and 2.2). Assume that W satisfies assumptions (A0)-
(A1)-(A2). Let ε ą 0 and �ε0 P PpRdq.

(1) For all T ą 0, there exists a unique solution �ε P Cpr0, T s,PpRdqq to the aggregation-diffusion
problem (3.10) in the sense that :

@t P r0, T s, �εt “ Gεt ˚ �ε0 `
ż t

0

`∇Gεpt´sq
˘ ˚ `p∇W ˚ �εsq�εs

˘
ds.

(2) This solution is actually a classical solution that belongs, for all T ą 0, to Cpp0, T s,W k,ppRdqq
for all k P N and p P r1,`8s in the general case, and to Cpp0, T s,W s,ppRdqq for all s ě 0
and p P r1,`8s if we assume that �ε0 P W s,ppRdq.

Remarque 3.5. In [35], the authors state the second item of the above Theorem under the
assumption that W P W1,8pRdq and assuming that the initial datum belongs to L1`pRdq with
total unit mass instead of PpRdq. It seems to us that W P L8 is only required to obtain sharp
decay of the energy functional and that the L1 assumption on �ε0 is only useful to simplify the
notations.

In the above Theorem, we actually have �ε P Cpr0,`8r,W2pRdqq. Indeed, as we will see in the
proof of our Theorem 3.5 (see equation (3.29)), 1

2 -Hölder continuity in time follows automatically
from a uniform bound with respect to t P r0, T s on M2p�εt q. This in turn comes from the following
computations, where we use, first, integration by parts, and, second, the symmetrization Lemma
3.6 :$’&’%

d

dt
M2p�εt q “

ż
|x|2Bt�εt “

ż
|x|2∇ ¨ `p∇W ˚ �εt q�εt

˘ ` ε

ż
|x|2Δ�εt “ ´2

ż
x ¨ p∇W ˚ �εt qd�εt ` 2εd,

´2

ż
x ¨ p∇W ˚ �εt qd�εt “ ´

ĳ
∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�εt pdxq�εt pdyq ď 2a8M1p�εt q ď 2a8

b
M2p�εt q.

We thus get
d

dt
M2p�εt q ď 2a8

b
M2p�εt q ` 2εd which implies, using a nonlinear Grönwall Lemma,

that M2p�εt q is bounded over a finite horizon.
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We finish by mentioning the special case of the dimension d “ 1, with potentials of the form
W pxq “ a|x| for a P Rzt0u, for which the vanishing viscosity limit can be obtained using the
correspondence with Burgers’ equation. Indeed, let us set, for ε ě 0, uεpt, xq “ a

`
1 ´ 2f εptq˘

,
where f εptq is the cumulative distribution function of �εt . One can show that �ε solves (3.10a) if
and only if uε solves the viscous Burgers equation :

Btuε ` Bx puεq2
2

“ εBxxuε, (3.22)

and, similarly, � solves the aggregation equation (4.2a) with the correct velocity field par�s if and
only if u solves Burgers’ equation (see [16, 55, 72]). Using the fact that, in dimension d “ 1, we
have the representation W1p�εt , �tq “ }f εptq´fptq}L1pRq and combining with Kuznetsov’s estimate
hereafter for the viscous Burgers equation (see [86]) :

}uεptq ´ uptq}L1pRq ď CTV pu0q?
εt,

where C is a positive constant, we deduce the following proposition :

Proposition 3.4. Assume d “ 1 and W pxq “ a|x| for some constant a P Rzt0u. Let �ini P P2pRq,
set �ε0 “ �ini for all ε ą 0 and let p�εqεą0 be the sequence of weak solutions to (3.10).

Then, for all T ą 0, p�εqεą0 converges in W1 distance and uniformly on r0, T s, towards a
solution � P Cpr0, T s,W2pRqq to (3.11) with the velocity field ar�s being replaced by par�s as defined
in (3.12). More precisely, we have :

@t P r0, T s, W1p�εt , �tq ď C
?
εt,

where the constant C ą 0 depends on a8 only.

In the case of one initial Dirac mass �ini “ δ0, one can even obtain convergence of �ε towards
� at order 1 with respect to ε using simple scaling arguments. The initial data to the Burgers
problem is uini “ 1 ´ 2H0pxq, and the solution to the inviscid Burgers problem is stationary,
given by uptq “ uini. One can also show that there exists a stationary solution to equation (3.22)
of the form vεpt, xq “ V

`
x
ε

˘
, with V p´8q “ 1, V p`8q “ ´1 and V 1p˘8 “ 0q. We then have

using a contraction property of the viscous Burgers equation and the stationarity of vε and u :

}uεptq ´ uptq}L1 ď }uεptq ´ vεptq}L1looooooooomooooooooon
ď}uini´vεp0q}L1

` }vεptq ´ uptq}L1loooooooomoooooooon
“}vεp0q´uini}L1

ď 2

ż ˇ̌̌
uini

´x

ε

¯
´ V

´x

ε

¯ˇ̌̌
dx ď 2ε

ż ˇ̌̌
uini ´ V

ˇ̌̌
,

which gives W1p�εt , �tq ď Cε with C ą 0 independent of time. This result can be extended to the
case of a finite sum of Dirac masses as initial datum, using the arguments of Teng and Zhang
[121] to compare shocks with traveling waves. We also refer to [117, 119, 122] for generalizations
of this result.

3.2.3 Opε1{2q convergence rate when the potential is λ´convex

In this section, we assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3).

Method 1 : computing d
dtW

2
2 p�εt , �tq

So as to make integration by parts rigorous, we actually compute d
dtW

2
2 p�εt , �δt q for ε, δ ą 0 so

that �ε and �δ are regular (see Theorem 3.4), and then we let δ Ñ 0. We therefore need to know
that �δt converges in the sense of measures towards �t.
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Step 1 : Convergence in Cpr0, T s,W1pRdqq without convergence rate for W satisfying
(A0)-(A1)-(A2)

Let T ą 0 and let �ε P Cpr0, T s,W2pRdqq be the solution to the aggregation-diffusion problem
(3.10) on r0, T s ˆ R

d, as given by Theorem 3.4. Let us denote vε “ ´∇W ˚ �ε ´ ε∇	ε

	ε so that the
continuity equation Bt�ε ` ∇ ¨ �εvε “ 0 is satisfied in the sense of distributions. We formally have,
by definition of the first variation and then by integration by parts :

d

dt
F εp�εt q “

ż
δF ε

δ�
p�εt qBt�εt “

ż
∇δF ε

δ�
p�εt q ¨ vεt d�εt “ ´

ż ˇ̌̌
∇δF ε

δ�
p�εt q

ˇ̌̌2
d�εt , (3.23)

where, in the last equality, we used the identity δF ε

δ	 p�q “ W ˚ � ` εpln � ` 1q to deduce that vεt is

nothing else than ´∇δF ε

δ�
p�εt q. Proving rigorously (3.23) can be made using an easy adaptation

of Lemma 3.7. Integrating (3.23) over time then yields :

@t P r0, T s, F εp�ε0q “ F εp�εt q `
ż t

0

ż ˇ̌̌
∇δF ε

δ�
p�εsq

ˇ̌̌2
d�εsds.

Let us only use this equality as an inequality as it will turn out sufficient for passing to the limit,

and let us write
ˇ̌̌
∇δF ε

δ�
p�εsq

ˇ̌̌2
as the half-sum

1

2

ˆ
|vεs|2 `

ˇ̌̌
∇δF ε

δ�
p�εsq

ˇ̌̌2˙
so as to recover a link

between the velocity v and the functional F at the limit ε Ñ 0. This way, we recover the so-called
energy dissipation equality (EDE, that we use as an inequality in our paper) :

@t P r0, T s, F εp�ε0q ě F εp�εt q ` 1

2

ż t

0

ż
|vεs|2d�εsds ` 1

2

ż t

0

ż ˇ̌̌
∇δF ε

δ�
p�εsq

ˇ̌̌2
d�εsds, (3.24)

Showing a sort of lower semicontinuity, when ε Ñ 0, of each term in (3.24), we will prove that
up to successive extractions, p�εqεą0 converges towards a measure � that satisfies a continuity
equation and an EDE. Combining both, we will prove that � solves the aggregation problem (3.11).
In case the solution to such a Cauchy problem is unique, the whole sequence p�εqεą0 converges
towards �. This method does not require the λ´convexity but only the Lipschitz continuity of
the potential W .

Théorème 3.5. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2). Let �ini P P2pRdq, and let
p�εqεą0 be a sequence of weak solutions to (3.10).

Assume that the sequence of initial data p�ε0qεą0 satisfies the following assumptions :

lim sup
εÑ0

F εp�ε0q ď F p�iniq, (3.25a)

@ε ą 0, M2p�ε0q ď C, (3.25b)

lim
εÑ0

W2p�ε0, �iniq “ 0, (3.25c)

for some constant C ą 0 independent of ε. Then, for all T ą 0, p�εqεą0 converges up to a
subsequence, in W1 distance and uniformly on r0, T s, towards a solution � P Cpr0, T s,W2pRdqq to
(3.11) with the velocity field ar�s being replaced by par�s as defined in (3.12) :

sup
tPr0,T s

W1p�εt , �tq ÝÑ
εÑ0

0.

If the solution to (3.11) is unique, then the whole sequence p�εqεą0 converges towards �.

Remarque 3.6. Note that assumptions (3.25) are automatically satisfied if the entropy Up�ε0q is
uniformly bounded w.r.t ε ą 0. In case we take �ε0 “ �ini, this corresponds to �ini having finite
entropy.
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The following lemma shows that it is possible to construct such a sequence of initial data :

Lemme 3.8. Recall that �ini is given in P2pRdq. For all p ě 1 such that �ini P PppRdq and for
all α P p´1, 0q, there exists a sequence pμε

0qεą0 in PppRdq satisfying :

lim inf
εÑ0

F εpμε
0q ď F p�iniq, (3.26a)

@ε ą 0, Mppμε
0q ď Ce´Cεα , (3.26b)

lim
εÑ0

Wppμε
0, �

iniq “ 0 (3.26c)

where the constant C ą 0 depends on p but not on ε. Actually, we can be more specific in (3.26c) :

@ε ą 0, Wppμε
0, �

iniq ď Ce´εα .

Démonstration. Let α P p´1, 0q and let p ě 1 such that �ini P PppRdq. Let prεqεą0 be a sequence
of positive real numbers to be specified later in the proof. Let η P L1pRdq be a nonnegative
function supported on Bp0, 1q, with unit total mass, such that η ln η and |x|pηpxq are integrable
on R

d. We then set ηεpxq “ r´d
ε η

´
x
rε

¯
and με

0 “ ηε ˚ �ini. Because of the compact support of η we

have Mppηε ˚ �iniq ď CpMpp�iniq ` Mppηεqq ď C, so that, in particular, με
0 P PppRdq for all ε ą 0.

Firstly, let us choose rε so that εUpηεq goes to 0 as ε Ñ 0. Since ηε ! Leb, we have
Upηεq “ ş

ηε ln ηε. Therefore, using the change of variables x “ rεy, one has :

Upηεq “ r´d
ε

ż
η

´ x

rε

¯
ln

˜
r´d
ε η

´ x

rε

¯¸
dx “

ż
ηpyq ln

´
r´d
ε ηpyq

¯
dy “

ż
ηpyq ln ηpyqdy ´ d ln rε.

(3.27)
Based on the above computation, we choose rε “ e´hε{ε for some positive sequence phεqεą0 such
that lim

εÑ0
hε “ 0. More precisely, we set hε “ εα`1, that is rε “ e´εα .

Now, using the convexity and the invariance under translation of U , we have Upηε ˚ �iniq ď
Upηεq, and therefore F εpμε

0q ď Wpμε
0q ` εUpηεq. Since W is continuous on W1pRdq thanks to

Lemma 3.1, we just need the convergence με
0 Ñ �ini in W1pRdq in order to have Wpμε

0q Ñ Wp�iniq
and hence limεÑ0Wpμε

0q ` εUpηεq “ Wp�iniq “ F p�iniq. Then, (3.26a) will immediately follow.
We now use

W p
p pμε

0, �
iniq “ W p

p pηε ˚ �ini, δ0 ˚ �iniq ď W p
p pηε, δ0q “ Mppηεq Ñ 0,

where the last limit is justified by Mppηεq “ rpεMppηq “ Ce´pεα . This proves (3.26b) and (3.26c)
since α ă 0, and this in turn proves (3.26a).

Relaxing assumption 3.25a can only be done under additional assumptions on the potential.
In the case W satisfies assumption (A3), replacing the original initial data �ε0 by a smoothed out
initial data με

0 that verifies assumptions (3.25) and using the λ´convexity of the potential to
estimate the distance between �ε and the new sequence of viscous solutions με, we obtain as a
byproduct of Theorem 3.5 the following corollary :

Corollaire 3.1. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let �ini P P2pRdq, and
let p�εqεą0 be the sequence of weak solutions to (3.10). Assume that the sequence of initial data
p�ε0qεą0 converges in W2pRdq to �ini as ε Ñ 0.

Then, for all T ą 0, the whole sequence p�εqεą0 converges in W1 distance, uniformly on
r0, T s, towards the unique solution � P Cpr0, T s,W2pRdqq of (3.11) with the velocity field ar�s
being replaced by par�s as defined in (3.12).
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Proof of Theorem 3.5. First of all, let us extract from p�εqεą0 a converging subsequence. For
ε ą 0, recall that the continuity equation Bt�ε ` ∇ ¨ �εvε “ 0 is satisfied. Moreover, let us rewrite

equation (3.24) using the identity ∇δF ε

δ�
p�q “ ∇W ˚ � ` ε

∇�

�
and split it into three terms :

@t P r0, T s, F εp�ε0q ě F εp�εt q`1

2

ż t

0

ż
|vεs|2d�εsds`1

2

ż t

0

ż ˇ̌̌
∇W˚�εs`ε

∇�εs
�εs

ˇ̌̌2
d�εsds “: T ε

1 `T ε
2 `T ε

3 .

(3.28)
Note that, if M2p�εt q is uniformly bounded, then T ε

1 is uniformly bounded from below thanks
to the estimate in Lemma 3.2. In that case, using the fact that T ε

3 is nonnegative and the fact
that F εp�ε0q is bounded from above thanks to assumption (3.25a) on the initial data, we can
deduce that

şT
0

ş |vεs|2d�εsds ď C for some constant C ą 0 independent of ε and t. In particular,
for all t P r0, T s, vεt P L2p�εt q and

şT
0

ş |vεs|2d�εsds ă `8. Using Theorem 3.2, we obtain that
�ε P ACpr0, T s,W2pRdqq and that its metric derivative exists and is bounded by the L2 norm of
vεs : |p�εq1

s| ď }vεs}L2p	εsq for all s P r0, T s. We deduce the following bound, that is uniform with
respect to ε, by integration over time :ż T

0
|p�εq1

s|2ds ď C.

Then, using a Cauchy-Schwarz inequality, we get :

@0 ď s ď t ď T, W2p�εt , �εsq ď
ż t

s
|p�εq1

τ |dτ ď
´ ż t

s
|p�εq1

τ |2dτ
¯1{2?

t ´ s ď a
Cpt ´ sq, (3.29)

which gives equicontinuity of p�εqεą0 in W2 distance (and therefore in W1 distance). If we still
assume that M2p�εt q is uniformly bounded, then the set t�εt , ε ą 0u is relatively compact in
W1pRdq in virtue of Lemma 3.4. We can therefore apply Ascoli-Arzelà theorem in the space
Cpr0, T s,W1pRdqq to extract from p�εqεą0 a subsequence converging in W1pRdq, uniformly in
t P r0, T s, towards some � P Cpr0, T s,W1pRdqq. We still denote this subsequence p�εqεą0. Moreover,
the l.s.c of the W2 distance along with the weak convergence �εt á̊

εÑ0
�t for all t P r0, T s allows to

pass to the lim inf
εÑ0

in (3.29) to show that � P Cpr0, T s,W2pRdqq. The limit � is actually 1{2´Hölder
in time and satifies the same estimate as �ε :

@0 ď s ď t ď T, W2p�t, �sq ď a
Cpt ´ sq.

Let us come back to the boundedness of M2p�εt q. This bound can actually be obtained from
inequality (3.28). Indeed, from (3.28) and assumption (3.25a), we get, since T ε

3 ě 0 :

F εp�εt q ` 1

2

ż t

0

ż
|vεs|2d�εsds ď C. (3.30)

Let us show that the second term controls M2p�εt q if t P r0, T s. Differentiating M2p�εt q in time
and integrating by parts, we have :

d

dt
M2p�εt q “ 2

ż
x ¨ vεt pxq�εt pdxq ď 2M2p�εt q1{2

ˆż
|vεt |2d�εt

˙1{2
,

using Cauchy-Schwarz inequality. Applying a Grönwall Lemma, this implies, for all t P r0, T s,

M2p�εt q1{2 ď M2p�ε0q1{2 `
ż t

0

ˆż
|vεs|2d�εs

˙1{2
ds ď M2p�ε0q1{2 ` ?

T

ˆż t

0

ż
|vεs|2d�εsds

˙1{2
,
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where we used Jensen’s inequality w.r.t the measure ds
t . Finally, we get :ż t

0

ż
|vεs|2d�εs ě 1

T

`
M2p�εt q ´ M2p�ε0q˘

.

Plugging this inequality into (3.30) and using the estimate in Lemma 3.2 one obtains :

´a8M2p�εt q1{2 ´ εpM2p�εt q1{4 ` Cq ` 1

2T

`
M2p�εt q ´ M2p�ε0q˘ ď C,

which provides a uniform bound on M2p�εt q.
The point is now, for every t P r0, T s, to show l.s.c of each term T ε

i , i “ 1, 2, 3, with respect to
the W1 convergence of p�εt qεą0 towards �t that we just proved.

˚ Dealing with T ε
1 “ F εp�εt q.

Using Lemma 3.1, the W1´convergence of p�εt qεą0 towards �t ensures that lim
εÑ0

Wp�εt q “ Wp�tq.
Besides, thanks to Lemma 3.2, we have for the entropy lim inf

εÑ0
Up�εt q ě Up�tq, and we deduce in

turn lim inf
εÑ0

εUp�εt q ě 0. Therefore :

lim inf
εÑ0

F εp�εt q ě F p�tq.

˚ Dealing with T ε
2 “ 1

2

ż t

0

ż
|vεs|2d�εsds.

For ε ą 0, letting Eε “ �εvε, a Cauchy-Schwarz inequality shows that the total variation of
Eε is uniformly bounded with respect to ε ą 0 :

|Eε|pr0, ts ˆ R
dq “

ż t

0

ż
|vεs|d�εsds ď ?

t

ˆż t

0

ż
|vεs|2d�εsds

˙1{2
ď ?

CT,

Thus, up to another extraction, we can assume that Eε á̊
εÑ0

E for some E P Mbpr0, tsˆR
dqd. Now,

since �ε and Eε are absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on r0, ts ˆ R
d as

long as ε ą 0, Lemma 3.5 ensures that T ε
2 rewrites as follows :

T ε
2 “

ż t

0

ż
f2p�εs, Eε

sqdxds “ B2p�ε, Eεq.

Then the lower semicontinuity of B2 on Mbpr0, ts ˆ R
dq ˆ Mbpr0, ts ˆ R

dqd yields :

lim inf
εÑ0

T ε
2 ě B2p�,Eq,

which, in turn, implies that B2p�,Eq is finite and therefore gives the existence of a vector-valued
density v verifying E “ �v. Using Lemma 3.5 (iv), the above inequality rewrites :

lim inf
εÑ0

T ε
2 ě 1

2

ż t

0

ż
|vs|2d�sds.

In addition, this transformation also allows to pass to the limit in the continuity equation
Bt�ε ` ∇ ¨ Eε “ 0, which is now linear. Indeed, letting ε Ñ 0 in the weak formulation, one easily
gets Bt� ` ∇ ¨ p�vq “ 0. This shows that the limit density � is still a solution to a continuity
equation, and the link between the velocity field v and the functional F will be made thorough
when passing to the limit ε Ñ 0 in the EDE (3.24).

˚ Dealing with T ε
3 “ 1

2

ż t

0

ż ˇ̌̌
∇W ˚ �εs ` ε

∇�εs
�εs

ˇ̌̌2
d�εsds.

As it is standard when dealing with terms belonging to L2p�εsq, we set Gε “ p∇W ˚�εq�ε `ε∇	ε

	ε �ε,
so that T ε

3 “ B2p�ε, Gεq.
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We deduce from (3.28) that T ε
3 is uniformly bounded w.r.t ε, which implies that Gε is uniformly

bounded in Mbpr0, ts ˆ R
dqd. Therefore, up to another extraction, we can assume that Gε á̊

εÑ0
G

for some G P Mbpr0, ts ˆ R
dqd. Since W is Lipschitz, we have

ż t

0

ż ˇ̌∇W ˚ �εs
ˇ̌
d�εsds ď a8t thus

p∇W ˚ �εq�ε is uniformly bounded too in Mbpr0, ts ˆ R
dqd.

As a consequence, the difference ε∇	ε

	ε �ε is also uniformly bounded in Mbpr0, ts ˆ R
dqd. Now,

its limit when ε Ñ 0 is 0 in the sense of distributions. Indeed, for ξ P C8
c pRdq, xε∇�ε, ξy “

´ε

ż t

0

ż
∇ξd�ε which can be bounded, for instance, by εt}∇ξ}L8 and therefore goes to 0 as ε Ñ 0.

We deduce that ε∇	ε

	ε �ε actually converges in the sense of measures towards 0, hence the limit, in
the sense of measures, of Gε is that of p∇W ˚ �εq�ε.

: Limit in the sense of measures of p∇W ˚ �εq�ε.
Let ξ P C0pr0, ts ˆ R

dq and let us consider the duality bracket xp∇W ˚ �εq�ε, ξy as ε goes to 0.
That quantity equals, using Lemma 3.6 applied to the even vector field ∇W :ż t

0

ĳ
∇W px´yq¨ξps, xq�εspdxq�εspdyqds “ 1

2

ż t

0

ĳ
∇W px´yq¨pξps, xq ´ ξps, yqq �εspdxq�εspdyqds.

(3.31)
Now, since W is Lipschitz, ∇W is bounded, therefore the map

ps, x, yq ÞÝÑ ∇W px ´ yq ¨ `
ξps, xq ´ ξps, yq˘

is continuous and the weak convergence �εb�ε á̊
εÑ0

�b� (which is equivalent to narrow convergence

since we deal with probability measures) allows to pass to the limit ε Ñ 0 in the above quantity
to obtain :

lim
εÑ0

ż t

0

ĳ
∇W px´yq¨ξps, xq�εspdxq�εspdyqds “ 1

2

ż t

0

ĳ
∇W px´yq¨pξps, xq ´ ξps, yqq �spdxq�spdyqds.

(3.32)
Note that, until now, the value of ∇W p0q does not matter. Actually, all the integrals when ε ą 0
hold w.r.t to the Lebesgue measure and therefore the diagonal tx “ yu can be avoided. We
therefore only need ∇W pzq “ ´∇W p´zq for nonzero z to apply Lemma 3.6, and this do not
impose any value to ∇W p0q.

Now, to come back to some duality bracket tested against ξ, one needs to unsymmetrize the
resulting expression by writing :

1

2

ż t

0

ĳ
∇W px ´ yq ¨ pξps, xq ´ ξps, yqq �spdxq�spdyqds (3.33)

“ 1

2

˜ ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ ξps, xq�spdxq�spdyqds ´
ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ ξps, yq�spdxq�spdyqds
¸

“ 1

2

˜ ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ ξps, xq�spdxq�spdyqds `
ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ ξps, xq�spdxq�spdyqds
¸

“
ż t

0

ĳ z∇W px ´ yq ¨ ξps, xq�spdxq�spdyqds,

where we used the fact that z∇W pzq “ ´z∇W p´zq for all z P R
d, which now imposes z∇W p0q “ 0.

Remarque 3.7. These computations could hold against a test function ξ that is only Lipschitz
on r0, ts ˆ R

d provided ∇W pzq ď C{|z|1´β for some β ą 0. Indeed, the map ps, x, yq ÞÝÑ
∇W px ´ yq ¨ pξps, xq ´ ξps, yqq would be continuous on the diagonal and hence everywhere on
r0, ts ˆ pRdq2. This could provide a way to deal with the non Lipschitz potentials W pxq “ |x|β
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for 0 ă β ă 1, that are more singular than the Lipschitz potentials but are still less singular than
the logarithmic potential. However, extra difficulties arise for the limit analysis when W is not
Lipschitz.

We finally get that G “ pz∇W ˚ �q� and therefore B2p�,Gq “ 1

2

ż t

0

ż
|z∇W ˚ �s|2d�sds. Using

the l.s.c of B2 we finally get :

lim inf
εÑ0

T ε
3 ě

ż t

0

ż
|z∇W ˚ �s|2d�sds.

˚ Passing to the lim inf
εÑ0

to recover a limit EDE.

We can now pass to the lim inf
εÑ0

in (3.24) using the assumption (3.25a) for the left-hand side

to get the following EDE (which, once again is written as an inequality) :

F p�iniq ě F p�tq ` 1

2

ż t

0

ż
|vs|2d�sds ` 1

2

ż t

0

ż ˇ̌̌z∇W ˚ �s

ˇ̌̌2
d�sds. (3.34)

Recall that � still solves the continuity equation Bt� ` ∇ ¨ �v “ 0 in the sense of distributions.
Identifying the velocity v is made through Lemma 3.7 which gives :

@t P r0, T s, F p�tq ´ F p�0q “
ż t

0

ż
pz∇W ˚ �sq ¨ vsd�s.

Since p�ε0qεą0 converges to both �0 and �ini in W1pRdq, we have �0 “ �ini. Plugging the above
identity into (3.34) then yields :

1

2

ż t

0

ż ˇ̌̌
vs ` z∇W ˚ �s

ˇ̌̌2
d�sds ď 0,

so that v “ ´z∇W ˚ � “ par�s almost everywhere. We deduce that � solves the aggregation
equation (3.11) in the sense of distributions with the correct velocity field par�s, which concludes
the proof. Incidentally, the identity v “ ´z∇W ˚ � confirms that the limit EDE (3.34) is actually
an equality.

Proof of Corollary 3.1. We now come back to the case of arbitrary initial data �ε0 i.e. we do not
assume anymore that assumptions (3.25) hold. However, we still assume that W2p�ε0, �iniq ÝÑ

εÑ0
0

and in addition, we now assume W to be λ´convex.
Let pμε

0qεą0 be a sequence of smoothed out initial data for which W2pμε
0, �

iniq ÝÑ
εÑ0

0 and

the assumptions (3.25) hold on pμε
0qεą0. We denote by με a solution to (3.10) for the modified

initial data με
0. Applying Theorem 3.5, we know that με converges in Cpr0, T s,W1pRdqq towards

� solution to (3.11) as ε Ñ 0, up to a subsequence. But since W satisfies the assumptions of
Theorem 3.3, such a solution is unique and we deduce that the whole sequence pμεqεą0 converges
towards �.

It remains to show that W2p�εt , με
t q goes to 0 as ε Ñ 0 by estimating this quantity thanks to

the λ´convexity of W :

Lemme 3.9. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let �, μ P P2pRdq and
denote pϕ, ψq a pair of Kantorovitch potentials from � to μ for the quadratic cost cpx, yq “ 1

2 |x´y|2.
In addition, we assume that � or μ is an absolutely continuous measure. Then,ż

∇ϕ ¨ ar�sd� `
ż
∇ψ ¨ arμsdμ ď ´λW 2

2 p�, μq. (3.35)

Remarque 3.8.
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(1) In particular, we recover the last estimate in Theorem 3.3 : if �, μ P AClocpr0,`8q,W2pRdqq
are solution to (3.11) with initial data �ini, μini P P2pRdq and if �t or μt is an absolutely
continuous measure, the following inequality holds :

d

dt
W 2

2 p�t, μtq ď ´2λW 2
2 p�t, μtq. (3.36)

Indeed, this is a direct consequence of Lemma 3.9 and of the following computation (see
[112] Theorem 5.25 or [1] Theorem 8.4.7)

d

dt

1

2
W 2

2 p�t, μtq “
ż
∇ϕt ¨ vtd�t `

ż
∇ψt ¨ wtdμt, (3.37)

whenever �, μ satisfy the continuity equations Bt�`∇ ¨ �v “ 0, Btμ`∇ ¨μw “ 0. Inequality
(3.36) then yields the aforementioned estimate using a Grönwall Lemma :

W2p�t, μtq ď e´λtW2p�ini, μiniq. (3.38)

Relaxing the assumptions that either �t or μt is an absolutely continuous measure can be
done replacing �t by �εt for instance, and passing to the limit ε Ñ 0 in the resulting estimate,
thanks to Corollary 3.1.

(2) Another way of proving Lemma 3.9 can be found in [110], Lemma 4.12.

Démonstration. Assume � is an absolutely continuous measure. Then, there exists an optimal
map from � to μ for the cost cpx, yq “ 1

2 |x´ y|2, which we denote T . Since ∇ψ ˝T “ ´∇ϕ, using
μ “ T#� yields :ż

∇ϕ ¨ ar�sd� `
ż
∇ψ ¨ arμsdμ “

ż
∇ϕ ¨ par�s ´ arμs ˝ T qd�

“ ´
ĳ

∇ϕpxq ¨ ∇W px ´ yq�pdyq�pdxq `
ĳ

∇ϕpxq ¨ ∇W pT pxq ´ yqμpdyq�pdxq

“ ´
ĳ

∇ϕpxq ¨
´
∇W px ´ yq ´ ∇W

`
T pxq ´ T pyq˘¯

�pdyq�pdxq,

where we used once more μ “ T#�. Symmetrizing the above integral as in Lemma 3.6, since ∇W
is odd, and using ∇ϕ “ id ´ T , we get :ż
∇ϕ ¨ ar�sd� `

ż
∇ψ ¨ arμsdμ “ ´1

2

ĳ `∇ϕpxq ´ ∇ϕpyq˘ ¨
´
∇W px ´ yq ´ ∇W

`
T pxq ´ T pyq˘¯

�pdyq�pdxq

“ ´1

2

ĳ ´
x ´ y ´ `

T pxq ´ T pyq˘¯
¨

´
∇W px ´ yq ´ ∇W

`
T pxq ´ T pyq˘¯

�pdyq�pdxq

ď ´λ

2

ĳ
|x ´ T pxq ´ py ´ T pyqq|2�pdyq�pdxq,

where we used the λ´convexity of W . We then expand the square to obtain :ĳ
|x´T pxq´py´T pyqq|2�pdyq�pdxq “ 2

ż
|x´T pxq|2�pdxq´2

ˆĳ `
x ´ T pxq˘

�pdxq
˙2

ď 2W 2
2 p�, μq,

which concludes the proof, as we assumed in (A3) that λ ď 0.

We now come back to the proof of Corollary 3.1. Denoting pϕε
t , ψ

ε
t q a pair of Kantorovitch

potentials from �εt to με
t , and using Lemma 3.9 along with equation (3.37), we get :

d

dt

1

2
W 2

2 p�εt , με
t q ď ´λW 2

2 p�εt , με
t q ´ ε

ż
p∇ϕε

t ¨ ∇�εt ` ∇ψε
t ¨ ∇με

t q.
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The last term above being nonpositive (see [112] exercise 66 for instance), we obtain, using a
Grönwall lemma, that W2p�εt , με

t q ď e´λtW2p�ε0, με
0q. We then write, for t P r0, T s,

W1p�εt , �tq ď W1p�εt , με
t q ` W1pμε

t , �tq ď e´λTW2p�ε0, με
0q ` sup

sPr0,T s
W1pμε

s, �sq,

where we used the fact that W1 ď W2. Since both sequences p�ε0qεą0 and pμε
0qεą0 converge in

W2pRdq to the same limit, W2p�ε0, με
0q goes to 0 as ε Ñ 0. Moreover, pμεqεą0 converges to � in W1

distance uniformly in r0, T s. These two facts along with the above inequality show that p�εqεą0

also converges to � in Cpr0, T s,W1pRdqq.

Step 2 : Convergence rate

We are now in position to prove the following theorem :

Théorème 3.6. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let �ini P P2pRdq, and
let p�εqεą0 be the sequence of weak solutions to (3.10). Here, we assume that p�ε0qεą0 is an arbitrary
sequence in P2pRdq.

Denoting � P Cpr0,`8q,W2pRdqq the unique solution of (3.11) with ar�s being replaced bypar�s as defined in (3.12), we have the following estimate :

@t ą 0, W2p�εt , �tq ď e´λtW2p�ε0, �iniq `
c

1 ´ e´2λt

λ

?
dε. (3.39)

Please note that in the above estimate λ ď 0. If λ ă 0, 1 ´ e´2λt and λ are negative numbers
so the ratio is positive and for λ “ 0 the expression should be extended by continuity.
Remarque 3.9. In dimension d “ 1 with the Newtonian potential W pxq “ |x|, the correspondence
with Burgers’ equation stated in Proposition 3.4, gives convergence at rate

?
εt in W1 distance.

Due to W being 0´convex, our estimate leads to the same estimate but in W2 distance, since
taking λ “ 0 in (3.39) gives W2p�εt , �tq ď ?

2dεt for any t ą 0.
If assumption (A4´p) is satified for some p ě 1 instead of assumption (A3) and if �ε0 “ δ0 for

all ε ą 0, one can also obtain the exact same estimate using a direct computation. Indeed, in
that case, �t “ δ0 for all t ě 0 and we have, using integration by parts and Lemma 3.6 :

d

dt
W 2

2 p�εt , δ0q “ d

dt

ż
|x|2�εt pdxq “ ´

ĳ
∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�εt pdxq�εt pdyq ` 2ε

ż
�εt pdxq

ď ´C

ĳ
|x ´ y|p�εt pdxq�εt pdyq ` 2εd, using assumption (A4 ´ pq,

ď 2εd.

Hence W2p�εt , δ0q ď ?
2dεt for all t ě 0.

Démonstration. Take a sequence of initial data pμε
0qεą0 converging in W2pRdq to �ini as ε Ñ 0

and denote pμεqεą0 the sequence of solutions to (3.10) with such initial data. Let ε ą 0. For
all δ ą 0, using Lemma 3.9 along with equation (3.37), we have, denoting pϕt, ψtq a pair of
Kantorovitch potentials for the quadratic cost from �εt to �δt and integrating by parts :

d

dt

1

2
W 2

2 p�εt , μδ
t q ď ´λW 2

2 p�εt , μδ
t q´ε

ż
∇ϕt¨∇�εt´δ

ż
∇ψt¨∇μδ

t ď ´λW 2
2 p�εt , μδ

t q`ε

ż
Δϕt �

ε
t`δ

ż
Δψt μ

δ
t .

The map x ÞÝÑ ϕtpxq ´ |x|2
2 being concave, ∇2ϕt ď Id, hence Δϕt ď d and the same holds for ψt.

Therefore :
d

dt
W 2

2 p�εt , μδ
t q ď ´2λW 2

2 p�εt , μδ
t q ` 2pε ` δqd,

which gives the result after using a Grönwall lemma and passing to the limit δ Ñ 0 thanks to
Corollary 3.1.
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Method 2 : using a numerical scheme

We now turn to a different proof of the previous result. This alternate proof will also allow to
illustrate the results and the behavior of solutions with numerical results. Our main idea is to let,
for a fixed ε ą 0, �εΔx be a suitable numerical approximation of the viscous solution �ε to the
problem (3.10) with fixed initial data �ε0 “ �ini, and then use the formalism of [43] to estimate
the distance from this discretized solution to the solution � to the aggregation problem (3.11) in
terms of ε :

@n P N, W2p�ε,nΔx, �tnq ď Cptnq?
Δx ` ε,

under suitable stability conditions for the numerical scheme, and where Δt ą 0 is the time step,
tn “ nΔt and Δx ą 0 denotes the maximal space step. Proving the convergence of the scheme
with fixed ε beforehand using compactness arguments and a Lax-Wendroff-type theorem, then
letting Δx Ñ 0, we shall deduce :

@t ą 0, W2p�εt , �tq ď Cptq?
ε,

where we shall specify the constant Cptq. Note that our method also allows to deal with the case
of arbitrary P2pRdq initial data �ε0 as in Theorem 3.6, but we choose to present it with initial
data not depending on ε for the sake of clarity.

Let us be more specific. We consider a Cartesian mesh of Rd where the space step in the ith
direction is denoted by Δxi ą 0. The nodes of the mesh are denoted by xJ “ pJ1Δx1, . . . , JdΔxdq
for any J “ pJ1, . . . , Jdq P Z

d, and the cell centered on xJ is denoted by CJ :“ rpJ1 ´ 1
2qΔx1, pJ1 `

1
2qΔx1s ˆ . . . ˆ rpJd ´ 1

2qΔxd, pJd ` 1
2qΔxds. We also denote by ei the ith vector of the canonical

basis of Rd. We initialize our discretization with :

�0J :“
ż
CJ

�inipdxq ě 0, J P Z
d, (3.40)

and we consider an upwind type discretization for the aggregative part [42, 90, 43] and an explicit
discretization for the diffusive part. It writes, for n P N,

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei ´ painJ´eiq`�nJ´ei ` painJq´�nJ

¯
`ε

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ 2�nJ ` �nJ´ei

˘
,

(3.41)

where the macroscopic velocity is defined by :

ai
n
J :“ ´

ÿ
KPZd

�nK DiW
K
J , where DiW

K
J :“ {BxiW

`
xJ ´ xK

˘
. (3.42)

Note that, for the sake of simplicity, we drop, in this section, the superscripts ε when it comes to
the discrete unknowns p�nJqJPZd,nPN but these unknowns always solve numerical schemes for the
aggregation equation with viscosity ε ą 0.

Since W is even, we also have DiW
K
J “ ´DiW

J
K for all J,K P Z

d and i “ 1, . . . , d. Using
a symmetrization argument as in the continuous setting, we deduce the discrete equivalent of
Lemma 3.6 :

Lemme 3.10. Denote, for J,K P Z
d, DWK

J “ pD1W
K
j , . . . , DdW

K
J q and whenever pvJqJPZd is

a discrete vector field on the mesh, vJ “ pv1J , . . . , vdJq P R
d. For any pvJqJPZd , we have :

@i “ 1, . . . , d,
ÿ
JPZd

viJ ai
n
J �

n
J “ 1

2

ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DiW
K
J pviJ ´ viKq �nJ �nK ,

and therefore : ÿ
JPZd

vJ ¨ anJ �nJ “ 1

2

ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DWK
J ¨ pvJ ´ vKq �nJ �nK .
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Démonstration. Using the definition of the macroscopic velocity and the fact that DiW
K
J “

´DiW
J
K , we have :ÿ

JPZd

viJ ai
n
J �

n
J “ ´

ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DiW
K
J viJ �

n
J �

n
K “

ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DiW
J
K viJ �

n
J �

n
K

“
ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DiW
K
J viK �nJ �

n
K ,

thanks to exchanging K and J in the latter sum. Taking the half sum of the first sum and the
latter, we obtain : ÿ

JPZd

viJ ai
n
J �

n
J “ 1

2

ÿ
JPZd

ÿ
KPZd

DiW
K
J pviJ ´ viKq �nJ �nK .

Summing over i “ 1, . . . , d concludes the proof.

It is also natural to consider, instead of the explicit discretization of the Laplacian, an implicit
discretization :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei ´ painJ´eiq`�nJ´ei ` painJq´�nJ

¯
`ε

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

´
�n`1
J`ei

´ 2�n`1
J ` �n`1

J´ei

¯
,

(3.43)

However, for the sake of simplicity, we only provide the proof of our convergence estimate for the
explicit scheme (3.41), although our method would also works for the implicit discretization (3.43)
but the computations are a bit more involved. Naturally, both schemes are asymptotic-preserving
since they degenerate towards the upwind-type scheme of [43] when ε goes to 0.

One could also consider the θ´scheme, for θ P r0, 1s, defined by :

�n`1
J “ �nJ ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
painJq`�nJ ´ painJ`eiq´�nJ`ei ´ painJ´eiq`�nJ´ei ` painJq´�nJ

¯
`εp1 ´ θq

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ 2�nJ ` �nJ´ei

˘ ` εθ
dÿ

i“1

Δt

Δx2i

´
�n`1
J`ei

´ 2�n`1
J ` �n`1

J´ei

¯
,

(3.44)
The point of defining such as scheme comes from the fact that, for the heat equation Bt� “ εΔ�,

under a parabolic CFL condition ε
dÿ

i“1

Δt

Δx2i
ď 1

2p1 ´ 2θq if θ P r0, 1{2q and unconditionally if

θ P r1{2, 1s, the θ´scheme is known to be convergent in L2 norm at rate OpΔt ` Δx2q. Moreover,
for θ “ 1{2, one obtains the so-called Crank-Nicolson scheme, which is convergent at rate
OpΔt2 ` Δx2q. However, the convergence order of the θ´scheme (3.44) for the aggregation-
diffusion equation (3.10a) will anyway be limited by the order of the upwind scheme. Also, the
positivity of the density can only be guaranteed if the more restrictive parabolic CFL condition

a8
dÿ

i“1

Δt

Δxi
` 2εp1 ´ θq

dÿ
i“1

Δt

Δx2i
ď 1 holds. Preserving a hyperbolic CFL condition thus imposes

taking θ “ 1, which corresponds to the implicit scheme (3.43).

Proposition 3.5. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3) and let � P Cpr0,`8q,W2pRdqq
be the unique measure solution to the aggregation equation (3.11) with initial data �ini P P2pRdq
as given by Theorem 3.3. Assume in addition that the following strict CFL condition holds :

dÿ
i“1

ˆ
a8

Δt

Δxi
` 2ε

Δt

Δx2i

˙
ă 1

2
. (3.45)
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Denote also the reconstruction :

�ε,nΔx :“
ÿ
JPZd

�nJδxJ , n P N.

where p�nJqJPZd,nPN is defined through the explicit discretization (3.40)–(3.41)–(3.42). Then, there
exists a constant C ą 0, depending only on λ, a8 and d, such that, for all n P N

˚,

W2p�tn , �ε,nΔxq ď C

c
1 ´ e´4λtn

λ

?
Δx ` ε ` e´2λtnΔx. (3.46)

Remarque 3.10. In estimate (3.46), the
?
Δx ` ε term corresponds to the error induced by the

scheme (3.41) and the Δx term corresponds to the finite volume discretization of the initial data
(3.40). As in [43], one can also improve the prefactor in the exponentials to get the slightly better
estimate :

W2p�tn , �ε,nΔxq ď C

c
1 ´ e´2λtn

λ

?
Δx ` ε ` e´λtnΔx.

which is similar to the estimates of the continuous setting, for instance (3.21), when Δt is small.

In the above proposition as in the whole paper, we do as if our discrete reconstructions
p�εΔxqΔxą0 depended only on Δx. Rigorously speaking, they also depend on Δt, but under the
CFL condition (3.45) Δt goes to 0 as Δx goes to 0. Setting Δt to be an adequate function of Δx,
we can therefore consider p�εΔxqΔxą0 as sequence labeled by Δx only.

Théorème 3.7. Assume W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3). Let � P Cpr0,`8q,W2pRdqq
be the unique measure solution to the aggregation equation (3.11) with initial data �ini P P2pRdq
as given by Theorem 3.3 and let p�εqεą0 be the sequence of weak solutions to (3.10) with initial
data �ε0 “ �ini.

Then, there exists a constant C ą 0, depending only on λ, a8 and d, such that, for all t ą 0
the following estimate holds :

W2p�εt , �tq ď C

c
1 ´ e´4λt

λ

?
ε, (3.47)

Remarque 3.11. The estimate above is slightly worse than the estimate (3.39) that we obtain
using gradient flow arguments. Although, as in the previous remark, the exponential factor can
be improved to e´2λt a bit more technical computations, we do not manage to obtain the same
constant C “ ?

d.

Properties of the scheme

Lemme 3.11. As in the continuous setting, our discretization (3.41) preserves

(1) total mass :
@n P N,

ÿ
JPZd

�nJ “ 1; (3.48)

(2) positivity of the density and the bound on the velocity field :

@pn, Jq P N ˆ Z
d, @i “ 1, . . . , d, �nJ ě 0, |ainJ | ď a8,

under the CFL condition :

dÿ
i“1

ˆ
a8

Δt

Δxi
` 2ε

Δt

Δx2i

˙
ď 1; (3.49)
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(3) the center of mass :
@n P N

˚,
ÿ
JPZd

xJ�
n
J “

ÿ
JPZd

xJ�
0
J .

Démonstration. The first item comes from summing equation (3.41) over J P Z
d. Moreover, using

the following rewriting of �n`1
J as a positive combination of �J and �J˘ei , i “ 1, . . . , d :

�n`1
J “ �nJ

«
1 ´

dÿ
i“1

ˆ
Δt

Δxi
|ainJ | ` 2εΔt

Δx2i

˙ff
`

dÿ
i“1

�nJ`ei

ˆ
Δt

Δxi
painJ`eiq´ ` εΔt

Δx2i

˙
(3.50)

`
dÿ

i“1

�nJ´ei

ˆ
Δt

Δxi
painJ´eiq` ` εΔt

Δx2i

˙
,

it is classical to prove the second item by induction on n P N, under the CFL condition (3.49).
Using the discretization (3.41) together with a discrete integration by parts, we have :ÿ

JPZd

xJ�
n`1
J “

ÿ
JPZd

xJ�
n
J ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

ÿ
JPZd

`painJq` �nJ
`
xJ ´ xJ`ei

˘ ´ painJq´ �nJ
`
xJ´ei ´ xJ

˘˘
`ε

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

ÿ
JPZd

`
xJ´ei ´ xJ

˘`
�nJ`ei ´ �nJ

˘
.

By definition of xJ , we have xJ´ei ´ xJ “ ´Δxi. Hence, we deduce :ÿ
JPZd

xJ�
n`1
J “

ÿ
JPZd

xJ�
n
J`Δt

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ai
n
J �

n
J´ε

dÿ
i“1

Δt

Δxi

ÿ
JPZd

`
�nJ`ei´�nJ

˘ “
ÿ
JPZd

xJ�
n
J`Δt

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ai
n
J �

n
J .

Applying the symmetrization Lemma 3.10 to the constant vector field given by vJ “ p1, . . . , 1q P R
d

for all J P Z
d, we have

ÿ
JPZd

ai
n
J �

n
J “ 0 for all i “ 1, . . . , d, hence the result.

The following lemma ensures that M2p�ε,nΔxq remains bounded over finite time. It turns out
necessary for the proof of convergence of the scheme by compactness, in order to extract a
converging subsequence.

Lemme 3.12 (Bound on the second moment). For all n P N
˚, the following estimate holds :

Mn
2,Δx :“

ÿ
JPZd

|xJ |2�nJ ď e´4λtn
´
M0

2,Δx ` a8tn
dÿ

i“1

Δxi ` 2dεtn
¯
.

Démonstration. Using (3.41) and a discrete integration by parts, one can write :ÿ
JPZd

|xJ |2�n`1
J “

ÿ
JPZd

|xJ |2�nJ

´
dÿ

i“1

Δt

Δxi

ÿ
JPZd

”
painJq` �nJ

`|xJ |2 ´ |xJ`ei |2
˘ ´ painJq´ �nJ

`|xJ´ei |2 ´ |xJ |2˘ı
`ε

dÿ
i“1

Δt

Δxi

ÿ
JPZd

`|xJ´ei |2 ´ |xJ |2˘`
�J`ei ´ �J

˘
.

By definition of xJ , |xJ |2 ´ |xJ`ei |2 “ ´2JiΔx2i ´ Δx2i and |xJ´ei |2 ´ |xJ |2 “ ´2JiΔx2i ` Δx2i .
Therefore, we get :ÿ

JPZd

|xJ |2�n`1
J “

ÿ
JPZd

|xJ |2�nJ ` 2Δt
dÿ

i“1

ÿ
JPZd

JiΔxi ai
n
J �

n
J ` Δt

dÿ
i“1

Δxi
ÿ
JPZd

�nJ |ainJ |

` εΔt
dÿ

i“1

ÿ
JPZd

p´2Ji ` 1qΔxi
`
�J`ei ´ �J

˘
.
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As a consequence of Lemma 3.11, we have |ainJ | ď a8. Using, in addition, the mass conservation,
we deduce that the penultimate term is bounded by a8Δt

řd
i“1Δxi. As for the last term, another

integration by parts shows that the last term equals 2dεΔt. Finally, Lemma 3.10 applied to the
discrete vector field given by vJ “ xJ yields :

2Δt
dÿ

i“1

ÿ
JPZd

JiΔxi ai
n
J �

n
J “ 2Δt

ÿ
JPZd

xJ ¨ anj �nJ “ ´Δt
ÿ

J,KPZd

DWK
J ¨ pxJ ´ xKq�nJ�nK

ď ´λΔt
ÿ

J,KPZd

|xJ ´ xK |2�nJ�nK

ď ´4λΔt
ÿ
JPZd

|xJ |2�nJ ,

where we used the λ´convexity of W and the inequality |xJ ´xK |2 ď 2p|xJ |2 ` |xK |2q along with
the fact that λ is nonpositive. We obtain

ÿ
JPZd

|xJ |2�n`1
J ď

´
1 ´ 4λΔt

¯ ÿ
JPZd

|xJ |2�nJ ` a8Δt
dÿ

i“1

Δxi ` 2dεΔt.

We conclude the proof using a discrete version of Grönwall’s lemma.

Proof of Proposition 3.5

Before going through the proof of Proposition 3.5, let us introduce, for J P Z
d and y P R

d the
following coefficients :

αJpyq “

$’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’%

1 ´
dÿ

i“1

ˆ |xy ´ xJ , eiy|
Δxi

´ 2εΔt

Δx2i

˙
when y P CJ ,

1

Δxi

`xy ´ xJ´ei , eiy
˘` ` εΔt

Δx2i
when y P CJ´ei , for i “ 1, . . . , d,

1

Δxi

`xy ´ xJ`ei , eiy
˘´ ` εΔt

Δx2i
when y P CJ`ei , for i “ 1, . . . , d,

0 otherwise.

(3.51)

It then holds that, for any J, L P Z
d,

αJ

`
xL ` ΔtanL

˘ “

$’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’%

1 ´
dÿ

i“1

ˆ
|ainJ | Δt

Δxi
´ 2εΔt

Δx2i

˙
when L “ J,

Δt

Δxi

`
ai

n
J´ei

˘` ` εΔt

Δx2i
when L “ J ´ ei, for i “ 1, . . . , d,

Δt

Δxi

`
ai

n
J`ei

˘´ ` εΔt

Δx2i
when L “ J ` ei, for i “ 1, . . . , d,

0 otherwise,

(3.52)

so that we have the key identity :

@ J P Z
d, �n`1

J “
ÿ
LPZd

�nLαJ

`
xL ` ΔtanL

˘
, (3.53)

Lemme 3.13. For any y P R
d, we haveÿ

LPZd

αLpyq “ 1 and
ÿ
LPZd

xLαLpyq “ y.
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Démonstration. Let J P Z
d such that y P CJ . To prove the first claim, we just use the definition

of αLpyq :

ÿ
LPZd

αLpyq “ αJpyq `
dÿ

i“1

`
αJ`eipyq ` αJ´eipyq˘

“ 1 ´
dÿ

i“1

ˆ |xy ´ xL, eiy|
Δxi

´ 2εΔt

Δx2i

˙
`

dÿ
i“1

1

Δxi

`xy ´ xJ , eiy
˘` ` `xy ´ xJ , eiy

˘´ ` 2
dÿ

i“1

εΔt

Δx2i
“ 1.

As for the preservation of the barycenter, we once again using the definition of the coefficients
αLpyq :

ÿ
LPZd

xLαLpyq “ xJαJpyq `
dÿ

i“1

xJ`eiαJ`eipyq `
dÿ

i“1

xJ´eiαJ´eipyq

“ xJ

«
1 ´

dÿ
i“1

ˆ |xy ´ xJ , eiy|
Δxi

´ 2εΔt

Δx2i

˙ff
`

dÿ
i“1

xJ

ˆ
1

Δxi

`xy ´ xJ , eiy
˘` ` εΔt

Δx2i

˙

`
dÿ

i“1

xJ

ˆ
1

Δxi

`xy ´ xJ , eiy
˘´ ` εΔt

Δx2i

˙

“ xJ

«
1 `

dÿ
i“1

ˆ
´|xy ´ xJ , eiy|

Δxi
` 1

Δxi

`xy ´ xJ , eiy
˘` ` 1

Δxi

`xy ´ xJ , eiy
˘´

˙ff

`
dÿ

i“1

ei

´`xy ´ xJ , eiy
˘` ´ `xy ´ xJ , eiy

˘´¯
“ xJ `

dÿ
i“1

xy ´ xJ , eiyei
“ y.

We now turn to the proof of Proposition 3.5.
For n P N

˚, we denote Dn :“ W2

`
�tn , �

ε,n
Δx

˘
. The point is, roughly speaking, to obtain an

estimate of the type D2
n`1 ď D2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq and then use a discrete Grönwall lemma
to obtain estimate (3.46).

Let γ be an optimal transport plan between �tn and �ε,nΔx, so that D2
n “

ĳ
|x ´ y|2γpdx, dyq.

We also let anΔx be any continuous reconstruction of the velocity, for instance piecewise affine,
such that anΔxpxJq “ anJ for all J P Z

d.
To construct an adequate coupling γ1 P Γ

`
�tn`1 , �ε,n`1

Δx

˘
, recall that Theorem 3.3 gives

�tn`1 “ Zptn`1, tn, ¨q#�tn , where Z is the Filippov characteristic flow associated to par�s given
by Theorem 3.3, except that here the second variable of Z denotes the time of the Cauchy data
(which is the third variable) whereas in Theorem 3.3 it was omitted as it was 0. If the discrete
measure �ε,n`1

Δx was a pushforward measure of �ε,nΔx, we would also define γ1 as a pushforward of γ,
but it is not the case. Instead, if we denote by ν the kernel on pRd,BpRdqq given by :

@py,Bq P R
d ˆ BpRdq, νpy,Bq “

ÿ
JPZd

αJpy ` ΔtanΔx
pyqqδxJ pBq,

we have the kernel representation :

@B P BpRdq, �ε,n`1
Δx pBq “

ż
νpy,Bq�ε,nΔxpdyq.
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The pushforward �tn`1 “ Zptn`1, tn, ¨q#�tn can also be seen as a kernel representation. Indeed,
setting μpx,Aq “ δZptn`1,tn,xqpAq for px,Aq P R

d ˆ BpRdq, we have :

@A P BpRdq, �tn`1pAq “
ż
1ApZptn`1, tn, xqq�tnpdxq “

ż
δZptn`1,tn,xqpAq�tnpdxq “

ż
μpx,Aq�tnpdxq.

We now define the product kernel K on
`
R
d ˆ R

d
˘ ˆ B`

R
d ˆ R

d
˘

by :

K`px, yq, A ˆ B
˘ “ μpx,Aqνpy,Bq “ δZptn`1,tn,xqpAq

ÿ
LPZd

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

δxLpBq

and then set γ1pAˆBq “
ĳ

RdˆRd

K`px, yq, AˆB
˘
γpdx, dyq. Equivalently, for any θ P CbpRd ˆR

dq,

we have :ĳ
θpx, yqγ1pdx, dyq “

żżżż
θpx1, y1qμpx, dx1qνpy, dy1qγpdx, dyq

“
ĳ „ ÿ

LPZd

θ
`
Zptn`1; tn, xq, xL

˘
αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘j

γpdx, dyq.

One can show as in [43] that the marginals of γ1 are �tn`1 and �ε,n`1
Δx . In particular, we have :

D2
n`1 ď

ĳ
|x ´ y|2γ1pdx, dyq.

Using the definition of γ1, we get :

D2
n`1 ď

ĳ ÿ
LPZd

ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ xL

ˇ̌2
αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

γpdx, dyq. (3.54)

Writing Zptn`1; tn, xq ´ xL “ Zptn`1; tn, xq ´ py ` ΔtanΔxpyqq ´ `
xL ´ py ` ΔtanΔxpyqq˘

and
expanding the square, we obtain :ÿ

LPZd

ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ xL

ˇ̌2
αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

“ ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2 `

ÿ
LPZd

ˇ̌
xL ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

´ 2

ˆ
Zptn`1; tn, xq ´ y ´ ΔtanΔxpyq

˙
¨

ˆ ÿ
LPZd

`
xL ´ y ´ ΔtanΔxpyq˘

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq

˙
.

(3.55)

Now, the last term in scalar product vanishes as we have, using Lemma 3.13,ÿ
LPZd

`
xL ´ y ´ ΔtanΔxpyq˘

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘ “ y ` ΔtanΔxpyq ´ `

y ` ΔtanΔxpyq˘ “ 0.

Plugging (3.55) into (3.54), we therefore deduce, using the fact that �ε,nΔx is the second marginal
of γ :

D2
n`1 ď

ĳ ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2

γpdx, dyq

`
ż ÿ

LPZd

ˇ̌
xL ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

�ε,nΔxpdyq, (3.56)
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Let us deal with the last term in the above inequality. We have �ε,nΔxpyq “ ř
JPZd �nJδxJ pyq,

therefore :ÿ
LPZd

ż ˇ̌
xL ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2

αL

`
y ` ΔtanΔxpyq˘

�ε,nΔxpdyq

“
ÿ
JPZd

ÿ
LPZd

ˇ̌
xL ´ xJ ´ ΔtanJ

ˇ̌2
αL

`
xJ ` ΔtanJ

˘
�nJ .

Moreover, using the definition of αL in (3.51), we compute :

ÿ
LPZd

ˇ̌
xL ´ xJ ´ ΔtanJ

ˇ̌2
αL

`
xJ ` ΔtanJ

˘ “ Δt2|anJ |2
˜
1 ´

dÿ
i“1

Δt

Δxi
|ainJ | ´

dÿ
i“1

2εΔt

Δx2i

¸

`
dÿ

i“1

ˆˇ̌
Δxiei ´ ΔtanJ

ˇ̌2´ Δt

Δxi
painJq` ` εΔt

Δx2i

¯
` ˇ̌

Δxiei ` ΔtanJ
ˇ̌2´ Δt

Δxi
painJq´ ` εΔt

Δx2i

¯˙
ď CΔtpΔt ` Δx ` εq,

where we used, for the last inequality, the CFL condition (3.45) and the fact that the velocity anJ
is uniformly bounded. Multiplying by �nJ , summing over J P Z

d, and injecting into (3.56) yields :

D2
n`1 ď

ĳ ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2

γpdx, dyq ` CΔtpΔt ` Δx ` εq. (3.57)

Dealing with the first term amounts to estimating the distance between the exact characteristics
Zptn`1; tn, xq and the forward Euler discretization y ` ΔtanΔxpyq. To this end, we write, on the
one hand, using the definition of the Filippov characteristics [58, 105] :

Zptn`1; tn, xq “ x `
ż tn`1

tn
pa	`

s, Zps; tn, xq˘
ds

“ x ´
ż tn`1

tn

ż z∇W
`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘

�tnpdξqds.

On the other hand, we have, whenever y is a node of the mesh,

y ` ΔtanΔxpyq “ y ´ Δt

ż z∇W py ´ ζq�nΔxpdζ˘
.

Thus, still for y a node of the mesh, we have :ˇ̌
Zptn`1; tn, xq ´ y ´ ΔtanΔxpyqˇ̌2 ď |x ´ y|2

´ 2

ż tn`1

tn

ĳ ´
x ´ y

¯
¨
´z∇W

`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
�tnpdξq�ε,nΔxpdζq ` CΔt2.

Since γ P Γp�tn , �ε,nΔxq and since the above integral can be decoupled using the linearity of the
scalar product, we also have :ĳ ´

x ´ y
¯

¨
´z∇W

`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
�tnpdξq�ε,nΔxpdζq

“
ĳ ´

x ´ y
¯

¨
´z∇W

`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
γpdξ, dζq.

Injecting into (3.57), we get :

D2
n`1 ď D2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq

´ 2

ż tn`1

tn

żżżż ´
x ´ y

¯
¨
´z∇W

`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
γpdξ, dζqγpdx, dyq.
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Decomposing x ´ y “ x ´ Zps; tn, xq ` Zps; tn, xq ´ y and using the fact that |Zps; tn, xq ´ x| ď
a8|s ´ tn|, we get :

D2
n`1 ď D2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq

´ 2

ż tn`1

tn

żżżż ´
Zps; tn, xq ´ y

¯
¨

´z∇W
`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
γpdξ, dζqγpdx, dyq.

Using the fact that W is even to symmetrize the last term as in Lemma 3.6, we obtain :

D2
n`1 ď D2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq

´
ż tn`1

tn

żżżż ´
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq ´ y ` ζ

¯
¨´z∇W

`
Zps; tn, xq ´ Zps; tn, ξq˘ ´ z∇W py ´ ζq

¯
γpdξ, dζqγpdx, dyq.

The λ-convexity of W then yields :

D2
n`1 ď D2

n`CΔtpΔt`Δx`εq´λ

ż tn`1

tn

żżżż ˇ̌
Zps; tn, xq´y´Zps; tn, ξq`ζ

ˇ̌2
γpdξ, dζqγpdx, dyq.

Expanding the last term gives :

D2
n`1 ď D2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq ´ 2λ

ż tn`1

tn

ĳ ˇ̌
Zps; tn, xq ´ y

ˇ̌2
γpdx, dyq

` 2λ

ż tn`1

tn

ˇ̌̌̌ĳ `
Zps; tn, xq ´ y

˘
γpdx, dyq

ˇ̌̌̌2
. (3.58)

Now, since λ ď 0, the last term above is nonpositive. It remains to estimate the penultimate term.
Writing : ˇ̌

Zps; tn, xq ´ y
ˇ̌ ď ˇ̌

Zps; tn, xq ´ x
ˇ̌ ` ˇ̌

x ´ y
ˇ̌ ď a8

ˇ̌
s ´ tn

ˇ̌ ` ˇ̌
x ´ y

ˇ̌
,

we deduce : ˇ̌
Zps; tn, xq ´ y

ˇ̌2 ď 2
´
a28

ˇ̌
s ´ tn

ˇ̌2 ` ˇ̌
x ´ y

ˇ̌2¯
ď 2a28Δt2 ` 2

ˇ̌
x ´ y

ˇ̌2
,

whenever s P rtn, tn`1s. Integrating in space with respect to γpdx, dyq and integrating over
s P rtn, tn`1s, we obtain :

´2λ

ż tn`1

tn

ĳ ˇ̌
Zps; tn, xq ´ y

ˇ̌2
γpdx, dyq ď ´4λa28Δt3 ´ 4λΔtD2

n.

Together with (3.58), this yields :

D2
n`1 ď p1 ´ 4λΔtqD2

n ` CΔtpΔt ` Δx ` εq.

Using a discrete Grönwall lemma, we finally get :

D2
n ď e´4λtnD2

0 ` C
1 ´ e´4λtn

4λ
pΔt ` Δx ` εq.

Now, one can easily prove that D2
0 “ W 2

2 p�ini, �0Δxq ď Δx2. This, along with the CFL condition
(3.45), which implies that Δt ď CΔx, gives the desired result.
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Proof of Theorem 3.6

We are now in position to prove Theorem 3.6 using estimate (3.46) and passing to the limit
Δx Ñ 0. To do so, we must verify that, for a given ε ą 0, the approximate solutions given by the
numerical scheme (3.41)–(3.40) converge, say uniformly in time (over a finite horizon) and weakly,
in the sense of measures, in space, towards the solution �ε to the aggregation-diffusion problem
(3.10) with initial datum �ini, as Δx Ñ 0. In all this section, ε is a fixed positive real number.

Let T ą 0 and let N P N be such that NΔt “ T where Δt satisfies the CFL condition. We
consider the following piecewise affine reconstruction in time, defined for t P r0, T s by

�εΔx,t :“
Nÿ

n“0

ˆ
tn`1 ´ t

Δt
�ε,nΔx ` t ´ tn

Δt
�ε,n`1
Δx

˙
1rtn,tn`1rptq, (3.59a)

�ε,nΔx :“
ÿ
JPZd

�nJδxJ , n “ 0, . . . , N, (3.59b)

where, once again, p�nJqn“0,...,N
JPZd is given by the explicit discretization (3.41)–(3.40) (it actually

depends on ε but we drop this dependence for convenience). Lemmas 3.11 and 3.12 show that,
for all n P t0, . . . , Nu, �ε,nΔx P P2pRdq, hence p�εΔxqΔxą0 is a collection, indexed by Δx, of curves
in Cpr0, T s,W1pRdqq (they are actually curves on W2pRdq but compactness arguments require to
work in a smaller space).

Outline of the proof. We begin with assuming that �ini P L2pRdq. Then, from p�εΔxqΔxą0, we
shall extract a subsequence, that we still denote p�εΔxqΔxą0, converging in the Cpr0, T s,MbpRdqq
topology towards a limit � P Cpr0, T s,W2pRdqq. To do so, we apply the Ascoli-Arzelà Theorem :
the relative compactness assumption follows quite directly from the uniform bound on M2p�ε,nΔxq
that we proved in Lemma 3.12 ; the equicontinuity assumption, however, is more involved and
requires discrete H1 estimates (Lemma 3.14) in order to control the diffusive term. Then, using
classical discrete integration by parts, we show that � solves the aggregation-diffusion initial
value problem, the solution of which is unique, hence the whole sequence actually converges.
Passing to the limit Δx Ñ 0 in estimate (3.46) will give us the desired estimate (3.47) for L2pRdq
initial datum, and it will only remain to use a regularization argument to conclude in the case of
arbitrary P2pRdq initial datum.

Lemme 3.14. For all m P t0, . . . , Nu, we have :

Δt
m´1ÿ
n“0

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ
2

ď Cpa8, d, ε, T q
ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

,

with Cpa8, d, ε, T q “ 1
2ε

´
1 ` 8dTa28

ε

ř
JPZd exp

´
4p1`dqTa28

ε

¯¯
.

Démonstration. The idea is to perform a discrete version of the following rationale. If �ε solves
(3.10) with L2pRdq initial data, we have :

d

dt

ż `
�εt

˘2
2

“ ´
ż
∇�εt ¨ p∇W ˚ �εt q�εt ´ ε

ż
|∇�εt |2. (3.60)

First, using an adequate Young inequality on the first term along with the fact that ∇W is
bounded allows to absorb the |∇�εt |2 term into the last one, getting :

d

dt

ż `
�εt

˘2
2

ď ´ε

2

ż
|∇�εt |2 ` a28

ε

ż `
�εt

˘2
2

ď a28
ε

ż `
�εt

˘2
2

.
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A Grönwall Lemma then ensures that
ż `

�εt
˘2
2

remains bounded over finite time, where the bound

depends on ε, but ε is fixed. Second, plugging back this bound into the above estimate gives a
bound on

şT
0 |∇�εt |2

H1pRdqdt. Let us reproduce these computations in the discrete setting.

Step 1 : bound on
ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

.

For the sake of compactness, let us note Fn
J` ei

2

“ painJq`�nJ ´ painJ`ei
q´�nJ`ei

. Using twice the
definition of the explicit scheme (3.41), we have :

ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

“
ÿ
JPZd

�n`1
J ` �nJ

2

`
�n`1
J ´ �nJ

˘
“

ÿ
JPZd

�n`1
J ` �nJ

2

˜
´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
Fn
J` ei

2
´ Fn

J´ ei
2

¯
` ε

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ 2�nJ ` �nJ´ei

˘¸

“ ´
ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
Fn
J` ei

2
´ Fn

J´ ei
2

¯
�nJ ` ε

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ 2�nJ ` �nJ´ei

˘
�nJ

` 1

2

ÿ
JPZd

˜
´

dÿ
i“1

Δt

Δxi

´
Fn
J` ei

2
´ Fn

J´ ei
2

¯
` ε

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ 2�nJ ` �nJ´ei

˘ ¸2

:“ Sn
1 ` Sn

2 .

Performing discrete integrations by parts and using Young’s inequality |ab| ď a2

2ε ` εb2

2 with

a “ Fn
J` ei

2

and b “ 	nJ`ei
´	nJ

Δxi
, we can estimate Sn

1 as follows :

Sn
1 “

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δxi
Fn
J` ei

2

´
�nJ`ei ´ �nJ

¯
´ ε

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2

ď
ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

˜´
Fn
J` ei

2

¯2

2ε
` ε

2

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ
2¸

´ ε
ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2

ď
ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

´
Fn
J` ei

2

¯2

2ε
´ ε

2

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2

As for Sn
2 , straightforward computations and the repeated use of pa ˘ bq2 ď 2a2 ` 2b2 lead to :

Sn
2 ď

dÿ
i“1

4dΔt2

Δx2i

ÿ
JPZd

´
Fn
J` ei

2

¯2 `
dÿ

i“1

4d

ˆ
εΔt

Δx2i

˙2 ÿ
JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2
.

Using the fact that :´
Fn
J` ei

2

¯2 ď `
a8�nJ ` a8�nJ`ei

˘2 ď 2a28
´`

�nJ
˘2 ` `

�nJ`ei

˘2¯
we deduce that

ř
JPZd

´
Fn
J` ei

2

¯2 ď 4a28
ř

JPZd

`
�nJ

˘2. Reporting in both estimates we found on
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Sn
1 and Sn

2 , and summing both, we obtain :

ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

ď
˜
4dΔta28

ε
`

dÿ
i“1

32da28Δt2

Δx2i

¸ ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

(3.61)

`
dÿ

i“1

˜
´ εΔt

2Δx2i
` 4d

ˆ
εΔt

Δx2i

˙2
¸ ÿ

JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2
.

Under the Courant-Friedrichs-Lewy condition

εd
Δt

Δx2i
ď 1

8
for any i,

the last term in the above estimate is nonpositive, thus we get

ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

ď 4dΔta28
ε

˜
1 `

dÿ
i“1

8εΔt

Δx2i

¸ ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

ď 4dΔta28
ε

ˆ
1 ` 1

d

˙ ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

“ 4Δta28
ε

p1 ` dq
ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

.

Using a discrete Grönwall Lemma, we deduce the following bound on the discrete L2 norm of
�ε,nΔx : ÿ

JPZd

`
�nJ

˘2
2

ď exp

ˆ
4p1 ` dqtna28

ε

˙ ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

.

Step 2 : discrete H1 bound.
Assume a stricter CFL condition : there exists δ such that

εd
Δt

Δx2i
ď δ ă 1

8
for any i. (3.62)

Then, for any i,

4d

ˆ
εΔt

Δx2i

˙2

´ εΔt

2Δx2i
“ εΔt

2Δx2i

ˆ
8d

εΔt

Δx2i
´ 1

˙
ď δ

d
p8δ ´ 1q ă 0.

Thus, thanks to 3.61,

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2
ď d

δp1 ´ 8δq

˜˜
4dΔta28

ε
`

dÿ
i“1

32da28Δt2

Δx2i

¸ ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

´
ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

¸

ď d

δp1 ´ 8δq

˜˜
4dΔta28

ε
`

dÿ
i“1

4a28Δt

ε

¸ ÿ
JPZd

`
�nJ

˘2
2

´
ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

¸

which implies, thanks to the L2 estimate,

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei´�nJ

ˇ̌̌2 ď d

δp1 ´ 8δq

˜
8dΔta28

ε
exp

ˆ
4p1 ` dqtna28

ε

˙ ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

´
ÿ
JPZd

`
�n`1
J

˘2 ´ `
�nJ

˘2
2

¸
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Summing over n “ 0, . . . ,m ´ 1 yields

m´1ÿ
n“0

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2 ď d

δp1 ´ 8δq

˜
8dTa28

ε
exp

ˆ
4p1 ` dqTa28

ε

˙ ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

´
ÿ
JPZd

`
�mJ

˘2
2

`
ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

¸
.

Finally
m´1ÿ
n“0

dÿ
i“1

ÿ
JPZd

ˇ̌̌
�nJ`ei ´ �nJ

ˇ̌̌2 ď d

δp1 ´ 8δq

˜
1 ` 8dTa28

ε

ÿ
JPZd

exp

ˆ
4p1 ` dqTa28

ε

˙¸ ÿ
JPZd

`
�0J

˘2
2

.

This is the desired result choosing δ “ 1{16.
We now resume the proof of Theorem 3.7. From now on, we always assume condition (3.62)

to hold.

Step 1 : Ascoli-Arzelà Theorem. Let us denote, for K Ă R
d any compact set, LipK :“

CcpKq X W 1,8pRdq the space of Lipschitz continuous functions supported in K and } ¨ }Lip the
Lipschitz seminorm. We then introduce the pseudo-distance defined in duality with } ¨ }Lip by :

@μ, ν P P1pRdq, W1,Kpμ, νq :“ sup
φPLipK , }φ}Lipď1

ż
φdpμ ´ νq,

For 0 ď s ă t ď T , we have, thanks to the Cauchy-Schwarz inequality :

W1,K

`
�εΔx,t, �

ε
Δx,s

˘ “
ż t

s

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌dτ ď ?
t ´ s

dż t

s

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ. (3.63)

Here, the metric derivative is the one associated to the pseudo-distance W1,K . Since we chose �εΔx

to be the piecewise affine reconstruction of the �ε,nΔx for n “ 0, . . . N , we have, for τ P rtn, tn`1r,ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌ “ 1
ΔtW1,Kp�ε,nΔx, �

ε,n`1
Δx q. Indeed, �εΔx is a constant-speed geodesic in W1pKq from �ε,nΔx

to �ε,n`1
Δx , hence its length on rtn, tn`1r equals Δt

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌ by definition and W1,Kp�ε,nΔx, �
ε,n`1
Δx q

by the Benamou-Brenier formula. Therefore :ż t

s

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ ď
ż T

0

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ “
N´1ÿ
k“0

ż tn`1

tn

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ “
N´1ÿ
k“0

W 2
1,Kp�ε,nΔx, �

ε,n`1
Δx q

Δt
. (3.64)

Now, let φ P LipK such that }φ}Lip ď 1. We have, denoting φJ “ φpxJq and using the definition
of the scheme (3.41) along with discrete integrations by parts in space :ż
φd

`
�ε,n`1
Δx ´ �ε,nΔx

˘ “
ÿ
JPZd

φJ

`
�n`1
J ´ �nJ

˘
“

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δxi
Fn
J` ei

2

´
φJ`ei ´ φJ

¯
´ ε

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

Δt

Δx2i

`
�nJ`ei ´ �nJ

˘ ´
φJ`ei ´ φJ

¯
ď 2da8Δt ` εΔt

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ.

Taking the supremum over φ and using pa ` bq2 ď 2a2 ` 2b2, we get :

W 2
1,Kp�ε,nΔx, �

ε,n`1
Δx q ď 8d2a28Δt2 ` 2ε2Δt2

˜ ÿ
JPZd

dÿ
i“1

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ
¸2

ď 8d2a28Δt2 ` 2ε2Δt2
dLebpKqśd

i“1Δxi

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ
2

,
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where we used a discrete Cauchy-Schwarz inequality so as to use the discrete H1 estimate we
proved in Lemma 3.14 : indeed, summing for n “ 0, . . . , N ´1 and plugging into (3.64), we obtain,
using the aforementioned Lemma :ż t

s

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ ď 8d2a28T ` 2dε2
LebpKqśd
i“1Δxi

Δt
N´1ÿ
n“0

ÿ
JPZd

dÿ
i“1

ˇ̌̌̌
ˇ�nJ`ei

´ �nJ
Δxi

ˇ̌̌̌
ˇ
2

ď Cpa8, d, ε, T,Kq
˜
1 ` 1śd

i“1Δxi

ÿ
JPZd

`
�0J

˘2¸
. (3.65)

Now, since we assumed that �ini P L2pRdq, the term 1śd
i“1 Δxi

ř
JPZd

`
�0J

˘2 is bounded with respect

to Δx. Indeed, a Cauchy-Schwarz inequality along with our initialization of the scheme (3.40)
yield :ÿ

JPZd

`
�0J

˘2 “
ÿ
JPZd

ˆ ż
CJ

�ini
˙2

ď
ÿ
JPZd

LebpCJq
ż
CJ

`
�ini

˘2 “
´ dź

i“1

Δxi

¯ ÿ
JPZd

ż
CJ

`
�ini

˘2 “
´ dź

i“1

Δxi

¯
}�ini}L2 .

Reporting into (3.65), we obtain a bound on
şt
s

ˇ̌p�εΔx,τ q1 ˇ̌2dτ that is uniform with respect to s, t

and Δx. Combining with (3.63), we deduce that p�εΔxqΔxą0 is equi-12 -Hölder and in particular,
equicontinuous in Cpr0, T s, pLipKq1q. Lemma 3.12 ensures, in addition, that M2

`
�εΔx,t

˘
is uniformly

bounded with respect to t P r0, T s and Δx ą 0. Using Lemma 3.4, we deduce that p�εΔx,tqΔxą0 lies
in a relatively compact set for all t P r0, T s and Δx ą 0. We can therefore apply the Ascoli-Arzelà
Theorem along with a diagonal extraction to extract a subsequence, that we still denote p�εΔxqΔxą0,
converging in Cpr0, T s,MbpRdqq topology towards some �ε. The uniform bound on M2

`
�εΔx,t

˘
combined with Lemma 3.4 ensures that �ε actually belongs to Cpr0, T s,W1pRdqq.

Step 2 : �ε solves (3.10).
Using discrete integrations by parts as in [36, 90], we can prove that �εΔx satisfies the following

approximate weak form of (3.10), for any φ P Cpr0, T rˆR
dq :ż T

0

ż
Btφpt, xq�εΔx,tpdxqdt `

ż t

0

ż par�εΔx,ts¨∇φpt, xq�εΔx,tpdxqdt `
ż
φp0, xq�inipdxq

“ ε

ż T

0

ż
Δφpt, xq�εΔx,tpdxq ` OpΔx ` Δtq. (3.66)

Passing to the limit Δx Ñ 0 in (3.66) is straightforward for the linear terms since �εΔx,t á̊
ΔxÑ0

�εt

uniformly in time. For the nonlinear term, this convergence also ensures that �εΔx,t b �εΔx,t á̊
ΔxÑ0

�εt b �εt . Then, passing to the limit is done using a symmetrization argument as in equations
(3.31)-(3.32)-(3.33) using the fact that W is Lipschitz and even.

We deduce that �ε solves in the sense of distributions the aggregation-diffusion problem (3.10)
with initial datum �ε0 “ �ini. Since such a solution is unique (see Theorem 3.4), we deduce that
the whole initial sequence p�εΔxqΔxą0 actually converges towards �ε.

Step 3 : passing to the limit in (3.46) and relaxing the assumption �ini P L2pRdq.
Now, let t ą 0 and let n P t0, . . . , Nu such that t P rtn, tn`1r. Estimate (3.46) gives :

W2p�t, �εΔx,tq ď C

c
1 ´ e´4λt

λ

?
Δx ` ε ` e´2λtΔx.

Passing to the limit Δx Ñ 0 in the above estimate using the semicontinuity of W2 then gives the
desired estimate (3.47), hence proving Theorem 3.7 in case of L2pRdq initial datum.
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Remarque 3.12. As a byproduct of this proof, we obtain uniform in time convergence in W1 distance
in space of the numerical scheme (3.41)–(3.40) towards the Cpr0, T s,W2pRdqq distributional
solution to the aggregation-diffusion initial value problem, in case of L2pRdq initial datum, and
under 1{6-CFL condition. In fact, we expect this convergence result to hold for arbitrary P2pRdq
initial datum and under the standard CFL condition :

dÿ
i“1

ˆ
a8

Δt

Δxi
` 2ε

Δt

Δx2i

˙
ď 1

6
.

3.2.4 Convergence for repulsive potentials such that ΔW ď 0 and ∇2W P
Lp0pRdq

For any Lipschitz potential satifying assumptions (A0)-(A1)-(A2), Theorem 3.5 guarantees
the convergence of �ε towards a solution � to the aggregation equation up to a subsequence if the
initial data satisfies the assumptions (3.25). Then, Corollary 3.1 extended this result to arbitrary
initial data by an approximation procedure, and using λ´convexity to estimate the distance
between two solutions. The goal of this section is to proceed similarly in the case of repulsive
potentials, typically W pxq “ ´|x|, where λ´convexity will be replaced by some intergability of
the Hessian. More precisely, we focus on initial data equal to �ini, for which we only assume
finiteness of moments.

The outline of the proof is the same as that of Corollary 3.1. However, we can no more use
the λ´convexity of W but, using the additional assumption ∇2W P Lp0pRdq for a suitable p0, we
still manage to estimate the distance between �εt and a sequence of viscous solutions associated
with smoothed out initial data. More precisely, we obtain the following result :

Théorème 3.8. Let W be an interaction potential satisfying assumptions (A0)-(A1)-(A2) along
with the additional assumption :

pA5q : ΔW ď 0 and ∇2W P Lp0pRdq for some p0 ą max
´d

2
, 1

¯
,

and let �ini be an initial datum belonging to P P2pRdq. Denote p�εqεą0 the sequence of weak
solutions to (3.10) where the initial data is set to �ε0 :“ �ini for all ε ą 0.

Then, for all T ą 0, the sequence p�εqεą0 converges in Cpr0, T s,W1pRdqq, up to an extraction,
towards a solution � P Cpr0, T s,W2pRdqq to equation (3.11) with the velocity field ar�s being
replaced by par�s as defined in (3.12).

If, in addition, �ini P Lp1
0pRdqXL

p0
p0´p pRdq, then there exists a unique solution in Cpr0, T s,W2pRdqqX

L8pr0, T s, Lp1
0pRdq X L

p0
p0´p pRdqq to (3.11) and the whole sequence p�εqεą0 actually converges.

Remarque 3.13.

(1) For W pxq “ ´|x|, this result cannot be applied in dimension d “ 1, since ∇2W “ ´δ0 is

not integrable. When d ą 1, we have ∇2W pxq “
x

|x| b x
|x| ´ Id

|x| „ 1

|x| , hence ∇2W P Lp0 if

and only if p0 ă d (up to cutting off the potential at infinity) and therefore we can find
p0 P

´
d
2 , d

¯
so as to apply our result.

(2) In dimension d “ 1, for W pxq “ ´|x|, Proposition 3.4 shows that the whole sequence
p�εqεą0 converges in Cpr0, T s,W1pRqq towards a solution to the aggregation equation that
can be obtained as the derivative of the entropy solution to a Burgers-type equation since
entropy solutions and viscosity solutions coincide for scalar conservation laws.

(3) As a byproduct of our result, one obtains existence of a solution in Cpr0, T s,W2pRdqq to the
aggregation problem (3.11) for potentials satisfying (A0)-(A1)-(A2)-(A5).
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Démonstration. Let T ą 0. As in the proof of Corollary 3.1, for ε ą 0, we introduce με P
Cpr0, T s,W2pRdqq solution to (3.10) with smoothed out initial data με

0, that we now assume
to satisfy assumptions (3.26) for some α P p´1, 0q. In particular, pμε

0qεą0 satisfies assumptions
(3.25) and Theorem 3.5 applies to pμεqεą0 and guarantees convergence of a subsequence, in
Cpr0, T s,W1pRdqq, towards a solution to the aggregation equation (3.11). As for Corollary 3.1,
the key ingredient is now to prove that the distance Wpp�εt , με

t q goes to 0 as ε Ñ 0, for some p ą 1
that will be specified later.

For the sake of clarity, let us drop the superscripts ε for the remaining of this section.
Denoting pϕt, ψtq a pair of Kantorovitch potentials from �t to μt for the cost 1

p |x ´ y|p, we
can formally write (see Theorem 5.24 in [112] or Theorem 8.4.7. in [1])

1

p

d

dt
W p

p p�t, μtq “
ż
∇ϕt ¨ ar�tsd�t `

ż
∇ψt ¨ arμtsdμt ´ ε

ż ´
∇ϕt ¨ ∇�t ` ∇ψt ¨ ∇μt

¯
dx.

The last term above is nonnegative thanks to the so-called five (actually four) gradients inequality
proven in [28] for the Wp case with p ą 1. Actually, [28] proves the inequality in a compact setting
and a full treatment of this last term would require a suitable approximation procedure. Yet, the
inequality we need, i.e.

1

p

d

dt
W p

p p�t, μtq ď
ż
∇ϕt ¨ ar�tsd�t `

ż
∇ψt ¨ arμtsdμt

can also be justified in many different ways, for instance by the stochastic interpretation of �t and
μt as laws of the solutions of suitable SDE where the choice of a common Brownian motion would
allow to get rid of the term coming from diffusion (see, for instance, [14]) ; since the diffusion
effect of the Laplacian in the equation could also be handled using convolution with the heat
kernel, another possible way to prove the same inequality would be to approximate the solutions
by a splitting method, alternating convolutions (which decrease the Wp distance) and transport
(which lets the other term appear).

We thus get, using a triangle inequality along with the fact that ∇ϕtpxq “ |x´Ttpxq|p´1p {x ´ Ttpxqq “
´∇ψtpxq, where Tt is the optimal transport map from �t to μt (which exists since �t ! Leb
whenever ε ą 0) :

1

p

d

dt
W p

p p�t, μtq ď |I1| ` |I2|, (3.67a)

I1 “
ż

|x ´ Ttpxq|p´1p {x ´ Ttpxqq ¨ par�tspxq ´ ar�ts ˝ Ttpxqq�tpdxq, (3.67b)

I2 “
ż

|x ´ Ttpxq|p´1p {x ´ Ttpxqq ¨ par�ts ˝ Ttpxq ´ arμts ˝ Ttpxqq�tpdxq. (3.67c)

To estimate I1, we use the following bound on the Lipschitz constant of ar�ts :

Lippar�tsq “ }∇2W ˚ �t}L8 ď }∇2W }Lp0 }�t}Lp1
0
.

We deduce :

|I1| ď Lippar�tsq
ż

|x ´ Ttpxq|p�tpdxq ď }∇2W }Lp0 }�t}Lp1
0
W p

p p�t, μtq.

To estimate I2, we first apply a Hölder inequality w.r.t the measure �tpdxq and with the exponents
pp1, pq. We get, since p1pp ´ 1q “ p :

|I2| ď
˜ ż

|x ´ Ttpxq|p�tpdxq
¸1{p1˜ ż ˇ̌̌

ar�ts ˝ Ttpxq ´ arμts ˝ Ttpxq
ˇ̌̌p
�tpdxq

¸1{p
. (3.68)
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We recognize that the first factor equals W p´1
p p�t, μtq since p

p1 “ p ´ 1.
Let us deal with the second one. We consider νs :“ pp1 ´ sqid ` sTtq# �t the constant-

speed geodesic from �t to μt. Note that this curve implicitly depends on t. We also denote
by bs P Lppνsq the velocity field associated with ν P ACpr0, 1s,WppRdqq, as given by Theorem
3.2. We have as a consequence of the Benamou-Brenier formula Bsνs ` ∇ ¨ pbsνsq “ 0 and
}bs}Lppνsq “ |pνsq1| “ Wpp�t, μtq for a.e. s P r0, 1s. Therefore, for any y P R

d, one has :

ar�tspyq ´ arμtspyq “ ´
ż
∇W py ´ zqp�tpzq ´ μtpzqqdz

“ ´
ż 1

0

ż
∇W py ´ zqBsνspzqdzds

“
ż 1

0

ż
∇W py ´ zq∇ ¨ pbspzqνspzqqdzds

“
ż 1

0

ż
∇2W py ´ zqbspzqνspdzqds,

so that the inequality (3.68) rewrites :

|I2| ď W p´1
p p�t, μtq

˜ ż ˇ̌̌̌
ˇ
ż 1

0
ds

ż
∇2W pTtpxq ´ zqbspzqνspdzqds

ˇ̌̌̌
ˇ
p

�tpdxq
¸1{p

.

Besides, using a Jensen inequality w.r.t the measure νspdzqds for the convex function | ¨ |p, we
have :ż ˇ̌̌̌

ˇ
ż 1

0
ds

ż
∇2W pTtpxq ´ zqbspzqνspdzqds

ˇ̌̌̌
ˇ
p

�tpdxq ď
ż ż 1

0

ż
|∇2W pTtpxq ´ zq|p|bspzq|pνspdzqds�tpdxq

ď
ż 1

0

ż
|bspzq|p

ż
|∇2W pTtpxq ´ zq|p�tpdxqνspdzqds

Now, since μt “ Tt#�t, we have
ş |∇2W pTtpxq ´ zq|p�tpdxq “ ş |∇2W py ´ zq|pμtpyqdy. Applying

a Hölder inequality w.r.t dy and the exponents pq, q1q, where we will specify q right afterwards,
we get :ż

|∇2W py ´ zq|pdμpyq ď
˜ ż

|∇2W py ´ zq|pq1
dy

¸1{q1˜ ż
|μtpyq|qdy

¸1{q
“ }∇2W }p

Lpq1 }μt}Lq .

We therefore have to take q such that pq1 “ p0, so that }∇2W }Lpq1 remains finite. This requires
that we choose p such that p ď p0, which imposes p0 ą 1 since we also needed p ą 1. We also
need to choose p such that �ini P Pp, which means p ď 2. Using

ş1
0

ş |bspzq|pνspdzqds “ W p
p p�t, μtq,

we finally obtain :

|I2| ď }∇2W }Lp0 }μt}1{p
Lq W

p
p p�t, μtq, for q “ p0

p0 ´ p
,

where the value of q is computed so that we have q1 “ p0
p . We therefore have the following

Grönwall inequality on W p
p p�t, μtq :

1

p

d

dt
W p

p p�t, μtq ď }∇2W }Lp0

´
}�t}Lp1

0
` }μt}1{p

Lq

¯
W p

p p�t, μtq, (3.69)

Now, we need a bound on }�t}Lr . The following lemma implies that, if the interaction potential
W satisfies ΔW ď 0, then the bound on �t is not worse than the one we would obtain if � solved
the sole heat equation and does not depend on the initial datum.
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Lemme 3.15. Let p P p1,`8q, ε ą 0 and let � solve the following Fokker-Planck equation on
the whole space R

d :
Bt� ` ∇ ¨ p�∇V q “ εΔ�, (3.70)

where the potential V might depend on � and satisfies ΔV ě 0. Assume that �t is smooth for any
t ą 0, and that is has unit total mass. Then one has :

}�t}Lp ď Cpεtq´d{2p1
,

for a positive constant C “ Cpp, dq depending on p only and not on the initial datum �0.

Démonstration. In the following, Cppq stands for any positive constant depending only on p. For
t ą 0, testing equation (3.70) against �p´1

t and integrating by parts yields :

d

dt

1

p

ż
�pt “ ´p ´ 1

p

ż
�ptΔV ´ 4ε

p ´ 1

p2

ż
|∇�

p{2
t |2 ď ´4ε

p ´ 1

p2

ż
|∇�

p{2
t |2,

since ΔV ě 0. Using the following Gagliardo-Nirenberg-Sobolev inequality [59, 102] :ż
�p` 2

d ď Cppq
ż

|∇�
p{2
t |2,

and interpolating the Lp norm between the L1 and Lp` 2
d norms, we deduce that yt :“

ş
�pt verifies

the following nonlinear Grönwall inequality :

y1 ´ εCppqy1` 2
dpp´1q ď 0.

Integrating this inequality on rs, ts for 0 ă s ă t, we get :

y
´2{dpp´1q
t ě y´2{dpp´1q

s ` εCppq ě εCppq,
and therefore }�t}Lp “ y

1{p
t ď Cppqpεtq´dpp´1q{2 “ pεtq´d{2p1 . This is the bound one would obtain

using a Lp ˆ L1 convolution inequality if � solved the sole heat equation on the whole space, that
is, if we had �t “ Gεt ˚ �0 where Gt denotes the heat kernel.

Using Lemma 3.15 with the potential V “ ´W ˚ � which has a positive Laplacian under
the assumption ΔW ď 0, we get }�t}Lp1

0
` }μt}1{p

Lq ď Cpd, p0qpεtq´d{2p0 which, in turn, yields the
Grönwall inequality :

d

dt
W p

p p�t, μtq ď Cpεtq´d{2p0W p
p p�t, μtq,

where C is a positive constant that depends on p, p0 and }∇2W }Lp0 only. We deduce :

W p
p p�t, μtq ď W p

p p�0, μ0qe
şt
0 Cpετq´d{2p0dτ ,

provided p0 ą d
2 so that τ´d{2p0 is integrable on p0, ts. Under this assumption, using Lemma 3.8

along with the fact that �0 “ �ini, we get, for some constant C ą 0 depending on d, p, p0 and
}∇2W }Lp0 only :

@t P r0, T s, W p
p p�t, μtq ď Ce´C

`
εα´ε´d{2p0

˘
eCt1´d{2p0 ď Ce´C

`
εα`ε´d{2p0

˘
eCT 1´d{2p0

,

which goes to 0 uniformly in t P r0, T s, as ε Ñ 0, provided α ă ´d{2p0. Since ´d{2p0 ą ´1, it is
possible make such a choice while guaranteeing α P p´1, 0q. To finish, we conclude the proof as in
that of Corollary 3.1.

Now, note that ΔW ď 0 ensures that any Lp norm of solutions to (3.11) is nonincreasing
in time. Therefore, when the initial datum belong to Lp1

0pRdq X L
p0

p0´p pRdq, estimate (3.69) still
holds for ε “ 0 between any two solutions to (3.11) and gives uniqueness of the solution among
the class of Cpr0, T s,W2pRdqq X L8pr0, T s, Lp1

0pRdq X L
p0

p0´p pRdqq solutions.
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3.2.5 Higher convergence rate for steady states under assumptions (A0)-(A1)-
(A4-p)

In this section, we compare stationary solutions to the aggregation-diffusion equation (3.10a)
for a given ε ą 0 with stationary solutions to the aggregation equation (3.11). We discard, in
this section, the assumptions of λ´convexity and Lipschitz continuity on W but still assume
that assumptions (A0) and (A1) hold. In addition, we require the potential to satisfy assumption
(A4´p), that is, to be at least as attractive as |x|p, for some p P r1,8q.

The question we address here is linked to the commutation of limits ε Ñ 0 and t Ñ `8 for

solutions to aggregation-diffusion equations (see the following diagram). The blue arrows are

tackled in this paper and consist in novel contributions : in the previous section, we treated the

convergence of �εt towards �t as ε Ñ 0, uniformly in time in Wasserstein distance, essentially for

W Lipschitz continuous. The convergence of the viscous steady states �ε8 towards the steady

state of the inviscid equation, that is the Dirac mass δx0 up to translations, is investigated in the

present section. The red arrow, that is the convergence of finir

�εt �t

�ε8 δx0

εÑ0

tÑ`8 tÑ`8
εÑ0

Note that assumption (A4´p) along with (A0) implies W pxq ě C |x|p
p for all x P R

d. If, in
addition, W satisfies assumption (A1) then W is l.s.c on R

d and this implies that W is l.s.c for
the weak convergence thanks to Lemma 3.1.

Also, without loss of generality, we only consider measures with 0 center of mass, that is,
measures � P PpRdq verifying : ż

x�pdxq “ 0.

We define steady states for the aggregation-diffusion equation in the spirit of [78] :

Définition 3.2. Let ε ě 0. A steady state for the aggregation-diffusion equation (3.10a) is a
probability measure � P P1pRdq such that :

if ε “ 0, z∇W ˚ � “ 0, on suppp�q,
and, if ε ą 0 : $&% ∇W ˚ � ` ε

∇�

�
“ 0 on R

d,

� ą 0 on R
d.

One can prove that this definition is equivalent to that of stationary solutions, in the sense of
distributions, to equation (3.10). Besides, if ε ą 0, one can show that a distributional solution
to the elliptic problem ´∇ ¨ p∇W ˚ �q� “ εΔ� is necessarily regular and positive on R

d (see
Theorem 3.4).
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The following lemma justifies why we compare steady states for the aggregation equation to
the Dirac mass.

Lemme 3.16. Under assumptions (A0)-(A1)-(A4´p) for p ě 1, the unique steady state for the
aggregation equation (4.2a) is, up to a translation, the Dirac mass δ0.

Démonstration. Let � be a steady state for (3.11) and assume that � is centered. Since z∇W ˚� “ 0

on the support of �, testing against �x and using Lemma 3.6 with the odd vector field z∇W
yields : ĳ z∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�pdxq�pdyq “ 0.

Under assumption (A4´p), we therefore have
ť |x ´ y|p�pdxq�pdyq “ 0. In particular � b � is

concentrated on the diagonal. Now, if � is not a Dirac mass, then there exists disjoint Borel sets
A et B with �pAq ą 0 and �pBq ą 0. Then we have, since A ˆ B is disjoint from the diagonal

0 “ � b �pA ˆ Bq “ �pAq�pBq ą 0,

and this contradiction concludes the proof.

Note that the Dirac mass is actually the only minimizer of the interaction energy W under
these assumptions. Conversely, Proposition 7.20 in [112] ensures that minimizers of the energy
F ε are actually steady states. This provides a way to prove existence of steady states for (3.10a)
when ε ą 0.

Existence of minimizers of F ε for ε ą 0

Proposition 3.6. Assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A4-p) for some p ě 1 and
let ε ě 0 be fixed. The functional F ε “ W ` εU admits a minimizer over PpRdq that actually has
finite p-th order moment.

Remarque 3.14. We were not able to prove uniqueness of the minimizer under such assumptions
on W but it is likely to hold. Moreover, numerical illustrations will show that, if we remove
assumption (A4-p), multiple steady states can coexist even though ε ą 0 (in case ε “ 0, it is easy
to build explicit counterexamples).

To prove this proposition, we will use that under assumptions (A0) and (A4-p), controlling
Wp�q gives control on

ť |x ´ y|p�pdxq�pdyq, and this latter quantity is equivalent to Mpp�q
whenever � is centered, thanks to the following lemma :

Lemme 3.17. Let p P r1,8q and � P PppRdq. Assume that the center of mass of � is 0. Then :

Mpp�q ď
ĳ

|x ´ y|p�pdxq�pdyq ď 2p´1Mpp�q.

Démonstration. Let upxq “ ş |x ´ y|p�pdyq. Since p ě 1, u is a convex function and therefore,
using a Jensen inequality, we get :

Mpp�q “ up0q “ u
´ ż

x�pdxq
¯

ď
ż
upxq�pdxq.

In other terms, Mpp�q ď ť |x ´ y|p�pdxq�pdyq. The upper bound comes from the inequality
|x ´ y|p ď 2p´1p|x|p ` |y|pq.
Démonstration. Let p�nqnPN be a sequence of probability measures that minimize F ε. We can
assume that these measures are centered because F ε is invariant under translation. Up to an
extraction, we can assume that p�nqnPN converges weakly towards some � P MbpRdq. To ensure
that � P PpRdq, we need to prove tightness of p�nqnPN. To do so, let us find a bound on Mpp�nq.
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Since p�nqnPN is a minimizing sequence, F εp�nq “ Wp�nq ` εUp�nq is bounded from above
by some constant that we still denote C ą 0. Moreover, using assumption (A0) and (A4-p) and
Lemma 3.17, since �n is centered, we have :

Wp�nq ě C

2p

ĳ
|x ´ y|p�npdxq�npdyq ě C

2p
Mpp�nq.

In order to get a lower bound involving Mpp�nq on the entropy term, recall that, using a Legendre
transform, y ln y ` ez´1 ě yz for all y ě 0 and z P R. Setting, for x P R

d, y “ �npxq and
z “ ´|x|αp for some exponent α ą 0 to be specified later, and integrating over x P R

d, we get :ż
�n ln �n ě ´

ż
p|x|pqα�npdxq `

ż
e´|x|αp´1dx

Choosing α P p0, 1q so that x ÞÝÑ |x|α is concave, and using a Jensen inequality, we deduce
Up�nq ě ´Mpp�nqα ` Cpp, αq, where Cpp, αq depends on α and p only. Finally, we obtain :

C

2p
Mpp�nq ´ εMpp�nqα ` εCpp, αq ď C,

which implies, since α ă 1, that Mpp�nq is uniformly bounded with respect to n.
On the one hand, this implies that p�nqnPN is tight, hence � P PpRdq. Since Mp is l.s.c on

PpRdq and �n á̊
nÑ`8 �, we also get � P PppRdq. On the other hand, the uniform bound on Mpp�nq

along with Lemma 3.3 ensures that Mqp�nq ÝÑ
nÑ`8 Mqp�q for any q P p0, pq. Lemma 3.2 then gives

Up�q ď lim inf
nÑ`8 Up�nq, and, since W is l.s.c for the weak convergence, we get F εp�q ď lim inf

nÑ`8 F εp�nq.
This proves that � minimizes F ε since p�nqnPN is a minimizing sequence.

Opεq convergence rate in Wp for potentials such that ∇W pxq ¨ x ě C|x|
In this section, we focus on assumption (A4-1) under which the potential is “really pointy”

and the aggregation compensates the diffusion so that convergence occurs at rate Opεq :

Théorème 3.9. Assume that W satifies assumptions (A0)-(A1)-(A4-1). There exists a constant
C ą 0 depending on d, such that for any ε ą 0 and �ε steady state for (3.10a) which center of
mass is 0, the following estimate holds :

W1p�ε, δ0q ď Cε. (3.71)

Proof of Theorem 3.9. Let ε ą 0 and let �ε be a steady state for (3.10), that is :

∇W ˚ �ε ` ε
∇�ε

�ε
“ 0. (3.72)

Testing the above equation against �εx we obtain :ż
�εx ¨ ∇W ˚ �εdx ` ε

ż
x ¨ ∇�εdx “ 0

Integrating by parts and using Lemma 3.6 with the odd vector field ∇W yields :

1

2

ĳ
∇W px ´ yq ¨ px ´ yq�εpdxq�εpdyq “ εd.

The desired result then follows from assumption (A4-1) and Lemma 3.17 with p “ 1, since
W1p�ε, δ0q “ M1p�εq.
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Note that, from equation (3.72), one has �ε “ Cpεqe´W˚	ε{ε. The value of the constant Cpεq
can be computed by imposing a total mass 1, so that we get �ε “ e´W˚�ε{εş

e´W˚�ε{ε . Using this equality
along with estimate (3.71), we obtain a bound in Wp distance for p P r1,8q provided W is also
Lipschitz continuous :

Théorème 3.10. Assume that W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A4-1). There exists a
constant C ą 0 depending on d and a8, such that for any p P r1,8q, ε ą 0 and �ε steady state
for (3.10a) which center of mass is 0, the following estimate holds :

Wpp�ε, δ0q ď Cε. (3.73)

Remarque 3.15. At least in dimension one, this result is optimal. Indeed, we can take for W the
Newtonian potential W pxq “ |x|, for which, using the correspondence with Burgers’ equation, �ε

can be written as �εpxq “ 1
ε�

´
x
ε

¯
, where �pxq “ 1´tanh2px

2 q
4 , and a scaling argument then gives

W p
p p�ε, δ0q “ εpMpp�q.

Démonstration. Since

�ε “ e´W˚	ε{εş
e´W˚	ε{ε ,

we have :

W p
p p�ε, δ0q “

ş |x|pe´W˚	εpxq{εdxş
e´W˚	ε{ε ,

Now, since W is Lipschitz continuous, one has

|W ˚ �ε ´ W ˚ δ0| ď a8 sup
Lippϕqď1

ż
ϕdp�ε ´ δ0q “ a8W1p�ε, δ0q ď Cε,

because of Theorem 3.9. Thus, ´W ˚ �ε ď Cε ´ W and therefore :ż
|x|pe´W˚	εpxq{εdx ď C

ż
|x|pe´W pxq{εdx ď Cεp`d

ż
|y|pe´W pεyq{εdy,

using the change of variables x “ εy. Recall that Assumption (A4-1) ensures W pxq ě C|x| for all
x P R

d. This allows us to bound
ş |y|pe´W pεyq{εdy uniformly with respect to ε.

On the other hand, since W is a8´Lipschitz continuous, we have W pxq ď a8|x| ` W p0q “
a8|x|. Integrating with respect to �εpdxq, we deduce W ˚ �εp0q ď a8W1p�ε, δ0q. Besides, W ˚ �ε

is also a8´Lipschitz continuous. Hence,

W ˚ �εpxq ď W ˚ �εp0q ` a8|x| ď a8W1p�ε, δ0q ` a8|x| ď Cε ` a8|x|,
thanks again to estimate (3.71). After another rescaling, we deduce :ż

e´W˚	ε{ε ě Cεd,

thus getting W p
p p�ε, δ0q ď C εp`d

εd
“ Cεp, which concludes the proof.

Opε1{pq convergence rate in Wp for potentials such that ∇W pxq ¨ x ě C|x|p
Assume W satisfies assumptions (A0), (A1) and (A4-p) for some p P r1,8q. Under this

assumption, a straightforward adaptation of the proof of Theorem 3.9 provides an estimate on
Wpp�ε, δ0q :
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Théorème 3.11. Assume that W satifies assumptions (A0)-(A1)-(A4-p) for some p P r1,8q.
There exists a constant C ą 0 depending on d, such that for any ε ą 0 and �ε steady state for
(3.10a) which is centered, the following estimate holds :

Wpp�ε, δ0q ď Cε1{p. (3.74)

Remarque 3.16. It is possible to prove optimality of this rate for p “ 2. Let us consider the
quadratic potential W pxq “ |x|2, that satisfies assumption (A4-2). Recall that �ε “ e´W˚�ε{εş

e´W˚�ε{ε .
Expanding W px ´ yq “ |x ´ y|2 and using both facts that the total mass of � is 1 and that �ε is
centered, one has :

e´W˚	ε{ε “ exp

"
´1

ε

ˆż
|x|2�εpyqdy ´ 2x ¨

ż
y�εpyqdy `

ż
|y|2�εpyqdy

˙*
“ e´|x|2{εe´W 2

2 p	ε,δ0q{ε.

Hence, �εpxq “ e´|x|2{εş
e´|x|2{εdx

, which in turn yields :

W 2
2 p�ε, δ0q “

ş |x|2e´|x|2{εdxş
e´|x|2{εdx

.

A change of variables in both integrals then gives W 2
2 p�ε, δ0q “ Cε.

3.2.6 Numerical illustrations

This sections aims to illustrate our convergence results both in the evolutive case and in the
stationary case. The implementation of the schemes has been done in Python and the code is
available at github.com/strantien/aggregation. Tests are conducted on r´1, 1s, with 2J ` 1 cells,
and the velocity field is always discretized by (3.42). Wasserstein distances between two arbitrary
probability measures are computed using the POT package.

Evolutive solutions

We begin with the convergence rate in Wasserstein distance of the viscous solutions �ε

associated with a fixed initial datum �ini (not depending on ε). In this subsection �εΔx is
computed using the implicit discretization (3.43), for which the CFL condition is less restrictive
than the parabolic CFL condition of the explicit scheme. We also implemented no-flux boundary
conditions so as to preserve total mass. In the absence of a reference solution, the convergence
rate w.r.t ε is estimated taking Δx small enough so that �εΔx approximates �ε, and computing
Wpp�εi`1

Δx,T , �
εi
Δx,T q.

In Theorems 3.6 and 3.7, when W satisfies assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A3), we proved
convergence at rate Opε1{2q in W2 distance, which is what we recover when W is smooth, as shows
Figure 3.1. In practice, for this test case, we observe Opε1{2q convergence rate in Wp distance
for any p P r1,`8r. However, in case W has a Lipschitz discontinuity at the origin (Figure 3.2)
we observe convergence at order 1 in W1 distance. This is the superconvergence phenomenon
investigated by Tang, Teng and Zhang [119, 121] in the framework of scalar conservation laws. In
terms of aggregation, the interpretation is that, when W is singular, the concentration is strong
enough to compensate part of the diffusion. In other Wp distances, converges seems to occur at
order 1 when ε is not too small, and then degenerates quite clearly towards order 1{p for any
p P r1,`8r (see Figure 3.3 for p “ 3). Note that, in every case, the convergence order is robust
with respect to the test case (be it for smooth or singular initial data, e.g. Dirac masses).
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Figure 3.1 – Order 1{2 convergence in W2 distance of �εT towards �T for �inipxq “ 2
b

5
π e

´20x2

,
W pxq “ |x|2.

Figure 3.2 – Order 1 convergence in W1 distance of �εT towards �T for �inipxq “ 2
b

5
π e

´20x2

,
W pxq “ |x|.

Steady states

In order to simulate the steady states for ε ą 0, recall that they are characterized, over the
whole space, by the following equation :

�ε “ e´W˚	ε{εş
e´W˚	ε{ε . (3.75)
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Figure 3.3 – Order 1{3 convergence in W3 distance, for small ε, of �εT towards �T for �inipxq “
2

b
5
π e

´20x2

, W pxq “ |x|.

We therefore use a fixed-point method on equation (3.75), which stops as soon as the Wp distance
between two iterations exceeds some tolerance. Numerically, we observe that this method turns
two symmetric Gaussian bumps almost immediately (after the first iteration) into a centered
Gaussian whenever W is attractive and Lipschitz.

Figure 3.4 – Order of convergence in W1 distance of �ε towards δ0, for the non-Lipschitz potential
W pxq “ a|x| ` |x|. The initial density is the centered Gaussian 2

b
5
π e

´20x2

.

We first investigate the convergence rate towards the Dirac mass, for centered steady states. The
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error is estimated computing the integral
ş |x|p�pdxq “ W p

p p�, δ0q. When W satisfies assumptions
(A0)-(A1)-(A4-1), we proved Opεq convergence rate in W1 distance, which we do recover in Table
3.1 for W pxq “ |x|. We also explore the case when W verifies (A0)-(A1)-(A4-1) but is not Lipschitz
continuous, which is the case of W pxq “ a|x| ` |x|. For this potential, we obtain, in Figure
3.4 convergence at order 1.82264413 which is slightly less than 2, in W1 distance. This can be
linked to the fact that W satisfies a sort of assumption (A4-12) when |x| ď 1. Under assumptions
(A0)-(A1)-(A2)-(A4-3), we observe convergence at rate 1{3 in W3 distance as we proved in (3.74),
as shows Figure 3.5. More generally, under assumptions (A0)-(A1)-(A2)-(A4-p), convergence at

Figure 3.5 – Opε1{3q convergence in W3 distance of �ε towards δ0, W pxq “ |x|3. The initial density is
the centered Gaussian 2

b
5
π e

´20x2

.

rate 1{p seems to occur in any Wq distance, q P r1,`8r, which is what we proved in for p “ 1
or for p “ q. To illustrate this latter case, we compute the convergence order in Wp distance for
W pxq “ |x|p, which seems indeed to be 1{p, see Table 3.1 (when p “ 1, since the potential is
pointy, one has to refine the mesh so as to observe proper convergence at order 1).

p Order J

1 1.00205259 50000
2 0.49999997 2000
3 0.33333333 2000
4 0.25000000 2000
5 0.20000000 2000

Table 3.1 – Convergence order » 1
p of �ε towards δ0 for W pxq “ |x|p, tol “ 10´6, εi “ 2´i, i “ 4, . . . , 16,

initial density 2
b

5
π e

´20x2

The study of steady states is closely linked to the long-time asymptotics of the equation. We
give some properties concerning the long-time asymptotics for the aggregation equation (3.11),
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which have a lot to do with the contraction property 1.4.



Chapitre 4

Approximation par relaxation

Résumé. Dans ce travail en collaboration avec Benoît Fabrèges, Frédéric Lagoutière et
Nicolas Vauchelet, nous étudions une approximation par relaxation pour l’équation d’agrégation
avec potentiel pointu, dans l’esprit des travaux Jin et Xin pour les lois de conservation, en une
dimension d’espace. On étudie la convergence de cette approximation lorsque le paramètre de
relaxation tend vers 0, en particulier l’approximation rigoureuse des solutions à valeurs mesures
de l’équation d’agrégation telles que définies dans [36]. On fournit une estimation de la vitesse de
convergence pour le potentiel Newtonien W pxq “ |x| en dimension 1, et on étudie l’approximation
numérique du système de relaxation par des schémas qui préservent l’asymptotique. Ces travaux
ont donné lieu à une publication dans le journal Axioms, MDPI, sous le titre Relaxation Limit of
the Aggregation Equation with Pointy Potential et la version qui suit en est une version augmentée
par mes soins.

4.1 Introduction

The so-called aggregation equation has been widely used to model the dynamics of a population
of individuals in interaction. Let W : R Ñ R, sufficiently smooth, be the interaction potential
governing the population. Then, in one dimension in space, the dynamics of the density of
individuals, denoted by �, is governed by the following equation, for t ą 0 and x P R :

Bt� ` Bxpar�s�q “ 0, with ar�s “ ´W 1 ˚ �. (4.1)

Such equations appear in many applications in population dynamics : for instance, in the
description of collective migration of cells by swarming, of bacterial motion by chemotaxis, crowd
motion, flocking of birds, or fishes school, see, e.g., [95, 27, 125, 124, 45, 73]. From a mathematical
point of view, these equations have been widely studied. When the potential W is not smooth
enough, it is known that weak solutions may blow up in finite time [6, 7]. Thus, the existence of
weak (measure) solutions has been investigated in, e.g., [31, 36]. Global in time well-posedness has
been established for so-called pointy potentials, that are potentials which are Lipschitz continuous,
smooth except at the origin where they have a Lipschitz discontinuity, even and λ´convex for
some λ ď 0.

In this paper, we consider a relaxation limit in the spirit of Jin–Xin [76] of the aggregation
equation in one space dimension on R. For a given c ą }a}8, where }a}8 denotes a Lipschitz
constant of W , we introduce the system :

Bt� ` Bxσ “ 0, (4.2a)

Btσ ` c2Bx� “ 1

ε
par�s� ´ σq (4.2b)

ar�s “ ´W 1 ˚ � (4.2c)
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This system is complemented with initial data �0 and σ0 :“ ar�0s�0. It is clear, at least formally,
that when ε Ñ 0, the solution � of system (4.2) converges to the one of the aggregation equation
(4.1) (and it is actually true only if c ą }a}8). We mention that the aggregation equation may
also be derived thanks to a hydrodynamical limit of kinetic equations [45, 73, 71].

The aim of this work is to study the convergence as ε Ñ 0 of the relaxation system (4.2)
towards the aggregation equation. More precisely, we establish a precise estimate of the speed
of convergence, and we also illustrate with some numerical simulations. These estimates are
obtained only in the case of the Newtonian potential in one dimension W pxq “ 1

2 |x|. Indeed, in
this particular case, we may link the aggregation equation to a scalar conservation law [16, 70].
The same link holds for the relaxation system (4.2)—denoting :

upt, xq “ 1

2
´

ż x

´8
�pt, dyq, vpt, xq “ 1

2
´

ż x

´8
σpt, dyq,

where the notation
ş
�pt, dyq stands for the integral with respect to the probability measure �ptq,

then we verify easily that :
u “ ´W 1 ˚ �, � “ ´Bxu,

so that ar�s “ u. Then, integrating (4.2), we deduce that pu, vq is a solution to :

Btu ` Bxv “ 0 (4.3a)

Btv ` c2Bxu “ 1

ε

´1

2
u2 ´ v

¯
, (4.3b)

which is complemented with the initial data u0 “ 1
2 ´ şx

´8 �0pdyq, and v0 “ 1
2 ´ şx

´8 σ0pdyq.
System (4.3) is exactly the Jin-Xin relaxation system for the Burgers equation (see [76]). Formally,
as ε Ñ 0, we expect that the solution to the above system converges towards the solution to the
Burgers equation :

Btu ` 1

2
Bxu2 “ 0.

Introducing the quantities a “ v ´ cu and b “ v ` cu, the system (4.3) on pu, vq is equivalent to
the diagonalized system on pa, bq :

Bta ´ cBxa “ 1

ε
Gpa, bq (4.4a)

Btb ` cBxb “ 1

ε
Gpa, bq. (4.4b)

where the source term is given by Gpa, bq “ 1
2

´
b´a
2c

¯2 ´ a`b
2 . Such a system is called weakly

coupled system of conservation laws with source term. We refer to [97, 98] for general properties
of such systems – local well-posedness in L8, continuation theorem, comparison principle when
the right-hand side is monotone, etc.

Based on that diagonalization, we will adapt the techniques developed by Katsoulakis and
Tzavaras to obtain convergence estimates for our system. In [80], the authors adapt the seminal
work of Kuznetsov [86] to the relaxation system for hyperbolic conservation laws with several
variables of space, using Bouchut and Perthame’s reformulation of Kuznetsov’s method (see [18,
20]). They obtain Op?

εq convergence rate in L1 norm. Previously, L1
loc convergence in space had

been obtained by Natalini in [96] using compactness methods. About convergence rates, we may
also mention the results of Kurganov and Tadmor [85] who obtained Opεq convergence rate in W1

distance (then called Lip1 distance) and those of Teng [122] who proved Opε| ln ε| ` εq rate in L1

distance for piecewise smooth solutions with finitely many discontinuities, when the flux is convex,
which is the case here. In some cases, this result can be improved in Opεq and is to be linked
with the superconvergence results known for the viscous approximation of scalar conservation
laws with convex flux [121, 119].
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In this work, our contribution is to adapt the method of [80] to the unbounded Burgers
flux fpuq “ u2

2 which do not fit directly into the framework of [80]. For the Burgers flux,
computations and bounds can be made explicit, and we translate the convergence result towards
scalar conservation laws to the aggregation equation (4.1).

More precisely, for the relaxation approximation (4.2) of the aggregation equation, our main
convergence result is the following :

Théorème 4.3. Let �0 P P2pRq, c ą 1{2 and set σ0 “ ar�0s�0. There exists a constant C ą 0
such that, for any ε ą 0, denoting p�ε, σεq the solution to (4.2) with initial data p�0, σ0q, one has :

@T ą 0, W1p�pT q, �εpT qq ď Cp?
εT ` εq,

where � P Cpr0,`8q,W2pRqq is the unique solution to (4.1) with initial datum �0.

In order to illustrate this convergence result, numerical discretizations of the relaxation system
(4.2) are investigated. The schemes we propose are such that they are uniform with respect to
ε, that is, they satisfy the so-called asymptotic preserving (AP) property [75]. Therefore, such
schemes in the limit ε Ñ 0 must be consistent with the aggregation equation. The numerical
simulations of solutions to the aggregation equation for pointy potentials have been studied by
several authors, see, e.g., [71, 36, 64, 34, 54, 32]. In particular, some authors pay attention to
recover the correct behavior of the numerical solutions after the blow-up time. To do so, particular
attention must be paid to the definition of the product ar�s� when � is a measure.

In this article, we propose two discretizations of the relaxation system which satisfy the AP
property. In a first approach, we propose a simple splitting algorithm where we split the transport
part and the right hand side in system (4.2). It results in a numerical scheme which is very simple
to implement and for which we easily verify the AP property. The second approach relies on a
well-balanced discretization in the spirit of [63, 64]. This scheme is more expensive to implement
than the first scheme, but its numerical solution has less diffusion, as it is illustrated by our
numerical results.

The outline of the paper is the following. In Section 4.2, after recalling some useful notations,
we prove our main result : an estimation of the speed of convergence in the Wasserstein W1

distance with respect to ε of the solutions to the relaxation system (4.2) towards the solution
to the aggregation equation (4.1) in the case W pxq “ 1

2 |x|. The numerical discretization is
investigated in Section 4.3. Two numerical schemes verifying the AP property are proposed. The
first scheme is based on a splitting algorithm, whereas the second scheme relies on a well-balanced
discretization. Numerical results and comparisons are provided in Section 4.4.

4.2 Convergence Result

4.2.1 Notations

Before stating and proving our main results, we first recall some useful notations and results.
Since we are dealing with conservation laws (in which the total mass is conserved), we will work
in some space of probability measures, namely the Wasserstein space of order p P r1,`8r, which
is the space of probability measures with a finite order p moment :

PppRq “
"
μ nonnegative Borel measure, μpRq “ 1,

ż
|x|pμpdxq ă 8

*
.

This space is endowed with the Wasserstein distance defined by (see, e.g., [128, 112])

Wppμ, νq “ inf
γPΓpμ,νq

"ż
|y ´ x|p γpdx, dyq

*1{p
,
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where Γpμ, νq is the set of measures on R2 with marginals μ and ν, meaning that :

Γpμ, νq “
"
γ P PppR2q; @ ξ P C0pRq,

ż
R2

ξpy0qγpdy0, dy1q “
ż
R
ξpy0qμpdy0q,ż

R2

ξpy1qγpdy0, dy1q “
ż
R
ξpy1qνpdy1q

*
,

with C0pRq, the set of continuous functions on R that vanish at infinity. From a simple minimi-
zation argument, we know that in the definition of Wp, the infimum is actually a minimum. A
map that realizes the minimum is called an optimal transport plan, the set of which is denoted
by Γ0pμ, νq.

In the one-dimensional framework, we can make use of additional representations to the
Wasserstein distances. Indeed, any probability measure μ on the real line R can be described in
terms of its cumulative distribution function Fμpxq “ μpp´8, xqq, which is a right-continuous and
non-decreasing function with Fμp´8q “ 0 and Fμp`8q “ 1. Then, we can define the generalized
inverse F´1

μ of Fμ (or monotone rearrangement of μ) by F´1
μ pzq :“ inftx P R{Fμpxq ą zu, it

is a right-continuous and non-decreasing function as well, defined on r0, 1s. We have for every
non-negative Borel map ξ : ż

R
ξpxqμpdxq “

ż 1

0
ξpF´1

μ pzqq dz.

In particular, μ P PppRq if and only if F´1
μ P Lpp0, 1q. Moreover, in the one-dimensional setting,

there exists a unique optimal transport plan realizing the minimum in the definition of Wp.
More precisely, if μ and ν belong to PppRq, with monotone rearrangements F´1

μ and F´1
ν , then

Γ0pμ, νq “ tpF´1
μ , F´1

ν q#Lp0,1qu where Lp0,1q is the restriction of the Lebesgue measure on p0, 1q.
Thus, we have the explicit expression of the Wasserstein distance (see [126, 128]) :

Wppμ, νq “
ˆż 1

0
|F´1

μ pzq ´ F´1
ν pzq|p dz

˙1{p
, (4.5)

and the map μ ÞÑ F´1
μ is an isometry between PppRq and the convex subset of (essentially)

non-decreasing functions of Lpp0, 1q.

4.2.2 Convergence Estimates

Before investigating the limit ε Ñ 0 in the relaxation system on pu, vq, we first state an
existence theorem due to Natalini and Hanouzet for general weakly coupled systems of hyperbolic
conservation laws :

Théorème 4.1. [Natalini and Hanouzet [98] Theorems 3.1 and 3.2] Let ε ą 0, c P R, and
f : R ÝÑ R be locally Lipschitz continuous. Then, the system :#

Btu ` Bxv “ 0

Btv ` c2Bxu “ 1
ε

`
fpuq ´ v

˘
,

is equivalent to the following so-called weakly coupled system, by setting pa, bq “ pv ´ cu, v ` cuq :#
Bta ´ cBxa “ 1

εGpa, bq
Btb ` cBxb “ 1

εGpa, bq,
where Gpa, bq “ f

´
b´a
2c

¯
´ a`b

2 . For any initial data pa0, b0q P L8pRq2, there exists T ą 0 such
that the Cauchy problem associated to the above system admits a unique entropy solution on
p0, T q ˆ R, and this solution pa, bq belongs to Cpr0, T s, L1

locpRq2q.
Moreover, we have the following alternative : either pa, bq P L8pr0, T s ˆ Rq2 for all T ą 0,

or there exists T ˚ ă `8 such that, for any T ă T ˚, we have pa, bq P L8pr0, T s ˆ Rq2 and
limTÑT˚ }pa, bq}L8pr0,T sˆRq2 “ `8.
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Remarque 4.1. The system on pa, bq is called weakly coupled because the left-hand side is in
diagonal form. The coupling, that is the source term G, do not depend on any derivatives.

This local existence and uniqueness and continuation result do not depend on the fact that
the transport part is linear. It also works in case of a nonlinear weakly coupled system :#

Bta ` Bxgpaq “ 1
εGpa, bq

Btb ` Bxhpbq “ 1
εGpa, bq,

with g, h being locally Lipschitz fluxes.

We now consider the limit ε Ñ 0 for the system (4.3). Compactness methods were used in
[96] to get L1

loc convergence in space. However, in order to pass to the aggregation equation, one
may want global L1 convergence, which we prove in the following theorem, along the lines of the
work of Katsoulakis and Tzavaras [80].

Théorème 4.2. Let u0 P L8 X BV pRq, c ą }u0}L8 and set v0 “ u2
0
2 . There exists a constant

C ą 0 such that, for any ε ą 0, denoting by puε, vεq the solution to (4.3) with initial data pu0, v0q,
the following estimate holds :

@T ą 0, }upT q ´ uεpT q}L1 ď CTV pu0qp?
εT ` εq,

where u is the entropy solution to the Burgers equation with initial datum u0.

Before going through the proof of this theorem, we state some preliminary lemmas on the
source term G.

Lemme 4.1. Let ω P r0, cr and denote m “ ω
´
ω
2 ´ c

¯
and M “ ω

´
ω
2 ` c

¯
. There exists a

function h : rm,M s ÝÑ rm,M s such that, for all a P rm,M s, Gpa, hpaqq “ 0. This function is of
class C1 on rm,M s, decreasing, and verifies hpmq “ M and hpMq “ m.

Proof. First of all, the bound ω ă c implies that m ą ´ c2

2 and M ă 3c2

2 . Now, for a given
a P R, Gpa, bq is a second-order polynomial in b with discriminant Δpaq “ 16c2pc2 ` 2aq, which
is nonnegative provided a ě ´ c2

2 , which the case for a P rm,M s.
Denote r˘paq :“ a ` 2c2 ˘ 2c

?
c2 ` 2a the real roots of Gpa, ¨q. Whenever a ě 0, we have

r`paq ě 2c2 ą M hence r`paq R rm,M s. However, since m ą ´ c2

2 , one has for all a P rm,M s,
c2 ` 2a ą 0, and therefore r´paq “ a ` 2c2 ´ 2c

?
c2 ` 2a is of class C1 on rm,M s. Differentiating,

we can show that r1́ paq ă 0 ô a ă 3c2

2 which holds true for a P rm,M s. Hence, r´ is decreasing
on rm,M s. In addition :

r´pmq “ ω
´ω

2
´ c

¯
` 2c2 ´ 2c

a
c2 ´ 2cω ` ω2,

“ ω2

2
´ cω ` 2c2 ´ 2cpc ´ ωq,

“ ω2

2
` cω “ M.

A similar computation gives r´pMq “ m. Therefore, for all a P rm,M s, r´paq remains in rm,M s
so setting hpaq :“ r´paq “ a ` 2c2 ´ 2c

?
c2 ` 2a satisfies the required properties.

Note that, by construction, for b P rm,M s, Gpa, bq “ 0 imposes b “ hpaq since hpaq is the
unique zero of Gpa, ¨q in rm,M s.
Lemme 4.2. Let ω P r0, cr and denote m “ ω

´
ω
2 ´ c

¯
and M “ ω

´
ω
2 ` c

¯
and let h : rm,M s ÝÑ

rm,M s as in Lemma 4.1. There exists a constant C ą 0 such that, for all a, b P rm,M s, one has
|hpaq ´ b| ď C|Gpa, bq|.
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Démonstration. Thanks to Lemma 4.1, the desired estimate rewrites as a slope inequality :

@a, b P rm,M s,
ˇ̌̌̌
Gpa, hpaqq ´ Gpa, bq

hpaq ´ b

ˇ̌̌̌
ě 1

C
.

Let a P rm,M s and denote Gpa, ¨q “ Ga. Then the second-order polynomial Ga attains its
minimum at a ` 2c2, which is greater than M since a ` 2c2 ě m ` 2c2 and M ´ m “ 2cω ă 2c2.

Therefore, denoting ppx, yq “
ˇ̌̌̌
Gapxq ´ Gapyq

x ´ y

ˇ̌̌̌
, we have by strict convexity of Ga :

@b P rm,M s, pphpaq, bq ď ppM, bq ď ppa ` 2c2, bq ď ppa ` 2c2,Mq ă G1
apa ` 2c2q “ 0.

We thus set C “ ´ 1

supaPrm,Ms ppa ` 2c2,Mq ą 0 and we have as expected :

ˇ̌̌̌
Gpa, hpaqq ´ Gpa, bq

hpaq ´ b

ˇ̌̌̌
“ ´pphpaq, bq ě 1

C
.

We now dive into the proof of Theorem 4.2.

Proof of Theorem 4.2.

Outline of the proof. Let us denote by u the entropy solution to the Burgers equation with
initial datum u0 and puε, vεq the solution to (4.3) with initial data pu0, v0q where v0 “ u2

0
2 . We

also denote by f the Burgers flux given by fpuq “ u2

2 .
The main idea is to obtain Kruzkov-type inequalities on uε, that read like :

Bt|uε ´ κ| ` Bx sgnpuε ´ κq pfpuεq ´ fpκqq ď Rε, (4.6)

where the source term Rε will eventually have a contribution in O
`?

ε
˘
. Inequality (4.6) must

also hold true for any κ P r´}u0}L8 , }u0}L8s, so as to replace κ by u and, in fine, compare u to
uε. We will indeed use a doubling of variables technique à la Kruzkov, where the first Kruzkov
inequality will be (4.6) and the second will be the entropy inequalities for u :

Bt|u ´ κ| ` Bx sgnpu ´ κq pfpuq ´ fpκqq ď 0. (4.7)

Note that combining (4.6) and (4.7) requires that the fluxes correspond. However, we will see
that (4.6) can only be established if we replace f by a modified flux f̃ . But actually, we show in
a first step that with this modified flux, we have f̃puεq “ puεq2

2 “ fpuεq and f̃pκq “ κ2

2 “ fpκq for
uε and κ in an adequate range, and therefore combining Kruzkov inequalities (4.6) and (4.7) will
be possible.

In a second step, we consider entropy inequalities on uε. For technical reasons, it is easier to
prove entropy inequalities on the auxiliary function wε :“ hpaεq´aε

2c . The last step consists in using
Kuznetsov’s doubling of variables technique to estimate }wε ´ u}L1 . The desired estimate follows
from a triangle inequality and Lemma 4.2, as Gpaεptq, bεptqq is actually of size Opεq in L1 norm.

Step 1 : Maximum principle and entropy 1 inequalities on paε, bεq.
We begin with obtaining Kruzkov-type inequalities on the solutions paε, bεq to the diagonalized

system (4.4). To do so, we need monotonicity properties on G. From the identities :

BaGpa, bq “ ´ 1

2c
f 1

ˆ
b ´ a

2c

˙
´ 1

2
, BbGpa, bq “ ´ 1

2c
f 1

ˆ
b ´ a

2c

˙
´ 1

2
, and uε “ bε ´ aε

2c
,

1. Whenever we speak about entropy inequalities, we have in mind Kruzkov-type inequalities like (4.6) or (4.7).
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we deduce that if
ˇ̌
f 1puεqˇ̌ ă c, then Gpaε, bεq is decreasing with respect to both aε and bε. To

ensure that this condition holds true, one might want to invoke a maximum principle for uε along
with the subcharacteristic condition }u0}L8 ă c, since f 1 “ Id.

However, the maximum principle is actually a consequence of the entropy inequalities on
paε, bεq. Therefore, we slightly modify the flux f into a flux f̃ such that the condition

ˇ̌
f̃ 1puεqˇ̌ ă c

holds whatever the value of uε, so that G̃pa, bq :“ 1
2 f̃

´
b´a
2c

¯
´ a`b

2 is decreasing with respect to a

and b. More precisely, we set :

f̃puq :“

$’’’’’&’’’’’%
´u}u0}L8 ´ }u0}2L8

2
, if u ď ´}u0}L8 ,

u2

2
, if ´ }u0}L8 ď u ď }u0}L8 ,

u}u0}L8 ´ }u0}2L8
2

, if }u0}L8 ď u.

(4.8)

Note that |f̃ 1pzq| ă c for all z P R and f̃pzq “ fpzq for |z| ď }u0}L8 . This allows to prove entropy

´}u0}L8 }u0}L8

u

f̃
pu

q

Figure 4.1 – The modified flux f̃

inequalities and a maximum principle for the solutions associated to f̃ and to prove, a posteriori,
that they are equal to the original solutions (those associated to f) since the subcharacteristic
condition holds. As a byproduct, we will obtain that puε, vεq is a global-in-time solution to (4.3).

Until the end of Step 1, when refering to system (4.3) (resp. (4.4)), we will assume that f is
replaced by f̃ and we denote pũε, ṽεq (resp. pãε, b̃εq) the corresponding solution. We also let T ˚
be the maximal time of existence of pũε, ṽεq given by Theorem 4.1.

Now, obtaining entropy inequalities on pãε, b̃εq consists of making a comparison with constant
state solutions to (4.4). Namely, letting m “ }u0}L8

´ }u0}L8
2 ´ c

¯
, M “ }u0}L8

´ }u0}L8
2 ` c

¯
and considering h : rm,M s ÝÑ rm,M s given by Lemma 4.1, we have for all k P rm,M s,
G̃pk, hpkqq “ Gpk, hpkqq “ 0 and therefore pk, hpkqq is a solution to (4.4). Thus, the following
system holds :

Btpãε ´ kq ´ cBxpãε ´ kq “ 1

ε

´
G̃pãε, b̃εq ´ G̃pk, hpkqq

¯
, (4.9a)

Btpb̃ε ´ hpkqq ` cBxpb̃ε ´ hpkqq “ 1

ε

´
G̃pãε, b̃εq ´ G̃pk, hpkqq

¯
. (4.9b)

Multiplying (4.9a) by sgnpãε ´ kq, (4.9b) by sgnpb̃ε ´ hpkqq and summing yields :

Bt
´

|ãε ´ k| ` |b̃ε ´ hpkq|
¯

´ cBx
´

|ãε ´ k| ´ |b̃ε ´ hpkq|
¯

“ 1

ε

´
sgnpãε ´ kq ` sgnpb̃ε ´ hpkqq

¯´
G̃pãε, b̃εq ´ G̃pk, hpkqq

¯
.

Hence, using the monotonicity of G̃, we obtain the following entropy inequalities on pãε, b̃εq :

Bt
´

|ãε ´ k| ` |b̃ε ´ hpkq|
¯

´ cBx
´

|ãε ´ k| ´ |b̃ε ´ hpkq|
¯

ď 0. (4.10)
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We now show that the maximum principle holds and that modifying the flux did not affect the
solutions. Substracting (4.9b) to (4.9a), we get :

Bt
´
ãε ´ k ´ pb̃ε ´ hpkqq

¯
´ cBx

´
ãε ´ k ` b̃ε ´ hpkq

¯
“ 0.

Then, summing with (4.10) :

Bt
´

pãε ´ kq` ` pb̃ε ´ hpkqq´
¯

´ cBx
´

pãε ´ kq` ´ pb̃ε ´ hpkqq´
¯

ď 0,

and integrating in time and space, we obtain for any t ą 0 :ż
R

´
pãεptq ´ kq` ` pb̃εptq ´ hpkqq´

¯
ď

ż
R

´
pãε0 ´ kq` ` pb̃ε0 ´ hpkqq´

¯
.

Taking pk, hpkqq “ pM,hpMqq and then pk, hpkqq “ ph´1pmq,mq and switching the roles of ãε and
b̃ε, we deduce that for all t P r0, T ˚r, ãεptq, b̃εptq P rm,M s, which implies that |ũεptq| ď }u0}L8 .
According to Theorem 4.1, we deduce that pũε, ṽεq is a global in time solution to (4.3), that is
T ˚ “ `8.

Hence, for all t ą 0, the bound |ũεptq| ď }u0}L8 holds and therefore f̃pũεptqq “ fpũεptqq. As
a consequence, pũε, ṽεq solves system (4.3) with the original Burgers flux f . By uniqueness of the
solution to the Cauchy problem (see Theorem 4.1), we deduce that pũεptq, ṽεptqq “ puεptq, vεptqq
for all t ą 0 and that the subcharacteristic condition on uε holds globally in time.

Step 2 : entropy inequalities on wε and L1 bound on Gpaεptq, bεptqq.
We now turn to entropy inequalities to be combined with Kruzkov inequalities on u (4.7).

Lemma 4.2 gives the existence of a constant C ą 0 such that, for all a, b P rm,M s, one
has |hpaq ´ b| ď C|Gpa, bq|. Besides, the source term Gpaε, bεq will turn out to be of size Opεq
in L1 norm. We therefore work on the auxiliary function wε “ hpaεq´aε

2c instead of uε. For
κ P “ ´ }u0}L8 , }u0}L8

‰
, Lemma 4.1 ensures that there exists k P rm,M s such that κ “ hpkq´k

2c .
We then have :

|wε ´ κ| “ 1

2c

´
|hpaεq ´ hpkq| ` |aε ´ k|

¯
“ 1

2c

´
|aε ´ k| ` |bε ´ hpkq| ` rε1

¯
, (4.11)

where rε1 “ |hpaεq ´hpkq| ´ |bε ´hpkq| verifies |rε1| ď |hpaεq ´ bε| ď C|Gpaε, bεq|. Thus, we are left
to control |Gpaε, bεq|. To do so, we formally differentiate this quantity and use (4.4) :

Bt|Gpaε, bεq| “
´

BtaεBaGpaε, bεq ` BtbεBbGpaε, bεq
¯
sgnpGpaε, bεqq,

“ 1

ε

´
BaGpaε, bεq ` BbGpaε, bεq

¯
|Gpaε, bεq|

´ c sgnpGpaε, bεqq
´

BxaεBaGpaε, bεq ` BxbεBbGpaε, bεq
¯
,

ď 1

ε
sup

rm,Ms2

´
BaG ` BbG

¯
|Gpaε, bεq| ` c sup

rm,Ms2

´
|BaG| ` |BbG|

¯´
|Bxaε| ` |Bxbε|

¯
.

Integrating in space gives :

d

dt
}Gpaε, bεq}L1 ď ´A

ε
}Gpaε, bεq}L1 ` B

´
TV pa0q ` TV pb0q

¯
,

where A “ ´ suprm,Ms2pBaG ` BbGq and B “ c suprm,Ms2p|BaG| ` |BbG|q are positive constants
which do not depend on ε nor on time. A Grönwall lemma then gives :

}Gpaεptq, bεptqq}L1 ď C
´
TV pa0q ` TV pb0q

¯
ε, (4.12)
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where we still denote C “ B{A as a constant independent of time and of ε.

In addition, since, Gpa, hpaqq “ 0, one has 1
2

´
hpaq´a

2c

¯2 “ 1
2phpaq ` aq and therefore :

sgnpwε ´ κq
ˆpwεq2

2
´ κ2

2

˙
“ 1

2
sgn

´
hpaεq ´ hpkq ´ paε ´ kq

¯´
hpaεq ` aε ´ phpkq ` kq

¯
,

“ 1

2

´
|hpaεq ´ hpkq| ´ |aε ´ k|

¯
,

“ 1

2

´
|b ´ hpkq| ´ |aε ´ k| ` rε2

¯
, (4.13)

with |rε2| ď C|Gpaε, bεq|. Differentiating (4.11) in time and (4.13) in space, and using (4.10)
thus yields :

Bt|wε ´ κ| ` Bx sgnpwε ´ κq
ˆpwεq2

2
´ κ2

2

˙
ď 1

2c

´
Btrε1 ` cBxrε2

¯
. (4.14)

Step 3 : estimating }uptq ´ wεptq}L1.
Then, we estimate }uptq´wεptq}L1 using Kuznetsov’s doubling of variables technique (see, e.g., [114]

for scalar conservation laws with viscosity and the work of Bouchut et Perthame [20]) in order to
combine (4.14) with Kruzkov inequalities on the entropy solution u, that read :

Bt|u ´ κ| ` Bx sgnpu ´ κq pfpuq ´ fpκqq ď 0. (4.15)

Writing, respectively, (4.15) at point ps, xq for κ “ wεpt, yq and (4.14) at point pt, yq for κ “ ups, xq,
we obtain :

Bs|ups, xq ´ wεpt, yq| ` Bx sgnpups, xq ´ wεpt, yqq
ˆ
ups, xq2

2
´ pwεpt, yqq2

2

˙
ď 0, (4.16a)

Bt|wεpt, yq ´ ups, xq| ` By sgnpwεpt, yq ´ ups, xqq
ˆpwεpt, yqq2

2
´ ups, xq2

2

˙
(4.16b)

ď 1

2c

´
Btrε1pt, yq ` cByrε2pt, yq

¯
.

Now, let ωαptq “ 1
αω

`
t
α

˘
and Ωβpxq “ 1

βΩ
´
x
β

¯
be two mollyfing kernels. Setting gps, t, x, yq “

ωαps ´ tqΩβpx ´ yq and testing (4.16a) and (4.16b) against gp¨, t, ¨, yq�r0,T s and gps, ¨, x, ¨q�r0,T s,
respectively, and integrating over r0, T s ˆ R, we obtain on the one hand :

żżżż
Bsgps, t, x, yq|ups, xq ´ wεpt, yq|ds dx dt dy

`
żżżż

Bxgps, t, x, yq sgnpups, xq ´ wεpt, yqq
ˆ
ups, xq2

2
´ pwεpt, yqq2

2

˙
ds dx dt dy (4.17)

´
żżż

gpT, t, x, yq|upT, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy

`
żżż

gp0, t, x, yq|up0, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy ě 0,
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and on the other hand :żżżż
Btgps, t, x, yq|wεpt, yq ´ ups, xq| ds dx dt dy

`
żżżż

Bygps, t, x, yq sgnpwεpt, yq ´ ups, xqq
ˆ pwεpt, yqq2

2
´ ups, xq2

2

˙
ds dx dt dy

´
żżż

gps, T, x, yq|wεpT, yq ´ ups, xq| dsdxdy `
żżż

gps, 0, x, yq|wεp0, yq ´ ups, xq| dsdxdy (4.18)

ě 1

2c

ˆ żżżż
Btgps, t, x, yqrε1pt, yqds dx dt dy ` c

żżżż
Bygps, t, x, yqrε2pt, yqds dx dt dy

´
żżż

gps, T, x, yqrε1pT, yqds dx dy `
żżż

gps, 0, x, yqrε1p0, yqds dx dy

˙
“: RHS.

Now, since | ¨ | is even, and Bsg “ ´Btg and Bxg “ ´Byg, we deduce by adding (4.17) and (4.18) :

´
żżż

gpT, t, x, yq|upT, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy

`
żżż

gp0, t, x, yq|up0, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy (4.19)

´
żżż

gps, T, x, yq|ups, xq ´ wεpT, yq|ds dx dy

`
żżż

gps, 0, x, yq|ups, xq ´ wεp0, yq|ds dx dy ě RHS.

Then, we write :

}upT q ´ wεpT q}L1 “
żżż

ωαpT ´ tqΩβpx ´ yq|upT, yq ´ wεpT, yq|dx dt dy

`
żżż

ωαps ´ T qΩβpx ´ yq|upT, yq ´ wεpT, yq|ds dx dy, (4.20)

“: I1 ` I2.

A triangle inequality gives for I1 :

I1 ď
żżż

ωαpT ´ tqΩβpx ´ yq|upT, yq ´ upT, xq|dx dt dy

`
żżż

ωαpT ´ tqΩβpx ´ yq|upT, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy

`
żżż

ωαpT ´ tqΩβpx ´ yq|wεpt, yq ´ wεpT, yq|dx dt dy
“: T1 ` T2 ` T3.

with T1 ď Cβ ¨ TV pu0q, the second term T2 appearing in (4.19) and for the last one we write :

T3 ď
ż
R
Ωβpx ´ yq

ż T

0
ωαpT ´ tq

ż
R

|wεpt, yq ´ wεpT, yq|dy dt dx,

and then we use the fact that wε is uniformely Lipschitz in L1pRq with respect to ε. Indeed, one
has Btwε “ Btaεph1paεq´1q

2c with h1paεq ´ 1 being uniformely bounded with respect to ε as aε stays
in the compact set rm,M s for all time. In addition, estimating }Btaεptq}L1 can be done reusing
(4.4) and (4.12) :

}Btaεptq}L1 ď c}Bxaεptq}L1 ` 1

ε
}Gpaεptq, bεptqq}L1 ď C pTV pa0q ` TV pb0qq .
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with C ą 0 still independent of time and of ε. Hence, }Btwεptq}L1 ď C pTV pa0q ` TV pb0qq and
T3 ď αC pTV pa0q ` TV pb0qq. All in all, we get for I1 :

I1 ď
żżż

ωαpT ´ tqΩβpx ´ yq|upT, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy ` Cβ ¨ TV pu0q
` αC pTV pa0q ` TV pb0qq .

Moreover, similarly, for I2 :

I2 ď
żżż

ωαps ´ T qΩβpx ´ yq|ups, xq ´ wεpT, yq|ds dx dy ` Cpα ` βqTV pu0q.

Returning to (4.20), we obtain :

}upT q ´ wεpT q}L1 ď
żżż

ωαptqΩβpx ´ yq|up0, xq ´ wεpt, yq|dx dt dy (4.21)

`
żżż

ωαpsqΩβpx ´ yq|ups, xq ´ wεp0, yq|ds dx dy ´ RHS (4.22)

` αC pTV pa0q ` TV pb0qq ` Cpα ` βqTV pu0q. (4.23)

However, using a triangle inequality, one can show that :żżż
ωαptqΩβpx ´ yq|u0pxq ´ wεpt, yq|dx dt dy ď Cβ ¨ TV pu0q ` αC pTV pa0q ` TV pb0qq ,

and similarly :żżż
ωαpsqΩβpx ´ yq|ups, xq ´ wεp0, yq|ds dx dy ď Cpα ` βqTV pu0q.

We then bound from above the term RHS using inequality }rεi ptq}L1 ď C pTV pa0q ` TV pb0qq ε
for i “ 1, 2 : ˇ̌̌̌

RHS
ˇ̌̌̌

“ 1

2c

ˇ̌̌̌
1

α

żżżż
ω1

ˆ
s ´ t

α

˙
Ωβpx ´ yqrε1pt, yqds dx dt dy

` c

β

żżżż
ωαps ´ tqΩ1px ´ yqrε2pt, yqds dx dt dy

´
żżż

ωαps ´ T qΩβpx ´ yqrε1pT, yqds dx dy

`
żżż

ωαpsqΩβpx ´ yqrε1p0, yqds dx dy
ˇ̌̌̌
,

ď C

ˆ
T

α
` T

β
` 1

˙
¨ pTV pa0q ` TV pb0qq ε.

Finally, we obtain :

}upT q ´ wεpT q}L1 ďC

ˆ
T

α
` T

β
` 1

˙
pTV pa0q ` TV pb0qq ε

` Cpα ` βqTV pu0q ` αC pTV pa0q ` TV pb0qq ,
which, after optimizing the values of α and β and noticing that TV pa0q, TV pb0q ď C ¨ TV pu0q,
gives :

}upT q ´ wεpT q}L1 ď CTV pu0qp?
εT ` εq,

and this inequality, along with |hpaq ´ b| ď C|Gpa, bq| and (4.12) gives in turn the result.
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Denoting � “ ´Bxu, the convergence of uεptq towards uptq in L1pRq ensures that �ptq is a
probability measure. Indeed, since for all ε ą 0, �ε “ ´Bxuε is a non-negative distribution, so is
�. The Riesz–Markov theorem then ensures that � can be represented by a non-negative Borel
measure. In addition, almost everywhere, for t ě 0, uεptq is a non-increasing function taking
values in r0, 1s and hence converges to a certain limit when x goes to `8. The same holds true for
the limit function uptq. However, since uεptq ´ uptq P L1pRq, then uεpt, xq ´ upt, xq must vanish
as x goes to `8. Therefore, the total mass of �ptq is 1, and �ptq is a probability measure.

Then, passing to the relaxation system (4.2) for the aggregation Equation (4.1) can be done
using (4.5) with p “ 1. As a consequence, Theorem 4.2 translates as follows for the aggregation.

Théorème 4.3. Let �0 P P2pRq, c ą 1{2 and set σ0 “ ar�0s�0. There exists a constant C ą 0
such that, for any ε ą 0, denoting p�ε, σεq the solution to (4.2) with initial data p�0, σ0q, one has :

@T ą 0, W1p�pT q, �εpT qq ď Cp?
εT ` εq,

where � P Cpr0,`8q,W2pRqq is the unique solution to (4.1) with initial datum �0.

4.3 Numerical Discretization

Hereafter, we denote Δt the time step and we introduce a Cartesian mesh of size Δx. We
denote tn “ nΔt for n P N and xj “ jΔx for j P Z. In this section, we extend our framework
and consider the aggregation Equation (4.1) with arbitrary pointy potentials W , which satisfy
the following conditions :

(i) W is even and W p0q “ 0 ;

(ii) W P C1pRzt0uq ;

(iii) W is λ-convex, i.e., there exists λ ď 0 such that W pxq ´ λ |x|2
2 is convex ;

(iv) W is a8-lipschitz continuous for some a8 ě 0.

In this framework, the convergence of �ε towards � for a slightly different problem has also been
studied in [73]. Adapting the argument, the convergence still holds provided the sub-characteristic
condition c ą a8 is verified. However, for such general potentials, the authors were not able to
obtain the estimates of the speed of convergence as stated in Theorem 4.3.

In this section, we propose some numerical schemes able to capture the limit ε Ñ 0, thus
satisfying the so-called asymptotic preserving (AP) property. We consider two approaches, the first
one based on a splitting algorithm, and the second one based on a well-balanced discretization.

4.3.1 A Splitting Algorithm

A first simple approach to discretize the system (4.2) is to use a splitting method. Such a method
is known to be convergent and easy to implement but introduces numerical diffusion.

Notice that the system (4.2) rewrites, with μ “ σ ´ c�, ν “ σ ` c�, as

Btμ ´ cBxμ “ 1

ε

´
a

”ν ´ μ

2c

ı´ν ´ μ

2c

¯
´ μ ` ν

2

¯
(4.24a)

Btν ` cBxν “ 1

ε

´
a

”ν ´ μ

2c

ı´ν ´ μ

2c

¯
´ μ ` ν

2

¯
. (4.24b)

The idea of the method is to solve in a first step on ptn, tn ` Δtq the system :

Btμ “ 1

ε

´
a

”ν ´ μ

2c

ı´ν ´ μ

2c

¯
´ μ ` ν

2

¯
Btν “ 1

ε

´
a

”ν ´ μ

2c

ı´ν ´ μ

2c

¯
´ μ ` ν

2

¯
,
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with initial data pμptnq, νptnqq “ pμn, νnq. We obtain μ
n` 1

2
j “ μptn ` Δt, xjq and ν

n` 1
2

j “
νptn `Δt, xjq. Notice that this system may be solved explicitly. Indeed, by adding and subtracting
the two equations, we deduce after an integration :

ν
n` 1

2
j ´ μ

n` 1
2

j “ νnj ´ μn
j (4.25a)

μ
n` 1

2
j ` ν

n` 1
2

j “ pμn
j ` νnj qe´Δt{ε ` a

”νn ´ μn

2c

ı´νn ´ μn

2c

¯
p1 ´ e´Δt{εq. (4.25b)

Then, in a second step, we discretize by a classical finite volume upwind scheme the system :

Btμ ´ cBxμ “ 0, Btν ` cBxν “ 0.

That is :

μn`1
j “ μ

n` 1
2

j ` c
Δt

Δx
pμn` 1

2
j`1 ´ μ

n` 1
2

j q, (4.26a)

νn`1
j “ ν

n` 1
2

j ´ c
Δt

Δx
pνn` 1

2
j ´ ν

n` 1
2

j´1 q. (4.26b)

Coming back to the variables � and σ, we obtain :

ν
n` 1

2
j “ c�nj ` σn

j e
´Δx{ε ` anj �

n
j p1 ´ e´Δt{εq,

μ
n` 1

2
j “ ´c�nj ` σn

j e
´Δx{ε ` anj �

n
j p1 ´ e´Δt{εq,

with anj “ ´
ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�nk . Then, the splitting algorithm reads :

�n`1
j “ �nj ´ 1

2

Δt

Δx
pμn` 1

2
j`1 ` ν

n` 1
2

j ´ μ
n` 1

2
j ´ ν

n` 1
2

j´1 q

“ �nj ´ 1

2

Δt

Δx

´
pσn

j`1 ´ σn
j´1qe´Δt{ε

` p1 ´ e´Δt{εqpanj`1�
n
j`1 ´ anj´1�

n
j´1q ´ cp�nj`1 ´ 2�nj ` �nj´1q

¯
, (4.27)

and :

σn`1
j “ σ

n` 1
2

j ` c

2

Δt

Δx
pσn

j`1 ´ 2σn
j ` σn

j´1qe´Δt{ε

` c

2

Δt

Δx

´
panj`1�

n
j`1 ´ 2anj �

n
j ` anj´1�

n
j´1qp1 ´ e´Δt{εq ´ cp�nj`1 ´ �nj´1q

¯
“ σn

j e
´Δt{ε ` anj �

n
j p1 ´ e´Δt{εq ` c

2

Δt

Δx
pσn

j`1 ´ 2σn
j ` σn

j´1qe´Δt{ε

` c

2

Δt

Δx

´
panj`1�

n
j`1 ´ 2anj �

n
j ` anj´1�

n
j´1qp1 ´ e´Δt{εq ´ cp�nj`1 ´ �nj´1q

¯
.

Lemme 4.3. For any ε ą 0, if both the CFL condition cΔt
Δx ď 1 and the subcharacteristic condition

c ě a8 hold, then the splitting scheme (4.25) and (4.26) is L1-stable :

@n P N,
ÿ
jPZ

´
|μn`1

j | ` |νn`1
j |

¯
ď

ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νnj |˘ .

Proof. We have :

μ
n` 1

2
j “ 1

2

ˆ
e´Δt{ε

´
1 ` anj

c

¯
` 1 ´ anj

c

˙
μn
j ´ 1 ´ e´Δt{ε

2

ˆ
1 ´ anj

c

˙
νnj ,

ν
n` 1

2
j “ ´1 ´ e´Δt{ε

2

ˆ
1 ` anj

c

˙
μn
j ` 1

2

ˆ
e´Δt{ε

´
1 ´ anj

c

¯
` 1 ` anj

c

˙
νnj .



134 Chapitre 4. Approximation par relaxation

Under the condition c ě a8, in the expression of μn` 1
2

j , the coefficient in front of μn
j is non-negative

and the one in front of νnj is non-positive. Similarly, in ν
n` 1

2
j , the coefficient of μn

j is non-positive
and the one in front of νnj is non-negative. Taking the absolute value and adding up therefore
yields : ˇ̌̌

μ
n` 1

2
j

ˇ̌̌
`

ˇ̌̌
ν
n` 1

2
j

ˇ̌̌
ď

ˇ̌̌
μn
j

ˇ̌̌
`

ˇ̌̌
νnj

ˇ̌̌
.

It remains to remark that, provided the CFL condition cΔt
Δx ď 1 is verified, (4.26) gives :

ÿ
jPZ

´
|μn`1

j | ` |νn`1
j |

¯
ď

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙ ÿ
jPZ

ˆˇ̌̌
μ
n` 1

2
j

ˇ̌̌
`

ˇ̌̌
ν
n` 1

2
j

ˇ̌̌˙
` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

ˇ̌̌
μ
n` 1

2
j`1

ˇ̌̌
` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

ˇ̌̌
ν
n` 1

2
j´1

ˇ̌̌
,

ď
ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙ ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νnj |˘ ` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

ˇ̌̌
μ
n` 1

2
j

ˇ̌̌
` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

ˇ̌̌
ν
n` 1

2
j

ˇ̌̌
,

ď
ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νnj |˘ .

Note that similar schemes have also been studied in [92] and proved convergent at a rate of?
Δx.

Let us now verify the AP property. When ε Ñ 0, we verify that the equation on � (4.27)
converges to the following Rusanov discretization of (4.1) (see [54] for numerical simulations using
the Rusanov scheme) :

�n`1
j “ �nj ´ 1

2

Δt

Δx

´
anj`1�

n
j`1 ´ anj´1�

n
j´1

¯
` cΔt

2Δx
p�nj`1 ´ 2�nj ` �nj´1q, (4.28a)

anj “ ´
ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�nk . (4.28b)

This limiting scheme provides a consistent discretization of (4.1). Indeed, a similar scheme has
been extensively studied in [36] using compactness arguments and the following convergence
result was proven :

Lemme 4.4. Assume �0 P P2pRq and that the stability conditions cΔt
Δx ď 1 and c ě a8 are

satisfied. Let T ą 0 and suppose we initialize the scheme (4.28) with �0j “ 1

Δx
�0pCjq where

Cj “ rxj´ 1
2
, xj` 1

2
q. Then, denoting �Δx the reconstruction given by the scheme (4.28), that is :

�Δxptq “
ÿ
nPN

ÿ
jPZ

�nj �rtn,tn`1qptqδxj ,

then �Δx converges weakly in the sense of measures on r0, T s ˆ R towards the solution � of
Equation (4.1), as Δx goes to 0.

It has been also proven in [43] that the scheme (4.28) converges at a rate of
?
Δx.

4.3.2 Well-Balanced Discretization

Although the splitting method provides a simple way to obtain an AP discretization, the
resulting scheme has strong numerical diffusion and may not have a good large time behavior.
Then, well-balanced schemes have been introduced. A scheme is said to be well-balanced when
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it preserves equilibria. The method proposed in this section comes from [64]. For a survey of
asymptotic-preserving and well-balanced schemes in the general framework of chemotaxis models,
we refer to [108].

Let us assume that, for some n P N, the approximation pμn
j , ν

n
j qjPZ of pμptn, xjq,

νptn, xjqqjPZ solution to (4.24) is known. We construct an approximation at time tn`1 using a
finite volume upwind discretization of (4.24), with the discretization of the source terms Hn

μ,j , H
n
ν,j

to be prescribed right afterwards :

μn`1
j “ μn

j ` c
Δt

Δx
pμn

j`1 ´ μn
j q ` Δt

ε
Hn

μ,j (4.29a)

νn`1
j “ νnj ´ c

Δt

Δx
pνnj ´ νnj´1q ` Δt

ε
Hn

ν,j . (4.29b)

In order to preserve equilibria, we set :

Hn
μ,j “ 1

Δx

ż xj`1

xj

Hpμ̃, ν̃qdx, Hpμ, νq “ a
”ν ´ μ

2c

ı´ν ´ μ

2c

¯
´ μ ` ν

2
,

where pμ̃, ν̃q is the solution to the stationary system on pxj , xj`1q :

´ cBxμ̃ “ 1

ε
Hpμ̃, ν̃q (4.30a)

cBxν̃ “ 1

ε
Hpμ̃, ν̃q (4.30b)

μ̃pxj`1q “ μn
j`1, ν̃pxjq “ νnj . (4.30c)

In addition, in the same fashion, Hn
ν,j “ 1

Δx

şxj

xj´1
Hpμ, νqdx, where pμ, νq solve the stationary

system with incoming boundary conditions, on pxj´1, xjq :

´ cBxμ “ 1

ε
Hpμ, νq (4.31a)

cBxν “ 1

ε
Hpμ, νq (4.31b)

μpxjq “ μn
j , νpxj´1q “ νnj´1. (4.31c)

Reporting Equations (4.30a) and (4.31b) into the discretization of the source term, we obtain
Hn

ν,j “ cε
Δxpνpxjq ´ νj´1q and Hn

μ,j “ ´ cε
Δxpμn

j ´ μ̃pxjqq. Hence, one may rewrite the scheme (4.29)
as

μn`1
j “ μn

j ` c
Δt

Δx
pμ̃pxjq ´ μn

j q

νn`1
j “ νnj ´ c

Δt

Δx
pνnj ´ νpxjqq.

Remark that the stationary system :

´cBxμ “ 1

ε
Hpμ, νq, cBxν “ 1

ε
Hpμ, νq,

is equivalent to :

Bxσ “ 0, c2Bx� “ 1

ε
par�s� ´ σq .

Therefore, denoting σj` 1
2

“ μ̃ ` ν̃

2
and σj´ 1

2
“ μ ` ν

2
, which are constant, respectively, on

pxj , xj`1q and pxj´1, xjq, one has :

μ̃pxjq “ 2σj` 1
2

´ νnj , νpxjq “ 2σj´ 1
2

´ μn
j .
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Thus, it turns out that the scheme can be rewritten only in terms of the discretized unknowns
and of σj˘ 1

2
:

μn`1
j “ μn

j ´ c
Δt

Δx
pμn

j ` νnj q ` 2cΔt

Δx
σj` 1

2
,

νn`1
j “ νnj ´ c

Δt

Δx
pμn

j ` νnj q ` 2cΔt

Δx
σj´ 1

2
.

Or equivalently :

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx
pσj` 1

2
´ σj´ 1

2
q, (4.32a)

σn`1
j “ σn

j ´ c
Δt

Δx
p2σn

j ´ σj` 1
2

´ σj´ 1
2
q. (4.32b)

However, solving the stationary systems (4.31) and (4.30) involves the resolution of a nonlinear
and nonlocal ODE. Instead, we propose an approximation in the spirit of [64].

We replace the nonlinear term in (4.31a)–(4.31b) by an
j´ 1

2

¨ ν´μ
2c , where an

j´ 1
2

stands for a fixed

and consistent discretization of a
”
ν´μ
2c

ı
on the interval pxj´1, xjq, to be specified afterwards.

Similarly, we will replace the nonlinear term in (4.30a)–(4.30b) by an
j` 1

2

¨ ν̃´μ̃
2c with an

j` 1
2

defined
accordingly. In the following, we detail the construction for the problem (4.31a)–(4.31b) on
pxj´1, xjq.

Obviously, the definition of an
j´ 1

2

should be taken with care (see [64, 36]). In [43], the authors
showed that, when discretizing the product ar�s�, if ar�s and � were not evaluated at the same
point, then the resulting scheme produces the wrong dynamics. To take this into account, we will
split � into one contribution coming from the left and one contribution coming from the right,
i.e., we set � “ �L ` �R and σ “ σL ` σR where �LpΔxq “ 0 and �Rp0q “ 0. This implies that
�pΔxq “ �RpΔxq and �p0q “ �Lp0q.

More precisely, we solve the two following boundary value problem, on p0,Δxq :

εc2
d

dx
�L “ an

j´ 1
2
,L
�L ´ σL, �LpΔxq “ 0, (4.33a)

εc2
d

dx
�R “ an

j´ 1
2
,R
�R ´ σR, �Rp0q “ 0, (4.33b)

We may explicitly solve these linear systems, and since �Lp0q “ �p0q and �RpΔxq “ �pΔxq, we
obtain the relations :

σL “ �p0qκn
j´ 1

2
,L
, σR “ �pΔxqκn

j´ 1
2
,R
. (4.34)

with :

κn
j´ 1

2
,L

“
an
j´ 1

2
,L

1 ´ expp´an
j´ 1

2
,L
Δx{pεc2qq , κn

j´ 1
2
,R

“
an
j´ 1

2
,R

1 ´ exppan
j´ 1

2
,R
Δx{pεc2qq . (4.35)

Notice that we have :

κn
j´ 1

2
,L

Ñ pan
j´ 1

2
,L

q`, κn
j´ 1

2
,R

Ñ ´pan
j´ 1

2
,R

q´, when ε Ñ 0, (4.36)

Using the boundary conditions in (4.31), we have :

�p0q “ νnj´1 ´ μp0q
2c

, �pΔxq “ νpΔxq ´ μn
j

2c
. (4.37)
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with (4.34) and the fact that σ “ σL ` σR is constant on r0,Δxs, we obtain the following 2 ˆ 2
system on the unknowns μp0q, νpΔxq :

μn
j ` νpΔxq “ μp0q ` νnj´1,

μn
j ` νpΔxq “ νnj´1 ´ μp0q

2c
κn
j´ 1

2
,L

` νpΔxq ´ μn
j

2c
κn
j´ 1

2
,R

Solving this system yields :

μp0q “ ´νnj´1

c ´ κn
j´ 1

2
,R

´ κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

´ μn
j

κn
j´ 1

2
,R

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

,

νpΔxq “ νnj´1

κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

´ μn
j

c ` κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

.

From which we deduce with (4.37) :

�n
j´ 1

2
,L

:“ �p0q “ 1

c

¨̋pc ´ κn
j´ 1

2
,R

qνnj´1 ` κn
j´ 1

2
,R
μn
j

c ` κn
j´ 1

2
,L

´ κj´ 1
2
,R

‚̨
�n
j´ 1

2
,R

:“ �pΔxq “ 1

c

¨̋
κn
j´ 1

2
,L
νnj´1 ´ pc ` κn

j´ 1
2
,L

qμn
j

c ` κn
j´ 1

2
,L

´ κj´ 1
2
,R

‚̨
and with (4.34) :

σj´ 1
2
:“ σL ` σR “ �n

j´ 1
2
,L
κn
j´ 1

2
,L

` �n
j´ 1

2
,R
κn
j´ 1

2
,R

“
νnj´1κ

n
j´ 1

2
,L

´ μn
j κ

n
j´ 1

2
,R

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

, (4.38)

(the above quantities are well-defined since κn
j´ 1

2
,L

ě 0 and κn
j´ 1

2
,R

ď 0). Injecting into (4.32), it
gives the following scheme :

μn`1
j “

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙
μn
j ´ cΔt

Δx

c ´ κn
j` 1

2
,R

´ κn
j` 1

2
,L

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

νnj ´ 2cΔt

Δx

κn
j` 1

2
,R

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

μn
j`1, (4.39a)

νn`1
j “

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙
νnj ´ cΔt

Δx

c ` κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

μn
j ` 2cΔt

Δx

κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

νnj´1, (4.39b)

where the coefficients κn
j´ 1

2
,L{R are defined in (4.35). Equivalently, for the variable p�, σq, the

scheme reads :

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx

¨̋
νnj κ

n
j` 1

2
,L

´ μn
j`1κ

n
j` 1

2
,R

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

´
νnj´1κ

n
j´ 1

2
,L

´ μn
j κ

n
j´ 1

2
,R

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

‚̨ (4.40a)

σn`1
j “ σn

j ´ c
Δt

Δx

¨̋
2σn

j ´
νnj κ

n
j` 1

2
,L

´ μn
j`1κ

n
j` 1

2
,R

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

´
νnj´1κ

n
j´ 1

2
,L

´ μn
j κ

n
j´ 1

2
,R

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

‚̨, (4.40b)

where we recall that μn
j “ σn

j ´ c�nj and νnj “ σn
j ` c�nj .

It remains to define the velocities an
j´ 1

2
,L{R used in (4.33) and in (4.35). We take :

an
j´ 1

2
,L{R “ ´

ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�n
k´ 1

2
,L{R.
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However, this discretization implies the resolution of a nonlinear problem, since the quantities
�n
k´ 1

2
,L{R depends nonlinearly on an

j´ 1
2
,L{R.

Then, we implement a fixed point method initialized with a
n,p0q
j´ 1

2
,L

:“ anj´1 and a
n,p0q
j´ 1

2
,R

:“ anj .

Solving, on each cell pxj´1, xjq, the system of ODEs (4.33) with these values for the velocities
gives two sequences, p�p1q

j´ 1
2
,L

qjPZ and p�p1q
j´ 1

2
,R

qjPZ. Then, we assign the next value of the velocity

to a
n,p1q
j´ 1

2
,L{R :“ ´

ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�p1q
k´ 1

2
,L{R, which allows us to compute new values for the left

and right densities, p�p2q
j´ 1

2
,L

qjPZ and p�p2q
j´ 1

2
,R

qjPZ, through (4.33). We iterate until W2p�piq
L , �

pi`1q
L q

and W2p�piq
R , �

pi`1q
R q pass below a certain threshold. Notice that the velocities a

n,piq
j´ 1

2
,L{R always

remain bounded by a8. In practice, only a few iterations are needed.
The resulting scheme is consistent for any ε ą 0 and stable under standard stability conditions,

as shown by the following lemmas.

Lemme 4.5 (L1 stability). Under the CFL condition cΔt
Δx ď 1 and the subcharacteristic condition

c ě a8, there holds that the sequence pμn
j , ν

n
j qj,n defined by the scheme (4.39), verifies the following

L1 stability property :

@n P N,
ÿ
jPZ

´
|μn`1

j | ` |νn`1
j |

¯
ď

ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νnj |˘ .

Proof. In each combination of (4.39), the first coefficient is non-negative under the CFL condition
cΔt
Δx ď 1, and so is the last one since κn

j˘ 1
2
,L

ě 0 and κn
j˘ 1

2
,R

ď 0. Moreover, under the subcharac-
teristic condition c ě a8, it holds that ´c ď κj˘ 1

2
,R ` κj˘ 1

2
,R ď c so the remaining coefficient is

non-positive. Thus, applying the triangle inequality and re-indexing the sums appropriately :

ÿ
jPZ

`|μn`1
j | ` |νn`1

j |˘ ď
ÿ
jPZ

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙
|μn

j | `
ÿ
jPZ

cΔt

Δx

c ´ κn
j` 1

2
,R

´ κn
j` 1

2
,L

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

|νn
j |

´
ÿ
jPZ

2cΔt

Δx

κn
j` 1

2
,R

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

|μn
j`1| `

ÿ
jPZ

ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙
|νn

j |

`
ÿ
jPZ

cΔt

Δx

c ` κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

|μn
j`1| ` 2cΔt

Δx

κn
j` 1

2
,L

c ´ κn
j` 1

2
,R

` κn
j` 1

2
,L

|νn
j |,

ď
ˆ
1 ´ cΔt

Δx

˙ ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νn

j |˘ ` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

|μn
j`1| ` cΔt

Δx

ÿ
jPZ

|νn
j |,

ď
ÿ
jPZ

`|μn
j | ` |νn

j |˘ .
This concludes the proof.

Lemme 4.6 (Consistency for smooth solutions). Assume that, for all j P Z, we have an
j´ 1

2
,L{R “

´
ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�k´ 1
2
,L{R. Then, for any ε ą 0, the scheme (4.32) is consistent with (4.2)

provided that the solutions are smooth enough.

Proof. For j P Z, one has, using the Taylor expansions as Δx Ñ 0 :

κn
j´ 1

2
,L

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

“ 1

2
´ 1

4εc2

˜
c ´

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2

¸
Δx ` OpΔx2q,

κn
j´ 1

2
,R

c ´ κn
j´ 1

2
,R

` κn
j´ 1

2
,L

“ ´1

2
` 1

4εc2

˜
c `

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2

¸
Δx ` OpΔx2q.
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Thus :

σj´ 1
2

“ σn
j´1 ` σn

j

2
` c

�nj´1 ´ �nj
2

´ 1

4εc2

˜ ˜
c ´

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2

¸
pσn

j´1 ` c�nj´1q

`
˜
c `

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2

¸
pσn

j ´ c�nj q
¸
Δx ` OpΔx2q.

In particular, σj´ 1
2

is clearly consistent with σptn, xj´ 1
2
q as long as the solution p�, σq is smooth

enough to perform standard consistency analysis for finite differences. This shows that (4.32a) is
consistent with Bt� ` Bxσ “ 0. As for the consistency of (4.32b) with Btσ ` c2Bx� “ 1

ε par�s� ´ σq,
we write :

σj` 1
2

` σj´ 1
2

´ 2σn
j “ σn

j`1 ´ 2σn
j ` σn

j´1

2
` c

�nj´1 ´ �nj`1

2
´ Δx

4εc2

«
cpσn

j´1 ` 2σn
j ` σn

j`1q

`
an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2
pσn

j ´ σn
j´1q `

an
j` 1

2
,L

` an
j` 1

2
,R

2
pσn

j`1 ´ σn
j q ` c2p�nj´1 ´ �nj`1q

´ c

˜
an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2
�nj´1 `

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

` an
j` 1

2
,L

` an
j` 1

2
,R

2
�nj `

an
j` 1

2
,L

` an
j` 1

2
,R

2
�nj`1

¸ff
` OpΔx2q.

Using Taylor expansions, we have, for smooth solutions σptn, xj`1q ´ 2σptn, xjq ` σptn, xj´1q
“ OpΔx2q, �ptn, xj´1q ´ �ptn, xj`1q “ OpΔxq, σptn, xjq ´ σptn, xj´1q “ OpΔxq
and σptn, xj`1q ´ σptn, xjq “ OpΔxq. Along with the bound |an

j˘ 1
2
,L{R| ď a8, this implies :

σj` 1
2

` σj´ 1
2

´ 2σn
j “ c

�nj´1 ´ �nj`1

2
´ 1

4εc2

«
cpσn

j´1 ` 2σn
j ` σn

j`1q

´ c

˜
an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

2
�nj´1 `

an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

` an
j` 1

2
,L

` an
j` 1

2
,R

2
�nj

`
an
j` 1

2
,L

` an
j` 1

2
,R

2
�nj`1

¸ff
Δx ` OpΔx2q.

Clearly, c
	nj´1´	nj`1

2 and cpσn
j´1 ` 2σn

j ` σn
j`1q are consistent with an accuracy of OpΔx2q and

OpΔxq, respectively, with ´cBx�ptn, xjq and 4cσptn, xjq. For the remaining terms, let us recall
that, with the notations of (4.37) :

�j´ 1
2
,L “ νnj´1 ´ μp0q

2c
“

νnj´1 ´ σj´ 1
2

c
, �j´ 1

2
,R “ νpΔxq ´ μn

j

2c
“

σj´ 1
2

´ μj

c
.

Hence, �j´ 1
2
,L ` �j´ 1

2
,R “ νnj´1 ´ μn

j

c
“ σn

j´1 ´ σn
j

c
` �nj´1 ` �nj . Since σptn, xj´1q ´ σptn, xjq “

OpΔxq, and assuming that :

an
j´ 1

2
,L{R “ ´

ÿ
k‰j

W 1pxj ´ xkq�k´ 1
2
,L{R

we deduce that an
j´ 1

2
,L

` an
j´ 1

2
,R

is consistent with ar�ptnqspxj´1q ` ar�ptnqspxjq with accu-

racy OpΔxq. It follows that σj` 1
2

` σj´ 1
2

´ 2σn
j is consistent with ´Bx�ptn, xjq ´ 1

ε

´
σptn, xjq ´

ar�ptnqspxjq�ptn, xjq
¯
, again with accuracy OpΔxq, and this concludes the proof.
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The stability conditions in Lemma 4.5 being independent on ε, we recover in the limit ε Ñ 0,
using (4.36), the scheme of [64] :

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx

¨̋
νnj pan

j` 1
2
,L

q` ` μn
j`1pan

j` 1
2
,R

q´
c ` pan

j` 1
2
,R

q´ ` pan
j` 1

2
,L

q`
´

νnj´1pan
j´ 1

2
,L

q` ` μn
j pan

j´ 1
2
,R

q´
c ` pan

j´ 1
2
,R

q´ ` pan
j´ 1

2
,L

q`
‚̨ (4.41a)

σn`1
j “ σn

j ´ c
Δt

Δx

˜
2σn

j ´
νnj pan

j` 1
2
,L

q` ` μn
j`1pan

j` 1
2
,R

q´
c ` pan

j` 1
2
,R

q´ ` pan
j` 1

2
,L

q`

´
νnj´1pan

j´ 1
2
,L

q` ` μn
j pan

j´ 1
2
,R

q´
c ` pan

j´ 1
2
,R

q´ ` pan
j´ 1

2
,L

q`

¸
, (4.41b)

which is stable under the conditions cΔt
Δx ď 1 and c ě a8. Notice that with the notation in (4.38),

Equation (4.41a) may be rewritten as the following upwind-type scheme :

�n`1
j “ �nj ´ Δt

Δx

´
�n
j` 1

2
,L

pan
j` 1

2
,L

q` ´ �n
j` 1

2
,R

pan
j` 1

2
,R

q´ ´ �n
j´ 1

2
,L

pan
j´ 1

2
,L

q` ` �n
j´ 1

2
,R

pan
j´ 1

2
,R

q´
¯
.

4.4 Numerical Experiments

We present some numerical illustrations for the two schemes described in the previous section.
In addition to the potential W pxq “ |x|

2 , we also consider the smooth potential W pxq “ x2

2 .
Numerical tests are conducted on the domain r´1, 1s and both schemes are initialized with :

�0j “ 1

Δx
�0pCjq, σ0

j “ 1

Δx
σ0pCjq.

4.4.1 Accuracy of the Numerical Schemes

In this subsection, schemes are initialized with the inital data �0 “ 1
2δ´0.5` 1

2δ0.5, σ0 “ ar�0s�0.
Figure 4.2 shows that both schemes recover the correct dynamics in the limit ε Ñ 0 : for the

potential W pxq “ |x|
2 , one can compute the exact velocity of both Dirac masses for the aggregation

Equation (4.1) and see that they should be located, respectively, in x “ ´0.2 and x “ 0.2 in final
time T “ 1.2.

This test is set up with ε “ 10´7, on a Cartesian mesh of r´1, 1s with 1500 cells, c “ 1 and

the CFL c
Δt

Δx
“ 0.9. Both schemes (4.28) and (4.41) display the correct velocity for the Dirac

masses, but one can notice that the Rusanov scheme (4.28) shows more numerical diffusion. Note
that both schemes are written in conservation form, they preserve the total mass of �, which is
also verified numerically.

We then investigated the order of convergence when Δx goes to 0 with ε fixed, in Wasserstein
distance W1 (the numerical results are the same for W2).

After performing tests for several values of ε, it appears that the convergence order with
respect to Δx does not depend on the size of ε. Therefore, as an example, we propose simulations
in final time T “ 0.5, with the same intial data and stability parameters as above, and with
ε “ 2 ˆ 10´6 for Figure 4.3 and with ε “ 10´2 for Figure 4.4 :

For a fixed value of ε, both schemes seem to converge with order 1{2 with respect to Δx

for the smooth potential W pxq “ x2

2 (see Figure 4.3) whereas they seem to be of order 1 for
the potential W pxq “ |x|

2 (see Figure 4.4). This can be explained as both schemes possess some
numerical diffusion which is somehow counterbalanced by the aggregation phenomenon in the
case of a pointy potential, as already observed in [54]. Due to the link with the Burgers equation,
this superconvergence phenomenon is directly linked to the results of Després [44], which should
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Figure 4.2 – Dynamics of two Dirac masses for the potential W pxq “ |x|
2 in time T “ 1.2.

Figure 4.3 – Order of convergence of the splitting scheme and the well-balanced scheme for the smooth
potential W pxq “ x2

2 .

be rigorously extended to our case (the mere extension to the upwind scheme of [36] for the
aggregation is not straightforward).

Finally, we also verified the well-balanced property of the scheme (4.40). In order to obtain
a reference solution to system (4.2) when ε ą 0, note that it can be proven that system (4.3)
admits traveling waves solutions given by :

upt, xq “ upεpx ´ σtqq, vpt, xq “ vpεpx ´ σtqq,
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Figure 4.4 – Order of convergence of the splitting scheme and the well-balanced scheme for the pointy
potential W pxq “ |x|

2 .

where :

upξq “
ug ` ud exp

´
ug´ud

2pc2´σ2q pξ ´ ξ0q
¯

1 ` exp
´

ug´ud

2pc2´σ2q pξ ´ ξ0q
¯ , vpξq “ σpupξq ´ ugq ` u2g

2
,

and with σ “ ug`ud

2 , ξ “ 1
ε px´σtq and ξ0 P R is a parameter. In our case, upt, xq “ 1

2´şx
´8 �pt, dyq,

hence ug “ 1{2 “ ´ud and therefore travaling wave solutions are stationary. Setting ξ0 “ 1
2ε , we

deduce :
upt, xq “ ´1

2
tanh

x

4εc2
, vpt, xq “ 1

8
.

Differentiating in space, these solutions give particular solutions p�, σq, that are stationary, to
system (4.2) :

�pt, xq “ 1

8εc2

˜
1 ´ tanh2

´ x

4εc2

¯¸
, σpt, xq “ 0.

In Figure 4.5, we compute the W1 distance between the approximated solution at time T “ 0.5
and the above stationary solution �. The test is conducted with ε “ 2 ˆ 10´4, with the exact
boundary conditions given by the above formula, and for several values of Δx. The scheme (4.40)
preserves well the above equilibrium for any Δx (even though we replaced the resolution of the
systems (4.31) and (4.30) with linear systems, see (4.33)), while for the splitting scheme, we
recover the linear convergence towards � which is, in this case, the exact solution.

4.4.2 Illustration of Theorem 4.3

We finish by illustrating the convergence rate we obtained in the continuous setting. In
Theorem 4.3, we obtained convergence at rate

?
εT ` ε “ Op?

εq of �εT towards �T the solution
to the aggregation equation, at any final time T ą 0 in W1 distance, where p�ε, σεq is the solution
to (4.2) for any inital data p�0, σ0q with �0 P P2pRq, provided c ą 1{2 and σ0 “ ar�0s�0.

Under these conditions, we illustrate this convergence rate by computing the distance between
�εiΔx and �

εi`1

Δx (what is called error in the following figures) for εi “ 1{2i, i “ 4, . . . , 18 and for a
fixed Δx small enough so as to consider that our discretizations approximate well the continuous
solutions (whether or not ε ą 0 since we proved our schemes to be AP).
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Figure 4.5 – Distance to the equilibrium for the splitting scheme and the well-balanced scheme and for
the pointy potential W pxq “ |x|

2 .

Figure 4.6 – Convergence rate w.r.t ε in W1 distance, W pxq “ |x|
2 , 50000 cells. Initial datum is one

Gaussian bump �0pxq “ 2
b

5
π e

´20x2

.

For W pxq “ |x|
2 , the superconvergence phenomenon seems to occur once again as we observe in

Figure 4.6 : convergence with respect to ε is observed at order 1 in distance W1, provided ε À 10´2

(the first three points do not seem to show order 1). Quite surprisingly, order 1 convergence seems
to occur in any Wp distance, p P r1,`8r (see table 4.1). Intuitively, one might have wanted to
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use the inequality Wpp�ε, �q ď W
1
p

1 p�ε, �qdiampΩq1´ 1
p on a bounded domain Ω to pass from Opεq

convergence in W1 distance to Opε1{pq convergence in Wp distance, but apparently this is not
optimal.

p Well-balanced scheme Splitting scheme
1 0.99627054 1.02607252
2 0.98349175 1.02358042
3 0.97402616 1.03216978
4 0.95475130 1.02633710
5 0.97151212 0.98096040
6 0.96196499 0.95627928

Table 4.1 – Order of convergence w.r.t ε in Wp distance, using either scheme to approximate the
continuous solutions, for W pxq “ |x|

2 , 45000 cells, T “ 0.5. The error is estimated as the mean slope in

log-log scale. Initial datum is one Gaussian bump �0pxq “ 2
b

5
π e

´20x2

.

We finish with the case of the smooth potential W pxq “ x2

2 for which we expect a Op?
εq

convergence rate. We observe numerically in Figure 4.7 a behaviour very similar to that of
Figure 4.6, and this suggest that our convergence rate is not optimal. Perhaps the relaxation
approximation allows to gain regularity for the solutions, which might help obtaining a sharper
convergence rate in Opεq in W1 distance.

Figure 4.7 – Convergence rate w.r.t ε in W1 distance, W pxq “ |x|2
2 , 40000 cells. Initial datum is one

Gaussian bump �0pxq “ 2
b

5
π e

´20x2

.

Note that both schemes allow to recover convergence at the seemingly optimal order for the
continous solutions, although the splitting scheme seems to be more than geometrically convergent
for the last two εi. This is actually not the case since refining the mesh would allow use to get a
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straight line also for the splitting scheme. In fact, one could interpret this as the splitting scheme
being less accurate in capturing the aggregation phenomenon than the well-balanced scheme,
since, when ε is very small, solutions behave like Dirac masses. This gives another argument to
discard the splitting scheme in favour of the well-balanced scheme.
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Annexe A

Annexe

A.1 Quelques rappels de probabilités et théorie de la mesure

A.1.1 Mesures de probabilité

L’étude d’équations d’agrégation en dimension 1 amène fréquemment [55, 70, 16, 107, 5, 57,
56] à considérer les inverses généralisés de fonctions de répartition, dont on rappelle la définition
ici.

Définition A.1. On suppose ici d “ 1. Soit � P PpRq. On appelle fonction de répartition de �
(cumulative distribution function) la fonction F : R ÞÝÑ r0, 1s donnée par :

F pxq “ μ
`s ´ 8, xs˘, x P R.

Toute fonction de répartition est croissante, continue à droite en tout point, et de limites respectives
0 en ´8 et 1 en `8.

En tant que fonction croissante majorée, elle admet une limite à gauche en tout point.
Puisqu’elle est aussi continue en tout point, c’est ce que l’on appelle une fonction càdlàg (continue
à droite, limite à gauche).

On peut définir l’inverse généralisé de F (encore appelé pseudo-inverse ou fonction quantile)
par :

@y P r0, 1s, F´1pyq “ inf tx P R | F pxq ě yu .
Si F est strictement croissante, alors F´1 correspond à l’inverse standard de F .

A.1.2 Convergence des mesures (pas forcément de probabilité)

Lorsque l’on parle de convergence faible d’une suite de mesures vers une autre mesure, se pose
la question de l’ensemble des fonctions tests que l’on prend. On rappelle que l’on note MbpRdq
l’ensemble des mesures finies ou bornées sur (les boréliens de) Rd.

Définition A.2 (Convergence étroite, convergence faible-*, convergence vague). Soit p�nq P
MbpRdqN. On dit que p�nq converge étroitement (resp. faible ´ ˚, vaguement) vers � P MbpRdq
si elle converge en dualité contre CbpRdq (resp. C0pRdq, CcpRdq), c’est-à-dire que :

@ϕ P CbpRdq presp. C0pRdq, CcpRdqq,
ż
ϕd�n ÝÑ

nÑ`8

ż
ϕd�.

Proposition A.1. Soit p�nq P MbpRdqN et � P MbpRdq.
p�nq converge étroitement vers � si et seulement si p�nq converge vaguement vers � et

�npRdq ÝÑ
nÑ`8 �pRdq. En particulier, si les �n et � sont des mesures de probabilité, la conver-

gence étroite équivaut à la convergence vague, et donc à la convergence faible-* (parfois appelée
« convergence faible au sens des mesures »).
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La convergence en loi d’une suite de variables aléatoires est définie à partir de la convergence
étroite des mesures de probabilité associées, et peut-être caractérisée par leur convergence vague
d’après la proposition ci-dessus.

Plusieurs de nos méthodes (Γ´convergence, compacité à la Lax-Wendroff) nécessitent d’ex-
traire d’une suite de mesures (en général de probabilité) une sous-suite convergente vers une autre
mesure finie.

Proposition A.2. Soit p�nq P MbpRdqN de mesure totale bornée uniformément par rapport à
n P N, c’est-à-dire �npRdq ď C indépendant de n P N. C’est en particulier le cas si p�nq est une
suite de mesures de probabilité.

Alors il existe une sous-suite de p�nq qui converge faible-* vers � P MbpRdq.
Néanmoins, la limite � n’est a priori pas une mesure de probabilité même si les �n le sont

toutes (prendre par exemple �n “ δn dont la limite faible-* est la mesure nulle). Assurer que la
limite soit une mesure de probabilité repose sur la notion de tension de la suite :

Définition A.3 (Suite tendue). Soit p�nq P MbpRdqN. On dit que p�nq est tendue si limRÑ`8 �npBc
Rq “

0 uniformément en n P N. Plus précisément, cela signifie que :

lim
RÑ`8 sup

nPN
�npBc

Rq “ 0.

La tension est parfois énoncée de la façon équivalente suivante :

@ε ą 0, DKε compact, @n P N, �npKc
εq ď ε.

La tension d’une suite de mesures implique que p�nq ne peut pas « envoyer de masse à l’infini »,
la suite pδnqnPN n’est, par exemple, pas tendue. En pratique, la tension provient souvent d’une
des conditions suivantes.

Proposition A.3 (Conditions suffisantes de tension). Soit p�nq P MbpRdqN. Si l’une des
conditions suivantes est vérifiée :

(1) Il existe p ě 1 tel que Mpp�nq soit borné uniformément en n P N,
(2) p�nq converge étroitement vers une mesure bornée,

Alors la suite p�nq est tendue.

Démonstration. (1) Il suffit d’écrire :

Rp�npBc
Rq ď

ż
Bc

R

|x|p�npdxq ď
ż
Rd

|x|p�npdxq ď C,

si bien que �npBc
Rq ď C{Rp tend vers 0 quand R Ñ `8 uniformément en n.

La tension est également une condition suffisante pour que la convergence vague revienne à la
convergence étroite :

Proposition A.4. Soit p�nq P MbpRdqN et � P MbpRdq. La convergence étroite de p�nq vers �
est équivalente à ce que p�nq soit tendue et que p�nq converge vaguement vers �.

On est alors en mesure de compléter la proposition A.2 :

Proposition A.5. Soit p�nq P MbpRdqN de mesure totale uniformément bornée par rapport à
n P N, c’est-à-dire que �npRdq ď C indépendant de n P N. On suppose de plus que p�nq est
tendue.

Alors il existe une sous-suite de p�nq qui converge étroitement vers un certain � P MbpRdq.
En particulier, la limite limnÑ`8 �npRdq existe et vaut �pRdq.
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Remarque A.1. En particulier, si p�nq est une suite de mesures de probabilité tendue, il existe
une sous-suite qui converge étroitement/faible-*/vaguement vers une mesure de probabilité �.

C’est typiquement ce qui se passe quand on utilise un théorème de type Lax-Wendroff : on
montre, a priori, que l’approximation préserve la positivité et est conservative, de sorte à ce
que p�nΔxqnPN soit une suite de mesures de probabilité, et également que l’un de leur moments
est uniformément borné, c’est-à-dire Mpp�nq ď C pour un certain p ě 1, de sorte à ce que la
suite p�nΔxqnPN soit tendue. Immédiatement, on peut en déduire qu’une sous-suite de p�nΔxqnPN
converge faible-* vers une mesure de probabilité � P PpRdq.

A.2 Quelques rappels d’analyse

Proposition A.6 (Inégalité de Young pour la convolution). Pour 1 ď p, q, r ď 8 tels que

1 ` 1

r
“ 1

p
` 1

q
, et pf, gq P LppRdq ˆ LqpRdq,

}f ˚ g}Lr ď }f}Lp}g}Lq .

De cette inégalité, on peut déduire les trois cas particuliers suivants :
(1) (Convolution L1 ˆ L1)

}f ˚ g}L1 ď }f}L1}g}L1 ,

(2) (Convolution L1 ˆ Lp)
}f ˚ g}Lp ď }f}Lp}g}L1 ,

(3) (Convolution Lp ˆ Lp1)
}f ˚ g}L8 ď }f}Lp}g}Lp1 .

Proposition A.7 (Interpolation des espaces Lp). Soit p, q, r P r1,8s avec p ď r ď q. Soit
u P LppRdq X LqpRdq. Alors u P LrpRdq et on a les inégalités d’interpolation suivantes :

(1) }u}rLr ď }u}θpLp}u}p1´θqq
Lq où r “ θp ` p1 ´ θqq.

(2) }u}Lr ď }u}νLp}u}1´ν
Lq où 1

r “ ν
p ` 1´ν

q .

Lemme A.1 (Lemmes de type Grönwall). Soit a ă b des réels et y : ra, bs ÝÑ R dérivable
(1) S’il existe α, β : ra, bs ÝÑ R continues avec α positive sur ra, bs, telles que yptq ď βptq `ż t

a
αpτqypτqdτ pour tout t P ra, bs, alors :

@t P ra, bs, yptq ď βptq `
ż t

a
αpτqβpτqe

şt
τ αpsqdsdτ.

(2) S’il existe α : ra, bs ÝÑ R continue et positive sur ra, bs et c P R tels que yptq ď c `ż t

a
αpτqypτqdτ pour tout t P ra, bs, alors :

@t P ra, bs, yptq ď c exp

ˆż t

a
αpτqdτ

˙
.

(3) S’il existe pα, βq P R˚̀ ˆ R tels que |y1| ď β ` α|y| sur ra, bs, alors :

@t P ra, bs, |yptq| ď |ypaq|eαpt´aq ` β

α

´
eαpt´aq ´ 1

¯
.

(4) S’il existe α : ra, bs ÝÑ R continue (mais pas nécessairement positive) telle que y1 ď αy sur
ra, bs, alors :

@t P ra, bs, yptq ď ypaq exp
ˆż t

a
αpτqdτ

˙
.
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(5) S’il existe α ą 0 avec α ‰ 1 et c P R˚, positif si α ą 1 et négatif si α ă 1, tels que
y1 ` cyα ď 0 sur ra, bs, et si y est positive sur ra, bs dans le cas où α ą 1, alors :

@t P ra, bs, yptq ď `
ypaq1´α ` cpα ´ 1qpt ´ aq˘ 1

1´α ,

Et pour α “ 1 s’il existe c P R tel que y1 ` cy ď 0 sur ra, bs, alors on a :

@t P ra, bs, yptq ď ypaqe´cpt´aq.

(6) S’il existe α Ps0, 1r et C1, C2, C3 ě 0 tels que y1 ď C1 ` C2y
α ` C3y sur ra, bs, et si y est

positive sur ra, bs, alors :

@t P ra, bs, yptq ď ypaqepC3`αC2qpt´aq ` C1 ` C2p1 ´ αq
C3 ` αC2

´
epC3`αC2qpt´aq ´ 1

¯
.

Remarque A.2.

˝ Pour le point p5q, dans le cas α ą 1, on en déduit une estimation en temps sur yptq
sans savoir rien d’autre sur ypaq que ypaq ě 0. En effet, on a alors ypaq1´α ` cpα ´
1qpt ´ aq ě cpα ´ 1qpt ´ aq, or 1

1´α ă 0, donc en élevant à cette puissance, on obtient

yptq ď `
ypaq1´α ` cpα ´ 1qpt ´ aq˘ 1

1´α ď pcpα ´ 1qpt ´ aqq 1
1´α .

On peut utiliser ceci, par exemple, pour obtenir une estimation en temps des normes Lp

d’une solution de l’équation de la chaleur.

˝ L’estimation du point p5q est optimale car on n’effectue que des intégrations exactes, tandis
que celle du point p6q ne l’est pas, mais suffit par exemple à majorer y en temps borné. On
peut essayer d’affiner les choses, pour retrouver par exemple une croissance quadratique en
t qu’offre le point p5q lorsque α “ 1

2 . Pour ce faire, on écrit plutôt l’inégalité de Young pour
u “ εyα et v “ 1

ε , ce qui donne après calculs :

@ε ą 0, @t P ra, bs, yptq ď ypaqepC3`αC2ε
1
α qpt´aq`

C1 ` C2p1´αq
ε

1
1´α

C3 ` αC2ε
1
α

ˆ
epC3`αC2ε

1
α qpt´aq ´ 1

˙
.

Pour se débarrasser du facteur exponentiel, c’est-à-dire choisir ε ą 0 tel que pC3`αC2ε
1
α qpt´

aq “ 1 par exemple, il faut en particulier que 1
t´a ´ C3 ě 0, c’est-à-dire que t ď 1

C3
` a,

donc que l’on soit en temps borné par les paramètres. Améliorer le facteur exponentiel en
un facteur polynomial en t n’a donc pas d’intérêt, sauf si C3 “ 0. Dans ce cas, on retrouve
la croissance en t

1
1´α du point p5q.

Démonstration. On ne prouve que les points p5q et p6q, moins classiques mais tout aussi utiles.

(5) En intégrant sur ra, ts l’inégalité y1
yα ` c ď 0 on obtient :

„
y1´α

1 ´ α

jt

0

` cpt ´ aq ď 0.

Si α ă 1, on en déduit yptq1´α ď ypaq1´α ` cpα ´ 1qpt ´ aq, d’où le résultat en élevant à
la puissance 1

1´α ą 0. Si α ą 1, l’inégalité change deux fois de sens (la deuxième fois car
on a également yptq ě 0) donc le résultat reste le même. Pour α “ 1, on peut effectuer le
même calcul en intégrant y1{y en ln y. On peut d’ailleurs vérifier que le résultat précédente
dégénère bien en yptq ď ypaqe´cpt´aq en effectuant un développement limité quand α Ñ 1.
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(6) On se ramène à un lemme de Grönwall linéaire en utilisant une inégalité de Young, ce
qui est faisable seulement parce que α Ps0, 1r (si α “ 1 ça marche aussi mais cela n’a pas
d’intérêt).
On pose p “ 1

α . On a alors p1 “ 1
1´α , et pour u, v P R` :

uv ď up

p
` vp

1

p1 .

Pour u “ yα et v “ 1, on obtient :

yα ď 1 ´ α ` αy,

si bien que l’on a :
y1 ď C1 ` C2p1 ´ αq ` pC3 ` αC2qy,

et le résultat s’ensuit par application du point p3q.

Lemme A.2 (Lemmes de Grönwall discrets, linéaires). Soit penqnPN une suite de nombres réels
positifs et N P N˚.
(1) S’il existe a ą 0 et pαnqnPN une suite de nombres réels positifs tels que :

@n “ 0, . . . , N ´ 1, en`1 ď aen ` αn.

Alors :

@n “ 1, . . . , N, en ď ane0 `
n´1ÿ
m“0

an´1´mαm.

Application à l’analyse de convergence de schémas : soit Δt,Δx ą 0, p P R˚̀ ayant vocation
à être un ordre de convergence. On note, pour n P N, tn “ nΔt.

(2) S’il existe C1, C2 ą 0 tel que :

@n “ 0, . . . , N ´ 1, en`1 ď p1 ` C1Δtqen ` C2ΔtΔxp.

Alors on a :

@n “ 1, . . . , N, en ď eC1tne0 `
$’&’%

C2
C1

eC1tnΔxp,

C2t
neC1tnΔxp,

C2
C1

`
eC1tn ´ 1

˘
Δxp.

(3) S’il existe C1, C2 ą 0 tel que :

@n “ 0, . . . , N ´ 1, en`1 ď p1 ´ C1Δtqen ` C2ΔtΔxp,

avec C1Δt ă 1 (ce qui n’est pas restrictif), alors on a :

@n “ 1, . . . , N, en ď e0 ` C2

C1
Δxp

(4) S’il existe C ą 0 tel que :

@n “ 0, . . . , N ´ 1, en`1 ď en ` CΔtΔxp.

Alors :
@n “ 1, . . . , N, en ď e0 ` CtnΔxp

Remarque A.3.
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˝ Le plus souvent, en représente l’erreur dans une certaine norme entre la solution exacte et
l’approximation numérique. Le terme en CΔtΔxp peut provenir par exemple de l’erreur
de consistance, le plus souvent bornée en norme uniforme par CΔtΔxp pour un schéma
consistant à l’ordre p [116].

˝ Le deuxième point est le plus couramment utilisé, par exemple pour des schémas aux
différences finies stables au sens où une estimée du type }un} ď p1 ` CΔtq}un} est vérifié.
L’estimée en « CeCtn » est celle généralement donnée, mais on donne quand même la
deuxième qui est parfois utilisée et a le mérite d’être meilleure en temps petit. En réalité,
autant utiliser la troisième en « C

`
eCtn ´ 1

˘
» qui est la meilleure en temps grand (en eCtn)

et en temps petit (linéaire en tn, c’est-à-dire nulle quand n “ 0...)

˝ Le troisième point, un peu moins fréquent, permet d’avoir une constante indépendante du
temps, ce qui est intéressant en temps long.

˝ Le dernier point, classique, est une récurrence directe et s’observe par exemple pour les
schémas vérifiant le principe du maximum fort.

Démonstration.

(1) Récurrence directe.

(2) Le point précédent donne :

en ď p1 ` C1Δtqne0 ` C2ΔtΔxp
n´1ÿ
m“0

p1 ` C1Δtqn´1´m

“ p1 ` C1Δtqnloooooomoooooon
ďeC1t

n

e0 ` C2

C1
pp1 ` C1Δtqn ´ 1qloooooooooomoooooooooon
ďp1`C1ΔtqnďeC1t

n

Δxp,

ď eC1tne0 ` C2

C1
eC1tnΔxp,

ce qui donne la première inégalité. Pour la deuxième inégalité, on écrit plutôt :

en ď p1 ` C1Δtqnloooooomoooooon
ďeC1t

n

e0 ` C2ΔtΔxp
n´1ÿ
m“0

p1 ` C1Δtqn´1´mloooooooooomoooooooooon
ďeC1t

n

ď eC1tne0 ` C2t
neC1tn .

(3) On peut toujours appliquer le premier point pour obtenir :

en ď p1 ´ C1Δtqne0 ` C2ΔtΔxp
n´1ÿ
m“0

p1 ´ C1Δtqn´1´m

“ p1 ´ C1Δtqnloooooomoooooon
ď1

e0 ` C2

C1
p1 ´ p1 ´ C1Δtqnqloooooooooomoooooooooon

ď1

Δxp.
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Équations d’agrégation-diffusion : asymptotiques et approximations

Résumé : Dans cette thèse nous étudions les équations d’agrégation-diffusion, qui apparaissent dans la
modélisation de mouvement collectifs. Nous nous intéressons aux solutions mesures de ces équations, qui
sont connues pour développer des singularités en temps fini en l’absence de diffusion. Dans ce cadre, l’étude
de l’existence globale de solutions est délicate et requiert une définition précise du champ de vitesse. La
construction et l’analyse de schémas numériques doivent aussi prendre en compte la présence possible de
masses de Dirac.
Dans le cadre non diffusif, nous donnons un cadre général à l’analyse de convergence de schémas de type
volumes finis pour les solutions mesures. Nous montrons que des estimations de convergence peuvent être
obtenues dans certains cas en passant par l’équation de Burgers.
Nous nous intéressons ensuite à la limite de diffusion en dimension quelconque. Avec des arguments de
transport optimal, nous montrons la convergence des solutions diffusives vers la solution de l’équation
d’agrégation avec le bon champ de vitesse lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0 ainsi que la
convergence des états stationnaires vers le Dirac. Dans les deux cas, nous donnons des estimations de
convergence en distance de Wasserstein.
Enfin, nous étudions un système de relaxation à la Jin-Xin pour l’équation d’agrégation unidimensionnelle
pour lequel nous prouvons également des estimations de convergence lorsque le paramètre de relaxation
tend vers 0. Nous proposons également deux schémas numériques dont nous montrons qu’ils préservent
cette asymptotique.

Mots clés : Équation d’agrégation-diffusion ; Schémas volumes finis ; Transport optimal ; Relaxation.

Aggregation-Diffusion Equations : Asymptotics and Approximations

Abstract : In this thesis we study aggregation-diffusion equations arising from collective dynamics. We are
interested in measure solutions to these equations, which are known to develop singularities in finite-time
in the absence of diffusion. In this framework, studying the global existence of solutions is involved and
requires a specific definition of the velocity field. Designing and analysing numerical schemes also requires
to take into account the possible presence of Dirac masses.
In the inviscid case, we give a general framework to the convergence analysis of finite-volumes schemes for
measure solutions. We show that convergence estimates can be obtained in some cases using the Burgers
equation.
We then focus on the diffusion limit in any dimension. Using optimal transport arguments, we show
convergence of diffusive solutions to the solution of the aggregation equation with the right velocity field
when the diffusion coefficient vanishes. We also show convergence of the steady states towards the Dirac
mass. In both cases, we give convergence estimates in Wasserstein distance.
We finally study a relaxation system à la Jin-Xin for the aggregation equation in one dimension, for which
we also prove convergence estimates when the relaxation parameter vanishes. We propose, in addition, two
numerical schemes that are shown to preserve this asymptotic.

Keywords : Aggregation-diffusion equations ; Finite volume schemes ; Optimal Transport ; Relaxation.

Image en couverture : Agrégation de Dictyostelium discoideum, tiré de [127] Douwe M. Veltman, Peter J. M. van
Haastert, The role of cGMP and the rear of the cell in Dictyostelium chemotaxis and cell streaming, J Cell Sci (2008) 121
(1) : 120–127. Reproduit avec l’aimable autorisation des auteurs.
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