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Résumé : Cette these porte sur la méthode Half-Space
Matching (HSM) pour la résolution de problemes de dif-
fraction dans une plaque élastique non-bornée, en vue de
la simulation du contrdle non-destructif de plaques com-
posites. La méthode HSM est une approche hybride qui
couple un calcul éléments finis dans une boite contenant
les défauts, avec des représentations semi-analytiques
dans quatre demi-plaques qui recouvrent la partie saine de
la plaque. Les représentations semi-analytiques de demi-
plaques font intervenir des tenseurs de Green, exprimés a
I’aide d’intégrales de Fourier et de séries modales. Or ces
expressions peuvent étre délicates a évaluer en pratique
(cofit et précision), rendant la méthode HSM inexploi-
table industriellement. Les difficultés sont d’abord ana-
lysées dans un cas scalaire bidimensionnel (acoustique).
Deux méthodes sont proposées pour une évaluation effi-
cace des intégrales de Fourier : la premiére exploite une
approximation de type champ lointain et la seconde re-
pose sur une déformation du chemin d’intégration dans
le plan complexe (méthode de la complexification). Ces
deux méthodes sont validées dans les cas scalaires iso-
trope et anisotrope ol I’on dispose des valeurs exactes
des intégrales de Fourier exprimées a 1’aide de fonctions
de Hankel.

Elles sont ensuite généralisées au cas tridimension-

nel de la plaque élastique. Dans ce cas, la formule de

représentation est obtenue en faisant une transformée de
Fourier suivant une direction parallele a la plaque, puis,
pour chaque valeur de la variable de Fourier £, une dé-
composition modale dans 1’épaisseur. Les modes mis en
jeu, appelés £-modes, sont étudiés en détail et comparés
aux modes classiques (Lamb et SH dans le cas isotrope).
Afin d’exploiter la bi-orthogonalité des £-modes, la for-
mule de demi-plaque requiert la connaissance a la fois
du déplacement et de la contrainte normale sur la fron-
tiere. Dans le cas isotrope, les propriétés d’analyticité des
&-modes permettent de justifier et d’étendre la méthode
de la complexification, y compris en présence de modes
inverses. Ceci réduit les effets de couplage modal parasite
induits par la discrétisation des intégrales de Fourier.

La méthode de la complexification est ensuite uti-
lisée pour le calcul des opérateurs intervenant dans la
méthode HSM, qui dérivent tous de la formule de demi-
plaque. Différentes validations de la méthode HSM sont
ainsi effectuées dans le cas isotrope. Des résultats préli-
minaires encourageants sont également obtenus pour une
plaque orthotrope. Les améliorations réalisées ont permis
a la fois de réduire significativement le temps de calcul
et d’assurer une plus grande précision de la méthode
HSM, permettant d’envisager son exploitation systéma-
tique dans un cadre de simulation industrielle.
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Abstract : This thesis focuses on the Half-Space Mat-
ching (HSM) method for solving scattering problems in
an unbounded elastic plate to simulate non-destructive
testing of composite plates. The HSM method is a hy-
brid approach that couples a finite element calculation in
a box containing the defects with semi-analytical repre-
sentations in four half-plates covering the plate’s healthy
part. Semi-analytical half-plate representations involve
Green tensors, expressed with Fourier integrals and mo-
dal series. However, these expressions can be challen-
ging to evaluate in practice (cost and accuracy), making
the HSM method unusable industrially. The difficulties
are first analyzed in a two-dimensional scalar (acoustic)
case. Two methods are proposed for an efficient evalua-
tion of Fourier integrals : the first one uses a far-field
type approximation, and the second one is based on a
deformation of the integration path in the complex plane
(complexification method). These two methods are vali-
dated in the isotropic and anisotropic scalar cases, where
we have the exact values of the Fourier integrals expressed
using Hankel functions. They are then generalized to the
three-dimensional case of the elastic plate. In this case,

the representation formula is obtained by performing a

Fourier transform in a direction parallel to the plate, and
then, for each value of the Fourier variable £, a modal de-
composition in the thickness. The modes involved called
&-modes, are studied in detail and compared to classical
modes (Lamb and SH in the isotropic case). In order to
exploit the bi-orthogonality of the £ modes, the half-plate
formula requires the knowledge of both the displacement
and the normal stress on the boundary. In the isotropic
case, the analytic properties of the £-modes make it pos-
sible to justify and extend the complexification method,
including in the presence of inverse modes. This reduces
the spurious effects of modal coupling induced by the
discretization of Fourier integrals. The complexification
method is then used to calculate the operators involved in
the HSM method, which derive from the half-plate for-
mula. Different validations of the HSM method are thus
carried out in the isotropic case. Encouraging preliminary
results are also obtained for an orthotropic plate. The im-
provements significantly reduce the calculation time and
ensure higher accuracy of the HSM method, making it
possible to consider its systematic exploitation in an in-
dustrial simulation framework.
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Chapitre 1
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1.1 Quelques éléments sur le controle non-destructif

1.1.1 Le CND pour ’industrie

Les méthodes de contrdle non-destructif (CND) des matériaux visent a détecter, localiser, identifier et dimensionner
des défauts (fissures, inclusions, corrosion, délaminages, décohésions, pertes d’épaisseur, amas de bulles, microfissuration,
etc. . .), dont la présence ou I’évolution dans une structure nuirait a sa tenue mécanique et pourrait conduire a sa défaillance.
Différentes modalités d’utilisation des CND existent suivant les industries et les spécificités des structures a controler. Ces
modalités conduisent a mettre en ceuvre des controles périodiques ou ponctuels, mais également des contrdles permanents
par des capteurs positionnés sur (voire intégrés a) la structure tout au long de son exploitation.

Les industries nucléaire, aéronautique, pétrochimique et du transport sont celles qui quantitativement ont les plus

grands besoins de CND, car elles doivent assurer un haut niveau de siireté de fonctionnement de leurs installations et de
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leurs produits. En amont, les fournisseurs de matériaux (sidérurgie par exemple) effectuent également des contrdles de
différents niveaux suivant les besoins de leurs clients. La nécessité de mener des recherches pour améliorer les méthodes

de CND ou en développer de nouvelles est bien un enjeu important pour ces industries.

1.1.2 Spécificité du CND par ultrasons

Parmi les différentes méthodes de CND et de contrdle santé intégré (ou dans la terminologie anglo-saxonne structural
health monitoring, SHM), les méthodes ultrasonores sont les plus utilisées. Le CND par ultrasons fait I’objet de R&D depuis
des décennies. Ces travaux se poursuivent et méme s’intensifient, pour mettre au point des méthodes plus quantitatives et
qualitatives pour former des images plus faciles a interpréter, et pour contrdler des structures plus complexes de par leur
géométrie ou leurs matériaux constitutifs.

Les ondes ultrasonores de volume sont historiquement les plus utilisées du fait i) qu’elles se propagent dans le volume
de tout type de matériaux, ii) qu’elles se propagent généralement a des vitesses indépendantes de la fréquence, ce qui
conduit a des relations simples entre temps de parcours et distance parcourue par une onde, donc simplifie I’exploitation
des signaux temporels pour former des pseudo-images de I’intérieur de la piece, iii) que I’on peut facilement en créer de
hautes fréquences (de 1 a 15 MHz couramment) donc de petites longueur d’onde, pouvant interagir avec des petits défauts.

On peut ainsi former des images de haute résolution spatiale.

CND dans I'industrie nucléaire

CND dans I'industrie pétrochimique Contréle par ondes guidées de
b ——

Ficure 1.1.1 — Principales industries utilisatrices de CND, et quelques exemples de contrdles ultrasonores associés.

1.1.3 Simulation du CND par ondes ultrasonores de volume

La capacité a simuler des contrdles par ondes de volume de configurations progressivement de plus en plus complexes
a été décisive pour le développement du CND par ultrasons. Ces méthodes sont développées depuis trois décennies. Elles
affichent un niveau de maturité qui fait qu’elles sont utilisées pour la simulation en industrie a travers le monde, par de
nombreuses équipes mettant au point des méthodes de CND.

Simuler un contrdle revient a résoudre un probléme direct : on décrit la configuration de contrdle par des parametres
définissant la piece (géométrie, matériaux), les traducteurs émetteur et récepteur, la fagon dont 1’émetteur est excité, leurs
positions relativement a la piece au cours du contrdle, et les parametres permettant de simuler la présence d’un ou de
plusieurs défauts.
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Le modele développé (ou I’enchainement de différents modeles) sur lequel repose la simulation doit rendre compte
de I’ensemble des phénomenes entre I’excitation de I’émetteur et le signal en sortie du récepteur : transformation de
I’excitation électrique en une source d’ultrasons, rayonnement par 1’émetteur, propagation des ondes jusqu’aux défauts,
interactions avec les défauts, propagation du champ diffracté par les défauts vers le récepteur, transformation de ’onde
arrivant au récepteur en un signal mesurable. A I’issue de la simulation, les résultats calculés doivent étre comparables

aux résultats obtenus expérimentalement.

1.2 Le CND par ondes ultrasonores guidées

Parmi les méthodes ultrasonores de CND, celles reposant sur la propagation d’ondes guidées par la structure font
I’objet de développements plus récents que celles reposant sur la propagation des ondes volumiques. Nous rappelons

ci-dessous quelques éléments de base sur les ondes guidées, qui expliquent 1’intérét de ces ondes pour le CND.

1.2.1 Conditions pour qu’une structure supporte la propagation d’ondes guidées

Une structure supporte la propagation d’ondes guidées élastiques dans deux cas que 1’on peut distinguer géométrique-
ment. Le premier cas est celui de pieces dont la géométrie peut étre générée par une translation suivant un axe x; d’une
surface de contour 9%, définie dans un plan orthogonal (x;, x3) qui sera la section de la piece, comme le montre la figure
1.2.1. On parle alors de guide unidirectionnel. Cela peut étre par exemple la géométrie d’un rail ou d’un tube droit.

Le second cas est celui d’une géométrie d’épaisseur constante e suivant 1’axe x3 qui s’étend dans toutes les directions
du plan (x;,x) comme le montre la figure 1.2.2. On peut alors parler de guide omnidirectionnel. Cela peut étre la géométrie
d’une tdle sortant d’un laminoir, d’un élément de voilure d’avion.

Lorsque 1’épaisseur e est petite devant les longueurs d’onde transverses, il est courant d’utiliser des modeles asymp-
totiques comme le modéle de plaque Kirchhoft-Love [20]. Nous ne ferons pas cette hypothése dans la présente these et

parlerons néanmoins de plaque pour un guide omnidirectionnel.

Ficure 1.2.1 — Guide unidirectionnel dans la direction x| dont la section dans le plan (x,, x3) a pour contour 9Z.

Pour que ces géométries supportent la propagation d’ondes guidées, il faut en plus que les propriétés d’élasticité soient

invariantes suivant I’axe de translation x; dans le premier cas, et suivant toute direction du plan (x;, x2) dans le second.
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FiGURre 1.2.2 — Guide omnidirectionnel dans le plan (x;,x;) d’épaisseur e.

Remarque 1.2.1. Il est également possible de décrire la propagation d’ondes guidées dans des structures définies autrement
que par des translations, mais dont la (les) surface(s) guidante(s) posseéde(nt) une ou deux courbures constantes (brin

hélicoidal d’un toron [58], coude d’une tubulure [29], coque sphérique d’un réservoir de gaz etc. . .).

1.2.2 Principales caractéristiques des ondes guidées élastiques

B Propagation modale et mise en vibration de la section du guide

Toute onde élastique se propageant, a une fréquence donnée, dans une structure vérifiant les propriétés géométriques
et d’élasticité décrites au paragraphe précédent, peut étre décomposée sur une base de solutions propres a la géométrie
et a I’élasticité de la structure appelées modes. Ces modes sont des solutions non-forcées de la propagation linéaire dans
la structure. Ce sont des solutions particulieres a variables séparées, produit d’un champ ne dépendant que des variables
transverse ((x,,x3) pour le guide unidirectionnel et x3 pour la plaque), et d’un propagateur analytique, caractérisé par une
constante de propagation (cf. chapitre 3). Les modes peuvent €tre propagatifs si cette constante de propagation est réelle,
ou évanescents si elle est complexe. La connaissance des constantes de propagation en fonction de la fréquence (courbes
de dispersion) permet de savoir & quelles fréquences les ondes peuvent se propager dans le guide et a quelles vitesses elles
s’y propagent.

Un mode propagatif fait généralement vibrer a son passage hors de leur position d’équilibre tous les points de la section
du guide. A partir d’une certaine fréquence, pour un guide & bord libre, certains modes guidés ne font réellement vibrer

de facon significative que des points situés sur les bords de la section en se propageant comme des ondes de surfaces.

B Propagation a longue distance

En théorie, la propagation guidée se fait sans perte d’amplitude dans les matériaux parfaitement élastiques. En pratique,
I’amplitude peut décroitre si une part de leur énergie est dissipée par les matériaux du fait de leur viscoélasticité. Dans
un guide unidirectionnel, les distances sur lesquelles on peut réaliser des inspections non-destructives par ondes guidées
peuvent varier, suivant les fréquences et les dimensions de guides et les propriétés des matériaux constitutifs, de quelques
dizaines de millimetres a des centaines de metres [40, 49].

Dans une plaque parfaitement élastique, un mode est décrit par des ondes planes (d’extension infinie) qui se propagent
dans toutes les directions possibles, et théoriquement également sans perte d’amplitude. Dans la réalité des contrdles, la

taille finie des sources utilisées pour rayonner les ondes guidées fait qu’a partir d’une certaine distance, I’énergie rayonnée
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se répartit dans toutes les directions possibles de propagation et décroit. Par exemple dans une plaque isotrope I’amplitude
décroit en r~1/2 o1 r représente la distance entre la source et le récepteur.

B Les ondes guidées pour le CND : avantages et inconvénients

Utiliser des ondes guidées pour le CND présente plusieurs avantages comparativement aux ondes de volume. D’une
part, leur capacité a se propager sur de longues distances tout en faisant vibrer I’ensemble de la section permet d’inspecter
de grandes structures, en évitant le balayage par déplacement manuel ou robotisé de traducteurs, que nécessite I’inspection
d’une méme piece par ondes de volume. D’autre part, le CND par ondes guidées permet d’inspecter des zones inaccessibles
aux ondes de volumes, par exemple dans le cas de canalisations enterrées.

Cependant, deux caractéristiques intrinseques a la propagation des ondes guidées rendent complexe 1’utilisation de
ces dernieres en CND. D’une part, a une fréquence donnée, il existe plusieurs modes propagatifs. Le nombre de ces modes
est d’autant plus grand que la fréquence est élevée. On parle du caractere multimodal des ondes guidées. De plus, les
propriétés de propagation (vitesse de groupe et vitesse de phase) varient en fonction de la fréquence (et peuvent varier
en fonction de la direction dans le cas de la plaque anisotrope). Ainsi, si un mode est émis sur une certaine largeur de
bande fréquentielle, les différentes composantes fréquentielles se propageant a des vitesses différentes, le signal initial va
se déformer au fur et a mesure de la propagation, d’autant plus que la propagation se fait sur une longue distance.

La figure 1.2.3 montre une composante du déplacement particulaire apres propagation dans une plaque, rayonné par
une pastille piézoélectrique circulaire avec une largeur de bande passante relativement importante, figure extraite de la
these de J. Barras [7]. Le signal mesurable a distance de la source est d’une grande complexité, du fait a la fois de la

propagation de plusieurs modes simultanément, de la dispersion de ces modes et de la réflexion sur les bords de la plaque.
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Ficure 1.2.3 — Le traducteur rayonne au centre situé au point (1000 mm,1000 mm) de la plaque carrée de 2000 mm de
cOté, excité par le signal représenté (ainsi que son spectre). Le déplacement (composante u, dans le plan de la plaque)
mesuré au point (1400 mm, 1200 mm) fait apparaitre de nombreuses contributions (y compris des réflexions aux bords de
la plaque), dont certaines ont subi une importante dispersion.

Mettre au point des méthodes de CND par ondes élastiques guidées consiste donc pour beaucoup, a trouver des
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solutions pour que les signaux a analyser soient plus simples. Trois méthodes sont fréquemment mises en ceuvre pour les
simplifier. Elles peuvent I’étre conjointement.

i) On peut se placer a basses fréquences de facon a ce que peu de modes soient excités par I’émetteur. Bien souvent,
on se place a des fréquences inférieures a la premiere fréquence de coupure en dega de laquelle seuls les trois modes
fondamentaux existent. Cependant, travailler a basses fréquences conduit a ce que les longueurs d’ondes soient
grandes et donc a de faibles résolutions spatiales ce qui limite 1’applicabilité du contrdle ; il est important de pouvoir

la déterminer a priori avec précision.

ii) On peut limiter la bande passante fréquentielle du signal excitateur de facon a ce que les modes excités soient peu
sujet a la dispersion. Bien souvent, les signaux utilisés sont constitués d’un assez grand nombre de cycles d’un
signal monofréquentiel modulés par une enveloppe (Gaussienne par exemple). Mais en conséquence, le signal est
temporellement long ce qui conduit & une mauvaise résolution temporelle, la mesure d’un temps de parcours unique
associé a un tel signal étant délicate (temps d’arrivée du maximum de I’enveloppe, mesure par intercorrélation etc.).

La aussi, il importe de savoir caractériser cette imprécision a priori avant de développer une méthode.

iii) On peut concevoir un contrdle mettant en ceuvre un traducteur qui émet de fagon privilégiée un seul mode propagatif
parmi ceux existant dans sa bande passante. Cette derniere méthode ne présente pas d’inconvénients particuliers,

mais suppose d’étre capable de concevoir un tel traducteur.

Ainsi, la capacité de simuler avec précision des configurations de CND exploitant les ondes guidées parait indispensable

pour faire progresser ces méthodes, simplifier les signaux ou interpréter les mesures obtenues.

1.3 Simulation modale du CND par ondes guidées.

Pour les raisons que I’on vient d’expliquer, il est intéressant de disposer d’outils permettant de simuler les expériences
de CND par ondes ultrasonores guidées. Le CEA-List et le laboratoire POEMS (CNRS, INRIA, ENSTA Paris) travaillent
en collaboration au développement de tels outils, en exploitant autant que possible la description modale du champ dans
les parties uniformes (non perturbées) du guide considéré. Un module de simulation de contrdle par ondes guidées est
disponible dans la version commerciale de la plate-forme CIVA depuis 2011 (module Contrdle par Ondes Guidées) et
est progressivement enrichi. Dans ce qui suit, nous évoquons tout d’abord les travaux menés pour simuler le CND de
guides unidirectionnels. Une approche hybride semi-analytique numérique a été développée, permettant de combiner
I’intérét de la connaissance modale des ondes guidées pour traiter la propagation dans un guide homogene a ’aide de
propagateurs analytiques, a I’intérét des méthodes numériques pures pour traiter la diffraction par une inhomogénéité
localisée quelconque du guide.

Nous évoquons ensuite les travaux effectués afin de simuler le contrdle d’une plaque élastique suivant cette approche
hybride. Un premier ingrédient développé est un propagateur semi-analytique modal dit méthode des pinceaux, pour la
propagation des ondes guidées dans une plaque sans défaut. Le second ingrédient est une méthode basée sur les éléments
finis (EF) pour simuler la diffraction par un défaut localisé appelée méthode Half-Space Matching (HSM). Les travaux de
cette these concernent le développement de ce second ingrédient.

1.3.1 Meéthode hybride modale-éléments finis pour les guides unidirectionnels

B Formalisme modal pour la simulation du contréle d’un guide unidirectionnel (théses de K. Jezzine [36], V.
Baronian [5] et L. Taupin [55])
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Une formulation a été proposée dans les travaux de K. Jezzine et al [36, 35] traitant du cas des guides unidirectionnels
homogenes et isotropes. Cette formulation permet d’écrire de facon modale le résultat d’un contr6le avec prise en compte
des effets de diffraction par la source et par le récepteur. Les défauts considérés dans ses travaux sont de type simple fissure
supposée verticale. Une formule est obtenue pour I’amplitude du signal recu dans le domaine fréquentiel. Une synthese de

Fourier est ensuite effectuée pour prédire les signaux temporels.

1) défaut
tracll;c;:eur 'mc"tdem

2) émetteur inhomogénéité

incident

Ficure 1.3.1 — Les deux configurations de CND considérées 1) échographique, 2) en émission / réception séparées.

étape suivante a consisté a traiter le cas de la diffraction par une "discontinuité" quelconque du guide unidirectionnel
(fissure quelconque, inhomogénéité, déformation de la surface, jonction entre plusieurs guides unidirectionnels,...). Comme
le probleme de diffraction par de tels éléments diffractants ne posséde en général pas de solution analytique, il est
traité numériquement par €léments finis (EF). Hors de la zone éléments finis, le champ est représenté sous forme
d’une décomposition modale. Les travaux de these de V. Baronian [4, 5] ont abouti au développement de conditions de
transmission exactes entre la zone de calcul EF et les guides semi-infinis uniformes. Ces conditions assurent la transparence
des frontieres (pas de réflexion parasite revenant de ces frontieres dans la boite EF) et permettent de calculer des coeflicients
de diffraction modaux ou coefficients de scattering.

Signalons que des approches hybrides similaires ont été€ développées pour de guides élastiques hélicoidaux [59] ou
périodiques dans la direction longitudinales [42].

L’ approche précédente a été étendue au cas de la diffraction par un défaut linéique dans une plaque élastique. Le
probléme est alors 2-D a trois composantes. On peut prédire de facon modale la réflexion / transmission d’une onde guidée
plane en incidence oblique sur le défaut linéique, par exemple un raidisseur sur un élément de voilure en composite. La
these de L. Taupin [55] a permis de généraliser le calcul de frontieres artificielles transparentes au cas de 1’incidente
oblique et au cas d’une plaque €lastique anisotrope stratifiée.

Dans les travaux précédents, il s’agit de guides uniformes perturbés localement. On trouve également dans la littérature
des travaux concernant le traitement modal de la propagation dans des guides non uniformes [46, 47]. A notre connaissance,

seul le cas de matériaux isotropes a été traité.

1.3.2 Méthode des pinceaux pour les plaques élastiques

B Rayonnement modal par une source quelconque dans une plaque élastique [théses de M. Stévenin [52], J.
Barras [9] et G. Cousin [25]]

La méthode dite de pinceau modal, s’inspirant de travaux antérieurs pour le calcul de champ d’ondes de volume [30],

a été développée dans le cas des ondes guidées modales tout d’abord en considérant le cas d’une réflexion unique sur le
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FiGure 1.3.2 — Réflexion / transmission d’un mode guidé dans une plaque composite en incidence oblique, sur / a travers
un raidisseur en composite (d’apres [54]).

bord d’une demi-plaque infinie [52, 51], et généralisée par J. Barras [9] aux cas de plaques de taille finie (donc pouvant
impliquer de multiples réflexions) isotrope[ 9] ou anisotrope|[ 8].

Dans cette approche, le champ de déplacement particulaire rayonné en un point est obtenu sous la forme d’une inté-
grale de convolution spatiale des distributions surfaciques de source avec un noyau de Green tensoriel. Ce noyau de Green
décrit la propagation guidée des différents modes et suivant les différents chemins de propagation entre un point courant
de la source et le point ou I’on veut calculer le champ rayonné. Plus précisément, le noyau de Green est décrit comme
la somme de contributions appelées séquences modales. Ces séquences modales sont des ensembles de contributions
modales regroupées suivant le nombre de réflexions impliquées et les conversions de modes qui se produisent dans les
réflexions. Le noyau de Green est une solution approchée valable a distance de la source; les phénomenes locaux aux
points sous la source ou a proximité de celle-ci ne sont pas pris en compte et on fait I’hypothese qu’ils ne viennent pas
modifier la source elle-méme. Il a été montré par comparaison avec des résultats calculés par éléments finis [9] qu’en
des points situés a quelques longueur d’ondes de la source, cette approximation conduit a des erreurs négligeables. Dans
une plaque infinie (pas de réflexion sur des bords), la formulation approchée du tenseur de Green est identique a celle
développée par Velichko et Wilcox [61]. Par rapport a cette formulation, le modele de pinceau vient généraliser le calcul
du noyau de Green au cas de propagations plus complexes rendant compte de la taille finie des pieces.

Une approximation supplémentaire pour calculer trés efficacement 1’intégrale de rayonnement (approximation mathéma-
tiquement comparable a celle classique en optique et en acoustique dite "de Fraunhofer") a été utilement développée dans
la these de J. Barras et exploitée pour s’intéresser au rayonnement modal des patchs magnétostrictifs dans la these de G.
Cousin [25].

Différentes validations de ce modele de pinceau ont été menées, notamment par comparaison avec des résultats simulés
par le code aux EF temporels développé au CEA. La figure ci-aprés montre comment le signal présenté Figure 1.2.3, trés
complexe, décomposé en séquences modales, peut étre plus facilement interprété par exemple en effectuant des regroupe-
ments de certaines séquences modales entre elles. Ici, le signal est décomposé en six signaux, impliquant soit aucune, soit
une ou soit deux réflexions sur les bords de la plaque d’une part, et regroupés par ailleurs en distinguant les contributions

symétriques et les contributions antisymétriques.
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Ficure 1.3.3 — Décomposition en modes symétriques / antisymétriques et suivant le nombre de réflexions (0, 1 ou 2) sur
les bords de la composante u,, du champ donné en exemple Fig. 4 (d’apres [9]). Les différents signaux sont tracés avec un
facteur d’amplitude (indiqué dans le coin en haut a gauche) pour étre bien visualisés.

1.3.3 Méthode HSM pour la diffraction dans une plaque.

Hl Motivations

Seule une méthode numérique peut traiter les phénomenes d’interaction des ondes guidées avec des inhomogénéités
localisées quelconques dans une plaque (au sens large, un défaut). L'idée de développer une approche modale hybride
comme dans le cas unidirectionnel est évidemment séduisante. La diffraction par I’inhomogénéité est traitée de facon
locale par éléments finis. La difficulté est de coupler avec un traitement semi-analytique de la propagation dans la partie
de la plaque sans défaut.

Deux theses ont été réalisées en collaboration entre le CEA-List et le laboratoires POEMS en vue du développement
d’un tel modele hybride.

Plus précisément, 1’objectif est de calculer a fréquence donnée la diffraction par un défaut de taille finie dans une plaque
homogene infinie. L'onde incidente est un mode propagatif de la plaque sans défaut. L'objectif est d’accéder aux coefficients
de scattering du défaut : chaque coeflicient fournit pour un mode propagatif incident et une direction d’incidence donnés,

I’amplitude des modes propagatifs diffractés dans toutes les directions.

Comme dit plus haut, le défaut est traité par une méthode d’éléments finis, en raison de sa grande versatilité. La
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difficulté est alors de borner le domaine de calcul sans générer de réflexions parasites. Cette question largement traitée
pour des problémes similaires, mais scalaires ou en espace libre [32], est délicate dans le cas qui nous intéresse ici. La
difficulté provient du caractere tridimensionnel de la plaque, du caractere vectoriel des équations de 1’élastodynamique et
de la complexité des modes se propageant dans la plaque saine. Le probléme est particulierement difficile a traiter lorsque
la plaque est anisotrope, mais nous tenons a souligner qu’il existe peu de résultat rigoureux, y compris pour une plaque
isotrope. Comme approches que 1’on peut qualifier d’exactes dans le cas isotrope, on trouve les travaux de Treyssede[ 60]
sur le rayonnement d’une source dans une plaque homogene, et les travaux de Diligent et al.[ 27] sur la diffraction par un
trou cylindrique circulaire.

Pour traiter le cas général d’un défaut quelconque dans une plaque isotrope ou anisotrope, on peut envisager a priori
deux types de méthodes.

La premiére catégorie consiste a entourer le domaine de calcul par une couche absorbante en espérant que cela modifie
peu la solution dans le domaine intérieur. On peut pour cela utiliser des couches adiabatiques, 1’absorption augmentant tres
lentement avec la distance au domaine physique afin de réduire les réflexions parasites. Mais pour que les ondes diffractées
soient completement absorbées, il faut alors des couches de grande taille, ce qui génere un cofit de calcul prohibitif en
3-D. C’est pour cette raison qu’ont été développées depuis 30 ans les couches absorbantes parfaitement adaptées, ou PML
en anglais (Perfectly Matched Layers) [12]. Malheureusement, les PMLs ne sont pas utilisables pour le probléme qui nous
intéresse. En effet, par construction, la méthode PML considere que le sens de propagation d’une onde est donnée par
sa vitesse de phase, et non comme il le faudrait pas sa vitesse de groupe. Or il est bien connu que les vitesses de phase
et de groupe different dans un milieu anisotrope [11]. Plus grave encore, elle peuvent étre dirigées dans des directions
opposées dans un guide élastique, méme s’il est isotrope [14] (c’est le cas des modes dit inverses que nous mentionnerons
au chapitre 3).

C’est pourquoi nous nous tournons vers la seconde classe de méthodes qui consiste a coupler les éléments finis dans
une boite de calcul bornée avec une représentation analytique du champ dans I’extérieur de la boite, comme pour les guides
uniaxiaux. C’est ce qui est fait classiquement pour traiter la diffraction par un défaut dans un milieu infini dans toutes les
directions (on parle souvent d’espace libre). Dans ce cas, il est courant de coupler des éléments finis avec une intégrale de

la solution utilisant le tenseur de Green du milieu [13].

Bl Développement de la méthode HSM [theses A. Tonnoir [57] et de Y. Tjandrawidjaja [56]]

La méthode HSM (pour Half-Space Matching) sur laquelle porte cette theése présente des liens étroits avec ce qui
vient d’étre présenté, puisqu’elle fait intervenir a a fois des représentations intégrales et des décompositions modales. La
méthode HSM avait été tout d’abord développée pour des problemes bidimensionnels, scalaires puis vectoriels, dans la
theése d’Antoine Tonnoir [57] (voir aussi [15]). Le cas €lastique anisotrope 2D a été traité en détails dans [10]. La méthode
a été completement justifiée théoriquement pour des problémes scalaires avec dissipation [15, 18] et partiellement dans le
cas non dissipatif [16]. Signalons également qu’il est possible de combiner les idées de 1la HSM et des PML comme dans
[17], mais cela n’est possible que si les PML elles-mémes fonctionnent, ce qui n’est pas le cas pour le probleme qui nous
intéresse ici.

La méthode HSM a ensuite été étendue dans la thése de Yohanes Tjandrawidjaja [56] au probléme 3D qui nous
intéresse ici, avec une premiere tentative de mise en oeuvre dans la plateforme XLiFE++ [38]. A ce stade, le colit important
de la méthode n’avait pas permis de valider le code de facon satisfaisante. La présente thése s’inscrit donc directement
dans le prolongement de la these de Yohanes Tjandrawidjaja, et plus particulierement du chapitre 3 de cette theése, avec

la volonté de proposer, de mettre en oeuvre et de valider une version améliorée, précise et efficace de la méthode HSM.
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Nous donnons dans cette introduction une description rapide de la méthode HSM pour le probleme d’élastodynamique
dans une plaque élastique. Nous en donnerons plus de détails dans le chapitre 5.

L’idée de la méthode HSM est de coupler un calcul éléments finis dans un domaine de calcul borné contenant le défaut
avec des représentations analytiques de la solution (le champ diffracté sortant) dans des demi-espaces sans défaut : dans le
cas d’une plaque 3D d’épaisseur 24, le demi-espace est en fait une demi-plaque dont la définition dans un repere local est

{(x,y,2) eR*x >0,y eR,—h <z < h}.

C’est le caractere homogene de la plaque sans défaut qui nous permet d’accéder aux représentations analytiques dans les
demi-plaques. Plus précisément, a 1I’aide d’une transformée de Fourier en y (dans le repere local) puis d’une décomposition
modale en z, on fournit une représentation intégrale du champ de déplacement dans la demi-plaque, en fonction de la
donnée sur le bord des champs de déplacement et de contrainte normale. Le calcul efficace de cette représentation est le
sujet central de cette these et fait I’objet du chapitre 4.

Pour résoudre le probleme de diffraction global, on commence par recouvrir le domaine de propagation infini par 5
sous-domaines : un domaine parallélépipedique borné contenant le défaut et 4 demi-plaques, comme sur la figure 1.3.4.

Ficure 1.3.4

Ficure 1.3.5 — Représentation des 5 sous-domaines de la méthode HSM.

Notons qu’il s’agit d’une décomposition de domaines avec recouvrement : il y a un recouvrement entre le domaine
borné et chacune des demi-plaques, et chaque paire de demi-plaques voisines se recouvrent sur un quart de plaque. Les
inconnues du problémes sont

1. le champ de déplacement dans le domaine borné,

2. les traces des champs de déplacement et de contrainte normale sur les bords des 4 demi-plaques.

Le systeme d’équations reliant ces différentes inconnues est obtenu
 en écrivant une formulation variationnelle classique en déplacement dans le domaine borné, la contrainte normale
au bord étant exprimée a 1’aide des représentations analytiques de demi-plaques;
 en assurant la compatibilité entre les différentes représentations, en particulier entre les représentations de demi-
plaques dans les quarts de plaque ou elles co-existent.
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Autrement dit, les équations permettent d’assurer le raccord (d’ou le terme Matching dans le nom de la méthode HSM)
entre les différentes représentations de la solution. La formulation ainsi obtenue est ensuite discrétisée :

* le champ de déplacement dans le domaine borné est discrétisé a I’aide d’éléments finis de Lagrange 3D,

* les traces des champs de déplacement et de contrainte normale sur les bords des 4 demi-plaques sont discrétisées a

I’aide d’éléments finis de Lagrange 2D.
On aboutit ainsi a un systéme linéaire de grande taille (toutes les inconnues sont des champs de vecteurs a 3 composantes)
comportant une partie creuse et des blocs pleins, résultant des représentations intégrales.

La précision de la méthode dépend bien-siir de la finesse de la discrétisation éléments finis mais aussi de la qualité de
I’évaluation des formules analytiques de demi-plaque. On s’apergoit en effet que le calcul de la matrice du systéme linéaire
a inverser requiert I’évaluation de nombreuses intégrales de Fourier, dont I’intégrande peut étre trés oscillant et présenter
des singularités. L’évaluation directe de ces intégrales par une formule de quadrature, tel que cela était fait jusqu’ici, est
extrémement coliteuse et pas adaptée. L'une des contributions importantes de cette theése est de proposer des solutions

permettant d’assurer 2 moindre co(it la précision de la méthode.

1.4 Contenu de la these

La suite de cette theése est organisée comme suit.

Dans le chapitre 2, nous établissons diverses formules intégrales permettant de reconstruire une solution de 1’équation
de Helmholtz (isotrope ou anisotrope) dans un demi-plan, en fonction de sa donnée de Dirichlet et/ou de Neumann sur
le bord. Chacune de ces formules s’exprime comme une convolution avec un noyau, qui peut s’exprimer soit a 1’aide de
fonctions de Hankel, soit comme une intégrale de Fourier. Nous expliquons ensuite pourquoi 1’évaluation numérique de
ces intégrales de Fourier est délicate, en illustrant, pour diverses positions du point d’évaluation de la formule, le caractere
oscillant et singulier des intégrandes. Deux approches sont proposées et testées pour y remédier. L une dite approximation
champ lointain exploite le théoréme de la phase stationnaire. La seconde consiste & déplacer le chemin d’intégration dans
le plan complexe dit méthode de la complexification.

Le chapitre 3 est destiné a établir une formule de représentation du champ élastodynamique dans une demi-plaque
élastique en fonction de ses données de "Dirichlet" et "Neumann" sur le bord de la demi-plaque, c’est-a-dire des données
du déplacement et de la contrainte normale. Cette formule est déja présentée dans la these de Y. Tjandrawidjaja [56].
L’approche que nous avons adoptée ici est 1égerement différente et conduit a déterminer les tenseurs de Green de la plaque
infinie. Ces noyaux sont obtenus en effectuant une transformée de Fourier dans une direction infinie de la plaque, puis,
pour chaque valeur de la variable de Fourier &, une décomposition modale dans 1’épaisseur. Les modes qui apparaissent
naturellement dans cette démarche sont appelés £&-modes et font I’objet d’une étude détaillée dans le chapitre. Pour le cas
particulier de la plaque isotrope, on parvient a décrire completement les propriétés d’analyticité des £-modes (pour & € C)
qui seront utilisées au chapitre suivant. On obtient également dans ce cas une forme semi-analytique des noyaux, faisant
intervenir modes de Lamb et fonctions de Hankel.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse a I’évaluation numérique de la formule de représentation du champ élastodynamique
dans une demi-plaque élastique, sous forme générale avec intégrales de Fourier et série modale. La discrétisation de ces
intégrales de Fourier conduit a pré-calculer les £-modes en chaque point de discrétisation. D’autres part, la série modale
est tronquée. La formule ainsi obtenue est testée dans le cas isotrope avec une solution de référence qui est une onde
cylindrique construite a I’aide du mode de Lamb Sy. On retrouve les difficultés numériques étudiées dans le cas scalaire
au chapitre 2. En outre et de facon inattendue, on observe des conversions modales parasites entre le mode Sy et les autre

modes conservés dans la série. On cherche ensuite a adapter les approches champ lointain et complexification développées
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dans le cas scalaire aux noyaux élastiques pour améliorer la précision a moindre colit. L’approximation champ lointain
ne pose pas de problemes théoriques, mais nécessiterait, pour étre précise dans les directions rasantes, de re-calculer les
&-modes pour chaque point d’évaluation, ce qui n’est pas envisageable. La complexification quant a elle se généralise sans
difficultés, a condition de traiter les modes inverses avec une déformation de chemin différente de celle des modes directs.
En fin de chapitre, nous discutons de 1’application de ces techniques au cas d’une plaque anisotrope.

Le chapitre S a pour objectif d’intégrer les développements précédents dans la méthode HSM. En début de chapitre,
on rappelle la formulation HSM telle qu’elle a été présentée dans [56] et mise en oeuvre dans la plateforme XLiFE++. On
présente tout d’abord une version remaniée de la formulation, visant une premiere réduction du cofit d’exécution. Il s’agit
d’une part d’éviter des inconnues redondantes sur des maillages non conformes (pour éviter les nombreuses interpolations
qui en résultent), et d’autre part, de remplacer un opérateur Dirichlet-to-Neumann sur le bord de la boite éléments finis,
par un opérateur Dirichlet-to-Robin (pour éviter le mauvais conditionnement dfi aux modes de boite). Signalons également
que par une démarche de test systématique, la cause du défaut de compatibilité observé sur les résultats de la these de Y.
Tjandrawidjaja a pu étre identifiée et corrigée. On montre ensuite que la méthode de complexification permet de réduire
le nombre de points de discrétisation des intégrales de Fourier, et donc le temps de calcul global. La méthode est validée
sur la solution de référence du chapitre 4. On teste ensuite le cas de la diffraction d’'une onde de Lamb Sy par un trou
cylindrique : on vérifie en particulier que, comme attendu, la solution ne dépend pas de 1’angle de d’incidence par rapport
a ’orientation des demi-plaques. Enfin, un résultat de diffraction dans une plaque orthotrope est présenté.

Quelques compléments de démonstrations et d’illustrations sont présentés en annexes.

Enfin, quelques perspectives a court ou plus long terme sont discutées dans la conclusion.

Ce projet a recu un financement du programme de recherche et d’innovation Horizon 2020 de 1’Union européenne
dans le cadre de I’accord de subvention Marie Sktodowska-Curie numéro 859957. A cet effet, des déplacements courants
dans les laboratoires ou institutions de tous les pays membres du consortium ENHANCE ont été organisés sous la forme
de semaine de formation doctorale. Des livrables en collaboration avec les autres bénéficiaires du projet ont été réalisés
au cours de ces trois années de these. Ces derniers ne figurent pas dans ce manuscrit, mais peuvent étre consultés sur le
site web du projet ENHAnCE. Une mobilité de 1 mois dans I’université Ku Leuven sur le campus de Ghent a été réalisée
sous la supervision de I’équipe du Dr Dimitrios Chronolopoulos. Cette mobilité avait pour but de propager analytiquement
d’un champ élastique a partir de données sur un bord plan générées sous le logiciel Abaqus.

En dehors des communications du projet européen, ces travaux ont été présentés lors de conférences internationales :

* WAVES 2022 — 15th International Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave Propagation,
Palaiseau, France.
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A. Allouko, A. -S Bonnet-Ben Dhia, A. Lhémery and V. Baronian, "Optimal computation of integrals in the Half-

SpaceMatching method for modal simulation of SHM/NDE in 3D elastic plate". In : Journal of Physics : Conference
Series, volume xxx (2024) page xX-XX.
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Chapitre 2

Evaluation numérique des formules de

représentation de demi-espace en 2D
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Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, I’ingrédient principal de la méthode HSM est la formule de représentation

de demi-espace qui permet de reconstruire une solution de I’équation homogene dans un demi-espace, a partir de données

sur le bord, par exemple a partir de la donnée de Dirichlet. Le demi-espace est un demi-plan dans le cas 2-D, ou une
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demi-plaque dans le cas 3-D. Lorsque 1’équation est a coeflicients constants, une facon naturelle d’obtenir la formule de
représentation de demi-espace repose sur I'utilisation d’une transformée de Fourier partielle dans la direction parallele au
bord du demi-espace. Comme on va le voir, la formule de demi-espace ainsi obtenue est équivalente a une représentation
intégrale faisant intervenir un noyau de Green, ce noyau de Green étant exprimé sous la forme d’une intégrale dans la
variable de Fourier.

Ce chapitre porte sur I’évaluation numérique de ce noyau. On verra que lorsque le point source et le point d’observation
sont éloignés, les intégrales de Fourier deviennent difficiles a évaluer par une simple quadrature, en particulier du fait des
oscillations de I’intégrande. Des solutions sont proposées pour obtenir une évaluation précise a moindre cofit.

Pour des raisons pédagogiques, on se concentre dans ce chapitre sur un probléme modele scalaire : il s’agit de
I’équation de Helmholtz isotrope ou anisotrope. On commence par établir les formules de représentation de demi-espaces
dans les différents cas, suivant que 1’on dispose de la donnée de Dirichlet sur le bord ou de la donnée de Neumann, ou des
deux. Pour chaque cas, nous calculons les noyaux correspondants. Plus précisément, nous obtenons pour chaque noyau
une expression sous la forme d’une intégrale de Fourier mais aussi une formule analytique, exprimée a 1’aide de fonctions
de Hankel. Nous pouvons ainsi valider les deux approches que nous proposons pour évaluer numériquement les intégrales
de Fourier. La premiere approche valable en champ lointain consiste a exploiter la méthode de la phase stationnaire. La
seconde approche consiste a déplacer le chemin d’intégration dans le plan complexe.

L objectif est ensuite d’appliquer les méthodes développées dans ce chapitre au cas de la plaque élastique anisotrope
3-D, pour laquelle on ne dispose plus de formules analytiques pour les noyaux.

Signalons enfin un autre cas intéressant, largement traité dans la littérature, qui pourrait étre considéré dans le
prolongement de ce chapitre : il s’agit du demi-espace acoustique, avec condition d’impédance [23, 45].

2.1 Les formules de demi-espace pour I’équation de Helmholtz

2.1.1 Le cas isotrope
Dans la suite, on désigne par r = (x, y) le point courant de R2. Supposons que la fonction
u:reR>—u(r)eC
vérifie d’une part
Au+k*u=f (R? 2.1.1)

ott k > 0 est le nombre d’onde et f € L?(R?) est une fonction & support compact, et d’autre part la condition de

rayonnement de Sommerfeld

0
a—”(r) —iku(r) = o(rV?) = |r| > +oo. 2.1.2)
,
On dit que u est sortante. En effet si ’on rétablit une dépendance temporelle en posant

2

i(r, 1) == Re (u(r)e "), f(r,1) :=Re (f(r)e "), avecw > Oetk’= w—z,
c

ou ¢ désigne la vitesse des ondes, alors i est une solution de 1’équation des ondes

52 A = f
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qui se propage a partir du support de f vers I’infini.

On peut montrer que, si € désigne I’argument de r, il existe une fonction 6 — A(6) (a valeurs complexes) telle que

etkr

172

u(r) = A)— +0(r %) r=r| - +c. (2.1.3)

On suppose de plus que f(r) = 0six > 0. Notons alors ¢ la trace de Dirichlet de « sur la droite x = 0 :
u(0,y) =¢(y) yeR. (2.1.4)
On s’intéresse aux formules qui permettent de reconstruire u(r) en un point r = (x, y) du demi-espace
Q:={r=(x,y)|x >0}
a partir de la donnée de ¢ sur le bord du demi-espace
Y:=0Q={r=(x,y)|x =0}

B La formule avec intégrale de Fourier

S )

Ficure 2.1.1 — Le demi-espace Q

Une premiere fagon d’obtenir une formule de représentation de u en fonction de ¢ dans le demi-espace Q consiste a
appliquer a I’équation (2.1.1) une transformée de Fourier dans la direction verticale y. En posant (on utilisera suivant le

cas I’une des deux notations F (1) ou i)
~ 1 i
)8 =0, 1= <= [utuye™edy gex, @.15)
V2 JR

et en utilisant la propriété classique

u )
7: (a) = 157:(1/!),



30 2.1. Les formules de demi-espace pour I’équation de Helmholtz

on déduit de 1’équation Au + k?u = 0 dans Q que

d*u

E+(k2—§2)5=0 x>0,&eR. (2.1.6)

Pour chaque valeur de &, cette équation différentielle admet deux solutions linéairement indépendantes

ei\/kz—.fzx et e—i\/k2—§2x

ou I’on a posé

\/kZ &2 = i\/gz —k2si & > k2. (2.1.7)

On sélectionne la solution exponentiellement décroissante lorsque &> > k? (régime des ondes évanescentes) et la solution
sortante, qui se propage vers les x > 0, lorsque £ < k? (régime des ondes propagatives). En tenant compte de la donnée
de Dirichlet en x = 0 (2.1.4), on obtient que

i(x,&) = g(&)e' V=% x>0, eR. (2.1.8)

A T’aide de la transformée de Fourier inverse, qui n’est autre que la transformée de Fourier conjuguée, on obtient finalement
la premiere formule de représentation de demi-espace suivante :

ulx.y) = \/Lz_ﬂ /Rs?@)e"\/“*f”e"fydf x>0,y €R. (2.1.9)

Cette représentation peut étre interprétée comme une superposition d’ondes planes propagatives et d’ondes évanescentes.

( ”sz_ 52) £eR. (2.1.10)

En effet, notons

k(&) =

Alors si €2 < k2, la fonction (x, y) > ' (VE?=£°x+£Y) egt une onde plane propagative de vecteur d’onde k(&). Lorsque &
varie de —k a k, toutes les directions d’onde plane allant vers les x > 0 sont parcourues.
La représentation (2.1.9) comporte aussi des ondes qui oscillent en y mais sont évanescentes en x, lorsque £ > k.

On peut récrire la formule (2.1.9) sous une forme plus condensée.

Soit u la solution de (2.1.1)-(2.1.2). Alors, si f(r) = 0 lorsque x > 0, u admet la représentation suivante dans le
demi-plan Q = {r = (x,y) |x > 0} :

u(r) = \/%/Ra(g)eik(f)'fdg pourr € Q, (2.1.11)

ol ¢ désigne la trace de u sur X = 0Q, et k(¢) est donné par (2.1.10).

B La formule de représentation intégrale

Une seconde approche consiste a introduire la fonction de Green de Dirichlet du demi-espace Q. Autrement dit, on



2.1. Les formules de demi-espace pour I’équation de Helmholtz 31

note Gp(r,r’) pourr = (x,y) etr’ = (x’,y"), avec x > 0 et x’ > 0, la fonction qui vérifie
-AvGp —k*Gp =6:(r") (Q) (2.1.12)
au sens des distributions, qui s’annule sur X
Gp(r,r')=0 x>0,x" =0, (2.1.13)

et qui est sortante, au sens ol pour tout 1’,

0Gp

or (r,v') —ikGp(r,v') = o((r')"?) ' =|r'| - +co.
r

or(r") est la distribution de Dirac.

On sait alors que pour tout ouvert O C Qettoutr € O,

u(r) = /a ) (%(r')%(r, ) -

ol v, désigne la normale unitaire extérieure a dO en r’. En prenant pour O I'ouvert {r € Q | |r| < R} et en utilisant

9Gp (r, r')u(r’)) ds(r’)
2%

T

(2.1.13), on obtient que pour tout r tel que |r| < R,

+R
uw) = [ R 0.0+ 1(R)

0

I(R) = /C R (%(r’)%(r, ¢)- 202, r')u(r')) ds ('),

Cr désignant le demi-cercle {r’ € R? | [r’| = R,x’ > 0}. En remarquant que

I(R) = /C((g—j(r’)—iku(r'))GD(r,r’)

aach (r,x') —ikGp(r, r’)) u(r')) das(r’),

on montre alors grace a la condition de Sommerfeld satisfaite par u et par Gp que I(R) tend vers 0 quand R tend vers
I’infini, d’ou

0Gp
R ox’

Enfin, la fonction de Green de Dirichlet du demi-espace peut s’exprimer simplement a 1’aide de la fonction de Green de

u(x,y) = ((x,9),(0,y)e(y)dy” x>0,y €R. (2.1.14)

I’espace libre, grace au principe des images. En effet, soit G (r,r”) la fonction de Green de 1’espace libre, c’est a dire la
solution sortante au sens des distributions de
~AvG — k*G = 6:(r')  (R?). (2.1.15)

On sait que .
G(r,v) = %Hé”(kh—r’l) r#r (2.1.16)
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ol H(()l) désigne la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0. Alors on peut vérifier que
Gp(r,v')=G(r,r')-G{FE ') r#r (2.1.17)

ol ¥ = (—x, y) est le point symétrique de r par rapport a la droite 2. Et il est facile de montrer que

0Gp 0G

~((,9),(0,y) =2 ((x,),(0,y")) x>0,y €eR,y €R,
ox ox

soit encore

. (1) 2 72
oG kx H (kx> + (y —
ax?((x,y),(o,y))=u L =) x>0,yeR,y €R.

N ST

On a donc finalement le résultat suivant.

Soit u la solution de (2.1.1)-(2.1.2). Alors, si f(r) = 0 lorsque x > 0, u admet la représentation suivante

. (1) 2 72
k H W (kyx*+ (y —
u(x,y) = X 1 =) )go(y’)dy’ x>0,yeR,y eR. (2.1.18)

2k P (y-y)?

oupoury” € R, ¢(y") =u(0,y").

B Le lien entre les deux formules de représentation du champ acoustique isotrope

Nous disposons maintenant des deux formules (2.1.11) et (2.1.18) pour reconstruire u dans le demi-espace Q en
fonction de sa trace ¢ sur le bord X. 1l est instructif de voir que ’on peut passer d’une formule a 1’autre. Commengons par

récrire (2.1.11) en remplagant § par sa définition (2.1.5) sous forme intégrale :

1 e . 5.
u(x,y) = ﬂ/ (/ o(y)e ¢y dy’) At Xel¥Vd¢é x>0,y eR.
R \JR

En intervertissant I’ordre des deux intégrales, on obtient

1 . X ,
u(x,y) = / e(y) (—/el\/kz‘fzxelf@—y )dg) dy’ x>0,y€eR. (2.1.19)
R 27 Jr
Pour en déduire la formule (2.1.18), il nous reste alors a montrer que
oG 1 : 3. ,
7 (1,0, (0,y) = 4—/e‘V"2‘f Tt dE x>0,y eR,y €R (2.1.20)
X T JR

ot G(r,r’) est donnée par (2.1.16). On peut se référer a [24] mais il est facile (et instructif pour la suite) de refaire
ce calcul. En appliquant la transformée de Fourier partielle en y’ a I’équation (2.1.15), on montre que la fonction

G(r, (v, &) = F(G(r, (v, ) (&) vérifie

e i€y

V2r

G p 2 NA , /
6X’2 (I', (X ’é:)) + (k _é: )G(r’ (.X 7{:)) = _5x(x ) ®

x' eR,E€R.



2.1. Les formules de demi-espace pour I’équation de Helmholtz 33

On déduit tout d’abord de 1’équation pour x” # x que

e_i,fy

G(r, (x', &) = A*(£)ei VKI= €71 =l

pour = (x" —x) > 0.
s

On montre ensuite que pour que 1’équation soit vérifiée au sens des distributions, il faut que

_ -1
AT(E) = A () = ———,
2i\k? — &2
d’ou finalement | |
Grr) = — / VR x| iy g (2.1.21)
din Jr \Jk2 = &2

L'identité (2.1.20) s’en déduit en dérivant par rapport a x” en x” = 0 (et en faisant le changement de variable ¢ — —¢ dans
Iintégrale).

B Illustrations numériques

Pour valider numériquement les formules précédentes, nous considérons que u est le champ acoustique créé par une
source ponctuelle placée en rg = (-2, 0). Autrement dit, on a

u(r) = G(rs,r)

oll G est donnée par (2.1.16). Si ’on veut étre vraiment dans le cadre ci-dessus et que u(r) soit solution de (2.1.1), avec
au second membre une fonction f et non une masse de Dirac, il suffit de multiplier u(r) par une fonction a support dans
le demi-espace x < 0. Mais cela ne change rien a notre propos qui est de reconstruire u(r) dans le demi-espace Q a partir
de sa trace sur la frontiere X. La solution de référence et sa trace sont représentées sur la figure 2.1.2a.

5
0.04 10 —
0.02 5
E £
£0 0 E o0 —
> >
002
-5
0.04
5 -10
0 5 10 -0.05 0 0.05
X (mm) GIE
(a) (b)

FiGure 2.1.2 — Solution de référence G (rs,r) (2.1.16) pour une source localisée en rs = (—2,0) et un nombre d’onde
k = 2m, représentée (a) sur le domaine Q et (b) sa trace sur le segment X.

La figure 2.1.3 représente les résultats obtenus avec les deux méthodes de représentation : la méthode 1 utilisant la
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(a) Formule avec intégrale de Fourier (méthode 1) (b) Formule de représentation intégrale (méthode 2)

Ficure 2.1.3 — Représentations du champ acoustique dans un domaine Q a I’aide des deux formules de représentation.

formule avec intégrale de Fourier (2.1.18) et la méthode 2 utilisant la formule de représentation intégrale (2.1.19). Dans
chaque cas, on a remplacé les intégrales sur R par des intégrales sur un intervalle borné assez grand. On a ensuite approché
ces intégrales par la méthode des trapezes.

On remarque que la formule utilisant I’expression analytique de la dérivée de la fonction de Green semble plus précise
que I’autre, qui nécessite 1I’évaluation numérique de I’intégrale de Fourier. On observe en effet des oscillations non désirées
dans I’image obtenue par la méthode 1 a partir de x = 6 environ. Nous y reviendrons plus en détail dans la suite de ce
chapitre.

2.1.2 Le cas anisotrope

Nous allons suivre la méme démarche dans le cas d’une équation de Helmholtz anisotrope. On suppose cette fois que
la fonction u est la solution sortante de

div(AVu) + w*u = f (R?) (2.1.22)

ol A € R?*? est une matrice symétrique définie positive, w > 0 est la pulsation et la source f vérifie les mémes hypothéses
que précédemment. A nouveau, on s’intéresse aux formules qui permettent de reconstruire u(r) en un pointr = (x,y) € Q,
a partir de la donnée de sa trace de Dirichlet ¢ sur X. Pour ce cas anisotrope, la condition de Sommerfeld prend la forme
suivante (on pourra s’en convaincre au paragraphe 2.3.3) :

Ou(r) . V(A~lr, 1)

iw
or I

u(r) =o(r™'?) r=r| > +e. (2.1.23)
B La formule avec intégrale de Fourier

On se propose cette fois d’établir la formule de représentation de u en la recherchant directement sous la forme
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(2.1.11), avec un vecteur d’onde

k(¢) = (ﬂ (j)) £ €R, (2.1.24)

a déterminer. Il faut que la fonction r — ¢™*(¢)T soit solution de I’équation de Helmholtz anisotrope homogene, ce qui est

vrai dés que la relation de dispersion suivante est vérifiée :
AK(&) - k(&) = . (2.1.25)

On va voir que tout comme dans le cas isotrope, I'onde 1 — ¢™(£)T est soit évanescente, soit propagative dans la direction

x, suivant la valeur de £. Pour fixer les idées, supposons la matrice A donnée par

avec c;1 > 0,cp > Oetciey — c% > (. On peut sans perte de généralité et pour alléger les expressions supposer que
c1c2 — ¢4 = 1, de sorte que

A—l — 2 —C3
-3 (i
L’équation de dispersion s’écrit sous forme développée
c1B(é)? +2¢3EB(E) + 026" — ' = 0. (2.1.26)

Pour chaque ¢ € R, cette équation admet deux racines S+ (&) et S- (&) données par

—c3é £ \[ky — &

C1

B(§) = (2.1.27)

otl ’on a posé, par analogie au cas isotrope, kx = w+/c| et \/k% - &2 = i\/f2 — k3 si &2 > kL.

On a donc affaire & des ondes évanescentes lorsque £2 > k2 et propagatives lorsque &2 < k2. Le choix entre 8. (&) et
q A €l propag q A
B- (&) est simple pour les ondes évanescentes : on choisit 8, (&) qui a une partie imaginaire positive, de sorte que ’onde

décroit vers les x positifs.

) 21 . N < . 2 2 . .
C’est un peu plus délicat pour les ondes planes propagatives, ¢’est-a-dire lorsque £~ < k7 . En effet, il est bien connu
que la direction d’une onde plane dans un milieu anisotrope n’est pas donnée par le signe de sa vitesse de phase. On peut
par exemple s’appuyer sur le calcul du flux d’énergie dans la direction x. Ainsi, le flux d’énergie d’une solution u de
I’équation (2.1.22) a travers une ligne d’équation x = constante (de la gauche vers la droite) est donné par 1’intégrale le

long de cette ligne de la partie imaginaire de la quantité (AVu - e,)u”™, ol u™ désigne le conjugué de u et

Dans le cas particulier de 1’onde plane u(r) = ¢™*(¢)'T, on obtient que ce flux est positif si et seulement si

AK() - ey > 0. (2.1.28)
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Or AKk(¢) - ey = c1B+(&) + ¢3¢ = +, /ki — &2, qui prend donc une valeur positive pour 3, (£) et négative pour 5_(&). On
notera dans la suite

K(€) = c1B+(€) + e3¢ = \Jkj — €2, (2.1.29)

et on a donc
k(&) >0 V& €] —ka, kal.

En conclusion, on retient donc la racine S (£) aussi bien pour les ondes évanescentes que pour les ondes propagatives.

Cela est résumé ci-dessous.

Soit u la solution de (2.1.22)-(2.1.23). Alors, si f(r) = 0 lorsque x > 0, u admet la représentation suivante dans le
demi-plan Q = {r = (x,y) |x > 0} :

—c3E+k(€)
u(r) = \/%/Ra(g)e"k(f)'fdg avec k(&) =( g—‘l ) reQ. (2.1.30)

ol ¢ désigne la trace de u sur X = 9Q et k(&) est donné par (2.1.29).

B La formule de représentation intégrale

On peut également établir comme dans le cas isotrope une formule exploitant la fonction de Green de Dirichlet du

demi-espace €. On note cette fois GAD (r,x’) la fonction qui vérifie
—dive (AVp G) — G = 6:(r')  (Q) (2.1.31)

au sens des distributions, qui s’annule sur X et qui est sortante, de sorte que que pour tout ouvert O C Q et toutr € O,
u(r) = / ((AVu(r’) VGA (1) — (AVpGA (r,1) - v;)u(r')) as(r').
00

On remarque que les dérivées normales qui apparaissaient dans la formule pour le cas isotrope ont été naturellement
remplacées par des dérivées (dites co-normales) faisant intervenir la matrice A. Par une démonstration similaire a celle du

cas isotrope, on en déduit la formule suivante :
u(x,y) = / (AVe G ((x,9),(0,¥) -ex)e(y)dy’ x>0,y€R, y €R. (2.1.32)
R

A premiere vue, il n’est pas évident d’aller plus loin et d’exprimer la fonction de Green de Dirichlet G‘g(r, r’) a I’aide
de la fonction de Green de 1’espace libre GA(r, r’) en faisant intervenir une source image, et encore moins a 1’aide de
fonctions de Hankel, comme dans le cas isotrope. C’est pourtant possible comme cela est montré dans [50]. Nous allons

expliquer comment.

Fonction de Green de I’espace libre : Intéressons-nous tout d’abord 2 la fonction de Green G2 (r,r’) de 1’espace

libre anisotrope, qui est la solution sortante de

—divp (AVyGA) — w?G? = 6,.(r))  (R?). (2.1.33)
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En procédant comme dans le cas isotrope et en s’appuyant sur le paragraphe précédent, on vérifie que

4;1 %eiﬁ’+(§)(x/—X)e—if(y—y’)dg §ox >
in Jr K
GA(r,v) = | B | (2.1.34)
_ B (&) (¥ =x) =i (y=Y) g i X <
4i7r/RK(§)e e ¢ st x'<x,
ou I’on a utilisé que B+(&) — B (&) = 2k(&)/c1. Ceci peut se récrire comme suit :
—1 1 . (f)(x'—x)/‘ _ N ’_ . .
— P c1p=ig (y=y'+es(x x)/Cl)dé: si x> x,
Ape oy _ | A7 IR k()
G*(r,x') = | )
_ e WO W) fer—iEyyras (N e ge gy < x.
i Jp k(&)
Par identification avec les formules (2.1.16) et (2.1.21), on en déduit que
A i (1) X —x\? c3(x’ —x) 2
G*(r,x') = —H;" | ka ( ) + ( - - —y)) rtr, (2.1.35)
4 C1 Cl
qui s’écrit aussi
: r_ )2 ’r_ _ ’r_ 2
ey = o \/(x N (@ =0 = -y) ) ar 0136
4 C1 (&)
ou encore (en se rappelant que cjcy — c% =1)
(2.1.37)

GMr,v') = %Hg” (w\/(A‘l(r —r)-(r-r))) r#r.

On va maintenant par un procédé similaire déterminer la fonction de Green de

Fonction de Green de Dirichlet :
Dirichlet GAD (r,r’). On I’écrit comme la somme de la fonction de Green de I’espace libre et d’un terme correctif :

Gp(r,r') = G (r,v') + G (r,r).
Compte tenu des équations vérifiées par G2 (r,1') et GA(r,1’), G*(r, ') doit vérifier pour tout r € €,
—divp (AVpGA) —w?GA =0 1 €Q,
rerl.

GA(r, 1) = -GA(r,1)

En appliquant la formule de représentation (2.1.30), on en déduit que

~ -1 — . P
GA(r,v) = = /RGA(r, (0,8))eP+(EX o1& ge ¢ e Q. r e Q.
T

Or d’apres (2.1.34), pour x > x" =0,
GA(r, (0,8)) = = oo P €1ty
2iV2r k(&)
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On en déduit que

G'A(r,r’):#/ L B (6)x ity B i8Y gg v e @,
dir Jgr k(&)

que I’on peut récrire sous la forme suivante

GA(I‘, r') = 4; / %ei/ﬁ(f)(X/+X)eif()’/—)’+2(ﬁ3/c‘1)X)dé: reQ,
In Jr K

de sorte que d’apres (2.1.34), cette fois pour x < x’,
GAr,v')=-GA(F,Y) reQ

ol le point image est cette fois défini par ¥ = (—x, y—2(c3/c1)x). En rassemblant tout ce qui précéde, on obtient finalement

la formule suivante :

G (r,v) =G (r,v') - GAF,Y) r#r (2.1.38)
ot GA(r,1’) est donnée par (2.1.37).
On montre également que
AV GH((x,7),(0,) - ex = 2AV G2 ((x, ), (0,5))) -ex, x>0,y eR,y €R, (2.1.39)

or

(1) x2 ’_ 3.\
jwx H (05 + (=Y = 2x%)
AV GA((x,7),(0,y")) - ex = % : ‘/C‘ a (2.1.40)
\/’“—f +(y -y - gx)?

Cela permet de déterminer la formule de représentation avec le noyau de Dirichlet analytique (2.1.32) comme suit :

Soit u la solution de (2.1.22)-(2.1.23). Alors, si f(r) = 0 lorsque x > 0, u admet la représentation suivante

1 2 ’ 3
HD (@2 + (v =y = S0

u(x,y)z%/ o(y)dy' x>0,y€eR,y €R. (2.1.41)
R x2 v — 83,2
JE+ -y - 2x)

ol pour y € R, ¢(y) = u(0, y).

2.1.3 Apercu d’autres formules

Dans ce qui précede, nous avons obtenu des formules permettant de reconstruire la solution sortante de 1’équation
de Helmholtz isotrope ou anisotrope en fonction de sa trace, autrement dit en fonction de la donnée de Dirichlet. 11 est
possible d’obtenir des formules similaires en fonction de la trace de Neumann, c’est-a-dire de la donnée de la dérivée
normale ou de la dérivée co-normale (cas anisotrope) sur le bord du demi-espace. Nous donnons ci-dessous ces formules
sans les justifier.

H Formule avec donnée de Neumann pour le cas isotrope
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Notons 5
u
Y(y) = a—x(O, y) yeR (2.1.42)

Alors on peut reconstruire u solution sortante de I’équation de Helmholtz (2.1.1) dans le demi-espace x > 0 a I’aide de

I’une des deux formules équivalentes suivantes :

ei\/ -&2x
- e'€deé x>0,yeR. (2.1.43)

1 [~ K
u(x,y) = \/T_n‘/ﬂalp(g)ﬁ
u(x,y) = %l /R;Hél)(k\/xZ +(y =y ()dy x>0,y€eR. (2.1.44)

Ceci montre que I’on a la formule suivante donnant la transformée de Fourier du noyau intervenant dans (2.1.44) :
1 eV k2-£2x
T JR 4/ k2 — §:2

ou

HO (k32 +y?) = e g, (2.1.45)

Signalons enfin que si I’on dispose a la fois des données de Dirichlet et de Neumann ¢ et i/, on peut reconstruire u en

utilisant seulement la fonction de Green de 1’espace libre :

0
ox’

u(r) = /R (—w(y’)G((O,y’),(x,y)) - G((X',y’),(x,y))|x'_o<,0(y'))dy’, x>0,y€R,

soit encore

u(x,y) = X /Hf”(k 2+ (v =y)7)

’ ’ —i , ’ ’
; ey + 3 [ Bl e =y w0y, x>0y R (140
qui n’est autre que la demi-somme des formules (2.1.18) et (2.1.44).

B Formule avec donnée de Neumann pour le cas anisotrope :

Dans le cas anisotrope, la donnée de Neumann est la dérivée co-normale

0u(0,y) tes 0u(0,y)

:AV cCx = )
w(y) u(0,y) -ex =cy o 9y

y eR. (2.1.47)

On peut alors reconstruire u solution sortante de 1’équation anisotrope (2.1.22) en fonction de ¢ a I’aide de deux formules

de représentation équivalentes :

— La premicre représentation utilisant 1’intégrale de Fourier donne :

1 7 . .
u(x,y) = — @e‘ﬁ*(f)xelfydf, x>0,y €R, (2.1.48)

21 Jr ik(€)

qui se réécrit également
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1 1. _ )
u(x,y):/ —/,—elﬂ(f)xelf(y—wd‘f w(y)dy, x>0,y€eR. (2.1.49)
R\ 27 Jr ik(§)

— La seconde représentation utilisant 1’expression explicite des noyaux (forme Hankel) comme suit :
() = [ GA(G. 000Ny, x>0y e (2.1.50
R

avec G* définie avec une fonction de Hankel (2.1.35).

2.2 Les enjeux de I’évaluation numérique des formules de demi-espace

Toutes les formules que nous avons établies dans la section précédente prennent la forme générale suivante (ou une

somme de deux intégrales de cette forme)

u(x,y) = ‘/RN(x,y -y )dy x>0,y €R, 2.2.1)

avec un noyau N (x,y) qui peut lui-méme s’exprimer, soit analytiquement a 1’aide de fonctions de Hankel, soit sous la

forme d’une intégrale de Fourier :

1 —~ ,
N(x,y) = — [ N(x,&)e'sV dé, 222
(6,) @/R (x, )" dg (222)
de sorte que
u(x, y) = / N(x,&)Z(&)e€dé x>0,y €R. 22.3)
R

On récapitule ci-dessous les différentes expressions de N (x, &) selon que I’on se donne la trace de Dirichlet ({ = ¢) ou de
Neumann ({ = ), et selon que I’on se place dans le cas isotrope ou anisotrope.

Donnée sur 2 Dirichlet ¢ Neumann ¢
Milieu
v | N ~ 1 ei\/k2—§2x
Isotrope N(x, &) = —=e' VK -&°x Nx§) = ——=—F—F=
Var V2r inJk2 - &2
- 1 . — 1 eiﬁ+(§)x
Anisotrope N(x, &) = ——P(E)x N, &) = ———+—
\2r V2r ik(é)

TaBLEAU 2.1 — Tableau donnant les noyaux de Fourier N isotrope et anisotrope pour la donnée de Dirichlet et
de Neumann (les formules de B, (&) et de k(&) sont données par (2.1.27)).
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2.2.1 Discrétisation

Pour illustrer les difficultés pratiques de 1’évaluation de ces formules, on peut considérer que ’intégrale (2.2.1) est

approchée par une méthode de quadrature, de sorte que u(x, y) est approché par up (x,y) :

N
un(x.y) = ) waN (@ y =y,){(,) x>0y €R. (2.24)

n=1

Lesréels y| <y} <--- <y) etwy,wy, - wy sont respectivement les noeuds et les poids de la quadrature. Ici I’indice h
fait donc référence a la formule de quadrature en y. Supposons alors que I’on veuille évaluer u, en M points ry,ry - - - I'py
du demi-espace Q. On veut donc calculer

N
n (Ems Ym) = D WaN (s Y = Y (5) =1, M, (2.2.5)

n=1

Ceci peut se mettre sous la forme matricielle suivante
Uy = NnZ, (2.2.6)

ou Uy, est un vecteur colonne de taille M formé des valeurs up (X, Vi), m = 1,--- M, Z un vecteur colonne de taille N

formé des valeurs {(y;,), n=1--- N, et Ny est une matrice a M lignes et N colonnes, de coefficients w, N (X, Y — ¥7,)-

Dans ce qui suit, nous allons supposer que nous ne connaissons le noyau N (x, y) que sous la forme d’une intégrale
de Fourier (2.2.2), car ce sera le cas pour le probléme tridimensionnel anisotrope qui motive notre travail. Les expressions
analytiques des noyaux a 1’aide de fonctions de Hankel ne seront utilisées dans ce chapitre que pour valider les différentes
approches.

Dans cet esprit, il est naturel de poursuivre en approchant a son tour I’intégrale de Fourier (2.2.2) par une formule de
quadrature :

1 & - .
Ni(x,y) = E W N (x,&p)e'érY (2.2.7)
p=1

oulesréels & < & < --- < Ep et Wy, wo, - - - Wp sont respectivement les noeuds et les poids de cette seconde quadrature.

Ceci conduit a remplacer le systeéme (2.2.6) par le systéme approché
Uni = Mo”2 (2.2.8)

ou Uh,fn est un vecteur colonne de taille M formé des valeurs approchées uh,ﬁ(xm, Ym),m=1,---M, et Nh,ﬁ est une

matrice a M lignes et N colonnes, dont le coefficient sur la ligne m et la colonne n est donnée par la formule suivante :

Nﬁ(-xm’ Ym — y:z)’

ou encore
P

Wn S A/ if)(ymfy,)
WpN (X, Ep)e' st n)
V2n 1;
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Le calcul du produit matrice-vecteur (2.2.8) revient donc a effectuer pour chaque m une double somme surn et p :

| NP o i » /
uh’ﬁ(xm,)’m) = \/? Zanpr(xm,fp)e &p (ym y")g(yn). (2.2.9)
n=1 p=1

N

En permutant les deux sommes, ceci peut s’écrire comme suit

P N

—~ . 1 . ,

— " EpYm —i&py, 4

uh’ﬁ(xm,ym)— E W N (X, £p)e' st E wpe P (yr) ], (2.2.10)
p=1 V2m n=1

ce qui revient a évaluer d’abord la transformée de Fourier de la donnée £ aux points £, puis a évaluer I'intégrale en &,
comme dans la formule (2.2.3). Du point de vue matriciel, cela revient a factoriser la matrice Ny, ; en I’écrivant comme

produit d’une matrice Ny, a M lignes et P colonnes, par une matrice Iy, a P lignes et N colonnes :
Nh,ﬁ = NpFh. (2.2.11)

Ceci peut étre intéressant en termes de cofit de calcul si P < min(N, M).

2.2.2 Illustrations et difficultés d’évaluation numérique.

Commencons pas observer sur un cas test ce que donne la formule (2.2.9) dans le cas ot I’on se donne la trace de
Dirichlet et ou I’on utilise comme formule de quadrature la formule des trapezes. Dans les illustrations qui vont suivre,
la fonction u que nous cherchons a reconstruire dans le demi-espace x > 0 est le champ acoustique créé par une source

ponctuelle située en (-2, 0). Autrement dit :

u(r) = iHél)(kJ(x+2)2 +12), (2.2.12)

dans le cas isotrope et

; 2 2
u(r) = HV w\/(“Z) plab+d+ay)) 2.2.13)
4 C1 C1

dans le cas anisotrope. Nous fixons k = 27 dans le cas isotrope de sorte que la longueur d’onde est égale a 1, et w = 27
dans le cas anisotrope. Sur la droite X, on place 10 points par longueur d’onde répartis dans I’intervalle [—15, 15] (ce qui
permet de fixer V). L'intégrale de Fourier est & nouveau tronquée, c’est-a-dire que ’on a remplacé I’intégrale pour € € R
par une intégrale sur ’intervalle borné [—7, 7], puis on a calculé cette intégrale par la méthode des trapezes. On a fait la
reconstruction dans la zone {(x,y) | 0 < x < 10,-5 < y < 5} (sans se limiter pour le nombre de points M) pour deux
discrétisations différentes de I’intégrale de Fourier, correspondant respectivement a P = 50 et P = 200.

Sur les figures suivantes, on observe que si P = 200, les solutions isotrope et anisotrope sont bien reconstruites a
proximité de X~ mais on voit apparaitre des oscillations parasites lorsque 1’on s’éloigne de X. Pour P = 50, ces oscillations
parasites polluent la reconstruction dans toute la zone considérée. Pour écarter les effets li€s a la troncature physique du
domaine X, on a représenté pour les mémes parametres de discrétisation, les noyaux de Dirichlet évalués par discrétisation
de I'intégrale de Fourier (2.2.2), avec les expressions de A/ données dans le tableau 2.1. On retrouve les effets parasites
observés précédemment. On conclut ainsi que les effets parasites sont dus a une mauvaise évaluation numérique des

intégrales de Fourier.
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(a) Solution de référence

X (mm)

P =200

0.04

0.02

-0.02

-0.04

X (mm)

P =50

0.06
0.04
0.02

0.02
0.04
-0.06

Ficure 2.2.1 — (a) Représentation de la solution de référence isotrope et représentation du champ u reconstruit a partir la

trace de Dirichlet sur la frontiere X avec (b) P = 200 et (c) P = 50 points de discrétisation &€p sur I’intervalle [-7,7].
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(a) Solution de référence
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0.04
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0.08
0.04
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-0.02
-0.04
-0.06

FiGure 2.2.2 — Représentation (a) de la solution de référence anisotrope pour (¢; = ¢3 = 1 et ¢ = 2) et du champ u
reconstruit a partir la trace de Dirichlet sur la frontiere X avec (b) P = 200 et (c) P = 50 points de discrétisation £p sur

Iintervalle [-7,7].

y (mm)

X (mm)

()

5 1
0.5
0 ) ﬁ 0
-0.5
5 -1
0 5 10

1
05
0 0
05
- A
0 5 10

Ficure 2.2.3 — Représentation du noyau de Dirichlet (a) isotrope et (b) anisotrope pour P = 50.
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Pour comprendre I’origine de ces artéfacts, il est instructif d’observer 1’allure des fonctions de la variable de Fourier
£ qui semblent difficile 2 intégrer numériquement. Pour une position (x,y) € R? fixée, I’intégrande associé au noyau
N (x,y) est défini par la fonction

K(x,y): & — K(x,y;¢) = K((x,f)ei‘fy.

On désigne par Kp (x, y) et Ky (x,y) (resp. K l‘; (x,y)etK 11\\/ (x,y)) ces intégrandes pour la formule avec donnée de Dirichlet
et de Neumann dans les cas isotrope (resp. anisotrope). La figure 2.2.4 représente K g (x,y) pour trois positions (x,y)

dans le cas isotrope. On observe que pour les trois positions (x, y), I’intégrande Kp (x, y) est une fonctions oscillante de

1 1 1
5 05 5 05- 5 05
AR \ K 5
é 0 (% 0 L (% 0
T T T
“.0.5 “.05 “.05

-1 -1 -1

-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10

3 € 3
(@) (x,y) =(2,2) (b) (x,y) = (2,10) () (x,y) = (10,2)

FiGure 2.2.4 — Représentation de la fonction Kp (x, y) pour différentes valeurs de (x, y).

& dans la zone propagative & €] — k, k[, puis tend trés rapidement vers O dans la zone évanescente |£| > k. De plus, ces
oscillations s’accumulent aux valeurs de coupure & = k et & = —k avec des périodes de plus en plus petites lorsque x
devient grand. Cela entraine des erreurs d’évaluation numérique lorsque la discrétisation de I’intégrale Fourier n’est pas
suffisante, ce qui justifie les artéfacts observés sur la représentation du champ acoustique (Fig. 2.2.1).

Intéressons-nous maintenant au cas ou 1’on se donne la trace de Neumann de la solution. La situation est alors encore

plus délicate car ’intégrande Ky (x,y) prend des valeurs infinies en ¢ = +k, i cause du terme ——. = comme illustré

par la figure 2.2.5. Cette fois, I’intégrale (2.2.2) est dite faiblement singuliere, et nécessite I’utilisation d’une formule de

2 3 6
g ! 3 2l g 4
< vl <
8 5 8
=4 0 A [ = o = 2
T T
Wy w_1 0

2 -2 -2

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

€ € 3
(@) (x,y) =(2,2) (b) (x,y) = (2,10) (©) (x,y) = (10,2)

FiGURE 2.2.5 — Représentation de la fonction Ky (x, y) pour différentes valeurs de (x, y).

quadrature adaptée, comme par exemple la formule de Gauss-Chebyshev [33, 37]. Ce type de formule repose en particulier

sur un choix de points de quadrature se densifiant au voisinage des singularités. Nous souhaitons éviter cela, en vue de
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I’extension au 3D. En effet, nous verrons que pour la plaque 3D, les noyaux de Green présentent des singularités en
plusieurs points, et dans le cas anisotrope, nous ne connaissons pas explicitement la nature de ces singularités.

11 nous faut donc trouver de nouvelles méthodes pour évaluer des intégrandes oscillants avec peu de points de dis-

crétisation (probléme de temps de calcul réglé) et qui évite I’ évaluation des intégrandes a proximité des valeurs des coupures.

En remarquant que lorsque x est grand, les intégrandes sont certes oscillants, mais présentent une zone ou la phase
stationne, une approximation champ lointain peut étre envisagée : ce sera I’objet de la section 2.3. Pour régler les problemes
liés aux coupures, une autre méthode consiste a déformer le chemin d’intégration dans le plan complexe. Ce sera I’objet

de la section 2.4.

2.3 Approximation de champ lointain

Le calcul des intégrales dites oscillantes, c’est-a-dire d’intégrales paramétrées dont 1’intégrande oscille de plus en
plus lorsque le parameétre augmente, est un sujet bien connu (on pourra par exemple se référer a [26], chap. IV, §2). On
comprend aisément que les effets de compensation, diis aux oscillations de 1’intégrande, puissent conduire a des effets
importants et indésirables des erreurs d’arrondi. Heureusement, bien souvent, la méthode dite de la phase stationnaire
permet de déterminer un équivalent asymptotique de 1’intégrale, pour de grandes valeurs du parametre. On évite ainsi
d’avoir a discrétiser I’intégrale. Dans la suite de ce paragraphe, nous montrerons comment appliquer cette méthode au
calcul des différents noyaux introduits dans la premiere partie de ce chapitre. Encore une fois, notre objectif est d’utiliser
I’expression de ces noyaux sous forme d’une intégrale de Fourier, car c’est le type de formule qui restera a notre disposition
pour le cas général de la plaque élastique 3D. On pourra néanmoins dans ce chapitre valider nos formules asymptotiques
en utilisant les expressions des noyaux scalaires comme combinaison de fonctions de Hankel, et en s’appuyant sur les

résultats connus sur le comportement asymptotique des fonctions de Hankel.

2.3.1 La méthode de la phase stationnaire

Rappelons les résultats essentiels dont nous aurons besoin dans la suite. On considere pour cela I’intégrale paramétrée

suivante

I(r) = /Rf(g)ei’¢<f)d§, 2.3.1)

ol r est un réel strictement positif destiné a tendre vers +co, f est une fonction continue a valeurs réelles ou complexes, a
support dans un intervalle borné, et ¢ est une fonction de classe C> a valeurs réelles. Par abus de notation, ¢ (&) est appelé
la phase de I’intégrande. Si &5 € R est tel que ¢’ (£s) = 0, on dit que la phase stationne en &g. Le comportement de la
quantité /(r) pour r grand est essentiellement déterminé par le fait que la phase stationne en certains points ou ne stationne

nulle part. Plus précisément, on peut démontrer le résultat suivant :

* Si ¢’ ne s’annule en aucun point, alors il existe une constante C indépendante de r telle que

11(r)] < g

Autrement dit, I’intégrale décroit au moins comme r~ .
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* S’il existe £5 € R tel que
¢’ (€s) =0,
¢'(&) # 0V # &,
¢"(&s) # 0,

- /2_” irg(&s) ok -1
I(r) = r|¢"(§g)|f(§5)e e +0(r), (2.3.2)

-1/2

alors

ou o est le signe de ¢''(£s). Autrement dit I’intégrale décroit en r

2.3.2 Application au cas isotrope
Rappelons que dans le cas isotrope, on cherche a évaluer les noyaux suivant
1 ) ) 1 iVK2-&2x
Np(x,y) = — / e' vkz"»”tz"e"f’fydf et Ny(x,y)=— / e—e"fydf (2.3.3)
2 Jr 21 Jr k2 — £

pour x > 0 et y € R. La méthode de la phase stationnaire va nous permettre de donner un équivalent a Np(x,y) et
Ny (x,y) lorsque v/x2 + y2 est grand. Plus précisément, pour x > 0 et y € R, on pose

A 'x A
r:,/x2+y2,x=—,y=2.
r r

On a alors
| [ i (BE)R+E9)
2r Jr IB(E)

ol I’on rappelle que B(&) = Vk2 — £2. On considere dans la suite que £ > 0 et $ € R sont fixés. Ceci nous conduit a définir

1 . N
No(x,) = 5- /R e BERED G ot Ny (x, y) =

la phase comme suit (notons que c’est la méme pour les deux noyaux) :

#(&) = BEX+EY (2.3.4)

et considérer les deux intégrales suivantes :

. o #(€)
Ip(r) = /e’r¢(§)d§ et In(r)= | ———dé&.
R r IB(E)

Mais on ne peut pas directement appliquer les résultats de phase stationnaire rappelés ci-dessus a ces deux intégrales. A
premiére vue, les difficultés semblent nombreuses. D’une part, la phase ¢ (&) prend des valeurs complexes lorsque |£| > k,
d’autre part ¢(&) n’est pas dérivable en & = —k et & = k, puisque B(&) ne I’est pas. Enfin la fonction f(&) de I’intégrale
modele est ici égale soit i la fonction constante égale a 1 pour Ip (r), soit 2 la fonction 8(£)~! pour Iy (r). Dans les deux
cas, elle n’est pas a support dans un intervalle borné, et dans le second cas elle n’est pas continue en ¢ = —k et ¢ = k.
La solution consiste a introduire une fonction de troncature qui va nous permettre d’écrire chacune de ces deux intégrales
comme somme d’une intégrale ot la phase stationne, et d’une intégrale qui décroit au moins comme r~!.

Commencons par étudier la phase ¢(¢) dans I'intervalle | — &, k[ ol elle prend des valeurs réelles. On a

¢'(&) =B (H)X+ 9 et ¢ () =B (). (23.5)
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Par ailleurs, 8(¢) vérifie la relation de dispersion
BE?+& =k

dont on déduit aisément les égalités suivantes :

/ f 77 k2
B(§) = ——= et B(§) = —7—. (2.3.6)
B(&) B(€)?
De 2.3.5 et 2.3.6, on déduit finalement les expressions suivantes des dérivées de la phase :
’ :B(éf)j} B gﬁ 7 k2.7’6\'
(&) =—"F— et $"(§) =———. (2.3.7)
B(£) B(€)?
Ceci nous permet de vérifier que la phase stationne en un et un seul point &g €] — k, k[ tel que
A A ’’ 1
Es=ky. PlEs) =kt ¢(Es) =k et ¢"(Es)=—1—. (2.3.8)

Remarque 2.3.1. 1l est instructif d’interpréter géométriquement les calculs précédents. Si on reprend la notation k(&)
pour le vecteur d’onde de I’onde plane ¢!(B(£)x+£¥) donné par 2.1.10 et r pour le vecteur de coordonnées (x, y), (2.3.5)
montre que la phase stationne lorsque k(&) - r = 0, c’est a dire lorsque r est orthogonal a k’(£), et donc a la surface de

lenteur. La relation (2.3.7) montre que dans le cas isotrope, ceci se produit lorsque k(¢) est parallele a r.

L’idée est maintenant d’isoler le point de stationnarité &g a 1’aide d’une fonction de troncature. Soit donc y € C*(R)

une fonction qui vaut 1 dans un voisinage de £s et dont le support est strictement inclus dans | — k, k[. On pose alors

ID(I)(},) — AX(g)eir¢(§)d§, I[()Z)(r) — ‘/R(l _X(f))eir¢(§)df,

et

eir? (&)
(1) () = _ (-
FAolt /x@ ma /a EN e

On montre dans I’annexe A.1 que 7, D(z) (r) et 1, 1\(, ) (r) se comportent en 7~!. On peut alors appliquer la formule (2.3.2) a

I D(l) (ryetr ,5,1) (r) et on en déduit les comportements asymptotiques des intégrales Ip (r) et Iy (r) :

)feeikr x eikr n
Ip(r) =27k T ror™) et In(r)= V2r e T o).
Vr ivkr

En revenant a la définition des noyaux, on déduit finalement le résultat suivant :

Soient x > 0, y € Retr = 4/x2 + y2. Les noyaux Np (x,y) et Ny (x,y) définis par (2.3.3) admettent les comporte-

ments asymptotiques suivants pour r grand :

k x ikr n 1 eikr n
Np(x,y) = o e e 's +O(r_1) et Ny(x,y) = \/2_ \/_e_‘f +0(r_1).
r i

On peut remarquer que comme attendu, le noyau de Neumann qui n’est autre que la fonction de Green dans I’espace
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libre se comporte de facon isotrope (I’équivalent asymptotique ne dépend que de la distance r et non de la direction),
alors que 1’équivalent asymptotique du noyau de Dirichlet dépend de r et de x, et a tendance a décroitre plus vite dans les
directions rasantes que dans les directions proches de la normale au bord du demi plan. Notons que le résultat ci-dessus
n’est pas optimal, puisque 1’on peut montrer en exploitant les résultats connus sur les comportements asymptotiques des

fonctions de Hankel que le reste décroit en r~3/2.

2.3.3 Application au cas anisotrope

On se place maintenant dans le cas anisotrope, avec les notations de la section 2.1.2, et on cherche a évaluer pour
r = 4/x2 + y2 grand les noyaux suivants

k(&)

——dé, 239
i@ & (2.3.9)

1 ; . 1
NS(x,y):E/Re’k(f) fd¢ et N{?(x,y)=ﬂ/R

ol k(&) et k(&) sont donnés par (2.1.29) et (2.1.30). Avec les notations précédentes, on est conduit a étudier les intégrales

suivantes : e
. elr S
Ih(r) = / e dg et IH(r) = / ——dé.
° R N n iK(é)
ol la phase, 1a encore la méme pour les deux noyaux, est donnée par
(&) =k(§) - £ =B (H)X +£9, (2.3.10)

ot 'on a posé # = r~'r.
On s’intéresse aux points de stationnarité de la phase dans la zone propagative & €] — k4, k4 [. La phase stationne en

&g si ¢’ (€s) =K' (&s) - £ =0. Or en dérivant (2.1.25), on obtient que
Ak(&) K (&) =0 VEeR. (2.3.11)

On en déduit en particulier que k' (£s) est orthogonal a la fois a £ et & AK(£s), ce qui n’est possible que si AK(£s) est

parallele a £. Autrement dit, il existe as € C tel que
AKk(&s) = ast. (2.3.12)

Et d’apres (2.1.28), Ak(&s) - e = agk > 0, donc ag > 0.

On trouve la valeur de as en déduisant de 1’égalité (2.3.12) que d’une part,
AK(£s) - k(€s) = ast - k(és) = o,

et d’autre part
k(&s) -t =asA™'F -1

On a donc

agA_lf' T = a)z,

d’ou, puisque ag est positif,
w

as =



2.3. Approximation de champ lointain 49

En revenant a (2.3.12), on a donc
WA
k(&s) = ——. (2.3.13)
VA-1f - ¢

En particulier, d’apres (2.1.30), on en déduit la valeur de I’unique point £€s ou la phase stationne :
f u)(—C3)’5+Cl)A/) (2 3 14)
S = ——. .
Pour appliquer la formule (2.3.2), il nous faut calculer la dérivée seconde de la phase et vérifier qu’elle ne s’annule pas en
és. D’apres (2.3.10), on a
9" (&) =K"(§) - F=

s veer
i

On a alors exactement comme dans (2.3.5) :
2

K’ (&) = — kA VEeR
IGE '

Mais par ailleurs, en &5, Ak(&s) - ey = ast = k(&) d’ou

—3
A-lp-f

9" (Es) = ——FF—. (2.3.15)
wXx

On est enfin en mesure de déterminer le comportement des noyaux en champ lointain.

Soient x > 0, y € R et r = 4/x% + y2. Les noyaux NS (x,y) et NI‘\? (x, y) définis par (2.3.9) admettent les comporte-
ments asymptotiques suivants pour r grand :
iwVA-rr 1 ioVA-rr

e % +0(r Y et le,‘(x,y): ¢

oo (AT D)1

w xe
21 (A-lr - 1)3/4

NDA(x,y) = T o0,

Remarque 2.3.2. A nouveau, la phase stationne en un point &g ot r est orthogonal a la courbe de lenteur. Mais contrairement

au cas isotrope, r n’est pas en général parallele a k(&s) (voir figure 2.3.1).

2.3.4 Validations numériques

Pour la validation numérique, on procéde en deux étapes. Dans une premicre étape, on représente les équivalents
asymptotiques des noyaux obtenus au paragraphe précédent (on parle alors de noyaux asymptotiques), et on les compare
aux noyaux exacts. Cela nous permet de définir la zone de validité de cette approximation champ lointain. La zone de
validité étant connue, dans une seconde étape, on utilise les noyaux asymptotiques dans la formule de représentation, on

compare le résultat a la solution exacte et on discute de I’impact de cette approche sur la précision et le temps de simulation.

Remarque 2.3.3. Les fonctions de Hankel n’étant pas définies en O, pour avoir une bonne analyse graphique dans la suite
(précision, zone de validité, etc.), les représentations sont saturées dans une zone autour du centre de rayon égal a une

longueur d’onde (mise a zéro des valeurs).

B Premiére étape : validation des noyaux asymptotiques de Dirichlet et Neumann
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R st

M(x, y) M(x, i)

(b)

Ficure 2.3.1 — direction de phase et direction de groupe pour (a) cas isotrope et (b) cas anisotrope.

Les figures 2.3.2 et 2.3.3 représentent les noyaux asymptotiques isotropes et anisotropes, ainsi que leurs différences avec
les noyaux de référence (analytiques). On observe d’une part que les parasites (ou artéfacts) dans les noyaux initiaux (sans
approximation) ont été éliminés. D’autre part, les noyaux asymptotiques convergent vers les noyaux de référence quand
on s’éloigne du centre (0, 0). Suivant qu’on est dans le cas isotrope ou anisotrope, ’orientation peut avoir une importance
sur la précision. Cela se voit graphiquement sur les courbes de différences, mais pour s’en convaincre, considérons un
segment de points partant du centre (0, 0) et orienté dans une direction quelconque 6. On a représenté sur les figures 2.3.4
I’erreur relative sur ce segment pour différentes orientations 6. On observe que dans le cas isotrope, les noyaux convergent
rapidement a mesure qu’on s’éloigne du centre (0, 0), et I'orientation n’a pas d’effets sur la précision du champ lointain.
Contrairement au cas anisotrope ol la convergence est meilleure, et atteinte plus rapidement & mesure qu’on se rapproche
du petit axe des ellipses (direction oblique —r/4 dans ce cas).

5 5 0.04
05 0.02

0 )) ‘) 0 0 0

0.02

05

5 5

0 5 10 0 5 10

X (mm)

X (mm)

(a) (b)

0.015

0.005

y (mm)
y (mm)
=)

-0.005

K 0.015
0 5 10

X (mm)
(d)

FiGure 2.3.2 — Représentation du noyau asymptotique de (a) Dirichlet (resp (c) de Neumann) isotrope, et (b) de la différence
absolue avec le noyau de analytique de Dirichlet (resp (d) de Neumann).

On observe pour le cas isotrope (Fig 2.3.4a et Fig 2.3.4b), que I’erreur relative est en dessous de 1% pour » > 6 mm
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5 001 5 001
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' r 0
0 0 0
0.05
-0.005 04 -0.005
0.15
5 0.01 - 5 -0.01
0 5 10 0 5 10 0 5 10
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X (mm) X (mm)
Ficure 2.3.3 — Représentation du noyau asymptotique de (a) Dirichlet (resp (c) de Neumann) anisotrope, et (b) de la
différence absolue avec le noyau de analytique de Dirichlet (resp (d) de Neumann).
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Ficure 2.3.4 — Erreur relative pour le noyau (a) (Resp (c)) de Dirichlet et (b) (Resp (d)) de Neumann isotrope (Resp
anisotrope), le long d’un rayon » > Imm pour différentes orientations d’angle 6.

pour le noyau asymptotique de Dirichlet, et # > 2 mm pour le noyau asymptotique de Neumann.

Dans I'optique de déterminer une régle de validité des expressions asymptotiques, on fixe un seuil de précision de 1%
et on détermine la valeur suffisante minimum de r,,;,, en fonction de la longueur d’onde pour atteindre cette précision.
Pour cela, on trace les différentes valeurs r = r,;,, a différentes fréquences.

La figure 2.3.5 montre que pour le noyau asymptotique de Dirichlet isotrope converge vers une précision en dessous
de 1% a partir de r,;;, = 2. En effet, une simple régression linéaire du nuage de points montre que la dépendance de r
en fonction de la longueur d’onde A est donnée par 1’équation » ~ 61. Une analyse similaire pour le noyau asymptotique
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isotrope de Neumann montre que la dépendance est donnée par 1’équation r ~ 2.
Une regle empirique de validité pour les noyaux asymptotiques anisotropes est difficile a établir dans la mesure ol
I’orientation 6 joue un rdle important, du fait de I’anisotropie comme le montre la figure 2.3.5b. Il est toutefois possible de

s’aligner sur I’orientation qui donne le pire des cas pour donner une régle empirique, qui ne serait pas optimum.

25 40

20

B £
: £
= et 8
10 15 o
10
5
5
0 0
05 1 1.5 2 25 3 35 4 0 1 2 3 4
A =2nfw A =27/w
(a) (b)

Ficure 2.3.5 — Représentation en fonction de la longueur d’onde 4, de la distance r,;,, a partir de laquelle la précision est
au moins de 1% , pour le noyau asymptotique de Dirichlet; Et pour plusieurs orientations 6 ; (a) noyau asymptotique de
Dirichlet isotrope et (b) noyau asymptotique de Dirichlet anisotrope.

B Deuxieme étape : utilisation des noyaux asymptotiques dans la formule de représentation de demi-espace

Pour cette validation, on va procéder d’une maniére similaire a ce qui a été fait dans la section 2.2. Pour cela, on
utilise les solutions de références isotrope (2.2.12) et anisotrope (2.2.13) comme données de Dirichlet sur la droite X.
On représente ensuite le champ u dans le demi-espace x > 0, en utilisant les expressions asymptotiques des noyaux
de Dirichlet isotrope Np et anisotrope NS. L’étude se généralise sans grandes difficultés aux noyaux asymptotiques de

Neumann isotrope et anisotrope.

Les figures 2.3.6 et 2.3.7 illustrent pour chaque cas la solution reconstruite, ainsi que la différence 2D avec les solutions
de références. On observe pour les deux cas que les artefacts dans les reconstructions (voir Fig 2.2.1 et Fig 2.2.2) initiales
sont éliminés. La reconstruction utilisant le noyau asymptotique isotrope est d’autant plus précise qu'on s’éloigne du
centre, indépendamment de la direction, contrairement 2 la reconstruction utilisant le noyau asymptotique anisotrope ol
la direction a une importance sur la précision. Néanmoins en x = 0, on n’observe pas seulement I’erreur due a 1’évaluation
numérique des noyaux asymptotiques. En effet, en utilisant les formules de reconstruction intégrale, il y a une erreur
supplémentaire liée a I’intégration numérique de la donnée suivant la direction y. On observe que cette erreur diminue
lorsqu’on s’éloigne de la droite X.

En conclusion, dans le cas isotrope comme dans le cas anisotrope, lorsqu’on les évalue en un point lointain, les noyaux
de Dirichlet et de Neumann peuvent €tre approchés par une expression analytique qui évite la discrétisation de 1’intégrale
de Fourier. Ceci a un double avantage puisque c’est a la fois moins cofiteux et plus précis. En effet, la méthode de la phase
stationnaire permet de ne retenir que la partie de I’intégrande qui contribue au champ lointain, et permet d’oublier les
parties tres oscillantes de I’intégrand, qui n’y contribuent pas.

Si on reprend les notations de la section 2.2, supposons que tous les points ry, I, - - - rps ol I'on veut évaluer le noyau
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5 0.01
0.04
0.02 0.005
E
E0 0 0
>
-0.02
-0.005
-0.04
5 -0.01
0 5 10 0 5 10
X (mm) X (mm)
(a) (b)

Ficure 2.3.6 — Représentation dans le cas isotrope (a) du champ acoustique construit a partir du noyau asymptotique
isotrope et (b) de la différence entre cette représentation et la solution de référence (2.2.12).

0.01
0.04
0.02 0005
0 0
-0.02
-0.005
-0.04
- -0.01
0 5 10
X (mm)
(a) (b)

Ficure 2.3.7 — Représentation dans le cas anisotrope (a) du champ acoustique construit a partir du noyau asymptotique
anisotrope et (b) de la différence entre cette représentation et la solution de référence (2.2.13) .

soient lointains, alors tout se passe comme si on pouvait prendre P = 1 dans la formule 2.2.7, mais avec wp et £p qui
dépend du point r = (x, y). Cette derniére remarque est importante : elle signifie que si ’on utilise une approximation en
champ lointain, on ne peut plus factoriser la matrice Ny, ; comme on I"avait fait en (2.2.11).

On voit donc deux limitations a cette approche : d’une part, I’approximation champ lointain n’est par définition pas
utilisable en champ proche, et la méthode HSM nécessite des évaluations des noyaux aussi bien en champ proche qu’en
champ lointain. D’autre part, I’approximation champ lointain ne permet pas d’exploiter une factorisation des blocs pleins
de la matrice HSM, dans I’esprit de [22].

C’est pourquoi nous proposons dans ce qui suit une approche alternative.
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2.4 Déformation de contour dans le plan complexe

Comme on I’a dit plus haut, les difficultés rencontrées lors de I’évaluation des noyaux a 1’aide d’intégrales de Fourier
sont principalement dues au comportement des intégrandes, oscillants et parfois singuliers, au voisinage des valeurs de
coupure (situées en & = +k dans le cas isotrope et & = +ka dans le cas anisotrope). On se propose donc d’utiliser des
résultats d’analyse complexe pour déformer le chemin d’intégration afin de s’éloigner de ces valeurs comme par exemple
dans [34]. Signalons que la complexification de la variable de Fourier dans la formule de représentation de demi-espace
avait déja été introduite par Y. Tjandrawidjaja dans le chapitre 5 de sa these [56], mais pour un objectif différent du nétre :

il s’agissait pour lui de justifier le processus de dilatation analytique dans la variable d’espace y.

2.4.1 Le principe de la méthode dans le cas isotrope

On cherche a nouveau a évaluer les noyaux (2.3.3) pour x > O et y € R. Comme il est clair que ces deux noyaux sont
pairs en y, on peut se contenter de regarder le cas y > 0.

Pour comprendre 1la méthode, commengons par nous intéresser a I’intégrale de Fourier suivante pourx > Oety > 0:
In(ry) = [V Emenge.
R

La premiere chose a faire est de déterminer le domaine d’analyticité en & de ’intégrande. La fonction z — e* étant une
fonction entiere (c’est-a-dire analytique dans tout le plan complexe), cela revient a déterminer le domaine d’analyticité de
la fonction z — Vk2 — z2. 1l convient d’abord de préciser quelle définition nous utilisons pour la racine carrée complexe.
Cette définition, compatible avec (2.1.7), est la suivante :

Siz=pe'?avec p>0et0 <@ < 2r, alors yz = ype'?/%.

On voit que la racine carrée est définie pour tout nombre complexe z a I’exception des réels positifs, qui constituent ce que
I’on appelle en analyse complexe la coupure, car la fonction 4/7 ainsi définie est discontinue a travers R*, mais analytique

dans le plan complexe privé de cette coupure, ¢’est-a-dire dans C \ R*.

Remarque 2.4.1. Attention aux deux usages différents du mot coupure : la coupure au sens de 1’analyse complexe et la
coupure au sens du cut-off, lorsqu’un parametre fait passer un mode de propagatif a évanescent. Pour éviter la confusion,
nous utiliserons dans ce paragraphe la terminologie de 1’analyse complexe et nous dirons donc que les valeurs & = +k sont
des points de branchement de la fonction a intégrer.

Notons que cette définition de la racine carrée complexe n’est pas la définition usuelle. Son avantage pour nous est la
propriété suivante :
Im(vz) >0 VzeC,z¢R". (2.4.1)

Compte tenu de cette définition, on vérifie aisément que la fonction z — Vk2 — z2 est analytique dans C \ C(k) ou
C(k) =iRU [k, k].

C’est donc également le cas de la fonction

7 - ei( VkZ-z2x+zy) )
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Une difficulté est que dans la définition de 7 (x,y), on intégre cette fonction sur 1’axe réel et donc en particulier sur
I’intervalle [—k, k] qui fait partie de la coupure. Il faut alors préciser de "quel c6té de la coupure on se place". Plus
précisément, pour ¢ € [k, k], la définition de \/162——52 utilisée jusqu’a maintenant est la définition classique de la racine
carrée d’un nombre réel positif, qui est elle-méme un nombre réel positif. D’autre part, pour ¢ € [—k, k] et &€ # 0, nous
venons de définir m . Cette quantité a une limite quand ¢ tend vers O par valeurs positives et la limite opposée
quand ¢ — 0 par valeurs négatives. En remarquant que pour ¢ et € réels,

Im(k? - (& +ie)?) = —2&¢,

on vérifie aisément que la limite de m quand & — 0O par valeurs positives est positive (donc c’est la valeur
recherchée) si —k < & < 0 et négative (donc opposée a la valeur recherchée) si 0 < & < k. On peut donc conclure que
le chemin d’intégration correspondant a I’intégrale que nous voulons calculer, passe au dessus de la coupure le long de
I’intervalle | — &, O[ et en dessous le long de I’intervalle ]0, k[, comme indiqué sur la figure 2.4.1.

Nous avons maintenant toutes les informations nécessaires pour déformer le chemin d’intégration. Pour comprendre
la méthode, commencons par nous intéresser a la demi intégrale de Fourier suivante pour x > Oety > 0:

0
Ly = [V Eege,

o)

Pour R > O et @ €]0,7/2[, on désigne par Cg . le chemin constitué de la réunion de I’intervalle [-R, 0], du segment
complexe [—Re™?,0] et de I’arc de cercle {-Re~"? | 0 < 6 < a}, comme représenté sur la figure 2.4.2.

20

.
20
10
10 5
™
=2 . E O T
&
E X K R k k
-5
-10
-10
-20 -15
20l . . . . . . . . .
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
-30 -20 -10 0 10 20

Re(s)

FiGURE 2.4.2 — Définition d’un chemin d’intégration pour

FiGure 2.4.1 — Définition des coupures £<0,x>0cty>0.

D’apres le théoreme de Cauchy et 1’étude ci-dessus de 1’analyticité de 1’intégrande, on peut affirmer que

/ ei( \/k2_22x+zy)dZ — 0
CR,u/

De plus, commeonax > 0Oety > 0, d’apres (2.4.1),

Im(Vk? = 22x + zy) = Im(Vk? — z2)x + Im(z)y > 0
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si Im(z) > 0. On en déduit que I’intégrale sur I’arc de cercle tend vers O quand R tend vers I’infini. On obtient ainsi que
I’intégrale sur le demi-axe réel négatif est égal a I’intégrale sur le demi-axe {ne~*® | 5 € R™}, autrement dit :

Pourx >0,y >0ecta € [0,7/2[ ona

0 0 i —-ia
[D_(x,y)zf e“WHf”dg:e—W/ o (V= Peaxiney) g (2.4.2)

(e8] (e8]

La méme démarche s’applique au noyau de Neumann, de sorte que :

Pourx >0,y >0ecta € [0,7/2[ ona

0 ei(\/k27§2x+§y) ] 0 ei(\/sz772e’2i"x+7ye""’y)
dé = el
—00 ‘/k2_§2 f ¢ — o /kz_nze—zm

Iy (x,y) = dn. (2.4.3)

Sur les figures 2.4.3 et 2.4.4, on reprend les intégrandes initiaux Kp (Fig 2.2.4) et Ky (Fig 2.2.5), et on les compare
avec les intégrandes mixtes : pour & < 0, la complexification a été réalisée pour un angle @ = 71/6 et pour & > 0, on garde
les anciennes intégrandes. On observe que pour les & négatifs (aprés complexification), les oscillations sont supprimées,
de méme que les valeurs singulieres aux points de coupures k. Ainsi dans cette région, une discrétisation tres fine n’est

pas nécessaire car quelques points suffisent pour évaluer efficacement les intégrandes.

1 1 1
o o &0
1 -1 !
10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 5 0 5 10
£ £ §
1 1 ‘ 1
0 0 —J L0
-1 -1 -1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
6 3 §
(@) (x,y) =(2,2) (b) (x,y) = (2,10) () (x,y) =(10,2)

FiGuRre 2.4.3 — Représentation de la fonction Kp (x, y) pour différentes valeurs de (x, y) avant et apreés une complexification
d’un angle de 7/6 pour ¢ < 0.

Il nous faut maintenant considérer 1’autre partie de chaque intégrale, c’est-a-dire les intégrales pour & > 0 :

+00 ei(\/k2—£2x+§y)

+00
I5(x,y) = / I (VE=Ex69) g ot T¥(x,y) = ———d¢
0 Jk2 = &2
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2 2
1
aly Lo < o
-2 -2 : -1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
3 3 3
2 2
1
0 0 X 0
B -2 -1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
3 3 3
(@) (x,y) =(2,2) (b) (x,y) = (2,10) (©) (x,y) = (10,2)

FiGURE 2.4.4 — Représentation de la fonction K (x, y) pour différentes valeurs de (x, y) avant et aprés une complexification
d’un angle de 71/6 pour ¢ < 0.
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Figure 2.4.5 — Définition d’un chemin d’intégration pour &€ > 0,0 < xet0 < y.

Comme nous devons passer sous la coupure, il nous faut cette fois déplacer le chemin d’intégration dans le demi-plan
complexe Im(z) < 0. On peut & nouveau appliquer le théoréeme de Cauchy en notant Cg_o, pour R > O et @ € [0,7/2],
le chemin constitué de la réunion de I’intervalle [0, R], du segment complexe [0, Re~'?] et de I’arc de cercle {Re™? |
0 < 6 < a}, comme représenté sur la figure 2.4.5. Mais la différence avec le cas précédent est qu’on ne peut pas toujours

montrer que I’intégrale sur 1’arc de cercle tend vers 0 quand R tend vers I’infini. En effet, comme on a
Im(Vk2 — R2e~2i@x + Re™*%y) ~ R(cos(a)x —sin(a)y),
R—+0
I’intégrale sur I’arc de cercle tend vers O si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

x >y tan(a). (2.4.4)
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Cette condition nous dit que 1’angle @ est limité par la position (x, y), et a x fixé, plus y est grand, moins on est autorisé a
tourner. On en déduit finalement le résultat suivant :

Soientx >0,y > 0eta € [0,7/2]. Alors si x > y tan(a),

+00 +00 . Cian
Ig(x, y) — ‘/0' ei(\/rfzx+§y)d§ — e—i(l/ ei(m)ﬁ—ne y)dn (245)

0

et
+00 Li(VK2=E2x+£y) . +00 ei(mﬂne"'“y)
Iy(x,y) = dé=e™'® dn. (2.4.6)
0

[k2 = &2 0 [k2 = j2e-2ia

Mais contrairement au résultat pour 75 et I, ce résultat pour 73 et 73 n’est pas trés satisfaisant en pratique (voir Fig

2.4.7 et Fig 2.4.8) pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, rappelons que notre objectif était d’éloigner le chemin d’intégration des points de branchement ¢ = +k,
or la condition sur @ résulte de la définition du nouveau chemin d’intégration a 1’infini, 1a ol il n’y avait initialement
aucune difficulté puisque les intégrandes sont exponentiellement décroissants sur R. De plus, en pratique, ces intégrales
seront tronquées et on peut donc toujours considérer que 1’on intégre sur une ligne brisée comme représenté sur la figure
2.4.6, auquel cas il n’y a plus de condition limitante sur «.

En revanche, nous devons examiner attentivement 1’ intégrande pour 7 variant de O a k, ou méme a 2k. En effet, comme

Im(Vk? - 22x + zy) = Im(Vk? — 22)x + Im(z)y

peut prendre des valeurs négatives 1a ot Im(z) < O (puisque par hypothése, y > 0), I’exposant de 1’exponentielle peut avoir

la quantité

le mauvais signe, et la fonction a intégrer prend des valeurs trés grandes, posant a nouveau des difficultés numériques.

Nous étudions cette difficulté dans le paragraphe suivant.

20

coupures

Sm(g)
o

20 . , , . , , . .
-25 20 -156 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Re(

F1GURE 2.4.6 — Définition d’un chemin d’intégration pour £ > 0,0 < x et 0 < y.
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Ficure 2.4.7 — Représentation de la fonction Kp (x, y) pour différentes valeurs de (x, y) avant et aprés une complexification
d’un angle de 7/20 pour & > 0.
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FiGurE 2.4.8 — Représentation de la fonction Ky (x, y) pour différentes valeurs de (x, y) avant et aprés une complexification
d’un angle de /20 pour ¢ < 0.

2.4.2 Une regle heuristique pour le choix de I’angle de rotation

La figure 2.4.9 représente la partie imaginaire de la fonction 1 — mx +ne @y pour 0 < x,0 < yet
0 < 7. On fait remarquer que lorsque cette partie imaginaire est négative, les noyaux complexifiés prennent des valeurs
exponentiellement croissantes.

La représentation a été faite pour différentes valeurs de 1’angle de déformation @. De maniere générale, on constate
que la partie imaginaire présente des valeurs faiblement négatives, avant de prendre des valeurs positives au-dela d’un
seuil spécifique pour certains a. Ce seuil varie en fonction de la position (x, y) et de I’angle de déformation . En effet :

* Pour y > x, pour certains angles «, la partie imaginaire reste toujours négative ou devient positive tres loin (a

Uinfini). Plus I’angle a est petit et plus la remontée est rapide. Par contre quelque soit la valeur de a, elle ne se fait

pas avant 7 proche de la coupure k.
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* Pour y = x, on a les mémes comportements sauf qu’ici, la remontée se fait avant k et est d’autant plus rapide que @
est petit.

* Pour y < x, on est dans la meilleure configuration ot le minimum de la fonction est trés faible avec une faible

dépendance a I’angle de déformation @. Néanmoins, on est d’autant mieux que I’angle « est petit.

5 (xy)=(22) " (xy)=(102) 0 (xy)=(2 10)
— /60 — /60
730 / /30 ;
720 720 / 0
10- o / 601 710 )
/6 /6
/ // -0
/
5- / 40 /
/
/ // 20+ [—l60
/’ ] 730
0 20 / 7120
] -30 0
l6
5 0 -40
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
(a) (b) (©)

FIGURE 2.4.9 — Représentation de la partie imaginaire de la fonction n +— k2 — n2e=2i@x + ne~'®y pour différentes
valeurs de (x, y), et différents angles de déformation a.

Ainsi, on a intérét a choisir une valeur de I’angle « la plus petite possible, mais pas trop pour pouvoir observer les
effets de la déformation sur les intégrandes. Pour un petit angle positif «, il est possible de faire un développement limité

pour donner le maximum de 1’angle «, pour ne pas avoir des amplitudes supérieurs a un seuil.

Dans un souci de généralisation pour la suite, reprenons la notation B(€) = v/k2 — £2. Alors un développement limité

nous dit que pour tout € [—k, k],

Im (B(ne™ ")x +ne™y) ~ —(B'(mx+y)nsin(a), (24.7)

ou a tend vers 0 par valeurs positives pour étre du bon c6té de la coupure.

En particulier pour le cas isotrope étudié dans ce paragraphe, en utilisant (2.3.6), on obtient pour tout ny € [—k, k] :
Im (B(pe™*)x +ne™"y) ~ (B(n)y = nx)B () sin(a). (2.4.8)

Il est intéressant de rapprocher la quantité (8(r7)y — nx) de I’expression (2.3.7) de la phase dans le paragraphe précédent.

On en déduit ce qui suit. Si on note £s(x, y) le point oit B(£s)y — Esx = 0, alors
* pourn €]0,&s(x, y)[,ona
n

B'(n) = "B

<0etB(n)y—nx >0,

donc

(B(m)y —nx)B’(n) sin(a) < 0.
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C’est le mauvais cas : d’apres (2.4.8), la partie imaginaire de la quantité qui nous intéresse devient négative dans
cet intervalle.

« pour 7 €]és(x,y), k[, ona
B(n) =-—1— < 0et f()y —nx <0,
B()

donc

(B(m)y —nx)B(n) sin(a) > 0.

C’est le bon cas : d’apres (2.4.8), la partie imaginaire de la quantité qui nous intéresse devient positive dans cet
intervalle. C’est intéressant de noter qu’elle tend méme vers 1’infini lorsque 7 se rapproche de k, puisque 8(n) tend
vers 0 et 8’(n7) vers —oo. Donc tout se passe trés bien a proximité du point de branchement.
Revenons au mauvais cas, lorsque 1 €]0, £s(x, y)[. On est dans la zone ol la contribution négative de S(n)y 1’emporte
sur la contribution positive de n7x. Si I’on se restreint a la zone y < x (on verra plus loin pourquoi cela est possible dans la
mise en oeuvre de la HSM), on peut vérifier que le minimum est atteint pour y = x, et décroit linéairement avec kx sin(a).
Plus précisément, pour x > y :
7Igll(i)r,lk](ﬁ(n)y —nx)B’ (n) sin(a@) > -7 kx sin(a). (2.4.9)

_ n
7= max |l - ——]|.
17€[0,1] ( 1- rﬂ)
On trouve que
T ~ 0.2257.

Ceci nous fournit une regle pour le choix de 1’angle « : ainsi par exemple, pour que I’exponentielle ne prenne pas des
valeurs supérieures a 10 dans la zone y < x < 64, ou A = 27/k est la longueur d’onde, on choisit « tel que

0.2257 x In(10) _ 0.2257 x 5,3019

o = %3, 14 =0.0317.

sin(a) <

En réalité, les expériences numériques semblent indiquer que ce résultat obtenu asymptotiquement pour « petit est
pessimiste, et que I'intégrande se comporte bien (c’est-a-dire qu’il ne prend pas de trop grandes valeurs) pour un angle o

plus grand que ce que la borne ci-dessus préconise.

Remarque 2.4.2. On pourrait juger intéressant de choisir un chemin d’intégration qui dépende de la position (x,y),
éventuellement en déplacant la coupure (c’est-a-dire en modifiant la définition de la racine carrée complexe), afin que la
fonction z — Vk2 — 22x + zy garde une partie imaginaire positive sur tout le chemin. C’est exactement ce que 1’on fait
lorsque I’on choisit le chemin dit de "steepest descent” [43, 31]. Cela serait certainement envisageable pour les problemes
scalaires simples que nous étudions dans ce chapitre, mais nous semble a proscrire pour le probleme tridimensionnel qui
motive cette thése et que nous aborderons dans les chapitres suivants. D’une part, comme nous 1’avons déja mentionné
pour I’approximation de type champ lointain, cela rend impossible une factorisation des blocs pleins de la matrice HSM du
type (2.2.11). D’autre part, nous verrons au chapitre suivant que pour le cas de la plaque 3D, I’évaluation d’un intégrand
a & fixé nécessite un calcul de modes dans 1’épaisseur par la méthode SAFE. Donc 1’évaluation d’une intégrale sur un
chemin dans le plan complexe requiere le calcul des modes pour chaque point de discrétisation de cette intégrale. Pour
ces deux raisons, notre objectif est de définir un seul chemin (voire deux, on verra pourquoi dans le chapitre suivant) qui

permette un calcul rapide des noyaux pour toutes les positions (x, y).
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2.4.3 Généralisation au cas anisotrope

Essayons d’appliquer une approche similaire aux noyaux (2.3.9) pour x > 0 et y € R, et considérons par exemple
I’intégrale
Ig(x,y) :‘/ei(ﬁ+(-§)X+§y)d§.
R

Par définition de B, (£), on a

S = [

Autrement dit,
i(\I2 = E258+& -
I5(x.y) = J5(E)  on Js*(x,y>=/e'( R N T
R

On peut alors appliquer a 7, [’)* (%, y) les résultats obtenus pour le cas isotrope, et de méme pour le noyau de Neumann. On

obtient ainsi les résultats suivants.

Pourx >0,y > g—?x eta € [0,7/2[ ona

0 0 N Y
fﬁ’_(x’y>=/ ei(ﬁ+(§)x+§y)d§:e—ia/ (VG e (%*y))d,,, (2.4.10)

(o] (9]

A 0 ei(ﬁ+(§)x+f)’) . 0 ei(\/mﬁﬂifm(%*-y))
Iy (x,y) =/ ——dé = e”“‘/ dn. (2.4.11)
-0 k(£) —c0 lki _ 7726—2[(1
Soientx > 0,y > i—?x eta € [0,7/2[. Alors six > (c1y — ¢3x) tan(a),
At too ( . +oo i(mi_'_ne*ia(ﬂ_'_y))
I (xy) = / e Br(E)x+Ey) g = e‘”’/ e \V5 g a " dn. (2.4.12)
0 0

0o Gi(Bu(£)x+EY) e (VTR e (S )
I]VA"(x,y)zf —TE —“'/ dn. (2.4.13)
0

k(&) ,ki _ pRe-dia

2.4.4 Validations numériques

Pour la validation numérique, on procede en deux étapes également (comme dans le champ lointain). Dans une
premiere étape, on représente les noyaux complexifiés et on les compare aux noyaux exacts. Dans une seconde étape, on
utilise les noyaux complexifiés dans la formule de représentation et on compare les champs reconstruits aux champs de

référence.

B Premiere étape : validation des noyaux complexifiés de Dirichlet et Neumann
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Dans la suite la zone (en &), pour laquelle la complexification est possible pour toutes les valeurs d’angles a €]0, 7/2[
est nommée bonne zone. Et inversement, on nomme mauvaise zone, la ou il y a une limitation dans le choix de 1’angle de
déformation «.

Les figures 2.4.10 et 2.4.11 représentent les noyaux de Dirichlet et de Neumann aprés complexification (cas isotrope
et anisotrope), et leurs différences par rapport aux noyaux analytiques. L’angle de complexification sur la bonne zone des
valeurs de & est de 71/6 et de 71/30 sur la mauvaise zone. On observe graphiquement la zone de non validité de la méthode,
qui dépend du choix de 1’angle de complexification dans la mauvaise zone. En dehors de cette zone, la méthode permet

d’éliminer les artefacts qui apparaissent dans les noyaux initiaux, pour la méme discrétisation de 1’intégrale de Fourier P

(Fig 2.2.3).
5 5 5
0.15 0.06
0.5
0.1 0.04
0.05
£ 3 £ 0.02
Eo 0 Eo 0 Eo 0
> > . >
0.05 002
0.1
05 0.04
-0.15
-0.06
5 5 5
0 5 10 0 5 10 0 5 10

x (mm) x (mm)  (mm)

FiGure 2.4.10 — Représentation du noyau complexifié de (a) Dirichlet (resp (c) de Neumann) isotrope, et (b) de la différence

avec le noyau de analytique de Dirichlet (resp (d) de Neumann), pour @ = /6 dans la bonne zone et @ = 7/30 dans la
mauvaise zone, pour P = 50.

0.01

0.005

-0.005

K K -0.01
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Ficure 2.4.11 — Représentation du noyau complexifié de (a) Dirichlet (resp (c) de Neumann) anisotrope, et (b) de la
différence absolue avec le noyau de analytique de Dirichlet (resp (d) de Neumann), pour @ = /6 dans la bonne zone et
a = /30 dans la mauvaise zone, pour P = 100.

Pour quantifier I’'impact de la méthode de la complexification, on représente I’erreur relative sur un segment partant
de I’origine et orienté dans une direction € quelconque. L’erreur relative est comparée avec le cas sans la complexification,
pour une discrétisation de Fourier P = 50 pour le cas isotrope et P = 100 pour le cas anisotrope. On présente les résultats
obtenus avec les noyaux de Dirichlet isotrope et anisotrope. Un raisonnement analogue peut étre fait avec les noyaux de
Neumann.

Pour le cas isotrope (Fig 2.4.12), on observe une amélioration significative de la précision pour le noyau apreés com-
plexification. Par contre I’erreur relative remonte quand r devient grand. Dans la mauvaise zone, bien que les pics soient
atténués aux coupures, ’intégrande continue d’osciller, surtout avec I’augmentation de r. Cependant, pour la plage de
valeurs de r considérée, ’erreur relative reste en dessous de 0.1%. Sans complexification, cette précision demanderait
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d’augmenter de maniere drastique la discrétisation P, augmentant considérablement le cofit d’évaluation.

Dans le cas anisotrope (2.4.13), les mémes effets sur ’erreur relative sont observés. Cependant, il est a noter que,
selon la direction dans le cas anisotrope, les ordres de grandeur ne sont pas les mémes (contrairement au cas isotrope ou

il existe une invariance par rotation).

-4
1 1510
—sans complexification —— avec complexification
avec complexification
0.8
— — 17
) F )
=2 06 =2
=3 =3
< 04} I
- — 0571
0.2}
0 0
0 2 4 6 8 10 0
r(mm)
(a)

FiGUure 2.4.12 — Représentation de I’erreur relative sur la demi-droite {r > 1,6 = x/4} de I’évaluation du noyau de
Dirichlet isotrope : (a) sans et avec une complexification de /6 dans la bonne zone et 7/30 dans la mauvaise zone, (b)
zoom sur 1’erreur relative avec la complexification uniquement.
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FiGure 2.4.13 — Représentation de I’erreur relative sur la demi-droite {r > 1,6 = x/4} de I’évaluation du noyau de
Dirichlet anisotrope : (a) sans et avec complexification de 7/6 dans la bonne zone et 7/30 dans la mauvaise zone, (b)
zoom sur I’erreur relative avec la complexification uniquement.

H Deuxieme étape : utilisation des noyaux complexifiés dans la formule de représentation de demi-espace.

Pour cette validation, on va procéder d’une maniére similaire a ce qui a été fait dans la section 2.2. Pour cela, on
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utilise les solutions de référence isotrope (2.2.12) et anisotrope (2.2.13) comme données de Dirichlet sur la droite £. On
représente ensuite le champ u dans le demi-espace x > 0, en utilisant les noyaux complexifiés de Dirichlet isotrope Jp et
anisotrope 7, 3. L’étude se généralise sans grandes difficultés aux noyaux complexifiés de Neumann isotrope et anisotrope.
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FiGURE 2.4.14 — Représentation dans le cas isotrope (a) du champ acoustique construit a partir du noyau complexifié de
Dirichlet et (b) de la différence entre cette représentation et la solution de référence (2.2.12).
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FiGure 2.4.15 — Représentation dans le cas anisotrope (a) du champ acoustique construit a partir du noyau complexifié de
Dirichlet et (b) de la différence entre cette représentation et la solution de référence (2.2.13) .

La figure 2.4.14 et la figure 2.4.15 montrent que les champs obtenus avec les noyaux complexifiés ne présentent
plus d’artefacts. Cela est vrai en dehors des zones de non validité de la complexification, comme on peut le voir sur les
représentations. Pour quantifier I'impact de la complexification sur la représentation, on représente sur les figures 2.4.16
et 2.4.17 respectivement pour le cas isotrope et le cas anisotrope, 1’erreur relative sur une partie du segment partant de
I’origine et orienté d’un angle 6 = 7 /4.

Lintroduction des noyaux complexifiés dans la formule de représentation Fourier permet d’améliorer la représentation
d’une part, mais aussi de rendre 1’évaluation plus efficace d’autre part. En effet avec beaucoup moins de points de
discrétisation, on a une évaluation plus précise des noyaux.
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FiGURE 2.4.16 — Comparaison des erreurs relatives dans le cas isotrope sur la demi-droite {r > 1,6 = n/4} avec les noyaux
de Fourier : (a) avec et sans complexification, (b) zoom avec complexification.
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FiGure 2.4.17 — Comparaison des erreurs relatives dans le cas anisotrope sur la demi-droite {r > 1,6 = n/4} avec les
noyaux de Fourier : (a) avec et sans complexification, (b) zoom avec complexification.

2.5 Résumé du chapitre 2

Pour résumer ce chapitre, 1’évaluation numérique de la formule de représentation conduit a des artefacts dans le
champ reconstruit (voir Fig 2.2.1 et Fig 2.2.2). Dans le cas isotrope et anisotrope, la cause identifiée est la mauvaise
évaluation numérique des intégrales de Fourier. Pour résoudre les problémes évoqués deux méthodes ont été proposées :
I’approximation champ lointain et la méthode de la complexification.

L’ avantage de 1’approximation champ lointain est qu’on remplace 1’évaluation de I’intégrale par une formule asymp-
totique qui ne nécessite I’évaluation de I’intégrande qu’en un ¢ (ce ¢ dépend lui-méme du point (x, y) ou I’on évalue les
noyaux). Cela entraine un gain important dans le temps d’évaluation. La méthode asymptotique présente des zones de
validité qui dépendent des noyaux impliqués et du milieu de I’étude (isotrope ou anisotrope). Pour le milieu isotrope, elle
est valable a partir de 7 longueurs d’onde pour le noyau de Dirichlet, et a partir de 2 longueurs d’onde pour le noyau de
Neumann. Pour le milieu anisotrope, 1’orientation a un impact sur ces zones de validé.

La deuxieme méthode introduite est la déformation du chemin dans le plan complexe que nous appelons méthode de

complexification. Cette méthode se base sur des arguments d’analyse complexe pour déplacer dans le plan complexe le
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chemin d’intégration de I’intégrale de Fourier, initialement situé sur 1’axe réel. En le faisant, les intégrandes de départ
treés oscillants sont remplacés par des intégrandes équivalents moins oscillants. II est alors possible avec moins de points
de discrétisation, de les évaluer efficacement et de maniere plus précise. Nous avons expliqué au paragraphe 2.2.1 qu’il
était intéressant du point de vue algorithmique d’utiliser les mémes points de discrétisation & de I’intégrale pour toutes les
évaluations des noyaux. Ce sera encore plus vrai dans le cas 3D ou I’évaluation de I’intégrande en une valeur de ¢ requiert
un calcul de valeurs propres. C’est pourquoi nous ne nous autorisons pas a optimiser le chemin d’intégration pour chaque
évaluation du noyau. Au contraire, nous fixons un chemin obtenu par une simple rotation d’angle « de I’axe réel. Cet angle
étant fixé, nous avons montré que la méthode de complexification permet de reconstruire efficacement la solution dans le
demi-espace, sauf dans une zone proche du bord. Dans le cas isotrope, cette zone est constituée de deux secteurs d’angle

a. Pour limiter cette zone d’invalidité, on choisira a assez petit en pratique.
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Chapitre 3

Formule de représentation dans une

demi-plaque élastique 3-D
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Le but de ce chapitre est d’établir la formule de représentation du champ de déplacement dans une demi-plaque

élastique, comme cela a été fait au chapitre précédent pour le cas scalaire acoustique dans un demi-plan. La formule

de représentation 3-D fait intervenir des noyaux de Green qui sont des tenseurs d’ordre 2. Ces noyaux sont obtenus en

combinant une transformée de Fourier, comme dans le cas scalaire, avec une décomposition modale dans I’épaisseur de la

plaque. La nature vectorielle du probléme élastique ainsi que I’exploitation du formalisme modal, rendent 1’établissement

et la manipulation de cette représentation beaucoup plus délicats que dans le cas scalaire.

Nous commencerons dans ce chapitre par présenter les caractéristiques des modes élastiques "classiques", dans le cas

d’une plaque élastique isotrope et anisotrope. Ensuite, nous introduirons la notion de &-modes €lastiques et discuterons

de la différence de ces derniers avec les modes classiques. Quelques propriétés associées aux £-modes seront présentées
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notamment la propriété de bi-orthogonalité pour des valeurs de & réelles. On montrera que la formule de bi-orthogonalité
peut étre généralisée pour des valeurs de & complexes. Pour finir, nous établirons les fonctions de Green €lastique a I’aide
des £&-modes, ce qui permettra de déduire une formule intégrale pour la représentation du champ élastique (déplacement

et contrainte normale).

3.1 Généralités sur les modes élastiques

Un milieu élastique dont une ou deux dimensions sont trés grandes par rapport a la derniére dimension est un guide
d’ondes élastique. En effet, la géométrie guide les ondes a travers de multiples réflexions sur les surfaces supérieure et
inférieure.

Lorsqu’une plaque posséde des propriétés de guide d’ondes avec des conditions aux limites constantes sur les faces
supérieure et inférieure, il existe des modes de déplacement pour certaines plages de fréquences. Ces modes se propagent
sur de longues distances sans atténuation (dans les matériaux non dissipatifs). Par conséquent, 1’étude des ondes dans une
telle plaque peut étre abordée de maniere modale.

Les modes élastiques sont dit dispersifs car leurs caractéristiques de propagation (longueur d’onde, vitesse de phase
et de groupe, etc.) varient en fonction de la fréquence. On qualifiera ces modes de "modes classiques" dans la suite.
La détermination de la formule de reconstruction du champ de déplacement dans une demi-plaque élastique nécessite
I’introduction d’une nouvelle famille de modes qu’on désigne par £&-modes. Les différences entre cette nouvelle famille de

£—modes et les modes classiques seront présentées.

3.1.1 Eléments de I’élastodynamique

La propagation des ondes dans une plaque élastique en régime harmonique établi est régie par 1I’équation de 1’élasto-

dynamique suivante :

—div(o(u)) — pw?u = 0 dans {(x,y,z) €R3| -h <z < h},
o(ue3 = 0 en z==h,

@3.1.1)

oll w € R*, p et e3 représente respectivement la pulsation, la masse volumique et la normale 2 la surface z = +h. Le terme
o (u) symbolise le tenseur des contraintes associées au déplacement u. Dans le cas de 1’élastodynamique linéaire (pour

les petites déformations), la contrainte o (u) est liée a la déformation e(u) par la loi de Hooke [21] :

o(u) =C €(u), (3.1.2)
ou sous la forme indicielle suivante :
o(w);; = Z Cijrex(m) avec i,je€{1,2,3}, (3.1.3)
k,1e{1,2,3}

avec C=[C;j;] le tenseur de rigidité et e(u) définie par :

O1ux+ohu O1uz+0u
€11 € €5 Auy | 2252 1 | 32 Uy
O1ux+0 uz+osu
6(11)= €1 €n €3]|= QUEoIN, Oy Stz +05u 323 2|, (3.1.4)
O1u3+0: +0
€1 €3 €n 1u32 Uy 521432 3up A3
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L’expression précédente peut étre écrite en utilisant la notation indicielle comme suit

ity + 0
() = -ﬁfi%%—ﬂiﬁ avec k1€ {1,2,3), (3.1.5)

N Ou; o ) . . .
ou diuj = % et les indices 1,2 et 3 représentent les variables x, y et z de la base canonique ej, e, et e3. On utilisera

la convention d’Einstein afin de simplifier les notations. Selon cette convention si un indice apparait deux fois, il y a
sommation sur toutes les valeurs possibles de cet indice. Par exemple 1’expression (3.1.3) se réécrit comme suit :

o(w);; =Cjjue(un) avec i,je{1,2,3}. 3.1.6)
De méme un vecteur u s’écrit en fonction de ses composantes u#; comme suit :
u=u;e; aveci=1,2,3. (3.1.7)

Les symétries du tenseur des déformations et du tenseur des contraintes [21] induisent les symétries suivantes sur la
matrice C :

Cijki = Criij et Cijr = Ciji.

Elles conduisent & une réduction du nombre de termes de C, passant de 81 a 21 coefficients indépendants. On représente
C sous la forme d’une matrice 6 X 6 comme suit :

cll ¢12 c¢13 cl4 cl15 cl6
cl2 22 23 24 25 26
cl3 23 ¢33 34 35 36
cld 24 34 c44 45 46|
clS 25 ¢35 45 ¢55 56
cl6 26 36 c46 56 c66

Le tenseur des contraintes o-(u) et le tenseur des déformations e(u) peuvent s’écrire sous une forme réduite avec la
convention de Voigt comme suit :

Fuw=(o on o o o o) (3.1.8)

et

Em)=(en1 e ez 2e3 263 2ep). (3.1.9)

La loi de Hooke (3.1.3) liant ces composantes réduites est donnée plus explicitement par :

11 cll c¢12 cl13 cl4 cl15 cl6\[ én
0 c21 22 23 24 25 c26]|| én
7733 _ c31 32 ¢33 ¢34 ¢35 c36|| &3 . (3.1.10)
023 c4l 42 43 cd44 45 c46||263
T13 c51 52 ¢53 54 55 c56||2€13

ar) c6l 62 63 c64 65 c66/\262



72 3.1. Généralités sur les modes élastiques

En contractant les indices du vecteur des contraintes et du vecteur des déformations par le biais d’une application bijective
p définie explicitement par :
p(L,1) =1, p(2,2)=2, p(3,3)=3

p(1,2) =6, p(1,3)=5, p(2,3) =4. (3.1.11)

La relation (3.1.10) devient :
01 cll c¢12 cl13 cl4 cl15 cl6\ /[ &
lop) c21 22 23 24 25 26| &
03 _ c31 32 ¢33 34 35 36| & . (3.1.12)
04 cd4l 42 43 c44 45 c46||2&
J5 c51 ¢52 ¢53 54 55 56|26

lors c61l 62 63 64 65 c66/\2&

Dans le cas des matériaux isotropes [41], du fait de symétries supplémentaires, la matrice de rigidité s’écrit comme suit :

cll cl2 ¢12 O 0 0
cll cl11 c¢12 O 0 0
¢ cl2 c12 c11 O 0 0
0 0 0 c44 O 0
0 0 0 0 c¢44 O
0 0 0 0 0 c44
avec
c11 = A+2u, co=4, et cau=p,

ol A et u sont les coefficients de Lamé du matériau. Ces coeflicients sont liés au module d’Young E et au coefficient de
Poisson v du matériau par les relations suivantes :

Ev

e

:m.

Les opérateurs & (u) et div( (u)) peuvent s’exprimer explicitement en fonction du déplacement u comme suit :

/l(alul + (92142 + (93u3) + 2/1(91141

A(Ouy + dhuy + suz) + 2uduy

/l(alul +82u2+(93u3) +2;1(93u3 ’ (3‘1.13)
u(Bruz + d3uz)
u(Oruz + d3uy)
u(01uz + G3u3)

g(u) =

u(O11uy + Oxpuy + G33ur) + (A + )01 (d1uy + aus + 3u3)
div(é'(u)) = ﬂ(alluz + (9221/!2 + (933112) + (/l +,u)(92((91u1 + (92142 + (93143) . (3.1.14)
1(O11uz + Oxpuz + 033u3) + (A + w)d3(d1u; + rus + G3u3)
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3.1.2 Les modes dans une plaque élastique isotrope

Dans cette section, nous allons rappeler quelques notions importantes associées a I’étude de la propagation dans une
plaque élastique isotrope. Soit une plaque homogeéne Q := R? X [—h, h], bornée dans la direction de I’épaisseur telle que

représentée ci-dessous.

S R Vi J

Ficure 3.1.1 — Configuration pour une plaque homogene.

Les modes élastiques sont des solutions particulieres de 1’équation de I’€élastodynamique (3.1.1). Le matériau étant
homogene et isotrope, et le milieu invariant selon la direction y, 1’étude se fait sans perte de généralité en recherchant des
solutions de (3.1.1) indépendantes de la variable y sous la forme suivante :

U(x,2) = U(z)eP™, (3.1.15)

Plus précisément, on va rechercher 8 € C et U # 0O tels que U donné par (3.1.15) soit solution de (3.1.1). En injectant
(3.1.15) dans (3.1.1),on a :

divB! (Bl (U)) + p* U 0 dans L :=[-hh],
olPl(Ue; = 0 en z==xh,

(3.1.16)

L'exposant [B] indique que la dérivée partielle par rapport a la variable x est remplacée par i8. En multipliant par un

champ test 7/ et en intégrant selon 1’épaisseur z, on montre que le probléme revient a chercher g et U tel que
VU  a(B:U.U) =0,

ot la forme bilinéaire a(B; U, U) est définie de la maniére suivante :

a0 = [

Pl - P\ () —pr/"Llf{.
L L

Cette forme bilinéaire dépend quadratiquement de S et se décompose sous la forme suivante :
a(B; U, U) = ao(U.U) + far (U, U) + fPar (U U).

La discrétisation de ce probleme selon 1’épaisseur de la plaque (coordonnée z) nous conduit a résoudre un probleme
aux valeurs propres quadratique :
[Ao+BA| +B*A ] U=0, U0, (3.1.17)
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ol les A; représentent des matrices, indépendantes de 3, issues de la discrétisation.

Ce systeme peut étre résolu analytiquement dans le cas d’un matériau homogene isotrope, ou a 1’aide d’une méthode
variationnelle pour des configurations matérielles plus complexes (anisotropie, stratification selon 1’épaisseur, etc.). En
pratique, nous utiliserons la méthode numérique SAFE (Semi Analytical Finite Element) [63, 28] pour calculer les diffé-
rents types de modes dans une plaque élastique. On obtient ainsi un ensemble de couples (3, U) solutions du probleme

aux valeurs propres (3.1.17).

Bl Modes propagatifs et évanescents
Les couples solutions (8, U) peuvent étre classés selon deux catégories :
* SiB € R, le mode U correspond 2 une onde plane propagative de vecteur d’onde k = (8,0)”. Il existe un nombre
fini de modes propagatifs N,,. Ces modes ont la caractéristique de se propager sans atténuation de I’amplitude.
* Si g € C, le mode U correspond a une onde plane évanescente. L’amplitude de ce mode décroit ou croit
exponentiellement selon la direction de propagation x.
On observe que le nombre de modes propagatifs N, augmente avec w. Il y a des fréquences particulieres a partir desquelles
de nouveaux modes propagatifs apparaissent. Autrement dit ces derniers étaient évanescents en-dessous de ces fréquences
particulieres et sont propagatifs au-dessus. On les appelle les fréquences de coupure du matériau.
La figure 3.1.2 représente le spectre des valeurs de 8 obtenues pour une plaque en aluminium a 2 fréquences différentes.
On observe une symétrie du spectre en 8 selon les axes réel et imaginaire (qui peut étre vue comme un cas particulier de

la proposition 3.2.1).
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Ficure 3.1.2 — Représentation de quelques valeurs du spectre d’une plaque d’aluminium (cf. tableau 3.1) de 1 mm
d’épaisseur a la fréquence (a) f = I MHz et (b) f = 2,82 MHz.

B Polarisation d’un mode

Compte tenu de I’invariance du milieu selon y, on peut montrer que le systeme (3.1.16) admet un découplage entre
les équations associ€es aux composantes (uy,u,) et I’équation associ€e a la composante u,, du champ de déplacement. La
condition de surface libre en z = +/ préservant également ce découplage, on peut alors chercher séparément des solutions

telles que uy; = u, = 0 et des solutions telles que uy, = 0.
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* Les modes SH (shear horizontal) : il s’agit des ondes de cisaillement dont la polarisation (0, u,, 0) est perpendicu-
laire au plan de propagation (x, z).

e Les modes de Lamb [53] ou modes P-SV (pressure-shear vertical) : il s’agit des modes de la forme (u, 0, u;), dont

la polarisation est contenue dans le plan de propagation (x, z). Ces modes résultent d’un couplage entre les ondes P
et la composante verticale SV de ’onde de cisaillement S.

Bl Modes symétriques et antisymétriques

Les modes de Lamb et les modes SH se déclinent en deux familles :

* Un mode SH sera symétrique (resp. antisymétrique) si sa composante u,, est symétrique (resp. antisymétrique) par
rapport a I’épaisseur de la plaque.

* Un mode de Lamb sera symétrique (resp. antisymétrique) si sa composante u, est symétrique (resp. antisymétrique)
et sa composante u, est antisymétrique (resp. symétrique) par rapport a I’épaisseur de la plaque.

Dans la suite, les modes de Lamb symétriques et antisymétriques seront désignés respectivement par S,, et A, oll n
désigne 1’ordre d’apparition du mode . Les modes SH symétriques et antisymétriques sont désignés respectivement par

SH,, et SH,,, ol n pair et m impair. Les modes Ay, SHy et Sy sont appelés modes fondamentaux car ils existent a toutes les
fréquences. On dit qu’ils ne présentent pas de fréquences de coupure (cut-off).

Les déformées associées aux trois modes fondamentaux sont représentés (Fig 3.1.3). Les composantes du champ de

déplacement (uy,uy et u,) sont représentés (Fig 3.1.5) pour les modes fondamentaux d’une part et les trois premiers modes
évanescents d’autre part.

e 't”

SH,

Ag So

Ficure 3.1.3 — Déformées de la plaque associées aux trois modes fondamentaux. (d’apres [56]).
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Ficure 3.1.5 — Déformées modales U des trois premiers modes propagatifs ((a), (b) et (c)) et évanescents ((d), (e) et (f))
pour une plaque d’aluminium d’épaisseur 1 mm a f = 1 MHz.

B Vitesse de phase et vitesse de groupe

Les modes de Lamb et les modes SH ont des caractéristiques de propagation qui varient en fonction de la fréquence.
On dit qu’ils ont un caractére multimodal (a une fréquence donnée, il existe plusieurs modes) et dispersif (les constantes
de propagation varient en fonction de la fréquence).

Concernant les modes propagatifs, il existe deux types de vitesses : la vitesse de phase et la vitesse de groupe. On les
définit comme suit.

Supposons qu’il existe a w fixé, N, modes propagatifs de constantes de propagation 0 < 81 < 8> < ...Bn,, . La vitesse
de phase associée a un mode (8, ﬂm) oum € [1,...,N,] est donnée par :

w
ym = (3.1.18)
¢ Bm
La vitesse de groupe associée a un mode (8, (l:lm) oum € [1,...,N,] est quant a elle donnée par :
0B |~
V= | 2 3.1.19
v | 22| G.119)

C’est la vitesse de groupe qui indique le sens de propagation de I’énergie : si V' > 0, I’énergie se propage vers les x > 0
(on dit alors que le mode se propage vers x > 0), et inversement si Vg‘ < 0.

Pour les modes SH, les vitesses de phase et de groupe ont toujours le méme signe. Mais ce n’est pas toujours le cas
pour les modes de Lamb. A certaines fréquences, il existe des modes dits inverses tels que les vitesses de phase et de
groupe sont de signes opposés.

Sur la figure 3.1.2, les modes qui se propagent ou décroissent vers la droite sont représentés en rouge, et ceux qui se
propagent ou décroissent vers la gauche en bleu. On observe 1’existence d’un mode inverse a la fréquence 2, 8§ MHz.

B Complétude des modes

Une question mathématique difficile qui n’a été€ complétement résolue que récemment est celle de la complétude des
modes de Lamb dans une plaque isotrope [2, 39]. Comme reformulé dans le théoréme 2.7 de [19], ce résultat montre que
hors de certaines fréquences critiques, on peut approcher n’importe quel couple de champs déplacement-contrainte dans
la section par une combinaison linéaire de modes de Lamb. On verra dans la suite de cette these qu’on aura besoin de ce

type de résultats dans des situations plus générales. Leurs preuves mathématiques sortent du cadre de cette these.
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Ficure 3.1.6 — Courbes de dispersion représentant la vitesse de phase (a) (resp (c)) et la vitesse de groupe (b) (resp (d))
associées aux modes de Lamb (resp modes SH).

Désignation Densité Parametres du tenseur de rigidité
p (g/em?) C (GPa)
Isotrope aluminium 2,71 A1 =150,35
u=2594
C(1,1)=23,9; C(1,2)=10,4;
C(1,3)=5; C(2,2)=24,7,
Orthotrope Bar [56] 5,3 C(2,3)=5,2; C(3,3)=13,5;
C(4,4)=6,5;, C(5,5) =6,6;
C(6,6) =17,6;

TaBLEAU 3.1 — Propriétés des matériaux utilisés.

3.1.3 Modes a incidence oblique

Dans le paragraphe précédent, nous avons présenté les notions principales concernant la propagation guidée des ondes
de Lamb dans une plaque élastique isotrope. En particulier, I’invariance du milieu dans le plan (x, y) de la plaque nous
a permis, sans perte de généralité, de ramener 1’étude de la propagation dans le plan (x, z). Bien entendu, dans le cas

anisotrope, il est nécessaire de déterminer les modes pour chaque direction de propagation dans le plan de la plaque.
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Dans cette section, nous reprenons donc la démarche précédente pour le cas d’une direction de propagation quelconque
dans le plan (x,y) de la plaque. Pour un angle y € [0, 2x], cela nous conduit a rechercher les solutions modales de la
forme :

U(x, y, 2) = U(g)ePxeosrrysiny, (3.1.20)

ou S représente le nombre d’onde du mode dans la direction d’angle y.

Cette approche permet de traiter aussi bien le cas isotrope que le cas anisotrope. Nous considérons maintenant le cas
général d’un matériau anisotrope, et préciserons les simplifications qui apparaissent lorsque le matériau est isotrope.
En injectant I’expression des modes (3.1.20) dans le systeme (3.1.1), pour un angle y fixé, on est amené a résoudre le
systeme :
div#7 (e By (U)) + pw U 0 dans L=[-hh],
cBYl(Ue; = 0 en z==xh,

(3.1.21)

L’exposant [, y] indique que les dérivées partielles par rapport a x et y sont remplacées par i3 cosy et iBsiny. En
utilisant la méthode variationnelle SAFE, nous obtenons de nouveau un probléme aux valeurs propres quadratique, qui

apres discrétisation est de la forme :

[Ag + BAL(Y) + B*As(y)] U =0, U=+0, (3.1.22)

ol les matrices A ;(y) sont indépendantes de 5. A y fixé, la résolution de ce probléme de valeurs propres quadratique
permet de déterminer les modes (8(y), U(y,z)). Encore une fois, on obtient un nombre fini N, de modes propagatifs
(B € R) et une infinité de modes évanescents (8 € C), indépendamment de la nature du matériau. On peut montrer que le

nombre de modes propagatifs N, est indépendant de 1’angle 7y.

Concernant les modes propagatifs, il est intéressant de représenter les surfaces de lenteur qui sont le lieu des extrémités
du vecteur k(y)/w, ot k(y) = (B(y) cosy, B(y) siny) désigne le vecteur d’onde dans le plan de la plaque en fonction de
I’angle y (la norme du vecteur k(y)/w correspond a I’inverse de la vitesse de phase).

Les figures 3.1.7 représentent les courbes de lenteur pour deux plaques d’épaisseur 2/ = 1 mm, respectivement en
aluminium (matériau isotrope) et en matériau Bar (matériau orthotrope) a la fréquence de 250 kHz. Les caractéristiques
sont données dans le tableau 3.1.

Le nombre de modes propagatifs dans la direction d’angle y est le nombre de points d’intersection entre la droite

orientée d’un angle y et les courbes de lenteur. Il est constant, indépendant de .

B Cas d’un matériau isotrope

Dans le cas du matériau isotrope (ou isotrope transverse), le spectre des valeurs de S est indépendant de 1’angle y (Fig
3.1.7a). En effet, la symétrie du matériau rend invariantes par rotation les caractéristiques de propagation des modes. Les

courbes de lenteur associées a chaque mode sont des cercles.

En particulier, les spectres des modes calculés pour y = 0 (3.1.15) et ¥ # O sont identiques (modes propagatifs et
évanescents). Toutefois, il faut souligner que les composantes de la déformée modale sont différentes d’un cas a I’autre.

On comprend aisément que la déformée modale U (y, z) pour y # 0 peut étre obtenue en appliquant a la déformée modale
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(a) (b)

Ficure 3.1.7 — Courbes de lenteur d’une plaque d’épaisseur 24 = 1 mm en (a) aluminium a la fréquence de 1 MHz et en
(b) matériau Bar a la fréquence de 250 kHz.

U (0, z) une rotation d’angle y autour de I’axe Oz :

U(y,z) =R(y) U(0,2), (3.1.23)

cosy -—siny 0
R(y)=|siny cosy 0].
0 0 1

Soulignons le fait que cette formule est valable aussi bien pour les modes propagatifs que pour les modes évanescents.

Remarque 3.1.1. Pour y = 0, les modes obtenus correspondent exactement aux modes de Lamb et modes SH étudiés a la
partie 3.1.2. Pour y # 0, le découplage entre modes SH et modes de Lamb ne se produit évidemment plus dans un repere

fixe mais se retrouve dans le repere obtenu apres la rotation d’angle .

B Cas d’un matériau anisotrope

La courbe de lenteur du matériau orthotrope (Fig.3.1.7b) permet de mettre en évidence la dépendance du nombre
d’onde B par rapport a 1’angle y pour les matériaux anisotropes. En effet, bien que le matériau orthotrope considéré
ait une anisotropie douce (avec 9 coefficients indépendants au sein de la matrice de rigidité C), on observe que S varie
significativement en fonction de vy. Il n’est donc pas possible de déterminer le spectre de 8 pour un angle y a partir de la

rotation du spectre en y = 0, comme dans le cas isotrope.

Dans le cas des matériaux dont 1’anisotropie est quelconque, les modes élastiques présentent une polarisation quel-
conque car les équations de I’élastodynamique (3.1.21) ne sont plus découplées. Néanmoins, il est possible de classer les
modes selon leur tendance de polarisation. En effet, lorsque la composante dominante du vecteur de polarisation d’un

mode est suivant la direction de propagation, on le qualifie de mode de Lamb quasi-longitudinal. Lorsque la composante
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dominante du vecteur de polarisation d’un mode est transverse verticale, on le qualifie de mode de Lamb quasi-transversal.
Enfin, on qualifie un mode de quasi-horizontal SH lorsque la composante dominante est suivant 1’horizontale. Lorsque
la stratification du milieu est symétrique par rapport a 1’épaisseur de la plaque on retrouve les propriétés de symétrie et
d’anti-symétrie des profils des modes [65].

Dans le cas anisotrope contrairement au cas isotrope, les vecteurs vitesses de phase et de groupe ne sont en général pas
colinéaires. En effet, le vecteur vitesse de groupe est normal a la courbe de lenteur comme on le verra dans les approxi-
mations de type champ lointain dans la suite. A nouveau il peut exister des modes inverses caractérisés par le fait que le

produit scalaire des deux vecteurs vitesses est négatif.

3.2 Les ¢-modes dans une plaque élastique

3.2.1 Motivation et définition

Lintroduction de cette nouvelle famille de modes est motivée par la suite de notre travail, a savoir I’application de
la méthode HSM aux plaques élastiques. Comme on 1’a déja mentionné dans I’introduction, un ingrédient essentiel de la
méthode est une formule de représentation du champ élastodynamique dans une demi-plaque en fonction des traces du
déplacement et de la contrainte normale sur son bord. La formule de représentation dans une demi-plaque est obtenue
(comme dans le cas acoustique) en réalisant une transformée de Fourier le long de la frontiere qui borne la demi-plaque,
puis une décomposition modale dans I’épaisseur, pour chaque valeur de la variable de Fourier £. Ceci nous conduit a
introduire un nouveau type de modes que I’on nomme les é-modes. A ¢ € R fixé, ce sont les solutions de (3.1.1) de la
forme suivante :

U(x,y,2) = U ()’ P+eY) (G.2.1)

ou la notation (7) est choisie ici pour rappeler le lien des £-modes avec la transformée de Fourier.
Plus précisément, a & € R fixé, on cherche g € C et U + 0 tels que U donné par (3.2.1) soit solution de (3.1.1). On
peut déja remarquer que si 8 € R, le £&-mode coincide avec un mode propagatif a incidence oblique d’angle y tel que

tan(y) = %

En revanche, si 8 ¢ R, le £-mode ne correspond a aucun mode vu précédemment, puisqu’il oscille en y mais décroit en x.

En injectant la forme (3.2.1) dans les équations (3.1.1), on obtient le systeme suivant

divP € (P4 () +pw® U = 0 €L :=(=h,h),

N 3.2.2
oP ¢ (e = 0 en z=+h. (322)

Les indices S et ¢ indiquent que les dérivées par rapport aux variables x et y sont remplacées par une multiplication

par if3 et i€ respectivement. Il sera utile de noter que si ((LAI, B) est un £-mode, alors la fonction
U(x,¢,2) = U 2P, (323)
satisfait les équations

div? (04 (0)) + pw?0
O'§ (ﬁ)Ej,

0 dans R X [-h A],

3.24
0 en z==h. ( )

ou I’exposant ¢ indique que la dérivée par rapport a y est remplacée par la multiplication par ié.
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En utilisant la méthode variationnelle et apres discrétisation, le probleme des &é-modes prend la forme suivante
[Ag +i€A; +iBAs + BEA; + P Ag + BPAs] U(£;2) =0, U £0, (32.5)

ol les A ; sont des matrices indépendantes de S et de &. Pour ¢ fixé, le probléme (3.2.5) est donc un probléme aux valeurs

propres quadratique en 3.

Selon que S est réel ou complexe, les £-modes sont propagatifs ou évanescents. A nouveau, pour ¢ € R fixé, il existe
un nombre fini de modes propagatifs et une infinité de modes évanescents. Les figures 3.2.2 représentent les spectres
tronqués aux 30 premiéres valeurs propres de la plaque d’aluminium calculées pour & = Q et & = 2.

On remarque que pour ¢ = 0, il y a 6 modes propagatifs, tandis que pour & = 2, il n’y en a que 4. Cela s’explique en
examinant les courbes de lenteur du matériau présentées dans la figure 3.2.1. Le nombre N, (&) de £-modes propagatifs
est déterminé en comptant les intersections entre les courbes de lenteur dans un plan (X,Y) et la droite ¥ = &. Par
comparaison, rappelons que pour un angle y fixé, le nombre de modes propagatifs est donné par le nombre d’intersections
entre les courbes de lenteur et la demi-droite passant par 1’origine et faisant un angle y avec I’axe des X. Ce nombre est
indépendant de 7y alors que N, (&) dépend de ¢ et devient nul pour |£| assez grand.

90 90

Ficure 3.2.1 — Détermination du nombre de modes propagatifs pour les £—modes (a gauche) et les modes a incidence
oblique (a droite).

Remarque 3.2.1. Les £-modes élastiques peuvent également étre classés selon leur polarisation en des modes de Lamb
et des modes SH pour un matériau isotrope ou des quasi-modes de Lamb et des quasi-modes SH pour les matériaux
anisotropes.

3.2.2 C(lassification des £-modes

La formule de représentation du champ de déplacement sortant dans une demi-plaque requiert I’utilisation des &-
modes sortants, c’est & dire qui se propagent depuis le bord de la plaque vers I’infini.

L'objectif maintenant est de classer les £&-modes entre ceux qui se propagent vers la gauche x < O (rentrant) et ceux

qui se propagent vers la droite x > 0 (sortant). L’analyse du spectre de valeurs propres va nous permettre de réaliser cette
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Ficure 3.2.2 — Spectres associé€s aux £-modes de la plaque d’aluminium calculés a f = 1 MHz.

distinction. Les criteres pour déterminer le sens de propagation d’un mode sont de méme nature quelle que soit 1’approche
choisie pour les calculer (approche £ ou y) :

 un mode évanescent (3 € C) se propage vers les x > 0 (resp. x < 0) si Im(8) > 0 (resp. Im(B) < 0);

* un mode propagatif (5 € R) se propage vers les x > 0 si

B
5o(6) > 0,
w

et vers les x < 0 sinon.

On dira qu’un £-mode propagatif est direct si
9B
B3 (©) >0,
w

et inverse dans le cas contraire.
De facon équivalente, on peut utiliser le flux de I’énergie pour déterminer le sens de propagation d’un £-mode
propagatif. Pour cela, on introduit la contrainte d’un £-mode propagatif (B(&), (£, 7)) dans la direction e; définie par

T(&,2) = oPE)E (W)e, (3.2.6)

puis le flux d’énergie du £-mode dans la direction e :
P(£) =Im (/ T(&.2) U 2)dz) . (3.2.7)
L
Ainsi si P(£) < 0, le mode se propage vers la gauche et si £ (£) > 0, le mode se propage vers la droite.
Dans ma suite, on notera (3;,(£), u n(&,2)) la famille de modes se propageant vers la gauche et (85, (¢), (l:l+m (¢,2))

la famille de modes se propageant vers la droite.

Nous allons rappeler quelques propriétés de symétrie importantes satisfaites par le spectre des valeurs de S des
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&-modes et des —&€-modes (voir la Proposition 3.2.1 de [56] pour la démonstration).

Proposition 3.2.1. Soit ¢& € R. Si (B, ’l:l)_est un E—mode, alors (—f, a) est un (—&)-mode. De plus, il existe un vecteur
YV tel que (B, V) est un E-mode et (—B, V) est un (=&)-mode.

Remarque 3.2.2. On observe bien la symétrie attendue du spectre par rapport a 1’axe réel sur la figure 3.2.2. La symétrie
par rapport a 1’axe imaginaire est quant a elle due au fait que le matériau considéré est isotrope, et pourrait €tre perdue

dans le cas d’un matériau anisotrope arbitraire.

Considérons un £&-mode (87, flT) évanescent vers la droite (Im(B8*) > 0), d’apres la proposition ci-dessus il existe
un ¢-mode associé (B*,V) qui décroit vers la gauche puisque Im(B*) < 0. De plus, il existe également un —£—mode
(—B*,V) qui décroit vers la gauche puisque Im(—B") < 0. On peut alors choisir la numérotation de sorte que, pour les
modes évanescents :

Bi (&) =B (&) et B (=€) =B (&). (3.2.8)

Dans le cas d'un &-mode (8+, U +) propagatif qui se propage vers la droite (P(£) > 0), la proposition nous permet de

déduire I’existence d’un —£-mode propagatif (—S*, 1A1+) qui se propage vers la gauche. On peut la encore assurer que la

numérotation des modes propagatifs soit telle que :

Br (=€) = —BL(&) et U, (=£,2) = U, (£,2). (3.2.9)

Compte tenu des propriétés de symétrie énoncées plus haut, les —£-modes peuvent étre déduits directement a partir du
calcul des £&-modes.

La figure 3.2.3 illustre dans une plaque isotrope les 4 modes d’indice m calculés pour +¢ et —&, dans le cas d’'un mode
propagatif direct.

FiGure 3.2.3 — Illustration des propriétés de symétrie des £-modes dans le cas d’un £é-mode propagatif direct.

Les déplacements des modes élastiques ne forment pas une base orthogonale [39]. Ainsi un champ de déplacement
élastique ne peut pas étre décomposé directement en utilisant la base des modes de déplacement. Néanmoins, il existe en
élasticité une relation de bi-orthogonalité qui va permettre de réaliser une décomposition modale du champ élastodyna-
mique. Cette relation fait intervenir a la fois les déplacements et les contraintes normales associées. Cette relation adaptée
au cas des £-modes a été démontrée dans [56] pour des valeurs de & réelles. Nous en rappelons la preuve dans 1’annexe
A2.
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Proposition 3.2.2. Relation de bi-orthogonalité des ¢é-modes pour & réel.
Pour ¢ € R fixé, on considére un £-mode (B}, (), (LAIJ,; (¢, 2)) qui décroit ou se propage vers la droite et un —&-mode
(B, (=6), (l:l,_l(—f, 7)) qui décroit ou se propage vers la gauche. On désigne par ’i’:rn(.f, 7) et ‘?‘;(—{’, 7) respectivement

leurs contraintes normales associées dans la direction e définies par (3.2.6). Alors, si

B (&) # =P, (=€) (3.2.10)

les deux modes considérés vérifient la relation de bi-orthogonalité suivante :
A+ A— A — (id.
(ﬂm(f’ Z) : Tn (_é:s Z) - 7/ln (_fs Z) : m(é:, Z)) dZ :0 (3211)
L

ou L :=[—h,h]
Remarque 3.2.3. Pour ¢ = 0, on retrouve la relation de bi-orthogonalité classique des modes de plaque.

Ceci nous amene a poser
VE € R.Vm € N, Jn(§) = / (T6.2) - T2 = U, (=62 - T (6.0)) dz. (3.2.12)
L

Compte tenu de la numérotation que nous avons choisie, la condition (3.2.10) n’est pas vérifiée si m = n. En particulier, si

le m-ieme £-mode est propagatif, il résulte de ce qui précede que
Im (&) = 2Pm(€)

ol Pp, (&) est le flux d’énergie du £-mode dans la direction e; défini par (3.2.7).

On va supposer dans la suite que la fréquence temporelle w est telle que chaque fonction J,,,(£¢) ne s’annule que sur
un ensemble discret de valeurs de &.

Les propositions 3.2.1 et 3.2.2 nous permettent alors de déduire (moyennant éventuellement une redéfinition des

modes en cas de valeurs propres multiples) que :
pour presque tout & € R, / (‘I:l;(f, 7) ‘f’;(—f, 7) — rl;\l;(—f, Z) - ‘i'jn(f, z)) dz=0sim # n. (3.2.13)
L

Cette relation de bi-orthogonalité est un ingrédient essentiel pour obtenir 1’expression de la solution élastodynamique
dans la demi-plaque. Plus précisément, cela va nous permettre (en admettant un résultat de complétude généralisant [2]

aux £-modes et au cas anisotrope) de décomposer la transformée de Fourier du champ sur les £-modes sortants.

3.2.3 Les é-modes pour & complexe.

La formule de reconstruction du champ dans la demi-plaque requiert la connaissance des £-modes pour tout ¢ € R,
du fait de la transformation de Fourier en £. Cependant, nous avons vu dans le cas scalaire que 1’évaluation numérique de
I’intégrale de Fourier était trés coiiteuse et pouvait étre améliorée en appliquant une déformation du contour d’intégration
de Fourier dans le plan complexe. Dans I’optique d’appliquer cette méthode dans le cas élastique, nous nous intéressons
dans ce paragraphe aux £-modes pour des valeurs de & complexes.

Leur détermination ne pose pas de difficultés supplémentaires par rapport au cas & € R. On peut remarquer que pour

& complexe, la symétrie de B dans le plan complexe par rapport 2 1’axe réel (8 — ) n’est plus respectée. On conserve
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néanmoins certaines propriétés exprimées dans la proposition suivante (qui résulte a nouveau de la Proposition 3.2.1 de
[56]) :

Proposition 3.2.3. Soit ¢ € C. Si (B, rl:l)_est un é—mode, alors (—f, 5) est un (—=&)-mode. De plus, il existe un vecteur
V tel que (B,V) est un E-mode et (-, V) est un (=&)-mode.

Grace a cette proposition, on peut 2 nouveau garantir un choix de numérotation telle que pour toutn > 1,
B (=€) = =B, (é). (3.2.14)

Remarquons que si & ¢ R, les modes sont généralement tous évanescents comme le montre la figure 3.2.4, donc le tri se
fera en fonction du signe de la partie imaginaire de 8. On observe aussi sur cette figure une symétrie du spectre par rapport

a lorigine, qui est due au caractere isotrope du matériau.
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FIGURE 3.2.4 — Spectre des valeurs de /3 calculé pour £ = ne™'@ avecp =2 eta = % pour I'aluminium & 1MHz.

Enfin, la relation de bi-orthogonalité (3.2.11) se généralise sans difficulté aux £-modes calculés pour des valeurs de &
complexes (voir I’annexe A.2) :

Proposition 3.2.4. Bi-orthogonalité des modes pour & complexes.
Les résultats de la Proposition 3.2.2 restent valable pour tout ¢ € C.

3.2.4 Les ¢é-modes dans le cas isotrope

Nous allons montrer dans ce paragraphe que si la plaque est isotrope (ou simplement isotrope transverse), les £&-modes
pour ¢ € C quelconque peuvent se déduire par une formule simple des £-modes pour & = 0 (qui sont les modes classiques
dont on a rappel€ les principales propriétés dans le paragraphe 3.1.2). L'intérét n’est pas seulement de diminuer le coft
des calculs. Nous verrons que ce résultat jouera aussi un role essentiel lorsqu’on étendra au cas €lastique les méthodes de

champ lointain et de complexification vues dans le cas scalaire au chapitre précédent.
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B Lien entre les £-modes et les O-modes

L’idée est similaire a celle mentionnée pour les modes a incidence oblique et qui était résumée dans la formule (3.1.23).
Vu I’importance de ce résultat sur les £&-modes dans la suite du manuscrit, nous allons le démontrer en détails.

Considérons donc un matériau isotrope et soit (8(0), 1(0, 7)) un &-mode pour ¢ = 0 (autrement dit un 0-mode) tel
que 8(0) # 0. Pour & € C et B(¢) € C tels que B(£)? + &> = S(0)?, on définit la matrice suivante

B(&)/B0)  —£/B(0) 0

R(E) =| &/B0O)  B&)/BO) Of. (3.2.15)
0 0 1

11 est facile de voir que si 8(0), B(£) et & sont des réels, alors R (&) est une rotation d’angle y, ot tan(y) = &/8(£). Mais

nous insistons sur le fait que le résultat suivant est valable pour tout & € C.

Proposition 3.2.5. Soir (3(0), (0, 2)) un 0-mode tel que B(0) # 0. Pour & € C et B(€) € C tels que B(¢)> + & = B(0)?,
soit U (¢, z) défini par
U(£,2) = R(&) U(0,2) (3.2.16)

ol la matrice R(&) est donnée par (3.2.15). Alors (B(€), U(&, 7)) est un E-mode. Réciproquement, si (B(£), U(&, 7)) est

un é-mode, alors la formule précédente permet de construire un 0-mode.
Démonstration. D’apres (3.1.14) et (3.2.2), on veut montrer que si u (0) vérifie

iB(0)divP©-0q1(0)
(w?p = B0 1) TU(0) + udss TU(0) + (A + ) 0 =0 (3.2.17)
33 (divF©0q1(0))

alors U(£) donné par (3.2.16) vérifie

iB(&)divF £ qY (&)
(o = BOV ) TU(E) + pdss UU(E) + (A+p) | i&divP &S &) |=0 (3.2.18)
35 (divP EE U (£))
ou
divPEE QY = iB(E)U, +ieUs + &3 Us.
Or, en utilisant (3.2.16), on vérifie que
divPEEq(g) = divP OO (0).

On conclut facilement en multipliant (3.2.17) par R(€), ce qui donne (3.2.18).
Par ailleurs, on a
P EE(TU(E)ey = R(E) (PO UO)es) =0

en z = +h, ce qui termine la démonstration. O

B Classification des £-modes pour ¢ € R



3.2. Les é-modes dans une plaque élastique 87

Pour ¢ € R, on peut se demander si le mode (8(¢), (LAI(-f, 7)) construit a partir du mode (8(0), (l:l(O, z)) al’aide de la
formule (3.2.16) est propagatif ou évanescent. Rappelons que par hypothese,

B(&)? = p(0)* - &

On en déduit que

* sile 0-mode est propagatif (3(0) réel), alors les £&-modes obtenus par la transformation (3.2.16) restent propagatifs
si €2 < %(0), mais deviennent évanescents quand &2 > 52(0). On retrouve ici le fait que le nombre de &-modes
propagatifs dépend de £. Et comme on 1’a dit plus haut, pour £2 < 8%(0), la transformation (3.2.16) correspond
exactement a la rotation (3.1.23) réalisée pour les modes a incidence oblique.

* si le 0-mode est évanescent (3(0) ¢ R), les £&-modes obtenus restent évanescent pour toutes les valeurs de & € R.

A ce stade, hors des valeurs de coupure ot £2 = 5(0)?, nous pouvons construire 2 £&-modes a partir d’un 0-mode
puisque nous n’avons fixé que le carré de 8(£). Nous allons maintenant préciser comment choisir 8(&) pour que le £-mode

ainsi construit soit sortant.

* Sile 0-mode est évanescent (8(0) ¢ R), nous posons
B(€) =/B(0)> - ¢2
ou on utilise la définition de la racine complexe du paragraphe 2.4 de sorte que :

Im(B(£)) > 0,

ce qui nous donne bien un £- mode évanescent sortant.
+ De méme, si le 0-mode est propagatif (8(0) réel) mais que le £- mode est évanescent (8(0) — &2 < 0), nous posons

BE) = JBO)? - & = i\J&2 — B(0)?

ou la premiere racine est celle du paragraphe 2.4 de sorte que :
B(€) € iRY,

ce qui nous donne bien la aussi un £-mode évanescent sortant.

» Supposons enfin que le 0-mode est propagatif (3(0) réel) et que B(0)> — &2 > 0, et donc que le &-mode est lui aussi
propagatif. Le choix dans ce cas entre les deux valeurs possibles ++/8(0)2 — £2 est moins immédiat. En effet, on a
déja vu que le signe de B(£) n’est pas le bon critére pour sélectionner un mode sortant, puisqu’il donne le signe de
la vitesse de phase, et non de la vitesse de groupe. Rappelons nous pour un instant que toutes les quantités que nous

manipulons dépendent de la fréquence w en notant B(&, w). On a donc

B(&,w)* + & = B(0,w)*.
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En dérivant cette identité par rapport a w, on obtient

0 0
BE )20 (6.0) = B0,.0) 50 (0, ). (32.19)

Or le signe de chaque produit indique si le mode concerné est direct ou inverse. On peut donc en déduire que si le
0-mode est direct, alors le £&-mode 1’est également et on pose dans ce cas :

B(&) = /B(0)* - &2

ou la racine carrée est la racine classique d’un nombre positif, qui donne un nombre positif. Si au contraire le le

0-mode est inverse, alors le £-mode 1’est également et il faut poser :
B(€) = —/B(0)* - &2.

Bl Numérotation des £-modes

Supposons maintenant choisie une numérotation des 0-modes sortants (5} (0), 17:;(0, 7)) tellequepourn =1, - - ,NS,,
le mode (B;:(0), 7:(;(0, z)) est propagatif, et pour n > N, il est évanescent. On numérote alors les modes entrants
(B, (0), U, (0,z2)) de sorte que B, (0) = —;(0).

. . . . Nt
Ceci nous fournit pour tout ¢ € R une numérotation des £-modes sortants et entrants (85 (£), U, (£, z)) en posant :

VBH(0)2 — &2 sile mode (B;(0), (LAIZ(O, 7)) est propagatif direct,
BL(€) = =B (&) = | —BE(0)2— &2 sile mode (B:(0), U, (0, z)) est propagatif inverse, (3.2.20)
VBH(0)2 — &2 sile mode (B}(0), (LAIZ(O, 7)) est évanescent

(ou I’on utilise la définition de la racine complexe du paragraphe 2.4 dans la troisieme ligne, et la définition classique de

la racine carrée d’un nombre réel positif dans les deux premieres lignes);

r 3 o ) Bn(&)/By(0)  =£/B;(0) 0
U, (£,2) = R:(&) U, (0,2) ouRE(E) =|  £/BEO0)  BEE)/BEO0) 0]; (3.221)
0 0 1

. _ . _ i Bu(©)/B,(0)  =£/B,(0) 0
U, (£,2) =R, (&) U, (0,2) R, (&) =Ry(&) ' = | £/B,(0)  Br()/B,(0) 0. (3.2.22)
0 0 1

Jusque la les propriétés telles que la relation de bi-orthogonalité (3.2.13) étaient indépendantes de la facon dont on
numérotait les £&-modes. En revanche, pour appliquer les améliorations telles que 1’approximation champ lointain et la
déformation du chemin dans le plan complexe, il sera indispensable d’avoir une numérotation qui suit continfiment les

modes lorsque & varie. Nous venons justement d’obtenir une telle numérotation.

En particulier, nous pouvons étendre cette numérotation aux valeurs de & complexes en posant

VE€C\Cy B}(&) = Br(0)2 - &2, (3.2.23)
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toujours en utilisant la définition de la racine carrée complexe introduite dans le paragraphe 2.4. La fonction & — S} (&)
est alors analytique dans le plan complexe privé de la coupure définie comme suit :

Co={£€C|BH(0)* - &> eR}.

I1 en est de méme des fonctions & +— §;,(£), ¢ +— ‘LAl,il(f, z) et de la fonction & +— J,,(£) donnée par (3.2.12).

La seule difficulté concerne les modes propagatifs pour n = 1, --- N . En effet, comme on a dans ce cas 8(0) € R,
une partie de la coupure C,, se trouve sur 1’axe réel, plus précisément sur le segment [—|S}(0)[, |8 (0)|]. Par ailleurs
la définition (3.2.20) nous fournit la bonne valeur de B} (£). En procédant comme dans le paragraphe 2.4, on peut alors
préciser de quel coté de la coupure cette valeur est obtenue. Si le 0-mode est direct, c’est comme dans le cas scalaire :
on est au dessus de la coupure pour [—f7(0),0] et en dessous pour [0, 3 (0)]. Mais c’est le contraire si le 0-mode est
inverse : on est au dessous de la coupure pour [—|5}:(0)[, 0] et en dessus pour [0, |3/ (0)|]. Il faudra y prendre garde dans
le chapitre suivant.

Il est intéressant de noter que 1’on peut donner une formule explicite simple des fonctions J,, (£) :
Proposition 3.2.6. Avec les définitions (3.2.20), (3.2.21), (3.2.22) et (3.2.23), on a

B (8)
B3 (0)

T (€) = 1,(0) Vn>1,£€C, (3.2.24)

o J,, () est donné par (3.2.12).

Démonstration. On a par définition :

In(® /L (Re@U(0,2) - 7, (=£,2) = Ry (<) U, (0,2) - T,(6,2)) dz

[ (@00, Ri-o7, 6. - U, 0.2 R O 6.2)) e
Or on peut vérifier que :
Ry ()T (£,2) = PO O(T (0, )RE(E)er et R (=€) T, (=€, 2) = P OO, (0, )R, ().
Le résultat s’en déduit finalement en vérifiant que
PO (0, 2))es = 0.
O

Le lemme précédent nous montre que si w est une fréquence de coupure du n-iéme 0-mode, ¢’est-a-dire que J,,(0) = 0,
alors J,,(¢) = 0 pour tout ¢ € C\ C,. Et si au contraire, J,(0) # 0, alors J,,(£) ne s’annule qu’aux pointx de branchement

& =p5(0).

Remarque 3.2.4. Dans le cas anisotrope, il n’est pas possible de déduire un £-mode a partir d’un 0-mode. Le calcul des
modes doit donc se faire pour toutes les valeurs de £. Et la difficulté pour nous est qu’il n’est pas facile de numéroter les
modes a ¢ fixé de fagon a assurer les continuité d’un mode d’indice n donné quand ¢ varie. Plusieurs phénomenes peuvent

se produire.
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* Le probleme de croisement des surfaces de lenteur illustré a la figure 3.2.5a. Il est probable que dans ce cas,
numéroter les modes propagatifs en suivant I’ordre des valeurs de 3 introduise artificiellement des singularités au
points de croisement.

* Le probleme des valeurs propres multiples : dés que les courbes de lenteur des modes ne sont plus convexes, la

droite Y = £ peut intercepter une méme courbe de lenteur en plus de deux points.

90
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180 0

210 330

240 300
270
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Ficure 3.2.5 — Illustration des problémes (a) de croisement des surfaces de lenteur et (b) de valeurs propres multiples dans
la résolution du probléme aux valeurs propres (d’apres [65]).

3.3 Formule de reconstruction dans une demi-plaque élastique

Dans cette section, nous allons établir une formule intégrale permettant de reconstruire le champ élastodynamique

dans une demi-plaque €lastique homogene occupant le domaine
Q={(x,y,2) eR*| -h <z < hetx>0}. (3.3.1)
Il n’est pas possible d’obtenir cette formule en se donnant seulement le champ de déplacement sur le bord
Y ={(0,y,z) eR} | -h<z<h} (3.3.2)

de la demi-plaque. Cela est lié au fait que, comme on 1’a déja dit, la famille des modes de déplacement élastique ne forme
pas une base orthogonale de L*([—h, h])3. Cest pourquoi il faut disposer en plus de la donnée du champ de déplacement,
de la donnée de la contrainte normale sur le bord, ce qui va nous permettre d’exploiter la formule de bi-orthogonalité
(3.2.11).

Ainsi, on peut déterminer une formule de représentation du champ élastodynamique dans la demi-plaque, a partir de la

donnée du déplacement d et de la contrainte normale s sur la frontiere ~ de la demi-plaque. Cette formule se met sous la
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forme usuelle ci-dessous :
u(r) = /GD(r’,r) d(r’) — Gr(r',r)s(r')dX(r’), reQ, (3.3.3)
b

ol Gp et Gt sont des tenseurs de Green de la plaque élastique, dont on va établir une expression semi-analytique a I’aide
des £-modes. Cette formule a déja été obtenue par Y. Tjandrawidjaja dans sa thése [56], mais nous avons choisi d’en
donner ici une preuve légerement différente.

Notons que la formule (3.3.3) est classique lorsque X est la surface d’un domaine borné dans un solide élastique
infini : Gp(r’,r) est le tenseur de Green de I’espace libre et Gp(r’,r) sa contrainte normale sur X [ 13]. Une situation
moins classique mais que 1’on trouve dans la littérature est celle ot Z est le bord d’un demi-espace, en particulier pour
des applications en sismique [22]. On peut également citer [48] pour le cas d’un demi-espace anisotrope. L'originalité et
la difficulté du cas qui nous intéresse ici tient au fait que 1’on s’intéresse a une plaque et non a 1’espace libre, au fait que
2 est une tranche de la plaque (et donc une surface infinie) et au fait que le matériau peut €tre anisotrope. Des calculs de
noyaux de Green tres proches de ceux que nous allons développer ont été fait dans le cas d’une plaque isotrope transverse
par F. Treyssede dans [60].

3.3.1 Fonction de Green d’une plaque élastique

On définit le tenseur de Green G (r,1’) = [g;p (r,1’)], ol1 g;p, (r, ") est la composante du déplacement dans la direction
e; en un point r’, produit par une force ponctuelle orientée dans la direction e, en un point r, dans une plaque élastique
homogene infinie occupant le domaine R? x [/, h] [64]. Autrement dit, la p-iéme colonne du tenseur de Green G(r, 1),
que I'on note g,(r,r’), est la solution sortante de I'équation de I’élastodynamique ci-dessous, ou les dérivées sont des

dérivées par rapport a r’, ce qui est seulement indiqué par un ’ dans les équations par un souci d’allégement. :

of; (&) +pw?gip=—0ip Or(r') dans R%X [-h,h],

3.3.4
ol (g)=0, z=xh, i=1,23. (3.3.4)

Ici 6;) est le symbole de Kronecker, égal a 1 sii = p et O sinon, et on utilise la convention d’Einstein sur les indices
répétés. D’apres (3.1.3),onapouri,p =1,2,3,

o/; (gp(r,x)) =div (07 (gy(r,x'))e;) = Cijid}0; g, (r,1').

Pour résoudre le systéme (3.3.4), on commence par appliquer une transformée de Fourier selon y’ et on désigne par g;, la

transformée de Fourier de g;, :

/gzp(r r)e ¢ dy’, (3.3.5)

gip(r,r

Nrs

out’ = (x',¢,7').
L application de la transformée de Fourier a 1’équation (3.3.4) donne pour tout £ € R :
1 ’ AR
olf (&) + P Bip = ——méip 0x(x')0, (2 )e ¢y (3.3.6)

ou de nouveau, I’exposant ¢ indique que les dérivées par rapport a y’ sont remplacées par une multiplication par i£ (comme

dans le calcul des £-modes). La plaque €tant invariante dans la direction x, on peut se contenter de calculer &, (r, ') pour



92 3.3. Formule de reconstruction dans une demi-plaque élastique

x = 0, puis de translater la solution obtenue. De méme, la plaque étant invariante dans la direction y, la dépendance en y
de g, (r, ') est simplement le facteur multiplicatif e~'¢Y_ On peut donc également se contenter de calculer g, (r, ') pour
y = 0 puis de multiplier par ce facteur.

D’apres (3.3.6), pour r = (0,0, ), &,(r, ) est une solution de I’équation homogene des £-modes (3.2.4) de part
et d’autre de la frontiere x” = 0. On peut donc I’exprimer comme une combinaison linéaire des £-modes sortant vers la
gauche (resp. vers la droite) a gauche (resp. a droite) de la frontiére x” = 0. Ceci nous fournit des expressions de la forme
suivante pour

p=123 ¢€eR, r=(0,0,z7), &=(&7):

g,(r,#) = > B (£,2) U, (£,2)e PO six' >0, (3.3.7)
m
et
8,(r,#) = > B (£,2) U, (£,2)ePn O six' <0, (3.3.8)

ot les fonctions BZ‘J" (&, z) restent a déterminer. On leur associe également les contraintes normales ci-dessous :

T(gp) (1, #) = Y B (£,2) T, (&, 2)ePn X i >0, (3.3.9)
m
et
P(g) (1, #) = Y BI(£,2) T,,(&,2)ePn ¥ i’ <0, (3.3.10)
m
ol
1(8,) = 0’4 (8p)er. (3.3.11)

A ce stade, il ne nous reste plus qu’a déterminer les coefficients B))™ (£, z) et B,",”+ &, 7). Pour le faire, on va se servir
d’une formule de représentation intégrale a ¢ fixé dans le domaine R X [—#A, k], et ’appliquer & des —£-modes. On obtient

ainsi les expressions suivantes :

Proposition 3.3.1. Pour p =1,2,3, ¢ eRet-h<z<h:

1

ﬁrzp(—f, 7) et Bg’_(f, 7) = _\/EJ—(—f)

ByY(€,2) = U (—£.2) (3.3.12)

1
V21, (€)

ou J,, (&) défini par (3.2.12).

Démonstration. Soit le domaine suivant
Se={(x,2) | —e<x<eet —h<z<h}.

Alors, par définition de g, on a pour toute solution ﬁ(x, z) de (3.2.4), pour tout z €] — h, h[ et pour p = 1,2,3:

1 . . .
—0(0,2) - e, = / (0’4 (gp)en) U - (0% (0)e))g, dz’
\Z X'=-e (3.3.13)

+ / (o€ (D)eng, - (07 (8,)er) U dz.
x'=+&



3.3. Formule de reconstruction dans une demi-plaque élastique 93

Dans les intégrales ci-dessus, U et 074 (0) sont évalués en (xe,z’) et g, et a"f(gp) en (t’',r) avecr = (0,0,z) et
V= (x¢g,&,7).

En appliquant la formule précédente a un —¢-mode
Ux,2) = U, (=&, 2)ePn =9~ (3.3.14)

en utilisant les expressions (3.3.7) a (3.3.11), et en notant (I:I,Z p(—f, z) la p-iéme composante du mode (l:l; (=£,2), on
obtient

| BN
— (-,
\/ﬂ n,p( é‘: Z)

h
= > BT (£,2)e Bl () / U, (~6,7) - Tp(6,7) = U, (£,7) - T, (=€, 2)d7
m -h
h
+ ) B (E, 7)el PO -E) / . U, (&) - T (=£.2) - W, (=6,2) - Tu(6. )2

En faisant tendre € — 0, on obtient :

1 . h o e ae
_ _£, — Bm,— , -, N . , N , ’n . -, /d/
_\/E(un,p(‘fz) §m P (EZ)[hWn(§Z) Tn&)-U" (£,7) T,(=¢,7)dz -

h
VB [ e ) - U (6. e

D’apres la relation de bi-orthogonalité des £-modes (3.2.11), toutes les intégrales du second membre de (3.3.15)
s’annulent, sauf celle pour m = n dans la seconde ligne. En utilisant la définition (3.2.12) de J,,(£), on obtient donc

B (£,2) = U, ,(-£.2). (3.3.16)

1
V21Jn(§)
En appliquant la formule a

A A+ St
U(x, Z) = (Lln(_é'-" z)e'ﬁ"( f)/\’,

un raisonnement analogue permet d’avoir

1

D e

Uy ,(£.2). (3.3.17)

En résumé, d’apres la proposition (3.3.1), les formules (3.3.7) et (3.3.8) deviennent

1 1 - N - ,
8((0.0.9. (. £.2) = = > 775 Uy (6D U&= 0, (3.3.18)
Ty n
et
A ’ Ny 1 1 7+ 77— N B, (€)X ’
£,((0,0,2), (x",¢,7')) = —E Z 7 (_é__)(bln,p(—f, 2) U, (¢,7)ePrn ) (3.3.19)
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On en déduit la formule générale pour x et y quelconques, et composante par composante :

8ip(r, ”)——\/2_2 G Uy (—€,2) U (£,2)ePrlE) =0 omiey - 7 >y, (3.3.20)
T n
et
gip(r,¥) = - \/2_2 o f)fu;p( E.2) Uy, (£,2)e P78y 1y < (3.3.21)
T

avecr = (x,y,z) et = (X', &, 7).
La composante g;, du tenseur de Green est déterminée en faisant la transformée de Fourier inverse par rapport a y’
de la formule précédente d’ot :

N D L - T (£ Yol (E) (X =x) =i (y=y") ,
. g [ — . n s ¢ > 3.
gip(r, 1) 7 [R 4 Jn(f)(u"’p( ED) U, (§,7)e e dé x' > x, (3.3.22)
et
gip(r,1) L / § L (=&, 2) U (£,7) e B =X) o=ie G ge - /< x (3.3.23)
i 21 Juld Uy (=g) ot s S

our=(x,y,z)etr' = (x',y,7).
En faisant le changement de variable £ = —¢, en utilisant (3.2.14) et en adoptant une notation tensorielle, on obtient

finalement I’expression suivante du tenseur de Green de la plaque élastique infinie :

G(r,r) = % /RZn:Jn(l—f) U (=£,7) @ U, (& 2)e PO EGY) g 37 > (3.3.24)
ot 1 1 an ~ e - " iy’
Grr) =5 /RZ,;‘ 7@ U6 @ U (£, OO dg ! < (3.3.25)
our=(x,y,z)etr' =(x',y,7).

3.3.2 La formule de représentation intégrale

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la formule (3.3.3) annoncée dans 1’introduction de cette section. Pour
cela, nous définissons, en plus du tenseur de Green G(r,r’) calculé dans le paragraphe précédent, sa contrainte normale
sur le bord X de la demi-plaque défini en (3.3.2). Notons que dans la formule (3.3.3), r’ € X et r € Q, de sorte que
x" =0 < x. On utilise donc la formule (3.3.26) pour le tenseur de Green, et on dérive cette méme formule pour obtenir le
tenseur des contraintes normales sur .

Plus précisément, nous adoptons les définitions suivantes.

Pourr = (x,y,z) € Qetr' =(0,y’,7) € Z,

-1 1 ~t o~ - . ,
Y — _& NeBr(E)x 1=y g 3.3.26
Gp(r,r’) 27r/R§,, Jn(g)'un(f,zm‘un( &,2)e e £, ( )
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et

Gr(rr') = — /Z G U (£,2) @ T, (=&, 7)ePr(E)x i€ g, (3.3.27)

Par un raisonnement similaire au cas 2D acoustique, on montre alors que si u est une solution sortante de

—div(c(u)) — pw’u = 0 dans Q (3.328)
o(ues = 0 en z==h,
alors pour r € Q,
u(r) = /GD(r, r')d(r’) — Gr(r,r')s(r’) dX(r’) (3.3.29)
b
ol
uz=d et o(uly)e =s. (3.3.30)

A partir de (3.3.29) on peut également déduire une formule de reconstruction de la contrainte dans la direction normale

a X comme suit :
o(u(r))e; = /TD(r, r')d(r’) — Tr(r,r')s(r’) dX(x'), (3.3.31)
)

avec avec

, 1
Tp(r,r') = 5 /

N
Tr(rx') = 2n/R J(f)

Les formules de représentation du déplacement (3.3.29) et de la contrainte normale (3.3.31) seront utilisées pour la

(f(g ) ® U, (—£,7)ePrO =i 66 ge (x —x' > 0), (3.3.32)

et

B =3 gl =) g (x —x" > 0). (3.3.33)

construction des différents opérateurs de la méthode HSM au chapitre 5.

3.3.3 Le cas isotrope

Dans le cas d’un matériau isotrope, il est naturel d’exploiter la numérotation des £-modes introduite dans le paragraphe
3.2.4 et les définitions (3.2.20), (3.2.21) et (3.2.22). On peut alors intervertir la somme et I’intégrale dans I’expression de

Gp, ce qui donne en utilisant la formule (3.3.26) :

’ ,8+ (0) 1 74 8 " LB x=x") Ji&(y-y’
Gp(r.r) = Z ) /R[%rum(f,débﬂm(—f,z)eﬁ (Ol e g, (3.3.34)

En notant Gp(r,1’) = [gf;)(r, r’)], on adonc pouri,p =1,2,3:

-1 & B5(0) 1 . . - . ,
D "N m + - " B (£) (x=x") ,i&(y-y')
(T, ——E u: (&,20U, (¢, m dé. 3.3.35
$ir™ 1) = 50 247,,00) /Rﬁ;(a a6 thnp (5 2)¢ ‘ ¢ 033
Nous allons montrer que, une fois les valeurs de 37,(0) = —8;,(0), J(0), m(O) et ‘le(O) calculées, la valeur de

gip(r,x’) peut s’en déduire analytiquement en s’appuyant sur le chapitre 2. Ceci est trés similaire a ce qui est fait dans
[60].
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Considérons par exemple le cas i = p = 1. Alors on déduit de (3.2.21) et (3.2.22) que

+00 l

-1 ~ ~ ot I ,

D N - NG+ + i (&) (x=x") i&(y=y")
r,r)= g Uu, 0,2)U, 0,z /B e'm e d
g]]( ) B o ﬂ+ (0)7,,(0) ,1( ) ,1( ) - m(f) '3

2
W&Z(O,Z')sz(o,z)/ +§ elﬁfn(f)(x—x/)eif(y—y’)dg
’ ’ Rﬁm(f)

.\ 1 *Z‘X’: 1
2m = B7,(0)7 (0)
+00 l

1
* 5 B (0)7m(0)

rﬂ;l’](o’ Z/)(L?;l,z(o’ Z)/feiﬁin(f)(x—X’)ei,f(y—y’)df
m=1 R

1 3 1 . . - oo ,
N 0, (0, B3 (£) (x=x") i€ (3-3") 4
27 2 B (0) 2 O 2 [ e ¢ ¢

avec B}, (&) défini par (3.2.20).
Or, d’apres par exemple (2.1.45), si le m-ieme 0-mode est évanescent ou propagatif direct,

) [ o+ 2.2 - 1/ U ine)x iey
H 0)+/x% + = — —e'Pm e'sYdé.
0 (ﬂ’"() y) 7 e B @ d

On peut alors remplacer toutes les intégrales en & ci-dessus par des dérivées de fonctions de Hankel. Par exemple :

i3, -x') i -y’ 62
‘/Rfezﬁm(f)(x ) i€ (y=y )df — _ﬂm [H(()l) (ﬁL(O)\/(x —x’)2 +(y _y/)z)] )

. N o . 1) )
Si le m-ieme 0-mode est propagatif inverse, il suffit de remplacer H;’ par —H,,™".
Notre objectif étant de traiter une plaque anisotrope pour laquelle de telles formules semi-analytiques faisant intervenir
des fonctions de Hankel ne sont pas disponibles, nous ne les exploiterons pas dans la suite. Autrement dit, nous exploiterons
les expressions (3.3.26) et (3.3.27) des noyaux sous forme d’une intégrale de Fourier, et nous verrons dans le chapitre

suivant comment optimiser 1’évaluation numérique de ces intégrales.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’évaluation numérique de la formule de représentation du champ élastique

(3.3.29) dans une demi-plaque élastique, obtenue au chapitre précédent. Une grande partie de ce chapitre porte sur la

validation et I’amélioration de I’évaluation de cette formule dans une demi-plaque élastique isotrope, a I’aide d’une

solution de référence analytique.

En vue de pouvoir traiter le cas anisotrope, les noyaux Gt et Gp intervenant dans la formule sont exprimés sous

forme d’intégrales de Fourier (et non sous forme semi-analytique a 1’aide de fonctions de Hankel). Comme dans le cas

scalaire, I’évaluation de ces intégrales présente des difficultés, liées aux oscillations et aux singularités des intégrandes.
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Nous montrons qu’il est possible de généraliser a ces noyaux €lastiques les méthodes d’approximation champ lointain et
de complexification étudiées au chapitre 2.

Les spécificités du cas 3D élastique (aspect multi-modal, présence de modes inverses) seront I’objet d’une attention
particuliere.

Bien que ne disposant pas de solutions de référence dans le cas anisotrope, nous donnerons quelques éléments
permettant de discuter des avantages attendus des méthodes d’approximation champ lointain et de complexification pour

I’évaluation des noyaux dans certains cas d’anisotropie.

4.1 Validation de la formule de représentation dans le cas isotrope

4.1.1 Solution de référence

On considere dans la suite une plaque isotrope dans laquelle rayonne une source lin€ique située en (x,y) = (xs,0)
émettant uniquement sur I’harmonique fondamentale du mode de Lamb Sg. Avec les notations de 1’annexe C.1, le champ

de déplacement émis par cette source est donné en coordonnées cylindriques par (m,n = 0, By,, = 0) :

T (x,y,2) = Vo(2) (Hp)' (ko (x = x5)% + y2),

urgf(x’y,z) =0, “4.1.1)

uf'(x,y,2) = Wo(2)Hy (ko (x = x5)% +y2).

On se place dans une plaque en aluminium d’épaisseur 22 = 1 mm a une fréquence f = 1 MHz pour laquelle il existe
3 modes propagatifs (les modes fondamentaux dits Ag, SHy et Sg) dont les propriétés sont données dans le tableau

ci-dessous :

Ay | SHy | So
Nombre d’onde 5 | 2.72 | 2.03 | 1.19
Longueur d’onde A | 2.31 | 3.09 | 5.26

TaBLEAU 4.1 — Caractéristiques des 3 modes propagatifs dans une plaque d’aluminium d’épaisseur 242 = 1 mm
a une fréquence f = 1 MHz.

Si les modes propagatifs sont numérotés par ordre croissant des valeurs de S (de sorte que le mode Sy considéré ici
corresponde a m = 1), on peut réécrire la formule 4.1.1 avec les notations du chapitre précédent en faisant intervenir les

0-modes. Cela revient a dire que :
ko=pB7(0), Vo(z) =Uj (0,2) et Wo(z) =itlj5(0,2).

En coordonnées cartésiennes, la solution de référence devient

- Xg

X
yf (x32) = full (0.2) (HYY (B} (0)y (x — x5)2 + N = xyS = “12
Wy 2) = 150, HY (BT OV (x —xs)2 +)7).

Wi (x,y,2) = UF(0,2)(Hy) (B (0)4) (x = x5) + y?)
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La figure 4.1.1 représente les trois composantes du champ de déplacement de référence a I’extérieur d’un trou
cylindrique de rayon » = 0.5 mm centré en xs = 0.

real_part_Uana_u X real_part_Uana_uY real_part_Uana_u Z
-1.3e+01 0 1.3e+01 -1.3e+01 0 1.3e+01 -4.8e+00 0 4.8e+00
— — —

(@ ulef (b) ulst (© u!

Ficure 4.1.1 — Représentation de la partie réelle des trois composantes de la solution de référence construite a partir du
mode Sg analytique, a la fréquence f=1 MHz pour la plaque d’aluminium d’épaisseur 24 = 1 mm.

4.1.2 Description de la configuration

On suppose que xs < 0, de sorte que la solution de référence est une solution sortante des équations (3.3.28) dans la
demi-plaque Q (3.3.1) de frontiere X (3.3.2).

Notre objectif est de valider la formule permettant de reconstruire 1™ dans Q a partir du déplacement d™' et de la
contrainte normale s™ données sur la frontiére  :

u(r) = / Gp(r,r')d"™ (r') - Gp(r,r') s (r') d2(1'), (4.1.3)
>

our = (x,y,z) désigne le point d’évaluation et et v’ = (0, y’, z’) un point de la bande X.

Les tenseurs de Green Gt et Gp sont définis respectivement par les équations (3.3.26) et (3.3.27) qui s’écrivent dans le
cas de la plaque isotrope comme suit :

Gr(r,r) =)’ /R gy (&;rr)de, 4.1.4)

m=1

et .
Golr.r) = ) [ geinde, @15)

m=1

ou g et g représentent les intégrandes modaux donnés par :

AT ’ 1 » Yy~ " IS x—-x") i -y’
& (&rr) = J—(é:)ﬂ:n(f,Z) ® U, (=, 7 )ePm(E)(x=x) gl 6=y (4.1.6)
m
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et
1

. a . o
1 U (£.2) @ T (=&, 7 )ePm(E) (x=x") i (y=") 4.1.7
37 @ 6.9 @ T (£.2)e ¢ “-1.7)

gp (&ir,x’) =

La formule de représentation (4.1.3) peut alors se mettre sous la forme suivante :

uref(r) — Z LA@K(f’r’ l‘l) dref(r/) _ g¥(§’ T, I'/) Sref(l‘l)df dZ(I"). (418)
m=1

Dans le cas particulier de notre solution de référence (4.1.2), on peut montrer (voir I’annexe C.2) que

/ / & (e ) A () — (&) S () dE dE() = 0, m % 1, 419
Y JR

et donc que

u(r) = / / gh (&, r, 1) A (1)) — g1 (&, 1,1') s (1) dE d2(Y). (4.1.10)
X JR

Autrement dit, seul le mode m = 1 contribue dans la reconstruction de la solution de référence.

4.1.3 Validation numérique.

B Description des parametres numériques

Pour évaluer numériquement la formule (4.1.3), on commence par tronquer la frontiére infinie  en la remplagant par
2 L ou
ZL = {(O,y,z) € Z' |y| < L}s

puis on maille X, a1’aide de triangles. Les parametres du maillage sont fixés en s’appuyant sur les données du tableau 4.1.
La troncature physique L le long de y est de 15 mm, équivalent a environ 3 fois la longueur d’onde maximum (celle du
modes Sy). Le pas de discrétisation physique 6, suivant 1’axe y (sur le bord de %) est un septieme de la plus petite longueur
d’onde (ici celle du mode Ag) et on utilise 15 éléments dans I’épaisseur 22 =1 mm, ce qui fixe le pas de discrétisation
physique 6, (sur le bord de ;). Les données analytiques interpolées d™ et 5™ sont représentées sur la bande X; a la
figure 4.1.2.

Il faut ensuite tronquer et discrétiser les intégrales de Fourier. Comme tous les intégrandes sont exponentiellement
décroissants pour |£| supérieur a la plus grande des constantes 8 des modes propagatifs (celle du mode Ay ), la troncature
de I’intégrale de Fourier choisie dans toute la suite est de 3.26 rad.mm™! (correspondant 2 1.2 fois la constante du mode
Ap).

Le parametre le plus important est le pas de discrétisation des intégrales de Fourier. Pour ce premier test, le nombre
d’intervalles de discrétisation de 1’intégrale de Fourier est de 100. On utilise une méthode de quadrature numérique de

type Gauss-Legendre a 3 points, ce qui correspond a un nombre de points de discrétisation Ny = 300. En chacun de ces
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points de discrétisation, les £&-modes sont pré-calculés par la méthode SAFE.

62022 4 6 8 10128401 7.7e+01 200 300 400 5.80+02
- — — U

(a) (b)

ref

FiGcure 4.1.2 — Représentation du module (a) du déplacement d™f et (b) de la contrainte normale associée s™' sur la bande

2L

B Résultats numériques et discussions

Dans la suite, nous allons reconstruire numériquement u™f(r) pour r € S ot
S :={(pcosh,sinb,z) | Lin < p < lLpin+c¢, —h <z < h},

comme représenté sur la figure 4.1.3.

Aon

F1GURE 4.1.3 — Configuration pour la validation numérique.

Pour la validation numérique, nous utilisons dans un premier temps la formule avec un seul mode (4.1.10). Le champ
de déplacement analytique dans la section S et sa reconstruction pour /,,;;, = 10 mm, 6 = Oet ¢ = 2,31 mm sont représentés
sur les figures 4.1.4 et 4.1.5. Lerreur relative, en norme L? discréte, est de 0.48% pour N = 300. Cela permet de valider
la formule de représentation (4.1.10).

Nous testons ensuite la formule générale utilisant toutes les contributions modales (4.1.8), ot la somme infinie a
été tronquée a 5, ce qui signifie que 1’on a pris en compte, en plus des 3 £-modes propagatifs, 2 £-modes évanescents.
Ceci augmente significativement I’erreur relative qui est alors de 6,98%. En particulier, on voit que I’identité (4.1.9) n’est
pas vérifiée au niveau discret. Cette conversion modale parasite est un effet surprenant de la discrétisation des intégrales

de Fourier. Plus précisément ici, la contribution du mode Ay est bien nulle, apres discrétisation, pour des raisons de
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symétrie des profils transverses des modes dans I’épaisseur. En revanche, la discrétisation des intégrales de Fourier crée
des couplages entre les modes SHy et Sp.
La figure 4.1.6 permet d’illustrer I’effet du paramétre N sur I’erreur relative selon qu’on utilise la formule avec un

seul £-mode (4.1.10) ou la formule avec les 5 £&-modes (4.1.8). On observe que les deux courbes ont un pic important

166400 0 1 2.3e+00 0.0e+00 5e-39  1.2e-38 7.4e-01 0 7.4e01

(a) Ux L (b) Uy ! (©) Uy

Ficure 4.1.4 — Champ de déplacement analytique sur le domaine S pour 8 = O rad, /,,,;, = 10 mm et la troncature physique
L =15 mm.

166400 0 1 2.3e+00 2.36-05 0 2.3e-05 7.26-01 0 7.2e-01
_ | I d . I d

—
.- L AR el

Tu RN, R

(a) Uy L (b) Uy, L (c) Uy

FiGUure 4.1.5 — Champ de déplacement reconstruit sur le domaine S pour 6 = Orad, /,,,;,, = 10 mm et la troncature physique
L =15mm.

pour Ny = 90 et que la courbe rouge présente d’autres pics moins élevés pour des valeurs supérieures de N¢. Au dela de
Ny =100, on obtient une décroissance monotone de I’erreur relative avec la formule a un seul mode.

La représentation d’un terme des intégrandes de &' et 7 des £-modes propagatifs permet d’expliquer I'impact de N¢.
En effet, on observe que les intégrandes élastiques représentés sur les figures 4.1.7 ont des comportements similaires a ceux
des noyaux de Dirichlet (Fig.2.2.4) et de Neumann acoustiques (Fig.2.2.5). Ils sont oscillants quand 1’un des parametres x
et/ou y est grand. De plus, lorsque x est grand, les oscillations s’accumulent au niveau des coupures (ou singularités). Enfin,
ils prennent parfois des valeurs infinies aux valeurs de coupure. C’est ce dernier aspect qui explique les pics qui apparaissent
lorsqu’un point de quadrature est trop proche d’une valeur de coupure de I’un des modes. Il est donc important, voire
indispensable, d’étendre au cas élastique 3D les méthodes de champ lointain et de complexification, congues initialement
pour le cas scalaire. Nous pourrons le justifier dans le cas élastique isotrope. Nous fournirons également les premiers

éléments d’extension au cas de la plaque anisotrope.

4.2 Amélioration de la formule de représentation dans le cas isotrope

Le but de cette section est d’appliquer les méthodes de champ lointain et de complexification aux noyaux élastiques

G et Gp, afin de résoudre les difficultés liées a I’évaluation numérique de ces derniers.



4.2. Amélioration de la formule de représentation dans le cas isotrope 103

300 " 60
-
1 mode 50 —#&—5 modes | g
250 | 5 modes| | =
< 40
~ 200 230
Q c
2 320
S 150 b
= 10
S
g 100 f 0
T 150 200 250 300 350 400 450
Nf
501
0 : —.
0 100 200 300 400 500 Zoom sur la zone encadrée
Nf

FIGURE 4.1.6 — Erreur relative en pourcentage de la reconstruction de la solution u™f sur le domaine S avec la formule

utilisant 1 mode (4.1.10) et la formule a 5 £-modes (4.1.8), pour /,,;, = 10 mm. Un zoom de la zone a partir de Ny = 150
a été réalisé.
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-0.03 ‘ 08
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FiGure 4.1.7 — Une composante des intégrandes tensoriels (a) g et (b) ;' pour les trois modes propagatifs m = 1,2, 3,
pour (x —x’,y —y") = (10,2)etz=7"=h.

4.2.1 Méthode de champ lointain.

Pour faire le développement, on utilise le noyau Gr. On déduira facilement I’expression asymptotique de Gp de facon
similaire. On rappelle 1’expression du noyau G :

1 1 ~t ~— . N ,
Gr(r.r') = — / —— U, (£.2) ® U, (—£,7)e PO D 60 g, @.2.1)
T T I NELLG ¢ ¢
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que I’on cherche a évaluer pour
x-x">0,y-y €eR, -h<z<het —h<Z7 <h.

L'expression (4.2.1) est valable aussi bien pour un matériau isotrope, que pour un matériau anisotrope. Comme nous nous
intéressons ici au cas d’un matériau isotrope, nous utilisons la numérotation des &é-modes introduite dans le paragraphe
3.2.4 et les définitions (3.2.20), (3.2.21) et (3.2.22). On peut alors intervertir la somme et I’intégrale dans I’expression de

Gr, ce qui va nous permettre de raisonner mode par mode :

1 — 1 A+ A~ — PRt ’ ; ’
Gr(r,r') = —— — U (£,2) @ U, (=&,7)ePm(E)x=X") pi&(y=y") g 422
T(r, 1) o= m§=1/RJm(‘f) m(&:2) m(=&,7)e e ¢ (4.2.2)
On distingue dans cette somme les contributions des modes d’indicem =1, - - -, Ng,, ou Ng) désigne le nombre de 0-modes

propagatifs, et les contributions des £-modes d’indice m > N?,. En effet :

1. pour m = 1,--- , N9, on a vu que les &-modes sont propagatifs dans un intervalle de valeurs de &, |£| < |B%,(0)]

puis deviennent évanescents pour |£] > |3} (0)].

2. pour m > N9 les &-modes sont évanescents, quelle que soit la valeur de £ € R.

Lorsqu’on s’intéresse aux interactions lointaines, les £-modes évanescents ont des contributions qui sont négligeables
devant celles des &-modes propagatifs. Ainsi la somme peut étre tronquée aux N premiers £-modes. I”expression de
(4.2.2) devient :

1 a 1 ey n — PR+ ’ : ’
Gr(r,r)~->— > /R J—(f)(uf,,(g, 2) ® U, (—¢,7)ePm (O =) i€ g, (4.2.3)

m=1

On peut alors appliquer le théoréme de la phase stationnaire a chaque intégrale

L - . . ,
/ — U (£.2) @ U, (—£,7)e PO D €0 ge -y =1,... N0
® Jm(€)

comme en acoustique. Plus précisément, notons (r,#) les coordonnées polaires du point de coordonnées cartésiennes
(x =x’,y —y’) et fixons z, 7’ et 6. On cherche alors une approximation asymptotique de chaque intégrale pour r grand.

Autrement dit, en reprenant les notations de (2.3.1), on cherche a évaluer pour m =1, - - - Ng) les intégrales suivantes

In(z 2,057 = / Fonlza 2 £) om0 g (4.2.4)
R

avec

fnl(&2.7) = - U, (£,2) @ U, (~£,7') et $pm(0;€) = Bh(£) cos 0+ £ sin .

1
Im(§)

Supposons que le m-iéme 0-mode propagatif est direct, alors d’apres (3.2.20),

Bm(0) > Oet B, (£) = \Bn(0)> — &2

On peut alors reproduire les formules (2.3.8) du cas scalaire en remplagant k par 3},(0). Autrement dit, on trouve que la
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phase stationne en une seule valeur de &, qui ne dépend que de la direction 6,
én(0) = B,,(0) sin 6, (4.2.5)

etl’ona

G (0 En(0)) = 55,(0) et ¢, (60; £ (0)) = (4.2.6)

B5(0)cos2 0

Si le m-iéme 0-mode propagatif est inverse, alors, toujours d’apres (3.2.20),

Bm(0) < Oet B, (€) = =B (0)> - £2.

On peut vérifier que les formules (4.2.5) et (4.2.6) restent vraies dans ce cas.

On en déduit donc finalement 1’expression asymptotique de I’intégrale I,,,(z, z’, 6;r) pour r grand :

1 . . e
") — / ‘. i P (0:6m(6))r+sg %] -1
Im(Z,Z ’97 r) r|¢;;1(9’ gm(g)”fm(z’z ’gm(e))e +O(r )’ (427)

ol sg est le signe de la dérivée seconde de la phase ¢, (0; &y, (6)). En utilisant (4.2.5) et (4.2.6), ceci se réécrit sous la

forme suivante :

1B (0)]  cosé
ro Im(Em(6))

In(2,7,0;7) = — U (£m(0),2) ® U, (£ (0), 2)el [Pn@Or=seni] L (1),

ou sg,, = 1 si le m-ieme 0-mode propagatif est direct et sg,, = —1 s’il est inverse.

Enfin, d’apres (3.2.24), on a

Bn(Em(0))

Jm(‘fm(g)) = Jm(o) ,8;1(0) =Jdm

(0) cos(6).

On en déduit finalement un équivalent asymptotique du noyau Gr et par un raisonnement identique, du noyau Gp :

Six—x"=rcosfety—y =rsinfavecr >0et—n/2 <6 < n/2, alors

NO
ho L XN [IBAON 1 e i B Or—sen 2] 4 (-
GT(r’r)z_m,;. 70 U (0.9 © U (60 (0) ) POl L 067 @28)

NO
, 1S [1BaO] 1 o T O se 2 .
G"(r’r)z_mmz:] @) (0.2 8 T, (£ (0). e [ Or=sentl L O(r~")  (4.2.9)

ou &,,(0) est donné par (4.2.5) et sg,, = 1 (resp. sg,, = —1) si le m-ieme 0-mode propagatif est direct (resp. inverse).

B Illustrations numériques

Pour la validation numérique, on consideére a nouveau la configuration présentée a la figure 4.1.3, dont une vue

de dessus est donnée a la figure 4.2.1. La solution de référence et les paramétres décrits dans le paragraphe 4.1.3 sont
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également conservés.

L’idée est maintenant de reconstruire la solution dans S en remplagant dans les formules (4.1.10) et (4.1.8) les noyaux
Gr et Gp par leurs expressions asymptotiques valables en champ lointain (4.2.8) et (4.2.9).

On utilise dans un premier temps la formule avec un seul mode (4.1.10), puis la formule générale (4.1.8), en ne gardant

que les trois modes propagatifs.

2
S
ev[ Vait S
_-D0
e, e,
ds—u

FiGure 4.2.1 — Configuration pour la reconstruction avec 1’approximation asymptotique de Gt et Gp.

Pour le parametre /,,,;,, = 50 mm, qui correspond a une distance de 9,5 fois la longueur d’onde du mode Sy, I’erreur
relative obtenue est de 2,2% (resp. 3,5%) pour la reconstruction utilisant un seul mode (resp. les 3 modes propagatifs) avec
les formes asymptotiques des noyaux Gt et Gp. A nouveau, on constate que bien que les modes m # 1 ne contribuent pas
a I’expression exacte de la solution, les identités (4.1.9) ne sont plus valables lorsque 1’on remplace les noyaux par leur
expression champ lointain. Pour fixer les idées, avec la formule initiale avec discrétisation de I’intégrale de Fourier, pour
Lmin = 50 mm et Ny = 300, erreur relative est de 3.8 (resp. 10,1%) pour la reconstruction utilisant un seul mode (resp.
les 3 modes propagatifs).

On représente sur la figure 4.2.2 I’erreur relative de la reconstruction sur le domaine S avec les noyaux asymptotiques
en fonction de la distance /,,,;,,, suivant que ’on ne conserve qu'un mode ou les 3 modes propagatifs. De facon rassurante,
I’erreur relative en utilisant les trois modes propagatifs rejoint celle obtenue avec un seul mode lorsque /,,,;,, augmente. On
note que cette derniere (courbe bleue) décroit de fagcon monotone, contrairement a la premiere (courbe rouge) qui présente
des oscillations.

Le temps d’évaluation numérique de la reconstruction avec les noyaux asymptotiques est considérablement plus rapide
qu’avec les intégrales de Fourier : en effet, chaque évaluation du noyau n’utilise qu’un £é-mode, contrairement a 1’évaluation
par discrétisation des intégrales de Fourier qui en utilise N ¢, ce qui multiplie par Ny le temps de la reconstruction.

Malgré ses avantages, cette méthode de champ lointain ne répond pas de facon satisfaisante a nos besoins. En effet, elle
ne peut étre exploitée que pour reconstruire le champ dans une zone suffisamment éloignée du bord X. Or dans la méthode
HSM qui fait I’objet du chapitre suivant, cette situation se présente rarement. De plus, dans le cas ou on veut évaluer le
champ en un nombre important de positions, I’utilisation des formules asymptotiques des noyaux interdit d’exploiter une
factorisation de type (2.2.10), ou (2.2.11), du fait que dans les formules (4.2.8) et (4.2.9), le valeur du point stationnaire
&m(0) dépend, via 6 de r et de r’. Cela nous conduit & nous tourner vers la seconde approche, ¢’est-a-dire la méthode de

complexification.
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FiGURre 4.2.2 — Erreur relative de la reconstruction de S avec les noyaux asymptotiques en fonction /iy,

4.2.2 Méthode de complexification.

A la section 2.4 (chapitre scalaire), on a introduit la méthode de la déformation du chemin d’intégration dans le
plan complexe, ou méthode de complexification, pour améliorer I’évaluation numérique des intégrales de Fourier qui
interviennent dans la définition des noyaux. On se propose ici d’utiliser cette méthode pour améliorer 1’évaluation des
noyaux élastiques Gt et Gp. A nouveau, on va expliquer la méthode pour le noyau Gr, I’extension au noyau Gp ne souleve
pas de difficultés particulieres.

Dans I’expression (4.2.2) du noyau Gr, la contribution du m-i¢me mode est donnée par le terme :

1 1 4 n— . no: ,
m N — - —& MNP (E)(x=X") i&(y-y)
G} (r,r') > /]R T U, (20U, (-7 )e e dé. (4.2.10)

L’évaluation de I’intégrale ci-dessus ne pose pas de réelle difficulté lorsque I’on considere un 0-mode évanescent, car
dans ce cas les points de branchement de la fonction 8+ S} (£) ne sont pas sur I’axe réel. Notre objectif est donc
d’appliquer la complexification aux indices m = 1,--- N correspondant aux N, 0-modes propagatifs. Supposons donc
quel <m < NY.

Nous avons obtenu dans le paragraphe 3.2.4 toutes les informations concernant 1’analyticité de I’intégrande permettant
de justifier la déformation du chemin d’intégration.

Eneffet, pourx —x’ >0, y—y €R, —h <z < het —h <7 < hfixés, nous savons que la fonction

1
Tm(£)

g_ > q:\l:n(fs Z) ® (I/Al;q(_gv Z/)ei'g;r"(‘f)(X7X/)ei§(y7y,)

est analytique dans C \ C,, ot
Cm =R U [=B7,(0)], 15, (0)]].

Nous savons aussi que la valeur a retenir pour I’intégrande lorsque & € [—|37,(0)], |85,(0)|] dépend du fait que le 0-mode
est direct ou inverse.

Commencons par traiter le cas ou le 0-mode est direct. Comme dans le cas scalaire, pour des raisons de symétrie, on
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peut se contenter de considérer le cas y — y’ > 0 et scinder I’intégrale (4.2.10) en deux termes comme suit :

Gi(r,r') =G (r,r) + G (r, 1), (4.2.11)

o | B ~ - - N ,
Gy (rr)=-— /_m mfum(g, 2) @ U, (—&,7)ePm(E) =D i EG=Y) g, (4.2.12)

. 1 " 1 a4 ~ - N ey
N /0 m‘um(f, 2) ® U, (=¢,7)ePmlE =3 166D gg, (4.2.13)

En procédant comme pour obtenir (2.4.2), on établit le résultat suivant.

Supposons que le m-ieéme 0-mode est propagatif direct. Alors, pourx —x’ >0,y -y’ > O0eta € [0, 7/2[,

0 —ia i —ia ,
Gfr""(r,r’)=‘/ Ty e, 2) @ T, (e, )P (e D Oy @14
oo Im(1e

ol on utilise les définitions (3.2.20), (3.2.21) et (3.2.22).

Pour cette premigre intégrale, le choix de I’angle « entre 0 et /2 est libre. Cela permet de s’éloigner significativement
des points de branchement et I’on peut donc espérer que la formule (4.2.14) puisse étre évaluée avec une discrétisation en
& beaucoup moins fine que la formule initiale.

Comme dans le cas scalaire, ce n’est plus le cas pour Iintégrale sur les & positifs, comme on le voit dans le résultat

suivant :

Supposons que le m-iéme 0-mode est propagatif direct et soient x —x’ > 0,y —y’ > Oet @ € [0, 7/2[ tels que
x—x">(y—-y)tana, (4.2.15)

too —ia [ —ia ’
Gt (rr) = —/ T (ge, ) @ U, (—ne i, )l B ne ) =T =) g (4.2.16)
0 Im(ne=i@)

ol on utilise les définitions (3.2.20), (3.2.21) et (3.2.22).

Un résultat similaire peut étre établi dans le cas d’un mode inverse, mais il faut cette fois déformer le chemin

d’intégration en tournant dans I’autre sens, pour étre du "bon" c6té de la coupure (voir Fig 4.2.3b).
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Ficure 4.2.3 — Déformation du chemin d’intégration selon que le mode est (a) direct ou (b) inverse.

Supposons que le m-ieéme 0-mode est propagatif inverse. Alors, pourx —x’ >0,y —y’ > 0eta € [0,7/2],
0 el et . n_ , . i , ia ’
Gy (rr)=- / U, (e, 2) ® U, (—ne @, /) Pn ") x=xD4ne =30 gy (4.2.17)
—eo Im (e’ ®)
ol on utilise les définitions (3.2.20), (3.2.21) et (3.2.22). Si de plus la condition (4.2.15) est satisfaite, alors

+00 —ia i —ia ’
Gfr"’+(r, r') = —/ ¢ — ‘Ll;(ne_‘“,z) ® 'le(—ne_”',z’)el[ﬁjﬂ("eﬂa)("_)‘ e = gn  (4.2.18)
0 Jm(ne=te)

Par symétrie, on détermine les noyaux complexifiés quand y — y* < 0. La méthode se généralise aux autres £-modes
(m > 1) naturellement.

La condition (4.2.15) fournit, pour un couple (x — x’, y — y’) donné, une valeur maximum de 1’angle @ pour que les
formules (4.2.16) et (4.2.18) soient valides. On peut donc envisager d’adapter la valeur de 1’angle @ au couple (x—x’, y—y’).
C’est envisageable dans le cas isotrope que nous considérons ici, puisque nous avons des formules analytiques des £&-modes
pour & complexe qui se déduisent par des calculs simples et peu coliteux des 0-modes.

En vue de I’application de la méthode a des matériaux anisotropes, il nous semble préférable de fixer une seule valeur
de @ puis de n’utiliser la complexification que pour (x — x’, y — y”) dans la zone de validité. Ceci nous permet de calculer
une fois pour toutes les £&-modes nécessaires aux évaluations des différents noyaux.

Plus précisément, on calcule les £-modes pour & = npe‘i“, ou les p, p = 1,--- P, discrétisent un intervalle de R
suffisamment grand. On en déduit alors grace a la proposition 3.2.1 les £&-modes pour & = 7 ,,ei", p=1,---P,dont on a

besoin en cas de mode inverse.

B Validations numériques

Dans un premier temps, on va représenter I’'impact de la complexification sur les intégrandes élastiques. Dans un
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second temps, les noyaux complexifiés sont utilisés pour la reconstruction du champ élastique de référence sur le domaine
S.

Pour les illustrations, on représente 1’intégrande ng (4.1.6) associé au noyau G, ol la numérotation des £-modes est
telle que décrite dans la méthode précédente. Le £-mode m = 1 correspond donc au é-mode propagatif Sy.

-3 -3 -3 -3 -3 -3
510 510 5210 5210 510 510
Zo So ) Zo Zo Zo
= & & = = =
5 5 2 5 5
2 0 2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2
13 13 13 3 13 3
-3 -3 -3 3
510 oo 510 510 0.02 —
10
o0 | 0 - - -
“o g = Zo Z o0 g5
= = & = = =
001 -5 0
5 002 -10 5 -0.0: 5
2 0 2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2 0 2
13 € € I3 3 I3
%107 mxm” 2x10'3 %107 5x103 %10
2
5 0
0 = =0 %o = =
= = 0 = = = -5 =0
2 10
-5 2
2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2 0 2
3 3 3 3 3 13
’ ’
(a) (x — x”) grand (b) (y —»’) grand

FiGURE 4.2.4 — Représentation des intégrandes du mode m = 1 avant complexification pour (a) (x —x’,y — y’) = (20,2)
et(b)(x—x",y—y)=(2,20)etz=z7 =h.

La figure 4.2.4 représente les neuf (9) termes de I'intégrande ng (4.2.10) avant la complexification pour deux types
d’interactions lointaines : un cas olt x — x” est grand et un cas ol c’est y — y’ qui est grand, et positif.

Dans un premier temps, la complexification est réalisée pour les valeurs négatives de ¢ (¢ < 0), ce qui correspond
a introduire I’intégrande complexifié associé a Grlr’f, donné par (4.2.17). On a montré que cette déformation pouvait se
faire pour toutes les valeurs de I’angle @ €]0, 7/2[. Mais un petit angle est suffisant pour obtenir une nette amélioration
de I’intégrande. En effet sur la figure 4.2.5, on a fait une déformation d’un angle @ = /30 et on observe que les valeurs
singulieres aux coupures ont été éliminées et les oscillations ont été réduites. La partie en orange représente les points ou
la complexification a été réalisée.

Il reste a améliorer la partie & > 0, ce qui correspond a introduire 1’intégrande complexifié associé a G]T’+, donné
par(4.2.18). On sait, d’apres (4.2.15), que cette complexification est possible a condition de respecter la zone de validité
induite. Cette zone reste grande, si on choisit un petit angle @ = 7/30, qui est suffisant pour observer les améliorations.
La figure 4.2.6 illustre I’'impact de la méthode dans la "mauvaise" zone (¢ > 0). On voit que dans cette zone, les valeurs
singulieres ont été supprimées. Méme si, comme dans le cas acoustique, on a des amplitudes qui sont plus élevées, les
intégrandes sont devenus plus faciles a intégrer.

Les améliorations sur les intégrandes élastiques aprés complexification sont identiques a celles observées sur les
intégrandes acoustiques. De plus, la zone de validité (4.2.15) des noyaux complexifiés dans le "mauvais" domaine est
indépendante du nombre d’onde du mode. Ainsi, les noyaux complexifiés Gt et Gp ont une unique zone de validité donnée
par (4.2.15).

Pour la reconstruction, nous utiliserons d’abord la formule avec un seul mode (4.1.9), puis la formule générale utilisant
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Ficure 4.2.5 — Représentation des intégrandes du mode Sy (m = 1) apres complexification d’un angle a = 7/30 pour (a)
(x—=x",y—=y")=(20,2) et (b) (x —x’,y —y") = (2,20) pour les valeurs négatives de & (z = 7/ = h).
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FIGURE 4.2.6 — Représentation des intégrandes du mode Sy (m = 1) aprés complexification d’un angle @ = 7/30 pour (a)
(x=x",y—y")=(20,2) et (b) (x —x’,y —y’) = (2,20) sur toutes les valeurs de & (z = 7’ = h).

les trois modes propagatifs et deux modes évanescents (4.1.8). La configuration utilisée pour la validation numérique de
la méthode précédente sera conservée. Pour [,,,;, = 10 mm, I’erreur relative obtenue est de 0.4% (resp. 1.0%) pour la
reconstruction utilisant un seul mode (resp. les 5 modes), avec les formes complexifiées des noyaux G et Gp et Ny = 120
intervalles pour la discrétisation en 7. A titre de comparaison, sans les noyaux complexifiés, I’erreur relative est de 5,1%
(resp. 8,1%) pour la reconstruction utilisant un seul mode (resp. les 5 modes propagatifs), pour la méme discrétisation
Ny = 120. La figure 4.2.7 représente 1’évolution de I’erreur relative de la reconstruction en fonction de Ny, selon qu’on

utilise un mode ou les 5 modes (aprés complexification d’un angle @ = 7/30). La complexification permet d’avoir une
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F1GURE 4.2.7 — Erreur relative de la reconstruction dans S avec les noyaux complexifiés en fonction de Nz, avec [,,;, = 10
mm, @ = /30 pour & > 0eté <O0.

convergence rapide et monotone de I’erreur relative en fonction de Ny. Les pics de la figure 4.1.6 ont disparu comme

attendu. Et tout comme en acoustique, en utilisant cette méthode, une petite valeur de N est suflisante pour obtenir une
précision intéressante.

4.3 Premiers éléments d’extension au cas anisotrope

4.3.1 Position du probleme

Dans le cas d’une plaque élastique anisotrope, il n’existe plus de formules semi-analytiques des tenseurs de Green,
telles que celles données dans le paragraphe 3.3.3. On est donc obligé d’exploiter les formules intégrales générales (3.3.26)
et (3.3.27) des noyaux Gp et Gr.

Une difficulté majeure est qu'on ne dispose plus, dans le cas anisotrope, d’une numérotation des £-modes, telle que
pour chaque m, le m-iéme £-mode soit une fonction réguliere, au moins continue, de £. On ne peut donc pas, a priori,
inverser la somme sur m et I’intégrale en &, comme on 1’a fait dans le cas isotrope.

Considérons par exemple le cas du matériau orthotrope Bar (voir Tableau 3.1). Les courbes de lenteur des modes
propagatifs d’une plaque en matériau Bar d’épaisseur 21 = 1 mm a la fréquence de 250 kHz sont représentées sur la figure
4.3.1. Ceci ne nous donne qu’une information trés partielle sur les £-modes, puisqu’il ne s’agit que de 3 d’entre eux, et

de plus dans la zone de & ou ils sont propagatifs. Mais cette information partielle est plutot encourageante, puisque 1’on
retrouve plusieurs aspects qualitatifs du cas isotrope :

1. les courbes de lenteur ne se croisent pas;
2. une droite horizontale Y = £ ne croise chacune des trois courbes qu’en deux points au plus;

3. sil’on désigne par 3}, (£) la constante de propagation réelle du m-iéme mode, m = 1,2,3, on a

OB
24

§——(6) <0.
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Ficure 4.3.1 — Courbe de lenteur plaque orthotrope Bar d’épaisseur 22 = 1 mm a la fréquence =250 kHz.

La troisieme propriété est intéressante pour la méthode de complexification : elle permet de reprendre 1’analyse faite dans

le paragraphe 2.4.2.

Remarque 4.3.1. C’est instructif de noter que ces propriétés dépendent de I’orientation de la transformée de Fourier par

rapport au matériau. Par exemple, si on tourne le matériau de 7/4, seul le premier item reste vrai.

On va supposer dans la suite qu’il existe trois fonctions & — S, (£) telles que pour chaque m = 1,2,3 :
o & B (€) est continue sur R;
* il existe k), > 0 tel que B}, (k) =0, et tel que B, (£) € Rsi et seulement si || < k},. On peut remarquer que (du
fait de la symétrie du matériau), on a
ko = B (0).

B Représentation des intégrandes anisotropes.

On veut maintenant représenter pour différentes positions (x — x’, y — y’), le premier terme de 1’intégrande anisotrope
&', associ€ a chacun des trois modes propagatifs sur les figures 4.3.4,4.3.3 et 4.3.2 (En annexe B.1 on donne tous les termes
de g7'). La difficulté est ici d’extraire du calcul SAFE des ¢-modes les modes pertinents que ’on suppose correspondre a
nos trois fonctions B, (£).

On observe que les intégrandes anisotropes ont des comportements assez similaires a ceux des noyaux isotropes,
avec suivant la position, plus ou moins d’oscillations et des points de stationnarité. Certaines caractéristiques sont plus
spécifiques au matériau anisotrope que nous considérons. Par exemple, I’intégrande pour & > Oet (x—x’, y—y’) = (20, 20)
est tres peu oscillant, du fait de I’existence de 3 points de stationnarité au lieu d’un seul dans le cas isotrope (correspondant
aux 3 points ol la normale a la courbe verte est parallele a la direction 8 = x/4). On se place a nouveau dans le plan
(z=7Z' =h).

On constate sur les résultats des figures 4.3.3 et 4.3.2, (c), des comportements suspects au voisinage de |£| > 5/2
environ. I’examen des fonctions 3}, (¢) semble indiquer que ceci est di a la coalescence de deux modes évanescents.
Autrement dit, ce que nous avons évité pour les modes propagatifs par un bon choix d’orientation du squelette HSM semble

se produire malgré tout pour les modes évanescents.
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Dans les sections suivantes, on donne des éléments d’extension des méthodes de champ lointain et de complexification
a ce cas de la plaque anisotrope.

0.5 05 05
0.5 : . - . -05 : . : - 05 . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(@) (x=x",y -y") =(20,2) (b) (x —x’,y —y") = (20,20) (© (x=x",y-y")=(2,20)

FiGure 4.3.2 — Intégrande mode propagatif 1 (en bleu).
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Ficure 4.3.3 — Intégrande mode propagatif 2 (en vert).
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Ficure 4.3.4 — Intégrande mode propagatif 3 (en rouge).
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4.3.2 Méthode de champ lointain.

Pour établir la forme asymptotique des noyaux Gt et Gp, on peut raisonner séparément sur chaque mode m = 1, 2, 3.
Le calcul pour les modes m = 1 et m = 3 est proche du cas isotrope. En effet, comme les courbes de lenteur de ces modes
sont convexes, il n’y a qu’un point de stationnarité et la forme asymptotique (4.2.7) reste valable (avec sg,, = 1 car ces
modes sont directs).

La détermination du point stationnaire &,,(6) se déduit du flux de Poynting P (3.2.7), en sortie du calcul des &-modes.
Le terme manquant pour la détermination de la forme asymptotique 4.2.7 est la dérivée seconde de la phase ¢>:n(6; Em(0)).

On la donne sous la forme d’une proposition, qu’on démontre en annexe, comme Suit :

Proposition 4.3.1. Soit &, et 3., les composantes du vecteur d’onde du m-iéme &-mode o la phase ¢, (€) = Bm (&) cos 6+

sin @ stationne. La dérivée seconde de la phase ¢’/ (£,,) est donnée par :
4 m (& p

(1 + tan®*(y — 6)) cos 6
kmApma(siny tan(y — ) + cosy)3’

G (Em) = (4.3.1)
0l kpy = B2 (Ep) + E2, est le nombre d’onde du mode et tan(y) = &,/ k. Ama représente le facteur de Maaris qui est
défini en fonction de la courbure de la surface de lenteur K comme suit :

Okm r 1o
Ama = (kfn+(W)2) 12g¢-1, (4.3.2)

Remarque 4.3.2. Pour la plaque isotrope 6 = 7, la courbure K = k,,, qui correspond au rayon de la courbe de lenteur. Le

facteur de Maaris A,,; = 1, on retrouve la dérivée seconde de la phase des modes isotropes (4.2.6).

Les phénomenes sont plus complexes a décrire pour le mode m = 2. En dehors du voisinage de directions spécifiques,
correspondant aux points d’inflexion de la courbe de lenteur, les formules précédentes se généralisent a condition de

prendre en compte les contributions venant de plusieurs points de stationnarité.

4.3.3 Méthode de complexification.

Pour appliquer une méthode de complexification aux intégrales définissant les tenseurs Gt et Gp du milieu anisotrope,
il nous faudrait connaitre les propriétés d’analyticité des £-modes en & au voisinage de ’axe réel. Compte tenu des
conjectures que nous avons formulées sur les 3 premiers £-modes, nous pouvons espérer que cela se passe comme dans le
cas isotrope a proximité de la zone propagative. En revanche, le phénomene observé vers ¢ = +5/2 laisse penser que les
fonctions présentent d’autres singularités que celles en & = 37} (0). Bien que n’ayant aucune base théorique pour justifier
cela, nous avons représenté ci-dessous ce que deviennent les intégrandes lorsqu’on les évalue sur un chemin obtenu une
rotation de 1’axe réel d’un angle de 7/30.

On compare une composante de 1’intégrande associée au deuxieme mode propagatif (courbe verte) du matériau
orthotrope (voir Fig 4.3.1) avant et aprés la complexification d’un angle de 7/30. La figure 4.3.6 permet d’observer
les améliorations de I'intégrande, en particulier a proximité des coupures & = +£7(0). Ces intégrandes anisotropes
complexifiés seraient donc plus faciles a évaluer avec moins de points de discrétisation.

On peut remarquer que pour (x —x’, y—y’) = (20, 20), les valeurs de I’intégrande sont restées du méme ordre qu’avant

complexification, méme dans la "mauvaise zone". Ceci peut s’expliquer en reprenant I’étude faite au paragraphe 2.4.2, et
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en montrant que du fait de la présence des points d’inflexion dans la courbe de lenteur du mode considéré, la quantité

(B, (m)x + y)n sin(a)

change plusieurs fois de signe.

Enfin, on voit que pour (x —x’,y — y¥") = (2,20), les oscillations observées avant complexification au voisinage de
& = +5/2 ont disparu. On note aussi qu’il faudrait augmenter I’intervalle en & car I’intégrande n’est pas encore revenu
proche de 0 pour & = 3.

0.6 0.6 06

04 04 04

0.2 0.2 02

0 [ 0

-0.2 -0.2 -0.2

04 0.4 0.4

06 : : : : 06 : . . 06 : . :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) ()C —X’,y - )”) = (207 2) (b) (X _X/,y _y/) = (20’ 20) (C) (.X _xlyy —)’/) = (27 20)

FiGure 4.3.5 — Composante de I’intégrande du mode 2 avant la complexification.

20

-20
-3 -2 -1 0 1 2 3

(a) ()C _x”y _y’) = (207 2) (b) (.X _xlyy _y/) = (20’ 20) (C) (X —X/,y _y/) = (27 20)

FiGure 4.3.6 — Composante de I’intégrande mode 2 avec la complexification pour @ = 7/30.

4.4 Conclusion

Pour résumer ce chapitre, en se servant de I’étude réalisée dans le cas scalaire isotrope et anisotrope, les méthodes de
la phase stationnaire et de la complexification ont été étendues aux fonctions (noyaux) de Green Gt et Gp de la plaque
isotrope et anisotrope.

Pour la plaque isotrope, la généralisation de ces méthodes, ne pose pas de difficultés particulieres. Néanmoins, faut
souligner que le choix de pré-calculer les £-modes élastiques, pour les utiliser dans la phase stationnaire induit un couplage
parasite entre les modes. Car on fait une approximation du point stationnaire des différents £-modes propagatifs. Les effets
de ce couplage parasite sont d’autant plus importants qu’on se rapproche des coupures. La méthode de la complexification
permet de corriger cela en atténuant considérablement les valeurs aux coupures. Comme dans le cas acoustique scalaire,
il existe une bonne zone pour la complexification ou le choix de I’angle « peut étre arbitraire dans I’intervalle |0, /2], et

une mauvaise zone ou il faut prendre une petite valeur de complexification de a (zone de validité).
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Pour la plaque anisotrope, la méthode de la phase stationnaire a été utilisée pour donner une expression asymptotique
des noyaux anisotropes Gt et Gp. La longueur d’onde de chaque £-mode étant fonction de la direction de phase, la
validité des expressions asymptotiques en dépend également, ce qui rend inopérante cette méthode pour des évaluations de
noyaux entre des points pas tres éloignés. Dans cette configuration, on introduit la méthode de la complexification pour les
matériaux anisotropes. On a montré que cette méthode était applicable aux matériaux anisotropes pour des petits angles de
complexification a. Cela permet d’améliorer les noyaux et par extension la formule de représentation du champ élastique

dans une plaque anisotrope.
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Chapitre 5

La méthode HSM dans une plaque élastique
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Dans ce chapitre, nous décrivons plus précisément la méthode HSM (Half-Space Matching) ou méthode des demi-
espaces raccordés. Nous montrons en particulier comment les opérateurs qui interviennent dans la méthode HSM sont
construits a partir des formules de représentation intégrale de demi-plaque établies au chapitre 4. Nous présentons ensuite
les premieres modifications que nous avons apportées a la mise en oeuvre de la méthode, par rapport a la version initiale
développée par Y. Tjandrawidjaja. Dans un second temps, nous exploitons la méthode de complexification exposée dans
le chapitre 3 pour I’évaluation des opérateurs HSM. Nous illustrons alors a travers plusieurs cas tests 1’intérét de ces

différentes améliorations.

5.1 Introduction

La figure 5.1.1 représente un premier résultat de la HSM pour un probléme de diffraction dans une plaque élastique
isotrope (chapitre 3 de [56]). Pour ce résultat, le nombre de points de discrétisation des intégrales de Fourier (identique
pour les noyaux Gt et Gp) est Ny = 750, avec une méthode d’intégration numérique de type Gauss-Legendre d’ordre 3.

On constate sur les résultats présentés a la figure 5.1.1 une légere erreur de compatibilité entre les représentations (on
reviendra sur la notion de compatibilité dans la section suivante). Graphiquement cela se traduit par des discontinuités

au bord de la boite éléments finis, qui sont particuliérement visibles sur la composante u, du champ diffracté. Lors de la
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these de Y. Tjandrawidjaja, le colit important d’exécution de la méthode n’avait pas permis d’identifier la cause de cette
discontinuité.
Des tests systématiques réalisés aux cours de la présente thése ont permis de corriger une erreur de signe dans les

opérateurs DtN qui en était la cause.

(a) Ux (b) U, © U,

Ficure 5.1.1 — Les composantes (a) uy, (b) u, et u, du champ de déplacement produit par la diffraction d’une onde par
un objet sphérique.(d’apres chapitre 3 56)

5.2 Description de la méthode HSM

5.2.1 Méthode HSM avec opérateurs DtN

On considere une plaque élastique de taille infinie dans laquelle on veut résoudre la diffraction d’une onde élastique
par un défaut a support borné. Pour fixer les idées, nous considérons le cas ou le défaut est constitué par un trou dans la
plaque occupant le domaine O et une inclusion d’un matériau différent de celui de la plaque occupant le domaine O’. Le
déplacement u du champ diffracté dans la plaque est alors solution d’un systéme de la forme suivante :

—div(c(u)) — pw’n = f dans Q
o(u)e3 = 0 surz==h, 5.2.1)
oy = g sur 00

ou v est la normale unitaire a O dirigée vers I’intérieur du domaine €, e3 le vecteur de la base canonique orientée suivant

I’axe z, f est un terme de source volumique a support dans O’ et g est un terme de source surfacique sur la frontiére du trou O.

B Configuration et notations.

Pour résoudre le probleme (5.2.1) avec la méthode HSM, le domaine Q est décomposé en 5 domaines élémentaires

(voir fig 5.2.1) comme suit :

e quatre (4) demi-plaques Q/ définies par

Q= {x/ 2 a} x {y/ e R} x {2/ € [-h, h]},
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dont les frontieres 2{; sont définies par
shi={/ =ayx {y/ eR}x{z/ € [-h,h]}, a€R (5.2.2)
e un (1) domaine Q;, := (=b, b)>\O dont les frontieres Zi sont définies par
T) = () = by x {3/ € (=b,b)} x {</ € [h. h]},

ouh>aetje{0,1,23}.

L’exposant (/) utilisé indique une définition par rapport au repére local qui correspond 2 une rotation d’un angle
6/ = jZ (j € {0,1,2,3}) du repere global. Les coordonnées locales (x/, y/, z/) sont obtenues a partir des coordonnées
globales (x, y, z) par le changement de repére suivant :

x/ cos(67) sin(6/)
y/| =|=sin(6/)  cos(67) (5.2.3)
7/

— O O
N2 xR

0 0

(a)
(b)

FiGure 5.2.1 — Représentation des différents domaines dans la méthode HSM (a) vue 3-D et (b) vue de dessus.

B Définition de sous-problémes

Le principe de la méthode HSM consiste, comme dans les méthodes de décomposition de domaine, a résoudre des
sous-problémes dans chaque sous-domaine, puis a assurer le raccord entre les différentes solutions.

Soit uy, (respectivement u/) la restriction de la solution u au domaine €, (respectivement au domaine Q/) :

up =ul, et v = ul;,

et soient d’ et s/ les traces du déplacement et de la contrainte normale u/ sur la frontiere Zé.
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Alors, si u est la solution sortante du probleme 5.2.1, uy, est solution du probléme :

f dans Q,
o(u)es = 0 surz==+h

~div(o (up)) - pw’up

(5.2.4)
o(up)y = g sur 90
o(up)n/ = t/ sur Zi,

ol n’ représente la normale extérieure a la surface ], et t/ est la contrainte normale de u sur X, . De méme, u/ est

solution de I’équation sans second membre dans la demi-plaque Q/ suivante :
—div(o-(u/)) — pw’u/ =0 dans Q/. (5.2.5)

D’apres le chapitre 3, le champ élastique u/ dans Q/ peut donc se déterminer a I’aide de ses traces de déplacement d” et

de contrainte normale s/ sur sa frontiére Eﬁ. Autrement dit, dans la demi-plaque QJ. ona

w = Dj(dj,Sj), (5.2.6)

D/ (d’,s)(r) = / Gp(r,r')d/(r') = Gp(r,v') s/ (v') dy'dz’, (5.2.7)
E{l

est la formule de reconstruction du champ de déplacement (3.3.29).

La méthode HSM consiste a reformuler le probleme initial a 1’aide des inconnues (uy, d/,s/ ) dans les domaine Q;, et
Eé (j €{0,1,2,3}), comme décrit sur la figure 5.2.2.

L’inconnue uy, sera déterminée a 1’aide d’une résolution éléments finis, couplée a des représentations intégrales faisant
intervenir les inconnues (d/,s/).

i

1
Zﬂf]

Q,

I

ZO

FiGURE 5.2.2 — Squelette de la méthode HSM vu de dessus.
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B Relations de compatibilité

Pour compléter le systeme d’équations en (uy,d”,s’), on doit imposer que les champs uy, et les u/ coincident dans

les zones ou ils coexistent.

En particulier, il faut que les représentations intégrales de u/ coincident dans les domaines ot les demi-plaques Q/

jxl

se chevauchent. Autrement dit, le champ u dans un quart de plan Q/ N Q/*! peut étre reconstruit aussi bien  partir du

couple d’inconnues (d/,s’) que du couple (d/*!, s/*!). L’égalité entre ces deux représentations est assurée en imposant

< . j+1 j
le raccord en déplacement et contrainte normale sur X" N QY :

/' = pi(d’,s’) sur s Nl (5.2.8)
et
s/ = N/(d/,s/) sur s nQl, (5.2.9)
ol I’on a posé
N/ (d’,s')(r) = / Tp(r,r’) d/ (r') — Ty(r,x') s/ (r') dy'dz. (5.2.10)
%

Les conditions de compatibilité précédentes se réécrivent comme suit :

&/ = il s)) et &/ = NIIEN(A ), G210
oll
D= (@ s7) = DI (d,87) |01
et
NIIE (| s)) = Nj(dj’sj”zfi‘mﬂj'

Remarque 5.2.1. Les noms D/-/*! et N/-/*! donnés aux opérateurs D/ et N7/ dans les conditions de compatibilité et &
I’opérateur de la condition transparente permettent d’identifier les domaines sur lesquels ces opérateurs s’ appliquent. C’est

un choix de convention pour rendre la formulation globale du systtme HSM plus compréhensible.

La figure 5.2.3 illustre, 2 titre indicatif, les relations de compatibilité sur les portions =} N Q0 et 2 N Q.

On veut également que uy, coincide avec u/ dans Q;, N Q. Pour assurer cela, on commence par imposer que le champ

de déplacement uy, coincide avec d’ sur Zf;a (voir Fig 5.2.4) :
& =u, sur s (5.2.12)

Pour que le systéme soit fermé, il nous faut également une équation sur les contraintes normales s/ sur X ,. Pour cela,

il existe plusieurs possibilités, on peut imposer
&/ =K/(d/,s') sur X!, (5.2.13)

ou
s/ =T/(d,s’) sur Il (5.2.14)
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Qtn 27
2 o
3 L 40 = Dl.u(leSL]
Sﬂ - I\Tl'u (dl,sl)
ot
1
L Q'n x}
2 @ ZEb dl =pot [:r.fo_.so]
Q st = N (a°,5°)
X3 .
a
03
z

Ficure 5.2.3 — Illustration des relations de compatibilité sur Zf] N Q’a pour j = 0.

avec
K/(d/,s') =D/(d',¢))|y;, et T/(d/,s))=N/(d,s)|, . (5.2.15)
I
I

0 _
© [
—

d° = K°(d%s%) ou s'= ro(de,s")
2y

FIGURE 5.2.4 — Tllustration des relations de compatibilité sur X0 .
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Bl Condition sur le bord de Q,

Les relations de compatibilité établies précédemment permettent de déterminer les inconnues traces (d’, s/) a condition

de connaitre I’inconnue éléments finis uy. Pour résoudre le systéme satisfait par uy, dans €, il faut déterminer les conditions
J

bb’ ] |
de contrainte normale N/. Ainsi en choisissant la contrainte normale t/ sur le bord 2{7 ,, €gale 2 la contrainte N/ (d’,s’),

a imposer sur les bords X/, , ¢’est-a-dire préciser ce que vaut t/ dans le systéme (5.2.4). Pour cela, on se sert de I’opérateur

on assure une condition d’onde sortante. En résumé on a les conditions suivantes :

o(up)n! = A (d’,s7), (5.2.16)

N =N(d,s)ly . (5.2.17)
bb

Cette derniere condition est appelée condition de type Dirichlet-to-Neumann (DtN), car elle impose une condition de
contrainte normale au bord de ;, (trace de Neumann) construite a partir de la donnée de Dirichlet.

EZ

a

Q,

ZS

i

[

Ficure 5.2.5 — Condition transparente sur la frontiere 22b.

B Formulation globale de la méthode HSM

Pour résumer, on vient de montrer que le systeéme (5.2.1) a une inconnue u posé dans la plaque infinie € est équivalent
a un probléme multi-inconnues formé par :
e une (1) inconnue éléments finis uy, posée dans un domaine borné Q,, avec une condition transparente de type
Dirichlet-to-Neumann (DtN) donnée par la relation (5.2.16),
* neuf (9) inconnues déplacements et contraintes normales (d/,s/) sur les quatre bandes Zé reliées par des relations
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de compatibilité.

D’apres ce qui précede, le systeme HSM obtenu s’écrit comme suit :

—div(c(up)) - po?u, = f dans Q
o(up)es = 0 pour z ==+h
o(up)y = g sur 00
o-(ub)nf: = A(d,s)) sur Z{ﬂ? , (5.2.18)
d = w sur  XJ,.
&/*' = DpIEN(d,sT)  sur Z{? N Qﬂ,
s/ = NOE(ALS) sur 3 0@
avec ’une des ceux équations suivantes :
& =K/(d/,s/) sur T, (5.2.19)
ou
s/ =T/(d/,s’) sur Xl,. (5.2.20)

On choisit pour la suite la condition (5.2.20) pour compléter le systeme (5.2.18). Le choix de (5.2.19) aboutit au méme

résultat.

B Formulation variationnelle du systeme HSM

Pour résoudre le systtme HSM (5.2.18), on utilise une approche variationnelle. Pour cela, on définit les fonctions tests
¥, d’ et §/ associées respectivement aux inconnues uy, d’ et s’. En multipliant (5.2.4) par ¥, suivi d’une intégration sur le

domaine €y, on obtient :

3
/ o-(ub):e(‘“/)—pwzubﬁf—z‘/' o-(ub)nf-vzf f-€7+/ gV, (5.2.21)
Q, =R Qp a0

D’apres la condition DtN (5.2.16), la formulation variationnelle pour 1’inconnue uy, s’écrit :

3
/ o (up) : €(¥) — pwluy - ¥ — Z/ A (d,s) ¥ = / £ w/ g V. (5.2.22)
Qp 7=0 2.1’71) Qp a0
De méme on déduit les formulations variationnelles associées aux inconnues d’ et s/ comme suit :

/4 L &= @/ — piiEl @l )y - d/t! =0, (5.2.23)
s el

/ §/*1 5l _ NIIEL (T g7y 5 = 0, (5.2.24)
= e,
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/‘ s/ -8 —T/(d’,s/)-§/ =0, (5.2.25)
Tha
avec j € {0, 1,2,3}. Et enfin, on impose la condition essentielle :

d/ =u. (5.2.26)

En résumé la formulation variationnelle associée a (5.2.18) est :

Trouver les inconnues uy,, d/ ets’/ (j €0,1,2,3), satisfaisant la condition essentielle (5.2.26), telles que, pour toute

fonction test v, d’ et §/ (j€0,1,2,3),ona:

beO'(ub) e(¥) — pwluy .V—zj.:ojzib A (d/,s))-v = /th.w/aog-v
Joist g @7 - @7E - DI sT) - d7E = 0
(5.2.27)
Josi g §7E-8IEL - NTEN(@T 8 - 5E =0
/zf s/ -8 -TV(d/,s/)-§ = 0

Dans les tableaux qui suivent, on donne la forme explicite des différents opérateurs pour le demi-espace j = 0. Dans
cette configuration, le repere local correspond au repere global. Pour déterminer les opérateurs associés aux demi-espaces
J # 0, il faut prendre en compte le changement de base tel que décrit en (5.2.3).

Opérateur | D*'(d°,s%)(x,2) = / Gyl (x,2), (v, 7)) d°(y. 7)) = G ((x,2), (v, 2)) "y, 2')dy' dZ’
>

0.1 = / ' G (L 2y BT O ) £ (=)
Gp ((,2), (" 2)) = 5 X En Jn(éf)w (62T (=£.7)e e dé
Noyaux

, 1 1 AN, A1 — N iB%* x—a) ié(a-y’
Gr' (6.2, (/.20 = 5~ /RZ_J oY "E )@ U (£, 2)e P (O ie ey g

Opérateur NO1(@®, 80 (x,2) = [ Ty ((x,2), (. 2) A, ) = T ((x,2). (v, 2)) °(y'. 2') dy'dz’

T (0. 00 = 5 [N g T e e P (e 0 e g

Noyaux

Jn(§)

1 1 4 T — L 0,4 . ,
Ty ((x,2), (. 2) = 5= / Y T () @ U (~£,2)e B (O ie @) gg
271' R "
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Opérateur A@,s°) (v, 2) = L TH((3:2), (v, 2) (v, 2) = TR((3,2), (', 2)) $° (', )y dz!

1 | R ~n,- T
Kg((y,z),(y’,z’))zﬂ /R;Jn_(éf)f (£,2) @ T (=¢,7)ePn" () (b=a) it (y=3") g¢

Noyaux
1 1 An,+ AN,— 20,4 : ’

K° ,2), (Y, 7)) = — —— (4, 2 (=€, 7)) ePn (&) (b=a) ,ig(y=¥") 4

p((v.2), (v, 2)) = 5 /R En jn(§)7 (&)@ U’ (=€,7)e e ¢

Opérateur | T°(d°,s%) (x,z) = /2 T ((y.2), (', 2)) d°(y, ) - TH((y,2), (v, 2)) sy, 2 )dy' dz’

0 //_i 1 An,+ i N iE(y-y’)
R 2,050 =g [V i 7 e 08 760 e

Noyaux

0 Yy = L _gn+ 1" (=&, 7)€ )
T0.00 0 = [V T e D e U et g

B Discrétisation de la formulation variationnelle.

Pour résoudre numériquement le probleme (5.2.18), on fait le choix des parametres comme suit :

1. La bande infinie 2£ est tronquée et remplacée par une bande de longueur finie Zi L définie par :
Zi,L = {(x] = a9yj’ Z])’ -L < y] < L’ —h < ZJ < h}

2. L’inconnue volumique uy, est approchée par des fonctions éléments finis de type P2 Lagrange. Les inconnues traces
d’ et s/ sont approchées par des fonctions éléments finis de type P1 Lagrange. La discrétisation physique utilisée

est de 10 éléments pour la plus petite longueur d’onde.

3. Les intégrales de Fourier sont tronquées de sorte que |£] < R, oll R est un parametre choisi suffisamment grand
pour inclure tous les & pour lesquels il existe des £-modes propagatifs. Plus précisément, R est pris égal a 1,2 fois
la valeur minimale satisfaisant ce critere.

4. Le nombre de é-modes conservé dans les séries modales est fixé indépendamment de &, de facon a conserver pour
tout & tous les modes propagatifs, ainsi que quelques £-modes évanescents.

B Résultats numériques

Comme au chapitre 4, on considere une plaque en aluminium d’épaisseur 22 = 1 mm. On se sert de la contrainte

normale de I’harmonique fondamentale (m = 0) du mode de Lamb symétrique Sy, dont les composantes sont données en
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(4.1.2) comme condition g sur le bord d’un trou cylindrique d0. On suppose qu’il n’y a pas de termes de source volumique
(f = 0). La fréquence est de 1 MHz, de sorte qu’il existe 3 modes propagatifs pour & = 0. La troncature physique des
bandes Zf; est L = 12 mm (2,5 fois la longueur d’onde maximum). Le diametre du cylindre est d = 1 mm. Les parametres
du squelette HSM sont @ = 2 mm et b = 2,5 mm. La troncature de I’intégrale Fourier est R = 3,27 rad.mm™' pour
une discrétisation utilisant une quadrature de Gauss-Legendre 2 trois points avec 100 intervalles (Ny = 300). Avec les
parametres de discrétisation physique décrit précédemment, la taille du systeme linéaire HSM est de 47688. Ce dernier
sera inversée avec une méthode de résolution directe.

real_part_term_u X real_part_term_u'Y real_part_term_u Z
-1.4e+01 0 1.4e+01 -1.4e+01 0 1.4e+01 -49e+00 O 4.9e+00
— —_— _—

(@) Uy (b) Uy © U,

FIGURE 5.2.6 — Les composantes (a) uy, (b) u, et u; du champ de déplacement uy, dans Q;, pour une discrétisation Fourier
de Ny = 300.

La figure 5.2.6 représente le champ de déplacement déterminé avec la méthode HSM. Ces résultats peuvent étre
comparés graphiquement avec la solution de référence donnée a la figure 4.1.1. Les erreurs relatives sont respectivement
de 3% et 6% pour I’inconnue uy, et les traces de déplacement d/. Compte tenu du temps d’exécution qui est d’environ
14 heures sur le serveur mauris de 'ENSTA, il n’est pas envisageable d’augmenter les parametres de discrétisation afin
d’améliorer la précision. Par ailleurs, réduire le temps de calcul en diminuant Ny n’est pas envisageable : a titre d’exemple,
une résolution HSM avec Ny = 60 donne une erreur relative de 18% et 24% respectivement pour I’inconnue uy, et les

traces de déplacement d”.

Ces résultats constituent la premiere validation de la méthode HSM pour un probléme de type rayonnement dans une
plaque €lastique. Ils permettent de confirmer la dépendance de la méthode a la discrétisation Ny des intégrales de Fourier
dans les opérateurs intégraux, ainsi que le cofit d’évaluation élevé de I’exécution initiale avant nos travaux.

Dans 'optique de réduire ce temps d’exécution, tout en étant précis (un des objectifs de la thése), on propose des

améliorations a trois niveaux :

1. Mise en oeuvre algorithmique : utilisation de maillage conforme par la définition des inconnues d’ et s/ sur des

supports disjoints.

2. Utilisation d’un opérateur Dirichlet-to-Robin (DtR) en lieu et place de I'opérateur Dirichlet-to-Neumann pour la

construction des conditions transparentes sur la frontiere de €.
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3. Utilisation de la méthode de la complexification comme solution pour une évaluation rapide et précise des intégrales
de Fourier (cf chapitre 4).

Le role de I’étape 1 est juste d’améliorer la rapidité de la méthode. Aucun gain de précision n’est attendu a ce niveau,
on va donc combiner I’étape 1 et I’étape 2 pour gagner a la fois en précision et en temps de calcul. L’étape 3 sera appliquée

sur la version HSM améliorée (étape 1 + étape 2).

5.2.2 Introduction d’opérateurs DtR et utilisation de maillages conformes.

B Position du probleme

Le solveur XLIFE++ utilisé pour mettre en ceuvre la méthode HSM est une bibliotheque spécialement congue
pour permettre une expérience utilisateur facilitée. Ceci peut conduire I'utilisateur a faire un choix de programmation
d’apparence simple, avec un programme principal facile a lire, mais conduisant a une exécution plus lente que ce qu’aurait
permis une écriture moins lisible du programme principal. Dans le cas de la résolution du systtme HSM, 1’opération
(5.2.26) peut étre réalisée par la mise en place de conditions essentielles. Plus concrétement, en supposant que le systeme

linéaire discrétisé de la méthode s’exprime comme suit :

Ay A A |up B
Ay Ax Ax||d/| =|Bs]. (5.2.28)
Azl Az Az s/ B;

L’imposition de conditions essentielles avec la librairie implique la factorisation de la matrice (algorithme QR), suivie d’une
modification du second membre afin de garantir les conditions (5.2.26) entre les différentes inconnues. Cette démarche,
qui avait été privilégiée par Y. Tjandrawidjaja présente deux inconvénients :

* Les méthodes de types non-assemblée (ou résolution itérative) en résolution de systemes linéaires ne peuvent pas
étre utilisées. En effet elles traitent le probleéme de maniere locale, sans former explicitement la matrice du systeme
global (comme avec les conditions essentielles).

* Lorsque les inconnues sont définies sur des maillages non compatibles, des interpolations dans la construction de
ces conditions essentielles sont nécessaires. Ceci engendre des cofits supplémentaires dans la construction de la

matrice du systtme HSM. Dans ce cas on qualifie les maillages utilisés de non-conformes.

Les améliorations qu’on propose dans la méthode consistent en 1’élimination des conditions essentielles par une
ré-définition des inconnues et 1’utilisation de maillages conformes.

La définition de maillages conformes réduit les interpolations dans la résolution. En effet, en définissant les
inconnues traces de déplacements d’ sur des domaines disjoints Z£’+ u Zé’_ tels que représenté sur la figure 5.2.7. Les
conditions essentielles sont supprimées de formulation du systeme HSM (5.2.27). Toutefois cela implique d’utiliser la trace
de I'inconnue élément finis uy, sur Zﬂ;a, ce qui entraine une modification des opérateurs D/ et N/. Pour éviter d’alourdir
la présentation, nous conservons les notations précédentes pour les opérateurs modifiés. On définit donc D/ le nouvel
opérateur pour la reconstruction du déplacement comme suit :

D/ (uy,d’,s/)(r) = / ~ Gp(r,r)d/(r') - Gp(r,x') s/ (v') dy’dz +
zyuEy”

(5.2.29)
/_ Gp(r,r) up(r') — Gr(r,v') s/ (r') dy'dz’.
Z-(]Za
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|
|
|
I
©)
|
|
|
|
|

FiGuUrE 5.2.7 — Définition du domaine disjoint 22* v 22’_ ol I'inconnue d° est définie.

De méme on définit ’opérateur N/, permettant de reconstruire la contrainte normale comme suit :

N/ (ap, d’,s)(r) = /  Tp(r,r)d/(r') - Tp(r,v') s/ (v') dy'dz’ +
Js+ Js—

¥a VZa (5.2.30)

/_ Tp(r,r') up(r') — Tr(r,v') s/ (r') dy’dz’,
J

aa

ainsi que le nouvel opérateur A/ comme suit :

N sH0 = [ T d/00) = Tenr) 1) ' des
Jt+ Js—
Za"UZa (5.2.31)
/' Tp(r,r’) up — Tp(r,r') s/ (v') dy'dz.
a

En se servant de ces nouveaux opérateurs pour construire les relations de compatibilités et les conditions transparentes
autour du domaine ;,, on obtient sans difficultés la nouvelle formulation variationnelle du systtme HSM comme suit :
Trouver les inconnues up,d’ et s/ (j € 0,1,2,3) telles que, pour toute fonction test v,d’ et §/ (j € 0,1,2,3)

respectivement, on a :

/91, o(up) : (V) — pwuy - ¥ — Z?‘=0f2;;b A (up, d/,s7) - ¥ /Qb Fe g,
/z-fi‘mgf d/F . @ - phitly, dl,s) A = 0
: (5.2.32)

j+1 | gyl NE3! ) L eiEl =
fxgﬂmgsj §E - NTTE (Y sT) - § =0

Joi 878 —Ti(uy,d/,s) -8/ = 0.
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La second amélioration consiste a remplacer les conditions transparentes construites avec I’opérateur DtN (5.2.16),
par des conditions transparentes avec des opérateurs Dirichlet-to-Robin (DtR) :

o (up)n’ +ifuy =RL(d/,s/) sur 2, (5.2.33)

RL(d/,s') = A (uy, d/,8/) +iZ D7 (up, 0/, /), (5.2.34)

avec ¢ € R*. En effet, pour certaines valeurs de fréquences, 1’utilisation d’opérateurs de type DtN rend le systeme (5.2.4)
mal posé dans le domaine Qp, du fait de I’existence de modes de boite dans la couronne Q, \ Q,,. Cela conduit a I’apparition
d’artefacts dans la solution. Une solution classique pour éviter ces effets est de remplacer I’opérateur DtN par un opérateur
DtR [6].

La nouvelle formulation variationnelle associée a la méthode HSM, avec les opérateurs DtR (pour les conditions

transparentes) et I’utilisation des maillages conformes (élimination des conditions essentielles) est la suivante :

Trouver les inconnues uy, d’ et s’ (j € 0,1,2,3) telles que, pour toute fonction test v,d’ et § (j € 0,1,2,3)
respectivement, on a :

Jo, () : €(¥) + (i — pwduy - ¥ - T, fz-,';,, RL(,s)-¥ = [ £-9+ [ 87,
Jostogi - @7 = DIE (uy, @ 8) - @ = 0
(5.2.35)
Jorr g 878 — NITE (uy, A 87) & =0
Aj SJgJ—FJ(Ub,d],Sj)gj = 0

La figure 5.2.8 représente les composantes du champ de déplacement obtenus avec le systtme HSM (5.2.35) pour une
discrétisation des intégrales de Fourier Ny = 60. L’erreur relative avec la nouvelle résolution est respectivement de 6, 24%
et 24% pour I’inconnue uy, et les traces de déplacements d’. A titre de rappel, pour la méme discrétisation N =60, er-

reur relative était de 18% et 24% respectivement pour I’inconnue uy, et les traces de déplacement d’ avant les améliorations.

Lintroduction de I’opérateur DtR permet d’avoir une précision sur I’inconnue up, mais aucun gain sur les traces de
déplacement et de contraintes normales. En effet les inconnues sur les traces d” et s/ sont obtenues 2 1’aide des opérations
de compatibilités, qui dépendent de la discrétisation des intégrales de Fourier Ny. On pourrait augmenter la discrétisation

Ny pour étre plus précis sur les inconnues traces, au risque d’avoir un temps d’exécution important.
Nous avons montré au chapitre 4 que 1’utilisation de la méthode de la complexification permet une évaluation plus

précise pour de petites valeurs de discrétisation N ¢. On va ainsi I’introduire dans la méthode HSM. Cela revient a remplacer
tous les opérateurs de (5.2.35) par leurs équivalents complexifiés. Les résultats sont donnés dans la section suivante.

5.3 Résultats numériques
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real_part_term_u X real_part_term_u Y real_part_term_u Z
-1.3e+01 0 1.3e+01 -1.3e+01 0 1.3e+01 -50e+002 0 2 4.9e+00

— — —

~

(a) Ux (b) Uy (©) Uy

FIGURE 5.2.8 — Les composantes (a) uy, (b) u, et (c) u; du champ de déplacement uy, dans €2;, pour une discrétisation
Fourier de Ny = 60 avec le DtR pour £ = 100.

5.3.1 Probleme de rayonnement dans une plaque isotrope

La figure 5.3.1 représente le résultat de la méthode HSM pour une discrétisation Fourier Ny = 60 et un angle de
complexification @ = . On rappelle que le chemin de la complexification est celui décrit a la figure 4.2.3a.

real_part_Uana_u Z
-4.8e+00-2 0 2 4.8e+00

—

real_part_term_u Z
-49e+00-2 0 2 4.9e+00

|

(a) déplacement u, avec la méthode HSM. (b) déplacement u de référence.

Ficure 5.3.1 — Représentation de la composante u, (a) du déplacement calculé avec la méthode HSM pour Ny = 60,
¢ =100 et une complexification des opérateurs @ = 7/60; (b) déplacement du champ de référence analytique.

Les erreurs relatives obtenues sont maintenant de 0.9% et 3% respectivement pour les inconnues uy, et les traces de
déplacement d’, respectivement, avec un temps d’exécution d’environ 1 heure 30. Il est important de souligner qu’avant
les améliorations (DtR+complexification) et pour Ny = 300, le temps d’exécution était de 14 heures sans assurer une
précision comparable (les erreurs relatives étaient de 3% et 6% pour 1’inconnue uy, et les traces de déplacement d’).
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L’un des intéréts de la méthode HSM est que une fois le systtme HSM résolu, on peut reconstruire le champ u dans
toute la plaque en utilisant les formules de demi-plaque.

(a) Ux (b) Uy

(©) Uy

FIGURE 5.3.2 — Les composantes (a) uy, (b) uy et (¢) u; du champ de déplacement u dans Q;, et Q! U Q2 pour une
discrétisation Fourier de Ny = 60 avec le DtR pour £ = 100 et un angle de complexification & = 7/60.

La figure 5.3.2 représente la reconstruction du champ de déplacement dans les demi-plaques adjacentes Q. et Q%, Ces
résultats permettent de valider les compatibilités des représentations dans les quarts de plan ou les plaques coincident. Cela
permet de montrer que les corrections et améliorations introduites suppriment bien les artefacts dans les représentations
de la méthode initiale (voir Fig 5.1.1).

5.3.2 Probleme de diffraction dans une plaque isotrope

Dans cette partie, on résout le probleme de diffraction d’une onde incidente plane Sy par le trou cylindrique. La
configuration utilisée est la méme que celle décrite dans les simulations précédentes.
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Soit le champ incident U;, défini comme un £é-mode propagatif :
Uine(x,y,2) = (l:l;(é:inc, Z)eiﬁf;i(finc)xﬂfmcy — qj{(g’ Z)eiﬁm(9)(x cos B+ysin @) (5.3.1)

ol ’angle d’incidence 6 est tel que tan(0) = &ine /B, (€inc)- Le probleme a résoudre est le suivant :

—div(o(u)) — pw*u = 0 dans Q
o(u)e3 = 0 surz==h . (5.3.2)
o (Uipe)v sur 00

o(u)v

Le systeme (5.3.2) est résolu par la méthode HSM optimisée (5.2.35), pour différents angles d’incidence, et la composante
u, de la solution est représentée sur la figure 5.3.3. En raison de la symétrie de la configuration du probleme (plaque isotrope
et trou cylindrique), la composante u, de la solution exacte doit &tre invariante, a une rotation de 1’angle d’incidence pres,
ce qui est bien vérifié visuellement.

Ce résultat est intéressant car contrairement a la configuration du probleme a résoudre, le squelette de la méthode
HSM introduit des directions privilégiées arbitraires qui pourraient se voir sur la solution calculée, si la formulation n’était
pas correcte.

Pour 6 = 0 et 6 = 90°, compte-tenu des symétries du squelette, la méthode doit fournir par construction les mémes
résultats (a une rotation de 90° pres). En revanche, les résultats pour les angles d’incidence 6 = 40° et 6 = 60° confirment
bien que le squelette de la méthode n’a pas d’effets sur le résultat. Cela confirme que la formulation HSM permet de

construire des conditions transparentes.
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F1Gure 5.3.3 — Composante ©, du champ résultant de la diffraction d’une onde Sy a travers un trou cylindrique, en fonction
des angles d’incidence 6, pour une plaque en aluminium d’une épaisseur de 22 = 1 mm a une fréquence de 1 MHz.

5.3.3 Probleme de diffraction dans une plaque orthotrope

Le but de cette partie est de tester la méthode HSM dans un milieu anisotrope particulier. On se place dans le cas du
matériau orthotrope Bar a la fréquence f = 250 kHz (voir Tab 3.1) étudi€ a la section 4.3.3 du chapitre 4, ot on applique la
méthode de complexification aux opérateurs HSM pour un angle de @ = /60 (en s’appuyant sur les arguments développés
dans le paragraphe 4.3.3).

La figure 5.3.4 représente la composante u, du champ diffracté par un trou cylindrique, pour une onde incidente
égale au troisieme mode propagatif (voir la courbe en bleu sur la figure 4.3.1). Comme dans le cas précédent, les résultats
sont données pour différents angles d’incidence. Bien que n’ayant pas suffisamment d’éléments pour pouvoir valider
qualitativement ce résultat, on peut faire quelques commentaires. Contrairement au cas isotrope, il est naturel que la
solution dépende de 1’angle d’incidence, sauf les incidences 8§ = 0 et § = 90 qui donnent un résultat identique a une

rotation pres. Cela est dii au fait que les courbes de lenteur de ce matériau (Fig 4.3.1) ont une symétrie verticale et une
symétrie horizontale, tout comme le squelette de la méthode HSM.
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256401 [2.5e+01 ~
~N =
[ o ¢ 10 £
9] 2
-0 ;I -0 +
|53 o
-10 9 -10 S
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25e+01 -2.5e+01
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(b) 6 = 60° (c) 6 =90°

FiGURre 5.3.4 — Composante u, du champ résultant de la diffraction d’une onde Sy & travers un trou cylindrique, en fonction
des angles d’incidence 6, pour le matériau Bar d’une épaisseur de 2/ = 1 mm a une fréquence de f = 250 kHz.
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Perspectives

Au démarrage de cette thése, nous disposions d’une premiere version de la méthode HSM pour les probléemes de
diffraction dans une plaque élastique infinie, mise en oeuvre au sein de la plate-forme XLiFE++. Ce code écrit par
Y. Tjandrawidjaja n’avait pas pu &tre validé de facon satisfaisante pendant la thése de ce dernier, du fait d’un temps
d’exécution élevé pour atteindre une précision acceptable (dépassant les 10 heures d’exécution). Les premiers résultats
obtenus montraient de 1égers défauts de raccord entre la solution éléments finis et les représentations analytiques de
demi-plaque.

Les travaux de la présente theése ont permis a la fois de corriger le code initial et d’accélérer son exécution, permettant
une validation systématique au moyen d’une solution de référence (dans le cas isotrope).

L'optimisation du code a été mise en ceuvre a deux niveaux. Tout d’abord, au niveau algorithmique, I’utilisation de
maillages conformes pour I’inconnue volumique et les inconnues traces a permis d’éviter des inconnues redondantes, et
surtout d’éviter le traitement coliteux des conditions essentielles qui en résultait. Cette démarche a permis de réduire le
temps nécessaire a la construction des matrices du systtme HSM. De plus, 1’introduction de conditions transparentes de
type DtR a permis d’éliminer efficacement les effets parasites associés aux conditions transparentes de type DtN.

Pour le deuxiéme niveau d’optimisation, 1’accent a été mis sur I’évaluation des opérateurs intégraux de la méthode
HSM. Ces opérateurs s’expriment sous forme d’une convolution par des noyaux de Green, qui combinent une intégrale
de Fourier et une décomposition modale. Il a été identifié que les intégrandes de ces noyaux sont singuliers aux valeurs
de coupure et qu’ils deviennent tres oscillants pour des points éloignés de quelques longueurs d’ondes. Cette difficulté a
tout d’abord été étudiée pour des problémes scalaires plus simples, conduisant a proposer deux méthodes pour résoudre
ces difficultés : 1a méthode de la phase stationnaire pour les interactions lointaines et la méthode de la complexification du
chemin d’intégration pour le cas général.

Ces méthodes ont été étendues et validées dans le cas d’une demi-plaque isotrope, y compris en présence de modes
inverses. Des premiers éléments d’extension de ces méthodes ont été€ donnés pour le cas d’un matériau orthotrope.

Le chapitre 5 donne les illustrations de 1’impact de la méthode de la complexification sur la méthode HSM dans le
cas de la plaque isotrope. Une validation numérique pour un probléme de rayonnement en milieu isotrope a permis de
constater un gain de temps d’un facteur d’environ 11 pour une précision intéressante. La robustesse de la méthode HSM
a ensuite été évaluée pour le cas d’un probleme de diffraction par un trou cylindrique, en considérant diverses directions
d’ondes incidentes, tant pour un matériau isotrope que pour un matériau orthotrope.

Nous allons présenter des extensions naturelles de nos travaux et des questions intéressantes qui n’ont pas pu étre
abordées :
 Chapitre 2 : Il aurait été intéressant de tester les approches avec d’autres fonctions & — B(&) explicites, différente

du cas elliptique, et qualitativement proches des courbes de lenteur observées dans le cas élastique anisotrope (voir
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Fig 4.3.1). En particulier, de telles expressions explicites permettraient de contrdler 1’analyticité des intégrandes
anisotropes, et ainsi de justifier la méthode de la complexification, y compris pour des angles de déformation plus
importants que dans les exemples présentés.

e Chapitre 3 et Chapitre 4 : On a observé que de nombreuses difficultés viennent de la mauvaise évaluation des
noyaux de Green en incidente rasante, c’est-a-dire quand le vecteur reliant le point source et le point image est
presque parallele a la direction de la transformée de Fourier. Une idée simple mais qui n’a pas pu étre testée faute de
temps consisterait a choisir, suivant 1’orientation de ce vecteur, une transformée de Fourier verticale ou horizontale,
de fagon a n’avoir que des angles d’incidence inférieurs a 7 /4.

Une difficulté importante soulevée dans ce chapitre concerne le suivi des é-modes dans le cas anisotrope, et
au-dela leurs propriétés d’analyticité. L’observation des courbes de lenteurs des modes propagatifs permet déja
d’identifier certaines difficultés qui n’existaient pas dans le cas isotrope. D une part, les courbes de lenteur peuvent
se croiser. Quel est le bon suivi dans ce cas? D’autre part, les courbes de lenteur peuvent étre non convexes. Il
est bien connu que ceci génere des effets nouveaux en champ lointain, tels que les caustiques. Pour la HSM, il est
intéressant de souligner que I’orientation du squelette de la méthode par rapport aux orientations du matériau semble
étre importante. Pour mieux comprendre les propriétés d’analyticité qui nous intéressent, il serait probablement
intéressant de considérer les modes comme fonctions des deux variables complexes 3 et &, dans 1’esprit de [3].

L’absence de formes explicites des courbes de lenteurs, et le probleme de suivi des £-modes dans le cas
anisotrope n’a pas permis de valider la méthode de la complexification dans un cas plus complexe que le matériau
orthotrope.

* Chapitre 5 : La méthode de la HSM a été validée dans le cas isotrope a une fréquence pour laquelle il n’existe pas
de modes inverses. Il serait intéressant de valider numériquement 1’approche que nous proposons pour la prise en
compte de modes inverses. La validation des coefficients de scattering en champ anisotrope pourrait étre réalisée de
fagon expérimentale.

Pour conclure, une résolution itérative de la méthode HSM pourrait étre faite pour un temps d’exécution encore plus
rapide. En effet, les améliorations réalisées dans ces travaux avaient pour but d’accélérer la construction des de la matrice
du systtme HSM. Le choix d’introduire les conditions transparentes de types DtR et I'utilisation d’une discrétisation
Fourier commune a tous les points d’évaluation des termes de la matrice permet d’envisager une approche itérative de la

résolution (a I’aide d’un algorithme de type GMRES), basée sur une factorisation des matrices telle que (2.2.11).



Annexe A

Compléments de démonstrations

A.1 Complément de preuve aux formules de champ lointain

On démontre dans cette annexe un résultat utilisé dans le paragraphe 2.3.2. Avec les notations du paragraphe 2.3.2, il

s’agit de montrer que les intégrales

eird(&)
B(&)

19 = / (1 (@)™ Ede et 12(r) = / (1= (@) de

se comportent en #~! a I’infini.

Remarquons d’abord que
d /. .
d_§ (elrd’(f)) — ir¢’(§)e"¢(§).

Comme ¢’ ne s’annule jamais sur le support de la fonction 1 — y(£), on peut reformuler 1. 1;2) (r)et1 1\(,2) (r) comme suit :

150 = [0-x@ g (1) e ot 10015 | (-0 g (e ) as

et il nous suffit de montrer que les deux intégrales restent bornées indépendamment de r. On veut intégrer par parties mais

la difficulté vient du fait que la fonction présente une singularité a chaque point de branchement ¢ = —k et £ = k. C’est
pourquoi on commence par écrire par exemple pour la premiere intégrale :

fo-

ol ¢ tend vers 0 par valeurs positives. En intégrant par parties, on montre alors que

U d (ire) ge = 1 4 (iro®) 4
@' (&) dé (e ) ¢ 20 \|§|7k|>a( ¢(§) df( ) ¢

J 0= x@) 5z 2 () e = - tim 1-xo5g
R

erPé) g Al
¢’ (&) dé 8=0J||£]-k|>& dé ) d ( )

¢’ (&)

ol 'on a utilisé que |¢’(£)| tend vers I'infini quand ¢ tend vers —k ou vers k, d’ou la limite des termes de bord de



142 A.2. La formule de bi-orthogonalité des & modes pour ¢ € C.

I’intégration par parties est nulle :
ir¢(+k+s) lr¢(+k £)

‘1;0 o' (£k +¢) ‘leao o' (£k — e)

Enfin, on vérifie qu’il existe deux constantes C et C, indépendantes de £ telles que

(0))
)‘ C+ By ER

d
'df (( X (f))w(f)

En injectant cette majoration dans (A.1.1), on déduit finalement que

2) & G\ ripce) ]
o (<7 [/ (C”ﬁ(.f))d‘f /f|>k( Iﬁ(éf)l)e %

qui fournit la décroissance attendue.

Une démonstration trés similaire fonctionne pour 7, ,\(]2) (r). Tout reste vrai en remplacant 1 — y (&) par (1 — x(&))/B(&).

A.2 La formule de bi-orthogonalité des £ modes pour ¢ € C.,

Le but de cette partie est de démontrer la proposition 3.2.4 pour la bi-orthogonalité des £-modes a valeurs complexes.
Pour ¢ € C fixé, on considere un £-mode (B3;,(£), U (§)) et un —¢-mode (B3, (=¢), (Ll (=¢)) donnés explicitement par

leurs express1ons comme suit :
Uh(x.6.2) = U, (6. PrOWE et U, (v, ~6,2) = U, (=€, 9)en e

et
T:n(fo’ Z) = ‘7,;:—(6’ Z)eiﬁ’;(‘f)x-‘—ify et T;()C, _f’ Z) = 7,\;1_(_5’ Z)e[ﬁ;’(_‘f)x_ify'

Dans une bande de la plaque (y = constante) telle que représentée sur la figure A.2.1, ces modes satisfont respecti-

vement les équations ci-dessous :
dive (o4 (UF)) + p®Ut, =0 et div ¥ (o 5(0;)) +pw®U, =0 dans S, (A2.1)

ol § est une portion de la bande définie par S := [x — €,x + €] X L ou L = [—h, h]. En multipliant la premiére équation de

Co
e, \ \
i 1
T / & 5 G '
! 1
ex \ i}
X—€ CU xX+e€

Ficure A.2.1 — Configuration pour la démonstration.
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(A.2.1) par ﬁ,; et en intégrant sur S, on obtient
/ div® (o4 (UF)) - U, - p0®07, -0, dS =0. (A2.2)
s
On rappelle I’égalité de Green suivante :
/div(o-(u))vdS = /O'(Lt) ce(v) - / (o(u)n)v, (A2.3)
N s as
ou n représente la normale a la frontiere dS. L’application de I’égalité de Green (A.2.3) a I’équation (A.2.2) donne :
/ a0 e 5(0;)ds - / (a4 (U )n) - U, dz + pw? / U -0 ds=o. (A2.4)
s as s
En multipliant la deuxieme équation de (A.2.1) par ﬁj,,, on obtient d’une maniere analogue :

/a—f(ﬂ;) 25 (0) ds —/ (=4 (U,)n) - U}, dz + pw? /ﬁ,; U}, ds = 0. (A.2.5)
S as S
La soustraction (A.2.4)-(A.2.5) donne :
/af(ﬁjn) ce 5(0,) - o5 (U;) 1 €5 (UF)dS - / (¢ (U )n) - U, (¢4 (0,)n) - U}, dz = 0. (A.2.6)
S as

La symétrie du tenseur des contraintes permet d’annuler le terme de gauche. En effet :

/ ot (05) : e 5(0,) = / C:ef(Uh): e 4(0;) (A2.7)
S S
:/C:e—f(ﬁ;):ef(ﬁ;) (A.2.8)
S
= / o 8(0;) : €5 (0. (A.2.9)
S

Onrappelle que C : u : v = Cijpquijvig = Cruijviauij = C v 1 u.
La relation (A.2.6) devient :
as(a-’f (Un) - U, — (=4 (0;)n) - U}, dz = 0. (A.2.10)

Sachant que les contraintes normales sur les faces z = +h sont nulles, on peut remplacer n par e; dans I’expression

précédente, ce qui donne :
/ (U )ey) - U, — (0= 5(0;)ey) - UF dz=0. (A2.11)
oS

D’apres la définition de la contrainte normale d’un é-mode (3.2.6), on a :
/C T, €,2) - U, (v, =£,2) = T, (v, =€, 2) - U} (x, &, 2) dzt
1

(A2.12)
/ T (x,&,2) - U, (x, =€,2) = T, (x, =€, 2) - U} (x, &, 2) dz = 0.
C
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En remplacant T:’n (x,&,7) et T; (x, =€, 7) par leurs expressions, on montre finalement que :
(2B ()48 (=6 e _ ) / Up(£,2) - T, (=€,2) = Uy (=£,2) - T,/ (£, 2)dz = 0. (A2.13)
L
Si B (&) # —B;, (=£), on obtient la relation de bi-orthogonalité recherchée suivante :

/17,2(6, 2) - T (=€,2) = Uy (=€,2) - T (£, 2)dz = 0. (A2.14)
L
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A.3 Démonstration de la proposition 4.3.1

Le but de cette section est de déterminer la dérivée seconde de la phase ¢;,(£,,) ol le £-eéme mode stationne. Cette
dérivée est donnée a la proposition 4.3.1 pour la démonstration de la formule asymptotique dans le cas général.

En utilisant la définition de la phase ¢,,(¢) = B, (€) cos 6 + &, sin 6, la dérivée seconde de la phase est :

®,,(£) = cos 0 0z B (£). (A3.1)

Les composantes du vecteur d’onde &, et 3, peuvent s’écrire en fonction du nombre d’onde &, () et de la direction de

phase y comme suit :

Ey) = km(ﬂCf’SV (A3.2)
Bm(¥) km(y) siny

avec k,, (y) = VB2, (y) + £2(y) le nombre d’onde du &-mode propagatif dans la direction .

La dérivée partlelle % peut se définir comme suit :
0 0 0
9Bm = 9Bm « (A3.3)
ot dy ¢
algm a‘f -1
5o % (5 (A34)
cosy% -k siny
= (A3.5)
siny a'" + ko cosy
En dérivant cette expression, apres simplification on obtient :
0B, (k252 —km 065")
e ) (A.3.6)
o¢ (siny2 6'" + kpcosy)3
En géométrie différentielle le facteur de courbure a une surface est donnée par I’expression :
2, +2( % )2 — ko 2l
= 4 o7 (A3.7)

(ki + ()32
En introduisons le facteur de Maris [7] suivant :

Ama = (K2, + (%”)2)‘”27(1. (A3.8)
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I1 est possible d’exprimer 1’équation (A.3.6) en fonction du facteur introduit comme suit :

9By, K (k3 + (G2)2)32

- _ , (A3.9)
0é? (siny‘gc—;" + kyy cosy)3
km
OB _ o+ (57 A3.10
02 Apa(sinyZm 1k ¥ A
ma (SINY 2 + kpy cos v)
On peut montrer au point stationnaire que
ok,
W =k, tan(y — 0). (A3.11)
Ceci permet de déterminer la formule de la dérivée seconde de la phase (A.3.1) comme suit :
o E) = (1 +tan?(y — 6)) cos @ (A3.12)
mASm kmApma(siny tan(y — 6) + cosy)3’ -




Annexe B

Compléments d’illustrations

B.1 Intégrandes élastiques anisotropes du matériau Bar.

On représente toutes les composantes de I'intégrande gy des modes propagatifs du matériau Bar, pour quatre
configurations de points (x — x’, y — y’). La numérotation des modes propagatifs est faite dans 1’ordre décroissant des

nombres d’onde.

B.1.1 Mode propagatif m=1
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FiGURE B.1.2 — Représentation des intégrandes anisotropes ;' du mode m=1 pour plusieurs configurations (x —x’, y - y’).

B.1.2 Mode propagatif m=2
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FiGURE B.1.4 — Représentation des intégrandes anisotropes ;' du mode m=2 pour plusieurs configurations (x —x’, y — y’).

B.1.3 Mode propagatif m=3
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Intégrandes élastiques anisotropes du matériau Bar.
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FIGURE B.1.6 — Représentation des intégrandes anisotropes ;' du mode m=3 pour plusieurs configurations (x —x’, y - y’).
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Annexe C

Solution de référence dans une plaque
isotrope.

C.1 Expression générale de la solution de référence.

Le but de cette annexe est de fournir des solutions de référence dans une plaque homogene isotrope. On utilisera de
telles solutions a la fois pour valider les formules de représentation de demi-plaque, en se donnant sur la frontiére les traces
de déplacement d™' et de contrainte normale associée s™' dans la formule (3.3.29), et aussi pour valider la méthode HSM
au chapitre 5.

Les solutions de référence couramment employées dans la littérature pour la validation des méthodes de diffraction
des ondes dans les plaques €lastiques sont basées sur des approximations. Parmi celles-ci, on trouve les approximations
de type Kirchhoff et I’approximation de Mindlin, comme le mentionnent Norris et al.[44] et Vemula et al.[ 62]. Pour les
plaques extrémement minces, ces approximations consistent a décrire le déplacement en un point indépendamment de la
variable d’épaisseur z. Cela sous-entend d’une part que les modes de Lamb ne sont pas pris en compte, et d’autre part que
ces solutions ne sont valables qu’a tres basses fréquences. Comme dans les problémes qui nous intéressent, la longueur
d’onde est de I’ordre de 1’épaisseur, ces approximations ne sont pas valides et ne peuvent donc pas étre utilisées comme

des solutions de référence.

Achenbach et Xu [1] ont montré qu’un mode de Lamb se décompose en un déplacement dans 1’épaisseur combiné avec
une onde porteuse de facon analytique. L’onde porteuse caractérise 1’évolution de I’onde dans la direction de propagation
de la plaque. Elle peut étre constituée par toute solution réduite de I’équation du mouvement d’une membrane. Le
déplacement dans 1’épaisseur, quant a lui, se détermine a I’aide de I’analyse usuelle de I’équation de Rayleigh-Lamb dans
le domaine fréquentiel. Sur la base de ces développements analytiques, Diligent et al. [27] expriment la solution de la
diffraction d’une onde plane symétrique par un trou cylindrique débouchant, comme une combinaison linéaire de modes
de Lamb symétriques S,, et des modes SH,, symétriques, les modes anti-symétriquesn’intervenant pas dans la solution. En
utilisant la notation de I’article [27], on peut distinguer ce qui relévera des modes de Lamb symétriques et des modes SH

symétriques avant d’écrire formellement la décomposition proposée.



152 C.1. Expression générale de la solution de référence.

Pour ce qui reléve des premiers (impliquant les modes de Lamb symétriques), on note :

no Ly )98
ur = ann(z) o (r,0), (C.1.1)
Ly yloe
= ann(z)r o (r,0), (C.1.2)
u? = W,(2)e(r,0), (C.1.3)

ol k, représente le nombre d’onde du mode symétrique S,, et le potentiel scalaire ¢(r, 6) vérifie I’équation de Helmholtz,
exprimée en coordonnées cylindriques ci-dessous :

¢ L1 1 é)go 1 8¢

arr " ror " r2 662 ne =0, 14

avec k, qui correspond a une racine de I’équation symétrique (relation de dispersion) de Rayleigh-Lamb :

tan(q h 412
an(gh) _ _ Pq (C.1.5)
tan(ph)  (¢* - k?)?
ou 2 2
w w
P P g (C.16)
r ‘T

Les fonctions V,,(z) et W, (z) permettent de décrire le déplacement dans 1’épaisseur du guide. Elles sont définies par :

Vi(2) = 51c08(pnz) + 52 €08(qn2), (C.1.7)
Wi (2) = s3sin(puz) + s48in(gn2), (C.1.8)
ou
s1 =2cos(qnh), (C.1.9)
= —[(k} = q})/kp] cos(pn h), (C.1.10)
53 = =2(pn/kn) cos(gqnh), (C.1.11)
s3 = —[(kp = q3)/ (kngn)] cos(pnu h). (C.1.12)

La grandeur / représente la demi-épaisseur du guide.
Pour ce qui releve des seconds (impliquant des modes SH), on note :

u" ("’TZ la"/’(r 0), (C.1.13)
n nnz. 10y
Uy = z (Zh T ar —-(r,0), (C.1.14)

W’ =0, (C.1.15)
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ol y satisfait également I’équation de Helmholtz exprimée en coordonnées cylindriques comme suit :

%y 10y 1 0%y

— S 2y = 11
o2 Trar Tae TV =0 (G110

avec [, le nombre d’onde des modes symétriques SH,, qui se détermine analytiquement par :

0_)2 2 nmw
== - = =0,2,... C.1.17
( ) Sy =02 ( )

Remarque C.1.1. Le terme /,, représente le nombre d’onde transverse associé au probleme de Helmholtz en acoustique.

Il correspond a une valeur propre de I’opérateur Laplacien, dont le vecteur propre associé est la fonction cos ("2’;12)

Avec les notations précédentes, un champ rayonnant a I’extérieur d’une ligne de source en r = 0, peut étre décomposé
sous la formes des combinaisons linéaires suivantes :

(e8]

= Z AV (2) (Hyp)' (kr) ™

n=0,2,... m=—o

C.1.18
+ i Z imB,,, cos (er)H m(nT) oimo ( :

n=0,2,... m=—0co " 2h lnr ,

urHef— Z Z imA;,Va(z )H (k r) emo
n=0,2,... m=—o0

o o (C.1.19)

-3 B sy,

n=0,2,... m=—o0

' = i i Amn W (2)Hyy, (kr)e™?, (C.1.20)

n=0,2,... m=—o0

2
oul, = (‘C"—Tz) - (%)2 correspond au nombre d’onde du mode SH,,. H,), représente la fonction de Hankel du premier

ordre. En effet, avec la convention en e ¢! seule la fonction de Hankel du premier ordre permet de satisfaire la condition
d’ondes sortantes.
Les coefficients A,,;, et B,,, représentent les amplitudes modales respectivement des modes de Lamb et des modes

SH,, pour chacune des harmoniques d’ordre m.

Remarque C.1.2. Dans I’article de O. Diligent et al. [27], 1a contribution des modes symétriques SH,, (Eq. 31) est divisée
par un facteur lnLr’ ce qui est incorrect.

Au paragraphe 4.1.1, la solution de référence choisie a été construite a partir de I’harmonique fondamentale (m = 0)
du mode Sy, c’est-a-dire tous les coefficients sont nuls sauf Agy = 10. Dans les illustrations qui suivent, on représente les
composantes du champ de déplacement (C.1.18), (C.1.19) et (C.1.20) pour deux configurations. Dans la premiere, tous

les coefficients sont nuls sauf (m = 1, Ajg = 10). Dans la seconde, tous les coefficients sont nuls, sauf By = 10.
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real_part_Uana_u X real_part_Uana_uY real_part_Uana_u Z
-8.9e+00 0 10 2.2e+01 -1.7e+01 0 1.2e+01 -5.7e+00 0 5.7e+00
| — —

(@ ule! (b) ulst (© ut

Ficure C.1.1 — Représentation de la partie réelle des trois composantes de la solution de référence construite a partir du
mode Sg analytique (m = 1,n = 0, B,,,,, = 0), a la fréquence f=1 MHz pour la plaque d’aluminium d’épaisseur 2h4 = 1
mm.

real_part_Uana_u X real_part_Uana_uY real_part_Uana_u Z
-5.7e+00 0 5.7e+00 -5.7e+00 0 5.7e+00 0.0e+00 5e-39 1.2e-38
— — —

(@) uleh (b) ulst (© ut

Ficure C.1.2 — Représentation de la partie réelle des trois composantes de la solution de référence construite a partir du
mode SHy analytique (m = 0,n =0, A,,,,, = 0), a la fréquence f=1 MHz pour la plaque d’aluminium d’épaisseur 24 = 1
mm.
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C.2 Valeur de la formule de représentation mode par mode pour la solution

de référence

La solution de référence avec les notations du manuscrit est donnée par (4.1.2), que nous rappelons ci-dessous :

- Xs

X
Vi =xs)7 43>

M

Wel(x,y,2) = UT(0,2)(Hy) (B (0)4 (x = x5) + y2)

W, y,2) = U 0,2)(HY (BT (0)y](x — x5) + %)
W y,2) = i (0, ) HL (B O —x5)7 + 1)

pourx —xs #0,yeRet —h <z <h.

On a noté ”l:l;r j (0, z) la j-ieme composante du premier O-mode (ou £-mode pour ¢ = 0), de constante de propagation
B1(0) > 0.

Pour prouver (4.1.10) et (4.1.9), commencons par calculer, pour —h < z < h,x >0 > xseté € R,

1 ref -iyé
u (-x’y’ Z)e e dé:’
V27r</R *
1

uryef(x, y,2)e V¥ dé,
R

¥ (x, €, 2)
~ref
iy (x,€,2)

urzef(x, y,z)e Ve de.

ﬁ?f(x’ é‘:’ Z) \/_—

Or on sait (voir (2.1.45)) que pour xg < Oetx > 0:

L
A (/31(0) [ xs)z_,_y) /ﬂ+(§) IB1 () (v=x5) i €Y g

En dérivant cette identité successivement par rapport a x et y, on obtient :

( ’ + [ ﬁ+(0)(x_x5) _ I ig* x—x5) i
() ('31 O =xs)? +y2) \/(lx x4y ;/Re PRty
et
Wy (e | By i iBH(£)(xxs) i
(Ho ) (,31 (0)y(x —x5)>+y ) G152ty =2 ﬂ f)e e'sVdé.

Par identification, on trouve :

1 .
u (x,,2) Ut 0,2)= /ﬁ+(0) IB{(£) (x=x5) 4 €Y g

w(x, v,z a0,z _/—eiﬁf(f)(x—XS)eifyd C.2.1
y (%3,2) R N GYH0) ¢ €20

u™(x,y,2)

~ j 1 o .
(ul+,3(0’z)7l_r‘/Rﬁ+(§)elﬁl(f)(x_XS)el‘fydf'
1
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On en déduit, par transformée de Fourier inverse, les formules suivantes :

I 2 + i X—Xs
a'(x,€,2) = \/7ﬁ+(0)rul (0, 2)e Pl (E) x=xs)
~Te 2 i & + . e
ay'(x,€,2) = \/7ﬁ+(0) ﬁ+(§)ﬂ1 1(0,2) BT (6) (=)

- 2 l R -
ﬁret(x,§7 Z) = \/j_ + (0, Z)elﬁl (é—‘)(x_xs).
) G

On peut récrire cela sous la forme suivante :

A Bi (&)
ref ,B]"(O) (Ll+ (0, Z)

l/lx ;
~ref , - l,3+(§)(x Xs) f

On reconnait dans la derniere colonne I’application de la matrice 72;(5) au vecteur “l:l;r(O), d’ou d’apres (3.2.21)

Aiaf 2 i iBf(€)(x~ xs)qj C2.2
ast | (x,€,2) = \/7/5”(5) (é.2). (C22)

Autrement dit, pour chaque valeur de ¢ € R, la transformée de Fourier en y de la solution de référence est exactement
proportionnelle au premier £-mode (l:l;r(f). La relation de bi-orthogonalité permet d’en déduire facilement la relation

(4.1.9), et donc (4.1.10).
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