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Introduction générale

La réalisation de cette thèse a été rendue possible grâce à une convention CIFRE, établie dans le
cadre d’une collaboration associant l’Université Paris-Saclay, le Laboratoire de Signaux et Systèmes
de CentraleSupélec et l’entreprise Safran Electronics & Defense.

Cette thèse prolonge une ligne de recherches amorcée il y a une douzaine d’années. Elle est
centrée sur "l’optimisation de la commande robuste et prédictive à l’aide de techniques d’optimisation
modernes et d’intelligence artificielle". Cette trajectoire académique a donné lieu à plusieurs travaux
significatifs, dont cinq thèses déjà présentées, qui explorent diverses facettes de l’application indus-
trielle de méthodes d’optimisation contemporaines et d’intelligence artificielle dans le développement
de lois de commande. L’objectif de ces recherches est de développer des contrôleurs à l’aide de
méthodologies utilisées en ligne et hors ligne, qui sont non seulement sophistiqués mais également
capables de répondre à des cahiers des charges détaillés pour des systèmes complexes. Ces thèses,
mentionnées précédemment, fournissent un cadre détaillé des premières avancées et explorations dans
ce domaine ; les lecteurs sont encouragés à les examiner pour une compréhension plus approfondie
(FEYEL, 2015 ; FRASNEDO, 2016 ; HIRWA, 2013 ; PINGUET, 2023 ; POUILLY-CATHELAIN, 2020).

Dans le domaine de la recherche scientifique appliquée à l’automatique, ces dernières années
ont été témoins de transformations technologiques substantielles, impulsées en grande partie par
l’éclosion de technologies novatrices, l’intelligence artificielle en est un exemple prééminent. Cette
dernière introduit dans l’écosystème de l’automatique un renouveau, ouvrant la voie à des avancées
sans précédent en matière de "contrôle intelligent".

Le concept de "contrôle intelligent", ou "intelligent control" en anglais, représente un paradigme
qui capitalise sur les technologies émergentes telles que l’apprentissage automatique ("Machine
Learning" en anglais), les réseaux de neurones, les techniques d’optimisation à grande échelle et les
méthodologies prédictives avancées. Grâce à ces outils, le contrôle intelligent élargit considérablement
le spectre d’applications et les possibilités d’utilisation de l’automatique traditionnelle, en introduisant
des mécanismes plus flexibles, adaptatifs et puissants.

Un enjeu crucial dans le développement et l’implémentation de contrôleurs intelligents réside dans
la garantie de la stabilité en boucle fermée. Dans ce contexte, la stabilité n’est pas une notion abstraite
mais une caractéristique fondamentale, indissociable de la fiabilité et de la performance des systèmes
contrôlés. En termes simples, la stabilité d’un système en boucle fermée se réfère à sa capacité à
maintenir ou à retrouver un état d’équilibre prévu ou désiré en réponse à différentes perturbations ou
changements dans l’environnement opérationnel. La stabilité est fondamentale pour s’assurer que le
contrôleur réagit de manière prévisible et contrôlée, sans dévier de manière imprévue ou non souhaitée,
ce qui pourrait compromettre la fonctionnalité et la sécurité du système dans son ensemble.

En ce qui concerne la stabilité, il est impératif d’introduire les fonctions de Lyapunov, un concept-
clé dans cette étude. Les fonctions de Lyapunov sont des outils mathématiques employés pour
analyser la stabilité des systèmes dynamiques. En identifiant et en utilisant efficacement ces fonctions,
les chercheurs et les ingénieurs peuvent démontrer et garantir la stabilité des boucles de contrôle
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intelligentes. Ainsi, une direction de recherche particulièrement prometteuse et fructueuse consiste à
élaborer des instruments et des méthodologies d’assistance pour identifier de manière automatique
les fonctions de Lyapunov adaptées à chaque système. L’ambition est de fournir des garanties de
stabilité sur des intervalles aussi larges et robustes que possible, offrant ainsi des bases solides pour le
déploiement sécurisé et efficace de ces technologies de contrôle avancées.

La théorie de Lyapunov constitue un pilier fondamental dans l’examen de la stabilité des systèmes
non linéaires. L’application directe de cette théorie, bien qu’efficace dans des cas simples tels que
les systèmes linéaires, devient complexe et délicate lorsqu’il s’agit de systèmes non linéaires. Pour
ces derniers, chaque cas est unique, nécessitant une approche sur mesure pour identifier une fonction
de Lyapunov appropriée. Cette fonction doit couvrir un espace aussi large que possible, définissant
ainsi le domaine de stabilité ou le domaine d’attraction. L’un des défis majeurs de ce processus est de
trouver une fonction de Lyapunov qui soit la moins conservatrice possible, c’est-à-dire qui maximise
la région d’attraction. Il s’agit d’une tâche souvent fastidieuse, avec une issue incertaine et un succès
jamais garanti.

Dans le cadre de cette thèse, nous suggérons de recourir à des techniques modernes d’entraînement
et d’optimisation comme leviers pour assurer la stabilité des boucles intelligentes. Ce travail implique
la résolution de plusieurs problèmes techniques cruciaux afin de produire une analyse de stabilité
qui soit la moins restrictive possible. Les défis techniques clés à surmonter dans la recherche d’une
fonction de Lyapunov non conservatrice comprennent :

• La détermination de la structure optimale de la fonction de Lyapunov, qui est capitale pour son
efficacité et sa précision.

• La maximisation du domaine de stabilité, qui est essentielle pour garantir la stabilité dans une
gamme aussi large que possible de conditions et de situations.

• La minimisation du temps nécessaire pour la recherche, afin de rendre le processus d’analyse de
stabilité à la fois rapide et efficace.

Il convient de souligner que cette thèse se focalise sur l’analyse de la stabilité d’un système donné,
sans chercher à stabiliser le système. Cette thèse est structurée autour de plusieurs chapitres qui
explorent progressivement les concepts, techniques et applications liés à la stabilité des systèmes
dynamiques non linéaires.

Le Chapitre 1, intitulé Notions de stabilité, est dédié à une exploration approfondie de la notion de
stabilité dans les systèmes dynamiques non linéaires. Il débute par des rappels théoriques essentiels
pour établir une compréhension solide des concepts fondamentaux de stabilité, indispensable pour
évaluer la fiabilité et la performance des systèmes dynamiques variés. Ce chapitre se poursuit par
l’examen des méthodes traditionnelles d’analyse de stabilité. Bien que ces méthodes soient fondamen-
tales, elles tendent à être conservatrices et ne suffisent pas toujours pour l’analyse de tous les systèmes
dynamiques. Dans la continuité des méthodes d’analyse de stabilité, il est essentiel de reconnaître
le travail de fond d’Alexandre Lyapunov. Ce dernier, en introduisant des définitions précises et des
fonctions spécifiques, a fourni un cadre robuste, tout en étant flexible pour l’analyse de la stabilité.
La présentation se poursuit par une exploration détaillée de la méthode directe de Lyapunov, un
outil puissant pour évaluer la stabilité des systèmes non linéaires. La méthode, avec les fonctions de
Lyapunov comme composants centraux, est présentée de manière à permettre une compréhension
profonde de ses principes, applications et utilités dans divers contextes.

Le Chapitre 2, dénommé Littérature existante, débute par une exploration approfondie des dif-
férentes méthodes traitant de la stabilité des systèmes dynamiques, un domaine qui a connu de
multiples révolutions au fil des années. Face à la complexité croissante des systèmes dynamiques,

2



particulièrement dans les applications industrielles, il devient essentiel de compléter les méthodologies
traditionnelles en adoptant des approches qui tiennent compte des défis actuels. Notre étude approfon-
die dans l’état de l’art permet de retracer le parcours des méthodes d’analyse de stabilité, depuis les
approches théoriques jusqu’aux techniques automatiques avancées. Cette étude n’est pas seulement
informative mais aussi critique, identifiant les avantages et les limites de ces différentes méthodes. La
suite de la réflexion s’oriente vers les méthodes automatiques, illustrant un changement significatif
par rapport aux approches traditionnelles. S’appuyant sur les avancées de l’intelligence artificielle,
ces techniques innovantes englobent des initiatives prometteuses, telles que la première "Lyapunov
Machine". Cet examen approfondi permet de contextualiser et de positionner notre travail innovant
dans le paysage de la recherche actuelle sur la stabilité des systèmes dynamiques.

Le Chapitre 3, Recherche automatique d’une fonction de Lyapunov par optimisation, présente
un schéma d’optimisation innovant afin de déterminer une fonction de Lyapunov automatiquement.
Cette méthode est conçue pour identifier des fonctions de Lyapunov efficaces dans divers contextes.
Un point central de notre méthode est de maximiser le domaine de stabilité garanti par la fonction.
Cette optimisation caractérise notre approche, la rendant pertinente aux contraintes et spécificités
du contexte industriel pour l’analyse de la stabilité. Au fur et à mesure du développement de notre
méthode, sous la forme d’algorithme, il est devenu évident que notre approche d’optimisation pouvait
être étendue et généralisée pour s’attaquer à une multitude de problèmes relatifs à la stabilité des
systèmes dynamiques. Grâce au développement de diverses fonctionnalités, notre algorithme s’est
transformé en une méthode flexible, applicable de manière générique dans plusieurs contextes. Cette
généricité permet à notre approche de s’adapter à une variété de perspectives, rendant notre méthode
applicable dans un large éventail de scénarios et de disciplines.

Le Chapitre 4, intitulé Études détaillées et perspectives, procède à une évaluation approfondie
des différentes méthodes de stabilité abordées dans ce manuscrit, mettant en lumière leurs avantages
et leurs limites respectives à travers une série de tests et d’analyses. Cette évaluation critique vise
à éclairer la pertinence et l’applicabilité de ces techniques dans différents contextes et à guider leur
utilisation future. Ce chapitre débute par la présentation de divers tests de performance, couvrant une
gamme étendue de situations, pour évaluer les différents critères de stabilité introduits. Cette démarche
utilise différentes formes de fonctions de Lyapunov et d’algorithmes d’optimisation, fournissant ainsi
un aperçu détaillé de leurs performances et applicabilités. Ensuite, une attention particulière est portée
à l’examen de nos méthodes dans le contexte de la recherche actuelle. Des études comparatives sont
conduites sur différents systèmes, offrant un aperçu sur les avantages et limites de notre méthode
générique. Nous terminons par une analyse détaillée d’un système industriel typique, discutant des
défis inhérents à l’étude de la stabilité de tels systèmes complexes et des stratégies envisagées pour
les surmonter. Nous offrons ainsi une vision des perspectives d’avenir et des défis à relever pour
l’application efficace de nos méthodes dans le monde industriel.
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1.1 Introduction
La stabilité est une notion essentielle pour comprendre et prévoir le comportement à long terme

des systèmes dynamiques. Qu’il s’agisse de systèmes physiques, tels que les circuits électriques, les
systèmes mécaniques ou les systèmes climatiques, de systèmes biologiques, comme les réseaux neuro-
naux ou les écosystèmes, ou de systèmes artificiels, comme les robots ou les réseaux informatiques, la
stabilité est un critère clé pour évaluer la performance et la fiabilité de ces systèmes dynamiques.

Le présent chapitre se propose d’explorer en profondeur la notion de stabilité dans le contexte des
systèmes dynamiques non linéaires. Une compréhension claire de cette thématique est fondamentale
pour l’étude et le contrôle de nombreux systèmes physiques.

C’est dans ce contexte que le travail d’Alexandre Lyapunov prend toute son importance. Son
approche a été fondamentale pour formaliser et comprendre la stabilité des systèmes dynamiques. En
introduisant la notion de fonction de Lyapunov, il a fourni un outil puissant pour analyser la stabilité
des systèmes non linéaires. Aujourd’hui, les fonctions de Lyapunov et la méthode directe de Lyapunov
sont des pierres angulaires de l’analyse de stabilité.

Cependant, malgré les avancées considérables dans ce domaine, l’étude de la stabilité reste un
sujet ouvert pour les automaticiens et les ingénieurs.

La nature non linéaire de nombreux systèmes dynamiques rend l’analyse de leur stabilité parti-
culièrement complexe. En effet, il n’existe aucune méthode générale pour la recherche de fonctions
de Lyapunov pour les systèmes de grande dimension ou les systèmes présentant des comportements
complexes. Cette tâche est souvent chronophage et son succès n’est pas assuré.

En somme, l’étude de la stabilité offre un champ d’investigation riche et varié, qui continue de
susciter l’intérêt des chercheurs en mathématiques, en ingénierie et dans de nombreux autres domaines.
L’approche de Lyapunov, bien que vieille de plus d’un siècle, reste un pilier fondamental de ce
domaine.

Dans ce chapitre, nous commençons par un rappel des concepts théoriques liés à la stabilité. Cette
section sert de base pour comprendre les définitions plus avancées et les techniques d’analyse qui
suivent.

Nous nous penchons ensuite sur l’examen de méthodes couramment utilisées pour étudier la
stabilité des systèmes dynamiques. Nous abordons des méthodes permettant l’étude de stabilité qui
fournissent une compréhension assez complète des comportements possibles des systèmes dynamiques.
Nous étudions en profondeur les principes fondamentaux de ces méthodes, leurs applications concrètes
et leurs utilités dans différents contextes. Cette partie nous permet d’appréhender également les limites
de ces différentes notions.

C’est pourquoi nous nous tournons ensuite vers les définitions de la stabilité au sens de Lyapunov,
un concept fondamental dans l’étude de la stabilité des systèmes dynamiques. La théorie de Lyapunov
constitue le fondement sur lequel reposent de nombreuses méthodes d’analyse de la stabilité. Plutôt
que de la considérer comme une alternative aux autres méthodes, nous reconnaissons ici son rôle
central dans le domaine de la stabilité des systèmes dynamiques et les moyens de son application pour
analyser avec précision le comportement de ces systèmes.

Enfin, la méthode directe de Lyapunov est le prochain sujet de discussion. Il s’agit d’un outil
puissant et largement utilisé pour évaluer la stabilité des systèmes non linéaires. Nous explorons les
fondamentaux de cette méthode, sa mise en application et son utilité dans divers contextes.

En résumé, ce chapitre fournit une fondation solide pour comprendre et analyser la stabilité des
systèmes dynamiques non linéaires.
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1.2 Rappels théoriques
Dans cette section, nous introduisons les notations et définitions que nous utilisons dans cette

thèse.

1.2.1 Gradient
Pour une fonction à valeur réelle f : Rn → R, nous désignons par :

▽f = (▽f)x =


∂f

∂x1...
∂f

∂xn

 (1.1)

le gradient de f(x), qui est le vecteur colonne des dérivées partielles
∂f

∂xi
dans toutes les directions de

x = [x1, . . . , xn]
T .

1.2.2 Jacobienne
Pour une fonction vectorielle f : Rn → Rm, nous désignons par :

Jf = (Jf)x =
∂f

∂x
=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

... . . . ...
∂fm
∂x1

· · · ∂fm
∂xn

 (1.2)

la jacobienne de f(x), qui est la matrice des dérivées partielles
∂fi
∂xj

.

1.2.3 Hessienne
Pour une fonction à valeur réelle f : Rn → R, nous désignons par :

Hf = (Hf)x =
∂2f

∂x2
=


∂2f
∂x2

1
· · · ∂2f

∂x1∂xn

... . . . ...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂x2
n

 (1.3)

la hessienne de f(x), qui est la matrice des dérivées partielles secondes
∂2f

∂xi∂xj
.

1.2.4 Norme Euclidienne
Soit x = [x1, . . . , xn] ∈ Rn un vecteur à valeur réelle. La norme :

∥x∥2 =

√√√√ n∑
i=1

x2i (1.4)

est la norme euclidienne de x.
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1.2.5 Boule fermée
Soit un vecteur x ∈ Rn, nous désignons par :

Bε(x) = {y ∈ Rn| ∥x− y∥ ≤ ε} (1.5)

la boule fermée centrée sur x de rayon ε ∈ R+. Comme notation abrégée, nous utilisons Bε pour
désigner la boule fermée Bε(0) centrée sur 0 de rayon ϵ.

1.2.6 Propriétés de positivité et de négativité des fonctions
Soit f : D → R une fonction, nous pouvons définir les relations suivantes :

• f est définie positive sur D si et seulement si f(x) > 0 et (x = 0 ⇒ f(x) = 0) pour tout x ∈ D.
• f est semi-définie positive sur D si et seulement si f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ D.
• f est définie négative sur D si et seulement si f(x) < 0 et (x = 0 ⇒ f(x) = 0) pour tout
x ∈ D.

• f est semi-définie négative sur D si et seulement si f(x) ≤ 0 pour tout x ∈ D.

1.2.7 Fonctions de classe K, K∞, KL
Une fonction continue α : [0, a) → [0,∞) appartient à la classe K si elle est strictement monotone

croissante et α(0) = 0. Elle appartient à la classe K∞ si a = ∞ et α(x) → ∞ lorsque x→ ∞.

Une fonction continue B : [0,∞)× [0,∞) → [0,∞) appartient à la classe KL si, pour chaque s
fixé, l’application B(x, s) appartient à la classe K par rapport à x, et pour chaque x fixé, l’application
B(x, s) est décroissante par rapport à s et B(x, s) → 0 lorsque s→ ∞.

1.2.8 Modèles non linéaires
Nous traitons de systèmes dynamiques modélisés par un nombre fini d’équations différentielles

ordinaires du premier ordre couplées :
ẋ1 = f1(t, x1, . . . ,xn, u1, . . . , up)

ẋ2 = f2(t, x1, . . . ,xn, u1, . . . , up)

...
...

ẋn = fn(t, x1, . . . ,xn, u1, . . . , up).

(1.6)

Nous pouvons écrire l’équation différentielle vectorielle du premier ordre :

ẋ = f(t, x, u). (1.7)

L’équation (1.7) est appelée équation d’état et réfère x comme état et u comme entrée.

L’équation d’état, sans entrée u, peut également être appelée équation d’état autonome à temps
variant :

ẋ = f(t, x). (1.8)

Le système est appelé système autonome à temps invariant lorsque la fonction f ne dépend pas
explicitement de t, c’est-à-dire :

ẋ = f(x). (1.9)
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1.2.9 Systèmes à temps discret
Pour les systèmes à temps discret, la modélisation s’effectue de manière similaire, mais elle est

représentée par des équations aux différences. Un système non linéaire à temps discret est généralement
décrit par : 

x1k+1
= g1(k, x1k , . . . ,xnk

, u1k , . . . , upk)

x2k+1
= g2(k, x1k , . . . ,xnk

, u1k , . . . , upk)

...
...

xnk+1
= gn(k, x1k , . . . ,xnk

, u1k , . . . , upk)

(1.10)

où k est l’indice discret représentant des instants successifs.

De manière analogue, l’équation aux différences vectorielle est donnée par :

xk+1 = g (k, xk, uk) (1.11)

où l’équation (1.11) est l’équation d’état discrète, avec x représentant l’état et u l’entrée à l’instant k.

Lorsqu’il n’y a pas d’entrée u, cela donne lieu à une équation d’état autonome discrète :

xk+1 = g(k, xk). (1.12)

Enfin, si la fonction g ne dépend pas explicitement de k, le système est dit autonome à temps
discret invariant :

xk+1 = g(xk). (1.13)

1.2.10 Équilibre
Une notion primordiale dans l’étude de la stabilité est la notion de point d’équilibre. Commençons

par rappeler sa définition pour le système autonome (1.9).

Définition 1 (Point d’équilibre) Un point xe ∈ Rn est dit point d’équilibre pour le système (1.9),
si et seulement si (KHALIL, 2002) :

f(xe) = 0. (1.14)

Pour un système dynamique donné, l’équilibre peut ne pas être unique.

Définition 2 (Point d’équilibre pour les systèmes discrets) Un point xe ∈ Rn est dit point
d’équilibre pour le système à temps discret donné par (1.13), si et seulement si :

f(xe) = xe. (1.15)

Tout comme pour les systèmes continus, pour un système dynamique discret donné, le point
d’équilibre peut ne pas être unique.
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1.2.11 Changement d’origine
Dans la suite de la thèse, afin de simplifier les notations et sans perte de généralités, l’équilibre

étudié est l’origine.

Pour justifier le propos, considérons le système autonome (1.9) et analysons un des points
d’équilibre xe ∈ Rn. Notons z = x − xe le changement de variable. Nous pouvons alors écrire
ż = ẋ = f(x) = f(z + xe). Si nous définissons g(z) := f(z + xe), le système devient, dans les
nouvelles coordonnées :

ż = g(z). (1.16)

Nous trouvons alors g(0) = f(xe) = 0 (sachant que xe est un point d’équilibre pour (1.9)).
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1.3 Quelques outils usuels pour l’étude de la stabilité

Dans cette section, nous abordons divers méthodes et concepts essentiels pour l’étude de la stabilité
des systèmes non linéaires. Ces méthodes sont d’une grande importance dans l’analyse des systèmes
dynamiques. Il est pertinent de noter que la plupart des méthodes dont nous discutons ici découlent de
l’étude de stabilité par Lyapunov, une approche fondamentale que nous présentons dans la section
suivante. Cependant, ces méthodes ont leurs propres particularités et applications qui les rendent
adaptées, et faciles d’emploi dans différents contextes particuliers.

Dans cette partie, nous définissons des méthodes usuelles pour l’étude de la stabilité. Il est im-
portant de noter que ces méthodes aboutissent à des critères spécifiques et dépendent de propriétés
particulières du système. Toutefois, dans le contexte des systèmes dynamiques complexes, en particu-
lier ceux rencontrés dans les applications industrielles, ces approches peuvent se révéler excessivement
conservatrices, notamment lorsqu’il s’agit d’estimer des notions telles que le domaine d’attraction.
Cette notion de domaine d’attraction est explorée plus en détail par la suite.

1.3.1 Passivité

Voici un système en boucle fermée, illustré par la Figure 1.1 où les entrées, les sorties et les signaux
internes sont liés par les équations suivantes :

{
e2 = u2 + y1

e1 = u1 − y2
(1.17)

+

−
H1

e1 y1

+ +

H2

e2y2

u1

u2

FIGURE 1.1 – Système de commande en boucle fermée

Dans certains cas, les systèmes non linéaires peuvent être représentés comme une interconnexion
entre un système linéaire et une non-linéarité statique. Pour ce type d’interconnexion et lorsque la
non-linéarité n’a pas de mémoire, la stabilité du système en boucle fermée peut être analysée en
utilisant la réponse fréquentielle du système linéaire.

Il est important de noter que la stabilité entrée bornée / sortie bornée (Bounded Input / Bounded
Output (BIBO)) individuelle de H1 et H2 n’est pas suffisante pour assurer la stabilité BIBO du système
bouclé connecté.
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Définition 3 (Système passif) Le système (KHALIL, 2002) :{
ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)

où f : Rn × Rm → Rn est localement lipschitzienne, h : Rn × Rm → Rm est continue, f(0, 0) = 0
et h(0, 0) = 0, est dit passif si il existe une fonction continue, différentiable et semi-définie positive
V : Rn → R+ (appelée fonction de stockage) telle que :

V̇ =

(
∂V

∂x
(x)

)
f(x, u) ≤ uTy, ∀(x, u) ∈ Rn × Rm.

De plus, le système est :

• Sans perte si V̇ = uTy.

• Strictement passif si V̇ ≤ uTy − ψ(x) pour une fonction définie positive ψ : Rn → R+.

Les théorèmes suivants fournissent des critères pour déterminer si un système ou une combinaison
de systèmes est stable ou non, en se basant sur leurs propriétés de passivité. Il convient de noter que
ces théorèmes s’appuient fortement sur les concepts de passivité et de stockage d’énergie (KHALIL,
2002).

Théorème 4 (Théorème de la passivité) La connexion en rétroaction de deux systèmes passifs
est passive.

Théorème 5 (Théorème de la passivité) Considérons la connexion en rétroaction de deux
systèmes dynamiques. Lorsque u = 0, l’origine du système en boucle fermée est asymptotiquement
stable si chaque composant de rétroaction est :

• Soit strictement passif.

• Soit strictement passif en sortie et observable à l’état zéro.

De plus, si la fonction de stockage pour chaque composant est radialement non bornée, l’origine
est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 6 (Théorème de la passivité) Considérons la connexion en rétroaction d’un système
dynamique strictement passif avec une fonction sans mémoire passive. Lorsque u = 0, l’origine
du système en boucle fermée est uniformément asymptotiquement stable. Si la fonction de stockage
pour le système dynamique est radialement non bornée, l’origine est globalement uniformément
asymptotiquement stable.
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1.3.1.1 Exemple d’illustration 1

Considérons les deux systèmes dynamiques décrits ci-dessous (KHALIL, 2002) :

H1 :


ẋ1 = x2
ẋ2 = −ax31 − kx2 + e1
y1 = x2

H2 :


ẋ3 = x4
ẋ4 = −bx3 − x34 + e2
y2 = x4

avec a, b, k > 0. Pour le système H1, nous pouvons définir une fonction V1 et sa dérivée temporelle V̇1
comme suit :

V1 =
1

4
ax41 +

1

2
x22

V̇1 = ax31x2 − ax31x2 − kx22 + x2e1 = −ky21 + y1e1

avec e1 = 0, y1(t) ≡ 0 ⇐⇒ x2(t) ≡ 0 ⇒ x1(t) ≡ 0.

Alors H1 est strictement passif en sortie et observable à l’état zéro. Pour le système H2, nous
pouvons définir une fonction V2 et sa dérivée temporelle V̇2 comme suit :

V2 =
1

2
bx23 +

1

2
x24

V̇2 = bx3x4 − bx3x4 − x44 + x4e2 = −y42 + y2e2

avec e2 = 0, y2(t) ≡ 0 ⇐⇒ x4(t) ≡ 0 ⇒ x3(t) ≡ 0.

H2 est strictement passif en sortie et observable à l’état zéro. V1 et V2 sont radialement non bornées.
L’origine est globalement asymptotiquement stable.

Considérons le système en boucle fermée suivant :
ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du

u = −ψ(t, y)
(1.18)

où (A,B,C) est contrôlable et observable et ψ est une non-linéarité sans mémoire variant dans le
temps satisfaisant certaines conditions de secteur. Nous souhaitons étudier la stabilité de l’origine pour
toutes les non-linéarités dans le secteur donné. Si nous démontrons que l’origine du système en boucle
fermée est globalement uniformément asymptotiquement stable pour toutes les non-linéarités dans le
secteur donné, alors le système est dit être absolument stable. Ce problème est appelé le problème de
Lure. Dans ce cas, la passivité permet d’obtenir un critère de stabilité, comme par exemple le critère
de Popov ou le critère du Cercle que nous détaillons dans les prochaines sections.
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1.3.2 Systèmes de Lure
Dans certains cas, les systèmes non linéaires peuvent être représentés comme une interconnexion

entre un système linéaire et une non-linéarité statique. Considérons un système de rétroaction sous la
forme de Lure : {

ẋ = Ax+Bh(y)

y = Cx
(1.19)

où A, B et C sont des matrices constantes, A une matrice non singulière, B et C non nécessairement
carrées (bien queB = C = I soit possible), et h est une fonction non linéaire à valeurs vectorielles. En
effectuant la transformée de Laplace avec des conditions initiales nulles, et en désignant la transformée
par x̂ = L {x}, le vecteur d’état est obtenu comme suit :

x̂ = [sI − A]−1BL {h(y)} (1.20)
et la sortie est donnée par :

ŷ = CG(s)L {h(y)} (1.21)
avec la matrice de transfert du système :

G(s) = [sI − A]−1B. (1.22)
Le système de Lure, illustré par la Figure 1.2, est une configuration en boucle fermée, où la boucle

de rétroaction est généralement considérée comme un "contrôleur". Ainsi, ce système est parfois écrit
sous la forme équivalente suivante : 

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

u = h(y)

(1.23)

+
G(s) C

h(y)

x yr = 0

FIGURE 1.2 – Configuration d’un système de Lure

Dans ce mémoire, nous ne présentons que des résultats sur les systèmes possédant une seule entrée
et une seule sortie (Single Input / Single Output (SISO)). Le lecteur peut avoir un aperçu des résultats
pour des systèmes avec entrées et sorties multiples (Multiple Inputs / Multiple Outputs (MIMO)) dans
(G. CHEN, 2004).

Les systèmes de Lure à une entrée et une sortie, où u = h(y) et y = cTx sont des fonctions
scalaires, sont représentés par : 

ẋ = Ax+ bu

y = cTx

u = h(y)

(1.24)

Supposons que h(0) = 0, de sorte que xe = 0 soit un équilibre du système.
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Définition 7 Si il existe deux constantes α < β telles que :

αy(t)2 ≤ y(t)h(y(t)) ≤ βy(t)2 (1.25)

pour tout y(t) tel que a ≤ y(t) ≤ b et t ∈ [t0 ;∞], alors la condition de secteur locale sur la fonction
non linéaire h(·) est satisfaite.

L’équation (1.25) exprime la condition de secteur locale, où la fonction non linéaire doit se situer
entre les bornes [α ; β] lorsque la valeur de y est comprise entre a et b et pour un temps t dans
l’intervalle [t0 ;∞]. Cette condition locale est représentée sur la partie a) de la Figure 1.3.

Définition 8 Si il existe deux constantes α < β telles que :

αy(t)2 ≤ y(t)h(y(t)) ≤ βy(t)2 (1.26)

pour tout y(t) tel que −∞ ≤ y(t) ≤ ∞ et t ∈ [t0 ;∞], alors la condition de secteur globale sur la
fonction non linéaire h(·) est satisfaite.

L’équation (1.26) quant à elle, représente la condition de secteur globale, où la fonction non linéaire
doit se situer entre les bornes [α ; β] pour toutes les valeurs de y et pour un temps t dans l’intervalle
[t0 ;∞]. Cette condition globale est représentée sur la partie b) de la Figure 1.3.

Ces conditions de secteur sont d’une importance cruciale car elles caractérisent les comportements
admissibles de la fonction non linéaire, influençant ainsi directement les propriétés de stabilité du
système. Elles délimitent les régions dans lesquelles la fonction non linéaire peut opérer tout en
garantissant que le système demeure stable. Lorsque la fonction non linéaire respecte ces conditions
de secteur, il devient possible d’utiliser des techniques d’analyse spécifiques pour déduire la stabilité
asymptotique du système autour de son équilibre xe = 0. Les méthodes basées sur la passivité, les
méthodes fréquentielles comme le critère de Popov ou le critère du Cercle et les méthodes basées sur
les fonctions de Lyapunov sont quelques techniques d’analyse qui peuvent être employées.

Il est important de souligner que les méthodes basées sur les critères du Cercle et de Popov
s’appuient sur la propriété affirmant que la mise en boucle de deux systèmes passifs aboutit à une
boucle fermée stable. Dans cette optique, on utilise l’excès de passivité ou le défaut de passivité de la
non-linéarité. Ceci permet de transformer la boucle en associant une non-linéarité passive à un système
linéaire. Si ce système linéaire est passif, alors la boucle fermée reste stable.

FIGURE 1.3 – Conditions locales et globales du secteur (G. CHEN, 2004)
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1.3.3 Critère de Popov

Théorème 9 (Critère de Popov) Soit G(s) la fonction de transfert définie par (1.22), et Re{·}
désigne la partie réelle d’un nombre complexe (ou d’une fonction). Si le système de Lure (1.24)
satisfait les conditions suivantes (KHALIL, 2002) :

• A est stable et {A, b} est contrôlable.

• Le système satisfait la condition de secteur globale avec α = 0.

• Pour tout ϵ > 0, il existe une constante γ > 0 telle que

Re {(1 + jγω)G(jω)}+ 1

β
≥ ϵ pour tout ω ≥ 0. (1.27)

Alors, le système est globalement asymptotiquement stable autour de son équilibre xe = 0 dans le
secteur.

1.3.4 Critère du Cercle

Le critère de Popov est naturellement lié au critère de Nyquist linéaire (KHALIL, 2002 ; MOHLER,
1991 ; NARENDRA, 2014 ; PARKS et HAHN, 1993). Une généralisation plus directe du critère de
Nyquist aux systèmes non linéaires est la suivante.

Théorème 10 (Critère du Cercle) Si le système de Lure (1.24) satisfait les conditions suivantes
(KHALIL, 2002) :

• A n’a pas de valeur propre purement imaginaire et possède k valeurs propres avec des parties
réelles positives.

• Le système satisfait la condition de secteur globale.

• L’une des situations suivantes est vérifiée :

(a) 0 < α < β → le tracé de Nyquist de G(jω) entoure le disque D[−(1/α), −(1/β)] dans le
sens contraire des aiguilles d’une montre k fois sans y pénétrer.

(b) 0 = α < β → le tracé de Nyquist de G(jω) reste dans le demi-plan ouvert Re{s} > −(1/β).

(c) α < 0 < β → le tracé de Nyquist deG(jω) reste dans le disque ouvertD[−(1/β), −(1/α)].

(d) α < β < 0 → le tracé de Nyquist de G(jω) entoure le disque D[(1/α), (1/β)] dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre k fois sans y pénétrer.

Alors, le système est globalement asymptotiquement stable autour de son équilibre xe = 0.

Dans le cas de 0 < α < β, le disque D[−(1/α), −(1/β)] est représenté dans la Figure 1.4.
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FIGURE 1.4 – Disque D[−(1/α), −(1/β)] (G. CHEN, 2004)

1.3.4.1 Exemple d’illustration 2

Prenons un exemple de systèmes linéaires avec une saturation. Nous considérons les deux sys-
tèmes :

G1(s) =
0, 01

s(1 + 10s)2

G2(s) =
0, 02

(1 + 0, 01s)(1 + 2ξ s
ω1

+
(

s
ω1

)2
)

avec ξ = 0, 04 et ω1 = 200. La boucle fermée correspond à la Figure 1.5 (où G(s) = G1(s) ou G2(s))
avec une non-linéarité invariante dans le temps dans le secteur [0 ; 1].

FIGURE 1.5 – Système linéaire avec saturation en entrée

Nous considérons l’analyse de la stabilité de ces systèmes en utilisant à la fois le critère du Cercle
(Théorème 10) et le critère de Popov (Théorème 9).

En appliquant le cas b) du Théorème 10, la boucle fermée est asymptotiquement stable si le tracé
de Nyquist de G(s) se trouve à droite de la ligne verticale définie par Re[s] = −1. La Figure 1.6
montre le tracé de Nyquist de G1(s) et G2(s). Pour G1(s), le tracé de Nyquist est à droite de la ligne
verticale −1 et la boucle fermée est asymptotiquement stable. Cependant, pour G2(s), le tracé de
Nyquist croise la ligne −1, nous ne pouvons donc pas conclure à la stabilité asymptotique.

Si nous considérons maintenant le critère de Popov, et que nous utilisons l’interprétation graphique
du Théorème 9, la boucle fermée est asymptotiquement stable si le tracé de Re[G(jω)] par rapport
à ωIm[G(jω)] se trouve à droite de la ligne passant par −1 avec une pente de 1

γ
. Pour γ = 0, nous

trouvons ici la même condition que celle du critère du Cercle. La Figure 1.7 montre une ligne passant
par −1 pour une valeur de γ = 100 pour G1 et γ = 0, 004 pour G2. Comme nous pouvons le voir sur

1.3 Quelques outils usuels pour l’étude de la stabilité 19



FIGURE 1.6 – Critère du Cercle

la figure, le tracé de Nyquist pour G1(s) et G2(s) se trouve à droite de cette ligne, nous pouvons donc
conclure que pour les deux systèmes, la boucle fermée est asymptotiquement stable.

Les conditions du critère du Cercle pour la stabilité asymptotique sont plus conservatrices que
celles du critère de Popov, mais il est également nécessaire de considérer que le critère du Cercle
couvre une plus large classe de systèmes en permettant une non-linéarité variant dans le temps (ce qui
n’est pas le cas dans l’exemple d’illustration).

FIGURE 1.7 – Critère de Popov
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1.4 Définitions de stabilité au sens de Lyapunov
Les notions de stabilité définies précédemment se concentrent sur des critères spécifiques ou des

propriétés particulières du système. Pour être applicables, il est nécessaire que ces systèmes soient
linéaires, sous forme de Lure, c’est-à-dire que la non-linéarité doit être extraite et à secteur borné. Cela
rend leur approche assez restrictive.

De plus et de notre point de vue, ces méthodes sont également difficiles à mettre en œuvre, comme
par exemple transformer un système en Lure. Cette complexité peut les rendre moins adaptées pour
estimer une région de stabilité dans le contexte de systèmes industriels complexes, notion que nous
définissons plus tard. C’est donc en raison de ces restrictions que nous nous intéressons à la théorie de
Lyapunov, qui est à l’origine de ces critères et reste l’une des approches les plus fondamentales pour
étudier la stabilité des systèmes dynamiques.

Dans notre cas d’utilisation et pour cette thèse, nous employons la théorie de Lyapunov. Celle-ci,
introduite à la fin du dix-neuvième siècle (LYAPUNOV, 1892), est un moyen pratique d’étudier la
stabilité d’un point d’équilibre pour un système dynamique sans hypothèse structurelle de ce dernier.

Dans cette section, nous abordons la stabilité, pour les systèmes autonomes à temps invariant
définis par l’équation différentielle suivante :{

ẋ = f(x)
x(t0) = x0

(1.28)

Note : La stabilité entrée - état est traitée dans la section 1.5.3.

1.4.1 Définition intuitive de la stabilité
Dans le cadre des systèmes dynamiques, l’idée de stabilité peut être interprétée au travers du

concept d’énergie potentielle et d’énergie cinétique.

Prenons l’exemple d’une balle qui roule sur un paysage composé de collines et de vallées. Chaque
position de la balle dans ce paysage a une certaine énergie potentielle en raison de sa hauteur par
rapport au niveau de référence, et une énergie cinétique associée à sa vitesse.

Un point d’équilibre stable est comme un creux ou une vallée dans ce paysage. Supposons que la
balle soit au repos dans un creux. Si nous donnons à la balle une petite poussée (c’est-à-dire si nous
lui donnons un peu d’énergie cinétique), elle roulera un peu sur les pentes du creux, mais l’énergie
potentielle qu’elle gagne en montant les pentes la ralentira et elle finira par s’arrêter et rouler en arrière
vers le creux. En d’autres termes, toute petite perturbation est "absorbée" par le système et dissipée
avec le temps, ce qui ramène le système à son point d’équilibre.

Un point d’équilibre instable est comme un sommet de colline. Si la balle est parfaitement au repos
au sommet, elle pourrait y rester, mais la moindre perturbation (comme un coup de vent ou une petite
poussée) lui donnerait de l’énergie cinétique et la ferait rouler vers le bas. Contrairement au cas stable,
le système ne revient pas à son état initial après une perturbation, mais s’éloigne au contraire de plus
en plus de son point d’équilibre initial.

Dans ces deux cas, l’énergie totale du système (énergie potentielle plus énergie cinétique) est
conservée, si nous négligeons la dissipation d’énergie par frottement ou autres formes de dissipation.
Cependant, la répartition de l’énergie entre l’énergie potentielle et l’énergie cinétique change avec le
temps, et c’est cette redistribution de l’énergie qui sous-tend la dynamique du système et sa tendance à
la stabilité ou à l’instabilité.
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1.4.2 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 11 (Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre xe est dit stable au sens de
Lyapunov si et seulement si ∀ϵ > 0 il existe ρ(ϵ) > 0 tel que (KHALIL, 2002) :

∥x(t0)− xe∥ ≤ ρ(ϵ) ⇒ ∥x(t)− xe∥ ≤ ϵ, ∀t ≥ t0. (1.29)

Cela signifie que, quel que soit le rayon ϵ d’une boule centrée sur l’équilibre, il est possible de
trouver une sous-boule de rayon ρ(ϵ), telle que, quelle que soit la condition initiale du système à
l’intérieur de cette sous-boule de rayon ρ, la trajectoire qui en découlera ne quittera jamais la boule de
rayon ϵ.

La Figure 1.8 ci-dessous permet de mettre en image les définitions et illustre les stabilités au sens
de Lyapunov que nous abordons dans cette section.

Ici, nous nous positionnons dans le cas f de la Figure 1.8. Nous avons un point d’équilibre qui
peut être envisagé comme un trait plat et horizontal. Si nous plaçons une balle sur ce trait, même si
elle est légèrement poussée ou perturbée, en présence de frottements, elle se déplacera un peu mais
s’arrêtera rapidement, restant toujours sur le trait. C’est ce que signifie la stabilité au sens de Lyapunov :
lorsque le système est perturbé, il peut se déplacer temporairement, mais, grâce aux frottements ou à la
forme d’une cuvette, il revient et reste à une position proche de son point d’équilibre, sans s’éloigner
considérablement.

FIGURE 1.8 – Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov
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1.4.3 Stabilité asymptotique

Définition 12 (Stabilité asymptotique) Le point d’équilibre xe est dit stable asymptotiquement si
deux conditions sont remplies (KHALIL, 2002) :

• Le point d’équilibre est stable selon la définition précédente.

• Il existe une fonction ρ(ϵ) telle que

∥x(t0)− xe∥ ≤ ρ(ϵ) ⇒ lim
t→∞

∥x(t)− xe∥ = 0. (1.30)

Cela signifie que, non seulement toutes les trajectoires qui commencent dans une sous-boule de
rayon ρ restent dans la boule de rayon ϵ, mais aussi qu’elles tendent vers le point d’équilibre xe lorsque
le temps tend vers l’infini.

La Figure 1.8 permet de mettre en image cette définition et représente un système qui est asympto-
tiquement stable.

La balle, dans les cas a, b et e sur la figure, peut-être lancée sur le côté. Elle roulera de haut en bas,
perdra de l’énergie à chaque oscillation, en supposant des frottements, et finalement s’installera au
fond de la crevasse bol, qui est le point d’équilibre. Le système revient toujours à son point d’équilibre
avec le temps.

1.4.4 Stabilité exponentielle

Définition 13 (Stabilité exponentielle) Le point d’équilibre xe est exponentiellement stable, si il
est stable au sens de Lyapunov et si il existe α > 0 tel que, quelque soit ϵ > 0, il existe ρ(ϵ) > 0 tel
que (KHALIL, 2002) :

∥x(t0)− xe∥ < ρ(ϵ) ⇒ ∥x(t)− xe∥ < ϵ∥xe − x(t0)∥ e−α(t−t0), ∀t ≥ t0. (1.31)

Cette définition traduit le fait que toute trajectoire issue d’une condition initiale appartenant à la
boule ouverte de rayon ρ converge vers le point d’équilibre xe plus rapidement qu’une fonction expo-
nentielle. α est appelé dans ce cas le taux de convergence. Nous notons que la stabilité exponentielle
implique la stabilité asymptotique ainsi que la stabilité au sens de Lyapunov.

Pour visualiser la stabilité exponentielle, imaginons une vallée dont les parois sont abruptes. Dans
les cas a et b de la Figure 1.8, plus ces parois sont escarpées, plus la balle lancée contre celles-ci
reviendra rapidement à son point de départ au fond de la vallée. Cette rapidité avec laquelle la balle
retourne à sa position d’équilibre, poussée par l’inclinaison prononcée des parois, est analogue au taux
de convergence α. Un α élevé signifierait des parois très abruptes, entraînant un retour rapide de la
balle vers son point d’équilibre.
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1.4.5 Stabilité globale
Dans chacune des définitions Définition 11, Définition 12 et Définition 13, la stabilité est définie

localement, les conditions initiales étant prises dans un voisinage X(xe) autour du point d’équilibre
xe. Si X(xe) = Rn, le point d’équilibre xe est dit globalement asymptotiquement (exponentiellement)
stable.

Définition 14 (Stabilité globale) Si la condition de stabilité asymptotique (respectivement exponen-
tielle) est vérifiée dans tout Rn, le point d’équilibre est globalement asymptotiquement (respectivement
exponentiellement) stable (KHALIL, 2002).

En observant la Figure 1.8 illustrant les balles, nous pouvons percevoir une distinction claire entre
les stabilités locale et globale. Dans le cadre de la stabilité locale, visualisons un léger creux situé au
sommet d’une colline, soit le cas e. Lorsque nous plaçons une balle à l’intérieur de cette cuvette, elle
reste stable à l’intérieur de ce petit espace, mais si elle est poussée en dehors, elle pourrait rouler en
bas de la colline. Dans le cas de la stabilité globale, imaginons une vaste et profonde vallée s’étendant
sur tout le paysage, soit le cas a. Peu importe où nous plaçons la balle dans cette vallée, même si elle
est déplacée ou perturbée, elle finira toujours par revenir et se stabiliser au fond de cette vallée, quelle
que soit sa position initiale sur l’ensemble de la vallée.

Cependant, nous notons que ces définitions présentent des inconvénients dans la vérification des
différentes propriétés définies précédemment pour un système :

• Il est difficile de calculer de manière explicite chaque solution correspondante à chacune des
conditions initiales.

• Ces définitions sont exprimées sous la forme de propositions mathématiques qu’il n’est pas
simple de vérifier (trouver ϵ, ρ, α, etc.).

C’est pourquoi il existe un cadre général d’étude fondé sur les méthodes de Lyapunov.

24 Chapitre 1 Notions de stabilité



1.5 Méthode directe de Lyapunov

1.5.1 Introduction
La philosophie de base de la méthode directe de Lyapunov, ou appelée aussi seconde méthode de

Lyapunov, est l’extension mathématique d’une observation physique fondamentale que nous avons
expliquée lors de la section 1.4.1 : si l’énergie totale d’un système mécanique (ou électrique) est
continuellement dissipée, alors le système, qu’il soit linéaire ou non linéaire, doit finalement converger
vers un point d’équilibre. Ainsi, nous pouvons conclure sur la stabilité d’un système en examinant la
variation d’une seule fonction scalaire.

Plus précisément, considérons le système non linéaire masse-amortisseur-ressort, dont l’équation
dynamique est :

mẍ+ bẋ|ẋ|+ k0x+ k1x
3 = 0 (1.32)

avec bẋ|ẋ| représentant une dissipation ou un amortissement non linéaire, et (k0x+ k1x
3) représentant

un terme de ressort non linéaire. Supposons que la masse soit écartée de la longueur naturelle du
ressort sur une grande distance, puis relâchée. Le mouvement qui en résulte est-il stable? Il est très
difficile de répondre à cette question en utilisant les définitions de la stabilité, car la solution générale
de cette équation non linéaire est indisponible. Cependant, l’examen de l’énergie du système peut
nous en dire beaucoup sur le modèle de mouvement.

L’énergie mécanique totale du système est la somme de son énergie cinétique et de son énergie
potentielle :

V (x) =
1

2
mẋ2 +

∫ x

0

(k0x+ k1x
3)dx =

1

2
mẋ2 +

1

2
k0x

2 +
1

2
k1x

4. (1.33)

En comparant les définitions de la stabilité et de l’énergie mécanique, nous pouvons facilement
voir certaines relations entre l’énergie mécanique et les concepts de stabilité décrits précédemment :

• Une énergie minimale correspond au point d’équilibre.

• La stabilité asymptotique implique la convergence de l’énergie vers son minimum local.

Ces relations indiquent que la valeur d’une quantité scalaire, l’énergie mécanique, reflète indirecte-
ment l’amplitude du vecteur d’état ; de plus, que les propriétés de stabilité du système peuvent être
caractérisées par la variation de l’énergie mécanique du système.

Le taux de variation de l’énergie pendant le mouvement du système est obtenu facilement en
différenciant la première égalité (1.33) et en utilisant (1.32) :

V̇ (x) = mẋẍ+ (k0x+ k1x
3)ẋ = ẋ(−bẋ|ẋ|) = −b|ẋ|3. (1.34)

L’équation (1.34) implique que l’énergie du système, partant d’une valeur initiale, est continuel-
lement dissipée par l’amortisseur jusqu’à ce que la masse se stabilise, c’est-à-dire jusqu’à x = 0.
Physiquement, il est facile de voir que la masse doit finalement se stabiliser à la longueur naturelle du
ressort, car elle est soumise à une force de ressort non nulle à toute autre position.

La méthode directe de Lyapunov est basée sur une généralisation des concepts du système masse-
ressort-amortisseur ci-dessus à des systèmes plus complexes. Face à un ensemble d’équations différen-
tielles non linéaires, la procédure de base de la méthode directe de Lyapunov consiste à générer une
fonction scalaire, image de l’énergie, pour le système dynamique et à examiner la variation temporelle
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de cette fonction scalaire. De cette manière, des conclusions peuvent être tirées sur la stabilité de
l’ensemble d’équations différentielles sans utiliser les définitions difficiles de la stabilité ou nécessiter
une connaissance explicite des solutions.

La méthode directe de Lyapunov permet également de déterminer non seulement la stabilité d’un
système, mais aussi d’identifier le domaine d’attraction associé. C’est l’un des avantages clés de cette
approche par rapport à des critères plus simples et plus directs à mettre en œuvre comme dans la section
1.4.1. Lorsque nous utilisons les critères de stabilité, comme ceux présentés dans la Définition 12 ou la
Définition 13 par exemple, nous pouvons déterminer si un système est stable ou non, mais ils ne nous
donnent pas d’information sur la taille ou la forme du domaine d’attraction (Domain Of Attraction
(DOA)). En revanche, la méthode directe de Lyapunov nous permet de trouver un domaine de stabilité
précis dans l’espace des états du système.

En utilisant une fonction de Lyapunov appropriée, nous pouvons définir une région de l’espace
des états où la stabilité du système est garantie. Cette région, appelée domaine ou région d’attraction,
représente l’ensemble des conditions initiales pour lesquelles le système convergera vers un état
d’équilibre appartenant à ce DOA. La forme et la taille de ce domaine dépendent de la fonction de
Lyapunov choisie et des propriétés du système.

Cette capacité à déterminer un domaine de stabilité associé à un système est d’une importance
fondamentale en ingénierie des systèmes de contrôle. Cela nous permet de garantir que l’état du
système ne pénètre pas dans des zones où la stabilité n’est pas vérifiable. En connaissant ces régions,
nous pouvons adapter notre stratégie de contrôle pour assurer un fonctionnement stable et éviter les
comportements indésirables.

Dans la suite, nous considérons toujours le système autonome (1.9), défini précédemment.

1.5.2 Cas des systèmes à temps continu
Soit V (x) une fonction continue différentiable définie dans un domaine D ⊂ Rn; 0 ∈ D. La

dérivée de V le long des trajectoires de ẋ = f(x) est (KHALIL, 2002) :

V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(x)

=

(
∂V

∂x

)T

f(x).

Nous pouvons noter que si 0 est un point d’équilibre, alors immédiatement V̇ (0) est égale à 0.

Si ϕ(t, x0) est la solution de ẋ = f(x) qui commence à l’état initial x0 au temps t = 0, alors :

V̇ (x) =
d

dt
V (ϕ(t;x0)).
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Théorème 15 (Théorème de stabilité de Lyapunov) Soit x = 0 un point d’équilibre pour
ẋ = f(x) et un ensemble D ⊂ Rn contenant 0 dans son intérieur. Soit V : D → R une fonction
continue différentiable telle que (KHALIL, 2002) :

V (0) = 0 et V (x) > 0 ∀x ∈ D \ {0} (1.35)

et

V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ D (1.36)

alors x = 0 est stable au sens de Lyapunov. De plus, si :

V̇ (x) < 0 ∀x ∈ D \ {0} (1.37)

alors x = 0 est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

Suite à la présentation du théorème de stabilité de Lyapunov qui offre un cadre pour analyser la
stabilité locale autour d’un point d’équilibre, nous introduisons maintenant une version plus générale
qui permet d’examiner la stabilité globale dans l’ensemble de l’espace d’état.

Théorème 16 (Théorème de stabilité globale de Lyapunov) Soit x = 0 un point d’équilibre
pour ẋ = f(x). Soit V : Rn → R une fonction continue différentiable telle que (KHALIL, 2002) :

V (0) = 0 et V (x) > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞

V̇ (x) < 0 ∀x ∈ Rn \ {0}

alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

1.5.2.1 Exemple d’illustration 3

Considérons le système suivant, l’équation du pendule sans frottement (KHALIL, 2002) :{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −a sin(x1)

avec a > 0. Étudions la stabilité du point d’équilibre à l’origine. Un candidat à la fonction de
Lyapunov est la fonction d’énergie :

V (x) = a(1− cos(x1)) +
1

2
x22.

Clairement, V (0) = 0 et V (x) est définie positive sur le domaine −π < x1 < π si a > 0. La
dérivée de V (x) le long des trajectoires du système est donnée par :

V̇ (x) = aẋ1 sin(x1) + x2ẋ2 = ax2 sin(x1)− ax2 sin(x1) = 0.

Ainsi, les conditions (1.35) et (1.36) sont satisfaites, et nous concluons que l’origine est stable.
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Avec V̇ (x) = 0 et la fonction de Lyapunov actuellement choisie, cela ne nous permet pas d’affirmer
que l’origine est asymptotiquement stable. Cependant, cette observation ne conteste pas la stabilité
asymptotique de l’origine. Celle-ci pourrait être établie en choisissant une autre fonction de Lyapunov
appropriée.

1.5.2.2 Exemple d’illustration 4

Considérons le système suivant (SLOTINE, LI et al., 1991) :{
ẋ1 = x2 − x1(x

2
1 + x22)

ẋ2 = −x1 − x2(x
2
1 + x22)

Nous considérons ici le point d’équilibre de ce système comme l’origine. Une fonction de Lyapunov
candidate pourrait être :

V = x21 + x22.

La dérivée de V le long de toute trajectoire du système est :

V̇ = 2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = −2(x21 + x22)
2

qui est définie négative. Par conséquent, l’origine est un point d’équilibre globalement asymptotique-
ment stable. Notons que le caractère global de ce résultat de stabilité implique également que l’origine
est le seul point d’équilibre du système.

Théorème 17 (Théorème de stabilité exponentielle de Lyapunov) Si il existe une boule
Bδ(0) et une fonction V (x) ∈ C1 telles que, pour tout x ∈ Bδ(0) (KHALIL, 2002) :

k1∥x∥a ≤ V (x) ≤ k2∥x∥a (1.38)

V̇ (x(t)) ≤ −k3∥x∥a (1.39)

où k1, k2, k3 et a sont des constantes positives. Alors l’origine est exponentiellement stable.

De plus, si (1.38) et (1.39) s’appliquent pour tout x ∈ Rn, alors l’origine est globalement exponen-
tiellement stable.

Note 1 :
k2
k3

est une borne supérieure du taux de convergence exponentielle de ∥x(t)∥.

Note 2 : Une fonction f(x) appartient à la classe C1 si elle est continue et si sa dérivée f ′(x) existe
et est continue sur son domaine :

f ∈ C1 ⇐⇒ f est continue et f ′ est continue.
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1.5.2.3 Exemple d’illustration 5

Considérons le système autonome donné par (PETTERSEN, 2017) :

ẋ = −x− x3.

Voici une fonction de Lyapunov candidate :

V (x) =
1

2
x2.

La dérivée temporelle de V (x) le long des trajectoires du système est :

V̇ (x) = xẋ = −x2 − x4.

Il est facilement démontrable que l’origine est globalement asymptotiquement stable. Nous voulons
montrer qu’il existe des constantes a > 0, k1 > 0, k2 > 0 et k3 > 0 telles que :

k1∥x∥2 ≤ V (x) ≤ k2∥x∥2

et

V̇ (x) ≤ −k3∥x∥a.

Pour la première condition, nous choisissons k1 = k2 = 1/2 et a = 2. Alors il est vrai que :

1

2
x2 ≤ V (x) ≤ 1

2
x2.

Pour la deuxième condition, nous devons montrer que V̇ (x) ≤ −k3∥x∥a. Nous avons :

V̇ (x) = −x2 − x4

= −∥x∥2−∥x∥4︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ −∥x∥2.

Nous choisissons k3 = 1. Par conséquent, l’origine est globalement exponentiellement stable.

1.5.3 Stabilité entrée - état

Définition 18 (Stabilité entrée - état) Le système ẋ = f(t, x, u) est stable entrée - état (Input-
to-State Stable (ISS)) si il existe β ∈ KL et γ ∈ K tels que pour tout état initial x(t0) et pour toute
entrée bornée u(t) (KHALIL, 2002) :

∥x(t)∥ ≤ max
{
β(∥x(t0)∥, t− t0), γ

(
sup

t0≤τ≤t
∥u(τ)∥

)}
(1.40)

pour tout t ≥ t0.

La stabilité entrée - état nécessite que l’origine de ẋ = f(t, x, 0) soit globalement asymptotique-
ment stable.
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Théorème 19 (Théorème de stabilité ISS de Lyapunov) Le système ẋ = f(t, x, u) est ISS si
il existe une fonction V de classe C1, des fonctions de classe K∞ α1, α2, une fonction ρ de classe K et
une fonction continue positive α3 telles que :

α1(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ α2(∥x∥) (1.41)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x, u) ≤ −α3(∥x∥), ∀∥x∥ ≥ ρ(∥u∥) > 0. (1.42)

Le théorème suivant aborde la stabilité ISS en retirant la considération du temps, se concentrant
sur le système caractérisé par ẋ = f(x, u).

Théorème 20 (Théorème de stabilité ISS de Lyapunov) Le système ẋ = f(x, u) est ISS si il
existe une fonction V de classe C1, des fonctions de classe K∞ α1, α2, α3 et γ telles que (KHALIL,
2002) :

α1(∥x∥) ≤ V (x) ≤ α2(∥x∥) (1.43)

∂V

∂x
f(x, u) ≤ −α3(∥x∥) + γ(∥u∥). (1.44)

1.5.3.1 Exemple d’illustration 6

Considérons le système non-autonome suivant (KHALIL, 2002) :

ẋ = −x3 + u.

L’origine du système non forcé est globalement asymptotiquement stable, ce qui peut être démontré
en utilisant la fonction de Lyapunov candidate V (x) = 1

2
x2. En utilisant la même fonction de Lyapunov,

sa dérivée temporelle le long des trajectoires de l’ensemble du système est donnée par :

V̇ (x) = −x4 + xu.

Sans aucun changement, introduisons un scalaire θ ∈ (0, 1). Ainsi, nous réécrivons la dérivée de
V̇ comme suit :

V̇ (x) = −x4 + xu+ θx4 − θx4 = −(1− θ)x4 + x(u− θx3).

Nous obtenons V̇ (x) ≤ −(1− θ)x4 à condition que :

x(u− θx3) < 0

ou, de manière équivalente :

|x| >
(
|u|
θ

)3

.

Ainsi, le système est ISS avec :

ρ(∥u∥) =
(
|u|
θ

)3

.
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1.5.4 Cas des systèmes à temps discret
Les définitions précédentes ont des analogies pour les systèmes à temps discret. Considérons le

système donné par (1.45) :

xk+1 = f(k, xk, uk) (1.45)

avec l’état d’équilibre en 0, en remplaçant le temps continu t ≥ 0 par le temps discret k ∈ {0, 1, 2, . . . }.

La dérivée temporelle V̇ (t, x, u) de la fonction de Lyapunov le long des trajectoires est remplacée
par :

∆V (k, x, u) = V (k + 1, f(k, x, u))− V (k, x, u) (1.46)

dans les conditions définissant les fonctions de Lyapunov.

1.5.5 Domaine d’attraction
Le domaine d’attraction (également appelé bassin ou région de stabilité) d’un point d’équilibre

d’un système est l’ensemble de tous les états initiaux qui génèrent des solutions du système qui, en cas
de stabilité asymptotique, convergent vers ce point d’équilibre, ou qui, dans le cas de stabilité au sens
de Lyapunov, restent dans un voisinage de ce point d’équilibre. Dans la majorité des cas (surtout dans
l’industrie), il n’est pas suffisant de déterminer qu’un système donné a un point d’équilibre stable. Il
est aussi crucial d’assurer une région de stabilité autour de ce point d’équilibre dans le but de maintenir
le système dans ce voisinage.

En effet, le plus important est plutôt de déterminer la région d’attraction ou une approximation de
cette région. De telles approximations peuvent être trouvées en utilisant la théorie de Lyapunov.

Mathématiquement, le DOA Rs s’écrit :

Rs = {x(0) ∈ Rn : lim
t→∞

x(t) = xe}

où x(t) est l’état du système autonome au temps t et x(0) est l’état initial.

Une grande partie de nos recherches se porte sur la définition de cette approximation du DOA.

La Figure 1.8 illustre un système qui a plusieurs points d’équilibre, certains étant stables et
d’autres instables. C’est une représentation d’un système dynamique non linéaire où différents points
d’équilibre peuvent coexister. Par exemple, nous pourrions avoir un paysage avec plusieurs vallées
(points d’équilibre stables) et collines (points d’équilibre instables). L’étude de ces systèmes nécessite
une compréhension précise de la nature de chaque point d’équilibre pour prédire le comportement
global du système. Cette figure montre à quel point il est important d’estimer le domaine attraction.

La détermination exacte du domaine d’attraction est généralement une tâche difficile, en particulier
pour les systèmes non linéaires. Cependant, l’analyse des ensembles de niveau (level sets) de la
fonction de Lyapunov peut fournir une estimation du domaine d’attraction plus ou moins conservative.
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1.5.6 Level set

Une méthode analytique d’approximation du DOA est définie par la théorie de la stabilité de
Lyapunov comme suit :

Théorème 21 (Estimation du DOA) Un ensemble fermé M ⊂ Rn, incluant l’origine en tant
qu’équilibre, peut approximer le DOA pour l’origine du système ẋ = f(x) si les conditions suivantes
sont satisfaites (CHESI, 2007a) :

• M est un ensemble invariant pour le système ẋ = f(x).

• Une fonction définie positive V (x) peut être trouvée telle que V̇ (x) est définie négative à
l’intérieur de M.

Les conditions du Théorème 21 garantissent que l’ensemble approximé M est contenu dans le
DOA.

L’ensemble de sous-niveaux, couramment désigné dans la littérature anglophone par "level set", est
un concept clé dans notre étude. Pour assurer la clarté et la cohérence dans ce mémoire, nous utilisons
le terme "level set" pour désigner cet ensemble. Plus formellement, le level set Ω(c) de la fonction de
Lyapunov V (x) est défini par la formule suivante :

Ω(c) = {x ∈ D : V (x) ≤ c}. (1.47)

Selon le Théorème 21, tout level set d’une fonction de Lyapunov candidate qui satisfait la stabilité
asymptotique locale de l’équilibre peut être une estimation du DOA si la dérivée temporelle de la
fonction de Lyapunov est négative partout à l’intérieur du level set.

Le problème d’approximation du DOA revient donc en un problème de recherche du plus grand
level set d’une fonction de Lyapunov. Pour obtenir l’estimation la plus grande du DOA, il est nécessaire
de trouver la valeur maximale c ∈ R pour laquelle Ω(c) satisfait les conditions du Théorème 21.

Théorème 22 Soit V (x) une fonction de Lyapunov positive pour le système dynamique donné par
ẋ = f(x), et soit Ω(c) un ensemble invariant associé à un level set de la fonction V (x). L’ensemble
Ω(c∗) représente la plus grande estimation du DOA pour l’origine du système si c∗ est donné par :

c∗ = max c

tel que Ω(c) ⊆ H(x)

H(x) = {0} ∪ {x ∈ Rn : V̇ (x) < 0}
(1.48)

La détermination de la plus grande estimation du DOA via les level sets de la fonction de Lyapunov
peut être abordée par plusieurs méthodes. Bien qu’il existe de nombreuses stratégies heuristiques, qui
sont examinées dans le chapitre suivant consacré à la littérature existante, notre attention se porte sur
une approche proposée dans (NAJAFI et al., 2016). L’Algorithme 1, proposé dans cette publication, se
distingue par son efficacité à déterminer la valeur optimale de c, soit c∗. Cette technique particulière
est d’un intérêt central pour le développement de notre méthode. Dans cette algorithme, nous partons
d’un ensemble de ns points dans l’espace d’état pour évaluer la fonction de Lyapunov et sa dérivée.
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Algorithme 1 : Pseudo-code pour la détermination du plus grand c

Input : V (x), V̇ (x), ns

c = ∞ ;
for i = 1 : ns do

if V̇ (xi) ≥ 0 et V (xi) < c then
c = V (xi) ;

end
c∗ = c ;
end

1.5.7 Systèmes inter-connectés
Les systèmes inter-connectés sont des systèmes composés de plusieurs sous-systèmes qui inter-

agissent entre eux. C’est une propriété importante dans l’analyse et la conception de systèmes de
contrôle, car elle permet de diviser un système complexe en sous-systèmes plus simples qui peuvent
être analysés séparément. De nombreux outils dans la littérature fournissent des propriétés de sta-
bilité des sous-systèmes inter-connectés. Un des résultats le plus fondamental pour les systèmes
inter-connectés est probablement le théorème du petit-gain pour la stabilité entrée - sortie, introduit
à l’origine par Zames (ZAMES, 1959 ; ZAMES, 1966a, 1966b), et (SANDBERG, 1963), qui étudie
l’interconnexion de rétroaction de deux systèmes stables d’entrée à sortie.

Chaque sous-système peut être décrit par ses propres équations d’état et l’interconnexion entre
les sous-systèmes est souvent modélisée par des équations algébriques supplémentaires. Le résultat
suivant, présenté à l’origine dans (JIANG et al., 1995), exploite le formalisme ISS pour énoncer un
théorème du petit-gain pour les systèmes non linéaires invariants dans le temps, de la forme :

{
ẋ1 = f1(x1, x2, u1)

ẋ2 = f2(x2, x1, u2)

(1.49a)
(1.49b)

avec f1 : Rn1 × Rn2 × Rm1 → Rn1 et f2 : Rn2 × Rn1 × Rm2 → Rn2 qui sont localement Lipschitz et
qui satisfont f1(0, 0, 0) = 0 et f2(0, 0, 0) = 0. La Figure 1.9 représente l’interconnexion en rétroaction
des deux systèmes (1.49a) et (1.49b).

Théorème 23 (Théorème du petit-gain) Supposons que, pour chaque i ∈ {1, 2}, il existe
une fonction candidate de Lyapunov Vi : Rni → R+ et αi, χi, γi ∈ K∞ telles que, pour tous
(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 et tous (u1, u2) ∈ Rm1 × Rm2 , les implications suivantes sont vraies (JIANG

et al., 1995) :

V1 ≥ max{χ1(V2); γ1(|u1|)} ⇒ ∂V1
∂x1

(x1)f1(x1, x2, u1) ≤ −α1(V1) (1.50)

V2 ≥ max{χ2(V1); γ2(|u2|)} ⇒ ∂V2
∂x2

(x2)f2(x2, x1, u2) ≤ −α2(V2). (1.51)

Alors, sous la condition de petit-gain :

χ1 ◦ χ2(s) < s, ∀s > 0 (1.52)

le système (1.49) est ISS.
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La condition (1.50) est équivalente à exiger que le sous-système x1 (1.49a) soit ISS par rapport à
ses entrées x2 et u1. De même, (1.51) impose que le sous-système x2 (1.49b) soit ISS par rapport à x1
et u2.

La condition de petit-gain (1.52) peut être énoncée de manière équivalente :

χ2 ◦ χ1(s) < s, s > 0.

Le théorème du petit-gain (DE FIGUEIREDO et CHEN, 1993 ; DESOER et VIDYASAGAR, 2009 ;
KHALIL, 2002) est également un critère pratique pour vérifier la stabilité BIBO d’un système de
contrôle en boucle fermée. Il s’applique à presque tous les types de systèmes (linéaires et non linéaires,
en temps continu et en temps discret, avec retard, de dimensions quelconques), tant que la formulation
mathématique est appropriée pour satisfaire les conditions du théorème.

ẋ1 = f1(x1, x2, u1)

ẋ2 = f2(x2, x1, u2)

x1
x2

u1

u2

FIGURE 1.9 – Système inter-connecté

1.5.7.1 Exemple d’illustration 7

Considérons le système non linéaire suivant (JIANG et al., 1996) :
ż1 = −z1 + z31z2

ż2 = −z2 − z61z2 + z23

ż3 = −z33 + 0.5|z3|3/2
(1.53)

Soit x1 = (z1, z2)
T et x2 = z3. Une vérification directe montre que V1(x1) = 1

2
z21 +

1
2
z22 est une

fonction de Lyapunov ISS pour le sous-système x1 de (1.53) avec x2 en entrée et :

χ1(s) =
8

2− ϵ1
s2

pour une valeur suffisamment petite de ϵ1 > 0. Aussi, V2(x2) = 1
2
x22 est une fonction de Lyapunov

ISS pour le sous-système x2 de (1.53) avec x1 en entrée et :

χ2(s) =
21/3

(4− ϵ2)2/3
s1/2

pour une valeur suffisamment petite de ϵ2 > 0. Un calcul simple montre que pour des valeurs
suffisamment petites de ϵ1 > 0 et ϵ2 > 0, alors χ1 ◦ χ2(s) < s pour tout s > 0. Par conséquent,
selon le Théorème 23, le système (1.53) est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre
(z1, z2, z3) = (0, 0, 0).
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1.5.8 Instabilité
Le théorème de Chetaev permet d’étendre l’analyse de la stabilité des systèmes dynamiques non

linéaires à des situations où les fonctions de Lyapunov ne fournissent pas de résultat concluant. En
effet, bien que les fonctions de Lyapunov soient des outils puissants pour évaluer la stabilité des
systèmes, leur absence ne signifie pas nécessairement que le système est instable.

En utilisant le théorème de Chetaev, nous pouvons examiner des cas où les fonctions de Lyapunov
ne peuvent pas être trouvées. Ainsi, le théorème de Chetaev permet de fournir des conditions suffisantes
pour l’instabilité, au sens de Lyapunov, d’un point d’équilibre.

Théorème 24 (Théorème de Chetaev) Le point d’équilibre xe = 0 est instable si il existe une
fonction de classe C1 V : R+ × Rn → R, une boule Br, un ensemble ouvert Ω ⊆ Br, et une fonction
γ de classe K telles que (CHETAEV et al., 1961) :

• V (t, x) > 0, ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Ω.

• sup
t≥0

sup
x∈Ω

V (t, x) <∞.

• 0 ∈ ∂Ω (à la frontière de Ω).

• V (t, x) = 0, ∀t ≥ 0, ∀x ∈ ∂Ω ∩ Br.

• V̇ (t, x) > γ, ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Ω.

La Figure 1.8, dans les cas c et d, montre un point d’équilibre instable. Ici, nous avons un point
d’équilibre précaire, comme une balle sur le sommet d’une colline. Même une petite brise peut déplacer
la balle, et une fois qu’elle commence à bouger, elle roulera de plus en plus loin du sommet. Dans ce
scénario, le système est susceptible de s’éloigner de plus en plus de son point d’équilibre suite à une
perturbation, aussi petite soit-elle.

1.5.8.1 Exemple d’illustration 8

Considérons le système suivant (KHALIL, 2002) :{
ẋ1 = x1(k

2 − x21 − x22) + x2(x
2
1 + x22 + k2)

ẋ2 = −x1(k2 + x21 + x22) + x2(k
2 − x21 − x22)

Considérons V (x) = x21 + x22 comme fonction de Lyapunov candidate. La dérivée de V (x) le long
des trajectoires du système est :

V̇ (x) = 2x21(k
2 − x21 − x22) + 2x1x2(x

2
1 + x22 + k2)

− 2x1x2(x
2
1 + x22 + k2) + 2x22(k

2 − x21 − x22)

= 2(x21 + x22)(k
2 − x21 − x22).

En posant k = 0, nous obtenons V̇ (x) = −2(x21 + x22)
2. L’origine est donc globalement asymptoti-

quement stable.

En supposant k ̸= 0, nous obtenons V̇ (x) > 0, pour x21 + x22 < k2. Selon le théorème de Chetaev,
l’origine est instable.
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1.6 Récapitulatif et perspectives
Ce chapitre a exposé les bases fondamentales nécessaires à la compréhension des notions de

stabilité au sens de Lyapunov qui nous sont utiles dans la suite. En commençant par les rappels
théoriques, nous avons exploré les principaux outils mathématiques qui constituent le socle sur lequel
reposent les études avancées de la stabilité. Par ailleurs, les modèles non linéaires et les systèmes à
temps discret nous ont offert un éclairage sur la diversité et la complexité des systèmes étudiés.

Des méthodes classiques pour l’étude de la stabilité ont été mises en avant, notamment la passivité,
les systèmes de Lure, le critère de Popov et le critère du Cercle. Ces méthodes, bien qu’essentielles,
ont montré leurs limites dans certains contextes.

En approfondissant les notions de stabilité selon Lyapunov, nous avons découvert toute la richesse
et la complexité de ce domaine. Au-delà du concept majeur de la stabilité asymptotique, d’autres
formes et définitions de stabilité ont été abordées, reflétant la diversité des situations et systèmes que
nous pouvons rencontrer. La méthode de Lyapunov se révèle être un outil essentiel, mais sa mise
en œuvre nécessite une compréhension approfondie de ces différentes formes de stabilité. Enfin, la
méthode directe de Lyapunov et ses applications ont mis en lumière la polyvalence et la puissance de
cette technique, tout en révélant les défis associés à sa mise en œuvre.

Cette compréhension solide des notions de stabilité établies nous ouvre la porte aux discussions
académiques actuelles sur les fonctions de Lyapunov. Le prochain chapitre est dédié à une analyse
détaillée de la littérature existante, mettant en lumière diverses méthodes pour déterminer une fonction
de Lyapunov.
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2.1 Introduction
L’étude de la stabilité des systèmes dynamiques s’ancre dans une histoire riche d’innovations et de

découvertes. Ce chapitre propose un panorama des méthodes existantes afin de déterminer une fonction
de Lyapunov, en introduisant des perspectives novatrices, incarnées par les méthodes automatiques
dans ce manuscrit. Alors que les systèmes dynamiques deviennent de plus en plus complexes, surtout
dans le contexte industriel, les méthodes traditionnelles, bien qu’essentielles, montrent leurs limites,
nécessitant ainsi une évolution des approches utilisées. Cet état de l’art révèle une évolution de la
recherche depuis les premières méthodes théoriques jusqu’aux approches numériques et automatiques.

Nous débutons notre exploration par une étude de la littérature existante sur les méthodes théoriques,
puis sur les méthodes numériques. Ces approches, ayant fait leurs preuves au fil du temps, permettent
d’offrir une compréhension complète de l’analyse de la stabilité jusqu’à aujourd’hui. Nous mettons en
évidence leurs forces, leurs contributions essentielles, mais aussi leurs limites face à des systèmes non
linéaires de dimension élevée.

Après avoir établi ce solide contexte, nous plongeons dans le vif du sujet en explorant les mé-
thodes automatiques. Inspirées des récentes avancées en intelligence artificielle (Artificial Intelligence
(AI)), ces méthodes représentent une rupture potentielle avec les approches conventionnelles. Nous
examinons en détail des innovations telles que la "Lyapunov Machine" et d’autres techniques basées
sur les réseaux de neurones et l’entraînement par métaheuristiques. L’objectif est de déterminer la
mesure dans laquelle ces nouvelles méthodes peuvent combler les lacunes des approches précédentes
et offrir des outils adaptés aux défis actuels de la stabilité des systèmes dynamiques. En lien avec les
méthodes automatiques explorées dans ce chapitre, une section est dédiée à une approche prometteuse
et novatrice : la recherche d’une fonction de Lyapunov, modélisée par un réseau neuronal, par optimi-
sation. Cette partie s’appuie sur un papier clé qui a guidé l’approche adoptée tout au long des travaux
menés durant cette thèse.

Au travers de cette exploration, nous visons non seulement à fournir une compréhension exhaustive
de l’analyse de la stabilité à travers ses développements significatifs, mais également à entrevoir
les perspectives futures de ce domaine. Ce chapitre sert donc à la fois de bilan, de mini-guide et
d’invitation à l’innovation dans l’étude de la stabilité des systèmes dynamiques.

Au cours des sections suivantes, une étude détaillée des méthodes théoriques et numériques est
présentée. Cependant, il serait bénéfique pour les lecteurs de se référer également à la revue citée dans
(P. GIESL et HAFSTEIN, 2015b). Cette revue, qui offre une analyse exhaustive sur la détermination
numérique des fonctions de Lyapunov, constitue une ressource précieuse pour appréhender les avancées
et les défis actuels dans ce domaine. Bien que cette revue aborde les méthodes automatiques, elle le
fait de manière succincte. Ce chapitre aspire donc à combler ce manque en étudiant en profondeur
l’état de l’art des méthodes de stabilité automatique.
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2.2 Méthodes théoriques
La stabilité des systèmes non linéaires est un sujet fondamental de recherche en automatique

et en théorie du contrôle. La détermination des fonctions de Lyapunov s’avère être une approche
particulièrement puissante pour analyser la stabilité de tels systèmes. Dans cette optique, les méthodes
théoriques jouent un rôle déterminant, offrant une base solide pour l’étude de la stabilité des systèmes
non linéaires.

Parmi ces méthodes théoriques, la méthode de linéarisation, qui repose sur l’idée de simplifier
un système non linéaire en une forme linéarisée autour d’un point d’équilibre, offre une première
approche intuitive et accessible. Cependant, elle n’est valide qu’à proximité de l’équilibre et peut donc
être limitée pour des systèmes présentant des comportements complexes ou chaotiques.

La méthode de Krasovski et le principe d’invariance de LaSalle apportent une contribution
significative à l’analyse de la stabilité en offrant des outils plus sophistiqués et flexibles. La méthode
de Krasovski fait appel à des formes fonctionnelles prédéfinies pour caractériser la stabilité, tandis
que le principe d’invariance de LaSalle s’appuie sur l’idée d’ensembles invariants pour comprendre le
comportement des solutions du système.

Ces méthodes théoriques sont essentielles pour poser les bases de la stabilité et fournir des
premières approches pour la détermination des fonctions de Lyapunov. Elles sont complétées par
des méthodes numériques et des méthodes automatiques qui permettent d’aborder des systèmes plus
complexes ou d’obtenir des résultats plus précis et rapides.

Dans cette sous-section, nous explorons en détail certaines méthodes théoriques, leurs applications
et les perspectives qu’elles offrent pour l’analyse de la stabilité des systèmes non linéaires.

2.2.1 Méthode de linéarisation
La méthode de linéarisation de Lyapunov concerne la stabilité locale d’un système non linéaire

(HIRSCH et al., 2012). Considérons le système autonome (1.9), et supposons que f(x) est continûment
différentiable. Alors, la dynamique du système peut être écrite comme suit :

ẋ =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

x+ ft.o.s.(x) (2.1)

où t.o.s. signifie : termes d’ordre supérieur. Utilisons la matrice constante A pour désigner la matrice
jacobienne de f par rapport à x en x = 0 :

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

(2.2)

Il est important de noter que cette approche signifie que nous nous limitons uniquement aux
systèmes invariants dans le temps. Alors, le système :

ẋ = Ax (2.3)

est appelé linéarisation (ou approximation linéaire) du système original au point d’équilibre 0.
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La stabilité d’un système linéaire décrit par une équation du type ẋ = Ax, où A est une matrice
carrée, est déterminée par les valeurs propres de la matrice A :

• L’origine est stable au sens de Lyapunov si toutes les valeurs propres de A sont à partie réelle
négative ou nulle, soit :

∀λ ∈ sp A, Re(λ) ≤ 0

et si les valeurs propres de A dont la partie réelle est nulle ont une multiplicité algébrique égale
à la multiplicité géométrique (ANTSAKLIS et MICHEL, 1997).

• L’origine est asymptotiquement / exponentiellement stable si et seulement si la matrice A est
Hurwitz, soit :

∀λ ∈ sp A, Re(λ) < 0.

• Sinon l’origine est instable.

2.2.1.1 Exemple d’illustration 9

L’équation du pendule (KHALIL, 2002) :{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −a sinx1 − bx2

a deux points d’équilibre : (x1 = 0, x2 = 0) et (x1 = π, x2 = 0). Analysons la stabilité de ces deux
points en utilisant la linéarisation. La matrice jacobienne est donnée par :

∂f

∂x
=

[
0 1

−a cosx1 −b

]
Pour déterminer la stabilité de l’origine, nous évaluons la matrice jacobienne en x = 0 :

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

[
0 1
−a −b

]
Les valeurs propres de A sont déterminées par le polynôme caractéristique λ2+ bλ+a. En utilisant

le critère de Routh, nous constatons que, pour toutes les valeurs positives de a et b, les parties réelles des
valeurs propres sont négatives. Par conséquent, le point d’équilibre à l’origine est asymptotiquement
stable.

Pour déterminer la stabilité du point d’équilibre en (x1 = π, x2 = 0), nous évaluons la matrice
jacobienne en ce point. Cela revient à effectuer un changement de variables z1 = x1 − π, z2 = x2 pour
déplacer le point d’équilibre à l’origine, et évaluer la matrice jacobienne [∂f/∂z] en z = 0 :

Ã =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x1=π,x2=0

=

[
0 1
a −b

]
Les valeurs propres de Ã sont :

λ1,2 = −1

2
b ± 1

2

√
b2 + 4a.

Pour toutes les valeurs de a > 0 et b ≥ 0, il existe une valeur propre dans le demi-plan droit ouvert.
Par conséquent, le point d’équilibre en (x1 = π, x2 = 0) est instable.
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2.2.2 Méthode de Krasovski
La méthode de Krasovski suggère une forme la plus simple de candidat à la fonction de Lyapunov

pour les systèmes non linéaires autonomes (1.9), à savoir, V = fTf . L’idée de base de la méthode
consiste simplement à vérifier si ce choix particulier conduit effectivement à une fonction de Lyapunov.

Théorème 25 (Krasovski) Considérons le système autonome défini par (1.9), avec le point
d’équilibre d’intérêt étant l’origine. Soit J(x) la matrice jacobienne du système (PERKO, 2013) :

J(x) =
∂f

∂x
.

Si la matrice K = JT + J est définie négative dans un voisinage Ω de l’origine, alors le point
d’équilibre à l’origine est asymptotiquement stable. Une fonction de Lyapunov pour ce système est :

V (x) = fT (x)f(x).

Si Ω est l’espace d’état entier et, si de plus, V (x) → ∞ lorsque ∥x∥ → ∞, alors le point
d’équilibre est globalement asymptotiquement stable.

2.2.2.1 Exemple d’illustration 10

Considérons le système non linéaire suivant (SLOTINE, LI et al., 1991) :{
ẋ1 = −6x1 + 2x2

ẋ2 = 2x1 − 6x2 − 2x32

Nous avons :

J =
∂f

∂x
=

[
−6 2
2 −6− 6x22

]

K = JT + J =

[
−12 4
4 −12− 12x22

]
La matrice K est facilement démontrée comme étant définie négative. Par conséquent, l’origine

est asymptotiquement stable. Selon le théorème, un candidat à la fonction de Lyapunov est :

V (x) = (−6x1 + 2x2)
2 + (2x1 − 6x2 − 2x32)

2.

Comme V (x) → ∞ lorsque ∥x∥ → ∞, l’état d’équilibre à l’origine est globalement asymptoti-
quement stable.

Bien que l’utilisation de ce résultat soit assez simple, son applicabilité est limitée en pratique car
K(x), pour de nombreux systèmes, ne satisfait pas la propriété de définition négative.
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Théorème 26 (Théorème généralisé de Krasovski) Considérons le système autonome défini
par (1.9), avec le point d’équilibre d’intérêt étant l’origine, et J(x) la matrice jacobienne du système.
Si il existe deux matrices symétriques définies positives P et Q, telles que pour tout ∀x ̸= 0, la matrice
(PERKO, 2013) :

K(x) = JTP + PJ +Q

est semi-définie négative dans un certain voisinage Ω de l’origine, alors l’origine est asymptotiquement
stable.

La fonction V (x) = f(x)Tf(x) est alors une fonction de Lyapunov pour ce système. Si la région
Ω est l’ensemble de l’espace d’état, et si de plus, V (x) → ∞ lorsque ∥x∥ → ∞, alors le système est
globalement asymptotiquement stable.

2.2.3 Méthode du principe d’invariance de LaSalle
Le théorème de LaSalle (LA SALLE, 1976 ; LASALLE, 1960) permet de conclure à la stabilité

asymptotique d’un point d’équilibre même lorsque nous ne pouvons pas trouver une fonction V (x)
telle que V̇ (x) soit localement définie négative. Cependant, il ne s’applique uniquement qu’aux
systèmes invariants dans le temps ou périodiques.

Pour illustrer la méthode, prenons un exemple. Considérons l’équation du pendule avec frottements
(KHALIL, 2002) : {

ẋ1 = x2

ẋ2 = −
(
g
l

)
sinx1 −

(
k
m

)
x2

Prenons une fonction de Lyapunov candidate telle que :

V (x) =
(g
l

)
(1− cosx1) +

1

2
x22.

La dérivée de V (x) le long des trajectoires du système est donnée par :

V̇ (x) =
(g
l

)
ẋ1 sin(x1) + x2ẋ2 = −

(
k

m

)
x22.

La fonction de Lyapunov candidate basée sur l’énergie ne satisfait pas la condition de stabilité
asymptotique du théorème de Lyapunov car V̇ (x) = −

(
k
m

)
x22 est seulement semi-définie négative.

Elle n’est pas définie négative car V̇ (x) = 0 pour x2 = 0 quelle que soit la valeur de x1, c’est-à-dire
le long de l’axe x1. Par conséquent, nous pouvons uniquement conclure que l’origine est stable. Le
théorème de LaSalle nous permet d’arriver à une conclusion différente.

Notons que V̇ (x) est négative partout, sauf sur la ligne x2 = 0, où V̇ (x) = 0. Pour que le système
maintienne la condition V̇ (x) = 0, la trajectoire du système doit être confinée à la ligne x2 = 0. Sauf
si x1 = 0, en raison de l’équation du pendule :

x2(t) ≡ 0 ⇒ ẋ2(t) ≡ 0 ⇒ sin x1(t) ≡ 0.

Sur le segment −π < x1 < π de la ligne x2 = 0, le système ne peut maintenir la condition
V̇ (x) = 0 qu’à l’origine x = 0. Par conséquent, V (x(t)) doit diminuer vers 0, et x(t) → 0 lorsque
t → ∞. Cela est cohérent avec la compréhension physique selon laquelle, en raison de la friction,
l’énergie ne peut pas rester constante pendant que le système est en mouvement.
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Si dans un domaine autour de l’origine, nous pouvons trouver une fonction de Lyapunov dont
la dérivée le long des trajectoires du système est semi-définie négative, et si nous pouvons établir
qu’aucune trajectoire ne peut rester identique aux points où V̇ (x) = 0 sauf à l’origine, alors l’argument
ci-dessus montre que l’origine est asymptotiquement stable. Cette idée découle du principe d’invariance
de LaSalle.

Théorème 27 (Théorème de LaSalle) Soit Ω ⊂ D un ensemble compact qui est positivement
invariant par rapport au système autonome (1.9). Soit V : D → R une fonction continue différentiable
telle que V̇ (x) ≤ 0 dans Ω. Soit E l’ensemble de tous les points de Ω où V̇ (x) = 0. Soit M le plus
grand ensemble invariant dans E. Alors, chaque solution commençant dans Ω tend vers M lorsque
t→ ∞ (STROGATZ, 2018).

Contrairement au théorème de Lyapunov, le théorème de LaSalle ne requiert pas que la fonction
V (x) soit définie positive. Notons également que la construction de l’ensemble Ω n’a pas besoin d’être
liée à la construction de la fonction V (x). Cependant, dans de nombreuses applications, la construction
de V (x) garantit elle-même l’existence d’un ensemble Ω. En particulier, si Ωc = {x ∈ Rn| V (x) ≤ c}
est borné et V̇ (x) ≤ 0 dans Ωc, alors nous pouvons prendre Ω = Ωc.

Pour montrer que x(t) → 0 lorsque t → ∞, nous devons établir que le plus grand ensemble
invariant dans E est l’origine. En effet, aucune solution ne peut rester identiquement dans E, autre
que la solution triviale x(t) = 0. En spécialisant le théorème de LaSalle à ce cas et en prenant V (x)
comme étant définie positive, nous obtenons les deux corollaires suivants.

Corollaire 28 Soit x = 0 un point d’équilibre pour le système autonome (1.9). Soit V : D → R une
fonction continue différentiable et définie positive sur un domaine D contenant l’origine x = 0, telle
que V̇ (x) ≤ 0 dans D. Soit S = {x ∈ D| V̇ (x) = 0} et supposons qu’aucune solution ne peut rester
identiquement dans S, autre que la solution triviale. Alors, l’origine est asymptotiquement stable
(STROGATZ, 2018).

Corollaire 29 Soit x = 0 un point d’équilibre pour (1.9). Soit V : Rn → R une fonction continue
différentiable, radialement non bornée et définie positive telle que V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Rn. Soit
S = {x ∈ Rn| V̇ (x) = 0} et supposons qu’aucune solution ne peut rester identiquement dans S, autre
que la solution triviale. Alors, l’origine est globalement asymptotiquement stable (STROGATZ, 2018).

Lorsque V̇ (x) est définie négative, soit S = {0}, alors les corollaires précédents coïncident avec
les théorèmes de Lyapunov.
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2.3 Méthodes numériques
Tout en reconnaissant l’importance et la rigueur des méthodes théoriques dans l’analyse de la

stabilité des systèmes dynamiques, il convient de noter que ces techniques peuvent présenter des
limites dans leur application aux systèmes non linéaires. Souvent, la complexité de ces systèmes
nécessite une approche plus flexible et adaptable, capable de gérer des dynamiques plus complexes.
Les systèmes non linéaires, par leur nature même, ont souvent des dynamiques complexes qui ne
peuvent pas être facilement simplifiées ou linéarisées.

C’est là qu’interviennent les méthodes numériques. Ces dernières, en tirant parti des avancées
technologiques et de la puissance de calcul, offrent des techniques efficaces et pragmatiques pour
l’analyse de la stabilité des systèmes non linéaires. En utilisant des méthodes algorithmiques pour
approximer les fonctions de Lyapunov, ces techniques sont en mesure de surmonter certaines des
contraintes associées aux méthodes théoriques, offrant ainsi un cadre plus flexible pour l’analyse de la
stabilité. Nous étudions en détail plusieurs de ces méthodes numériques et leurs applications.

Les méthodes numériques permettent de déterminer des fonctions de Lyapunov pour une gamme
plus large de systèmes non linéaires. Ces fonctions, qui sont essentielles pour prouver la stabilité
d’un système, peuvent être très difficiles à obtenir par des moyens analytiques pour certains systèmes
non linéaires. Les techniques numériques, en revanche, peuvent offrir une approche plus flexible et
adaptable pour trouver ces fonctions.

Parmi les techniques numériques disponibles, la méthode du gradient variable, la méthode de
Zubov, la méthode de la somme des carrés, la méthode continue et affine par morceaux, et la méthode
de fonction de base radiale ont toutes prouvé leur efficacité. Chacune de ces méthodes a ses propres
forces et limites.

La méthode du gradient variable est une technique générale qui utilise les informations locales sur
la trajectoire du système pour évaluer la stabilité. Elle est largement utilisée grâce à sa flexibilité et sa
capacité à s’adapter à une variété de systèmes.

La méthode de Zubov, quant à elle, offre une approche mathématiquement rigoureuse pour
déterminer la fonction de Lyapunov et le domaine d’attraction d’un point fixe. Elle repose sur la
résolution d’une équation différentielle partielle du premier ordre, appelée équation de Zubov.

La méthode de la somme des carrés est une technique puissante qui a été appliquée avec succès à
une grande variété de problèmes d’optimisation. En stabilisation des systèmes, elle permet de trouver
des fonctions de Lyapunov de manière algorithmique, rendant les analyses de stabilité plus accessibles.

La méthode continue et affine par morceaux est une approche intéressante qui vise à approximer la
fonction de Lyapunov par une fonction affine par morceaux. Elle offre une flexibilité considérable et
peut être particulièrement efficace pour des systèmes qui ont un grand nombre de variables d’état.

Enfin, la méthode de la fonction de base radiale est une autre technique d’approximation qui utilise
des fonctions de forme particulière, appelées fonctions de base radiale, pour approximer la fonction de
Lyapunov.

Dans la suite de cette section, nous détaillons chacune de ces méthodes et nous illustrons leurs
applications et leurs performances dans l’analyse de la stabilité des systèmes dynamiques.
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2.3.1 Méthode du gradient variable

La méthode du gradient variable est une approche formelle pour construire des fonctions de
Lyapunov (MOHAMMEDALI et al., 2015 ; SCHULTZ et GIBSON, 1962).

Pour commencer, notons qu’une fonction scalaire V (x) est liée à son gradient ∇V par la relation
d’intégrale :

V (x) =

∫ x

0

∇V dx avec V (0) = 0

où ∇V =
{

∂V
∂x1
, . . . , ∂V

∂xn

}T

.

Pour retrouver une fonction scalaire unique V à partir du gradient ∇V , la fonction de gradient
doit satisfaire ces conditions, que nous pouvons appeler équation de rotation ("Curl Condition" en
anglais) :

∂∇Vi
∂xj

=
∂∇Vj
∂xi

pour i, j = 1, 2, . . . , n. (2.4)

Le principe de la méthode du gradient variable est de supposer une forme spécifique pour le
gradient ∇V , au lieu d’une forme spécifique pour une fonction de Lyapunov V elle-même. Une façon
simple est de supposer que la fonction de gradient est de la forme :

∇Vi =
n∑

j=1

aijxj (2.5)

où aij sont des coefficients à déterminer.

Cela conduit à la procédure suivante pour rechercher une fonction de Lyapunov V :

• Supposer que ∇V est donné par (2.5) (ou une autre forme).

• Résoudre les coefficients aij pour satisfaire les équations de rotation (2.4).

• Restreindre les coefficients dans (2.5) de sorte que V̇ soit semi-définie négative (au moins
localement).

• Calculer V à partir de ∇V par intégration.

• Vérifier si V est définie positive.

Il est généralement pratique d’obtenir V en intégrant le long d’une trajectoire qui est parallèle à
chaque axe à son tour, c’est-à-dire :

V (x) =

∫ x1

0

∇V1(u, 0, . . . , 0)du+
∫ x2

0

∇V2(x1, u, . . . , 0)du+· · ·+
∫ xn

0

∇Vn(x1, x2, . . . , xn−1, u)du.
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2.3.1.1 Exemple d’illustration 11

Dans cet exemple, nous utilisons la méthode du gradient variable pour trouver une fonction de
Lyapunov pour le système suivant (W.-C. LIU et ZHANG, 2017) :


ẋ1 =

−6x1
(1 + x21)

3
+ 2x2

ẋ2 = −2x1 +
2x2

1 + x21

Nous pouvons déterminer que x = 0 est l’unique état d’équilibre. Sa fonction de gradient ∇V (x)
peut être représentée comme :

∇V (x) =

[
∇V1(x)
∇V2(x)

]
=

[
a11x1 + a12x2
a21x1 + a22x2

]
En posant a22 = 2, nous pouvons résoudre la fonction dérivée de la fonction de Lyapunov de la

manière suivante :

dV (x)

dt
=−

[
6a11

(1 + x21)
3
+ 2a21

]
x21 +

[
2a11 −

6a12
(1 + x21)

3
− 4− 2a21

1 + x21

]
x1x2

+

(
2a12 −

4

1 + x21

)
x22.

Selon les équations (2.4) et (2.5), et en choisissant les paramètres a11 = 2, a12 = a21 = 0, nous
obtenons :

dV (x)

dt
= − 12x21

(1 + x21)
3
− 4x22

1 + x21
.

La fonction dérivée de la fonction de Lyapunov est définie négative. Ainsi, la fonction de Lyapunov
V (x) peut être résolue :

V (x) =

∫ x1(x2=0)

0

2x1dx1

∫ x2(x1=x1)

0

2x2dx2 = x21 + x22.

Il est clair que la fonction de Lyapunov résolue V (x) est définie positive. Par conséquent, le
système non linéaire est asymptotiquement stable.

2.3.2 Méthode de Zubov
Le domaine d’attraction d’un point fixe localement asymptotiquement stable est un objet important

dans l’analyse du comportement des systèmes dynamiques. Un résultat essentiel a été obtenu par
Vladimir Ivanovich (V.I.) Zubov (ZUBOV, 1964), qui a prouvé que pour les systèmes dynamiques
induits par des équations différentielles ordinaires, le domaine d’attraction peut être représenté comme
un level set d’une solution d’une équation différentielle partielle du premier ordre, l’équation de
Zubov. Au-delà de la caractérisation du domaine d’attraction, la solution à l’équation de Zubov fournit
également une fonction de Lyapunov.
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V.I. Zubov a initialement proposé que si (ZUBOV, 1964) :

∇V f = −(1− V )ϕ (2.6)

est vérifiée pour une fonction candidate de Lyapunov V et une fonction définie positive ϕ , alors
{x | V (x) ≤ 1} est une caractérisation exacte de la région d’attraction pour la solution stationnaire
x∗ = 0 de f . Malheureusement, (2.6) n’admet presque jamais de solution explicite. Par conséquent,
différentes méthodes approximatives ont été proposées afin d’estimer le domaine d’attraction. Plusieurs
méthodes ont été développées pour résoudre ou approximer la solution de l’équation de Zubov. Dans ce
qui suit, nous ne présentons que quelques approches en détail. Pour un examen complet des différentes
méthodes, nous renvoyons le lecteur à (GENESIO et al., 1985 ; P. GIESL et HAFSTEIN, 2015b).

2.3.2.1 Première approche

Une première approche du problème est due à Zubov lui-même, qui suppose que le système
autonome est écrit sous la forme :

ẋ = Ax+ g(x) (2.7)

avec les valeurs propres de A ayant des parties réelles négatives et g(x) admettant une expansion
de Taylor commençant par des termes de second degré. Dans ce cas, la solution de (2.6) peut être
exprimée (au sens de Lyapunov) sous la forme de la série :

V (x) = V2(x) + V3(x) + · · ·+ Vm(x) + . . . (2.8)

où Vm(x) est une fonction homogène de degré m. Zubov a montré que pour chaque V̂ approximatif,
dérivé de (2.8) tronqué au terme m, la frontière du domaine d’attraction se situe entre les surfaces
(HAHN et al., 1967) :

V̂ (x) = min
V̂=0

V̂ ; V̂ (x) = max
V̂=0

V̂ . (2.9)

Le calcul des formes successives V2, V3, . . . , Vm, . . . est effectué en résolvant de façon séquen-
tielle des équations linéaires en leurs coefficients obtenus par substitution dans (2.6). Un exemple
d’illustration peut être trouvé dans (LEFFERTS, 1965).

Cette méthode a d’abord été appliquée par (MARGOLIS et VOGT, 1963) aux systèmes d’ordre
deux. Le choix de la fonction g influence la forme des surfaces V̂ = constant (HEWIT et STOREY,
1967, 1969). Quand m tend vers l’infini, ces surfaces convergent, non uniformément, vers la vraie
frontière du domaine d’attraction (KERR et al., 1964). Le point essentiel de la méthode consiste à
minimiser V̂ sous la contrainte V̂ = 0, comme dans d’autres procédures de Lyapunov. Une solution
possible a été proposée par (RODDEN, 1964). Des applications de la méthode ci-dessus aux systèmes
électriques se trouvent dans (DE SARKAR et RAO, 1971 ; YU et VONGSURIYA, 1967), tandis qu’une
solution approximative similaire de l’équation de Zubov, en supposant la fonction V comme un rapport
de polynômes, est proposée dans (VANNELLI et VIDYASAGAR, 1985).

2.3.2.2 Deuxième approche

Prenons l’équation du système autonome (1.9). Soit Z un domaine simplement connecté contenant
un voisinage de l’origine. Le théorème suivant donne une condition suffisante pour que Z soit
exactement le domaine d’attraction de l’origine.
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Théorème 30 (Théorème de Zubov) Soit deux fonctions scalaires V (x), h(x). V (x) est continue
et définie positive dans x ∈ Z et satisfait dans Z l’inégalité 0 < V (x) < 1 (x ̸= 0). h(x) est définie
pour tous les x finis, h(0) = 0, h(x) est continue et positive pour x ̸= 0. Pour x ∈ Z nous avons
(HAHN et al., 1967) :

V̇ (x) = −h(x)(1− V (x))
√

1 + ∥f(x)∥2. (2.10)

À mesure que x ∈ Z s’approche d’un point de la frontière de Z ou dans le cas d’une région Z non
bornée et que |x| → ∞, limV (x) = 1, alors Z est exactement le domaine d’attraction de l’équilibre.

Une preuve peut être trouvée dans (HAHN et al., 1967). Le théorème suivant est une conséquence
immédiate du Théorème 30.

Théorème 31 Soit la fonction h(x) qui satisfait les hypothèses du Théorème 30. Supposons que
la fonction V (x) est définie positive dans Z et satisfait l’inégalité 0 ≤ V (x) ≤ 1, x ∈ Z, ainsi que
l’équation différentielle :

n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(x) = −h(x)(1− V (x))

√
1 + ∥f(x)∥2.

Alors, la frontière du domaine d’attraction est définie par l’équation :

V (x) = 1. (2.11)

Si le domaine d’attraction Z est tout Rn, nous avons une stabilité asymptotique globale. Dans ce
cas, la condition sur V (x) est :

V (x) → 1 quand |x| → ∞.

Il est également possible de travailler avec une fonction de Lyapunov différente. Par exemple, si
nous définissons :

W (x) = − ln(1− V (x))

alors l’équation (2.10) devient :

Ẇ (x) = −h(x)
√

1 + ∥f∥2

et la condition (2.11) définissant la frontière devient W (x) → ∞.

Il est essentiel de noter que, bien que plusieurs fonctions h(x) puissent respecter les conditions
énoncées, chaque choix de h(x) influence potentiellement la forme et les propriétés de V (x). Cela
signifie que différentes fonctions h peuvent conduire à différentes fonctions V qui peuvent ou non
satisfaire aux critères du Théorème 30 et du Théorème 31. Le but principal du théorème est d’identifier
un domaine d’attraction en utilisant une combinaison appropriée de h(x) et V (x). Étant donné que
plusieurs fonctions h peuvent être utilisées, le choix est crucial. Il est possible que certains choix de
h ne fournissent pas une V utile, tandis que d’autres le font. En pratique, cela peut nécessiter une
exploration ou une justification pour le choix de h, surtout si nous cherchons une V qui offre une
perspective particulière sur le système. Un exemple d’illustration de cette méthode peut être trouvé
dans (HAHN et al., 1967).
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2.3.2.3 Troisième approche

Cette nouvelle approche offre un cadre plus général pour analyser la stabilité, permettant de traiter
des situations où la stabilité ne peut être réduite à un seul point, mais implique un ensemble d’états. Le
résultat suivant apparaît pour la première fois dans (GRUJIC et al., 1994).

Nous considérons un flot continu et invariant dans le temps, ϕ : R× Rn → Rn. Le flot ϕ satisfait
ϕ(0, x) = x et ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t+ s, x) pour tout t, s ∈ R et x ∈ Rn. Un flot, dans ce contexte, est
une fonction continue ϕ qui décrit l’évolution d’un point dans l’espace Rn au fil du temps, respectant
des propriétés spécifiques (BHATIA et HÁJEK, 2006 ; BHATIA et SZEGÖ, 2002). Un ensemble K ⊂ Rn

est dit positivement invariant si pour tout x ∈ K, ϕ(t, x) ∈ K pour tout t ∈ R+.

Théorème 32 (Théorème de Zubov) Soit K ⊂ Rn un ensemble compact positif et invariant
du système autonome (1.9) et A ⊂ Rn un ensemble ouvert positif et invariant de (1.9) contenant
un voisinage de K. A est le domaine d’attraction de l’ensemble stable asymptotiquement K si et
seulement si il existe une fonction lisse V : A → R et une fonction Ck h : A → R telles que :

• V (K) = h(K) = 0.
• −1 < V (x) < 0 et h(x) > 0 pour tout x ∈ A \ K.
• Si A est borné alors limx→∂A V (x) = −1, sinon lim||x||→+∞ V (x) = −1.
• L’équation de Zubov :

∇V (x) · f(x) = h(x)(1 + V (x)) (2.12)

est vérifiée pour tout x ∈ A.

De plus, nous avons V −1([−1 ; 0]) = A et V −1(0) = K.

2.3.2.4 Exemple d’illustration 12

Nous examinons un exemple en utilisant l’équation de Zubov (2.12). Considérons le système avec
µ > 0 :

{
ẋ1 = x2 + µx1(1− x21 − x22
ẋ2 = −x1 + µx2(1− x21 − x22)

(2.13)

Choisissons la fonction h suivante :

h(x1, x2) =
2µ(1− x21 − x22)

2(1 + x21 + x22)

x21 + x22
.

L’équation de Zubov associée au système (2.13) est donc donnée par :

∂V

∂x1
(x2 + µx1(1− x21 − x22)) +

∂V

∂x2
(−x1 + µx2(1− x21 − x22)) = h(x1, x2)(1 + V ).

Une solution de l’équation de Zubov est donnée par :

V (x1, x2) = e
−(

1−x21−x22)
2

x21+x22 − 1

où K = {(x1, x2) ∈ R2 : x21+x
2
2 = 1}, et le domaine d’attraction est donné par A = R2 \{(0, 0)}.

Ainsi, {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 1} est un cycle limite asymptotiquement stable.
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Dans (CAMILLI et al., 2001) et (MALISOFF, 2003), la méthode de Zubov a été étendue à des
systèmes avec perturbation déterministe variant dans le temps et dans (CAMILLI et GRÜNE, 2002) à
des systèmes avec perturbation stochastique. Une première application aux systèmes de contrôle a été
donnée dans (SONTAG, 1983), où l’équation de Zubov (2.10) a été utilisée sous une forme intégrale.
La version différentielle originale de (2.10) a été étudiée pour les systèmes avec perturbations dans
(GRUNE et WURTH, 2000 ; GRÜNE, 2004), et (sous des hypothèses plus générales) dans (CAMILLI

et al., 2008).

Une variante de la méthode de Zubov pour les systèmes avec des commandes et des perturbations
stochastiques a été étudiée dans (CAMILLI et al., 2006). De plus, les auteurs dans (CAMILLI et al.,
2007) ont introduit une méthode numérique basée sur l’équation de Zubov. Cette approche a été
initialement développée pour les scénarios perturbés de manière déterministe, comme présenté dans
(CAMILLI et al., 2001). La méthode a depuis été étendue et appliquée avec succès à d’autres cadres.
Par exemple, le travail exposé dans (CAMILLI et al., 2004) explore l’application de cette méthode à
un pendule inversé contrôlé. Dans un contexte différent, l’étude présentée dans (GRÜNE et al., 2007)
applique cette méthode à un problème de contrôle stochastique en économie mathématique. Une autre
approche numérique a été introduite dans (P. GIESL, 2007), mais elle n’est jusqu’à présent applicable
qu’au cadre original de Zubov sans perturbation ni contrôle.

Les méthodes existantes de résolution de l’équation de Zubov ont certaines contraintes. Notamment,
la plupart des méthodes font face à l’obstacle de la dimensionnalité croissante, c’est-à-dire que la
complexité de la solution augmente exponentiellement avec la dimension de l’espace d’état.

Il convient de noter que des idées d’utilisation de l’apprentissage profond (Deep Learning (DL))
pour atténuer le problème de la dimensionnalité croissante, ont été appliquées avec succès à diverses
équations aux dérivées partielles au cours des dernières années (HAN et al., 2016 ; NAKAMURA-
ZIMMERER et al., 2021 ; RAISSI et al., 2019).

2.3.3 Méthode de la somme des carrés
La méthode de programmation de la somme des carrés (Sum Of Squares (SOS)) est une méthode

numérique de recherche des fonctions de Lyapunov qui tire parti du fait qu’une fonction polynomiale
est non négative si elle peut être exprimée sous la forme d’une somme des carrés de fonctions
polynomiales. La méthode SOS consiste à représenter la fonction de Lyapunov comme une somme
des carrés de fonctions polynomiales, puis à utiliser des techniques d’optimisation pour trouver les
coefficients des fonctions polynomiales qui satisfont aux conditions de Lyapunov. Il est important de
noter que cette méthode suppose que le système étudié soit polynomial.

Un polynôme multivarié p(x1, . . . , xn)
∆
= p(x) est une somme des carrés, si il existe des polynômes

f1(x), . . . , fm(x) tels que :

p(x) =
m∑
i=1

f 2
i (x). (2.14)

L’ensemble des polynômes somme des carrés en n variables est un cône convexe. L’existence d’une
décomposition SOS (2.14) peut être montrée comme étant équivalente à l’existence d’une matrice Q
semi-définie positive telle que :

p(x) = ZT (x)QZ(x) (2.15)

où Z(x) est le vecteur de monômes de degré inférieur ou égal à deg(p)/2, c’est-à-dire, ses entrées sont
de la forme xα = xα1

1 . . . xαn
n , où les α sont des entiers non négatifs et α1 + · · ·+ αn ≤ deg(p)/2.
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Exprimer un polynôme SOS comme une forme quadratique en (2.15) a également été désigné
comme la méthode de la matrice de Gram (CHOI et al., 1995 ; POWERS et WÖRMANN, 1998). La
décomposition (2.14) peut être facilement convertie en (2.15) et vice versa. Cette équivalence rend
une décomposition SOS calculable en utilisant la programmation semi-définie positive (PARRILO,
2000), puisque trouver une matrice symétrique Q ≥ 0 soumise à la contrainte affine (2.15) n’est rien
d’autre qu’un problème de programmation semi-définie positive.

La programmation semi-définie positive (Semidefinite programming (SDP)) (FREUND, 2004) est
une forme de programmation mathématique, une branche de l’optimisation convexe, où l’objectif est
de minimiser une fonction objectif linéaire sur un ensemble de matrices semi-définies positives.

Pour être plus précis, un problème typique de SDP peut être formulé comme suit :

SDP
MinimisercTx sous les contraintes :

A0 +
n∑

i=1

xiAi ≥ 0 et x ∈ Rn.

Ici, x est le vecteur de variables d’optimisation, cT est la transposée d’un vecteur de coefficients
donnés, et les Ai sont des matrices symétriques données. La notation "≥ 0" indique que la matrice est
semi-définie positive, c’est-à-dire que toutes ses valeurs propres sont non négatives.

La puissance de la SDP réside dans le fait qu’elle peut modéliser une grande variété de problèmes
d’optimisation et qu’elle est convexe.

Un programme de somme des carrés est un problème d’optimisation convexe de la forme suivante :

OPTIMISATION

Minimiser
J∑

j=1

wjcj sous contrainte que : (2.16)

ai,0(x) +
J∑

j=1

ai,j(x)cj est SOS, pour i = 1, . . . , I. (2.17)

Ici, cj sont les variables réelles de décision scalaires, wj sont des nombres réels donnés et ai,j(x)
sont des polynômes donnés (avec des coefficients fixes). Il existe d’autres formes canoniques équiva-
lentes de programmes SOS dans (PAPACHRISTODOULOU et al., 2013 ; PRAJNA et al., 2002). Alors que
la conversion de programmes SOS en programmes semi-définis positifs peut être manuellement réali-
sée pour de petites instances ou adaptée pour des classes de problèmes spécifiques, une telle conversion
peut être assez lourde à réaliser en général. Il est donc souhaitable d’avoir une aide algorithmique qui
effectue automatiquement cette conversion pour des programmes SOS généraux.

L’un des outils disponible à cette fin est SOSTOOLS. Il automatise la conversion du programme
SOS en SDP, appelle le solveur SDP, et convertit la solution SDP en la solution du programme SOS
d’origine. La version actuelle de SOSTOOLS utilise SeDuMi (STURM, 1999), SDPT3 (TOH et al.,
1999), CSDP (BORCHERS, 1999), SDPNAL (ZHAO et al., 2010), SDPNAL+ (YANG et al., 2015),
SDPA (YAMASHITA et al., 2003) et MOSEK (APS, 2019) comme solveur SDP. L’interface utilisateur
de SOSTOOLS a été conçue pour être aussi simple, facile à utiliser et transparente que possible, tout
en conservant un haut degré de flexibilité.
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SOSTOOLS trouve des applications dans plusieurs problèmes de la théorie du contrôle. Ces pro-
blèmes incluent l’analyse de stabilité de systèmes non linéaires, hybrides, et à retard (PAPACHRISTODOULOU,
2004 ; PAPACHRISTODOULOU et PRAJNA, 2002 ; PARRILO, 2000 ; PRAJNA et PAPACHRISTODOULOU,
2003), l’analyse de robustesse (PAPACHRISTODOULOU et PRAJNA, 2002 ; PARRILO, 2000 ; PRAJNA et
PAPACHRISTODOULOU, 2003), l’estimation du domaine d’attraction (PARRILO, 2000 ; SEILER, 2003),
l’analyse et la synthèse LPV (WU et PRAJNA, 2004), la synthèse non linéaire (JARVIS-WLOSZEK

et al., 2003 ; PRAJNA et al., 2004 ; PRAJNA et al., 2004), la vérification de la sécurité (PRAJNA et
JADBABAIE, 2004), et la validation de modèle (PRAJNA, 2006). D’autres domaines dans lesquels
SOSTOOLS est applicable sont, par exemple, la preuve de théorèmes géométriques (PARRILO et
PERETZ, 2004) et la théorie de l’information quantique (DOHERTY et al., 2002).

Dans (TAN et PACKARD, 2006), basée sur la décomposition SOS, une méthode est présentée pour
rechercher des fonctions de Lyapunov polynomiales qui agrandissent un domaine d’attraction d’un
système polynomial non linéaire.

2.3.3.1 Exemple d’illustration 13

Nous présentons maintenant de quelle manière la recherche d’une fonction de Lyapunov peut être
formulée comme un programme de sommes des carrés. Les lecteurs sont renvoyés à (PAPACHRISTODOULOU

et PRAJNA, 2002 ; PARRILO, 2000 ; PRAJNA et PAPACHRISTODOULOU, 2003) pour des discussions et
des extensions plus détaillées. Pour notre exemple, considérons le système (HENRION et GARULLI,
2005) : 

ẋ1 = −x31 − x1x
2
3

ẋ2 = −x2 − x21x2

ẋ3 = −x3 − 3x3

x2
3+1

+ 3x21x3

(2.18)

qui a un point équilibre à l’origine. Notons que la linéarisation de (2.18) a une valeur propre nulle, et
ne peut donc pas être utilisée pour analyser la stabilité locale de l’équilibre. Supposons maintenant
que nous sommes intéressés par une fonction de Lyapunov quadratique V (x) pour prouver la stabilité
du système. Alors V (x) doit satisfaire :

V − ϵ(x21 + x22 + x23) ≥ 0 (2.19)

− ∂V

∂x1
ẋ1 −

∂V

∂x2
ẋ2 −

∂V

∂x3
ẋ3 ≥ 0. (2.20)

La première inégalité, avec ϵ étant une constante quelconque supérieure à zéro (dans ce qui
suit, nous choisissons ϵ = 1), est nécessaire pour garantir la positivité de V (x). Nous formulons un
programme SOS qui calcule une fonction de Lyapunov pour ce système, en remplaçant les conditions
de non-négativité ci-dessus par des conditions SOS. Cependant, notons que ẋ3 est une fonction
rationnelle, et donc (2.20) n’est pas une expression polynomiale. Mais comme x23 + 1 > 0 pour tout
x3, nous pouvons simplement reformuler (2.20) comme suit :

(x23 + 1)

(
− ∂V

∂x1
ẋ1 −

∂V

∂x2
ẋ2 −

∂V

∂x3
ẋ3

)
≥ 0. (2.21)

Ensuite, nous paramétrons la fonction candidate de Lyapunov quadratique V (x) par quelques
coefficients réels inconnus c1, . . . , c6 :

V (x) = c1x
2
1 + c2x1x2 + c3x

2
2 + c4x1x3 + c5x2x3 + c6x

2
3. (2.22)
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Le programme SOS suivant peut être formulé :

PROGRAMME
Trouver un polynôme V (x) (équivalent à trouver c1, . . . , c6), tel que :

V (x)− (x21 + x22 + x23) est SOS,

(x23 + 1)

(
− ∂V

∂x1
ẋ1 −

∂V

∂x2
ẋ2 −

∂V

∂x3
ẋ3

)
est SOS.

Dans cet exemple, l’algorithme SOSTOOLS renvoie V (x) = 5.5489x21 + 4.1068x22 + 1.7945x23
comme une fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité du système.

Nous avons pris comme exemple SOSTOOLS, disponible sous forme de "toolbox" MATLAB
(PRAJNA et al., 2004), mais il existe d’autres programmes tels que YALMIP (LOFBERG, 2004),
PENBMI (KOCVARA et al., 2005) ou encore les techniques de récupération de représentation SOS
exacte, présentées dans (E. KALTOFEN et al., 2008 ; E. L. KALTOFEN et al., 2012). Une "toolbox"
dans le contexte de MATLAB fait référence à une collection de fonctions et d’algorithmes spécifiques,
regroupés pour faciliter leur utilisation et leur application à des problèmes particuliers. Chaque toolbox
est conçue pour un domaine ou une application spécifique, offrant des outils et des ressources qui
permettent aux utilisateurs d’implémenter et de résoudre des problèmes spécifiques de manière plus
efficace et simplifiée.

Pour un aperçu des méthodes SOS, nous renvoyons le lecteur à (ANDERSON et PAPACHRISTODOULOU,
2015), et pour un aperçu des autres méthodes polynomiales, nous renvoyons le lecteur à (KAMYAR et
PEET, 2014).

2.3.4 Méthode continue et affine par morceaux
La méthode de la fonction de Lyapunov continue et affine par morceaux (Continuous Piecewise

Affine (CPA)) offre une approche pour étudier la stabilité des systèmes dynamiques. En brisant la
complexité des systèmes non-linéaires en des sous-régions plus simples et linéaires, elle offre une
représentation plus flexible de la fonction de Lyapunov.

Nous définissons une grille sur K ⊂ Rn et calculons pour chaque point x dans la grille la valeur
que V doit prendre en x. Les valeurs pour V sur la grille peuvent ensuite être utilisées pour étendre V à
tout K de sorte que V est une fonction de Lyapunov CPA sur K. Dans cette section, nous fournissons
les détails de cette construction présentée dans (S. F. HAFSTEIN, 2009).

Soit x0, . . . , xk une collection de points indépendants linéairement affines dans Rn, telle que
∑k

i=1

ci(xi − x0) = 0 implique que ci = 0 pour i = 1, . . . , k. La combinaison convexe de x0, . . . , xk,
c’est-à-dire l’ensemble co{x0, . . . , xk} :=

{∑k
i=0 cixi | tous les ci ≥ 0 et

∑k
i=0 ci = 1

}
, est un k −

simplexe dans Rn.

Soit T = {T1, . . . , Tm} un ensemble de k− simplexes tels que K =
⋃m

i=1 Ti. Supposons en outre
que pour chaque i, j tels que i ̸= j, nous avons Ti ∩ Tj = ��O ou que Ti ∩ Tj est un h − simplexe
avec h < k. T est alors une triangulation de K. Nous définissons en outre VT := {x ∈ Rn |
x est un sommet d’un simplexe dans T } et appelons VT l’ensemble de sommets pour la triangulation.
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Pour une triangulation donnée T = {T1, . . . , Tm} et une fonction V0 : VT → R, nous pouvons
maintenant étendre de manière unique V0 à une fonction affine continue par morceaux V : K → R
qui est C∞ à l’intérieur de chaque simplexe Ti. Plus précisément :

• Si x ∈ VT alors V (x) = V0(x).

• Pour chaque Ti ∈ T , il existe une application linéaire Ai : Rn → R et bi ∈ R telle que
V (x) = Ai(x) + bi pour tout x ∈ Ti et telle que V est continue sur K.

Nous sommes intéressés par les systèmes avec un équilibre asymptotiquement stable à l’origine
et donc par les fonctions de Lyapunov qui possèdent un minimum à l’origine. Étant donné qu’un
minimum local pour une fonction CPA peut être atteint soit à un sommet soit identiquement sur
une arête, nous privilégions des configurations où l’origine est un sommet de notre triangulation
pour éviter le cas échéant de minima sur les arêtes. Pour une triangulation donnée T de K, nous
dénotons l’ensemble de toutes les fonctions affines continues par morceaux telles que décrites ci-
dessus par CPA[T ] et identifions chaque fonction avec la fonction correspondante V0 : VT → R par
V ∼ (V0(x))x∈VT . Pour chaque fonction dans CPA[T ], nous lui associons une fonction spécifique V0
définie sur VT qui prend des valeurs dans R. Cette association signifie que pour tout x dans VT , la
valeur de la fonction est V0(x). Nous utilisons le symbole ∼ pour indiquer cette association.

Le résultat énoncé par (S. F. HAFSTEIN, 2009) nous indique qu’il suffit de déterminer une fonction
V0 : VT → R qui satisfait certaines inégalités en chaque sommet x ∈ VT pour construire une fonction
de Lyapunov pour un système autonome (1.9), car l’interpolation CPA de V0 sur K est une fonction
de Lyapunov CPA pour (1.9) sur tout K.

Nous désignons les entiers positifs par N et les nombres réels strictement positifs par R>0. Pour un
vecteur x = [x1, . . . , xn]

T ∈ Rn, nous définissons les normes ∥x∥p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p pour p ≥ 1, et

nous notons pour un ensemble A ⊆ Rn son diamètre par diam2(A) := supx,y∈A ∥x− y∥2.

Théorème 33 Considérons le système autonome (1.9) avec triangulation T = {T1, . . . , Tm}. Soit
V ∼ (V0(x))x∈VT ∈ CPA[T ]. Pour chaque Ti ∈ T , définissons les constantes hi := diam2(Ti) et
(S. F. HAFSTEIN, 2009) :

Ei :=
nM2

i

2
h2i où (2.23)

Mi ≥ max
m,r,s=1,2,...,n

max
z∈Ti

∣∣∣∣ ∂2fm∂xr∂xs
(z)

∣∣∣∣
Supposons que pour un simplexe Ti = co{x0, x1, . . . , xk} ∈ T , l’inégalité suivante est vrai pour

chaque sommet xj ∈ Ti :

∇Vi · f(xj) + Ei∥∇Vi∥1 < 0. (2.24)

Par conséquent, nous obtenons :

∇Vi · f(x) < 0 pour tout x ∈ Ti.

Si l’inégalité (2.24) est vraie pour Ti1 , Ti2 , . . . , Tim , nous avons V̇ < 0 pour tout x ∈
(⋃m

j=1 Tij

)
.
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L’égalité V (0) = 0, les inégalités V (x) > 0 et (2.24), peuvent être traitées comme des contraintes
linéaires d’un programme d’optimisation linéaire (Linear Programming (LP)) avec les valeurs Vi de
V sur VT \ {0} comme variables. Comme ces valeurs de V sur VT déterminent VT ∈ CPA[T ], un
problème LP peut être utilisé pour paramétrer une fonction de Lyapunov CPA. C’est l’idée de la
méthode continue et affine par morceaux.

L’auteur dans (S. F. HAFSTEIN, 2004, 2005) a prouvé que pour des systèmes non linéaires
avec un équilibre exponentiellement ou asymptotiquement stable, cette méthode aboutit toujours
à la construction d’une fonction de Lyapunov si la triangulation est suffisamment fine et si un
voisinage arbitrairement petit de l’origine est exclu du domaine de la fonction de Lyapunov. Si ce
voisinage est exclu, alors la fonction de Lyapunov résultante assure la stabilité de l’équilibre, mais pas
nécessairement la stabilité asymptotique.

Les auteurs dans (P. GIESL et HAFSTEIN, 2012 ; P. A. GIESL et HAFSTEIN, 2014) ont prouvé
qu’en utilisant une autre forme de triangulation à l’équilibre, une méthode CPA révisée peut calculer
une fonction de Lyapunov CPA pour tout système non linéaire avec un équilibre exponentiellement
stable. Ceci en remplissant toutes les conditions d’une fonction de Lyapunov, également dans un
voisinage de l’équilibre. En particulier, un système avec f ∈ C2 et un équilibre exponentiellement
stable à l’origine possède une fonction de Lyapunov linéaire localement en forme de cône.

La méthode CPA a été étendue à des systèmes plus généraux : pour des systèmes commutés de
manière arbitraire, non autonomes (S. F. HAFSTEIN, 2009), pour les inclusions différentielles (BAIER

et al., 2012), pour les systèmes à temps discret (P. GIESL et HAFSTEIN, 2014) et pour les fonctions de
Lyapunov ISS (H. LI et al., 2014, 2015).

Outre la méthode de programmation linéaire, il existe d’autres moyens de calculer les valeurs
V (xi) aux sommets xi ∈ VT . Après cette étape, nous pouvons vérifier que l’égalité V (0) = 0 ainsi
que les inégalités V (x) > 0 et (2.24) sont respectées. Ces valeurs Vi = V (xi) doivent être déterminées
de telle sorte que la fonction V ∈ CPA[T ] (l’interpolation CPA) ait une probabilité d’être une fonction
de Lyapunov. Cela a été l’objet de plusieurs publications récentes (BJÖRNSSON et al., 2014 ; S.
HAFSTEIN et al., 2014), en utilisant les théorèmes inverses de Massera (MASSERA, 1949) et de
Yoshizawa (YOSHIZAWA, 1966), et en utilisant la méthode de la fonction de base radiale (BJÖRNSSON

et al., 2014 ; P. GIESL et HAFSTEIN, 2015a).

La mise en œuvre concrète de la méthode de la fonction de Lyapunov CPA nécessite une appli-
cation minutieuse de techniques numériques. En raison de la complexité de cette méthode, nous ne
détaillons pas ici d’exemple complet d’utilisation de la méthode. Les lecteurs intéressés qui souhaitent
approfondir leur compréhension de la méthode CPA peuvent se référer aux exemples pratiques conte-
nus dans les travaux de recherche cités précédemment dans cette section. Ces documents offrent une
démonstration approfondie de la méthode CPA, en illustrant chaque étape de la procédure avec des
exemples concrets et en discutant des défis potentiels qui peuvent survenir lors de l’application de
cette méthode.

2.3.5 Méthode de la fonction de base radiale
Dans cette section, nous discutons de la fonction de base radiale (Radial Basis Function (RBF)),

une méthode de collocation sans maillage pour résoudre les équations aux dérivées partielles linéaires
(Partial Differential Equation (PDE)).

La collocation sans maillage fournit un outil puissant pour résoudre efficacement les problèmes d’in-
terpolation généralisés, en particulier les PDE linéaires (FRANKE et SCHABACK, 1998 ; WENDLAND,
2004 ; ZONGMIN, 1992). La collocation sans maillage, en utilisant des fonctions de base radiales, a été
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utilisée avec succès pour construire des fonctions de Lyapunov (classiques) sur le bassin d’attraction
d’un équilibre exponentiellement stable.

La méthode RBF utilise la collocation pour résoudre l’équation de Zubov :

∇V (x) ∗ f(x) = −p(x) (2.25)

pour V , où f provient du système autonome ẋ = f(x) et p est une fonction définie positive. La
méthode RBF approxime la solution de (2.25) en utilisant une collocation sans maillage.

Définition 34 (Fonctions de Wendland) Soit l ∈ N, k ∈ N0. Nous définissons par récurrence
(WENDLAND, 1998) :

ψl,0(r) = (1− r)l+ (2.26)

et

ψl,k+1(r) =

∫ 1

r

tψl,k(t)dt (2.27)

pour r ∈ R+
0 . Ici, nous fixons x+ = x pour x ≥ 0 et x+ = 0 pour x < 0. En posant l := [n

2
] + k + 1,

Φ(x) := ψl,k(c∥x∥2) appartient à C2k(Rn) pour tout c > 0.

Premièrement, nous fixons un ensemble compact C et choisissons une grille, c’est-à-dire un en-
semble fini de N points distincts deux à deux X = {x1, . . . , xN} dans C, ne contenant pas d’équilibre.
Ensuite, nous fixons une fonction de base radiale de Wendland Φ(x) = ψ(∥x∥2) (P. GIESL, 2008b).
Pour n = 2, 3 un choix approprié est :

ψ1(r) := r−1ψ′(cr) = −22c2(1− cr)7 + [16c2r2 + 7cr + 1]

ψ2(r) := r−1ψ′
1(cr) = 528c4(1− cr)6 + [6cr + 1]

où x+ := max(0, x) et c > 0 est un paramètre fixé. Ces attributions pour ψ1 et ψ2 sont les valeurs par
défaut dans le logiciel (BJÖRNSSON et al., 2015).

Deuxièmement, la matrice A = (ajk)j,k=1,2,...,N est définie. Avec zjk := yj − yk et zjk := ||zjk||2,
nous définissons :

ajk = ψ2(zjk)[zjk ∗ f(yj)][zkj ∗ f(yk)]− ψ1(zjk)[f(yj) ∗ f(yk)].

Troisièmement, l’équation linéaire :

Aβ = α, où αi = p(yi)

est résolue pour β. La fonction VR(x) est définie comme suit :

VR(x) :=
N∑
k=1

βk(yk − x) ∗ f(yk)ψ1(∥x− yk∥2) + V0

où la constante V0 est choisie telle que VR(0) = 0.
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La fonction VR(x) est maintenant une fonction de Lyapunov pour le système sur coX , à l’exception
d’un petit voisinage de l’origine, si la distance de remplissage :

hX := max
x∈co X

min
k=1,2,...,N

∥x− yk∥2

des points de collocation dans X est assez petite.

La mise en œuvre concrète de la méthode RBF pour trouver une fonction de Lyapunov nécessite,
comme la méthode CPA, une application minutieuse de techniques numériques. En raison de la
complexité de cette méthode, nous ne détaillons pas ici d’exemple complet d’utilisation de la méthode.
Les lecteurs intéressés qui souhaitent approfondir leur compréhension de la méthode RBF peuvent
se référer aux exemples pratiques contenus dans (BJÖRNSSON et al., 2015 ; P. GIESL, 2004, 2008a ;
P. GIESL et HAFSTEIN, 2015a ; MOHAMMED et GIESL, 2015).
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2.3.6 Synthèse des méthodes numériques
Au cours de cette étude, nous examinons différentes méthodes numériques développées pour

l’analyse de la stabilité des systèmes. Bien que chaque méthode présente ses avantages propres, elle
est également accompagnée de limites qui peuvent influencer le choix de la méthode en fonction du
contexte d’application. La Table 3.1 ci-dessous présente une synthèse des avantages et inconvénients
des méthodes numériques étudiées dans cette section. Cette synthèse permet d’offrir une vision claire
des forces et faiblesses de chaque méthode, facilitant ainsi le choix de la méthode la plus appropriée
selon le problème à traiter.

Méthodes Avantages Inconvénients

Gradient Variable
• Procédure pour trouver une

fonction de Lyapunov
• Cette procédure rend la mé-

thode conservatrice

Zubov
• Estimation analytique du do-

maine de stabilité • Choix de la fonction h

SOSTools

• Facilité d’utilisation et outil
disponible gratuitement sur in-
ternet

• Temps de calcul

• Le système étudié doit être po-
lynomial

CPA

• La fonction de Lyapunov
construite est valide et fiable
pour l’analyse de stabilité

• Exigeante sur le temps de cal-
cul → pas pratique pour les
systèmes complexes

• Peu adaptée pour des types
de stabilité complexes comme
exponentielle et ISS

RBF
• Moins exigeante sur le temps

de calcul

• La fonction de Lyapunov
construite est une approxima-
tion, une vérification a poste-
riori est nécessaire

TABLE 2.1 – Avantages et inconvénients des méthodes numériques
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2.4 Méthodes automatiques

La stabilité des systèmes est un enjeu crucial en automatique, offrant des garanties sur le compor-
tement des systèmes face à des perturbations ou des incertitudes. Depuis la proposition des premières
méthodes pour étudier la stabilité, les fonctions de Lyapunov sont devenues un outil incontournable
pour analyser la stabilité des systèmes non linéaires. Ces fonctions offrent une manière élégante
et efficace d’évaluer la stabilité d’un point d’équilibre sans avoir besoin de résoudre les équations
différentielles qui décrivent le système.

Cependant, la détermination d’une fonction de Lyapunov appropriée pour un système donné n’est
pas une tâche triviale. Dans de nombreux cas, il est extrêmement difficile, voire impossible, de trouver
une telle fonction par des méthodes analytiques. Cela a ouvert la porte à des techniques théoriques et
numériques pour faciliter cette recherche, dont nous avons expliqué quelques méthodes.

Les approches théoriques, telles que les méthodes de linéarisation, de Krasovski et de LaSalle,
fournissent des perspectives analytiques sur le problème, mais elles ont souvent des limites dans
leur applicabilité à des systèmes complexes ou fortement non linéaires. Les méthodes numériques,
telles que la méthode du gradient variable ou celle de la somme des carrés, ont élargi le champ des
possibilités en permettant d’approcher la solution de manière algorithmique.

De notre point de vue, ces méthodes constituent un point de départ structurel pour la mise en
œuvre de techniques plus évoluées. En effet, les méthodes décrites précédemment peuvent devenir
trop conservatrices pour être utilisables dans le cas de systèmes industriels complexes pour estimer
un domaine d’attraction suffisamment grand. De plus, dans la plupart des situations, les problèmes
de stabilité plus complexes ne sont pas traités ou sont compliqués à mettre en œuvre, tels que la
stabilité exponentielle ou la stabilité entrée - état (ISS). Aussi, ces approches paraissent compliquées à
appliquer pour les systèmes complexes réels rencontrés en milieu industriel où une certaine flexibilité
est requise. Enfin, malgré leur puissance, elles peuvent être coûteuses en termes de temps de calcul
et ne garantissent pas toujours la découverte d’une fonction de Lyapunov ainsi que son domaine de
définition associé, qui est un sous-domaine d’attraction (DOA).

Ainsi, il pourrait être intéressant de disposer d’outils faciles à utiliser de manière à calculer des
fonctions de Lyapunov moins dépendantes de leur forme et avec moins d’hypothèses sur la forme du
système.

L’évolution rapide des techniques d’AI, en particulier des réseaux de neurones et de l’apprentissage
automatique, offre une nouvelle approche pour aborder ce problème. La capacité des réseaux de
neurones à approximer n’importe quelle fonction en fait des candidats naturels pour la modélisation
des fonctions de Lyapunov. Par ailleurs, les algorithmes d’optimisation, tels que ceux basés sur des
essaims de particules ou des techniques génétiques, offrent des outils supplémentaires pour la recherche
de la meilleure fonction possible. L’un des premiers articles utilisant l’AI pour calculer une fonction
de Lyapunov est (PROKHOROV, 1994), où est décrite une "Lyapunov Machine", qui est un réseau de
neurones artificiels spécialement conçu pour l’approximation de la fonction de Lyapunov. L’auteur
indique que l’algorithme proposé, la "Lyapunov Machine", présente une complexité algorithmique
importante parmi d’autres problèmes à résoudre et reporte leur résolution à des travaux ultérieurs.

Alors que les méthodes théoriques et numériques ont été largement étudiées et documentées dans la
littérature, l’état de l’art des méthodes automatiques, en particulier celles s’appuyant sur les réseaux de
neurones et les algorithmes d’optimisation, est nettement moins fourni. Cela suggère une opportunité,
mais aussi une grande marge de progression dans cette direction. Les avancées rapides et les succès
sans précédent de l’intelligence artificielle dans divers domaines renforcent l’idée que ces techniques
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pourraient être utilisées de manière innovante pour aborder la complexité de la détermination des
fonctions de Lyapunov.

Dans ce contexte, il est essentiel d’explorer les méthodes automatiques comme une suite logique
de la progression dans la recherche sur la détermination des fonctions de Lyapunov.

2.4.1 Réseaux de neurones
Les réseaux de neurones artificiels (Artifical Neural Network (ANN)) sont des approximateurs

universels inspirés de la manière dont les neurones biologiques traitent l’information dans le cerveau
humain. Ces modèles ont été introduits pour la première fois dans les années 1940, mais ce n’est que
récemment, avec l’avènement des puissantes capacités de calcul et des grandes quantités de données,
qu’ils ont véritablement montré leur potentiel.

Un ANN est constitué d’unités, appelées neurones, organisées en couches. Ces neurones sont
inter-connectés par des poids, qui sont ajustés lors d’un apprentissage. L’information est introduite
dans le réseau via une couche d’entrée, traitée successivement à travers une ou plusieurs couches
cachées, et finalement transmise à une couche de sortie. La Figure 2.1 illustre l’architecture typique
d’un réseau de neurones avec une couche d’entrée, deux couches cachées et une couche de sortie.

x1Entrée 1

x2Entrée 2

x3Entrée 3

z
(1)
1

z
(1)
2

z
(1)
3

z
(1)
4

z
(2)
1

z
(2)
2

z
(2)
3

z
(2)
4

y1 Sortie 1

y2 Sortie 2

Couche
cachée 1

Couche
cachée 2

Couche
d’entrée

Couche
de sortie

FIGURE 2.1 – Architecture d’un réseau de neurones artificiels

La puissance des ANN réside dans leur capacité à apprendre des représentations complexes à partir
de données. Par exemple, dans le domaine de la reconnaissance d’images, un ANN peut apprendre à
identifier des caractéristiques telles que les bords, les textures et les formes à partir de pixels bruts, et à
combiner ces caractéristiques pour reconnaître des objets ou des scènes.

Cependant, les applications des ANN ne se réduisent pas à la reconnaissance d’images ou de
voix. Récemment, des recherches ont exploré l’utilisation des ANN pour des tâches plus avancées et
théoriques. Par exemple, la détermination des fonctions de Lyapunov à l’aide de réseaux de neurones
est un domaine en plein essor. Les fonctions de Lyapunov sont essentielles pour analyser la stabilité des
systèmes dynamiques. En utilisant des ANN pour approximer ces fonctions, il est possible d’obtenir
des idées précieuses sur la dynamique de systèmes complexes.

Les réseaux de neurones (Neural Network (NN)) sont couramment reconnus comme des approxi-
mations universelles et peuvent être efficacement utilisés pour gérer la modélisation des incertitudes
à des fins de contrôle robuste et des applications d’identification et de contrôle de systèmes (J. LIU,
2013). La modélisation d’un réseau de neurones a été proposée pour la première fois par McCulloch
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et Pitts au milieu des années 1940 (MCCULLOCH et PITTS, 1943). Les premiers modèles dynamiques
de réseaux de neurones ont été développés au début des années 80, basés sur le travail de David
Rumelhart (DE, 1986).

Avant de plonger dans un état de l’art détaillé des divers articles et travaux présentant les techniques
pour déterminer une fonction de Lyapunov grâce aux réseaux de neurones, il est essentiel de poser les
bases de ces techniques. Pour cela, nous présentons les principes élémentaires des réseaux de neurones.
Cet aperçu des concepts élémentaires des NN a pour but d’introduire des structures mathématiques qui
sont régulièrement employées dans l’élaboration d’un schéma d’optimisation pour la détermination
automatique d’une fonction de Lyapunov, sujet central du chapitre suivant.

2.4.1.1 Principes fondamentaux des réseaux de neurones

a) Formulation du problème :

Considérons un système dynamique représenté par l’équation suivante :

ẋ = f(x)

où x représente l’état du système et f une fonction non linéaire définissant la dynamique du système.
L’objectif principal est d’analyser la stabilité du système en trouvant une fonction appropriée qui
respecte certaines conditions nécessaires.

b) Architecture du réseau :

L’idée de cette étape est de construire un réseau neuronal. Il existe plusieurs types d’architectures,
adaptés à différents types de tâches. Pour approfondir ce sujet, nous pouvons nous référer à l’ouvrage
(HAGAN et al., 1997), souvent considéré comme la référence en matière de réseaux de neurones.

Réseaux feed-forward (Feed-Forward Neural Network (FFNN)) : Les réseaux feed-forward,
dans leur simplicité, consistent en un flux d’informations qui se déplace uniquement de l’entrée vers
la sortie, sans aucune boucle. Par conséquent, chaque neurone reçoit une entrée, la traite et transmet
le résultat au neurone suivant. Ils représentent l’une des architectures les plus anciennes et les plus
directes dans le domaine des réseaux de neurones.

Réseaux de neurones récurrents (Recurrent Neural Network (RNN)) : À l’opposé des ar-
chitectures feed-forward, les réseaux de neurones récurrents sont équipés de boucles internes pour
conserver l’information. Cela leur permet d’avoir une sorte de "mémoire" interne, ce qui les rend
particulièrement efficaces pour traiter des séquences de données, où la sortie à un moment donné
dépend des entrées précédentes.

Réseaux de neurones convolutifs (Convolutional Neural Network (CNN)) : Conçus spécifi-
quement pour traiter des données ayant une structure topologique, comme une image, les réseaux de
neurones convolutifs se distinguent par leur utilisation d’opérations de convolution. Ces opérations
filtrent les entrées à travers des couches successives pour extraire progressivement des caractéristiques
pertinentes, rendant les CNN puissants pour des tâches telles que la reconnaissance d’images.

Réseaux de neurones profonds (Deep Neural Network (DNN)) : Comme leur nom l’indique, les
réseaux de neurones profonds sont caractérisés par la profondeur de leur architecture, avec plusieurs
couches cachées intermédiaires. Cette profondeur permet au réseau de traiter des fonctions hautement
complexes, ce qui en fait une option puissante pour de nombreuses applications exigeant une granularité
et une complexité élevées.
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Réseaux antagonistes génératifs (Generative Adversarial Network (GAN)) : Les GAN sont
en réalité constitués de deux réseaux de neurones distincts qui sont en compétition l’un avec l’autre.
Le premier, appelé générateur, tente de produire de faux échantillons de données. Le second, le
discriminateur, évalue ces échantillons. Au fil de l’apprentissage, le générateur devient de plus en
plus doué pour créer des données qui ressemblent à de vraies données, tandis que le discriminateur
s’affine pour distinguer les vraies des fausses. Cette dynamique collaborative rend les GAN idéaux
pour générer de nouvelles données qui ressemblent étroitement à un ensemble de données d’entrée.

c) Apprentissage du réseau :

L’une des étapes importantes dans l’utilisation des réseaux de neurones est l’apprentissage du
réseau. Cette phase consiste à ajuster les paramètres du réseau (souvent appelés poids) de manière à ce
qu’ils puissent effectuer l’approximation souhaitée le plus fidèlement possible. L’apprentissage est
guidée par une fonction de coût, qui évalue la performance du réseau par rapport à l’objectif fixé. En
utilisant des techniques d’optimisation, le réseau ajuste progressivement ses poids pour minimiser cette
fonction de coût, c’est-à-dire pour se rapprocher le plus possible de l’approximation idéale. Dans ce
contexte, deux méthodes d’optimisation courantes, l’algorithme du gradient stochastique (Stochastic
Gradient Descent (SGD)) et Adam (Adaptive Moment Estimation (ADAM)), sont présentées pour
illustrer cette optimisation.

Fonction de coût : La fonction de coût est essentielle pour évaluer à quel point les prédictions du
modèle s’écartent des vraies valeurs. Le but de cette fonction est de guider le processus d’optimisation
en ajustant les paramètres du réseau. Elle doit être dérivable et fournir un moyen clair d’évaluer la
performance du réseau. Idéalement, elle est conçue pour pénaliser les erreurs importantes davantage
que les erreurs mineures et guider le modèle vers la meilleure approximation possible de la fonction
de Lyapunov.

Entraînement : Il est nécessaire d’utiliser une méthode d’optimisation telle qu’Adam ou SGD
pour entraîner le réseau en minimisant la fonction de coût choisie.

• SGD : Le SGD (BOTTOU, 2010 ; BOTTOU et al., 2018) est la version stochastique de la méthode
de descente de gradient. Au lieu d’utiliser tout l’ensemble de données pour calculer le gradient,
le SGD utilise un sous-ensemble (souvent appelé batch) pour estimer le gradient. L’idée derrière
le SGD est que chaque mise à jour du gradient, même basée sur un seul échantillon ou un petit
batch, peut pousser le modèle dans la bonne direction, même quand on le choisit aléatoirement,
d’où le terme stochastique.

Mise à jour de SGD :

wt+1 = wt − η∇J(wt)

où :

• wt est le vecteur des poids et des biais à l’itération t.
• η est le taux d’apprentissage.
• ∇J(wt) est le gradient de la fonction de coût J évalué au point wt.

• Adam : Adam (KINGMA et BA, 2014) est un algorithme d’optimisation qui combine les idées
de deux autres extensions de SGD : Momentum et RMSProp.
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Mise à jour de Adam :

mt = β1mt−1 + (1− β1)gt

vt = β2vt−1 + (1− β2)g
2
t

où :

• gt est le gradient à l’itération t.
• mt est une estimation du premier moment (moyenne) du gradient.
• vt est une estimation du second moment (variance non centrée) du gradient.
• β1 et β2 sont des hyperparamètres pour le contrôle de la décroissance exponentielle des

moments (généralement proches de 1).

Correction des estimations des moments pour l’initiation biaisée :

m̂t =
mt

1− β1

v̂t =
vt

1− β2
.

Mise à jour des poids :

wt+1 = wt −
η√
v̂t + ϵ

m̂t

où ϵ est un terme de lissage pour éviter la division par zéro (généralement une petite valeur
proche de zéro).

d) Validation de la fonction approximée :

Une fois l’apprentissage terminée, le réseau de neurones fournit une approximation de la fonction
qui aide à évaluer la stabilité du système ẋ = f(x). Cependant, pour être utilisable dans un contexte
d’ingénierie, cette approximation doit être validée. Cette étape est essentielle pour garantir la sécurité
et la fiabilité des systèmes contrôlés en utilisant cette approximation.

2.4.1.2 État de l’art sur les fonctions de Lyapunov neuronales

Bien que l’intérêt croissant pour l’interface entre les réseaux de neurones et les fonctions de
Lyapunov soit manifeste dans la littérature récente (CHANG et al., 2019 ; Y. CHEN et al., 2018 ; S. LI

et al., 2017 ; S. LI et al., 2016 ; Z. LI et al., 2014 ; NIU et al., 2019 ; T. WANG et al., 2015 ; X.-M.
WANG et al., 2018 ; WEN et al., 2015 ; B. ZHANG et al., 2014 ; G. ZHANG et al., 2020), la majorité
de ces travaux s’oriente vers le contrôle de systèmes ou d’autres applications connexes. En revanche,
une investigation approfondie concernant l’utilisation des réseaux de neurones, pour la détermination
d’une fonction de Lyapunov et l’établissement d’une région de stabilité associée, demeure encore
limitée. C’est dans cette direction spécifique que notre sujet de recherche se positionne.

Il y a eu des tentatives antérieures pour utiliser des réseaux de neurones afin d’approximer les
fonctions de Lyapunov. Parmi les premiers à intégrer les réseaux de neurones pour la théorie des
systèmes dynamiques, l’article (PROKHOROV, 1994) introduit la "Lyapunov Machine", un concept
novateur pour l’approximation des fonctions de Lyapunov. Ce travail propose une direction avant-
gardiste pour les recherches futures dans ce domaine. En particulier, les travaux dans l’article se
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distinguent par la description de la "Lyapunov Machine", un réseau de neurones spécialement conçu
pour l’approximation des fonctions de Lyapunov. Toutefois, l’auteur reconnaît que cette méthode
présente une complexité algorithmique, en plus de n’offrir qu’une approximation des fonctions de
Lyapunov, laissant entrevoir des défis importants à résoudre dans les études futures. Cet article marque
donc une étape significative, ouvrant la voie à une exploration plus approfondie de l’intégration des
réseaux de neurones dans la résolution des problèmes complexes de la théorie du contrôle et de la
stabilité des systèmes dynamiques.

L’article (SERPEN, 2005) propose un algorithme d’apprentissage basé sur des incréments plutôt que
sur des dérivées. Cette méthode met à jour les paramètres ou les valeurs par de petites augmentations
ou modifications à chaque étape. Cet algorithme s’appuie sur des mises à jour successives des
paramètres du réseau plutôt que sur un algorithme d’apprentissage standard. Bien que l’ensemble
du schéma de calcul proposé dans cet article présente une idée initiale intéressante pour explorer
des approches similaires, en l’absence d’arguments solides sur le plan mathématique et d’exemples
concrets démontrant les performances de l’approche, il convient de rester prudent quant à l’adoption de
cette méthode pour des applications pratiques dans le contexte de notre thèse. Une étude de simulation
visant à établir la validité des propositions théoriques est en cours. Dans (PETRIDIS et PETRIDIS, 2006),
seule une fonction de Lyapunov locale est calculée en utilisant des informations dérivées locales dans
l’algorithme d’apprentissage. Dans l’article (NOROOZI et al., 2008), les coefficients d’une fonction de
Lyapunov polynomiale sont calculés, plutôt que de représenter directement la fonction de Lyapunov
par un réseau de neurones. Dans cet article, en plus des techniques d’approximation traditionnelles,
les méthodes de propagation avant (Forward Method) et de rétro-propagation (Backward Method) ont
été mises en avant. La propagation avant sert à évaluer le réseau sur une entrée donnée, tandis que la
rétro-propagation ajuste les poids du réseau pour minimiser l’erreur entre la sortie du réseau et une
sortie désirée. Dans (ABATE et al., 2020), une nouvelle méthode de synthèse de fonctions de Lyapunov
pour les systèmes non linéaires autonomes a été proposée. Cette approche combine l’apprentissage
automatique pour identifier de manière autonome les fonctions de Lyapunov tout en garantissant leur
validité formelle. Concrètement, un apprenant numérique et un vérificateur symbolique collaborent
pour élaborer des réseaux de neurones de Lyapunov dont la validité est prouvée. Cependant, bien que
cette méthode présente des avantages notables en termes d’efficacité et de généralité, elle présente une
limite majeure : elle est spécifiquement adaptée aux systèmes avec des dynamiques polynomiales.

2.4.2 Entraînement par métaheuristiques
L’optimisation, avec sa simplicité conceptuelle couplée à sa complexité algorithmique, a façonné

de nombreux domaines scientifiques et ingénieriques. Depuis les travaux d’Euler au 18ème siècle
jusqu’aux avancées informatiques du 20ème siècle, l’optimisation a constamment évolué et s’est
développée. Aujourd’hui, que ce soit pour maximiser un profit, pour minimiser une dépense énergétique
ou pour calibrer un modèle complexe, l’optimisation joue un rôle incontournable.

L’optimisation est au cœur de nombreuses décisions scientifiques et industrielles. À chaque étape
de notre histoire technologique, nous avons cherché à affiner et à améliorer nos méthodes, à chercher
le meilleur résultat possible. Cependant, chaque problème d’optimisation a ses singularités. Certains
sont bien définis et relativement simples à résoudre, tandis que d’autres présentent des terrains plus
ardus, marqués par de multiples optima locaux et une vaste étendue de solutions potentielles. Et le
meilleur, ou l’optimal, peut souvent être hors de portée. Dans des environnements complexes et face
à des problèmes d’une grande envergure, la recherche d’une solution parfaite peut s’avérer dure à
trouver, voire impossible.
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Dans ce contexte, les métaheuristiques se distinguent. Ces techniques offrent des solutions puis-
santes et efficaces, même lorsque nous sommes confrontés à des paysages d’optimisation complexes.
Ce sont des techniques approximatives qui, bien qu’elles ne garantissent pas la solution optimale à
chaque fois, ont le potentiel de fournir des solutions de qualité et souvent suffisantes pour la pratique.
Cependant, le principal compromis réside souvent dans le temps de calcul nécessaire, qui, selon la
complexité du problème et la méthode implémentée, peut s’avérer conséquent. La montée en popu-
larité et l’amélioration continue des métaheuristiques ont conduit à une abondance de recherches et
de publications dédiées à ce sujet, comme (EIBEN et SMITH, 2015 ; TALBI, 2009). Ces références
fournissent une base solide pour comprendre, concevoir et mettre en œuvre des métaheuristiques dans
divers contextes d’optimisation, tout en reconnaissant l’importance de gérer de manière judicieuse le
temps de calcul.

Face à la multitude de métaheuristiques disponibles, il est essentiel de sélectionner les méthodes
d’optimisation les plus adaptées à nos besoins pour déterminer une fonction de Lyapunov. Pour cette
thèse, nous avons choisi de nous concentrer sur l’algorithme génétique (Genetic Algorithm (GA)) et
l’optimisation par essaim particulaire (Particle Swarm Optimization (PSO)). Plusieurs raisons sous-
tendent ce choix. Tout d’abord, ces deux méthodes ont démontré leur efficacité sur une large gamme
de problèmes d’optimisation, tant dans des contextes académiques que pratiques. De plus, leur nature
adaptative et leur capacité à explorer et exploiter l’espace de recherche les rendent particulièrement
appropriées pour traiter des problèmes complexes et non linéaires. L’état de l’art en matière de GA
et PSO est également riche et bien fourni, ce qui témoigne de l’importance et de la pertinence de
ces techniques dans la communauté scientifique. Enfin, leur flexibilité et leur richesse en termes de
paramétrisation offrent une opportunité unique d’adaptation et d’ajustement, permettant d’affiner les
solutions en fonction des spécificités de chaque problème. Ainsi, en retenant le GA et le PSO, nous
espérons fournir des solutions robustes et efficaces aux problèmes abordés dans cette thèse.

2.4.2.1 Algorithmes génétiques

Un algorithme génétique (GA) est une heuristique de recherche qui est inspirée par la théorie de
l’évolution naturelle de Charles Darwin. Cet algorithme reflète le processus de sélection naturelle
où l’individu le plus apte est sélectionné pour la reproduction afin de produire la progéniture de la
prochaine génération.

En informatique, un algorithme génétique est couramment utilisé pour générer des solutions de
haute qualité aux problèmes d’optimisation et de recherche en s’appuyant sur des opérateurs inspirés de
la biologie tels que les mutations, les croisements et la sélection. John Holland a introduit l’algorithme
génétique, sur la base du concept de la théorie de l’évolution de Darwin, en 1960 (HOLLAND, 1992).
Le développement s’est poursuivi grâce aux efforts conjugués de Holland, de ses étudiants et de ses
collègues à l’Université du Michigan durant les années 1960 et 1970 (DE JONG, 1975). La Figure 2.2
illustre le déroulement typique d’un algorithme génétique.

En matière d’évolution, la notion de sélection naturelle est centrale. Elle se base sur l’idée que,
dans une population, les individus les plus aptes sont sélectionnés pour la reproduction. Ces individus
privilégiés donnent naissance à une progéniture qui hérite de leurs caractéristiques distinctives. Si
ces traits sont avantageux, la nouvelle génération est généralement mieux adaptée que la précédente,
augmentant ainsi ses chances de survie. Ce mécanisme de sélection se répète continuellement, visant à
produire l’individu le plus adapté à son environnement. Dans le contexte des algorithmes génétiques,
cette idée est transposée à la recherche de solutions optimales. Nous considérons ainsi un ensemble
de solutions possibles à un problème donné, et nous privilégions celles qui s’avèrent être les plus
efficaces ou pertinentes.
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FIGURE 2.2 – Organigramme d’un algorithme génétique typique

Cinq éléments clés sont considérés dans un algorithme génétique :

• Population initiale : Le processus commence par un ensemble d’individus que nous appelons
une population. Chaque individu est une solution au problème à résoudre. Un individu est
caractérisé par un ensemble de paramètres (variables) appelés gènes. Les gènes sont joints en
chaînes pour former un chromosome (solution). Dans l’algorithme génétique, l’ensemble des
gènes d’un individu est représenté par une chaîne, tel un alphabet. Il est possible, par exemple,
d’utiliser des valeurs binaires (chaînes de 1 et de 0). Nous disons que nous codons les gènes
dans le chromosome.

• Fonction de coût : La fonction de coût détermine à quel point un individu est apte (la capacité
d’un individu à rivaliser avec les autres individus). Elle donne le score de "fitness" à chaque
individu. La probabilité qu’un individu soit sélectionné pour la reproduction est basée sur son
score de "fitness".

• Sélection : L’idée de la phase de sélection est de trier les individus les plus aptes et de les
laisser transmettre leurs gènes à la prochaine génération. Deux paires d’individus (parents) sont
sélectionnés en fonction des scores de "fitness". Les individus ayant un "fitness" élevé ont plus
de chances d’être choisis pour la reproduction.
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• Croisement : Le croisement est une étape fondamentale dans un algorithme génétique, permet-
tant de mélanger et d’intégrer les caractéristiques de deux parents pour former de nouveaux
descendants. Il existe de nombreuses méthodes de croisement, chacune ayant ses propres spéci-
ficités. L’une des techniques courantes est le croisement en un point. Dans cette approche, un
emplacement est choisi aléatoirement sur la chaîne de gènes. Les informations de deux parents
sont alors échangées à partir de cet emplacement pour former deux nouveaux descendants. Une
autre technique populaire est le croisement uniforme. Contrairement à la méthode précédente
qui se base sur un unique point de croisement, le croisement uniforme examine chaque gène
individuellement. À chaque position, un gène est sélectionné aléatoirement soit du premier
parent, soit du second, en fonction d’une probabilité fixée. Cette méthode produit donc un
descendant dont les gènes sont un mélange aléatoire des deux parents. Une fois les descendants
créés, que ce soit par ces techniques ou d’autres, ils sont ajoutés à la population existante.

• Mutation : Pour certains des nouveaux descendants formés, certains de leurs gènes sont soumis
à une mutation avec une faible probabilité aléatoire. Cela signifie que des éléments ou des valeurs
de la représentation génétique de l’individu peuvent être modifiés. La mutation se produit pour
maintenir la diversité au sein de la population et prévenir une convergence prématurée.

L’algorithme se termine si la population a convergé. Cela signifie que l’algorithme génétique a
trouvé une solution qui est probablement proche de l’optimum pour notre problème, sans toutefois
garantir qu’il s’agisse de la solution optimale.

2.4.2.2 Optimisation par essaim particulaire

L’algorithme d’optimisation par essaim de particules (PSO) est une technique d’optimisation
stochastique basée sur l’essaim, qui a été proposée par (EBERHART et KENNEDY, 1995) et (KENNEDY

et EBERHART, 1995). L’algorithme PSO simule le comportement social des animaux comme les
insectes, les troupeaux, les oiseaux et les poissons. Ces essaims adoptent une façon coopérative de
trouver de la nourriture, et chaque membre de l’essaim modifie constamment le modèle de recherche
en fonction des expériences d’apprentissage de lui-même et des autres membres. L’organigramme
présenté à la Figure 2.3 illustre le déroulement typique d’un algorithme PSO.

L’idée principale de la conception de l’algorithme PSO est étroitement liée à deux recherches :
l’algorithme évolutionnaire (Evolutionary Algorithm (EA)) et la vie artificielle.

Le principe de l’algorithme PSO s’inspire directement de la nature, empruntant aux stratégies
collectives de déplacement observées chez certains animaux, comme les formations d’oiseaux ou
les bancs de poissons. Cette méthode se rapproche des EA par son utilisation d’une population de
solutions potentielles, mais elle s’en distingue par son mécanisme de mise à jour des solutions. Plutôt
que de dépendre de la mutation ou du croisement comme dans les algorithmes évolutionnaires, chaque
particule au sein de l’essaim de PSO ajuste sa position en considérant les meilleures découvertes
personnelles ainsi que les réussites partagées au sein de l’essaim.

Dans ce contexte de la vie artificielle, le PSO simule le comportement d’agents autonomes qui
s’adaptent et apprennent de leur environnement et de leurs pairs. Ces agents, qui sont les particules
individuelles au sein de l’essaim, sont en quête continuelle de meilleures solutions dans l’espace défini
par la fonction objectif, s’appuyant sur leurs expériences et celles des autres pour progresser. Cette
coopération entre les découvertes individuelles et la connaissance collective permet à l’essaim de
converger vers une solution optimale, rendant le PSO particulièrement efficace.
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Millonas a formulé cinq principes essentiels pour développer des systèmes d’essaim artificiels
coopératifs, s’appuyant sur l’étude du comportement des animaux sociaux selon la théorie de la vie
artificielle (VAN DEN BERGH et al., 2007) :

• Proximité : L’essaim doit être capable d’effectuer des calculs spatiaux et temporels simples.

• Qualité : L’essaim doit être capable de détecter le changement de qualité dans l’environnement
et d’y répondre.

• Réponse diverse : L’essaim ne doit pas limiter son moyen d’obtenir les ressources dans une
portée étroite.

• Stabilité : L’essaim ne doit pas changer son mode de comportement à chaque changement
environnemental.

• Adaptabilité : L’essaim doit changer son mode de comportement lorsque ce changement est
significatif.

Pour une compréhension approfondie de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire, une
stratégie d’optimisation inspirée du monde naturel, la consultation de l’étude réalisée dans (D. WANG

et al., 2018) est recommandée.

Initialiser les paramètres PSO,
initialisation aléatoire de la position

et de la vitesse des particules

Évaluer la fonction d’aptitude
pour chaque particule pour la

meilleure solution locale et globale

Mettre à jour la vitesse
de chaque particule

Mettre à jour la posi-
tion de chaque particule

Les critères d’arrêt
sont-ils satisfaits ?

Arrêt

Oui

Non

FIGURE 2.3 – Organigramme de l’optimisation par essaim de particules
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2.4.2.3 État de l’art de l’optimisation par métaheuristiques

L’étude des fonctions de Lyapunov et leur rôle dans la commande et la stabilité des systèmes a
suscité l’intérêt de la communauté de recherche. La détermination de ces fonctions à l’aide d’algo-
rithmes d’optimisation est un champ d’étude en plein essor. Dans cette section, nous passons en revue
les principales contributions et les techniques utilisées pour aborder ce défi.

Jusqu’à présent, il y a peu de littérature sur l’application des algorithmes d’optimisation pour
déterminer une fonction de Lyapunov. Dans la plupart des cas, les auteurs se sont concentrés sur
l’identification du système ou la conception du contrôleur en recherchant une loi de commande.

Dans (SABOURI et al., 2020), les auteurs se concentrent sur l’emploi d’un algorithme génétique
pour élaborer une fonction de Lyapunov. Pour cela, une structure particulière de la fonction de
Lyapunov est définie, prenant en compte les valeurs indéfinies des paramètres de cette fonction et
le modèle dynamique du système analysé. La structure définie de la fonction de Lyapunov sert de
point de départ pour le processus de l’algorithme génétique. L’article considère deux architectures
principales de fonctions de Lyapunov avec des paramètres non déterminés au préalable comme
candidats potentiels : une forme générale de la fonction de Lyapunov et une forme polynomiale de
celle-ci.

La programmation génétique (Genetic Programming (GP)), proposée par Koza (KOZA, 1994), est
un algorithme d’optimisation basé sur les principes de l’évolution naturelle et est capable de résoudre
des problèmes d’optimisation en commande, robotique, régression symbolique, etc. (GROSMAN et
LEWIN, 2005 ; SEARSON et al., 2010). Contrairement à de nombreux algorithmes évolutionnaires,
tel que le GA, les agents dans le GP sont représentés sous forme de structures en forme d’arbre. En
d’autres termes, chaque arbre composé de branches et de nœuds, comme le montre la Figure 2.4,
représente une solution prospective au problème d’optimisation. Chaque nœud peut être défini comme
un terminal ou une fonction. Les terminaux peuvent être soit une valeur constante, soit un nombre
aléatoire, tandis que les fonctions peuvent être des opérateurs booléens ou arithmétiques. En particulier,
il a été démontré que le GP peut être utilisé pour construire des fonctions candidates de Lyapunov
en codant un ensemble de fonctions de base dans une structure arborescente. Une optimisation est
ensuite effectuée sur le domaine d’attraction sous réserve des contraintes liées aux caractéristiques de
la fonction de Lyapunov.

+

cos(·)

rand

/

| · |

X

2.3

FIGURE 2.4 – Agent sous forme d’arbre représentant
[
cos(rand) + |X|

2.3

]
La majorité des publications relatives aux EAs se focalisent sur la conception et la synthèse de

contrôleurs. Ces méthodes avancées sont exploitées pour développer des lois de contrôle pour des
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systèmes dynamiques variés, comme dans (KOZA et al., 2000 ; REICHENSDÖRFER et al., 2017 ;
SHIMOOKA et FUJIMOTO, 2000). Cependant, il existe également des travaux sur l’utilisation des EA
pour l’optimisation structurelle des fonctions de Lyapunov.

Certains travaux de recherche se sont spécifiquement attachés à l’emploi du GP pour l’élaboration
de fonctions de Lyapunov. Comme illustré dans (BANKS, 2002 ; GROSMAN et LEWIN, 2005), ces
études appliquent le GP pour générer des fonctions de Lyapunov potentielles, lesquelles sont évaluées
et sélectionnées en fonction de leur performance. Chaque fonction candidate est notée selon la taille de
la sous-région d’attraction qu’elle délimite. La probabilité qu’une fonction de Lyapunov soit retenue
pour la prochaine itération du processus évolutif dépend directement de cette note. Pour affiner leur
méthode, les auteurs emploient des fonctions de coût distinctes afin d’optimiser la taille de cette
sous-région d’attraction, s’efforçant ainsi d’identifier la fonction de Lyapunov la plus performante
pour le système en question.

Les inconvénients fondamentaux associés à l’utilisation du GP pour la construction de candidats de
Lyapunov sont que l’expression résultante pour la fonction de Lyapunov produite par le GP peut être
extrêmement grande (ce phénomène est appelé "expression bloating"). Par conséquent, la convergence
vers une solution peut être lente et / ou inexistante (MCGOUGH et al., 2010).

Dans (MCGOUGH et al., 2010), afin d’améliorer les performances et l’utilisabilité démontrées par
l’approche basée sur le GP, les auteurs proposent d’utiliser l’évolution grammaticale (Grammatical
Evolution (GE)). Bien que le GP et le GE soient tous deux des formes d’algorithmes évolutionnaires,
la manière dont ils représentent ou codent la solution est en réalité assez différente (MCGOUGH et al.,
2010). Il a été démontré que pour certaines applications, le GE est capable de surpasser le GP en
termes de vitesse de convergence, d’exigence de stockage et de structure de solution (O’NEILL et al.,
2001). Plus précisément, le GE ne souffre généralement pas de "expression bloating" comme le fait le
GP, améliorant ainsi considérablement le taux de convergence et réduisant les coûts de stockage. De
plus, les solutions analytiques résultantes sont souvent plus petites et nettement moins compliquées.

Dans (ALOUI et al., 2021), l’article vise à développer un algorithme numérique original pour
construire des fonctions de Lyapunov polynomiales et maximiser le domaine d’attraction. Les auteurs
améliorent la technique adoptée dans (NAJAFI et al., 2016) en combinant deux outils heuristiques
puissants : l’algorithme d’acceptation de seuil (Threshold Algorithm (TA)) et le PSO afin de maximiser
l’estimation du DOA.

2.4.3 Domaine de stabilité garanti
L’estimation du domaine de stabilité garanti est cruciale dans l’analyse des systèmes non linéaires,

particulièrement dans un contexte industriel où la sécurité est prioritaire. Ce domaine de stabilité
garanti peut être conceptualisé comme une estimation du DOA, à l’intérieur duquel tout point initial
est assuré de converger vers un état stable. Ce domaine varie en fonction de la nature de la stabilité
étudiée (au sens de Lyapunov, asymptotique, exponentielle, ou entrée - état).

Dans la littérature scientifique existante, l’analyse de stabilité des systèmes dynamiques se
concentre fréquemment sur la caractérisation de la stabilité locale autour d’un point d’équilibre.
Cependant, cette approche ne tient pas systématiquement compte de la taille du domaine de stabilité
garanti, un sous-ensemble du DOA, qui est essentiel pour nos applications pratiques. Dans cette
sous-section, nous énumérons et présentons succinctement certains travaux de recherche significatifs
qui explorent cette problématique. Ces études sont d’une grande importance pour notre approche, car
elles fournissent une base sur laquelle nous pouvons travailler afin de développer une méthode visant à
obtenir une estimation maximale du domaine de stabilité garanti avec nos ambitions scientifiques et
industrielles.
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Dans la contribution de (VANNELLI et VIDYASAGAR, 1985), les auteurs ont introduit les fonctions
de Lyapunov, dites maximales, qui sont des fonctions de type rationnel plutôt que des polynômes.
Dans de telles fonctions, le dénominateur a un effet "d’explosion" près des limites du DOA, de sorte
que leurs level sets représentent étroitement la région de stabilité dans cette partie de l’espace des
états. Dans cet article, les auteurs ont proposé un algorithme récursif pour construire simultanément la
fonction maximale et calculer l’estimation de ce domaine de stabilité. Dans (CHESI et al., 2003), les
auteurs ont utilisé les inégalités matricielles linéaires (Linear Matrix Inequality (LMI)) pour aborder
l’estimation du DOA d’un système dynamique basé sur les level sets des fonctions de Lyapunov. Une
approche présentée dans (CHESI, 2007b) vise à approximer le DOA comme l’union d’un nombre infini
de level sets de fonctions de Lyapunov, plutôt que d’un seul. Pour identifier ces level sets, l’article
propose de résoudre une série de problèmes d’optimisation basés sur des LMI. Dans (CHESI, 2009),
une stratégie pour estimer les DOAs des systèmes non polynomiaux a été proposée. L’idée est de
convertir le problème d’optimisation non polynomial en un problème polynomial, qui peut être abordé
via des techniques LMI convexes. Les termes non polynomiaux sont approximés par des séries de
Taylor tronquées.

Des formulations, qui font usage de résultats sur l’optimisation globale déterministe basée sur la
théorie des moments, ont récemment été proposées (HACHICHO, 2007 ; HACHICHO et TIBKEN, 2002).
La technique permet l’identification du meilleur level set possible (le plus grand level set donc) d’une
fonction de Lyapunov rationnelle qui constitue une estimation du DOA pour les systèmes dynamiques
non linéaires de type polynomial.

Dans la section 1.5.6, nous avons abordé l’approche de maximisation du domaine de stabilité
garanti à travers une méthode mise en lumière par (NAJAFI et al., 2016). Cette méthode est d’une
importance capitale pour notre recherche, en raison de sa capacité à déterminer efficacement la valeur
optimale de c. Ce faisant, elle permet de maximiser le level set d’une fonction de Lyapunov candidate,
ce qui est déterminant pour assurer le plus large domaine de stabilité garanti possible.

Dans les travaux présentés dans (NAJAFI et al., 2016), l’approche d’échantillonnage est appliquée
pour identifier le plus grand level set d’une fonction de Lyapunov candidate, garantissant ainsi la
stabilité d’un système non linéaire. Cette méthode implique de sélectionner des points de manière
systématique dans l’espace d’état pour vérifier la condition de dérivée temporelle négative de la
fonction de Lyapunov. L’objectif est d’avoir le plus vaste ensemble possible où cette condition est
satisfaite, assurant que toute trajectoire issue de cet ensemble aboutisse au point d’équilibre. Cette
stratégie est particulièrement utile pour obtenir des estimations précises et rapides du domaine de
stabilité garanti.

2.4.4 Fonction de Lyapunov fondée sur les réseaux de neurones

Alors que les réseaux de neurones et les algorithmes génétiques ont chacun laissé une marque
profonde dans le monde de la recherche en intelligence artificielle, un travail récent (PETRIDIS et
PETRIDIS, 2006) a dévoilé le potentiel remarquable de leur combinaison. Cette fusion novatrice a mené
à une approche intéressante et prometteuse pour la construction de fonctions de Lyapunov modélisées
par des réseaux de neurones. Afin de définir précisement cette fonction, il devient essentiel de calculer
les valeurs des poids en respectant certaines conditions spécifiques. Les auteurs ont mis en place
une approche singulière, en tenant compte des paramètres propres au système et des caractéristiques
d’une fonction de Lyapunov, pour ajuster précisément les poids du réseau neuronal afin d’obtenir une
fonction de Lyapunov. Ensuite, grâce à un algorithme d’optimisation, cette fonction de Lyapunov est
déterminée.
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Dans cette sous-section, nous décortiquons les innovations majeures et les limites de cet article et
soulignons comment cette recherche sert de pierre angulaire à cette thèse.

Dans cet article, selon les auteurs, quatre conditions sont "suffisantes" pour que le point 0 d’un
système autonome soit asymptotiquement stable :

(a1) V (0) = 0,

(a2) V (x) > 0 pour tous les x non nuls dans un voisinage de 0,

(a3) V̇ (0) = 0,

(a4) V̇ (x) < 0 pour tous les x non nuls dans un voisinage de 0,

où V est la fonction de Lyapunov recherchée et V̇ (x) sa dérivée.

Ces conditions peuvent être traduites sur des caractéristiques de la fonction de Lyapunov, à savoir
l’existence d’un minimum local en zéro et d’un maximum local de la dérivée V̇ en zéro. Ces contraintes
sur la fonction de Lyapunov peuvent être vérifiées à partir de la première et deuxième dérivées de V et
V̇ par rapport à x. Dans le cas de la deuxième dérivée, l’existence d’un minimum ou d’un maximum
local est vérifiée à partir des valeurs propres des matrices obtenues lors de ces dérivations.

L’une des innovations majeures de cette étude est la représentation de la fonction de Lyapunov,
V (x), à travers un réseau de neurones. Cette approche offre non seulement une flexibilité sans précédent
mais capitalise également sur la capacité d’approximation universelle des réseaux de neurones. Ces
derniers peuvent modéliser des fonctions d’une complexité significative, permettant une analyse plus
approfondie et précise des systèmes dynamiques.

De ce fait, les matrices des dérivées secondes, que ce soit pour V ou pour V̇ , sont calculées en tant
que fonctions des poids du réseau de neurones. L’ajustement de ces poids est donc d’une importance
capitale. Dans cette optique, les auteurs ont employé un algorithme génétique, cherchant à optimiser
ces poids de manière efficace. Leur ambition principale est d’assurer que la matrice des dérivées
secondes de V̇ soit définie négativement. La détermination d’une fonction de Lyapunov adéquate est
ancrée dans cette démarche d’optimisation. La sélection de la fonction de coût n’est pas anodine :
elle doit respecter les critères préalablement établis, mais elle est également conçue pour orienter
l’algorithme génétique dans sa recherche d’une fonction de Lyapunov conforme aux caractéristiques
essentielles des systèmes dynamiques.

Bien que prometteuse, cette approche présente plusieurs limites qui méritent une attention particu-
lière. L’utilisation de la formulation "pour tous les x non nuls dans un voisinage de 0" pour décrire les
conditions nécessaires à la détermination d’une fonction de Lyapunov pour un système donné présente
une ambiguïté. Le terme "voisinage" de 0 demeure en effet assez vague et n’offre aucune indication
précise sur le domaine de stabilité garanti associé, ce qui rend la détermination de la fonction de
Lyapunov moins précise qu’elle ne pourrait l’être.

De plus, l’utilisation de fonctions barrières, qui évoquent les méthodes de pénalisation en opti-
misation, est un autre aspect critique. Si ces fonctions peuvent aider à gérer les contraintes pendant
l’optimisation, elles ne garantissent pas nécessairement que le résultat final soit véritablement une
fonction de Lyapunov, nécessitant ainsi une vérification a posteriori.

Enfin, la méthode pourrait ne pas être adaptée de manière universelle à une vaste classe de systèmes.
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2.5 Synthèse des méthodes
La détermination des fonctions de Lyapunov a toujours été un sujet d’intérêt majeur dans le domaine

de la recherche, en raison de son implication fondamentale dans la compréhension et l’analyse de la
stabilité des systèmes. Dans cette revue de la littérature existante, nous avons abordé une diversité de
méthodologies, chacune étant le reflet de la progression constante et de l’évolution de ce domaine.

Les méthodes théoriques, allant de la linéarisation à la méthode de Krasovski, et incluant le principe
d’invariance de LaSalle, mettent en avant l’importance des fondations mathématiques rigoureuses. Ces
méthodes ont été complétées par des approches numériques, telles que le gradient variable, la méthode
de Zubov, ou encore la somme des carrés, pour n’en nommer que quelques-unes, qui cherchent à
exploiter la puissance de calcul pour résoudre des problèmes qui, sans elle, seraient difficiles à aborder.

La montée en puissance des méthodes automatiques est indéniable, avec une place croissante
accordée aux réseaux de neurones et aux algorithmes d’optimisation. Le recours à l’AI, et notamment
aux réseaux de neurones, pour déterminer les fonctions de Lyapunov, reflète l’engagement de la
communauté scientifique à intégrer les avancées technologiques dans leurs travaux.

Chaque méthode et chaque approche apportent ses contributions, mais aussi ses défis. Certains se
sont révélés particulièrement prometteurs, comme la méthode qui utilise conjointement les réseaux de
neurones et l’algorithme génétique que nous avons évoquée dans la section précédente. Bien qu’elle
présente des limitations spécifiques, telles que l’ambiguïté associée au voisinage de 0 et l’utilisation
de fonctions barrières, son approche constitue une base solide et inspirante pour la poursuite de nos
travaux.

Toutefois, il est évident que la recherche dans ce domaine reste ouverte. Face aux nombreux
défis posés par la détermination des fonctions de Lyapunov, il est impératif d’aller au-delà de la
méthodologie existante et d’explorer de nouvelles perspectives. C’est précisément l’objectif de la
section suivante, où nous introduisons notre méthode innovante, qui non seulement s’appuie sur les
forces des travaux antérieurs, mais vise également à pallier leurs faiblesses.
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3.1 Introduction
Face aux méthodes existantes dévoilées par la littérature actuelle, notre étude a révélé plusieurs

défis significatifs. Premièrement, il est manifeste que l’approche conservatrice de certaines stratégies
restreint leur portée, les rendant inadéquates pour une application élargie. Deuxièmement, la complexité
inhérente à la mise en œuvre de ces méthodes traditionnelles pose un défi, en particulier pour leur
intégration dans des contextes industriels. Il est nécessaire de disposer d’une méthode capable de
s’adapter à diverses formes de stabilité et de se déployer aux systèmes qu’ils soient à temps continu ou
à temps discret, une flexibilité que les techniques actuelles ne fournissent pas systématiquement.

Poursuivant l’examen des stratégies automatisées évoquées dans le chapitre précédent, notre
recherche s’oriente désormais vers une méthode novatrice : l’élaboration d’une fonction de Lyapunov
par une optimisation guidée, en utilisant un modèle de réseau neuronal. Bien que notre inspiration
provienne de (PETRIDIS et PETRIDIS, 2006), nous avons adapté cette technique pour la rendre
générique. Notre proposition souligne une approche visant à définir une fonction de Lyapunov, avec
l’objectif de trouver une estimation d’un domaine d’attraction (DOA) la plus grande possible.

La méthode adopte le même formalisme que celui présenté dans l’article (PETRIDIS et PETRIDIS,
2006). Les auteurs proposent une approche pour la construction d’une fonction de Lyapunov qui est
modélisée par un réseau neuronal en utilisant la capacité d’approximation universelle bien connue des
réseaux neuronaux. Ils emploient ensuite un algorithme génétique, cherchant à optimiser les poids
du réseau de neurones de manière efficace grâce à une fonction de coût permettant d’obtenir une
approximation précise de la fonction de Lyapunov. Bien qu’efficace, la principale difficulté de cette
approche est liée à l’absence d’estimation du DOA et à l’utilisation de fonctions de pénalité, qui ne
garantissent pas que le résultat final soit une fonction de Lyapunov : une vérification a posteriori
est nécessaire. Afin d’améliorer les performances et la facilité d’utilisation de cette approche, nous
proposons d’utiliser un nouveau schéma d’optimisation sous contraintes tout en maximisant le domaine
de stabilité garanti inclus dans le DOA.

Notre approche combine un cadre d’optimisation polyvalent capable de gérer divers scénarios de
stabilité, de la stabilité au sens de Lyapunov jusqu’à la stabilité entrée - état. Que ce soit par l’emploi
de fonctions de Lyapunov basiques, telles que la forme quadratique, ou par l’adoption de structures
plus complexes comme celles fondées sur les réseaux de neurones, notre stratégie est conçue pour
opérer de manière transversale et efficace. Elle se profile comme une solution adéquate tant pour
les systèmes à temps continu que pour ceux à temps discret, offrant ainsi la faculté de résoudre une
multitude de problématiques.
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3.2 Contexte
Considérons toujours le système autonome (1.9), dans lequel nous supposons que le point d’équi-

libre, dont nous souhaitons étudier la stabilité, est le point 0 (x = 0). Ainsi, nous pouvons écrire :

f(0) = 0. (3.1)

Supposons que V (x) est une fonction scalaire, continue et différentiable et que sa dérivée par
rapport au temps est donnée par :

G(x) =
dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj
fj(x) (3.2)

avec x = [x1,. . . ,xn]T .

Ainsi, grâce aux définitions du Chapitre 1, la fonction de Lyapunov recherchée V (x) et sa dérivée
G(x) doivent satisfaire deux conditions :

• Dans le DOA, V (x) a un minimum local en 0 et V(0) = 0.

• Dans le DOA, G(x) a un maximum local en 0 et G(0) = 0.

Les conditions suffisantes pour que V (x) ait un minimum local en 0 sont :

(v1) V (0) = 0,

(v2)
∂V

∂xj

∣∣∣∣
x=0

= 0 pour tout j = 1, 2, . . . , n,

(v3) HV (la matrice des dérivées secondes de V en x = 0) est définie positive.

De la même manière, les conditions suffisantes pour que G(x) ait un maximum local en 0 sont :

(g1) G(0) = 0,

(g2)
∂G

∂xj

∣∣∣∣
x=0

= 0 pour tout j = 1, 2, . . . , n,

(g3) HG (la matrice des dérivées secondes de G en x = 0) est définie négative.

Nous notons x = [x1, . . . , xn]T et la matrice jacobienne de f par :

F J := {Jqr, q = 1, . . . , n et r = 1, . . . , n.} (3.3)

où :

Jqr =
∂fq
∂xr

∣∣∣∣
x=0

(3.4)

Dans la suite, nous supposons que l’utilisateur a choisi une structure pour V (x) qui est deux fois
différentiable : forme polynomiale, réseau neuronal (à fonction d’activation deux fois différentiable),
forme quadratique, réseau de forme de base radiale, etc.

Bien que notre approche soit bien adaptée aux systèmes différentiables, nous pouvons l’étendre à
plusieurs autres classes de systèmes (potentiellement non différentiables) si ils sont préalablement
identifiés comme tels. Par exemple, les saturations, les valeurs absolues, les fonctions de signe, etc.,
peuvent être approximées par des techniques de régression efficaces. Dans la section suivante, une
formule générique pour HV et HG est définie.
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3.2.1 Expression de HV

La dérivée seconde de V peut être obtenue de manière directe :

HV := {Vqr, q = 1, . . . , n et r = 1, . . . , n.} (3.5)

où :

Vqr =
∂2V

∂xq∂xr

∣∣∣∣
x=0

(3.6)

3.2.2 Expression de HG

Par définition, nous exprimons G(x) par :

G(x) =
dV

dt
=

n∑
h=1

∂V

∂xh
fh(x). (3.7)

De ce fait, la dérivée première de G est la suivante, avec l = 1, . . . , n :

∂G

∂xl
=

n∑
h=1

∂2V

∂xh∂xl
fh(x) +

n∑
h=1

∂V

∂xh

∂fh
∂xl

. (3.8)

Si la condition (v2) est satisfaite et en tenant compte de (3.1), la propriété suivante tient :

∂G

∂xl

∣∣∣∣
x=0

= 0. (3.9)

La dérivée seconde de G est la suivante :

∂2G

∂xl∂xp
=

n∑
h=1

∂3V

∂xh∂xl∂xp
fh(x)

+
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xl

∂fh
∂xp

+
n∑

h=1

(
∂2V

∂xh∂xp

∂fh
∂xl

)
+

n∑
h=1

∂V

∂xh

∂2fh
∂xl∂xp

(3.10)

avec l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.

Nous désignons par :

HG := {Glp, l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.} (3.11)

où :

Glp =
∂2G

∂xl∂xp

∣∣∣∣
x=0

(3.12)

L’équation (3.10), en tenant compte de (3.1) et si (v2) est satisfaite, résulte en :

Glp =
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xl

∣∣∣∣
x=0

∂fh
∂xp

+
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xp

∣∣∣∣
x=0

∂fh
∂xl

. (3.13)
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Sur la base des équations (3.4) et (3.6), nous pouvons écrire :

Glp =
n∑

h=1

Vhl Jhp +
n∑

h=1

Vhp Jhl. (3.14)

Afin de déterminer une fonction de Lyapunov et grâce aux équations précédentes, nous pouvons
réduire les conditions (v1) à (v3) et (g1) à (g3) par ces quatre suivantes :

(t1) V (0) = 0,

(t2) G(0) = 0,

(t3) HV est définie positive,

(t4) HG est définie négative.
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3.3 Cas typiques

La méthodologie décrite précédemment, ainsi que les formulations de HV et HG en fonction de
X , offrent une flexibilité adaptable à une multitude de systèmes. Nous pouvons initialement explorer
une fonction de Lyapunov quadratique, moins coûteuse en termes de calcul. Si le domaine de stabilité
garanti obtenu est insuffisant, la recherche peut s’étendre vers des fonctions plus sophistiquées, comme
celles fondées sur les réseaux de neurones comme dans (PETRIDIS et PETRIDIS, 2006), ajustant
ainsi l’approche en fonction de l’exigence du système et optimisant progressivement la précision de
l’analyse.

Afin de mieux saisir la portée et les implications pratiques de cette fonction de Lyapunov, il est
utile de l’appliquer à des cas concrets. Cette section vise à illustrer, à travers quelques exemples
typiques, la façon dont les conditions (t1) à (t4) peuvent être mises en œuvre pour différentes formes
de ces fonctions. Chaque exemple servira non seulement à confirmer la validité de l’approche, mais
aussi à mettre en lumière les nuances et les spécificités qu’il convient de prendre en compte lors de
son application.

3.3.1 Forme quadratique
Dans cette section, nous considérons la fonction de Lyapunov V (x) représentée par une fonction

quadratique. Lorsqu’il s’agit de choisir une fonction de Lyapunov pour l’analyse de la stabilité d’un
système, la forme quadratique ne doit pas être considérée comme un choix anodin. En effet, elle est
souvent privilégiée car elle exprime bien la notion d’énergie qui s’annule en 0. En outre, lorsqu’une
fonction de Lyapunov est quadratique et que sa matrice P est définie positive, cela garantit que la
fonction est toujours positive pour tout x non nul, une propriété essentielle pour qu’une fonction de
Lyapunov soit valide.

Les avantages des fonctions quadratiques ne s’arrêtent pas là. Leur nature offre des dérivées
linéaires, simplifiant grandement l’analyse lorsqu’il faut vérifier si la dérivée temporelle de la fonction
est négative. Par ailleurs, les fonctions quadratiques sont convexes (si P > 0), ce qui est une propriété
désirable localement pour une fonction de Lyapunov. La convexité garantit qu’il n’y a qu’un seul
minimum global (pour une forme quadratique définie positive), ce qui est utile pour des méthodes
d’optimisation et de vérification.

En parcourant la littérature, il est manifeste que de nombreux papiers scientifiques recourent à
diverses techniques pour déterminer une fonction de Lyapunov, lorsque cette dernière est représentée
sous une forme quadratique (AMBROSINO et GARONE, 2012 ; CHESI et al., 2002 ; DAVISON et
KURAK, 1971 ; EGHBAL et al., 2013 ; HU et LIN, 2003 ; JOHANSSON et RANTZER, 1997 ; JONES et
PEET, 2023 ; PRAJNA et PAPACHRISTODOULOU, 2003 ; TESI et al., 1996). Néanmoins, bien que leur
simplicité soit attrayante, le recours à ces fonctions se fait souvent au prix d’un conservatisme certain
quant au résultat de l’analyse.

V (x) est exprimée sous la forme :

V (x) = xTPx. (3.15)

En application directe de (3.6), nous obtenons pour q = 1, . . . , n et r = 1, . . . , n :

Vqr = Pqr + Prq (3.16)

où Pqr et Prq représentent les coefficients de la matrice P .
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Avec P symétrique, Vqr devient :

Vqr = 2 Pqr. (3.17)

La dérivée seconde de G(X) est directement donnée par (3.13).

Les contraintes V (0) = 0 et
∂V

∂xj

∣∣∣∣
X=0

= 0 sont automatiquement remplies.

Calcul détaillé. Nous commençons par le développement de la forme quadratique V (x) :

V (x) = xTPx.

Cette expression peut aussi être écrite comme une somme double :

V (x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiPijxj.

Considérons maintenant la dérivée partielle seconde Vqr par rapport à xq et xr. La dérivée partielle
de V (x) par rapport à xq est :

∂V

∂xq
=

n∑
j=1

Pqjxj +
n∑

i=1

Piqxi.

En dérivant une seconde fois par rapport à xr, nous obtenons :

∂2V

∂xq∂xr
= Pqr + Prq

ce qui permet d’obtenir (3.16) :

Vqr = Pqr + Prq.

En utilisant maintenant le fait que la matrice P est symétrique, c’est-à-dire, P = Pqr = Prq,
l’équation (3.16) devient (3.17) :

Vqr = 2Pqr.

3.3.2 Réseau de neurones

Dans cette section, nous supposons la fonction de Lyapunov V (x) représentée par un réseau
neuronal où xi sont les entrées, wji sont les poids de la couche cachée, ai sont les poids de la couche
de sortie, hi sont les biais de la couche cachée, β est le biais de la couche de sortie ; i = 1, . . . , n et
j = 1, . . . , K où K est le nombre de neurones de la couche cachée et σ est la fonction d’activation du
réseau de neurones. La fonction de Lyapunov représentée par un réseau de neurones est illustrée par la
Figure 3.1.
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FIGURE 3.1 – Réseau neuronal de la fonction de Lyapunov

Par conséquent, V (x) peut être exprimée comme suit :
V (X) =

K∑
j=1

ajσ(νj) + β

νj =
n∑

i=1

wjixi + hj

(3.18a)

(3.18b)

La dérivée seconde de V (x) peut facilement être calculée à partir de (3.18) :

Vqr =
∂2V

∂xq∂xr

∣∣∣∣
x=0

=
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i

∣∣∣∣
x=0

∂vi
∂xr

∣∣∣∣
x=0

wqi

=
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i

∣∣∣∣
x=0

wriwqi.

(3.19)
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En insérant l’expression de (3.19) dans l’équation (3.13), nous obtenons la dérivée seconde de
G(x) en fonction des poids du réseau neuronal, ce qui donne :

Glp =
∂2G

∂xl∂xp

∣∣∣∣
x=0

=
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i

∣∣∣∣
x=0

wpiwji

)
Jjl

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i

∣∣∣∣
x=0

wjiwli

)
Jjp

(3.20)

où q = 1, . . . , n ; r = 1, . . . , n ; l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.

Calcul détaillé. Par définition, G(x) est donnée par :

G(x) =
dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

dxj
dt

=
n∑

j=1

∂V

∂xj
fj =

n∑
j=1

(
K∑
i=1

ai
dσ(νi)

dνi
wji

)
fj.

De ce fait, la dérivée première de G est la suivante :

∂G(x)

∂xp
=

n∑
j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i
wpiwji

)
fj

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
dσ(νi)

dνi
wji

)
∂fj
∂xp

.

Ainsi, nous obtenons :

∂2G(x)

∂xl∂xp
=

n∑
j=1

(
K∑
i=1

ai
d3σ(νi)

dν3i
wpiwjiwli

)
fj

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i
wpiwji

)
∂fj
∂xl

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i
wjiwli

)
∂fj
∂xp

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
dσ(νi)

dνi
wji

)
∂2fj
∂xl∂xp

.
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En x = 0, nous avons fj(x) = 0 par définition du point d’équilibre et
∂fj
∂xl

∣∣∣∣
x=0

= Jjl. En

conséquence, nous retrouvons l’équation (3.20) :

∂2G(X)

∂xl∂xp

∣∣∣∣
x=0

=
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i
wpiwji

)
Jjl

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
d2σ(νi)

dν2i
wjiwli

)
Jjp

+
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
dσ(νi)

dνi
wji

)
︸ ︷︷ ︸

terme qui est nul par construction
à la fin de l’algorithme

∂2fj
∂xl∂xp

.

Les conditions (t1) à (t4), en choisissant tanh comme fonction d’activation, définies précédemment
deviennent alors :

(t1)
∑K

i=1 ai tanh(hi) + β = 0,

(t2)
∑K

i=1 ai(1− tanh2(hi))wqi = 0 pour q = 1, . . . , n,

(t3) HV donnée par (3.19) est définie positive,

(t4) HG donnée par (3.20) est définie négative.

Note : La contrainte (t1) peut se retirer en imposant β = −
∑K

i=1 ai tanh(hi) dans la construction
du réseau de la fonction de coût.
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3.4 Mise en œuvre de l’optimisation
C’est dans ce contexte que nous introduisons un cadre d’optimisation détaillé. Notre approche vise

non seulement à identifier une fonction de Lyapunov pour un système donné mais aussi à maximiser
le domaine de stabilité garanti correspondant pour obtenir une compréhension plus complète de la
stabilité du système.

Les travaux décrits ici ont été publiés en conférence (BOCQUILLON et al., 2020b).

3.4.1 Cadre d’optimisation
Dans cette section, nous supposons qu’une structure appropriée pour la fonction de Lyapunov,

notée Vθ (deux fois différentiable), a été choisie, où tous les paramètres qui visent à caractériser la
fonction de Lyapunov sont rassemblés dans le vecteur θ.

Ensuite, pour déterminer une fonction de Lyapunov appropriée, les conditions (t1) à (t4) doivent
être satisfaites. À cette fin, une fonction de coût, Q, doit être sélectionnée de manière à ce que,
respectivement, la positivité et la négativité de HV et HG soient satisfaites. La matrice HV est définie
positive si toutes ses valeurs propres sont positives. Dans le même sens, la matrice HG est définie
négative si toutes ses valeurs propres sont négatives.

Dans l’article (PETRIDIS et PETRIDIS, 2006), les auteurs abordent la résolution de ce problème
par optimisation. Bien que cette méthode offre des perspectives intéressantes, elle comporte plusieurs
points délicats qui nécessitent un examen approfondi. En premier lieu, l’emploi du concept de
"voisinage autour de 0", pour énoncer les conditions requises pour identifier une fonction de Lyapunov,
introduit une certaine imprécision. En effet, ce concept de "voisinage" n’est pas clairement défini, ne
fournissant pas d’information concrète sur le domaine de stabilité concerné, ce qui pourrait limiter la
portée ou l’utilité de l’identification de la fonction de Lyapunov selon les objectifs visés.

Par ailleurs, l’intégration de fonctions barrières pour assurer la positivité de HV et la négativité
de HG, rappelant les techniques de pénalisation en optimisation, pose également question. Bien que
ces fonctions puissent faciliter la gestion des contraintes lors de l’optimisation, elles ne garantissent
pas en soi que la solution obtenue soit effectivement une fonction de Lyapunov. Ceci implique une
nécessité de vérification supplémentaire après le processus d’optimisation.

En conséquence, dans la prochaine section, nous élaborons une méthode permettant de maximiser
le domaine de stabilité garanti. Avant d’entrer dans les détails de l’estimation du DOA, il est essentiel
d’expliciter la méthodologie de la création d’un maillage. Cette étape est fondamentale car elle
influence directement la qualité de nos résultats d’optimisation, ainsi que la robustesse et la précision
des domaines d’attraction estimés.

3.4.2 Définition du maillage
Un maillage est un ensemble discret d’échantillons dans un espace continu, souvent utilisé pour

approcher des fonctions continues à l’aide d’un ensemble fini de points. Dans notre contexte, le
maillage est utilisé pour échantillonner l’espace d’état, nous permettant d’évaluer les conditions d’une
fonction de Lyapunov sur cet ensemble discret plutôt que sur l’ensemble infini des états possibles.

Le maillage que nous utilisons pour l’approximation du DOA est constitué d’un ensemble Z de
points, qui est obtenu en subdivisant un hypercube centré sur l’origine. Si le point d’équilibre n’est
pas à l’origine, il suffit de procéder à un changement d’origine comme discuté dans la section 1.2.11.
Chaque subdivision ou "cellule" de cet hypercube contient un point unique. Cet hypercube est conçu
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pour couvrir un domaine suffisamment vaste ⊂ X afin d’assurer une approximation de notre estimation
du domaine d’attraction. La résolution de ce maillage, c’est-à-dire la distance entre les points adjacents,
est déterminante pour la qualité de cette approximation. Il est essentiel que Z soit choisi suffisamment
grand pour couvrir intégralement la région d’intérêt de l’espace d’état.

Dans notre algorithme, nous laissons la possibilité de choisir le nombre de points du maillage, c’est-
à-dire du nombre de subdivisions de l’hypercube. Toutefois, il est important de noter un compromis :
un nombre élevé de points augmente la précision de l’approximation, mais le temps de calcul devient
également plus important, croissant de manière exponentielle avec le nombre de points. Dans le
contexte industriel, où les systèmes peuvent être d’une grande complexité, il est souvent préférable
d’opter pour une solution équilibrée entre précision et temps de calcul. La robustesse de notre approche
par rapport à la résolution du maillage ainsi que la stabilité entre deux points sont discutées plus en
détail dans la section 3.4.5.

Il existe d’autres méthodes pour déterminer le maillage, mais dans nos travaux, nous avons utilisé
celle présentée précédemment. Par exemple, une perspective possible consiste à utiliser le gradient du
candidat actuel de la fonction de Lyapunov pendant l’optimisation. Une idée pourrait être d’analyser la
première exécution de l’algorithme d’optimisation ; plus le gradient est grand, plus le maillage doit être
fin dans les exécutions suivantes. Le choix d’un maillage adapté est une étape cruciale pour obtenir
des résultats d’optimisation fiables. L’échantillonnage discret de l’espace d’état par le maillage permet
d’évaluer les propriétés des fonctions de Lyapunov ainsi que sa dérivée sur un ensemble fini de points,
rendant le problème d’optimisation solvable.

3.4.3 Estimation d’un DOA
La constitution de notre maillage étant défini, nous pouvons l’utiliser pour maximiser le domaine

de stabilité garanti. Notre maillage, désigné par Z , est un ensemble discret de points obtenus en
subdivisant un hypercube. Pour cette section, nous considérons une fonction de Lyapunov d’une forme
choisie au préalable Vθ donnée, et D son domaine de définition associée. Nous allons nous concentrer
sur la stabilité au sens de Lyapunov et la stabilité asymptotique, en laissant la stabilité exponentielle et
la stabilité entrée - état pour les sections ultérieures.

L’ambition ici est de maximiser le domaine de stabilité estimé garanti en identifiant le level set
Ω(c) le plus grand (que nous appellerons Ωc par la suite) dans lequel la dérivée temporelle de Vθ
demeure négative, conformément au Théorème 21. Cela revient essentiellement à déterminer la valeur
maximale de c, soit c∗ défini dans (1.48), pour laquelle Ωc est à l’intérieur du DOA. En imposant une
convexité locale à V et une concavité locale à G, nous garantissons que la notion de level set est bien
définie.

Pour une illustration claire et une meilleure compréhension des relations entre le domaine d’attrac-
tion, le domaine de définition de la fonction de Lyapunov et le domaine de stabilité estimé garanti,
nous renvoyons le lecteur à la Figure 3.2 ci-dessous. Pour rappel, le domaine de stabilité garanti peut
être conceptualisé comme une estimation du DOA, à l’intérieur duquel tout point initial est assuré de
converger vers un état stable.

Lorsque nous considérons un Vθ fixe qui satisfait les conditions, il est nécessaire de trouver la
valeur maximale c∗ ∈ R pour laquelle Ωc satisfait les conditions du Théorème 21, voir le Théorème 22.
La valeur de c∗ peut varier en fonction des échelles de Vθ, comme illustré par le fait que si Vθ est
multiplié par un facteur positif α, c∗ se transforme aussi en α× c∗. Néanmoins, ce qui est essentiel
n’est pas la valeur absolue de c, mais plutôt la taille du level set associé à Vθ. Dans ce but, nous
appliquons l’algorithme que nous avons précédemment décrit en pseudo-code (voir Algorithme 1),
basé sur les principes énoncés dans (NAJAFI et al., 2016).

88 Chapitre 3 Recherche automatique d’une fonction de Lyapunov par optimisation



FIGURE 3.2 – Visualisation du domaine de stabilité estimé garanti

Afin de pouvoir maximiser le domaine de stabilité estimé garanti, nous utilisons le maillage Z
pour échantillonner l’espace d’état. La première étape vise à définir un ensemble de points à travers le
maillage Z qui couvre intégralement le domaine d’attraction estimé, garantissant ainsi que Z contient
entièrement l’ensemble Ωc, inclus dans le DOA. La deuxième partie de la maximisation de la taille de
Ωc consiste à rechercher la borne supérieure du paramètre c∗ dans l’équation (1.48), calculée dans tout
l’espace de recherche Z .

Le processus d’estimation du DOA est un élément central de notre exploration. Afin d’atteindre
cet objectif, nous proposons deux méthodes distinctes, chacune adoptant une approche unique pour
explorer et maximiser le domaine de stabilité estimé garanti. Ces méthodes sont conçues pour fournir
un cadre flexible, permettant une analyse approfondie et une maximisation efficace de ce domaine.
Dans les sections suivantes, nous détaillons ces deux méthodes, en exposant leur fonctionnement, leurs
avantages, et la manière dont elles contribuent au processus global d’estimation du DOA.

3.4.3.1 Méthode 1 : Estimation indirecte d’un DOA

Dans la première méthode, nous travaillons directement sur les points vérifiant les conditions
(t1) à (t4). Nous avons besoin d’une métrique pour évaluer la qualité de nos estimations. Introduisons
le critère P1, qui comptabilise les points qui satisfont les caractéristiques requises d’une fonction de
Lyapunov. Plus précisément, P1 est calculé comme le nombre de points pour lesquels V (x) > 0 et
G(x) < 0, respectant ainsi les conditions (t1) à (t4).

L’objectif est alors de maximiser P1 (ou, de manière équivalente, de minimiser −P1), soit maximi-
ser les points respectant les conditions (t1) à (t4), sans considération préalable des implications sur le
level set associé. Cette approche vise à optimiser le domaine de définition de la fonction de Lyapunov,
noté D. Bien que cette méthode offre une opportunité d’estimer le DOA d’un système donné, elle
n’offre aucune certitude et ne produit qu’une estimation initiale du domaine de stabilité garanti. Son
avantage réside dans sa simplicité d’utilisation.

Toutefois, cette méthode présente des limites. En effet, bien que P1 soit maximisé, il n’est pas
garanti que le level set correspondant soit le plus grand possible. Un point peut vérifier les conditions
(t1) à (t4), pour autant, la trajectoire d’état passant par ce point peut aller vers des points où V (x)
est plus petite, mais où G(x) ne soit plus < 0. En conséquence, rien ne garantit que le D trouvé soit
invariant. De ce fait, une vérification a posteriori s’avère alors nécessaire pour évaluer et valider la
grandeur du level set associé au D obtenu, ajoutant une couche d’effort calculatoire et conceptuel à la
procédure. Nous introduisons alors une seconde méthode.

Pour pallier ce problème, l’utilisation des level sets (ensembles de sous-niveaux) est proposée dans
la méthode 2. Ces ensembles vérifient V (x) > 0 et G(x) < 0, mais de plus, une fois la trajectoire
dans cet ensemble, elle y reste pour tout t > t0.
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3.4.3.2 Méthode 2 : Estimation directe du DOA avec des level sets

Cette deuxième méthode propose une approche alternative, centrée explicitement sur la maxi-
misation de la taille du level set. Dans cette stratégie, nous introduisons une métrique spécifique,
dénommée P2, visant à identifier et comptabiliser les points qui correspondent aux caractéristiques
d’un level set optimal. Plus précisément, P2 est calculée comme le nombre de points pour lesquels
G(X) < 0 et V (x) ≤ c∗, respectant ainsi les conditions strictes du level set. Cette métrique P2 sert
d’indicateur direct et fiable de la grandeur du level set. Par conséquent, en maximisant P2 (ou, de
manière équivalente, en minimisant −P2), nous obtenons une estimation d’un DOA, un domaine
garanti, qui est intrinsèquement liée à la grandeur du level set. L’avantage principal de cette méthode
réside dans sa focalisation directe sur le level set, permettant ainsi d’obtenir des résultats qui n’exigent
pas de vérification a posteriori, simplifiant et accélérant le processus de validation. Ainsi, cette méthode
se présente comme une alternative puissante et efficace pour maximiser directement le level set comme
une estimation d’un sous-DOA, facilitant et optimisant le processus d’optimisation et de validation.

Une analyse comparative détaillée de ces deux méthodes est présentée dans la section 4.2. Cette
comparaison permet de discerner la pertinence et l’efficacité relative de chaque approche dans différents
contextes et configurations. Nous examinons de manière critique les avantages et les inconvénients
de chaque méthode, en mettant en lumière leurs performances respectives, leur fiabilité, ainsi que
leur aptitude à maximiser le level set tout en approximant de manière précise le DOA. Cette seconde
méthode n’est pas seulement importante pour l’ajustement précis de la méthode choisie tout au long
de nos travaux, mais elle incarne le cheminement intellectuel qui nous a orientés vers l’estimation du
DOA avec des level sets.

3.4.4 Fonction de coût

La recherche d’une fonction de Lyapunov qui valide la stabilité d’un système dynamique est au
cœur de nombreux problèmes d’ingénierie et de contrôle. La caractérisation d’une telle fonction est
intrinsèquement liée à un problème d’optimisation non trivial. L’espace des solutions est non convexe,
résultant des contraintes associées, et la fonction de coût est elle-même non convexe, présentant ainsi
plusieurs minima locaux. Cela implique que des algorithmes d’optimisation conventionnels, qui sont
conçus pour des espaces convexes, pourraient se retrouver facilement piégés dans un minimum local
et donc ne pas fournir la solution optimale souhaitée.

Notre démarche vise à déterminer une fonction de Lyapunov en formulant des critères clés que
cette fonction doit satisfaire. Rappelons les critères (t1) à (t4) que nous avons déterminés dans la
section précédente :

(t1) V (0) = 0,

(t2) G(0) = 0,

(t3) HV , telle que donnée par (3.6), est définie positive,

(t4) HG, telle que donnée par (3.14), est définie négative.

Les contraintes (t1) et (t2) spécifient que la fonction de Lyapunov et sa dérivée doivent être égales
à 0 au point d’équilibre. Les contraintes (t3) et (t4) de convexité locale pour V et de concavité locale
pour G, sont cruciales pour justifier une fonction de Lyapunov à la fin du processus d’optimisation et
pour définir la notion de level set. En imposant une convexité locale à V et une concavité locale à G,
nous garantissons que la notion de level set est bien définie.
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Pour naviguer efficacement dans cet espace complexe et potentiellement vaste de solutions, nous
nous tournons vers des techniques d’optimisation bio-inspirées : l’algorithme génétique (GA), tel que
défini à la section 2.4.2.1, et l’optimisation par essaim de particules (PSO), présentée dans la section
2.4.2.2. Ces deux algorithmes tirent leur inspiration de phénomènes naturels et ont été prouvés comme
étant particulièrement efficaces pour des problèmes d’optimisation non convexes.

Le choix de ces algorithmes est stratégique. D’une part, le GA est particulièrement adapté à
notre implémentation sous contraintes, respectant les contraintes (t1) et (t2), car il offre la possibilité
d’appliquer des contraintes dures. Une contrainte dure est une contrainte qui doit impérativement
être satisfaite. Si un candidat ne respecte pas cette contrainte, il est rejeté ou pénalisé sévèrement,
garantissant ainsi que toutes les solutions générées par l’algorithme respectent ces critères.

D’autre part, le PSO est notre choix pour l’implémentation sans contrainte externe. En supprimant
ces contraintes, nous simplifions la procédure d’optimisation, permettant ainsi une exécution plus
rapide. De plus, cela nous offre une flexibilité accrue dans le choix des algorithmes d’optimisation,
puisque nous ne sommes plus limités par ces contraintes. Cependant, il est important de mentionner que
les contraintes (t1) et (t2) restent centrales dans notre étude. La section dédiée aborde leur intégration
de manière appropriée.

Ainsi, cette section a pour objectif de mettre en place des fonctions de coût permettant de déterminer
une fonction de Lyapunov répondant aux contraintes (t1) à (t4).

3.4.4.1 Implémentation sous contraintes

Nous formalisons maintenant le problème comme un problème sous contraintes pour éviter
l’utilisation de la fonction barrière qui conduit à un problème sous-optimal comme montré dans
l’article (PETRIDIS et PETRIDIS, 2006). Le schéma proposé ici est flexible de sorte que des problèmes
plus complexes tels que la stabilité exponentielle et l’ISS peuvent être considérés avec le même
schéma, et sont abordés efficacement dans les prochaines sections.

Le problème peut être exprimé sous la forme générale d’un problème d’optimisation dans lequel
la fonction de coût Q doit être minimisée. Dans ce but, notons λvi , i = 1, . . . , nv l’ensemble des nv

valeurs propres de HV et λgi , i = 1, . . . , ng l’ensemble des ng valeurs propres de HG. Si n est l’ordre
du système, alors nv = ng = n. Les conditions de positivité et de négativité sur les matrices HV et
HG nécessitent des signes opposés.

Afin de répondre à la minimisation de la fonction de coût, nous posons :

HV ′
= HV ×−1.

Notons λv ′ les valeurs propres de HV ′ :

−
λv ′ = max(real(λv′))
−
λg = max(real(λg))

λmax = max(
−
λv ′,

−
λg).
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Alors, la fonction de coût à minimiser, dont l’expression de Q est définie dans la section suivante,
se présente comme suit, avec Θ représentant le vecteur des variables à déterminer :

min
Θ

Q

subject to (t1), (t2).

Dans le cas de la stabilité asymptotique, Θ est réduit simplement à θ, qui représente tous les
paramètres visant à caractériser la fonction de Lyapunov. Dans ce contexte, la manière dont nous
calculons la fonction de coût Q est décisive. Nous examinons plus en détail la formulation de cette
fonction selon les deux méthodes distinctes que nous avons définies précédemment. Chacune de ces
approches présente des caractéristiques uniques dans le calcul de Q. Nous effectuons une exploration
approfondie de leurs procédures respectives de calcul et des implications associées.

Méthode 1 : Estimation indirecte d’un DOA

Dans cette sous-section, nous détaillons la première méthode de calcul de la fonction de coût Q,
qui est centrée sur la maximisation du domaine de définition D. Le pseudo-code ci-dessous (voir
Algorithme 2) clarifie ce processus en illustrant les étapes principales du calcul. Dans cet algorithme,
xmesh correspond au maillage que nous avons défini dans la section précédente, soit Z .

Algorithme 2 : Pseudo-code pour le calcul de la fonction de coût Q avec la méthode 1
Input : Maillage xmesh, paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ
Result : La valeur de la fonction de coût Q
λmax = max(

−
λv ′,

−
λg)

if λmax ≥ 0 then
Q = λmax;

else
P1 = 0;
for pour chaque point m dans xmesh do

if G(m) < 0 et V (m) > 0 then
P1 = P1 + 1;

end
end
Q = −P1;

end
return Q

Cette fonction de coût est similaire à celle décrite dans (FEYEL, 2017), et a démontré son efficacité.
Selon la définition de Q, un candidat est une fonction de Lyapunov valide si Q < 0, ce qui signifie que
les conditions (t3) et (t4) sont satisfaites. Les conditions (t1) et (t2), qui sont cruciales, sont intégrées
comme contraintes d’égalité dans l’algorithme d’optimisation, garantissant ainsi que les solutions
respectent ces critères impératifs. Pour rappel, P1 représente le nombre de points dans le maillage
vérifiant les conditions V (x) > 0 et G(x) < 0. Mathématiquement, la fonction de coût Q peut être
exprimée comme suit :

Q =

{
λmax si λmax ≥ 0

−P1 sinon
(3.21)
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Dans cette méthode, l’accent est mis sur la maximisation des points satisfaisant les conditions
(t1) à (t4) sans prendre en compte, dans un premier temps, les implications de cette maximisation
sur le level set associé. Bien que cette stratégie permette une optimisation intuitive et efficace de D,
fournissant ainsi une approximation initiale robuste de la région d’attraction, elle n’est pas exempte
d’une contrainte majeure. La limite principale de cette approche réside dans l’incertitude concernant la
taille du level set associé. En d’autres termes, bien que D soit maximisé, il est possible que le level set
correspondant ne le soit pas, conduisant à une optimisation non concluante car D n’est pas invariant.
Dans un tel scénario, le processus d’optimisation pourrait aboutir à un D élargi, mais associé à un
level set relativement restreint, compromettant ainsi l’efficacité de l’optimisation. Ainsi, une étape de
vérification a posteriori est indispensable pour évaluer et confirmer la taille du level set associé au D
identifié. Cette étape supplémentaire, nécessaire pour assurer une optimisation significative, ajoute
une couche de complexité et requiert des efforts calculatoires supplémentaires.

Méthode 2 : Maximisation directe sur le level set

Cette sous-section introduit une seconde approche de calcul pour la fonction de coût, où l’accent
est mis sur la maximisation directe d’un level set associé au DOA. Cette méthode vise à obtenir le
plus grand level set directement lors du processus d’optimisation, sans nécessité d’une vérification a
posteriori, simplifiant ainsi le processus d’évaluation.

Afin de clarifier ce processus, nous fournissons ci-dessous un pseudo-code détaillé qui illustre les
étapes principales de ce calcul (voir Algorithme 3). Dans cet algorithme, xmesh correspond au maillage
que nous avons défini dans la section précédente, soit Z . C’est une fonction de coût similaire à celle
que nous pouvons trouver dans (FEYEL, 2017) et qui a prouvé son efficacité.

Algorithme 3 : Pseudo-code pour le calcul de la fonction de coût Q avec la méthode 2
Input : Maillage xmesh, paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ
Result : La valeur de la fonction de coût Q
λmax = max(

−
λv ′,

−
λg)

if λmax ≥ 0 then
Q = λmax;

else
P2 = 0;
Utilisez l’Algorithme 1 pour définir c∗;

for pour chaque point m dans xmesh do
if G(m) < 0 et V (m) < c∗ then

P2 = P2 + 1;
end

end
Q = −P2;

end
return Q

Selon la définition de la fonction Q, un candidat est une fonction de Lyapunov si Q < 0. Soit les
conditions (t3) et (t4) sont vérifiées. Les conditions (t1) et (t2) définissent les propriétés spécifiques que
nous souhaitons obtenir pour la fonction de Lyapunov, et sont intégrées comme contraintes d’égalité
dans l’algorithme d’optimisation, garantissant ainsi que les solutions obtenues respectent ces critères.
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S’appuyant sur l’efficacité de l’Algorithme 1 présenté dans la section 1.5.6 pour la détermination
optimale de la valeur de c∗, notre méthode intègre cette technique fondamentale pour optimiser le
calcul de P2. Pour rappel, la métrique P2 est calculée comme le nombre de points pour lesquels
G(x) < 0 et V (x) ≤ c∗.

Mathématiquement, la fonction de coût Q peut être exprimée comme suit :

Q =

{
λmax si λmax ≥ 0

−P2 sinon
(3.22)

Synthèse des méthodes

Les deux méthodes révèlent une structure commune dans la procédure, comme illustré dans les
pseudo-codes de l’Algorithme 2 et de l’Algorithme 3. La distinction réside dans l’espace où nous
comptons les points : la méthode 1 effectue le comptage directement sur le domaine D, tandis que la
méthode 2 ajoute un processus intermédiaire pour déterminer la valeur de c∗ au cours du processus
d’optimisation.

Plusieurs avantages découlent de l’utilisation de ces méthodes d’implémentation sous contraintes :

• En premier lieu, il est important de certifier que les valeurs propres sont réellement positives
et négatives pour HV et HG. Une solution aurait pu être de seulement compter les points à
maximiser afin de post-vérifier ces conditions sur HV et HG. Cependant, cela ne garantit pas
que la fonction de Lyapunov trouvée à la fin de l’optimisation possède un minimum local en 0
et/ou que sa dérivée possède un maximum local en 0.

• Le deuxième avantage de ces approches est sa grande flexibilité. Elle permet une adaptation
facile à une multitude de problèmes complexes, comme étendre à d’autres types de stabilité.

• Enfin, aucun paramètre supplémentaire n’est à régler.

Les inconvénients des deux méthodes sont le temps de calcul du comptage de chaque point du
maillage pour savoir si les conditions sont assurées, et la robustesse au maillage que nous abordons
plus en détail dans une section ultérieure.

3.4.4.2 Implémentation sans contrainte externe

L’importance de l’algorithme d’optimisation dans la détermination d’une fonction de Lyapunov
ne peut être sous-estimée. La méthode d’implémentation précédente, bien qu’efficace, introduit deux
contraintes d’égalité dans l’algorithme d’optimisation (les conditions (t1) et (t2)). Bien que ces
contraintes soient essentielles pour garantir que la solution trouvée soit effectivement une fonction
de Lyapunov, elles réduisent également le nombre d’algorithmes d’optimisation que nous pouvons
utiliser. Cette restriction est importante, car avoir une variété d’algorithmes à notre disposition peut
nous permettre d’explorer un ensemble plus large de solutions potentielles, et par conséquent peut
augmenter nos chances de trouver une solution optimale.

C’est pourquoi nous avons opté pour une approche différente avec cette nouvelle implémentation.
En supprimant les contraintes d’égalité externes, nous avons créé une méthode qui permet une plus
grande flexibilité dans le choix de l’algorithme d’optimisation. Cette modification ouvre la possibilité
d’utiliser des algorithmes tels que le PSO, que nous avons introduit dans la section 2.4.2.2.

Nous procédons maintenant à une explication détaillée de cette nouvelle implémentation à travers
le pseudo-code suivant. L’Algorithme 4 décrit les étapes importantes de ce calcul, en mettant l’accent
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sur l’intégration des contraintes dans la fonction de coût. La fonction my_nlconst_Lyap(x, n) n’est
pas détaillée dans le pseudo-code mais établit les contraintes (t1) et (t2) que l’optimisation doit
satisfaire. Notons que xmesh fait référence au maillage défini précédemment, représentant l’ensemble
Z .

Algorithme 4 : Pseudo-code pour le calcul de la fonction de coût Q avec ajustement des
contraintes

Input : Maillage xmesh, paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ
Result : La valeur de la fonction de coût Q
λmax = max(

−
λv ′,

−
λg);

[∼, ceq] = my_nlconst_Lyap(θ, n);
E = max(abs(ceq));
tol = 1 ∗ 10−10;
if E − tol then

λmax = max(λmax, E − tol);
end
if λmax ≥ 0 then

Q = λmax;
else

P2 = 0;
Utilisez l’Algorithme 1 pour définir c∗;

for pour chaque point m dans xmesh do
if G(m) < 0 et V (m) < c then

P2 = P2 + 1;
end

end
Q = −P2;

end
return Q

Ainsi, notre implémentation sans contrainte externe offre une plus grande liberté dans le choix des
algorithmes d’optimisation, et offre donc une nouvelle perspective sur la manière optimale d’identifier
les fonctions de Lyapunov. La spécificité de cette méthode repose sur l’intégration des contraintes (t1)
et (t2) directement dans la fonction de coût, non pas comme des pénalités, mais comme des conditions
intégrées à cette fonction. Cette approche garantit le respect des contraintes avec une précision de
1 ∗ 10−10, une tolérance qui est similaire à celle utilisée par le GA de MATLAB.

3.4.5 Robustesse au maillage
La robustesse au maillage désigne la capacité d’une méthode ou d’un algorithme à maintenir des

résultats fiables et précis entre deux points du maillage, malgré les variations de qualité, comme la
densité et la distribution des nœuds. Dans le cadre spécifique de notre étude, qui concerne l’estimation
d’un domaine d’attraction en utilisant la théorie de Lyapunov, la robustesse au maillage est d’une
importance particulière. En résumé, nous voulons vérifier que la fonction considérée est bien une
fonction de Lyapunov entre deux points du maillage.

Dans un premier temps, il est primordial de s’assurer de la robustesse au maillage de notre méthode
pour des raisons mathématiques. S’assurer mathématiquement que le maillage permet de vérifier
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certaines contraintes entre chaque point est essentiel pour la fiabilité et la robustesse de notre approche,
c’est-à-dire que les points intermédiaires non considérés dans le maillage vérifient aussi la contrainte.

Dans un second temps, un autre défi que nous avons évoqué est celui du temps de calcul. Pour des
systèmes d’ordre élevé, que nous retrouvons régulièrement dans l’industrie, le maillage représente un
véritable enjeu. Chaque point ajouté au maillage augmente considérablement la complexité du calcul.
Si nous devions recourir à un maillage extrêmement fin pour prouver la stabilité de ces systèmes, le
temps de calcul augmenterait considérablement. Garantir la robustesse de notre méthode vis-à-vis du
maillage est essentiel non seulement d’un point de vue théorique, mais aussi pratique. En effet, cela
nous autorise à utiliser un maillage plus grossier, tout en maintenant un degré acceptable de précision.
Cette approche réduit significativement le temps de calcul, rendant ainsi notre méthode adaptée aux
systèmes de haute dimension.

La Figure 3.3 représente la fonction V (x) sur l’espace d’état. Alors que les points du maillage
sont clairement marqués (représentés par la ligne pointillée en bleu), il est essentiel d’observer les
régions situées entre ces points. En effet, comme nous pouvons le constater, il est possible qu’une
région entre deux points du maillage s’avère problématique. Notamment, si le comportement de V
change de manière significative dans cet intervalle, V devient négative dans notre exemple. Ensuite,
la Figure 3.4 montre le comportement de la fonction G(x). Les préoccupations soulevées pour V (x)
entre les points de maillage s’appliquent de la même manière.

C’est ici que se pose le défi : dans notre cas, comment garantir que la positivité de V et la négativité
de G qui sont vérifiées sur les points du maillage, le sont également sur les points intermédiaires, ceux
qui ne sont pas directement représentés dans le maillage?

FIGURE 3.3 – Variation de V en fonction du
maillage

FIGURE 3.4 – Variation de V̇ en fonction du
maillage

Pour surmonter ce problème, il est nécessaire d’adopter une approche qui va au-delà de la simple
vérification des points du maillage. Grâce à la théorie des fonctions de Lipschitz, nous sommes en
mesure de prédire des propriétés des points intermédiaires à partir de celles des points du maillage.
En d’autres termes, si nous pouvons garantir que les "contraintes" sont satisfaites sur l’ensemble du
maillage, alors, en utilisant la continuité et les propriétés liées, nous pouvons extrapoler cette garantie
aux points intermédiaires. Cette extrapolation est décisive pour s’assurer que notre méthode est robuste
et fiable sur l’ensemble de l’espace d’état, et pas seulement sur un sous-ensemble discrétisé.

Une solution, selon (RICHARDS et al., 2018), est de vérifier la contrainte G(x) < −LG · ∆x
(excepté au point 0) à un ensemble fini de points qui couvrent Ωc, où LG ∈ R+ est estimée entre les
points du maillage et représente la constante de Lipschitz de G, et ∆x ∈ R+ correspond à la largeur
du maillage (BERKENKAMP et al., 2017). Il est important de noter que la constante de Lipschitz doit
être évaluée entre les points du maillage pour assurer une estimation précise.
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De notre côté, nous avons également ajouté la contrainte V (x) > LV ·∆x (excepté au point 0) à
un ensemble fini de points qui couvrent Ωc. Ici aussi, LV ∈ R+ doit être estimée entre les points du
maillage et non pas aux points eux-mêmes, agissant comme la constante de Lipschitz pour V , avec
∆x représentant toujours la largeur du maillage.

Pour assurer la robustesse au maillage dans nos différentes approches, nous intégrons une procédure
standardisée dans tous nos algorithmes. En intégrant cette procédure dans l’Algorithme 2, nous
obtenons l’Algorithme 5.

Algorithme 5 : Pseudo-code pour le calcul de la fonction de coût Q avec la méthode 1,
incluant la robustesse au maillage

Input : Maillage xmesh, paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ
Result : La valeur de la fonction de coût Q
λmax = max(

−
λv ′,

−
λg)

if λmax ≥ 0 then
Q = λmax;

else
P1 = 0;
LV , LG, ∆x;

for pour chaque point m dans xmesh do
if G(m) < −LG ·∆x et V (m) > LV ·∆x then

P1 = P1 + 1;
end

end
Q = −P1;

end
return Q

3.4.5.1 Constante de Lipschitz

Le calcul de la constante de Lipschitz peut se faire de différentes formes. Il est possible d’utiliser
la définition de Lipschitz pour une fonction en plusieurs variables. Pour rappel, une fonction f est dite
Lipschitzienne sur un ensemble E si et seulement si il existe une constante L telle que pour tous les
points x et y dans E, nous avons (WOOD et ZHANG, 1996) :

|f(x)− f(y)| ≤ L · ∥x− y∥
où la constante L est appelée la constante de Lipschitz de la fonction.

Dans notre cas d’utilisation, l’estimation de la constante de Lipschitz pour une fonction donnée ne
se réalise pas simplement en parcourant tous les points du maillage. En réalité, le calcul de la constante
de Lipschitz L sur chaque intervalle repose essentiellement sur le gradient de la fonction au sein de cet
intervalle. Concrètement, la constante de Lipschitz est obtenue en maximisant la norme du gradient de
la fonction sur chaque intervalle. Pour la fonction V (x), la démarche est la suivante :

• Nous disposons déjà de la fonction V (x).

• Nous calculons formellement son gradient, dV (x).

• Nous utilisons la fonction fminsearch dans MATLAB pour maximiser la norme ||dV (X)||
entre chaque point du maillage.
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La même procédure est adoptée pour G(x). Il est essentiel de comprendre que cette approche offre
une représentation de la variation de la fonction sur l’intervalle choisi, et non uniquement basée sur les
points discrétisés du maillage. Cette méthode peut être coûteuse en terme de temps de calcul, surtout
si le nombre de points dans le maillage est grand.
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3.5 Différentes formes de stabilité
La stabilité d’un système est un concept central en théorie du contrôle et joue un rôle important

dans la conception et l’analyse de systèmes dynamiques. Elle détermine la manière dont un système
réagit à des perturbations, que ce soit en revenant à son état d’équilibre ou en s’éloignant de celui-ci.
Cependant, il existe différentes nuances et définitions de stabilité, en fonction des propriétés spécifiques
que nous souhaitons garantir pour un système donné. Ces différentes formes de stabilité, bien que
reposant sur des principes communs, présentent des caractéristiques et des exigences uniques qui
nécessitent des techniques d’analyse spécifiques. Dans cette section, nous explorons plusieurs de ces
formes de stabilité, à savoir la stabilité exponentielle et la stabilité entrée - état, en détaillant leurs
fondements théoriques et les méthodes associées pour les étudier et les garantir.

De plus, la mise en œuvre de l’optimisation, définie précédemment, a été conçue pour simplifier
considérablement l’étude de la stabilité de ces formes complexes. Il est à noter que peu de paramètres
nécessitent d’être modifiés dans l’algorithme, rendant ainsi son application flexible et efficace.

3.5.1 Stabilité exponentielle

3.5.1.1 Rappels théoriques

Considérons le système donné par (3.23) :

ẋ = f(x). (3.23)

Soit xe = 0 un point d’équilibre pour (3.23) et un ensemble D ⊂ Rn contenant 0 dans son intérieur.
Soit V : D → R une fonction continue telle que :

0 < k1∥x∥a ≤ V (x) ≤ k2∥x∥a dans D \ {0} (3.24)

G(x) ≤ − k3∥x∥a < 0 dans D \ {0} (3.25)

où k1, k2, k3 et a sont des constantes positives, alors le point xe est exponentiellement stable.

Note : τ < k2
k3

est une borne supérieure du taux de convergence exponentielle de ∥x(t)∥ (PEUTEMAN

et AEYELS, 2002).

3.5.1.2 Mise en œuvre de la méthode

Il est important de rappeler que le but de cette section est de trouver un point d’équilibre qui
satisfait les conditions énoncées dans les rappels théoriques.

D’un point de vue mathématique, la forme et la définition de la fonction de Lyapunov restent
inchangées. La fonction de Lyapunov V doit toujours avoir un minimum local en 0 et sa dérivée G un
maximum local en 0. De ce fait, les matrices HV et HG introduites dans les sections 3.2.1 et 3.2.2
sont définies de la même manière.

La principale distinction entre la stabilité exponentielle et la stabilité asymptotique réside dans la
manière dont nous mesurons la "non-conformité" à la stabilité souhaitée, mais également dans la prise
en compte de τ , qui représente la borne supérieure du taux de convergence exponentielle de ∥x(t)∥.
Nous considérons toujours Z comme un ensemble de points obtenus à partir d’un hypercube dont les
faces sont quadrillées afin de couvrir une surface suffisamment grande ⊂ X.
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Un paramètre τmax est introduit manuellement dans l’algorithme, et sa valeur peut être modifiée à
chaque exécution. En imposant la contrainte τ < k2

k3
< τmax, nous définissons une limite supérieure

sur la vitesse de convergence du système étudié. La contrainte τ < τmax, que nous pouvons désigner
par la contrainte (t5), est prise en compte de la même manière que les autres contraintes comme (t1)
et (t2) dans notre approche d’optimisation. La prise en compte de ce paramètre est effective pour les
deux méthodes présentées dans la suite.

De même, bien qu’il soit impossible de maximiser le DOA car il est intrinsèque à la nature du
système, il n’est pas non plus possible de maximiser la vitesse de convergence d’un système vers son
point d’équilibre ; nous pouvons seulement estimer le temps de convergence de celui-ci.

Pour la méthode 1, estimation indirecte d’un DOA, le compteur P1 sert à quantifier la mesure dans
laquelle les conditions nécessaires pour cette forme de stabilité sont respectées. Plus précisément,
P1 est calculé comme le nombre de points pour lesquels 0 < k1∥x∥a ≤ V (x) ≤ k2∥x∥a < c et
G(x) ≤ −k3∥x∥a < 0. En cherchant à maximiser P1, nous visons à élargir le domaine de définition
D de la stabilité exponentielle. Toutefois, il est indispensable d’effectuer une vérification a posteriori
du level set associé pour s’assurer de la validité et de la pertinence des résultats obtenus par cette
maximisation.

Concernant la méthode 2 de la maximisation directe sur le level set, nous présentons ci-dessous
un pseudo-code mis à jour qui prend en compte les critères de stabilité exponentielle. Ce pseudo-
code, défini par l’Algorithme 6, assure que les conditions spécifiques à la stabilité exponentielle sont
intégrées dans le processus de calcul, conformément aux rappels théoriques.

Algorithme 6 : Pseudo-code pour le calcul de la fonction de coût Q pour la stabilité
exponentielle avec la méthode 2

Input : xmesh, paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ, τmax

Result : La valeur de la fonction de coût Q
λmax = max(

−
λv ′,

−
λg);

if λmax ≥ 0 then
Q = λmax;

else
P2 = 0;
Utilisez l’Algorithme 1 pour définir c∗;

for pour chaque point m dans xmesh do
if G(m) ≤ −k3∥m∥a < 0 et 0 < k1∥m∥a ≤ V (m) ≤ k2∥m∥a < c then

P2 = P2 + 1;
end

end
Q = −P2;

end
return Q

Ainsi, la fonction de coût à minimiser a la forme suivante, où l’expression de Q a été définie dans
le pseudo-code de l’Algorithme 6, et où Θ représente le vecteur des variables à déterminer :

min
Θ

Q

subject to (t1), (t2),
k2

k3
< τmax.
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Dans le contexte de la stabilité exponentielle, Θ englobe non seulement θ, qui représente tous les
paramètres destinés à caractériser la fonction de Lyapunov, mais également les constantes k1, k2, k3, a
si elles sont > 0.

La méthode d’optimisation reste la même que précédemment, similaire au pseudo-code détaillé
de l’Algorithme 2 avec la nouvelle définition de P1 et la prise en compte de τ , ou avec le nouveau
pseudo-code de l’Algorithme 6. Avec cette nouvelle définition, notre méthode est maintenant adaptée
à la recherche d’une fonction de Lyapunov qui assure la stabilité exponentielle de notre système.

3.5.2 Stabilité entrée - état

3.5.2.1 Rappels théoriques

Considérons le système donné par (3.26) :

ẋ = f(x,Γ) (3.26)

avec Γ un signal exogène et où f : Rn ×Rm → Rn est une application localement lipschitzienne d’un
domaine x ∈ X ⊂ Rn, Γ ∈ L ⊂ Rm et il existe au moins un point d’équilibre xe = 0, pour le système
autonome, c’est-à-dire Γ = 0. Soit V : D → R une fonction continue telle que :

α1(∥x∥) ≤ V (x) ≤ α2(∥x∥) (3.27)

G(x) ≤ − α3(∥x∥) + α4(∥Γ∥) (3.28)

où α1, α2, α3 et α4 sont K∞, alors xe = 0 est ISS. Il est important de rappeler que la fonction h(∥x∥)
est K∞ si h est une fonction scalaire croissante, h(0) = 0 et h∞ → +∞. Ainsi, αi(∥x∥) = ci∥x∥bi
sont des fonctions appropriées (ci > 0, bi > 0) selon (KHALIL, 2002).

Note : Selon (KHALIL, 2002), la stabilité entrée - état requiert la stabilité asymptotique lorsque
Γ = 0.

3.5.2.2 Mise en œuvre de la méthode

Sur le plan mathématique, la structure et la définition de la fonction de Lyapunov restent inchangées.
La fonction de Lyapunov V doit toujours avoir un minimum local en 0 et sa dérivée G un maximum
local en 0. Par conséquent, les matricesHV etHG introduites dans les sections 3.2.1 et 3.2.2 demeurent
identiques.

Le défi spécifique à la stabilité entrée - état réside dans la manière dont nous traitons l’entrée
exogène Γ lors de la mesure de la "non-conformité" à la stabilité. Notre approche consiste à évaluer
la non-conformité à la stabilité pour diverses valeurs de Γ et à optimiser notre fonction de coût en
conséquence.

Avant d’examiner la stabilité entrée - état, il est important d’établir que le système est globalement
asymptotiquement stable dans Rn. Il n’est alors pas judicieux, pour la stabilité entrée - état, d’utiliser
deux méthodes distinctes pour maximiser le domaine de stabilité garanti, comme cela a été envisagé
précédemment. En effet, la stabilité globale asymptotique garantit déjà la stabilité du système dans
tout l’espace. Ainsi, notre attention doit se porter sur l’évaluation de l’impact de l’entrée exogène sur
la stabilité du système. Le défi consiste donc à déterminer si, en présence d’une entrée exogène, le
système conserve ses propriétés de stabilité.
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Nous définissons toujours Z comme un ensemble de points obtenus à partir d’un hypercube dont
les faces sont quadrillées afin de couvrir une surface suffisamment grande ⊂ X × L.

Pour la stabilité entrée - état, le compteur P1 est utilisé pour quantifier la mesure dans laquelle
les conditions nécessaires pour cette forme de stabilité sont respectées, en prenant en compte l’effet
de l’entrée exogène Γ. Plus précisément, P1 est calculé comme le nombre de points pour lesquels
α1(∥x∥) ≤ V (x) ≤ α2(∥x∥) et G(x) ≤ − α3(∥x∥) + α4(∥Γ∥). En cherchant à maximiser P1,
l’objectif est de conserver les propriétés de stabilité du système en présence d’une entrée exogène.
Ainsi, la fonction de coût à minimiser a la forme suivante, où Q = −P1, et où Θ représente le vecteur
des variables à déterminer :

min
Θ

Q

subject to (t1), (t2).

Dans le contexte de la stabilité entrée - état, Θ englobe non seulement θ, qui représente tous les
paramètres destinés à caractériser la fonction de Lyapunov, mais également les fonctions α1, α2, α3

et α4. Pour rappel, αi(∥x∥) = ci∥x∥bi avec ci, bi > 0. La méthode d’optimisation reste la même que
précédemment, similaire au pseudo-code détaillé de l’Algorithme 2.
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3.6 Extension à d’autres problèmes
Alors que nous avons exploré en profondeur la résolution de notre problème principal et l’étude

des différentes formes de stabilité, il est naturel de se demander comment les méthodologies et les
solutions présentées peuvent être adaptées ou étendues à d’autres défis. Cette section vise à discuter
des potentialités de l’application de nos approches à un éventail plus large de questions. En particulier,
notre analyse met l’accent sur les systèmes à temps discret et sur l’instabilité.

À travers des exemples pratiques, nous illustrons par quel moyen l’intégration de nouvelles
fonctionnalités à notre algorithme le rend non seulement plus robuste, mais aussi davantage flexible
pour répondre à une diversité de problèmes.

3.6.1 Systèmes à temps discret

3.6.1.1 Théorie

Considérons le système autonome à temps discret donné par (3.29) :

x(k + 1) = f(x(k)) (3.29)

où f : X→ Rn est une application localement lipschitzienne d’un domaine X ⊂ Rn dans X et il existe
au moins un point d’équilibre xe, qui est f(xe) = xe.

Théorème 35 (Théorème de stabilité de Lyapunov - temps discret) Soit xe = 0 un point
d’équilibre pour (3.29) et un ensemble D ⊂ Rn contenant 0 dans son intérieur. Soit V : D → R une
fonction continue telle que (KHALIL, 2002) :

V (0) = 0 et V (x(k)) > 0 dans D \ {0} (3.30)

et

V (x(k + 1))− V (x(k)) ≤ 0 dans D (3.31)

alors xe = 0 est stable au sens de Lyapunov. De plus, si :

V (x(k + 1))− V (x(k)) < 0 dans D (3.32)

alors xe = 0 est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

3.6.1.2 Mise en œuvre de la méthode

Considérons le système autonome (3.29), dans lequel nous supposons que le point d’équilibre qui
nous intéresse pour l’analyse de stabilité est le point 0. En conséquence, nous établissons l’équation
suivante :

f(0) = 0. (3.33)

De plus, prenons V (x(k)) la fonction de Lyapunov pour le cas des systèmes à temps discret et :

G(x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k)) (3.34)

avec x(k) = [x1(k), . . . , xn(k)]
T .
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Dans le cas du temps discret, les conditions (v1) à (v3) et (g1) à (g3), énoncées dans la section 3.2,
qui doivent justifier que V (x(k)) doit avoir un minimum local en 0 et G(x(k)) doit avoir un maximum
local en 0, sont équivalentes. De plus, les conditions nécessaires (t1) à (t4) pour que le point 0 du
système soit asymptotiquement stable sont toujours les mêmes que dans la section précédente.

Toutefois, soulignons une distinction fondamentale entre la mise en œuvre présentée ici et celle
définie dans la section 3.4.4, qui concerne les systèmes à temps continu. En effet, alors que dans le
contexte à temps continu, la "dérivée" de la fonction V (x), à savoir G(x), possède une définition
spécifique, cette définition varie lorsqu’il s’agit du temps discret.

Cette nuance nous conduit à redéfinir la matrice HG pour notre contexte actuel. Cependant, il est à
noter que la matrice HV demeure inchangée par rapport au cas à temps continu. La dérivée première
de G(x(k)) peut être calculée à partir de (3.34) :

Gl =
∂G

∂xl
=

n∑
h=1

∂V

∂xh

∂fh
∂xl

− ∂V

∂xl
. (3.35)

De même, la dérivée seconde de G(x(k)) est donnée par :

Glp =
∂2G

∂xl∂xp

=
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xp

∂fh
∂xl

+
n∑

h=1

∂V

∂xh

∂2fh
∂xl∂xp

− ∂2V

∂xl∂xp

(3.36)

avec l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.

Les équations (3.35) et (3.36), en tenant compte de la condition (v2), résultent en :

Gl(0) = 0 pour tout l = 1, 2, . . . , n (3.37)

et

Glp(0) =
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xp

∣∣∣∣∣
x(k)=0

∂fh
∂xl

∣∣∣∣
x(k)=0

− ∂2V

∂xl∂xp

∣∣∣∣
x(k)=0

(3.38)

Sur la base de (3.38), nous pouvons écrire :

HG = [Glp (x(k) = 0)] = HV J −HV (3.39)

car HV est symétrique. HG est une matrice dont les éléments sont Glp(0) et J est la jacobienne de
f(x(k)) en x(k) = 0.

Pour conclure, le point x(k) = 0 est asymptotiquement stable si les conditions (t1) à (t4) sont
satisfaites avec la nouvelle définition de la matrice HG (3.39). La méthode d’optimisation reste
la même que dans la section 3.4.4, similaire aux pseudo-codes détaillés de l’Algorithme 2 ou de
l’Algorithme 3.
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Cependant, avec cette nouvelle définition de HG, notre méthode est désormais adaptée aux
systèmes à temps discret, permettant ainsi la recherche d’une fonction de Lyapunov qui assure la
stabilité de notre système.

3.6.1.3 Application à un réseau de neurones

Supposons que la fonction de Lyapunov, V (x(k)), est représentée par le réseau de neurones défini
par les équations (3.18). Par conséquent, la dérivée seconde G(x(k)) est calculée en tant que fonction
des poids du réseau de neurones, donnée par :

Glp(0) =
n∑

j=1

(
K∑
i=1

ai
∂2σ(νi)

∂ν2i
wjiwli

)
Jjp −

n∑
j=1

(
K∑
i=1

ai
∂2σ(νi)

∂ν2i
wjiwpi

)
(3.40)

où Jjp =
∂fj
∂xp

∣∣∣∣
x(k)=0

avec q = 1, . . . , n ; r = 1, . . . , n ; l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.

Calcul détaillé. Pour des raisons de lisibilité, nous notons V (x(k)) = V (x) et G(x(k)) = G(x) dans
cette démonstration.

Par définition, G(x) est donnée par :

G(x) = ∆V (x) = V (f(x))− V (x).

L’expression de V (f(x)) est :

V (f(x)) = a1σ(u1) + · · ·+ aKσ(uK) + β

avec :

ui = wi1x1(k + 1) + · · ·+ winxn(k + 1) + hi = wi1f1(x) + · · ·+ winfn(x) + hi.

Nous obtenons ainsi :

V (f(x)) = a1σ(w11f1(x)+ · · ·+w1nfn(x)+h1)+ · · ·+aKσ(wK1f1(x)+ · · ·+wKnfn(x)+hK)+β.

Nous exprimons la dérivée première de V (f(x)) par l’équation suivante :

∂V (f(x))

∂x1
= a1

[
w11

∂f1
∂x1

+ · · ·+ w1n
∂fn
∂x1

]
σ′ (w11f1(x) + · · ·+ w1nfn(x) + h1) + . . .

+ aK

[
wK1

∂f1
∂x1

+ · · ·+ wKn
∂fn
∂x1

]
σ′ (wK1f1(x) + · · ·+ wKnfn(x) + hK)

...
...

∂V (f(x))

∂xj
= a1

[
w11

∂f1
∂xj

+ · · ·+ w1n
∂fn
∂xj

]
σ′ (w11f1(x) + · · ·+ w1nfn(x) + h1) + . . .

+ aK

[
wK1

∂f1
∂xj

+ · · ·+ wKn
∂fn
∂xj

]
σ′ (wK1f1(x) + · · ·+ wKnfn(x) + hK) .

Si nous posons :
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uq = wq1f1(x) + · · ·+ wqnfn(x) + hq

alors :

∂V (f(x))

∂xj
= a1

[
w11

∂f1
∂xj

+ . . . +w1n
∂fn
∂xj

]
σ′(u1) + . . .

+ aK

[
wK1

∂f1
∂xj

+ . . . +wKn
∂fn
∂xj

]
σ′(uK).

Nous reformulons comme suit :

∂V (f(x))

∂xj
=
∂f1
∂xj

∣∣∣∣
x=0

[a1w11σ
′ (u1) + . . .+ aKwK1σ

′ (uK)] + . . .

+
∂fn
∂xj

∣∣∣∣
x=0

[a1w1nσ
′ (u1) + . . .+ aKwKnσ

′ (uK)]

soit :

∂V (f(x))

∂xj
=

n∑
k=1

(
∂fk
∂xj

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

])
avec uq = wq1f1(x) + · · ·+ wqnfn(x) + hq.

Par la suite, nous avons :

∂V (f(x))

∂xj

∣∣∣∣
x=0

=
n∑

k=1

(
∂fk
∂xj

∣∣∣∣
x=0

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (hq)

])
= 0.

De la même manière, la dérivée première de V (x) est donnée par l’équation suivante :

∂V

∂xj
=

K∑
q=1

aqwqjσ
′(wq1x1 + · · ·+ wqnxn + hq)

=
K∑
q=1

aqwqjσ
′(νq)

et :

∂V

∂xj

∣∣∣∣
x=0

=
K∑
q=1

aqwqjσ
′(hq).

Au final, nous souhaitons avoir :

∂G

∂xj

∣∣∣∣
x=0

=
∂V (f(x))

∂xj

∣∣∣∣
x=0

− ∂V

∂xj

∣∣∣∣
x=0

= 0.
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Selon la définition de G(x), sa première dérivée est calculée comme suit :

∂G

∂xj
=
∂V (f(x))

∂xj
− ∂V

∂xj

=
n∑

k=1

∂fk
∂xj

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (wq1f1(x) + · · ·+ wqnfn(x) + hq)

]

−
K∑
q=1

aqwqjσ
′(wq1x1 + · · ·+ wqnxn + hq)

=
n∑

k=1

∂fk
∂xj

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

]
−

K∑
q=1

aqwqjσ
′(νq).

Cela nous donne :

∂2G

∂xj∂xi
=

n∑
k=1

∂2fk
∂xj∂xi

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (wq1f1(x) + · · ·+ wqnfn(x) + hq)

]

+
n∑

k=1

∂fk
∂xj

[
K∑
q=1

aqwqk

(
wq1

∂f1
∂xi

+ · · ·+ wqn
∂fn
∂xi

)
σ′′ (wq1f1(x) + · · ·+ wqnfn(x) + hq)

]

− ∂2V

∂xj∂xi
.

Nous obtenons ainsi :

∂2G

∂xj∂xi
=

n∑
k=1

∂2fk
∂xj∂xi

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

]

+
n∑

k=1

∂fk
∂xj

[
K∑
q=1

aqwqk

(
wq1

∂f1
∂xi

+ · · ·+ wqn
∂fn
∂xi

)
σ′′ (uq)

]

− ∂2V

∂xj∂xi
.

Nous pouvons développer davantage :

∂2G

∂xj∂xi
=

n∑
k=1

∂2fk
∂xj∂xi

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

]

+
n∑

k=1

∂fk
∂xj

(
a1w1k

(
w11

∂f1
∂xi

+ · · ·+ w1n
∂fn
∂xi

)
σ′′(u1)

+ · · ·+

aKwKk

(
wK1

∂f1
∂xi

+ · · ·+ wKn
∂fn
∂xi

)
σ′′(uK)

)

− ∂2V

∂xj∂xi
.
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Il s’ensuit que :

∂2G

∂xj∂xi
=

n∑
k=1

∂2fk
∂xj∂xi

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

]

+
n∑

k=1

∂fk
∂xj

(
∂f1
∂xi

(a1w1kw11σ
′′ (u1) + · · ·+ aKwKkwK1σ

′′ (uK))

+ · · ·+

∂fn
∂xi

(a1w1kw1nσ
′′ (u1) + · · ·+ aKwKkwKnσ

′′ (uK))

)

− ∂2V

∂xj∂xi
.

Nous aboutissons donc à :

∂2G

∂xj∂xi
=

n∑
k=1

∂2fk
∂xj∂xi

[
K∑
q=1

aqwqkσ
′ (uq)

]

+
n∑

k=1

∂fk
∂xj

(
n∑

l=1

∂fl
∂xi

(
K∑
q=1

aqwqkwqlσ
′′(uq)

))

− ∂2V

∂xj∂xi
.

La dérivée seconde de G(x) est donnée par :

∂2G

∂xj∂xi

∣∣∣∣
x=0

=
n∑

k=1

∂fk
∂xj

∣∣∣∣
x=0

(
n∑

l=1

∂fl
∂xi

∣∣∣∣
x=0

(
K∑
q=1

aqwqkwqlσ
′′(hq)

))

−
K∑
q=1

aqwqjwqiσ
′′(hq).

Au final, dans le cas discret, la fonction V (x) cherchée doit être telle que :

(t1)
∑K

i=1 aiσ(hi) + β = 0,

(t2)
∑K

q=1 aqwqjσ
′(hq) = 0 pour j = 1, . . . , n,

(t3) HV > 0, HV
ij =

∑K
q=1 aqwqjwqiσ

′′(hq),

(t4) HG < 0, HG
ij = −HV

ij +
∑n

k=1

∂fk
∂xj

∣∣∣∣
x=0

(∑n
l=1

∂fl
∂xi

∣∣∣∣
x=0

(∑K
q=1 aqwqkwqlσ

′′(hq)
))

.

Ces travaux sur cette thématique ont abouti à la rédaction d’un article (BOCQUILLON et al., 2020a).
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3.6.2 Instabilité
Dans cette section, nous adaptons le schéma d’optimisation proposée dans la section 3.4 à un

algorithme pour étudier l’instabilité d’un point d’équilibre.

3.6.2.1 Rappels théoriques

Considérons le système donné par (3.41) :

ẋ = f(x). (3.41)

Soit xe = 0 un point d’équilibre pour (3.41). Soit V : U → R une fonction continue telle que :

V (0) = 0 et V (x) > 0 dans U \ {0} (3.42)

V̇ (x) > 0 dans U \ {0} (3.43)

alors xe = 0 est instable, et V est alors une fonction de Chetaev.

3.6.2.2 Mise en œuvre de la méthode

Le but de cette section est de trouver un point d’équilibre qui satisfait les conditions énoncées
dans les rappels théoriques, c’est-à-dire que le point est instable. Nous ajoutons cette section à notre
développement car, comme décrit dans la section 1.5.8, il est difficile de trouver une fonction de
Lyapunov associée à un système. S’il nous est impossible de trouver cette dite fonction de Lyapunov,
cela peut être pour deux raisons :

• La première est que notre algorithme n’est pas assez performant pour trouver cette fonction de
Lyapunov ainsi que son domaine de stabilité associé, mais cette fonction existe bien pour autant.

• La deuxième est que le point n’est tout simplement pas stable, donc instable. Dans ce cas, il
n’existe pas de fonction de Lyapunov.

Dans cette section, nous supposons qu’une structure appropriée pour Vθ a été choisie, où tous les
paramètres qui visent à caractériser la fonction de Chetaev sont rassemblés dans les Θ.

Afin de définir un point instable, il est nécessaire d’identifier un sous-ensemble où V (x) et V̇ (x)
ont le même signe par définition de (3.42) et (3.43).

Afin de déterminer une fonction de Chetaev appropriée, nous introduisons de nouvelles conditions
désignées par (c1) à (c4) :

(c1) V (0) = 0,

(c2) G(0) = 0,

(c3) HV est définie positive,

(c4) HG est définie positive.

Nous pouvons utiliser la même méthode que la section 3.4.4 avec une fonction de coût similaire. À
l’aide de notre méthode décrite précédemment, nous pouvons exprimer ce problème sous la forme
générale d’un problème d’optimisation dans lequel la fonction de coût J doit être minimisée.
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Dans ce but, notons λvi , i = 1, . . . , nv l’ensemble des nv valeurs propres deHV et λgi , i = 1, . . . , ng

l’ensemble des ng valeurs propres de HG. Afin que les matrices HV et HG soient positives et afin de
répondre à la minimisation de la fonction de coût, nous remplaçons (λv) par (- λv) et (λg) par (- λg).
Nous posons :

−
λv = max(real(−λv))
−
λg = max(real(−λg))

λmax = max(
−
λv,

−
λg).

Contrairement aux sections précédentes où deux méthodes distinctes étaient employées pour
maximiser le domaine de stabilité garanti, ici, une telle distinction n’est pas pertinente. En effet, notre
objectif dans ce contexte n’est pas de maximiser un domaine, mais plutôt de déterminer si le point
d’équilibre est instable. Ainsi, une méthode unique est utilisée, comme illustré par l’Algorithme 7.

Algorithme 7 : Pseudo-code pour la détermination d’un point d’équilibre instable
Input : Paramètres du modèle de la fonction de Lyapunov Θ
Result : État Instable
λmax = max(

−
λv,

−
λg)

while λmax ≥ 0 do
return λmax

end
return Instable

Selon ce pseudo-code, un candidat est une fonction de Chetaev si λmax < 0. C’est-à-dire que les
conditions (c3) et (c4) sont vérifiées. Les conditions (c1) et (c2) définissent les propriétés spécifiques
que nous souhaitons obtenir pour la fonction de Chetaev. Elles sont intégrées dans l’algorithme
d’optimisation, comme contraintes d’égalité. Il est alors garanti que les solutions obtenues respectent
les conditions (t1) à (t4).

Dans cette section, nous adoptons une approche méthodologique différente. Contrairement aux
tentatives d’estimation d’un DOA ou de maximisation d’un "domaine d’instabilité" garanti, notre
objectif ici est plus direct et simplifié. Comme illustré par l’Algorithme 7, nous nous concentrons
uniquement sur la détermination de l’instabilité d’un point d’équilibre donné. En effet, si nous
observons que les valeurs propres deviennent négatives, nous pouvons conclure avec certitude que le
point est instable. Cette méthode cible alors spécifiquement la question de savoir si le point d’équilibre
analysé est instable, sans chercher à évaluer ou à maximiser un domaine spécifique.
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3.7 Méthode générique
Les travaux de recherche antérieurs dans le domaine des fonctions de Lyapunov ont souvent

traité des systèmes spécifiques avec des fonctions prédéfinies. Cette spécificité peut rendre difficile
la généralisation et l’application à d’autres types de systèmes et à différentes formes de stabilité.
Cependant, après analyse des sections précédentes, il ressort que la généricité de notre méthode est un
de ses points forts.

Dans un premier temps, la méthode proposée ne se limite pas à une forme particulière de la
fonction de Lyapunov. Elle offre une flexibilité importante : au lieu d’imposer une forme fonctionnelle,
elle offre la liberté de choisir celle qui convient le mieux au système étudié. Cette liberté est essentielle
car elle reconnaît et respecte la diversité et la complexité des systèmes dynamiques.

Par exemple, pour un système relativement simple, l’utilisation d’une fonction de Lyapunov
quadratique ou polynomiale peut être suffisante, et présente l’avantage d’une efficacité algorithmique.
Cependant, les systèmes industriels, souvent marqués par leur complexité et leurs interconnexions,
peuvent nécessiter des fonctions de Lyapunov plus élaborées, telles que celles modélisées par un
réseau de neurones. Il est également envisageable d’utiliser des fonctions de Lyapunov sous la forme
d’une fonction de base radiale, sous la forme d’une fonction exponentielle, ou encore sous la forme
d’une forme continue et affine par morceaux, parmi d’autres configurations possibles. Ces alternatives
offrent une flexibilité accrue pour adapter la fonction de Lyapunov aux spécificités et aux besoins de
chaque système étudié.

En outre, la généricité de cette méthode ne s’arrête pas à la sélection de la forme de la fonction de
Lyapunov. Elle s’étend également à l’analyse de divers types de systèmes, qu’ils soient linéaires, non
linéaires, continus ou discrets. De plus, pour passer d’une forme de stabilité à une autre, seuls quelques
paramètres supplémentaires nécessitent d’être ajustés dans l’algorithme. Cette adaptabilité renforce
l’atout de la méthode comme outil polyvalent pour étudier la stabilité dans une variété de contextes.

Enfin, cette approche générique invite à une collaboration interdisciplinaire. L’utilisateur n’est
pas contraint par des choix algorithmiques ou mathématiques prédéfinis, permettant à des experts de
différents domaines d’apporter leurs perspectives et leurs compétences. Il s’agit donc d’une méthode
ouverte, adaptable et prête à accueillir les innovations futures.

Ainsi, dans cette section, nous proposons de généraliser les différentes méthodes notées précé-
demment par un cadre générique pour déterminer une fonction de Lyapunov, en abordant toujours la
stabilité au sens de Lyapunov, la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle et la stabilité entrée -
état.

Dans la suite de cette section, les notations suivantes sont utilisées :

• G(x) = V̇ (x) dans le cas du système à temps continu ẋ = f(x).

• G(x) = ∆V (x) dans le cas du système à temps discret x(k + 1) = f(x(k)).

Sur la base de ces travaux, nous avons rédigé un article (BOCQUILLON et al., 2022).

3.7.1 Rappels théoriques
Dans la suite, nous supposons que xe = 0 est un point d’équilibre. Selon le Chapitre 1, tous les

problèmes de stabilité (de la stabilité au sens de Lyapunov au cas ISS) recherchent V (x) > 0 et
G(x) < 0 (≤ 0 pour la stabilité au sens de Lyapunov). Les problèmes de stabilité sont simplement
différents en ce qui concerne les contraintes sur les valeurs de V (x) et G(x).
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Ainsi, pour aborder tout problème de stabilité, deux conditions sont nécessaires pour la fonction
de Lyapunov recherchée V (x) :

• Dans Ωc, V (x) a un minimum local en 0 et V(0) = 0.

• Dans Ωc, G(x) a un maximum local en 0 et G(0) = 0.

Ωc est le domaine de stabilité garanti, que nous cherchons à maximiser. Les conditions suffisantes
pour que V (x) ait un minimum local en 0 et que G(x) ait un maximum local en 0 sont toujours les
mêmes. Le calcul de HV est le même pour les systèmes à temps continu et à temps discret. Cependant,
selon le Chapitre 1, HG dépend du cas considéré. Dans les deux sections suivantes, une formule
générique pour HV et HG est calculée.

Par la suite, nous supposons que l’utilisateur a choisi une structure pour V (x) qui est deux fois
différentiable (forme polynomiale, forme de réseau de neurones, forme quadratique, etc.).

De plus, nous notons que x = [x1, . . . , xn]T et que la matrice jacobienne de f représente :

F J := {Jqr, q = 1, . . . , n et r = 1, . . . , n.} (3.44)

où :

Jqr =
∂fq
∂xr

∣∣∣∣
x=0

(3.45)

3.7.2 Expression de HV

La dérivée seconde de V peut être obtenue de manière directe :

HV := {Vqr, q = 1, . . . , n et r = 1, . . . , n.} (3.46)

où :

Vqr =
∂2V

∂xq∂xr

∣∣∣∣
x=0

. (3.47)

3.7.3 Expression de HG

En raison de la définition de G, nous devons considérer les deux cas suivants.

3.7.3.1 Cas du temps continu

Par définition, nous exprimons G(x) par :

G(x) =
dV

dt
=

n∑
h=1

∂V

∂xh
fh(x). (3.48)
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La dérivée seconde de G est la suivante :

∂2G

∂xl∂xp
=

n∑
h=1

∂3V

∂xh∂xl∂xp
fh(x)

+
n∑

h=1

∂2V

∂xh∂xl

∂fh
∂xp

+
n∑

h=1

(
∂2V

∂xh∂xp

∂fh
∂xl

)
+

n∑
h=1

∂V

∂xh

∂2fh
∂xl∂xp

(3.49)

avec l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.

Nous indiquons par :

HG := {Glp, l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n.} (3.50)

où :

Glp =
∂2G

∂xl∂xp

∣∣∣∣
x=0

(3.51)

En tenant compte de (v2) et f(0) = 0, (3.49) résulte en :

Glp =
n∑

h=1

Vhl Jhp +
n∑

h=1

Vhp Jhl. (3.52)

3.7.3.2 Cas du temps discret

Il est important de noter que la variable temporelle k est omise lors des prochaines équations pour
des raisons de lisibilité. Par définition, G(x) est exprimée comme suit :

G(x) = ∆V (x) = V (f(x))− V (x)). (3.53)

La dérivée seconde de G est donnée, pour l = 1, . . . , n et p = 1, . . . , n, par :

∂2G

∂xl∂xp
=

n∑
h=1

(
∂fh
∂xl

n∑
k=1

∂fk
∂xp

[
∂2V

∂xk∂xp

∣∣∣∣
f(x)

]

+
∂2fh
∂xl∂xp

[
∂V

∂xh

∣∣∣∣
f(x)

])
− ∂2V

∂xl∂xp
.

(3.54)

En tenant compte de (v2) et f(xe) = xe, (3.54) résulte en :

Glp =
n∑

h=1

Jhl

n∑
k=1

Jkp Vkp − Vlp. (3.55)
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3.7.4 Application aux différents problèmes de stabilité
Considérons Z un ensemble de points obtenus à partir d’un hypercube dont les faces sont qua-

drillées de manière à couvrir un domaine suffisamment grand ⊂ X. Nous supposons qu’une structure
appropriée pour Vθ(x) a été choisie, où tous les paramètres visant à caractériser la fonction de Lyapu-
nov sont rassemblés dans θ. Ensuite, tous les paramètres recherchés sont rassemblés dans Θ, le vecteur
des variables à déterminer.

Dans le cadre de ce manuscrit, nous avons exploré deux méthodes pour l’estimation et la maximi-
sation du domaine de stabilité estimé garanti. Comme cela a été exposé dans les sections précédentes,
ces méthodes partagent une structure commune tout en étant suffisamment génériques pour s’adapter
à divers problèmes de stabilité. Cette polyvalence a été illustrée à travers l’application concrète dans
différents contextes. La méthode 1 se focalise sur le comptage des points au sein même du domaine
D, procédant à une évaluation directe sans étape intermédiaire. Cependant, rien ne garantit que le D
trouvé soit invariant. De ce fait, une vérification a posteriori s’avère alors nécessaire pour évaluer et
valider la grandeur du level set associé au D obtenu. Quant à la méthode 2, celle-ci introduit un niveau
supplémentaire en intégrant un processus intermédiaire pour déterminer la valeur de c∗ au sein du
processus d’optimisation.

Pour approfondir cette comparaison et mettre en évidence la généralité de ces approches, nous
prenons la méthode 1 comme exemple. Bien que les descriptions suivantes correspondent à la première
méthode, les ajustements peuvent être consultés dans les pseudo-codes pour comprendre les adaptations
nécessaires de la méthode 2. Il est important de souligner que pour le problème spécifique de l’ISS,
seule la méthode 1 est adaptée. Voici un résumé de la façon dont la méthode 1 s’applique aux différents
problèmes de stabilité :

Pour le problème d’ISS :

• Z est défini comme X × L.

• Θ est défini comme [θ, ci, b, i = 1, . . . , 4].

Pour le problème de la stabilité exponentielle :

• Z est réduit à X.

• Θ est réduit à [θ, ci, b, i = 1, . . . , 3].

• Des contraintes supplémentaires relatives au taux de convergence de ∥x∥ peuvent être
appliquées conformément à la section 3.5.1.

Pour le problème de la stabilité asymptotique :

• Z est réduit à X.

• Θ est réduit à θ.

Pour le problème de la stabilité de Lyapunov :

• Z est réduit à X.

• Θ est réduit à θ.

• ratiodv est le nombre de points X ⊂ Z où G(x) > 0 est évalué.

114 Chapitre 3 Recherche automatique d’une fonction de Lyapunov par optimisation



3.8 Récapitulatif et perspectives
Face aux différents enjeux identifiés lors de l’état de l’art, nous avons adopté une nouvelle méthode

reposant sur un schéma d’optimisation sous contraintes pour déterminer une fonction de Lyapunov.
Bien que cette stratégie soit initialement axée sur les réseaux de neurones, elle révèle une portée
bien plus vaste. En réalité, il semble judicieux d’autoriser l’adoption de n’importe quelle forme pour
les fonctions de Lyapunov, du moment qu’elles demeurent différentiables. Par exemple, dans le cas
de systèmes moins complexes, une fonction de Lyapunov quadratique peut s’avérer judicieuse pour
optimiser le temps de calcul. En revanche, face à des systèmes industriels de grande complexité,
l’utilisation de fonctions de Lyapunov élaborées, à l’instar de celles modelées par un réseau de
neurones, devient impérative.

À travers ce chapitre, nous avons mis en lumière une méthodologie généralisée, adaptée tant aux
systèmes à temps continu qu’aux systèmes à temps discret. Non seulement cette approche permet
d’identifier une fonction de Lyapunov représentée par n’importe quelle fonction différentiable, mais
elle s’étend également pour traiter un large éventail de problèmes de stabilité. Nous avons couvert la
stabilité au sens de Lyapunov, la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle, la stabilité entrée -
état. Nous avons également adapté la méthode pour aborder des points d’équilibre instables. Ainsi,
cette méthodologie se révèle être un outil précieux, polyvalent, et adaptatif pour l’analyse de la stabilité
des systèmes dynamiques.

Dans le chapitre suivant, nous mettons concrètement en œuvre notre méthode d’analyse de la
stabilité. Nous explorons en détail les applications sur des systèmes à temps continu ainsi que sur des
systèmes à temps discret. Cette mise en pratique nous permet de valider empiriquement les principes
théoriques que nous avons développés.

Pour évaluer de manière approfondie la pertinence et l’efficacité de notre méthode, il est essentiel
de mener des tests de performance complets. Ces tests ne se limitent pas à la comparaison avec d’autres
approches existantes, mais incluent une analyse entre nos différentes méthodes. Nous débutons par une
étude comparative détaillée. Celle-ci est axée sur la comparaison de différentes formes de fonctions de
Lyapunov. Cette étude offre un aperçu clair et approfondi des avantages et des limites propres à chaque
forme. Par la suite, nous effectuons un test de performance. Ce test a pour objectif de confronter
notre méthode avec certaines évoquées dans la littérature actuelle. Elle nous permet de positionner
notre approche dans le contexte plus large des travaux existants. Dans le cadre de ce même test, nous
comparons successivement l’efficacité de l’algorithme génétique sous contraintes puis de l’algorithme
génétique sans contrainte externe et enfin de l’optimisation par essaim particulaire avec certaines
techniques documentées dans la littérature existante.

Au-delà de ces analyses, nous consacrons une section entière aux perspectives de notre recherche.
Actuellement, nous travaillons sur l’application de notre méthode à un système industriel spécifique :
un système par impédance adaptatif. Ce système est alors introduit, mettant en lumière les défis uniques
qu’il pose. Bien que ce travail soit toujours en cours, nous partageons également les problématiques
rencontrées ainsi que les solutions envisagées. Cette discussion offre une vision claire des directions
futures de notre recherche et des innovations potentielles dans le domaine de l’analyse de la stabilité.
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4.1 Introduction
Après avoir exploré en profondeur les différentes notions de stabilité et les méthodologies associées

dans les chapitres précédents, il est essentiel d’évaluer et de comparer l’efficacité de ces méthodes. Ce
chapitre se consacre à cette évaluation. Nous mettons en lumière les forces et faiblesses de chaque
technique en les soumettant à une série de tests et d’analyses. Ces évaluations permettent non seulement
de déterminer la pertinence de chaque méthode dans différents contextes, mais aussi de guider les
choix futurs pour des applications spécifiques.

Au fil du chapitre qui s’annonce, plusieurs scénarios sont déployés pour évaluer les méthodes
d’étude de la stabilité que nous avons introduites. Ces exemples couvrent une gamme étendue de
situations : de la stabilité asymptotique à la stabilité entrée - état (ISS), en passant par les systèmes à
temps discret et les cas d’instabilité. Pour ces évaluations, nous utilisons les deux formes de fonctions
de Lyapunov que nous avons définies dans 3.3 et faisons appel aux deux algorithmes d’optimisation
mentionnés précédemment dans 2.4.2.

Dans la continuité, ce chapitre se consacre à une exploration exhaustive de nos méthodes. Tout
d’abord, nous confrontons notre approche à l’état actuel de la recherche. Ensuite, nous examinons
la performance de l’algorithme génétique (GA) et de l’optimisation par essaim de particules (PSO).
De plus, une étude comparative sur différents systèmes est également menée, mettant en évidence les
avantages et les inconvénients des différentes fonctions de Lyapunov que nous avons explorées. Cette
démarche vise à éclairer la pertinence de l’utilisation d’une fonction de Lyapunov modélisée par un
réseau de neurones.

En conclusion, une description détaillée d’un système industriel typique est présentée. Les défis
inhérents à l’étude de la stabilité de ce système complexe sont discutés, tout comme les stratégies
envisagées pour les surmonter. Cette exploration met en avant les perspectives d’avenir et les obstacles
à surmonter pour une mise en application efficace de nos méthodes dans le monde industriel.

Il convient de noter que l’ensemble des tests a été réalisé sur une machine équipée d’un processeur
Intel Core i5 - 8400H (2.5 GHz) avec 16 GB de RAM, garantissant ainsi une évaluation rigoureuse et
fiable des méthodes étudiées.
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4.2 Validations et applications pratiques

Dans cette section, nous illustrons concrètement l’efficacité et l’applicabilité de la méthode
générique que nous avons détaillée précédemment dans la section 3.7. Notre objectif est de montrer la
manière dont cette approche se déploie dans divers scénarios théoriques et son adaptation pour traiter
différents types de problèmes de stabilité.

À travers ces illustrations théoriques, nous pouvons noter parfois le choix d’une méthode spécifique
ou d’un algorithme particulier en lieu et place d’un autre. Ces choix stratégiques sont le fruit d’une
évaluation minutieuse. En effet, en parallèle des exemples développés dans cette section, nous avons
conduit des tests de performance qui ont été cruciaux pour affiner notre méthode et optimiser les para-
mètres associés. Ces tests ont non seulement guidé notre sélection d’algorithmes et de méthodes, mais
ont également permis d’ajuster finement nos paramètres d’optimisation afin d’assurer les meilleures
performances possibles dans chaque scénario. Les critères et métriques de performance que nous
avons utilisés pour guider ces choix sont détaillés et discutés en profondeur dans la section suivante
4.3. Ainsi, chaque choix méthodologique et algorithmique est justifié et validé par des tests rigoureux,
dont les résultats sont exposés et analysés dans les sections suivantes.

4.2.1 Stabilité asymptotique

Lors de l’application de notre approche générique à la stabilité asymptotique, nous avons choisi de
nous concentrer sur un système non linéaire afin de démontrer à la fois l’efficacité et la polyvalence de
la méthode. À titre d’exemple, nous examinons un pendule amorti. Ce système, étant bidimensionnel,
nous offre une opportunité de visualiser aisément les résultats obtenus. Il est important de noter que
nous nous concentrons sur un système continu.

4.2.1.1 Équation du système

Afin d’illustrer concrètement l’application de notre méthode, prenons le cas du pendule amorti
décrit par le système différentiel suivant :{

ẋ1 = x2

ẋ2 = − sin(x1)− x2

Les points d’équilibre du système sont déterminés en trouvant les solutions du système pour
lesquelles ẋ1 = 0 et ẋ2 = 0. En utilisant les équations précédentes :

• Pour ẋ1 = 0, nous obtenons directement x2 = 0.

• Pour ẋ2 = 0, en substituant x2 = 0, nous obtenons − sin(x1) = 0. Les solutions de cette
équation trigonométrique sont x1 = nπ, où n est un entier.

Parmi ces points d’équilibre, l’origine x1 = 0 et x2 = 0 correspond au pendule en position verticale
basse, qui est un point d’équilibre stable car le pendule tend à retourner à cette position après une
petite perturbation. De plus, tous les points x1 = 2nπ, où n est un entier non nul, sont également des
points d’équilibre stables. Cela signifie que, après une perturbation, le pendule tendra à s’immobiliser
en position basse, indépendamment de la direction initiale de son mouvement.

Dans le cas du pendule amorti, le point x1 = 0 et x2 = 0 (l’origine) est un point d’équilibre. Nous
étudions la stabilité asymptotique de ce point d’équilibre, que nous savons stable.
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4.2.1.2 Choix de la fonction de Lyapunov

Pour ce système, une fonction quadratique semble être un choix approprié pour la fonction de
Lyapunov. Rappelons qu’une fonction de Lyapunov quadratique est typiquement de la forme :

V (x) = xTPx

où P est une matrice définie positive. Les dérivées nécessaires pour analyser la stabilité à l’aide de
cette fonction peuvent être obtenues en utilisant les équations (3.46) pour HV et (3.55) pour HG.

4.2.1.3 Choix de l’algorithme d’optimisation

Pour la détermination des poids optimaux associés à la fonction de Lyapunov, l’utilisation d’al-
gorithmes d’optimisation est essentielle. Dans ce cadre, nous avons choisi le GA, un algorithme
d’optimisation globale basé sur les principes de la sélection naturelle et de la génétique. Le GA est
particulièrement efficace pour explorer un large espace de recherche et trouver une solution optimale
ou quasi-optimale, ce qui le rend particulièrement adapté pour notre application.

Nous avons utilisé l’implémentation de GA fournie dans la boîte à outils d’Optimisation Globale
de MATLAB (VENKATARAMAN, 2009). Cet outil, bien documenté et largement utilisé, offre une série
de paramètres configurables pour affiner la recherche. Dans le travail de (KRISHNA et al., 2019), le
GA de cette boîte à outils a été utilisé pour des problèmes similaires. Dans cet exemple, nous utilisons
l’implémentation sous contraintes, comme détaillé dans l’Algorithme 2. Une analyse comparative des
performances de cette implémentation sous contraintes par rapport à la version sans contrainte externe
du GA est présentée dans la section 4.3, permettant d’évaluer l’efficacité de chaque approche dans le
contexte d’un système plus complexe.

4.2.1.4 Paramètres de l’algorithme d’optimisation

Lors de la mise en œuvre du GA pour notre application, il est essentiel de définir précisément les
paramètres pour garantir la pertinence et l’efficacité de la recherche. Les paramètres utilisés dans cette
illustration sont détaillés ci-dessous :

• Domaine de recherche, Z : Deux méthodes sont possibles pour définir le domaine de recherche,
définies dans la section 3.4.3.

• Méthode 1 : Estimation indirecte d’un DOA : Cette approche vise à maximiser directement
le nombre de points vérifiant les conditions (t1) à (t4). Le critère P1 utilisé, est défini
comme le nombre de points pour lesquels V (x) > 0 et G(x) < 0. La maximisation de
P1 (ou, de manière équivalente, la minimisation de −P1) sert à optimiser le domaine de
définition de la fonction de Lyapunov, noté D. La méthode est détaillée sous la forme
d’un pseudo-code, dans l’Algorithme 2. Bien que le nombre de points avec V (x) > 0 et
G(x) < 0 soit maximisé, il n’est pas garanti que le level set correspondant soit le plus
grand possible. Une vérification a posteriori s’avère alors nécessaire pour évaluer et valider
la grandeur du level set associé au domaine obtenu, ce qui garantit la validité des résultats
trouvés.

• Méthode 2 : Estimation directe du DOA avec des level sets : Cette stratégie se concentre
directement sur la maximisation de la taille du level set associé au DOA. Le critère P2

compte les points pour lesquels G(x) < 0 et V (x) ≤ c∗, respectant ainsi les conditions
strictes du level set. P2 est maximisé (ou, de manière équivalente, −P2 est minimisé) pour
obtenir une estimation d’un sous-DOA, un domaine de stabilité garanti étroitement lié à
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la taille du level set. Cette méthode est détaillée sous la forme d’un pseudo-code, comme
illustré dans l’Algorithme 3.

• Nombre de variables, Θ : Le nombre total de variables à optimiser est fixé à 4. Ceci comprend
une matrice de taille n× n, reflétant la dimensionnalité du système. Les paramètres associés à
la fonction V sont contraints à rester dans l’intervalle [−4 ; 4].

• Paramètres de l’algorithme génétique : Tous les paramètres du GA ont été laissés à leurs
valeurs par défaut fournies par MATLAB. Cette décision a été prise pour tirer parti des réglages
standards éprouvés du GA tout en se concentrant sur les spécificités de notre problème.

4.2.1.5 Illustrations

Les intervalles pour x1 et x2 sont x1 ∈ [−1 ; 1] et x2 ∈ [−1 ; 1]. La stabilité de xe = [0 ; 0] est
étudiée : la Figure 4.1 représente la fonction de Lyapunov pour ce point, et la Figure 4.2 représente la
dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov construite.

FIGURE 4.1 – Fonction de Lyapunov
construite pour xe = [0 ; 0]

FIGURE 4.2 – Dérivée temporelle de la
fonction de Lyapunov construite

Nous pouvons aisément constater que la fonction quadratique, qui décrit la dynamique du système,
est une fonction de Lyapunov. Ainsi, ce point d’équilibre xe = [0 ; 0] du système est asymptotiquement
stable. Tel que souligné à divers moments dans cette thèse, lors d’une analyse de stabilité, ce n’est
pas uniquement le point d’équilibre qui est important, mais surtout le domaine de stabilité garanti
associé à ce point. Dans la Figure 4.3, nous pouvons observer le plus grand level set se trouvant dans
l’ensemble, qui est associé au DOA. Les points verts symbolisent les points qui sont situés dans le level
set estimé, offrant ainsi une garantie de stabilité pour ces conditions initiales. La présence d’un point
dans ce level set garantit sa stabilité. Cependant, l’absence d’un point dans ce level set ne confirme pas
nécessairement son instabilité. Il se pourrait que ce point appartienne toujours au domaine d’attraction
(DOA), mais sans la garantie de stabilité offerte par le level set.

4.2.1.6 Performances

Les illustrations et résultats présentés dans la section précédente sont issus de l’application de la
méthode 2. Pour fournir un élément de comparaison, nous avons également appliqué la méthode 1
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FIGURE 4.3 – Domaine de stabilité estimé garanti pour le point d’équilibre

sur le même système. Dans cette approche, la fonction de Lyapunov est représentée par un réseau de
neurones (NN) défini comme suit :{

V (x) =
∑K

j=1 ajσ(νj) + β

νj =
∑n

i=1wjixi + hj

La Figure 4.4 et la Figure 4.5 montrent que les résultats obtenus avec la méthode 1 sont similaires
à ceux précédemment observés avec la méthode 2. Comme souligné à plusieurs reprises, l’emploi d’un
NN comme fonction de Lyapunov s’avère plus pertinent pour des systèmes complexes. En outre, la
seconde méthode a été développée après de nombreux travaux déjà réalisés dans le cadre de cette thèse,
visant à obtenir une estimation du DOA la plus précise possible. Pour cet exemple, les résultats sont
donc similaires. Cependant, pour les analyses futures dans ce chapitre, nous privilégions la méthode 2.

FIGURE 4.4 – Fonction neuronale de
Lyapunov construite pour xe = [0 ; 0]

FIGURE 4.5 – Dérivée temporelle de la
fonction de Lyapunov construite

Pour l’exemple présenté, la visualisation directe des figures représentant la fonction de Lyapunov
et sa dérivée temporelle offre une compréhension immédiate du domaine de stabilité garanti associé.
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Cependant, dans le cadre des discussions sur la stabilité exponentielle et la stabilité entrée - état (ISS),
l’importance des figures représentant la fonction de Lyapunov et sa dérivée temporelle devient moins
évidente. En effet, pour ces sujets spécifiques, la visualisation du domaine de stabilité garanti devient
alors essentielle.

Tout en mettant en évidence la stabilité du pendule amorti en position basse, il est nécessaire de
noter que ce même système présente également des points d’équilibre instables. Ces points, où le
pendule ne tend pas à revenir à une position stable après une perturbation, offrent une perspective
intéressante sur la dynamique du système et mettent en évidence l’importance d’analyser à la fois les
comportements stables et instables.

4.2.2 Instabilité

Afin de compléter notre analyse du pendule amorti, il est important d’examiner également ses
points d’équilibre instables. Ces points, tout aussi importants que les points stables, nous offrent une
compréhension complète de la dynamique du système.

Contrairement à l’analyse de stabilité asymptotique, où nous recherchons une fonction de Lyapunov
dont la dérivée le long des trajectoires du système est négative, l’analyse de l’instabilité requiert
l’utilisation d’une fonction de Chetaev. Cette fonction, tout comme la fonction de Lyapunov, doit être
positive dans la zone d’instabilité. Cependant, la particularité de la fonction de Chetaev réside dans le
fait que sa dérivée le long des trajectoires du système doit également être positive.

4.2.2.1 Équation du système

Comme nous l’avons précisé précédemment, le pendule amorti est décrit par le système différentiel
suivant : {

ẋ1 = x2

ẋ2 = − sin(x1)− x2

Pour identifier les points d’équilibre instables, nous utilisons les mêmes équations que précédem-
ment. Les solutions de l’équation − sin(x1) = 0 sont x1 = (2n+ 1)π, où n est un entier. Cela signifie
que tous les points où x1 = (2n+ 1)π et x2 = 0 sont des points d’équilibre. Parmi ceux-ci, le point
x1 = π et x2 = 0 correspond à la position verticale haute du pendule. Ce point est un point d’équilibre
instable car une petite perturbation entraînera la chute du pendule, celui-ci ne revenant pas à sa position
initiale.

4.2.2.2 Choix de la fonction de Chetaev

Pour ce système, une fonction quadratique est toujours un choix approprié pour la fonction de
Chetaev. Rappelons qu’une fonction de Chetaev quadratique est typiquement de la forme :

V (x) = xTPx

où P est une matrice définie positive.

Les dérivées nécessaires pour analyser la stabilité à l’aide de cette fonction peuvent être obtenues
en utilisant les équations (3.46) pour HV et (3.55) pour HG.
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4.2.2.3 Choix de l’algorithme d’optimisation

Comme pour l’analyse de la stabilité asymptotique, le GA peut être utilisé pour optimiser la
fonction de Chetaev associée à l’instabilité. Nous avons utilisé l’implémentation de GA, toujours sous
contraintes, fournie dans la boîte à outils d’Optimisation Globale de MATLAB.

4.2.2.4 Paramètres de l’algorithme d’optimisation

Dans le contexte de l’étude de l’instabilité, plusieurs paramétrages restent similaires à ceux définis
dans l’exemple précédent traitant de la stabilité asymptotique. Toutefois, il est fondamental de souligner
une distinction majeure.

Alors que l’analyse de stabilité se focalise sur le domaine d’attraction entourant un point d’équilibre,
l’analyse d’instabilité vise spécifiquement un point d’équilibre donné. De ce fait, le domaine de
recherche Z est nettement plus petit. Il se présente sous la forme d’un maillage régulier modelant
un rectangle de dimensions 9 × 9, centré sur le point d’équilibre xe = [π ; 0]. Ensuite, aucune
métrique n’est introduite pour quantifier une région. En effet, nous nous concentrons uniquement sur
la détermination de l’instabilité d’un point d’équilibre donné.

Mis à part ces modifications, les autres aspects des paramétrages, tels que le nombre de variables Θ
et les configurations de l’algorithme génétique, demeurent inchangés par rapport à ce qui a été décrit
dans l’analyse de stabilité.

4.2.2.5 Illustrations

Les bornes pour x1 et x2 sont désormais x1 ∈ [π − 0.1 ;π + 0.1] et x2 ∈ [−0.1 ; 0.1], compte tenu
du décalage de x1 de π pour centrer l’analyse sur le point d’équilibre xe = [π ; 0]. La Figure 4.6 et la
Figure 4.7 montrent le résultat de cette étude.

FIGURE 4.6 – Fonction de Chetaev construite
pour xe = [π ; 0]

FIGURE 4.7 – Dérivée temporelle de la
fonction de Chetaev construite

Il est facile de vérifier que la fonction quadratique est une fonction de Chetaev pour ce système.
Par conséquent, le point d’équilibre xe = [π ; 0] du système est instable.

4.2.3 Systèmes à temps discret
Dans la section précédente, nous avons concentré notre attention sur les systèmes continus, en

particulier sur le pendule amorti. Cependant, de nombreux systèmes réels, notamment ceux impliquant
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des opérations numériques ou des systèmes de commande, sont naturellement modélisés comme des
systèmes à temps discret.

Le passage du temps continu au temps discret offre une nouvelle perspective sur la stabilité et la
commande. Dans cette section, nous explorons la stabilité des systèmes à temps discret, en utilisant des
techniques adaptées à leur nature particulière. Notre objectif est de montrer que, malgré les différences
fondamentales entre ces deux classes de systèmes, notre approche générique peut être adaptée avec
succès pour traiter les systèmes à temps discret.

4.2.3.1 Équation du système

Considérons le système à temps discret suivant :{
x1k+1

= −0.125x2k − 0.125
(
1− x21k − x22k

)
x1k

x2k+1
= 0.125x1k − 0.125

(
1− x21k − x22k

)
x2k

Le point d’équilibre de ce système est clairement x1 = 0 et x2 = 0, qui correspond à l’origine.
Dans les sections suivantes, nous étudions la stabilité de ce point d’équilibre en utilisant notre approche
générique adaptée aux systèmes à temps discret. Étant donné que ce système est en deux dimensions,
il nous offre une excellente opportunité de visualiser facilement les résultats obtenus.

4.2.3.2 Choix de la fonction de Lyapunov

Pour ce système, la fonction de Lyapunov est représentée par un réseau de neurones de la forme :{
V (x) =

∑K
j=1 ajσ(νj) + β

νj =
∑n

i=1wjixi + hj

Nous supposons que la fonction de Lyapunov V (x) est représentée par un réseau neuronal où xi
sont les entrées, wji sont les poids de la couche cachée, ai sont les poids de la couche de sortie, hi sont
les biais de la couche cachée, β est le biais de la couche de sortie ; i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , K où K
est le nombre de neurones de la couche cachée.

Les dérivées nécessaires pour analyser la stabilité à l’aide de cette fonction peuvent être obtenues
en utilisant les équations (3.46) pour HV et (3.55) pour HG.

4.2.3.3 Choix de l’algorithme d’optimisation

Pour la détermination des poids optimaux associés à la fonction de Lyapunov dans le contexte du
système à temps discret, l’utilisation d’algorithmes d’optimisation reste fondamentale. Alors que le
GA a été employé pour les systèmes continus, pour cette application particulière à temps discret, nous
avons opté pour l’algorithme PSO.

L’efficacité du PSO dans la résolution de problèmes d’optimisation non linéaires, sa simplicité
d’implémentation, et sa capacité à éviter de rester bloqué dans des minima locaux en font un choix
judicieux pour notre application à temps discret. De plus, comme le GA, le PSO a également été
largement utilisé pour des problèmes similaires, comme démontré dans le travail de (ROSSO et al.,
2021), attestant de sa robustesse et de son efficacité dans différents domaines d’application.

Nous avons utilisé l’implémentation de PSO fournie dans la boîte à outils d’Optimisation Globale
de MATLAB. Cette implémentation, bien documentée et largement utilisée, offre une gamme complète
de paramètres configurables pour s’adapter à la nature spécifique de notre problème. Dans la section
4.3, une analyse comparative des performances entre le PSO et le GA est réalisée.
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4.2.3.4 Paramètres de l’algorithme d’optimisation

Lors de la mise en œuvre du PSO pour notre application, il est essentiel de définir précisément les
paramètres pour garantir la pertinence et l’efficacité de la recherche. Les paramètres utilisés dans cette
illustration sont détaillés ci-dessous :

• Domaine de recherche, Z : Notre domaine est représenté comme un maillage de dimension
21 × 21 régulier sous forme d’un rectangle, centré autour de l’origine. Ce maillage sert à
identifier et compter les points qui répondent aux exigences spécifiques du level set. Pour
garantir une couverture exhaustive de la dynamique du système, nous évaluons les conditions
G(x) < 0 et V (x) ≤ c en 441 points distincts, couvrant l’ensemble du domaine Ωc, à l’aide de
l’Algorithme 3.

• Structure du réseau de neurones : Nous considérons une couche cachée et le nombre de
neurones de cette couche cachée arbitrairement fixé à K = 12.

• Nombre de variables, Θ : Le nombre total de variables à optimiser est fixé à K×(2n)+1 = 49.
Les paramètres associés à la fonction V sont contraints à rester dans l’intervalle [−4 ; 4].

• Fonction d’activation, σ(ν) : Dans cet exemple, nous utilisons la fonction d’activation hyper-
bolique tangente, c’est-à-dire σ(ν) = tanh(ν).

• Paramètres de l’algorithme PSO : Tous les paramètres du PSO ont été laissés à leurs valeurs par
défaut fournies par MATLAB. Cette décision a été prise pour tirer parti des réglages standards
éprouvés du PSO tout en se concentrant sur les spécificités de notre problème.

4.2.3.5 Illustrations

Les résultats obtenus grâce à notre approche sont mis en évidence par la Figure 4.8. Les variables
x1 et x2 sont définies sur l’intervalle [−1 ; 1]. Les points verts dans cette figure symbolisent le domaine
de stabilité garanti, indiquant les états initiaux à partir desquels le système converge vers son point
d’équilibre. Les croix rouges, en revanche, représentent les états pour lesquels nous ne pouvons pas
conclure quant à la convergence vers l’équilibre.

FIGURE 4.8 – Domaine de stabilité garanti estimé pour xe = [0 ; 0]
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4.2.3.6 Performances

Dans notre étude, le système en question est de nature polynomiale. Cependant, en utilisant l’outil
SOSTOOLS dans MATLAB, comme discuté précédemment dans la section 2.3.3, nous avons constaté
qu’aucune solution n’a été trouvée pour notre système à temps discret. Ceci pourrait s’expliquer par
l’absence de référence sur l’utilisation de SOSTOOLS pour de tels systèmes, d’où l’incapacité de
trouver une fonction de Lyapunov adéquate.

Pourtant, il est pertinent de comparer notre outil à celui de SOSTOOLS. Considérons un système
polynomial : {

ẋ1 = −x31 + x2

ẋ2 = −x1 − x2

Lorsque nous utilisons SOSTOOLS, l’outil nous renvoie une fonction de Lyapunov, V = 1.195x21+
5.801×10−5x1x2+1.195x22, en moins d’une seconde. Notre algorithme trouve également une fonction
de Lyapunov, entre les bornes -1 et 1 pour x1 et x2, en une vingtaine de secondes. Cependant, il est
fondamental de souligner un aspect important : bien que SOSTOOLS fournisse une fonction de
Lyapunov, elle ne fournit pas d’information sur le domaine de stabilité garanti associé au point
d’équilibre. C’est précisément sur cette caractéristique particulière que notre approche se distingue, en
offrant une analyse plus approfondie, bien que cela implique un temps de calcul plus important.

4.2.4 Stabilité exponentielle

La stabilité asymptotique est un concept central pour assurer la convergence des systèmes vers un
point d’équilibre. Toutefois, dans de nombreux cas pratiques, il est souhaitable d’avoir une idée de
la rapidité de cette convergence. C’est là que le concept de stabilité exponentielle entre en jeu. Non
seulement il garantit la convergence, mais également la vitesse de convergence qui se caractérise par
un taux de décroissance exponentielle.

Nous examinons une propriété importante en utilisant un système en temps continu, avec le point
d’équilibre xe = [0 ; 0]. Le système est défini par les équations suivantes :{

ẋ1 = − tan(x1) + x22
ẋ2 = −x2 + x1

Ayant validé préalablement la stabilité asymptotique du système pour x1 ∈ [−1.5 ; 1.5] et x2 ∈
[−1.5 ; 1.5], l’étape suivante consiste à explorer sa stabilité exponentielle. Le choix de la fonction de
Lyapunov et de l’algorithme d’optimisation demeure identique à celui de la section précédente. En ce
qui concerne les paramètres de l’algorithme d’optimisation, ils restent majoritairement identiques, à
l’exception de quelques points cruciaux :

• Les conditions qui ne satisfont pas aux critères spécifiques du level set sont maintenant évaluées
selon la méthode proposée par l’Algorithme 6.

• Il est nécessaire de préciser une valeur pour τ , qui représente le taux de convergence exponen-
tielle de ∥x(t)∥, c’est-à-dire le temps que le point initial choisi met pour atteindre la convergence
vers le point d’équilibre.
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4.2.4.1 Illustrations

Figure 4.9 - Domaine de stabilité garanti pour τ = 9 : Dans cette illustration, les points verts
représentent les états initiaux qui non seulement convergent vers l’origine, mais le font également dans
un temps inférieur ou égal à 9 secondes.

Figure 4.10 - Domaine de stabilité garanti pour τ = 4 : Similairement, cette figure illustre les
états initiaux qui convergent vers l’origine dans un temps inférieur ou égal à 4 secondes. Comme
il était prévisible, le domaine d’attraction est plus restreint par rapport à la figure précédente, étant
donné le temps alloué pour la convergence plus court. Le maillage utilisé dans cette représentation est
beaucoup plus fin, offrant ainsi une meilleure précision dans la détermination des points appartenant
au domaine de stabilité garanti.

En comparant les deux figures, il est clair que le choix de τ influence significativement le domaine
de stabilité garanti. Une valeur plus élevée de τ donne un domaine de stabilité garanti plus étendu, car
le système dispose de plus de temps pour converger vers l’équilibre.

Afin de prouver la validité des résultats, nous utilisons Simulink avec différents points de départ
appartenant ou non au domaine de stabilité garanti illustré dans la Figure 4.11. Il est important de noter
que, bien que les points sur les figures représentant le domaine de stabilité garanti soient identifiés
en fonction de leur capacité à converger en moins de τ secondes, la norme ∥x∥ présentée dans la
Figure 4.11, représentant la vérification temporelle sur Simulink, peut varier. Ceci est dû au fait que
∥x∥ est calculée à partir des valeurs combinées de x1 et x2, reflétant ainsi une mesure de convergence
globale qui peut différer des valeurs individuelles de x1 ou x2 utilisées pour marquer les points sur le
graphique de stabilité. Sur la Figure 4.11, le tracé bleu ciel illustre le taux de décroissance exponentielle
pour τ = 9. Le tracé orange, représentant la trajectoire à partir du point initial [1 ; 1.5], présente une
décroissance plus lente que la décroissance exponentielle. Cette observation est corroborée par la
Figure 4.9, qui montre clairement que le point initial [1 ; 1.5] ne converge pas vers un état stable en
moins de 9 secondes.

4.2.5 Stabilité entrée - état
Jusqu’à présent, nous avons examiné la stabilité intrinsèque des systèmes sans prendre en compte

les perturbations ou les entrées externes. Cependant, dans des situations réelles, il est souvent essentiel
de comprendre comment un système réagit aux entrées externes, notamment pour garantir une

FIGURE 4.9 – Domaine de stabilité garanti
associé à τ = 9

FIGURE 4.10 – Domaine de stabilité garanti
associé à τ = 4
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FIGURE 4.11 – Vérification temporelle sur Simulink

performance robuste en présence de perturbations. C’est dans ce contexte que le concept de stabilité
entrée - état prend de l’importance. Cette notion se concentre sur la manière dont les conditions
initiales du système et les entrées externes influencent la trajectoire future du système.

4.2.5.1 Équation du système

Considérons le système suivant : {
ẋ1 = −x1 + x22
ẋ2 = −x2 + Γ

Les plages de valeurs pour x1, x2 et Γ sont x1 ∈ [−2 ; 2], x2 ∈ [−2 ; 2] et Γ ∈ [0 ; 10].

Dans le cadre de l’analyse de la stabilité entrée - état, il est impératif d’examiner la stabilité globale
asymptotique du système dans les plages de valeurs définies pour x1 et x2, lorsque Γ = 0. Cette
manipulation a été précédemment exécutée par nos soins, révélant que le système est effectivement
asymptotiquement globalement stable. Cela signifie que, indépendamment de la position initiale du
système dans les intervalles spécifiés, la trajectoire de l’état converge invariablement vers l’unique
point d’équilibre xe = [0 ; 0] au fil du temps.

4.2.5.2 Choix de la fonction de Lyapunov

Pour ce système, l’utilisation d’un réseau de neurones pour la fonction de Lyapunov semble être
un choix pertinent, de la forme : {

V (x) =
∑K

j=1 ajσ(νj) + β

νj =
∑n

i=1wjixi + hj

Nous supposons que la fonction de Lyapunov V (x) est représentée par un réseau neuronal où xi
sont les entrées, wji sont les poids de la couche cachée, ai sont les poids de la couche de sortie, hi sont
les biais de la couche cachée, β est le biais de la couche de sortie ; i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , K où K
est le nombre de neurones de la couche cachée.
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Les dérivées nécessaires pour analyser la stabilité à l’aide de cette fonction peuvent être obtenues
en utilisant les équations (3.46) pour HV et (3.55) pour HG.

4.2.5.3 Choix de l’algorithme d’optimisation

Nous avons choisi d’utiliser le PSO pour le concept de stabilité entrée - état. Cette implémentation
est fournie dans la boîte à outils d’Optimisation Globale de MATLAB.

4.2.5.4 Paramètres de l’algorithme d’optimisation

Lors de la mise en œuvre du PSO pour notre application, il est essentiel de définir précisément les
paramètres pour garantir la pertinence et l’efficacité de la recherche. Les paramètres utilisés dans cette
illustration sont détaillés ci-dessous :

• Domaine de recherche, Z : Notre domaine (défini comme X × L cette fois-ci) est représenté
comme un maillage de dimension 21×21×21 régulier sous forme d’un parallélépipède rectangle,
centré autour de l’origine. Pour garantir une couverture exhaustive de la dynamique du système,
nous évaluons les conditions α1(∥x∥) ≤ V (X) ≤ α2(∥x∥) et G(x) ≤ −α3(∥x∥) + α4(∥Γ∥) en
9 261 points distincts, couvrant l’ensemble du domaine Ωc. Ces conditions sont intrinsèquement
liées au critère P2, qui comptabilise les points qui satisfont aux caractéristiques requises du level
set.

• Structure du réseau de neurones : Nous considérons une couche cachée et le nombre de
neurones de cette couche cachée arbitrairement fixé à K = 12.

• Nombre de variables, Θ : Le nombre total de variables à optimiser est fixé à K × (2n) + 1 +
4 × 2 = 57. Les paramètres associés à la fonction V sont contraints à rester dans l’intervalle
[−4 ; 4] et ceux associés aux fonctions αi dans [0 ; 1000].

• Fonction d’activation, σ(ν) : Dans cet exemple, nous utilisons la fonction d’activation hyper-
bolique tangente, c’est-à-dire σ(ν) = tanh(ν).

Tous les paramètres du PSO ont été laissés à leurs valeurs par défaut fournies par MATLAB. Cette
décision a été prise pour tirer parti des réglages standards éprouvés du PSO tout en se concentrant sur
les spécificités de notre problème.

4.2.5.5 Illustrations

Nous pouvons alors vérifier la stabilité entrée - état. La Figure 4.12 montre le domaine de stabilité
garanti estimé lorsque Γ ∈ [0 ; 10]. Les points verts indiquent la région où l’origine est stable en entrée
- état.

Afin de valider ces résultats, nous avons utilisé l’outil Simulink avec différents points de départ et
différentes valeurs de Γ. La Figure 4.13 illustre cette validation.
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FIGURE 4.12 – Domaine de stabilité garanti estimé pour Γ ∈ [0 ; 10]

FIGURE 4.13 – Vérification temporelle sur Simulink

4.2.5.6 Performances

Soulignons que, ayant cherché un système avec une entrée externe qui serait ISS ou non en
fonction de la valeur de Γ, nous n’avons pas réussi à trouver un tel système. Certaines valeurs de la
vérification temporelle sur Simulink peuvent paraître importantes, mais notre objectif principal est
d’estimer un sous-DOA et de maximiser le domaine de stabilité garanti. Nous cherchons à garantir
la convergence pour n’importe quelle valeur initiale avec une entrée donnée. Nous mettons en avant
un aspect fondamental : il faut absolument éviter que les points identifiés comme stables (c’est-à-
dire les points verts) dans notre domaine de stabilité garanti ne finissent par diverger. Cette fiabilité
est particulièrement cruciale dans un contexte industriel, où la garantie de stabilité est synonyme
d’efficacité opérationnelle.
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4.3 Performance des approches
Dans ce chapitre, nous entreprenons une évaluation approfondie et méthodique des performances

de nos approches, dans le but de valider son efficacité, mais aussi de la situer précisément dans
le paysage de la recherche actuelle. Les raisons d’une telle démarche analytique sont multiples.
Cette évaluation permet, entre autres, d’assurer la légitimité scientifique de notre travail, d’identifier
clairement ses points forts et également ses limites, et de guider les efforts futurs d’amélioration.

Nous commençons notre analyse en examinant de près les performances intrinsèques de notre
approche. Étant donné notre méthode stochastique, une évaluation attentive de son efficacité est essen-
tielle pour comprendre sa fiabilité dans différents scénarios et conditions d’utilisation. Cette évaluation
initiale nous fournit une compréhension précise de la manière dont notre approche fonctionne en
pratique et des résultats qu’elle est capable de produire.

Après avoir établi un aperçu clair des performances de notre approche, nous la mettons ensuite
en perspective avec l’état de l’art actuel dans le domaine. Cela nous permet non seulement de situer
notre contribution dans le contexte plus large de la recherche sur la stabilité des systèmes, mais aussi
de comprendre de quelle manière elle se compare à d’autres méthodes et approches existantes. Cette
analyse comparative est essentielle pour démontrer la valeur et l’originalité de notre contribution à la
communauté scientifique.

Enfin il convient de noter, que dans le cadre de nos travaux, nous avons utilisé plusieurs types d’im-
plémentations différentes pour notre fonction de coût : une version avec contraintes et sans contrainte
externe implémentée par l’algorithme génétique, et une version sans contrainte implémentée par
l’optimisation par essaim de particules. Toutefois, il est important de noter que, de base, un algorithme
génétique n’opère pas sous contraintes. Dans l’implémentation de MATLAB, ces contraintes ont
été ajoutées via des fonctions de pénalité. Chacun de ces algorithmes d’optimisation a ses propres
caractéristiques, avantages et inconvénients, il est donc impératif d’analyser leur efficacité dans notre
cas d’étude spécifique. Cette analyse nous permet d’identifier les forces et les faiblesses de chaque
algorithme dans le contexte de notre méthode et de fournir un aperçu précieux sur les meilleures
stratégies d’implémentation pour optimiser les performances de notre approche.

Néanmoins il est important de souligner, que durant la conduite de cette recherche, nous n’avons
pas eu l’opportunité d’effectuer des études comparatives exhaustives sur des systèmes complexes.
Une telle évaluation aurait assurément enrichi notre analyse en fournissant des données empiriques et
des observations pertinentes sur le comportement de notre méthode dans des contextes opérationnels
concrets et complexes. Toutefois, bien que cette lacune limite la portée pratique immédiate de nos
résultats, les tendances que nous avons observées au cours de nos tests préliminaires sont prometteurs.
Ils esquissent des perspectives encourageantes pour l’application future de notre approche à des
problématiques industrielles réelles.

4.3.1 Performance de notre approche

4.3.1.1 Fonction de coût

Pour évaluer l’efficacité de notre approche, nous commençons par la base des critères de perfor-
mance : la forme de la fonction de Lyapunov. Dans le contexte de la stabilité au sens de Lyapunov, la
première condition essentielle est la suivante : pour qu’une fonction V soit une fonction de Lyapunov,
il faut que λmax < 0. Ce critère λmax est détaillé dans les pseudo-codes de nos divers algorithmes. Si
cette condition n’est pas respectée, alors la fonction V n’est pas une fonction de Lyapunov et ne peut
pas être utilisée pour déduire la stabilité du système ainsi que son domaine de stabilité associé.
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Afin d’affiner nos évaluations, nous rappelons le critère P2. Ce critère joue un rôle décisif dans
l’évaluation de la qualité des fonctions de Lyapunov obtenues. Plus précisément, P2 représente le
nombre de points dans le maillage qui respecte les conditions du level set. P2 est calculé comme le
nombre de points pour lesquels G(x) < 0 et V (x) ≤ c. Dans le scénario où nous utilisons un maillage
de 21 points par 21 points, nous évaluons ces conditions en 441 points distincts. L’objectif optimal est
donc d’obtenir P = 441, soit Q = −441 selon l’Algorithme 3.

Pour faciliter l’interprétation et l’analyse des performances, nous standardisons la valeur de la
fonction de coût de manière à ce que le résultat optimal soit toujours −1. Pour ce faire, nous définissons
seulement pour cette section Q comme suit :

Q = − P2

N1×N2

où N1×N2 représente le nombre total de points dans le maillage. Cette normalisation garantit que
la fonction de coût reste cohérente et facilement interprétable, quel que soit le nombre de points du
maillage. Ainsi, une valeur de Q proche de −1 indique un résultat optimal de la fonction de Lyapunov,
la rendant plus intuitive à évaluer.

4.3.1.2 Système étudié

Considérons le système donné par :{
ẋ1 = −x1 + x2 + 0.5(exp(x1)− 1)

ẋ2 = −x1 − x2 + x1x2 + x1 cosx1

Selon (NAJAFI et al., 2016), ce système est asymptotiquement stable dans l’intervalle [−1; 1]
pour les variables x1 et x2. Cet exemple s’est avéré être un défi majeur, mettant fréquemment notre
algorithme à l’épreuve. Ces difficultés ont néanmoins été bénéfiques, car elles nous ont guidés dans
l’optimisation et le perfectionnement de notre méthode tout au long de cette thèse. L’expérience
acquise avec cet exemple a été fondamentale dans l’élaboration de notre méthode 2. Initialement, nous
avons employé la méthode 1 pour tester le système, mais avons constaté que la vérification a posteriori
du plus grand level set, lié à la maximisation du domaine de définition de la fonction de Lyapunov, D,
révélait un domaine trop restreint. Ce constat a été le moteur pour développer la méthode 2.

4.3.1.3 Évaluation des performances

La nature stochastique de notre algorithme d’optimisation nous permet une évaluation statistique
approfondie des résultats. Le test du système étudié est soumis à vingt exécutions successives. Pour
évaluer les performances de l’algorithme, plusieurs mesures de Q sont considérées à l’issue de ces
exécutions : 

Qmin = min
i=1,...,n runs

Qi (Valeur Minimale)

Qmean =
1

n

n runs∑
i=1

Qi (Valeur Moyenne)

Qstd =

√√√√ 1

n

n runs∑
i=1

(Qi −Qmean)
2 (Écart-Type)
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Ainsi, pour chaque test, nous notons non seulement la valeur minimale Qmin, la valeur moyenne
Qmean et son écart-type Qstd, mais également le temps de calcul moyen tcpu nécessaire pour effectuer
ces vingt exécutions.

Rappelons que notre approche générique permet d’utiliser différentes formes de fonctions de
Lyapunov. Pour des systèmes moins complexes, une fonction de Lyapunov quadratique est souvent
suffisante. Cependant, pour des systèmes plus complexes ou non linéaires, une fonction de Lyapunov
modélisée par un réseau de neurones peut s’avérer plus appropriée. Forts de cette conviction, nous
avons décidé de tester l’efficacité de notre algorithme en utilisant ces deux formes de fonctions pour le
système en question.

Les performances obtenues, que ce soit avec une fonction de Lyapunov représentée par un réseau
de neurones ou sous une forme quadratique, sont détaillées dans la Table 5.1.

Qmin Qmean Qstd tcpu/20runs(mn)

Forme Quadratique −0.92 −0.71 0.28 18.76
Forme NN −1 −0.86 0.19 52.9

TABLE 4.1 – Mesure de performance de l’algorithme pour différentes formes de la fonction de
Lyapunov

Comme nous l’avions anticipé, la modélisation de la fonction de Lyapunov à l’aide d’un réseau
de neurones démontre une nette supériorité, surtout lorsque la complexité du système s’accroît. Ces
résultats confirment la pertinence de notre choix d’intégrer des approches basées sur les réseaux
de neurones pour traiter des systèmes plus élaborés. Néanmoins, cette mesure de performance met
également en lumière l’un des défis majeurs que nous avons régulièrement abordé tout au long de cette
thèse : le temps de calcul. Bien que la forme d’un réseau neuronal offre des avantages indéniables en
termes de précision et de robustesse, elle s’accompagne d’une augmentation significative du temps
de calcul, soulignant ainsi la nécessité d’une optimisation continue et d’une recherche de compromis
entre précision et efficacité calculatoire.

4.3.2 Notre approche face à l’état de l’art
Dans cette section, nous cherchons à situer notre travail par rapport aux méthodes existantes dans

la littérature scientifique, en réalisant une analyse comparative. Cette approche est essentielle, non
seulement pour démontrer la validité de notre méthode, mais également pour souligner sa contribution
au domaine de recherche existant.

Nous procédons à une comparaison de notre approche avec une méthode choisie pour sa pertinence
et sa représentativité dans le domaine. La méthode examinée dans cette section vise explicitement
à maximiser le domaine de stabilité. L’article (NAJAFI et al., 2016) propose une technique d’échan-
tillonnage rapide pour estimer en temps réel les différents sous-DOAs de systèmes non linéaires.
L’approche d’échantillonnage présentée dans cet article poursuit le même objectif que les approches
d’optimisation basées sur la théorie de Lyapunov : trouver le plus grand level set d’une fonction
candidate de Lyapunov pour approximer le DOA. Les auteurs évaluent explicitement les conditions
énoncées dans le théorème de Lyapunov pour une fonction de Lyapunov donnée par rapport à un
état xi choisi aléatoirement. Les level sets associés à l’échantillon xi avec une dérivée positive de la
fonction de Lyapunov sont écartés. L’article propose deux méthodes d’échantillonnage, l’une sans
mémoire et l’autre avec mémoire, conçues pour obtenir des estimations plus précises.
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Dans le cadre de nos recherches, nous avons procédé à une analyse comparative de cette méthode
sur trois systèmes différents. Nous considérons les trois systèmes dynamiques suivants :

• Système 1 : {
ẋ1 = −x2
ẋ2 = x1 − x2 + x21x2

(4.1)

• Système 2 : {
ẋ1 = x2

ẋ2 = −0.2x2 + 0.81 sin(x1) cos(x1)− sin(x1)
(4.2)

• Système 3 : {
ẋ1 = −0.25x1 + ln(1 + x2)

ẋ2 = −0.3750x1 − 0.2x1x2 + (0.125x1 − x2) cos(x1)
(4.3)

Cette comparaison est fondée principalement sur le plus grand level set obtenu et le temps de
convergence. Les résultats obtenus sont présentés dans la Table 5.2 ci-dessous.

Méthode Système 1 (4.1) Système 2 (4.2) Système 3 (4.3)

Plus grand level set trouvé

Notre méthode GA sous contraintes 3.42 0.9 0.64
Notre méthode GA sans contrainte 3.47 0.87 0.6

Notre méthode PSO 3.37 0.92 0.57
Sampling Approach NAJAFI et al., 2016 2.318 0.708 0.278

Temps de Convergence (min)

Notre méthode GA sous contraintes 2 4.5 5.2
Notre méthode GA sans contrainte 1 1.96 3.1

Notre méthode PSO 0.65 1.45 1.78
Sampling Approach NAJAFI et al., 2016 0.01 0.01 0.01

TABLE 4.2 – Comparaison des méthodes sur le plus grand level set et le temps de convergence

Pour cette analyse de comparaison, nous avons réalisé dix essais sur chaque système afin d’obtenir
une estimation fiable des résultats. Bien que ces essais n’offrent peut-être pas une représentation
optimale de la performance de chaque méthode, ils fournissent un aperçu précieux des capacités et des
limites potentielles des différentes techniques.

Afin de réaliser une analyse détaillée, examinons les résultats de cette méthode de manière plus
approfondie. Cette approche issue de (NAJAFI et al., 2016) est particulièrement intéressante en raison
de sa vitesse de convergence, qui est manifestement beaucoup plus rapide que dans nos différentes
méthodes. Cependant, cette efficacité ne doit pas masquer certaines de ses limites, selon les auteurs.
Bien que l’approche par échantillonnage offre des temps de convergence impressionnants, elle souffre
d’une absence de garantie formelle de convergence. Dans les scénarios où une preuve rigoureuse de la
performance est nécessaire, cette absence pourrait être problématique. De plus, le choix des auteurs de
s’en tenir à des fonctions de Lyapunov quadratiques comme candidates peut potentiellement limiter la
capacité de cette méthode à estimer le DOA pour des systèmes non linéaires plus élaborés.
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Il est pertinent de mentionner que les auteurs de l’article (NAJAFI et al., 2016) ont eux-mêmes
réalisé une étude comparative en confrontant leur méthode aux méthodes d’optimisation existantes.
Leur analyse a montré qu’en moyenne, ils trouvent de plus grands level sets par rapport aux techniques
d’optimisation. Ainsi, en comparant notre méthode avec celle de l’article, nous pouvons indirectement
évaluer notre approche par rapport aux autres techniques d’optimisation présentes dans le domaine.

En ce qui concerne notre méthode, la transition d’une implémentation sous contraintes à une
implémentation sans contrainte externe s’est avérée judicieuse. En effet, l’amélioration en termes
de temps calculatoire est significative, tout en conservant des résultats comparables. Cependant, il
convient de noter que nos tests ont été réalisés sur des systèmes théoriques. Dans des scénarios
industriels plus complexes, les résultats pourraient varier.

De plus, il convient de souligner que notre méthode met l’accent sur la maximisation du plus grand
level set associé au DOA, une notion parfois négligée dans la littérature, comme illustré par (BANKS,
2002). La comparaison a délibérément été basée sur la stabilité asymptotique. Cette spécificité n’est
pas anodine : nombre de méthodes évoquées au cours de ce manuscrit ne traitent pas des formes de
stabilité plus nuancées comme la stabilité exponentielle ou l’ISS. Or, notre méthode et notre schéma
d’optimisation ont été spécifiquement conçus pour examiner ces formes de stabilité plus complexes,
sans nécessiter de modifications majeures à notre algorithme.

En conclusion, chaque méthode présente ses avantages et ses inconvénients. Notre méthode, grâce
à sa flexibilité, offre une performance compétitive par rapport aux méthodes reconnues. Cependant,
notre analyse montre également qu’il existe toujours un espace pour l’amélioration et l’exploration
de nouvelles techniques. Dans le futur, il serait intéressant d’intégrer des aspects de différentes
méthodes pour créer une approche hybride qui capitalise sur les points forts de chaque technique tout
en minimisant leurs faiblesses.
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4.4 Enjeux d’une application industrielle concrète
L’analyse de la stabilité des systèmes est un enjeu majeur dans de nombreux domaines d’applica-

tion, notamment dans l’industrie. Elle garantit la sécurité, la fiabilité et l’efficacité des systèmes en
interaction avec l’environnement et les utilisateurs. Dans cette section, nous nous penchons sur un
exemple concret d’un système industriel : le manche à retour d’effort. À travers cet exemple, nous
explorons les défis liés à l’analyse de la stabilité et les solutions envisagées pour y faire face. Puis, en
nous projetant vers l’avenir, nous évoquons les perspectives de recherche.

4.4.1 Modélisation du système
Le système industriel étudié ici est un manche à retour d’effort, utilisé pour fournir un retour au

pilote. Ce système s’appuie sur des lois d’impédance adaptative pour moduler cet effort de retour,
permettant une expérience utilisateur plus intuitive et précise. La loi d’impédance adaptative, un
concept clé dans le domaine du contrôle, joue un rôle fondamental dans notre système de manche à
retour d’effort. Cette loi permet de gérer de manière dynamique la réponse du système aux forces
externes, ce qui est essentiel dans les interfaces homme-machine. Dans le cadre du manche à retour
d’effort, elle ajuste le retour de force basé sur des paramètres tels que l’inertie, la viscosité et la raideur.
L’étude de la stabilité est importante pour garantir une interaction sécurisée et efficace entre l’homme
et la machine, en particulier dans des applications de haute précision telles que la robotique, l’aviation
et les simulateurs de vol. Face à la complexité propre à cet exemple industriel, c’est la stabilité entrée -
état qui se révèle être le critère pertinent pour évaluer le système, la stabilité autonome pouvant être
abordée à travers la théorie des systèmes de Lure.

Le fonctionnement de ce manche peut être approximé par une modélisation classique masse-ressort.
Une illustration de ce modèle est donnée par la Figure 4.14. De plus, pour aider à visualiser l’effort
ressenti par le pilote via le manche, une représentation simplifiée de l’axe du système est également
fournie à la Figure 4.15.

FIGURE 4.14 – Système masse-ressort

La dynamique du système est fondée sur le théorème du moment, appliqué séparément sur les
inerties du moteur et du manche. Ces équations fondamentales sont exprimées par :∑

Cext = Jmotθ̈mot∑
Cext = Jssθ̈ss
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FIGURE 4.15 – Axe simplifié

Un élément clé du modèle est le rapport de réduction R, qui relie les angles du moteur et du
manche. Les relations supplémentaires entre les divers paramètres et variables d’état sont décrites par
(avec θss = Rθmot) :

Ce −RCin = Jmotθ̈mot

Cin + Cp = Jssθ̈ss

Cp = −Fprp (car θ positive et x positive)

avec les définitions suivantes :

rp : le point d’appui pilote sur le manche,

rb : le point du centre d’inertie du manche, servant pour l’effet d’accélération et de pesanteur.

Nous avons les relations :

Cin = Kss(R.δθmot − δθss) + fss(R.δθ̇mot − δθ̇ss)

δθmot = θmot − θmot0′

δθss = θss − θss0′ .

Par conséquent, nous pouvons exprimer les dynamiques par :

Jmotδθ̈mot = Ce −R.Kss(R.δθmot − δθss)−R.fss(R.δθ̇mot − δθ̇ss)

Jssδθ̈ss = Kss(R.δθmot − δθss) + fss(R.δθ̇mot − δθ̇ss) + Cp.

À partir de ces équations, nous déduisons les équations de base du système :

Jmotδθ̈mot = Ce −R.KssR.δθmot +R.Kssδθss −R.fssR.δθ̇mot +R.fssδθ̇ss

Jssδθ̈ss = KssR.δθmot −Kssδθss + fssR.δθ̇mot − fssδθ̇ss + Cp.
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Ces équations peuvent être réarrangées pour fournir une perspective plus claire sur le comportement
dynamique du système :

δθ̈mot = −KssR
2

Jmot
.δθmot −

fssR
2

Jmot
.δθ̇mot +

RKss

Jmot
δθss +

R.fss

Jmot
δθ̇ss +

1

Jmot
Ce

δθ̈ss =

(
KssR

Jss

)
.δθmot +

(
fssR

Jss

)
.δθ̇mot −

(
Kss

Jss

)
δθss −

(
fss

Jss

)
δθ̇ss −

(
rp
Jss

)
Fp.

Nous posons le vecteur d’état comme suit :
δθmot

δθ̇mot

δθss

δθ̇ss


Nous obtenons directement la formulation matricielle qui décrit le comportement dynamique du

système :

d

dt


δθmot

δθ̇mot

δθss

δθ̇ss

 =


0 1 0 0

−KssR2

Jmot
−fssR2

Jmot

RKss
Jmot

Rfss
Jmot

0 0 0 1
KssR
Jss

fssR
Jss

−Kss
Jss

− fss
Jss



δθmot

δθ̇mot

δθss

δθ̇ss

+


0
1

Jmot

0
0

Ce +


0
0
0

− rp
Jss

Fp.

Après avoir défini notre système en termes de variables d’état, nous cherchons maintenant à
extraire la sortie, à savoir θmot. Cette sortie est directement liée à la variation de l’angle du moteur :

θmot =
[
1 0 0 0

] 
δθmot

δθ̇mot

δθss

δθ̇ss

+ θmot0 + 0Ce + 0Fp.

La sortie θmot est représentée en fonction des variables d’état. Dans cette étude, nous considérons
que la condition initiale θmot0 est nulle pour simplifier notre analyse, soit θmot0 = 0.

Regroupons maintenant les variables d’état sous la notation xmot pour une représentation plus
concise :

xmot =


δθmot

δθ̇mot

δθss

δθ̇ss


Le système peut alors être représenté sous la forme standard des équations d’état :

ẋmot = Ammxmot +BmeCe +BmpFp

θmot = Cmmxmot +DmeCe +DmpFp.
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Finalement, pour une analyse fréquentielle, nous dérivons les fonctions de transfert du système :

Hmm = Cmm(sI − Amm)
−1Bme +Dme

Hp = Cmp(sI − Amm)
−1Bmp +Dmp.

Cette formalisation nous permet ensuite de déduire les fonctions de transfert, qui sont essentielles
pour l’analyse fréquentielle du système. La Figure 4.16 illustre le schéma bloc du système.

FIGURE 4.16 – Système industriel

Considérons tout d’abord la boucle de courant du système. La dynamique de cette boucle, repré-
sentée par Hbc, est donnée par :

ẋbc = Abcxbc +BbcCc

Ce = Cbcxbc.

Les lois d’impédance, qui sont non-linéaires, nous donnent la relation suivante pour le courant de
commande :

Cc = −Kp[θm]−Kv[Ωm].

Ensuite, le capteur de position angulaire, Hpos, est décrit par :

ẋpos = Aposxpos +Bposθmot

θm = Cposxpos.

La dérivée de la position, ou vitesse angulaire, est modélisée comme suit :

ẋv = Avxv +Bvθm

Ωm = Cvxv +Dvθm.
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Finalement, en intégrant toutes ces sous-parties, nous obtenons la modélisation globale du système.
Pour simplifier cette représentation, nous considérons r = 0 :

ẋmot = Ammxmot +BmpFp +BmeCbcxbc

ẋbc = Abcxbc −BbcKp[θm]−BbcKv[Ωm]

ẋpos = Aposxpos +BposCmmxmot

ẋv = Avxv +BvCposxpos
θmot = Cmmxmot +DmpFp +BmeCbcxbc

CM = Cbcxbc

θm = Cposxpos

Ωm = Cvxv +DvCposxpos

La stabilité du système, en l’absence de perturbation, est appelée stabilité autonome. Elle est
évaluée en considérant Fp = 0. En revanche, la stabilité entrée - état évalue la stabilité du système en
présence d’une perturbation Fp, sous l’hypothèse que ∥Fp∥ < Fmax.

4.4.2 Perspectives et collaborations
Le système industriel du manche à retour d’effort est caractérisé par sa nature affine par morceaux.

Cette particularité non différentiable pose de sérieux défis lorsqu’il s’agit d’analyser et d’entraîner des
modèles associés. En effet, les méthodes traditionnelles d’analyse des systèmes sont souvent conçues
pour des systèmes différentiables, ce qui n’est pas le cas ici. Pour contourner cet obstacle, nous
avons fait appel à des approximateurs de lois d’effort qui sont différentiables, à savoir des réseaux de
neurones. Ces approximateurs, grâce à leur capacité à modéliser des fonctions non linéaires complexes,
se sont avérés être des outils puissants pour notre étude.

Le système présente des non-linéarités par secteur borné. Si dans la littérature, des méthodes
comme les contraintes intégrales quadratiques (Integral Quadratic Constraints (IQC)) ou les systèmes
de Lure permettent d’analyser et de démontrer la stabilité des systèmes avec des non-linéarités
sectorisées (AHBE et al., 2020 ; CUNIS et LEGAT, 2023 ; IANNELLI et al., 2019 ; YIN et al., 2020), ces
approches ne sont pas directement transposables à notre contexte. En effet, ces méthodes ne traitent
pas de la stabilité entrée - état, essentielle pour notre étude, même si elles abordent des non-linéarités
sectorisées. À notre connaissance, dans l’état actuel de l’art, des méthodes traitant des non-linéarités
sectorisées avec la stabilité ISS demeurent une lacune.

La mise en œuvre de la stabilité entrée - état pour ce système industriel du manche à retour
d’effort s’est heurtée à un obstacle significatif : le temps de calcul. En raison de la complexité
du système, les processus d’optimisation nécessitent parfois plusieurs jours, avec des risques de
plantages informatiques ou de non-convergence des solutions. Ces incidents nous obligent souvent à
recommencer les calculs depuis le début. Il est important de noter que ces difficultés ne remettent pas
en cause la validité de notre approche, mais souligne la nécessité d’aborder la problématique du temps
de calcul de notre outil tout en conservant la précision des résultats obtenus. Nous avons consacré des
efforts considérables à l’exploration de cette problématique et poursuivons activement notre recherche
pour surmonter ce défi.

Pour pallier cette contrainte du temps de calcul, nous nous sommes orientés vers deux axes
majeurs de recherche, déjà évoqués dans ce mémoire. D’une part, nous avons exploré la structure des
systèmes inter-connectés. Ces systèmes, composés de plusieurs sous-systèmes en interaction, offrent
une manière modulaire d’aborder des systèmes complexes. En décomposant le système industriel
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en ses composants individuels, nous pouvons réduire sa complexité. Ainsi, chaque sous-système
peut être analysé séparément en termes de stabilité entrée - état, comme décrit dans la section
1.5.7. L’interconnexion entre ces sous-systèmes est alors modélisée par des équations algébriques
supplémentaires, exploitant les propriétés ISS pour établir un théorème de petit-gain pour ces systèmes
non linéaires invariants dans le temps.

D’autre part, nous nous sommes penchés sur la robustesse au maillage dans la section 3.4.5. Cette
notion, essentielle dans notre étude sur l’approximation du domaine d’attraction en utilisant la théorie
de Lyapunov, se concentre sur la capacité de notre méthode à produire des résultats fiables malgré les
variations de la qualité du maillage. La question centrale est de garantir que les propriétés vérifiées sur
les points du maillage s’étendent aux points intermédiaires, ceux non directement représentés dans le
maillage. Alors, en optant pour un maillage contenant moins de points, tout en conservant la précision
des résultats, nous pouvons réaliser des économies significatives en termes de temps de calcul.

Cette dualité d’approches, combinant la modularité des systèmes inter-connectés avec la robustesse
au maillage, est au cœur de notre stratégie pour optimiser les temps de calcul sans compromettre la
précision. Ces travaux de recherche s’inscrivent dans une vision plus large visant à développer des
méthodes d’entraînement pour l’analyse de la stabilité des systèmes complexes. Cette thèse représente
la première étape vers cette ambition. Dans la continuité de cette démarche, une nouvelle thèse a été
initiée il y a près de deux ans à Montréal au Canada. J’ai eu l’opportunité de m’y rendre durant un
mois, collaborant étroitement avec l’équipe sur place pour approfondir ces axes de recherche et les
adapter au contexte industriel.

Il est à noter que nous continuons activement à travailler sur cette problématique. Ainsi, il est
probable que de nouveaux résultats, encore en phase d’analyse au moment de la rédaction de ce
manuscrit, puissent être présentés lors de la soutenance.
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Conclusion générale

Cette thèse nous a permis d’explorer en profondeur les complexités et les subtilités de la stabilité
dans les systèmes dynamiques non linéaires. Elle offre ainsi un aperçu précieux et une méthodologie
innovante pour analyser et assurer la stabilité dans divers contextes.

Nous avons commencé par un examen approfondi des principes théoriques de la stabilité et des
méthodes classiques utilisées. Ces débuts ont mis en lumière la valeur et les limites de ces approches.
Cela nous a permis de mettre en évidence l’importance et la pertinence des travaux d’Alexandre
Lyapunov. Nous avons introduit et détaillé les définitions de stabilité et la méthode directe de Lyapunov.
Cette fondation théorique a fourni un cadre solide pour nos investigations ultérieures.

Nous avons ensuite effectué une revue de l’état de l’art en présentant les méthodes théoriques,
numériques et automatiques existantes. Suite à cette étude, nous avons développé et implémenté
une méthode d’optimisation robuste et innovante pour identifier des fonctions de Lyapunov efficaces
dans divers contextes. Cette approche se distingue non seulement par son caractère générique et
adaptable, mais aussi par sa capacité à maximiser le domaine de stabilité estimé garanti de la fonction
de Lyapunov, élément central pour garantir la stabilité des systèmes dynamiques.

Enfin, nous avons détaillé une série de tests et d’analyses réalisés à partir de divers scénarios.
Nous avons évalué et comparé l’efficacité des méthodes de stabilité introduites. Ces évaluations et
comparaisons ont permis d’apporter un éclairage sur les forces et les faiblesses de chaque technique,
guidant ainsi les choix futurs d’approches et de méthodologies pour des applications spécifiques dans
le domaine industriel.

À travers ce travail de recherche, nous avons fourni une compréhension sur l’étude de la stabilité
des systèmes dynamiques grâce aux notions de stabilité, enrichie par une revue des contributions
scientifiques actuelles. Cette démarche a conduit à la conception d’une méthode d’optimisation
novatrice et polyvalente pour l’analyse de la stabilité. Cette méthode d’optimisation est prête à faire
face aux défis complexes et variés du monde industriel d’aujourd’hui.

Perspectives
Au terme de ces travaux, il apparaît pertinent de se tourner vers l’avenir et d’envisager les multiples

directions possibles que pourrait prendre la recherche dans le domaine de l’automatique. Tout au long
de cette thèse, nous avons examiné diverses perspectives et idées futures, certaines étant brièvement
mentionnées, d’autres explorées plus en profondeur. Nous avons mis en lumière des perspectives les
plus prometteuses identifiées au cours de nos travaux. Elles pourraient être utiles dans une suite à cette
thèse. Nous soulignons plus particulièrement celles qui possèdent une portée plus large et un potentiel
d’impact significatif dans la continuation et l’approfondissement de nos recherches.

Dans le cadre de nos travaux, nous avons adopté une méthode spécifique pour déterminer le
maillage, bien que diverses autres approches soient disponibles et méritent une exploration future. Une
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piste prometteuse à développer réside dans l’utilisation du gradient du candidat actuel de la fonction
de Lyapunov durant le processus d’optimisation. Plus précisément, l’analyse du gradient lors de la
première exécution de l’algorithme d’optimisation pourrait s’avérer instructive : un gradient plus
important pourrait signaler le besoin d’un maillage plus fin dans les exécutions subséquentes. Cette
stratégie pourrait améliorer la précision et l’efficacité de l’optimisation.

Il convient de noter que nos expérimentations initiales avec l’algorithme génétique et l’optimisation
par essaim de particules ont été menées en utilisant des paramètres de base. Nous avons observé
qu’une simple modification de l’algorithme d’optimisation pouvait se traduire par un gain significatif
en temps de calcul, sans compromettre l’efficacité au niveau des valeurs obtenues. Ainsi, une pers-
pective intéressante de recherche serait d’explorer d’autres algorithmes d’optimisation et d’examiner
minutieusement les paramètres associés à chacun d’eux. Un ajustement fin des paramètres pourrait
révéler des configurations optimales plus adaptées à notre contexte spécifique.

Nous avons également initié une application de notre outil sur un système industriel. Les contraintes
de temps nous ont empêchés de produire des résultats significatifs à ce stade. À court terme, l’objectif
est d’approfondir cet exemple industriel pour obtenir des résultats probants en matière de stabilité
autonome et de stabilité entrée - état. Le travail initial implique de modéliser notre système en équations
mathématiques et de trouver plusieurs solutions envisageables afin que la mise en oeuvre se réalise
avec les meilleurs résultats possibles. Cela constitue une base solide pour des investigations futures
dans ce domaine.

Au cours de cette recherche, nous avons intégré la procédure de robustesse au maillage dans
des contextes théoriques. Bien que les exemples examinés soient principalement académiques, cette
approche montre un potentiel prometteur pour les applications futures. L’utilisation d’un maillage
plus grossier a démontré des résultats préliminaires positifs en termes de conservation des domaines
de stabilité estimés. Cependant, il est important de noter que, dans nos exemples étudiés, cette
approche n’a pas conduit à une amélioration majeure du temps de calcul. Néanmoins, l’intégration
de la robustesse au maillage reste une piste de recherche attrayante. Elle offre des perspectives
prometteuses pour renforcer la fiabilité et l’efficacité de nos méthodes utilisées dans la gestion des
systèmes complexes et de grande dimension. Ces systèmes sont typiques du secteur industriel.

Les contraintes de temps inhérentes à cette thèse n’ont pas permis la réalisation d’essais appro-
fondis sur des systèmes industriels. Ces tests auraient sans doute permis d’enrichir et d’offrir une
compréhension pratique et concrète de notre méthode dans des environnements industriels complexes.
Cette absence d’évaluation pratique et industrielle limite l’application immédiate de nos résultats,
mais les tendances observées et les résultats préliminaires obtenus sont encourageants. Ces éléments
laissent entrevoir des possibilités intéressantes pour des applications industrielles futures. Ils suggèrent
que notre approche pourrait se révéler efficace dans le cadre de déploiements à plus grande échelle et
dans des environnements industriels variés.

Enfin, un objectif à plus long terme est de rendre notre algorithme apte à fonctionner en mode
embarqué ou en ligne. Actuellement conçu pour une utilisation hors ligne, où il analyse la stabilité d’un
système donné, l’algorithme est à intégrer directement dans les systèmes en cours de fonctionnement.
Ce n’est qu’un objectif, mais l’algorithme serait capable de se mettre à jour dynamiquement en réponse
aux modifications des paramètres du système en temps réel. Cette transition vers un mode embarqué
impliquerait probablement l’adoption d’une approche sans modèle (model-free), qui serait mise en
œuvre une fois le système identifié à l’aide d’un réseau de neurones. Des travaux préliminaires en ce
sens sont déjà en cours à Montréal, au Canada, promettant des applications en temps réel et ouvrant
des perspectives enthousiasmantes pour l’utilisation pratique et l’implémentation de nos travaux.
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Résumé : Ces dernières années, le domainede la recherche en automatique a été trans-formé par l’émergence de technologies avan-cées telles que l’Intelligence Artificielle. Cettethèse se concentre sur l’utilisation de tech-niques d’entraînement et d’optimisation pourdémontrer la stabilité des contrôleurs intelli-gents, un élément clé dans le processus de cer-tification. Elle débute par une exploration desprincipes de la stabilité de Lyapunov, une théo-rie introduite à la fin du XIXe siècle, qui per-met d’étudier la stabilité d’un système dyna-mique sans hypothèse structurelle. Elle passeen revue certaines méthodes théoriques, nu-mériques et automatiques pour identifier unefonction de Lyapunov, soulignant les limites
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Abstract : In recent years, the field of auto-mation research has been transformed by theemergence of advanced technologies such asArtificial Intelligence. This thesis focuses on theuse of training and optimization techniques todemonstrate the stability of intelligent control-lers, a key element in the certification process.It begins by exploring the principles of Lyapu-nov stability, a theory introduced in the late19th century, which allows the stability of a dy-namic system to be studied without structu-ral assumption. It reviews certain theoretical,numerical, and automatic methods to identifya Lyapunov function, highlighting the limita-tions of certain existing approaches. This re-

search leads to the development of innova-tive optimization methods for determining Lya-punov functions, which are distinguished bytheir adaptability and effectiveness in maximi-zing the estimated stability domain. The pro-posed algorithm is rigorously tested, demons-trating its adaptability to various industrial sce-narios while comparing it to certain recognizedmethods of the state of the art. In conclusion,this thesis lays the groundwork for the practicalapplication of an algorithm in complex indus-trial systems, paving the way for broader futureapplications, detailed at the end of the manus-cript.


	Remerciements
	Table des matières
	Liste des figures
	Liste des tableaux
	Liste des algorithmes
	Acronymes
	Introduction générale
	Notions de stabilité
	Introduction
	Rappels théoriques
	Gradient
	Jacobienne
	Hessienne
	Norme Euclidienne
	Boule fermée
	Propriétés de positivité et de négativité des fonctions
	Fonctions de classe K, K infinity, KL
	Modèles non linéaires
	Systèmes à temps discret
	Équilibre
	Changement d'origine

	Quelques outils usuels pour l'étude de la stabilité
	Passivité
	Systèmes de Lure
	Critère de Popov
	Critère du Cercle

	Définitions de stabilité au sens de Lyapunov
	Définition intuitive de la stabilité
	Stabilité au sens de Lyapunov
	Stabilité asymptotique
	Stabilité exponentielle
	Stabilité globale

	Méthode directe de Lyapunov
	Introduction
	Cas des systèmes à temps continu
	Stabilité entrée - état
	Cas des systèmes à temps discret
	Domaine d'attraction
	Level set
	Systèmes inter-connectés
	Instabilité

	Récapitulatif et perspectives

	Littérature existante
	Introduction
	Méthodes théoriques
	Méthode de linéarisation
	Méthode de Krasovski
	Méthode du principe d'invariance de LaSalle

	Méthodes numériques
	Méthode du gradient variable
	Méthode de Zubov
	Méthode de la somme des carrés
	Méthode continue et affine par morceaux
	Méthode de la fonction de base radiale
	Synthèse des méthodes numériques

	Méthodes automatiques
	Réseaux de neurones
	Entraînement par métaheuristiques
	Domaine de stabilité garanti
	Fonction de Lyapunov fondée sur les réseaux de neurones

	Synthèse des méthodes

	Recherche automatique d'une fonction de Lyapunov par optimisation
	Introduction
	Contexte
	Expression de HV
	Expression de HG

	Cas typiques
	Forme quadratique
	Réseau de neurones

	Mise en œuvre de l'optimisation
	Cadre d'optimisation
	Définition du maillage
	Estimation d'un DOA
	Fonction de coût
	Robustesse au maillage

	Différentes formes de stabilité
	Stabilité exponentielle
	Stabilité entrée - état

	Extension à d'autres problèmes
	Systèmes à temps discret
	Instabilité

	Méthode générique
	Rappels théoriques
	Expression de HV
	Expression de HG
	Application aux différents problèmes de stabilité

	Récapitulatif et perspectives

	Études détaillées et perspectives
	Introduction
	Validations et applications pratiques
	Stabilité asymptotique
	Instabilité
	Systèmes à temps discret
	Stabilité exponentielle
	Stabilité entrée - état

	Performance des approches
	Performance de notre approche
	Notre approche face à l'état de l'art

	Enjeux d'une application industrielle concrète
	Modélisation du système
	Perspectives et collaborations


	Conclusion générale
	Bibliographie

