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Résumé

L’objectif principal de cette these est de développer des algorithmes de tomographie de processus
quantiques. Ce probleme est étudié depuis la fin des années 1990 dans la littérature car les portes
quantiques sont les blocs de base de la plupart des ordinateurs quantiques, et estimer leurs
parametres est nécessaire pour réaliser des portes de meilleure qualité. Le nombre de parametres
réels d’un processus quelconque est 247 — 22nqb (ngp est le nombre de bits quantiques ou qubits),
ce nombre devient tres rapidement prohibitif (240 parametres pour deux qubits, 4032 parametres
pour trois qubits). Afin de s’affranchir de ce probléme, nous supposons que le processus a étudier
est unitaire, ce qui est garanti dans un systéme fermé. Le nombre de parametres d’un systeme
unitaire dépend toujours exponentiellement du nombre de qubits mais de fagon plus raisonnable :
22" (16 pour deux qubits, 64 pour trois qubits). La méthode de tomographie de processus
que nous proposons fonctionne avec des états d’entrée quelconques (ou presque), on suppose
seulement qu’il est possible de préparer plusieurs copies d’'un ensemble initialement inconnu
d’états purs d’entrée et d’en mesurer avant et apres que le processus a estimer ait été appliqué.
Apres avoir estimé les états et levé des indéterminations sur des parametres & estimer, cet
algorithme se résume a un probleme de moindres carrés linéaires avec contrainte d’unitarité. Ce
probléme peut étre résolu analytiquement et sans point initial, il est donc possible d’identifier une
porte sans aucune connaissance préalable. Pour avoir une estimation plus précise des parametres
de la porte, un algorithme de maximum de vraisemblance (plus lent et nécessitant un bon point
initial fourni par la version de base de 'algorithme) est proposé.

Nos algorithmes de tomographie de processus fonctionnent avec tout ensemble de types de
mesures qui permet d’identifier les états, mais nous proposons nos types de mesures et algo-
rithmes d’estimation d’états adaptés. Nous proposons aussi un algorithme qui permet d’iden-
tifier certains parametres des mesures quantiques que nous utilisons et de faire la tomographie
de processus en une seule expérience. Ainsi, nous pouvons envisager d’identifier un processus
avec une précision qui ne dépendra ni de la précision avec laquelle on prépare des états d’entrée
de référence (car notre algorithme fonctionne avec des états quelconques, et que tous les états
qui nous intéressent sont mesurés et estimés), ni de la connaissance a priori que 'on a sur les
mesures quantiques réalisées.

Mots clés : Tomographie de processus quantique, Tomographie d’état quantique, Tomo-
graphie de mesure quantique, Récupération de phase, Probleme de Procrustes, Maximum de
Vraisemblance






Abstract

The main objective of this thesis is to develop quantum process tomography algorithms. This
problem has been studied since the late 1990s in the literature because quantum gates are the
building blocks of most quantum computers, and estimating their parameters is necessary to
make better gates. The number of real parameters for any process is 247 — 227 (ngp is the
number of quantum bits or qubits), this number quickly becomes prohibitive (240 parameters
for two qubits, 4032 parameters for three qubits). To avoid this problem, we assume that the
process to be studied is unitary, which is always the case in a closed system. The number of
parameters for a unitary process still depends exponentially on the number of qubits, but more
reasonably: 227 (16 for two qubits, 64 for three qubits). The process tomography method
we propose works with almost any input states, we just assume that it is possible to prepare
several copies of an initially unknown set of pure input states and measure them before and
after the process to be estimated has been applied. From this system, a process tomography
algorithm based on pure state tomography is proposed. Once indeterminacies have been lifted,
this algorithm boils down to a linear least squares problem with a unitarity constraint. This
problem can be solved analytically and without an initial point, so it is possible to identify a
gate without any prior knowledge. To get a more accurate estimate of the gate parameters, a
maximum likelihood algorithm (which is slower and requires a good initial point provided by
the basic version of the algorithm) is proposed.

Our process tomography algorithms work with any set of measurement types that identifies
the states, but we propose our own measurement types and state estimation algorithms. We also
propose an algorithm that can identify some of the parameters of the quantum measurements
we use and perform process tomography with a single experiment. Therefore, we can hope to
identify a process with an accuracy that will depend neither on the precision with which we
prepare reference input states (since our algorithm works with any states, and all the states
of interest are measured and estimated), nor on the prior knowledge we have of the quantum
measurements we perform.

Keywords : Quantum process tomography, Quantum state tomography, Quantum measu-
rement tomography, Phase recovery, Procrustes problem, Maximum likelihood
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Notations et acronymes

Afin d’accompagner le lecteur dans la compréhension du manuscrit, ce chapitre détaille les
acronymes et les notations les plus utilisés.

Acronymes
AAQPT
BFGS
BQPT
fdr
GST
iid
ML
LS
POVM
QMT
QPT
QST
SGQT
SQPT
std

“Ancilla- Assisted Quantum Process Tomography”.
“Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno”.
“Blind Quantum Process Tomography”.
“fonction de répartition".

“Gate Set Tomography”.

indépendant.e.s identiquement distribué.e.s.
“Maximum Likelihood”.

“Least Square”.

“Positive Operator-Valued Measurement”.
“Quantum Measurement Tomography”.
“Quantum Process Tomography”.
“Quantum State Tomography”.

“Self Guided Quantum Tomography™”.
“Standard Quantum Process Tomography”.
“standard deviation” (écart-type).

Objets et opérations mathématiques

R

C

Uy
Hy, H
®

.O.

Ensemble des réels.

Ensemble des complexes.

Ensemble des matrices unitaires de taille d.

Ensemble des matrices hermitiennes (resp. hermitiennes positives) de taille d.
Produit tensoriel.

Produit terme a terme.

Trans-conjuguée.

Conjuguée.

Transformation qui enléve le dernier élément d’un vecteur ou la derniere ligne
d’une matrice.

Module et module au carré, terme a terme si appliqués a un vecteur.

k-ieme élément d’un vecteur.

Elément en ligne j et colonne k& d’une matrice.

Vecteur (on doit préciser la taille) qui ne contient que des 0 sauf un 1 en position j.
Scalaire, vaut 1 si j = k, 0 sinon.

Loi gaussienne de moyenne p et covariance T

Par souci de clarté, nous avons noté tous les vecteurs en minuscule et gras, et toutes les matrices
en majuscule et gras. Les seules exceptions sont les matrices densité des états mélanges p, et
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la matrice de processus d’un processus quantique quelconque (pas forcément unitaire), x. Nous
notons ces matrices en minuscule pour étre cohérent avec la littérature.
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A

Notations récurrentes

Concaténation des matrices de vecteurs propres (voir, e.g. section 1.2.2).
Matrice de taille d avec d? zéros et un 1 en position j, k.

Matrice de vecteurs propres associée au type de mesure M (pas toujours
précisé) définie dans la Section 1.1.4.

Fidélité, définie en section 1.1.9.

Base de référence de l'espace de Hilbert. Par défaut e; = d; Vj.

Matrice hermitienne associée a M définie dans la Section 1.1.4 (peu utilisée).
Dimension de ’espace de Hilbert d = 2™,

Matrice identité de taille d.

j-iéme opérateur de Kraus (1.7).

Vraisemblance de mesures contenues dans n (section 2.4.2) ou N

(section 3.3.2) issue d’une loi multinomuiale .

Version gaussienne régularisée de la vraisemblance définie pour n

(section 2.4.3) ou N (section 3.3.2).

Matrice de Uy a identifier, elle représente le processus unitaire.

Estimées de M des algorithmes de QPT des sections 3.1 et 3.3.

Un type de mesure quantique. S’il y a des X, Y, Z en indice de M, alors il
s’agit des types de mesures de 2.1.1.

Vecteur de taille dn; qui contient les nombres d’occurrences de chacun des d
résultats possibles des n; types de mesures (répétées n. fois) pour un seul état.
Matrice (dn;) x (n;ns) qui contient les nombres d’occurrences de chacun des

d résultats possibles de tous les types de mesures (répétées n. fois) sur

tous les états mesurés.

Nombre de qubits.

Nombre de types de mesures effectuées (applicable pour la QST et la QPT).
Nombre d’états initiaux utilisés (QPT).

Nombre d’instant auxquels au moins une mesure est réalisée (QPT).

Nombre de répétitions de chaque type de mesure sur chaque état mesuré
(QST et QPT).

Estimées des vecteurs d’états avec les algorithmes de QST des sections 2.2, 2.3
et 2.4 respectivement.

Etats d’entrée de la configuration virtuelle de la Fig. 3.3, défini dans (3.4).
Etats de sortie de la configuration virtuelle de la Fig. 3.3, défini dans (3.4).
Vecteur d’état qui représente un état pur.

Intervalle de temps qui est tel que le systéme considéré change de v a Mw.
Processus quantique quelconque (pas forcément unitaire).

Vecteur des différences entre les probabilités théoriques et empiriques d’occurre-
nce de chaque résultat de mesure. Défini pour la premiere fois en section 2.4.3.
Matrice densité d’un état mélange, voir section 1.1.8.

Matrice de processus d’un processus quelconque, voir (1.8).
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Introduction

L’informatique quantique, imaginée dans les années 1980, est une technologie prometteuse pour
laquelle beaucoup d’applications sont envisagées, mais qui se heurte a des contraintes physiques
qui font que les applications les plus intéressantes sont encore hors de portée.

Alors que les premieéres architectures d’ordinateurs quantiques émergeaient en 2000, D. Di-
Vincenzo a proposé cing conditions [DiV00] pour que les ordinateurs quantiques puissent ré-
soudre des problemes utiles avec les algorithmes qui avaient été imaginés dans les décennies
précédentes. Les cing conditions sont les suivantes :

1. Un systéme physique “extensible” de qubits bien connus.

2. La possibilité d’initialiser les bits quantiques (ou qubits) en un état connu de référence (en
général |0...0)).

3. Des temps de cohérence assez longs pour réaliser de nombreuses opérations.
4. Un ensemble universel de portes quantiques bien réalisées.
5. La possibilité de mesurer les états des qubits indépendamment.

Dans le présent manuscrit, nous nous concentrons sur la condition 4. La qualité des portes
quantiques limite fortement les performances des ordinateurs quantiques actuels, en effet (i) les
ordinateurs quantiques a ions piégés ont des temps de cohérences de plusieurs secondes, ce qui
est largement supérieur au temps de calcul par les portes (condition 3 satisfaite), et (ii) les
“SPAM errors” (qui caractérisent les erreurs de préparation et mesure des états) sont en général
beaucoup plus faibles que les erreurs des portes d’intrication multi-qubit! (les conditions 2 et 5
sont donc mieux satisfaites que la condition 4).

Un outil trés important pour la réalisation de portes quantiques fideles est la tomographie
de processus quantiques (ou QPT pour “quantum process tomography”). En effet, les portes
quantiques ne sont qu'une vue de l'esprit, elles sont généralement réalisées physiquement en ap-
pliquant un processus quantique (généralement unitaire et réalisé avec un hamiltonien constant)
a I’état d’entrée. La QPT vise a identifier les parametres d’un processus quantique. Elle permet
donc de vérifier que la porte associée correspond bien a la porte que 'on voulait réaliser, si ce
n’est pas le cas, on sait comment corriger le processus. En général, la QPT est réalisée en prépa-
rant des états initiaux prédéterminés auxquels on applique le processus, puis on mesure la sortie
de facon a identifier les états de sortie, on peut ensuite calculer les parametres du processus.
Cette approche repose sur la tomographie d’état (ou QST pour “quantum state tomography”),
qui a pour objectif d’identifier un état (en 'occurrence, il s’agit des états de sortie) a partir de
résultats de mesures quantiques réalisées sur cet état. Pour ce faire, il faut de nombreuses copies
de I'état a identifier car un état ne peut étre mesuré qu’'une fois et une seule réalisation d’une
mesure quantique ne suffit pas a identifier un état en général.

Woir les performances (fidélité SPAM et fidélité des portes & 2 qubits) de ordinateur que nous utilisons en
section 5.2.
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Un probléme important qui limite les performances des algorithmes de QPT disponible dans
la littérature est que les états d’entrée doivent étre bien préparés, et la précision de l'estimée
de la porte que donne la QPT ne peut pas étre meilleure que la précision des états d’entrée
préparés. Or ces états sont préparés avec des portes quantiques, et le fait d’avoir besoin de
portes quantiques bien caractérisées pour identifier une porte quantique est problématique. Les
erreurs de préparation des états d’entrée sont appelées “erreurs systématiques” car elles sont
les mémes sur toutes les copies des états (il existe aussi une erreur “centrée” qui est différente
sur toutes les copies des états mais on la néglige car on considére que la préparation des états
d’entrée est répétable et bien répétée pour chaque copie).

Par rapport aux algorithmes de QPT de la littérature, les algorithmes proposés dans le
présent manuscrit ont les spécificités suivantes :

e nous considérons que le processus a identifier est unitaire. Cela rend nos méthodes moins
générales, mais réduit considérablement le nombre de parametres a estimer.

e Les valeurs que doivent prendre les états d’entrée ne sont pas imposées par les méthodes
de QPT.

Le fait que 'on ne contraigne pas les valeurs prises par les états d’entrée fait que 'on peut
utiliser des configurations (que nous allons expliquer plus en détail) qui sont équivalentes a la
configuration de la figure 1 :

FIGURE 1 : protocole de QPT basique, les “double-fleches” signifient que la moitié des états sont
mesurés, et 'autre moitié¢ est modifiée par le processus unitaire a identifier. Les x; représentent
les états d’entrée, on les soumet a un hamiltonien constant pendant A; pour leur appliquer le
processus a identifier. Les y; représentent les états en sortie du processus.

Des copies des états {x;}; en entrée du processus sont préparées, la moitié de ces copies
est mesurée pour estimer les états {x;}; I'autre moitié des copies est modifiée par le processus
a identifier (les {z;}; deviennent les {y;};) puis mesurée pour estimer les états {y,};. On en
déduit les parameétres du processus qui a transformé les {z;}; en les {y;};.

L’avantage de cette configuration est que 'on supprime totalement le probleme des erreurs
systématiques mentionné ci-dessus (les états d’entrée {x;}; sont estimés et non prédéterminés,
ils ne peuvent donc pas étre mal préparés). Cette idée de faire des mesures a plusieurs niveaux
n’est pas si complexe. Elle est présente dans la littérature (sous des formes différentes), mais
pas pour la QPT adaptée aux processus unitaires. En effet, les algorithmes de QPT adaptés aux
processus unitaires imposent les valeurs que doivent prendre les états d’entrée. Ce n’est pas le cas
avec notre algorithme qui identifie le processus quels que soient les états d’entrée (en pratique
il existe des conditions trés peu contraignantes sur les états d’entrée, mais nous montrons que
notre algorithme fonctionne trés bien avec des états d’entrée aléatoires).

Le présent manuscrit contient cing chapitres. Nous commengons par une introduction aux
conventions du traitement de 'information quantique et un état de I'art des algorithmes de

9.
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QPT de QST, et de tomographie de mesures dans le chapitre 1. Puis, dans le chapitre 2, nous
introduisons les mesures quantiques que nous réalisons ainsi que nos algorithmes de QST. Nous
avons di établir des algorithmes de QST originaux car aucun des algorithmes de QST de la
littérature n’est adapté aux contraintes que nous allons nous donner (états purs et mesures
non-intriquées).

Le chapitre 3 est le coeur du manuscrit, il décrit les algorithmes de QPT que nous proposons.
Dans la section 3.1, nous commengons par décrire les configurations de QPT que nous considérons
(plus générales que la configuration de la figure 1). Nous proposons ensuite une méthode qui (si
la QST est effectuée sans erreurs) nous permet d’estimer le processus sans erreurs dans tous les
cas ou la condition de la section 3.2 est vérifiée. Dans la section 3.2 nous montrons que cette
condition est nécessaire et suffisante pour que le processus soit identifiable de fagon unique avec
les mesures effectuées si la QST est effectuée sans erreur. Cette condition doit étre satisfaite
pour tout algorithme de QPT, pas seulement pour le notre. Si elle n’est pas satisfaite, il existe
plusieurs processus distincts qui sont indiscernables avec le dispositif de QPT. En pratique, il y a
des erreurs de QST (dues aux imperfections du modeéle et au fait que I’on ne fasse qu'un nombre
fini de mesures pour estimer les états), et I’algorithme de la section 3.1, en plus d’étre tres rapide,
limite leur impact, a défaut d’étre idéal d’un point de vue du maximum de vraisemblance. Si
I’on fait confiance au modéle des mesures et que ’on cherche un meilleur estimateur, alors, nous
proposons, dans la section 3.3 un algorithme adapté au modele des erreurs qui identifie tous
les parametres du processus en maximisant la vraisemblance des mesures. La vraisemblance est
maximisée par un algorithme de type descente de gradient qui a besoin d’un point initial proche
de 'optimum, nous utilisons le résultat de la section 3.1. La méthode de la section 3.3 n’est donc
pas autonome.

Dans le chapitre 4 nous levons pour la premiére fois (dans ce manuscrit) ’hypothese que les
mesures que ’on effectue sont conformes au modele. Nous proposons un algorithme de tomogra-
phie de mesures adapté a nos types de mesures pour estimer les parametres des mesures que ’'on
effectue. Nous expliquons aussi comment les algorithmes de QST et QPT peuvent étre adaptés
si 'on connait ces parametres. Finalement dans le chapitre 5, nous testons les algorithmes que
nous avons introduits, en simulation et sur des données réelles.
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Nous commencons 1’état de I'art par présenter, dans la section 1.1, les enjeux, et formalisme
mathématique du traitement de l'information quantique que nous utilisons dans la présente
these. Puis nous présentons rapidement les travaux de la littérature sur la tomographie d’état et
de mesures quantiques, dans les sections 1.2 et 1.3. La tomographie de processus est le coeur du
manuscrit, et nous y consacrons toutes les autres sections du présent chapitre. Nous commencons
par les différentes familles d’algorithmes de tomographie de processus quelconques de la section
1.4 jusqu’a la section 1.10. Nous avons choisi de nous concentrer sur la tomographie de processus
unitaires. Dans la section 1.12, nous justifions ce choix et présentons les algorithmes adaptés a
ce probléme qui existent dans la littérature.

1.1 Enjeux et conventions

Les ordinateurs quantiques ont été imaginés pour la premiere fois par P. Benioff en 1980 [Beng0)]
comme une machine de Turing qui agit sur des états quantiques. Au début, la réalisation d’or-
dinateurs quantiques n’était motivée que par la nécessité de simuler des systémes quantiques
dont la dimension peut exploser avec le nombre de particules considérées. Ces applications sont
toujours tres intéressantes, notamment pour la simulation de molécules [OSS™21].

Par ailleurs, un champ entier du traitement de I'information quantique vise & exploiter les
propriétés des systéemes quantiques pour résoudre en des temps polynomiaux des probléemes
non-polynomiaux pour des ordinateurs classiques. L’exemple le plus connu est I'algorithme de
P.W. Shor [Sho94] pour calculer le logarithme discret en un temps polynomial. Si les ordinateurs
quantiques parviennent a l'implémenter efficacement sur un grand nombre de qubits, les algo-
rithmes de cryptographie asymétrique seront vulnérables. Il y a d’autres applications, comme
I'algorithme de Grover pour la recherche non-structurée dans une base de données [Gro96],
la résolution de problémes d’optimisation complexe avec le recuit simulé quantique [MNO0g],
la résolution de systéme linéaire de tres grande taille [HHL09], et 'amélioration d’algorithmes
d’apprentissage [BWP17].

Le traitement de I'information quantique est aussi utile dans le domaine des télécommunica-
tions [Phi23], [IB05]. L’exemple classique est la distribution de clé cryptographique [BB14], qui
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commence a se développer dans l'industrie. Elle permet aux utilisateurs de savoir si un tiers a
fait des mesures dans le canal pendant la distribution de la clé.

1.1.1 Qubit

Dans un ordinateur quantique I'information est généralement encodée sous forme de bits quan-
tiques ou qubits, ’équivalent des bits dans les ordinateurs classiques. Il existe plusieurs archi-
tectures matérielles qui peuvent réaliser des qubits (électrons [VE19], photons [KMN (7], piege
a ions [KMWO02], supraconducteurs [HWEZ20]). Il existe d’autres blocs de base (qutrits ou qu-
dits d’une autre dimension [WHSK20]) mais ils sont plus rarement utilisés et nous n’avons pas
adapté nos algorithmes a ces architectures “niches”. L’état d’un qubit évolue dans un espace de
Hilbert de dimension 2. Dans le cas ou cet état |¢) est pur, c’est une superposition des états
|0) et |1) (qui forment notre base de référence) avec les coefficients complexes ¢; et ca tels que
lc1]? + |e2|> = 1 : |#) = ¢1|0) + c2|1). Les modules au carré de c; et cp sont les probabilités
d’obtenir la valeur associée a |0) ou |1) (souvent 0 ou 1) quand on fait une mesure dans la base
de référence; la base de référence dépend de l'architecture, quand le qubit représente le spin
d’un électron par exemple la mesure de référence est la mesure de la composante du spin de
I’électron dans une direction donnée (traditionnellement 7). Il est possible de faire d’autres types
de mesures que la mesure de référence, mais quelle que soit la mesure que 'on fait, il n’y aura
que 2 résultats possibles (les mesures triviales avec 1 résultat possible ne sont pas considérées)
que l'on renomme 0 et 1.

1.1.2 Groupe de qubits

Nous considérons aussi des ensembles de plusieurs qubits. Un état pur d’un tel ensemble est

une superposition de d = 2" (ng, est le nombre de qubits et d est la dimension de 'espace de

Hilbert) états |0...0) , ..., |1...1) de la base de référence : |¢) = ¢; ]0...0) +¢2 0...01) +... 4+¢4 |1...1).

Comme avec 2 qubits, la somme des modules au carré des coeflicients vaut 1, et quand on réalise

une mesure sur les qubits dans la base de référence, la probabilité de mesurer 0...0 est |c1|?,

la probabilité de mesurer 0...01 est |cz|? etc. Dans la suite du présent manuscrit, on utilisera

des vecteurs d’état plutdt que des kets (|.)), et par abus de langage, on appellera le vecteur
C1

v= || “Pétat” (sous-entendu du systéme quantique) au lieu de “le vecteur qui représente
Cd

Iétat” .

1.1.3 Mesures projectives

En physique quantique, dans un systéme de dimension finie, un type de mesure M a valeur réelle
est défini par une matrice hermitienne de taille d : Hyq (& ne pas confondre avec I’hamiltonien
du systéme que nous introduirons en section 1.1.6). Les valeurs propres {\;}r de Haq sont les
résultats possibles de la mesure, et les vecteurs propres {ej}, correspondent aux états pour
lesquels le résultat de la mesure est connu avec probabilité 1. Quand on réalise une mesure alors
que le systéme est dans ’état ey, on obtient A\g de fagon certaine. Dans le cas général, si on mesure
I’état représenté par v, la probabilité d’avoir A\ comme résultat de mesure est la norme au carré
de la projection de v sur l’espace propre associé a Ax. Et I’espérance de la mesure si on mesure v
est v*H yv. Certains articles [CDJ " 13] , [MJZT16], [CKW ' 16] n’utilisent que cette espérance.
Si M a strictement plus de 2 résultats possibles (strictement plus de 2 valeurs propres distinctes),
cette approche est sous optimale car il y a strictement plus d’information dans les probabilités
(théoriques ou empiriques) de chaque résultat que dans 'espérance (théorique ou calculée avec
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10 00
- . . 0200
une moyenne). Par exemple, si un type de mesure est représenté par Hyq = 00 3 0 et
0 00 4
1
1
que 'on mesure ’état v = % | alors, savoir que ’espérance de la mesure est 2,5 n’est pas
1

aussi informatif que de savoir que les trois résultats de mesures 1, 2, 3, 4 sont équiprobables
avec des probabilités de 0,25. Si M a 2 résultats possibles, alors I'espérance apporte autant
d’information que les probabilités et il est logique de travailler avec elle. Mais les mesures qui
n’ont que 2 résultats possibles ne sont pas optimales pour ng > 1,d > 2 comparé a une mesure
a d résultats possibles qui va apporter plus d’information sur le systéme, pour le méme cofit.
En dehors de la bibliographie, nous ne considérerons que des mesures projectives & d résultats
possibles.

1.1.4 Mesures projectives a d résultats possibles

Pour un type de mesure a d résultats possibles, la matrice hermitienne H 4 associée a d valeurs
propres distinctes et les espaces propres sont des droites. Comme dans le cas général de la section
1.1.3, la probabilité d’obtenir Ax en mesurant v est la norme au carré de la projection de v sur
I’espace propre associé a A,. Or, si on a d résultats possibles, le vecteur propre est porté par la
droite de vecteur directeur ey, la norme de la projection s’écrit donc : ||efv]|?.

*
On définit la matrice E = {el ed] . Avec cette définition, les probabilités d’avoir les

résultats i, ..., Ag sont contenues (dans I'ordre) dans le vecteur [Ev|? ot |.|2 est le module au
carré terme a terme. E est utilisé dans la littérature, mais pas toujours défini trés clairement,
et toujours appelé différemment ([GCE"15] 'appelle la base des mesures par exemple).

Les résultats possibles A1, ..., Aq peuvent étre renommés {0,..0}, {0,..01}, ..., {1,..1} afin
que le résultat d’une mesure réalisée sur un systeme de qubits soit représenté par une chaine
de bits. Avec cette convention on sort du cadre des mesures a valeurs réelles, mais c’est sans
importance, car ce ne sont que les probabilités et les vecteurs propres contenus dans E qui
apportent de I'information quand on effectue une mesure, les valeurs possibles que cette derniere
peut prendre peuvent étre renommeées en n’importe quelles d autres valeurs distinctes sans que
I’on perde d’information dans les traitements que nous considérons dans ce manuscrit.

Dans le reste de ce manuscrit, mesurer un vecteur d’état “dans la base E” signifie que ’on
mesure le vecteur avec une mesure a d résultats possibles {0,..0}, {0,..01}, ..., {1,..1} dont les
vecteurs propres sont les transconjuguées des lignes de E (dans l'ordre).

1.1.4.1 Mesures non intriquées

En pratique, toutes les mesures ne sont pas aussi faciles a réaliser. Les plus faciles sont les mesures
non intriquées (ou locales), pour les réaliser il faut mesurer chaque qubit indépendamment
et concaténer les résultats. Les matrices de vecteurs propres associées sont décomposables en
produits tensoriels : E = E; ® ... ® E;,,. D’autres mesures, dites globales ou intriquées peuvent
étre réalisées mais seulement en utilisant des portes quantiques d’intrication. Comme notre
objectif est d’identifier les portes sans nous baser sur des portes de références (comme les portes
d’intrication), nous nous privons de ces mesures globales.
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1.1.4.2 Effets de la mesure

Il n’y a pas vraiment de consensus sur ce qu’'un état quantique devient apres étre mesuré. Les
livres d’introduction a la physique quantique ou au traitement de I'information quantique comme
[NCOO0] affirment que, apres la mesure, 1’état est fixé au vecteur propre associé a la mesure ob-
servée, par exemple, si on mesure 0,..0, I’état est fixé a la transconjuguée de la premiere ligne
de E, et présentent cela comme un postulat de la mécanique quantique. En pratique ce postulat
est débattu, [Zur03] voit la mesure comme 'ouverture d’un systéme fermé qui transforme (ein-
selection) les états mesurés de fagon plus complexe que le postulat de [NC00]. Dans [Bal20], L.
Ballentine critique assez violemment ce postulat (wavefunction collapse). De fagon générale, les
algorithmes de traitement de 'information (ce qui comprend les travaux de la présente these)
ne réutilisent jamais un systéme apres une mesure a cause de l'incertitude sur ’état du systeme
apres la mesure. Par ailleurs, il existe des mesures destructrices (sur des photons par exemple)
pour lesquelles parler de “I’état du systeme apres la mesure” n’a pas de sens.

1.1.4.3 Mesures répétées

Il existe des cas d’utilisation dans lesquels faire une seule mesure peut suffire, par exemple,
lestimation de phase (voir Section 5.3 de [NCO00]). Pour ce probléme, on sait que I'état du
systéme n’a que d valeurs possibles et ces valeurs forment une base orthonormée de C%. Donc si
on mesure dans cette base, on saura avec certitude sans avoir a répéter I'’expérience dans lequel
des d états possibles est le systéme (car les probabilités de chaque résultat sont contenues dans
le produit de E et 1’état qui contient un 1 & I'indice que l'on cherche et d — 1 zéros ailleurs). Si
on se ramene a 1 qubit, c’est comme si on avait 1’a priori que v ne peut prendre que les valeurs
1

1

1 1
1 1 } 94 1
< ) ou 7\/5 ( 1> . Dans ce cas, on mesure 1 état danS 18, base E = 7\/5

_11> , si on obtient

1 1
0, on sait que v = 7 <1>, et si on obtient 1, v = 7 (_1>.

Mais ce cas est plus I'exception que la régle, en général on n’a pas d’a priori suffisamment fort
sur I’état pour qu'une unique mesure dans une base fixée apporte une information conséquente.
Dans ce cas, pour que la mesure dans la base E (associée a un type de mesure M) nous donne une

information utile sur I’état, il faut la répéter n. fois pour avoir une estimée (p™) des probabilités
. 1 .
contenues dans le vecteur des probabilités pM = |E'v\2. Par exemple, avec v = % 1] sion

effectue n. = 100 mesures dans la base de référence (E est I'identité), et que 'on obtient 47 fois 0
. . — 0.47 . 0.5

et 53 fois 1, alors on peut estimer que |E'v|2 vaut pM = <0 53> , la vraie valeur est pM = (0 5).

Le probleme évident de cette approche est qu’effectuer une mesure sur un état le modifie

d’une fagon non maitrisée (voir section 1.1.4.2). Un état ne peut donc étre mesuré qu'une fois

avant d’étre mis au rebut. Pour pouvoir répéter la mesure, il faut donc répéter 'expérience

en travaillant avec n. copies de I’état a mesurer. Cette approche est trés commune avec les

algorithmes de traitement de I'information quantique (voir section 1.5.2 de [NCO00]).

1.1.5 Intrication

On dit que des qubits sont non-intriqués quand 1’état composé de ’ensemble des qubits se dé-
C1

compose en produit tensoriel d’états mono-qubit. Par exemple, pour 2 qubits, I’état v = 52 =
3
C4
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1
L \/g o L 1 l ]. . . . , . . s . s _
i | 1 =7 ( 1) ® 5 < V3 est non intriqué. Pour une paire de qubits non-intriqués, me

V3
surer un des deux qubits (quel que soit le type de mesure) n’apporte aucune information sur la
mesure que ’on aurait faite sur ’autre qubit. Dans ’exemple d’état désintriqué que I’on a donné,
sachar;t que 'on a mesuré 0 sur le premier qubit, la probabilité de mesurer 0 sur le deuxiéme
C

a1
Les probabilités sont les mémes quel que soit le qubit que 'on prend pour référence et le type
de mesure dont on calcule les probabilités.

Des qubits qui ont été créés indépendamment dans des systémes séparés sont forcément
non-intriqués, car un des postulats de base de la mécanique quantique est que I’état global du
systeémes séparés est le produit tensoriel des états de chaque systéme. Bien entendu, tous les

états ne sont pas non-intriqués, ’exemple classique d’état intriqué est le premier état de Bell
1

est

2
= 1/4 (Bayes) et, si on avait mesuré 1 sur le premier, la probabilité serait Czcﬁ =1/4.
3 4

0 . , .
b = % ol I'intrication de cet état est maximale, dans le sens que, dans la bonne base (en

1
Poccurrence la base de référence), mesurer un qubit donne toute I'information sur la mesure que
I'on aurait faite sur 'autre qubit. En effet, mesurer cet état dans la base de référence donne 00
ou 11 avec des probabilités %, donc les résultats des mesures sont les mémes sur les deux qubits,
et on pourrait se contenter de mesurer le premier qubit et ignorer le deuxiéme sachant que le
résultat de mesure sur le deuxieme sera identique.

1.1.5.1 Positive-operator-valued measure

Avant de réaliser une mesure, on peut intriquer un systéme quantique représenté par des qubits
avec de nouveaux qubits, la mesure peut ensuite se faire sur un systeme de plus grande dimension.
Comme la dimension a augmenté, on peut avoir plus de d résultats possibles (d est la dimension
du systéme original). Si on s’autorise ce type de dispositif, on peut effectuer n’importe quel
type de mesure caractérisée par un POVM (positive-operator-valued measure), voir la Box 2.5
de [NCO0]. Le POVM est paramétré par n, (un entier quelconque qui peut étre supérieur a d)
matrices hermitiennes positives Py, ..., P, telles que ZZZI P, = 1;. Pour une mesure projective,
np, = d et les Py, sont les projections sur les espaces propres de H 4. Les probabilités de chaque
résultat possible quand on mesure v sont p1(v), ..., pn, (v), elles ne dépendent que des Py et de
v pg(v) = v'Ppo.

Les POVM sont utilisés dans la littérature, et nous les mentionnerons dans notre revue de la
littérature, mais nous ne nous autorisons que des mesures projectives locales dans nos travaux
originaux. Ce choix est motivé par le fait que réaliser un POVM non-trivial (i.e. qui n’est pas
une mesure projective) en pratique est encore plus complexe que les mesures intriquées que nous
avons renoncé a utiliser.

1.1.6 Evolution des systémes fermés a4 hamiltonien constant

Dans un systéme fermé avec un hamiltonien constant, I’équation de Schrédinger ih%’ = Hv
(ou la matrice hermitienne H est I'hamiltonien du systéme, i est 'unité imaginaire et 4 est la
constante de Plank réduite) est facile a résoudre formellement (équation différentielle linéaire). La

solution est : v(t) = eféHt'v(O) (e est 'exponentielle matricielle). L’évolution de I’état du systeme
est donc linéaire : v(t + A;) = Mo(t) ot M = e~ #HA et une matrice unitaire (Pexponentielle
complexe de i multiplié par une matrice hermitienne est unitaire) qui ne dépend que de A;
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et de ’hamiltonien. En général, c’est ainsi que sont réalisées les portes quantiques. Ces portes
appliquent une transformation unitaire a un ou plusieurs qubits, par exemple :

1 1
e La porte de Hadamard pour 1 qubit : M = % 1 _1>. Cette porte est tres utilisée

car elle envoie les qubits initialisés a (1)> (ou |0)) sur 'état superposé % G) dont les

algorithmes qui exploitent la superposition des états quantiques vont se servir.

e Les portes changement de phase pour 1 qubit : M = é 699 . Leurs actions sont invisibles
si on mesure dans la base de référence, mais pas dans les autres bases.
1 0 0O
) 01 00 . .
o La porte CNOT (controlled NOT) pour 2 qubits : M = 000 1l Tres utile pour
0 01 0

e s s 1
intriquer des qubits, elle envoie une paire de deux qubits desintriqués initialés a % <1> ®

1 1
1) _ 1 |0 1 ier état de Bell : L | V| Cette préparati t étre réalisé
ol = sur le premier état de Bell : =5 ol ette préparation peut étre réalisée
0 1
avec le circuit suivant :
Hadamard
—
T
0) D
—
CNOT

L’ensemble des portes de Clifford est défini comme 1’ensemble de ces portes qui combinent les
portes CNOT, Hadamard et les portes de phase avec 6 = 7.

1.1.7 Applications pour les ordinateurs quantiques

Il n’existe pas encore de processeur quantique qui joue le role de 'Intel 4004 de 1971 pour les
ordinateurs classiques. La situation actuelle de 'informatique quantique est comparable & celle
des années 1950-1960 pour 'informatique classique, aprés 'invention des transistors mais avant
I'invention des microprocesseurs. Les implémentations matérielles des algorithmes quantiques
consistent le plus souvent a initialiser tous les qubits & |0) puis & appliquer des portes pour
modifier les valeurs et apporter des intrications. Des “processeurs quantiques” ne peuvent étre
réalisés physiquement qu’en utilisant ces architectures avec des portes quantiques de petite taille
comme bloc de base qui servent & intriquer des qubits voisins [AABT19] [XCZ 18] [WBC"21]
[DDHT22]. 11 est rare de voir des groupes de plus de 5-6 qubits intriqués méme avec des sys-
témes de quelques dizaines/centaines de qubits car, physiquement, les qubits sont placés sur des
architectures a deux dimensions ou seuls les qubits adjacents peuvent étre intriqués. Il y a des
contre-exemples, notamment [GCZ19] o les auteurs intriquent 12 qubits avec des portes & 2
qubits, mais I’état final n’est que trés peu maitrisé (fidélité tres faible).

- 11 -



1.1. Enjeux et conventions

La réalisation des portes quantiques unitaires est donc un sujet central pour 'informatique
quantique. Estimer les parametres (éléments de la matrice M) d’une porte qui a été implémentée
est trés important pour que les portes quantiques réalisées soient conformes, i.e. que le compor-
tement effectif de la porte soit suffisamment proche du comportement désiré. L’objectif de cette
these est d’évaluer les parameétres d’une porte quantique donnée en mesurant son impact sur
des états d’entrée inconnus. Ce choix de considérer des états d’entrée inconnus est motivé par
la difficulté a préparer des états prédéterminés de maniere précise.

1.1.8 Imperfections du systéme

Les notions de physique quantique que nous avons introduites sont suffisantes pour comprendre
la quasi totalité des contributions originales du présent document. Mais pour comprendre 1’état
de l’art, il est nécessaire d’introduire la notion d’opérateurs densité et d’opérateurs de Kraus.

1.1.8.1 Opérateur densité pour modéliser des mélanges statistiques dans les sys-
temes fermés

Comme on ’a vu dans la section 1.1.4.3 il est généralement nécessaire de travailler sur n. copies
d’un état pour pouvoir répéter un type de mesure n. fois. Or la préparation d’un état, méme
si 'implémentation matérielle est tres précise, n’est jamais exactement répétable et peut étre
approximée comme un phénomene aléatoire. Il existe une densité f, telle que, quel que soit
le sous-ensemble £ de ’espace de Hilbert, la probabilité que 1’état préparé v soit dans £ vaut
J¢ fo(v)dv. Dans la littérature, il est plus courant de considérer des densités f, discretes (section
2.4 de [NCO0]) : Pétat peut prendre n valeurs discretes avec des probabilité pi, ..., p,, c’est un
cas particulier d’une densité continue (avec des Diracs). La modélisation que nous allons décrire
est valable dans les deux cas (densité continue et discréte).

Soit un type de mesure projective a d résultats possibles M et une matrice de vecteurs
propres E  (définie en section 1.1.4) qui lui est associée. On prépare n. copies de 1’état et on fait
I’hypothese que les copies sont des réalisations iid (indépendantes identiquement distribuées) de
la variable aléatoire représentée par f,. En pratique, quelle que soit f,, les n. résultats de mesure
sont iid (car on effectue une opération identique sur des états iid) et ont d résultats possibles.
La statistique des mesures est donc entiérement caractérisée par les probabilités théoriques
des d résultats possibles (ce sont des lois multinomiales avec d résultats possibles et une seule
répétition). Ces probabilités sont les mémes pour chaque résultat de mesure (car loi iid). Si v était
déterministe, ces probabilités vaudraient |Ew|?, or, ici, v est aléatoire, les probabilité théoriques
que I’on peut estimer avec ’ensemble des n, résultats de mesures sont donc pM = E, (E M'v|2)
ou E, est 'espérance sur le vecteur aléatoire v.

Soit j € {1,...,d}, e; est la j-ieme ligne de Eq et pf/‘ est le j-ieme élément de pM. On a :
pé\/‘ = E, (lejv]?) = ¢;E, (vv*) e . Donc quel que soit le type de mesure M, toutes les lignes
de pM (qui caractérisent entiérement la statistique des mesures) ne dépendent que de E,(vv*).
Donc quelle que soit la densité f, de v (vu ici comme une variable aléatoire), la nature des
mesures quantiques fait que la statistique des mesures ne dépend que de E,(vv*). Donc toutes
les distributions de v pour lesquelles E,(vv*) est le méme sont indiscernables avec des mesures
quantiques, et il est impossible! de faire la différence entre les distributions quelles que soient
les opérations que 'on fait sur le systéme pour en extraire de I'information par une mesure.

On appelle p = E,(vv*) la matrice densité de I’état mélange, comme nous venons de 1'ex-
pliquer, elle caractérise entierement 1’état. Pour une matrice densité p donnée, il existe une
infinité de densités de probabilité de v associées. Nous allons décrire la densité la plus simple

Ltant que l'on fait Phypothese que la distribution de v est échantillonée de facon iid pour chaque état préparé.
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associée a une matrice densité p générique. Soient {’U]P }ieq,a) et {Aj}jeqi,q) les vecteurs propres
et valeurs propres de p, les {/\j}je[[l,d]] sont des réels positifs (p est hermitienne positive) qui
somment & un (la trace de p est espérance de la norme au carré de v donc 1), on peut donc
les interpréter comme des probabilités. Définissons une densité discrete sur les {v;’ }ief1,a) pour
v : P(v = %) = ); (P est la probabilité). On a bien E,(vv*) = 32;(Nj0fv8") = p.

On a donc montré (comme [NCO0] en section 2.4) que (i) tout état mélange était entierement
caractérisé par sa matrice densité p (que l'on appelle aussi “opérateur densité” par abus de
langage), et que (ii) tout se passe comme si on avait affaire & un état v aléatoire a valeurs
discrétes qui peut prendre pour valeur tous les vecteurs propres de p avec comme probabilité

les valeurs propres associées.

1.1.8.2 Opérateur densité pour modéliser les systémes ouverts

Les états mélanges et les opérateurs densité servent aussi pour modéliser les systemes ouverts
(systemes qui interagissent avec 'extérieur). Dans notre cas, avec des systémes qui doivent
servir pour réaliser des portes quantiques, avoir un systéme ouvert n’est pas désirable. Mais il
est impossible d’isoler parfaitement le systéme considéré pour qu’il n’y ait aucune interaction
avec I'extérieur. Quand ces interactions ne sont pas négligeables, on doit les modéliser. L’ univers
est un systéme fermé [DLSS13], donc tous les systémes ouverts peuvent étre vus comme une sous

partie d’un systeme fermé. Par exemple, si on a une paire de qubits intriqués dans le premier
1
état de Bell % 8 parfaitement isolée du reste de I'univers, elle peut étre considérée comme
1
un systéme fermé. Mais si on ne peut observer que le deuxieme qubit, c.a.d. en pratique, les
mesures que 1’on fait sont sur les deux qubits, mais on n’observe que le deuxieme bit du résultat
(00 est indiscernable de 10 et 01 est indiscernable de 11), alors, ce deuxiéme qubit constitue
un systéme ouvert qui interagit avec son environnement (en 'occurrence avec le premier qubit).
L’état d'un systéme ouvert ne peut pas (en général) étre représenté par un état pur?, et [NC00]
(dans la Section 2.4.3) montre que tout systéme ouvert peut étre représenté par un opérateur
densité, méme si 'état du systeme fermé qui englobe le systeme en question est un mélange
statistique. Dans notre exemple avec les 2 qubits dont seul le deuxieme est observable, on peut
montrer que l'opérateur densité qui représente le systeme est p = %12.

1.1.8.3 Mesures et évolution des états représentés par des opérateurs densité

Soit un état mélange représenté par p = Z%:l DLV, et une mesure projective M représentée
par la matrice hermitienne Hpq = S°¢_; A\yhih} (voir section 1.1.4). Dans un premier temps,
on considere que M est une mesure a naq résultats possibles distincts. Dans un premier temps,
on suppose que nrg = d. On rappelle que si I'état était pur et représenté par vy, alors, V A;, j €
{1,...,d}, la probabilité d’obtenir chaque A, quand on fait une mesure de type M est |hjv;|> =

Zvjvj-hk. Or I'état mélange se comporte comme un mélange statistique qui vaut vy avec la
probabilité pg. La probabilité d’obtenir A\ en mesurant p est donc :

d d
> pehjvvihyg = tr (Z pkhkh;;vjv;> = tr (hihip). (1.1)
Jj=1 k=1

2Un état pur (par opposition & un état mélange) est représenté par un vecteur d’état et non par un opérateur
densité
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Dans le cas général ou les valeurs propres de Hq ne sont pas forcément distinctes (i.e. nyg < d),
les probabilités d’obtenir A; sont :

p(M(p) = \i) = tr (Pyp). (1.2)

ou Py est la matrice de projection sur I’espace propre associé a A : dans le cas non-dégénéré
ou toutes les valeurs propres sont distinctes, on a Py, = hihy .
A partir de ces probabilités, on peut calculer 'espérance de la mesure :

E(M) = % AktT (Pkp) =tr <<T§ /\kPk> p) =tr (HMp) . (1.3)
k=1 k=1

On remarque que les expressions des probabilités (1.2) et de 'espérance (1.3) sont linéaires en
fonction des éléments de la matrice densité p. Tous ces calculs sont dans [CN97] en Section
2.4.1. Les auteurs montrent aussi que si 'on place ’état représenté par p(t) a l'instant ¢ dans un
systéme qui transforme tout état pur v(t) en v(t + A¢) = Mwo(t) apres Ay, alors 'état en sortie

est :
d

pt+ A = ZpkM'vk(M'vk)* = Mp(t)M". (1.4)
k=1

1.1.8.4 Opérateurs de Kraus pour modéliser 1’évolution de systémes ouverts

On rappelle ’équation de Schrédinger pour les systemes fermés : ih%’ = H(t)v(t). En général

I'hamiltonien n’est pas forcément constant mais on peut montrer (voir [NCO00] Section 2.2.2)

que, méme dans ce cas, I’évolution de systéme soumis a 1’équation de §chr6dinger est unitaire :
v(t) = M(t)v(0), ot M(t) est une matrice unitaire M(t) = e # JeoB@)z g particulier,

Pétat v(t) reste pur 8’il était pur initialement.

Par opposition, si ’état du systeme est initialisé dans un état mélange, alors, la Section 2.4.1 de

[NCO0] montre que l'opérateur densité s’écrit

p(t) = E(o(t)v(t)") = M(t) p(0)M(1)". (L5)

Le rang et les valeurs propres de p sont donc préservés au cours du temps, et les vecteurs propres
de p(t) sont ceux de p(0) (qui représente I’état initial) multipliés & gauche par M(?).

Pour un systeme ouvert, I’équation de Schrédinger n’est plus vraie, ’évolution de p n’est plus
forcément unitaire ((1.5) n’est plus vraie), et I'état du systéme est représenté par un opérateur
densité dont le rang peut changer. On veut étudier comment 'opérateur densité évolue dans un
systéme ouvert :

Soit t > 0, on cherche & caractériser le processus invariant non-unitaire e : C4*¢ — C4*4
tel que € (p(0)) = p(t). Les seules propriétés que I'on impose a € sont les suivantes :

1. € est linéaire, car l'evolution du systeme fermé est linéaire (unitaire), et la linéarité est
préservée sur un sous-systeme.

2. € préserve le caractére hermitien positif des matrices (p € HI (C) = €(p) € H(C)), car
les matrices densité en entrée et en sortie sont hermitiennes positives par définition.

3. € préserve la trace, car les opérateurs densité en entrée et en sortie ont une trace unitaire.

En anglais € est une “completely positive trace preserving map” (CPTPM). Ce type de
fonction a été étudié dans la littérature, les principales contributions ont été apportées dans les
années 1970 par Kraus [Kra71] et Choi [Cho75], pour un bon résumé, voir [RSW02].
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D’apres la Propriété 1, si {pytreq1,.. a2} est une base des matrices de €4 sur le corps des

complexes, alors, € est entierement caractérisé par les valeurs qu’il prend sur cette base. Donc €
SN s s . 2 2
est entierement caractérisé par la matrice A € C% %" telle que :

d2
ep;) = 3 Awbr (1.6)
k=1

ol A, contient I’élément en ligne j, colonne k de A. Cette paramétrisation (avec 2d* parameétres
réels) est simple et trés intuitive, mais elle ne prend pas en compte les Propriétés 2 et 3, une
matrice A quelconque sera associée a un processus qui n’a aucune raison de préserver le caractere
hermitien positif et la trace.

Les travaux de [Kra7l] et [Cho75] ont montré que les Propriétés 1, 2 et 3 (ensemble) sont
équivalentes a :

ny j
3Ky, . Ky, € € tq. Vp e(p) =) KipKjet Y KK; =1, (1.7)
j=1 j=1

Et si on enleve la derniere condition : Z;Zl K;K’ = I, on a simplement I'équivalence aux
Propriétés 1 et 2 d’apres [RSWO02]. Les K; sont les opérateurs de Kraus, si ny = 1, alors K;
doit étre unitaire pour préserver la trace, cet opérateur de Kraus correspond a une évolution
unitaire. Dans le cas général, nj, > 1, et on peut montrer qu’il est superflu de considérer n; > d?,
on a donc ng € {1,...,d?}. Définissons une base de ’espace des matrices complexes de taille d :
{Bj i}k est telle que Bj j ne contient que des 0 sauf un 1 en ligne j colonne k. On peut donner
les exemples suivants de processus non-unitaires :

T
1. sie(p) = tr(p)By 1, alors € envoie tous les états sur 'état pur (1 0 .. 0) ce qui revient

a mettre tous les qubits a |0). On peut vérifier que € est représenté par les d opérateurs de
Kraus suivants {K; = ijl}je{l,...,d}'

2. sie(p) = #Id, alors € envoie tous les états sur I’état mélange représenté par éId qui est
I’état “le plus mélangé”, il est trés éloigné de tous les états purs. Cet état est un mélange
équiprobable de tous les éléments d’une base orthonormale. Si on le mesure avec n’importe
quelle mesure projective a d résultats possibles, tous les résultats sont équiprobables, et
quelle que soit la transformation unitaire qu’on lui applique, il ne changera pas. On ne
peut donc rien tirer de cet état avec des traitements classiques (transformation unitaire
et mesures). Ce processus (€) peut représenter une forme extréme de décohérence. La
décohérence survient dans les systemes ouverts au bout d'un certain temps, elle dégrade
lintrication et la pureté des états. On peut vérifier que € est représenté par les d? opérateurs
de Kraus suivants {K = +B; } .

v JHAk=1) TPk pe s, .. d)

Il convient de noter que les opérateurs de Kraus qui représentent une CPTPM € donnée sont

loin d’étre uniques et on ne peut pas les rendre uniques en rajoutant des contraintes simples

[RSWO02]. Par exemple, les opérateurs {Kj+d(k_1) = éBj’k}j,ke{l,...,d} que nous avons donnés
dans l'exemple 2 ci-dessus pour €(p) = @Id peuvent étre modifiés en multipliant tous les

K; par la méme matrice unitaire a droite et p sera le méme. Avec le modele du processus (€)
unitaire, la matrice unitaire (M) qui caractérise le processus (€(p) = MpM*) est unique & une
phase pres.

Dans la littérature, il est populaire de décomposer les opérateurs de Kraus dans une base or-
thonormée (pour le produit scalaire de Hilbert-Schmidt sur le corps des complexes) des matrices
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iy 2 iy . . . /. .
C4*? que I'on appelle Kt a2 Kj = Zﬁ:l a;Kj. Ainsi, on obtient une représentation
L . 2 g2 . -
équivalente avec une matrice de processus x € C% %% hermitienne positive :

a2 a2

Vp e(p) =) > xjxK;pKy (1.8)
j=1k=1

ol Xjk = Zgil agjag s, est I'élément en position (j, k) de x. x est la matrice de processus. Par
défaut, dans la suite de la these, quand on parle de matrice de processus sans définir la base
{IN{j}j:L_”’dz, c’est que {IN{j}jzlj'._7dz = {Bi¢}kr=1,. 4 est la base canonique des matrices (un 1
en position k, ¢ et que des zéros ailleurs avec k, ¢ qui varient et j = d({ — 1) + k).

La matrice de processus a d* paramétres réels (matrice hermitienne de taille d?), c’est plus
que le nombre de parametres de Kraus. On pourrait croire que cette représentation est moins
unique que celle qui utilise tous les parameétres de Kraus, mais ce n’est pas le cas. Pour une
base donnée, la matrice de processus caractérise le processus de fagon unique (voir, par exemple
équation (3.2) de [CN97]). Cependant, la matrice a trop de degrés de liberté, et une matrice de
processus hermitienne quelconque est associée a un processus linéaire, qui n’est positif que si
X est positif, et qui n’a aucune raison de préserver la trace. On dit que le processus n’est pas
forcément “physique”.

1.1.9 Fidelité

La métrique classique pour estimer la proximité entre deux états quantiques représentés par p
et p (matrices hermitiennes positive de trace 1) dans la littérature est la fidélité :

f0.7) = tr (\/Vopv). (1.9)

La racine carrée d’une matrice p est définie comme la matrice symétrique qui a les mémes
espaces propres et dont les valeurs propres sont les racines carrées de celles de p. La fidélité a
les propriétés suivantes :

o Elle est symétrique f(p, p) = f(p, p).

o Elle est comprise entre 0 et 1, et la valeur maximale (1) est atteinte si et seulement si
p = p-
A~k

o Pour les états purs : p = vv*, p = Vv, la fidélité est le carré du module du produit
scalaire : f(p,p) = | v|?.

La fidélité peut aussi étre utilisée pour calculer la proximité entre deux processus quantiques
grace a l'isomorphisme de Choi-Jamiotkowski qui associe un état mélange p, de taille 2d x 2d
(dans un espace de Hilbert de dimension deux fois plus grande que celui dans lequel € opeére).
Pour une description de I'isomorphisme de Choi—Jamiotkowski, voir la section 1.5.1. La fidélité
d’un processus € vu comme un estimateur de € est définie comme : f(€,€) = f(p., p2)

1.2 Tomographie d’état

Un bloc de base pour la tomographie de processus est la tomographie d’état. La tomographie
d’état a pour objectif d’identifier un état a partir de mesures effectuées sur des copies de cet
état. En général, la plupart des algorithmes de tomographie de processus (cela inclut nos contri-
butions) se basent sur la tomographie d’état, au moins pour estimer les états qui sortent de la
porte que l'on veut identifier. L’état que 'on veut estimer peut étre considéré comme un état
pur ou un état mélange.
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1.2.1 Tomographie d’état mélange

La plupart des travaux effectués sur la tomographie d’état portent sur les états mélange. La ver-
sion de base est détaillée dans [NCO00] au début de la section 8.4.2. Elle utilise des mesures définies
par les opérateurs de Pauli, souvent appelées mesures de Pauli [KKD15], [SRAT13], [GLEF10],
[MJZT16], [CKWT16] et [Wan13]. Cette version est simple et trés robuste, mais elle a deux
problemes : le premier est que la matrice densité qu’elle produit est forcément hermitienne, mais
peut ne pas étre positive, et, en fonction de la facon dont les mesures sont réalisées, la trace
peut ne pas étre unitaire, on dit alors qu’elle n’est pas physique. Dans [JKMWO1] [GKKT20], les
auteurs proposent une méthode pour trouver une matrice densité physique (maximum de vrai-
semblance pour [JKMWO01], projection sur I’ensemble des matrices physiques pour [GKIKT20]).
Le deuxieme probleme est que I'estimation initiale de la matrice densité nécessite de calculer les
moyennes de d?— 1 différents types de mesures de Pauli multi-qubit. Pour chacun des d>—1 types
de mesures, il faut préparer de nombreuses copies de I'état, cela devient tres rapidement prohi-
bitif quand le nombre de qubits augmente. Cependant, étant donné que 1’état que I'on cherche
a estimer est représenté par une matrice hermitienne de taille d = 2™ et de trace unitaire qui a
donc d? — 1 parameétres réels, on ne peut pas espérer faire beaucoup mieux avec des mesures de
Pauli multi-qubit. En effet, ces mesures de Pauli n’ont que 2 résultats possibles, on n’évalue donc
que 2 probabilités empiriques en répétant une mesure de Pauli, ces deux probabilités somment
a 1, il n’y a donc quun seul degré de liberté. Si on veut estimer d?> — 1 parameétres réels avec
seulement des mesures & 2 résultats possibles (ce qui est sous optimal), on ne peut donc pas
espérer y arriver avec moins de d — 1 types de mesures.

Afin d’effectuer la tomographie d’état avec moins de types de mesures, on peut se concentrer
sur un sous-ensemble de tous les états mélanges. Depuis les années 2010, les approches parci-
monieuses ont été appliquées a la tomographie d’état, et I’hypothese la plus courante est que la
matrice densité p représentant I’état a un rang faible. [GLF " 10] a introduit une approche parci-
monieuse qui nécessite les moyennes de O(rdlog?(d)) types de mesures (pour des mesures & deux
résultats possibles), ou 7 est le rang de p. Quand r est petit (par rapport a d qui correspond a
une matrice p de rang plein), le fait de n’utiliser que O(rdlog?(d)) types de mesures représente
un gain important comparé aux d?> — 1 types de mesures de [NC00]. Par la suite, [SRAT13],
[KKD15], ont raffiné cette idée. Plus récemment, dans [BDK16], la tomographie d’état a rang
borné a été introduite. Elle suppose que le rang r est connu et permet la reconstruction explicite
de la matrice densité en utilisant des mesures prédéterminées.

D’autres approches ne font pas d’hypothéses sur p. En 2014, la SGQT (self guided quantum
tomography) a été introduite [Ferl4] et développée dans [CEFP16], [AFS22]. La SGQT marche
quel que soit le rang de p et le nombre de types de mesures nécessaire varie de fagon tres
raisonnable avec le nombre de qubits. Le coeur de la méthode est un algorithme d’optimisation
stochastique qui choisit a chaque itération le type de mesure (possiblement intriqué) qui sera
effectué a la mesure suivante et, si tout se passe bien, la derniére mesure sera la projection sur
I’état & identifier. Avec les ordinateurs quantiques actuels, la SGQT est irréaliste (& part avec un
seul qubit) car on ne peut pas demander & 'opérateur de faire n’importe quel type de mesure au
fur et a mesure que 'expérience progresse. Si ces mesures que 1’on doit réaliser sont intriquées
(en général c’est le cas) elles ne peuvent étre réalisées qu’avec des portes d’intrication, étant
donné que nous cherchons a identifier des portes, nous n’utilisons pas ce type de mesure.

1.2.2 Tomographie d’état pur
1.2.2.1 Récupération de phase

Si on fait 'hypothese que I’état du systéme est pur, le probléeme de tomographie d’état change :
on cherche le vecteur complexe v tel que les fréquences d’occurrence observées de chaque résultat
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possible p (de taille dny ou n; est le nombre de types de mesures que 1’on réalise) soient le plus
proche possible des fréquences d’occurrence théoriques p = |Av|? avec A la concaténation des
Em

matrices définissant les bases des différents types de mesures : A = : . Fondamentalement,

1

Em,,

retrouver v A partir de | Av|? est un probléme de récupération de phase (phase retrieval). Souvent
dans la littérature sur la récupération de phase, |Aw| est utilisé & la place de |Awv|?, mais il s’agit
du méme probléeme (& moins de considérer du bruit, et le probleme est assez complexe sans
bruit). Ce probléme est connu comme étant compliqué, mais a été étudié extensivement dans la
littérature, car il existe d’autres applications (imagerie par rayons X [MISEOS] ou par diffraction
[BDPT07]). Avant de se poser le probléeme de la récupération de la phase, il faut se demander si
la mesure est injective (sous-entendu a une phase globale pres), c’est-a-dire si (pour des types
de mesure et un A donnés) tout vecteur complexe v peut étre retrouvé a une phase globale
prés & partir |[Aw|?. Cette question & elle seule est trés complexe et il n’existe aucune condition
nécessaire et suffisante simple a vérifier sur A qui garantit I'injectivité. Les travaux de Heinosaari
et al. [HMW13] donnent une condition nécessaire pour que I'injectivité soit possible : il faut que
le nombre de lignes de A (qui pour nous est le nombre de fréquences empiriques mesurées que
I'on appelle 1,0 = nyd) soit strictement supérieur a une borne suivante (avec nos notations) :
Nprob > 4d — 3 — c(d)ng, ol ¢(d) vaut soit 1 soit 2. Bien entendu, ce n’est pas une condition
suffisante, et on ne peut pas avoir de conditions suffisantes seulement en regardant le nombre
de lignes de A (il faut au moins que A soit de rang plein). [BCEOG] est assez proche d’une
condition suffisante cependant. Il montre que, quel que soit 1,0, > 4d — 2, il existe un ensemble
F € Crerev*d de mesure nulle, tel que si A ¢ F , alors, la mesure est injective. En clair, si
Nprob > 4d — 2, et, si on choisit un A aléatoire, alors, la probabilité de choisir un A qui rend
la mesure non-injective est nulle. [BCMN14] explique pourquoi il est naturel de penser que
Nprob > 4d — 4 donne la méme propriété (sans pouvoir le prouver).

Au dela du probléme de I'injectivité des mesures, retrouver v & partir de |Av|? (ou |Av|)
est un probléme connu comme étant complexe. [WdM13] est un tres bon article qui présente
plusieurs méthodes pour résoudre ce probleme. Ces méthodes sont générales, et sont censées
fonctionner pour n’importe quelle matrice A.

1.2.2.2 Travaux de Finkelstein

Les articles de la littérature sur la tomographie d’état pur sont assez rares comparés aux articles
sur la tomographie d’état mélange. Dans [Fin04], Finkelstein décrit un systéme capable de
distinguer presque tous les états purs avec une matrice A qui ne contient que 2d lignes, c’est
moins que la borne de [HMW13], ce qui est normal, car les mesures ne sont pas strictement
injectives, mais elles sont injectives sur un ensemble d’état de mesure pleine, on dit qu’il y a un
ensemble d’échecs de mesure nulle (zero-measure failure set). Finkelstein propose un algorithme
original et adapté a ses mesures pour estimer ’état que I'on cherche. Aucun systeme proposé
dans la littérature pour réaliser la QPT d’état pur n’a moins de lignes pour A que celui de
Finkelstein, mais, en pratique, ce dernier a deux inconvénients de taille :

e La matrice A de Finkelstein ne peut pas étre décomposée en une concaténation verticale
de matrices unitaires. Cela veut dire que, en pratique, les 2d types de mesures ne peuvent
pas étre effectués indépendamment avec 2 mesures quantiques a d résultats possibles. On
dit que le systeme de Finkelstein n’exploite pas le pouvoir du parallélisme. En pratique,
quelle que soit A, il est toujours possible de trouver des mesures quantiques (a d résultats
possibles ou pas) qui permettent d’estimer |Awv|?, on peut par exemple, effectuer autant
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. a a N
de mesures que A a de lignes (n,,0,) en mesurant dans les bases R11 v [Rnprcb‘| (ot

aj est la k-iéme ligne de A normalisée et Ry est une matrice qui complete a; de facon a
ce que la concaténation soit une matrice unitaire). Mais ce n’est pas du tout optimal car
on fait ny,., mesures qui ont chacune d résultats possibles et on ne retient que le premier
résultat de chaque mesure.

MNprob

e Les d dernieres lignes de la matrice A de Finkelstein sont des vecteurs intriqués, elles
correspondent a des mesures intriquées.

1.2.2.3 Travaux de Goychene et al.

Plus récemment Goychene et al. [GCE"15] ont défini un systéme de tomographie d’état pur. La
matrice A de Goyeneche a n,,.o, = 4d lignes qui sont la concaténation de 4 bases orthonormales.
En réalité n,,.,, = 5d mais on peut simplement utiliser les mesures dans les 4 bases définies dans
I’équation (2) de [GCET15], la cinquiéme base ne sert qu’a vérifier que 1’état est bien pur. Le
fait que la matrice A de Goyeneche puisse étre décomposée en la concaténation de 4 matrices
orthonormales est trés positif, cela signifie que |Awv|? peut étre estimée de facon optimale avec
4 types de mesures a d résultats possibles. Cependant ces mesures seront intriquées, les deux
premiéres bases de I’équation (2) de [GCET15] sont non-intriquées mais pas les deux derniéres.
Les auteurs reconnaissent que c’est un probleme, et remarquent que les deux derniers types
de mesures (intriquées) peuvent étre réalisés en mesurant, avec les deux premiers types de
mesures (non-intriqués), I’état que 'on veut mesurer sur lequel a été appliquée la transformée
de Fourier quantique 2 fois. Cet argument apporte de la crédibilité au systeme de [GCE " 15] car
la transformée de Fourier quantique est une brique de base (réalisée avec une porte quantique
unitaire) du traitement de I'information quantique tres étudiée. Mais les réalisations matérielles
de cette porte vont forcément étre imparfaites et ajouter des erreurs a l'estimée de 1’état. C’est le
probleme qu’ont toutes les mesures intriquées, elles peuvent étre réalisées en faisant des mesures
non-intriquées sur des états que ’on rend intriqués par une porte quantique, mais fabriquer une
bonne porte quantique est censé étre une tache plus complexe a réaliser que la tomographie
d’état, c’est donc problématique d’avoir des systemes de tomographie d’état qui se basent sur
I’existence de ces portes. Comme pour Finkelstein, les mesures proposées par Goychene et al.
ne sont pas strictement injectives, mais elles ont un ensemble d’échecs de mesure nulle.

Comme Finkelstein, Goychene et al. proposent un algorithme adapté a leurs types de mesures
pour estimer I’état. De maniére générale, nous n’avons trouvé aucun article de tomographie d’état
pur qui utilise les algorithmes génériques de [WdM13], certains ([GCE15] [CDJT13] [MJZ"16])
citent [HMW13] pour justifier le nombre de types de mesures choisi, mais les algorithmes de
récupération de I’état sont spécifiques aux types de mesures choisis.

1.2.2.4 Autres travaux

Dans [FSC05] Flammia et al. présentent un POVM & 2d résultats possibles qui permet d’identifier
un état pur. Cette méthode est tres populaire mais nous ne la mentionnons qu’ici car elle utilise
un POVM et nous préférons les mesures projectives (voir section 1.1.5.1).

Dans [CPFT10], les auteurs considérent la tomographie d’états de grande dimension qui ont
une structure réaliste. Pour des systemes de plusieurs dizaines ou centaines de qubits, notre
modele avec des vecteurs d’états de taille d a beaucoup de parametres inutiles. Sur une centaine
de qubits, si le premier et le dernier sont physiquement a l'opposé de la puce sur laquelle
on travaille, ils ne seront pas intriqués. Il en va de méme pour la plupart des qubits (on a
rarement plus de 5 ou 6 qubits intriqués). Un meilleur modele pour représenter ces systémes
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est appelé matrix state product (MPS). Et [CPFT10] propose des algorithmes adaptés & ce
modele. Dans cette theése, nous nous intéressons a des petits systémes pour identifier des petites
portes, nous n’utiliserons donc pas le modele MPS ou les algorithmes associés. Dans le méme
esprit [C'W20] propose des méthodes pour obtenir des informations (comme les valeurs de chaque
qubit considéré séparément et les niveaux d’intrication entre les différentes paires de qubits) sur
des systemes quantiques de trés grande dimension.

La méthode de Goychene et al. semble étre la plus reconnue dans la littérature parmi les
méthodes classiques de tomographie d’état pur. [BDK16], par exemple, se base sur les 4 types
de mesures de Goychene et al. et étend la méthode pour les opérateurs densité de rang borné.
D’autres travaux comme [CW20] et [XNK"20] parlent de tomographie d’état pur mais les ap-
plications et les méthodes sont tres différentes.

[XNK20] propose un systéme comparable & [Fer14] ou les types de mesures que 1’on fait a
chaque itération dépendent des résultats des mesures de 1’étape précédente.

[CDJ13] et [MJZ"16] font aussi de la tomographie d’état pur, mais les mesures considérées
n’ont pas d résultats possibles. Nous expliquerons en détail dans la partie 2.1.2 pourquoi nous
pensons que ces méthodes sont sous-optimales.

1.3 Tomographie de mesure quantique

Tous les algorithmes de tomographie d’état et de processus calculent les parametres avec des
résultats de mesures quantiques. Implicitement ou explicitement, ils font 'hypothése que les
mesures qu’ils réalisent sont conformes au modele. Des algorithmes de QMT (“quantum measu-
rement tomography” aussi appelés QDT pour “quantum detector tomography”) ont donc été éta-
blis pour estimer les parametres de mesures projectives [L.SS99] et de POVMs [Fiu01] [LECR09].
Tous ces algorithmes estiment des mesures en les réalisant sur des états connus, c’est un pro-
bleme de régression qui vise a inverser I’équation des probabilités des POVM pi(v) = v*Ppv
pour les état purs ou pi(p) = tr(Prp) pour les états mélange, ol py est la probabilité du k-ieme
résultat possible, v ou p représente I’état (pur ou mélange, en pratique on mesure plusieurs états
donc ils prendront plusieurs valeurs) et les matrices Py caractérisent le type de mesure & iden-
tifier. Le probléme est assez similaire a la tomographie d’état, on estime une mesure inconnue
a partir d’un état connu & la place d’estimer un état inconnu a partir d’une mesure connue. Le
fait que ces deux probléemes soient interdépendants est problématique : les algorithmes de QST
s’appuient sur de bonnes mesures pour lesquelles on a besoin de faire de la QMT qui s’appuie sur
des bons états, or, on ne peut vérifier que des états sont bons qu’avec la QST. Ce probleme est
soulevé par les partisans de la gate set tomographie (GST), voir la section 1.8. Pour y remédier,
ces derniers proposent d’estimer les états et les mesures simultanément comme nous le verrons
en section 1.8. Ce n’est possible qu’a des indéterminations pres. L’idée d’estimer les états et
les mesures en méme temps est reprise par Keith et al. dans [KBGK18], les auteurs se soucient
davantage de I'implémentation physique que les défenseurs de la GST. Plutot que de considérer
qu’aucune mesure et aucune préparation d’état n’est assez précise pour étre digne de confiance
(ce qui est fait dans la GST), Keith at al. choisissent de faire confiance & une initialisation de
Iétat et a des portes (mono-qubit dans leurs exemples) qui leur servent a créer d’autres états,
cela leur permet de faire moins de mesures et de ne pas avoir d’indéterminations. Cette méthode,
ainsi que la GST est testée expérimentalement dans [CEFYW19].

1.4 Tomographie de processus standard

[PCZ97] et [CN97] ont introduit ce qui a été ensuite appelé la tomographie de processus stan-
dard (standard quantum process tomography). L’idée de base est d’estimer les parametres d'un
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processus quantique non-unitaire en appliquant ce processus a des états d’entrée de référence
connus, puis d’estimer les états de sorties (avec de la tomographie d’état mélange basique du
type [NC00]), et enfin, de faire une régression pour trouver la matrice de processus.

On rappelle que tout processus quantique est linéaire, donc entierement caractérisé par son
action sur une base de C%*?. Chuang et Nielsen (les auteurs de [CN97]) montrent que, pour tout
processus € , on peut estimer tous les {€(Bjx)};re{1,.,ap (00 Bjy est définie dans le glossaire
comme la base canonique des matrices) a partir de {€(pi®)},e {1,...¢>} bour un ensemble de d?
d’entrée (purs) {p}"}req1, a2y décrit dans [CN97]. Or les {Bjx};keq1,..qp forment une base. Si
on est capable de préparer les états {pé”}ge {1,...,2}, de leur appliquer €, et d’estimer les états en
sortie {e(pé”)}ge{17.__7d2}, on peut donc calculer {€(B; 1)} ; req1,....ay, et on a les valeurs de € sur une
base. Ces valeurs permettent de calculer la matrice A de (1.6) pour la base des {Bx}; req1,....d}-

Avec leur équation (3.8) Chuang et Nielsen donnent une méthode pour exprimer la matrice
de processus x de (1.8) a partir de la matrice A de (1.6). L’idée de [PCZ97] est comparable,
mais la méthode n’est définie que pour 2 qubits.

Ces méthodes ont deux inconvénients majeurs :

o Elles partent du principe qu’il est possible de créer des états de référence sans erreurs. En
pratique, les états de référence sont créés avec des portes quantiques de référence. Etant
donné que l'objectif est d’identifier les portes quantiques, le fait d’avoir besoin de bien
connaitre une porte de référence est problématique.

o Le fait que l'on ne fasse pas d’hypothése sur € rend l’algorithme tres général (et c’est un
point fort) mais le nombre de parametres a estimer devient facilement prohibitif. Pour
ng, = 2, la matrice de processus a d* = (2”4”)4 = 256 parametres, pour 3 qubits, on
passerait a 4096 parametres.

Un autre probléme est que l'estimée de la matrice de processus que 'on obtient peut ne pas
étre “physique” i.e. le processus associé peut ne pas préserver la positivité ou la trace. On peut
projeter dans l’ensemble des processus physiques [SSKKG22], ou alors chercher le processus
physique qui maximise la vraisemblance [JFH03].

1.5 Tomographie de processus avec qubits ancillaires

1.5.1 Exploitation directe de ’isomorphisme de Choi-Jamiotkowsky

La tomographie de processus avec qubits ancillaires (Ancilla Assisted Process Tomography
(AAPT) en anglais), [DPO1] [ABJT03] [SM14] permet d’estimer les parameétres d’un proces-
sus non-unitaire avec le circuit suivant :

2ng, qubits sont initialisées a |0), des états de Bell sont créés avec des portes de Hadamard
et des portes CNOT, puis le processus a identifier € est appliqué aux ny, derniers qubits. L’état
du systeme avant que e soit appliqué aux ng derniers qubits est le suivant (écrit avec des kets
et pas avec un vecteur d’état par souci de lisibilité) :

1 d
l1h,) = ﬂjzl |s555) (1.10)

ou s; est la j-iéme chaine de bit de taille ng (s1 =0...0,s1 = 0...01,...,s5¢ = 1...1). En clair, il y
a d possibilités équiprobables (0,..0, ..., 1...1) pour les valeurs que peut prendre la mesure dans
la base de référence sur ngy, premiers et ng, derniers qubits, mais quand on effectue la mesure
dans la base de référence sur les 2ngy, qubits, les deux valeurs des sous chaines (formées de ng
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FIGURE 1.1 : Circuit de TAAPT

caracteres) au début et a la fin seront forcément identiques. Pour ng, = 2 par exemple, on peut
obtenir 0000, 0101, 1010 et 1111 de fagon équiprobable.
On peut aussi écrire v, le vecteur d’état associé a |¢p,) :

1 d
Vo= —=Y 6,®6; 1.11
N ()

ou d; est le vecteur de taille d qui vaut 1 en j et O ailleurs. Les equations (1.11) et (1.10)
correspondent au méme état car le vecteur §; ® §; correspond au ket |s;s;).

Comme € va “ouvrir le systéme”, on doit considérer I'opérateur densité associé a I’état pur
de (1.11) :

*

d d d
1 1 1
Tanbes [ puses) =g S Baen, (112
ou on rappelle que B est la matrice de taille d qui ne contient que des 0 et un 1 en ligne
J et colonne k. Apres que les ng derniers qubits sont passés dans la porte a identifier, 'état
final qui sera mesuré est noté p, car (comme on va l’expliquer), cette matrice d’état caractérise
entierement € :

d
1
jik=1

Sion estime p, € Hy2 avec de la tomographie d’état pur, il est possible d’isoler les {e(B )} k.
en effet, par construction, le bloc d x d en haut a gauche de p, est éﬁ(Bl,l), le bloc juste a droite
est Je(By2) etc. Or, si on connait les {¢(B;;)};, alors on connait € sur une base. Donc on
connait e (car le processus est linéaire). On peut montrer que, si on reprend la définition de la
matrice de processus de (1.8) en décomposant les opérateur de Kraus dans la base canonique
(Kj1+(d_1)j2 = B, V1,72 € {1,...,d}), alors p, est la matrice de processus x de (1.8) (voir
[BKD14] apres I’équation (8)).

L’idée est tres riche et se base en fait sur I'isomorphisme de Choi-Jamiotkowski (qui associe
p. & €). Mais en pratique, la qualité de I'estimation va dépendre de la qualité des portes CNOT
utilisées (ce qui peut étre génant si on veut faire un circuit qui vérifie la qualité de portes CNOT
que Pon cherche & fabriquer par exemple) et le probleme de la tomographie de 1’état final n’est
pas trivial.
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1.5.2 Caractérisation directe du processus sans QST

En 2006, Mohseni et Lidar ont observé (dans [MLO6]) que les algorithmes de tomographie de
processus nécessitaient toujours I'utilisation de QST, et par ailleurs, ils nécessitent O(d*) types de
mesures. Ils voient le premier point (utilisation de la QST) comme un probléme, car les méthodes
qui utilisent la QST “results in an inherent redundancy of physical resources associated with
the estimation of some superfluous parameters”. Pour remédier a ces problémes, ils proposent
de faire des mesures sur ’état représenté par 1’état associé a e par l'isomorphisme de Choi-
Jamiotkowsky : p, (& l'aide du circuit de la figure 1.1) pour estimer les coefficients de la matrice
densité. Tous les coefficients peuvent étre identifiés avec O(d?) types de mesures & la place de
O(d*). Si I'utilisateur n’est intéressé que par certains coefficients de la matrice densité, il est
possible d’utiliser moins de types de mesures. Ce gain massif comparé a la méthode de Chuang
et Nielsen [CN97] est dii au fait que Mohseni et Lidar utilisent des mesures beaucoup plus
efficaces. La SQPT de Nielsen et Chuang ou 'AAPT avec des mesures de Pauli utilisent des
mesures & 2 résultats possibles® alors que Mohseni et Lidar proposent des mesures a d? résultats
possibles (d? est la dimension du systéme avec les qubits ancillaires). Chaque mesure apporte
beaucoup plus d’information sur le systeme. D’autres travaux ont été réalisés sur cette méthode
[WZH107] [GBMK13].

1.6 Tomographie de processus parcimonieuse

1.6.1 Modeéle

Depuis les années 2010, des algorithmes parcimonieux sont appliqués a la tomographie de proces-
sus quantiques [SKMT11], [FGLE12], [RVBT14], [TSK20]. Ces méthodes sont trés populaires.
L’idée est de faire 'hypotheése que le processus € est parcimonieux dans le sens ou la matrice de
processus x (dont les coefficients sont définis dans (1.8)) est de rang faible. On peut montrer
que, avec le systéme classique de la SQPT (c’est-a-dire le systéme qui applique le processus a
identifier a des états d’entrée connus), les probabilités empiriques des mesures s’expriment de
fagon linéaire en fonction de la matrice de processus x. Cette relation linéaire est dans I’équation
(4) dans [RVB™ 14] par exemple, avec nos définitions, et si on considére que I'on réalise les mémes
nombres n; de mesures sur tous les états de sortie, cette relation linéaire s’écrit :

a? a2

P00 =3 > tr(ejejAapiAj)Xa,s (1.14)

Ou pghk est la j-iéme probabilité de mesure, j € {1,...,dn¢}, 7 = j1 + (jo — 1)d, j1 € {1, ...,d}j2 €
{1,...,m¢} (associée au jj-iéme résultat possible du js-iéme type de mesure) sur le k-iéme état
d’entrée p};". Le vecteur e; de taille d est la transconjuguée de la ji-ieme ligne de la matrice
de mesure E associée au jo-iéme type de mesure que l'on réalise. Les matrices {Aa}a:{lmdz}
forment une base orthonormale sur C de C%*¢. Et Xa,3 €st I'élément en position («, 3) de la
matrice de processus x associée a la base des A,,.

L’approche parcimonieuse consiste donc a trouver une matrice x de rang le plus faible
possible qui colle le mieux possible aux mesures. Cette approche est similaire a la tomographie
d’état parcimonieuse (car I'isomorphisme de Choi—Jamiotkowski conserve le rang), et dans les
deux cas, le nombre de parameétres a estimer (et donc le nombre de mesures a faire) diminue
fortement quand on considere des processus de rang plus faible.

311 convient de noter que Chuang et Nielsen sont assez vagues sur I'algorithme de QST & utiliser et les types
de mesures a réaliser car ce n’est pas le sujet de [CN97].
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1.6.2 Implémentations

L’approche du premier article sur la QPT parcimonieuse [SKM ™ 11] est un peu différente de ce
que nous venons de présenter. En plus de supposer que € est parcimonieux, on suppose qu’on
connalt une base dans laquelle c’est le cas et que l'on peut faire des mesures dedans. Cette
approche semble moins populaire récemment car les hypothéses sont plus strictes.

Les papiers suivants [FGLE12], [RVB™ 14], [TSK " 20] se servent de I’équation (1.14) qui donne
le modele linéraire pour les mesures théoriques, les probabilités empiriques sont notées pjip . un
algorithme parcimonieux cherche une matrice x qui fait correspondre pzhk,(x) a p;:zp (attache aux
mesures) et est de faible rang (parcimonie). Il existe de nombreuses méthodes pour concilier ces
deux criteres contradictoires (c’est le cceur de la parcimonie/“compressed sensing”). L’approche
la plus populaire pour la QPT est de résoudre le probléme suivant :

X = arg min rang(x) (1.15)
x€H, (C) tua. |[p557 =Pt ()l |2<ep

Ou € est un parametre a régler, plus il est grand, plus le rang de la matrice obtenue sera faible.
Bien entendu, minimiser le rang est trés compliqué, la norme nucléaire (somme des valeurs
singuliéres) est utilisée comme proxy, et comme X est une matrice hermitienne positive, la
norme nucléaire est la trace :

X = arg min tr(x) (1.16)
X€H (C) tua. [|p55F —pth (x)l12<ep

11 reste quelques choix & faire (au dela du choix de la valeur de €,), comme le choix des états
d’entrée et des types de mesures a réaliser.

1.6.3 Variantes

Dans [FGLE12], Flammia et al. proposent de faire des mesures de Pauli sur la transformation
par le processus d’un état pur représenté par un vecteur propre choisi aléatoirement d’une
matrice de Pauli elle aussi choisie aléatoirement. Ils montrent que c’est ’équivalent de faire
de la tomographie d’état parcimonieuse sur 1’état p, associé a p par l'isomorphisme de Choi-
Jamiotkowski.

Dans [BKD14], les auteurs proposent de résoudre (1.16) avec des états d’entrée adaptés aux
processus unitaires (nous allons décrire ces processus précisément plus loin). L’idée est que, si le
processus est proche d’un processus unitaire, on peut ’estimer avec seulement d états d’entrée
plutdt que les d? éléments d’une base des matrices hermitiennes de taille d.

Dans [KTA20] et [TSK ™ 20], les auteurs proposent une approche différente, le nombre d’états
d’entrée et de mesures dont leur algorithme aura besoin est inconnu au début de la QPT. En
traitant les premiéres mesures, on décide sur quels nouveaux états d’entrée on va faire des
mesures (et quels types de mesures on va réaliser). L’algorithme s’arréte quand il réalise qu’il
n’y a qu'un seul processus qui est cohérent avec les mesures qu’il a faites. Cet algorithme est
plus général que les autres approches parcimonieuses, [KTA T 20] est d’ailleurs assez critique vis-
a-vis des méthodes parcimonieuses : “In practice however, this concept is only as reliable as
the accuracy of the rank knowledge, and lacks an independent verification method to check the
reconstruction results without fidelity comparison with target processes [RVB™14] [SKMT11].
Existing remedies for tackling these issues in compressed sensing are generally ad hoc and
incomplete [SKD"17].”. Nous l'avons inclus ici, car plus le processus est de rang faible plus le
nombre d’états d’entrée dont on va avoir besoin diminue. Comparé aux algorithmes que nous
allons introduire, il a I'inconvénient que ’opérateur ne peut pas savoir a ’avance avec quels états
et quelles mesures il va travailler, et ceux-ci sont potentiellement intriqués.
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1.6.4 Nos objections

Cette approche parcimonieuse n’est pertinente que si on a des raisons de penser que le processus
a identifier est parcimonieux (faible rang). Les portes quantiques que ’on cherche a réaliser sont
presque toujours unitaires, et on peut montrer qu'un processus unitaire est de rang 1. De notre
point de vue, la raison pour laquelle un processus non unitaire proche (au sens de la norme de
Frobenius des matrices de processus) d’un processus de rang 1 serait de faible rang n’est pas
claire.

Pour toute matrice de rang 1, on peut trouver une matrice de rang plein arbitrairement
proche (au sens de la norme de Frobenius). Et une erreur aléatoire de réalisation n’a (a priori)
aucune raison de préserver le caractére parcimonieux de la matrice de processus. Pour nous,
cette approche ne donne un résultat satisfaisant dans le cas d’une erreur quelconque que si
la matrice de processus trouvée est bien de rang 1, il est donc plus intéressant d’imposer au
processus trouvé d’étre de rang 1 (et c’est ce que nous faisons). Si on trouve une matrice de
rang 2 avec deux valeurs singulieres de valeurs égales par exemple, on a une solution qui est bien
parcimonieuse, mais pas du tout satisfaisante, car elle n’est pas unitaire, et ont peut montrer
que sa distance (de Frobenius) a la matrice de rang 1 (qui correspond & un processus unitaire)
la plus proche est la moité de sa norme de Frobenius (elle est donc trés loin d’étre unitaire).
Nous pensons que la prédominance de ces méthodes dans la littérature ces derniéres années est
surtout due a un effet de mode des approches parcimonieuses en général dans les années 2010. Le
coeur des approches parcimonieuses consiste & trouver un “point coude” (sur le graphe qui a le
rang de P’estimée en abscisse et la distance entre le modele et les données mesurées en ordonnée)
qui est un bon compromis entre “rang faible” et “attache aux données”. Mais dans notre cas, on
sait ol ce point sera (rang 1). La porte que I'on veut réaliser est de rang 1. La vraie porte est
probablement de rang plein, mais toutes les valeurs singulieres a part la premiere devraient étre
proches de zéro.

La proximité avec un processus unitaire n’est pas le seul argument des défenseurs des ap-
proches parcimonieuses. Dans [SKM T 11], les auteurs ajoutent “The near sparsity is due to few
dominant system environment interactions. This is more apparent for weakly decohering sys-
tems” avant de citer [MR09] et [KK09]. L’argument est que l’erreur d’implémentation sur les
processus préserve le caractére parcimonieux du processus méme si elle ne préserve pas le rang.
11 existe des configurations dans lesquelles c’est vrai, et [MR09] les détaille sur le plan théorique,
[KKO09] contient des données expérimentales, mais ne mentionne pas le rang de la matrice du
processus. Dans [FGLE12], Flammia et al. affirment que : “our method simply assumes that the
noise is described by a process matrix that is low rank; this can be rigorously justified for any
noise process that involves only local interactions or few-body processes”, il est vrai qu’il existe
des modeles de systemes ouverts qui donnent un rang faible a x. Cela signifie que, si ces modeles
sont exacts, il existe sans doute deux “points coudes”.

1.7 Tomographie de processus inspirée de la SGQT

La SGQT (voir section 1.2.1) permet d’identifier des états quantiques, mais récemment, dans
[HTE20], I'idée de la SGQT a été adaptée a la tomographie de processus unitaire.
L’isomorphisme de Choi-Jamiotkowski est utilisé, et le systéme a réaliser est représenté en
figure 1.2.
Ce circuit permet d’identifier le processus unitaire représenté par la matrice unitaire M, en
ajustant M. On définit 'état de sortie v, (qui est mesuré) et 1’état intermédiaire v, en sortie
des portes CNOT et avant la porte a identifier (représentée par M) défini par (1.11) que nous
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0) & - R B
10) b = I

M M
10) o — —

F1Gure 1.2 : Circuit de la tomographie de processus inspirée de la SGQT

réécrivons ici : 4
1
v :—E 0, R9; (1.17)
a \/&jZI J J

On a v, = v, si et seulement si MM = I; car ’état de sortie caractérise uniquement la
combinaison MM (I'état et le processus sont liés par 'isomorphisme de Choi-Jamiotkowski)
donc si MM ne change pas 1’état d’entrée, alors, la combinaison MM est I’identité, et donc
M = M*.

Or, si on s’autorise des mesures intriquées, alors, tester une hypothese d’égalité sur un état
est une des opérations les plus faciles a réaliser avec une mesure quantique. Pour cela, on choisit
comme type de mesure My la projection sur une base orthogonale B dont le premier vecteur
(associé a 0...0) est v,. Avec cette mesure, si (et seulement si) v5 = v, alors on mesure le premier
résultat possible (0, ..0) avec une probabilité 1. En pratique le type de mesures de [HTF"20] n’a
que 2 résultats possibles et pas d. Le premier résultat correspond a notre 0...0, et le deuxiéme
correspond a tous les autres (c.a.d. la probabilité d’avoir le deuxiéme résultat est la somme
des probabilités des d — 1 résultats de notre type de mesure). Ces deux mesures ne sont pas
équivalentes, mais, avec I'usage qu’on en fait (on ne compte que le premier résultat possible)
elles sont tout autant adéquates.

Avec le méme algorithme d’optimisation statistique que pour la SGQT, on peut modifier les
param/é\tres de M jusqu’a ce que les mesures que ’on fait sur 1’état de sortie nous indiquent que
M = M*. Cette idée pose de nombreux probléemes avec les cas d’utilisation que nous envisageons,
nous les donnons ici par ordre d’importance :

e Le dispositif suppose qu’il est possible de créer n’importe quelle porte unitaire connue M
et I'estimation de M sera mauvaise si on maitrise mal M. Il ne peut donc étre appliqué
que si on est déja capable de générer toute les portes unitaires sur ng,, nous ne faisons pas
cette hypothese.

e La mesure Mp est intriquée.

o Le dispositif suppose qu’il est possible de réaliser les portes CNOT et les portes de Hada-
mard, et la qualité de I'estimation de M dépend de la qualité de ces portes.

La SGQT adaptée a la tomographie de processus pourrait étre défendue en mettant en avant
le fait que dans [HTEF"20], elle a été validée expérimentalement. Cependant, I'expérience de

- 26 -



Chapitre 1. Etat de I’art

[HTF20] a été réalisée pour des processus unitaires sur un seul qubit. Ces processus sont
particulierement simples, ils n’ont que 3 parameétres réels (que I’on doit faire varier pour changer
K\/I), et ils ne créent pas d’intrication entre plusieurs qubits, car il n'y a qu’un seul qubit. Le
passage a deux qubits nécessite de pouvoir créer précisément n’importe quelle porte quantique
d’intrication & 15 parameétres, cela nous semble tres compliqué.

1.8 Tomographie d’un ensemble de portes (GST)

La tomographie d’un ensemble de portes (“gate set tomography” en anglais ou GST) [NGR " 21a]
[MGST13] [BKGNT13] [NGRT21b] part du constat que :

e Pour faire de la tomographie de processus, il faut toujours connaitre les états d’entrée
et/ou avoir bien caractérisé les mesures quantiques que 'on effectue sur les états.

e Pour bien connaitre un état, il faut avoir caractérisé la porte qui a permis de le préparer
ou alors faire de la tomographie d’état avec des mesures quantique bien caractérisées.

o Pour caractériser une mesure quantique, il faut faire de la tomographie de mesure (i.e. avoir
estimé la matrice unitaire E associée). La tomographie ne peut complétement caractériser
une mesure que si on applique cette mesure a des états connus.

Les trois problémes de tomographie (d’état, de processus et de mesure) ne peuvent donc pas étre
considérés indépendamment, et si on veut estimer un processus, on ne peut pas considérer que
les états d’entrée ou les mesures sont connus. L’idée de la GST est de considérer un unique état
initial inconnu p auquel on peut facilement réinitialiser le systéme, un unique type de mesure
Mgst (& deux résultats possibles) dont on ne connait pas les parametres et un ensemble de
portes quantiques {Gy}r (pas forcément unitaires) a identifier. Le fait de ne considérer qu’un
seul type de mesure est justifié parce que, pour certaines architectures matérielles, on ne mesure
les états que dans la base de référence, et on peut simuler des types de mesures différents en
appliquant une porte unitaire sur les états que 'on veut mesurer. Mesurer un état v dans la
base de référence apres I'avoir fait passer dans une porte quantique représentée par la matrice
unitaire E revient a mesurer ’état dans la base E. Dans la suite de ce document, on appelle
cela une mesure par porte interposée par opposition a une mesure directe. On réalise plusieurs
expériences, les portes quantiques a identifier sont appliquées dans des ordres différents, mais
toujours apres 'initialisation de 1’état et avant la mesure.

Avec la GST, on peut estimer certains parameétres des portes sans aucune connaissance a
priori sur les mesures ou l’état d’entrée. Cependant, sans aucune référence, il est impossible
d’avoir tous les parametres. Méme dans des conditions optimales, le résultat obtenu ne sera
bon qu’a d’importantes indéterminations pres (appelées gauge). Nous considérons que ces indé-
terminations sont rédhibitoires pour les cas d’application que nous envisageons. Par exemple,
imaginons que I'on veut utiliser la GST pour estimer une porte (unitaire) CNOT représentée par

10 00

la matrice Uoyor = . Quelle que soit la matrice unitaire perturbatrice R et les

0100
0 001
0010
portes unitaires Gr et Gr+ associées a R et sa transconjuguée R*, les mesures que I'on fait dans
le cadre de la GST en appliquant les {Gj}r (une d’entre elles est la porte CNOT) & p avant de
les mesurer avec Mgt sont indiscernables des mesures que ’on ferait avec 1’état de base R*pR,
les portes {Gr o G o Gr~ }; (en appliquant Gr avant chaque porte et Gr+ apres, o est la com-
position des fonctions) et la mesure Gr+ o Mggr (qui applique Gr+ avant de mesurer les états
avec M@sr). Donc si on veut se servir de la GST pour estimer la matrice unitaire représentant
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une porte CNOT, alors, méme dans des conditions idéales, on peut obtenir n’importe quelle
matrice de {R*UcnorR}reu 4(0)- En pratique, on va trouver une matrice qui a les bonnes
valeurs propres (qui sont des phases pour des matrices unitaires), mais les vecteurs propres (qui
forment une base orthogonale pour une matrice unitaire) sont multipliés par une matrice uni-
taire (cette multiplication fait que l'on n’a aucune information sur les vecteurs propres). Par

0o 0 % 2
NCRRYE) -1 0 0 0
0 1 0 O ) 0 1 00
exemple, avec R = | 1 g L =1]|.on peut avoir R*UgonyorR = comime
73 5 5 0 010
1 -1 1
5 0o %+ 1 0 0 01

estimée de Ugnor, on ne peut donc pas différencier la porte CNOT d’une porte qui fait juste
des déphasages. Ce n’est pas du tout satisfaisant, et contraste avec le jusqu’au boutisme de
certains partisans de la GST, d’aprés Blume-Kohout et al. dans la conclusion de [BKGNT13],
par exemple “We do not expect that gate set tomography will be another kind of tomography;,
standing shoulder to shoulder with state tomography, process tomography, and measurement
tomography. It is intended to replace them”. Nous pensons qu’il y a toujours une place pour
la tomographie de processus pour identifier une seule porte qui va ensuite étre utilisée dans
des circuits différents. Comme le nom l'indique cependant, la GST prend plus de sens si on
veut estimer plusieurs portes en méme temps, chaque porte sera mal connue indépendamment
des autres, mais les erreurs de gauge sur chaque porte sont treés similaires (la matrice R est la
méme sur toutes les portes a estimer). L’introduction de la GST a aussi pour mérite de mettre
davantage en évidence les problemes de la plupart des algorithmes de tomographie de processus
qui ont une confiance aveugle en les états d’entrée et les mesures.

1.9 Certification d’une porte sans estimation de I’erreur

Ces approches partent du constat que, tres souvent, les réalisations de la QPT demandent
beaucoup de mesures et de calculs pour estimer les parametres de Kraus, et finalement, ils ne
donnent que la fidélité (une métrique de proximité avec la porte que I'on souhaite réaliser), on
estime donc O(d*) parameétres pour finalement calculer un seul scalaire.

Plut6t que d’aider a la fabrication d’une porte quantique en identifiant précisément les erreurs
afin d’ajuster la fagon dont la porte est fabriquée, la “Monte Carlo process certification” et le
“randomized benchmarking” permettent de vérifier qu'une porte (ou un ensemble de portes) que
I’on va utiliser sur un circuit quantique ne contient aucune porte défaillante, et si ce n’est pas
le cas, ils donnent une idée de l'erreur a laquelle on peut s’attendre.

1.9.1 Monte Carlo process certification

La “Monte Carlo process certification” vise a estimer la fidélité d’une porte qui est censée étre
unitaire. L’idée est d’utiliser des mesures de Pauli choisies de fagon aléatoire avec une loi qui
dépend du processus cible et qui donne de plus grosses probabilités aux mesures qui apportent
plus d’information sur la fidélité. Ces mesures sont ensuite utilisées pour estimer la fidélité avec

un estimateur qui converge en O (%H) ou n; est le nombre de types de mesures. Le seul probléme

que nous voyons avec cette idée est qu’elle utilise des mesures de Pauli multi-qubit a 2 résultats
possibles. Nous expliquons dans la section 2.1.2 pourquoi ce n’est pas optimal.

1.9.2 Randomized benchmarking

Le “randomized benchmarking” [EAZ05], [KLR " 08], [MGE11], [MGE12], [OWE19] est une autre
méthode d’estimation de la fidélité. L’implémentation exacte varie selon les versions, mais I'idée
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de base est de considérer plusieurs portes (en général quelques dizaines) que 'on va utiliser
dans un circuit quantique, et de les appliquer dans un ordre aléatoire a un état d’entrée connu
(généralement tous les qubits a |0)). Le circuit aléatoire est modifié pour que, si toutes les portes
sont parfaites, I’état final soit un état de la base de référence (par exemple tous les qubits a |0)).
Pour vérifier que les portes fonctionnent comme attendu, on va donc mesurer 1’état final dans
la base de référence et vérifier que l'on obtient bien la mesure associée a ’état final que 1'on
devrait avoir.

Cette méthode est particulierement adaptée pour estimer les portes de Clifford (définies
en section 1.1.6) car ces portes sont souvent idempotentes (Hadamard, CNOT) ou si ce n’est
pas le cas, elles sont équivalentes a l'identité si on les applique un nombre connu de fois. Des
ajustements peuvent étre faits pour que la méthode soit résistante aux erreurs systématiques
sur les états initiaux et les mesures (voir [MGE12]).

Dans [MGE12], Kimmel et al. proposent d’utiliser I'idée du “randomized benchmarking” pour
obtenir des informations sur une porte. L’idée est de calculer la fidélité de la porte a identifier
par rapport a plusieurs portes de Clifford et d’en déduire des informations sur la porte.

1.10 Autres travaux

Dans [OSB15a] et [OSB15b] Omkar et al. proposent d’utiliser des codes correcteurs d’erreurs
quantiques pour estimer un processus. Les codes correcteurs quantiques fonctionnent comme les
codes correcteurs numériques en télécommunication, les états sont initialisés dans un ensemble
code, on met des états dans I’ensemble £ de I'espace de Hilbert. Quand on recoit les qubits, on
sait qu’ils doivent étre dans I’ensemble £ et s’ils n’y sont pas, on les projette sur cet ensemble.
L’idée de [OSB15a] et [OSB15b], est de considérer les états initiaux dans I’ensemble &, et de
laisser le processus que 'on veut identifier les modifier. En mesurant les états de sortie, et en
calculant leur distance a £, on peut estimer I'impact du processus avec des hypotheses limitées
sur les états d’entrée (on suppose juste qu'’ils sont dans &).

Dans, [TERH11], les auteurs proposent un algorithme pour estimer des processus que l'on a
évalués sur trop peu d’états d’entrée. Pour ce faire, ils proposent de maximiser simultanément
la vraisemblance des mesures et 'entropie de ’état associé au processus par I'isomorphisme de
Choi-Jamiotkowski.

Dans [PKB"20], les auteurs proposent d’utiliser des réseaux de neurones pour la QPT. Ils
partent du méme principe que les défenseurs de la GST, i.e. on ne peut se fier ni aux états
préparés ni aux mesures. Ils modélisent des mesures qui prennent en compte différents types
d’erreurs et entralnent des réseaux de neurones pour identifier le processus.

Dans [XLW22], les auteurs estiment un processus unitaire avec un circuit quantique pa-
ramétrique (CQP voir [BLSF19]). Les parametres du CQP sont ajustés pour que ce dernier
coincide avec le processus que ’'on veut identifier sur les états tests générés aléatoirement. L’idée
est assez similaire a celle de la SGQT.

1.11 Tomographie aveugle de processus

En 2015, Yannick et Alain Deville ont introduit la version aveugle de la QPT (BQPT) dans
[DD15], puis ils Pont détaillée dans [DD17¢], [DD17b], [DD17a] et plus récemment dans [DD20].
Dans ces articles, les auteurs se sont concentrés sur la tomographie du processus de couplage
d’Heisenberg & deux qubits a symétrie cylindrique. [DD17¢], [DD15] et [DD17h] sont inspirés de
la séparation de sources indépendantes [CJ10]. Les qubits non-intriqués sont pensés comme des
sources indépendantes. Ces algorithmes sont dits aveugles, car les états d’entrée sont considérés
comme inconnus, cela supprime le probléme des erreurs de préparation.
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Dans [DD17a], le processus de couplage d’Heisenberg est identifié avec une configuration
comparable avec celle de la SGQPT (sans qubits ancillaires) avec des états d’entrée qui sont
modifiés par le processus en sortie duquel on applique un processus quantique “réglable”, et on
détecte pour quelle valeur du processus “réglable” les états de sortie sont non-intriqués. On en
déduit que le processus a identifier vaut I'inverse du processus “réglable” en fin d’expérience. Le
fait d’avoir besoin du processus “réglable” n’est pas aussi problématique que pour la SGQPT
car le processus étudié (couplage d’Heisenberg & deux qubits) est particulierement simple (4
parametres a régler). Dans [DD17¢], d’autres options sont explorées, elles permettent de se
passer de ce processus quantique “réglable”.

L’itération la plus récente de la BQPT [DD20] repose sur une idée différente. Les auteurs
utilisent des propriétés statistiques des états d’entrée pour estimer les parametres du processus
a partir de moments des mesures sur les états de sortie. Ces moments peuvent étre estimés sans
que l'on ait besoin de mesurer plus d’une copie de chaque état d’entrée (on parle de “one-shot
measurements”) ce qui simplifie considérablement la préparation. Pour lever des ambiguités, il
faut mesurer I’action du processus appliqué deux fois aux états d’entrée, cette idée a été reprise
dans la présente these.

La présente these avait commencé avec, pour objectif de construire sur ces idées de BQPT
et de les étendre des processus de couplage d’Heisenberg aux processus unitaires. Nous avons
cependant choisi d’étudier des algorithmes assez différents qui font les mémes hypotheéses sur les
états d’entrée, mais se basent entierement sur le fait que le processus a identifier est appliqué
au moins deux fois pour l'identifier.

1.12 Tomographie de processus unitaire

Pour cette theése, nous avons déterminé qu’il était avantageux de chercher le processus qui corres-
pond le mieux aux mesures dans I’ensemble des processus unitaires plutét que dans ’ensemble
des processus (CPTPM). Dans la section 1.12.1, nous justifions ce choix, et dans les sections
suivantes, nous présentons les travaux d’autres auteurs qui ont fait le méme choix.

1.12.1 Motivation

Presque toutes les portes/opérations quantiques usuelles sont unitaires. La principale exception
a cette regle est I’assignation (assigner un qubit & |0) par exemple), et plutdt que d’estimer les
d* — d? parameétres de ces assignations, il est plus pertinent de vérifier que les états de sorties
sont assignés correctement.

Nous pensons qu’il est pertinent d’identifier les processus unitaires avec des algorithmes
adaptés (qui ne cherchent que dans ’ensemble des matrices unitaires) pour les raisons suivantes :

 L’estimation des d2—1 parameétres de la matrice unitaire associée (4 une phase globale prés)
au processus unitaire (nous le montrerons en section 3.3), nécessite considérablement moins
de mesures que d’estimer les d* — d? parameétres de Kraus. Les algorithmes de QPT non-
unitaires ont généralement besoin d’estimer les parameétres de d? états mélanges différents
(en sortie du processus) pour estimer tous les parameétres d’un processus non-unitaire.
La QPT unitaire de Baldwin et al. [BKD14] n’estime que les parametres de d états purs
différents.

o Il est tres simple de comparer deux matrices unitaires (représentant le processus que l'on
voudrait réaliser et le processus unitaire estimé) qui devraient étre égales & une phase
pres, il suffit d’en rephaser un avec la bonne phase globale. Et I'information apportée est
riche : si les portes sont réalisées dans un systéeme fermé avec un hamiltonien constant,
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on sait exactement comment I’hamiltonien (ou A;) doit étre modifié pour que la porte
soit conforme au processus que l'on veut réaliser. Alors que de savoir que (et comment) le
systéme interagit avec I’environnement nous indiquera simplement qu’il vaut mieux isoler
le systéme, ce que I'on essaye toujours de faire autant que possible de toute fagon.

e La représentation avec les parametres de Kraus, ou avec la matrice de processus est trés
difficile & interpréter. La principale information qui peut en étre extraite est la fidélité de
la porte, ce n’est pas différent de ce qu’apporte la “Monte Carlo process certification” ou
le “randomized benchmarking”.

o Faire I’hypothese que 'on sait réaliser des portes unitaires nous permet de considérer que
tous les états mesurés sont purs. En effet, il est raisonnable de supposer que la premiere
étape de génération d’états : l'assignation de tous les qubits & |0) est au moins répétable
(donc génére un état pur), et si toutes les portes utilisées pour modifier cet état sont
unitaires, alors I’état restera pur (les portes unitaires préservent la pureté des états).
L’avantage des états purs est qu’ils ont moins de parameétres (2d — 2 parameétres contre
d? —1), ils peuvent donc étre estimés de facon plus exacte avec moins de types de mesures

Il est vrai que les erreurs que l'on cherche a identifier avec la QPT peuvent rendre le processus
non-unitaire, et que si cette erreur est assez grande, notre estimée unitaire est perturbée. Mais
chercher a estimer les interactions avec I’environnement en multipliant le nombre de parametres
par d? alors que ces interactions sont susceptibles de changer avec ’environnement nous semble
étre une mauvaise idée qui fait drastiquement augmenter le nombre de mesures a réaliser pour
une précision moindre et un gain douteux. Si on suspecte que le systéme n’est pas bien fermé
et que les interactions avec ’environnement ne peuvent pas étre négligées, nous pensons qu’une
approche similaire au “randomized benchmarking” (estimer ’écart & la cible plutdt que tous les
parametres) est plus adapté que la QPT pour ng > 1. De plus, nos algorithmes peuvent aussi
estimer la vraisemblance des mesures réalisées dans le modéle unitaire, ce qui peut donner une
indication quant a la non-unitarité du systeme.

De notre point de vue, les raisons pour lesquelles les systémes non-unitaires sont beaucoup
plus étudiés que les processus unitaires dans la littérature malgré les arguments que nous avons
donnés sont les suivantes :

o Dans la littérature, un algorithme plus général est souvent per¢u comme supérieur (& raison
ou a tort).

e La plupart des auteurs préférent raisonner avec des états quantiques représentés par des
matrices densité, car (i) ils sont plus généraux que les états purs, (ii) les mesures dépendent
linéairement des coefficients des matrices densité des états mélanges (1.2). Et les états
mélanges, contrairement aux états purs, forment un ensemble stable par 'application d’un
processus non-unitaire.

e Avec un processus représenté par une matrice de processus x et des états d’entrée repré-
sentés par des matrices densité, on a une relation linéaire (1.14) entre les probabilités des
mesures et les éléments de la matrice x. Apres avoir inversé (1.14), il ne reste alors plus
qu’a s’assurer que les contraintes de positivité et de préservation de la trace sont satisfaites.
Imposer au processus d’étre unitaire ajoute une contrainte (de rang) compliquée a (1.14),
plutot que de garder cette contrainte de rang, les adeptes de la tomographie de processus
parcimonieuse ont préféré utiliser la norme nucléaire comme sortie. Nous avons expliqué
nos réserves vis-a-vis de cette idée dans la section 1.6.4.
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1.12.2 Conditions d’identifiabilité

Dans leur article de 2013, [RGK13] Reich et al. étudient la tomographie de processus unitaire
sans vraiment proposer un algorithme de QPT. Ils étudient plutot quelles conditions doivent
étre imposées aux états (mélanges) d’entrée pour que le processus unitaire soit identifiable
parmi ’ensemble des processus quantiques. Dans ce contexte, I'identifiabilité signifie qu’il n’existe
aucun autre processus quantique (CPTPM) qui produise les mémes états de sortie & partir des
états d’entrée.

La condition nécessaire et suffisante sur les états d’entrée {p;"}J est la suivante :

com({pé-"}j) = {?I,}ger, avec com({p}z-") = {P € Uy(C), t.q. ¥y, Pp;‘-" = ;"P} (1.18)

En clair, toute matrice unitaire qui commute avec toutes les matrices de mélange des états
d’entrée est 'identité a une phase pres.

Les auteurs étudient comment caractériser la fidélité de la porte sur laquelle la QPT est
réalisée avec des états qui satisfont (3.26). Ils proposent aussi des états (mélanges et purs) qui
vérifient (3.26). En s’autorisant des états mélanges, ils ont besoin de deux états, alors qu’avec
des états purs, il leur en faut d + 1 (nous pourrions satisfaire leur condition avec d états purs).
Ce n’est pas si surprenant, avec un processus unitaire, si on a en entrée un état mélange dont
la matrice densité a d valeurs propres distinctes, alors la sortie a les mémes valeurs propres
et les vecteurs propres sont multipliés par la matrice unitaire du processus. En calculant la
décomposition en valeurs singulieres de la sortie, on peut donc savoir comment le processus agit
sur les vecteurs propres (& une phase pres), alors qu’avec des états purs, on ne sait que comment
il agit sur un vecteur (a une phase pres).

Dans [GJ14], les auteurs consideérent le circuit de la figure 1.1 (qui crée 1'état associé au
processus par lisomorphisme de Choi-Jamiotkowski) et établissent un lien entre le rang de
la matrice de processus et un nombre d’observables (composantes de POVMs) suffisant pour
I'identifier. En particulier, ils montent que si le processus est de rang 1 (i.e. unitaire) il peut étre
identifié parmi tous les autres processus unitaires avec 4d> — 2d — 4 observables, et parmi tous
les processus quantiques avec 5d% — 3d — 4 observables. [G.J14] et [RGK13] ont tous les deux été
réalisés indépendamment la méme année (2013). Mais, pour nous [RGIK13] est plus utile, car il
n’utilise pas le circuit de la figure 1.1 mais se place dans les conventions de la SQPT. De plus,
si on s’autorise des POVM (comme [G.J14]) pour faire la QST, alors, les états purs de [RGIK13]
permettent d’identifier le processus avec les 2d — 1 observables de [FF'SC05] pour chacun des d+ 1
états, donc 2d% 4+ d — 1 observables en tout.

1.12.3 Travaux de Baldwin, Kalev et Deutsch

Dans leur article de [BKD14] Baldwin et al. proposent un algorithme de tomographie de pro-
cessus unitaire. Leur algorithme est adapté aux d états suivants :

{51, {\}5(51 + 5k)}ke{2,...,d}} (1.19)

(ot &y est le vecteur de taille d qui contient d — 1 zéros et un 1 en position k). Ces états
satisfont (3.26) et rendent la tomographie de processus unitaire treés simple.

Avec la sortie associée au premier état d’entrée, on connait (apres QST) Md; a une phase 6,
pres (M est la matrice unitaire qui représente le processus). On appelle wy, 'estimée de Md; (on
néglige Perreur de QST) w; = Md1e%t, donc on connait la premiére colonne de M & une phase
pres. Avec la sortie associée a la k-ieme (k € {2, ...,d}) entrée, on a wy, = %ewk(l\/ldl + MJdy).
Comme 7 | 65 et comme M préserve 'orthogonalité, on a Md; | Mdy, et donc, avec wi et

wy (que l'on connait), on peut calculer wiwy = %e“ak—eo)((Mél)*(Mél) +0) = %e“ek—el).
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Or wy/2¢0170%) = ¢01(M§; + M§},), donc 1 Mé, = w’i’z’;k — w;. Donc on connait tous les
1 .
M6, (qui est la k-ieme colonne de M) a un facteur de phase @1 pres qui est le méme sur toutes

les colonnes, on a donc M a une phase pres, ce qui est I’objectif de la QPT.

On n’aurait pas pu choisir les {d;}, comme états d’entrée car la QST des états de sortie
donnerait toutes les colonnes de M a des facteurs de phase différents pres. Et, pour ng = 1, on
10 . , -

0 il D’ailleurs, ces états ne vérifient
pas (3.26) car n’importe quelle matrice unitaire diagonale commute avec les matrices de mélange
associées.

ne pourrait pas faire la différence entre M =1et M =

Les auteurs proposent aussi un algorithme pour identifier les processus presque unitaires
(near-unitary maps). Cet algorithme est inspiré du compressed sensing, nous l’avons mentionné
dans 1.6. Contrairement a ’algorithme de QPT unitaire, il n’y a pas de contrainte ferme sur
les états d’entrée avec cette approche, mais les auteurs recommandent d’utiliser les mémes états
que pour la tomographie unitaire.

Les algorithmes de QPT (comme les notres et beaucoup d’autres) introduits par les auteurs
se basent sur des estimées (avec de la QST) des états de sortie. Les auteurs choisissent de
considérer 'algorithme de Flammia et al. [FSC05], mais n’importe quel algorithme de QST
adapté aux états purs aurait pu étre considéré.

1.12.4 Identification d’hamiltonien

Une autre fagon de voir la tomographie de processus est d’identifier I’hamiltonien (considéré
comme constant dans le temps) H plutot que la matrice unitaire M = e~ 7HA: qui caractérise
I’évolution (apres avoir attendu A;) des états dans le systeme a hamiltonien constant. Fonda-
mentalement, le probléme est le méme tant que A; < ;-7 ol hq et hy sont respectivement
les plus grande et plus petites valeurs propres (réelles) de H [WDQ " 17]. Mais les communautés
d’auteurs sont tres différentes, dans le domaine de I'identification d’hamiltonien, ’article le plus
reconnu est sans doute [ZS14]. Les auteurs résolvent le probléme sans faire de QST sur les états
mesurés (c’est assez courant dans le domaine). Les auteurs considérent aussi des a priori sur
I’hamiltonien et des mesures a intervalle de temps réguliers qui ne sont pas effectuées sur tous
les qubits. Les parametres de I’hamiltonien sont estimés directement avec les observations en
utilisant P’algorithme ERA (“eigensystem realization algorithm”) [JP85] qui sert & identifier des
systeme dynamiques. Les auteurs ne sont pas tres clairs sur la quantité d’échantillons dont on a
besoin et sur les conditions d’identifiabilité de ’hamiltonien en général.

[WDQ"17] se place dans le cadre de la QPT. Contrairement & [ZS14], aucun a priori n’est
fait sur ’hamiltonien, on mesure tous les qubits, et les états mesurés sont estimés avec de la
QST. L’idée est de prendre une base des matrices hermitiennes comme états d’entrée (donc d?
états d’entrée). Comme dans [CN97], les auteurs utilisent les estimées des états pour estimer la
matrice A de (1.14) dont ils se servent pour obtenir la matrice de processus. Puis ils utilisent
les contraintes sur la matrice de processus (positive et de rang 1) pour obtenir une estimée de
I’hamiltonien. Les auteurs détaillent avec soin la complexité des algorithmes qui doivent étre
réalisés sur ordinateur classique pour estimer ’hamiltonien & partir des mesures, ce qui n’est
important qu’en grande dimension. Cependant, un défaut majeur de l’algorithme (surtout en
haute dimension) est qu’il nécessite d? états d’entrée comparé aux O(d) qui sont généralement
nécessaire pour les processus unitaires.
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1.12.5 Autres travaux

Dans [KLY15], les auteurs proposent un algorithme pour estimer les parametres de deux types
de portes unitaires mono-qubit. Ces deux types de portes sont dit générateurs : toute porte
“cible” peut étre générée en les combinant. L’identification des parametre des portes se fait en
estimant les sorties des portes quand les états |0) et %( |0) + |1)) sont en entrée. Cela peut
étre vu comme un cas particulier du dispositif de Baldwin et al. pour un seul qubit. Comparé a
lalgorithme de Baldwin et al. [BKD14], celui de [KLY15] a 'avantage d’étre résistant a certains
types d’erreurs, notamment les erreurs systématiques. Il a 'inconvénient de n’étre défini que pour
les portes mono-qubit qui, en pratique, sont généralement plus facile a réaliser que les portes
multi-qubit (voir [KBGK 18], “single-qubit gates have been demonstrated with high fidelity, but
entangling gates have lower fidelities”). Nous ne considérons pas l’algorithme de [KLY 15] comme
un algorithme de QPT, il ne vise pas a estimer les parametres d’une porte quelconque, mais
propose un algorithme pour bien caractériser deux types de portes “générateurs”.

Tres récemment (22 juin 2023), dans [LGDM?23], Lopez et al. ont proposé une configuration de
QPT assez proche de la notre. L’idée et d’utiliser une seule valeur de ’état initial, de le placer
dans un systéme a hamitonien constant, et de mesurer des copies de ’état initial a différent
instants. Les similarités s’arrétent la, leur algorithme est tres différent du notre, il ne réalise
pas la QST des états mesurés et estiment le processus en minimisant un critéere non-convexe
initialisé aléatoirement plusieurs fois dans I’espoir de trouver le minimum global. Des arguments
théoriques sont utilisés pour montrer que le nombre de types de mesures réalisées et d’instants
ou I'état est mesuré est minimal, mais comme l'initialisation de la minimisation est aléatoire, la
robustesse de I'algorithme final laisse a désirer.
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2.1 Mesures

2.1.1 Nos types de mesures

Nous avons décrit en section 1.1 certaines caractéristiques des types de mesures que nous allons
utiliser. Ce sont des mesures projectives (pas de POVM) a d résultats possibles (soit le nombre
maximal de résultats possibles) et non intriquées (la mesure se décompose en ny, mesures sur
chacun des qubits). La figure 2.1 présente deux visions équivalentes de la réalisation de ces
mesures :

M1 MZ
US| %7\/{( {0, 1} ¢ —| B L 5> A {0, 1}
2 Mz
9@ — A {0, 1} 92 —>| Ey | > A {0, 1}
d res. pos d res. pos
M"bq . MZ
In—>A {0, 1} > Enyt— A {0, 1}

FIGURE 2.1 : Mesure projective a d résultats possibles non-intriquée. Elle peut étre réalisée en
mesurant directement tous les qubits dans les bases voulues (gauche) ou en les mesurant tous
dans la base de référence apres leur avoir appliqué des portes unitaires (droite). Chaque mesure
mono-qubit a deux résultats possibles (que ’on renomme 0 et 1), en tout, il y a 2™ = d résultats
possibles.

Chaque qubit (g, ..., qnqb) est mesuré une fois avec une mesure a 2 résultats possibles, ces
résultats sont renommés 0 et 1, les résultats sont ensuite concaténés pour obtenir une chaine de
ngy bits (d résultats possibles) qui correspond & la mesure que l'on fait sur le systeme. Chaque
mesure mono-qubit My, (k € {1,...,n4}) est caractérisée par une matrice unitaire 2 x 2 : Ey.
Toute matrice unitaire s’écrit de la fagon suivante :
cos(6) e’ —sin(f)e’?2
sin(f)e'?s  cos(f)el(@2tPs—¢1)
des angles entre 0 et 27. Ces 4 parametres sont redondants dans notre cas cependant. En effet, les
seules observations que I'on a sont les estimées des probabilités des deux résultats possibles, ces

E; = voir annexe A.l, les 4 parametres 6, ¢1, ¢2, 3 sont

probabilités sont contenues dans le vecteur |Exv|?, et pour un qubit représenté par v = v 291)

2
(1)1,’[)2 S R+,9v S [0, 27[']) :

2 ) . .

E 1 _ V1 cos('O)ezd’1 — vy sin(e)el(‘z’ﬁev) v1 cos(0) — vo sin(@)e’fwwv)

R\ vgeifv vy sin(#)e'?3 + vy cos(f)el(P2 93 —01+0v) vy sin(f) 4 vy cos()e ¢ +0v)
avec ¢ = ¢a—¢@1. La matrice Ej, peut étre remplacée par une matrice qui s’écrit avec 2 parametres
non redondants :

2 2

coS —sin(@)e'®
Ex(0,0) = (Sin((zg cos(giw ) ' (2.1)

En pratique, on n’utilisera que les trois types de mesures suivant :

7r 1 1 o 1 —4 1 0
EX:Ek<477T):\}§<1 _1>7 EY:Ek(4>2):\}§<1 i)’ EZ:Ek(O’O):<O 1>'
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A un renommage des résultats de mesure pres, ce sont les trois mesures de Pauli non tri-
viales sur un qubit. Les mesures de Pauli sont les mesures projectives définies par les matrices
hermitiennes (H a4, voir section 1.1.3) de Pauli non triviales :

ooy (o =i\ _ _ (1 o0
*=l10) 77 \i o == \o —1)°

Les transconjuguées des lignes des matrices Ex, Ey, Ez sont des vecteurs propres des ma-
trices 0,,0,,0;; et les valeurs propres associées +1 pour la premiere ligne et —1 pour la
deuxieme ligne. C’est ici qu’est la seule différence entre nos mesures et les mesures de Pauli. Les
résultats possibles des mesures que nous considérons sont 0 et 1 et pas —1 et 1. Cependant, ce
sont les probabilités de chaque résultat (caractérisées par les vecteurs propres) qui nous inté-
ressent, et pas les valeurs que la mesure peut prendre (les valeurs propres). On dit donc que les
mesures de Pauli et nos mesures sont équivalentes.

La quatrieme matrice de Pauli est I'identité, la mesure quantique associée n’a pas d’intérét,
car elle n’a qu’une seule valeur propre : +1, donc un seul résultat possible. Les trois mesures de
Pauli ont une grande importance dans la physique quantique. En effet, si le qubit est réalisé par
le spin d’un électron, alors, avec les conventions classiques, mesurer la composante du spin dans
les trois directions de 'espace X, Y, Z correspond aux trois mesures que nous avons définies. La
seule différence est que les résultats possibles ne sont pas les mémes, on fait correspondre une
composante de spin (suivant un axe quelconque) égale & 1/2 en unité normalisée a la valeur 0
pour nos mesures (ou 1 pour les mesures de Pauli) et une composante de spin de %1 a la valeur
1 pour nos mesures (ou —1 pour les mesures de Pauli).

Si le qubit est réalisé par autre chose que le spin d’un électron, alors on a toujours un
équivalent a la mesure selon Z (il y a toujours une mesure dans la base de référence), mais les
mesures selon X et Y peuvent étre plus difficiles & réaliser expérimentalement. Pour certaines
architectures (celles qui sont testées dans [CFYW19] par exemple), seules les mesures dans la
base de référence sont possibles, et si on veut faire les mesures associées & Ex et Ey, il faut
utiliser des portes quantiques mono-qubit :

MX MZ
q éﬂﬂ q — H |— ﬂ(

My < > My
9 —~> A 9 > H |—>| S = A

FIGURE 2.2 : Réalisation des mesures Mx et My pour les architectures de qubits qui ne
permettent que des mesures dans la base de référence. H est la porte de Hadamard, et S*

o . 1
représente la porte phase définie par la matrice <0 _OZ>

Que les mesures quantiques soient effectuées directement (schéma de gauche sur la figure 2.2)
ou avec des portes quantiques (schéma de droite), il peut y avoir des erreurs. C’est-a-dire que
les matrices Ex et Ey peuvent ne pas correspondre a celles du modele (2.2) soit parce que les
directions dans lesquelles on mesure la composante de spin (ou une autre quantité représentée
par le qubit) ne sont pas tout a fait bonnes, soit parce que les portes quantiques mono qubit
sont mal réalisées. Nous verrons dans le chapitre 4 comment on peut corriger (dans une certaine
mesure) ce type d’erreur. Dans le reste de la theése, nous considérons que ces mesures sont exactes
et elles servent de référence, c’est-a-dire que |0) et |1) sur chaque qubit sont définis (& une phase
pres) comme les états qui, quand ils sont mesurés avec Mz, donnent 0 et 1 respectivement avec
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probabilité 1. L’écart de phase entre |0) et |1) est fixé en imposant que %(|0) + |1)) donne 0
avec probabilité 1 quand on le mesure avec M x.

Pour ng > 1 on fait les mesures My, My ou My simultanément sur chaque qubit comme
sur la figure 2.1. En tout, il y a 3" mesures possibles, mais nous ne les utiliserons pas toutes,
nous n’utiliserons que ny = 4 ou n; = 15 types de mesures. Chaque type de mesure sera réalisé
n. > 1 fois pour estimer les probabilités d’occurrence, nous ferons les tests avec n.n; = 5000
et nen; = 500000. n.ny est important, car c’est le nombre total de mesures qui sont réalisés sur
I’état a identifier.

On peut montrer (voir A.2 annexe) que les matrices de vecteurs propres associées aux mesures
multi-qubit sont les produits tensoriels des matrices de vecteurs propres 2 x 2 des mesures que
I’on fait sur chaque qubit. Par exemple, si on mesure le premier qubit avec Mz et le deuxiéme

avec M x, la mesure que I'on obtient est M zx et sa matrice de vecteurs propres est :
1 1 0 O

B (1 oy _ . (1 1\ |1 -10 o0
EZXEZ@EX(O 1>®\/§<1 —1>\/§ 0 0 1 1

-1

Ce choix de mesures projectives non intriquées et a d résultats possibles est présent dans
la littérature relative au traitement de l'information quantique en général, surtout dans les
domaines proches de I'implémentation physique ([XCZT18] [WBC21] [DDH"22] [CFYW19]).
Cependant, dans la littérature sur la QST et QPT, il est tres rare de voir des articles qui
considérent ces mesures pour plus d’un qubit (c’est le cas dans [CW20] [SSKKG22]), et certains
articles (comme [GCET15]) reconnaissent que les mesures non intriquées sont plus simples &
réaliser que les mesures intriquées.

2.1.2 Inconvénients des mesures de Pauli multi-qubit

La présente section (ainsi que la suivante, section 2.1.3) n’est pas nécessaire pour comprendre le
reste du manuscrit, elle présente les autres types de mesures utilisés dans la littérature et explique
pourquoi elles ne nous conviennent pas. Cela explique pourquoi nous avons di développer nos
algorithmes originaux pour la QST plutét que d’utiliser ceux de la littérature.

Les mesures non intriquées les plus présentes dans la littérature sur la QST sont les mesures
de Pauli. Elles sont équivalentes aux mesures que nous considérons seulement dans le cas ng, = 1.
Dans le cas général, il y a 4" mesures de Pauli, les matrices hermitiennes qui définissent ces
mesures sont les produits tensoriels de ng, matrices de Pauli {0, 0,,0.,01 = I>}. Par exemple,
la mesure de Pauli ZX est définie par la matrice hermitienne suivante :

01 0 0
1 0 0 1 10 0 0
”ZX:”Z®0X2<0 —1>®<1 0)2 00 0 -1
00 -1 0

On peut montrer que toutes ces matrices n’ont que deux valeurs propres distinctes : +1 et
—1 et que les espaces propres associés sont de dimension g. Dongc, si 'on considere un systéme
qui réalise physiquement une mesure de Pauli sur un état donné, ce systeme est hautement sous
optimal. Présentons un exemple qui illustre pourquoi : si I’état que ’on mesure est totalement
inconnu, et que I'on donne ’a priori que le vecteur d’état est la réalisation (on réechantillonne
la densité pour chaque répétition de 'expérience) d’un vecteur aléatoire dont la distribution est
uniforme sur 'espace de Hilbert (i.e. il s’agit de I’état mélange représenté par p = éId), alors,
quelle que soit la mesure que ’on effectue sur cet état, tous les résultats possibles ont la méme
probabilité d’occurrence : %’“ ou dy, est la dimension de ’espace propre associé au résultat (car
cette probabilité est la trace de éId multipliée par la matrice de projection sur I’espace propre,
voir section 1.1.8.3). Donc pour une mesure de Pauli, on obtient —1 avec une probabilité %,
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et +1 avec une probabilité % Or pour nos types de mesures a d résultats possibles, chacun
des résultats possibles a un espace propre associé de dimension 1 (par définition, les vecteurs
directeurs sont les lignes de la matrice des vecteurs propres), donc tous les résultats possibles
sont équiprobables de probabilité é. L’information (classique) de Shannon apportée par notre
mesure est — lg(%) = ng bits d’information et c’est 'information maximale qu'une mesure a d
résultats possibles peut apporter. L’information (classique) de Shannon apportée par une mesure
de Pauli est — lg(%) = 1 bit d’information, ce qui est certes la quantité d’information maximale
qu’une mesure a 2 résultats possibles peut apporter, mais correspond & moins d’information
moins que ng, bits. C’est en ce sens que nous pensons que nos mesures sont plus pertinentes
que les mesures de Pauli, ces deux mesures ont le méme cotit (I’état mesuré est perturbé et ne
sera plus utilisé), mais, en général, une mesure a d résultats possibles apporte beaucoup plus
d’information sur le systéme qu’une mesure a 2 résultats possibles.

Les mesures de Pauli ont deux avantages cependant :

1. Les matrices de Pauli forment une base orthogonale de l’espace vectoriel des matrices
hermitiennes sur le corps des réels muni du produit scalaire de Hilbert-Schmidt (A, B) =
Re (tr(AB*)) = tr(AB) pour des matrices hermitiennes

2. A partir de n. réalisations de chacune des 3"a mesures que nous avons définies dans
la partie précédente sur un méme état, on peut avoir 3"in. réalisations synthétiques de
chacune des 4" mesures de Pauli sur le méme état, n; étant “nombre de I” dans la chaine
de caractere de la mesure de Pauli que 1’on considére (par exemple pour la mesure de Pauli
zx (représentée par o,,) n; = 0 et pour la mesure de Pauli zi, n; = 1). Cette méthode est
tres intéressante car (i) les mesures qui sont effectuées en pratique sont bien non-intriquées
et ont bien d résultats possibles, en plus de ne pas étre redondantes, (ii) on ne perd pas
d’information en passant des 3" mesures a d résultats possibles aux 4™ mesures de Pauli.

Le premier avantage est facile & montrer : on peut montrer par récurrence sur le nombre de qubits
que les matrices de Pauli forment une base orthogonale et que les normes de chaque matrice sont
Vd. Lespérance de la mesure de Pauli définie par o (s est une chaine de caracteéres composée
de z, de y, de z et de i) sur I’état représenté par p est tr(osp) (voir section 1.1.8.2). Donc,
I’espérance de la mesure de Pauli est le produit scalaire de la matrice de Pauli avec la matrice
densité. Il suffit de diviser par le carré de la norme de la matrice de Pauli (d) pour obtenir la
décomposition de p dans la base des matrices de Pauli :

PR SRR (23)

d
se{X,Y,Z,I}"a>

Cette équation est la méme que 1’équation (8.149) de [NC00], ou les auteurs proposent (implici-
tement) d’utiliser les mesures de Pauli (sans les nommer) pour réaliser de la tomographie d’état,
mais ne donnent pas de détails sur la facon dont les mesures de Pauli peuvent étre réalisées
matériellement.

Le deuxiéme avantage est trés important pour réaliser des mesures de Pauli et est tres souvent
ignoré dans la littérature (nous n’avons trouvé I'idée que dans [C'W20]). Nous partons du constat
que, par construction, le résultat de la mesure de Pauli s définie par o5 = 0., ® ... ® Tep,, AVEC
§ = C1...Cn,, (Ol chaque c; € {x,y,2,i} est un caractere, et s est la chaine des ng, caracteres)
est le produit des ng, résultats des mesures de Pauli s; sur le k-eme qubit. Nos mesures font
presque la méme chose, mais au lieu de faire le produit des résultats (ce qui fait perdre beaucoup
d’information), on choisit de renommer les —1 en 1, renommer les +1 en 0 et de les concaténer
pour avoir une chaine de bits. Avec une réalisation de I'un de nos types de mesures Mo, on
peut donc générer une réalisation de chacune des 2 mesures de Pauli définies par les matrices
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hermitiennes o, , ..., 05, ou le k-eme caractere de la chalne de caracteres s; est le k-éme caractere
de sq sile k éme bit de j—1 en base 2 est 0 et est i sinon. Par exemple, pour ng, = 2, si s = Z.X,
on effectue une mesure de Myzx, si on obtient e.g. 01, alors on sait que la mesure de Pauli Z sur
le premier qubit vaut +1 et la mesure de Pauli X sur le deuxiéme qubit vaut —1. On sait aussi
que la mesure de Pauli I vaut toujours +1 par définition. On peut donc générer une réalisation
des mesures de Pauli définies par oz x,0 77,01 et oy, ces réalisations seraient respectivement
+1x -1 =-1, 41 x +1 = +1, 41 x =1 = =1 et +1 x +1 = +1. Si, au lieu d’avoir une
réalisation d'un seul type de mesure M,,, on a n. réalisations de chacune des 3"¢* mesures
de {Ms}se{X,Y, Z)"ab s alors, on peut obtenir des réalisations de toutes les mesures de Pauli, le
nombre de réalisations dépend du “nombre de I” dans la mesure que 'on considere. Si ng, = 3
et que 'on veut avoir des réalisations de la mesure de Pauli I1X par exemple, on peut utiliser
les réalisations des mesures Mxxx, Mxvx, Mxzx, Myxx, Myyx, Myzx, Mzxx, Mzyx
et Mzzx, on peut donc avoir 9n, réalisations de la mesure de Pauli I7X. Dans le cas général,
on peut avoir 3"in, réalisations de chaque mesure de Pauli.

En tirant parti des deux avantages que nous avons listés, il est donc possible de calcu-
ler des réalisations de toutes les mesures de Pauli de fagon “synthétique” et efficace (avec les
mesures a d résultats possibles que nous avons définies), et de s’en servir pour obtenir la dé-
composition de la matrice densité p de I’état que I’on mesure. Cependant, aucun article de QST
qui utilise des matrices de Pauli ne précise comment elles doivent étre réalisées en pratique
(sauf [CW20] qui décrit rapidement la méthode dont nous venons de parler sans rentrer au-
tant dans les détails). Et certains articles [KIKD15], [SRAT13], [GLF10], [MJZT16], [CKWT16]
et [Wanl3] proposent d’utiliser seulement des sous-ensembles de mesure de Pauli (pas tou-
jours bien définis, [KKD15] propose de choisir des mesures de Pauli aléatoirement par exemple)
en ignorant le fait que les mesures de Pauli ne sont pas effectuées indépendamment mesure
par mesure. Dans [MJZ"16] par exemple, les auteurs proposent d’utiliser les mesures de Pauli
{ILIX, IV, IZ, XI,YX,YY,YZ,ZX,ZY,ZZ} pour deux qubits, ils montrent que tous les états
purs peuvent étre identifiés (parmi les états purs) de fagon unique avec les espérances de me-
sures de Pauli sur I’état (ils doivent utiliser la mesure de Pauli 11 qui, normalement, est inutile,
parce qu’ils relaxent la contrainte qui impose a la trace de la matrice densité d’étre unitaire,
pour des raisons assez floues). Pour nous, U'intérét de cet article est purement théorique, en
pratique, si 'on veut effectuer les 11 mesures de Pauli que les auteurs proposent, il faut (& notre
connaissance) passer par {Myx Myy Myz Mzx Mzy Mzz} (pour avoir toutes les mesures
de Pauli sauf X7) et une mesure comme M xz qui mesure le premier qubit selon X pour avoir
X1 (nous aurions aussi pu choisir M xy ou Mxz). Il existe peut-étre d’autres méthodes, mais,
si c’est le cas, nous avons des doutes sur leur optimalité. En effet, les mesures de Pauli multi gbit
sont définies comme les produits des mesures de Pauli mono-qubit (i.e. mesures de spin pour
un électron), et si 'on veut calculer ces produits, nous pensons qu'’il est optimal de calculer les
mesures de Pauli de chaque qubit simultanément (i.e. calculer les composantes des spins dans
les bonnes directions si 1’on a affaire & des électrons) puis calculer le produit. Or, si I'on effectue
bien les mesures My x Myy Myz Mzx Mgy Mgz et Mxz, alors, en plus d’avoir les mesures
de Pauli dont les auteurs ont besoin {11, IX, 1Y, IZ, XI.YX,YY.YZ ZX,ZY,ZZ}, on a aussi
les mesures de Pauli YT (grace & My x Myy Myyz) et ZI (grace a Mzx, Mgy et Mzz). En
fait, on a donc toutes les mesures de Pauli sauf {X X, XY} (il nous faudrait Mxx et Mxy).

Pour récapituler ce que nous avons vu sur les mesures de Pauli, nous pensons qu’elles sont
souvent mal utilisées dans la littérature et que ’on ne doit pas considérer qu’elles sont réalisées
directement. Elles ont I'avantage de rendre la tomographie d’état mélange avec des matrices
densité particulierement simple (voir (2.3)). Mais, comme nous n’utilisons pas les opérateurs
densité, nous choisissons d’ignorer les mesures de Pauli bien qu’elles puissent étre facilement
reconstituées a partir des mesures que nous considérons.

- 40 -



Chapitre 2. Tomographie d’état

2.1.3 Inconvénients des mesures intriquées et des mesures qui n’ont pas d

résultats possibles

Les mesures de Pauli ne sont pas les seuls types de mesures utilisés dans la littérature, mais, si
on veut utiliser des algorithmes qui sont adaptés aux états purs ([GCET15], [FSCO05], [Fin04])
ou l'algorithme de SGQT qui nécessite tres peu de mesures, alors il faut étre capable de réaliser
au moins un des circuits de la figure 2.3 :

Mz Mz
a1 A h— 9 — —,A
Mz Mz
qs A 12 — U Mz a2 — —A
U A
Mz ’ U
qnqb /7‘ qnqb+ qnqb+
d res. pos. 2 res. pos. |0) —>
: My
0) —> —>A

d > d res. pos.

FIGURE 2.3 : Autres types de mesures considérés dans la littérature, de gauche a droite : mesure
projective intriquée a d résultats possibles, mesure projective intriquée a 2 résultats possibles,
POVM réalisée avec des qubits ancillaires.

[Ferl14] utilise des mesures projectives a deux résultats possibles (circuit du milieu sur la
figure 2.3) sur des états propres intriqués non orthogonaux. Chaque itération de 1’algo-
rithme calcule un nouveau type de mesure qui doit étre réalisée (ce denier dépend de ce
qui a été mesuré auparavant et sera tres probablement intriqué) et, par conséquent, une
nouvelle porte quantique doit étre construite a la volée.

[Fin04] considere des mesures a deux résultats possibles. La moitié de ces mesures peuvent
étre déduites de Mz 7, mais I'autre moitié doit étre réalisée avec des circuits du type du
circuit du milieu sur la figure 2.3.

[GCET15] utilise 3 types de mesures non intriquées a d résultats possibles (spécifiquement
Mgz 7z, Mz . zx et Mz zx), et deux types de mesures intriquées a d résultats possibles
(circuit de gauche de la figure 2.3) pour identifier des états purs. Sur les 5 types de mesures,
le premier (M. z) est facultatif (ne sert qu’a vérifier que 1’état est bien pur). Les auteurs
précisent comment les deux types de mesures intriquées peuvent étre réalisés en pratique,
et si on veut utiliser le circuit de gauche de la figure 2.3, alors la seule porte multi-qubit
dont on a besoin est la porte qui réalise la transformée de Fourier quantique (appliquée 2
fois) [NCOO].

[F'SCO05] propose une méthode pour réaliser la QST d’un état pur avec un seul type de
mesure. Avec un type de mesure a d résultats possibles ou moins, ce serait impossible
(létat pur a trop de parametres). Les auteurs proposent donc un POVM a 2d résultats
possibles qui doit étre réalisé avec un circuit du type du circuit de droite sur la figure 2.3.
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De maniere générale, dans la littérature sur traitement de I'information quantique, les auteurs
ne se soucient pas vraiment de 'implémentation physique des algorithmes qu’ils proposent, c’est
particulierement apparent pour les mesures. Dans [NC00], les auteurs sont transparents sur ce
sujet : Dans la Box 2.5, quand ils expliquent pourquoi ils introduisent les POVM alors que ceux-ci
sont généralement ignorés par les physiciens, ils écrivent “The reason most physicists don’t learn
the general measurement formalism is because most physical systems can only be measured in a
very coarse manner. In quantum computation and quantum information we aim for an exquisite
level of control over the measurements that may be done, and consequently it helps to use
a more comprehensive formalism for the description of measurements.”. En effet, le champ du
traitement de I'information quantique a été développé sur le papier bien avant que les réalisations
matérielles soient prétes, et les auteurs étaient souvent incités a se concentrer sur le formalisme
mathématique, en espérant que les progres sur les réalisations matérielles permettent un jour
a leurs algorithmes d’étre réalisés physiquement. Le seul algorithme de tomographie d’état pur
que nous avons envisagé d’utiliser est celui de Goyeneche et al. [GCET15], a nos yeux, il s’agit du
plus réaliste. Cependant, méme pour [GCE™ 15] on a besoin d’une porte multi-qubit d’intrication
(la transformée de Fourier “au carré”) et comme 1'objectif principal de la thése est d’identifier
les portes quantiques, nous avons préféré développer nos propres algorithmes de QST d’états
purs.

2.2 Tomographie d’états purs en dimension quelconque avec
n; = 4 types de mesures

La présente section décrit notre premiere implémentation de QST, la section 2.2.1 décrit les
quatre types de mesures paralléles non intriquées qui sont effectués, la section 2.2.2 explique
pourquoi il est raisonnable de penser qu’elles sont injectives a une phase globale pres et la
section 2.2.3 décrit un premier algorithme qui estime ’état a partir des mesures.

2.2.1 Types de mesures

Dans la méthode de QST décrite ici, nous effectuons quatre types de mesures sur ’état considéré :
Le premier mesure tous les qubits selon Z, sa matrice de vecteurs propres, Ez 7 est la matrice
identité, le deuxiéme mesure tous les qubits selon Y, le troisieme selon X, et le quatriéme mesure
tous les qubits impairs (premier qubit, troisieme qubit etc...) selon X et tous les qubits pair selon
Y.

Apres avoir effectué les mesures plusieurs fois sur des copies de ’état, nous calculons les
probabilités empiriques p ,, pour M couvrant les quatre types de mesures. Nous disposons alors
d’un vecteur de dimension ns = 4d avec ns = 4(d — 1) degrés de liberté! que nous appelons
D, . Le vecteur de probabilités théorique associé est p, = |Asv|? ot s signifie “small”; car la
matrice correspondante que nous introduirons dans la section 2.3 a plus de lignes. Ag est la
concaténation des matrices des vecteurs propres des mesures que nous effectuons, Ay est la
version non-redondante de Ag :

Ez 7 Ez 2
| Ev.y | Ev.y
As = Ex x ot As = Ex x 24)
Exvxy.. Exyxy.

ou les matrices de vecteurs propres non redondantes E 4 sont les matrices de vecteurs propres
E avec la derniere ligne enlevée (M € {Z..Z,Y...Y, X...X, XY...}). On dit que ces matrices

1

car la somme des probabilités empiriques pour un type de mesure donnée vaut a 1
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sont non redondantes car, comme on sait que v est de norme 1, on sait que les probabilités
théoriques contenues dans le vecteur |Ev|? somment & 1 (quel que soit le type de mesure M),
elles sont donc redondantes (on peut enlever une des probabilités sans perdre d’information).
Si on enléve le dernier élément du vecteur |Epw|? (ou la derniére ligne de Epq) on a |E v v|?
qui n’est plus redondant (dans le sens ou si on ne connait pas v, alors enlever un élément du
vecteur nous fait perdre de I'information). On peut retrouver |Epw|? & partir de |Epv|?, il
suffit de soustraire la somme des éléments a 1 et de placer le résultat a la fin du vecteur. Les
probabilités non redondantes sont p, = |1§Sv|2. p, et p, contiennent la méme information (les
éléments enlevés dans p, valent valent 1 moins la somme des d — 1 éléments précédents).

Dans la section 2.2.2, nous utilisons A, ns et pg afin de voir si les mesures sont injectives,
car nous ne voulons pas introduire de redondance lors du comptage des mesures. Mais, par souci
de simplicité, nous utilisons Ay, ns et p, dans la section 2.2.3 afin de récupérer ’état a partir
des mesures. Nous voulons utiliser toutes les mesures de p, qu’elles soient redondantes ou non.

2.2.2 Injectivité

és est une matrice ngs X d connue et v un vecteur inconnu de norme unitaire. Nous voulons
savoir si les mesures que nous avons choisies sont suffisantes pour récupérer n’importe quel v
a partir de |13:s’l)’2 a une phase globale pres. Dans la suite du document, cette propriété sera
appelée injectivité. C’est un peu exagéré car v — |ésv|2 n’est jamais vraiment injective, car
changer la phase globale de v ne change pas |ésv|2. Cette question de l'injectivité a déja été
étudiée dans [HMW13], [BCE06], [BCMN14] dans un cadre légéerement différent : les mesures
considérées sont |Agv| au lieu de |Ayv|? mais cela ne change rien a l'injectivité. En outre, v
n’est pas supposé avoir une norme unitaire, ce qui est important. Afin de réconcilier les deux
configurations, nous pouvons relacher ’hypothése de norme unitaire pour v et insérer la ligne
[0, ...,0,1] entre la (d—1)-éme et la ligne d-éme ligne (nous aurions pu choisir une autre position)
de A;. Cela garantit que la norme de v est contrainte : son carré est la somme des d premieres
mesures, car les d premieres lignes A sont la matrice d’identité. Avec ce changement, Ay a
4d — 3 lignes.

Selon [HMW13], le nombre minimal de lignes pour A en dessous duquel l'injectivité est
impossible est de 4d — 3 — ¢(d)ng lignes pour un certain ¢(d) € [1,2]. Puisque nous avons 4d — 3
lignes, cette condition nécessaire est satisfaite. Cependant, il n’existe pas de condition suffisante
simple sur Ay qui assure 'injectivité. Et prouver I'injectivité pour une matrice A, donnée est
un probléme difficile connu. Le résultat le plus proche d’une condition suffisante que nous ayons
trouvé dans la littérature est dans [BCE0O6] ot 'on montre que pour une matrice Ay générique,
le fait d’avoir 4d — 2 lignes ou plus assure l'injectivité. Ay doit étre générique dans le sens ot
elle fait partie d’'un ensemble spécifique ouvert dense de mesure pleine. Nous ne pouvons pas
identifier cet ensemble et vérifier que Ay s’y trouverait (bien qu’il s’y trouverait probablement
puisque l'ensemble est de mesure pleine), mais cela n’aurait pas suffi & montrer l'injectivité,
car il nous manque une ligne pour satisfaire la condition de [BCE06]. Cependant, [BCMN14] a
expliqué pourquoi il est naturel de penser que 4d — 4 est la vraie borne inférieure. Il convient de
noter que cela reste une conjecture.

Nous pouvons étre siirs que trois types de mesures ne seraient pas suffisants pour atteindre
I'injectivité avec ng > 2 car la limite de [HMW13] ne serait pas respectée : nous aurions 3d — 2
lignes indépendantes (3d — 3 plus la contrainte de norme unitaire). Ce nombre est toujours
strictement inférieur & 4d — 3 — 2ngy pour ng > 2. ny = 4 est le plus petit nombre de types de
mesures pour lequel nous pouvons toujours espérer obtenir I'injectivité.

En résumé, nous ne sommes pas en mesure de prouver l'injectivité pour les mesures définies
par (2.4), et la validité d'un algorithme QST associé ne sera testée qu’avec les simulations
de la section 2.5. Nous avons choisi d’utiliser quatre types de mesures pour que l'injectivité

- 43 -



2.2. Tomographie d’états purs en dimension quelconque avec ny = 4 types de mesures

soit techniquement possible (et probable). Les types de mesures que nous avons choisis sont
arbitraires (bien que nous ayons veillé a sélectionner des matrices de vecteurs propres bien
différentes pour éviter les problémes de mauvais conditionnement).

2.2.3 Une premiére méthode de QST

Dans la présente section, nous montrons comment la méthode proposée dans [WdM13] peut étre
utilisée dans notre cadre pour récupérer v a partir des probabilités empiriques p,. Le vecteur
P, est une estimation de p, = |Av|* (nous ne considérons que A, a partir de maintenant, A
n’était utile que pour étudier 'injectivité). Le probléme d’optimisation considéré dans [WdM13]

est le suivant :
|Asv| — /D

ol /P, est la racine carrée élément par élément de p; et ||.|| est la norme Lo. La contrainte
|[v][? = 1 est implicite dans le critére & minimiser. En effet, la somme des d premiers éléments
de |A4v|? est la norme quadratique de v et la somme des d premiers éléments de p, est 1, donc
si |Asv| est proche de /P, leurs normes au carré seront également proches, et donc la norme au
carré de v sera proche de 1. Dans [WdM13], il est montré que (2.5) est équivalent au probléme
d’optimisation suivant (& 'origine, la preuve vient de [Sho87]) :

(2.5)

min
v

in tr(US 2.6
guin tr(US) (2.6)
ot S = diag(\/D,)(I — AsAl)diag(\/p,), T est la pseudo-inverse, diag(,/p,) est la matrice
diagonale dont la diagonale est /p, et C représente la condition suivante sur la matrice ng X ng
notée U :

Ju € C™ t.q. |ul =[1,...,1)7 et U= uu". (2.7)

[WdM13] montre que si U est une solution de (2.6), alors, le vecteur u associé de (2.7) est une
approximation de la phase de A v, et ’estimée de v qui en découle est définie comme :

(® est le produit élément par élément) est la solution de (2.5) proposée dans [WdM13].

Nous ne détaillons pas la preuve ici, mais I'intuition derriére la formulation de (2.6) est assez
simple : le critére de (2.6) peut étre rééerit comme (u® /p,)*(I — A;Al)(u® \/D;). Le vecteur
u ® /P, est notre estimation de Av et I — AsAl est la projection sur le complément de I'image
de A (le noyau de A*). Par conséquent, nous recherchons les phases (u) qui rapprochent le plus
possible notre estimation de Av de 'image de A (plus précisément, elles minimisent la norme
de la projection sur le noyau de A*).

(2.6) est presque un probleme d’optimisation convexe. En effet, si C est reformulé de maniere
équivalente : U; ; =1 Vi € [1,n,], U = 0,rang(U) =1 (U > 0 signifie que U est a la fois hermi-
tien et défini positif), alors selon [WdM13] le critere tr(US) est convexe et la seule contrainte qui
rend le probléme non convexe dans C est rang(U) = 1 . En la reldchant, on obtient un probléme
convexe qui peut étre résolu sans avoir besoin d’une bonne initialisation

min tr(US). (2.9)
U t.q. U ;=1 ¥i,U>0

Sans bruit, la solution que nous recherchons : Uy = upufy (ol ug est défini comme le vecteur
qui contient les facteurs de phase (élément par élément) de Aw) est une solution a la fois du
probléme relaxé (2.9) et du probléme original (2.6), car les critéres de ces deux problémes sont
positifs (S est une matrice positive) et il est facile de vérifier que (sans bruit) tr(UpS) = 0. Cela
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ne garantit cependant pas que la relaxation ne change rien, car le minimum peut ne pas étre
unique. Comme dans la plus grande partie de [WdM13], nous choisissons d’ignorer ce probléme,
car comme nous verrons plus loin, la solution du probléeme relaxé ne sera utilisée que pour
initialiser un algorithme d’optimisation non convexe plus rapide et plus précis, nous pouvons
donc tolérer de petites erreurs.

Une fois que (2.9) est résolu a 'aide de l'algorithme PhaseCut de [WdM13] (réécrit dans
l'annexe A.3), les vecteurs propres et les valeurs propres de la solution U sont calculés. Afin
d’obtenir une estimation de w [WdM13] calcule alors @ qui est le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de U. A partir de @ nous obtenons l'estimation de v définie dans (2.8) :

By = Al O /D). (2.10)

Dans [WdM13], cette méthode est testée avec des matrices A qui représentent des cas d’uti-
lisation habituels dans la communauté du traitement des signaux et des images (transformée
de Fourier suréchantillonnée, “multiple random illumination filters”, transformée en ondelettes)
pour lesquels PhaseCut fonctionne bien. Cependant, pour notre matrice A = A, PhaseCut est
un bon point de départ mais nécessite ensuite un réglage fin que nous détaillerons dans la section
2.4.

2.2.4 Comparaison avec la littérature

Résumons les principales caractéristiques de notre premier algorithme de QST :

o [l utilise 4d probabilités qui peuvent étre obtenues en faisant la moyenne des résultats de
4 mesures paralleles non intriquées.

e Il est raisonnable de penser que les mesures choisies sont injectives.
o L’algorithme qui reconstruit I’état n’est pas explicite (optimisation).

La méthode de l'article de Goyeneche et al. [GCET15] utilise le méme nombre de types de
mesures, n’est pas injective (mais 'ensemble des états qui ne peuvent pas étre identifiés a une
phase prés est de mesure nulle) et fournit un algorithme de reconstruction explicite. Le principal
avantage de notre approche basée sur PhaseCut par rapport a [GCE " 15] est que nous n’utilisons
pas de mesures intriquées.

Si on se compare & I'approche parcimonieuse plus générale [GLEF " 10] qui nécessite O(rd log(d)?)
probabilités pour estimer I’état ou r est le rang de la matrice densité vaut 1 dans le cas d’un état
pur. Ces probabilités pourraient étre obtenues en faisant la moyenne des résultats de O(log(d)?)
différentes mesures non intriquées, alors, notre méthode est plus efficace puisque nous utilisons
4 = O(1) mesures différentes non intriquées. Les deux méthodes n’ont aucune garantie théorique
d’injectivité ou de solution explicite (on doit résoudre un probléeme d’optimisation). La validité
des solutions ne peut étre démontrée que par des simulations.

2.3 Solution explicite pour la QST
La présente section décrit un autre algorithme de QST qui fonctionne avec des mesures diffé-
rentes, l'algorithme a avantage d’étre explicite (pas d’optimisation convexe), mais il a besoin

de plus de types de mesures.
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2.3.1 Autres types de mesures

Dans la méthode alternative de QST décrite ici, nous effectuons les mesures suivantes :

Z...Z,{ 7.7 §X.X,1<i<ng Sc {X,Y}}}.
— — —
ngp fois  ng, — i fois i — 1 fois
Le nombre de types de mesures est 2nq,+1. Le Ay (¢ signifie "tall”) qui en résulte a d(2ng4+1)
lignes, elle est la concaténation des matrices de vecteurs propres (E) associées aux mesures :

[ Ez. 7 ]
Ez zx

Ez zv
A )

(2.11)

Ex. x
Eyvx. x|

Chaque mesure est effectuée plusieurs fois et nous calculons les probabilités empiriques pg
qui sont des estimations des probabilités théoriques p; = |Av|%.

2ngp + 1 peut sembler beaucoup comparé aux 4 types de mesures de la section 2.2, mais il
s’agit d’une petite fraction des 3" types de mesures possibles définis dans la section 2.1.1. Cette
configuration présente également ’avantage d’offrir un moyen intéressant de récupérer 1’état a
partir des mesures, comme nous ’expliquerons dans la section 2.3.2.

2.3.2 Algorithme récursif de QST

Montrons comment un vecteur v peut étre estimé a une phase globale prés a partir de |Av|?
par récurrence sur le nombre de qubits.

A; dépend de ng. Dans le reste de la présente section, cette dépendance ne sera pas omise
et Ay sera appelé Ay(ng) . Nous montrons d’abord comment résoudre le probleme (récupérer
v & partir de |Av|?) avec ng, = 1. Nous expliquons ensuite comment la résolution du probleme
pour ng, — 1 qubits donne la solution pour ngy qubits. A partir de cela, un algorithme récursif
peut étre implémenté.

Ez
Supposons que ng, = 1: Ay(1) = |Ex |, avec les Ez, Ex,Ey de (2.2). Le vecteur d’état est
Ey
v = ( JU@Q). Des calculs triviaux montrent que :
2
o1
|v2]?

lv1|2 + |va|? 4 2|vy]||ve] cos(h))
[v1]? + |v2|?* — 2|1 |vz] cos(h))
[u1|? + [v2]? + 2|v1]|va] sin(0))
[u1|? + [v2]? — 2|v1]|vz] sin(h))

Ad(1)of2 = (2.12)

1
L
f
f
2 (
Par conséquent, |A;(1)v|? donne |vy|?, |v2|?, |v1|va| cos(8) et |vy||va]sin(f). A partir de 14, deux
cas se présentent :
o Si|vi| =0 ou |ve| = 0 alors, connaitre |vq| et |vg| suffit car (I?D est identique a v a une
2

phase globale prés. Il n’est donc pas nécessaire de calculer 6.
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o Si|v1||va| > 0 alors, on peut déduire cos(€) et sin(f) a partir des quantités définies ci-dessus
et obtenir 6. Nous connaissons donc tous les parametres de v.

Supposons maintenant que la récupération de I'état est possible pour ng, — 1 qubits, c’est-
a-dire qu’il existe une fonction f, 1 telle que, pour un vecteur w avec 2nav—1 ¢léments, le
vecteur fp 1 (|At(nqb — 1)w|2) est égal & w a une phase globale pres. Soit v un vecteur de
taille d = 2" (il n’est pas nécessaire qu’il soit de norme unitaire). Nous divisons v en deux
w1
w2
& une phase globale prés a partir de |A¢(ng)v|? en utilisant le fait que w; et wy peuvent étre
récupérés a partir de |Ay(ng — 1)wi|? et |Ai(ng — 1)ws|? & des phases globales prés en utilisant
fng—1- Nous commencgons par comparer Ai(ng — 1) avec Ag(ng) :

vecteurs de 2"~ 1 éléments : wy et wy : v = [ . Montrons comment v peut étre récupéré

E;,
Ai(ng —1) = : ol les valeurs s, ..., S2n,,—1 sont données par (2.11). on remarque
EZanb—l
aussi que :
EZ31
Ai(ng) = |Eg,,, _, (2.13)
qb
Ex. x
Eyx..x

ou Zsj est la chaine de caracteéres composée de Z suivi de si. Avec la définition de E de la
section 2.1.1, on a :

Es, —E; 0 E,, — [E e 0 ] k. (2.14)

S
0 E,

Soit k£ un entier entre 1 et 2ny — 1. Les équations (2.13) et (2.14) donnent :

2
‘Eskwl‘z
[| N 2|2 (2.15)

2 E,, 0| |w
|At(nqb)v|ik = ‘ l Ok E wy

Sk

ol |A¢(ng)vl?, est le vecteur qui contient les éléments de |A(ng)v|* avec des indices compris
entre (k — 1)d + 1 et kd. Par ailleurs, en utilisant les mémes notations pour |A¢(ng — 1)w;|?
avec [ qui vaut 1 ou 2, on a :

|At(ngy — l)wl]?k = |Es, wy|*. (2.16)

D’apres (2.16) et (2.15), il est apparent que tous les éléments de [A¢(ng — 1)'wl|l2k sont dans
|As(ngy)vlf, Vk € {1,...,2n4 —1} . Puisque |Ay(ng —1)w|7, Vk € {1, ..., 2ng4 — 1} parcourt tout
le vecteur |A¢(ng — 1)w,;|* nous avons montré que |Ay(ng — 1)w;|? est connu & partir d’une
partie des mesures (|A¢(ng)v|*) pour | =1 et [ = 2.

En utilisant I'hypothese de récurrence, nous pouvons appliquer f, ,—1 aux quantités connues
|At(ng,—1)wi|? et |[A¢(ng — 1)ws|? pour obtenir wy et ws a des phases globales prés. Appelons
nos estimations wy et ws, w; = e'w; et wy = e”2ws . Il nous suffit maintenant de connaitre
A2 — 01 pour connaitre v a une phase globale prés.

Calculons donc 62 — 6 & partir des 2d derniers éléments de |Ay(ng)v|?. Nous définissons Ly,
comme le vecteur colonne contenant les 2d derniers éléments
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L, = ‘ Eyx. x| |w1 Ex @ Ex x| |w1
Eyx x| |w2 E}y @ Ex x| |w2

ol, a gauche, les chaines de caractere X X...X, Y X...X ont ng, caracteres, et, a droite, X...X a
ng, — 1 caracteres. En remplacant Ex et Ey par les valeurs qu’ils ont dans la section 2.1.1 et
en calculant les produits tensoriels, on a :
Ey ywi +E% yws
1 | Ex ywi — Ex yw>

2

2

Yoxwie + By wyel®

E?{...X’ﬁl@w1 - EK...X@G%

V2 |E% xwi —iEY xw: Ey xwiet —iEY ywae

EY xywi +iEYx yw» E% xwie® +iE% ywae
Nous introduisons les notations suivantes :

2 2

1

2

Ly =

1. g 1. g
m = E‘EX...XWIF + i‘EX...X'w2|2

d. =By 1 0By @) (2.17)

d(0) = cos(8)Re(d.) — sin(f)Im(d.)

ol - est le conjugué et on rappelle que ® représente le produit élément par élément. w; et wo
sont connus (& partir de |Ay(ng)v|?); donc m et d. sont connus et d(f) peut étre calculé pour
tout @ € [0, 27]. Ré-écrivons Ly, comme une fonction de (02 — 01) en utilisant ces quantités :

m + d(@Q - 91)

m — d(92 — 91)
m+d(fy — 0, —7/2)
m —d(02 — 0, —7/2)

Lo (02— 61) = (2.18)

Nous cherchons a calculer 6 — 6; a partir de Ly, (qui est connu grace aux mesures). Remar-
quons d’abord que, d’apres la définition de d() dans (2.17) si d,. est nul sur chaque composante,
alors d(f2 — 61) est également nul sur chaque composante (ce qui signifie qu’il ne dépend pas de
02 — 61) et que Ly, est simplement m répété 4 fois (voir (2.18)). Par conséquent, estimer 0y — 61
(et v) a partir de Ly, est impossible. Cependant, nous montrons ci-apres qu’il s’agit du seul cas
ou #y — 01 ne peut étre récupéré a partir de L,,. Et 'ensemble des v qui font que cela se produit
a une mesure nulle.

Supposons qu’au moins un élément de d. n’est pas nul. Appelons k son indice et dj 1’élément
non nul correspondant (nous prenons ’élément qui a le module le plus élevé), et appelons dy (62 —
01) et my les k-ieme éléments de d(02 — 61) et m respectivement. Nous avons seulement besoin
des k-éme et (k + d)-éme éléments de L,, dont les expressions sont my, + cos(f2 — 01)Re(dy,) —
sin(fy —01)Im(dy) et my+sin(62 —01) Re(dy) +cos(f2 — 61)Im(dy). Ces éléments connus peuvent
étre placés dans un vecteur colonne et réécrits comme suit

Re(dy) —Im(dy)\ [cos(f2 — 61)
(Im(dk) Re(dy) ) <sin(0§—9i)>' (2.19)

La matrice 2 x 2 de gauche est connue (puisque dj est connue) et inversible (puisque son
déterminant est |di|? > 0). Par conséquent, 0 — 01 peut étre calculé (car nous avons son sinus
et son cosinus) a partir de deux éléments de Ly, (donc deux probabilités).

On pourrait s’arréter 1la et obtenir une estimation 64 de 65 — 61 qui est calculée a partir de
deux éléments de L,,. Mais, en pratique, les probabilités de ’échantillon donnent une estimation
imparfaite de L,, que nous appelons ET\,L Afin d’étre robuste aux erreurs, nous proposons donc
de trouver I'angle 62 — 0, qui minimise || Ly, (62 — 61) — E:nH De cette maniére, nous utilisons
toutes les probabilités empiriques et pas seulement deux. Nous utilisons un algorithme BFGS
quasi-Newton [Bro70] (mis en ceuvre avec la fonction fminunc dans le logiciel numérique Matlab)
initialisé & 6,. L’optimisation s’arréte lorsque le pas est inférieur & 10730, Techniquement, avec
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cette optimisation, I'algorithme n’est plus explicite, mais, comme elle ne fait intervenir qu’un
seul parametre, elle est tres rapide et améliore les performances de maniére significative, c’est
pourquoi nous avons choisi de I'effectuer quand méme. Pour avoir un algorithme de forme fermée,
on pourrait utiliser 84 au lieu de calculer 02/—\01 ou alors utiliser un algorithme d’optimisation
avec un nombre fixe d’étapes pour calculer 92/—\01.

Prenons maintenant un peu de recul et résumons ce que nous avons prouvé dans cette section :

o La récupération de 1’état (a une phase globale prés) a partir des mesures est possible pour
ng, = 1.

» En supposant qu’elle est possible pour n, — 1 nous avons montré qu’elle est également
possible pour ng, sauf si I’état se trouve dans un ensemble de mesure nulle.

En utilisant les deux résultats précédents, nous pouvons construire un algorithme récursif qui
récupere v a partir des mesures. Il fonctionne pour tous les v sauf sur I'union d’un nombre
fini d’ensembles de mesure nulle. Cette union est donc également de mesure nulle. L’estimation
donnée par cet algorithme récursif est appelée V..

2.3.3 Discussion sur le nombre de probabilités utilisées

L’algorithme récursif de la section précédente s’appelle deux fois pour chaque passage de ng, a
ngp — 1. Cela signifie que pour un ny, donné, il est appelé une fois avec ny, qubits, deux fois avec
ng — 1 qubits, ..., 2nav—1 fois avec un qubit.

Pour un qubit, ’état est récupéré a 'aide de (2.12). Cette équation implique six probabilités,
dont seulement quatre sont nécessaires (nous pourrions obtenir le méme résultat sans utiliser les
quatriéme et sixitme éléments de |A¢(1)v|?).

Pour ng, > 1, avant d’appeler la fonction récursive avec un qubit de moins, nous calculons
02 — 61 en utilisant (2.18). Cela implique 2 x 2" probabilités dont seulement 2 sont strictement
nécessaires pour la premiere estimation 6.

Le nombre minimum de probabilités nécessaires est 4 x 2mav—1 4 22;2’2 2nav—4 = 2d +
2(2n=1 — 1) = 3d — 2. De plus, si 'on tient compte du fait que v a une norme unitaire,
alors, une des probabilités selon I'axe Z (qui sont toutes utilisées) devient redondante, et ce
nombre devient 3(d — 1).

En pratique, toutes les probabilités sont utilisées afin de minimiser 'impact des erreurs
statistiques sur les probabilités. Mais, si nous voulions supprimer des lignes de A; dans (2.11)
et ne conserver que 3(d — 1) d’entre elles, nous pourrions encore effectuer la QST. Cela serait
une mauvaise idée cependant car A; ne serait plus la concaténation de matrices unitaires, ce
qui veut dire que nos mesures ne pourraient plus étre effectuées en parallele. Et, en pratique,
I’estimation finale de I’état serait moins robuste aux erreurs sur les probabilités empiriques ; et
I'implémentation physique ne serait pas plus facile & mettre en place, car 'estimation des 3(d—1)
probabilités & conserver nécessite de toute fagon la réalisation de toutes les 2ny, + 1 mesures a
effectuer.

2.3.4 Comparaison avec la littérature

Résumons les principales caractéristiques de notre deuxieme algorithme QST :

o Il utilise (2ng + 1)d probabilités qui peuvent étre obtenues en faisant la moyenne des
résultats de 2n4, + 1 mesures paralleles non intriquées.

e Les mesures sont injectives en dehors d’un ensemble connu de mesure nulle.
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e L’algorithme qui reconstruit ’état est explicite.

Ces caractéristiques sont treés similaires & celles de Goyeneche et al. [GCET15]. L’avantage de
notre méthode est que les mesures qu’elle utilise sont non intriquées. Son inconvénient est qu’elle
nécessite 2nq,+1 types de mesures ce qui est supérieur a quatre (sauf pour le cas trivial ng, = 1).
C’est le prix a payer pour n’utiliser que des mesures non intriquées. Nous n’avons pas trouvé
d’algorithme simple et explicite qui fonctionne avec moins de types de mesures non intriquées.

L’approche parcimonieuse plus générale de [GLEFT10] nécessite O(rdlog(d)?) probabilités
pour estimer 1’état ou r est le rang de la matrice densité, qui vaut 1 dans le cas d’un état pur. Ces
probabilités pourraient étre obtenues en faisant la moyenne des résultats de O(log(d)?) différentes
mesures non intriquées. Nous faisons mieux ici puisque nous n’utilisons que des moyennes de
2ng+1 = O(log(d)) types de mesures. Nous avons également ’avantage de fournir un algorithme
explicite contrairement a la méthode de [GLEF " 10] qui est trés générale (elle fonctionne pour les
états mélange et tout type de mesure), mais utilise un algorithme d’optimisation et ne fournit
pas de preuve d’injectivité.

2.4 Tomographie d’état par maximisation de la vraisemblance

2.4.1 Idée principale

Les algorithmes des sections 2.2 et 2.3 nous donnent des estimations de I’état v, appelées v, et
Urec Tespectivement. vy, est la solution du probleme de la QST avec une contrainte (rang(U) = 1)
relachée, elle peut étre inexacte méme en I’absence d’erreurs dans les probabilités empiriques.
L’algorithme de la section 2.3.2 qui calcule ;.. est également imparfait. Il s’appuie fortement
sur les mesures selon Z...7, Z..ZX et Z..ZY (utilisées 2"~ fois pour un qubit a la fin de I’arbre
récursif pour calculer tous les modules et la moitié des différences de phases) et n’utilise presque
pas les mesures selon X...X et Y X..X (utilisées une seule fois pour calculer une différence de
phase (62 —61) avec (2.18)). Or tous les types de mesures contiennent autant d’information sur v
(les probabilités théoriques sont dans |Ev|?, et seul E change), un algorithme optimal ne devrait
pas les utiliser d’une telle fagon.

Pour ces raisons, les méthodes d’estimation des sections 2.2 et 2.3 sont complétées ci-apres
par une derniére optimisation afin de les rendre plus précises. A cette fin, nous adoptons une
approche fondée sur le maximum de vraisemblance (“maximum likelihood” ou ML) :

(Z,9) = arg min L(z4) (D) (2.20)

z,y t.q. [|zll2+|yll2<1

ot p est le vecteur qui contient les probabilités empiriques mesurées et L, ) (p) doit étre
compris comme 1'opposé de la log-vraisemblance (ou log-vraisemblance négative) des probabilités
empiriques p si I’état réel est v(x,y), avec x et y définis ci-apres. Dans ’ensemble du document,
chaque fois que nous écrivons “log-vraisemblance négative” (ou L), nous voulons dire “I’opposé
de la log-vraisemblance a une constante additive pres”. Cette constante n’a pas d’importance
puisque la log-vraisemblance négative sera minimisée. Le vecteur v(x,y) par rapport auquel £
sera minimisée est défini comme suit :

V1= ll3 = 1lyli3
x1 +iy1
v(z,y) = ,
ZTd—1 + 1Yd—1
x et y sont des vecteurs de taille d — 1 qui représentent les parties réelles et imaginaires des

derniers éléments de v. La contrainte dans (2.20) est 72 < 1 (avec r = y/||z||3 + ||y||3) et non
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r2 < 1 car 'optimisation est plus facile sur un ensemble ouvert. Nous atténuons 'effet de cette
contrainte inexacte en permutant la premiére composante de v et la composante de v ayant le
module le plus élevé au point initial de optimisation. Ainsi, nous nous assurons que 2 ne sera
pas proche de 1, sauf si le point initial est totalement aberrant. Les probabilités empiriques et les
colonnes de A sont permutées de la méme maniere. Ces changements sont limités a l'algorithme
d’optimisation.

Puisque I’ensemble d’optimisation est ouvert, nous pouvons changer les variables afin de

supprimer complétemen‘c la contrainte :

’ tan(5r) 7atan(7”) tan(gr) 2 atan(r')

# = —Frwa = s/ doncy' = —2—y,y = Ty (avecr’ = y/[['|[3 + ||y'|[3

Le nouveau probléme d’optimisation sur ' et y’ n’a pas de contrainte, car lorsque r’ couvre
tout l'espace, r reste strictement inférieur a un. L’équation (2.20) est donc remplacée par :

(x',y') = arg mlnﬁ(ml,y/)(ﬁ). (2.21)
zy’

Pour résoudre (2.21), nous utilisons & nouveau ’algorithme BFGS [Bro70] ou les expressions
analytiques des gradients sont fournies. L’algorithme s’arréte lorsque la norme du pas d’optimi-
sation est inférieure & 1073°. Comme dans la plupart des méthodes d’optimisation non convexe,
nous avons besoin d'un bon point d’initialisation, nous utilisons soit ¥p. soit U,e.. Le point le
plus vraisemblable pour v est v, = 'v(c/c\’, ;1;’ ), avec les c/c\’, ;1;’ défini dans (2.21).

Il ne reste plus qu’a définir I’expression de la log-vraisemblance négative £ par rapport a v.
Dans les deux sous-sections suivantes, nous donnerons deux expressions pour la log-vraisemblance

normalisée Efgfl;t,)(A) ot £?zuzs)(A)

2.4.2 Vraisemblance exacte

La formule de la vraisemblance d’une mesure quantique est donnée dans [HRFJ04] (pour un
état mixte représenté par un opérateur densité p que nous devons remplacer ici par vv*). Elle

se résume a :
Nprob

L () = — Y nilog((|Av (@', y")[)k). (2.22)
k=1
(JAv(x’,y")[?), est le k-éme élément de [Av(x’,y)|?, A est soit A, soit Ay, ny est le nombre de
réalisations du k-éme résultat possible, c.a.d du k-éme élément de p (soit ps, soit p¢) multiplié
par le nombre (n.) de répétitions de chaque type de mesure sur I’état mesuré, et n,.qp est le
nombre de probabilités mesurées, c’est aussi le nombre de lignes de A.
Pour parvenir a ce résultat, il faut considérer les nombres de mesures comme les réalisations
d’une variable aléatoire multinomiale. Il ne s’agit pas d’une approximation, c’est pourquoi nous
appelons cette vraisemblance "exacte”.

2.4.3 Régularisation gaussienne

Dans cette sous-section, nous utilisons le théoréme de la limite centrale (TLC) pour approximer
les probabilités empiriques comme la réalisation d’une distribution normale multivariée. Cette
méthode est appropriée, car le vecteur p dont nous voulons calculer la vraisemblance est la
moyenne des réalisations indépendantes de la méme variable aléatoire (c’est le cas d’application
du TLC). L’espérance de p est le vecteur de probabilités théoriques p(«’, y’) qui dépend de 1’état.
Définissons €(p, ', y') = p—p(z’,y') et e(p, 2, y’') est e(p, ', y’) avec le dernier élément enlevé
(aucune information n’est perdue puisque la somme des éléments de g(p, x’,y’) est égale a 0).
Dans ’Annexe A.2.1, nous montrons que si n. est le nombre de fois que les mesures ont été
moyennées, alors \/n.g(p,x’,y’) suit asymptotiquement (n. — +o00) une distribution normale
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multivariée & moyenne nulle. Sa matrice de covariance X est calculée dans ’Annexe A.2.1. X

dépend des probabilités théoriques, nous voulons supprimer cette dépendance. Nous remplacons
-~ 5

nc

1+%
comme une approximation de p, cette régularisation a deux avantages (i) elle rend le critére
plus “lisse" et facile (moins d’itérations et meilleure probabilité de trouver le minimum global) a
minimiser (ii) elle modélise bien des erreurs de décohérence (qui font que les états mesurés sont
des états mélanges, voir section 2.5.5) ou de “bit-flip readout” & la mesure (qui font qu’on a une
probabilité pj;;, de mesurer le mauvais bit sur chaque bit, cette erreur rend possible de mesurer
des résultats qui sont censés avoir une probabilité nulle de se produire) qui ne sont pas prises
en compte dans le modele de I’état et des mesures.

Avec ce modele gaussien régularisé, nous obtenons 'approximation suivante pour la log-

vraisemblance négative :

donc X par > qui est une approximation de la matrice de covariance qui utilise p =

Ll (B) = nee®@ ', y) S e ', y). (2.23)

L’Annexe A.2.1 montre également que cette équation peut se réduire a :

Npro ~
[9auss (1/5) —n iy €k (pv wla y/)2 (2 24)
! =N g - = . .

ol Nyprep est le nombre de probabilités mesurées (qui correspond au nombre de ligne de A) et
ep(p, x’,y') est le k-éme élément de £(p, 2, y').

Cette log-vraisemblance est le résultat de deux approximations qui ne sont vraies que lorsque
n. — 400 : (i) nous avons approximé g(p,«’,y’) comme la réalisation d’un vecteur aléatoire
gaussien et (ii) nous avons utilisé une approximation pour ¥. En pratique, 'approximation
résultante est plus lisse et plus facile & minimiser que Ef;?;t,)(f)) si le point d’initialisation
n’est pas suffisamment bon (comme nous le montrerons dans la section 2.5.3). Cependant, avec
une bonne initialisation, I’état qui minimise ﬁf;ffl;t,)(ﬁ) devrait (si 'erreur est effectivement
multinomiale) étre plus proche de Iétat réel que celui qui minimise £

plus la différence est marquée. Ce sera montré dans la section 2.5.2.

(p). Plus n. est petit,

gauss
(z',y")

2.4.4 Algorithme mixte

. . 3 . auss /A . N o . . . o .
Comme indiqué ci-dessus, E?w, ) est censé étre plus facile & minimiser, mais le minimum de
I
£f£,“?cf,) est censé étre une meilleure estimation. Une bonne fagon de combiner les deux avantages
)

gauss ot de le terminer en mini-

(='y')
misant ,C?;Df’;t,) . En pratique, nous exécutons a nouveau l'algorithme BFGS [Bro70] sur E?gf‘;f)
pendant 100 itérations a partir du point d’initialisation des sections 2.2 ou 2.3, ce qui donne

v; . Ensuite, nous exécutons 'algorithme BFGS sur Eexfmt, en commengant par v; et ne
inter ) (z',y") inter
k)

est de commencer le processus d’optimisation en minimisant £

nous arrétons que lorsqu’un minimum local (que 1’on espeére étre global) a été trouvé.

2.5 Test des algorithmes de QST en simulations

Nous avons choisi de tester nos algorithmes de QST indépendamment dans un premier temps
pour vérifier qu’ils sont intéressants en tant que tels. L’autre objectif des tests de la présente
section est de faire des choix (informés par des simulations) qui n’ont pas été faits dans les
parties précédentes. Ces choix sont : (i) la configuration favorite entre celle de la section 2.2 et
celle de la section 2.3 (ny =4 et ny = 2ng + 1) (ii) le nombre d’itération de PhaseCut (iii) lequel
des trois types d’algorithmes de vraisemblance on privilégie.
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Tous nos tests sont d’abord réalisés sur ng, = 7 qubits, et comme nous I'avons expliqué dans
la section 1.1.7 c’est déja beaucoup; il existe des systemes avec plus de qubits, mais ils sont
incapables de réaliser des états purs qui intriquent plus de 5-6 qubits. Nous ne testons pas nos
algorithmes avec moins de 7 qubits dans un premier temps car nous voulons nous placer dans
la pire des configuration pour choisir le nombre d’itérations de phaseCut et étudier les écarts
entre les algorithmes de maximum de vraisemblance.

Afin de comparer de facon équitable les configurations avec n; = 4 et ny = 2ng, + 1 types de
mesures, nous gardons le nombre total de mesures n.n; soit le méme sur les deux configurations.

2.5.1 Performances des deux algorithmes d’initialisation

Les sections 2.2 et 2.3 décrivent en détail deux méthodes de QST qui sont utilisées pour I'initia-
lisation des algorithmes ML. La présente section vise a estimer la précision de ces méthodes et
a les comparer dans la mesure du possible. L’algorithme récursif de la section 2.3 ne fonctionne
que pour un ensemble spécifique de types de mesures, mais il est explicite et ne nécessite pas
un nombre indéfini d’itérations pour converger, contrairement & PhaseCut défini dans la section
2.2. Nous n’avons présenté PhaseCut que pour la configuration avec les quatre types de mesures
différents décrits dans la section 2.2.1, mais elle peut étre appliquée a tous les types de mesures.
En particulier, nous pourrions 'appliquer a la configuration avec 2ng, + 1 types de mesures de
la section 2.3.1.

Dans la présente section, nous testons PhaseCut et 1'algorithme récursif sur 50 états purs
a 7 qubits générés aléatoirement. Chaque partie réelle et imaginaire de chaque composante du
vecteur d’état est fixée a un nombre réel pseudo-aléatoire suivant une loi gaussienne, puis, le
vecteur est normalisé. Les deux ensembles de types de mesures des sections 2.2.1 et 2.3.1 sont
pris en compte. Ils contiennent respectivement 4 et 2 x 741 = 15 types de mesures. Nous testons
ces algorithmes avec deux nombres de mesures total (produit de n., nombre de copie de ’état
préparées pour chaque type de mesure et de ny, le nombre de type de mesures) n.n; : 5000 et
500000. Ainsi, chacun des 4 types de mesures de la configuration de la section 2.2.1 est effectué
n. = 1250 ou n, = 125000 fois et chacun des 15 types de mesures de la configuration de la
section 2.2.1 est effectué n. = 333 ou n. = 33333 fois. Les deux algorithmes sont testés sur un
ensemble de 50 états pur aléatoires.

La métrique utilisée pour quantifier la proximité entre ¥ et le vecteur réel v a un facteur de
phase pres est

1 .
s = \ﬁuv —v.e %[, (2.25)
avec ¢ Pangle qui minimise notre métrique : e® = lz:%. Nous appelons s cette erreur dans

le reste du document. us est maximal pour les états orthogonaux (il vaut alors 1), et minimal
pour les états qui sont les mémes a une phase globale pres (il vaut alors 0). Une mesure plus
largement utilisée dans la littérature est la fidélité (voir la section 9.2.2 dans [NC00]) f = |[v*v|.
On peut montrer que f = (1 — p2), voir Annexe A.4. Nous n’utilisons pas la fidélité, car les
petites erreurs sont trop proches de 1 et difficilement discernables. Nous pensons également que
notre métrique est plus intuitive : us = 0,10 peut étre compris comme une erreur de 10% alors
que la signification de f = 0,99 n’est pas aussi claire.

La figure 2.4 représente I'erreur de v,. obtenue en utilisant PhaseCut avec 100 a 100000
itérations pour les deux configurations (4 et 15 types de mesures). Avec 15 types de mesures,
lalgorithme récursif peut étre mis en ceuvre (ce n’est pas le cas avec 4 mesures). Nous affichons
les plus grandes et les plus petites erreurs de v,.. obtenues avec ’algorithme récursif avec des
lignes horizontales rouges pour les plus grosses erreurs (en haut) et vertes pour les plus petites
(en bas). L’algorithme récursif est (par sa nature) exécuté avec un nombre fixe d’étapes, c’est
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pourquoi nous représentons ses erreurs sous forme de lignes horizontales et non de courbes en
fonction du nombre d’itérations.

Le but de cette simulation est de voir combien d’itérations de PhaseCut sont nécessaires
pour obtenir une bonne estimation de I’état et de comparer les performances de 'algorithme
récursif avec celles de PhaseCut, plus polyvalent.

ny =4, n.ng = 5e3

0.75 0.75
— —
=] =)
£ 057 £ 05
3 3

0.251 0.25

‘ ‘ 0 ‘ ‘
10? 10° 10* 10° 10° 10° 10* 10°
nombre d’itérations nombre d’itérations

ny = 15, n.ny = 5ed ny = 15, n.ny = 5ed

0.75 1 0.751
— —
=] =]
€ o057 5 05)
5] 8
0.251 0251
0 : : 0 : :
10? 10° 10* 10° 10° 10° 10* 10°
nombre d’itérations nombre d’itérations

FIGURE 2.4 : Erreurs de QST (définies par (2.25)) des algorithmes d’initialisation, avec n, = 4
et ny = 15 type de mesure, et un nombre total de mesure n.n; de 5000 et 500 000. Les lignes
horizontales en gras rouges (en haut) et vertes (en bas) représentent les pires et les meilleures
erreurs pour l'algorithme récursif (disponible uniquement avec 15 types de mesures) sur les 50
états purs générés aléatoirement. Les autres courbes représentent 1’évolution de l’erreur sur les
estimations des 50 états avec PhaseCut en fonction du nombre d’itérations.

Avec suffisamment d’itérations (~ 10* pour neny = 5000 et ~ 10° pour nen; = 500000)
PhaseCut est plus précis que l'algorithme récursif dans les configurations pour lesquelles ils
peuvent tous deux étre mis en ceuvre, mais, comme nous allons le montrer, il est beaucoup plus
lent. Chaque itération de PhaseCut est cofiteuse, car nous travaillons sur une matrice de carrée
qui a autant de lignes que A, c.a.d dny = 512 pour ny = 4 ou dny = 1920 pour ny = 2ngh+1 = 15
(ngy = 7 donc d = 128 dans les deux cas). Avec le logiciel Matlab, sur un processeur a 4 coeurs
de 2,11 GHz avec une RAM de 32 Go, chaque itération de PhaseCut prend environ 4 ms pour la
configuration avec ny = 4 types de mesures et environ 45 ms pour la configuration avec n; = 15
types de mesures. Dans cette méme configuration a 15 types de mesures, 'algorithme récursif
prend 200 ms au total. C’est beaucoup plus rapide que PhaseCut, qui s’exécute en quelques
minutes, car il nécessite des milliers d’itérations.

2.5.2 Précisions des algorithmes de maximisation de la vraisemblance

Dans la section 2.4, nous avons défini deux estimateurs de vraisemblance, basés sur la maximi-

sation de la vraisemblance. Le premier minimise la véritable log-vraisemblance négative Cfﬁfwt,)
I
et 'autre minimise une version de la log-vraisemblance négative censée étre plus lisse, a savoir
gauss gauss . . . sy ;.
E(m, ) - Nous savons que E(m, ) est une approximation de la vraisemblance qui n’est précise
b b
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que si le nombre de mesures par type de mesure est suffisamment élevé. Par conséquent, nous

nous attendons & ce que le minimum global de £?;?;f) soit un moins bon estimateur que le

minimum global de E‘E;f?ct/) pour un nombre limité de mesures. Afin de vérifier si cela est vrai
b

et de quantifier la différence, nous calculons les erreurs des deux estimateurs lorsqu’ils sont ini-
tialisés au vrai v, on considére que la valeur de I'optimisation qui en résulte est le maximum
global de vraisemblance (le maximum de vraisemblance devrait étre proche du vrai v tant que
Perreur n’est pas trop grande). Ce faisant, nous ignorons 'erreur sur le point d’initialisation
(& laquelle I'estimation gaussienne régularisée est censée étre plus robuste que 'estimation par
minimisation de la vraisemblance exacte). Nous calculons également 'erreur pour 'algorithme

mixte qui commence par minimiser Ef’z}i;f) puis minimise Ef;‘?’;,). Ces trois types d’erreurs sont
I

calculés avec 1000 états initiaux généréé aléatoirement pour les quatre configurations décrites
dans la section 2.5.1 avec ny = 4 ou n; = 15 types de mesures et n.n; = 5000 ou n.ny; = 500000.
Pour chacune des quatre configurations, la fonction de répartition empirique (fdr empirique) est

déduite des 1 000 erreurs associées aux états initiaux; ces fdr sont illustrées a la figure 2.5.

ny = 4, n.ny = bed ny = 4, n.ng = H5ed

0.9} < e 0.9+t —__ fevad |
0.75 0.75r / — — [gauss |
o mixte
< 05 0.5¢ 1
0257 0.25
0.1 0.1+ y4
0.1 0.15 0.2 0.25 0.01 0.015 0.02 0.025
erreur erreur
ny = 15, n.ny = 5ed ny = 15, n.ny = Hed
0.9¢ : 0.9F P
0.7571 0.751 ;"
£ 05 05¢ /
I
0.257 0.251
0.1F ‘ ‘ 0.1rF ‘ ‘
0.1 0.15 0.2 0.25 0.01 0.015 0.02 0.025
erreur erreur

FIGURE 2.5 : fdr des erreurs des trois algorithmes de maximisation de la vraisemblance initialisés
sans erreur. Les quatre configurations des quatre sous-plots sont les mémes que celles de la figure
2.4.

Comme prévu, l'erreur est plus importante avec ’estimation gaussienne de la vraisemblance,
et la différence diminue lorsque le nombre de mesures par type de mesure augmente.

Les performances de ’algorithme de minimisation mixte est tres proche de celle de l'esti-
mateur qui minimise Ef;?'ff,) . Il peut cependant y avoir de petites différences. Il s’avére qu’ils
convergent parfois vers des minima proches, mais différents. Cela est di au fait que la petite er-
reur commise par les 100 premiéres itérations de I’algorithme mixte (au cours desquelles E?;ff;f)
est minimisé) peut étre suffisante pour affecter le résultat final.

Les différences entre les trois estimateurs ne sont remarquables que pour n.n; = 5000 avec

15 et 4 mesures différentes (donc n. = 333 ou n. = 1250 mesures par type de mesure).

2.5.3 Robustesse des algorithmes de maximisation de la vraisemblance

Dans la présente section, nous cherchons quelles précisions sur 1’état initial sont nécessaires
pour s’assurer que les différents algorithmes d’optimisation de la vraisemblance convergent vers
une solution raisonnable. C’est ce que nous appelons la “robustesse”. Nous comparons les taux

- 55 -



2.5. Test des algorithmes de QST en simulations

de divergence (notés § et définis ci-dessous) des algorithmes qui minimisent £6%2¢ et £79%7

(z'y') ('y)
ainsi que de lalgorithme mixte. 1000 états v a estimer sont générés aléatoirement (avec la

méme méthode que celle utilisée pour générer les 50 états de la section 2.5.1). On définit aussi
1000 états initiaux (un par état & estimer) avec une erreur d’initialisation s (erreur entre un
état a estimer et I’état initial associé). ps varie linéairement de 0 & 1 (le premier état initial
est le méme que 'état a estimer associé (us = 0), le dernier est orthogonal (us = 1)). On
appelle {ui}i€{17.._’1000} les 1000 valeurs de cette erreur initiale sur les états v et on définit

{b?lgo,i < 1000, algo € {ezxact, Gauss,mixed}} ou b?lgo vaut —1 si I'algorithme algo converge
vers le méme minimum avec I'erreur d’initialisation de u’ et sans erreur et +1 s’il converge vers
un autre minimum. On dit que ces deux minima sont les mémes si lerreur ps entre eux est
inférieure a 0,01.

Pour chacun des trois algorithmes, nous définissons ensuite le taux de divergence dg140(1ts)
associé a une erreur pg donnée. Il prend en compte tous les b?lgo mais donne plus de poids a
ceux dont l'indice ¢ est tel quel u; est proche de s :

usﬂti)Q

[ —
|, Sl (

$1000 o (E52)°

Satgo(ps) = %( ). (2.26)

En d’autres termes, si la majorité des p; au voisinage de us sont associés a b?lgo égal a
—1 (c’est-a-dire que l'algorithme converge vers le bon minimum avec des erreurs d’initialisation
autour de fi,), alors d440(fts) sera proche de 0. Si les b; valent 1 (c’est-a-dire que ’algorithme ne
converge pas vers le minimum approprié), alors, dq140(fts) sera proche de 1. Le parametre o de
(2.26) quantifie a quelle distance de pg on “sort du voisinage a étudier”. Pour les résultats que
nous recherchons, nous avons choisi &« = 0,1. La figure 2.6 montre les taux de divergence des
trois algorithmes dans les quatre configurations décrites dans la section 2.5.1 avec 4 ou 15 types
de mesures et 5000 ou 500 000 mesures au total.

ny =4, n.ng = 5ed ny =4, n.ny = 5eb
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ratio de divergence
-
o
N
\
ratio de divergence
-
o
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0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
erreur d’initialisation erreur d’initialisation

ny = 15, n.n; = 5ed ny = 15, n.ny = 5ed

10°

T
£eza0t

— — [yauss

107 ¢ :
mixte

102 ¢

109 ¢

ratio de divergence
ratio de divergence

1

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
erreur d’initialisation erreur d’initialisation

1074

FiGURE 2.6 : Convergence des différents algorithmes de maximum de vraisemblance avec dif-
férentes erreurs d’initialisation. Les quatre configurations des quatre sous-plots sont les mémes
que celles de la figure 2.4.
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Les deux graphiques de droite ne présentent qu’un intérét limité pour nous, car le taux de
divergence est toujours tres faible (< 1072) pour les erreurs inférieures & 0,5. Or pour nen; =
5 x 10° (ce qui est le cas pour les deux graphiques de droite), d’apres la figure 2.4, I’algorithme
récursif donne toujours une estimation qui correspond a une erreur trés inférieure a 0,5 et
PhaseCut le fait également assez rapidement (apres plus de 5000 itérations). Pour ces erreurs
(dans les deux graphiques de gauche), le meilleur algorithme semble étre la minimisation de
E?fo;‘f). Ce n’est pas surprenant, la robustesse & ’erreur d’initialisation est la raison pour laquelle
nous avons introduit E?;ff;f).
mais il constitue certainement une amélioration par rapport a l’algorithme qui minimise £f§fﬁf,),
qui présente les pires performances pour les erreurs d’initialisation pertinentes. Il convient de
noter que le nom donné a ¢ “taux de divergence” est un peu sévere, I’algorithme de maximisation
de vraisemblance ne diverge jamais en pratique, et il peut converger vers un minimum local qui
est techniquement faux, mais assez proche du vrai minimum. § n’est cependant pas inutile, et
la figure 2.6 nous montre que, méme avec ce critere sévere, ’algorithme mixte ou l'algorithme
qui minimise ﬁi’gffs‘f) converge vers le vrai minimum si I'erreur d’initialisation est inférieure a
0,5 . D’apres la figure 2.4, 5000 itérations de PhaseCut et de l'algorithme récursif produisent
généralement une erreur inférieure a 0,5. Par conséquent, nous choisissons d’utiliser I’algorithme
récursif lorsque cela est possible, c’est-a-dire avec la configuration de la section 2.3 avec 15 types
de mesures pour 7 qubits (parce qu’il est plus rapide que PhaseCut) et lorsque PhaseCut doit
étre utilisé (donc avec 4 types de mesures), nous n’effectuons que 5 000 itérations. Nous pourrions
laisser PhaseCut fonctionner plus longtemps, mais notre implémentation de I’algorithme ML est
plus rapide.

L’algorithme mixte n’atteint pas tout a fait la méme robustesse,

2.5.4 Combinaison des algorithmes d’initialisation avec les algorithmes de
maximum de vraisemblance sur 7 qubits

Cette section vise a tester les algorithmes des sections 2.2 et 2.3, affinés avec les trois algorithmes
de la section 3.3.1 sur ng, = 7 qubits, avec les quatre configurations décrites dans la section 2.5.1.
Pour chaque configuration et pour chaque version de I'algorithme ML, quatre estimations de v
sont calculées :

« L’estimation initiale, donc v, pour la configuration avec 4 types de mesures ou ¥,q. pour
la configuration avec 15 types de mesures. Elle ne dépend pas du choix de l'algorithme
ML.

o U, le résultat de optimisation de la vraisemblance (minimisant Ef;jf‘;t,) ou ﬁ?;ff;f) ou les

deux successivement) initialisée a l’estimation initiale.

e Uy, le résultat de I'optimisation de la vraisemblance initialisée a la vraie valeur de v
(non disponible dans la pratique, il devrait s’agir du maximum global de vraisemblance :
Si Uy = Vyey alors estimation initiale était suffisamment bonne). Nous appelons v,y la
référence, qui a déja été définie (mais pas nommée) dans la section 2.5.2 et représentée a
la figure 2.5.

e Et D,,q qui est le résultat de 'optimisation de la vraisemblance initialisée & un vecteur
normalisé généré aléatoirement (si ¥,,q n’est pas pire que U, alors I'estimation initiale
n’était pas nécessaire et on ne peut utiliser que I’algorithme du maximum de vraisemblance
initialisé de maniere aléatoire).

Pour chaque configuration, 1000 états v a estimer sont générés aléatoirement (avec la méme
méthode que celle utilisée pour générer les 50 états initiaux de la section 2.5.1). Nous calculons les
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FicUure 2.7 : fdr empirique de l'erreur de QST. Dans les quatre graphes de la ligne du haut,
Ef;,‘f‘;t,) est minimisé. Pour la ligne du milieu, il s’agit de E?;ff;‘f). La derniéere ligne correspond a
l’algorithme mixte. La courbe continue bleue (la courbe la plus & droite dans tous les graphiques)
est la fdr de lerreur de lalgorithme d’initialisation (PhaseCut pour 4 types de mesures et 1’algo-
rithme récursif pour 15 types de mesures), elle ne dépend pas de 'algorithme de maximisation
de la vraisemblance et est la méme sur chaque ligne. Les légendes des deuxieéme et quatrieme
colonnes ne sont pas affichées afin de garder les courbes visibles, elles seraient les mémes que les

légendes des premiére et troisiéme colonnes respectivement.

estimations de chaque v avec les différents algorithmes et affichons la fdr empirique des erreurs
dans la figure 2.7 (chaque rangée de graphiques correspond & un algorithme ML différent).

Les performances des trois algorithmes de ML sont assez similaires (si 'on exclut l'initiali-
sation aléatoire), mais certaines différences peuvent étre notées :

e L’algorithme qui minimise Ef;?.ff,) est supposé étre moins robuste a ’erreur d’initialisation

que les autres. Cela n’est apparent que pour la configuration avec types de 4 mesures et

neng = 5000. Uy, n'est pas aussi précis que V.

L’algorithme qui minimise E?;Vgsl‘f) n’a pas ce probleme, U, et V,es sont toujours indis-

cernables. Cependant, la version de ¥,¢s calculée en minimisant £?;f‘;‘f) n’est pas aussi

précise que la version qui minimise Ef;,azt,). On peut le constater en comparant les deux
)

premieres lignes de la figure 2.7, mais c’est plus visible sur la figure 2.5 qui représente les

performances des trois références dans un seul graphique.

L’algorithme mixte semble combiner les avantages de ceux basés sur E?;}LZ‘?) et E?:?zf,).

U,y est presque égal & v, ret Uyop est presque aussi bon avec cet algorithme mixte qu’avec
L"(fgf";t,) (voir la figure 2.5 pour une comparaison plus claire des deux valeurs de V).

Les performances de 0,4 (les estimateurs du maximum de vraisemblance initialisés & un
point aléatoire) sont intéressantes. Avec la configuration a 4 types de mesures, elles sont toujours
bien moins bonnes que v,,;. Mais, avec 15 types de mesures, elles sont (presque) aussi bonnes
que les estimateurs du maximum de vraisemblance initialisés & U, (sauf pour la minimisation
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de E?sz;;)). Cela peut nous amener a nous interroger sur la pertinence de ’algorithme récursif
défini dans la section 2.3. Il semblerait que la structure de la matrice de mesure A; est telle que
I’algorithme de descente de gradient converge naturellement vers le minimum global a partir de
n’importe quel point initial. Cependant, I'algorithme récursif reste utile, car il est tres rapide et
accélere la maximisation de la vraisemblance (voir tableau 2).

Nous pouvons également comparer les performances des deux algorithmes d’initialisation
Vpe OU Uy (courbe bleue continue) avec ¥, (courbe rouge en pointillés). L’erreur sur ¥, est
au moins 3 fois plus petite (ou encore plus petite pour v,. et n.n; = 500000) que celle des
algorithmes d’initialisation. Cela montre que la maximisation de la vraisemblance est tres utile
pour réduire I'erreur. Comparer la précision de l'algorithme d’initialisation avec U,.,q n’est pas
judicieux, car Vp. et U, peuvent étre améliorés avec I'algorithme ML alors que ¥,,q ne peut
pas l'étre, car il s’agit d’un minimum local de la vraisemblance. En outre, avec n.n; = 5000,
Upe €t Upee ont une précision similaire (respectivement pour 4 et 15 types de mesures). Et, avec
neng = 500000, Ve est une bien meilleure estimation que vy, car 'algorithme PhaseCut est
limité a 5000 itérations (lui permettre suffisamment d’itérations pour converger correctement
serait beaucoup plus lent et moins précis que la maximisation de la vraisemblance).

Apres Poptimisation de la vraisemblance, les performances de v, avec 15 et 4 types de
mesures sont comparables (la configuration a 15 mesures est légérement meilleure). En outre,
Ierreur finale est environ 10 fois moins importante lorsque le nombre de mesures est multiplié
par 100. Cela signifie que pour plus de 5000 mesures, on peut sans doute extrapoler 'erreur (et
donc sa fdr), puisque l'erreur est proportionnelle a n.n, 12

Le fait qu’il existe un ensemble de mesure nulle sur lequel la récupération de phase est
impossible avec I'algorithme récursif utilisé pour calculer ;.. (voir section 2.3) s’avére ne pas étre
un probléme. Nous aurions pu nous attendre & voir des valeurs aberrantes dans I'erreur de ¥,
et les v,,,; calculées & partir de cette erreur si les v générés aléatoirement étaient suffisamment
proches de I'ensemble en question. Ce n’est pas le cas : chacun des 1000 états initiaux a été
récupéré avec succes avec une erreur raisonnable. Il en va de méme lors de l'utilisation de
PhaseCut avec la configuration a 4 types de mesures. Méme si nous n’avons pas pu prouver
Iinjectivité, la QST fonctionne bien dans la pratique et il n’y a pas de valeurs aberrantes dans
lerreur si les algorithmes appropriés sont utilisés.

Les tableaux 2.5.4 et 2.5.4 indiquent le temps d’exécution médian de tous les algorithmes
sur un coeur Intel Xeon Gold 6226R 2,9 GHz. Tous les scripts ont été exécutés sur un seul
“thread” de Matlab. Il n’y a pas de différences significatives entre les trois algorithmes ML
lorsqu’ils ne sont pas initialisés au hasard. L’initialisation aléatoire n’est jamais pertinente, car
(i) pour la configuration a 4 types de mesures, elle est relativement rapide (car elle nous épargne
I'étape d’initialisation avec PhaseCut) mais la perte de précision est catastrophique (courbes en
pointillés oranges sur les graphes de gauche de la figure 2.7); et (ii) pour la configuration a 15
types de mesures, elle est toujours plus lente (parfois beaucoup plus lente) que la maximisation
de la vraisemblance avec une initialisation correcte.

En conclusion, si la seule erreur sur les mesures est I’“erreur multinomiale” (erreur due au
nombre fini de mesures), nous recommandons d’utiliser I’algorithme mixte pour la vraisemblance,
car il s’agit d’un bon compromis entre la minimisation de E*‘(]fo?‘jf) et la minimisation de E(ei?’zt,).
Le choix entre 4 et 2ng, + 1 types de mesures est moins évident. La premiere est évidemment
plus simple pour l'opérateur et 'optimisation de la vraisemblance est plus rapide (voir tableau
1 et tableau 2), mais :

o Elle donne un résultat légerement moins précis. L’erreur médiane avec 'algorithme mixte
et neng = 5000 est de 0,22 contre 0,19 avec 15 types de mesures.

e Nous n’avons pas d’algorithme explicite permettant de récupérer I’état a partir des mesures
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en un nombre connu d’itérations. Nous devons utiliser sur PhaseCut qui n’est pas précis.
PhaseCut est également plus lent que I’algorithme récursif, mais le temps gagné pendant
Palgorithme ML mixte compense largement la lenteur de PhaseCut (voir les tableaux 1 et
2).

o Nous avons expliqué (dans la section 2.2.2) pourquoi nous pensons que les mesures sont
injectives, et dans la pratique, les 1000 états testés ont été récupérés, mais nous n’avons
pas pu prouver l'injectivité.

neng = 5000 ne.ng = 500000

algorithme récursif 0,17 s 0,17 s
minim. de Cfﬁf’jf,) init. & Uyee 44.4 s 109 s
minim. de £‘(3£fwyt,) init. aléatoire 272 s 94.4 s
minim. de E?;ff;‘f) init. & Upece 38.8 s 16.7 s
minim. de ,C?;ff;‘f) init. aléatoire 84.9 s 126.7 s
algo. mixte init. & Vpec 47.8 s 26.1 s
algo. mixte, init. aléatoire 62 s 384 s

TABLE 2.1 : Temps moyen d’exécution pour les configurations avec 15 types de mesures.

neng = 9000 neny = 500000

PhaseCut 16.9 s 174 s

minim. de Ef;"?,‘;t/) init. & U, 114 s 8.3 s
minim. de ,Cf;jf";,) init. aléatoire 22 s 24.7 s
minim. de Ef’z}i‘f) init. & U, 81s 528
minim. de E?;,%Zf) init. aléatoire 16.6 s 21.3 s
algo. mixte init. a v, 6.8 s 4.7s
algo. mixte init. aléatoire 10.6 s 12.8 s

TABLE 2.2 : Temps moyen d’exécution pour les configurations avec 4 types de mesures.

2.5.5 Etats mélange

Dans la présente section, nous testons nos algorithmes sur des états mélange. Tous nos algo-
rithmes sont congus pour des états purs et renvoient des estimations d’états purs. Nous ne
changerons pas cela mais nous utiliserons des états mélange qui sont proches d’un état pur pour
générer les mesures. Nous pouvons ainsi tester les performances de nos algorithmes si 1’état
considéré n’est pas tout a fait pur. Les états générés sont de rang 5 (arbitraire), la matrice
densité qui représente 1’état mixte est la suivante

4
P = Povovy + Y DrUKVS (2.27)
k=1
ou pg est la valeur propre la plus élevée de p. Plus pg est élevée, plus I'état considéré est proche
de la pureté. vy est I’état associé, et vq, ..., v4 sont choisis de telle sorte que vy, ..., v4 soient
tous orthogonaux les uns par rapport aux autres. Si nous voulions approximer p avec un état
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pur, vg serait la meilleure approximation (au sens de la fidélité de la littérature 1.1.9). Nous

jugerons les performances de nos estimateurs en fonction de leur proximité avec vg. L’erreur vaut

s = ||vg — B.e7%||3 avec ¢ qui minimise la métrique, comme avec (2.25). Avec cette définition,

le lien entre s et la fidélité f établi dans la section 2.5.1 ne s’applique plus (f # 1 — u2).
Nous effectuons des simulations avec dix valeurs différentes de py :

2 k
{1 —0.325 x (3) } (2.28)
ke{0,...,.9}

(les valeurs numériques sont fournies en légende sur la figure 2.8). Ces valeurs sont choisies pour
voir dans quelle mesure l'erreur varie linéairement en fonction de 1 — pg. La figure 2.8 affiche
les fdr de ’erreur avec une échelle logarithmique pour ’axe des abscisses, et si la fdr est décalée
d’un intervalle constant (en échelle logarithmique) lorsque 1 — pg est multiplié par % dans (2.28),
alors on peut dire que la relation entre I'erreur et 1 — pg est linéaire.

Pour chaque valeur de pg, 100 vecteurs vy, ..., v4 sont générés aléatoirement en appliquant la
transformation de Gram-Schmidt & cing vecteurs complexes aléatoires (les parties réelle et ima-
ginaire de chaque composante sont tirées suivant des lois gaussiennes indépendantes a variance
unitaire et centrées) de dimension d. Les valeurs de p1, ..., ps sont choisies au hasard (distribu-
tion uniforme entre 0 et 1), puis normalisées de maniére a ce que p ait une trace unitaire. Nous
continuons & simuler un nombre fini de mesures, qui créent une erreur (I’erreur multinomiale),
mais nous choisissons la valeur la plus élevée de n.ns, n.n; = 500000. Nous n’utilisons dans un
premier temps que ’algorithme mixte. La figure 2.8 présente la fonction de répartition empirique
de Derreur pour les deux configurations avec les dix valeurs différentes de py.

15 types de mesures 4 types de mesures
0.9 0.9
—po = 0.9902
0.75 — 09854 1 0.75 ¢
——0.9781
——0.9671
£ 05" 09506 |1 € 05"
0.9259
0.8889
0.25 0.8333 0.25
0.75
0.1+ ——0.625 1 0.1+
1072 107" 10° 1072 107" 10°
erreur erreur

FIGURE 2.8 : fdr empirique de l'erreur de vy7, calculée avec I’algorithme mixte. Les courbes
avec le pg le plus proche de 1 (qui correspond a état mesuré plus proche d’un état pur) sont a
gauche, celles avec le plus petit pg sont a droite.

L’approche basée sur notre méthode originale présentée dans la section 2.3, qui utilise 15
types de mesures, est beaucoup plus résistante aux états mélange que l'approche basée sur
l’algorithme PhaseCut proposé dans la littérature (voir section IIT), qui utilise quatre types de
mesures : pour pg = 0.9506 par exemple, la médiane de 'erreur est de 0,042 avec 15 types de
mesures et de 0,072 avec quatre types de mesures.

L’erreur semble varier assez linéairement en fonction de 1 — pg sauf pour pg proche de 1 car,
pour ces valeurs, I’erreur "normale” due au nombre fini de mesures devient plus importante. Nous
observons également une non-linéarité pour la configuration 4 types de mesures : elle commence
par la courbe verte (pg = 0.8889) qui a une queue légerement plus lourde que I'autre fdr (associée
a des valeurs plus petites de pp). Elle devient plus évidente avec la courbe jaune (pg = 0.8333).
Les courbes orange et rouge (les deux courbes les plus a droite) ont des formes et des pentes
différentes de celles des courbes de gauche. Nous n’observons aucune de ces non-linéarités avec
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la configuration de type 15 mesures, mais nous les verrions avec des pg plus petits (car lerreur
est bornée (< 1)).

On peut aussi comparer I’algorithme mixte & I’algorithme qui minimise la vraisemblance gaus-
sienne (la vraisemblance exacte est toujours moins bonne en pratique pour des états mélange).
Plutot que d’afficher la fdr, on choisit d’afficher des boites a moustaches. On a pu constater
(avec I'analyse de la figure 2.8) que la distribution des erreurs était a peu pres toujours la méme
a une translation pres, et les boites a moustaches nous permettent de condenser 'information
sur la distribution, on peut donc afficher plus de distributions sur un seul graphique. La figure
2.9 représente les boites & moustaches des erreurs avec ’algorithme mixte et de I'algorithme qui
minimise £9*¢. On fait varier (en abscisse) 1 — pg entre les mémes bornes (mais avec deux fois
plus de points) que sur la figure 2.8.

erreur
oHIH-H
HIH

HIH
HIH
k-
~-HEH

4
-

~1dH
4B

102 —— e
1072 10" 10°

FIGURE 2.9 : Boites & moustaches des erreurs avec l'algorithme mixte (vert orange et gris) et
de l'algorithme qui minimise £99%%¢ (en bleu, rouge et noir) pour des valeurs de 1 — pg allant de
(a peu pres) 0,005 a 0,375. La configuration est celle de la section 2.3 (n; = 15), et on prend
n. = 33333. Chaque boite a moustaches représentent : la médiane de l'erreur (barre rouge ou
orange au milieu), les premiers et derniers quartiles (ce sont les boites bleues ou vertes), les
premiers et derniers 5-centiles (ce sont les moustaches noires ou grises), et les points en dehors
des moustaches (points rouges ou oranges).

On observe la méme tendance que sur la figure 2.8 : quand 1 —py dépasse une certaine valeur
( 0.07) Perreur dépend linéairement de 1 —pg (jusqu’a un certain point que nous n’observons pas
avec nos valeurs de pp). Cependant, 'observation la plus importante que nous pouvons tirer de la
figure 2.9 est que 'algorithme qui minimise £9%%*% a de meilleures performances que ’algorithme
mixte, la différence est apparente dés 1 —py = 0.01. Ce n’est pas vraiment surprenant, le modele
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multinomial qui est considéré pour calculer la vraisemblance a la fin de 'algorithme mixte n’est
parfaitement adapté que si la seule source d’erreur est le fait que 'on ne fasse pas un nombre
infini de mesures (I’erreur “multinomiale”). S’il existe d’autres erreurs qui ne sont pas modélisées
(e.g. si 1 —pg est trop élevé), alors le modeéle gaussien est mieux adapté. En effet, ce dernier (i)
approxime une distribution multinomiale par une distribution gaussienne, (ii) ajoute un bruit
blanc gaussien au modele de toutes les composantes de U'erreur, (iii) re-normalise les probabilités
pour que le modele contienne I'information que la somme des probabilités vaille 1. (ii) explique
pourquoi la vraisemblance gaussienne est plus adaptée quand, en plus de erreur “multinomiale”,
il y a une petite erreur non modélisée (modéliser une erreur inconnue avec une variable aléatoire
gaussienne, i.i.d. sur chaque composante est une bonne premiere étape).

Pour conclure, ces tests avec des états mélanges nous ont permis de constater que bien que
L9335 avait été pensée a la base pour faciliter la convergence des algorithmes de gradient. Il se
trouve qu’il est tres utile pour prendre en compte les erreurs non modélisées. Nous allons donc
privilégier I'utilisation de £9%“%¢ par la suite. Nous avons aussi constaté que la configuration de
la section 2.3 avec 2ng, + 1 types de mesures semble étre plus adaptée aux états mélange.

2.5.6 Test avec moins de 7 qubits et comparaison avec 1’algorithme de Goye-
neche et al.

Les sections précédentes nous ont permis de constater que (i) les algorithmes d’initialisation des
sections 2.2 (phaseCut, 4 types de mesures) et 2.3 (algorithme récursif, 2ng,+1 types de mesures)
avec les mesures sur lesquels ils ont été congus sont tous les deux intéressants (nous avons une
préférence pour le premier) (ii) ils doivent étre améliorés avec un algorithme de maximum de
vraisemblance, nous préférons ’algorithme gaussien car il simplifie 'optimisation et améliore les
performances si des imperfections du systémes n’ont pas été minimisées (si I’état mesuré est un
état mélange par exemple).

Dans la présente section, nous allons tester les deux algorithmes d’initialisation améliorés avec
l'algorithme qui minimise £9*%%. Nous allons aussi les comparer avec l’algorithme de [GCET15]
sur les mesures adaptées, que ’on peut aussi améliorer avec le méme algorithme de maximum
de vraisemblance. Nous faisons varier le nombre de qubits ng de 1 & 7 (pour un seul qubit,
'algorithme de Goyeneche et al. [GCE"15] et algorithme de la section 2.2 ne sont pas définis).
Pour chaque nombre de qubits 1000 états aléatoires sont crées, ils sont mesurés avec les trois
ensembles de types de mesures associés aux 3 algorithmes d’initialisation. L’algorithme de la
section 2.2 (phaseCut) ainsi que 'algorithme de [GCE"15] sont définis avec ny = 4 types de
mesures, alors que l'algorithme de la section 2.3 est défini avec ny = 2ny + 1 types de mesures.
Comme dans les sections précédents, nous allons comparer ces différents algorithmes en gardant
le nombre total de mesures (n.n;) constant a n.n; = 5000 pour tous les algorithmes et tous les
nombres de qubits. La figure 2.10 représente les boites a moustaches des erreurs de QST pour
les 3 algorithmes avant et apres la maximisation de la vraisemblance gaussienne.
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algorithmes d'initialisation maximum de vraisemblance
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2ng4, + 1 types de mesures 2ng, + 1 types de mesures

nos 4 types de mesures nos 4 types de mesures

4 types de mesures de Goyeneche et al. 4 types de mesures de Goyeneche et al.

erreur
erreur

o 1 2 3 4 5 6 7 o 1 2 3 4 5 & 7

nombre de qubits nombre de qubits
FIGURE 2.10 : Boites a moustaches des erreurs de QST quand le nombre de qubits varie. Le
graphe de gauche représente les erreurs des algorithmes d’optimisation, de ’algorithme récursif
de la section 2.3 (en vert), de lalgorithme récursif de la section 2.2 (en bleu), de 'algorithme
de Goyeneche et al. [GCET15] (en rouge). Tous ces algorithmes sont implémentés avec les types
de mesures pour lesquels ils ont été congus (voir légende) avec un nombre de mesures total
neny = H000 constant sur toutes les boites. Le graphe de droite représente les performances
de ’algorithme de maximum de vraisemblance avec la vraisemblance gaussienne avec les trois
configurations des algorithmes d’initialisation du graphe de gauche (configuration de la section
2.2, configuration de la section 2.3 et configuration de [GCET15]). Chaque boite & moustache
permet de lire la médiane, les premier et dernier quartiles, les premier et derniers 5-centiles et
les “outliers” comme pour la figure 2.9.

Les résultats de la méthode de [GCE™15] nous ont surpris par leur médiocrité avec quatre
qubits et plus. L’erreur devient bien pire dans la configuration de [GCE™15] qu’avec les deux
autres quand le nombre de qubits augmente. Cela pourrait étre di au fait que nous avons mal
implémenté la méthode, mais :

o lalgorithme de [GCET15] (non-amélioré par le maximum de vraisemblance gaussien) cal-
cule la j-éme composante du vecteur v en faisant un produit de j complexes, chacun de ces
complexes est défini a partir des probabilités mesurées. Plus j est grand moins ’estimée
sera précise, il est donc logique que la précision diminue quand la taille du vecteur d’état
augmente (donc un ng, augmente).

e Méme si nous avions mal implémenté 1’algorithme de [GCE"15], nous ne nous en servons
que pour l'initialisation, ’algorithme de maximum de vraisemblance est presque le méme
pour la configuration de [GCE " 15] que pour les deux autres (seule la matrice A change), et
les performances aprés maximisation de la vraisemblance sont particulierement mauvaises
dans la configuration de [GCET15]. Ce n’est pas dii au fait que Uinitialisation fait converger
vers le mauvais minimum (nous avons fait les tests en initialisant 1’état sur le vrai v pour
nous en assurer), le probleme est que la vraisemblance est mal conditionnée et est tres
sensible au bruit

11 convient de noter que les performances de I'algorithme de [GCE™15] sont mauvaises malgré
le fait que nous n’ayons pas modélisé le fait que les mesures qu’il propose de réaliser sont
plus complexes a réaliser en pratique et introduisent sans doute des erreurs supplémentaires.
Les performances de nos deux algorithmes (phaseCut puis ML sur les 4 types de mesures de
la section 2.2 et algorithme récursif puis ML sur les 4 types de mesures de la section 2.3) sont
similaires. Comme on peut s’y attendre, les performances se dégradent quand le nombre de qubits
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augmente. En effet, le nombre de parametres dépend linéairement de la dimension d = 2", le
nombre de probabilités estimées dépend aussi linéairement de la dimension, et le ratio entre
les deux reste constant, cependant, la valeur des probabilités que I'on estime est de 'ordre de
1/d (les probabilités somment & 1), comme on garde le nombre de mesure total constant, il est
donc logique que 'on estime ces probabilités de plus en plus faibles avec une erreur relative qui
augmente, cela dégrade la précision de 'estimation de v.

2.6 Conclusion

Au début de la theése, nous avions l'intention d’utiliser un algorithme de QST (“Quantum State
Tomography” tomographie d’état) de la littérature. Nous avions deux contraintes : ’algorithme
devait étre (i) adapté aux états purs, et (ii) il devait n’utiliser que des mesures non intriquées a d
résultats possibles. Nous n’avons trouvé aucun algorithme de la littérature qui remplisse ces deux
conditions. Nous avons donc défini deux ensembles (originaux) de types de mesures pour la QST
des états purs. Les 4 types de mesures définies dans la section 2.2, et les 2ny + 1 de la section
2.3. Nous avons aussi défini des algorithmes adaptés (un original et un issu de la littérature).
Et nous proposons d’améliorer le résultat en trouvant I’état qui maximise la vraisemblance des
mesures. Nous ne sommes pas les premiers & proposer cette idée, la log-vraisemblance négative
des mesures quantiques L% est connue depuis longtemps [HRF.J04] (au moins [JFHO03]), mais
avec notre méthode d’optimisation adaptée aux états purs, une version gaussienne régularisée
de la log-vraisemblance négative L£9%%%% est plus facile a minimiser. Nous proposons aussi un
algorithme mixte qui minimise £9%“$% puis L%,

Ces algorithmes peuvent étre combinés de plusieurs fagons et nous avons un choix a faire.
Dans les chapitres suivants, nous voulons utiliser des mesures par défaut et un algorithme par
défaut pour la QST. Par défaut, les types de mesures que ’on considére pour la QST
sont les 2ny,+1 types de mesures de la section 2.3, et I’algorithme que I’on utilise est
P’algorithme récursif de la section 2.3.2 dont la sortie sert d’entrée a 1’algorithme
de maximum de vraisemblance qui minimise £9%%*%, Ce choix est discutable, et, pour
le faire, nous sommes partis du principe que (i) il y a peut-étre d’autres sources d’erreur que
Ierreur “multinomiale”, et elles peuvent étre prises en compte par le modele gaussien régularisé
et que (ii) faire plus de types de mesures tout en gardant le nombre de mesures total constant
(augmenter n; mais garder n;n. constant) n’augmente pas la complexité d’implémentation de
maniére significative.
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Dans la section 3.1 nous présentons un premier algorithme de QPT (quantum process to-
mography) qui repose sur des estimations des états mesurés. Ces estimations sont calculées a
I’aide d’un algorithme de QST. Dans un premier temps, nous ne nous soucions pas de savoir quel
algorithme de QST du chapitre précédent peut étre utilisé, nous supposons juste que des copies
des états ont été mesurées et que ces mesures nous donnent des estimation des états. Nous avons
décrit cet algorithme dans [VD23b] accepté dans Physical Review A en décembre 2023.

Dans la section 3.2 nous étudions les situations dans lesquelles I’algorithme de la section
3.1 permet d’estimer la matrice M qui définit le processus sans erreur (si on ne prend pas en
compte les erreurs de QST). Nous cherchons ensuite une condition nécessaire et suffisante pour
que la QPT soit techniquement possible (i.e. tous les processus distincts donnent des mesures
distinctes) et nous montrons que notre algorithme de QPT fonctionne toujours quand cette
condition est satisfaite. Les résultats de cette section sont aussi dans [VD23b].

Finalement, dans la section 3.3 nous présentons un deuxieme algorithme qui utilise les me-
sures directement (sans utiliser 'estimée des états sur lesquels elles ont été faites) et qui est
plus précis si on prend en compte les erreurs sur les mesures et les erreurs de QST, mais il doit
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étre initialisé a l'estimée du premier algorithme. Cet algorithme a été présenté de (fagon moins
détaillée) dans [VDD21] et [VD22].

3.1 Tomographie de processus a partir des résultats de la QST

3.1.1 Dispositif de QPT

Notre algorithme de QPT est congu pour résister aux erreurs systématiques sur les états initiaux.
Pour ce faire, nous supposons que les états initiaux (vq,...,v,,) sont inconnus mais que les
mesures sont effectuées a différents instants, voir la figure 3.1.

états
inconnus Ay Ay

vy —>M'v14\M2'v1{\ 4\ Mnsplo =>A
t t t

: At :
SAt%M’U {\Mg 4\ {\ MnSU$A

FicUure 3.1 : Dispositif de QPT semi-aveugle, état initiaux non mesurés. Les doubles fleches
signifient que n.n; états sont mesurés, ils ne seront plus utilisés (fleche droite), et que le processus
unitaire & identifier est appliqué aux autres états (fleche courbée).

Le nombre d’états initiaux est de n;. Ils sont mesurés aprés avoir attendu Ag, 24, ... ou
nsA¢ (ns est le nombre maximum de délais), et, d’un instant de mesure a lautre, I’état est
multiplié par la matrice M associée au processus. Le nombre de types de mesures effectuées sur
chaque valeur d’état mesuré est appelé ny, il dépend de ’algorithme de QST (n; = 2ng + 1 pour
lalgorithme de la section 2.3 et n; = 4 pour l'algorithme de la section 2.2). Comme pour la
QST, nous choisissons d’effectuer chaque type de mesure n. fois afin d’estimer les probabilités
de chaque résultat. Chaque état d’entrée ne peut étre mesuré qu’une seule fois, nous avons donc
besoin de ngsnsn. copies de chacun des n; états d’entrée, pour un total de n;nsnin. états d’entrée
préparés.

On suppose que les états initiaux sont préparés avec des portes mono-qubit, car cela minimise
les risques de décohérence ([KBGK18]). Dans les sections 3.3.1, nous verrons que nos algorithmes
de QPT par maximisation de la vraisemblance sont plus simples et plus efficaces si les états
d’entrée sont non intriqués. Or des états d’entrée préparés avec des portes mono-qubit sont non
intriqués si 'on considere que les portes mono-qubit sont bien unitaires.

Les états initiaux (vq, ..., vp,) ne sont jamais mesurés directement. Nous pourrions imaginer
une configuration similaire dans laquelle les états initiaux seraient mesurés et un délai de moins
serait pris en compte. Cette configuration est représentée sur la figure 3.2. Les deux dispositifs
sont presque équivalents, on passe de la figure 3.2 a la figure 3.1 en changeant les états initiaux
vj en Mv; (la seule différence est que, dans le cas de la figure 3.1, les états non intriqué a
considérer ne sont pas directement ceux que l'on mesure, mais leurs antécédents par M), et
nous verrons que les conditions sur les états initiaux pour que M soit identifiable sont stables
(i.e. elles restent satisfaites) par multiplication par une matrice unitaire. Donc, les conditions
sur les v; de la figure 3.2 pour que M soit identifiable sont donc les mémes que les conditions
sur les v; de la figure 3.1 pour que M soit identifiable, et, en pratique, les performances sont
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treés similaires. Nous choisissons de n’étudier que le circuit de la figure 3.1 dans un premier
temps. Nous avons fait ce choix car certaines implémentations des ordinateurs quantiques ne
nous permettent pas de mesurer certains états juste apres les avoir préparé (voir la légende de
la figure 5.15 dans la section 5.2). Les configurations des figures 3.1 et 3.2 sont beaucoup plus

états
inconnus  A¢ Ay Ay
U1 {A\M’Ulgﬂk\ 4’\\ Mnsflv?ﬁ(

Ay Ay Ay
v Q\qugﬂk\ L ST M"S*IU?A

A A A
Un, {/K\MU =N =AM Mns—lv?ﬂ(

n;
Fi1GURE 3.2 : Dispositif alternatif avec états initiaux mesurés

proches de la configuration de la SQPT (comme dans [CN97] décrit en section 1.4) qu'il n’y
parait & premiére vue. En fait, si ns = 2 (nous allons étudier ce cas en détail) et n; = d? (nous
n’étudierons jamais de si grandes valeurs de n; avec des processus unitaires), la seule différence
entre le circuit de la figure 3.1 et la configuration de la SQPT, est que les {Mwy}1 (qui jouent le
méme role que les états d’entrée pour la SQPT) ne sont pas fixés a des valeurs prédéterminées.
Ils sont cependant connus, car nous effectuons plusieurs types de mesures sur des copies de ces
états, ce qui nous permet de réaliser la QST. Dans l'autre cas extréme (du point de vue de ng et
n;), avec un seul état initial n; = 1, nous pouvons encore rendre la QPT possible en effectuant
des mesures sur des copies de I’état aprés qu’elles ont traversé le processus une ou plusieurs
fois (en fonction de la copie mesurée) avec ngs > d + 1 (cette condition est nécessaire mais pas
suffisante). Ce cas extréme est le premier que nous avons étudié (dans [VDD21] avec ng, = 2).
I1 est plus simple a réaliser en pratique, car une seule valeur d’état initial est préparée.

Les résultats de ’expérience sont les nombres d’occurrences de chaque résultat de chaque
mesure. Pour chacun des n; x ngs états mesurés avec chacun des n; types de mesures, nous
comptons le nombre de fois que chacun des d résultats s’est produit. La somme de ces d comptes
est égal a n., et chacun de ces groupes de d mesures peut étre modélisé comme une variable
aléatoire qui suit une distribution multinomiale avec n. tirages et les probabilités de chaque
résultat sont déterminées par la valeur de ’état mesuré associé et par le type de mesure (voir
section 2.4). Le tableau C.1 de ’Annexe C.2 montre un exemple de nombre de mesures pour
une configuration de QPT donnée avec n; = 4, ng = 2, ny = 5.

3.1.2 1dée de résolution

Nous supposons que la QST est effectuée correctement pour les états mesurés de la figure 3.1.
Les états mesurés sont notés avec la convention suivante :

Vg = Mk’l)j7j S {1, ...,ni}, ke {1, ...,ns} (31)

et {U;1};r sont leurs estimations. Ces estimations issues de la QST présentent chacune une

QST 0ST
&k

indétermination de phase notée et une erreur de QST notée € Tk

N €257 .
Uk = Mkvj.ezgj,k + eglfT jed{l,..,ni}, ke {l,...,ns} (3.2)
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estimé estimé
1 A My
A
mni(ns—l) % ani(ns_l)

Ficure 3.3 : Dispositif “virtuel” de QPT.

lerreur résiduelle EQ;S T est telle que IE(HEQ,f Tll) — 0 (E est 'espérance). Lorsque nous
Js s 713*)4’00
parlons d’“erreur de QST”, nous voulons dire EijS T, et non §]ka T Pour le reste de cette section,

nous considérons qu’il n’y a pas d’erreur de QST : r-:g,f T = 0 sauf indication contraire. Dans
la section 1.1.2, nous avons indiqué que les phases globales des états n’ont pas d’importance.
Ceci est vrai si les états sont considérés indépendamment et c’est la raison pour laquelle la QST
ne peut pas récupérer la phase globale, et pourquoi nous ne considérons pas gf]f T comme une
“erreur”, elle affecte notre estimation méme dans le cas idéal avec un nombre infini de mesures
et aucune source d’erreur. Méme si cette phase n’a aucune signification physique, nous allons
voir qu’elle est importante pour trouver M.
Nous savons que :

Vjk+1 = Mvmk j € {1, ...,n,-}, ke {1, vy Mg — 1}. (33)

Par souci de simplicité, nous définissons :

X = [’0171, ceey 'l)lynsfl, ’0271, ceeny ’Um,nsfl]

Y = MX = [’01,2, "'7’01,715)7)2,17 ceeny vni,ns]

~ . R R N (3.4)
X =011, Vlng—1, 0215 cveey Uny g —1]

Y = [012, . ULngs V2,1, -0y Onyms -

Avec ces notations, (3.3) devient Y = MX, et nous pouvons oublier la configuration de la figure
3.1 et imaginer que nous avons affaire a la configuration plus simple de la figure 3.3 (avec la
convention que x; est la ¢-iéme colonne de X).

Cette représentation est encore plus proche de la configuration de la SQPT (avec des états
purs et un processus unitaire). En fait, la seule différence est que les états d’entrée ne sont pas
fixés & des valeurs prédéterminées, mais sont préparés avec des portes quantiques inconnues (y
compris la porte que nous essayons d’identifier). Ces états d’entrée sont connus grace a la mesure.
L’algorithme que nous allons décrire maintenant pourrait fonctionner avec la configuration de
la SQPT (i.e. avec des états d’entrée prédéterminés connus X et des états de sortie mesurés
Y). Cependant nous considérons que les hypotheses de la SQPT sont problématiques car elles
supposent entre autre que les portes qui préparent les états d’entrée (qui sont souvent des
portes d’intrication sur plusieurs qubits [BKD14]) sont fixées a des valeurs prédéterminées, et la
précision de la QPT sera limitée par les erreurs sur ces portes. Cela contraste avec la configuration
semi-aveugle de la figure 3.1 qui remplace 'hypotheése que les états initiaux sont connus a priori
par I’hypothese qu’ils sont préparés de facon répétable et peuvent étre mesurés a posteriori.
Les principaux algorithmes de QPT wunitaire [BKD14] [KLY15] ne fonctionneraient pas avec la
configuration semi-aveugle parce qu’ils exigent tous que I’état d’entrée soit fixés a des valeurs
prédéterminées.

Comme on a reformulé (3.3) en Y = MX, et que l'on a des estimées de X et Y, on pourrait
penser que l'identification de la matrice M se résume ainsi a un simple probléme d’inversion
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linéaire avec une contrainte unitaire. Mais ce n’est pas le cas, car les colonnes de X et de Y ne
sont connues qu’a une phase pres; et lorsque nous les considérons ensemble afin de trouver M,
leurs phases relatives (qui ne sont jamais mesurées) sont importantes’.
Soit £ € {1,...,ni(ns — 1)}, I je{l,....,n;i}, ke{l,..uons— 1} tq l=k+(ns—1)(j —1)
(division euclidienne de ¢ par ns — 1), définissons la phase & a partir de ces j, k :
ST ST
& :’ffk - gk+1a (3.5)
nous pouvons réécrire (3.3) avec les colonnes de XetY (que nous connaissons grace a la QST)

et ces phases : A
ecty, =Mz, Ve {l,.. ni(ns—1)}, (3.6)

oll &, et g, sont les (-itmes colonnes de X et Y respectivement.

Pour tout indice £y, changer M en M.e %% et & en & — &, V¢ ne change pas 1'égalité (3.6).
Par conséquent, nous pouvons également supposer quun ¢y donné (nous expliquerons comment
le choisir plus tard) est tel que &, = 0 et accepter que M ne puisse étre récupérée qu’a une
phase globale pres (ce qui est toujours le cas pour la QPT).

R Dans la section suivante, nous expliquons comment obtenir des estimées des facteurs de phase
e A partir de 1, nous pouvons définir :

~

Y, = @Z.ei&-’ ted{l,...,ni(ns— 1)}, (3.7)

avec lesquels une estimation de M peut facilement étre trouvée (si n;(ns — 1) > d) en utilisant
la relation linéaire :
Y = MX (3.8)

avec

Y = [@17 E) ?jni(ns—l)]' (39)

M = YX' fonctionne comme une solution (.7 est la pseudo-inverse). Mais ce n’est générale-
ment pas une solution unitaire a cause des erreurs de QST. Le probléme de trouver M € Uy(C)
qui est la solution des moindres carrés totaux de a; = Mb; Vj € {1,...,n} a été résolu dans
[Aru92] :

B-=YX*
USV*=B (3.10)
M;g=U V*

ou .* est le trans-conjugué, U S V* est la décomposition en valeurs singulieres de B. Cette

solution est optimale au sens des moindres carrés totaux, ce qui signifie que M LS = ({’ +
AV (X + A )7L ot AG, AY. sont les solutions du probléme d’optimisation suivant :

{A% AV} = argmin [JAx|]? + [|Ay]]? (3.11)
{X+Ax,Y+Ay el

ou L est 'ensemble des couples de matrices de taille d x n;(ns — 1) liées par une transformation
unitaire :

. . . 1 0
IPar exemple, pour ng, = 1 et avec M = I, si les états mesurés sont 1 = O> et xy = 1) on effectue la

QST de z1, 2, y; = Mz = x1 et y, = Mxo = x2, on les connait donc & une phase pres. Les résultats de la
QST ne nous permettent pas d’identifier M, méme & une phase globale prés. En effet, n’importe quelle matrice

- 1 0 . . . .
qui s’écrit My = ( 0 eig> pour une phase 6 €]0,27[ non nulle donnée, donne les mémes états quantiques que

M si on applique le processus correspondant aux états d’entrée représentés par 1 et xs.
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L= {X,Y € Cxmi(ns=1) ¢ q. P € Uy(C) t.q. Y = PX}.

Nous utilisons I’approche des moindres carrés totaux parce que X et Y sont tous les deux
sujets a des erreurs, et A et A peuvent étre considérés comme notre estimation de ces erreurs.
Cette approche serait optlmale au sens du maximum de vraisemblance si les erreurs sur X et Y
étaient gaussiennes iid sur chaque composante. Ce n’est pas le cas en pratique (surtout si ng > 2,
dans ce cas, certaines colonnes de X sont également dans Y A une phase pres, et leurs erreurs
sont donc fortement corrélées), mais minimiser la norme de l'erreur n’est jamais une mauvaise
idée en premiere approximation.

La solution M s est unique si et seulement si X et Y sont toutes deux de rang plein. Ceci
n’est pas explicitement énoncé dans [Aru92] mais est prouvé pour le probléeme de Procrustes
orthogonal, dans [GVL13], auquel [Aru92] a montré qu’il est équivalent au probléme des moindres
carrés totaux que nous considérons.

La preuve de [Aru92] ne résout pas entlerement le probléme, les auteurs montrent que la
meilleure estimée de la matrice P qui lie X + Ax et Y + Ay est MLS de (3.10) : Y + Ay =
MLS(X—i—A x ), est ceci est 'objectif de la QPT ; mais les arguments du probleme de minimisation
(3.11) : Ax et Ay ne sont pas estimés. Ces variables représentent les erreurs sur I’estimation
des états, ils ne nous intéressent pas autant que M LS, mais nous les utiliserons quand méme
dans la section 3.3.4. Dans I’Annexe B.1, nous montrons que la solution de (3.11) est :

A% = IM; .Y — X:>XLS = IMj Y + 41X

3.12
A) = fMLSX— 1Y T Yis= 1MLSX+ ly (3.12)

avec le M s de (3.10). On peut facilement vérifier que ?Ls =M Lsf( Ls. Les états représentés
par les colonnes de }A(LS et ?LS représentent les états les plus proches possibles (au sens des
moindres carrés) des états estimés par la QST (et avec les colonnes re-phasées pour ?) qui
sont liés par la multiplication (& gauche) par une matrice unitaire. Nous montrons aussi que les
solutions de (3.11) sont uniques si et seulement si X et Y sont de rang plein.

En conclusion, nous avons montré, que, si on admet qu’il est possible de calculer Y dont les
colonnes sont les mémes que celles de Y 4 des phases globales pres (une phase par colonne) et
qui corrige les ambiguités de phase que 'on a besoin de lever pour la QPT, alors, au sens des
moindres carrés, 'estimée de M optimale est Mg de (3.10). Nous avons aussi montré que les
estimées de X et Y associées sont les X g et Y1g de (3.12), et que X et Y doivent étre de rang
plein (condition nécessaire et suffisante) pour que les solutions du probléme des moindres carrés
totaux (3.11) soient uniques.

3.1.3 Récupération des phases

L’objectif de la présente section est de trouver les facteurs de phase {e’¢}, tels que, étant donné
les vecteurs, &, y, ¢ € {1,...,n;(ns—1)}, il existe (au moins) une matrice unitaire M qui réalise
(3.6).

Nous utilisons le fait que les matrices unitaires préservent le produit scalaire :

{1\325352 = (Mifl)* (M{I\ng)

i(€ry—€0,) (3.13)

- yélyé €

Par conséquent, pour tout couple {£1, fo} dans {1, ..., n;(ns—1)}2, tel que Y7, Ye, 7 0, nous avons
I'estimation suivante de &, — &, :

A &5 2
oy 0o = arg (Q*IA 2) (3.14)
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ou arg est la phase (entAre 0 et 2m) d’un nombre complexe. En utilisant ceci, nous pouvons
calculer des estimations &y, de toutes les phases &, Vlo € {1,...,n;(ns — 1)} relatives a une seule
phase &, (en fixant [; a lp). En utilisant le fait que fl%ST = 0, l'estimation de &y, est :

s _ 7 Ty, T
5@2 = 560,@2 = C”"Q <A*OA2> . (315)

Le seul probleme qui subsiste est le choix de ly. Pour le résoudre, examinons (3.14) avec 1
remplacé par £y (c’est ainsi que nous calculons &g, ¢,) :

& 5127 i@
Soo s = arg | == | - (3.16)
0 yfoyﬂz

Cela suppose que les produits scalaires 2y &y, et Yy Yy, ne sont pas nuls. En pratique, pour que
&1752 soit une bonne estimation, il faut que les deux produits scalaires soient aussi éloignés de
zéro que possible. Il est intéressant de noter que les deux produits scalaires sont censés avoir le
méme module (voir (3.13)), nous choisissons donc 'indice ¢y solution de :

ly = arg max (min @2‘0@420 . (3.17)
I Lo
Avec ce choix, £y est tel que le plus petit des produits scalaires est le plus grand possible.
L’optimisation se fait par recherche exhaustive.

En pratique, si le maximum correspondant est 0, c’est-a-dire si, pour tous les ¥y, , on peut
trouver un ¥y, orthogonal, alors notre méthode pour retrouver les phases ne fonctionne pas car
(3.16) ne peut pas s’écrire pour toutes les phases. En pratique, deux vecteurs ne seront jamais
vraiment orthogonaux, donc dans notre implémentation de notre méthode, nous considérons que
deux vecteurs unitaires sont orthogonaux quand le module de leur produit scalaire est plus petit
que bypyp, initialement fixé a 0,05. Si le maximum trouvé de (3.17) est plus grand que ce bypp,
nous calculons simplement toutes les phases avec (3.16) et ensuite (3.15). Sinon, nous appliquons
I’algorithme suivant :

1. Nous commencons par calculer les différences de phase EZO@ (3.16) telles que y,, ne sont
pas orthogonales (module du produit scalaire > bor¢,) & Yy,. Nous obtenons alors une
phase absolue pour ¥,, en utilisant (3.15).

2. Nous appelons F 'ensemble des {¥,, }s, pour lesquels nous n’avons pas encore de phase.
Nous définissons S comme le complément de F dans {y,, }e,.

3. Pour chaque élément y, ; de F

(a) Si tous les éléments de S sont orthogonaux (module du produit scalaire < bypp,) &
Yy, nous ne changeons rien et passons au g, suivant.

(b) Sinon, nous définissons g, comme I’élément de S qui est le moins orthogonal (plus
grand module du produit scalaire) & y, ;-

(c) Nous calculons la phase relative Egs,g ; avec (3.14) et en déduisons la phase & I

é-gf = geo,ff = é-é(),zs - ges!f'

(d) Nous retirons y,, de F et I'insérons dans S.

4. Si F est vide, nous avons terminé.
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5. Si F n’est pas vide mais que le nombre d’éléments qu’il contient a diminué depuis 1’étape
3, nous allons a I’étape 2.

6. Si F n’est pas vide et que le nombre d’éléments n’a pas changé, mais que les éléments de
S forment une famille génératrice de C¢, nous retirons de Y tous les éléments de F , idem
pour X avec les éléments associés. Les nouvelles matrices X etY ont moins de colonnes
mais elles sont quand méme de rang plein (ce qui garantit que notre méthode de la section
3.1.2 fonctionne), nous quittons donc lalgorithme de récupération de phase et passons a
la résolution (3.10) sans les éléments que nous avons supprimés.

7. Si les conditions des étapes 5 et 6 ne sont pas satisfaites, et que by, vaut 0,05 (comme
au début de l'algorithme), nous changeons by, en 0 et passons a ’étape 3.

8. Si byt tait déja égal 0 a 1’étape 7, il s’agit d’un cas d’échec et nous sortons de ’algorithme.
Cet algorithme ne peut pas étre bloqué dans une boucle infinie :

¢ Le nombre maximum de fois ou 'on peut passer de I'étape 5 a ’étape 3 sans aller a 1’étape
6 est le cardinal de F a I’étape 2 (car le cardinal de F diminue d’au moins un & chaque fois)
qui est strictement plus petit que n;(ns — 1).

¢ Le nombre maximum de fois ou ’on peut passer de ’étape 7 a I’étape 3 est 1.

L’algorithme peut échouer a I’étape 8, mais nous montrerons dans la section 3.2 qu’il fonctionne
toujours si la QPT est possible.

3.1.4 Extension a la QPT standard

La configuration de la SQPT ou les états d’entrée sont connus et ot un seul délai est considéré
est plus standard dans la littérature que la configuration que nous avons introduite. Notre
algorithme peut facilement étre adapté a cette configuration, car, comme nous ’avons indiqué
dans la section précédente, la configuration virtuelle de la figure 3.3 est presque la configuration
de la SQPT, avec n, = n;(ns — 1) états d’entrée : x1, ..., x,,. La seule différence entre les deux
est que, pour la configuration de la SQPT, les états d’entrée sont considérés comme connus
(et non estimés par de QST). Ce n’est pas un probléme pour notre algorithme de QPT, nous
pouvons toujours définir les matrices X (parce que les états d’entrée sont connus) et Y (parce
que les états de sortie sont estimés par 'algorithme de QST), calculer Y avec I’algorithme de la
section 3.1.3 et, enfin, calculer M5 avec (3.10).

3.2 Choix des états initiaux cibles et du nombre d’étapes

3.2.1 Condition nécessaire et suffisante pour l’identifiabilité du systéme

L’erreur de QST {ef,f T}j,k est négligée dans la présente section, donc Y = M)A(, avec Y =
YD(£), et D(€) est la matrice diagonale définie par les phases contenues dans &€ : D(€) =

et
(ng est le nombre de colonnes de X, donc n;(ns — 1) dans le probléme de

eitna

base).

Par conséquent, le probleme de QPT apreés de QST consiste a trouver la matrice unitaire M
soumise a 1’équation suivante :

YD(¢) = MX (3.18)
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ot X et Y sont connus grace a la QST et les éléments &1, ..., &, de & qui définissent D (&) sont
inconnus avant la QPT.

La condition suivante sur X est nécessaire et suffisante pour que la QPT soit possible avec
la configuration de la figure 3.1 :

Ve e{l,...,n.}, rank (F§*(x¢)) =d (3.19)

ou Fg est la fonction qui prend en entrée une matrice X;, dont les colonnes sont des colonnes
de X et qui retourne les colonnes de X (groupées dans une matrice dans l'ordre dans lequel elles
apparaissent dans X) qui ne sont pas orthogonales & au moins un élément des colonnes de X;,,.
F¢ est Fg appliqué n, fois, et x est la ¢-ieme colonne de X.

Cette définition est étroitement liée a notre algorithme de récupération de phase. Si le by.¢p,
de départ a été changé en 0, alors, a 1’étape 2, les colonnes de S correspondent aux colonnes
de Fg(:cgo). Elles “correspondent” dans le sens ot il y a autant de colonnes dans & que dans
F}S(wgo) et que les positions des colonnes dans Y et X respectivement sont les mémes, parce que
Yy; L y; & x; L z; (L signifie que deux vecteurs sont orthogonaux). La k-ieme fois que nous
passons a ’étape 5, les colonnes de S correspondent aux colonnes de Fg‘H (@4,), et, les deux sous
espaces linéaires qui contiennent les combinaisons linéaires des colonnes de S et Fg“(wgo) sont
les mémes a une multiplication par M et un re-phasage pres, ils ont donc la méme dimension
(c’est important).

L’équation (3.19) est une condition sur les colonnes de la matrice X. Cependant, il est tres
facile de vérifier que nous aurions pu définir cette condition avec les colonnes de )A(, Y ouY et
obtenir une condition équivalente. En effet, multiplier toutes les colonnes par la méme matrice
unitaire & gauche, ou multiplier chacune d’entre elles par un facteur de phase scalaire différent
ne change ni le rang ni I'orthogonalité entre les colonnes. Nous utilisons X car il s’agit d’une
matrice qui contient les états d’entrée (du circuit virtuel de la figure 3.3), et nous préférons avoir
une condition sur les états d’entrée.

L’annexe B.3 montre que, en 1’absence d’erreur de QST, (3.19) est une condition nécessaire
(dans B.3.2) et suffisante (dans B.3.1) pour que la QPT soit possible (c’est-a-dire pour que M
soit identifiable & une phase globale prés). De plus, la preuve de la suffisance de (3.19) dans
B.3.1 montre également que notre algorithme de QPT fonctionne toujours si (3.19) est vraie.

Il s’agit d’une validation forte de notre algorithme, qui réussit toujours a réaliser la QPT si
la configuration (c’est-a-dire les états mesurés) la rend possible et n’échoue que si la QPT était
impossible avec les états mesurés (c-a-d si quel que soit I’algorithme que 'on pourrait imaginer,
la QPT ne pourrait pas étre réalisée car le probléme n’est pas injectif, il existe plusieurs processus
distincts compatibles avec les mesures). Bien entendu, cela n’est vrai que s’il n’y a pas d’erreur
de QST. Lorsque l'on considere des erreurs de QST non nulles, on peut avoir des probléemes
avec des configurations pour lesquelles X est mal conditionnée et pour lesquelles X contient des
groupes de colonnes qui sont trop proches d’étre orthogonales pour que la récupération de la
phase réussisse.

3.2.2 Une condition nécessaire plus simple

Nous avons établi que (3.19) est une condition nécessaire et suffisante pour que la QPT soit
possible.

La condition (3.19) est cependant assez lourde a vérifier, et nous préférons utiliser la condition
suffisante suivante (on peut montrer qu’elle n’est pas nécessaire) :

rang(X) =d et

360 e {17 "'7n$}7 t-q v'g e {17 "'7n$} :Bgo J/_ me_ (3'20)
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En clair, X est de rang plein et il existe une colonne de X qui n’est orthogonale a aucune des
autres.

Il est tres facile de vérifier que (3.20)= (3.19) : si (3.20) est vrai, alors toutes les colonnes
de X sont dans F&(x,) pour tout k > 2 et tout £.

Par conséquent, lorsque nous concevons la configuration de QPT de la figure 3.1, nous devons
espérer (ou nous assurer) que les états quantiques représentés par les colonnes de X satisfont
(3.19) ou (3.20).

En pratique, (3.20) est une condition tres raisonnable. La probabilité que deux états aléatoires
(avec n’importe quelle fonction de densité non dégénérée) soient orthogonaux est de 0 et la
probabilité que d (ou plus) vecteurs aléatoires (dans un espace de Hilbert & d dimensions) soient
dans un sous-espace de dimension < d — 1 est également de 0. Donc les états qui font échouer
notre algorithme (qui sont “trop orthogonaux” ou ne sont pas de rang plein) sont dans un
ensemble de mesure nulle.

Par conséquent, les conditions (3.20) (et donc la condition (3.19)) seront toujours satisfaites
en pratique. Méme si nous essayons de préparer des états qui font échouer notre méthode de
QPT, la petite erreur aléatoire dans leur préparation garantira que les états réels satisfont (3.20).
Cela ne signifie pas pour autant que nous pouvons ignorer les conditions sans probleme. En effet,
si X est de rang plein mais est presque singuliere, ou s’il y a trop de colonnes proches d’étre
orthogonales, alors notre algorithme devrait mal fonctionner.

3.2.3 Nos recommendations pour le choix des états initaux

Si possible, nous recommandons de considérer ce que la porte que nous essayons d’identifier est
supposée faire (sinon nous proposons ci-apres une solution qui fonctionne pour n’importe quelle
porte unitaire sans connaissance préalable). Par exemple, si la porte a identifier est supposée

1 0 00
R . . 010 0 o, » . . . ..
étre une porte CNOT a 2 qubits, My, = 000 1 (“tg” signifie cible), alors, choisir un
0 010

seul état d’entrée (n; = 1) et ng = d+1 = 5 pas de temps est une tres mauvaise idée. En effet, la
porte CNOT appliquée deux fois est censée retourner 1’état initial. Par conséquent, pour ny = 5,
la matrice X possede deux paires de colonnes identiques. En pratique, X sera presque singulier
et la qualité de 'estimation de X sera trés mauvaise.

Pour avoir une matrice X telle que (3.20) soit "confortablement” satisfaite par la porte
CNOT, considérons ng = 2 délais, et n; = d = 4 états d’entrée qui forment une base de ’espace
de Hilbert avec I'un d’entre eux loin d’étre orthogonal a tous les autres. Par exemple, nous
pouvons viser ces cibles :

1 1
1 ol Vo) 1
tg 0 tg % tg 0 tg 1
vl = v = | Uy = % i =5 (3.21)
0 0 0 1

Les états réels v, vo, v3, v4 devraient étre raisonnablement proches de ces cibles, mais notre
algorithme de QST se comportera comme si les états étaient totalement inconnus (de sorte que
nous soyons résistants aux erreurs systématiques).

En utilisant le fait que la multiplication de deux vecteurs par la méme matrice unitaire
préserve leur produit scalaire, il est tres facile de vérifier que, X = M ['vl vy V3 '04} satisfait
(3.20) et donc (3.19) avec une marge confortable pour toute matrice unitaire M si les {vy}
sont égaux (ou assez proches) de leur cible.
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Vi vl Muy, MZUk
~~ ~~ ~~
|0)—> Hgl(k) — < AT —A
M| M
bn gy, ()
O, = L] | =A

FI1GURE 3.4 : Circuit quantique représentant la préparation de ’état 'v',;g de (3.22) et la QPT
semi-aveugle de M utilisant cet état. Le circuit doit étre réalisé pour tous les k € {1,...,d}.
La matrice Hy est la matrice unitaire associée a la porte de Hadamard a un qubit, elle est de
taille 2. Et bj(k) € {0,1} est le j-ieme élément de la décomposition binaire de k& — 1 sur ng,
bits. Ainsi, sz(k) =1y si bj(k) =0 et sz(k) = Hy si bj(k) = 1. Cette configuration permet de
réaliser la QPT pour n’importe quelle valeur de la matrice unitaire M qui représente la porte a
identifier. Notre algorithme est robuste a une mauvaise implémentation des portes de Hadamard.
Les ”doubles fleches” au milieu symbolisent le fait que la moitié des copies est mesurée (fleche
droite) et que l'autre moitié est réintroduite dans la porte (fleche courbée).

Les états cibles de (3.21) peuvent étre généralisés a n’importe quel nombre de qubits ng, :

1 L 1 L
[, .., 0] = (0 ﬁ) ®...® (O ?) (3.22)
2 2
ngp fois

dans le sens ou les vecteurs cibles du coté gauche de 1’égalité sont définis comme les colonnes
de la matrice du c6té droit. Pour toutes les portes unitaires a nq, qubits (i.e. YM), Iutilisation
des états de (3.22) avec n; = d,ns = 2 génere une matrice X qui satisfait (3.20) parce que ses
colonnes forment une base et qu’aucune d’entre elles n’est orthogonale a une autre. Ces états
ont l'avantage de ne pas étre intriqués et d’étre tres faciles a préparer : si tous les qubits sont
initialisés a |0), alors le k-iéme état peut étre préparé en appliquant une porte de Hadamard a
1 qubit aux qubits dont les indices sont tels qu’il y a un 1 a ces indices dans la décomposition
binaire de k — 1. Par exemple, pour vig , tous les qubits restent égaux |0) et aucune porte
de Hadamard n’est appliquée, pour 'vgg , tous les qubits sont initialisés & |0) et une porte de
Hadamard est appliquée au dernier qubit, etc.

La configuration de la figure 3.4 avec n; = d, ny = 2 génere les états initiaux de (3.22), elle
est trés intéressante :

e Comme expliqué ci-dessus, elle peut identifier n’importe quel type de porte unitaire sans
connaissance préalable (la condition suffisante (3.20) est toujours satisfaite). Nous avons
introduit cette configuration dans le cas ou on sait que le processus a identifier est censé étre
une porte CNOT (car c’est un cas compliqué), mais elle est bien plus générale.

o Elle est assez facile & préparer, car nous n’avons besoin que d’un seul type de porte (Hada-
mard) autre que la porte que nous voulons identifier.

¢ Nous pouvons également tolérer des erreurs dans les portes de Hadamard : il n’est pas néces-
saire qu’elles soient parfaites ni qu’elles soient toutes identiques; nous exigeons simplement
que le comportement de chaque porte reste le méme pendant que nous préparons des copies de
chaque état. Il faut aussi que les états crées par les portes continuent de vérifier (3.19), mais
nous verrons, grace aux tests de la section 5.1.2, que c’est généralement le cas en pratique.
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o L’utilisation de ces portes (simples) au plus une fois pour chaque qubit devrait limiter les
problémes de décohérence.

Un inconvénient est qu’il peut y avoir des problemes avec le conditionnement de X quand
ngy augmente. La matrice X est toujours inversible avec les états de (3.22). Cependant, nous
avons observé que, en pratique, le conditionnement de X décroit de facon exponentielle avec
le nombre de qubits. Pour plus de 4 qubits, nous recommandons de considérer plus de d états
d’entrée, ou d’utiliser des portes de rotation a 1 qubit (au lieu de portes de Hadamard) avec des
angles adaptés qui fournissent un conditionnement raisonnable et maintiennent la condition de
non-orthogonalité dans (3.20). Le conditionnement et le produit scalaire des colonnes de X ne
dépendent pas de la valeur de la matrice unitaire M, ils ne dépendent que de la valeur des états
initiaux.

Cette configuration (figure 3.4) peut étre moins efficace que celle décrite ci-dessous (figure
3.5) si nous avons une idée approximative de ce que la porte que nous essayons d’identifier est
censée faire. Par exemple, avec ng, = 2, si le processus unitaire que nous voulons identifier est
censé étre représenté par

s -1 (3.23)
1 0 V2 -1

montrons comment exploiter cette connaissance pour concevoir une configuration plus efficace.

Si M est suffisamment proche de My, alors nous pouvons utiliser un seul état initial, n; = 1

et ns = 5 délais, et M devrait (sauf s’il est vraiment loin de la cible) faire évoluer I’état initial
1

oy . s T3 se e s 0
de maniére a ce que (3.20) soit vraie. Si 1’état initial est v; = o | par exemple, nous pouvons

0
calculer la matrice X que nous aurions si M était exactement la cible :

Xy = [Mygvi ... Mvi]. (3.24)

La matrice X, est bien conditionnée (la plus grande valeur singuliere n’est que 2.5 fois plus
grande que la plus petite) et sa premiere colonne est raisonnablement loin d’étre orthogonale
aux autres (plus petit module du produit scalaire de 0, 14). Cette configuration (généralisée pour
un nombre quelconque de qubits) est représentée a la figure 3.5.

Le fait de considérer moins d’états et plus de délais que dans la configuration de la figure 3.4
signifie que nous nous appuyons en partie sur la porte que nous essayons d’identifier pour créer
les états que nous utiliserons. Les inconvénients de cette méthode sont les suivants :

o Nous ne sommes jamais strs que (3.19) est vraie avec une marge confortable, & moins que
nous ayons une idée a peu prés correcte de ce que fait la porte que nous voulons caractériser.
En revanche, avec n; = d,ns = 2 et les états initiaux de (3.22), nous sommes siirs que (3.20)
et (3.19) sont confortablement satisfaits pour tout M.

o Elle ne fonctionne pas avec la plupart des portes quantiques "classiques” (c’est-a-dire les
plus souvent considérées et utilisées dans la littérature) parce que ces portes impliquent
souvent des rotations de 90° (ce qui peut rendre trop de colonnes de X presque orthogonales)
ou ne changent pas certaines directions de 1’espace de Hilbert (ce qui peut rendre X mal
conditionnée).

e Des valeurs plus élevées de ng peuvent créer des problemes de décohérence pour certaines
architectures, car ’état est observé apres avoir attendu ngA;.
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F1GURE 3.5 : Circuit quantique qui peut étre utilisé pour effectuer la QPT de la porte représentée
par M avec un seul état d’entrée et d + 1 pas de temps : n; = 1,ns = d+ 1. Cette configuration
fonctionne si et seulement si la matrice M génére des états Muwy, ..., M%v; qui satisfont (3.19).
Cette configuration est tres facile a réaliser car il n’y a qu'une seule valeur de I’état initial. Les
"doubles fleches” symbolisent que n.n; copies sont mesurées (fleche droite) et que les autres sont
réintroduites dans la porte (fleche courbée).

Cependant, la configuration de la figure 3.5 présente les avantages suivants :

e La préparation de copies d’une seule valeur d’état d’entrée est beaucoup plus simple pour
Popérateur. Un seul type de porte (la porte & identifier) est utilisé. L’utilisation de plusieurs
types de portes est problématique, car méme si 'algorithme de QPT de la section 3.1 ne fait
aucune hypothese sur les valeurs des matrices unitaires qui représentent chaque porte (M
et les portes utilisées pour la préparation des états initiaux), il suppose quand méme qu’il
s’agit de portes unitaires qui font exactement la méme chose a chaque fois que nous répétons
I’expérience. Si ce n’est pas le cas, la qualité de notre estimation de M sera dégradée.

e Un ng plus élevé signifie qu'un plus grand nombre d’états de sortie estimés sont “réutilisés”
comme estimations des états d’entrée et vice versa. Cela signifie que, en tout, moins d’états
sont mesurés et que nous pouvons nous permettre de faire plus de copies de chaque état que
nous mesurons. Par exemple, avec ng, = 2, nous pouvons utiliser n; = 4 valeurs différentes
des états initiaux de (3.22) et ny = 2 pas de temps pour estimer une porte a 2 qubits, ce
qui nécessite 8 états différents a mesurer. Si la méme porte peut étre estimée avec une seule
valeur d’état d’entrée (n; = 1) et ny, = 5 délais, cela ne nécessite que 5 états différents a
mesurer.

o L’exemple de la porte cible (3.23) que nous avons utilisée pour illustrer un cas oun; = 1,ng =
d + 1 peut sembler artificiel et faire penser au lecteur que n; = 1,n5s = d + 1 ne fonctionne
que trés rarement, mais il fonctionne assez bien pour les portes unitaires aléatoires (voir la
section 5.1.8).

Nous pourrions envisager une configuration intermédiaire avec d > n; > 1. Cela peut étre
utile si M est Iidentité (& une phase globale pres) sur un sous-espace de 1’espace de Hilbert mais
apporte suffisamment de diversité au supplément de ce sous-espace. Par exemple, supposons
que nous voulons effectuer la QPT pour une porte qui devrait étre représentée par My, =

10 0 0
01 0 0
oo L _1]| Si nous considérons une seule valeur arbitraire d’état d’entrée vy et si
00 L P
V2 V2

M = My, alors, le Xy, de (3.24) ne sera jamais de rang plein parce que ses deux premieres
lignes contiendront la méme valeur dans toutes les colonnes, elles seront donc colinéaires. Il est
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1 0

R . . . t 1 |0 t 1 |1
trés facile de vérifier que si nous posons n; = 2,ns = 3 avec vy! = AR vy = 7o et

0 1

si les états d’entrée sont égaux a leur cible, alors, (3.19) est confortablement satisfaite. Et donc
(3.19) devrait toujours étre satisfaite s’ils sont proches de leur cible.

3.2.4 Lien avec la littérature sur la QPT unitaire

Dans lannexe 1 de [RGK13], Reich et al. donnent une condition nécessaire et suffisante sur
les états d’entrée pour qu’un processus unitaire soit déterminé de maniére unique (a une phase
globale prés) parmi tous les processus (unitaires ou non), cette condition est la suivante

Com ({pg},) = {e”La}per. (3.25)

ol py est la matrice densité du ¢-iémes état d’entrée (mélange ou pur), Com est le commutant,
Com ({p,},) désigne I'ensemble des matrices unitaires qui commutent avec tous les {z,x}},.
Si nous écrivons (3.25) pour les états d’entrée purs : p, = xyx;, la condition devient :

Com ({ze@;},) = {eLa}oer (3.26)

Les conditions (3.19) et (3.26) sont équivalentes, nous le montrons dans ’annexe B.3.3. Cela
ne signifie pas que (3.19) est équivalent a la condition de de Reich et al. (3.25) car cette derniere
a été définie avec des états mélanges en entrée, et (3.26) est sa reformulation avec des états
d’entrée purs. Par conséquent, I’équivalence entre (3.19) et (3.25) n’existe que lorsque les états
d’entrée sont purs.

Dans [RGK13], les auteurs donnent deux exemples d’ensembles d’états d’entrée qui satisfont
(3.25). Le premier est un ensemble de d + 1 états d’entrée purs : d états qui forment une base
orthonormée et un dernier état qui est la moyenne des premiers d (cela fonctionne avec n’importe
quelle base orthonormée). On retrouve la méme idée que dans (3.20) : 'un des états n’est pas
orthogonal aux autres.

Reich et al. montrent également que si ’on autorise I'utilisation d’états mélanges, seuls deux
états d’entrée sont nécessaires pour que la QPT soit possible. En effet, si un état mélange avec d
valeurs propres distinctes passe par le processus unitaire, la sortie a les mémes valeurs propres,
mais les vecteurs propres sont multipliés par la matrice unitaire associée au processus. Il est
donc possible d’évaluer la matrice unitaire sur la base orthonormée des vecteurs propres en
utilisant un seul état d’entrée mixte, mais ce n’est pas suffisant car tous les vecteurs propres
sont orthogonaux les uns par rapport aux autres (théoréeme spectral), et il faut donc un deuxieme
état d’entrée. Nous avons choisi de ne pas considérer les états mélanges parce qu’ils peuvent étre
difficiles & produire. Baldwin et al. ont noté dans [BKD14], lorsqu’ils utilisent les résultats de
[RGK13], que “in practice we do not have reliable procedures to produce a desired, reproducible,
mixed state”. Nous ne sommes pas vraiment d’accord avec cette affirmation, tout état mélange
peut étre considéré comme un mélange statistique d’au plus d états purs (représentés par les
vecteurs propres de la matrice de densité). Donc, si nous pouvons générer tous les états purs du
mélange et ensuite choisir au hasard quel état pur est généré pour chaque copie de 1’état mélange
que Pon veut créer (avec la probabilité de choisir chaque vecteur propre donnée par la valeur
propre associée de la matrice densité de I’état mélange cible), alors, nous pouvons générer un
état mélange spécifique. Générer un état mélange de cette maniere ne nous servirait cependant
a rien, car cela implique de préparer des copies de d états purs différents, puis de les “mélanger”
(sans enregistrer quel état est utilisé pour quelle copie de ’état mélange). L utilisation directe
de d états purs est plus efficace que 'utilisation de ce "mélange”.
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Au-dela de la reformulation de (3.26) en (3.19) et de la définition d’'un ensemble d’états
d’entrée simples, notre contribution est que, contrairement a [RGIK13], nous fournissons un al-
gorithme de QPT qui fonctionne avec tout ensemble d’états d’entrée qui vérifie notre condition
nécessaire et suffisante. Nous avons également profité du fait que (3.19) n’est pas trés contrai-
gnante pour présenter notre configuration semi-aveugle qui élimine le probleme des erreurs sys-
tématiques lors de la préparation des états d’entrée du processus a identifier.

3.3 Estimation des parametres du processus unitaire par maxi-
mum de vraisemblance

3.3.1 Principe

Dans la section 3.1, nous avons décrit une méthode de QPT basée sur la QST de tous les états me-
surés. Dans la présente section, nous décrivons une méthode de QPT directe, qui estime le proces-
sus directement a partir des mesures. En pratique, nous cherchons la matrice unitaire M ML et les
états initiaux Vg, = [V1,...,Vpn,| (ces derniers ne nous intéressent pas vraiment mais ils doivent

étre considérés) qui maximisent la vraisemblance des mesures N = [nm nis .. nni’ns} ou
n;; contient les n, = dn; mesures faites sur I'état v;; = Mk'vj qui est le j-iéme état initial a
I’étape k. Formellement :

(MML, VML) = arl\g/[minﬁM,V(N) (3.27)
ol L est I'opposé de la log-vraisemblance qui est minimisé pour maximiser la vraisemblance.
Pour réaliser cette optimisation, nous avons besoin d’un bon point initial (critére non-convexe),
pour cela, nous utilisons le Mg de (3.10). Les colonnes de V doivent aussi étre estimées, pour
ce faire, nous allons utiliser le X g de (3.12) (qui prend en compte tous les résultats de la QST)
et Mrg. Nous notons cette estimée Vg, la j-iéme colonne de Vg vaut :

1 ns—1

_ ZMzgikﬁ-(ns—l)(j—l)- (3.28)
ng — 1 =

vLs; =

En pratique, si on utilise cette formule, il y a un probléme de phase, les Z ne sont bons qu’a
des phases globales pres, donc quand on les somme (apres les avoir multipliés par des puissances
de M Ls), on somme des quantités qui ne sont exactes qu’a une phase pres, les phases vont se
sommer destructivement. Pour régler ce probleme de phase, on pourrait utiliser les colonnes de
Y calculé dans la section 3.1.3 qui calculait les phases qui sont cohérentes avec 'unitarité de M,
mais en pratique, comme on a une estimée de M, on peut I'utiliser. Pour tout vecteur complexe
x de taille d, on définit &, comme le facteur de phase suivant & = 6_71‘"9(””%), &x est tel que
(éxx)T (€42) est un réel positif (trivial & vérifier). En quelque sorte, £, est une version re-phasée
de £ telle que la somme des carrés de tous les éléments est un réel positif. Il n’existe que deux

tels facteurs de phase &, et —¢&,. Définissons maintenant fgp h comme la fonction qui
1+(ns—1)(j—1)

change les phases des éléments de la somme de (3.28) pour qu’ils se somment constructivement :

reph :x — (—1)%&,x o b est un booléen (0 ou 1) défini par :
T4 (ns—1)(j—1) R i (3.29)
b= Re(( §1+(n571>(j71)$1+(ns—1)(j—1)) (o)) > 0
Avec cette définition, la fonction £7P" peut étre utilisée pour que les éléments de la

Tlt(ns—1)(5-1)
somme de (3.28) se somment de fagon non-destructive, (3.28) devient :
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~ 1 el reph N r—k~
B =g 2 E e (M@, 15-1)) (3.30)

Mg a été remplacé par M pour avoir une expression de ’estimée des états initiaux qui peut étre
calculée avec n’importe quelle estimée de la matrice M, et, en particulier, pour M = Mg. Nous

aurions pu faire d’autres choix pour la fonction de re-phasage f%ep h (il existe d’autres
1+(ns—1)(5—1)

fonctions de re-phasage qui font que deux vecteurs se somment constructivement), mais le choix
que nous avons fait est treés résistant aux erreurs de QST.

Dans les sections suivantes, nous verrons comment la vraisemblance est calculée (section
3.3.2) et comment elle est minimisée (section 3.3.3)

3.3.2 Calcul de la vraisemblance des mesures pour un processus et des états
initiaux donnés

On ré-écrit I'expression de la vraisemblance du vecteur des résultats de mesures n; i, sur un seul
état v (v = MFov; est le j-ieme état initial apres kA;) du modele multinomial de (2.22), en
remplagant v(x’,y’) par v;; (car nous n’utilisons pas la méme paramétrisation ici que pour la

QST) :

na
Lorec(nge) = = (njx)dog((|[Avjil*)e) (3.31)
/=1
oll na = dny est le nombre d’éléments de 15, (ou le nombre de lignes de A), et (.) est le (-ieme
élément d’un vecteur.
Nous avons aussi défini le modele gaussien (régularisé) dans (2.24). Avec ce modele la vrai-
semblance des résultats de mesures n; ;, pour I'état v; ;, s’écrit avec le vecteur d’erreur de mesures
Ejk = "nj—c’“ — |Avj,k|2, on peut la ré-ecrire sans €, :

n 2
EgaUSS(nj k) _ i ((njvk)f - nc(’A’Uj,k‘Q)f)
vj,k: 3

/=1 nc(i);];)ﬂ

(3.32)

N —~—~— _  n+H . ez ’ <
ol Pj = ;155 contient les probabilités régularisées.

Ces vraisemblances concernent les mesures sur un seul état. Nous voulons calculer la vraisem-
blance des mesures sur tous les états pour résoudre le probleéme (3.27). Définissons I’ensemble des

nombres d’occurences de tous les résultats de mesure observés N = {nm nis .. nm,ns}, et
calculons sa vraisemblance. Notons que, pour des parameétres M et V donnés (qui déterminent les
parametres des lois des mesures), les mesures effectuées sur différents états sont indépendantes,
on peut donc sommer les opposés des log-vraisemblances de (3.31) ou (3.32) :

n; ns
LYymN) =3 > Ligy, (08) (3.33)
j=1k=1
ou s € {gauss,exact} dépend du modele de vraisemblance que 'on utilise.

En pratique, on veut calculer ﬁi‘r}ﬁfw’v(N), ce probleme est équivalent a ml\/i[nvlmi%n Ly v(N),
) (AR LS4

et, avec (3.33), ce probléme se simplifie :

Uz Ns
My = argl\flnin Z r%}cn Z ﬁf\/lkvj (nj k) (3.34)
7j=1 k=1
En résumé, la vraisemblance de ’ensemble des mesures est définie avec 1’équation (3.33)

ot L3, (njk) est définie par (3.31) ou (3.32) en fonction du modele que l'on choisit pour
J
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la vraisemblance. Pour minimiser £, on choisit de séparer les deux parametres selon lesquels
on minimise (M et V) avec (3.34). Cela permet de simplifier la minimisation sur V en n;
minimisations sur {vj}re(i,. n,}, Ce qui est trés avantageux dun point de vue calculatoire :
résoudre ng problemes d’optimisations a 2ng, parametres réels (un vecteur d’état vy de taille d
non-intriqué a 2ny, parametres, nous allons I'expliquer dans la section 3.3.3), est beaucoup plus
simple que de résoudre un seul probleme d’optimisation a 2ngn; parametres réels (V contient
les n; vecteurs d’état initiaux). Le probléme que 'on va résoudre avec un algorithme de type
descente de gradient est donc (3.34). Nous allons & présent expliquer comment les arguments M
et v; sont paramétrés avec le nombre optimal de parametres réels et sans contraintes.

3.3.3 Paramétrisation des arguments

Pour un j € {1,...,d} donné, v; représente un état non-intriqué. Par définition de I'intrication,
cet état peut étre décomposé en ny, états de 1 qubit : v; = q(r5,1,05,1) ® .. @ A7)0 Ojing,)-
Chaque qubit de la décomposition s’écrit avec deux parametres réels r;j et 6;, :

Tih

J7

q(rjn,0jn) = [ 1,2 ewﬁlhl : (3.35)
J;h

Donc, les états v; peuvent étre paramétrés avec 2ny, parametres réels : v; = gy (751,651, -, Tjngy

1 0jng,) avec :

o155 05.15 s Timgys Oing,) = d(15,1,051) @ .. @ A(T5ngy Oiings, )- (3.36)

Le probleme de g,, est que les ng, premiers arguments sont contraints (ils doivent étre entre
0 et 1), nous voulons faire de 'optimisation sans contrainte (plus rapide d’un point de vue temps
de calcul). Nous utilisons donc la fonction f, :

1 atan(hy) 1 atan(hn,,)
.fv(h1) teey hanb) - gv (2 + ?7 hnqb+17 eeey 5 + Tb? hgnqb (337)

ot les hy, ..., hp,, correspondent aux 71, ...,7jn,, (auxquels on a appliqué z — % + ataTn(x)) et
les hngy415 -y Bi2n,, correspondent aux 61, ...,0;,,,. La fonction de paramétrisation f n’est pas
parfaite non plus (et on ne peut rien obtenir de parfait, il n’existe pas de bijection dérivable
d’un fermé dans un ouvert) : si le minimum que I'on cherche est atteint pour un état v; dont la
décomposition en produit tensoriel de qubits contient un qubit qui vaut |0) ou |1) (ou un 754,
qui vaut 0 ou 1), alors la minimisation sera plus compliquée, car les parametres {hy, ..., hgnqb} qui
correspondent auront un élément infini. En pratique, ce n’est pas vraiment un probléme, méme
si la valeur du qubit est exactement |0) ou |1) (probabilité nulle), I’algorithme d’optimisation va
quand méme converger (en plus de temps) vers un vecteur dont une composante sera tres grande
(autours de 10'®). Mathématiquement, cette solution n’est pas exacte, mais numériquement, le
logiciel de calcul qui fonctionne avec des réels en virgule flottante et en double précision ne fait
pas la différence quand il calcule le critére. Nous utilisons donc (3.37) pour paramétrer les états
non-intriqués.

La fonction f, est surjective (de R?" dans I’ensemble des états non-intriqués) et on peut
définir son inverse “a droite” £, ! tel que f,of, ' vaut l'identité (£, ! sera utile dans I’algorithme
de la section 3.3.4) qui prend un vecteur non-intriqué v en entrée et retourne des parametres
hi, ..., han,, en sortie tels que v = f,(h1,..., han,,). Toute fonction surjective a une inverse a
droite. On étend cette définition aux vecteurs intriqués en calculant d’abord le vecteur non
intriqué le plus proche (norme de Frobenius) du vecteur intriqué d’entrée (par optimisation)
puis en lui appliquant 'inverse a droite.
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M est une matrice unitaire, ses valeurs propres sont donc de module unitaire et ses espaces
propres sont donc orthogonaux (montré dans Annexe B.3.3). Il existe donc une base orthonor-
male (représentée par une matrice unitaire P) qui ne contient que des vecteurs propres de M,
et la décomposition en valeurs propres de M peut s’écrire :

eiM
M=P P* = Pexp(iA)P* = exp(iPAP¥)
it
ou A est la matrice diagonale qui contient les \; sur la diagonale et exp est l'exponentielle
matricielle (définie avec la décomposition en série entiere, elle préserve les vecteurs propres et
transforme les valeurs propres en leurs exponentielles scalaires). On remarque que, comme P est
unitaire, la matrice PAP* est hermitienne. Nous avons donc montré qu’il existe une surjection
de ’ensemble des matrices hermitiennes dans I’ensemble des matrices unitaires :
Hy(C) —  Uy(0)
b — exp(iX)’

Nous aurions pu créer une bijection si nous avions défini 'ensemble de départ comme les
matrices hermitiennes dont toutes les valeurs propres dans [0, 27[, mais nous n’avons besoin que
d’une surjection. Cette fonction est utile car les matrices hermitiennes peuvent étre directement
paramétrées avec des valeurs réelles, toute matrice hermitienne s’écrit :

hy ha hy h7 o haa—1y 241
ha h3 hs hg o haa—1)y240
hy hs he hg o ha@—1)/243
H(hi, ..., hg2) = h7 hg ho h1o hd(d—l)/2+4
ha@-1)/241  hda@-1y/242 ha@-1)/2+3 hd@-1244 - har)2
0 hav1y/241 ha@snyeee Pa@eneea o Rd@-142
—hg(as1)/2+1 0 hay1y243 ha@sness - haa-1)+3
"y —hgay1y2+2 —has) 243 0 haas1y2+6 - haa—1)44
i . . . . .
—h@-1243 —h@-1)244 —hga-1yy+1 0 hq2
—hga-n+2  —hia-n+3  —ha@-1)+4 —hge 0
(3.38)

En utilisant cette paramétrisation et la surjection des matrices hermitiennes vers les matrices
unitaires, on peut créer une fonction F%,[ qui peut paramétrer toute matrice unitaire avec d? pa-
ramétres réels Fyr(hy, ..., hg2) — exp (iH(h1, ..., hg2)). Cependant, nous ne voulons paramétrer
M qu’a une phase globale pres. Il se trouve qu’avec la paramétrisation que nous avons choisie,
deux matrices unitaires sont les mémes & une phase pres si tous leurs parametres sont les mémes
sauf les parametres de la diagonale (hi, h3, ..., hg(g41)/2) qui, modulo 27, sont les mémes a une
constante additive pres (car exp (i(H + My)) = €™ exp(iH)).

Donc si on ne veut paramétriser une matrice unitaire M qu’a une phase globale pres, on peut
soustraire h; & tous les éléments parametres de la diagonale et ainsi considérer d? — 1 parameétres
a la place de d? :

Fm(hi, ooy hge—y) — exp ((H(0, Ay, ..., hg2_1)) (3.39)

tous les hi ont été renommés en hi_; pour que le premier parametre soit hy et pas hs.
On pourrait montrer que la paramétrisation n’est pas injective, mais on peut quand méme
définir une fonction “inverse a droite” qui associe des parameétres & une matrice unitaire : FR/Il
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Les parametres sont calculés avec le logarithme matriciel. On dit que FK/Il est I'“inverse a droite
de” Fp car Fyp o Fl(/ll est I'identité a une phase pres.
Avec les paramétrisations de (3.37) et (3.39), le probleme de (3.34) devient :

arg min Z min ZﬁFM (hiyshgz )FXfo(h)

hi,.. 7hd2 1j= 1h17 7hénbk 1 )

1 ’2nb

3.3.4 Optimisation
Le probléme d’optimisation (3.40) se résout efficacement par minimisation successive :

1. On initialise M & Mg et hag & fi/ll(ﬁ)

2. On initialise [ﬁl ﬁnqb} aux estimées de (3.30) et [fALl nqb} [fv (v1) .. f;l(ﬁnqb)}.

3. Pour j allant de 1 & nj :

(a) On résout (hi, ... h2n b) = argmin £

J J
hl ’” ’h2n qb

(0 k).

Mk .f (hlv 7271, b)
(b) by ¢ [B, ... 15, ]".
(©) T ¢ Folhl, iy,

4. Une itération de (51,.. hdg 1) = argmin Z DY

hi,.. ’hd2 1

FM(hl, s )EXE) (nj ;) initialisée

a hy
-~ — ~ T
5. Si HhM — {hl hdg_l} || < 1073Y ou si on est passé par I'étape 4 plus de 700 fois

(empirique), on sort de l’algorithme, les résultats dont les hi, o, /f;d2_1 (parametres de M).

~ ~ ~ T —~ ~ ~
6hMehlme@ et M« Fyi(hi, oo hyzy).

~

7. On remplace les {@1 'T)nqb} par les estimées de I’équation (3.30) et [ﬁl hnqb} —
[F1 @) o Fo By,
8. Aller a I’étape 3.
Il convient de clarifier les étapes 3a et 4 :

e Pour I’étape 3a, on minimise E )(nm) par rapport a (h{, ey hénqb) avec un

Ex ooy,
algorithme quasi-Newton qui estime la hessu—mne avec la méthode BFGS [Bro70] (fonction
fminunc en MATLAB) initialisée & h;. L’algorithme BFGS a besoin de pouvoir calculer
les gradients & chaque étape, pour ce faire, on a créé des fonctions MATLAB qui calculent
les gradients théoriques (en multipliant des jacobiennes). Avec ces gradients, ’algorithme
BFGS met a jour son estimée de la hessienne et calcule une direction dans laquelle MAT-
LAB fait une recherche linéaire du minimum (qui est le prochain point de l'algorithme).
En général, la direction n’est pas exactement la direction du minimum (car la hessienne
n’est pas exacte et la fonction & minimiser n’est pas d’ordre 2), mais le critére a forcément
diminué. L’algorithme s’arréte si 'une des trois conditions suivantes est satisfaite : (i) le
critére a été évalué 300 fois. (ii) Le critere a changé de moins de 10~ (valeur absolue).
(iii) La norme du changement du vecteur des paramétres vaut moins de 1077,
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e Pour I'étape 4 on utilise le méme algorithme, mais on ne fait qu’une seule itération, et
I'estimée de la hessienne que 'on avait la derniére fois que 'on est passé a 1’étape 4 est
mise a jour (I’estimée de la hessienne est initialisée a 'identité).

Le code pour calculer les gradients de fagon analytique a demandé beaucoup de travail (les
critéeres sont complexes et certaines fonctions comme ’exponentielle matricielle sont difficiles a
dériver), mais pour un algorithme de descente de gradient, la seule alternative est d’estimer les
gradients par différences finies. Cela prendrait beaucoup plus de temps que notre solution (il y
a O(22"ab) parametres a optimiser donc O(22"4) directions & observer) et rendrait 1’algorithme
10 fois plus lent pour deux qubits et irréalisable pour plus de deux qubits.

Les limites sur le nombre d’itérations (300 pour les vecteurs initiaux et 700 pour la matrice
de processus) sont tres rarement atteintes, sauf pour 4 ou 5 qubits (on ne dépasse pas 5 qubits).
Dans ce cas, optimisation des états initiaux converge toujours en moins de 300 itérations (on n’a
que 2ng, parametres a trouver), mais 'optimisation de M peut nécessiter plus de 700 itérations.
Nous avons posé la limite de 700 itérations pour que ’algorithme soit plus rapide, en pratique,
les premieres itérations changent beaucoup les parameétres et diminuent beaucoup le critere,
mais, apres (& peu pres) 500 itérations, le progres est faible.

3.3.5 Borne de Cramér-Rao

Un des avantages d’avoir défini la vraisemblance et d’avoir calculé ses dérivées en fonction des
parametres est que I'on peut calculer la borne de Cramér-Rao qui est une limite inférieure pour
la matrice de covariance de tout estimateur non-biaisé. On définit le vecteur des parametres

T
o 1 n; . ) ) ) N
0 = <h1 wo hge_q by h21zqu> de taille ng = d* + 2ngn; — 1. C’est par rapport a ces
parametres que la vraisemblance des mesures est maximisée (méme si on a choisi de le faire par
optimisation successive). La borne de Cramér-Rao est définie comme 'inverse de l'information

de Fisher I°(0y) (8¢ est la vraie valeur des parameétres) qui est définie comme la matrice carrée
de taille ng dont 1’élément en ligne j et colonne k vaut :

2 s
(X°(60)),. = ~E, (W(e@) (3.41)
ou N est vu comme une variable aléatoire dont g, est ’espérance selon le modele multinomial
(si s = exact) ou gaussien (si s = gauss) dont les parameétres sont fonctions de 6 pour 6 = 6,
et L£5(IN) est la log-vraisemblance négative de N que 'on avait définie dans (3.33) sous la forme
%M(N) Ici, M est calculée avec les d> — 1 premiers parametres de 6 et V est calculée en
fonction des ngn; derniers.
L’annexe B.4 montre que les expressions de l'information de Fisher pour les deux types de
vraisemblance que nous considérons sont les suivantes :

p1(6o)
Iemact(go) — ncJ(o())* . J(eo)
3.41 _ Py (B0)/ (3.42)
P1(60)
199%55(0) = n.J(0p)* J(6o)
ﬁnp'rob(ao)
ou p1(0p) = Ey, (7(71;’61)1) p2(00) = Eq, (7(71711’61)2) s es Prgroy (00) = Egy (7(%;:3)(1) sont les valeurs

théoriques des probabilités mesurées ((n1,1); est le k éme élément de nq 1), la matrice J(6p) est
la jacobienne qui contient les dérivées partielles de ces probabilités en fonction des parameétres
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. ~ 5 ~
6. Elle est de taille ng X nprop, Nprop = dninsng, et p1(6o) = Eg, (%) ,...,pnmb(eo) =

[y +5 4 1eg 2 , s s
Eg, (%) sont les espérances des probabilités régularisées.

La borne de Crameér Rao dépend des vrais parametres 6y. En pratique, ils sont inconnus, on
doit donc les remplacer par les parametres estimés par maximum de vraisemblance.

En pratique, ce n’est pas la matrice de covariance 8 estimée qui nous intéresse, mais la
matrice de covariance de la M wm1 de rotation que 'on estime & partir des d?> — 1 parametres de
Mr. On peut facilement passer de I'une & I'autre avec la jacobienne de f,.., o Fm : Jm(6o) de
taille 2d? x (d? — 1), ol f,. est la fonction qui prend une matrice complexe M de taille d en
entrée et rend en sortie le vecteur m de taille 2d? qui contient les concaténations verticales des
parties réelles et parties imaginaires des colonnes de M les unes sous les autres :

X% (00) = Im(00) 2§ (60)Irx(60) (3.43)

ou 2%(90) est la borne inférieure de la matrice de covariance (hermitienne complexe) des parties
réelles et imaginaires des éléments de la matrice de rotation estimée, et 31 (fy) contient le bloc
(d> — 1) x (d*> — 1) en haut a gauche de la borne de Cramér-Rao (inverse de I'information de
Fisher de (3.41)).

En pratique, cette estimée peut donner une fausse impression de ’erreur car, méme si la
fonction Fpg a été construite de fagon a ce que des petites variations des entrées ne puissent pas
changer la matrice unitaire en la multipliant par un facteur de phase global (en fixant le premier
parametre a 0), il peut quand méme exister des petites variations des parameétres qui génerent
une erreur proche d’une phase globale. Par exemple, pour d = 4

1 0 0 O 1 0 0
01 00 0 €< 0
M, = FM(O7 ...,0) =10 0 1 0 , Mo = Fl\/[(0,<—t,0,0,e,0,0,07 €,0, ...,0) =lo 0o e
0 0 01 0 O 0
0 0 0 0
, . . _ 0 1—e¢ 0 )
L’erreur coefficient par coefficient entre les deux matrices est 0 0 1 _ oic 0 mais
0 0 0 1— e

on peut avoir une erreur de norme plus petite en multipliant My par un bon facteur de phase

comme e *“ (on peut montrer que le facteur de phase qui minimise la norme de l'erreur est

tr(Mi1 M3 VT N . . . 1. . ~r
(M, M3) ). Pour remédier a cette surestimation de l’erreur, nous multiplions les matrices M en

[tr(M1M3)]
. tr(MoM*) . , c s
sortie par le facteur de phase T (MoR)| ou My est une matrice que 'on choisit a 'avance. En
T 0

simulation, on peut prendre la vraie matrice du processus, mais en pratique, on peut prendre
I'identité.
. e . . tr(MoM*) <r ) .
On peut exprimer la borne inférieure de la matrice de covariance de f .. WI\A/IT)IM :
T 0

35 (00, Mo) = Jrepn (00, Mo)Im (00) 3 (00)Im (00) " Irepn (80, Mo)* (3.44)

[tr(Mo £ ceq (m)*)|  vECt

ol Jrepn (0o, Mp) est la jacobienne de Frephasage : M — fpect (tr(MOf“eld(m)*)f_l (m)) avec la
vect

convention que f,l. est la fonction inverse de f,... La jacobienne est calculée en le point m

associé a 0y (m = (f et © Fm) ((60)1, -, (00)g2—1)) et Mg est une matrice donnée considérée

comme constante pour le calcul de la jacobienne. Nous devons considérer les parties réelles et

imaginaires de l’erreur sur la matrice de rotation, car F,.cppasage n’est pas dérivable en fonction

des coefficients complexes (& cause des transconjuguées) mais elle est dérivable en fonction des

coefficients réels si la diagonale de Mo f,.L,(m)* ne contient aucun 0.
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3.4. Conclusion

Nous considérons que 21\71(00, M) est la seule estimée de la covariance de lerreur qui vaut
la peine d’étre calculée. En pratique on ne connait pas 68, on le remplace donc par 0 ML qui
est 'estimée des parametres en sortie de l'algorithme de maximum de vraisemblance. Mg est
arbitraire, on peut prendre M pour s’assurer que tous les coefficients de Mo f,.L, ()" soient
loin de 0.

3.4 Conclusion

Nous avons abordé les problemes de QPT et QST de facon similaire : nous avons un algorithme
initial rapide (section 3.1) et peu précis qui peut étre amélioré par un algorithme de maximum de
vraisemblance (section 3.3). Nous voyons ces algorithmes comme une contribution significative
car :

o IIs fonctionnent avec des états d’entrée qui sont (a priori) quelconques. Cela nous permet
d’introduire la configuration semi-aveugle.

o Nous avons pu montrer que si la configuration (valeur des états initiaux) rend la QPT
possible, alors, notre algorithme initial permet toujours de trouver M s’il n’y a pas d’erreur
de QST.

o Les deux algorithmes devraient (et nous allons le vérifier) étre résistants aux erreurs (er-
reurs de QPT pour ’algorithme initial et erreurs sur les probabilités empiriques des résultat
pour lalgorithme de ML), car ils ont été pensés pour minimiser des métriques pertinentes
(normes de l'erreur de QST pour I'un, vraisemblance pour l'autre).

o L’algorithme de ML nous donne une estimée de la covariance de l'erreur (borne de Cramér-
Rao).

Comme la QPT est I'objectif principal de la these, les performances des algorithmes seront
testées dans le chapitre 5 qui leur est dédié.
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Chapitre 4

Tomographie de mesures aveugle
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4.1 Objectifs

Nos algorithmes de QPT introduits dans le chapitre 3 font les hypotheses suivantes sur le sys-
teme :

1. Les états d’entrée sont purs et non-intriqués.
2. Le processus & identifier est unitaire.

3. Les mesures que l'on effectue suivent le modele des mesures projectives de la section 1.1.4
et on connait exactement la matrice des vecteurs propres qui représente chaque type de
mesures.

Nous pourrions potentiellement nous passer de la premiere hypothese. Les états d’entrée au-
raient trés bien pu étre intriqués, mais les états non-intriqués sont plus faciles & préparer, et la
paramétrisation des états non-intriqués est beaucoup plus simple que la paramétrisation d’états
purs quelconques (2ngy, parameétres contre 2d — 2) ce qui rend la maximisation de la vraisem-
blance pour la QPT (section 3.3) plus simple. Par ailleurs, si les états d’entrée sont des états
mélange, mais non dégénérés (toutes les valeurs propres de la matrice densité de chaque état sont
distinctes), alors nous pouvons les estimer en faisant de la tomographie d’état mélange plutot
que de la tomographie d’état pur. Nos algorithmes peuvent facilement étre adaptés a des états
mélanges, car un opérateur unitaire agit sur les vecteurs propres d’un état mixte de la méme
facon qu’il agit sur le vecteur qui représente un état pur. Nous choisissons de rester sur des
états purs, car (i) ils ont moins de parametres, et peuvent étre identifiés avec moins de mesures.
(ii) Ils sont une bonne approximation des états générés par un ordinateur quantique. En effet,
(presque) tous les états que 'on cherche a générer sont purs, les imperfections du “hardware”
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les transforment en états mélanges mais ils ne s’éloignent pas trop du modele. (iii) Si les portes
utilisées pour préparer les états sont bien unitaires (hypothése qu’il est raisonnable de faire sur
ces portes car on la fait sur la porte a identifier) et qu’elles agissent bien sur un état premier
dont tous les qubits sont initialisés a |0) (c’est la base de I'informatique quantique), alors les
états présentés en entrée du processus a identifier sont forcément purs car les portes unitaires
préservent le caracteére pur des états. (iv) Cette hypothese est significativement plus raisonnable
que 'hypothése qui est généralement faite pour la QPT unitaire : “I’opérateur est capable de
préparer les états d’entrée a des valeurs prédéterminées”.

La deuxieme hypothese est centrale dans tous nos algorithmes et nous ne pouvons pas nous
en passer. Les modeles de processus non-unitaires ont trop de parametres pour que notre al-
gorithme de maximum de vraisemblance (section 3.3.1) soit réaliste. De plus, notre algorithme
de moindres carrés totaux (section 3.1.2) devient presque trivial pour les processus non-unitaire
car les mesures dépendent des d* parametres de la matrice de processus x de facon linéaire, voir
(1.14), et exploiter cette relation pour estimer le processus n’est pas du tout une nouvelle idée
(voir [CN97]). Nous défendons cette hypothese dans la section 1.12.1.

La troisieme hypothése sera partiellement remise en question dans le présent chapitre. En
réalité, I’hypothese que nous avons implicitement faite sur les mesures est légerement plus restric-
tives que I’hypothese 3 : nous supposons que les mesures mono-qubit X, Y et Z sont exactement
conformes au modele. C’est-a-dire que nous ne supposons pas seulement que les parametres de
la mesure sont connus, mais aussi qu’ils sont exactement définis par les matrices de (2.2), que
I’on rappelle ici :

x 1 1 - 1 — 1 0
EX:Uk(qu):lz(l —1>’ EYZU’“(4’2):¢15<1 z) EZ:Uk(O’O):<0 1>'
(4.1)

ot Uk (¢, 1) défini en (2.1) paramétrise les matrices unitaires dont les lignes sont définies & une
- _ [cos(9) —sin(g)e™
phase pres : Ug(¢, 1) = <sin(¢) cos(@)ei? )

Cependant, en pratique, si les mesures ne sont pas exactement représentées par les matrices
de (4.1), mais que nous connaissons les matrices de vecteurs propres qui les caractérisent, alors
nous pouvons facilement adapter nos algorithmes pour qu’ils fonctionnent quand méme. Les
algorithmes phaseCut (section 2.2) et de maximum de vraisemblance pour la QST (section 2.4)
et pour la QPT (section 3.3) ont comme entrée les parametres des mesures (nécessaires pour
connaitre la matrice A') mais les valeurs de ces parameétres ne sont pas prédéterminées : s’ils ne
sont pas exactement les parameétres de (4.1), mais sont un peu différents, les algorithmes marche-
ront tout aussi bien tant que les matrices de vecteurs propres (générées par les parameétres) sont
parfaitement connues. On retrouve donc simplement ’hypothese 3 : les valeurs des parameétres
des mesures doivent étre connues. L’algorithme récursif de la section 2.3 est une exception. Il
ne peut pas étre adapté si les types de mesures changent et restent connus. Cependant, cet
algorithme n’est utilisé que pour obtenir une estimée “pas trop mauvaise” des états mesurés qui
sera ensuite raffinée avec I'algorithme de QST par maximum de vraisemblance de la section 2.4.
Tant que les mesures sont assez proches du modele, il est raisonnable de supposer que 1’estimée
de l'algorithme récursif est suffisamment bonne pour que I’algorithme de vraisemblance converge
vers le bon minimum. C’est d’autant plus vrai que nous avons vu (dans la section 2.5.4) que
en pratique, avec les mesures de la section 2.3, 'algorithme de QST par maximum de vraisem-
blance fonctionne méme avec des mesures aléatoires (il est juste plus lent qu’avec U'initialisation
au résultat de l'algorithme récursif). C’est pour ces raisons que nous avons formulé I’'Hypothese

1On rappelle que A est la concaténation verticale des matrices de vecteurs propres des types de mesures
effectués. Voir les sections 2.2 et 2.3.
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3 ainsi et n’avons pas imposé aux mesures d’étre conformes au modele de (4.1).

Méme sous cette forme plus faible, 'Hypotheése 3 est moins facile a justifier que les deux
autres. Cette these est partie de 1’idée qu’il est trop contraignant de supposer que les états que
I'opérateur est capable de préparer soient connus avant ’expérience car ils sont préparés avec
des portes quantiques (des portes mono-qubit dans notre cas car les états sont non-intriqués).
Or, pour certaines architectures d’ordinateurs quantiques, les mesures ne sont possibles que dans
la base de référence, et, pour réaliser tout autre type de mesure, on doit appliquer une porte
unitaire a 1’état que I'on veut mesurer (ex : porte de Hadamard pour faire la mesure X') avant de
faire une mesure dans la base de référence. Le fait d’affirmer que ces portes mono-qubit peuvent
étre considérées comme fiables, mais que ce n’est pas le cas des portes mono-qubit qui servent
a préparer les états d’entrée peut sembler hypocrite. Cependant, on pourrait défendre le travail
réalisé jusqu’ici dans la présente theése de deux manieres différentes :

o Les mesures peuvent étre vues comme une référence (voir section suivante). On peut par
exemple définir I'axe (10...0)7 (taille d) de l'espace de Hilbert & une phase prés, comme
I'ensemble des états qui donnent toujours 0,..,0 (ng fois) quand on les mesure dans la
base Z...Z. Idem pour (010...0)7 avec le résultat 10...0 etc. Avec cette définition, dire que
“le type de mesure Z...Z n’est pas conforme au modele” n’a pas de sens car la matrice de
vecteurs propres associée a la mesure ne peut pas étre fausse, elle est forcément orthogonale,
et elle définit le choix des axes de la base de référence. Par contre, on ne peut utiliser cet
argument qu’une fois : les mesures ou les états d’entrée peuvent servir de références (en
partie, voir section suivante) pour les axes de 'espace de Hilbert, mais pas les deux. C’est
un argument pour défendre notre choix de faire confiance aux mesures mais pas aux états
d’entrée, nous aurions pu faire I'inverse, mais il fallait choisir I’'un ou ’autre. Nous verrons
dans la section suivante que cet argument ne peut pas étre utilisé pour affirmer qu’il existe
une base de référence dans laquelle toutes les mesures sont parfaites, mais on peut trouver
une base qui rend certaines composantes d’erreurs nulles.

e Meéme si la qualité de I'estimée de M est limitée par la qualité des mesures, le choix que
nous avons fait de n’utiliser que des mesures non-intriquées fait que les mesures sont plus
faciles a réaliser expérimentalement. Il est vrai que, de la méme maniére, nous aurions pu
argumenter que, comme les états d’entrée sont non-intriqués, ils peuvent étre préparés de
maniére précise. Cependant, avant nos contributions, il n’existait pas (dans la littérature)
d’algorithme de tomographie de processus spécifiquement adapté aux processus unitaires
qui n’utilisent que des mesures et des états non-intriquées (a part pour un seul qubit).

Nous avons jugé ces arguments insuffisants et nous avons travaillé sur la tomographie de
mesures (QMT “quantum measurement tomography”). Nous ne sommes pas les premiers a
étudier ce probleme, il est parfois appellé “quantum detector tomography” dans la littérature,
il a été étudié sous une forme non-aveugle en mesurant des états connus avec les mesures a
identifier, et aveugle en estimant simultanément les états mesurés et les mesures effectuées (voir
section 1.3). Pour rester cohérent avec la tomographie de processus, nous devons considérer que
les états mesurés sont inconnus. Mais les mesures que nous effectuons ont des particularités qui
font que les algorithmes de QMT de la littérature ne sont pas adaptés : (i) nous n’utilisons que
des mesures non-intriquées (i.e. séparables en mesures mono-qubit) (ii) sur chaque qubit, nous
ne faisons que 3 types de mesures différents.

L’algorithme de QMT (quantum measurement tomography) que nous allons définir dans le
présent chapitre est adapté aux trois types de mesures (X, Y et Z) que nous effectuons. Nos
hypotheses sont bien plus restrictives que celles des algorithmes de QMT de la littérature. En
effet, nous supposons que les mesures que 'on fait sont bien des mesures projectives et sont
non-intriquées, alors que, en général, la QMT calcule tous les parameétres d’'un POVM inconnu.
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Cependant, les hypotheses que nous faisons font que les mesures sont traitées de la méme maniere
que les état initiaux : nous considérons qu’elles sont bien effectuées avec des portes unitaires
mono-qubit (avec la représentation de mesure par porte interposée a droite de la figure 2.1),
mais nous ne faisons pas confiance aux valeurs des parametres de ces portes.

Dans la section 4.2, nous rappelons comment les mesures sont définies et paramétrées, puis
nous étudions comment la base de référence peut étre définie pour minimiser le nombre de
parametres a estimer. Dans la section 4.3, nous décrirons l'algorithme qui permet de trouver
les parametres qui sont observables. Dans la section 4.4, nous verrons comment on modélise la
concaténation des mesures sur plusieurs qubits, et nous expliquerons comment on peut réaliser la

tomographie de mesures en méme temps (avec le méme circuit quantique et les mémes mesures)
que la QPT.

4.2 Mesures vues comme une référence

Nous considérons I'espace de Hilbert de dimension 2 qui représente les états avec un seul qubit.
Nous allons changer la base de référence pour qu’elle “corresponde” (nous allons voir en quel
sens) aux mesures que 1’on réalise. C’est dans cette base de référence que seront exprimés les états
estimés par la QST et le processus estimé par la QPT. La base de référence dans laquelle tous

. , . . . 1
les vecteurs sont exprimés (au départ) est la base canonique en dimensions deux : §; = <0>

et 0o = (1) . La nouvelle base de référence est définie a une phase globale pres, et elle est

orthogonale, on appelle les deux vecteurs qui la composent e; et es. Comme la base est définie
a une phase prés, on peut supposer que le premier élément de e; est réel positif.
On rappelle ici 'expression générique d’une matrice de vecteurs propres associée a un type
de mesure (2.1) :
cos(¢) —sin(¢)e??
E(¢,v) = (sin(d)) cos(¢)e™” ) (4.2)
ou ¢ € [0,7/2] et ¢ € [0, 27].

Dans la présente section, on considere les matrices de vecteurs propres dans ’ancienne base
de référence {81,02} : (E} = E(¢L,91), E} = E(¢,,v,), Ex = E(¢;,¢1)), et dans la nouvelle
base de référence {e1, ez} : (E% = E(¢2,?),E} = E( z,zb;),E%{ = E(¢2,1?2)). On dit qu'une
matrice de vecteurs propres est exprimée dans l'ancienne (resp. la nouvelle) base de référence
quand les probabilités de la mesure associée sur un état représenté par le vecteur v sont contenues
dans le module au carré du produit de la matrice de vecteurs propres en question avec le vecteur
qui contient la décomposition de v dans I’ancienne (resp. la nouvelle) base de référence. Par
exemple, pour Z quel que soit ’état & mesurer représenté par v = vid; + vids = vie; + vies,
les probabilités de mesurer 1 et 0 quand on mesure v selon Z sont contenues dans le vecteur

2 2
1 2
(% v
E} ('] EZ ()
Z U% Z U%

vecteurs propres sont liées par la relation EZ = Elz {el e2|, (formule de changement de base)

ou dans le vecteur (les deux sont égaux Vv). Les deux matrices de

idem pour X et Y.

Les vraies valeurs des paramétres ¢!, vl qbll,, @D;, @l et 1pl sont inconnues, leurs valeurs
cibles sont : 0, 0, /4, /2, /4 et m respectivement, voir (2.2). En pratique, les parameétres
et les valeurs cibles sont proches mais pas égaux. Les valeurs des matrices de vecteurs propres
EQZ, E%, E§( et de leurs parametres gbz, 1/)3, qﬁg, wz, gbi et LZJ:% dépendent du choix de la nouvelle
base de référence.
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Notre objectif est de choisir une base de référence qui annule le plus de parametres des
mesures (2, 12, qﬁz, 1/15, $2 et 2) possible. On choisit de fixer les vecteurs de la nouvelle base
de référence e et es tels que les deux conditions suivantes soient vérifiées” :

1 0
1. )y t.q. EZ = lo emm]-
e2 0
2. o, 3 t.q. EX = 0 eivs R ot R est une matrice orthogonale réelle de déterminant
—1.

On rappelle que EZ = ElZ [el 82} et E2 = E}< {61 62]. Trouvons les vecteurs de base e es

qui font que les deux conditions soient vérifiées.

« (1 e .
Pour tout xi, [el 82} = (Elz) <0 egﬁ> satisfait la Condition 1. Avec cette valeur de

{61 62} qui dépend du parametre y1 a régler, calculons E§( :

E% = EL} [el ez} =EL{ (E))” (é 62(1> . Ecrivons la matrice unitaire EY (E})" coefficient
cos(pg) et — sin(gg)e¥s

par coefficient : B, (EL)" = ( ) Toute matrice unitaire s’écrit

Sin(gf)o)ei% Cos(qgo)ei(#)z-i-d)z—%)

de cette fagon (voir Annexe A.1). Ainsi, reprenons le calcul de E% :

E2 <cos(¢>0)ew1 — sin(¢g)e¥? ) (1 0 > B (cos(d)o)e“/’l — sin(¢pg)e’¥2tx1) )
X7 sin(go)e™s  cos(g)etW2t¥s=vn) [0 et | = \sin(gg)e™s  cos(gg)elV2t¥s—vitxa) |°

On pose x1 = 11 — 92 (on rappelle que la Condition 1 est vérifiée quelle que soit la valeur de

X1), 0n a :

g2 o_ (€0 <COS(¢0) —sin(¢o)

0 ¥ ) \sin(¢o) cos(¢o)

donc la Condition 2 (avec 19 = 1,13 = 7 + 13).

Nous avons donc montré qu’il existe une base de référence qui fait que les Conditions 1 et 2
sont vérifiées. Cela signifie que, & des phases globales sur les lignes pres (ces phases ne changent
rien pour des matrices de vecteurs propres), les matrices des vecteurs propres des 3 types de
mesures s’écrivent :

). Avec cette valeur de la base de référence, on vérifie

s (1 0) g _ (cos(e,) —sin(6,)e") po _ (cos(és)  sin(6,)
= <0 1) By = (Sin(¢y) cos(¢y ey )7EX_ (Sin(¢m> —Cos(¢m)> (4.3)

ce qui réduit le nombre de parametres :

E7 = E(0,0), EY = E(¢y, ), Ex = E(¢s, ). (4.4)

Nous avons donc 3 parametres a estimer au lieu 6. Dans tout le reste de ce chapitre, tous les
vecteurs et les matrices sont exprimés dans la nouvelle base de référence {e1, es} et les matrices
de vecteurs propres que 'on considere sont E; = EQZ, Ey = E%/, Ex = Eg( Ce choix ne doit
pas étre vu comme un renoncement a estimer tous les parameétres que ’on aurait pu estimer.
Sans fixer la base de référence, les 6 parametres des mesures ne sont pas observables, la base de

2Nous verrons ensuite que ces conditions font que 1’on a les matrices de E%, E2., E% de (4.3), avec une matrice
EZ conforme au modele (donc qui vaut l'identité), et une matrice E% réelle. Ces valeurs des matrices font que les
paramétres des mesures ¢2, 92 et 12 sont tous les trois conformes aux valeurs cibles de 0, 0 et 7 respectivement
(il reste 2, gbfj et 1/)5 qui peuvent ne pas étre conformes).
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référence a 3 parametres (4 parametres pour la base [61 62} moins 1 pour la phase globale),

et on a annulé 3 parametres de mesures (¢, 1! et @D;) pour la définir, c’est cohérent.
Nous avons donc fait le choix (avec les Conditions 1 et 2) de définir la base de référence a
partir des mesures :

o La direction de |0) ou de <1

0) est définie comme la direction du premier vecteur propre de

la mesure selon Z.

o La direction de |1) ou de 1) est définie comme la direction du deuxiéme vecteur propre

de la mesure selon Z.

o Les phases absolues de |0) et |1) ne sont pas définies, mais on choisit leur phase relative
telle que les vecteurs propres de la mesure selon X puissent s’écrire comme des vecteurs
réels dans la base de référence.

Comme Z est une mesure projective, on a la garantie que les deux directions sont bien orthogo-
nales, c’est un avantage qui justifie de définir la base de référence avec les mesures et pas avec
les états d’entrée.

4.3 Identification des parametres

4.3.1 Equations

Dans cette section, nous étudions comment estimer les parametres ¢y, v, et ¢, de (4.3) en
mesurant des copies d’états purs inconnus avec les trois types de mesures X, Y et Z sur un seul
qubit. Ces mesures ont les matrices de vecteurs propres de (4.3).

Considérons n; états purs w; = (b .“egf% (a; et b; sont des réels positifs, ¢; est un angle,
j

§ < n; est I'indice de I’état que I’on considere) . Calculons le vecteur qui contient les espérances
des fréquences d’occurrence (c.a.d les probabilités théoriques) de 0 et de 1 quand on mesure
I’état selon Z, X et Y :

Ey, 2

f(aj7¢jad)a?7¢y7wy) = EX w;
Ey

en remplacant les matrices de vecteurs propres par leurs expressions dans (4.3), on a :

2

F(a5, 05, bu, by, by) = sin(éz) (j%f ) . (4.5)

— sin(g,)e™
sin(gy)  cos(py)e™

Le vecteur f(aj, ¢;, ¢z, ¢y, ¥y) (que I'on peut estimer avec les mesures) a 5 parametres (on

ne compte pas b; car il s’exprime en fonction de a; : b; = /1 — a?) et il contient 6 éléments mais

30n n’utilise pas la méme notation que pour les états de la QPT en section 3.1.1, car les w; sont des états
mono-qubit.
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seulement 3 éléments linéairement indépendants (les sommes des deux premiers éléments, des
deux éléments du milieu et des deux derniers éléments valent 1). On ne peut donc pas espérer
calculer tous les parametres & partir des mesures sur un seul état.

Si on considere n; états d’entrée, on a 2n; + 3 parameétres (car parmi les 5 parameétres que
I'on avait sur un vecteur, 2 dépendaient du vecteur et 3 n’en dépendaient pas) et 3n; mesures
indépendantes. Le n; minimal pour pouvoir espérer estimer tous les parametres des mesures (et
des états mono-qubit mesurés notés wj...w,,, mais ceux-ci ne nous intéressent pas) est n; = 3.
Les espérances des fréquences d’occurrences de chaque résultat possible sont contenues dans la
matrice :

2
Ez
F(aa¢7 ¢x>¢y>¢y) = EX [wl wnz:|
Ey
1 0 2
0 1 (4.6)
_ cos(¢y)  —sin(¢y) ap .. n,
N sin(¢z) cos(¢z) bie'® .. by,etPn
cos(¢y) — sin(¢y)e™¥
sin(gy)  cos(gy)etVv
ay ¢1
aveca= | : |etop=| :
Qn; ;i

Notre objectif est d’identifier les trois parametres ¢, ¢y, 1, (et si nécessaire, les 2n; para-
metres des états d'entrée : ay, ..., ap, , @1, ..., P, ) & partir des espérances des mesures :F(a, @, ¢z, ¢y, ¥y).
Nous n’avons pas réussi a trouver des solutions analytiques (méme pour le cas de base
n; = 3). Les deux premieres lignes de la matrice F(a, ¢, ¢, ¢y, 1) sont les modules au carré des
composantes des états mesurés. L’élément en troisieme ligne et j-iéme colonne vaut |a; cos(¢,) —
b1e'i sin(¢,)|? on peut montrer que cette expression se simplifie en :

(14 ¢jcos(2¢,) — djsin(2¢;) cos(¢;)) (4.7)

N

(F((Z, ¢)7 ¢ZL‘7 (byv ¢y))3,j =

avec ¢j = aJQ- — b? et dj = 2a;b;. La quatrieme ligne n’apporte pas plus d’information (les
troisieme et quatrieme lignes somment a 1). On peut montrer que 1’élément en 5-ieme ligne et

J-iéme colonne s’exprime comme pour la troisiéme ligne avec ¢, remplacé par ¢, et ¢; remplacé
par ¢; + 1 -

1

(F(Cl,, ¢7 ¢CC? ¢y7 wy))f),j = 5

(14 ¢j cos(2¢y) — djsin(2¢y) cos(¢; + ¢y)) (4.8)

11 est possible d’isoler cos(¢;) avec (4.7) et sin(¢;) avec (4.8) en développant cos(¢;+1,). On peut
ensuite éliminer les variables ¢; (qui ne nous intéressent pas) en posant cos(¢;)? + sin(¢;)? = 1.
Cependant, ces équations sont tres complexes et méme les logiciels de calcul formel ne nous ont
pas permis d’en déduire des expressions de ¢, ¢y et 1.

4.3.2 Stratégie de résolution numeérique

On pourrait croire que notre incapacité a trouver une solution analytique ou méme a savoir pour
quelles valeurs des parameétres la solution est unique est un probleme, mais ce serait oublier d’ou
viennent les équations. En pratique, on sait que ¢, et ¢, sont proches de /4, que 1), est proche
de 7/2, et les valeurs des éléments de a et ¢ sont connues et contrdlées (on choisit quels états
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préparer) avec une précision raisonnable. On dispose donc d’un point initial raisonnable pour
résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(¢x7¢y7¢y7aa ¢> arg min Z»ka a37¢37¢z,¢y,¢y)( n;) (4.9)
¢za¢y7wya 7¢] 1

oll, avec le modeéle multinomial, 'opposé de la log-vraisemblance E F RIS zij)(nj) du vecteur

n; qui contient les résultats (nombre d’occurrences) des mesures sur le j-ieme état s’écrit :

Nproba

LEe ooty M) == D (n5)rlog ((f (aj, d5, Gw, By, 1)) (4.10)

k=1

ol (.);, est le k-ieme élément d'un vecteur, npyropq = 3d = 6 est le nombre de résultats possibles
pour les 3 mesures pour un état, f(aj, @, ¢z, Py, 1Vy) est le vecteur qui contient les probabilités
théoriques, défini dans (4.5), et n. est le nombre de réalisations de chaque type de mesure sur
chaque état mesuré. Si on choisit d’utiliser le modeéle gaussien régularisé a la place du modele
multinomial :

T 0 2
gauss pzb ng ¢ — Ne (f (aj>¢j7¢xa¢yawy))k)
fk(ajy(ﬁ]y(bz:‘i’y’wy — nc(ﬁj)k

(4.11)
ol p; = % contient les probabilités régularisées. Ces deux expressions de la vraisemblance
ont été établies dans la section 2.4, réutilisées dans la section 3.3.

Nous verrons dans la section 5.1.6, que, avec un bon point initial, le probleme d’optimisa-
tion de (4.9) se résout assez facilement avec l’algorithme d’optimisation par descente de gra-
dient (quasi-Newton) que nous avons utilisé pour la maximisation de la vraisemblance dans les
Sections 2.4 et 3.3. Nous aurions pu séparer 'optimisation des parametres des états de 'op-
timisation principale (comme nous avons fait dans la section 3.3) en résolvant (@, ;b;,@) =

arg mlnz o mln[,fk( 05,b5sbmsby %)(nj) plutot que (4.9) ; mais, étant donné le faible nombre de
¢z,¢y,wy aj, 3PPz, Py,
parameétres : 3 + 2n; (contre d? 4+ 2n; pour I'optimisation de la vraisemblance dans la section

3.3), loptimisation qui en résulte n’est pas plus rapide ici.

4.3.3 Choix des états mesurés

Dans la présente section nous cherchons a déterminer quels états cibles on peut choisir pour
s’assurer que la QMT se passe bien. Ce travail nécessitera de résoudre des problémes d’optimi-
sation, mais le lecteur doit garder a l’esprit que ces problémes ne doivent étre résolus qu’'une
seule fois pour choisir les états, et pas a chaque réalisation de la QMT.

Nous n’avons pas ’équivalent de la condition nécessaire et suffisante (3.19) pour la QPT ici,
nous n’avons donc a priori aucune idée de comment choisir nos états d’entrée pour étre stir que :

1. la solution du probléme d’optimisation (4.9) soit unique.

2. L’algorithme de descente du gradient que nous utilisons converge vers le vrai minimum
meéme si 'on part d’'un point qui est loin du minimum.

3. Le probléme soit bien conditionné (i.e. que I'on ne puisse pas avoir une petite erreur sur
les mesures qui génere de grosses erreurs sur les parametres estimés).
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Parmi ces 3 critéres, le premier est le plus difficile a vérifier (il faudrait réaliser une optimi-
sation globale sur un critére non convexe pour vérifier qu’il n’y a pas de meilleure solution) et
n’est pas tres important. Il était important pour la QPT dans la section 3.2.1 parce que 'on
n’avait pas d’a priori sur la valeur du processus a identifier. Mais, ici, nous connaissons a peu
pres les parametres des mesures X Y et Z, et nous voulons juste affiner en estimant leurs vraies
valeurs des parametres. Le fait d’avoir plusieurs solutions n’est pas génant si elles ne sont pas
trop proches (il faut juste que 'on tombe sur la bonne solution & partir du point initial), et si
le Critere 2 est respecté, alors nous saurons qu’il n’existe pas d’autre solution au voisinage du
point initial.

Le Critere 2 peut étre vérifié en réalisant plusieurs optimisations avec des points initiaux
autour des vrais parametres (connus en simulation).

Le Critere 3 est tres facile (d’'un point de vue calculatoire) a vérifier, en effet, nous avons
expliqué dans la section 3.3.5 comment la borne de Cramér-Rao peut étre calculée. Ici, le critere
que I'on minimise est un peu différent (pas de processus dont les parametres sont a identifier, et
les matrices de vecteur propres ne sont pas fixées), mais 1'idée est la méme : on échantillonne les
réalisations d’une loi multinomiale dont les probabilités théoriques sont fonctions des parametres
a identifier. On adapte (3.41) la formule de la borne de I'information de Fisher (dont la borne
de Cramér-Rao est I'inverse) de la loi régularisée au probleme de QMT :

-1

p1(0)
IG35°(0) = nedour(0)* Jour(0) (4.12)
ﬁnprob (0)

oll Nyrop est le nombre de probabilités mesurées, ici n,.o, = 6n;, les p; sont les probabilités
a
¢

régularisées qui sont fonctions des vrais parametres 8, ici (par opposition a (3.41)) @ = | ¢,
Py
Py

a 2n; + 3 éléments, (nous I'appelons @ et non @ car nous allons choisir les éléments de a et
@) et Jour(0) est la jacobienne de taille nprp X (21; + 3) qui contient les dérivées de toutes
les probabilités théoriques en fonction des 2n; + 3 parametres. Nous avons choisi d’utiliser le
modele gaussien régularisé et non le modeéle multinomial, car ce dernier modélise la variance de
Ierreur des mesures qui ont une probabilité associée de 1 ou 0 comme nulle. Avec le modele
multinomial, un algorithme d’optimisation qui minimise la variance des estimées de QMT aura
donc tendance a sélectionner des états de la base de mesure pour lesquels les résultats de mesure
sont déterministes méme si le conditionnement est trés mauvais (en pratique, il lest, car les
mesures dépendent trés peu des états) car le mauvais conditionnement devrait étre compensé par
le fait que la variance de ’erreur de mesure est nulle ; et c’est le cas pour le modéle multinomial,
mais en pratique, avec des erreurs de modélisation (les mesures ne sont pas exactement des
mesures projectives, les états ne sont pas exactement purs), on a toujours des erreurs résiduelles.
Ces erreurs résiduelles sont modélisées dans le modele gaussien régularisé, car la régularisation
qu’il effectue a pour effet d’augmenter les petites probabilités.

A partir de I'information de Fisher, on peut calculer la borne de Cramér-Rao. L’évaluation
de la borne de Cramér-Rao pour un 6 donné est tres rapide (~ 3ms sur un processeur Intel
i7-8650U 1,90GHz). Le critére (scalaire) que nous choisissons pour caractériser la qualité de
I’estimation des parameétres est la somme des trois derniers éléments de la diagonale de la borne
de Cramér-Rao : c’est la somme des variances des erreurs sur les trois parametres qui nous
intéressent. Nous appelons ce critere ¢(8).
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Nous choisissons de sélectionner les parametres a et ¢ des états (cibles) mesurés de facon
a
¢
a minimiser ¢(@). Bien entendu, comme 6 = | ¢, |, la quantité & minimiser ¢(@) dépend aussi
Py
Py

des valeurs de ¢, ¢y, 1y. Nous considérons que ces parametres valent les valeurs attendues
(py = /4, ¢y = /4 et b, = 7) *. Formellement :

a

¢
(ao) =argmin c|w/4|. (4.13)
¢0 a,p 7T/4

™

Ce probléme d’optimisation est résolu avec le méme algorithme de descente de gradient (quasi-
Newton BFGS) que l'optimisation de la vraisemblance, sauf que les gradients sont estimés par la
méthode des différences finies (ils étaient calculés analytiquement pour la vraisemblance). Nous

effectuons le changement de variable a < tan (7r(a - %)) (voir section 2.4 pour une explication

détaillée) pour ne pas avoir de contrainte sur les parameétres a optimiser. Etant donné le faible
nombre de parametres a optimiser (2n;), la minimisation est treés rapide (~ 0.4s pour n; = 3),
et il est réaliste de tenter de réaliser une optimisation globale en lancant quelques centaines
d’optimisations sur des parametres aléatoires.

Pour n; = 3, nous lancons 1000 optimisations & des points initiaux aléatoires qui trouvent
chacune un minimum local. Sur les 1000 valeurs minimales, 779 sont identiques (les autres sont
supérieures). Ces 779 valeurs identiques sont atteintes pour 170 valeurs des parametres distinctes
(les sauts de 27 dans les parameétres de phases ne sont pas considérés comme distincts). Si l'on
enleve les valeurs des parametres qui sont les mémes a des permutations sur les états pres (par
exemple en échangeant le premier état et le second), il reste 32. On affiche toutes les valeurs
que peuvent prendre les 3 états en figure 4.1 sur la sphere de Bloch. La spheére de Bloch est une
représentation en trois dimensions des états quantiques a un qubit. Les 3 axes de référence de
I’espace de la sphere de Bloch sont les trois premiers vecteurs propres des mesures X, Y et Z,
et si les angles 1, € [0, 7] et 6y, € [0, 27| sont tels que les coordonnées d’un point sur la sphere de

sin(tp) cos(6s)
Bloch sont | sin(v) sin(6y) |, alors ’état quantique associé est cos(vp/2) |0) + €% sin (v /2) [1).
cos(tp)

En pratique les 32 combinaisons d’états peuvent toutes étre déduites (nous allons voir en
quel sens) d’une seule solution, les 3 états quantiques associés & cette solution sont (arrondis) :

o — 0.8883 wl — 0.8069 wl — 0.8069 (4.14)
1710.3247 +0.3247i ) 2~ \=0.2324 +0.5430: ] 3~ \0.5430 — 0.23247 ) :

Les 3 transformations suivantes peuvent étre appliquées sur les 3 états de (4.14) pour retrouver

4En pratique, ce ne sera pas exactement le cas, et les états mesurés ne seront pas exactement les états associés
aux parametres a et ¢ que nous allons choisir, mais on devrait étre assez proche pour que ¢(0) soit faible.
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FIGURE 4.1 : Valeurs prises par les états qui minimisent I'erreur d’estimation de la QMT (une
solution est composée d’un point rouge un point vert et un point bleu a gauche et de points
rouge verts bleus et oranges a droite, ces points représentent les 3 et 4 états qui sont les solutions
de (4.13) pour 3 et 4 états) sur la sphere de Bloch avec n; = 3 (a gauche) et n; = 4 (& droite)
états d’entrée. Si un point correspond a une valeur qui a été prise plusieurs fois (en pratique,
c’est le cas pour tous les points représentés), il garde la derniére couleur (sur la figure de droite
par exemple, il y a 16 points de chaque couleur, mais comme ils prennent souvent les mémes
valeurs, on n’en voit que 2). Les vecteurs x, y et z sont les états qui donnent 0 (ceux qui donnent
1 sont situés a 'opposé sur la sphere de Bloch) avec probabilité 1 quand on les mesure selon X,
Y et Z respectivement, c’est-a-dire |0), %(\O) + 1)) et %OO) +1i|1)).

les 32 états solutions de (4.13) :

] aq aq
f‘r “\ag + bot — (—GQ + bgi)

foel @ - ( “ ) (4.15)

as + bai as — bt

ai — ag+boi a2 — bQZ
as + bai laz —b21l al

Les fonctions sont appelées ainsi parce qu’elles sont les symétries par rapport aux plans passant
par lorigine et de vecteurs normaux x, y et z respectivement sur la sphére de Bloch. Du point
de vue des types de mesures X, Y et Z, mesurer I'état représenté par un vecteur v selon X
(resp. Y et Y') donne les mémes valeurs de probabilités, mais inversées (la probabilité d’avoir 0
devient la probabilité d’avoir 1) que quand on mesure f, (x) (resp. f,(y) et f.(z)).

Pour n; = 4, les résultats sont plus faciles a analyser, (4.13) n’a que 16 solutions uniques
(trouvées aussi avec 1000 optimisations), elles sont représentées sur la figure 4.1 a droite. De
nombreux points sont superposés, on ne voit que les quatre points de la premiére solution (en
haut) et la derniére (en bas). Les valeurs des états correspondant & la premiére solution sont :

wl — 0.8510 wl — 0.8510 wh — 0.8510 wl — 0.8510
L7 N0.3714(1 +4) ) 72 7 \0.3714(1 —4) ) 3~ \—0.3714(1 —d) )+~ \—0.3714(1 +4) )

(4.16)
On choisit de considérer les états de (4.14) et (4.16) parmi les solutions (minimas locaux) de
(4.9) pour n; = 3 et n; = 4 que nous avons trouvés. C’est un choix arbitraire. Idéalement, nous

fo:
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aurions voulu des états qui permettent aussi de garantir que Ioptimisation de (4.9) ne donne
pas un autre minimum que celui qui est voisin des vraies valeurs des parameétres si on se trompe
sur l'initialisation. Afin de savoir si c¢’est le cas, étudions comment ’algorithme d’optimisation
que nous avons choisi pour résoudre (4.9) avec n; = 3 et n; = 4 converge avec les états cibles
de (4.14) et (4.16) respectivement si on introduit des erreurs raisonnables et que l'on initialise
Palgorithme de descente de gradient a un mauvais point. Pour ce faire, on simule le systéme ot les
états cibles sont ceux de (4.14) (resp. (4.16)) mais 'opérateur les prépare de facon imparfaite,
et les vrais états préparés sont les iétats cibles multipliés a gauche par une matrice unitaire
o cos(6,) — sin(6,)e'r
alatoire (Sin(@r)ei‘ﬁz cos(6, )et(@r o7
variables aléatoires gaussiennes indépendantes centrées et d’écart types oprep que nous allons
faire varier. On simule aussi des types de mesures quantiques X, Y et Z qui devraient étre
conformes au modele, mais a la place, on a E% = E(0,0),E3 = E(¢,,1,),E% = E(¢,, ) ot
les angles ¢, 1, et ¢, sont modélisés comme des variables aléatoires gaussiennes indépendantes
centrées en les valeurs cibles, c’est-a-dire /4, /2 et 7 /4 respectivement, et d’écart type oumes. En
simulation, nous choisissons de toujours considérer oyes = oprep (arbitraire) mais nous réalisons
des simulations avec 100 valeurs différentes de opes (€t oprep) allant de 0 & 0,5. Pour chaque valeur
de o,pes, nous réalisons 1000 simulations avec des réalisations différentes des variables aléatoires
qui déterminent les vrais états d’entrée et les vrais parametres des mesures, nous simulons aussi
un nombre fini de mesures avec n. = 1000 (n. et le nombre de copies de chaque valeur d’état
mesurée par type de mesure) si n; = 3 et n, = 750 si n; = 4 (pour que le nombre total d’états
a préparer n;n. soit le méme). Les résultats des mesures sont modélisés comme des variables
aléatoires multinomiales. Nous estimons les parametres des types de mesures ¢, 1, et ¢, en
résolvant (4.9) avec la version gaussienne de la vraisemblance. L’algorithme d’optimisation par
descente de gradient est d’abord initialisé aux valeurs cibles des parametres (V/r\ais parametres des
états d’entrée et ¢, = 7/4, 1y, = 7/2 ¢, = w/4) pour obtenir les estimées ¢y, , %Py 115 PerirLs
puis initialisé aux vraies valeurs des parametres (seulement connus en simulation) pour obtenir
Dyre £ (- > Parep- Nous considérons que la résolution de (4.9) avec le point initial des valeurs

) oil les angles 6, ¢l et ¢? sont modélisés comme des

cible a convergé vers le bon minimum si @ML = @Tef,;b;mf = @Tef et g/b;ML = g/b;ref.

La figure 4.2 représente la probabilité que la résolution de (4.9) converge vers le bon minimum
avec le point initial des valeurs cibles en fonction de 0,,.5. Cette probabilité est notée peony,. On
la représente pour les n; = 3 et n; = 4 états d’entrée de (4.14) et (4.16) respectivement.

502 1

01f =3 ]

TL1‘=4

0 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
std de I'erreur sur les états [radians]

FIGURE 4.2 : Probabilité que 'optimisation de (4.9) converge vers le bon minimum
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Peonv Teste égale a 1 (c.a.d. l'algorithme de maximum de vraisemblance converge toujours
vers le bon minimum) tant que opes est inférieur a 0,12 pour n; = 4 et 0,025 pour n; = 3. Si
on veut garantir que ’algorithme continue de bien converger avec un o,,.s plus grand, on peut
considérer plus d’états mesurés (n; = 5 par exemple) ou alors considérer des états différents de
(4.14) et (4.16). Cependant, nous considérons que les performances sont satisfaisantes avec les
n; = 4 états d’entrée de (4.16).

4.4 Plus d’un qubit et lien avec la QPT

On consideére un systeme multi-qubit pour lequel le probléeme d’optimisation de (4.9) a été résolu
pour chaque qubit qui compose le systeme. Nous avons donc 3ny, matrices de vecteurs propres
2x2:Ex, ,Ey,,Ez, ""Eanb’Eanb’Eanb‘ Nous supposons que toutes les mesures mono-
qubit sont bien non-intriquées, cette hypothése était faite de fagon implicite dans les parties
précédentes, car nous considérions que les états mesurés se comportaient comme des états purs
sur un qubit.

Pour avoir les matrices de vecteurs propres des mesures multi-qubit on peut donc calculer le
produit tensoriel des matrices de vecteurs propres mono-qubit. Par exemple :

Ex.x =Ex, ®Ex,®..9Ex,
Ey. y= Ey1 X Ey2 R...Q EY"qb

Ez.z=Ex,®Ez ®..®Ez, .

(4.17)

On peut réaliser la QMT avant de faire la QPT sur les mesures mono-qubit du dispositif de
QPT en se servant des valeurs des parametres des portes estimés dans ’algorithme du maximum
de vraisemblance de la QPT (et de la QST de chaque état).

Mais on peut aussi réaliser la QMT et la QPT avec le méme dispositif. Par exemple, pour
deux qubits, on peut utiliser le dispositif de la figure 4.3 :

0) =] G, [=AT> > A
e = M >4

10) = Gy == AT L~ A
10) —>| G === A —,A

10) =] g = AT > A
v M
10) >| G, 43/7_’\\ — A

10) = G, = AT > A
V4
10) —=| G == A > M L > A

Fi1GURE 4.3 : Circuit quantique a réaliser pour pouvoir réaliser la QPT et la QMT simultané-
ment. L’extension pour des processus a plus de 2 qubits est simple (on crée les n; états a partir
des 4 portes), il faut juste vérifier que les états d’entrée satisfont (3.19) pour que la QPT soit
possible.
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Les portes quantiques mono-qubit représentées par les matrices G1, G, Gg, G4 dans la figure

4.3 sont telles que les états mono-qubit préparés soient ceux de (4.16) : G; 0

Les quatre états initiaux a deux qubits avec lesquels nous faisons la QPT sont : v; = w} ® w3,
vy = wj ® wi, v3 = wi @ wi, v4 = wi ® wi. 1l se trouve que ces états vérifient la condition
(3.20), ils forment une base et tous les états sont non-orthogonaux deux a deux, la QPT est donc
possible. Pour réaliser la QMT, il faut que les états mono-qubit wf, w3, w3, w} soient mesurés
avec les types de mesures a identifier X, Y, et Z sur le premier et sur le deuxieme qubit (car
on consideére que la mesure Y (par exemple) n’a pas les mémes parametres sur le premier et sur
le deuxieme qubit). Cette condition n’est pas respectée si on choisit d’utiliser les 2ng +1 =5
types de mesures de la section 2.3 sur les états a 2 qubits, c’est-a-dire ZZ, ZX, ZY, X X, XY ; en
effet, avec ces mesures, le premier qubit n’est jamais mesuré selon Y. Cependant, si ’on effectue
les 4 types de mesures de la section 2.2, c’est-a-dire X X,YY, ZZ, XY pour deux qubits, alors,
il est possible de réaliser la QMT avec la QPT. En pratique, les parametres de tous les types de
mesures sont estimés ce qui nous permet d’avoir une nouvelle estimée de la matrice A (qui est
la concaténation des matrices de vecteurs propres des mesures effectuées, voir (2.4) et (2.11)).
Il se trouve que tous les algorithmes utilisés ensuite (de phaseCut pour la QST au maximum de
vraisemblance pour la QPT) peuvent fonctionner avec toute matrice A tant qu’elle est connue
(il faut aussi que v — |Aw|? soit injective & une phase globale prés, mais nous avons vu dans la
section 2.2.2 que si A a assez de lignes, c’est presque toujours le cas), on peut donc faire marcher
tous ces algorithmes avec la version de A corrigée par la QPT.

1) =wj Vjel, . 4

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié comment les parametres de nos mesures mono-qubit peuvent
étre estimés en mesurant des états que I'on ne connait que de fagon imprécise avec nos mesures
(aussi connues de fagon imprécise). Nous avons montré que, si on se permet de définir la base
de référence en fonction des mesures X, Y et Z pour chaque qubit, alors, pour chaque qubit, on
peut estimer tous les parametres des mesures en mesurant au moins 3 états. Nous avons étudié
comment les états d’entrée peuvent étre choisis pour maximiser la précision de ’estimation des
parametres des mesures, et nous avons choisi les 4 états de (4.16) sur chaque qubit. Finalement,
nous avons vu que, pour étendre notre algorithme de QMT mono-qubit & des mesures non
intriquées multi-qubit, on peut considérer la configuration de la figure 4.3 qui permet de réaliser la
QPT et la QMT simultanément. Comme nous privilégions cette configuration, nous ne testerons
notre algorithme de QMT que avec la QPT dans le chapitre 5.
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Chapitre 5

Validations des algorithmes de
tomographie de processus
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Les algorithmes de QST qui servent de brique de base pour la QPT ont été testés dans
la section 2.5. Les conclusions auxquelles nous sommes arrivés en fin de cette section sont les
suivantes :

 Les configurations avec les 4 types de mesures de la section 2.2 et avec les 2n4,+1 types de
mesures de la section 2.3 sont comparables. Mais nous préférons la seconde configuration,
nous l'utilisons par défaut.

o Minimiser £9"*¢ (la version gaussienne régularisée de la vraisemblance) n’a que treés peu
d’inconvénients (légeére perte de précision si les mesures ne sont répétées que peu de fois
par rapport a la vraie vraisemblance), et a I’avantage d’étre plus robuste, et plus adaptée
a la présence d’imperfections non-modélisées.

Dans le présent chapitre, nous évaluons les perfomances de nos algorithmes de QPT (et,
dans une moindre mesure, notre algorithme qui réalise la QMT et la QPT simultanément). La
configuration de base vers laquelle nous allons revenir le plus souvent est celle de la figure 3.4
avec ng, = 2. Cela signifie que I'on prépare les 4 états initiaux dont les valeurs cibles sont celles
de (3.21), que nous réecrivons ici :

—_ =
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Nous mettons cette configuration en avant parce que la QPT a deux qubits est un pro-
bléme classique et, comme nous 'avons vu dans la section 3.2.3, les quatre états initiaux (3.21)
permettent d’identifier tous les processus unitaires et sont particulierement simples a réaliser
physiquement.

Nous estimons les parameétres du processus avec la combinaison de l'algorithme de la section
3.1.2, qui donne M Ls puis l'algorithme de maximum de vraisemblance gaussienne de la section
3.3, qui utilise M Ls et donne M M L- Nous souhaitons tester la résistance a ’erreur multinomiale
(erreur générée par le nombre de mesures) dans la section 5.1.1. Ensuite, dans la section 5.1.2,
nous testons notre résistance aux erreurs systématiques sur les états d’entrée. Nous comparons
également notre algorithme a celui de Baldwin et al. [BKD14] dans la section 5.1.3. Dans les
sections 5.1.4 et 5.1.5, nous testons la résistance de notre algorithme a des erreurs qui ne sont
pas prises en compte par notre modele de mesure (états intriqués, états mélange, processus
non-unitaire). Nous testons notre algorithme de QMT en section 5.1.6 (seule section ou la QMT
est testée). Pour finir avec la configuration avec ng = 2 qubits et n; = 4 états initiaux, nous
testerons la validité de la borne de Cramér-Rao en section 5.1.7 que nous pouvons calculer en
sortie de QPT.

Dans la section 5.1.8, nous sortons du cadre de la figure 3.4 et des états (3.21). En effet,
nous étendons la configuration testée en augmentant le nombre de qubits, et testons aussi la
configuration de la figure 3.5 avec un seul état initial.

Finalement, en section 5.2, nous revenons sur la configuration de la figure 3.4, et testons les
algorithmes de QPT avec des données réelles.

5.1 Performances en simulation

5.1.1 Impact du nombre de copies

Nous avons congu des simulations pour déterminer le nombre (n.) de copies par type de mesure
sur chaque valeur d’état mesuré, dont nous avons besoin dans le cas d’utilisation de la figure 3.5
afin d’obtenir une bonne estimation de la matrice unitaire associée a la porte quantique. Nous
commencons par considérer que le nombre fini de mesures est la seule source d’erreurs. Il n'y a
pas de décohérence, les mesures suivent le modele, et les états initiaux que nous considérons sont
préparés avec des portes de Hadamard parfaites (comme nous le verrons dans la section 5.1.2,
ce dernier point n’est pas vraiment important). Nous faisons varier n. de 20 a 25 000, et pour
chaque valeur de n., nous générons 5000 portes quantiques aléatoires. Chacune de ces portes est
définie par une matrice unitaire créée en appliquant 'algorithme de Gram-Schmidt & une matrice
complexe aléatoire dont chaque coefficient est i.i.d. suivant la distribution normale complexe
centrée circulairement symétrique. Pour chaque n., nous générons également 5000 (un par porte)
ensembles de ngn;n; (un pour chaque valeur unique d’état mesuré et par type de mesure) comptes
de mesures IN aléatoires associés a chaque n. suivant la distribution multinomiale a d résultats
possibles. Les espérances de chaque résultat sont fixées a leurs valeurs théoriques (connues
uniquement en simulation). Par exemple, si I'un des états mesurés est représenté par v =

T
(0.5 0.5 0.5¢ O.5z'> (a identifier avec les mesures) et que nous le mesurons dans la base

de calcul (type de mesure ZZ dans la section 2.1.1) avec n. = 50 copies de cet état mesuré
dans cette base, nous simulons alors les comptes de mesures en échantillonnant une distribution

T
multinomiale avec des parameétres de probabilités p = [Lyv;.|? = (0.25 0.25 0.25 0.25)
pour les 4 résultats et n. = 50 lancers, les nombres de mesures empiriques qui en résultent

T
pourraient étre (13 10 15 12) par exemple.

Pour chaque n., nous avons donc 5000 matrices unitaires {M} & estimer et 5000 ensembles
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FIGURE 5.1 : Boites a moustaches de I'erreur de QPT lorsque le nombre de mesures par état et
par type de mesure n. augmente. La ligne verte (ligne claire du haut a gauche au bas a droite)
représente la fonction n — ﬁ ou ¢ est calculé de maniere a ce que la ligne corresponde (au sens
des moindres carrés) & la médiane dans la boite & moustache associée a n. > 1000. Le rectangle
central (bleu) représente I’espace entre le premier et le dernier quartile, ou se trouvent la moitié
des observations. La petite ligne (rouge) au milieu de chaque rectangle est la médiane, et les
moustaches (noires) vont du premier au dernier 5 centiles. Par définition, 90% des échantillons
se situent dans l'intervalle des moustaches. Les performances de I'algorithme d’initialisation (qui
donne M ¢) sont sur le graphe de gauche, et celles de 'algorithme du maximum de vraisemblance
(qui donne My 1) sont sur le graphe de droite.

de mesures sur lesquels effectuer la QPT. Nous exécutons notre algorithme et obtenons 5000
estimations {Mpg} et {Mjsr}. Nous devons ensuite quantifier I’erreur entre les {M} et les {M}
(avec la convention M vaut Mpg ou Mj;r). Nous choisissons d’utiliser la métrique suivante,
notée p,(Mrs, M) et appelée erreur :

M — Mge”||

y1p(MLg, M) (5.1)

1
\/ﬁl
ou ¢ est 'angle qui minimise lerreur (il tient compte du fait que M ne peut étre récupéré qu’a
une phase globale pres) et ||.|| est la norme de Frobenius. Cette métrique se situe entre 0 (si
M et M;ye sont identiques a une phase globale pres) et 1 (s’ils sont orthogonaux par rapport
au produit scalaire de Hilbert-Schmidt). On peut montrer que ¢ = arg (tr(l/\\/IfsM)) (arg est la
phase d’un nombre complexe et tr est la trace).

Dans la littérature, la fidélité f (K\/I, M) est plus souvent utilisée, voir par exemple I’équation
[BKD14] (24), définie pour tous les processus quantiques (et pas seulement les processus uni-
taires). La fidélité d’un processus € par rapport & un processus € est définie comme la fidélité
de I’état quantique (voir section 1.1.9) p- (associé a € par I'isomorphisme de Choi-Jamiolkowski
(1.13) par rapport a I’état p, (associé a €). On montre dans I’Annexe C.1 que les deux métriques
sont liées lorsqu’il s’agit de processus unitaires f (1\/7I,M) =(1- up(l\A/I,M)Q). Nous préférons
Ly & f parce que p, a une signification tangible (un g, de 0,1 peut étre vu comme une erreur
de 10%). Il est également beaucoup plus instructif lorsque 'estimation M commence i se rap-
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procher de M, car une erreur y, de 0,1 est bien pire qu'une erreur 0,01 (la norme de l'erreur
rephasée est dix fois plus grande), mais il est plus difficile de comparer les f associés de 0,99 et
0,9999 (on pourrait penser que ces deux valeurs signifient que I’estimation est trés bonne, mais
f =0,99 correspond & une grosse erreur).

La figure 5.1 montre les boites a moustaches (qui affichent la médiane, les premiers et derniers
quartiles, les premiers et derniers 5 centile et valeurs qui les dépassent) des 5000 échantillons de
I’erreur pour chaque valeur de n., pour 'estimateur initial (1\7[ Ls) et I'estimateur du maximum
de vraisemblance (K\/I ML)-

Avec D’échelle logarithmique, on retrouve la relation inverse classique entre I'erreur d’esti-
mation et la racine carrée du nombre d’échantillons (la droite qui représente le résultat d’une
régression linéaire entre les deux s’ajuste treés bien aux dernieres médianes) si n. est suffisam-
ment élevé (n. > 100). Le gain apporté par I'algorithme du maximum de vraisemblance apparait
clairement sur la figure 5.1, en pratique, on gagne un facteur supérieur a 2 (erreur réduite de
~ 55%).

5.1.2 Impact de Perreur systématique

Nous réalisons ici une seconde simulation afin de voir ce qui se passe si nous ajoutons une
erreur systématique aux états initiaux. Nous simulons les états initiaux de (3.21), nous fixons
n. = 1000, et nous simulons une erreur systématique, chacune des nyn.ns copies correspondant a
un état donné a la méme erreur systématique. Physiquement, cela signifie que 'initialisation des
états & |0) ou les portes de Hadamard utilisées pour les transformer ont des erreurs, mais font
exactement la méme chose avec la méme erreur a chaque copie. Nous devons considérer I’erreur
multinomiale (n. = 1000) en plus de 'erreur systématique, car lerreur de QPT serait toujours
nulle (ou de ~10~% car I'algorithme d’optimisation qui minimise £9%“** n’est pas parfait) si on
ne le faisait pas.

Les erreurs systématiques sont dans un premier temps modélisées comme des erreurs qui ne
changent pas le caractére non-intriqué de I’état, implicitement, on suppose donc que les états
initiaux ou tous les qubits sont initialisés & |0) sont bien non-intriqués et que les portes de
Hadamard sont bien des portes unitaires mono-qubit (cela garantit qu’elles n’introduisent pas
d’intrication). En pratique, pour modéliser cette erreur, nous utilisons la paramétrisation des
états initiaux de (3.35) avec un r et un 6 par qubit. En I'absence d’erreur systématique r vaut
V2 si une porte de Hadamard a été appliquée au qubit et 1 sinon, # vaut toujours 0. Nous
modélisons l'erreur systématique comme une erreur gaussienne indépendante centrée sur tous
les et tous les 6 d’écart-type ogys (exprimé en radians, que nous ferons varier) sur les 6 et %
pour les r. Si le r bruité sort de Uintervalle [0,1], alors nous lui soustrayons sa partie entiére
pour 'y ramener (dans ce cas, 'erreur n’est plus gaussienne). La figure 5.2 présente les boites
a moustaches des erreurs de QPT en fonction de 'écart-type (std.) de lerreur systématique.
L’écart-type infini (inf) correspond a I’état initial totalement aléatoire.

La figure 5.2 montre les erreurs de ’estimée initiale (K\/ILS) et de I'estimée de maximum de
vraisemblance (IVI ML) POUT Un 0y qui varie linéairement de 0 & 0, 3 rad et pour o,ys = 100 rad.
Cette derniere valeur vise a modéliser des états initiaux totalement aléatoires et non-intriqués.

La précision des estimateurs est assez peu sensible a ’erreur systématique. C’est surtout vrai
pour 'estimateur du maximum de vraisemblance. Pour ’estimateur initial, 'erreur augmente
de fagon non négligeable (surtout pour les quantiles d’ordre plus élevés) jusqu’a & peu pres
osys = 0.2 rad, puis elle diminue légerement. Cette augmentation est sans doute due a un
conditionnement dégradé du probléme pour des états initiaux proches des états cibles qui rend
notre estimée initiale vulnérable & I'erreur multinomiale. Nous considérons quand méme que la
résistance aux erreurs systématique est satisfaisante, surtout pour I'estimateur du maximum de
vraisemblance.
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FIGURE 5.2 : Boites a moustaches des erreurs de QPT en présence d’erreurs systématiques et
avec n. = 1000 pour les deux algorithmes de QPT (I'initialisation qui donne Mg, le maximum
de vraisemblance qui donne M ;y.).

5.1.3 Comparaison avec I’algorithme de Baldwin et al.

Dans la présente section, nous voulons comparer notre algorithme avec celui de [BKD14] dans
le cas ou il y a deux qubits et quatre états initiaux (ng = 2,n; = 4). Ce n’est pas une tache
triviale car algorithme de [BKD14] a été cong¢u pour la configuration SQPT de la figure 5.3
(dans le cas ng, = 2,n; = 4). Notre algorithme a été défini pour la configuration semi-aveugle de
la figure 5.4. Nous pouvons cependant 'adapter a la configuration SQPT de la figure 5.3 (voir la
section 3.1.4), au prix de perdre notre résistance aux erreurs systématiques. Nous avons choisi
de comparer les trois algorithmes suivants :

1. Notre algorithme d’initialisation fonctionnant sur la configuration de la figure 5.4 avec n. =
1000.

2. L’algorithme de [BKD14] sur la configuration de la figure 5.3. Nous avons choisi de fixer
n. = 2000 afin de tenir compte du fait que la figure 5.3 exige que quatre états soient mesurés
au lieu de huit.

3. Notre algorithme d’initialisation sur la configuration de la figure 5.3 avec les adaptations de
la section 3.1.4 et avec n. = 2000.

Nous ne testons pas I'algorithme du maximum de vraisemblance, car il fait 'hypothese que les
états initiaux sont non-intriqués. Nous pourrions le modifier pour I’adapter a des états initiaux
intriqués (comme nous allons le faire dans la section 5.1.4), mais la comparaison avec ’algorithme
de Baldwin et al. serait déloyale, car ce dernier n’est pas adapté pour compenser la présence
d’erreur (multinomiale ou autre), alors que l'algorithme du maximum de vraisemblance prend
beaucoup plus de temps pour compenser au mieux les erreurs. Pour ces trois options, les états
initiaux sont les états définis dans I’équation (20) de [BKD14] ou dans (1.19) dans le présent
manuscrit. Nous introduisons une erreur systématique intriquée (car les états sont intriqués),
elle est modélisée comme une erreur gaussienne complexe centrée iid. sur toutes les composantes
des états initiaux et d’écart-type variable. Les états bruités sont ensuite re-normalisés. Par souci
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de simplicité, nous utilisons ’algorithme de QST de la section 2.3 pour tous les algorithmes
QPT.

Comparons tout d’abord le graphique de gauche avec les deux autres graphiques de la figure
5.5. Lorsque 'erreur systématique augmente, I’erreur est plus faible dans le graphique de gauche.
Cela n’est pas surprenant, puisque notre algorithme pour la configuration semi-aveugle (dont
les performances sont représentées sur le graphique de gauche) a été congu pour résister aux
erreurs systématiques, il n’utilise donc pas les valeurs de 1’état initial. En revanche, les deux
autres algorithmes supposent que les valeurs des états initiaux sont exactement connues. Il est
également logique que pour des erreurs systématiques plus faibles, les algorithmes non aveugles
fonctionnant sur la configuration SQPT (ils sont représentés au milieu et a droite de la figure 5.5)
soient plus performants. En effet, ces derniers utilisent les valeurs des états initiaux plutot que
de gaspiller la moitié des mesures pour obtenir une estimation bruitée des états Mwv; qui jouent
le méme role dans la configuration semi-aveugle que les états d’entrée v; dans la configuration
aveugle.

connu inconnu
V1 = M = Muv; —=>/A V1 > M [>Muv; <A S M M2y, >A
vy —>{ M == Mu, —>=A s > M Moy SN M 2, >A
V3 —| M > Muv; —>/A U3 > M >M'v34/7(\ M >M2,03—>/7’\
V4 —> M = Mo, —=>A vy > M >va44/§\ M >M2,U4—>/7(

FIGURE 5.3 : Configuration de la SQPT FiGURE 5.4 : Configuration semi-aveugle
avec 2 qubits. n;g =4,ns =2,ng = 2.

Le graphique du milieu de la figure 5.5 (algorithme de [BKD14] appliqué a la configuration
SQPT de la figure 5.3) présente des erreurs plus élevées que le graphique de droite pour toutes les
valeurs (sauf pour la ”std infinie”, ou elles sont identiques). Cela signifie que notre algorithme
adapté & la configuration SQPT donne une meilleure estimation que celui de [BKD14]. Cela
s’explique par le fait que ce dernier est tres simple et élégant, mais qu’il n’a pas été concu
pour atténuer leffet des erreurs que nous modélisons ici (erreur systématique et multinomiale).
Il estime directement les coefficients de la matrice unitaire a partir des estimations QST des
états. La matrice résultante n’a aucune raison d’étre unitaire s’il y a des erreurs. Cela contraste
avec notre algorithme de QPT qui trouve la matrice unitaire qui correspond le mieux a notre
estimation de la QST (au sens des moindres carrés). L’algorithme de [BKD14] est plus simple et
plus rapide, mais comme nous le verrons dans la section 5.1.8, notre algorithme d’initialisation
de la QPT est vraiment rapide, au moins par rapport a l'algorithme de QST que nous utilisons
(il est si rapide que son temps d’exécution est négligeable par rapport a la QST).

Dans I’ensemble, les performances de notre algorithme sur la configuration semi-aveugle sont
tres satisfaisantes. Il produit des erreurs plus faibles que 'algorithme de [BKD14] (resp. que notre
algorithme avec les adaptations de la section 3.1.4) lorsque I’écart-type de l'erreur systématique
gaussienne est d’environ 0,007 (resp. 0,025) sur chaque composante des états initiaux. Ces
valeurs (0,007 et 0,025) sont obtenues en interpolant linéairement les médianes des boites a
moustaches dans les 3 graphiques et en calculant les valeurs des erreurs systématiques pour
lesquelles les segments interpolés se croisent.

- 108 -



Chapitre 5.

Validations des algorithmes de tomographie de processus

erreur

10°

102

0.1

0.2

Osys|rad)

0.3

inf

erreur

10°

102

0.1

0.2

Osys[rad]

0.3

inf

erreur

10°

1025

0.1

0.2

Osys[rad]

0.3

inf

FIGURE 5.5 : Boltes a moustaches de 'erreur de QPT en présence d’erreurs systématiques avec
les états initiaux de [BKD14]. Le premier graphique (c6té gauche) représente 1’erreur avec notre
algorithme fonctionnant dans la configuration en semi-aveugle de la figure 5.4. Le deuxieme
graphique (au milieu) représente l'erreur avec 1’algorithme proposé dans [BKD14] sur la confi-
guration standard considérée dans [BKD14] (représentée dans la figure 5.3 pour deux qubits).
Le troisieme graphique (partie droite) représente les performances de notre algorithme adapté
pour fonctionner dans la configuration SQPT de la figure 5.3.

5.1.4 Etats d’entrée intriqués

Dans cette section, nous étudions les effets d’une erreur systématique qui intrique les états
d’entrée. Nous avons été réticents a considérer 'intrication des états d’entrée plus haut parce
que nous pensons que ’hypotheése de non intrication est raisonnable. En effet, si ce n’est pas
le cas, c’est que (i) les états censés étre préparés a |0) sont en réalité intriqués, ou alors (ii)
que les portes mono-qubit de Hadamard créent une intrication entre les qubits. Nous pensons
que 'opérateur peut considérer que les états sont non-intriqués car la bonne préparation d’états
mono-qubit & |0) est la base du calcul quantique, et, si on est dans le cas (ii), alors, les portes
de Hadamard réalisées ne sont pas unitaires (un état pur mono-qubit entre dans la porte, et un
qubit intriqué avec le reste du circuit (il est donc un état mélange quand il est considéré tout
seul) en sort), or 'hypothése centrale de la présente theése est que le processus a identifier est
unitaire. Si on ne sait pas faire des portes mono-qubit unitaires, cette hypothése n’est peut-étre
pas raisonnable. Ce dernier argument est a relativiser cependant, nous pensons qu’il est plus
facile d’isoler le circuit & deux qubits du reste de 'environnement que d’isoler le premier qubit
du deuxieme qubit pendant la phase de la préparation des états alors qu’ils sont adjacents sur
le circuit et qu’ils vont se faire intriquer par la porte a identifier a ’étape suivante.

Dans la présente section, nous levons donc cette hypothese de non-intrication, nous mo-
délisons l'erreur systématique avec des erreurs additives sur tous les coefficients des vecteurs
d’états. Ces erreurs sont gaussiennes iid. centrées d’écart type oeny que nous faisons varier. Nous
re-normalisons ensuite les états. Une telle erreur détruit la non-intrication des états d’entrée.
L’algorithme qui calcule I’estimée initiale M Ls est adapté a ce type d’erreur, car il ne considere
pas les états initiaux comme non intriqués. Ce n’est pas le cas pour 'estimateur du maximum
de vraisemblance qui calcule M. Il cherche des états initiaux non intriqués et le processus
unitaire qui maximisent la vraisemblance des mesures. Cet algorithme peut étre adapté pour
modéliser des états d’entrée intriqués cependant, il faut simplement changer la paramétrisation
des états initiaux dans 3.3 avec celle des états de 2.4 (cette derniére est adaptée pour les états en
sortie du processus a identifier, elle ne suppose donc pas que les états sont non intriqués). Nous
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appelons 1/\\/IMLE l'estimée qui en résulte. Si les états d’entrée sont non intriqués, elle devrait
étre moins précise que My, car un état intriqué a plus de parametres qu’un état non intriqué,
mais si les états d’entrée sont assez intriqués, M mLE devrait étre meilleure que M Larr.

/Iia figure 5.6 montre les boites & moustaches des erreurs des trois estimateurs (M LS, M MLE
et M) sur le circuit de la figure 3.4 avec n. = 1000.

ML adaptée ML basique
10° 10° 10°
i i
= i ; Al s |l
2107 £ 107 ’ i 210"
<D} (5] <D}
mo l I
1JIHHH i é?HHHJIHH]lH i
” SEEEREREEE N 1 L t‘:: Hi L I
0 0.10.20.3 100 0 0.10.20.3 100 0 0.10.20.3 100
Tent Tent Tent

FIGURE 5.6 : Boite a moustaches de 'erreur de QPT avec des états non-purs en entrée et avec
n. = 1000 avec des erreurs systématiques qui rendent les états initiaux intriqués. L’erreur est
calculée pour l'estimateur initial M Ls a gauche, I'estimateur du maximum de vraisemblance
adapté aux états intriqués Mg au milieu et Iestimateur du maximum de vraisemblance de
base MML a droite.

Comme on pouvait s’y attendre, 'algorithme du maximum de vraisemblance de base (&
droite) a des performances fortement dégradées quand o, augmente. Cela contraste avec les
performances des deux autres estimateurs (1/\\/IL5 et K\/ILSE) qui ne sont pas affectées de ma-
niere significative par ’augmentation de o.,:. En pratique, les quantiles d’ordres plus élevés
augmentent un peu pour ces deux estimateurs, mais cela est di au fait que les états initiaux
s’éloignent des états initiaux de (3.21) et pas au fait qu’ils deviennent intriqués (on observait le
méme phénomene avec les erreurs systématiques qui conservaient la non intrication sur la figure
5.2).

Si les états sont non intriqués (oen: = 0), Pestimateur du maximum de vraisemblance basique
est plus précis que 'estimateur du maximum de vraisemblance adapté aux états intriqués, la
médiane de l'erreur du premier est 0,0226 dans notre exemple (50% plus faible que lerreur
d’initialisation) et la médiane du second est 0,0321 (31% plus faible que I'erreur d’initialisation)

5.1.5 Etats mélange et processus non-unitaire

Les erreurs systématiques ne sont pas les seuls types d’erreurs pouvant survenir lors de la pré-
paration de I’état d’entrée. Les autres types d’erreurs possibles sont les suivants :

o Préparation de ’état de base (|0)) qui n’est pas la méme sur chaque copie.

Portes de Hadamard qui ne font pas la méme chose sur chaque copie.
e Une décohérence se produit pendant I’initialisation.

e Une décohérence se produit apres 'initialisation.
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Toutes ces erreurs, sauf la derniere, peuvent étre modélisées en considérant que les états d’entrée
sont des états mélange. Le dernier type d’erreur implique que le processus a identifier n’est pas
unitaire (la décohérence est non-unitaire par nature, si elle se produit apres I'initialisation c’est
qu’elle est générée par le processus que l'on veut identifier), elle sera testée a part.

Afin de modéliser les trois premiers types d’erreurs, nous simulons des états initiaux comme
des états mélanges. Un état mélange est paramétré par une matrice p € ]H:{(C) de trace unitaire
dont la décomposition spectrale est p = Zgzl pszvZ*, ou les {px} sont les valeurs propres
(ordre décroissant) qui sont positives et dont la somme est égale a un, et {vy} sont les vecteurs
propres (voir section 1.1.8). Nous définissons ¢ = 1 — p¥, cette quantité quantifie la proximité
de V’état représenté par p par rapport a un état pur. Si g1 = 0, alors I'état est pur et peut
étre représenté par v). La valeur maximale que ¢q; peut prendre est 1 — é . Si c’est le cas
I’état représenté par p est ’entrée la moins utile que nous puissions considérer. Il est facile de
vérifier que tout processus unitaire appliqué a cet état le laisse inchangé, et que toute mesure
a d résultats possibles effectuée sur lui peut produire chaque résultat de maniére équiprobable

(probabilité é pour chaque résultat).

Nous simulons des états non-purs avec des ¢; allant de 1072 & 0,5. Les valeurs propres les
plus petites sont toutes fixées a ld—_11 . Nous testons les performances de notre algorithme de QPT
sur ces états mixtes avec et sans ’erreur multinomiale. Les erreurs résultantes sont affichées sur

la figure 5.7.
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FIGURE 5.7 : Boites a moustaches de l'erreur de QPT avec des états d’entrée mixtes et avec
n. = 1000 et sans erreurs multinomiales (n. = 4+00). Les lignes (vertes) allant du bas & gauche
au haut a droite sur les graphiques sont calculées en ajustant le logarithme de la médiane de
Perreur (pour ¢; < 0.1) dans le cas n. = +oo, avec le logarithme de gg (il s’agit de la méme
ligne pour n. = 400 et n, = 1000, mais elles sont différentes pour 'estimée du maximum de
vraisemblance et 'initialisation). La pente et le niveau de la ligne sont tous deux déterminés
par une régression linéaire. Ceci differe de la figure 5.1 ou la pente a été fixée a 0,5. Les deux
pentes sont presque les mémes (environ 0,9), les ordonnées a l'origine different, cette différence
correspond a peu pres a un facteur 3.

Pour les deux courbes en haut de la figure 5.7, les droites (vertes) qui traversent les boites
a moustaches ont été calculées en effectuant une régression linéaire sur les médianes associées a
des g1 < 0.1 (la régression minimise le critére des moindres carrés sur les logarithmes). La pente
trouvée par la régression est de 0,9, ce qui signifie que la médiane de 'erreur est a peu pres
proportionnelle a qg’g. Cette pente change lorsque nous modifions les parametres des matrices de
densité simulées (elle dépend du rang et des valeurs relatives des plus petites valeurs propres),
mais elle reste a peu pres au méme niveau, légerement en dessous de 1.

Le gain en précision apporté par I’algorithme du maximum de vraisemblance est tres impor-
tant, surtout sans lerreur multinomiale (I'erreur de QPT est divisée par 3 quand on passe de
I'initialisation & ML sur les graphes pour lesquels n, = +00). On constate également, que, pour
la valeur d’erreur multinomiale que nous avons choisie (n, = 1000), Uerreur de QPT générée par
la non-pureté des états n’est presque pas visible pour gy < 0.05.

Testons maintenant nos estimateurs avec un processus a identifier qui n’est pas unitaire
(il introduit de la décohérence apres l'initialisation). Par souci de simplicité, on modélise le
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processus ainsi :

€(p) = puMpM" + qutr(p)L4 (5.2)

ou M est la matrice qui représente la partie unitaire du processus a identifier, p, et g, sont des
réels entre 0 et 1 tels que p, = 1 — ¢,,. Nous allons faire varier ¢,,. Il est trivial de vérifier que
€(p) est linéaire et préserve la positivité et la trace. Pour chaque valeur de ¢, nous testons nos
algorithmes avec les circuits de la figure 3.4 et de la figure 3.5 pour 500 processus non-unitaires
différents (correspondant & des M générés aléatoirement) puis nous calculons 'erreur de (5.1)
entre M (on considére que M représente le processus unitaire que 'on cherche et que le reste
de € est du bruit).

Nous simulons ce processus avec le protocole de la figure 3.4 avec ng, = 2,n; =4 et ng =5
(comme pour presque tous les tests précédents) et celui de la figure 3.5 avec n; = 1 et ngy = 5.
Cette derniére configuration est testée ici (et pas dans les sections précédentes) car le processus
non-unitaire fait que plus on observe I'état longtemps plus on s’écarte du modele d’état pur. I1
est donc pertinent de tester les performances avec ng = 2 et ng = 5 pour avoir un ng différent de
2 qui correspond a un temps d’observation plus long, les performances devraient donc étre plus
mauvaises. L’erreur de la QPT est affichée avec les deux algorithmes de QPT pour n. fini et
ne = 400 et pour n; = 4 (sous entendu avec la configuration de la figure 3.4, ny =2) et n; = 1
(sous entendu avec la configuration de la figure 3.5, ng = 4). Pour comparer de fagon équitable
les configurations n; = 1 et n; = 4 il faut que le nombre de copies total préparé n;,; = n;nsnin,
soit le méme dans les deux cas. On prend donc n. = 1000 pour la configuration de la figure 3.4
avec n; = 4, et on prend donc n. = 1600 pour la configuration de la figure 3.5 avec n; = 4. Les
résultats sont présentés en figure 5.8.

Comme on s’y attendait, la configuration de la figure 3.4 (n; = 4) est plus adaptée a la non-
unitarité du processus (décohérence) que celle de la figure 3.5 (n; = 1). Dans les deux cas, pour
ne = +oo les médianes des erreurs sont & peu prés proportionelles & g5 (coefficient directeur
proche de 1,5 sur le graphe log-log) de ¢, pour des valeurs raisonnables de ¢, (¢, < 0,25) mais le
coefficient de proportionnalité (ordonnée a l'origine de la droite en log-log) est plus grand (d’un
facteur d’a peu pres 2,7) pour n; = 1 que pour n; = 4. La différence entre les deux configurations
est moins marquée quand n. est fini, car 'erreur “multinomiale” prend le dessus pour les faibles
qu, mais elle reste présente.

I covient de noter que ces figures ont étées crées pour un processus unitaire. On peut cependant imaginer
que le processus représenté par M est non unitaire. Dans ce cas (que nous considérons ici), les états d’entrée (vy)
sont bien purs, mais les états suivants (notés Muwy) sont des états mélanges.
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n.=+inf, n; =4 , Mg On0=+inf, n, =4, Mg
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FIGURE 5.8 : Erreur des deux algorithmes de QPT avec le protocole de la figure 3.4 (n; = 4) et
celui de la figure 3.5 (n; = 1), avec n, fini et infini (n.,; reste constant). Les lignes vertes sont
calculées sur les 4 graphes d’en haut (régression linéaire des médianes des erreurs associées a
un ¢, inférieur a 0,1 sur les graphes en log-log) avec n. = +o00, et recopiées sur les 4 graphes
correspondants de la partie inférieure avec n. fini.
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5.1.6 Erreurs de mesures et QMT

Dans cette section, nous testons la résilience de nos algorithmes de QPT aux imperfections
du modele des mesures, nous évaluons aussi notre algorithme de QMT du chapitre 4. Comme
expliqué dans la section 4.4, notre algorithme de QMT peut estimer les parametres des mesures
avec les mesures en sortie d’'un circuit de QPT si 'on utilise un circuit alternatif du type de
la figure 3.2 qui mesure les états initiaux non intriqués (contrairement au circuit de base de la
figure 3.1). Nous avons donné ’exemple du circuit de la figure 4.3 qui crée des états initiaux qui
rendent la QMT la plus précise possible. Nous allons tester les performances de nos algorithmes
pour le circuit de la figure 4.3 et les comparer aux performances pour le circuit de la figure
5.9 (le méme que le circuit de la figure 4.3 mais avec des portes de préparation plus classiques
(Hadamard et identité) qui permet aussi de réaliser la QMT avec les mesures de la QPT, mais
avec des états initiaux non-mesurés.

0) =|1, = L > A
)5 A M >4

0) =1, |="AAT> /A
—lm = M A

0) - 7 =A™ > A
) =AMl A

0) = H (== A > > A
0—lu A M 4

FIGURE 5.9 : Circuit alternatif pour réaliser la QMT avec les mesures de la QPT. Il s’agit d’une
modification du circuit de la figure 3.4 avec ng, = 2 et avec les états initiaux mesurés avant et
pas apres l'application de la porte a identifier (représentée par M).

Nous simulons les configuration des figures 4.3 et 5.9 ou chaque état mesuré est mesuré avec
les n; = 4 types de mesures de la section 2.2 2. Nous modélisons des mesures non intriquées,
mais non conformes au modele. Par exemple, pour la mesure ZZ, le modele des mesures prévoit
que la matrice des vecteurs propres est I ® Is = I4 mais, a la place, on simule une vraie matrice
de vecteur propre associée a la vraie mesure ZZ (que l'on ne connait pas pour la QPT) qui
vaut (IoP%) ® (IoP%). Les matrices {P]T}jel,2,Te{ X,v,z} sont des matrices unitaires aléatoires
tirées de facon indépendante sur chaque qubit pour les trois types de mesures. Elles s’écrivent

cos(6,) —sin(,)e'r
sin(6,)  cos(6,)ei®r
on fera varier ’écart type o,. Nous choisissons un nombre de mesures par état et par type de
mesure grand (n. = 2500) pour nous assurer que la correction apportée par la QMT soit plus

) ou 0, et ¢, sont des variables aléatoires gaussiennes centrées i.i.d. dont

2(C’est la seule simulation du présent chapitre qui n’utilise pas les 2ng, 4 1 types de mesures de la section 2.3.
Nous faisons ce choix car, comme expliqué dans la section 3.3.3, on doit utiliser des types de mesures qui font que
chaque qubit est mesuré selon X, Y et Z
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apparente sur les graphes des erreurs de QPT.

La figure 5.10 représente les boites & moustaches de l'erreur de QPT avec QMT (& droite)
et sans QMT (& gauche), et avec les configurations de la figure 5.9 (en haut) et de la figure
4.3 (en bas) pour l'estimateur du maximum de vraisemblance avec la version gaussienne de la
vraisemblance. L’erreur sur le processus est calculée dans la base de référence définie a partir

des mesures (voir section 4.2).

algo. de base, portes adaptées

0 0 QMT puis QPT, portes adaptées
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FIGURE 5.10 : Résultats de la QPT avec et sans QMT en présence d’erreurs sur le modele des
mesures, et avec deux types de portes de préparation d’états d’entrée différents.

Sans appliquer 'algorithme de QMT (deux graphes de gauche), les précisions de la QPT
sont comparables, avec un petit avantage pour la configuration de la figure 4.3 (adaptée a la
QMT). Les erreurs sur le modele des mesures sont subies, et, pour o, > 2 x 1072 | I'erreur de
QPT semble croitre de fagon a peu pres linéairement en fonction de 1’écart type (en pratique
cette croissance doit s’arréter quand o, dépasse une certaine valeur que nous n’observons pas
car l'erreur de QPT est bornée). En appliquant 1'algorithme de QMT (deux graphes de droite),
I'impact des erreurs sur le modele des mesures est mieux maitrisé, et c’est particulierement vrai
pour la configuration de la figure 4.3, ce qui est logique puisqu’elle est adapté a la QMT. Avec
cette configuration , on est insensible aux erreurs sur le modéle de mesure avec des écarts types
sur les 6, et ¢, inférieurs a 0,2 (ce qui est trés grand). On a par contre une perte de performance
pour les o, < 0,01 (cette borne aurait été inférieure si on avait considéré un n. encore plus
grand). C’est logique, la QMT est inutile si Uerreur sur le modele de mesure est négligeable, et
elle est méme contre-productive, car elle remet en cause le modeéle de mesure pour ré-estimer ses
parametres. Sans le circuit adapté, la QMT perd beaucoup de son intérét : pour le circuit de la
figure 4.3 (portes de Hadamard), les résultats sont bien moins bons que pour le circuit de la figure
5.9, et la plage de valeurs de o, sur laquelle la QPT améliore les résultats est considérablement
réduite.

On peut isoler les performances de la QMT en affichant seulement les valeurs absolues des
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erreurs d’estimation des angles 0,,0, et ¢, qui paramétrisent des mesures X et Y qui sont
estimés (voir section 4.2). Les boites & moustaches de ces angles pour les différentes valeurs de
oy et pour les deux circuits sont fournies en figure 5.11 :

; QMT puis QPT, portes de Hadamard ; QMT puis QPT, portes adaptées
10 ¢ 1 ' 3 10 ¢ 1 ' 3
b4 : ¥
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FIGURE 5.11 : Erreurs sur les angles estimés par la QMT.

Comme on pouvait s’y attendre, les erreurs sont plus faibles avec le circuit adapté a la
QMT. C’est particulierement flagrant sur les grands quantiles (3-éme quartile, 95-éme centile
et outliers) et quand o, augmente. La médiane des erreurs des angles estimés vaut & peu pres

1,0 x 1072, et, en pratique, elle est proportionnelle & \/%

5.1.7 Borne de Cramér-Rao

Dans cette section, nous vérifions que la borne de Cramér-Rao définie dans la section 3.3.5 permet
bien de donner une bonne estimée de la matrice de covariance des parties réelles et imaginaires
des colonnes de la matrice M/, rephasée. Dans (3.44) nous avons une estimée de cette matrice
de covariance calculée a partir de la borne de Cramér Rao. Cette derniere dépend des vrais
parametres (parametres de la vraie matrice M et des vrais états initiaux), mais elle peut étre
estimée en remplacant ces parametres par les parameétres estimés en sortie de ’algorithme du
maximum de vraisemblance.

Nous testons la validité de I'estimée de (3.44) avec une simulation pour deux qubits, avec
une matrice de rotation aléatoire et les états initiaux aléatoires proches des états de (3.21).
A partir de cette configuration fixée, nous avons des probabilités théoriques pour chacun des
résultats possibles de chaque type de mesure fait pour chaque état. Nous simulons ensuite 4000
réalisations du modéle multinomial suivant les probabilités théoriques avec n, = 250 réalisations
(tout cela pour une seule matrice M aléatoire).

Pour chacune de ces 4000 réalisations, nous calculons ’estimée M ML associée que nous trans-
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formons en un vecteur de réels m g, de taille 2d? = 32 qui contient les d? parties réelles puis les
d? parties imaginaires des colonnes de M, concaténées les unes sous les autres. Exceptionnel-
lement, ici, M, est calculée en minimisant £¢*%“* et non £9%%5% car on veut (dans un premier
temps) tester la borne de Cramér-Rao en la comparant a la covariance du maximum de la bonne
vraisemblance, pas a la covariance d’un maximum d’une vraisemblance gaussienne régularisée
que l'on a crée pour étre plus facilement optimisable et modéliser d’autres types d’erreurs. On
calcule ensuite la matrice de covariance empirique des m s, que 'on compare avec la version
théorique de (3.44) :

*

30, Murr) = Jreph (0, M) Im ()25 (0) I (6) Jrepn (0, M) (5.3)
ou les matrices Jreph(a,lvl ), Im(0) et 3¢7(6) sont définies dans la section 3.3.5. Elles sont
calculées en des points connus avec le dernier maximum de vraisemblance calculé : M ML est
l'estimée de M avec le maximum de vraisemblance et 6 sont les parametres associés. Avec cette
définition, za(é,lﬁm) peut étre calculée avec la derniere des 4000 réalisations des mesures
multinomiales simulées (le choix de prendre la derniére réalisation est arbitraire). On appelle la
matrice 2;’“(5) la borne de Cramér-Rao de l'estimée des parametres de la matrice unitaire (c’est
un abus de langage, la borne de Cramér-Rao concerne les parametres 5, et pas les coefficients
de My/1). Elle peut étre définie avec le modéle gaussien ou le modele multinomial (voir (3.41)).
Dans un premier temps, nous choisissons de prendre le modele multinomial, car il s’agit du
modele avec lequel nous avons généré les mesures et du modele de la vraisemblance maximisée
(£e%act) La figure 5.12 représente les valeurs des coefficients de la matrice 2@(@,K\/IML) (a
gauche), de la matrice de covariance empirique (au milieu) et de 'erreur (& droite) :

borne de CR avec £t %107 cov. empirique x107* différence x107*

15 15 15
10
-5

10 20 30

FI1GURE 5.12 : Covariance de la concaténation des parties réelles et imaginaires de ’estimée des
coefficients de la matrice unitaire normalisée. Indices des colonnes en abscisse, indices des lignes
en ordonnée, la valeur des coefficients est donnée par la couleur. Version théorique (calculée
a partir de la borne de Cramér-Rao) calculable sans références en sortie de l'algorithme du
maximum de vraisemblance & gauche, version empirique de la covariance au milieu, écart entre
les deux a droite.

(3]

o

La version théorique de la matrice de covariance calculée a partir de la borne de Cramér-
Rao et la version empirique sont presque identiques. On peut calculer I'erreur relative entre la
borne de Cramér-Rao et la covariance empirique (norme de la différence divisée par la norme
de la covariance empirique) : elle vaut 0, 1332 et les plus grosses erreurs relatives sont hors de la
diagonale (qui contient les variances), l'erreur relative sur la diagonale vaut 0, 0462.

On peut faire le méme calcul avec la version gaussienne de la vraisemblance. Les résultats sont
en figure 5.13. Il y a deux changements entre la simulation de la figure 5.12 et celle de la figure
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5.13 : (i) la borne de Cramér-Rao est calculée a partir de la vraisemblance gaussienne (deuxiéme
expression de (3.41) pour l'information de Fisher dont la borne de Cramér-Rao est l'inverse),
et non la vraisemblance multinomiale, et (ii) la covariance empirique est calculée avec les M
qui minimisent la version gaussienne de la vraisemblance (et non la version multinomiale).

différence x10™

15

10

-5
10 20 30

FIGURE 5.13 : Méme légende que pour la figure 5.12, mais avec (i) une borne de Cramér-Rao
calculée avec la version gaussienne régularisée de la vraisemblance (alors que les mesures sont
générées avec le modele multinomial), et (ii) la covariance empirique est estimée a partir des
M, qui maximisent la version gaussienne de la vraisemblance.

x10* cov. empirique

(9]

o

L’erreur relative entre la borne de Cramér-Rao théorique et la covariance empirique est
0,1576 sur la figure 5.13 (0,0674 sur la diagonale). Cette erreur est légérement supérieure a celle
de la figure 5.12, car le modele gaussien de la vraisemblance utilisé pour la borne de Cramér-
Rao ne correspond pas a la distribution des mesures (multinomiales) avec laquelle on géneére les
mesures.

Il convient de noter que la variance de erreur théorique avec le modele gaussien sur la figure
5.13 (somme des éléments de la diagonale de la matrice de covariance théorique (& gauche))
est supérieure a la variance de 'erreur théorique sur la figure 5.12 (modele multinomial) : la
variance théorique vaut 0,0219 pour le modele gaussien 0,0167 pour le modele multinomial.
C’est assez intuitif, le modeéle gaussien des mesures est plus entropique (plus les mesures sont
entropiques plus on s’attend a ce que l'erreur soit grande) que le modeéle multinomial car une
densité continue a une entropie maximale (a variance constante) si elle est gaussienne, et le
modele gaussien augmente les variances des petites erreurs avec la régularisation.

Nous avons donc montré que, méme avec un nombre assez faible de mesures (n. = 250),
on peut facilement estimer la covariance de l'erreur des coeflicients de M en approximant
la borne de Cramér-Rao avec les parametres estimés en sortie de 'algorithme de maximum
de vraisemblance. Il ne faut pas oublier que la borne de Cramér-Rao dépend du modele de la
vraisemblance, comme on 1’a vu, la variance théorique de 'erreur sur la matrice de rotation
calculée avec le modele gaussien est nettement supérieure a la variance calculée avec le modele
gaussien. Cependant, méme avec un modeéle de vraisemblance qui ne correspond pas tout a fait
au modele des mesures (inconnu en pratique), la borne de Cramér-Rao semble étre une bonne
estimation de la matrice de covariance empirique tant que la vraisemblance que 'on maximise
est la méme que la vraisemblance que 'on dérive pour avoir l'information de Fisher. En effet,
I’écart entre les covariances théoriques est empirique sur la figure 5.13 n’est pas bien plus grand
que celui sur la figure figure 5.12.

Toute I'information sur ’erreur n’est pas forcément contenue dans la matrice de covariance
cependant. Les biais des estimées de chaque coefficient de la matrice unitaire estimée sont
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aussi importants. Ces biais sont définis comme la version vectorisée de la différence entre la
moyenne empirique des écarts entre les M, estimés par maximum de vraisemblance et la
vraie matrice unitaire M rephasée par rapport a la derniere matrice Mz, calculée, c’est-a-dire :
Foect (M%) La somme (sur les d? coefficients de M) des variances empiriques des
coefficients est plus de 300 fois supérieure a la somme des carrés des biais empiriques (sur la
simulation qui a généré la figure 5.12).

On peut donc considérer que I'estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas biaisé et
que sa matrice de covariance est facilement estimable a partir des résultats de la maximisation
de la vraisemblance M, et 0.

5.1.8 Plus de deux qubits

Maintenant que nous avons étudié I'impact des différents types d’erreurs, nous voulons voir si
notre algorithme QPT fonctionne bien avec plus de deux qubits et comparer les configurations
des figures 3.4 et 3.5.

Pour 1, 2, 3, 4, 5 et 6 qubits, nous simulons des 300 matrices unitaires aléatoires en appliquant
le processus de Gram Schmidt & des matrices gaussiennes aléatoires. Nous essayons d’identifier
les processus associés a chaque matrice avec les deux configurations suivantes :

1. Avec les n; = d états initiaux de (3.22) et ns = 2 retards temporels de la figure 3.4. Nous
simulons n. = 2 500 mesures par type de mesure et par état mesuré. Nous considérons
que les états sont préparés avec la configuration de la figure 3.5. Les portes de Hadamard
utilisées pour la préparation de I’état initial sont considérées comme imparfaites et sont

cos(f,) —sin(f,)e'r

sin(,)  cos(f,)e'r
aléatoires i.i.d. gaussiens centrés avec un écart type de 0,05 radians (deux valeurs diffé-

rentes sont tirées pour chaque porte de la figure 3.5 et pour chacune des 300 portes a

identifier).

représentées par ( > H, au lieu de Hy, ou 0, et ¢, sont deux angles

2. Avec l'unique (n; = 1) état initial aléatoire et les ny = d + 1 retards temporels de la
configuration de la figure 3.5 (mais avec un état initial aléatoire). Nous simulons n. =
[2500%] ([x] est lentier le plus proche du nombre réel z), de sorte que le nombre total
de mesures n.n;nsn; est le méme (ou presque le méme si 2500%511

les deux configurations pour un nombre donné de qubits.

n’est pas un entier) sur

Comme nous 'avons expliqué dans la section 3.2.3, la premiere configuration est plus robuste
et la seconde peut étre plus facile a préparer et permet de travailler avec des n. plus élevés (car
2d
i 1).

Les valeurs n. choisies sont vraiment élevées pour les petites valeurs de ng,. Si ng, = 2, par

exemple, il n’y a que d = 4 résultats possibles dont nous voulons estimer les probabilités. Dans

4+1
estimations. Mais si ng, = 6, il y a d = 64 issues, et les probabilités associées sont beaucoup plus

petites (puisqu’elles somment & un), alors le nombre de mesures ne semble pas si excessif.

ce cas, n. = 2500 ou n, = [25()0%} = 4000 est plus que suffisant pour obtenir de tres bonnes

La figure 5.14 montre les boites a moustaches pour les deux configurations quand le nombre
de qubits varie, pour l'algorithme d’initialisation et pour ’algorithme de maximum de vraisem-
blance. Pour les deux algorithmes et pour tous les qubits, il a 2 boites & moustaches cote-a-cote,
elles correspondent aux deux configurations de la liste ci dessus (configuration 1 a gauche et
configuration 2 a droite).
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FIGURE 5.14 : Boites a moustaches des erreurs de QPT pour Palgorithme initial (qui donne
MLS) et l'algorithme de maximum de vraisemblance (qui donne M ML) Sur une porte quantique
qui agit sur 1 a 5 qubits. Il y a deux boites & moustaches pour chaque nombre de qubits. Celles
de gauche représentent les erreurs avec la premieére configuration (n; = d, ny = 2) et celles de
droite représentent les erreurs avec la deuxiéme configuration (n; = 1, ny = d + 1). Les deux
configurations ont le méme nombre total de mesures.

Sans surprise, Ierreur augmente avec le nombre de qubits. C’est le cas bien que le nombre
total de mesures n.n;nsn; augmente également avec le nombre de qubits (n. est constant mais
n; = d ou 1 augmente pour la premiere configuration, n; = 2 ou d+1 augmente pour la deuxieme
configuration et ny = 2ng + 1 augmente pour les deux configurations). Ceci n’est pas surprenant
car le nombre de parameétres d? = 22"ab augmente exponentiellement avec le nombre de qubits.

Comparons dans un premier temps les erreurs dans la configuration de la figure 3.4 (boites a
moustaches de gauche sur la figure 5.14) avec 'erreur dans la configuration de la figure 3.5 (boites
a moustaches de droite). Pour la premiere configuration, la plage des valeurs prises par I'erreur
diminue (en échelle logarithmique) lorsque le nombre de qubits augmente. Nous pensons que cela
est dii au fait que, lorsque le nombre de composantes (de M) a estimer augmente, l’erreur sur la
matrice devient plus prévisible car les erreurs sur les composantes sont “moyennées” par la norme

n (5.1). Nous n’observons pas ce phénomeéne avec la deuxiéme configuration car, sur les 300
simulations sur lesquelles les boites & moustaches de I'erreur sont calculées, le conditionnement
de X et 'orthogonalité de ses colonnes varient beaucoup plus pour la deuxiéme configuration.
Or ces deux quantités sont importantes pour la QPT (voir la fin de la section 3.2). Elles ne
varieraient pas du tout pour la premiere configuration si nous n’avions pas introduit la petite
perturbation aléatoire sur les portes de Hadamard.

Au dela de la plage des valeurs prises par l'erreur, les valeurs dans les deux configurations
sont tout autant intéressantes. Pour un a quatre qubits, avec la deuxiéme configuration, les
grandes erreurs sont plus grandes et les petites erreurs sont plus petites qu’avec la premiere
configuration. Cela correspond a ce que nous attendions, en effet, la premiere configuration est
censée étre plus fiable, il est donc logique que les valeurs de ses “outliers” soient plus faibles. La
deuxieme configuration utilise les mesures de maniere plus efficace, il est logique que, lorsqu’elle
fonctionne, elle fonctionne mieux. Et si nous avons une idée de la valeur de M avant d’effectuer
la QPT, nous saurons dans quelle partie de la boite & moustache notre erreur est susceptible de
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se situer (avec un peu de chance, pour notre M, ce sera la partie inférieure). Plus il y a de qubits,
plus les performances de la deuxiéme configuration sont mauvaises par rapport a celles de la
premiere. Nous pensons que cela est dii au fait que le conditionnement d’une matrice aléatoire (et
X est essentiellement une matrice aléatoire pour la deuxiéme configuration) se dégrade lorsque
la dimension augmente. Cela rend la QPT plus complexe, quel que soit I'algorithme utilisé.

11 est intéressant de comparer les performances des deux algorithmes (initialisation et maxi-
mum de vraisemblance) pour les différentes configurations. Pour deux qubits, on retrouve le
facteur 2 (a peu pres) entre la médiane de 'erreur post ML et celle l'erreur d’initialisation,
ce facteur augmente un peu pour les quantiles d’ordres plus élevés. Ce ratio augmente avec le
nombre de qubits, il est clairement inférieur & 2 pour un qubit, et pour 5 qubits avec la pre-
miere configuration, il est plus proche de 4. On constate aussi que ’algorithme du maximum de
vraisemblance peut mal converger et ne pas réduire 'erreur du tout. En effet, pour des erreurs
initiales autour de 0,1, I’algorithme de ML semble souvent converger vers un mauvais minimum.
Si c’est le cas l'erreur de I'algorithme de maximum de vraisemblance n’a aucune raison d’étre
plus faible que I'erreur de ’algorithme initial.

Les temps d’exécution médians des algorithmes QST et QPT sont indiqués dans le tableau
5.1. Les simulations ont été codées sur Matlab ® sur un 210 Intel Xeon silver 4214 2,4-GHz sur un
seul “thread”. Nous avons séparé la QPT de la QST (malgré le fait que la QST soit indispensable
a l'algorithme initial de la QPT) afin de montrer que notre algorithme initial de QPT (calcul de
M s & partir des résultats de la QST) a un temps d’exécution tres faible.

TABLE 5.1 : Temps d’exécution médian de la QST de tous les états et des deux algorithmes de
QPT pour la configuration de la figure 3.4 (config. 1) et celle de la figure 3.5 (config. 2).
algo. ng 1 2 3 4 5
QST config. 1 0,065|0,145|0,37s|1,67s| 12s
init. QPT config. 1 |7e-55|9e-5s|1e-4s|3e-4s|6e-4s
ML QPT config. 1 |04s| 8s |102s|0,5h | 12h
QST config. 2 0,055|0,10s|0,215|0,85s| 6,9s
init. QPT config. 2 |le-4s|le-4s|2e-4s|3e-4s|8e-4s
ML QPT config. 2 |0,7s| 6s | 90s |0,35h| 6h

Il est clair que le temps d’exécution de l'algorithme d’initialisation de la QPT n’est pas
important, il est négligeable devant le temps d’exécution de ’algorithme de QST. Il existe des
algorithmes de QST plus rapides dans la littérature, et nous pourrions réduire considérablement
le temps d’exécution de la QPT en ne mettant pas en ceuvre I'approche basée sur le maximum
de vraisemblance (de la section 2.4). Mais nous avons choisi de sacrifier le temps d’exécution
au profit de la précision. Pour ’algorithme d’initialisation de la QPT, nous n’avons besoin de
calculer que quelques produits scalaires pour la récupération de phase, et quelques produits
de matrices d x d plus une décomposition en valeurs singulieres pour résoudre le probleme des
moindres carrés totaux sous contraintes unitaires, il n’est pas surprenant qu’il soit tres rapide.
Cela contraste avec le temps d’exécution de 'algorithme de QPT par ML, qui devient tres
rapidement prohibitif (plusieurs heures pour 5 qubits), alors que nous avons optimisé le code.

5.2 Résultats expérimentaux

Dans la présente section, nous testons expérimentalement notre algorithme de QPT en utilisant
un ordinateur quantique a ions piégés sur amazon web services :

3https:/ /www.mathworks.com /products/matlab.html
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AwsDevice(“arn:aws:braket:::device/qpu/ionq/ionQdevice”). Il s’agit d’un circuit quantique pro-
grammable, AWS prétend (i) que la fidélité des portes mono-qubit est de 0,9935, ou € = 0,0806
avec notre définition de l'erreur (5.1), (ii) que la fidélité est de 0,9602 (ou € = 0,1995) pour une
porte a deux qubits, (iii) que le temps de cohérence est de 1,667s et (iv) que la fidélité SPAM
(fidélité des états préparés a |0) par rapport aux vecteurs propres des mesures selon Z) vaut
99,3 — 99,8%.

Nous voulons réaliser la QPT sur une porte CNOT a 2 qubits. Comme nous ’avons indiqué
dans la section 3.2.3, I'utilisation de deux pas de temps est adaptée a cette porte. Nous avons
donc choisi n; = d = 4, ng = 2 avec les quatre états initiaux v1, v2, v3, v4 de (3.21) qui sont ceux
de la figure 3.4, dans le cas ng = 2. Comme nous 'avons expliqué dans la section 3.2.3, ces états
initiaux peuvent étre réalisés avec des portes de Hadamard (voir figure 3.4). Nous ne faisons pas
confiance a la mise en ceuvre des portes de Hadamard et notre algorithme se comportera comme
si les états d’entrée étaient totalement inconnus. La valeur cible de la porte CNOT a identifier
est :

1000
0100

Mig=10 0 0 1 (54)
0010

Cette valeur n’est pas non plus utilisée. Le processus & identifier est considéré comme tota-
lement inconnu. La configuration de la figure 5.15 est réalisée. Les ny = 2ng, + 1 = 5 types de

0)——— < AT > A
U1 Cnot Cnot

0)—— == AT —A

0) ——— < AT L~ A
vo| Cnot Cnot

(T g e e B e [ WY

0)—~ H |—> < AT > A
v3 | Cnot Cnot

0) ——— = AT > A

0)—= H |— < AT —A
vy | Cnot Cnot

0)—| H |— AT —A

F1GURrE 5.15 : Configuration QPT pour une porte CNOT & deux qubits, avec n; = 4 états ini-
tiaux et ng = 2 retards temporels. Dans la section 3.1.1, nous avons indiqué que nous appliquons
le processus a identifier avant de mesurer un état, et que c’est un choix que nous avons di faire
pour mettre en ceuvre la configuration expérimentalement. En effet, le logiciel que nous utilisons
ne nous permet pas de mesurer des états qui sont censés avoir été préparés a |0) et qui n’ont
jamais été modifiés par une porte quantique.

mesures de la section 2.3 sont chacun effectués n. = 250 fois sur chacun des 8 états mesurés.
Au total, nengngn; = 250 x 5 x 2 x 4 = 10 000 mesures quantiques sont effectuées. Le tableau
C.1 (dans 'annexe C.2) indique les nombres de réalisations expérimentales pour chaque résultat
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et chaque état. Par exemple, les 243 de la ligne appelée ZZ 00 et de la colonne appelée Mwvy
signifient qu’en mesurant Mwv; avec le type de mesure ZZ, nous avons obtenu le premier ré-
sultat (appelé 00 ici) 243 fois. A titre de comparaison, le tableau C.2 (également dans I’annexe
C.2) donne les espérances (théoriques) des nombres de mesures en supposant que les portes de
Hadamard et CNOT font ce qu’elles sont censées faire.

En utilisant les résultats de 'algorithme de QST décrit dans la section 2.3, nous estimons
les 8 états mesurés. Nous rencontrons un petit probleme ici, les types de mesures définis dans
la section 2.3 sont ZZ,ZX,ZY, XX et YX pour deux qubits, mais les mesures que nous avons
effectuées sur l'ordinateur quantique sont ZZ, ZX, ZY, XX et YY (le dernier type de mesure
n’est pas le méme, c’est une erreur de ma part). Il s’avere que 'algorithme de QST de la section
2.3 fonctionne encore avec ces mesures. L’estimation initiale de I’état avec 'algorithme récursif
mesuré sera erronée (parce qu’elle ne fonctionne qu’avec le premier ensemble de mesures), mais
lalgorithme de QST comporte deux étapes, et il se trouve que la deuxieme étape (réglage fin
avec le maximum de vraisemblance) corrige I'estimation initiale dans le cas de deux qubits (parce
qu’elle peut fonctionner avec les types de mesures qui sont disponibles).

Nous organisons les états estimés dans les matrices X et Y définies dans la section 3.1
(ce sont des estimations de X = [Mwv1, Mvy, Mvs, Muy] et Y = [M2v1, M2v9, M2v3, M2v,]
respectivement). Voici leurs valeurs numériques :

1.00 - 0.00¢  0.76 —0.00:  0.70 — 0.00: 0.49 — 0.00¢
% - 0.01 -0.01¢ 0.65—-0.01z —0.0640.05¢ 0.45 — 0.00¢
—0.02-0.03: 0.02—-0.03z 0.06 —0.032 0.54 — 0.06%
0.03 -0.06c —0.01-0.08¢2 0.68—0.19¢ 0.50 — 0.02¢
1.00 - 0.00¢ 0.72—-0.00¢ 0.70 —0.00¢ 0.54 — 0.00¢
v 0.01+0.01z 0.7040.06¢ —0.02 —0.00¢ 0.46 + 0.042
0.03 —0.00¢ —0.02—-0.01z 0.72—-0.02¢ 0.51+ 0.08¢
0.00 - 0.01z 0.01-0.012 0.01 -0.02¢ 0.47+ 0.08¢

Nous utilisons ensuite ’algorithme de récupération de phase de la section 3.1.3 pour modifier
la phase des colonnes de Y.

Nous utilisons ensuite la méthode de la section 3.1.2 pour trouver la matrice unitaire M LS
qui lie le mieux XetY (la version rephasée de 3?) Nous modifions ensuite sa phase globale afin
de la comparer a My, :

IVILS — eiel/\\/ILS avec 0 = arg (tr(MtgﬁzS)>.

Nous appliquons ensuite l'algorithme de maximum de vraisemblance de la section 3.3 pour
calculer M ML, puis nous modifions sa phase globale de la méme facon que nous 'avons fait pour
Mys.

Les résultats (arrondis) sont les suivants :

0.982 — 0.171i

—~ 0.016 — 0.023i
Mwis =1 _0.001 + 0.070i
—0.013 + 0.018i

0.973 — 0.212i
i, _ | —0-006+0.006i
ML =1 0.001 — 0.038i

—0.035 + 0.0684

—0.023 — 0.020¢
0.995 — 0.086¢
—0.024 + 0.0097
—0.012 + 0.031:

0.013 + 0.0018¢
0.993 — 0.090¢
—0.038 + 0.008:
—0.000 — 0.073¢
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0.015 + 0.0221¢
0.012 + 0.032:
0.076 — 0.021:
0.978 + 0.1801

0.033 + 0.0641

0.011 — 0.075¢
0.095 — 0.069:
0.969 + 0.189¢

0.007 4 0.067i
0.026 + 0.008:

0.991 + 0.077i (5:5)
—0.070 — 0.041z

—0.002 — 0.0467

0.031 + 0.015: (5.6)

0.985 + 0.113:
—0.066 — 0.095:
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Les modules sont proches de leurs valeurs cibles mais il y a des erreurs assez importantes sur
les phases qui ne peuvent pas étre corrigées par un déphasage global. Ceci est particulierement
visible entre la premiere colonne et la troisieme colonne. La distance entre M Ls et la cible My,
peut étre définie comme ,up(i\/ILS, M;,) ~ 0,11 avec j, défini dans (5.1). D’apres la figure 5.1,
0,11 est une erreur tres raisonnable avec n. = 250 dans la configuration n; = 4, ng, = 2.

L’estimée du maximum de vraisemblance nous donne aussi des estimées des états initiaux
V1,...,V4, & comparer avec les états cibles de (3.21). Nous avons changé la phase globale de
chaque état v1, ..., 04 pour qu’ils soient les plus proches possible des états de (3.21) :

0.997 + 0.00i 0.72 4 0.044 0.63 + 0.23i 0.48 4 0.07i
o _ | 003-00ti | o [0.69-004i| | -003+005i | _ |0.43+0.07i (5.7)
! 0.06 —0.05i | 2~ [0.04—0.01i] 3 0.70—0.23i |+~ |0.55 —0.08i :
0.00 — 0.00i 0.04 — 0.014 0.01 + 0.05i 0.50 — 0.06i

Si nous nous fions a ces estimations, l'erreur la plus importante se situe entre vs et vgg de
(3.21). La différence de phase entre la premiére composante et la troisiéme composante est treés
importante, la porte de Hadamard utilisée sur le premier qubit pourrait étre non-conforme au
modele (dans la base de référence définie par les mesures). La configuration semi-aveugle fait que
nos estimées de M sont résistantes a ce type d’erreurs. Si les états initiaux étaient exactement
ceux de (5.7) et si la matrice associée a la porte CNOT était celle de (5.5), les espérances des
mesures seraient celles du tableau C.3 de I'annexe C.2.

Nous pouvons aussi calculer la borne de Cramér-Rao et en déduire la covariance des parties
réelles et parties imaginaires des éléments de M. Cela donne une matrice de covariance de
taille 32 x 32, les valeurs de ses éléments sont représentées sur la figure 5.16

%1078

FIGURE 5.16 : Valeurs des coefficients de la matrice de covariance 32 x 32 des parties réelles
et imaginaires des coeflicients de M. Indice des lignes en abscisse, indice des colonnes en
ordonnée, les couleurs correspondent aux valeurs des éléments.

Si on n’est pas intéressé par les covariances des erreurs entre les différents coefficients, on
peut se limiter aux éléments de la diagonale de la matrice de covariance. On obtient un vecteur
de taille 32 dont on prend la racine carrée (coefficient par coefficient) pour calculer les écarts
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types, et on transforme le vecteur de taille 32 en deux matrices 4 x 4 : X, et ¥; qui contiennent
les écarts types de parties réelles et imaginaires respectivement des coefficients de My, :

0.0034 0.0203 0.0276 0.0178 0.0431 0.0286 0.0442 0.0222
v 0.0223 0.0070 0.0388 0.0365 5 0.0281 0.0450 0.0468 0.0478 (5.8)
" 0.0167 0.0315 0.0395 0.0161 | ~* 0.0218 0.0485 0.0470 0.0469 ’
0.0267 0.0358 0.0347 0.0447 0.0463 0.0508 0.0683 0.0466

Ces valeurs ne sont intéressantes que si on fait ’hypothese que le modele de vraisemblance
(gaussien régularisé) modélise bien les imperfections du circuit. Si on admet que la vraisemblance
est la bonne, on peut rejeter I'hypothese que la vraie matrice M est My, car IVIML est trop
différente de My, par rapport aux écarts types de (5.8). Méme si on ne regarde que la partie
imaginaire du coefficient en premiere ligne premiere colonne, la différence est de 0,212, et ’écart
type de la partie imaginaire du premier élément de M ML est presque 5 fois plus petit (0,0454).

Pour une loi gaussienne®, il est presque impossible d’avoir une observation a 5o.

5.3 Conclusion

Les simulations que nous avons réalisées dans le cadre de la figure 3.4 (pour ng, = 2, n; = 4,ns =
2) nous ont permis de constater que (i) Perreur de QPT varie de fagon linéaire avec la racine
de l'inverse du nombre de copies préparées, (ii) nos algorithmes sont presque insensibles aux
erreurs systématiques, (iii) nous sommes plus résistants aux erreurs de QST que l'algorithme de
[BKD14], et (iv) si le modele de la vraisemblance modélise correctement les mesures, alors notre
estimée de l'erreur avec la borne de Cramér-Rao est bonne.

Nous avons aussi validé notre algorithme de QMT avec des simulations. Comme on pouvait
s’y attendre, il n’améliore la précision que s’il y a une erreur (non-nulle mais pas non plus trop
importante) sur le modele des mesures.

Au dela de la configuration “principale” avec ng, = 2, n; = 4 et ny, = 2, nous avons fait varier
le nombre de qubit, et comparé la configuration de la figure 3.4 (n; = d,ns = 2) avec celle de la
figure 3.5 (n; = 1,ns = d + 1). La conclusion est que cette derniére configuration peut donner
une erreur plus grande ou plus petite en fonction de la valeur du processus a identifier, et qu’elle
perd sont intérét pour ng, > 3.

Finalement, nous avons testé nos algorithmes de QPT sur des données expérimentales. Les
résultats sont cohérents avec les spécifications du “hardware”.

4L’erreur sur M\M 1 est censée étre gaussienne car le modele de la vraisemblance des erreurs de mesures est
gaussien avec un écart type assez faible pour que I'estimateur soit considéré comme linéaire dans le voisinage
des mesures. L’estimateur va donc transformer une erreur gaussienne sur les mesures en erreur gaussienne sur les
coefficients de i/I\ML.
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Les travaux de recherche de cette thése visaient a élaborer des algorithmes de tomographie de
processus quantiques (QPT) adaptés aux processus unitaires, résistants aux erreurs systéma-
tiques, et qui fonctionnent avec des mesures simples.

— Nous avons choisi de faire 'hypothese que les états considérés sont purs. Ce n’est pas
particulierement irréaliste, dans un systéme fermé avec une évolution unitaire, tout état
que 'on peut générer plusieurs fois de fagon identique est pur. Les états purs ont beaucoup
moins de parametres que les états mélanges, cette hypothese réduit donc le nombre de
mesures nécessaires pour identifier les états. Dans le chapitre 3, nous avons défini un
algorithme de QPT qui, comme beaucoup d’autres, se base sur la tomographie d’états
quantiques (QST) des états mesurés. Comme la QST d’états purs est assez peu développée
dans la littérature, nous avons dii développer des algorithmes de QST originaux dans le
Chapitre 2.

— Nous ne sommes pas les premiers a chercher a estimer un processus unitaire a partir des
états d’entrée et de sortie. Dans [RGIK13], Reich et al. ont donné une condition néces-
saire et suffisante sur les états d’entrée pour que le processus unitaire soit identifiable.
Dans [BKD14], Baldwin et al. ont choisi des états (intriqués) qui respectent la condition
d’identifiabilité de [RGI13] et avec lesquels un algorithme particuliérement simple permet
d’identifier le processus. Dans le Chapitre 3, nous avons introduit un algorithme original de
QPT qui fonctionne avec n’importe quels états purs qui vérifient la condition de [RGK13]
en entrée. Nous avons aussi montré que notre algorithme de base est rapide (au point que
son temps d’exécution est négligeable devant le temps d’exécution de notre algorithme de
QST), et que ses performances sont meilleures que celle de 'algorithme de [BKD14]. Nous
avons conclu le Chapitre 3 avec un algorithme de maximum de vraisemblance plus précis,
mais qui a besoin d’un bon point d’initialisation. Cet algorithme est plus précis et plus
rapide si on suppose que les états initiaux sont non intriqués, nous avons donc fait cette
hypotheése (qui a aussi I'avantage d’étre attrayante car les états non-intriqués sont plus
faciles a préparer de fagon précise).

— Avant le Chapitre 4, nos hypothéses pouvaient étre critiquées en remarquant que nous
choisissions de faire confiance aux mesures non intriquées, alors que nous considérions que
les portes mono-qubits que nous utilisons pour préparer les états initiaux non intriqués
n’étaient pas fiables (les états initiaux sont estimés a partir des mesures), or, pour cer-
taines architectures, les mesures non intriquées sont effectuées avec des portes mono-qubit.
Dans le Chapitre 4, nous avons donc élaboré un algorithme de tomographie de mesures
quantiques (QMT) qui estime les parameétres des mesures et réalise la QPT simultanément.

Nous pensons que les hypotheses que nous avons faites sont cohérentes et pertinentes. La
Fig. 5.17 récapitule toutes les hypotheéses qui peuvent étre faites lors de la QPT, sur les états
d’entrée, le processus inconnu & identifier et les mesures effectuées.
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processus processus processus
quelconque [|parcimonieux || unitaire

. . \
etats etats mesures
mélanges maitrisés maitrisées POVMs
-

mesures

états purs états

— s ® =
quelconques connus

connues

états purs états mesures

non-intriqués inconnus

inconnues

kil

FIGURE 5.17 : Hypotheses pour les algorithmes de QPT, sur les états d’entrée en rouge, le
processus inconnu a identifier en noir et les mesures effectuées en bleu (“mesures proj.” signifie
“mesures projectives”). Les produits tensoriels (®) signifient que ’on peut envisager n’importe
quelle combinaison des propriétés. Par exemple, a gauche, les états peuvent étre des états mé-
langes maitrisés, mélanges connus, mélanges inconnus, purs maitrisés, ..., purs, non-intriqués
et inconnus (neuf possibilités). Par “maitrisé” nous voulons dire “connu et dont la valeur est
imposée par la méthode”.

Tous les algorithmes de QPT se basent sur une des hypothéeses de la Fig 5.17. Dans le cas
le plus extréme, la GST est adaptée a des états mélanges inconnus, un processus quelconque a
identifier (en pratique, il y a plusieurs processus) et un type de mesure projective intriqué. Le
premier algorithme de QPT de [CN97] utilise des états mixtes (ils peuvent étre purs quelconques
ou purs intriqués, mais ce n’est pas nécessaire) connus, et des mesures projectives non-intriquées
maitrisées (connues et imposées par la méthode) pour identifier un processus quelconque. A
lautre extréme, le premier algorithme de [BIKXD14] identifie un processus unitaire avec des états
purs maitrisés et un POVM maitrisé.

Nos contributions principales sont (i) I’algorithme de QST sans initialisation de la section
2.3, (ii) lalgorithme de QST sans initialisation de la section 2.2 (nous ne le considérons pas
vraiment comme une contribution originale, mais il est important), (iii) ’algorithme de QST par
maximisation de la vraisemblance de la section 2.4, (iv) I’algorithme initial de QPT de la section
3.1 (contribution principale), (v) lalgorithme de QPT par maximisation de la vraisemblance
(autre contribution majeure), (vi) l'algorithme de QMT (qui peut se faire en parallele de la
QPT sur le méme dispositif) du Chapitre 4, cet algorithme a des hypothéses trés particulieres
adaptées aux configurations de QPT que nous considérons.

Récapitulons les hypotheéses que nous avons faites (dans nos contributions) sur les états, le
processus et les mesures :

e Nos algorithmes de QPT ont été pensés pour des états d’entrée non intriqués, mais :

— Tous les algorithmes de QST ((i), (ii) et (iii)) sont pensés pour des états intriqués,
car les états mesurés (que 'on identifie avec la QST) sont, en général, intriqués par
le processus a identifier.

— L’algorithme de QPT (iv) est adapté aux états purs non intriqués et (v) est adapté
aux états intriqués, mais peut se généraliser a ’ensemble des états purs au prix d’une
perte de précision (voir section 5.1.4)
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Chapitre 5. Validations des algorithmes de tomographie de processus

— En utilisant des algorithmes de QST d’états mixtes de la littérature, nous pouvons
adapter nos algorithmes de QPT (iv) et (v) pour identifier le processus (il suffit de
raisonner sur les vecteurs propres des matrices densité) en supposant que les valeurs
propres non-nulles des matrices densité des états d’entrée sont distinctes. Nous avons
choisi de ne pas développer cette idée, car les ordinateurs quantiques fonctionnent
avec des états purs. En pratique les états seront presque purs avec une grande valeur
propre et d — 1 valeurs propres beaucoup plus faibles. Utiliser les vecteurs propres
associés a des faibles valeurs propres complique ’algorithme pour peu de gain car ces
vecteurs propres sont mal estimés.

— Nous avons supposé que les états de la figure 5.17 sont inconnus, mais, bien entendu,
s’ils sont connus (ou maitrisés), nos algorithmes fonctionnent. On peut méme utiliser
I'information sur les états connus et changer ns en ngy — 1 (voir section 5.1.3).

e Nous supposons que le processus identifié est unitaire, en pratique, ce ne sera jamais le
cas, mais plus le processus sera proche d’un processus unitaire, mieux nos algorithmes
vont fonctionner, voir section 5.1.5. Le choix de cette hypothese est justifié dans la section
1.12.1.

e Les algorithmes de QST et QPT ont été pensés pour des mesures non intriquées et mai-
trisées (les produits tensoriels des mesures X, Y et Z de section 2.1.1). Cependant :

— Tous nos algorithmes de QPT et QST sauf (i) peuvent étre adaptés pour des mesures
connues, donc si les mesures ne sont pas exactement conformes au modele de la section
2.1.1, nos algorithmes peuvent fonctionner tant que les mesures sont connues. (i) ne
peut pas étre adapté, mais il n’est utilisé que pour l'initialisation de la QST (avant
d’étre raffiné par (ii)), la QST peut donc fonctionner normalement tant que l'estimée
donnée par (i) n’est pas trop erronée, ce sera le cas si les mesures ne sont pas trop
différentes du modele de la section 2.1.1.

— L’algorithme de QMT (vi) nous permet de réaliser la QPT avec des mesures non
intriquées inconnues.

Nous pensons que ces hypotheses sont réalistes, elles se résument & (i) on sait préparer le
méme état plusieurs fois (sans nécessairement connaitre sa valeur) (ii) on sait faire des opérations
sur un ou plusieurs qubits sans interagir avec I’environnement.

Avec plus de temps, nous aurions pu essayer d’étendre nos algorithmes a des modeles plus
généraux, méme si on perd I'hypothese que le systéme est fermé (e.g. avec des “crosstalk errors”
sur les mesures ou la décohérence des états mesurés). Pour ce faire, nous avons deux options
(i) nous pouvons ajouter de nouveaux parametres, ou, (ii) nous pouvons intégrer ces erreurs
dans le modele de vraisemblance et garder le méme modele. A moins que le modele plus général
n’ajoute pas trop de parametres (ce qui est rarement le cas pour les systémes ouverts), nous
préférons la piste (ii). En effet, le modeéle de vraisemblance que nous utilisons (le modeéle Gaussien
régularisé de la section 2.4.3) ne prend en compte que l'erreur “multinomiale” (due au caracteére
fini du nombre de mesures) et une “erreur fourre-tout” gaussienne (issue de la régularisation
des probabilités). Si nous savons que le processus introduit une décohérence par exemple, alors,
nous pouvons changer la régularisation dans le modeéle gaussien pour que l'incertitude sur les
mesures effectuées sur les états sur lesquels M a été appliqué plusieurs fois pour que ces états
soient considérés comme moins digne de confiance.

Une autre idée pour exploiter le fait que nos algorithmes utilisent le maximum de vraisem-
blance est d’utiliser la valeur de la vraisemblance au maximum trouvé pour estimer une p-value,
cela permettrait de donner un indice de confiance au M M trouvé. Nous sommes capable de cal-
culer cette p-value, mais nous n’avons pas donné ces résultats dans nos tests pour deux raisons :
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5.3. Conclusion

(i) la p-value perd tout son sens si on n’est pas siir du modele de vraisemblance, c’est moins vrai
pour le maximum de vraisemblance’ (ii) en simulation, nos p-values sont toutes trés proches de
1 car 'estimateur peut jouer sur tous les parameétres pour rendre 'erreur plus vraisemblable.
Cependant, si nous étions plus siirs du modele de vraisemblance, ces objections disparaitraient.
Nous pourrions aussi améliorer notre estimée initiale de M : M Ls avec un algorithme plus
léger que l'algorithme de maximisation de la vraisemblance. M s est définie comme la matrice
unitaire qui transforme X + Ax en Y + Ay, oit Ax et Ay sont les solutions de (3.11). (3.11)
minimise [|Ax|]? +||Ay||?, avec Ax et Ay tels qu'il existe une matrice unitaire qui transforme
X+AxenY+Ay (c’est le probleme de Procrustes orthogonal). Comme nous l’avons remar-
qué dans la section 3.1.2, Ax et Ay peuvent étre compris comme ’erreur de X et Y définis
respectivement dans les équations (3.4) et (3.7) par rapports aux quantités qu’ils sont censés
estimer : X, défini dans (3.4) (et avec toutes les colonnes re-phasées pour que le premier élément
soit un réel positif (comme X)) et MX. Cette approche (minimiser |[Ax|[2 + ||[Ay]|[?) nest
optimale d’un point de vue maximum de vraisemblance que si 'erreur est gaussienne centrée
iid sur chaque élément de X et Y. L’hypothese que l'erreur est gaussienne n’est pas aberrante,
Ierreur sur les mesures est multinomiale, donc asymptotiquement gaussienne, et méme sur les
traitements que 'on effectue sur les mesures ne sont pas linéaires, si la variance de ’erreur est
assez faible, on peut les linéariser®. On devrait aussi pouvoir calculer les matrices de covariance
des erreurs sur X et \?, et on peut adapter la solution du probleme de Procrustes avec une
erreur Gaussienne colorée (voir [Vik06]) pour avoir une meilleure solution que Myg qui prend
en compte la covariance de 'erreur. Nous n’avons pas exploité cette idée car, pour une pre-
miere estimée fiable mais peu précise de M, avoir une estimée qui ne dépend pas du modele de
vraisemblance des mesures (en lequel nous n’avons pas une foi absolue) nous semble cohérent.

5Pestimateur des moindres carrés, par exemple, correspond au maximum de vraisemblance si et seulement si
Ierreur est gaussienne centrée iid sur toutes les composantes, mais il est utilisé pour toutes les erreurs centrées,
méme si on ne connait pas la distribution

5Dans la section 5.1.7, on voit que les bornes de Cramér-Rao sont assez proches de la vraie erreur, et elles
sont issues d’une linéarisation de la fonction qui associe /I\ZM . aux mesures. Il est raisonnable de penser que les
fonctions qui associent X et Y aux mesures sont aussi linéarisables.
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Annexe A

Annexe du chapitre 2

Dans cette annexe, nous donnons les démonstrations de résultats du Chapitre 2.

A.1 Paramétrisation des matrices unitaires de taille 2

Soit P une matrice unitaire de taille 2. Par définition PP* = P*P = Iy, montrons

cos(0)e' — sin(#)e’??
307 (z)la ¢27 ¢3 tq <COS(9)€i¢3 COS(Q)ei(¢2+¢3_¢1) :

Définissons les lignes et les colonnes de P : P = {cl 02} = [51] On a [ii] X [cl 02} =
2 2

0 1 ly 0 1
commengcons par étudier le |c1| et |c2| (les modules terme & terme des colonnes). Ce sont des
vecteurs normés de deux réels positifs 1, il existe deux angles 6; et 6, uniques entre 0 et 7/2

_ [cos(01) cos(62) .
tels que [\cl\ \02|] = (sin(Gl) sin(6y) | Les vecteurs |l;| et |l3] sont aussi des vecteurs nor-

(1 0) et [lll X [l’{ l;} _ (LY , donc les vecteurs lignes et colonnes sont de norme 1,

més de deux réels positifs, il existe donc deux angles 3 et 64 uniques entre 0 et 7/2 tels que
[]ll\] _ (COS<63) sin(63)> Donc <Cos(93) sin(93)> _ (cos(@l) cos(f2)
|l2] cos(0y) sin(fy4) )" cos(0y) sin(fy) sin(61) sin(fs)
fonctions cosinus et sinus sont injectives, on a donc ¢ = 03 = 71/2 — 04 = w/2 — 0. On a donc
P| = (cos(@) sin(6)

sin(f) cos(6)

, or, sur [0, 7/2], les

) (on a juste renommé 6, en #), il existe donc des phases ¢1, P2, P3, ¢4

cos(#) sin(6) cos(0)e®t  —sin(f)ei??
sin(f) cos(0) cos(6)e'?s  cos()el®) |
moins en premiére ligne deuxieme colonne a juste pour effet de changer ¢o en ¢ — 7. Il ne nous
reste plus qu’a montrer que ¢4 = ¢2 + ¢3 — ¢1[27], on peut utiliser

1115 = 0 = cos(8) sin(6)e(?1-93) —cos(#) sin(6)e'(?2=91) = 0 = cos() sin(f) (1 — e/ (P2—Pa—d1+03)))
= 0 donc soit (i) cos(f) = 0, et alors on peut changer ¢4 en ¢s + ¢3 — ¢1 sans changer la valeur
de la matrice, soit (ii) sin(#) est nul et alors on peut changer ¢, en ¢; — ¢3 + ¢4 sans changer la
valeur de la matrice pour que ¢4 = ¢ + ¢3 — ¢1, soit (iii) (1 — (@2~ P1=¢1483))) — ( est nul, alors
P4 = P2+ ¢3 — ¢1[27] cqfd. Nous avons donc montré que toute matrice unitaire de taille 2 s’écrit

telles que |P| = ( ), sans le module, P s’écrit donc le

cos(f)ei®t — sin(0)e'*” Réciproquement, il est trivial de vérifier que ces matrices sont
cos(0)e'?3  cos(f)eHP2tPs=¢1) | ;
unitaires.
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A.2. Vecteurs propres de mesures séparables

A.2 Vecteurs propres de mesures séparables

Soit une mesure M a d = 2" résultats possibles sur un systeme a ng qubits. On considére que
la mesure est non intriquée, cela veut dire que les résultats possibles peuvent étre renommés en

0,..0,0,.01, ..., 1...1 de fagon a ce qu’il existe ny mesures mono-qubit a 2 résultats possibles
0et 1, My,..., My, telles que, pour tout état multi-qubit représenté par v, le résultat de M
sur v est la concaténation des mesures M; appliquée au premier qubit, ..., M, , appliquée au

dernier qubit.

Nous voulons étudier la matrice de vecteurs propres de M, c’est-a-dire la matrice dont les
lignes sont les transconjuguées des vecteurs vg_ g, ..., v1...1 qui, quand mesurés par M donnent
0,..0, ..., 1,..1 avec probabilité 1. Comme M est une mesure a d résultats possibles, ces vecteurs
propres sont uniques et si on arrive a en exhiber, on les aura identifiés. Or, si on définit Ulg,
v¥ comme les vecteurs propres de Mk € {1, .. Ngp} (transconjuguées des deux lignes de la
matrice des vecteurs propres), par définition, ils représentent les états mono-qubits qui valent
respectivement 0 et 1 avec probabilité 1; quand ils sont mesurés avec le type de mesure My,
alors 'état représenté par v ®...® vgqb vaut 0, ..0 avec probabilité 1 quand il est mesuré est M
(car les qubits sont dans des états purs définis comme les vecteurs propres des mesures mono-
qubits). On peut exhiber tous les vecteurs propres de M de la méme facon : ’état représenté
par v(l) ® .. vgqb ® v?qb vaut 0,..01 avec probabilité 1 quand il est mesuré est M, ..., 'état
représenté par vi ® ... ® v?qb vaut 1,..1 avec probabilité 1 quand il est mesuré avec le type de
mesure M. La matrice des vecteurs propres de M est donc

Ngb*

(v) ®.®@ vy™)*
v

: ®..0® L}?qu*] =P1®..® Py, (A.1)
1

Ul*
P = : : -9
M : ,Ul*

(v ®@.@ V") !

1*
N . NIET v
ol les Py sont les matrices de vecteurs propres des My, c’est-a-dire L’?*] .
1

A.2.1 Matrice de covariance

La présente annexe vise a calculer la loi asymptotique de \/n.e = VN(p — p) définie dans
la section 2.4.3 et a simplifier I'expression de la vraisemblance de €. Nous considérons que
p contient les probabilités d’un seul type de mesure a d résultats possibles sur un seul état.
La généralisation a plusieurs types de mesures est simple car les erreurs sur les différentes
mesures sont indépendantes (voir la section A.2.3). Le seul vecteur aléatoire dans € est p défini
comme le vecteur qui contient les probabilités d’échantillonnage de chacun des d résultats. Donc
p = n%n ou chaque composante n; de n contient le nombre de fois ou le i-eme résultat a
été observé. Par définition, m suit une distribution multinomiale caractérisée par le nombre
de lancers n. et les probabilités théoriques de chaque résultat contenues dans p. L’espérance
et la matrice de covariance de la distribution multinomiale sont connues : E(n) = n.p et
Cov(n) = nc(diag(p) — pp").

Nous voulons utiliser le théoréme de la limite centrale, nous écrivons donc n comme une
somme : 1 = Y_°, 0 ol les {Jy} sont iid, tels que &, contient d — 1 zéros et un 1 a un indice
aléatoire 5, € {1,...,n.} dont la fonction de densité est j = p; (c’est-a-dire que la probabilité
que iy prenne la valeur j € {1,...,n.} est p;, le j -eme élément de p). d;, suit une distribution
multinomiale avec n. = 1 lancers. Son espérance est donc p et sa matrice de covariance est
diag(p) — pp’. Par conséquent, € est la différence entre la moyenne empirique de & avec n,
réalisations et son espérance. D’apres le théoréme de la limite centrale, lorsque n, — +oc, la
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distribution de ,/n.e tend vers une distribution normale multivariée centrée, et sa matrice de
covariance est g,y = diag(p) — pp”.

A.2.2 Vraisemblance

La maniére la plus simple de calculer la vraisemblance d’un vecteur qui suit une distribution
normale multivariée consiste a inverser la matrice de covariance. Si la matrice de covariance
n’est pas inversible, alors elle n’est pas de plein rang, ce qui signifie qu’au moins un élément
(aléatoire) du vecteur aléatoire dépend linéairement (avec une décomposition linéaire détermi-
niste) des autres et que ce élément n’est donc pas nécessaire pour calculer la vraisemblance.
Ces éléments peuvent étre supprimées et la vraisemblance du vecteur plus petit est la méme
que la vraisemblance du vecteur original. Dans notre cas, la somme des composantes de /n.e
est égale a zéro, sa matrice de covariance n’est donc pas inversible et n’importe quelle compo-
sante peut étre supprimée sans perdre d’information qui pourrait étre utilisée pour calculer la
vraisemblance. Considérons /n.g, c’est le méme vecteur que y/n.€ avec la derniere composante
enlevée, et donc, sa matrice de covariance est la méme avec la derniere ligne et la derniere co-
lonne enlevées : ¥ = diag(p) — 1_)1_)T (p est p avec le dernier élément enlevé). Elle peut étre

D1
estimée avec les probabilités d’échantillonnage p = : au lieu de p. La matrice résul-
Dd—1
tante est 3 = diag(p) — ]:)]:?T 11 est facile de vérifier que si aucun élément de p = (avec
Pa=1-— Zg;% pr) n’est nul, alors 3 est inversible et
a1 1 . .
¥ = —1 +diag(1/p) (A.2)
Pd -

est son inverse. 1/p est l'inverse de p élément par élément et 1 est la matrice d —1 x d — 1
entieremenet remplies de 1. En pratique, les éléments de p peuvent étre des zéros, ce qui rendrait
la matrice singuliére. Afin de contourner ce probléme et d’éviter de donner trop d’importance
aux erreurs sur les résultats rarement observés, nous modifions la probabilité d’échantillonnage
et créons un nouveau vecteur p :

ne (A.3)

Cela signifie que nous considérons que chaque résultat a été observée 5 fois de plus qu’il ne I'a
été en réalité, et que le nombre total d’observations passe de n. a n. + 5d (le choix de 5 est
arbitraire, il sera partiellement justifié en fin de section). Il s’agit d’une méthode standard pour
rendre un critére plus lisse (voir [BK10]). L’estimation résultante de 'inverse de la matrice de
covariance est la suivante :

~ 1 _
>t = —1 + diag(1/p). (A.4)
yo -
Avec l'inverse de I et sachant que la distribution est normale et centrée, nous pouvons calculer
la log-vraisemblance négative du vecteur (voir [Gut09]) :

L4555 () = nee(. @, y) 2 e(p, ' y). (A.5)
Nous utilisons p et non p pour calculer g. Si on utilisait p 'estimateur qui minimise le critere
serait biaisé (car le minimum de E‘?;?Z‘f) “essayerait de faire coller” les probabilité a p qui ne
contient pas les probabilités empiriques observées) et le critere ne serait pas plus “lisse”.
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Simplifions cette expression en utilisant (A.4) et le fait que Y e =0= ¢4 = — Zk 1€k :
1 d—1 €1
= T &+ =

B Pd 2 k=15k P
ne’¥ e = nee’ :
1 d— €d—
L PR
Pd Y Pd—1
£ _ g
p1 Pa
= ncéT
Zd-l _ &4
\Pa-1  Pd
d-1¢
= ne(Xj 1]7’,: - *Zk 15k)
= n 1 =
¢ Zk*I Pk

L’expression de la log-vraisemblance négative est donc :

2

d
e () = ey HPEYL (4.6)
k=1

On retrouve l'expression des statistiques du test du x? de Pearson (avec pj remplacé par
pi car il n’y a pas de régularisation dans le test de Pearson). Le test du x? de Pearson vise &
vérifier qu'une variable aléatoire continue suit une loi donnée. L’idée de calculer I'histogramme
(avec un nombre de catégories donné qui correspond a nos d résultats possibles) des réalisations
observées, et de comparer les fréquences d’occurrences théoriques (d’apres la loi & tester) et
empiriques de chaque catégorie de I'histogramme. Les carrés des écarts entre les fréquences
théoriques et empiriques sont ensuite divisés par leurs écarts types, sommés (comme (A.6)), et
[Pea00] montre que cette somme suit une loi de x? & d — 1 degrés de liberté.

La principale différence avec ce que nous faisons ici est que nous voulons trouver la probabilité
théorique qui maximise la vraisemblance, alors que le test de Pearson suppose que la probabilité
théorique est connue et fixe et vise a tester si la différence entre les deux probabilités peut étre
due au hasard et a donner une “p-value”. Notre travail pour arriver & (A.6) n est donc pas en
vain. En effet, montrer que la somme des élément d’un vecteur suit une loi du x? ne suffit pour
montrer que le vecteur est gaussien, et calculer sa vraisemblance.

Le lien avec le test de Pearson justifie a posteriori le choix de la constante 5 dans (A.3). En
effet, la fiabilité du test de Pearson dans le cas ol un résultat a été trop peu observé a été étudiée
dans la communauté des statisticiens. Et il est largement accepté que le nombre d’occurrences
de chaque résultat doit étre plus grand que 5 pour que 'approximation gaussienne ne soit pas
aberrante (voir le deuxiéme paragraphe de l'introduction de [Yat34]).

A.2.3 Extension a plusieurs a la matrice de covariance et la vraisembance
avec les résultats de plusieurs types mesures

Depuis le début de I'annexe, nous avons supposé qu’un seul type de mesure avec d résultats
était effectué. En pratique, les méthodes que nous décrivons nécessitent 4 (dans la section 2.2)
ou 2ng + 1 (dans la section 2.3) types de mesures. Les erreurs entre les probabilités empiriques
et théoriques des différentes mesures sont indépendantes. Par conséquent, si g(p, ', y’) contient
ng > 1 types de mesures et dn; composantes réelles, sa matrice de covariance est une matrice
diagonale par bloc avec la matrice de covariance de chaque type de mesure sur la diagonale
(parce que les erreurs de mesure sur deux types de mesure différents sont indépendantes). Il en
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va de méme pour l'inverse de sa matrice de covariance régularisée :

> = : (A7)

Chaque i,;l est 'inverse régularisé de la matrice de covariance pour un type de mesure défini
dans (A.4).

La log-vraisemblance négative des erreurs de e(p, @', y') contenu nyp,o, = nyd mesures sur les
n; types de mesures est la somme des n; log-vraisemblances négatives des vecteurs d’erreur de
chaque type de mesure.

Npro ~
[gauss (1/5) —n o €k (pv wlv y/)2 (A 8)
! = Ne¢ g —_— .

A.3 Algorithme PhaseCut

Entrée : Matrice M de la section 2.2.3

1: U =1, Nyyp = 5000

2:for j=1,..., Npun

3: Ul=U!

4: choisir k € {1,...,d} (aléatoire uniform). k. = [1,....k — 1,k + 1,d]"

5: calculer u = Ukc kMo k€6 Y = u*my, ;, avec my, j, la k-éme colonne de M ot le k-éme
élément a été retiré. Uy, k. €8t U/ avec la k-éme ligne et la k-éme colonne enlevées.

6: Sivy>0alors u,’iﬂlv = uzfci* —[u sinon u,]:Jri = u’ﬁcl =0 avec u],::ri et ullﬁcl qui sont

dans U* (k-éme col. sans le k-éme elt. et k-éme lig. sans le k-éme elt. resp.)
7 : end for

Sortie : La matrice UNr#n hermitienne positive et qui contient seulement des 1 sur la diagonale

A.4 Lien entre la fidélité et notre métrique d’erreur

La fidélité est définie par (1.9) : f(p,p) = tr (1 /\/ﬁf)\@) Si les deux états sont purs, alors

p = vv* et p = vv" sont de rang 1, et de trace 1. Elle ont donc une seule valeur propre non
nulle, et celle-ci vaut 1. Donc /p = p, ou la racine carrée d’une matrice hermitienne positive
est définie avec la décomposition spectrale (méme vecteurs propres, racine carrée des valeurs
propres), il en va de méme pour p. Donc :

f(p.p) = tr (Vopp) = tr (Vo0 0) @ v)v7) = tr(y/[oop) = |v*Bltr(p) = [v*D].
Considérons maintenant notre erreur : ps(v,v) = \[H'U v.e"%||3 ou & € [0, 27] est 'angle qui

(
minimise i, (ou p2). Développons p? : p2 = L||lv—o.e %||3 = % (Hsz + |v.e7%||2 — 2Re(e % v* U)) =
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1 — Re(e % v*D) Sous cette forme, il est clair que la valeur de ¢ qui minimise la métrique est
Arg (

mg), et Re(e v*®) = |v*0| = f. Donc p2 =1 — f = f = (1 — p2)

[v*v]
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Annexe du chapitre 3

Dans cette annexe, nous donnons les démonstrations de résultats du Chapitre 3.

B.1 Solution du probleme de moindres carrés totaux sous contrainte
d’unitarité
2
) . (B.1)
2

1. Pour toute matrice unitaire U, on cherche le Xg (et Yg = ﬁXﬁ) solutions de :

Trouver le U qui satisfait (3.11) est équivalent & :

ol

Urs = argmin | min
Ueuy(C) \XeCdxn

avec Ax:X—Xet Ax:?—ﬁf(
Nous choisissons de diviser le probléme en 2 :

2

2. Toute IAJLS solution de (B.1) est aussi solution de :
~ ~ 2
U argmin [X] [ U ] (B.3)
LS = pog) [ I , '
vevyoll LY] [UXgll],
Résolvons (B.2)
X1 [0 U= 7T %
plogl R Rl _ |2 A _9 X X
lY] UX] ) H lY , UX] , fie (tr ([Y] lUXD)
1P =1
= H [? + IAJ}A(] —2R6(tr()~(H)A(+?HIAJ}A()) = Cl+2||X||%—2Re(tr((5§+ﬁH?)HX))
2

=C + 2<||5<H% — 2Re(tr((3X + ;fJH?)HX)))

avec C1 = | X3+ Y3 ,
La quantité & minimiser dans (B.2) s’écrit donc Cy + 2‘ ’)A( —(ix+ %ﬁH?)H2

avec Cy = C — ZH%X + %ﬁH?H%
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C7 et (5 ne dépendent pas X.
avec ces expressions, la solution (unique) de (B.2) est évidente est : )A(ﬁ = %f{ + %ﬁH? et
donc\?ﬁ = %SN{' + %IAJX

Résolvons maintenant (B.3) :

=~ ~ g~ 2
HH H = [21X~ 21UA~Y] = 1(2IXI3 + 2 Y3 - 2Re(tr(XHUHY 4 YHUX)))
, LY - 30X |||,

s 4Re(tr(XHUHY))> = 3(cs- 4Re(tr(ﬁH?5§H)))
ou C’g = 2||X||3 4 2||Y||2 ne dépend pas de U. Ldéfinissons la décomposition en valeur singuliere
(voir section B.2 pour son unicité) de YX? = PYQX. L'optimum U minimise la quantité
suivante : —Re(tr(UPPZQM)) = —Re(tr(Q7UTPY)).
QY UHP est une matrice unitaire, définissons ses colonnes : Q Ulp = {01 ok}, et

solent o1, ..., 04 €t 07 1, ..., 0y ; les composantes de la diagonales de X et de Re(QHﬁHP) respec-
tivement. Tous les {0} ;}; sont inférieurs & 1 (ce sont les parties réelles d’éléments d'une matrice
unitaire). Avec ces notations :
—Re(tr(QHIAJHPE)) = —Re(tr([alol o*dod}))

= = i1 850 )

> - Z;'Z:I 0;.
et le minimum est seulement atteint pour Q* UHP =1 (car c’est la seule matrice unitaire qui
n’a que des 1 sur sa diagonale). Donc U s = PQ minimise la norme au carré de lerreur
entre les mesures et les estimées de X et Y. Ce minimum est unique sauf si il existe plusieurs
décompositions en valeurs singuliéres de YXH qui donnent des PQ¥ différents. Les estimés
associés des X et Y sont :

1 I v v 1l 177 e
Ups = 2 §U YﬁLS = iY + §UL5X (B.4)

X 1

B.2 Preuve de 'unicité

Dans la présente section, nous montrons que le minimum est unique si et seulement si YXH es
inversible (X et Y sont définis dans B. 1). Ce qui est équivalent a “X et Y sont de rang plein et
k> d”

Les minima que nous avons trouvés dans la section précédente pour (B.2) et (B.3) sont des
minima globaux stricts sauf si la matrice unitaire PQ¥ ot P et Q sont issus de la décomposition
en valuers singuliere de YXH nest pas unique. Les valeurs singulieres d’une matrice sont toujours
uniques, mais P et Q ne le sont pas. Nous considérons que les valeurs singuliéres sont triées dans
I’ordre croissant sur la diagonale de 3. Cela n’a pas d’importance car, si nous changeons ’ordre
et permutons les colonnes associées de P et Q, alors PQ! ne change pas. Par conséquent, X
peut étre considérée comme unique (valeurs singulieres uniques dans un ordre croissant sur la
diagonale). Définissons I’ensemble £ qui contient tous les P et Q unitaires admissibles pour la
décomposition en valeurs singuliéres de YX* .

S)NC,SNK = {{P €Uy, Q € Uy}, tq. YXH = PEQH}.
Avec cette définition, “PQ est unique” peut étre traduit formellement en “{PQH , t.q. {P,Q} €
gi?} est un singleton”.

Lemme {PQH, t.q. {P,Q} € 55(7?} est un singleton si et seulement si Y X est inversible.

Démonstration. L’'implication réciproque (“seulement si”) est plus simple & montrer, nous allons
la montrer par contraposition. Si YX* n’est pas inversible, alors sa premiére (et plus petite)

- 142 -



Annexe B. Annexe du chapitre 3

valeur singuliére est 0, donc, les premiers éléments de la diagonale de ¥ sont 0. Soit {P,Q} un

élément de & &, YX? = PXQ*. Soit {p,}; une colonne de P, définissons :

P2:[P1€i9 Dy - Pk} (B.5)

avec 6 un angle de ]0,27[. Comme le premier élément de la diagonale de 3 est 0, on peut
facilement montrer que PoXQY = PXQY, et donc {P», Q} est aussi dans &g 5+ Or, comme 6
est un angle non nul, PoQ¥ # PQY. Donc, P,Q et PoQY sont deux éléments distincts de
{PQH, t.q. {P,Q} € &k §}, I’ensemble n’est donc pas un singleton.

Montrons maintenant I'implication directe (“si”). Soient {P1, Q1} et {P2, Q2} deux paires de
matrices de é’i?. Par définition, P; QI = Py3X Q¥ et nous voulons montrer que, si la matrice
diagonale 3 ne contient que des éléments strictement positifs sur la diagonale (équivalent a
“YXH est inversible”), alors P1Q{ = P,QJ!. Pour ce faire, nous allons montrer que pour tout

couple de colonne P14, de P et Q; respectivement, on a :

pgv,l)PlQlqu(j,l) = P@i,l)P2Q5[q(j,1)- (B.6)
C’est équivalent a P{IPlQ{IQl = P{IPQQng qui est équivalent a PleI = Pgle car P{I
et Q1 sont inversibles.

Nous utiliserons le fait que les colonnes de P; et celles de Py (resp. les colonnes de Qi et
vxH) (vxH\ " vxB\! (vxH
celles de Q2) sont des vecteurs propres de (YX ) (YX ) (resp. de (YX ) (YX )) et la
matrice diagonale qui contient les valeurs propres est X2, ou formellement :
-~ ~ o \NH
(YXH) (YXI)" = Py2?Pl = P,32PY
o~ INH L

et (YXH) (YXH) = Q:X2Q! = Q,22Ql.
Et méme si les vecteurs propres d’une matrice donnée ne sont pas uniques, les espaces propres
le sont, et ils sont orthogonaux entre eux pour les matrices hermitiennes. Cela signifie que,
pour une colonne donnée Pk de Py et une colonne donnée q(; 1) de Q1 associées aux valeurs

2 2 . IEN ’ . . IEN
propres o et o5 respectivement (ou, de maniere équivalente, aux valeurs singulieres oy, et o;
respectivement), on a

0 0
0 0

PPy = |Pikpr | et Qg = | Qa0
0 0

- O - . 0 -

ou Py (resp. Q2 ;) contient les colonnes de Py (resp. Q2) qui sont associés a la valeur singuliere
ok, (resp. o) dans I'ordre dans lequel ils aparraissent dans Py (resp. Qg).

Soit p.1) et g(j1y des colonnes de Py et Qq respectivement. Montrons (B.6) en utilisant le
fait que P1XQY = P,XQY.
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P 2Qf =P:2Qf = pf ,P12Qlq(; =p§,1)P22Q§q<j,l>

0 | 0
0 0
= 038, = |Pipgyy| = Qa4
0
. 0 - . O -
= j0k = 0j0;kP (1) P24 Q241

= Ojk = 5j,kpgg71)P2,ngjq(j,1) car (o # 0)
ol dy, est le vecteur colonne a d dimension (d — 1) zeros et un 1 sur le k-éme élément, et J; 1 est
1si j =k et 0 sinon. Le méme calcul montre que Pal)PlQ{{CI(]‘J) =01 et pgcﬁl)Pngq(ﬂ) =
6j7kpg€71)P27kQ£{jq(j71). Nous avons donc montré (B.6) : pﬁ}l)Plequ’l) = pf};l)PgQg{qU’l)
cqfd.
|

B.3 Preuve de la condition d’identifiabilité

Notre condition d’identifiabilité est (3.19). Elle est nécessaire et suffisante pour que M soit
identifiable (& une phase globale pres et avec une configuration de QPT donnée) dans I’ensemble
des matrices unitaires. Dans B.3.1, nous montrons qu’il s’agit d’une condition suffisante en
montrant que notre algorithme est capable de retrouver M a une phase globale pres. Cela
qui signifie que notre algorithme de QPT fonctionne dans toutes les situations ou la QPT est
théoriquement possible. Dans B.3.2, nous montrons que (3.19) est condition nécessaire.

Dans [RGIK13], Reich et al. ont leur propre condition nécessaire et suffisante sur les états
d’entrée, ils montrent qu’elle garantit que le processus représenté par M est identifiable, pas
simplement parmi les processus unitaires, mais parmi tous les processus (unitaires ou non).
Dans B.3.3, nous montrons que leur condition est équivalente a (3.3).

La preuve de B.3.3 rend B.3.1 quelque peu redondants, parce que la définition de I'identi-
fiabilité dans Reich et al. est plus forte que la notre. Nous incluons quand méme B.3.1 parce
qu’elle montre le caractere suffisant de (3.19) expliquant pourquoi notre algorithme fonctionne
toujours si (3.19) est satisfaite, ce qui est un résultat important en soi.

B.3.1 Preuve que (3.19) est suffiante

Afin de montrer que (3.19) est suffisant pour que QPT soit possible (ou “M soit identifiable”)
avec la configuration de la figure 3.1, nous devons définir ce que nous entendons par “QPT est
possible” (ou “M est identifiable”). Formellement, cela signifie que les sorites de la QST ()A(
et ?) ne sont compatibles que avec une seule matrice M (a4 une phase prés) qui rerésente le
processus. On rappelle le lien de (3.18) entre la matrice M et les sorties de la QST quand il n’y a
eté1
pas d’erreur de QST : YD(¢) = MX, avec D(¢) = . L’ensemble des matrices
pibns
représentant des processus unitaires qui sont compatibles avec les résultats de la QST est :

UX,Y) = {U € Uy, s.6.3¢ € R™t.q.U X D(€)* = 3?} . (B.7)
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Or il existe &, et &, tels que X = XD(€,) et MX = YD(&,). Donc U(X,Y) = U(X, MX) (il
suffit de changer D(£)* en D(£)*D(£,)D(E,)).

La QPT est donc possible si et seulement si U/(X, MX) = {e!M},.

La condition de (3.19) est suffisante pour que la QPT soit possible, car si (3.19) est vraie,
alors, nous allons montrer que les algorithmes de la section 3.1.2 et 3.1.3 donnent un résultat
unique (M) a une phase globale pres :

o lalgorithme de la section 3.1.3 réussit toujours, c’est-a-dire que nous quittons l'algorithme a
I’étape 4 ou 6. Cela découle de de 1’égalité que nous avons soulignée entre le rang F’fq(:igo)
et la dimension du sous-espace généré par les colonnes de S apres avoir passé ’étape k fois
avec boryp, = 0. En effet rang (Fg” (x4,)) = rang (F'g"(Z¢,)) (voir remarque apres la définition
de Fg dans (3.19)), donc, si rang (F§*(x¢,)) = d, alors, méme si I’algorithme commence mal
et que nous devons fixer by, = 0, la condition de ’étape 6 sera finalement satisfaite apres
avoir parcouru ’étape 5 au plus n, fois. Le lecteur pourrait penser que nous pourrions quitter
I’algorithme prématurément (c’est-a-dire avant que les éléments de S ne géneérent C?) parce
que la condition qui nous fait boucler de I'étape 5 a I’étape 3 cesse d’étre satisfaite. Ce n’est
pas un probleme, car si la condition n’est pas remplie, il est inutile de continuer, le nombre
d’éléments de S n’augmentera pas méme si nous devions aller a I’étape 3.

e Les Y et X avec lesquels nous sortons de ’algorithme de la section 3.1.3 sont 'unique solution
de (3.13) et les phases trouvées pour Y sont les seules (avec &, = 0) qui sont compatibles
avec le modele unitaire.

o Les matrices Y et X avec lesquelles nous quittons l'algorithme de 3.1.3 sont de rangs pleins
(d). Par conséquent, le probléme des moindres carrés totaux avec contrainte unitaire a une
solution unique My ga une phase globale prés (comme discuté a la fin de la section 3.1.2). Et
comme les phases de Y ont bien été corigées, Mg = M.

Done U(X,MX) = {e*M},.

B.3.2 Preuve que (3.19) est nécessaire

Montrons maintenant que (3.19) est une condition nécessaire. Nous supposons que (3.19) est
fausse, c’est-a-dire que

3¢ e {1,...,n,}, rang (F§*(x¢)) < d (B.8)

Listons quelques propriétes de la fonction suivante :
Gs: k — Fi(zy) :

o Les colonnes de Gg(k) sont aussi des colonnes de Gg(k + 1).
o Si kg est le plus petit entier tel que Gg(ko) = Gg(ko + 1), alors Vk > ko, Gg(ko) = Gg(k).
e n, est une borne supérieure pour le nombre de colonnes de Gg(k), Vk.

Par conséquent, le nombre de colonnes de Gg(k) augmente strictement avec k pour les premiéres
ko itérations, et pour k > kg Gg devient constant. De plus, kg doit étre plus petit que n, car le
nombre de colonnes augmente d’au moins 1 a chaque itération avant kg et est limité par n.

Pour tout ¢, et en particulier pour le £ de (B.8), Fg" (x,) = Fg””+1(:cg). Par conséquent, nous
pouvons diviser les colonnes de X en deux groupes : X, (défini comme F¢”(x/)) et Xy (défini
comme la matrice qui contient les autres colonnes dans I'ordre). La matrice X; peut étre vide,
mais si elle ne ’est pas, les colonnes qu’elle contient sont toutes orthogonales aux colonnes de
X (puisque Fg(X;) = X;). D’apres (B.8), X n’est pas de rang complet.

A partir de 14, nous considérons les deux seules implications possibles de “(3.19) est fausse” :
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1. Xy est vide, X, = X et rang(X) < d.

2. Xy n’est pas vide X peut étre décomposé : X = [X, X ¢]Qper, 0U Qper est une matrice de
permutation de taille n, X ng.

Et chacune de ces conditions rend la QPT impossible car :

e Si la condition du Cas 1 est vraie, alors il existe un vecteur de norme unitaire appelé vie,
dans le kernel de X*, i.e. X*vpe, = 0 et v, X = 0. Nous appellons Vjj., une matrice de
taille d x (d—1) telle que Py, = [Vger, Uker| soit une matrice unitaire (Ve et Py, ne sont pas
unique pour un Vge, donné, Vi peut étre n’importe quelle base orthogonale de I’hyperplan
orthogonal & ve,). Nous définissons {Cl C2:| =MP, (C; € Cdx(d=1) ¢, ¢ C?), il est facile

de vérifier que pour tout angle ¢ t.q. 0 < ¢ < 27, la matrice unitaire My = [Cl CQeiﬂ P;

n’est pas identique & M (méme a une phase pres car d > 1) et M et My sont toutes les deux
dans U(X,Y) car MX = MyX.

e Si la condition du Cas 2 est vraie, nous n’avons qu’a considérer le cas ou X est de rang plein
(sinon, nous utilisons le raisonnement ci-dessus), et vect(Xy) est orthogonal au complément
de vect(X;) (vect Iespace vectoriel généré par les colonnes d’une matrice). Nous définissons
P, (resp. Pf) comme une matrice dont les colonnes une base orthogonale de vect(X,) (resp. de
vect(Xy)). Nous définissons la matrice My comme My = M(P,P%e!® + P rP%), et définissons

Xt = [Xse_i¢ X f} Qper (Qper défini ci-dessus). avec ces définitions My est unitaire (facile
a vérifier), et un calcul simple montre que MX = MsX;;, X4+ a les mémes colonnes que X

a des phases pres (pas les mémes phrases sur chaque colonne), donc M et My sont toutes les
deux dans U(X, MX) mais My et M ne sont pas identiques & une phase pres.

B.3.3 Equivalence entre (3.19) et (3.26)

La condition de Reich et al. a été réécrite en (3.26), elle garantit I'identifiabilité du processus
représenté par M parmi tous les processus. Cette garantie est plus forte que I'identifiabilité parmi
les processus unitaires, que nous garantissons avec (3.19). Par conséquent, (3.26) implique (3.19).
Montrons que (3.19) implique (3.26) :

Soit C € Uy(C) une matrice unitaire de Com ({x,x}},). Montrons que si (3.19) est vérifiée,
alors : 36, C = €1,.

Si deux matrices commutent, alors il existe une base qui les diagonalise simultanément (voir
le Théoréme 1.3.12 dans [H.J12]). Par conséquent, le fait que C commute avec tous les {xyx]},
implique que tous les {x,}, sont des vecteurs propres de C (car toute base qui diagonalise x,x;
contient x, 4 une phase globale pres). Appelons e’ la valeur propre de C associée & x; (elles
est de module unitaire car C est unitaire).

Considérons deux indices ¢; et f2, et montrons que x4, L xs, = e =e
x; xg, = (Cxy, )*Cxy, = et =2y xy Ty,. Sixg, L xy,,alors on peut diviser les deux cotés de

iy

I'équation par oy xp, et ona 1 = P2 =Ae)) o gidey = gihey |

Soit ¢1 dans {1, ...,n;}. @y, n’est orthogonale & aucune colonne de Fg(xy,) (par définition de
Fg), et les colonnes de Fg(xy, ) sont également dans {x,},. Ainsi, toutes les colonnes de Fg(x/, )
ont €1 comme valeur propre associée. Il en va de méme pour les colonnes de F’;(:cgl) pour
tout & > 1 (simple a montrer par récurrence). En particulier, toutes les colonnes de F§*(xy,)
ont la méme valeur propre associée : e*1. Mais (3.19) garantit que F§ (xy,) est derang d. Il y
a donc d colonnes linéairement indépendantes de F'§*(x¢,) qui forment une base, ce sont aussi
des vecteurs propres de C (tous les {a,}, sont des vecteurs propres de C). Cette base est donc
une base propre de C, et il n’y a qu'une seule valeur propre associée : 1. Cela signifie que
C = el cqfd.
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B.4 Calcul des informations de Fisher

Dans cette annexe, nous montrons que les informations de Fisher pour la version exacte (mul-
tinomiale) et gaussienne de la vraisemblance sont les suivante :

P1(60)
Iexact(eo) — ncJ(eo)* J(eo)

-1

Prprob (00)
51(60) 1 (B.9)

197455 (0) = 1,3 (0)* J(60).
ﬁnp'rob (00)

Commencons par la vraisemblance gaussienne. Dans I’Annexe A.2.3, nous avons montré que

la log-vraisemblance négative d’un écart aux probabilités théorique € s’écrivait E“E’;“ZS)( p) =
n "2 ~ . N s N
Ne Zz”rf’b 2@ W)’ (West la méme vraisemblance (& une constante additive prés) que pour

pe
un vecteur gaussien de taille np.q centré de matrice de covariance diagonale dont le f-éme

élément vaut p £ Or 'information de Fisher pour un vecteur gaussien centré en p (les probabilités
théoriques) dont la matrice de covariance ¥ ne dépend par des parametres a estimer vaut
J*27LJ, ot J est la jacobienne de p en fonction des paramétres & estimer. On retrouve la
formule a démontrer.

Pour la vraisemblance exacte, il nous faut faire le calcul. L’expression de 'information de

. o O2L <92, , /. . . AN
Fisher est I;(0g) = 7(E(m)>j,k Oll 554, représente la. dérivation successive par le j-éme

puis le k-eme élement du vecteur 6y. On rappelle I'expression de la log vraisemblance négative
exacte : Efi,‘f;t)(A) = — 32" nglog(pe(Bo)). ot my le £-éme élément du vecteur des nombres
d’occurrences observés m et pg(6p) est le k-eéme élément du vecteur des probabilités théoriques p
qui dépend des Valeurs des parametres 6y, c’est le vecteur dont J(6g) est la jacobienne en fonction

de 8y. On a W = Enp“’b %%%, si on prend 'espérance de cette quantité, on change
J

k (le seul élément aléatoire) en n.py (’espérance du nombre d’occurrence est la probabilité
d occurrence multipliée par le nombre de tirages) et on a (I¢*9°(6)); = S ,27" “eb ggl ggz =

Py
Nprob Opp 1 Opy , .
ne 202y 56. p; 96, comme J(0p) est la jacobienne du vecteur des probabilités théoriques par

rapport & 8, on retrouve la formule a démontrer.

B.5 Lien entre notre métrique et la fidélité

Dans la section 1.1.9, on définit la fidélité entre deux processus : f(e,€) = tr ( VPP /p€> ol

p. est I’état associé au processus par I'isomorphisme de Choi—-Jamiotkowski, et pour un processus
unitaire : €(p) = MpM?*. On rappelle 1’expression de p, dans (1.13)

Z B; ) @ €(Bj ). (B.10)
j k=1
Ou B; est la matrice qui vaut zéro partout sauf en j,k ou elle vaut 1. Pour un processus
unitaire représenté par M, p, devient 525‘{1@:1 B;; ® (MB;;M*). Par définition du produit
tensoriel, p, est donc composé de d? bloc de d x d matrices, et le bloc en position 7,k vaut
MB; ;M* = MJ;(Méj)* ou §; est le vecteur de taille d qui vaut 1 en j et 0 ailleurs. Ecrit ainsi,
Mé,

*
, alors on a p, = vmVy

il est apparent que, si on définit le vecteur de taille d? vv = :
Méy

1
Vd
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Comme les matrices p. et p- sont de rang 1, on peut simplifier 'expression de f(e,€) =
lvpvgg| avec le méme calcul que dans I’Annexe A.4. Développons |[vi;vg|

*

Mé,]" [Mé, X
f(e,€) = |”1*\/I’l’1\7[‘ =13 : ,\; ==
Mdd M(Sd

d
S M M,

= [rroven)|
j=1

On rappelle I'expression de notre métrique : /Lp(M,].\//\I) = \/%deM — Me|| ot ¢ € [0,27] est
I’angle qui minimise la métrique. En fait, ce critére est trés similaire a s qui nous servait a
définir lerreur de QST. En effet, si on définit m (resp. m) comme le vecteur de taille d? qui est
la concaténation verticale de toutes les colonnes de M (resp. M) multipliée par %, alors, on a
(M, M) = p15(m, m). Or, on a montré dans I’Annexe A .4 que p2(v,3) = 1 — |v*5|vo®. Donc
2(M, M) = 1= [mrm) = 1— | Ler(M*M)| = 1 - f(M, M),

On a donc f(e,€) = (1 — pp(M, K\/I)2)

B.6 Tableaux des résultats de mesures et de leurs espérances

TABLE B.1 : Mesures expérimentales sur ’ordinateur quantique
- Mo [Muvs|[Muvs| Moy [M2v, [ M?vyM?v3M?v,
77 00 (243 [139 [123 |58 (249 |128 |123 |75
77 01 |6 107 4 52 |1 122 |0 45
77 10 |0 1 1 74 10 0 125 |71
77 11 |1 3 122 |66 |0 0 2 59
ZX 00(126 (244 |54 |107 129 |249 |52 129
ZX 01122 |4 71 |1 121 |1 64 0
7ZX 102 82 142 |0 0 72 121
ZX 1110 0 43 10 0 0 62 0
ZY 00120 (123 |70 |55 (138 |132 |64 78
ZY 01129 |124 |59 |58 [112 |118 |61 54
ZY 101 2 63 |73 |0 0 61 63
ZY 1110 1 58 64 |0 0 64 55
XX 00[63 |127 |118 |248 |69 123 125 |248
XX 0155 |1 1 2 64 0 125
XX 10[65 |122 |4
XX 11(67 |0 127 10 60 0 0 0
YY 00[54 |61 |5 59 |61 66 59 68
YY 01|63 |54 (112 |50 |63 56 62 71
YY 10{72 |62 (127 |72 |56 74 62 58
YY 11|61 |73 |6 69 |70 54 67 53

[\

@)
(S}
-3
—_
[\
BN |
]
—_
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TABLE B.2 : Espérance du nombre de mesures avec des portes Hadamard et CNOT sont parfaites
- M’U1 MUQ M’Ug Mv4 M2U1 M2’Ug MZUg M2’U4
77 00 (250 |125 (125 [62.5 250 [125 |125 |62.5

77 01|0 125 |0 62.5 |0 125 |0 62.5

77 10 |0 0 0 62.5 |0 0 125 162.5

77 11\|0 0 125 162.5 |0 0 0 62.5

ZX 00125 |250 [62.5 [125 (125 |250 [62.5 [125

ZX 01125 |0 62.5 |0 125 |0 62.5 |0
ZX 1010 62.5 (125 |0 62.5 |125
ZX 1110 0 62.5 |0 0 0 62.5 |0
ZY 00125 |125 [62.5 [62.5 |125 [125 |62.5 [62.5
ZY 01]125 |125 (62.5 [62.5 (125 [125 [62.5 |62.5
ZY 100 0 62.5 [62.5 |0 0 62.5 (62.5
ZY 110 0 62.5 [62.5 |0 0 62.5 (62.5
XX 0062.5 [125 [125 |250 |62.5 |125 125 |250
XX 01(62.5 |0 0 0 62.5 |0 125 |0
XX 10[62.5 {125 |0 0 62.5 (125 |0 0
XX 11(62.5 |0 125 |0 62.5 |0 0 0
YY 00[62.5 |62.5 |0 62.5 |62.5 [62.5 [62.5 [62.5
YY 01(62.5 [62.5 |125 |62.5 [62.5 |62.5 |62.5 |62.5
YY 10/62.5 [62.5 |125 [62.5 [62.5 [62.5 |62.5 [62.5
YY 11(62.5 |62.5 |0 62.5 |62.5 [62.5 [62.5 [62.5

)
@)

TABLE B.3 : Espérance du nombre de mesures avec les valeurs des états initiaux et du processus
estimées par ML

- MUl M’UQ M’Ug M’U4 M2’01 M2’02 M2’03 M2U4
77 00 248 |137 |120 |67.2 249 (133 |125 |66.9
77 01 |0.04 |111 |0.95 |48.8 |0.16 |115 |0.19 |55.4
77 10 |0.25 |0.47 [1.40 |72.2 {0.19 |0.13 |124 |68.1
77 11 |1.26 |1.16 {126 |61.5 |0.09 |4e-03 |0.14 |59.4
ZX 00125 |247 [51.6 |115 (130 |249 [59.0 [122
ZX 01123 |0.69 {70.1 |0.75 118 [0.72 |66.2 |0.38
7ZX 10(1.24 |1.48 |77.2 {133 |0.02 [0.04 |64.0 |127
ZX 11]0.26 |0.16 |50.9 |0.33 [0.26 |0.09 |60.5 |0.15
ZY 00127 |123 |66.3 [59.3 (122 (134 |66.1 |64.9
ZY 01121 |124 |55.5 |56.7 |127 |115 |59.2 |h7.4
ZY 10|1.03 |0.47 |66.2 [71.0 |0.08 |0.07 |58.4 |64.7
7Y 11|0.47 |1.17 |61.8 [62.8 |0.20 |0.07 |66.1 [62.8
XX 00[65.4 {125 124 |247 [66.9 (122 (122 |248
XX 01]58.1 |0.66 |2.10 |0.95 |64.6 |0.41 126 |0.48
XX 10(60.8 {123 |4.83 |1.07 |63.9 (127 |0.29 |1.20
XX 11/65.6 [0.19 119 |0.13 |54.4 |0.40 |0.09 |0.05
YY 0057.1 [54.7 |1.97 |55.4 |64.1 |64.3 |57.8 [72.9
YY 01/59.9 [51.3 |114 |55.6 [62.6 |57.9 |63.5 [69.2
YY 10/71.2 169.4 |130 |74.8 [58.5 |70.5 |66.7 [56.6
YY 11/61.6 [74.4 |2.66 |64.0 |64.7 |57.1 |61.8 [51.0
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Annexe C

Annexe du chapitre 5

Dans cette annexe, nous donnons les démonstrations de résultats du chapitre 5.

C.1 Lien entre notre métrique et la fidélité

Dans la section 1.1.9, on définit la fidélité entre deux processus : f(€,€) = tr ( VPP /pe) ol

p. est I'état associé au processus par 1'isomorphisme de Choi-Jamiotkowski, et pour un processus
unitaire : €(p) = MpM?*. On rappelle 'expression de p, dans (1.13)

1 d
§k=1

Ou M, est la matrice qui vaut zéro partout sauf en j, k ot elle vaut 1 (ne pas confondre avec M
et M). Pour un processus unitaire représenté par M, p, devient éZikzl M, ® (MM, ;M*).
Par définition du produit tensoriel, p, est donc composé de d? bloc de d x d matrices, et le bloc
en position j, k vaut MM ;. M* = Mé;(IMdy,)* ol §; est le vecteur de taille d qui vaut 1 en j et
Mé,
0 ailleurs. Ecrit ainsi, il est apparent que, si on définit le vecteur de taille d? vy = ﬁ :
Méy
Pe = VMV

Comme les matrices p, et p- sont de rang 1, on peut simplifier 'expression de f(e,€) =

[vpMvg;| avec le méme calcul que dans I’Annexe A.4. Développons |[vy v
Mé;1" [Mé, | X
f(e®) = [oarvgl = |- | || =g o ey = ’tr(M*M)‘
Méd Méd =1
On rappelle I'expression de notre métrique : /j,p(M,l\//\.[) = \/%7 IM — Me™?|| on ¢ € [0,2n] est

I’angle qui minimise la métrique. En fait, ce critére est trés similaire a ps qui nous servait a
définir 'erreur de QST. En effet, si on définit m (resp. m) comme le vecteur de taille d? qui est
la concaténation verticale de toutes les colonnes de M (resp. M) multipliée par %, alors, on a
(M, M) = (1, m). Or, on a montré dans I'’Annexe A.4 que p2(v,9) = 1 — [v*5|Vod. Donc
p2(M, M) =1 - [mrm) = 1— | Ler(M*M)| = 1 - f(M, M),

On a donc f(e,€) = (1 — up(M, K\/I)Q)
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C.2. Tableaux des résultats de mesures et de leurs espérances

C.2 Tableaux des résultats de mesures et de leurs espérances

TABLE C.1 : Mesures expérimentales sur 'ordinateur quantique
- Mo [Muvs|[Muvs| Moy [M2v, [ M?vyM?v3M?v,
77 00 (243 [139 [123 |58 (249 |128 |123 |75
77 01 |6 107 4 52 |1 122 |0 45
77 10 |0 1 1 74 10 0 125 |71
77 11 |1 3 122 |66 |0 0 2 59
ZX 00(126 (244 |54 |107 129 |249 |52 129
ZX 01122 |4 71 |1 121 |1 64 0
7ZX 102 82 142 |0 0 72 121
ZX 1110 0 43 10 0 0 62 0
ZY 00120 (123 |70 |55 (138 |132 |64 78
ZY 01129 |124 |59 |58 [112 |118 |61 54
ZY 101 2 63 |73 |0 0 61 63
ZY 1110 1 58 64 |0 0 64 55
XX 00[63 |127 |118 |248 |69 123 125 |248
XX 0155 |1 1 2 64 0 125
XX 10[65 |122 |4
XX 11(67 |0 127 10 60 0 0 0
YY 00[54 |61 |5 59 |61 66 59 68
YY 01|63 |54 (112 |50 |63 56 62 71
YY 10{72 |62 (127 |72 |56 74 62 58
YY 11|61 |73 |6 69 |70 54 67 53
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Annexe C. Annexe du chapitre 5

TABLE C.2 : Espérance du nombre de mesures avec des portes Hadamard et CNOT sont parfaites
- M’l}1 M’Ug M’U3 MU4 M2’Ul M2U2 M2’U3 M2’1J4
77 001|250 (125 [125 |62.5 (250 |125 |125 [62.5

77 0110 125 |0 62.5 |0 125 |0 62.5

77 1010 0 0 62.5 |0 0 125 162.5

77 1110 0 125 [62.5 |0 0 0 62.5

ZX 00(125 |250 [62.5 (125 |125 |250 |[62.5 (125

ZX 01125 [0 62.5 |0 125 |0 62.5 |0
ZX 1010 62.5 1125 |0 62.5 (125
ZX 1110 0 62.5 |0 0 0 62.5 |0
ZY 00(125 |125 [62.5 [62.5 {125 [125 |62.5 [62.5
ZY 01]125 (125 |62.5 |62.5 (125 |125 [62.5 [62.5
7Y 1010 0 62.5 162.5 |0 0 62.5 |62.5
ZY 110 0 62.5 162.5 |0 0 62.5 |62.5
XX 00]62.5 (125 125 |250 |62.5 |125 [125 |250
XX 0162.5 |0 0 0 62.5 |0 125 |0
XX 10/62.5 [125 [0 0 62.5 |125 |0 0
XX 11]62.5 |0 125 |0 62.5 |0 0 0
YY 00/62.5 [62.5 [0 62.5 |62.5 |62.5 [62.5 [62.5
YY 01/62.5 [62.5 [125 [62.5 [62.5 [62.5 [62.5 |62.5
YY 10[62.5 [62.5 |125 (62.5 |62.5 [62.5 [62.5 |62.5
YY 11/62.5 [62.5 [0 62.5 |62.5 |62.5 [62.5 [62.5

)
o

TABLE C.3 : Espérance du nombre de mesures avec les valeurs des états initiaux et du processus
estimées par ML

- Mo [Muvs|[Muvs| Moy [M2v, [ M?vyM?v3M?v,
77 00 |248 |137 |120 |67.2 {249 (133 |125 |66.9
77 0110.04 {111 |0.95 |48.8 |0.16 (115 |0.19 |55.4
77 1010.25 0.47 |1.40 |72.2 |0.19 |0.13 |124 |68.1
77 1111.26 {1.16 [126 |61.5|0.09 |4e-03 |0.14 [59.4
ZX 00]125 (247 [51.6 |115 ({130 |249 |59.0 [122
ZX 01123 ]0.69 |70.1 |0.75 |118 |0.72 |66.2 |0.38
7ZX 10|1.24 [1.48 |77.2 {133 |0.02 |0.04 |64.0 |127
7ZX 11(0.26 0.16 |{50.9 {0.33 |0.26 [0.09 |60.5 |0.15
ZY 00]127 (123 [66.3 |59.3 {122 (134 |66.1 [64.9
ZY 01]121 {124 |55.5 |56.7 {127 |115 |59.2 |57.4
7Y 10|1.03 |0.47 [66.2 |71.0 {0.08 ]0.07 |58.4 [64.7
ZY 1110.47 {1.17 |61.8 |62.8 |0.20 [0.07 |66.1 [62.8
XX 00|65.4 |125 |124 (247 |66.9 [122 (122 |248
XX 01/58.1 |0.66 |[2.10 |0.95 |64.6 [0.41 (126 1]0.48
XX 10/60.8 |123 [4.83 |1.07 |63.9 (127 0.29 |1.20
XX 11/65.6 {0.19 |119 |0.13 |54.4 |0.40 |0.09 |0.05
YY 0057.1 |54.7 |1.97 [55.4 |64.1 |64.3 [57.8 |72.9
YY 01]59.9 |51.3 114 |55.6 |62.6 |57.9 |63.5 |69.2
YY 10{71.2 |69.4 (130 |74.8 |58.5 |70.5 |66.7 |56.6
YY 11/61.6 |74.4 |2.66 [64.0 |64.7 |57.1 [61.8 |51.0
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Résumé

L’objectif principal de cette these est de développer des algorithmes de tomographie de processus quantiques. Ce probleme
est étudié depuis la fin des années 1990 dans la littérature car les portes quantiques sont les blocs de base de la plupart
des ordinateurs quantiques, et estimer leurs parametres est nécessaire pour réaliser des portes de meilleure qualité. Le
nombre de paramétres réels d’un processus quelconque est 247%ab — 227qb (ngp est le nombre de bits quantiques ou qubits),
ce nombre devient trés rapidement prohibitif (240 parameétres pour deux qubits, 4032 parametres pour trois qubits). Afin
de s’affranchir de ce probléme, nous supposons que le processus & étudier est unitaire, ce qui est garanti dans un systéme
fermé. Le nombre de parameétres d’un systéme unitaire dépend toujours exponentiellement du nombre de qubits mais de
facon plus raisonnable : 227ab (16 pour deux qubits, 64 pour trois qubits). La méthode de tomographie de processus que
nous proposons fonctionne avec des états d’entrée quelconques (ou presque), on suppose seulement qu’il est possible de
préparer plusieurs copies d’un ensemble initialement inconnu d’états purs d’entrée et d’en mesurer avant et apreés que le
processus a estimer ait été appliqué. Apres avoir estimé les états et levé des indéterminations sur des parameétres a estimer,
cet algorithme se résume & un probléme de moindres carrés linéaires avec contrainte d’unitarité. Ce probléme peut étre
résolu analytiquement et sans point initial, il est donc possible d’identifier une porte sans aucune connaissance préalable.
Pour avoir une estimation plus précise des paramétres de la porte, un algorithme de maximum de vraisemblance (plus lent
et nécessitant un bon point initial fourni par la version de base de 1’algorithme) est proposé.

Nos algorithmes de tomographie de processus fonctionnent avec tout ensemble de types de mesures qui permet d’iden-
tifier les états, mais nous proposons nos types de mesures et algorithmes d’estimation d’états adaptés. Nous proposons
aussi un algorithme qui permet d’identifier certains paramétres des mesures quantiques que nous utilisons et de faire la
tomographie de processus en une seule expérience. Ainsi, nous pouvons envisager d’identifier un processus avec une précision
qui ne dépendra ni de la précision avec laquelle on prépare des états d’entrée de référence (car notre algorithme fonctionne
avec des états quelconques, et que tous les états qui nous intéressent sont mesurés et estimés), ni de la connaissance a priori
que l'on a sur les mesures quantiques réalisées.

Mots clés : Tomographie de processus quantique, Tomographie d’état quantique, Tomographie de mesure quantique,
Récupération de phase, Probléme de Procrustes, Maximum de Vraisemblance

Abstract

The main objective of this thesis is to develop quantum process tomography algorithms. This problem has been
studied since the late 1990s in the literature because quantum gates are the building blocks of most quantum computers,
and estimating their parameters is necessary to make better gates. The number of real parameters for any process is
24nqp _ 92nqp (ngp is the number of quantum bits or qubits), this number quickly becomes prohibitive (240 parameters for
two qubits, 4032 parameters for three qubits). To avoid this problem, we assume that the process to be studied is unitary,
which is always the case in a closed system. The number of parameters for a unitary process still depends exponentially on
the number of qubits, but more reasonably: 227ab (16 for two qubits, 64 for three qubits). The process tomography method
we propose works with almost any input states, we just assume that it is possible to prepare several copies of an initially
unknown set of pure input states and measure them before and after the process to be estimated has been applied. From
this system, a process tomography algorithm based on pure state tomography is proposed. Once indeterminacies have been
lifted, this algorithm boils down to a linear least squares problem with a unitarity constraint. This problem can be solved
analytically and without an initial point, so it is possible to identify a gate without any prior knowledge. To get a more
accurate estimate of the gate parameters, a maximum likelihood algorithm (which is slower and requires a good initial point
provided by the basic version of the algorithm) is proposed.

Our process tomography algorithms work with any set of measurement types that identifies the states, but we propose
our own measurement types and state estimation algorithms. We also propose an algorithm that can identify some of the
parameters of the quantum measurements we use and perform process tomography with a single experiment. Therefore, we
can hope to identify a process with an accuracy that will depend neither on the precision with which we prepare reference
input states (since our algorithm works with any states, and all the states of interest are measured and estimated), nor on
the prior knowledge we have of the quantum measurements we perform.

Keywords : Quantum process tomography, Quantum state tomography, Quantum measurement tomography, Phase
recovery, Procrustes problem, Maximum likelihood
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