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2 Chapitre 1 : Contexte éolien offshore 

Ce chapitre défini le contexte d’étude des présents travaux sur la simulation 

éolienne offshore au travers de trois points de vue : celui de l’industrie, celui de la 

certification et celui de la conception. Au travers de ces trois prismes, nous situons les 

travaux dans chacun de ces contextes et effectuons un état de l’art général. 

 

1.1 POINT DE VUE INDUSTRIEL 

Le contexte sociétal, environnemental et économique actuel pousse les acteurs 

industriels à se concentrer sur les énergies renouvelables. Par ailleurs, la France 

dispose de la seconde plus grande zone économique exclusive au monde. Grâce à ce 

fort potentiel, et afin de respecter une production d’énergies renouvelables fixée par le 

gouvernement à hauteur de 23% en 2020, puis 32% en 2030, les industriels tendent 

vers le développement des EMRs (Energies Marines Renouvelables). En 2018, la part 

des énergies renouvelables en France se situait à hauteur de 22%, équivalent à une 

puissance d’environ 51 GW. Malgré son potentiel, la contribution des EMR est 

aujourd’hui nulle alors qu’elle doit représenter 10% du mix énergétique à l’horizon 

2030 [1]. 

Les technologies EMR envisagées à ce jour sont au nombre de sept, par ordre de 

maturité: l’éolien offshore fixe (ou posé), l’éolien flottant, l’hydrolien, le houlomoteur, 

le marémoteur, l’énergie thermique des mers et l’osmotique. 

L’objectif des PPE (Programmations Pluriannuelles de l’Energie) est fixé à 2.4 

GW pour la filière éolienne offshore (posé et flottant) d’ici 2023. Grâce à une meilleure 

qualité de vent en mer, l’éolien offshore présente l’avantage d’avoir un maximum 

d’énergie récupérable plus important, une meilleure régularité de récupération de 

l’énergie et une meilleure survie des machines en fatigue, comparé à son homologue 

terrestre. Deux obstacles se dressent sur cette transition vers la mer : 

· le premier sociétal : les retards s’accumulent en raison de la complexité 

des procédures administratives et de nombreux recours d’opposants. 

· le second économique et technologique : à la différence du secteur Oil & 

Gas, le coût de l’électricité générée en éolien est plus élevé (en 2018 le 

LCOE – Levelised Cost Of Electricity – se situe entre 75 et 138€/MWh 

pour l’éolien posé et estimé entre 108 et 172€/MWh pour l’éolien 
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flottant, contre 46 à 100€/MWh pour des sources fossiles [2,3]). La 

transition entre les technologies éoliennes se fait autour de 50 m de 

profondeur, au-delà de laquelle les coûts de production de l’éolien fixe 

dépassent ceux du flottant. 

L’éolien offshore fixe et flottant peut disposer du retour d’expérience du secteur 

Oil & Gas sur chaque type de plateforme en gardant à l’esprit que les systèmes éoliens 

sont de natures différentes vis-à-vis des plateformes pétrolières. D’une part, les 

éoliennes offshores sont pour l’instant installées en eaux peu profondes, entraînant des 

cinématiques de houle non-linéaires. D’autre part, et c’est le but, les efforts 

aérodynamiques souvent négligés en Oil & Gas ont un impact important sur la 

structure de ces systèmes éoliens. De plus, pour le cas flottant, les masses de flotteurs 

mises en jeu sont beaucoup plus faibles, pouvant entraîner des couplages dynamiques 

entre flotteur et système d’ancrage. Si on allie ce contexte technologique au contexte 

économique, afin d’obtenir une énergie compétitive, le secteur éolien ne peut se 

permettre de largement sur-dimensionner les plateformes comme cela peut être 

le cas dans l’industrie pétrolière. 

 

 

Figure 1 : Exemples de concepts de fondations d'éoliennes offshore (source : 

Principle Power) 
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1.2 POINT DE VUE NORMATIF 

Les éoliennes offshores sont conçues pour des durées de vie de 20 ans [4]. La 

notion de dimensionnement au plus juste est extrêmement liée au cadre normatif qui 

va contraindre la conception de l’éolienne à respecter un ensemble de critères afin de 

s’assurer de la survie du système. Il est à noter que contrairement à la réglementation, 

une norme (ou un standard) n’a pas de caractère obligatoire, elle servira à normaliser 

(standardiser) le produit ou le service. Le suivi d’une norme traduit l’engagement 

d’une entreprise à satisfaire un niveau de qualité et de sécurité reconnu et approuvé. 

Dans la pratique, la certification d’un service ou d’un produit auprès d’une norme est 

fortement recommandée car le produit ou service est reconnu comme suivant les règles 

issues d’un consensus entre les parties intéressées. Cela facilite ainsi les échanges entre 

les utilisateurs, constructeurs, exploitants, investisseurs et tout autre acteur autour du 

produit ou service. 

Le processus de certification consiste en l’application de réglementations ou de 

normes nationales et internationales pouvant donner lieu à la délivrance d’un certificat. 

Pour les EMR, différents certificats peuvent être émis selon le type de produit comme 

indiqué en Table 1 [5]. Les phases d’évaluation des conditions de chargement et 

d’évaluation de la conception indiquées dans ce tableau consistent à examiner si l’unité 

est conçue en conformité avec les hypothèses de conception et les standards en 

vigueur, principalement sur la base de notes de calcul issues de simulations 

numériques. Durant cette évaluation, l’organisme de certification pourra être à même 

d’effectuer des analyses numériques indépendantes. 

Dans le cas des éoliennes offshores (fixes ou flottantes) la norme de référence 

concernant les exigences de conception est l’IEC 61400-3 [4] développée par l’IEC 

(International Electrotechnical Commission). A partir de cette norme, les entreprises 

de certification ont basé leurs propres recommandations ou normes [6,7,8,9,10] afin 

d’y intégrer leur expertise particulière. 

Les cas de charge pour la conception d’une éolienne offshore sont spécifiés dans 

l’IEC 61400-3 au niveau de l’étape « Calcul de charge et effets de charge » du 

processus de conception préconisé par la norme et présenté en Figure 2. Ces cas font 

office de données d’entrées aux modèles numériques pour la vérification de la 

conception en fatigue et en extrême, ils seront retrouvés presque à l’identique dans 

toutes les recommandations ou normes des entreprises de certification. Ils couvrent 
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l’ensemble des cas de chargement jugés défavorables, cas correspondant à des points 

de design et qui constituent un set minimum de paramètres environnementaux à 

imposer. Pour les études extrêmes, ces cas de chargements définissent une 

« enveloppe » censée représenter de façon exhaustive les conditions qui seront 

rencontrées par le système. 

Un concepteur devra donc vérifier la bonne tenue de l’éolienne à toutes ces 

conditions de chargement, notamment au travers de simulations numériques. 

 

 

Figure 2 : Processus de conception pour d'une éolienne en pleine mer préconisé par 

la norme IEC 61400-3 [4] 
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Phases Certificats 

Phase du cycle de 

vie du produit 
Phase de certification AIP1 

Certificat de 

prototype 

Certificat de 

composant 

Certificat 

de type 

Certificat 

de projet 

Développement2 

Evaluation des risques 

X 

X  X X 

Base de conception 

X 

X X X 

Conditions de 

chargement2 
  X 

Evaluation de 
conception2 

X X X 

Construction 

Fabrication  X X X X 

Surveillance du 

transport et de 

l’installation 

    X 

Opération et 

maintenance 

Tests  X X X  

Surveillance de mise 

en service 
 X   X 

Mesures 

caractéristiques 
   X X 

Table 1 : Vue d'ensemble des certificats [5] 

                                                 
1 Approval In Principal : approbation de principe 
2 Phases nécessitant des simulations numériques modélisant la physique du système EMR 
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1.3 POINT DE VUE DE LA CONCEPTION 

Une éolienne offshore est soumise aux principaux phénomènes extérieurs 

suivants : la gravité, le vent (l’aérodynamique) autour des parties émergées, la houle 

et le courant (l’hydrodynamique) autour des parties immergées (Figure 3). A cela se 

rajoute la prise en compte d’un contrôle commande pilotant les éléments mobiles 

comme la nacelle et les pales. Les données environnementales de vent, de houle et de 

courant sont représentées sous forme de distributions jointes respectivement entre les 

paramètres de vitesse moyenne (3D) et écart type de turbulence ; hauteur significative, 

période de pic et direction, ainsi que vitesse moyenne (3D) et direction. 

 

 

Figure 3 : Chargements sur une éolienne flottante (source NREL) 

 

La conception d’une éolienne se déroule généralement en trois grandes phases : 

la phase de conception du concept (concept design), la phase de conception de base 

(basic design) et la phase de conception détaillée (detailed design) comme indiqué en 

Figure 4. 

La première phase de conception consiste à déterminer les grandes 

caractéristiques du système (répartition de masses, dimensions globales, etc.) sur la 
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base de chargements estimés, car dans cette phase les données météocéan ne sont pas 

connues en général. 

Dans la seconde phase, les données macroscopiques comme les mouvements, 

les vitesses, les accélérations du centre de gravité de l’éolienne ou encore les efforts 

(contraintes intégrées) transitant dans les éléments structurels élancés (structure et 

ancrage), sont recherchées sur la base des distributions de paramètres 

environnementaux [11]. C’est dans cette phase que sont réalisées des simulations 

temporelles couplées, et que sont effectués les calculs en extrême et en fatigue. Les 

données macroscopiques calculées sont utilisées à la fois pour la phase de conception 

de base, mais aussi pour la phase de conception détaillée, pour alimenter les modèles 

locaux aux interfaces. 

En phase de conception détaillée, il est nécessaire d’aller chercher les contraintes 

locales afin de dimensionner les éléments structurels déformables (structure et 

ancrage). Dans ce cas, les phénomènes aérodynamiques et hydrodynamiques peuvent 

être modélisés plus finement au travers de modèles CFD (Computational Fluid 

Dynamics) pour estimer les pressions locales à appliquer sur des modèles EF 

(Eléments Finis) fins [12]. Les temps de calcul de ces types d’analyses peuvent être 

compatibles pour un nombre réduit de conditions de chargement extrêmes, mais ne 

sont pas adaptés à des calculs en fatigue. 

 

Ainsi chaque degré de finesse nécessite des outils numériques différents pour 

faire le lien entre une caractérisation générale des environnements sous forme de 

distributions jointes multivariées, et la détermination de données locales comme des 

contraintes ou des pressions. La Figure 5 résume le lien entre vitesse et temps de calcul 

des outils en fonction de leur positionnement dans la chaîne de conception. 

La matrice des cas de chargement à vérifier recommandée par les standards 

intervient à partir de la phase de conception de base jusqu’à la conception détaillée. La 

méthodologie itérative associée au fait que les standards imposent de nombreux cas de 

chargement à simuler indépendamment des méthodes de calcul utilisées implique que 

le processus de conception est long et coûteux car il n’existe pas de solution toute 

intégrée. 
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Figure 4 : Les phases de conception d'une éolienne offshore en pratique [12] 

 

 

Figure 5 : Applicabilité des outils numériques selon leur efficacité et précision [12] 
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1.4 QUESTIONNEMENT 

L’un des problèmes récurrents dans le domaine éolien flottant est donc la 

compatibilité entre les exigences élevées des standards sur le nombre de cas de 

chargement à simuler (dû au manque de recul dans le domaine), et la réalité de capacité 

de simulation industrielle (longue et coûteuse). 

Deux voies peuvent être suivies : la première consiste à mettre à jour les 

standards pour épurer le nombre de cas de chargement à simuler. La norme ayant un 

rôle de garde-fou basé sur un retour d’expérience, il est nécessaire de générer cette 

expérience au travers de la recherche pour pouvoir effectuer ce type de mise à jour. Ce 

qui amène à la seconde voie qui consiste à trouver des méthodologies de conception 

et/ou de simulation permettant de faire un lien plus rapide entre les paramètres 

environnementaux et les valeurs dimensionnantes. C’est donc cette piste qui est 

investiguée dans ce mémoire. 

 

Il apparait donc nécessaire de construire les éléments méthodologiques pour la 

simulation d’une éolienne offshore (fixe ou flottante) afin de répondre aux exigences 

des standards tout en restant compétitif industriellement d’un point de vue des temps 

de la conception, et donc de la simulation. De ce constat très général, deux 

questionnements peuvent être posés : 

· Tout d’abord, comment faire un lien méthodologique plus direct entre la 

caractérisation des paramètres environnementaux sous forme de variables 

aléatoires, et les modèles de simulation hydrodynamique en CFD, coûteux 

en temps de calcul, pour simuler les cas de chargement en réponse extrême 

d’une éolienne offshore imposés par les standards ? En effet, la houle est un 

phénomène caractérisé par des variables aléatoires de hauteur significative 

   et période de pic !". Un standard imposera l’étude de plusieurs 

configurations de paramètres environnementaux amenant à une réponse 

extrême, où chaque configuration nécessitera plusieurs dizaines de 

simulations pour évaluer de façon convergée la réponse. Les méthodes 

industrielles issues de l’Oil & Gas, actuellement utilisées pour l’évaluation 

des efforts hydrodynamiques sur des structures marines soumises à la houle, 

sont aujourd’hui largement validées et éprouvées pour des géométries 
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simples et dans des conditions de faible houle (grande profondeur, cambrure 

de vague faible). Cependant, ces méthodes deviennent imprécises lorsque 

les conditions de houle s’amplifient, et que des non-linéarités importantes 

apparaissent. L’utilisation de la CFD peut permettre d’améliorer la précision 

des chargements obtenus dans ces conditions extrêmes. Cependant le lien 

entre les nombreux cas de chargement imposés par les standard et les outils 

de simulation longs de type CFD (plusieurs dizaine d’heure pour simuler un 

état de mer) rend extrêmement coûteux industriellement l’étude de systèmes 

éoliens offshore. La valeur extrême d’un paramètre de dimensionnement est 

classiquement estimée à partir des valeurs des réponses aux conditions 

extrêmes d’états de mer, associées à une période de retour donnée. 

L’approche présente donc plusieurs défauts qu’il faut résoudre : 

o La valeur extrême de la réponse n’est pas nécessairement donnée par la 

réponse engendrée en maximisant uniquement les paramètres 

caractérisant l’état de mer (en général le # ). 

o La période de retour est associée le plus souvent à la seule valeur du #  

(à laquelle sont associées des valeurs des autres paramètres de 

caractérisation de l’état de mer : !", direction, #$%&, …) plutôt qu’à la 

réponse elle-même. 

o Tous les paramètres dimensionnants (efforts dans le sens de 

propagation et moment fléchissant par exemple) ne répondent pas aux 

mêmes combinaisons des paramètres d’environnement. 

o Les probabilités jointes des différents paramètres de caractérisation de 

l’environnement ne sont pas ou mal prises en compte (# , !", direction 

houle, vitesse courant et direction, vitesse vent et direction). 

· Ensuite, comment améliorer les performances d’une simulation globale 

d’éolienne offshore afin de conserver un ratio temps de calcul/précision 

compétitif industriellement ? Une éolienne flottante est soumise à de 

nombreux phénomènes : aérodynamiques, déformations structurelles, 

impact d’un contrôle commande, hydrodynamique, ancrage. Compte tenu 

du nombre de ces phénomènes couplés, les outils de simulation de 

comportement d’une éolienne flottante [13] se sont dirigés vers la 

simulation temporelle directe. Ces outils montrent des temps de calcul au 
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mieux de l’ordre de 1 pour 1 (1 seconde simulée en 1 seconde). Le calcul de 

la réponse extrême statistiquement convergée sur un état de mer 

complètement développé de 3h pourra nécessiter jusqu’à 20 simulations de 

cet état de mer. Dans ces conditions, les temps cumulés de calculs explosent 

lorsque des plages de paramètres environnementaux doivent être balayées. 

Le calcul d’une réponse en fatigue est usuellement effectué à partir d’un 

calcul d’endommagement issu de comptage Rainflow, qui nécessite 

également des centaines d’heures à simuler. Ces temps de calcul sont trop 

importants d’un point de vue industriel pour des études de conception de 

base. 
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Ce chapitre effectue un état de l’art général des méthodes pour chacune des deux 

questions posées en fin de chapitre précédent. La section 2.1 se concentre sur une revue 

des méthodes de calcul de la réponse extrême en introduction à la problématique de 

lien entre paramètres environnementaux et calculs CFD. La section 2.2 se concentre 

sur les méthodes numériques utilisées en éolien offshore en introduction aux travaux 

sur les performances de simulation globale d’une éolienne offshore. 

 

2.1 NOTION ET CALCUL D’EXTREME 

Comme vu dans le chapitre précédent, les données d’entrée du problème sont les 

variables d’environnement, caractérisées sous forme de distributions de probabilité 

jointes. Les modèles de calculs sont quant à eux des modèles déterministes utilisés afin 

d’obtenir une réponse extrême du système. 

La notion d’extrême est définie comme la valeur maximale de la réponse étudiée 

survenant pendant toute la durée de vie (20 ans) de l’éolienne. Cette valeur extrême 

« long terme » est à contrebalancer avec la valeur extrême « court terme » qui est la 

valeur maximale de la réponse étudiée sur un unique état environnemental 

(combinaison vagues, vent et courant) d’une durée limitée (10 minutes pour du vent, 

3 heures pour de la houle). Cette section se concentre sur le calcul des valeurs extrêmes 

long terme. La terminologie « long-terme » ou « court terme » peut également être liée 

à l’approche plutôt qu’à la définition de l’extrême. Dans ce cas, une « approche long-

terme » imposera une quantité importante de simulations ou des simulations longues 

alors qu’une « approche court-terme » entrainera un nombre de simulations limité. 

La vérification d’une structure aux sollicitations extrêmes se fait généralement 

sur un nombre limité de cas de chargements. Il est important de prendre en compte que 

la notion d’extrême est reliée aux paramètres de réponses de la structure (mouvement, 

accélération, effort, contrainte, dépassement de la limite élastique…). Ici on s’intéresse 

aux effets des chargements sur le système plus qu’aux chargements en eux-mêmes. A 

partir du moment où les conditions environnementales sont aléatoires (états de mer, 

vent…) le calcul des réponses extrêmes d’une structure devrait prendre en compte 

l’ensemble des conditions possibles et les probabilités associées. Cependant, les 

méthodologies de conception n’utilisant pas d’approche fiabiliste, il est usuel de 

rechercher des combinaisons des paramètres d’environnement (couples   , !",#$%&'( 
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par exemple) correspondant à des conditions considérées comme extrêmes, puis de 

rechercher la réponse à ces conditions. C’est une approche de type point de conception, 

qui est en général considérée par les standards, dont l’IEC 61400-3 [4]. 

 

Afin de résumer les approches directes aboutissant à la détermination d’un 

extrême pour le calcul long terme en hydro-structure marine [14], nous pouvons les 

classer du plus coûteux au moins coûteux : 

· Simulation directe : la simulation directe consiste à calculer toutes les 

conditions de chargements qui seront subies par le système tout au long de 

sa durée de vie. Du fait du nombre de simulation extrêmement important, 

les modèles non-linéaires ne sont pas envisageables. L’approche de Monte 

Carlo que nous utiliserons plus tard fait partie de cette classe. 

· Approche long-terme : l’approche long-terme est une approche 

probabiliste. Elle consiste à calculer la surface de réponse déterministe de la 

structure en fonction des paramètres stochastiques caractérisant les 

conditions (état de mer, vent, courant) susceptibles d’être rencontrées 

pendant la vie de l’unité. Cette surface de réponse sert ensuite à calculer la 

distribution de réponse pour en tirer la valeur à un quantile particulier [15]. 

De manière pratique, cette approche est faisable uniquement dans le cas où 

le modèle de la réponse est suffisamment simple (modèle linéaire par 

exemple) pour pouvoir effectuer les simulations dans un temps raisonnable. 

· Approche long terme de surface de réponse stochastique : C’est un 

dérivé de la méthode long terme où la surface de réponse est approximée 

par un modèle analytique. On dispose alors d’un métamodèle au coût de 

calcul négligeable qui peut avantageusement se substituer au modèle 

déterministe d’origine dans toute méthode probabiliste. Des méthodes 

permettant de qualifier les incertitudes comme la méthode projection sur le 

chaos polynomial [16] ou de collocation stochastique [17] font partie de 

cette approche. La difficulté de ces méthodes réside dans le bon calage du 

modèle analytique pour représenter une réponse non-linéaire globale. 

· Approche court-terme de conditions d’enveloppe (IFORM) : cette 

méthode se base sur une spécialisation de la méthode de surface de réponse 
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stochastique lorsque la réponse est approximée par une fonction d’ordre 1 

(FORM). Grâce à la connaissance des distributions conjointes de probabilité 

des variables environnementales, l’application d’une méthode IFORM 

(Inverse First Order Reliability Method) [18] permet de définir un ensemble 

d’environnements extrêmes court-terme, appelé contour ou enveloppe, pour 

une période de retour donnée (20 ans en éolien [4]). Le maximum des 

réponses court-terme sur cette enveloppe correspond au maximum long-

terme recherché. Cette approche à l’avantage d’être facile à mettre en œuvre 

et permet de limiter le nombre de cas à prendre à simuler. Contrairement 

aux approches long-terme, elle ne donne pas d’indication sur la distribution 

de réponse. 

· Approche court-terme : paramètre de charge dimensionnant. cette 

approche repose sur le choix à priori d’un certain nombre de paramètres de 

charge, supposés fortement corrélés à la réponse recherchée de la structure 

[14]. Cela nécessite de bien évaluer la dépendance de la réponse structurelle 

vis-à-vis de ces paramètres de charge (moment fléchissant, effort tranchant, 

accélération, pression locale, etc.). Cette méthode repose sur le fait que les 

paramètres de charge choisis sont plus faciles à calculer que la réponse 

structurelle elle-même, et qu’il est ainsi possible d’utiliser une méthode 

long-terme pour d’une part calculer la valeur extrême de chacun de ces 

paramètres de charge, et d’autre part définir la condition extrême (état de 

mer, direction, vent…) qui leur est associée. Il reste alors à calculer la 

réponse court-terme pour chacune des conditions identifiées et de ne retenir 

que la valeur maximale. 

· Approche par vague de design : dans le secteur naval, cette méthode 

consiste à limiter les calculs à un nombre restreint de vagues de design 

équivalentes à une combinaison de )* , !"+ [19]. Cette approche est une 

simplification de la méthode précédente et, comme elle, s’appuie sur le 

choix à priori d’un certain nombre de paramètres de charge. Chaque état de 

mer de design identifié avec la méthode précédente est alors réduit à une 

simple vague (régulière), ou un groupe de quelques vagues (irrégulières) 

définies de manière à ce que la réponse du paramètre de charge 

dimensionnant atteigne sa valeur long-terme. Cette approche présente 
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l’avantage de limiter le nombre de simulations numériques. Par contre, la 

détermination de la vague de design peut être complexe car elle nécessite 

une bonne connaissance de l’évolution du paramètre dimensionnant. 

· Approche réglementaire navire : cas de chargement réglementaire : la 

dernière simplification est celle effectuée dans les règlements, où un certain 

nombre de cas de chargements sont définis [4]. Comme pour l’approche 

vague de design, chaque cas de chargement est construit pour maximiser 

l’un des paramètres de charge dimensionnant. Les valeurs des charges 

(pression, efforts, accélération) sont alors données par des formules 

simplifiées, et seul un calcul de structure est nécessaire. Cette façon de 

procéder suppose que la réponse extrême est pilotée (corrélée) 

principalement par l’un ou l’autre des paramètres environnementaux. Cette 

approche peut être vue comme un dérivé de l’approche court terme IFORM 

pour laquelle seuls quelques points du contour (points de conception ou 

contour polygonal de la Figure 6) ont été sélectionnés sur la base d’une 

connaissance suffisamment approfondie de la surface de réponse. 

 

 

Figure 6 : Exemples de contours polygonaux. A gauche en dimension 2, à droite en 

dimension 3 

 

Dans le but de sélectionner l’une ou l’autre approche, il est nécessaire de rappeler 

que les surfaces de réponses d'efforts structurels extrêmes en éolien offshore issues de 

calculs CFD hydrodynamiques non-linéaires sont mal connues globalement. Les 

temps de calcul importants nécessaires pour obtenir ces efforts sur une seule condition 

environnementale ne permettent pas à l’heure actuelle la réalisation de calcul CFD sur 
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un état de mer complet, et encore moins une approche long-terme. Dans une optique 

d’aide au dimensionnement, il faut donc s’assurer que l’état de mer simulé en CFD 

corresponde bien à l’effort extrême obtenu sur la structure pour toutes les conditions 

environnementales rencontrées. 

Pour répondre au questionnement sur comment établir un lien entre la 

caractérisation de plusieurs paramètres environnementaux sous forme de variable 

aléatoire et des réponses extrêmes calculées via CFD, nous envisageons la piste de la 

méthode IFORM. Cette méthode permet d’effectuer le calcul d’une réponse extrême 

tenant compte d’un nombre quelconque de variables aléatoires et est la seule à pouvoir 

identifier les combinaisons de paramètres conduisant à cet extrême. 

Dans un premier temps, il s’agira de vérifier le champ d’application de la 

méthode IFORM sur le calcul d’une réponse extrême issue d’un chargement non-

linéaire qui est fonction des variables aléatoires d’environnement. 

Dans un second temps, il s’agira d’identifier la combinaison de paramètres 

environnementaux conduisant à la réponse extrême afin qu’elle soit rejouée en CFD. 

Deux réponses seront étudiées : l’effort et le moment interne d’un mât d’éolienne fixe 

soumis à une houle paramétrée par des valeurs de hauteur significative et période de 

pic. Un modèle d’intégration analytique des efforts de Morison [20] sur houle 

irrégulière sera développé à titre de modèle de simulation. 

 

2.2 MODELISATION NUMERIQUE D’UNE EOLIENNE OFFSHORE 

Le but de cette section est d’effectuer un tour d’horizon des possibilités de 

simulation en éolien offshore offertes par l’état de l’art afin d’en tirer une 

problématique spécifique à l’amélioration des modèles. A cette fin, nous effectuerons 

une analyse qualitative des approches et modèles les plus gourmands en temps de 

calcul. Nous déterminerons ainsi les voies d’amélioration du ratio temps de 

calcul/précision dans le but de rester compatible avec la simulation de l’ensemble des 

cas de chargements préconisés par les normes éoliennes. 

La simulation d’une éolienne offshore peut être envisagée sous différents angles 

de vue que nous allons détailler : celui du projet, celui des systèmes et celui des 

phénomènes physiques (Figure 7). 
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Figure 7 : Angles de vues en simulation éolienne 

 

Selon l’angle projet, deux principaux axes sont privilégiés dans la littérature 

[10] : les outils fréquentiels, qui sont utilisés en phase de conception du concept, et les 

outils temporels pour les phases de conception du design de base et détaillé. 

L’analyse fréquentielle permet de résoudre les équations du mouvement 

linéarisées en utilisant des analyses harmoniques ou des méthodes de transformées de 

Laplace et de Fourier. Une fois les calculs de fonctions de transfert réalisés, les coûts 

de calculs sont presque nuls. Cette méthodologie permet un premier dimensionnement 

du flotteur pour placer ses fréquences propres en dehors des fréquences de houle et du 

vent, sans rendre compte de phénomènes transitoires ni des chargements et interactions 

non linéaires entre composants. Cette approche n’est donc utilisée qu’en phase de 

conception du concept (Figure 4) pour laisser la place à des analyses temporelles pour 

les phases suivantes. 

L’analyse temporelle permet de tenir compte de l’ensemble des effets non 

linéaires dynamiques et transitoires (efforts de traînée visqueux, VIV, ancrages non-

linéaires, contrôle commande, couplage RNA/tour/structure support, etc.). C’est cette 

méthode qui est retenue par l’état de l’art pour la modélisation globale d’une éolienne. 

Ce type d’approche est nécessairement plus long que les analyses fréquentielles. 
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Selon l’angle système, deux catégories s’ouvrent : les outils de modélisation 

locaux et globaux. Les modèles locaux servent à affiner le dimensionnement de 

l’éolienne grâce à des modèles précis mais couteux (CFD, EF 2D ou 3D [21,22]) en 

phase de conception détaillée. Ces approches étant trop coûteuses pour être utilisées 

industriellement, nous ne les détaillerons pas ici. Le lecteur désireux d’approfondir ce 

sujet peut se reporter aux références [21,23] pour une description détaillée de 

l’utilisation de la CFD pour la conception d’un rotor et de son sillage, et la référence 

[24] dans laquelle les auteurs viennent comparer plusieurs approches CFD pour 

l’évaluation des charges hydrodynamiques sur un pieu d’éolienne fixe et un flotteur 

ancré. Pour les modèles EF 2D et 3D la référence [22] fourni un état de l’art sur 

l’utilisation de ces méthodes pour la modélisation aéroélastique de pales d’éoliennes. 

Les outils de simulation globaux, plus rapide moyennant des hypothèses sur les 

modèles, sont ceux utilisés en synergie avec l’ensemble des cas de charges normatifs 

définis par les normes [4] à l’échelle industrielle. 

Les différents logiciels comparés dans les projets internationaux OC3 [25], OC4 

[26], OC5 [13,27] et actuellement OC6, portés par le NREL (National Renewable 

Energy Laboratory), sont à l’état de l’art au niveau industriel en ce qui concerne la 

modélisation du comportement global d’une éolienne offshore. Les projets OC3 et 

OC4 se sont focalisés sur la comparaison code à code de modèles d’éoliennes onshore 

et offshore. Les résultats des comparaisons effectuées dans ces projets n’ont pas permis 

de déterminer quelle approche était la plus précise. Les projets OC5 et OC6 ont vu le 

jour dans le but d’introduire des essais au réel à des fins de comparaison avec les 

modèles numériques des précédents projets. Les principaux codes comparés dans OC4 

ainsi que leurs approches théoriques sont résumé dans la Table 2. 

. 

Nous effectuerons une analyse plus détaillée de chaque approche dans les sous-

sections suivantes, mais nous pouvons tout d’abord déduire de ce comparatif que la 

BEM (Blade Element Momentum) avec ses corrections [28] est la méthode la plus 

largement utilisée pour la modélisation des efforts aérodynamiques. 
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Ensuite, les efforts hydrodynamiques sont modélisés soit au moyen de la théorie 

potentielle (théorie de la diffraction-radiation), soit via le modèle de Morison [20], soit 

le plus souvent par une combinaison des deux. 

 

Code  Code 

Developer  

OC4 Participant  Structural 

Dynamics  

Aerodynamics  Hydrodynamics  Mooring 

Model  

FAST  NREL  NREL, CEN-TEC, 

IST, Goldwind, 

CSIC  

T: Mod/MB  

P: Rigid  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+QD  QS  

FAST v8  NREL  NREL  T: Mod/MB  

P: Rigid  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+ME  QS  

CHARM3D+  

FAST  

ABS+NREL  ABS  T: Mod/MB  

P: Rigid  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+ME+(MD+  

NA)+(IP+IW)  

FE/Dyn  

OPASS+  

FAST  

CENER+  

NREL  

CENER  T: Mod/MB  

P: Rigid  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+ME  LM/Dyn  

UOU+FAST  UOU+NREL  Univ. of Ulsan  T: Mod/MB  

P: Rigid  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+QD  QS  

Bladed  GH  GH, CGC, 

POSTECH  

T: Mod/MB  

P: MB  

(BEM or 

GDW)+DS  

ME+(IW+IP)  QS  

Bladed Adv 

Hydro Beta  

GH  GH  T: Mod/MB  

P: MB  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+ME+(IW)  QS  

OrcaFlex  Orcina  4Subsea  T: FE  

P: Rigid  

BEM, GDW, or 

FDT  

PF+ME  LM/Dyn  

HAWC2  Risø-DTU  DTU  T: MB/FE  

P: MB/FE  

(BEM or 

GDW)+DS  

ME  FE/Dyn  

hydro-GAST  NTUA  NTUA  T: MB/FE P: 

MB/FE  

BEM or FWV  PF+ME+(IP)  FE/Dyn  

Simo+Riflex+ 

AeroDyn  

MARINTEK+  

NREL  

CeSOS  T: FE  

P: FE  

(BEM or 

GDW)+DS  

PF+ME  FE/Dyn  

Riflex-Coupled  MARINTEK  Marintek  T: FE  

P: Rigid  

BEM+FDT  PF+ME+(IW)  FE/Dyn  

3Dfloat  IFE-UMB  IFE  T: FE (co-

rotated)  

P: FE  

BEM+FDT  ME+(IW)  FE/Dyn  

SWT  LMS  LMS-IREC  T: FE+Mod/MB  

P:FE+Mod/MB  

BEM or GDW  ME+(IW)  FE/Dyn  

DeepLinesWT  PRINCIPIA-

IFPEN  

PRINCIPIA  T: FE  

P: FE  

BEM  PF+ME+(IW)  FE/Dyn  

SIMPACK+  

HydroDyn  

SIMPACK  SWE  T: Mod/MB  

P: Rigid  

BEM or GDW  PF+QD  QS  

CAsT  Univ. of 

Tokyo  

Univ. of Tokyo  T: FE  

W: FE  

BEM  ME  QS  

Wavec2Wire  WavEC  WavEC  T: N/A  

P: Rigid  

N/A  PF+QD  QS  

WAMSIM  DHI  DHI  T: N/A  

P: Rigid  

N/A  PF+QD  QS  

T = Turbine  

P = Platform  

Mod = Modal  

MB = Multi-Body  

FE = Finite Element  

N/A = Not Applicable  

BEM = Blade-Element/Momentum  

GDW = Generalized Dynamic 

Wake  

DS = Dynamic Stall  

FDT = Filtered Dynamic Thrust  

FWV = Free-Wake Vortex  

PF = Potential Flow theory  

ME = Morison Eq.  

MD = Mean Drift  

NA = Newman’s Approximation  

IP = Instantaneous Position  

IW = Instantaneous Water Level  

QD = Quadratic Drag  

QS = Quasi-static  

Dyn = Dynamic  

LM = Lumped Mass  

Table 2 : Outils de modélisation au sein du projet IEA Wind Task 30 : OC4 Phase II 

[26] 

 

Enfin, pour sa structure, une éolienne offshore est majoritairement constituée 

d’éléments élancés : pales, tour, pile, treillis (jacket, colonnes & bracons, etc.), lignes 

d’ancrage, comme montré en Figure 1, page 3. La littérature retient une cinématique 
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de dynamique de poutres pour l’étude des déformations des éléments structurels 

élancés. Ces éléments sont modélisées à partir de trois formulations : l’approche 

modale, l’approche multi-corps (ou lumped mass – masses concentrées) et l’approche 

EF 1D. Concernant l’étude des ancrages, deux autres formulations sont utilisées : la 

relation effort-déplacement et le modèle de fil caténaire quasi-statique. 

Même les outils de modélisation globaux présentés ici ont des temps de calcul 

significativement longs lorsqu’il s’agit de simuler l’ensemble des cas préconisés par 

la norme IEC 61400-3. Il s’agit donc de rentrer dans les spécificités de chaque modèle 

pour déterminer les pistes d’amélioration. 

 

Selon l’angle des phénomènes physiques, les phénomènes principaux à étudier 

en éolien offshore sont l’aérodynamique, l’hydrodynamique et la structure. Nous nous 

concentrons ici sur les modèles utilisés dans une approche de simulation globale, les 

approches locales n’étant actuellement pas compatibles avec les besoins industriels 

comme nous l’avons vu précédemment. 

 

2.2.1 L’aérodynamique 

Comme vu en début de section, la vaste majorité des codes aéroélastiques se 

basent sur la théorie de la BEM (Blade Element Momentum) [28] afin d’évaluer les 

efforts aérodynamiques agissant sur le rotor de l’éolienne. Cette méthode provient du 

domaine d’étude des hélicoptères dans lequel elle a fait ses preuves face aux méthodes 

alternatives comme le vortex model [22] ou l’actuator type model (aussi appelée 

Generalized Wake Dynamics – GDW) [23] dans le cas de turbines à axe horizontal. 

Un état de l’art sur l’aérodynamique des turbines à axe vertical peut également être 

trouvé dans [29]. 

La validation de la BEM a été établie grâce à des essais, et est largement utilisée 

du fait de sa simplicité et donc de sa rapidité, tant que les données de coefficients 

aérodynamiques sont disponibles. Son principal inconvénient réside dans le fait qu’elle 

est destinée à l’étude d’écoulements stationnaires et que, bien que les corrections 

apportées par les modèles empiriques permettent d’améliorer sa précision, ils ne 

permettent pas de rendre compte des effets instationnaires, ni de tenir compte 

d’écoulements désaxés par rapport au plan du rotor. Dans le cadre de la simulation 
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globale d’éoliennes, ces effets instationnaires de sillage sont généralement pris en 

compte au travers de la GWD qui est plus coûteuse en temps de calcul. 

 

2.2.2 L’hydrodynamique 

Hydrodynamique potentielle 

La théorie potentielle [30] se base sur les hypothèses suivantes : 

· Rôle négligeable des effets visqueux et des tourbillons ; 

· Houle de cambrure faible ; 

· Grandes dimensions de la structure étudiée devant l’amplitude de la houle 

et de ses mouvements propres 

La méthode consiste à supposer le fluide gouverné par un potentiel de vitesse 

développé à différents ordres pour un petit paramètre de l’ordre de grandeur de la 

déformée de surface libre. 

Les potentiels développés au premier ordre (incident, diffracté, radié) sont 

utilisés pour des formulations fréquentielles ainsi que des recompositions temporelles 

utilisant des fonctions de retard pour la prise en compte de la variation des efforts de 

radiation. A partir de ces potentiels de vitesse sont calculés les pressions puis les efforts 

sur la structure. 

Les efforts potentiels du second ordre sont décomposés en : une partie basse 

fréquence (différence des fréquences de houle incidente) et une partie haute fréquence 

(somme des fréquences de houle incidente). Les efforts basse fréquence ont une 

influence importante sur la réponse d’un système ancré par des lignes caténaires. Les 

efforts hautes fréquences sont quant à eux importants pour caractériser des excitations 

pouvant induire des résonnances soit dans le système d’ancrage, soit dans la pile d’une 

éolienne fixe. 

L’avantage de cette méthode est sa simplicité d’utilisation pour des faibles coûts 

de calculs, fournissant de bons résultats dans le cadre des hypothèses mentionnées ci-

dessus. Ses principales limitations sont : sa faiblesse pour la prise en compte de non-

linéarités sur la description de la houle (fortes cambrures) et de la structure étudiée ; 

sa non caractérisation des efforts visqueux. 
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Formulation de Morison 

Afin de prendre en compte ces effets visqueux dans la modélisation des efforts, 

Morison et al [20] ont proposé de décomposer l’effort exercé par une vague sur un 

cylindre vertical, allant du fond à la surface, en deux composantes. La première est 

proportionnelle à l’accélération  !  de l’écoulement (composante d’inertie), la seconde 

varie quadratiquement avec la vitesse   de l’écoulement relativement à la structure 

(composante de traînée). Dans (1), !", !#, et $ sont respectivement les coefficients 

d’inertie et de traînée, et la masse volumique du fluide. 

 %(&, ', )* = $!"
+
4
-. / (&, ', )* 0

1

2
$!#- (&, ', )*| (&, ', )*| (1) 

La formule est valide pour des éléments structurels élancés cylindriques et 

dépend du diamètre - du cylindre, ainsi que des coefficients de traînée !# et d’inertie 

!". 

En pratique, la formulation complète est utilisée pour les structures de type 

treillis, composés d’éléments cylindriques allongés de faibles sections. La cinématique 

relative de houle est calculée localement pour prendre en compte leurs variations 

spatiales. Cette cinématique peut donc être fournie à partir de modèles analytiques ou 

numériques, associés à des méthodes de stretching. 

 

Discussion sur les approches hydrodynamiques 

Du fait de la présence à la fois de corps élancés petits devant la longueur d’onde 

de la houle et d’éléments plus imposants, il est nécessaire de modéliser des 

phénomènes à la fois en théorie potentielle mais aussi des phénomènes visqueux selon 

la théorie de Morison. La Figure 8 décrit les domaines de validité de chaque théorie. 

Ainsi, le cadre d’utilisation de la formulation de Morison se situe pour un ratio 
.35

6
<

782. En delà de cette valeur, les efforts de diffractions sont également à prendre en 

compte. Par ailleurs, en deçà de la limite 
9

.5
< 1, les déplacement relatifs d’une 

particule de fluide sont très petits et les effets visqueux peuvent être négligés. 

De fait, plusieurs méthodes sont utilisées : 
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· La théorie potentielle de diffraction-radiation avec matrice d’amortissement 

visqueux, 

· La théorie de Morison uniquement où les coefficients de traînée et masse 

ajoutée sont calibrés à partir du diamètre de chaque élément élancé 

structurel. 

· La théorie potentielle combinée à des éléments de Morison. Dans le cas 

d’une éolienne flottante, plusieurs éléments sont utilisés pour la 

modélisation des bracons. 

 

 

Figure 8 : Champ d'application de la théorie linéaire [31] (H : hauteur de houle, L : 

longueur d’onde la houle, 2a : longueur caractéristique de la structure, i.e. le 

diamètre) 

 

La première méthode permet de rendre compte des efforts hydrodynamiques à 

partir des composantes de houle linéaire incidente, diffractée et radiée pour le cas 

flottant. Pour le cas fixe, cette méthode utilisée seule ne permet pas de rendre compte 

des efforts visqueux lorsque le diamètre de la pile devient plus faible. Pour le cas 

flottant, il est nécessaire de tenir compte d’une composante visqueuse sous forme de 

matrice d’amortissement calibrée par des essais bassin, selon chacun des six degrés de 
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liberté du flotteur. Ce type d’approche permet le calcul d’une réponse en mouvement 

mais ne donne pas accès aux composantes locales des efforts visqueux. 

La seconde méthode permet de décrire localement les composantes de traînée 

visqueuse et de masse ajoutée, où des coefficients sont définis pour chaque élément 

élancé de la structure support. A l’inverse de précédemment, lorsque le diamètre des 

éléments étudiés sort de la limite 
.35

6
< 782 la théorie de Morison n’est pas suffisante 

à elle seule pour caractériser l’ensemble des composantes des efforts 

hydrodynamiques. A noter que dans le cas flottant, certains modèles utilisent un seul 

élément de Morison pour représenter l’intégralité du flotteur. Dans ce cas, les 

coefficients sont à calibrer à partir d’étude CFD ou d’essais bassins. 

La dernière méthode est actuellement la plus utilisée car fournissant plus de 

souplesse d’utilisation. Elle permet de tenir compte à la fois des composantes 

potentielles, mais aussi des composantes visqueuses locales à partir du moment où des 

coefficients de masse ajoutée et traînée sont disponibles (issus d’essais ou de 

simulations CFD). La composante d’inertie de Morison peut être incluse sous réserve 

que ces éléments ne soient pas déjà calculés via la théorie de diffraction/radiation. 

La recomposition des efforts potentiels à partir d’un calcul de diffraction-

radiation est très peu coûteuse une fois la base de données hydrodynamique réalisée. 

Concernant le calcul des efforts de Morison, le plus coûteux consiste en l’intégrale des 

efforts distribués, dépendant eux même des vitesses locales du fluide le long du 

cylindre. Dans le cas d’une houle irrégulière d’Airy, selon le nombre de composantes, 

la recomposition des vitesses peut s’avérer relativement longue. 

 

2.2.3 La structure 

Les éléments élancés composant l’éolienne sont représentés par deux 

cinématiques : celle des fils lorsque les déformations ne se font que selon la fibre 

neutre (ancrage), ou celle des poutres lorsque cisaillement, flexion et torsion doivent 

être modélisés (tour, pales, etc.). 

Afin de vérifier la bonne tenue structurelle de ces éléments élancés, les 

méthodologies de simulation utilisées dans l’état de l’art sont au nombre de trois : 

l’approche modale, l’approche multi-corps (ou lumped mass – masses concentrées) et 
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l’approche éléments finis (EF) [22]. Deux autres modèles statiques spécifiques à 

l’ancrage peuvent également être cités à partir de l’expérience du secteur Oil & Gas : 

la relation effort-déplacement (ressort non-linéaire), et le modèle caténaire quasi-

statique [32]. 

 

Approche modale 

Dans cette approche, les déformations structurelles sont recomposées à partir 

d’une combinaison linéaire de déformées modales issues d’un calcul de modes 

propres. Ces modes propres sont issus d’un modèle EF 1D et correspondent à des 

modes stationnaires de vibration structurelle. Les équations de la dynamique sont alors 

résolues dans cette base modale. Une structure possédant une infinité de modes 

stationnaires, la base modale servant à la projection est tronquée, et le nombre de 

modes utilisés dans cette approche détermine la précision du résultat. 

Le calcul des modes propres se fait par un passage dans l’équation de la 

dynamique (sans second membre) dans le domaine fréquentiel. De facto, les déformées 

modales sont calculées à partir d’une linéarisation des équations autour d’un état. Cette 

linéarisation porte essentiellement sur les déplacements qui sont considérés comme 

petits (la configuration déformée est proche de la configuration initiale). Les 

configurations déformées nécessitant une cinématique de grands déplacements sont 

donc proscrites. De plus la précision de calcul d’un mode dépend fortement du modèle 

EF utilisé et peut parfois mal représenter le mode propre réel. 

 

Approche multi-corps dynamique 

L’approche multi-corps (lumped mass) est issue des équations de la dynamique 

pour lesquelles le terme en dérivée spatiale a été calculé par une différence finie. Ce 

traitement revient à venir concentrer les masses linéiques au niveau de nœuds (corps), 

et convertir la loi de comportement en une raideur entre une force et un déplacement 

(ressorts) entre ces nœuds. Les distributions d’efforts sont concentrées de la même 

façon au niveau des nœuds. 

Cette méthode a l’avantage d’être générale, simple à mettre en œuvre et de 

s’inscrire dans la logique de simulation multi-corps d’une éolienne : rotation du rotor, 

du pitch des pales, de la nacelle, etc. Contrairement à l’approche modale, elle permet 
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de s’affranchir de l’hypothèse des petits déplacements. C’est également une méthode 

permettant de représenter les phénomènes dynamiques. 

Son principal inconvénient, comme toute méthode discrète, est qu’il faut 

s’assurer de la convergence de la solution en fonction du nombre d’éléments choisis. 

Comme la méthode EF, le choix du schéma d’intégration peut être déterminant dans 

la précision des résultats et la vitesse de calcul [33]. Chaque nœud étant considéré 

comme un corps rigide, il possède 6 degrés de libertés (3 translation, 3 rotations), les 

matrices de masses et raideur sont donc de dimensions 6N x 6N où N est le nombre de 

nœuds. 

 

Approche EF 1D dynamique 

Les approches EF 1D en éolien flottant se basent sur une cinématique de poutre 

d’Euler-Bernoulli, Timoshenko ou GEBT (Geometrically Exact Beam Theory). Les 

deux premières font l’hypothèse des petites déformations, contrairement à la dernière 

(hypothèse de linéarité). La première suppose une cinématique non cisaillée des 

sections de poutre alors que les deux dernières tiennent compte de l’ensemble des 

déformations en élongation, cisaillement, flexion et torsion [34]. La prise en compte 

du cisaillement devient importante lorsque la poutre tend à être courte et épaisse. De 

plus, l’hypothèse de linéarité des cinématiques d’Euler-Bernoulli et Timoshenko peut 

être remise en question du fait des grandes déflections subies par des pales très souples. 

La littérature fait souvent l’amalgame entre les dénominations des différentes 

formulations, et une formulation non-linéaire de Timoshenko réfèrera en réalité 

également à la GEBT, appelée aussi « poutre naturelle » ou « special Cossera rod » ou 

encore « poutre de Simo-Reissner ». Le détail des hypothèses de chaque théorie peut 

être trouvé en Figure 9. 
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Figure 9 : Nomenclature des poutres selon leurs hypothèses cinématiques [35] 

 

Ancrage : relation effort-déplacement 

Cette formulation consiste à appliquer un ressort-amortisseur linéaire ou non-

linéaire au niveau des chaumards (point d’attache de l’ancrage sur le flotteur) ou 

directement sous forme de matrice au niveau du centre de gravité du flotteur. Ce 

modèle à l’avantage de faire un parallèle direct avec les montages utilisés lors d’essai 

en bassin de par leur simplicité de fabrication. Selon le degré de précision recherché, 

ces matrices sont soit diagonales (ressort/amortisseurs simples), soit possèdent des 

termes couplés. Dans tous les cas, un calibrage des coefficients doit être fait à partir 

de modèles plus riches. 

Ce type d’approche manque de précision mais permet de rendre compte des 

effets de l’ancrage sur les mouvements globaux de l’éolienne flottante. Par contre, elle 

ne permet pas d’obtenir une quelconque information sur les répartitions d’efforts le 

long des lignes. Cette méthode est donc utile pour la description du comportement 

global de l’éolienne en phase de conception du concept. 

 

Ancrage : modèle caténaire quasi-statique 

Les modèles statiques d’ancrages caténaires basés sur la résolution des équations 

de la chaînette [36] sont largement éprouvés dans le secteur Oil & Gas [37]. Ce modèle 

spécifique suppose une cinématique de type fil n’admettant que des déformations selon 

la fibre neutre, et n’étant soumis qu’à son poids propre. Sous ces hypothèses, les 

équations de la statique peuvent alors être intégrées analytiquement et se mettre sous 

la forme d’un système algébrique à résoudre itérativement. Des bouées et des corps 

morts peuvent être modélisés sous forme d’efforts ponctuels dans cette représentation. 

Cette méthode de résolution impose à la ligne de rester dans un plan vertical passant 
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par l’ancre et le chaumard. La résolution de l’équation de la chaînette rentre dans le 

cadre des méthodes de résolutions dites indirectes, et est un cas particulier d’une 

méthode de tir comme nous le verrons plus loin. Ce modèle suppose l’équilibre 

statique de la ligne à chaque pas de temps et ne rend pas compte des effets dynamiques. 

Ce type d’approche a le mérite d’être extrêmement rapide d’un point de vue de 

la simulation, pouvant aller jusqu’à des ratios temps réel/temps simulé de 1 pour 360 

[37]. La précision est quasi-analytique en ce sens qu’elle est de l’ordre de la tolérance 

appliquée lors de la résolution des équations algébriques du problème. 

Par contre, ce type d’approche statique ne permet pas de tenir compte des effets 

de masse de l’ancrage, ni de tenir compte d’efforts distribués hydrodynamiques de 

traînée, portance, ou d’amortissement structurel. L’hypothèse de négliger l’inertie de 

l’ancrage sur le comportement de la structure est valable lorsque l’ancrage représente 

une petite part de la masse totale du système flotteur et ancrage. Lorsque le flotteur 

diminue en taille (donc en masse) ou que les plateformes sont ancrées dans de grandes 

profondeurs d’eau, les effets inertiels de l’ancrage sur la plateforme doivent être 

modélisés. Pour les concepts de lignes tendues (TLP en Figure 1, page 3) où la stabilité 

de la plateforme est assurée par les tensions dans les lignes d’ancrages, des études 

dynamiques de l’ancrage sont nécessaires [32]. Dans ce cas, les méthodes multi-corps 

et EF 1D sont les seules alternatives. 

 

Discussion sur les approches structurelles 

L’approche modale est très efficace dès qu’il s’agit de simuler le comportement 

dynamique d’une structure, car elle permet de réduire drastiquement le nombre de 

degrés de libertés du système à résoudre. Son principal inconvénient réside dans 

l’exhaustivité de la base pré-calculée pour que la projection des équations dans la base 

modale ne vienne pas filtrer certains phénomènes importants. En éolien fixe, seuls 

deux modes de flexion dans chaque direction étaient historiquement utilisés pour 

décrire la base modale, sans description en torsion. Cette méthode a notamment été 

utilisée dans FAST (NREL) – logiciel éolien faisant office d’état de l’art dans le 

domaine – jusqu’en 2015 [38]. Bien que très efficace pour l’étude des turbines 

construire jusqu’à maintenant, l’agrandissement de tailles de turbines impose des 

outils permettant la simulation en grands déplacements des pales, et les méthodes 
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discrétisées prennent le pas sur l’approche modale car elles sont plus flexibles 

d’utilisation et peuvent s’affranchir des hypothèses de linéarisation. 

 

L’approche multi-corps dynamique pour les corps élancés a l’avantage de 

s’intégrer naturellement dans un contexte de simulation globale multi-corps d’une 

éolienne offshore, et possède une grande flexibilité. Par rapport à l’approche modale, 

elle est plus coûteuse mais permet la description d’un plus grand nombre de degrés de 

libertés (souvent limitant en approche modale). 

En revanche, comparé à l’approche EF 1D, elle nécessite en général une 

discrétisation spatiale et temporelle plus fine pour obtenir une précision équivalente. 

 

Comparé aux types de modélisation modale et multi-corps, les EF 1D permettent 

une caractérisation précise de l’ensemble des modes de déformations. Cette méthode 

a donc l’avantage de pouvoir modéliser des géométries complexes ainsi que de prendre 

en compte des non-linéarités matérielles. Le calcul des matrices de masse et raideur 

est plus coûteux que pour les autres approches, impactant d’autant les performances 

de simulation dont les temps sont au mieux similaires à la représentation multi-corps. 

C’est un désavantage de taille lorsqu’il faut considérer des centaines de cas à étudier 

pour répondre aux critères de dimensionnement des standards. De plus, la modélisation 

de turbines éoliennes nécessite la représentation de grandes rotations et d’une 

cinématique relative entre composants du système et éléments déformés. Les codes EF 

standards « clefs en main » modélisent en général la structure autour d’une position de 

référence alors qu’une approche EF intégrée à un solveur multi-corps est nécessaire à 

la bonne représentation d’une turbine. C’est pour cette raison que les codes éoliens 

développent des méthodes de couplage multi-corps/EF spécifiques pour la 

représentation des déformations structurelles en grands déplacements au sein de grands 

mouvements de corps rigides. L’efficacité de ce genre de code dépend énormément de 

la méthode de couplage utilisée et des algorithmes employés, et restent plus lent que 

les approches modales et multi-corps. 

 

L’un des points de vigilance majeurs des études utilisant des méthodes discrètes 

(multi-corps ou EF) est le schéma d’intégration temporel utilisé. Le problème poutre 
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discrétisé étant très raide, les phénomènes de propagation d’ondes instationnaires dans 

la structure sont des phénomènes très rapides (se propageant à la célérité des ondes 

dans le matériau), et nécessitent des pas de temps très réduits pour être captés 

numériquement (de l’ordre de la plus petite période). L’observation de ces 

phénomènes de propagation d’ondes ne rentre pas dans le cadre des analyses globales 

élasto-dynamiques et n’est donc pas souhaitée. De plus, chaque schéma d’intégration 

numérique a ses propres spécificités quant à sa stabilité. Dans le cas des études élasto-

dynamiques, des schémas implicites sont recommandés afin de filtrer numériquement 

ces ondes hautes fréquences [33]. Ces schémas ont l’avantage de se concentrer 

uniquement sur la réponse basse fréquence que l’on cherche, par contre ils nécessitent 

un coût de calcul plus important et les réponses peuvent être trop amorties par les 

dissipations numériques entraînant une imprécision dans les résultats. 

 

Concernant l’ancrage : l’approche statique (matrice de raideur ou caténaire) ou 

dynamique est adoptée par l’état de l’art. Les approches dynamiques considèrent des 

méthodes multi-corps ou EF 1D comme présentées pour les autres types d’éléments 

structurels. Les approches statiques considèrent l’équilibre statique de l’ancrage à 

chaque pas de temps, elles ont l’avantage d’être plus rapide que leurs homologues 

dynamiques. L’approche quasi-statique simple et rapide à mettre en œuvre est très 

utilisée, négligeant les effets de masse de l’ancrage. Ce type d’approche ne permet par 

contre pas de prendre en compte des efforts hydrodynamiques dus à de la houle ou du 

courant sur les lignes d’ancrage, ce type de modèle pourrait être amélioré. 

 

2.2.4 Discussion finale sur les phénomènes physiques 

Concernant l’aérodynamique, la BEM est reconnue pour être rapide et 

suffisamment précise pour des phases d’optimisation nécessitant de nombreux cas de 

simulation [22]. C’est un modèle robuste, rapide et éprouvé. Les autres types de 

modèles étant plus coûteux sans forcément fournir une précision supplémentaire 

significative, la BEM avec ses corrections semi empiriques est déjà le meilleur choix 

pour trouver un compromis temps/précision de calcul comme indiqué en Figure 10. 
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Figure 10 : Comparaison des modèles aérodynamiques [22] 

 

Concernant l’hydrodynamique, la recomposition des efforts en théorie potentiels 

à partir d’un calcul de diffraction-radiation est très peu coûteuse une fois la base de 

données hydrodynamique réalisée. De plus, tant que les hypothèses de la théorie sont 

respectées, les résultats obtenus sont très précis. 

Concernant le calcul des efforts de Morison, le plus coûteux consiste en 

l’intégrale des efforts distribués dépendant eux même des vitesses locales du fluide le 

long du cylindre. Dans le cas d’une houle irrégulière d’Airy, selon le nombre de 

composantes, la recomposition des vitesses peut être relativement longue. C’est sur ce 

constat qu’est développé un modèle de cylindre fixe perçant la surface libre sur houle 

de Airy comme modèle de simulation pour la vérification de la méthode IFORM sur 

une réponse non linéaire présentée dans le paragraphe 2.1. 

 

Concernant la structure, la tendance consiste à utiliser exclusivement des 

modèles élasto-dynamiques pour la modélisation des poutres (approches modale, 

multi-corps et EF). Les approches dynamiques actuellement disponibles sont soit trop 

imprécises (modale) soit coûteuses en temps de calcul (multi-corps et EF) dans le cadre 

d’une simulation du comportement global comme indiqué en Figure 11. De plus, la 

précision est dépendante d’un raffinement de maillage suffisant, pouvant dépendre des 

cas étudiés (période de houle, courant) mais aussi du schéma d’intégration temporel 

utilisé. 
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Figure 11 : Comparaison des modèles structurels [22] 

 

Le temps de simulation d’un code de simulation temporel peut être impacté par 

deux paramètres : le coût d’évaluation d’un pas de temps unique ou le nombre de pas 

de temps à simuler. Dans le premier cas s’ouvrent les pistes d’optimisation 

algorithmique ou réarrangement des équations à résoudre. Dans le second, si certains 

phénomènes rapides ne sont pas nécessaires à l’évaluation de la réponse, un 

changement pour un modèle plus rapide moyennant des hypothèses supplémentaires 

ou encore l’utilisation d’un schéma avec dissipation numérique peuvent être envisagés 

[39,40]. Les schémas d’intégration numériques utilisés par les logiciels éoliens sont 

déjà à l’état de l’art et se basent principalement sur des schémas α-généralisés (ou leur 

spécialisation en schéma de Newmark). Si l’on poursuit l’idée d’utiliser un schéma 

dissipatif pour filtrer des fréquences non souhaitées, il peut être intéressant de se poser 

la question des types de fréquences nécessaires à observer et donc des types de 

phénomènes dont il faut tenir compte. 

Dans le cas de l’aéroélastique des pales, les phénomènes dynamiques ayant un 

impact important sur la destruction rapide de la structure sont les phénomènes de 

flottement [41,42]. Il existe deux grands types de flottements : le couplage par 

rapprochement des modes de torsion-flexion (ou flottement classique) et le flottement 

par décrochage dynamique. Le premier type provient d’un rapprochement des 

fréquences propres des modes de torsion et de flexion. Pour être observé 

numériquement, il est alors nécessaire d’avoir une représentation des effets inertiels 

en torsion et en flexion (mal prise en compte par les logiciels se basant sur des 

approches modales). 

Le second type provient de l’apparition d’un amortissement négatif qui va 

transformer l’effort aérodynamique d’amortissement en effort excitateur lors de la 

déformation structurelle des pales. Les vitesses locales entraînent une modification de 

l’angle d’attaque, qui va entraîner des modifications de la valeur des efforts 
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aérodynamiques, conduisant à l’apparition d’un amortissement négatif pour des angles 

proches du décrochage. D’un point de vue de la simulation, il est nécessaire de tenir 

compte de la modification locale de l’angle d’attaque à partir des vitesses de 

déformation pour tenir compte de ce phénomène. 

Compte tenu du coût des codes structurels dynamiques, la question de 

l’utilisation d’une approche quasi-statique alliée à un intégrateur explicite (plus rapide 

que de l’implicite car nécessitant moins d’opérations) peut se poser. En effet, il y a ici 

une nécessité d’améliorer les méthodes de calcul des structures poutres 1D afin 

qu’elles soient suffisamment précises et suffisamment rapides pour être compatible 

avec le nombre élevé de cas de chargement indiqué par les standards. Concernant les 

pales, une approche quasi-statique pourrait être envisagée en tenant compte des efforts 

inertiels et des modifications des angles d’attaque dues aux vitesses de déformation 

(par discrétisation en temps des vitesses et accélérations) entre deux états d’équilibre 

afin de tenir compte des instabilité de flottement par décrochage dynamique. C’est ce 

type d’approche qui est utilisé par Till et al [43]. 

 

Pour l’ancrage, l’état de l’art se concentre sur des approches statiques qui 

montrent des limites en précision : le ressort non linéaire ne permet pas d’avoir 

d’informations sur l’ancrage, le modèle caténaire ne permet pas de prendre en compte 

d’effets 3D (courant hors plan caténaire, courant cisaillé). Les performances des 

modèles caténaires sont en revanche très intéressantes. Ces modèles étant des dérivés 

de méthodes de tir, ces dernières méritent que l’on se penche de plus près sur leurs 

caractéristiques. 

Les méthodes de tir issues de la théorie du contrôle optimal [44] ont été 

également utilisées pour la modélisation des poutres dans le domaine de la robotique 

[45] (robots souples et élancés) et du médical [46] (modélisation de cathéter 

concentriques) pour leur précision quasi analytique. Ces méthodes ont notamment été 

utilisées pour leurs performances de calcul en temps réel sur des modèles poutres [45]. 

En se basant sur l’hypothèse que les performances en temps de calcul pour la résolution 

des ancrages 3D seraient conservées, voire meilleures, le Dr Thomas Gazzola a initié 

des travaux en interne chez Bureau Veritas (non publiés) sur l’étude de la statique 

d’éléments élancés fils et poutres avec une méthode de tir simple pour une application 

dédiée à l’étude d’ancrages 3D et de risers. La méthode de tir simple a montré de bons 
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résultats au cas par cas pour l’étude de lignes d’ancrage uniques (structures souples) 

mais a présenté des problèmes de convergence lors de l’étude de poutres en petits 

déplacements soumises à des conditions aux limites bloquant les mouvements aux 

deux extrémités (encastrement-encastrement, encastrement-rotule, etc.). De plus, dès 

lors que plusieurs tronçons sont connectés ensemble au travers d’une discontinuité 

(changement de matériau, bouée, corps mort, etc.), la méthode de tir simple n’est plus 

applicable. Ceci représente une sérieuse limitation, d’autant plus lorsqu’il s’agit de 

l’utiliser dans un contexte multi-corps éolien offshore dans lequel il faut également 

tenir compte de plusieurs types de conditions aux limites. 

La thématique principale de ce mémoire consistera donc à proposer une méthode 

de tir compatible avec un contexte de simulation multi-corps pour l’étude des 

discontinuités et des assemblages de corps élancés 3D statiques de type fils et poutres. 

Pour le cas spécifique des poutres, il apparaît indispensable d’étendre le champ 

d’application de la méthode de tir simple au cas des grands déplacements (et grandes 

rotations) pour la modélisation des pales. Dans un souci d’industrialisation, un accent 

particulier doit être mis sur l’unification en un formalisme commun des équations du 

problème de tir pour les cinématiques de fils et de poutres. 

 

2.3 CONCLUSION 

Pour chaque problématique relevée en 1.4, un axe d’étude a été identifié grâce à 

un tour d’horizon de l’état de l’art. 

Le premier axe se concentre sur la définition d’une méthodologie de calcul basée 

sur la méthode IFORM pour l’étude de la réponse extrême d’un cylindre perçant la 

surface libre soumis à une houle irrégulière, afin de faire le lien entre variables 

aléatoires décrivant l’environnement et calculs CFD. 

Le second axe porte sur l’extension de la méthode de tir simple à un contexte 

multi-corps pour la simulation de tous types de corps élancés statiques, cela dans un 

souci de gain en efficacité de temps de calcul pour la simulation globale d’éoliennes 

offshores. 

Chacune de ces problématiques sera traitée successivement dans la suite en 

commençant par les travaux sur la méthode IFORM puis sur la méthode de tir. Pour 
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chaque problématique, un état de l’art détaillé sera effectué, puis une description de la 

méthode employée sera faite. Suivront ensuite la présentation des résultats et leur 

analyse pour conclure sur la pertinence de la méthode compte tenu de la problématique 

à laquelle elle est rattachée. 
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Ce chapitre décrit les travaux réalisés sur l’utilisation de la méthode IFORM pour la 

modélisation de la réponse extrême d’un mât d’éolienne offshore fixe sur houle 

irrégulière. 

Dans un premier temps, le contexte sera rappelé puis les hypothèses de la méthode 

IFORM seront présentées. 

Dans un second temps, la démarche d’étude utilisant la méthode IFORM (Inverse First 

Order Reliability Method) sera décrite. Le modèle physique de cylindre sur houle sera 

présenté, ainsi que les approches long-terme et court-terme utilisées à des fins de 

comparaison. 

Enfin les résultats de comparaison entre les méthodes de calcul de l’extrême long-

terme seront présentés, et des prescriptions sur l’utilisation de la méthode IFORM 

seront données. 

 

3.1 ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE 

3.1.1 Rappel du contexte 

L’approche IFORM a déjà été introduite en éolien offshore fixe pour des 

analyses extrêmes d’efforts en pied de tour [47,48]. Les auteurs tiennent compte des 

efforts hydrodynamiques et aérodynamiques paramétrés par une hauteur significative 

et une vitesse de vent moyen. La turbine est modélisée en fréquentiel afin d’obtenir 

une caractérisation statistique de la réponse. Le modèle de chargement 

hydrodynamique utilisé est basé uniquement sur la partie inertielle de la formulation 

de Morison, linéarisée dans le domaine fréquentiel. Il ne tient donc pas compte de non-

linéarités de la surface de réponse. 

Les approches CFD permettent quant à elle de tenir compte de l’ensemble des 

non-linéarités de l’effort hydrodynamique servant à calculer la réponse en efforts 

internes. Comme vu précédemment, les surfaces de réponses issues de calculs CFD en 

éolien offshore sont mal connues au sein de l’état de l’art. C’est sur ce constat que le 

projet HYSMAR (HYdrodynamique des Structures MARines, 2012-2015) porté par 

l’Institut de Recherche Technologique Jules Verne (IRT Jules Verne) s’est tourné vers 

la détermination d’outils et méthodologies d’analyse pour le dimensionnement des 

systèmes EMR soumis à des conditions de houle simulées en CFD. Dans ce mémoire 
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nous nous concentrons ainsi sur l’application de la méthode IFORM utilisant un 

modèle hydrodynamique non-linéaire. Le projet HYSMAR, dans lequel sont inscrits 

les présents travaux, est un projet français issu de la collaboration de partenaires 

industriels (IRT Jules Verne, Alstom Hydro France, Bureau Veritas, DCNS, STX 

France), PME (Hydrocean) et académique (Centrale Nantes – LHEEA). 

La problématique est de construire un lien méthodologique entre les variables 

aléatoires décrivant les environnements marins, et les calculs de type CFD, précis mais 

coûteux, pour la détermination de la réponse extrême. La méthode IFORM se basant 

sur une linéarisation de la réponse, l’objectif de la démarche présentée ici est de vérifier 

que les états de mer identifiés par la méthode IFORM conduisent bien à la réponse 

extrême calculée à partir d’un chargement hydrodynamique non-linéaire. A cette fin, 

nous appliquerons la méthode sur un modèle de cylindre sur houle soumis à des efforts 

de Morison en temporel. Nous comparerons la réponse extrême obtenue avec ceux 

issus d’une approche de simulation directe classique de Monte Carlo, d’une approche 

par intégration de la surface de réponse (long terme) et d’une approche de type 

règlementaire. Nous pourrons ensuite conclure sur la méthodologie à employer afin de 

répondre à la problématique. 

 

3.1.2 Position du problème du calcul d’extrême 

La méthode IFORM permet de calculer la réponse maximale d’un système 

soumis aux conditions environnementales qu’il rencontrera tout au long de sa vie [18]. 

Une condition environnementale est caractérisée par une combinaison de 

variables aléatoires pouvant représenter une hauteur significative de vague, une 

période de pic, une vitesse de courant, une vitesse de vent, etc. liées entre elles par une 

densité jointe  (!", #$ , %, &, � ) =  ('), où ' représente l’ensemble des variables 

d’environnement. 

La réponse du système peut être envisagée comme un mouvement, une valeur 

de vitesse, de contrainte, etc. C’est le résultat d’une fonction déterministe dont les 

paramètres sont les variables aléatoires caractérisant l’environnement  = !"#$(%). 
Soit la fonction d’état limite &( ) =  ' *  , la probabilité de dépassement du 

niveau  ' de la réponse   est donnée dans sa forme générale par : 
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 +(&( ) , 0) = - !(%).%
/1/2

 (2) 

Dans le cadre de la conception d’un système, l’objectif est de déterminer la valeur de 

 ' correspondant à une valeur de probabilité cible. C’est à la résolution de cette 

problématique que tente de répondre l’approche IFORM. 

 

3.1.3 Méthode FORM et notion de point de conception 

Avant de décrire la méthode IFORM, il est intéressant d’introduire la méthode 

FORM. Afin de calculer la probabilité de défaillance définie par (2), la méthode directe 

représentée en Figure 12.a consiste à : 

· Calculer la réponse   pour tout le domaine de définition de %,  

· Définir l’iso réponse  ' (courbe rouge dans l’espace physique), 

· Calculer la probabilité recherchée en intégrant la densité de probabilité 

jointe !(%) (hachures dans l’espace physique). 

La principale difficulté de cette façon de procéder vient de la détermination de la 

surface d’iso-réponse qui nécessite un nombre important de calculs. 

La méthode FORM est une technique d’approximation de la probabilité de 

défaillance (2) d’un système. Elle propose une approche très différente de la simulation 

Monte Carlo et est directement appliquée au calcul de fiabilité. Le principe de FORM 

se décompose en trois étapes (Figure 12) : 

1. Transformation de l’espace d’origine des variables jointes % en un espace 

gaussien standard de variables indépendantes, appelé le U-espace, 

2. Recherche du point de conception 3' correspondant à  ' le plus proche de 

l’origine dans le nouvel l’espace gaussien avec un processus de minimisation 

sous contrainte. La distance entre ce point de conception et l’origine dans le 

U-espace est notée 4 = 53'5, 

3. Linéarisation de la surface de défaillance en ce point pour obtenir une 

approximation de la probabilité recherchée. 
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La probabilité de défaillance est approximée par l’intégrale de la distribution 

normale centrée réduite 6 à l’intérieur de l’aire quadrillée en blanc dans l’espace 

gaussien (Figure 12.b) : 

 +(&( ) , 0) = - !789:(3);.3
/1/2

< 6(*4) (3) 

 

Figure 12 : (a) Transformation entre espace physique (8> – période de pic – et ?@ – 

hauteur significative) et (b) espace gaussien (": et "A) 

 

La transformation de l’espace des variables physiques étant le point crucial pour 

l’application de la méthode IFORM, nous le détaillons ci-dessous. 

 

Transformation de l’espace des variables de base 

Transformer l’espace des variables de base constitue la première étape 

d’application de la méthode FORM. Cela consiste en l’introduction d’un 

difféomorphisme   de supp(!) dans l’espace standard "# tel que le vecteur aléatoire 

$ =  (!) est constitué de variables aléatoires indépendantes suivant une distribution 

normale centrée réduite. Dans ce cas, la transformation   est dite isoprobabiliste. Il 

existe plusieurs transformations [49] régulièrement utilisées en pratique dont les plus 

connues sont la transformation de Nataf [50] et la transformation de Rosenblatt [51]. 

La transformation de Nataf nécessite les distributions marginales pour calculer   et 

fait l’hypothèse d’une dépendance gaussienne entre les composantes aléatoires de !. 

La transformation de Rosenblatt ne se base sur aucune hypothèse de dépendance 

particulière entre les variables aléatoires, mais nécessite la connaissance des fonctions 

de répartition conditionnelles. Ces deux transformations sont équivalentes dans le cas 
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particulier de dépendances gaussiennes. Nous utiliserons dans notre cas la 

transformation de Rosenblatt pour son caractère plus général. 

Soit ! = (!%, � , !#) le vecteur aléatoire des paramètres environnementaux, et 

&'|%,*,'+% la fonction de répartition pour la variable aléatoire conditionnelle 

!'|!%, * , !'+%. En notant - la loi normale centrée réduite, la transformation de 

Rosenblatt permettant le passage de l’espace physique à l’espace gaussien tel que : 

 $ =  (!) =
.
//
0

$% = -+%1&%(!%)23
$' = -+% 4&'|%,*,'+%(!'|!%,* , !'+%)53
$# = -+% 4&#|%,*,#+%(!#|!%, * , !#+%)56

77
8

 (4) 

La transformation inverse permettant le passage de l’espace gaussien à l’espace 

physique s’écrit : 

 ! =  +%($) =
.
//0

&%+%1-($%)23&'|%,*,'+%+% 1-($')23&#|%,*,#+%+% 1-($#)26
778 (5) 

Il est à noter que la transformation de Rosenblatt n’est pas unique et dépend 

intrinsèquement de l’ordre dans lequel sont données les distributions conditionnelles. 

Par contre, lorsque les variables de l’espace physique sont indépendantes, l’ordre des 

variables n’a plus d’importance et la transformation est unique. Elle s’écrit alors 

simplement : 

  (!) =
.
//0
-+%1&%(!%)23-+%1&'(!')23-+%1&#(!#)26

778 (6) 

 

3.1.4 Méthode IFORM et calcul de l’extrême 

A l’inverse de la méthode FORM, en repartant de (2), la méthode IFORM 

consiste à déterminer la valeur de  ! en supposant connue la probabilité " =

#($( ) % 0). La méthode IFORM se décompose en les étapes suivantes : 
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1. A partir de (3), générer l’hypersphère de rayon & = '*' = +,-/(") dans 

le domaine gaussien, correspondant à la probabilité de défaillance " 

d’entrée, 

2. Transformer l’hypersphère de l’espace gaussien dans domaine physique par 

la transformation inverse (5), 

3. Rechercher la réponse maximum sur l’hypersurface dans le domaine 

physique (point de conception  ! associé à la probabilité "). 

 

La méthode IFORM (comme la méthode FORM) suppose la linéarisation de la 

surface de réponse, ce qui implique que le contour généré est tangent à la surface de 

réponse en  !. Comme dit précédemment, la méthode IFORM nécessite la 

connaissance des fonctions de répartition conditionnelles continues pour effectuer la 

transformation de Rosenblatt. En pratique, les données météocéan sont données de 

façon discrètes et il nous sera nécessaire d’ajuster une distribution sur les données 

d’environnement. Une proposition de méthode sera donnée en section 3.2.2. 

 

Exemple d’application de la méthode IFORM 

Nous nous proposons d’étudier un exemple simple afin d’illustrer le processus 

de transformation décrit en Figure 12. Nous cherchons le maximum d’une réponse à 

un environnement de 3h apparaissant une fois tous les 20 ans. Cet environnement est 

supposé paramétré par deux variables aléatoires : la hauteur significative  ! et la 

période de pic "#. Le nombre d’environnements de 3h indépendants en 20 ans est de 

$ = 58440. La probabilité considérée est de % = 1/$. Dans le cas d’un état de mer, 

les variables aléatoires de hauteur significative  ! et de période de pic "# sont 

considérées constantes sur une durée de 3h. Dans le cas du développement d’un vent, 

la période à considérer sera plutôt de 10 minutes [4]. 

L’espace des paramètres étant de dimension 2, l’hypersphère (contour) IFORM 

est de dimension 1. Il est défini par le cercle de rayon & = '()*+%, = 4.14 dans le 

domaine gaussien (Figure 12.b). Les valeurs des paramètres dans l’espace gaussien 

sont calculées telles que -2*3 6 233 = &. La transformation inverse de Rosenblatt (7) 

est ensuite utilisée pour recalculer les paramètres dans l’espace physique. La réponse 
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est calculée sur l’ensemble du contour et le maximum constitue la valeur extrême long-

terme pour la probabilité % (Figure 13). 

  ! = F79)*:(+2*,; (7) 

 "# = F<>?79)*:(+23,;  

 

 

Figure 13 : Contour IFORM de dimension 2 

 

La méthode FORM [52] et IFORM [18,53] ont régulièrement été utilisées en 

analyse de la fiabilité des structures. Cette dernière présente les caractéristiques 

suivantes [14] : 

· Par construction, le contour est indépendant de la réponse considérée (pour 

une réponse déterministe) : il ne dépend que des paramètres 

environnementaux; 

· Elle n’est pas indiquée pour des calculs de fatigue : les surfaces de réponse 

en fatigue sont très non-linéaires, incompatibles avec l’hypothèse de 

linéarisation de la méthode IFORM ; 
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· Cette méthode est efficace lorsque la variabilité court terme peut être 

négligée. Dans le cas contraire, la réponse devient stochastique et une 

attention particulière devra être portée à la convergence du maximum pour 

un environnement particulier. 

Dans notre cas nous cherchons une méthode permettant d’identifier les 

combinaisons de paramètres environnementaux conduisant à la réponse extrême 

indépendamment du type de réponse considéré. Les deux premiers points ne sont donc 

pas bloquants. En revanche, sans information supplémentaire sur la réponse à étudier, 

nous devons donc nous intéresser à la prise en compte de la variabilité court-terme de 

la réponse. 

 

3.1.5 Méthode IFORM et variabilité court-terme 

La méthode IFORM telle que présentée dans les paragraphes précédents suppose 

une relation entre réponse et environnement sous forme de fonction déterministe. La 

génération d’un signal de houle à partir d’un spectre paramétré par les variables 

aléatoires de hauteur significative  ! et de période de pic "# est de nature stochastique 

nécessitant un tirage aléatoire de phases. Le modèle de réponse n’est donc plus 

déterministe mais stochastique. De fait, la réponse pour un couple : !? "#; n’est pas 

unique et la variabilité sur évènement de houle doit être prise en compte. La Figure 14 

ci-dessous montre le classement des extrema d’une réponse issue d’une simulation de 

3h selon leur fréquence d’apparition, ainsi que la variabilité de l’extrême 3h (une 

simulation de 3h correspond à un jeu de couleur de points). 

 

C’est le constat de Winterstein et al [18] qui proposent l’utilisation de contours 

augmentés se basant sur une connaissance de l’influence de la variabilité court terme 

sur la réponse long-terme pour la détermination d’un facteur d’augmentation. 

En effet en cas de variabilité court terme, l’équation (2) est modifiée en (8) par 

l’introduction de la distribution court-terme conditionnelle @!A+B|C, : 

 D+E+B, G 0, = H @!A+B|C,I+C,JC
KLKM

 (8) 
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Figure 14 : Exemple d'influence de distribution court terme 

 

Plusieurs types de distributions peuvent être utilisés : Gumbel, Pareto, 

composite, etc. Le calcul de @!A+B|C, dépend du type de la réponse étudié, dans ce cas 

l’intérêt de généricité de la méthode IFORM est perdu. 

Afin de pallier à ce défaut, il est possible de se ramener à une fonction de réponse 

déterministe pour utiliser la méthode IFORM telle que présentée dans les paragraphes 

précédents. 

Deux approches peuvent être classiquement envisagées [14] : 

· La première consiste à se baser sur un quantile de @!A+B|C, pour déterminer 

de façon déterministe la valeur de la réponse extrême pour une combinaison 

d’environnement C (et donc à appliquer la méthode IFORM telle que décrite 

dans les paragraphes précédents). Dans ce cas les calculs d’extrême par les 

méthodes court termes définis dans le paragraphe 2.1 sont utilisés. 

· La seconde approche consiste à augmenter la dimension de l’espace C des 

paramètres en y incluant la variable aléatoire N représentant la valeur de la 

probabilité court-terme à simuler. Cette variable indépendante suit une 

distribution uniforme sur l’intervalle [0?1] telle que P+N G O, = %Q =
FR+N, = O. La fonction de réponse dépend elle aussi de cette variable 

aléatoire tel que B = I2ST+C? N,. Le calcul de la probabilité de défaillance 

s’écrit donc : 
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 D+E+B, G 0, = H I+C? N,JCJN
KLKM

= H FR+U,I+C,JCJN
KLKM

 (9) 

Le contour IFORM calculé à partir de (9) fournira un ensemble de valeurs pour 

N qui constitueront les valeurs de quantiles à chercher par la simulation, et qui 

définiront de façon déterministe la valeur de la réponse court-terme. Plusieurs 

simulations d’évènements seront nécessaires pour obtenir une distribution de réponse 

court-terme convergée. Une fois cette distribution calculée, la réponse extrême pour 

un environnement donné peut être définie comme un quantile de cette distribution 

court-terme. Le choix de l’une ou l’autre approche est discutée dans la sous-section 

suivante. 

 

Exemple d’application avec variabilité court terme 

Afin d’illustrer cette seconde approche, considérons à nouveau l’exemple 

présenté ci-dessus, en introduisant une troisième variable aléatoire  , indépendante de 

!" et #$ et représentant la probabilité de la variabilité court-terme de la réponse tel que 

% = &'()*!", #$,  +.   est supposée indépendante car les conditions 

environnementales ne dépendent pas du type de simulation. En utilisant la 

transformation de Rosenblatt il vient : 

 

Q = F-
./01*'2+3 = 1*'2+ = 4- 

!" = F56,-
./*1*'/+|7+ = F56

./01*'/+3 

#$ = F89,56,-
./*1*':+|!",  + = F89,56

./*1*':+|!"+ 

(10) 

Si l’on considère toujours des environnements de 3h sur une période de retour 

de 20 ans, p = /
;
= /

/<>/??
 et @ = A'/: B ':: B '2: = CDEC définit une sphère dans 

l’espace gaussien. Si l’on vient projeter cette sphère dans le plan 0!", #$3 pour 

différentes valeurs de 4- il vient : 

· 4- = GDH I '2 = G J A'/: B ':: = CDEC : on retrouve le contour 20 ans 

où la réponse déterministe est définie comme la quantile 50% de K"L*%|M+. 
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· 4- = GDNH I '2 = EDOC J A'/: B ':: = PDRG où la réponse déterministe 

est définie comme la quantile 95% de  !"(#|$). Le contour est équivalent à 

un contour 5 ans calculé avec %& = 0.5. 

· %& = 0.99 ' *+ = 2.33 , -*/1 4 *11 = 3.62 où la réponse déterministe 

est définie comme la quantile 95% de  !"(#|$). Le contour est équivalent à 

un contour 1 ans calculé avec contour avec %& = 0.5. 

Cette représentation permet également de faire l’analogie avec la notion de 

période de retour. De plus, l’approche présentée en 3.1.4 sans prise en compte de la 

variabilité court terme correspond en réalité à une réponse définie comme le quantile 

50% de  !"(#|$). 

 

 

Figure 15 : Exemple de contours avec prise en compte de la variabilité court terme 

 

Pour une utilisation industrielle, bien qu’exacte et indépendante de la réponse 

considérée, cette prise en compte du quantile court terme sous forme de distribution 

uniforme est trop coûteuse lorsque l’on cherche à évaluer les quantiles élevés des 

distributions court terme (supérieurs à 0.9). En effet la queue de distribution  !"(#|$) 

doit être suffisamment convergée pour atteindre une bonne précision sur la valeur de 
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la réponse court terme. Ce type d’approche n’est donc applicable que sur des modèles 

de simulation extrêmement rapides. 

Les standards de l’industrie offshore tiennent compte quant à eux du contour 

calculé pour le quantile 0.5 (médiane) en venant chercher une réponse d’un quantile 

supérieur (valeur moyenne, valeur la plus probable, quantile 0.8, quantile 0.9) [14]. 

Pour l’éolien offshore, l’IEC 61400-3 préconise l’utilisation des contours 

environnementaux pour déterminer les combinaisons de paramètres susceptibles 

d’apparaître pour une période de retour (probabilité) donnée. La méthode IFORM n’est 

pas utilisée en tant que telle car les cas de chargements proposés par la norme font déjà 

partie de la catégorie « contour polygonal » (cf. section 2.1) pour le calcul de la 

réponse extrême. Pour le calcul de la réponse sur ces cas de chargements, l’IEC 61400-

3 préconise l’utilisation de la valeur moyenne de la réponse [4]. 

Le choix de l’une ou l’autre des méthodes dépendra principalement de la vitesse 

du modèle de simulation. Si le modèle de simulation est suffisamment rapide, une 

augmentation de l’espace des variables physiques sera envisageable. Sinon, il est 

nécessaire de se diriger vers l’utilisation d’une réponse court-terme médiane sur un 

contour augmenté [18] ou de quantiles supérieurs sur le contour médian. Cette dernière 

approche est plus simple à mettre en œuvre mais elle devient dépendante de la réponse. 

Une vérification à postériori du facteur d’augmentation ou du quantile pris en compte 

devra être effectuée. Notre but étant de viser une efficacité numérique maximale avec 

la méthode IFORM, nous nous concentrons sur la seconde approche. Nous profiterons 

des calculs réalisés avec la méthode de Monte Carlo et d’intégration de la surface de 

réponse pour la vérification à postériori de ce choix. 

 

3.2 PRESENTATION DE L’ETUDE 

Afin de vérifier que l’utilisation de la méthode IFORM permet d’établir un pont 

méthodologique entre une description statistique des environnements et des 

simulations CFD, nous nous proposons d’appliquer la méthode sur la réponse en 

efforts d’un pieu d’éolienne offshore (Figure 16). Un modèle non-linéaire de cylindre 

sur houle irrégulière est spécialement développé. Les résultats obtenus avec IFORM 

seront comparés à des approches de Monte Carlo, d’intégration directe (ou long-terme) 

et règlementaire (Figure 17). Nous verrons que la méthode IFORM permet : 
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· D’obtenir un bon compromis entre le nombre de simulations et la précision ; 

· De détecter avec précision la valeur extrême de la réponse ainsi que les 

environnements y conduisant pour le modèle considéré. 

Les enjeux consistent d’une part à introduire des non-linéarités dans le modèle 

physique utilisé par la méthode IFORM ; d’autre part à vérifier que la méthode permet 

effectivement de calculer la réponse extrême tout en identifiant correctement les 

environnements conduisant à cette réponse. Une fois identifiés les environnements, 

nous proposerons des pistes pour pouvoir déterminer la réponse extrême avec une 

étude CFD. 

 

 

Figure 16 : Schéma de l'éolienne (gauche) et élément de Morison (milieu et droite) 

 

 

Figure 17 : Démarche d'étude IFORM 
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3.2.1 Paramètres du modèle physique 

Le modèle de simulation tient compte des éléments suivants : 

· Structure : il s’agit d’une fondation cylindrique d’éolienne offshore fixe de 

diamètre 7 = 58: et de section transverse ; = <>?

@
 (Figure 16). La 

profondeur d’eau est égale à  = 25!". Les efforts de houle estimés sur la 

fondation sont l’effort horizontal dans le sens de propagation de la houle, et 

le moment fléchissant au pied de de la fondation (sol). La structure est 

positionnée en # = #$. 

· Cinématique de la houle : pour un calcul CFD, il est d’usage d’utiliser un 

modèle de Stokes 5ème ordre [54]. Pour le traitement IFORM, on utilisera ici 

une superposition de houles d’Airy (houle de Stokes d’ordre 1). 

· Hypothèse pour le calcul des efforts : la formulation de Morison (traînée et 

inertie) est appliquée avec la cinématique de houle décrite ci-dessus. Le 

coefficient de traînée et masse ajoutée sont respectivement de %& = 1 et 

%' = 2. 

· Statistiques des états de mer : afin d’avoir un cas d’étude représentatif d’une 

étude réelle, le scatter diagram discret Atlantique nord n°17 issu de la base 

de donnée Global Wave Statistics [55] est utilisé et donné en Table 29 de 

l’Annexe A. Cette base de données est celle utilisée par l’industrie maritime 

et notamment préconisée par l’IACS [56]. Un spectre mono-pic type 

JONSWAP [57] avec γ=2 permet de modéliser les conditions 

environnementales rencontrées. Sans que cela ne soit délicat à considérer, il 

n’y a ici pas de prise en compte du vent et du courant afin de simplifier 

l’étude. 

Les états de mer sont supposés être d’une durée de 3h. La période de retour 

choisie pour l’étude est de 3 mois afin de pouvoir utiliser une approche long-terme par 

tirage de houle (Monte Carlo) et avoir des résultats statistiques convergés tout en 

limitant les temps de calcul. La probabilité associée est de ()!*+,- = 1.3689. 10/). 

 

Le problème est supposé plan. La houle est supposée dans un premier temps 

définie comme une superposition de n houles de Airy (houle irrégulière comme somme 
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de cosinus), en profondeur finie d. La vitesse d’une particule fluide est donnée par (11) 

avec 4, une valeur de phase tirée aléatoirement, # 7 ]:;<>;[ et ? 7 [: < 0].  

 @A#< ?< BC = DE,F,
GHI,A? >  C

JHI, GKJAI,# : F,B > 4,C
L/M

,N$
 (11) 

L’effort de Morison (1) est un effort linéique décomposé en une composante 

inertielle O'A#< ?< BC et une composante de traînée OPA#< ?< BC tel que OA#< ?< BC =
O'A#< ?< BC > OPA#< ?< BC. Le cylindre est supposé positionné en # = #$ = 0, afin de 

s’affranchir de la composante en espace dans la suite des équations. L’effort en pied 

de pieu est obtenu par l’intégration de OA?< BC tel que QRABC = S OA?< BC ?$
TN/& =

QR'ABC > QRPABC. De la même façon, le moment s’obtient par UVABC =
S OA?< BCA > ?C ?$
TN/& = UV'ABC > UVPABC. Le calcul des intégrales est délégué en 

Annexe B.1, les résultats tous calculs faits sont : 

 QR'ABC = W%'XYDE,JZ\A:F,B > 4,CBHI, 
L/M

,N$
 (12) 

 

QRPABC = 1
2W%P^ D JZY\ _@ `?* > ?*aM2 < Bbc defgA?*aM< BC

h/M

*N$
: efgA?*< BCi 

(13) 

 QRABC = QR'ABC > QRPABC (14) 

 

UV'ABC = :W%'XYDE,I,
L/M

,N$
JZ\A:F,B > 4,C `1 : 1

GHI, b

> W%'XY DE,JZ\A:F,B > 4,CBHI, 
L/M

,N$
 

(15) 

UVPABC = 1
2W%P^ D JZY\ _@ `?* > ?*aM2 < Bbc dA > ?*aMCefgA?*aM< BC

h/M

*N$
: A > ?*CefgA?*< BC : efjA?*aM< BC > efjA?*< BCi 

(16) 

 UVABC = UV'ABC > UVPABC (17) 
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Où les expressions de efgA?< BC et efjA?< BC sont données respectivement en (122) 

et (123) de l’Annexe B.1 et ?* est la solution en ? pour laquelle @A?< BC = 0 

développée en Annexe B.2. 

Les expressions (12) à (20) permettent d’accéder aux temporelles des efforts et 

moments en pied de cylindre nécessaires à la suite de l’étude. La formulation 

analytique proposée est plus performante qu’une intégration discrète effectuée au-delà 

de 20 éléments (Figure 77 et Figure 78). De plus pour 20 éléments, l’erreur d’une 

intégration discrète se situera autour de 12.5% (Figure 76). Le modèle proposé est donc 

particulièrement efficace, sans optimisation numérique particulière. 

 

3.2.2 Conversion du scatter diagram discret 

La méthode IFORM nécessite l’utilisation d’une description analytique des 

distributions jointes des paramètres d’environnement. Les données empiriques 

permettent de construire la fonction de densité de probabilité (PDF)  !"#, $%& ainsi 

que la fonction de distribution cumulée (CDF) '!"#, $%& =

( (  !)#, *%&+*%
-.
/.012

+)#
34
54012

. L’intégration de la PDF selon $% et "# nous permet 

d’accéder respectivement aux distributions marginales de "# et $%. 

 

 

Figure 18 : Scatter diagram : densité de probabilité et fonction de distribution 

cumulée 
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Il est fait le choix de décrire la fonction densité de probabilité jointe par le produit 

d’une fonction marginale de "# et de fonctions conditionnelles de $% sachant "# telle 

que : 

  !"#, $%& =  6"#7 !$%|"#& (18) 

Pour le scatter diagram considéré, nous supposerons que "# suit une loi de 

Gumbel [58] et $% sachant "# des lois normales dont les paramètres sont supposés de 

la forme 86"#7 = 9: ; 9<>?@34 et A6"#7 = B: ; B<>C@34. La méthode consiste à 

ajuster une distribution de Gumbel sur la loi marginale en "# et une loi normale pour 

chaque valeur de "# pour en extraire les coefficients 9D, BD. Ces relations nous 

permettent d’accéder aux paramètres 86"#7 et A6"#7 des lois conditionnelles normales 

pour n’importe quel tirage de "#, permettant ainsi de construire des distributions 

 !$%|"#& de façon analytique en accord avec (18). La librairie Python open source 

OpenTurns [59] permettant le traitement et l’ajustement de distributions statistiques 

par la méthode du maximum de vraisemblance a été utilisée ici. 

Les valeurs de coefficients issus des données d’entrées de la Table 29 sont 

données en Table 3. Les valeurs des paramètres de la loi de Gumbel sont estimées à 

E = FGHIHJJK et L = MGMNOKO. Nous pouvons maintenant décrire la probabilité 

conjointe  !"#, $%& =  6"#7 !$%["#& de façon analytique. La qualité de l’ajustement 

est vérifiée graphiquement par le recalcul des distributions marginales (Figure 20). 

 

9: 9< 9P B: B< BP 

10.801541 -4.4403429 -0.1879537 1.5741559 -0.43005537 -0.26378 

Table 3 : Coefficients pour 8 et A 
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Figure 19: Ajustement de 8 et A 

 

 

Figure 20 : Loi marginales empiriques et ajustées 

 

Concernant la distribution marginale de "#, la queue de distribution empirique 

s’éloigne de la queue de distribution ajustée. Cette remarque est confirmée par la 

divergence des points du diagramme QQ (Quantile-Quantile) en Figure 21 qui 

représente les quantiles empiriques et ajustés. A cause de ce biais, la distribution 

ajustée pour "# aura tendance à sous-estimer "# pour les faibles probabilités de 

dépassement. Pour une meilleure représentation, la qualité de l’ajustement 

automatique devra être améliorée (modification de l’échantillon utilisé pour 

l’ajustement, choix d’une autre distribution que Gumbel, etc.). Concernant la 

distribution marginale de $%, nous obtenons une bonne corrélation entre les données 

empiriques et la distribution ajustée : la queue de distribution est bien captée comme 

montré en Figure 20. Cela permet de valider le choix de loi de probabilités 

conditionnelles normales. 
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Figure 21 : Quantile empirique-quantile ajusté pour la distribution de Gumbel 

 

3.2.3 Calculs de l’extrême 

La réponse extrême court-terme est définie par le maxima que prend la réponse 

sur un état de mer de 3h paramétré par  !", #$%. Elle est calculée comme le minimum 

et le maximum de &'()* et +-()* issus de (14) et (20). 

Les quatre approches suivantes sont étudiées pour le calcul des efforts/moments 

extrêmes long-terme : 

· L’approche Monte Carlo : simple à mettre en œuvre une fois la loi de 

probabilité conjointe connue. Elle présente le désavantage de devoir 

effectuer beaucoup de simulations pour obtenir des données statistiques 

convergées, et donc beaucoup de temps de calcul. 

· L’approche par intégration directe de la réponse calculée pour l’ensemble 

du scatter diagram : plus courte à mettre en œuvre, on s’affranchit de la 

convergence statistique long-terme mais pas de la convergence court-terme 

(pour la définition déterministe de la réponse). Cette méthode est 

dépendante des choix de distribution faits. 

· L’approche règlementaire : nous supposerons la réponse gouvernée en !" et 

investiguerons le long du !" 3 mois. 

· L’approche IFORM : l’objet de l’étude. 
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Approche de Monte Carlo 

L’approche Monte Carlo (MC) est la plus directe et coûteuse en temps de calcul. 

Elle consiste en l’approximation de l’intégrale (2) par : 

 & = . /(0*10 = 2[/(3*] 4 5
67/(08*

9

8:;
= /<9 (19) 

Si nous notons >?@ = 2[/@(0*] A 2[/(0*]@ alors la variable 
B9
CD

 EFG A &% 

converge vers une loi normale centrée réduite H par le théorème central limite. Pour 

un niveau de risque I, l’écart JG = EFG A & satisfait K LB9CD
JG M NOPQR ST U = 5 A I VT . 

Nous obtenons donc JG M NOPQR ST
CD
B9 où NOPQR ST  est le quantile de la loi normale 

centrée réduite pour le niveau de risque I. La convergence de l’écart JG est donc 

bornée par 
CD
B9. Cette vitesse de convergence présente l’avantage d’être insensible à la 

dimension de l’espace des paramètres. 

Nous pouvons noter l’importance de l’écart type >? de la réponse quant à 

l’estimation de la convergence. Afin d’avoir un résultat convergé sur un évènement 

apparaissant toutes les 6 fois (pour un niveau de confiance de 90%), les 

recommandations préconisent l’étude d’échantillons de VW6 à 5W6 observations [14], 

basé sur un retour d’expérience des secteurs naval et Oil & Gas. Dans notre cas, 20 

ans d’observations d’états de mer de 3h ont été simulés (58440 observations), pour une 

période de retour souhaitée de 3 mois (731 évènements de 3h). Dans ce cas, nous 

obtenons un ratio d’environ 80, nous assurant une bonne convergence statistique du 

maximum 3 mois. 

La démarche de calcul pour le Monte Carlo est la suivante : 58440 couples 

 !", #$% sont tirés aléatoirement à partir de la loi de probabilité jointe  !", #$% =
/(!"*/ #$|!"%. Le maximum 3h pour chacune des réponses 

(&X8Y, &XZ' , +X8Y, +XZ'* est calculé pour chaque couple  !", #$%. Leur dépendance 

à !" et #$ est représentée sur la Figure 22. 

Les graphes ci-dessous nous donnent les tendances générales d’évolution de 

chaque réponse en fonction de !" et #$. Nous observons que ces maxima évoluent de 

façon croissante avec !". Les moments minimum et maximum ont tendance à être plus 
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dispersés avec !" que les efforts. La corrélation avec #$ est quant à elle plus difficile 

à souligner. 

Les valeurs de réponse sont classées et associées à un quantile pour construire la 

distribution de chaque réponse. Une distribution de Gumbel est ajustée sur ces valeurs 

pour pouvoir calculer la valeur de n’importe quel quantile (cf. Figure 23). La valeur 

associée pour la probabilité de dépassement p3mois = 1.3689.10-3
 peut donc être calculée 

simplement. Les résultats sont discutés en section 3.3. 

 

 

Figure 22 : Dépendance des maxima à !" et #$ 
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Figure 23 : Monte Carlo réponse extrême 

 

Approche par intégration directe 

Cette méthode consiste à calculer la réponse pour toutes les valeurs de couple 

 !", #$% du scatter diagram. Cela nous permet de définir à la fois la surface de réponse 

(associée en général à un quantile court terme), et les distributions de réponse court 

terme pour chaque couple de paramètres. Si l’on veut construire une distribution court-

terme, il faudra évidemment effectuer plusieurs simulations par couple  !", #$%. Dans 

la présente étude, nous avons effectué 40 simulations par combinaison et utilisé une 

distribution de Gumbel pour la représentation de la variabilité court terme. Le nombre 

de 40 simulations a été arbitrairement choisi entre 20 et 50 afin d’avoir une évaluation 

du quantile 50% situé dans intervalle de confiance de 90% [14]. En tenant compte de 

la discrétisation du scatter diagram, le nombre total de simulations se monte à 6600. 

Dans le cas de cette étude, les valeurs de réponse ont été calculées sur la discretisation 

du scatter diagram initial (empirique). Le calcul de la probabilité pour des niveaux de 

réponse donnés a ensuite été effectué grâce à la probabilité jointe analytique. 

La Figure 24 représente les surfaces de réponse associées au quantile 50% pour 

(&X8Y, &XZ' , +X8Y, +XZ'*, ainsi que les valeurs de toutes les simulations effectuées 

pour chaque couple  !", #$%. Cette représentation nous permet d’avoir des 

informations générales sur l’évolution des réponses en fonction de !" et #$, et selon 

leur type. Tous les maxima ont tendance à être plus importants avec la croissance de 

!". Cette remarque est cohérente avec les évolutions présentées avec l’approche 

Monte Carlo. De plus, les moments internes minimum et maximum sont plus impactés 

par #$ pour de forts !", information plus compliquée à interpréter à partir des résultats 

de Monte Carlo. Enfin, la variabilité court-terme augmente avec !" et #$, ce qui 
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montre l’importance de la prise en compte de ce phénomène dans le calcul de la 

réponse finale. De la même façon que pour l’approche Monte Carlo, une fois cette 

distribution empirique calculée, une distribution de Gumbel est ajustée afin d’avoir 

accès à la valeur de n’importe quel quantile, notamment pour la probabilité de 

dépassement de \ !"#$% = 1.3689. 10
& . 

Les distributions de réponse obtenues à partir de l’approche d’intégration directe 

sont données en Figure 25. Les résultats numériques sont discutés en section 3.3. 

 

 

Figure 24 : Surfaces de réponses long-terme 
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Figure 25 : Long-terme – réponse extrême 

 

Approche règlementaire 

La mise en place de cette méthode passe par : 

· La détermination de la valeur '%! "#$% à partir de la loi de probabilité de '% ; 

· La détermination de la valeur maximale sur les états de mer à ce  ! pour 

différents "#. 

La valeur de  ! pour la période de retour de 3 mois considérée est  !$%$&'(! =
12.65$). Concrètement, cela revient à sélectionner des "# sur la droite définie par 

 ! =  !$%$&'(! sur le scatter diagram. La valeur "# obtenue pour la réponse maximale 

est de "# = 4$*. Cela est cohérent avec les surfaces de réponses calculées avec 

l’approche par intégration directe (Figure 26) où il apparaît clairement que le 

maximum sera atteint pour les petites valeurs de "#. Il est rappelé que les surfaces de 

réponse projetées sont calculées pour un quantile court terme de 50%. Les résultats 

numériques sont discutés en section 3.3. 
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Figure 26 : Surfaces de réponses projetées et  !$%$&'(! 
 

 

Approche IFORM 

La démarche est la suivante : 

· Sur la base des données statistiques du scatter diagram, détermination du 

contour + !, "#- pour la probabilité p3mois = 1.3689.10-3 ; 

· Calcul des valeurs d’efforts/moment interne sur le contour trouvé, grâce à 

la formulation semi-analytique. Les valeurs d’effort/moment interne seront 

calculées pour une probabilité de dépassement de 50% (comme pour la 

méthode par intégration directe, 40 simulations sont effectuées par couple 

+ !, "#-, afin d’avoir des distributions court terme bien convergées) ; 

· Le maximum à la période de retour considérée est le maximum obtenu sur 

le contour. 

Le contour ainsi que les états de mer maximisant sont représentés sur la Figure 

27. Les états de mer obtenus sont décrits dans la Table 4. Il est également intéressant 
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de noter que, par construction, le contour est tangent horizontalement et verticalement 

aux  !$%$&'(! et "#$%$&'(!. Cette propriété s’explique simplement par le fait que les 

points du contour pour les valeurs de  !$%$&'(! et "#$%$&'(! (associés à leurs valeurs 

complémentaires respectivement "#$/$03$7$89:3 et  !$/$;<$7$89:3) correspondent au points 

>?@ = 1,?A = BC et >?@ = B,?A = 1C de l’espace gaussien. Les résultats numériques 

des réponses extrêmes sont discutés en section 3.3. 

Les états de mer obtenus sont décrits dans le tableau suivant : 

 D&(E D&FG H&(E H&FG 

 ! (m) 12.4 12.6 12.0 12.2 

"# (s) 9.6 10.2 9.0 9.3 

Table 4 : IFORM - états de mer maximisant 

 

 

Figure 27 : Contour IFORM et états de mer maximisant 

3.3 RESULTATS 

Cette partie récapitule tous les résultats obtenus à travers les différentes 

méthodes. L’approche de Monte Carlo est utilisée comme référence. Les résultats 

numériques sont résumés dans la Table 5. 

D’un point de vue purement qualitatif, les résultats Monte Carlo, long terme et 

IFORM sont très proches (entre -1.83% et 2.32% d’erreur). Il est difficile de quantifier 

d’où proviennent ces légers écarts. Les principales sources peuvent provenir : 

· Du nombre de simulations du Monte Carlo ; 
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· De la discrétisation du scatter diagram pour le long terme ; 

· De la méthode d’intégration numérique pour le long terme ; 

· De la qualité de l’ajustement de la distribution conjointe analytique. 

 

  Monte Carlo 
Long-

terme 
 ! =  !"#$%&! IFORM 

 
Nombre de 

simulations 
58440 6600 - 2880 

T
 =

 3
 m

o
is

 

'$&( (N) -4.06.106 -4.03.106 -4.87.106 -4.16.106 

Erreur relative - 2.32% 19.9% 2.32% 

'$)* (N) 4.06.106 4.02.106 4.92.106 4.11.106 

Erreur relative - 1.25% 21.3% 1.25% 

+$&( (N.m) -6.44.107 -6.33.108 -1.07.108 -6.53.107 

Erreur relative - -1.83% 65.8% 1.30% 

+$)* (N.m) 6.44.107 6.45.108 1.07.108 6.44.107 

Erreur relative - 0.16% 66.8% 0.02% 

Table 5 : Comparaison des résultats sur les extrêmes 

 

Un point notable est que l’approche règlementaire consistant à calculer la 

réponse pour un ensemble de ,- pour  ! =  !"#"$%&! est extrêmement conservative 

dans notre cas d’application. Cette remarque doit être prise avec du recul lors de l’étude 

d’autres types de réponses. 

Monte Carlo, long terme et IFORM donnent des résultats très proches. 

L’approche IFORM permet d’effectuer un nombre de simulations réduit. 

Une information intéressante que fournit IFORM contrairement aux méthodes 

de Monte Carlo et long-terme est l’identification des environnements conduisant à 

maximiser la réponse (Table 4). Par contre aucune information sur la surface de 

réponse n’est disponible, au contraire des autres méthodes, et la méthode doit être 

réappliquée à chaque nouvelle probabilité de défaillance. 

A des fins de validation, la superposition du contour avec les iso-réponses 

montré en Figure 28 permet de vérifier la tangence du contour au niveau du point de 

design identifié par IFORM. 

Les résultats Monte Carlo (et long terme) nous fournissent la distribution de 

réponse ./0 1 23 = '/23 représentée en Figure 23 Au travers d’un ajustement sur 

cette distribution, nous avons accès la densité de probabilité de la réponse 4/03. Grâce 
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à cela nous pouvons construire la densité de probabilité d’un environnement, 

connaissant un niveau de réponse donné 45 !6 ,-|07. Cette densité nous permet de 

savoir quels sont les environnements qui auront le plus de chances de faire apparaître 

la réponse visée. Comme 4506 !6 ,-7 = 4/0345 !6 ,-|07 = 45 !6 ,-7450| !6 ,-7, 

la densité de probabilité des évènements les plus impactant est calculée par : 

 45 !6 ,-|07 =
45 !6 ,-7450| !6 ,-7

4/03
 (20) 

Cette densité de probabilité calculée à partir de la valeur de réponse 3 mois, 

superposée au contour IFORM avec chaque réponse maximale, est montrée en Figure 

29. Deux observations peuvent être faites : 

· Le contour passe bien au travers du pic du maximum de densité de 

probabilité ; 

· Les états de mer identifiés par IFORM sont très proches de ce pic. 

 

Finalement, pour notre cas d’application d’un cylindre fixe perçant la surface 

libre soumis à une houle irrégulière, les états de mer identifiés par IFORM peuvent 

être pris comme centre de discrétisation de l’espace de variables  ! et ,- afin 

d’effectuer des calculs plus poussés et lourds de type CFD. Cela revient à entreprendre 

une approche de type plan d’expérience (sur un modèle plus lourd) centré sur les 

environnements identifiés par IFORM (et son modèle léger). 
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Figure 28 : Contour IFORM et iso-réponses 

 

 

Figure 29 : Etats de mer les plus impactant 
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3.4 CONCLUSION 

Ces travaux ont été réalisés dans le cadre du projet HYSMAR (HYdrodynamique 

des Structures MARines, 2011-2014) porté par l’IRT Jules Verne et les résultats 

obtenus ont été présentés lors des conférences « 14èmes Journées de 

l’Hydrodynamique » (2014) [60] et « EWTEC » (2015) [24]. 

Les présents travaux avaient pour objectif de fournir une méthodologie faisant 

le lien entre une description statistique des environnements marins et des simulations 

numériques coûteuses en CFD. Nous avons proposé l’utilisation de la méthode IFORM 

pour faire un début de pont méthodologique. Un modèle analytique de réponse en 

efforts internes d’un mât d’éolienne offshore fixe soumis à des chargements 

hydrodynamiques non-linéaires de Morison sur houle irrégulière a été développé. La 

réponse extrême a été calculée suivant les approches IFORM, de Monte Carlo, 

d’intégration directe et règlementaire. Bien que le modèle hydrodynamique soit très 

non-linéaire, la réponse en efforts interne reste très régulière à la vue des surfaces de 

réponses. Sur le modèle considéré, la méthode IFORM permet d’obtenir une précision 

sur la valeur de l’extrême de l’ordre de ±2% par rapport à une approche directe de 

Monte Carlo, et du même ordre de grandeur qu’une approche par intégration de la 

surface de réponse. 

Une vérification de la localisation des états de mer conduisant à la réponse 

extrême identifiés par IFORM a été effectuée à partir d’un calcul de répartition des 

états de mer les plus impactant issu du calcul long-terme mené en parallèle. 

 

Les principaux avantages de la méthode IFORM sont les suivants : 

· Faible coût comparé à une méthode par intégration de la surface de réponse ; 

· Identification des couples de paramètres conduisant à la réponse maximale ; 

· Pas de restriction sur le nombre de variables aléatoires caractérisant un 

environnement (houle, vent, courant, etc.) ; 

Ses principaux désavantages sont les suivants : 

· Pas de prise en compte de variable aléatoires discontinues. Certains auteurs 

[47,48] ont introduit la discontinuité d’état (discontinuité d’état de 

fonctionnement de l’éolienne en fonction de la vitesse de vent) dans le 
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modèle de simulation de la turbine lui-même. L’hypothèse de linéarisation 

au point de conception, intrinsèque à la méthode IFORM, est alors remise 

en cause ; 

· Imprécise pour des réponses très non-linéaires [47,48] : il est nécessaire de 

garder un recul suffisant sur la réponse étudiée et si possible connaître les 

géométries de la surface de réponse ; 

· Pas d’information pour plusieurs probabilités de défaillance. 

Les recommandations que nous pouvons tirer de ces travaux est que la méthode 

IFORM, combinée à un modèle de simulation rapide, permet d’identifier des zones 

d’environnements les plus impactant à simuler avec une simulation plus fine. Cette 

conclusion est valable si le modèle rapide est suffisamment représentatif du modèle 

fin. Une phase de validation du modèle léger est donc nécessaire. Cette proposition 

méthodologique revient à une approche par paramètre de charge dimensionnant 

comme décrit en paragraphe 2.1. Une fois le point de design identifié, un quadrillage 

des paramètres d’environnement autour du point de design peut être effectué afin 

d’alimenter le modèle plus fin. Cette démarche correspond à la description de 

« multiple design seastates » décrite dans [14] et à une approche de type « plan 

d’expérience ». Dans le cas de l’étude d’une réponse via la CFD, plusieurs simulations 

de plusieurs heures pour avoir une description de la variabilité court terme sur des états 

de mer complètement développés ne seront pas envisageables. Dans ce cas, une 

conversion de la houle en vague de design [14,19] sera nécessaire. 

L’utilisation de la méthode IFORM telle que proposée constitue donc un premier 

niveau d’une fusée à étage faisant le lien entre la description sous forme de 

distributions jointes des paramètres environnementaux, et le calcul de la réponse 

hydrodynamique extrême d’une éolienne offshore au travers d’un modèle CFD. 

 

Maintenant que la brique méthodologique IFORM est posée, nous allons nous 

intéresser à l’étude de la méthode de tir pour le calcul d’éléments élancés statiques, 

toujours dans l’optique d’améliorer les méthodologies et modèles conciliant précision 

et performance de calcul. Comme mentionné plus haut, la méthode de tir s’incorpore 

comme brique de modélisation des éléments élancés dans le contexte de simulation 

globale d’une éolienne flottante. 
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4.1 ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE 

4.1.1 Rappel du contexte 

Plusieurs approches issues des milieux Oil & Gas et éolien onshore peuvent être 

envisagées pour l’étude de l’évolution en temps des éléments élancés d’une éolienne 

offshore : l’approche dynamique et l’approche quasi-statique. La première approche a 

l’avantage de tenir compte des effets dynamiques, et est donc théoriquement plus 

précise mais peut induire en pratique des problèmes de précision et/ou de convergence. 

Les paramètres de discrétisation doivent alors être raffinés, conduisant à des 

simulations plus longues. La seconde approche consiste à supposer les éléments 

poutres et/ou fils composant l’éolienne en équilibre statique à chaque pas de temps. 

Elle a l’avantage de s’affranchir de problèmes de convergence liés à la résolution 

temporelle, et permet théoriquement l’utilisation de pas de temps plus larges afin de 

réduire les temps de simulation. De plus, afin d’initialiser des calculs dynamiques, une 

méthode de résolution statique est nécessaire. Dans la pratique, les codes de calcul 

éolien initialisent les éléments élancés à partir d’une géométrie non chargée, et les 

débuts de simulations comportent nécessairement des phases transitoires de relaxation 

devant être retirées des résultats finaux. 

 

Les types de modèles structurels (pales, tour et/ou ancrage) utilisés en éolien 

offshore ont été vus dans l’état de l’art général en paragraphe 2.2.3, et sont au nombre 

de trois : l’approche modale, l’approche multi-corps dynamique et l’approche EF 1D 

dynamique. L’avantage de ces méthodes est le fort recul de l’état de l’art sur ces 

approches : mises en œuvre EF et multi-corps maîtrisées, application à des géométries 

non-linéaires et discontinues, généralisation naturelle des approches discrètes dans 

leur utilisation dans un contexte multi-corps, etc. Les approches discrètes EF ou multi-

corps permettent également d’effectuer des analyses modales afin de vérifier les 

caractéristiques globales de masse et de raideur du modèle de l’éolienne. Les équations 

finales des poutres écrites en dynamique issues de ces méthodes de calcul de structure 

s’interfacent directement pour le couplage aérodynamique avec la BEMT. Cette 

dernière base en effet son calcul de coefficients d’induction sur une discrétisation des 

sections aérodynamiques le long des pales, fournissant des charges aérodynamiques 

discrétisées facilement applicables sur un maillage. Les limites de ces approches 
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concernent la bonne convergence des champs sur les maillages. Cette précision est 

impactée par les paramètres de discrétisation en espace et en temps. Des études de 

convergence sont nécessaires et se rajoutent au nombre de cas de chargement 

normatifs. De plus, les valeurs des paramètres pour une bonne convergence peuvent 

dépendre des cas de chargement, ce qui peut être source d’erreur et ce qui nécessite 

donc une réelle expertise. La conséquence de cette limitation, déjà discutée en 

paragraphe 2.2.3, concerne les temps de calcul des méthodes discrétisées. La prise en 

compte des phénomènes dynamiques nécessite des discrétisations en espace fines pour 

maintenir une précision acceptable et entraîne des temps de calculs élevés [22]. 

 

Compte tenu des limitations inhérentes à l’approche dynamique pour l’analyse 

des structures élancées, il s’agit ici de tirer profit du retour d’expérience issu du secteur 

Oil & Gas pour l’appliquer au secteur éolien offshore et envisager le problème sous 

l’angle de la modélisation quasi-statique. Afin de marquer une rupture méthodologique 

avec les méthodes discrètes utilisées dans la concurrence, et dans l’optique de 

s’appuyer sur les avantages de précision et vitesse de la méthode de tir observés sur la 

résolution statique des modèles caténaires, le Dr Thomas Gazzola a initié des travaux 

sur l’application de la méthode à des corps élancés 3D visant des applications pour des 

études d’ancrages et de risers, travaux n’ayant pas fait l’objet de publication. De 

premiers résultats encourageants ont été obtenus en utilisant une méthode de tir simple 

pour résoudre les équations de la statique des fils et poutres avec et sans contact avec 

une surface solide. Les conditions aux limites étaient écrites au cas par cas et limitées 

à trois types : rotules, encastrement et libre. De plus, le paramétrage en cosinus 

directeurs des rotations des sections de poutre entrainait des traitements spécifiques 

selon les combinaisons de conditions aux limites étudiées. Ces deux aspects sont 

limitants dans le cadre de la simulation en service d’éoliennes offshores car d’autres 

types de liaisons mécaniques faisant office de conditions aux limites doivent être 

représentés : liaison rotule pour les amarrages, encastrement pour les pieds pales, libre 

pour les bouts de pales, flexjoint pour les câbles d’export de courant, pivot pour l’arbre 

du rotor, etc. Dans l’optique d’une résolution statique des éléments rigides et élancés, 

il s’agit donc de pouvoir étudier indifféremment tous types de conditions aux limites, 

de s’affranchir de cas particuliers dus au choix du paramétrage en rotation des sections 

matériau et de se placer dans un contexte multi-corps. 
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De plus, les configurations de systèmes d’ancrage, souvent issues de 

l’expérience de l’Oil & Gas, peuvent être complexes : bouée, tronçon flottant, 

matériaux de types différents pouvant être articulés au travers de liaisons cinématiques, 

etc. Au contraire des méthodes discrètes comme les éléments finis et les différences 

finies, la méthode de tir est une méthode continue. Les différentes configurations 

mentionnées sont vus comme des discontinuités d’un point de vue des corps élancés, 

et il est primordial de pouvoir traiter ces cas via la méthode de tir. 

Les paragraphes suivants décrivent donc l’extension de la méthode de tir pour 

répondre à la problématique de résolution statique des corps élancés 3D dans un 

contexte multi-corps. 

 

4.1.2 Méthode de tir 

La méthode de tir est une technique de résolution de problèmes dits « aux deux 

bouts » (TPBVP) régis par une équation différentielle ordinaire [61] (ODE) ainsi qu’un 

couple de conditions aux initiales et finales. C’est une méthode basée sur le Principe 

du Maximum de Pontriaguine [62], utilisée en contrôle optimal afin de déterminer les 

solutions cibles d’un problème différentiel en temps [44]. Elle fait partie des méthodes 

de résolution dites indirectes, contrairement aux méthodes directes (telles que les 

éléments finis et les différences finies) qui impliquent une discrétisation totale ou 

partielle du problème. Du fait de sa grande précision, la méthode de tir a été utilisée 

lors des problèmes de mise en orbite [44] permettant de calculer les lois de contrôle 

pour atteindre une trajectoire cible. Dans des domaines se rapprochant de la 

mécanique, elle a été utilisée dans la modélisation de robots classiques (bras articulé) 

[45] ou en milieu médical (robot souple continu) [63] pour ses performances de temps 

de calcul en temps réel comparée aux méthodes discrètes. La méthode de tir a 

également été utilisée en offshore pour l’analyse la configuration d’équilibre quasi-

statique de câbles sous-marins se déformant en 3D. Les cas d’application concernaient 

l’étude du profil et des tensions d’une ligne simple soumise à de la gravité et du courant 

et connectant, au travers de liaison rotules, un bateau à un engin au fond de l’eau 

[64,65]. 

La méthode de tir permettant la résolution de problèmes gouvernés par une ODE, 

son application à des cas dynamiques gouvernés par des équations aux dérivées 
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partielles (PDE) n’est pas directe. Deux possibilités peuvent classiquement être 

considérées : utiliser la méthode des caractéristiques pour reformuler le PDE en ODE 

(une reformulation des conditions aux limites en fonctions des variables 

caractéristiques est nécessaire) ; ou alors discrétiser la dérivée en temps afin de revenir 

au formalisme développé dans ce mémoire en tenant compte de termes inertiels 

supplémentaires dans le bilan des efforts [43]. Enfin, dans le domaine mécanique 

toujours en lien avec l’application originelle de détermination de solutions cibles en 

temps, la méthode de tir a été utilisée pour le calcul de modes propres non-linéaires de 

poutres à section variable [66,67,68]. 

 

Afin d’illustrer la méthode, considérons la résolution d’un problème aux limites 

basé sur l’ODE du second ordre suivante : 

 
 !!(") = #$",  ("),  !(")%, " & ]', *[ 

 (') = +,  (*) = - 

(21) 

La solution de ce type de problème n’existe pas forcément et n’est pas forcément 

unique si elle existe. Les conditions imposées aux bords sont de type Dirichlet. En 

revanche, le problème aux conditions initiales (22) (IVP), faisant intervenir la même 

équation différentielle possède, en général, une unique solution qui dépend du choix 

de la valeur . dans la condition  !(') = .. 

 
 !!(") = #$",  ("),  !(")%, " & ]', *[ 

 (') = +,  /(') = . 
(22) 

On observe que les conditions imposées sont cette fois de types différents, le 

problème aux limites a été converti en un problème de Cauchy. Pour obtenir une 

solution du problème (21), une méthode consiste à trouver . = .0 de manière à ce que 

la solution correspondante  =  (", .0) du problème aux conditions initiales (22) 

satisfasse la condition aux limites  (!) =  (!, "#) = $. Cela revient à recherche " 
annulant la fonction de contrainte %(") : 
 %(") =  (!, ") & $ (23) 

La famille de méthodes de résolution de problèmes aux limites faisant appel à la 

résolution d’une succession de problèmes aux valeurs initiales porte le nom de 
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méthodes de tir. Dans le cas où (22) est un problème aux limites linéaire, il s’écrit sous 

la forme suivante : 

 
 ''(*) = +(*) '(*) - .(*) (*) - /(*), * 0 ]1, ![ 

 (1) = 2,  (!) = $ 

(24) 

Où +, . et / sont des fonctions continues sur [1, !] et 2 et $ les valeurs aux 

limites. Sous ces hypothèses, il existe une unique paire de fonctions ( 3,  4) de classe 

%4 sur [1, !] solutions respectivement des problèmes (25) et (26). 

  3''(*) = +(*) 3'(*) - .(*) 3(*) - /(*), * 0 ]1, ![ (25) 

  3(1) = 2,  3'(1) = 5  

  4''(*) = +(*) 4'(*) - .(*) 4(*), * 0 ]1, ![ (26) 

  4(1) = 5,  4'(1) = 6  

La solution de (24) s’écrivant pour  4(!) 7 5 (le cas  4(!) = 5 implique  4 8
5 compte tenu de (26)) : 

  (*) =  3(*) - $ &  3(!) 4(!)  4(*) (27) 

Dans un cas d’équations différentielles ordinaires linéaires, la solution du 

problème aux limites est obtenue par combinaison linéaire des solutions de deux 

problèmes aux valeurs initiales. 

 

La méthode de résolution du cas non-linéaire général décrit par (22) est identique 

à la technique de résolution linéaire, à l’exception près que la solution du problème 

non-linéaire ne peut pas s’exprimer comme une combinaison linéaire de solutions de 

deux problèmes aux valeurs initiales. Au lieu de cela, la solution du problème non-

linéaire est obtenue comme une suite de solutions de problèmes aux valeurs initiales 

faisant intervenir la pente " = "9 telle que : 

 lim9:; (!, "9) =  (!, "#) =  (!) = $ (28) 

Où  (*, "9) est la solution du problème aux valeurs initiales (22) et  (*) la 

solution du problème aux valeurs limites (21). Le but est de venir ajuster la pente 



 

76 Chapitre 4 : La méthode de tir 

comme l’on viendrait ajuster son tir en visant une cible statique, d’où le nom de la 

méthode (Figure 30). 

La procédure consiste à initier le tir à la pente "< à partir du point (1, 2). Si 

 (!, "<) n’est pas suffisamment près de $, on corrige l’élévation successivement en 

"3, "4, jusqu’à ce que  (!, "9) soit suffisamment près pour toucher $ (Figure 31). 

 

 

Figure 30 : Illustration de la méthode de tir 

 

 

Figure 31 : Itérations de la méthode de tir 
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La suite de pentes "9 est obtenue par la résolution de la fonction de contrainte 

décrite en (23). La méthode de Newton est la plus utilisée. L’actualisation de "9 en 

dimension 1 est donnée par (29) et en dimension > ? 6 par (30). 

 "9@3 = "9 & %("9)A%A" ("9)
= "9 &  (!, "9) & $A A" (!, "9)

 (29) 

 "9@3 = "9 & BA%A" ("9)C
D3

%("9) (30) 

L’expression de 
EF
EG (!, "9) n’est pas connue et peut s’évaluer numériquement par 

différence finie de façon classique ou par intégration d’un problème aux valeurs 

initiales. Dans le second cas si l’on vient écrire (22) en faisant dépendre la solution de 

" telle que HI*,  (*, "),  '(*, ")J, il vient : 

 
A ''A" (*, ") = AHA I*,  (*, "),  '(*, ")J A A" - AHA ' I*,  (*, "),  '(*, ")J A 

'
A"  (31) 

 
A A" (1, ") = 5  

 
A 'A" (1, ") = 6  

En posant K(*, ") = EF
EG (*, "), (31) se met sous la forme du problème aux valeurs 

initiales : 

 K''(*, ") = AHA I*,  (*, "),  '(*, ")JK - AHA ' I*,  (*, "),  '(*, ")JK' (32) 

 K(1, ") = 5  

 K'(1, ") = 6  

L’intégration de (32) permet d’évaluer la quantité 
EF
EG (!, ") nécessaire à 

l’actualisation de " au travers de (29). La méthode de Newton avec calcul du jacobien 

semi-analytiquement nécessite donc l’intégration (numérique) de deux problèmes aux 

valeurs initiales (22) et (32). 
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4.1.3 Approches concurrentes : avantages / inconvénients 

Une revue des avantages et inconvénients des méthodes EF et différences finies 

(multi-corps) pour la modélisation des poutres a été effectuée dans l’état de l’art 

général en paragraphe 2.2.3. Il s’agit ici d’en rappeler les grandes lignes à comparer 

avec les caractéristiques de la méthode de tir vue sous l’angle de la théorie du contrôle. 

En faisant le parallèle avec la théorie du contrôle optimal [44], les méthodes 

directes (type EF) présentent l’avantage de ne pas avoir besoin de connaissance à priori 

de la solution (de l’état statique final) pour obtenir la convergence, permettent la prise 

en compte de contraintes sur le vecteur état (au travers de liaisons cinématiques) de 

façon simple, et elles sont robustes numériquement. Par contre, ces approches sont 

gourmandes en mémoire, en temps de calcul, et peuvent être imprécises du fait de la 

méthode de discrétisation utilisée ainsi que du pas de temps utilisé. Les méthodes 

indirectes (type méthode de tir) présentent quant à elles l’avantage d’avoir une très 

grande précision pour des temps de calculs faibles même pour des problèmes de grande 

dimension (possibilité de paralléliser les calculs lors de l’intégration de tronçons en 

multi-tir). De plus, elles transfèrent naturellement et de façon automatique le problème 

de contrôle de l’erreur et du pas d’intégration au niveau du solveur du problème aux 

valeurs initiales, permettant à son utilisateur de s’affranchir de ces tâches critiques. 

Elles ont l’inconvénient d’être moins robustes : sensibilité aux valeurs initiales et petit 

domaine de convergence autour de la solution recherchée. La technique de tir multiple 

(multi-tir) qui sera décrite dans les paragraphes suivants permet une augmentation du 

rayon de convergence de la méthode simple présentée ici [69]. Comme la méthode de 

tir utilise généralement des algorithmes de Newton, des techniques de modification de 

la direction de descente sont utilisées afin d’améliorer la convergence de l’algorithme 

[70]. 

Bien qu’utilisée sur des problèmes spécifiques de câbles ou de poutres, l’état de 

l’art n’établit pas de généralisation du formalisme de la méthode de tir appliquée aux 

fils, poutres avec plusieurs types de conditions aux limites et multi-corps statique. 

C’est l’objectif du travail qui sera décrit dans la suite de ce chapitre. 
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4.2 METHODES DE TIR APPLIQUEES AUX FILS ET AUX POUTRES 

Ce paragraphe rappelle la cinématique des fils et des poutres, les lois de 

comportement élastique ou indéformable, et les équations d’équilibre associées. Un 

formalisme d’écriture des conditions aux limites de manière compatible avec la 

méthode de tir sera proposé. Nous développerons les équations de la méthode de tir 

simple dans ce nouveau formalisme. Nous introduirons ensuite la méthode de tir 

multiple pour l’étude des discontinuités sur un segment unique. Enfin, dans l’objectif 

de modéliser statiquement des segments interconnectés, nous proposerons une 

extension de la méthode de tir multiple classique : la méthode multi-corps/multi-tir. 

Précisons dès à présent que la notation  ! sera utilisée pour designer la matrice 

antisymétrique du produit vectoriel issue du vecteur " = [ #  $  %]& telle que " ×
' =  !' avec : 

  ! = ( 0 ) %  $ % 0 ) #) $  # 0 * (33) 

 

4.2.1 Equations de la statique des fils 

Le problème aux limites d’un modèle poutre est constitué d’une équation 

différentielle ordinaire associée à deux conditions aux limites aux extrémités du 

segment. La formulation de la théorie des poutres dérive du formalisme défini dans 

[71]. Aucune hypothèse de petites déformations ou petits déplacements n’est prise, et 

le fil peut être soumis à de grandes déformations en extension. Les hypothèses qui sont 

prises pour la cinématique du fil sont les suivantes : 

(i) la configuration de la poutre est définie comme un ensemble de points 

matériels dans l’espace (sections matérielles) ayant la propriété de 

représenter une courbe dans +%
 ; 

(ii) le fil est supposé parfaitement flexible et n’est soumis qu’à des 

déformations en extension suivant la fibre neutre ; 

(iii) les fonctions définissant les propriétés géométriques et mécaniques sont 

suffisamment régulières pour être dérivées autant de fois que nécessaire (en 

général une classe  ! ou  " suffit). 
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Cinématique du point matériel 

A partir de (i), le paramétrage d’un point matériel se fait par la description d’un 

vecteur global #($) identifié dans un système de coordonnées globales par le paramètre 

$. Ce paramètre est pris comme l’abscisse curviligne sur la configuration de référence 

(configuration non contrainte) #%($) tel que &%($) = |'*#%($)| = 1, où '* + est la 

dérivée partielle par rapport au paramètre $. 

A partir de (i) et (ii) l’élongation & est définie telle que &($) = |'*#($)| > 0. Sur 

la configuration de référence l’abscisse curviligne est définie sur l’intervalle $ , [0- .]. 
La longueur à vide (non déformée) est obtenue par la relation . = / &%($)2$3

% . La 

longueur déformée s’obtient quant à elle par 4 = / &($)2$3
% . 

Dans cette description géométrique, nous introduisons le vecteur d’élongation 

5($) qui représente les déformations suivant la fibre neutre de la configuration 

déformée, ainsi que sa norme &($) qui est valeur de l’allongement. Il vient l’équation 

différentielle décrivant les déformations géométriques du problème de statique des 

fils : 

 '*#($) = 5($) = &($) '*#($)|'*#($)| (34) 

 

 

Figure 32 : Cinématique de fils 

 



 

4.2 Méthodes de tir appliquées aux fils et aux poutres 81 

Equations d’équilibre 

Les forces et moments agissant sur un segment générique (6- $) avec 0 < 6 <
$ < . sont les efforts (internes) de contact 78($) exercés par le segment ($- .) sur 

(6- $), et 97:(6) les efforts de contact (internes) exercés par le segment (0- 6) sur le 

segment (6- $). 
Nous supposerons que tous les autres types de forces (externes) appliqués à un 

segment sont de la forme / ;(?)2?*
@ , où ;($) sont les forces par unité de longueur 

(aussi dénommés linéiques ou distribuées) agissant sur le fil. Les vecteurs 7:, 78 et ; 

sont définis dans le système de coordonnées global. Pour tout 0 < 6 < $ < ., 

l’équation d’équilibre statique du segment (6- $) s’écrit sous la forme : 

 78($) 9 7:(6) A B ;(?)2?
*

@
= 0 (35) 

La condition de continuité (iii) impose 78(6) = 7:(6) = 7(6) lorsque $ C 6. 

Si l’on suppose un segment élémentaire de longueur  !, alors la convention de signe 

pour " est la suivante : les forces exercés par le point matériel situé à ! +  ! sur le 

point matériel situé à ! (de la droite sur la gauche) sont positifs. 

Finalement, en venant différentier (35) par rapport à l’abscisse curviligne !, la 

seconde équation différentielle du problème portant sur le vecteur tension " est 

obtenue : 

 #$"(!) = %&(!) (36) 

 

Loi de comportement 

La loi de comportement caractérise les propriétés matériaux du fil au travers 

d’une relation liant les forces de contact " avec le changement de forme du fil pour 

toute configuration '. L’hypothèse (ii) impose #$'(!) × "(!) = *, ,! - [0. /]. En 

utlisant (34) nous définissons la loi de comportement comme : 

 1(!) = 23(|"(!)|. !) "(!)|"(!)| (37) 

23(|"(!)|. !) = 4(!) > 0 est l’élongation déjà introduite dans les paragraphes 

précédents qui ne dépend que de la norme de vecteur de tension. Cette définition 

impose évidemment |"(!)| 5 0. 
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L’équation (37) représente la forme générale de loi de comportement pour un fil. 

Selon la fonction d’élongation 23(|"(!)|. !) prise en compte, il est possible de 

modéliser un comportement en élasticité linéaire, hyperélastique ou au contraire 

inextensible. Seuls les cas en élasticité linéaire (38), et inextensible (39) seront traités 

par la suite. 

 23(|"(!)|. !) = 6 + |"(!)|7(!)8(!) (38) 

 23(|"(!)|. !) = 6 (39) 

Où 7(!) et 8(!) sont respectivement le module d’Young et l’aire de la section 

matérielle, pouvant dépendre de l’abscisse curviligne. Injecter (38) et (39) dans (37), 

nous permet d’obtenir avec (34) les équations différentielles géométriques (40) pour 

le cas de l’élasticité linéaire et (41) pour le cas inextensible. 

 #$'(!) = 96 + |"(!)|78 : "(!)|"(!)| (40) 

 #$'(!) = "(!)|"(!)| (41) 

 

Bilan des équations du système différentiel 

Pour les fils, nous introduisons le vecteur ; tel que ;(!) = ['(!). "(!)]< pour 

mettre les équations sous la forme #$; = ?(;. !). En considérant l’équilibre statique 

des efforts internes, l’équation géométrique et les lois de comportement, le système 

d’équation de la statique des fils s’écrit pour un fil inextensible : 

 #$; = @#$' = "|"|#$" = %& (42) 

Et pour un fil en élasticité linéaire : 

 #$; = A#$' = 96 + |"|78: "|"|#$" = %&  (43) 
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Evolution des champs finaux par rapport aux valeurs initiales 

Le but est de calculer 
B;B;* (! = /) qui sera utilisé dans le calcul du jacobien du 

problème de tir. Nous utilisons la même démarche que présentée en paragraphe 4.1.2 

et nous venons faire dépendre la solution ; des valeurs initiales ;* tel que ; =;(!. ;*). En venant dériver #$; = C(;. !) par rapport à ;*, nous obtenons l’IVP 

linéaire suivant : 

 #$ D #;#;*E = #C(;. !)#; #;#;* (44) 

 
#;#;* (! = 0) = F  

En intégrant cet IVP, nous pouvons évaluer 
B;B;* à ! = /. Pour cela, il s’agit 

maintenant d’estimer les termes non nuls de 
BC(;.$)B;  pour les équations (42) et (43). A 

partir de (37) nous avons : 

 
##" (1) = ##"D23(|"|) "|"|E = 23 G(|"|)F + 923 G(|"|) % 23(|"|)|"| : HIJ|"|J (45) 

Nous laissons la possibilité aux efforts extérieurs de dépendre de la position 

courante ' ainsi que de la tangente K = BL'|BL'| = 11 = "|"| tel que & = &('. K). Nous 

supposons connues les expressions des dérivées
B&B' ('. K) et 

B&BK ('. K). Dans ce cas : 

 
 & " ('. K) = %#&#K D'. "|"|E HIJ|"|J (46) 

 

4.2.2 Equations de la statique des poutres 

La cinématique associée aux modèles poutres peut être vue comme une 

complexification de la cinématique des fils pour laquelle nous venons rajouter la 

notion d’orientation d’une section du corps élancé. Nous verrons que la prise en 

compte des rotations dans le cadre théorique nécessite un traitement particulier 

supplémentaire comparé au formalisme des fils. L’approche de mise en équation reste 

cependant la même. 



 

84 Chapitre 4 : La méthode de tir 

Le problème aux limites d’un modèle poutre est également constitué d’une 

équation différentielle ordinaire associée à deux conditions aux extrémités du segment. 

Que ce soit la théorie d’Euler-Bernoulli, Timoshenko [72], Kirchhoff-Love [73,74], 

Simo-Reissner [75] ou Cosserat [76], toutes sont basées sur l’hypothèse que les 

sections normales à la fibre neutre suivent une cinématique de corps rigide. La 

formulation la plus générale de la théorie des poutres des frères Cosserat est utilisée 

dans la suite, dont le formalisme dérive de Antman [71]. Aucune hypothèse de petites 

déformations ou petits déplacements n’est considérée, et la poutre peut être soumise à 

de grandes déformations couplant flexion, torsion, extension et cisaillement. Les 

hypothèses qui sont retenues pour la cinématique de poutre sont les suivantes : 

(i) la configuration de la poutre est définie comme un ensemble de points 

matériels orientés dans l’espace (sections matérielles) ayant la propriété de 

représenter une courbe dans  !, 

(ii) les sections matérielles ont une cinématique de corps rigide, 

(iii) les fonctions définissant les propriétés géométriques et mécaniques sont 

suffisamment régulières pour être dérivées autant de fois que nécessaire (en 

général une classe "# ou "$ suffit) 

 

Cinématique du point matériel 

A partir de (i), le paramétrage d’un point matériel se fait par la description d’un 

vecteur global %(&) définissant le champ géométrique de position du point, et par deux 

vecteurs '*(&) et '+(&) contenus dans le plan de la section matérielle comme indiqué 

en Figure 33. L’hypothèse (ii) impose que l’angle entre '* et '+ soit constant 

(mouvement de corps rigide). Par soucis de simplicité, '* et '+ sont choisis 

orthogonaux. Nous pouvons donc définir un troisième vecteur ', orthogonal aux deux 

derniers cités tel que ', = '* × '+. Ces trois vecteurs sont appelés directeurs et, tels 

que définis, constituent le second champ géométrique par leur assemblage en la 

matrice de rotation -(&) représentant l’orientation de la section. Les deux champs 

géométriques %(&) et -(&) dépendent du paramètre & identifié comme l’abscisse 

curvilinéaire sur la configuration de référence (configuration non contrainte) 

.%/(&)0 -/(&)1 tel que 23%/(&) = 45(&) et 23-/(&) = 67/(&)-/(&) où 23 8 est la 

dérivée partielle par rapport au paramètre &. Sur la configuration de référence 
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l’abscisse curviligne est définie sur l’intervalle & 9 [:0 ;]. La longueur non déformée 

du segment matériel est ; = < >45(&)>?&@
/ .A45 et B5 sont respectivement les vecteurs 

pré-déformation et pré-courbure (i.e. déformation et courbure sur la configuration de 

référence non contrainte). 

A partir de la description géométrique, nous introduisons les vecteurs de 

déformation 4(&) et de courbure B(&) tels que : 

 23%(&) = 4(&) (47) 

 23-(&) = 67(&)-(&) (48) 

Le vecteur B représente les courbures le long des vecteurs colonnes de - =
['* '+ ',] qui sont les trois directeurs '*, '+ et ', de la théorie des poutres de 

Cosserat. 4(&) et B(&) sont appelées déformations généralisées. 

 

 

Figure 33 : Cinématique de poutre 

 

Equations d’équilibre 

Le processus de définition des efforts et moments internes est identique à celui 

effectué pour le cas des fils. Les forces et moments agissant sur un segment générique 

(C0 &) avec : D C D & D ; sont les efforts (interne) de contact EF(&) et GF(&) exercés 

par le segment (&0 ;) sur (C0 &) et HEI(C) et HGI(C) les efforts de contact (interne) 

exercés par le segment (:0 C) sur le segment (C0 &). 
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Nous supposerons que tous les autres types de forces et de moments appliqués à 

un segment sont de la forme < J(K)?K3
L  et < M(K)?K3

L . Où J(&) et M(&) sont les forces et 

moments par unité de longueur (aussi dénommés linéiques ou distribués) agissant sur 

la poutre. Les vecteurs EF, EI, GF, GI, J et M sont définis dans le système de 

coordonnées global. Pour tout : D C D & D ;, l’équation d’équilibre statique du 

segment (C0 &) s’écrit sous la forme : 

 EF(&) H EI(C) N O  (!)"!
#

$
= 0 (49) 

 

%&(') *%+(,) - .(') × /&(') * .(,) × /+(,)
- 1 .(!) ×  (!) - 2(!)"!

#

$
= 0 

(50) 

La condition de continuité (iii) impose /&(,) = /+(,) = /(,) et %&(,) =
%+(,) = %(,) lorsque ' 3 ,. Si l’on suppose un segment élémentaire de longueur 

"', alors la convention de signe pour / et % est la suivante : les forces et moments 

exercés par le point matériel situé à ' - "' sur le point matériel situé à ' (de la droite 

sur la gauche) sont positifs. 

Finalement, en venant différentier (49) et (50) et en utilisant (47), les équations 

d’équilibre statique sont obtenues. 

 4#/(') = * (') (51) 

 4#%(') = *2(') * 5(') × /(') (52) 

 

Equations d’équilibre locales 

Les équations (47), (48), (51) et (52) constituent les quatre équations 

différentielles du problème statique. Dans le but d’obtenir les équations différentielles 

projetées dans une base particulière, nous introduisons deux bases : une base fixe 

{6 7 8} et la base des directeurs {9: 9; 9<}. Un champ de vecteur > peut se 

décomposer dans chaque base tel que > = ,?6 - ,@7 - ,A8 = ,B9: - ,C9; - ,D9<. 

Nous dénoterons un vecteur de composantes décrit dans la base {6 7 8} avec la 

même notation que le champ de vecteur tel que > = [,? ,@ ,A]E (minuscule, 

italique, gras) sans ambiguïté car les composantes des vecteurs ., 9F, G, H, /, % sont 
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liées par les relations (47), (48), (51) et (52) dans la base inertielle. Une telle 

description correspond à une description spatiale. 

Nous dénoterons le vecteur de composantes décrit dans la base {9: 9; 9<} 
par une police sans-serif, minuscule, gras tel que I = [,B ,C ,D]E. Les vecteurs de 

composantes J, K, L, M font ainsi référence à une description matérielle. Le passage 

d’une base à l’autre se fait par l’introduction de la matrice de rotation N =
[9: 9; 9<] tel que > = NI et I = NE>. 

OJ, K sont les déformations généralisées (respectivement déformation et 

courbure) tel que PB et PC mesurent la flexion, PD décrit la torsion, QB et QC mesurent 

le cisaillement et QD la compression/dilatation [71]. 

Les équations d’équilibre écrites par rapport aux champs locaux J, K, L et M 

sont données par les équations (53) à (56) dans lesquelles la dépendance à ' a été omise 

pour plus de clarté. 

 4#. = NJ (53) 

 4#N = NuR  (54) 

 4#L = *NE * K × L (55) 

 4#M = *NE2 * J × L * K ×M (56) 

Dans (54) u  est la matrice anti-symétrique générée par le vecteur ! où ! 

représente la courbure en description matérielle (description locale) alors que " se 

réfère à la courbure en description spatiale ou inertielle. Pour la description poutre, la 

description matérielle sera adoptée pour les vecteurs de composantes #, !, $ et % car 

la loi de comportement s’écrit de façon plus naturelle dans la base des directeurs. 

 

Paramétrage de la matrice de rotation 

L’intégration directe de (54) peut conduire à une accumulation d’erreurs qui tend 

à faire prendre la propriété d’orthonormalité de la matrice de rotation &. 

De plus, le paramétrage de l’orientation au travers d’une matrice de rotation est 

redondant. Il est constitué en effet de 9 paramètres (matrice 3x3) pour 6 équations de 

contrainte (orthonormalité des vecteurs de base) conduisant à 3 degrés de libertés 

effectifs. La méthode de tir consiste à trouver le minimum d’une fonction contrainte 
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(avec une approche d’optimisation) en inversant le jacobien de la fonction contrainte 

dans la résolution de Newton. Le paramétrage redondant de la matrice de rotation peut 

induire des problèmes d’inversion du jacobien dont les lignes ne sont alors plus 

indépendantes. 

Afin de pallier ces problèmes nous choisissons de paramétrer & avec les 

paramètres de Rodrigues modifiés (Modified Rodrigues Parameters - MRP, aussi 

dénommés paramètres de Wiener-Milenkovic [77]). Le paramétrage MRP permet de 

modéliser une rotation pour un angle compris dans l’intervalle ]'2(, 2([. Comme les 

angles d’Euler, les MRP constituent un ensemble minimal (non redondant) de trois 

degrés de liberté mais ne souffrent pas de la singularité cinématique bien connue du 

blocage de cardan des angles d’Euler. Le blocage de cardan se caractérise par un 

déterminant nul de la matrice cinématique de rotation (aussi appelée spatial 

manipulator jacobian en robotique [78]) dans certaines configurations. Cette matrice 

caractérise la relation entre la courbure " et la dérivée par rapport à l’abscisse 

curviligne des paramètres d’Euler. La méthode de tir nécessitant l’inversion de cette 

matrice lors de l’inversion du jacobien, un paramétrage avec une séquence unique 

d’angles d’Euler peut poser problème. 

Soit la séquence 1-2-3 d’angles d’Euler donnée par le vecteur ) = [* + -]. 

telle que & = &/013)4 = &/3*4&03+4&13-4. La relation cinématique pour ce 

paramétrage est [79] : 

 56) = 7cos + 8 cos* sin + sin* sin + cos +' sin* cos + cos* cos + 9cos* sin * 9 : ! (57) 

Dans ce cas, la matrice cinématique de (57) est singulière pour + = ;0 < >(, c’est 

le blocage de cardan. Les 12 séquences d’angles d’Euler présentent ce type de 

singularité (+ = >( pour une séquence symétrique, + = ;0 < >( pour une séquence 

asymétrique). Basculer d’une séquence à une autre en cours de résolution est possible, 

mais les relations de passage ne sont pas aussi simples et systématiques que dans le 

cas MRP comme nous allons le voir. 

 

Les MRP ne souffrent pas d’une singularité cinématique mais d’une singularité 

d’orientation : une orientation particulière n’est pas définie. Parmi l’ensemble des 
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paramétrages à trois degrés de liberté, les MRP disposent du plus large champ de 

représentation d’orientation sans singularité. De plus, le paramétrage dual aux MRP, 

appelé le SMRP (Shadow Modified Rodrigues Parameters), permet de résoudre ce 

problème de singularité d’orientation. 

 

La façon la plus simple d’obtenir le MRP ? = [@/ @0 @1]. se fait au travers 

d’une représentation en axe-angle 3A, +4 de la rotation ou à partir de la projection 

stéréographique [80] d’un quaternion B = [CD C/ C0 C1]. E F. 

 @G = HG tan +I = CGCD < 7 (58) 

Cette définition des MRP met en avant la singularité d’orientation pour des 

angles + = 2( < >I(, > E JK Le paramétrage MRP permet donc de représenter des 

orientation dans le champ d’angle + E ]'2(, 2([. Si une représentation au-delà de 

cette plage est nécessaire, il faut passer sur la représentation duale SMRP lors du 

passage des singularités : 

 @GL = HG tan + ' 2(I = 'CG'CD < 7 (59) 

L’équation (59) est obtenue en notant que la représentation d’une matrice & du 

groupe des matrices de rotation MN3O4 par un quaternion B du groupe des quaternions F n’est pas unique. En effet, les deux quaternions B et 'B paramètrent la même 

matrice. 

A partir de (59) le SMRP est défini pour + E ]9,I([ ce qui étend l’intervalle de 

definition du MRP pour les angles + = >I(, > E J. Alterner entre une représentation 

MRP et SMRP à partir de (60) et (61) au passage des singularités d’orientation permet 

de représenter n’importe quelle rotation sans singularité cinématique. 

 ?L = '?@0  (60) 

 ? = '?L
@L0  (61) 

Avec @0 = @/0 < @00 < @10 la norme au carré du vecteur ? des composantes du MRP 

ou du SMRP. 
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A partir des représentations MRP ou SMRP, la matrice de rotation est obtenue 

avec (62). La matrice de rotation inverse peut être calculée par la même relation en 

remarquant que &.3?4 = &3'?4. La relation cinématique de la représentation MRP 

(ou SMRP) par rapport à la courbure locale (matérielle) ! est donnée par (63). Cette 

relation cinématique est toujours définie et ne souffre pas de singularité tant que le 

MRP et le SMRP sont définis. La forme symétrique et simple des équations (58) à (63) 

montre l’avantage de la représentation de la matrice de rotation au travers d’un 

paramétrage MRP. 

 &3?4 = P ' I37 ' @0437 < @040 @ < Q37 < @040 @ R (62) 

 56? = 7I S37 < @04P < 2@ < 2@ RT ! (63) 

 

Afin d’éviter le point singulier nous proposons en Figure 34 un algorithme de 

commutation entre MRP et SMRP garantissant de ne jamais se rapprocher de la 

singularité d’orientation. Notons tout d’abord que @0 = @L0 = 7 pour une orientation + = ±( (lointaine du point singulier + = ±2(). Pour cette orientation spécifique ?L ='?. Dans la pratique le point de changement entre MRP et SMRP ne doit pas 

strictement respecter @0 = @L0 = 7. Ainsi il est possible de détecter les conditions 

@0 U 7 ou @L0 U 7 lors de l’intégration de (63) et de basculer entre les représentations 

en utilisant (60) et (61). 

Nous avons donc défini dans ce paragraphe un paramétrage robuste de la matrice 

de rotation compatible avec la méthode de tir. Pour l’intégration du champ de rotation 

dans les équations de la statique, l’équation (54) est remplacée par l’équation (63). 
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Figure 34 : Algorithme de commutation entre MRP et SMRP 

 

Loi de comportement 

Une poutre est appelée élastique s’il existe des fonctions constitutives $V et %V  

telles que $3s4 = $V3#3s4, !3s4, W4 et %3s4 = %V3#3s4, !3s4, W4 [71]. Dans le cas 

présent, nous considérons une loi élastique linéaire de la forme de (64) et (65). 

 $V3#3W4, !3W4, s4 = XY3W43# ' #Z4 (64) 

 %V3#3W4, !3W4, s4 = X\3W43! ' !Z4 (65) 

Avec les deux matrices de raideur définies comme : 

XY3W4 = ^_3W4`3W4 9 99 _3W4`3W4 99 9 b3W4`3W4d 

X\3W4 = ^b3W4P/3W4 9 99 b3W4P03W4 99 9 _3W4e3W4d 
Où _3W4, b3W4, `3W4, Pf3W4 et e3W4 sont respectivement le module de 

cisaillement (effectif [71]), le module d’Young, l’aire de la section, le moment 

d’inertie géométrique (moment quadratique) selon le directeur gf, et le module de 

torsion. Nous gardons ici la dépendance des propriétés de section vis-à-vis de 
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l’abscisse curviligne pour souligner le fait que des sections matérielles arbitraires 

peuvent être modélisées dans l’approche proposée. 

A partir de (64) et (65), les déformations #3W4et  (!) sont transformées en (66) 

et (67) par l’utilisation des fonctions inverses "#($,%, !) et  &($,%, !) et des matrices 

de souplesse '* = +*-. et '/ = +/-.
. Dans ces relations "0 et  0 peuvent 

dépendre également de l’abscisse curviligne et sont des champs prérequis au calcul. 

 " = "#($,%, !) = "0 1 '*(!)$ (66) 

  =  &($,%, !) =  0 1 '/(!)% (67) 

En insérant les deux dernières équations dans (55) et (56) il vient : 

 23$ = 4567 4 "#($,%, !) × $ (68) 

 23% = 4568 4 "#($,%, !) × $ 4  &($,%, !) ×% (69) 

Les équations (68) et (69) sont ici écrites par rapport aux termes généraux 

"#($,%, !) et  &($,%, !). Cela souligne le fait que les lois de comportement utilisées 

avec la méthode de tir peuvent être arbitraires (élastique, hyperélastique, avec 

contrainte interne de type Bernoulli, rigide) et dépendantes de l’abscisse curviligne 

(section variable). 

 

Bilan des équations du système différentiel 

Pour les poutres, nous introduisons le vecteur 9 tel que 9(!) =
[:(!), ;(!), $(!),%(!)]6 pour mettre les équations sous la forme 239 = <(9, !). En 

considérant les équations locales et les lois de comportement décrites dans les 

paragraphes précédents, le système d’équations de la statique des poutres issu de (53), 

(63), (68) et (69) est résumé (70). 

 239 =
>?
@
?A23: = 56("0 1 '*$)
23; = BC D(B 1 EF)G 1 HEI 1 HEIJK ( 0 1 '/%)
23$ = 4567 4 ( 0 1 '/%) × $23% = 4568 4 ("0 1'*$) × $ 4 ( 0 1 '/%) ×%

 (70) 
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Evolution des champs finaux par rapport aux valeurs initiales 

De la même façon que pour les fils, le but est de calculer 
L9
L90 (! = M) qui sera 

utilisé dans le calcul du jacobien du problème de tir. Nous utilisons la même démarche 

que présentée en paragraphe 4.1.2, où nous venons faire dépendre la solution 9 avec 

les valeurs initiales 90 tel que 9 = 9(!,90). En venant dériver 239 = N(9, !) par 

rapport à 90 nous obtenons l’ODE linéaire 23 D L9L90K = LN(9,3)
L9

L9
L90 pour la condition 

initiale 
L9
L90 (! = O) = G. En intégrant le problème IVP, nous pouvons évaluer 

L9
L90 à 

! = M. Pour cela, il s’agit maintenant d’évaluer les termes non nuls de 
LN(9,3)
L9  à partir 

de (70). Nous définissions les matrices PQ-.(;) = .
RS(;) et PQ(;) = R(.TUV)VS6(;) 

telles que 23; = PQ-.(;)  avec S(;) = (B 1 EF)G 1 HEI 1 HEIJ. Nous notons WX le 

vecteur unitaire de composante non nulle Y, et Z\̂ sa matrice antisymétrique associée. 

 

Pour l’équation en : : 

 
22EX D56("0 1 '*$)K = 4(PQZ\)_ 56("0 1 '*$) (71) 

 
2 `2$ = '* (72) 

Pour l’équation en ;, avec PQ-.(;) = .
R D(B 1 EF)G 1 HEI 1 HEIJK : 

 

22EX aPQ-.(;)( 0 1 '/%)b
= BH (EXG 1 Z\̂ 1 Z\̂EI 1 EIZ\̂)( 0 1 '/%) 

(73) 

 
2 `2% = PQ-.(;)'/ (74) 

Pour l’équation en $ : 

 
22: (4567 4 ( 0 1'/%) × $) = 456 272: (75) 

 
2 `2EX = (PQW\)_ 567 4 56 272EX (76) 
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2 `2% = nI'/ (77) 

 
2 `2$ = 4( 0 1 '/%)_  (78) 

Pour l’équation en % : 

 
2 `2: (4568 4 ("0 1 '*$) × $ 4 ( 0 1 '/%) ×%) = 456 282: (79) 

 
2 `2EX = (PQZ\)_ 568 4 56 282EX (80) 

 
2 `2$ = 4("0 1 '*$) 1 nI'*_  (81) 

 
2 `2% = 4( 0 1 '/%)_ 1 m̂'/ (82) 

 

4.2.3 Conditions aux limites 

Ce paragraphe aborde l’écriture des conditions aux limites pour les fils et les 

poutres, et fera mention explicitement lorsque des commentaires particuliers 

concernant l’une ou l’autre théorie sont nécessaires. 

Dans le but de résoudre les équations du problème différentiel, des conditions 

aux limites doivent être données au niveau de la frontière du domaine (points aux 

extrémités). Il existe quatre grands types de conditions aux limites : les conditions de 

Cauchy, de Dirichlet, de Neumann et de Robin. Une condition aux limites de Cauchy 

fournit les valeurs pour les variables d’état et leurs dérivées, cela correspond à la 

résolution d’un problème aux valeurs initiales. Les trois autres types de conditions aux 

limites définissent un problème aux deux bouts. Les conditions de Dirichlet 

renseignent les valeurs des variables d’état, les conditions de Neumann portent sur 

leurs dérivées et les conditions de Robin définissent une combinaison linéaire entre 

variables d’états et dérivées. La méthode de résolution présentée est compatible avec 

tous les types de conditions aux limites sans distinction de traitement pour l’une ou 

l’autre. Dans un soucis de simplification des notations, les champs globaux  , !, ", et # seront utilisés dans les paragraphes suivants. L’utilisation de champs locaux sera 

explicitement mentionnée. 
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Dualité des champs cinématiques et statiques 

Les variables d’état sont ici le champ de position  ($) (et d’orientation !($)). 
Au travers des lois de comportement, la dérivée du vecteur d’état est assimilée aux 

champs d’efforts (et moments) internes "($) (et #($)). L’ensemble des conditions 

aux limites représentant des liaisons cinématiques admissibles pour les fils et les 

poutres sont définies respectivement en Table 6 et Table 7. L’absence de cinématique 

en rotation pour les fils (parfaite flexibilité i.e. souplesse infinie ou raideur nulle) 

implique le regroupement de certaines liaisons cinématique : un encastrement, un pivot 

et une rotule possèderont les mêmes degrés de liberté libres et contraints. La Table 6 

et la Table 7 récapitulent les degrés de libertés libres et contraints pour l’ensemble des 

types de conditions aux limites, respectivement pour les fils et les poutres. 

 

 

 Type de liaison DDLs libres % DDLs contraints & 

(a) 
Encastrement-

Rotule-Pivot 
"   

(b) Force imposée   " 

(c) 

Prismatique / Pivot 

glissant / 

Hélicoïdale Linéaire 

annulaire d’axe ' 

* +, +- . / +0 

(d) 

Ponctuelle / Appui 

plan d’axe 1 / 

Linéaire rectiligne 

d’axe quelconque et 

de normale 1 

* . +- / +0 +, 

(e) Ressort linéaire * . / +0(*2 .2 /) +,(*2 .2 /) +-(*2 .2 /) 
(f) 

Ressort linéaire 

d’axe ' 
* +, +- +0(*) . / 3 3 3 3 

Table 6 : Conditions aux limites pour les fils : champs inconnus et contraints 
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Type de 

liaison 
DDL libres % DDL contraints & 

(a) Encastrement " #  ! 

(b) Rotule ! "  # 

(c) 
Force/moment 

imposés 
 ! " # 

(d) 

Linéaire 

annulaire 

d’axe ' 

* ! +, +- . / +0 # 

(e) 
Prismatique 

d’axe ' 
* +, +- # . / ! +0 

(f) 
Ponctuelle 

d’axe 1 
* . +- ! / +0 +, # 

(g) 

Linéaire 

rectiligne 

d’axe ' et de 

normale 1 

* . 40 4- +- 5, / 4, +0 +, 50 5- 

(h) Pivot d’axe ' 40 " 5, 5-  4, 4- 50 

(i) 
Pivot glissant 

d’axe ' 
* 40 +, +- 5, 5- . / 4, 4- +0 50 

(j) 
Appui plan 

d’axe 1 
* . 4- +- 50 5, / 40 4, +0 +, 5- 

(k) 
Hélicoïdale 

d’axe ' 
* +, +- #6 . / 40(*) 4, 4- +0(50)6 

(l) 

Ressort 

linéaire d’axe ' 

* +, +- # . / ! +0(*) 
3 3 3 3 
Table 7 : Conditions aux limites pour les poutres : champs inconnus et contraints 

 

Dans une approche multi-corps, une liaison cinématique est la représentation 

d’une liaison mécanique qui va venir imposer/libérer des mouvements relatifs entre 

deux structures connectées. Le point fondamental dans la représentation de telles 

liaisons est la dualité entre torseurs cinématiques et torseurs statiques. Dans le cas des 

liaisons parfaites que nous considérons ici, la puissance des efforts de liaison est nulle. 

La puissance se calcule par le comoment des torseurs cinématique et statique. Ainsi 

lorsqu’un degré de liberté cinématique est contraint, la vitesse relative correspondante 

est nulle, et l’effort de contact est inconnu. Nous parlerons dans ce cas de degré de 

liberté statique. A l’opposé, lorsqu’un degré de liberté cinématique est libre, les efforts 

(et moments) ne sont pas transmissibles, et les composantes du torseur statique 

correspondantes sont nulles. Un exemple de cette dualité pour les fils est donné en 

Table 8. Si nous considérons l’exemple d’une liaison rotule, les translations relatives 

entre les corps ne sont pas permises, les vitesses de translation relatives sont nulles, 
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comme les moments de liaison. Dans ce cas, les efforts internes ainsi que les degrés 

de liberté en rotation sont libres (inconnus). 

 

 Type de liaison 
Point de 

réduction 7 

Cinématique 

admissible 

Statique 

admissible 

 
Rotule de centre 8 Point 8 9:0 ;:, ;:- ;<=

 >? ;@ ;A ;B=
 

 
Linéaire annulaire 

De centre 8, et d’axe ' 
Point 8 >:0 C0:, ;:- ; B=

 >; ;@ ;A ;B=
 

 Ponctuelle 

De centre 8 et normale 1 
Le long de 1 >:0 C0:, C,:- ; BD

 >; ;; ;A ;BD
 

 
Libre 

Tout point 

de l’espace 
>:0 C0:, C,:- C-BD

 >; ;; ;; ;BD
 

Table 8 : Dualité entre cinématique et statique pour les fils 

 

Le problème aux deux bouts de la statique des corps élancés est écrit par rapport 

aux coordonnées globales  ($) (et !($)) de la section matérielle. Ainsi, plutôt que 

d’utiliser les champs de vitesses relatives de liaison, nous utiliserons les champs 

globaux intégrés   (et !) dans l’écriture des contraintes de liaison aux extrémités. 

Ainsi, avec ces notations et du fait de la dualité cinématique/statique d’une 

liaison, au niveau des extrémités, une moitié des champs   et " (et ! et #) sera 

systématiquement connue et l’autre moitié sera systématiquement inconnue. 

 

Conditions aux limites dans le problème aux deux bouts 

Nous notons respectivement % et & les champs libres et contraints au niveau 

d’une liaison cinématique. Ces champs peuvent représenter des positions, des 

orientations, des forces, des moments, ou une combinaison de chaque comme indiqué 

en Table 7. La condition aux limites vient donc contraindre à la fois des champs de 

position et orientation mais aussi les champs de forces et moments. Ce faisant, le 

vecteur d’état E($) F [ ($)2 "($)]G (fils) ou E($) F [ ($)2 !($)2 H($)2I($)]G 

(poutres) peut être évalué aux extrémités $ F ; et $ F J au travers de (83). 
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 E F K(%2&) (83) 

La fonction K permet le passage entre les variables cinématiquement admissibles 

d’une condition aux limites et le vecteur d’état du problème différentiel. Cela nous 

permet d’évaluer les vecteurs ELM et ELN à partir des variables cinématiquement libres 

%LM, %LN  et contraintes &LM, &LN  tel que ELM2LN F KLM2LNO%LM2LN 2 &LM2LNP, où KLM et KLN 

sont respectivement les fonctions de passage à $ F ; et $ F J. 

 

Nous pouvons également définir les relations inverses Q% et Q& pour passer du 

vecteur d’état du problème différentiel aux champs libres et contraints de la liaison 

cinématique. 

 % F Q%(E) (84) 

 & F Q&(E) (85) 

En gardant la même notation, si Q%RM , Q&RM  et Q%RN , Q&RN  sont les fonctions de 

passage des liaisons situées à $ F ; et $ F J alors %LM2LN F Q%RM2RNOELM2LNP et &LM2LN FQ&RM2RNOELM2LNP. 

 

Le système d’ODE à résoudre est mis sous la forme d’un système du premier 

ordre (86) avec les conditions aux limites définis par (87) et (88). Le formalisme utilisé 

pour les conditions aux limites permet de traiter indifféremment des champs libres et 

imposés en position/rotation, efforts/moments imposés ou mixés. Dans notre cas le 

problème aux deux bouts possède toujours des conditions aux limites séparées. 

  !"(#) = $(", #) (86) 

 %!&'"(# = 0), *!&+ = - (87) 

 %!.'"(# = /), *!.+ = - (88) 

La notation 1 est utilisée ici pour distinguer la variable * de son évaluation * qui 

résulte du type de liaison considéré. 2(", #) est défini à partir de (42), (43) et (70). 
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Le problème aux deux bouts consiste donc en la résolution du système (86) à 

(88) où "!& et "!. sont évalués au travers de (83) et de la Table 7. Les équations (87) 

et (88) décrivent le cas le plus général de conditions aux limites séparées. 

 

Pour des conditions aux limites mixtes il est important de faire attention à la base 

dans laquelle les composantes de positions, orientations, forces et moments sont 

écrites. Les liaisons mécaniques possèdent souvent une base privilégiée dans laquelle 

les mouvements de translation et rotation s’écrivent simplement et les fonctions de 

contraintes %!&,!. peuvent alors être non-linéaires. Par exemple, pour une cinématique 

poutre et un appui plan d’axe 3, la contrainte nulle sur la composante d’effort 4 s’écrira 

avec la description matérielle des champs d’efforts comme  

%!&,!. = 56'7(# = 0, /)+89(# = 0, /): ; 4 = <>&,. = 0. Pour un fil, cette contrainte 

s’écrira plus simplement %!&,!. = ? ; 4 = <>&,. = 0. 

Les contraintes sont également non-linéaires lorsque l’on vient imposer de façon 

complète une orientation. Il est alors préférable d’utiliser une composition de rotations 

pour se ramener autour d’une rotation nulle plutôt que contraindre directement le 

vecteur 7(# = 0, /) à des valeurs quelconques (le changement de variable de 6 vers 7 

étant extrêmement non-linéaire). Cette rotation composée 7@ se définit à partir de la 

matrice de rotation imposée 6'7!&,!.+ à une extrémité telle que : 

 6(7@) = 6A'7!&,!.+6'7(#)+ (89) 

Le formalisme MRP permet également la composition directe de rotations au 

travers de (90) en considérant 6(7@) = 6(7@@)6(7). 

 7@ = 'B C D@@E+7 F (B C DE)7@@ F G7 × 7@@
B F D@@EDE C G7@@ ; 7  (90) 

L’équation (90) n’est pas définie lorsque la rotation finale 7@ abouti sur l’angle 

singulier. Il est possible d’éviter cela en convertissant 7 ou 7@@ en leurs duaux SMRP 

afin de garantir la bonne composition des rotations, et garder 7@ dans la sphère unité 

(D@E H B). La conversion de 7 ou 7@@ portera sur le vecteur ayant la plus haute norme. 

Finalement, la contrainte pour imposer complètement une orientation s’écrira 7@ = -. 
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Le traitement de liaison imposant partiellement les composantes de la rotation 

(liaison pivot) est plus subtile. Soit IJ(7) les vecteurs représentant l’orientation local 

de la liaison tel que IJ(7) = 6(7)K LM avec LM = {4, N, 3}. Nous supposons la rotation 

libre autour du vecteur unitaire IO. Les champs libres se composent : de l’angle de 

rotation PIQ autour de IO, des deux composantes de moment orthogonales au plan 

défini par IO, et du vecteur des forces internes ? au complet. L’angle peut être calculé 

à partir du paramétrage MRP 7@ = IO tan
RIQ
S ; où 7@ est la représentation MRP de la 

rotation composée introduite par (90). Les deux composantes libres de moment sont 

calculées par TIUVQ = WKIXYO tel que WZ[ = TIUVQIXYO = WC (WK[)K [ =
C\]EW. Pour une liaison pivot, les champs contraints sont le moment imposé selon 

l’axe de la pivot IOK W = T^,_, les deux contraintes sur l’axe de rotation lui-même : 

7@K IXYO = 0, ainsi que le trois positions 4 = 4^,_. 

 

Lorsque les champs ?, W ou ` sont entièrement contraints, les fonctions de 

contrainte se simplifient en (91). C’est notamment le cas pour des liaisons 

encastrement, rotule ou d’efforts/moments imposés. 

 %!&,!.'"(# = 0, /), "!&,!.+ = b*c&,c.'"(# = 0, /)+ C *d!&,!.  (91) 

Dans le cas d’efforts imposés, lors de la mise en place de la cinématique des fils 

et poutres nous avons définis les champs d’efforts (et moments) internes ? (et W) 

positifs comme l’action des forces (et moments) exercés par le tronçon situé « à 

droite » du tronçon étudié. Au niveau des extrémités, ces efforts représentent l’action 

du segment sur la liaison. Afin de permettre l’équilibre statique des corps élancés 

soumis à des efforts (et moments) imposés aux extrémités, nous viendrons contraindre 

les champs ? (et W) aux extrémités de façon à ce que les efforts transmis par la liaison 

(somme des efforts internes et imposés) soient effectivement nuls. Ainsi, une force 

imposée $ sera vue comme une liaison libre contraignant le champ ? au niveau de 

liaison tel que ? = ±$ (et W = -). Le signe ± vient de la convention positive pour 

l’effort ? (et moment W) et dépend du sens choisi pour l’origine des abscisses 

curvilignes ainsi que la localisation de la condition aux limites (début ou fin). 

Enfin, il est possible de dériver les liaisons d’efforts (et moments) imposés sous 

forme de ressort en faisant dépendre les valeurs d’efforts (et moments) à la 
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cinématique. Ainsi pour combiner une liaison prismatique d’axe J avec un ressort de 

raideur e et de point de référence (d’attache) f de coordonnées g, la contrainte portant 

sur la composante de force sera ?K J = <M(`) = ±e(g C `) 1 J. Le même processus 

peut être suivi pour la modélisation d’une liaison hélicoïdale où ce seront les 

composantes de translation et d’orientation (et de force et moment) sur lesquelles 

porteront les deux contraintes utilisant le pas de la liaison. 

 

4.2.4 Les différentes méthodes de tir 

Dans un premier temps, nous développons et généralisons l’écriture du problème 

aux deux bouts dans le cadre de la méthode de tir simple afin d’en tirer un formalisme 

commun entre le problème des fils et celui des poutres. 

Avec ce nouveau formalisme, nous développons ensuite les équations du tir 

multiple utilisées dans le but de modéliser des discontinuités géométriques et 

mécaniques afin de se libérer de la contrainte de dérivabilité des champs géométriques 

et mécaniques (iii) imposée lors de la mise en place de la cinématique des fils et 

poutres. 

Enfin, les limites de l’approche multi-tir classique quant à la gestion de plusieurs 

segments connectés ensemble sera mise en évidence et une formulation basée sur une 

approche multi-corps sera proposée. 

 

Méthode de tir simple 

Ce paragraphe se base sur les travaux du Dr Thomas Gazzola quant à 

l’application de la méthode de tir simple à la résolution spécifique de chaque TPBVP. 

La méthode de tir consiste à transformer le problème aux deux bouts (TPBVP) 

(86), (87) et (88) en la recherche des zéros d’une fonction de contrainte (en général 

non linéaire) évaluée à partir d’une succession de problèmes aux valeurs initiales 

(IVP). 

En gardant les notations du paragraphe précédent, le principe de la méthode de 

tir simple classique est d’imposer  !" aux valeurs connues  !" et deviner les inconnues 

#!" dans le but de construire le vecteur d’état initial $!" = %!" &#!" ,  !" =
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 !"'#!"() = %!"'#!"( à partir de (83). Il est à noter que  !" peut être dépendant de 

#!" (cas ressort ou hélicoïdal). 

L’intégration de cet état initial $!" au travers de l’équation différentielle 

ordinaire (ODE) permet d’évaluer les état finaux $'* = +;$!"( = $&+; %!"'#!"() 

qui dépendent de l’état initial $!" = %!"'#!"(. Cet état est enfin comparé aux valeurs 

de conditions aux limites finales via la correspondance inverse (85) définissant 

 !-'#!"( = . /- 0$ &+; %!"'#!"()1 et tel que la fonction de contrainte 

2& !-'#!"(,  !-'#!"() issue de (92) s’annule. Comme  !",  !- peut dépendre de la 

partie inconnue de la condition aux limites finale #!-'#!"( = .#/- 0$ &+; %!"'#!"()1 

tel que à * = +,  !- =  !- &#!-'#!"()3 
Dans cette description, #!" est l’inconnue de la condition aux limites de départ 

et la fonction de contrainte 2 ne dépend que de #!". 

 

2'#!"( = 2& !-'#!"(,  !-'#!"() 

= 2!- &$'+;$!"(,  !-'#!"() 

(92) 

Une extension de cette description consiste à supposer à la fois #!" et  !" 

inconnus. Le processus de résolution est le même à la différence près qu’au départ  !" 

est aussi estimé et l’ODE est intégré de la même manière. Par contre la fonction de 

contrainte 2 dépendra à la fois de #!" et  !" sera remplacée par (93). 

 

2'#!" ,  !"( = 2&4 !" ,  !"'#!"(,  !-'#!"(,  !-'#!"() 

= 52!" &$'* = 6;$!"(,  !"'#!"()2!- &$'* = +;$!"(,  !-'#!"() 

(93) 

Quel que soit le choix d’inconnues employées (vecteur d’état $ partiellement 

imposé avant l’intégration ou non), les inconnues de la fonction contrainte sont 

rassemblées sous le vecteur 7 tel que 7 = #!" dans le cas (92) et 7 = 8#!" ,  !"9: dans 

le cas (93). De plus, à partir de (84) et (85), nous pouvons définir 7 = .7<$> sans 

ambiguïté. 
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Le problème de tir peut s’écrire comme l’imbrication d’un IVP au sein d’un 

algorithme de recherche de zéro (Root Finding – RF) : 

 ?@A 5BCDA EF!$<*> = G<$, *>$<* = 6> = $!" = %<7>2<7> = H  (94) 

2 est la fonction vectorielle de contrainte et $!" peut être partiellement ou 

totalement inconnue, et dépend de la variable 7 qui est l’inconnue de l’algorithme de 

recherche de zéro (Newton). Deux niveaux de notation sont donc à prendre en compte : 

les variables minuscules $, *, I, J, etc. font référence au problème d’intégration, les 

variables majuscules 2, #,  , 7, etc. font référence au problème d’inversion. 

La méthode de tir consiste donc à itérer sur la partie inconnue 7 de l’IVP dans 

le but de respecter la contrainte 2 calculée à partir de  !-  (et si nécessaire  !") évaluée 

à travers d’intégrations successives. Le processus de résolution est décrit en Figure 35. 

 

 

Figure 35 : Processus de résolution de la méthode de tir 

 

L’intégration de l’ODE se fait au travers d’un schéma de Runge-Kutta-Fehlberg 

4-5 (RKF45). Dans le cas des poutres, l’algorithme de commutation entre MRP et 

SMRP décrit en Figure 34 est utilisé au sein du bloc d’intégration. Comme dit 

précédemment, la résolution de la fonction de contrainte est faite avec un algorithme 
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de Newton-Raphson, dans lequel le calcul du jacobien du problème se fait par 

différences finies. Lorsque les conditions aux limites permettent un mouvement de 

corps rigide, le jacobien K2 n’est pas de rang plein et n’est pas inversible. Nous 

utilisons une décomposition SVD (Singular Value Decomposition) afin d’assurer la 

bonne inversion du jacobien dans le processus de Newton. Bien que réputée coûteuse, 

cette décomposition est en réalité effectuée sur des matrices de petite taille et à une 

faible fréquence (la méthode de tir permet une convergence en moins de 10 itérations 

en général) comme nous le verrons plus loin. 

Concernant l’utilisation d’un intégrateur à pas adaptatif, le paramètre d’erreur 

absolue d’un schéma RKF45 correspond à une valeur d’erreur cumulée entre deux 

schémas. Il s’ensuit que l’adaptation du pas d’intégration le long d’un segment conduit 

à une erreur cumulée entre un schéma RK4 et RK5 ne dépassant jamais la tolérance 

prescrite. Cela nous laisse confiant en ce qui concerne la précision de l’intégration en 

fin de segment, tout en venant minimiser le nombre de points d’intégration nécessaire 

à l’obtention d’une précision cible. 

 

D’un point de vue général, la méthode de tir telle que décrite hérite des 

inconvénients d’un algorithme de résolution non-linéaire : si la fonction 2 est très non 

linéaire, il peut ne pas converger si l’estimation 7L  est trop loin d’une racine de 2. 

Cette notion de « distance » repose sur les équations physiques mises en jeu (fils ou 

poutres), la forme de 2 et le conditionnement (les valeurs propres) de K2. Des 

problèmes raides – pour lesquelles de petites perturbations de M induisent des 

variations larges de 2 au travers de l’ODE – restreignent le rayon de convergence de 

l’algorithme de Newton, et nécessitent que 7L  soit proche de la solution recherchée. 

De plus, du fait que 2 soit non-linéaire, plusieurs solutions peuvent exister et la 

solution trouvée par l’algorithme de Newton dépendra de l’itéré initial 7L . 

Les problèmes de convergences inhérents à la méthode de tir simple sont en 

partie résolus par la méthode de tir multiple [69,81]. D’autres méthodes se basant sur 

la modification de la pente de l’algorithme de Newton sont également référencées dans 

l’état de l’art [70]. 
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Contrairement aux approches discrétisées, une grande force de la méthode de tir 

est qu’elle traite de façon continue tous les champs et paramètres intégrés. Par exemple 

les lois de comportement élastiques introduites en (38), (66) et (67) peuvent dépendre 

de l’abscisse curviligne * au travers des paramètres N<*>, O<*>, B<*>, etc. caractérisant 

la section. Cela permet par exemple la modélisation d’une variation continue de la 

forme de la section matérielle du corps élancé. 

 

Dans l’utilisation de la méthode qui sera faite dans ce mémoire nous choisirons 

de réduire le nombre d’inconnues de l’algorithme de Newton au maximum. Nous 

choisirons ainsi d’imposer la moitié du vecteur $!" pour nous retrouver dans le cas 

7 = 7!" = #!". Le but est de garder la dimension du jacobien K2 la plus petite possible 

pour une inversion aussi rapide que possible. Tenant compte de cette remarque, 7L  et 2 ont la même dimension et sont de dimension 3 pour le problème des fils et 6 pour le 

problème poutre. Quel que soit le type de corps élancé, le problème de tir simple s’écrit 

finalement : 

 5PF!$<*> = G<$, *>$<* = 6> = %!"'7!"(2'7!"( = H  (95) 

Dans la description développée ici, les inconnues 7!" de $!" dépendent de la 

condition aux limites à * = 6. Les Table 6 (page 95) et Table 7 (page 96) résument les 

composantes connues et inconnues pour chaque type de liaison. Il est souligné ici que 

pour les fils, le jacobien du problème sera toujours de dimension 3x3 et de dimension 

6x6 dans le cas des poutres. Inverser des matrices 3x3 ou 6x6 est extrêmement efficace 

comparé à des approches discrètes pour lesquelles la taille du jacobien (matrice de 

raideur) est proportionnel à NxN avec N le nombre de nœuds. 

Un élément intéressant à souligner est que les notations adoptées ici ne sont pas 

dépendantes de la configuration étudiée (encastrement- encastrement, encastrement -

rotule, etc.) et permettent une généricité dans le traitement des configurations. 

De plus pour une configuration de conditions aux limites donnée, les résultats 

fournis par la méthode de tir sont indépendants du sens d’intégration. Nous vérifierons 

cette propriété dans les exemples. 
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Bien qu’efficace sur les configurations à un seul segment, la méthode de tir 

simple présente ses limites dès qu’une discontinuité matériau ou d’effort doit être 

modélisée ou lorsque plusieurs tronçons sont connectés au même nœud. Afin de lever 

ces limitations, nous introduisons tout d’abord la méthode de tir multiple classique 

permettant le traitement de discontinuités sur un tronçon. Nous développerons ensuite 

une nouvelle méthode de tir multiple basée sur un formalisme multi-corps afin de 

traiter le cas de plusieurs tronçons interconnectés. 

 

Méthode de tir multiple 

Le premier but déjà évoqué de la méthode multi-tir [82] est de venir stabiliser le 

problème de tir simple [81]. En effet le principe est de couper le segment initial en   

sous-segments suivant la même équation différentielle, et à ajouter en ensemble de 

contraintes assurant la continuité des champs. Cela conduit à des intervalles 

d’intégration plus petits qui tendent à améliorer le conditionnement de !" au prix de 

l’agrandissement de la taille du jacobien à inverser. L’intégration et les contraintes 

exprimées sur des sous intervalles plus petits peuvent être vus comme une technique 

de linéarisation de la fonction de contrainte ". En effet, des intervalles d’intégration 

plus courts induisent des variations moindres du vecteur propagé #$%, donc de la 

fonction de contrainte ". 

Nous proposons ici une autre application de la technique de multi-tir consistant 

à prendre en compte les discontinuités pouvant apparaître dans les champs &('), *('), +('), ,('), -('), .('). En effet l’hypothèse (iii) prise dans la mise en place de la 

cinématique des fils et poutres impose la continuité de ces champs. Ces discontinuités 

peuvent être : un effort ponctuel à une abscisse curviligne donnée, un changement 

brutal de propriété matériau de la section (géométries de section différentes, 

paramètres matériau différents) ou une discontinuité sur les efforts extérieurs (effort 

extérieur appliqué sur un tronçon uniquement). 

Quel que soit le cadre d’application, le principe de la méthode multi-tir pour la 

résolution d’un problème aux deux bouts est basé sur la même idée de résoudre un 

problème aux valeurs initiales, mais sur des sous intervalles du domaine initial. La 

méthode de multi-tir est donc basée sur le même système que (94) et diffère de la 

méthode de tir simple uniquement par les tailles de #, / et ". La division en sous 
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intervalles génère de nouvelles inconnues et de nouvelles contraintes pour faire 

correspondre les trajectoires des champs intégrés au niveau des limites de chaque sous 

domaine. La Figure 36 illustre la subdivision pour un choix d’abscisses curvilignes '0 = 1 < '2 < '3 < '342 < '5 = '6 = 7. 

 

 

Figure 36 : Illustration de la méthode de multi-tir 

 

La solution sur le 89è:; intervalle est notée #3('). Au départ de l’intervalle 8 >?, la totalité du vecteur d’état est inconnue et constituent des variables additionnelles 

(96). 

 #342(' = '342) = @$ABCD/$ABCE (96) 

De plus, à la fin de l’intervalle 8, les champs intégrés doivent être égaux aux 

valeurs aux départ de l’intervalle 8 > ?. Le vecteur contrainte " est donc augmenté 

avec la nouvelle contrainte "$A FG/HABC(/3)I /$ABCJ = K où G/HABCD/$AE =G/HABC F#3D' = '342L /$AEJ est le vecteur intégré sur l’intervalle 8, entièrement 

contraint à l’abscisse curviligne finale '342. Dans le cas multi-tir, les fonctions @$A et G/HA  sont des fonctions identités telles que @$ABCD/$ABCE = /$ABC M8 N ]1I  [. Ici, "$A est 

exprimée telle que la contrainte est équivalente à une liaison encastrement. 

Finalement, en introduisant le vecteur O(') = [#0I P I#3I P I#5Q2]R, 

l’équation (95) est réécrite en (99). Comme mentionné, cette dernière a exactement la 

même structure que (94). 
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 S(OI ') =
TUU
UV W(#0I ')XW(#3I ')XW(#5Q2I ')YZ

ZZ\ (97) 

 "D/$^ I � I /$A I � I /$_`CE =
TUU
UUU
V "$C FG/HCD/$^EI /$CJX"$A FG/HAD/$A`CEI /$AJX"$% Fa$%D/$_`CEI a$%D/$_`CEJYZZ

ZZZ
\
 (98) 

 bcd$O(') = S(OI ')O0 = e@$^D/$^E P @$AD/$AE P @$_`CD/$_`CEfR"D/$^ I � I /$A I � I /$_`CE = K  (99) 

Les domaines d’intégration sont tous indépendants. Il est donc possible 

d’optimiser l’intégration en parallélisant le calcul. L’IVP peut être également intégré 

en une fois en venant normaliser l’abscisse curviligne de telle façon que le domaine 

d’intégration soit l’intervalle commun [1I?] au travers d’un changement du variable 

(100). 

 '3 = ' g '3'342 g '3 N [1I?] (100) 

 ' = '3 > ('342 g '3)'3 (101) 

L’équation (101) permet le recalcul de l’abscisse curviligne originelle afin de 

pouvoir évaluer les lois de comportement qui sont définies par rapport à l’abscisse 

curviligne nulle du segment non coupé. 

 

A noter que dans (99) nous avons fait le choix de construire O0 avec la partie 

connue a$^ des conditions aux limites extraites des Table 6 et Table 7 tel que /$^ =h$^. Comme décrit dans le paragraphe traitant de la méthode de tir simple, il s’agit 

d’un choix et nous aurions tout aussi bien pu envisager d’utiliser /$^ = eh$^ I a$^fi et 

concaténer la contrainte "$^ à j. 
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Méthode de tir multiple étendue au multi-corps 

Principe et équations 

Le paragraphe précédent traitait de l’application de la méthode de multi-tir 

classique au formalisme des équations des corps élancés développé dans ce document. 

Le présent paragraphe aborde la méthode de multi-tir sous l’angle de vue des multi-

corps. Ce travail est motivé par le fait que la méthode de multi-tir classique ne permet 

pas de connecter plus de deux segments de façon simple et générique. Par exemple, 

une configuration à trois segments avec effort imposé, comme celle décrite en Figure 

37 et traitée dans les exemples, n’est pas immédiate et des équations de contrainte 

spécifiques doivent être ajoutées pour venir connecter les trois brins ensemble et 

appliquer l’effort. Le but de cette section est donc de proposer un formalisme 

générique basé sur la philosophie multi-corps de corps statiques connectés au travers 

de liaisons cinématiques, tout en venant résoudre la statique des corps élancés au 

travers de la méthode de tir. 

 

 

Figure 37 : Exemple de configuration à trois segments 

 

La Figure 38 présente trois configurations : (a) une configuration multi-corps 

classique de chaîne ouverte, (b) la méthode multi-tir telle que présentée dans le 

paragraphe précédent, et (c) la méthode mixte multi-corps/multi-tir proposée. 

Dans la configuration (a), le corps k est connecté au corps k g ? par la liaison 

cinématique l g ? et au corps k > ? par la liaison cinématique l. &m et nm sont 

respectivement les vecteur position et matrice d’orientation absolue du corps k. &mo !" 

et # / !" décrivent respectivement les positions et orientations relatives du corps $ par 

rapport au corps $ + 1. 
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Figure 38 : Chaînes cinématiques multi-corps et tir multiple 

 

La première idée est de considérer un corps élancé comme un corps particulier 

qui peut être lié à travers une connexion cinématique, comme montré sur le schéma 

(b). La méthode de multi-tir classique décrite au paragraphe précédent est un cas 

particulier de la configuration (b), car nous avons vu que les contraintes de continuité 

de la méthode multi-tir correspondent à des liaisons encastrement. Comme énoncé 

précédemment, l’inconvénient de la configuration (b) est que les segments ne peuvent 

se connecter que deux à deux. 

Finalement, si les corps élancés peuvent être considérés comme des corps, ils 

peuvent être liés à des corps rigides comme montré sur le schéma (c). Cette approche 

particulière permet également d’inclure une description lumped mass dans laquelle les 

corps élancés seraient discrétisés en corps rigides connectés par des ressorts linéaires. 

Dans les formalismes (b) et (c), les liaisons entre les éléments (élancés et rigides) 

sont des conditions aux limites pour les corps élancés et les éléments développés dans 

le paragraphe 4.2.3 traitant des conditions aux limites s’appliquent toujours. De même, 
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le formalisme (b) a déjà été développé dans le paragraphe précédent traitant de 

l’approche multi-tir classique. 

 

La structure de (c) permet de modéliser des assemblages de corps élancés 

arbitraires en venant les lier au corps rigide $ avec n’importe quel type de liaison. A 

titre d’exemple la Figure 39 montre une configuration avec liaison interne et sa 

conversion dans le formalisme (c). 

 

 

Figure 39 : Exemple de configuration avec liaison interne 

 

Comme dans (a), les variables %&  !"' , #&  !"' , (&  !"'  et )&  !"'  constituent les 

inconnues de liaison de la liaison *. Ces variables sont à rapprocher de celles utilisées 

dans la description des conditions aux limites. En effet elles sont le point d’entrée de 

l’étape de recherche de solution de la méthode de tir. Le vecteur ,-. = 0% 2 # 34 des 

positions %  et orientation #  de chaque corps rigide constitue un ensemble de variables 

additionnelles de l’algorithme de recherche de zéro comme indiqué au paragraphe 

précédent. L’ajout de degrés de liberté ,-56  du corps 786 auquel est liée la connexion 

9& impacte la reconstruction du vecteur d’état :86, des inconnues de liaison ,86 et des 

champs contraints ;86 au niveau de la connexion 9& tel que : 

 :86 = <86 >,86 2 ;86 2 ,-56? (102) 

 ,86 = @,56 >:86 2 ,-56? (103) 

 ;86 = @;56 >:86 2 ,-56? (104) 

Afin de tenir compte de valeurs de champs imposés dépendant des champs 

inconnus, les valeurs de champs imposés s’écrivent : 

 ;A86 = @;A56 >,86 2 ,-56? (105) 
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Le vecteur d’état partiellement contraint s’écrit avec cette dernière équation et 

(102) : 

 :A86 = <86 >,86 2 ;A86 2 ,-56? (106) 

Enfin, l’expression du vecteur d’état de la connexion finale 9B& s’écrit par rapport 

au vecteur d’état de la connexion initiale 9C& de la façon suivante grâce à l’ODE : 

 :8D6 = E FG:H
I +:A8&6 = :8D6J:A8&6K (107) 

 

Les contraintes additionnelles proviennent de deux sources : des contraintes de 

liaison (comme en méthode de tir classique), ainsi que de l’équation (108). (108) 

représente l’équilibre statique de toutes les forces et moments transmis par les L 

liaisons connectées au le corps rigide $. Pour obtenir (108), nous avons utilisé le fait 

que ( !"  ' = M(  !"'  et ) !"  ' = M)  !"' . Les moments )N  '  provenant des 

différentes connections doivent évidemment être calculés au même point de réduction. 

 

O(86  ' M P86O)86  '86
MQRST

SU = V-. >;-.86 2 ;A-.? = W (108) 

Le terme ;-.86  est l’équivalent de (104), et permet d’extraire les champs contraints 

(86  '  et )86  '  de la liaison 9&. Le terme ;A-. est quant à lui l’équivalent de (105) pour 

le corps rigide et vient imposer la valeur des forces P et des moments Q extérieurs 

autre que ceux issus des connexions (en général P et Q sont nuls). ;-.86  et ;A-. 
s’écrivent : 

 ;-.86 = @;X.56 >:A86 2 ,-.? (109) 

 ;A-. = @;AX. >,-.? (110) 

Pour la suite nous distinguerons le vecteur ;-.8&Y des liaisons connectées au corps 

rigide faisant office de début d’intégration d’un segment par l’indice 9CZ, du vecteur 



 

4.2 Méthodes de tir appliquées aux fils et aux poutres 113 

;-.
8D[

 des liaisons faisant office de cible de l’intégration (arrivant sur le corps rigide) 

par l’indice 9B\, tel que V-. >;-.86 2 ;A-.? = V-]Z\ >;-.8&Y 2 ;-.
8D[ 2 ;A-.?. 

 

Dans le formalisme (c), les variables de position et orientation des corps rigides 

sont considérées comme de nouvelles inconnues, et les équations d’équilibre (108) 

constituent de nouvelles contraintes qui sont à concaténer au vecteur de contrainte V. 

Le formalisme (c) proposé permet de recouvrir les capacités de la méthode multi-

tir classique. En effet, dans la méthode multi-tir classique, chaque sous segment arrive 

à ou repart d’un corps rigide à partir d’une liaison encastrement. Cela équivaut dans le 

formalisme (c) à ce que la connexion d’arrivée * M 1 impose l’extrémité du segment 

à respecter les positions et orientations du corps rigide tel que %&^" M % = %&^"  ' = W 

et #&^"# 4 = #&^"  ' = _. Avec une convention MRP choisie pour les rotations, la 

contrainte en orientation se réécrit `&^"  ' = a. La connexion de départ * génère quant 

à elle des nouvelles inconnues pour le Newton : (&  !"'  et )&  !"' . 

Comme dans le formalisme (b), dans le cas (c), couper un segment en deux sous-

segments génère 6 inconnues et 6 nouvelles contraintes, permettant de garder une taille 

de problème réduite pour une résolution la plus efficace possible. 

De plus, au contraire de (b), le formalisme (c) permet de traiter tout type de 

liaison cinématique au niveau des connections entre corps élancés et corps rigides. 

 

La formulation générale des contraintes multi-corps/multi-tir pour b segments 

(cb connections) et d corps s’écrit : 

 efg2 hi =
jk
kk
l mf:I2 hinmf:&2 hinmf:o^"2 hipq

qq
r
 (111) 

 VJ,8&s 2 � 2 ,8&(tu 2 ,-a 2 � 2 ,-)tuK = v V8D6J;8D6 2 ;8D6KV-]Z\ >;-.8&Y 2 ;-.
8D[ 2 ;A-.?w (112) 
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 xy
z{FGgfhi = efg2 higI = |<8&s >,8&s 2 ;8&s 2 ,-56s? } <8&~t� >,8&~t� 2 ;8&~t� 2 ,-56~t�?�4VJ,8&s 2} 2 ,8&(tu 2 ,-a 2 � 2 ,-)tuK = a  (113) 

Où V8D6 est la contrainte générée par la connexion finale 9B& du segment C, et V-]Z\ 

est la contrainte générée par le corps rigide $. 
 

Les notations introduites dans cette section et les dépendances (102) à (107) et 

(109) et (110), nous permettent de développer les termes ;8D6, ;8D6, ;-.8&Y , ;-.
8D[

 et ;A-.  
en fonction des inconnues ,8&6 et ,-. du problème de tir. Afin de ne pas alourdir 

inutilement cette section, le développement effectif de ces termes est reporté en 

Annexe C.1. 

 

Jacobien 

Il s’agit ici d’obtenir la dérivée de  !"#$% , � , "#$&'( , ")* , � , ")+'(- (112) par 

rapport aux inconnues du Newton "#$% , � , "#$&'( , ")* , � , ")+'(. 

A titre d’exemple, la dérivée de la première composante  #./!0#./ , 0#./- de 

(112) par rapport aux inconnues de liaison "#$/ et de corps ")1//  et ")12/  (qui sont des 

éléments parmi ")* , � , ")+'() est développée ci-dessous. 

Nous calculons tout d’abord le terme intermédiaire : 

 
3 #./345#$/ = 63 #./30#./

30#./34#./ 7
3 #./30#./

30#./3"#./
3"#./34#./8

34#./345#$/  (114) 

Il représente la variation de la contrainte générée par la condition aux limites de 

fin par rapport au vecteur d’état imposé en début de segment (à 9 = :). 

Dans ce terme, 
; 12/;012/ est la variation de la contrainte finale par rapport aux 

champs contraints de la liaison finale. 

;012/;412/ exprime la dérivée de la transformation (104) entre les champs contraints 

de la liaison finale et le vecteur 4 intégré via l’ODE et évalué en 9 = <. Elle permet 
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de faire le lien entre variables du Newton et variables de l’ODE au niveau de la liaison 

finale. Son équivalent pour les champs non contraints se retrouve dans le terme 
;"12/;412/. 

Enfin, 
;412/;451//  correspond à la dérivée des champs intégrés finaux par rapport aux 

variations des champs initiaux de l’IVP. Ce terme représente l’influence de la 

condition initiale sur le résultat intégré. Il est évalué à partir des relations présentées 

aux paragraphes 4.2.1 et 4.2.2. 

 

Ce terme intermédiaire 
; 12/;451//  nous permet d’exprimer plus simplement la dérivée 

de la fonction de contraintes, tel que : 

 
3 #./3"#$/ =

3 #./345#$/ >
345#$/3"#$? 7

345#$/305#$?
305#$?3"#$?@ (115) 

 
3 #./3")1// =

3 #./345#$/ 6
345#$/3")1// 7

345#$/305#$?
305#$?3")1//8 (116) 

 
3 #./3")12/ =

3 #./30#./
30#./3")12/ 7

3 #./30#./ 6
30#./3"#./

3"#./3")12/ 7
30#./3")12/8 (117) 

Le terme 
; 12/;"1//  est la dérivée de la contrainte générée par la condition aux limites 

de fin par rapport aux inconnues de liaison de la condition au limite de début du 

segment A. 
0#./ sont les inconnues de la liaison finale sur lesquels portent la contrainte. 0#./ 

sont les valeurs prises par ces champs. 

 

B451//B"1/C2/ =
;451//;"1/C2? 7

;451//;051/C2?
;051/C2?;"1/?  correspond à la dérivée des champs initiaux 

évaluée en 9 = : par rapport aux inconnues "#$C./.de la liaison initiale/finale. C’est la 

dérivée de la transformation (102) entre les inconnues de liaison et le vecteur d’état de 

l’ODE, et a la même signification que le terme 
;012/;412/. Si 4 = DE", 05E","FG, "FG alors 

apparaît le terme complémentaire 
;4*;051/C2?

;051/C2?;"1/C2? représentant la dérivée des champs 



 

116 Chapitre 4 : La méthode de tir 

imposés par rapport aux champs non contraints au niveau de la condition initiale/finale 

(soit par exemple la dérivée 
;HI;J EKG de la liaison ressort (l) de la poutre). 

De la même façon, 
B451//B"L1//

= ;451//;"L1//
7 ;451//;051/?

;051/?;"L1//
 est la dérivée de la 

transformation (106) entre les inconnues de liaison et le vecteur d’état de l’ODE par 

rapport aux inconnues du corps M. 

 

Le principe de calcul des termes du jacobien ayant été établi, la dérivée de la 

seconde composante de (112) par rapport aux inconnues de liaison "#$/ et de corps ")N 
et ")1/O  est laissée en Annexe C.2 à des fins de concisions. 

 

L’assemblage du jacobien se fait ensuite par bloc en fonction de la façon dont le 

vecteur contrainte  !"#$% , � , "#$&'( , ")* , � , ")+'(- (112) est construit à partir des 

inconnues "#$% , � , "#$&'( , ")* , � , ")+'(. L’avantage d’utiliser un jacobien recomposé 

réside dans le fait que chaque composante du vecteur des contraintes ne dépend que 

de quelques inconnues du Newton. En effet, les inconnues d’une liaison sur une autre 

alors qu’elles ne sont pas liées par un segment ou un corps rigide seront sans effet sur 

le calcul des contraintes. Le jacobien possède donc beaucoup de blocs de zéros. De ce 

fait, lorsque beaucoup de liaisons et de corps rigides seront impliqués, une différence 

finie « brutale » sur la fonction de contrainte entraîne des temps de calculs long et le 

réassemblage permet un gain de temps significatif. En pratique nous avons observé 

qu’à partir de 3 tronçons (soit 6 liaisons et 2 corps rigides), la recomposition devient 

plus efficace d’un point de vue temps de calcul qu’une différence finie directe, pour 

un segment unique résolu avec la méthode multi-tir. 

 

Les deux prochaines sections traitent des résultats obtenus sur des modèles fils 

et poutres avec la formulation multi-corps/simple ou multi-tir proposée. Les références 

auxquelles sont comparés les résultats sont issues de formulations analytiques lorsque 

ces formulations existent, ou de la littérature dans le cas contraire. 
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4.3 RESULTATS DE LA METHODE 

Cette section vise à valider numériquement de la méthode de tir simple et multi-

corps/multi-tir développée en section précédente. Les objectifs sont multiples, il s’agit 

de démontrer les capacités de la méthode appliquée aux problèmes fils ou poutres en 

termes : 

· De précision ; 

· De convergence : nombre d’itérations du Newton et nombre de nœuds lors 

de l’intégration en pas adaptatif ; 

· De capacité de modélisation commune aux fils et poutres : simple ou multi 

segments, différentes conditions aux limites, paramètres de sections 

matériaux différents ou différents types de lois de comportement, 

chargement linéique extérieur non-linéaire (types efforts suiveurs) ; 

· De capacité de modélisation spécifique aux poutres : robustesse du 

paramétrage en MRP, utilisation d’une configuration de référence non 

droite, couplage non-linéaire des champs solution. 

 

Les références pour la comparaison des résultats proviennent soit de 

formulations analytiques (ou semi-analytiques : résolues numériquement), soit sont 

extraites de la littérature. 12 exemples résumés en Table 9 seront traités afin de 

recouvrir l’ensemble de ces sujets. Les types de références considérés sont également 

rappelés dans cette table. 

Pour les fils, deux sources de références sont utilisées : 

· La formulation caténaire [36] : c’est en réalité un dérivé de la méthode de 

tir pour laquelle l’ODE a été intégrée analytiquement (voir Annexe D.1). 

Une fois intégrées, les équations forment un système algébrique à résoudre. 

Comme avec la méthode de tir, un algorithme de Newton est utilisé ; 

· La formulation analytique du problème velaria [71]. 

Pour les poutres, trois types de références sont utilisées : 

· La formulation analytique d’une poutre en flexion pure en grandes rotations 

[83] ; 
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· Des formulations issues de la Résistance Des Matériaux (RDM) [84] ; 

· Des valeurs numériques issues de la littérature dont les références seront 

précisées au cas par cas. 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Référence C C A C A L L L R R R R 

Segment 

simple 
X X X  X X X X     

Plusieurs 

segments 
   X     X X X X 

Conditions 

aux limites 
X X         X X 

Loi de 

comportement 
  X X  X    X  X 

Convergence X X           

Intégrateur 

(nombre de 

nœuds) 

X   X X        

Rotations 

(poutres) 
NC NC NC NC X X X      

Géométrie 

initiale 
    X  X X     

Couplages 

entre modes 
NC NC NC NC  X X X     

Chargement 

linéique non-

linéaire 

(solutions 

multiples) 

  X          

A : analytique 

C : caténaire (semi-analytique) 

L : littérature 

R : résistance des matériaux 

NC : non concerné 

Table 9: Méthode de tir - exemples de validation 

 

4.3.1 Exemple n°1 : Fil caténaire rotule-prismatique 

Cet exemple propose l’étude d’un fil seul soumis uniquement à son poids propre 

(caténaire) attaché aux extrémités par une liaison rotule et une liaison prismatique 

d’axe   (Figure 40). Le problème permet de vérifier la méthode de tir simple avec 

laquelle plusieurs valeurs d’effort horizontal de la liaison prismatique sont ciblées. 

L’objectif est de sortir du cadre classique de la modélisation caténaire dans laquelle le 
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segment est connecté par des liaisons rotules à chaque extrémité. Dans cet exemple de 

validation, nous regarderons également l’influence de l’erreur du schéma d’intégration 

Runge-Kutta vis-à-vis du nombre de points et de la précision. 

Le segment est supposé avoir une section matériau uniforme dont les paramètres 

sont donnés en Table 10. La ligne est fixée en ! = 0, et libre de translater selon   en 

! = " avec un effort imposé  !. 

"#, $#, " et $ sont respectivement les tensions verticales et horizontales à 

l’extrémité gauche (ancre) et droite (chaumard). La tolérance de Newton est fixée à 

10-12 et dans un premier temps nous utilisons un schéma RK4 explicite où nous fixons 

le nombre d’éléments à 10. 

Les résultats sont comparés à la formulation analytique développée en Annexe 

D.1. 

 

 

Figure 40 : Exemple n°1 : définition d'un segment caténaire simple 

 

Longueur au repos % 50 m 

Module d’Young & 2.11.1011 N/m² 

Aire ' 3.1426.10-4 m² 

Masse volumique ( 7.850.103 kg/m3 

Masse volumique du fluide () 1.025.103 kg/m3 

Table 10 : Exemple n°1 : caractéristiques du segment 

 

La Figure 41 présente les solutions pour les valeurs de * variant de 1 à 10. La 

Table 11 donne les erreurs adimensionnelles absolues en positions et tensions 

maximales le long du segment pour différentes valeurs de tension horizontale 

imposées au travers du ratio * = +%  !,  avec + = -'.( / ()0. L’erreur est calculée 
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par 1# = max
23[456]

|.78 / 789:!#;<0|>+% pour les tensions et par 1# = max
23[456]

|.?8 /

?89:!#;<0|>% pour les déplacements. 

 

 

Figure 41 : Exemple n°1 : solutions caténaires rotule-prismatique pour différents 

ratios * 

 

 

Champ * = @ * = A * = B * = @C 

? 7.92.10-9 3.79.10-8 5.10.10-7 3.89.10-6 

D 6.52.10-9 6.61.10-8 8.57.10-7 7.53.10-6 

$ 1.86.10-13 1.95.10-15 3.73.10-14 1.86.10-14 

" 4.66.10-14 6.99.10-11 4.84.10-14 4.66.10-14 

Table 11 : Exemple n°1 : erreurs maximales 

 

La méthode de tir simple montre de très bons résultats en termes de précision sur 

ces cas. L’erreur maximale tous cas confondus n’excède pas 7.53.10-6 sur les positions 

verticales avec seulement 10 éléments. Les erreurs pour les champs d’efforts sont de 

l’ordre de la précision machine. Cet exemple permet également de tester une 

formulation en condition aux limites mixte (position et effort de la liaison 

prismatique). 

Comme mentionné en paragraphe 4.2.4, un atout intéressant de la méthode de tir 

est l’utilisation d’un intégrateur à pas adaptatif pour minimiser le nombre de points 

d’intégration. En utilisant un schéma RKF45, nous obtenons les itérations présentées 

en Figure 42 (pour une erreur de 10-12 du schéma) ainsi que l’évolution du nombre de 

points d’intégration en fonction de l’erreur absolue choisie pour le schéma RKF45 en 

Figure 43. Ces résultats ont été obtenus pour le cas * = @ et l’itéré initial E4 = F4
4 =
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[BC5 C5 /@CC] (condition initiale à la rotule). L’algorithme de Newton converge en 5 

itérations vers la solution finale. L’itéré initial n’étant pas nécessairement proche de la 

cible (Figure 42), nous observons ici une convergence très rapide de la méthode. De 

plus, la Figure 43 nous montre que le nombre de points d’intégration ne dépasse pas 

les 10 nœuds dès la première itération, même pour des erreurs absolues du schéma très 

faibles. Enfin, le nombre de points est identique entre les itérations 1 à 4. Cela 

s’explique par les solutions géométriquement proches visibles en Figure 42. Un 

schéma d’intégration adaptatif utilisé avec la méthode de tir permet donc une réduction 

du nombre de nœuds d’intégration et donc du temps de calcul tout en maintenant une 

précision maîtrisée grâce au paramètre d’erreur de l’intégrateur. 

Finalement nous effectuons un calcul multi-corps/multi-tir en discrétisant le 

segment afin de caractériser l’influence de la méthode de calcul du jacobien sur les 

performances de calcul. Le jacobien est calculé soit par une différence finie directe de 

la fonction contrainte (FD), soit recomposé au travers des éléments fournis en 

paragraphe 4.2.4 où le calcul du terme 
GHIJK

GHLIKK

 se fait par différence finie (R_FD) ou par 

intégration de l’ODE qui lui est associée (R_AN). 

 

 

Figure 42 : Exemple n°1 : itérations du Newton 
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Figure 43 : Exemple n°1 : évolution du nombre de points d'intégration par rapport à 

l'erreur du schéma RKF45 

 

La technique de calcul du jacobien n’a pas d’influence sur l’évolution du nombre 

d’itérations du Newton (Figure 44). Le calcul par intégration de l’ODE, censé être plus 

précis, ne permet pas de réduire significativement le nombre d’itérations par rapport 

aux approches différences finies (avec un pas de 10-8). En revanche, la recomposition 

du jacobien permet un gain en temps significatif comparé à une différence finie brute 

(Figure 45) car les blocs de zéros des segments non adjacents ne sont pas calculés. Le 

temps de calcul dépend quadratiquement du nombre de segments lors d’un calcul 

direct, et linéairement lors d’un calcul avec recomposition, comme indiqué par les 

régressions quadratiques et linéaires des courbes pointillées de la Figure 45. 

 

 

Figure 44 : Exemple n°1 : itérations du Newton fonction du nombre de segments 
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Figure 45 : Exemple n°1 : temps de calcul fonction du nombre de segments (ramené 

au temps d’évaluation pour 1 segment) 

 

4.3.2 Exemple n°2 : Fil caténaire sous plusieurs combinaisons de conditions aux 

limites 

Le but de cet exemple est d’étudier le comportement de la méthode de tir simple 

avec plusieurs types de conditions aux limites. Une particularité évoquée en 

paragraphe 4.2.4 est la notion de direction du tir. En effet, l’intégration de l’ODE se 

fait à partir d’un côté du segment étudié. Selon l’extrémité de départ d’intégration de 

l’ODE, les inconnues et contraintes de la méthode de tir peuvent différer même si la 

configuration du système physique reste la même (Figure 46). La direction de tir 

impacte également la valeur des champs d’efforts internes compte tenu de la 

convention de positivité de la droite sur la gauche qui dépend de l’origine des abscisses 

curvilignes (voir la cinématique des fils 4.2.1 et des poutres 4.2.2). Nous cherchons 

donc à vérifier si les valeurs des champs solutions sont bien identiques, 

indépendamment du choix de l’origine des abscisses curvilignes (à la convention de 

signe près). 

 

L’exemple se base sur un fil caténaire dont la solution de référence est donnée 

en Annexe D.1. Un même segment identique à l’exemple précédent est considéré. 

C’est un segment simple déformable, de paramètres de section matériau constants, 

suivant une loi élastique, donnés en Table 10. 
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La condition aux limites de gauche sera toujours prise comme une rotule. Celle 

de droite sera prise parmi les conditions aux limites suivantes : (a) rotule, (b) effort 

imposé, (c) prismatique, (e) ressort linéaire, (f) ressort linéaire + liaison prismatique 

(c.f. Table 6). La configuration caténaire étant dans un plan, la liaison (d) ponctuelle 

est équivalente à une liaison prismatique pour les fils et n’est donc pas réétudiée. Ces 

5 combinaisons sont dédoublées pour les   croissants et décroissants selon ! qui 

correspondent aux configurations (I) et (II) de la Figure 46. Au total, 10 combinaisons 

sont donc étudiées dans cet exemple. 

 

 

Figure 46 : Exemple n°2 : convention de signe des efforts selon la direction 

d'intégration 

 

Pour le cas (b), nous considérons un pur effort horizontal tel que "# = 0. Pour 

les cas (b) et (c), nous introduisons le ratio $ = %& "'(  avec % = )*+, - ,./ et tel 

que "' est obtenu pour la valeur $ = 10. Les coordonnées de la rotule à l’extrémité 

gauche en convention (I) sont !2 = 0, 32 = 0. Enfin, les coordonnées de l’extrémité 

de droite pour les cas (I)-(a), (I)-(c) sont !. = 45 et 3. = 0. Le point de référence du 

ressort est pris à 6 = [457 070]8. La raideur du ressort est de 9 = %& 10( . La tolérance 

du Newton est fixée à 10-8 et le paramètre d’erreur absolue de l’intégrateur à 10-8. 

L’estimation de l’itéré initial pour les cas (II)-(b), (II)-(c) et (II)-(f) est imposée à :. =

[!. 7 3.]. De la même façon, lorsque des tensions initiales sont inconnues (cas (I) et 

(II)-(a), (II)-(c)), les tensions verticales et horizontales sont supposées égales telles que 

la norme est obtenue pour le ratio $ = 10. Cela correspond à un fil dont la tangente 

fait un angle de 45 degrés vers le bas. 
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Nous comparons les erreurs absolues adimensionnelles ;< = max
>?[@7A]

|+BC -

BCDE'<FG/|H%& et ;< = max
>?[@7A]

|+!C - !CDE'<FG/|H& en début, fin et maximale le long du 

segment, dont les résultats sont donnés en Table 12 à Table 14. Nous avons retiré de 

la Table 12 les erreurs nulles dues au fait que nous imposons la moitié des champs au 

niveau de l’extrémité initiale. Nous pouvons voir que l’erreur maximale ne dépasse 

pas 2.92.10-9 pour la position en ! le long du segment. Aux extrémités initiales et 

finales, l’erreur maximale est respectivement de 8.29.10-10 et 2.18.10-9, tous champs 

confondus. Les erreurs sur le cas (c) sont plus faibles que dans l’exemple précédent 

car nous avions fixé le nombre de points d’intégration constant à 10, alors que dans 

l’exemple présent l’intégrateur RKF45 adapte le pas en fonction de la précision 

souhaitée. Ici nous obtenons 34 points d’intégration pour la solution finale du cas 

rotule-prismatique avec $ = 10, cette valeur ayant été sélectionnée car présentant la 

moins grande précision dans l’exemple n°1. 

Les valeurs d’erreur sont donc fortement dépendantes des tolérances choisies 

pour l’intégrateur à pas adaptatif et pour l’algorithme de Newton. La tolérance sur le 

Newton influencera principalement l’erreur au niveau des extrémités alors que l’erreur 

sur le RKF45 affectera l’erreur maximale le long du segment. L’intégrateur à pas 

adaptatif permet donc un gain significatif en précision tout en limitant le nombre de 

nœuds au strict nécessaire. 

 

  Champs 

Conv. Cas ! 3 B' B# 

(I) 

(a) - - 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) - - 1.86.10-14 1.86.10-13 

(c) - - 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) - - 2.90.10-10 6.43.10-10 

(f) - - 2.73.10-10 7.46.10-10 

(II) 

(a) - - 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) 7.60.10-10 3.03.10-11 - - 

(c) 8.29.10-10 - 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) 4.10.10-11 6.80.10-12 2.39.10-10 5.72.10-10 

(f) 4.79.10-11 - 2.73.10-10 7.46.10-10 

Table 12 : Exemple n°2 : erreurs absolues adimensionnelles à l'extrémité initiale 

 



 

126 Chapitre 4 : La méthode de tir 

Cet exemple illustre le fait que la méthode de tir permet la modélisation de 

plusieurs types de conditions aux limites. Quelle que soit la configuration choisie 

(origine des abscisses curvilignes), les erreurs sur les champs de position et d’effort 

sont du même ordre de grandeur, validant le choix d’assemblage du vecteur d’état à 

intégrer par la moitié des champs connus par la condition aux limites. Les conditions 

aux limites de type ressort, considérées comme des liaisons cinématiques classiques 

générant les inconnues et contraintes du Newton sont également validées. De plus, la 

méthode se base sur une utilisation des champs continus sans approximation ou 

discrétisation, ce qui conduit à une très grande précision sur les efforts tout le long de 

la ligne comme montré en Table 14. 

 

  Champs 

Conv. Cas ! 3 B' B# 

(I) 

(a) 2.00.10-13 4.51.10-15 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) 2.18.10-9 1.13.10-10 1.86.10-14 1.90.10-15 

(c) 8.29.10-10 4.77.10-16 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) 5.06.10-11 4.78.10-12 2.90.10-10 6.43.10-10 

(f) 4.79.10-11 2.53.10-15 2.73.10-10 7.46.10-10 

(II) 

(a) 1.04.10-13 2.88.10-15 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) 1.36.10-15 2.93.10-16 1.86.10-14 1.86.10-13 

(c) 4.22.10-15 1.71.10-15 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) 7.97.10-16 1.06.10-16 2.39.10-10 5.72.10-10 

(f) 1.78.10-15 6.90.10-17 2.73.10-10 7.46.10-10 

Table 13 : Exemple n°2 : erreurs absolues adimensionnelles à l'extrémité finale 

 

  Champs 

Conv. Cas ! 3 B' B# 

(I) 

(a) 8.83.10-10 1.10.10-10 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) 2.92.10-9 1.59.10-10 1.86.10-14 4.42.10-13 

(c) 1.26.10-9 1.20.10-10 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) 1.09.10-9 1.16.10-10 2.90.10-10 6.43.10-10 

(f) 9.47.10-10 1.13.10-10 2.73.10-10 7.46.10-10 

(II) 

(a) 8.83.10-10 1.10.10-10 2.34.10-10 6.12.10-10 

(b) 1.18.10-9 6.03.10-11 1.86.10-14 1.86.10-13 

(c) 1.20.10-9 1.20.10-10 1.86.10-14 6.92.10-10 

(e) 9.54.10-10 9.66.10-11 2.39.10-10 5.72.10-10 

(f) 9.55.10-10 1.13.10-10 2.73.10-10 7.46.10-10 

Table 14 : Exemple n°2 : erreurs absolues adimensionnelles maximales le long du 

tronçon 
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4.3.3 Exemple n°3 : Fil soumis à un effort radial 

Nous avons vu dans les deux exemples précédents l’application de la méthode 

de tir sur des cas caténaires avec plusieurs types de conditions aux limites. Les 

équations caténaires sont basées sur un effort de gravité ne dépendant pas de la position 

et de l’orientation de la section. Cela conduit à un bon conditionnement de l’IVP tant 

que la ligne ne se tend pas. 

Nous allons maintenant éprouver la méthode de tir simple appliquée à la 

résolution d’un tronçon soumis à un effort dépendant de sa position. Ce type 

d’approche a été utilisée pour des lignes d’ancrage soumises aux effets de la gravité et 

du courant par [64,65] avec un formalisme de la cinématique du fil en coordonnées 

sphériques. 

Nous allons ici valider le formalisme cartésien adopté en réalisant un exemple 

d’étude sur la référence du velaria [71]. Le fil est supposé inextensible, sans masse et 

soumis à une force distribuée normale d’intensité constante I de la forme J+ / =

-IK L  !". La solution à ce problème est un arc circulaire. Cet exemple correspond à 

l’application d’une pression hydrostatique d’amplitude # sur une membrane 

cylindrique d’axe $. Nous considérons ici le fil inextensible (loi de comportement 

(39)) dont les extrémités sont rotulées (Figure 47). Le rayon % est pris à 1 m et l’effort 

distribué # à 1 N/m. Les conditions aux limites rotulées imposent "(& = 0) = %. ' et 

"(& = *) = +%. '. Avec ce paramétrage, nous avons la longueur de tronçon * = ,% 

et l’origine des abscisses curvilignes est choisie pour un angle - nul tel que -(&) = !

/
. 

 

 

Figure 47 : Exemple n°3 : pression hydrostatique constante sur une membrane 

cylindrique 
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La solution analytique pour ce problème est : 

 1(&) = %23&4-(&)5 (118) 

 6(&) = %&784-(&)5  

 89(&) = +#%&784-(&)5  

 8:(&) = #%23&4-(&)5  

Même si l’algorithme de tir est résolu en trois dimensions, nous effectuons le 

raisonnement dans le plan dans la suite de cet exemple. D’un point de vue conceptuel, 

ce cas est de dimensions 2, avec deux inconnues pour le Newton (; =

<89(& = 0)> 8:(& = 0)?
@
). 

Nous introduisons la tension adimensionnelle A (pourcentage de la tension 

solution) en extrémité de départ, et définie comme 8:(& = 0) = A#% = 8:B tel que 

;B = <0> 8:B?
@
 (la composante 89(& = 0) est annulée afin de simplifier l’analyse). 

La tolérance du Newton est prise à 10-10, l’erreur absolue pour l’intégrateur à 10-

12. Deux estimations initiales sont investiguées : A = +C.D et A = C.D. La méthode de 

tir converge en 9 itérations pour chacun des cas (Figure 48). 

 

 

Figure 48 : Exemple n°3 : multiples solutions de la méthode de tir pour un fil soumis 

à un effort radial 

 



 

4.3 Résultats de la méthode 129 

Si nous paramétrons l’équation de contrainte finale "(& = *) = +%. ' par A nous 

obtenons deux termes : E9(A) = 1(& = *F A) %G H C et E:(A) = 6(& = *F A) %G . La 

Figure 49 présente l’évolution de E9(A) et E:(A) en fonction de A. L’objectif de la 

méthode de tir étant d’annuler ces fonctions au travers du Newton, la solution est 

obtenue pour A = C. Le diagramme de phase 4E9(A)> E:(A)5 est montré en Figure 50 

dont les labels indiquent les valeurs prises par A pour initialiser ;B. Sur ce diagramme 

de phase, la solution est trouvée pour 4E9(A)> E:(A)5 = (0>0). Le trait plein 

correspond au cas $ = I avec A J 0. Les Figure 49 et Figure 50 sont simplement 

obtenues par l’intégration d’ODE pour plusieurs valeurs de A K [+C.L> +0.D] M

[0.D>C.L], donc de ;B. 

 

 

Figure 49 : Exemple n°3 : évolutions de E9(A) etE:(A) pour un effort linéique radial 

 

 

Figure 50 : Exemple n°3 : diagramme de phase E9(A) etE:(A) fonction des valeurs 

prises par A 
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Si l’on modifie la normale $ tel que $ = NOPQR"
SNOPQR"S

 où T est un point courant 

appartenant au segment, cela permet d’étendre le paramétrage pour traiter des 

orientations du segment (sens de l’angle - et des abscisses curvilignes) horaires ou 

trigonométriques. Ainsi, la solution pointillée de la Figure 48 peut être atteinte et deux 

solutions symétriques par rapport à ' existent (A positif et A négatif). Le trait pointillé 

sur le diagramme de phase est obtenu pour les valeurs de A négatives. 

 

Il est intéressant de constater en Figure 50 que dans le cadre de cet exemple 

simple en deux dimensions, où l’évolution des fonctions contraintes est restreinte au 

seul paramètre A, deux solutions peuvent coïncider lorsque le diagramme de phase 

présente une intersection pour différentes valeurs de A. Chaque solution est atteignable 

par la méthode de tir tant qu’un itéré initial se trouve dans le domaine de convergence 

de cette solution. 

Si l’on observe précisément la Figure 50, nous pouvons remarquer un autre point 

d’intersection 4E9(A)> E:(A)5 = (U>0) pour les valeurs A = +0.D et A = 0.D. Cela 

correspond au cas du cercle fermé. Du fait que la configuration de référence soit un 

segment ouvert (extrémités déconnectées), il existe pour ce point spécifique du 

diagramme de phase une infinité de solutions correspondant aux cercles pleins de 

rayon V = /

W
 (le fil fait des tours sur lui-même). 

 

Enfin, les erreurs maximales adimensionnelles le long du segment XY =

max
!K[Z>\]

|(8^ + 8^_`9Ybc)|d#% et XY = max
!K[Z>\]

|(1^ + 1^_`9Ybc)|d% sont données en Table 15. 

 

Champs 
Itéré initial A 

-1.5 1.5 

1 3.70.10-9 3.70.10-9 

6 9.18.10-9 9.18.10-9 

89 6.01.10-9 6.01.10-9 

8: 4.58.10-9 4.58.10-9 

Table 15 : Exemple n°3 : erreurs maximales adimensionnelles 
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Encore une fois la précision de la méthode de tir est remarquable sur cet exemple 

où l’effort linéique dépend de la géométrie du segment en position et orientation. 

 

Nous mettons ici en évidence le fait que la méthode de tir peut prendre en compte 

des chargements non-linéaires sur le corps élancé, une loi matériau inextensible, et 

atteindre plusieurs solutions du problème aux deux bouts lorsqu’elles existent (à 

condition d’avoir un premier itéré suffisamment bien défini) tout en gardant une 

précision quasi-analytique. 

 

4.3.4 Exemple n°4 : Configuration de fils à trois brins convergents 

Cet exemple permet d’aborder l’utilisation du multi-tir pour la résolution de 

plusieurs segments caténaires (lignes d’ancrage) connectés ensembles comme 

représentés sur les Figure 51 et Figure 52. 

Nous considérons trois extrémités uniformément réparties sur un cercle de rayon 

  à des angles constants de ! =
"#

$
 et une altitude nulle. Chacun des trois segments 

possède ses propres caractéristiques matériau %(&), '(&), *(&), et ils sont connectés 

ensemble à l’une de leurs extrémités par une bouée modélisée par un effort vertical 

+-. La résolution semi-analytique à partir des équations caténaires est donnée en 

Annexe D.3. 

 

 

Figure 51 : Exemple n°4 : configuration de l’exemple à trois brins – vue 3D 
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Figure 52 : Exemple n°4 : configuration de l’exemple à trois brins - vue horizontale 

 

Nous considérons les valeurs suivantes : ./ = 5012, %/ = 34664 6077189

2",1*/ = :;501<>92$ et '/ = ?46@6A4 60BC12". A partir de ces paramètres, les 

propriétés de chaque segment sont données dans la Table 16. 

 

Propriété Segment 1 Segment 2 Segment 3 

.(&) ./ ./ ./ 

'(&) '/ '/ '/ 

%(&) 0405%/ 04006%/ %/ 

*(&) 3*/ 0451*/ */ 

Table 16 : Exemple n°4 : propriété des segments 

 

Pour cet exemple, une tolérance de 10-10 est utilisée pour le Newton et de 10-12 

pour l’erreur absolue sur l’intégrateur à pas adaptatif. L’itéré initial est pris à pour 

chaque brin à D&/ = D/ EFG(!&) avec D/ = [50, 0, H600]4 

 

La Figure 53 présente les positions finales de chaque segment dans le plan 

horizontal. Les erreurs absolues maximales adimensionnelles IJ = max
KL[/,M]

|(N& H

N&1OPJQR)|9S. pour les tensions et IJ = max
KL[/,M]

|(T& H T&1OPJQR)|9. pour les positions 

sont présentées sur chaque segment en Table 17. Les angles de ligne, la position de la 

bouée, et les erreurs absolues dimensionnelles (IJ = |(D H DOPJQR)|) associées sont 
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données en Table 18. De plus, la Table 19 fournit le nombre de points final utilisé par 

l’intégrateur à pas adaptatif pour intégrer l’ODE de chaque tronçon. 

 

 

Figure 53 : Exemple n°4 : positions finales des segments dans le plan x-y 

 

Champs Line 1 Line 2 Line 3 

T 1.67.10-11 2.09.10-11 1.88.10-11 

U 1.11.10-11 1.08.10-10 1.08.10-10 

V 5.19.10-12 3.24.10-11 1.87.10-11 

W 5.85.10-12 5.16.10-11 2.68.10-11 

X 8.97.10-13 2.60.10-12 4.10.10-13 

Table 17 : Exemple n°4 : erreurs adimensionnelles maximale pour chaque tronçon 

 

Champs Tir multiple Référence 
Erreur absolue 

(dimensionnelle) 

 (!) (rad) 1.5208.10-1 1.5208.10-1 2.2130.10-11 

 (") (rad) 2.2216 2.2216 1.3838.10-10 

 (#) (rad) -2.3540 -2.3540 1.5105.10-10 

$% (m) -6.1827 -6.1827 8.3703.10-10 

&% (m) 2.8840 2.8840 5.5509.10-10 

'% (m) 8.8387 8.8387 9.1566.10-11 

Table 18 : Exemple n°4 : résultats et erreurs sur les paramètres principaux 

 

 Segment 1 Segment 2 Segment 3 

Elements 33 24 27 

Table 19 : Exemple n°4 : nombre d'éléments issus de l’intégrateur à pas adaptatif 
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Les résultats des Table 17 et Table 19 montrent une très bonne précision de la 

méthode de tir multiple sur les champs * et +, ainsi que sur les angles des lignes et 

position finale de la bouée. Ce résultat n’est en soit pas surprenant car la méthode de 

résolution de la caténaire est un dérivé de la méthode de tir. En effet, nous pouvons 

faire un parallèle entre la méthode de tir et les équations caténaires pour lesquelles les 

équations (139) à (142) de l’Annexe D.3 sont le résultat de l’intégration analytique de 

l’ODE. Les équations algébriques (139) à (142) associées aux valeurs conditions aux 

limites sont résolues au travers d’un algorithme de Newton. Ce processus de résolution 

pour les caténaires n’est possible que grâce à la forme de l’équation différentielle issue 

des équations d’équilibre qui ne tiennent compte que de la gravité comme effort 

extérieur. L’intégration analytique des efforts ne sera pas possible avec un effort de 

courant par exemple [64,65]. 

Outre les aspects de précision, cet exemple permet de valider l’approche multi-

corps/multi-tir dans laquelle la bouée est modélisée par un corps rigide sur lequel 

viennent se connecter chaque ligne (en rotule) et sur lequel la force ,% est appliquée. 

L’intégrateur adaptatif permet également l’ajustement automatique du pas 

d’intégration pour cibler la tolérance requise. Nous voyons une tendance apparaître 

ici : le nombre de points augmente avec la masse linéique, donc avec l’effort extérieur 

de gravité imposé qui induit une déformée plus grande. Le même constat avait été fait 

entre les exemples n°1 et n°2. La tendance est moins marquée sur les variations de 

module d’Young. 

 

4.3.5 Exemple n°5 : Poutre en grandes rotations 

Cet exemple de poutre a pour but de vérifier le paramétrage en rotation effectué 

avec les MRP, ainsi que la précision de la méthode de tir lorsque la poutre se déforme 

en grandes rotations. 

Deux cas sont traités ici : le premier considère la poutre droite, le second 

introduit une pré-courbure de la configuration de référence. Le cas sans pré-courbure 

a été traité par plusieurs auteurs [83,85,86,87,88,89] afin de vérifier les paramétrages 

en rotation de modèles éléments finis. Le cas avec pré-courbure est quant à lui traité 

par la littérature [85,90] grâce à des formulations spécifiques en éléments finis. Le but 

est ici de montrer que la prise en compte d’une configuration de référence de poutre 



 

4.3 Résultats de la méthode 135 

pré-courbée se fait naturellement avec la méthode de tir au travers des équations de 

comportement (64) et (65). Alors que les méthodes éléments finis nécessitent des 

reformulations particulières afin de tenir compte de la pré-courbure [90,91], la 

méthode de tir ne nécessite quant à elle pas de traitement supplémentaire. 

Soit une poutre droite de fibre neutre dirigée selon l’axe -, encastrée d’un côté 

et soumise à un pur moment d’amplitude . autour de / (Figure 54), dont les propriété 

mécaniques sont données en Table 20. La solution analytique à ce problème [83] est 

un arc de cercle est donnée par (119). 

 

 

Figure 54 : Exemple n°5 : poutre console en flexion pure 

 

Length at rest 0 1 m 

Second moment of inertia 1! = 1" = 1 2 m4 

Polar moment of Inertia 2 1 m4 

Cross section area 3 0.25 m² 

Young Modulus 4 1 N/m² 

Poisson’s ratio 5 0.3 

Table 20 : Exemple n°5 : propriété mécaniques 

 

 6/(7) = . (119) 

 $(7) =
8

9
7:;(97)  

 '(7) =
8

9
(<>7(97) ? 8)  

 9 =
.

41
@ 9A  
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9 correspond à la courbure constante de l’arc de cercle, 9A correspond à la pré-

courbure de la configuration de référence. La méthode de tir simple est utilisée sur cet 

exemple. Cinq valeur du moment adimensionnel 
BC

DE
 sont considérées : F,G

H

", I, 
#

"I et 

JI. Une tolérance de 10-8 est utilisée pour l’algorithme de Newton et de 10-12 pour 

l’intégrateur RKF45. Le tir débute de la liaison encastrement et l’itéré initial du 

Newton (force et moment) est pris nul. Le choix de l’itéré initial en efforts/moments a 

ici peu d’influence car la fonction de contrainte porte elle-même sur les 

efforts/moments et l’équilibre entre efforts interne et externes est direct. Les 

géométries déformées obtenues numériquement sans et avec pré-courbure (9A =
"H
C

) 

sont montrées en Figure 55. Les erreurs maximum absolues adimensionnelles KL =

max
MN[AOC]

|(6 ?6PQLRS)|T. pour le moment fléchissant, et KL = max
MN[AOC]

|($U ? $UGPQLRS)|T0 

pour les déplacements, sont données en Table 21. 

 

 Champs 

 9A = F 9A =
JI

0
 

.

41
 $ ' 6V $ ' 6V 

F 0.00 3.33.10-16 0.00 1.35.10-11 7.99.10-12 0.00 
I

J
 4.28.10-12 7.88.10-12 1.32.10-13 1.64.10-11 6.60.10-12 1.32.10-13 

I 1.09.10-11 7.62.10-12 1.87.10-13 1.09.10-11 7.63.10-12 1.32.10-13 
W

J
I 1.64.10-11 6.57.10-12 1.32.10-13 4.28.10-12 7.90.10-12 8.07.10-14 

JI 1.35.10-11 8.03.10-12 1.32.10-11 0.00 1.30.10-12 1.46.10-12 

Table 21 : Exemple n°5 : erreurs maximum absolues (pas adaptatif) 

 

Les déformées de la Figure 55 montrent les grandes orientations mises en jeu. 

Les erreurs maximales le long du segment fournies en Table 21 sont très faibles quel 

que soit le champ considéré. Le choix du paramétrage MRP associé à la méthode de 

tir permet la modélisation des grandes rotations. Si nous considérons un pas 

d’intégration constant (20 éléments), les erreurs maximales pour chaque champ sont 

fournies en Table 22. Le nombre de nœuds généré par l’intégrateur adaptatif croit avec 

la courbure totale (Table 23). La méthode reste malgré tout assez précise avec peu de 

points d’intégration. Le nombre d’itérations du Newton reste quant à lui très bas (~3-

4 itérations) et identique quel que soit le chargement appliqué. 
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Cet exemple permet de mettre en valeur la faculté de la méthode de tir à tenir 

compte de configuration de référence pré-courbée. La précision reste très bonne avec 

le paramétrage MRP choisi, précision atteinte pour un nombre faible d’itérations du 

Newton (~3-4) sur cet exemple en grande rotation. 

 

 

 

Figure 55 : Exemple n°5 : profiles déformés (haut : sans pré-courbure, bas : avec pré-

courbure) 

 

 Champs 

 9A = F 9A =
JI

0
 

.

41
 $ ' 6V $ ' 6V 

F 0.00 3.33.10-16 0.00 4.31.10-6 2.81.10-6 0.00 
I

J
 1.77.10-8 1.58.10-8 1.31.10-13 2.14.10-6 1.19.10-6 6.48.10-11 

I 4.25.10-7 1.24.10-7 4.06.10-11 4.25.10-7 1.24.10-7 2.73.10-12 
W

J
I 2.14.10-6 1.19.10-6 8.97.10-9 1.77.10-8 1.58.10-8 8.07.10-14 

JI 4.31.10-6 2.81.10-6 5.10.10-8 0.00 4.46.10-15 1.32.10-13 

Table 22 : Exemple n°5 : erreurs maximum absolues (pas non adaptatif) 
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 Sans pas adaptatif Avec pas adaptatif 

 9A = F 9A =
JI

0
 9A = F 9A =

JI

0
 

.

41
 Itérations Nœuds Itérations Nœuds Itérations Nœuds Itérations Nœuds 

F 1 21 1 21 1 4 1 230 
I

J
 3 21 3 21 3 72 3 178 

I 3 21 4 21 3 128 3 128 
W

J
I 4 21 4 21 3 178 4 72 

JI 4 21 4 21 3 230 3 9 

Table 23 : Exemple n°5 : nombre d'itérations et points d'intégration 

 

4.3.6 Exemple n°6 : Poutre fléchie en hélice 

Cet exemple est un dérivé de l’exemple précédent de pure flexion, à la différence 

près qu’une force dans le plan de la section est appliquée à l’extrémité libre, venant 

tordre la poutre en forme d’hélice (Figure 56). Ce cas a d’abord été étudié par [88] puis 

plus tard par plusieurs auteurs [85,86,92,93] et ne possède pas de référence analytique, 

nous comparerons donc les résultats numériques de la littérature. Le but de cet exemple 

est multiple : vérifier l’algorithme de commutation MRP/SMRP en dépassant la plage 

angulaire admissible par le paramétrage MRP ( = ±2!) et éprouver la méthode de 

tir simple lorsque plusieurs modes de déformation (cisaillement, flexion) sont 

sollicités. Comme soulignés par [88], [92] et [93] l’efficacité du paramétrage en 

rotation est un point crucial pour obtenir des résultats corrects. 

 

 

Figure 56 : Exemple n°6 : poutre fléchie en forme d'hélice 

 



 

4.3 Résultats de la méthode 139 

Les raideurs en flexion et cisaillement sont respectivement prises à "#$ = "#% =

&' = 10% et "( = 2&( = 10), le ratio de Poisson est sélectionné à une valeur nulle 

* = 0 et la longueur vaut + = 10. 

La force , = 50- et le moment . = 200!- sont augmentés incrémentalement 

de - = 0 à - = 1. Augmenter à la fois la force et le moment conduit à déformer en 

forme d’hélice (Figure 57) la poutre initialement droite, et on constate une oscillation 

de déplacement de l’extrémité libre. La méthode de tir simple est utilisée pour la 

résolution de cet exemple, pour laquelle l’initialisation du Newton se fait à partir des 

résultats du dernier incrément. La tolérance du Newton est fixée à 10-8 pour une erreur 

absolue sur le schéma d’intégration de 10-9. 

 

 

Figure 57 : Exemple n°6 : déformation en hélice 

 

Les relations effort-déplacement de l’extrémité sont montrées en Figure 58 et 

Figure 59. La Figure 60 compare les résultats obtenus par la méthode de tir avec ceux 

extraits de plusieurs références. Avant toute comparaison, il est important de noter que 

les résultats de la littérature n’adoptent pas tous la même valeur de raideur en 

cisaillement. En effet, [85,86,88,92] utilisent "( = &( = 10) alors que [93] se base 

sur une raideur "( = 2&( = 10). [94] ne renseigne pas de valeur mais nous pouvons 

supposer que les auteurs se basent sur les mêmes hypothèses que [88], à savoir "( =

&( = 10) compte tenu des références utilisées. Dans cette optique la Figure 58 et 

Figure 59 montrent également l’ensemble des résultats obtenus pour un module de 

cisaillement de & =
/

%
, & = " et pour une déformation en cisaillement nulle (raideur 

infinie). 
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Figure 58 : Exemple n°6 : relation force-déplacement 

 

 

Figure 59 : Exemple n°6 : relation force-déplacement zoom 
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Figure 60 : Exemple n°6 : relation force-déplacement - comparaison avec [90] 

Ibrahimbegovic, [92] Battini, [93] Ghosh, [86] Zupan (2003), [94] Makinen et [85] 

Zupan (2009) 

 

Nous pouvons voir que les déplacements hors plan obtenus avec la méthode de 

tir sont en accord avec [86,88]. Nous notons sur le graphique force-déplacement 

l’apparition d’une pente moyenne légère lorsque le module de cisaillement est égal au 

module d’Young. A effort constant, lorsque nous imposons le cisaillement comme la 

moitié du modèle d’Young, la pente force-déplacement est plus raide car la raideur 

plus faible implique des déformations plus grandes du fait de (64). C’est ce qui est 

également observé par [93]. 

Il est intéressant de voir en Figure 58 et Figure 59 qu’une poutre d’Euler-

Bernoulli (i.e. pas de déformation en cisaillement ou raideur en cisaillement infinie) 

correspond à un déplacement oscillant de moyenne nulle. Si l’on compare avec la 

littérature en Figure 60, les résultats de [85,92,94] sont plus proches d’une solution 

d’Euler-Bernoulli, ce qui laisse à supposer que le type d’élément utilisé dans la 

formulation EF de ces auteurs induit une raideur supplémentaire, malgré les mêmes 

données d’entrée de module de cisaillement. 
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Nous constatons également ici que le modèle de cisaillement a un effet important 

sur la solution en forme d’hélice comparé au cas de flexion pure. 

De plus, au regard des résultats sur cet exemple d’hélice pour lequel la poutre 

fait dix tours, nous pouvons conclure que le paramétrage MRP combiné à l’algorithme 

de commutation proposé permettent la bonne représentation des grandes rotations des 

sections lorsqu’un couplage entre cisaillement et flexion apparaît. 

Nous venons de montrer au travers de cet exemple que la méthode de tir permet 

de tenir correctement du couplage entre cisaillement et flexion d’une poutre de 

Cosserat. Cet exemple montre également que plusieurs cinématiques de poutres 

(Cosserat, Euler-Bernoulli) peuvent prises en compte au travers de lois matériaux 

différentes, sans avoir à effectuer de reformulation des équations. 

 

4.3.7 Exemple n°7 : Poutre console initialement torsadée 

Cet exemple proposé par [95] et repris par [85,86,96,97], vise la validation de la 

méthode de tir lorsque les modes de déformation de torsion flexion et cisaillement 

apparaissent. Il s’agit d’une poutre dont la configuration de référence est torsadée. 

Deux chargements sont considérés : un effort unitaire appliqué soit dans la direction 

de l’épaisseur de section, soit dans la largeur de section comme montré en Figure 61. 

Les propriétés mécaniques de la poutre sont données en Table 24. La méthode de tir 

simple est utilisée ici en imposant une pré-courbure initiale selon l’axe de la fibre 

neutre. Une tolérance de 10-8 est prise pour le Newton et une erreur absolue de 10-9 

pour l’intégrateur à pas adaptatif. Le tir débute de la liaison encastrement, et l’itéré 

initial du Newton (force et moment) est pris nul. Deux itérations du Newton sont 

seulement nécessaires pour converger. 

Les résultats issus de l’état de l’art sont utilisés pour les comparaisons et sont 

résumés en Table 25. Les résultats obtenus avec la méthode de tir simple sont 

quantitativement très proches de [85] et leur formulation poutre en éléments finis basée 

sur un paramétrage en quaternion. Un très bon accord est également trouvé avec la 

solution théorique basée sur un modèle plaque [95]. Cet exemple montre la capacité 

de la méthode de tir à résoudre de façon précise un problème impliquant des couplages 

de déformation en torsion, flexion et cisaillement. 
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Figure 61 : Exemple n°7 : poutre console initialement torsadée 

 

Largeur 3 0.32 m 

Hauteur 4 1.1 m 

Longueur 12 m 

Module d’Young " 2.9.107 N/m2 

Ratio de Poisson * 0.22 

Table 24 : Exemple n°7 : propriétés mécaniques 

 

 Déplacements de l’extrémité libre 

 ,6 = 17 ,8 = 07 ,6 = 07 ,8 = 17 

Référence 9 : 9 : 

[95] MacNeal and 

Harer (1985) 
0.00542400 - - 0.00175400 

[96] Dutta and 

White (1992) 
0.005402 - - 0.001741 

[97] Ibrahim and 

Frey (1994) 
0.005411 - - 0.001751 

[91] Zupan and Saje 

(Analytical) (2006) 
0.00542244 0.00171874 0.00171874 0.00174274 

[85] Zupan and Saje 

(2009) 
0.005429 0.001719 0.001719 0.001750 

Présent travail 0.00542871 0.00171872 0.00171870 0.00174903 

Table 25 : Exemple n°7 : résultats - comparaison avec l'état de l'art 

 

4.3.8 Exemple n°8 : Poutre console à 45° 

Comme l’exemple précédent, cet exemple est utilisé comme benchmark dans la 

littérature car tous les modes de déformation sont couplés. Il s’agit d’une poutre 

console pré-courbée en flexion à 45 degrés (Figure 62), introduite par [89] et 

extrêmement réutilisée par plusieurs auteurs [83,85,88,93,94,98,99,100,101]. La 

configuration de référence forme un arc de cercle de rayon ; = 100<> et d’angle 45 
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degrés dans le plan horizontal. La poutre est encastrée d’un côté et libre de l’autre. 

Deux valeurs d’effort respectivement de 300 N et 600 N sont appliquées à l’extrémité 

libre. Une tolérance de 10-8 est utilisée pour le Newton et une erreur absolue de 10-9 

pour l’intégrateur à pas adaptatif. La résolution se fait avec la méthode de tir simple. 

La section est un carré de côté unitaire dont les propriétés sont données en Table 26 

 

 

Figure 62 : Exemple n°8 : poutre console à 45° 

 

Width/height 3 = 4 1 m 

Young modulus " 107 N/m2 

Shear modulus & = "?2 5.106 N/m² 

Table 26 : Exemple n°8 : propriétés de la poutre 

 

Il n’existe pas de solution analytique à ce problème, les résultats sont donc 

comparés à ceux de la littérature donnés en Table 27. Il n’a pas été nécessaire 

d’effectuer de chargement incrémental, et seulement 5 itérations du Newton sont 

nécessaires pour chaque chargement. Les déformées sont montrées en Figure 63 et 

nous observons un très bon accord de la méthode avec les résultats de la littérature 

Table 27. Cet exemple implique des couplages forts entre les différents modes de 

déformation de cisaillement, de flexion et de torsion. La méthode de tir telle que 

présentée permet d’obtenir une très bonne précision. En comparaison, des modèles 

spécifiques doivent être utilisés pour atteindre ces niveaux de précision si la méthode 

des éléments finis est utilisée [96]. 
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Figure 63 : Exemple n°8 : poutre console pour F = 0 N, F = 300 N, F = 600 N 

 

 Déplacement de l’extrémité 

 , = @007 , = A007 

Reference B 9 : B 9 : 

[89] Bathe and 

Bolourchi (1979) 
22.5 59.2 39.5 15.9 47.2 53.4 

[83] Simo and Vu-

Quoc (1986) 
22.33 58.84 40.08 15.79 47.23 53.37 

[98] Cardona and 

Gérardin (1988) 
22.14 58.64 40.35 15.55 47.04 53.50 

[96] Dutta (1992) 22.20 58.56 40.46 15.66 47.02 53.57 

[99] Crivelli and 

Felippa (1993) 
22.31 58.85 40.08 15.75 47.25 53.37 

[87] Ibrahimbegovic, 

Frey, Kozar (1995) 
- - - 15.62 47.21 53.50 

[100] Smolenski 

(1999) 
22.19 58.51 40.25 15.69 47.01 53.54 

[102] Géradin, 

Cardona (2001) 
22.14 58.64 40.35 15.55 47.04 53.50 

[94] Makinen (2007) - - - 15.62 47.01 53.50 

[93] Ghosh (2009) 22.26 58.89 40.08 15.67 47.29 53.37 

[85] Zupan, Saje and 

Zupa (2009) 
22.14 58.56 40.47 15.61 46.89 53.60 

[101] Fan, Zhu 

(2016) 
- - - 15.68 47.20 53.45 

Présent travail 22.24 58.78 40.19 15.68 47.15 53.47 

Table 27 : Exemple n°8 : résultats - comparaison avec l'état de l'art 

 

4.3.9 Exemple n°9 : Poutre simple soumise à un effort linéique triangulaire 

Cet exemple a pour but de valider l’approche multi-corps/multi-tir lors de la 

présence d’une discontinuité d’effort extérieur. Nous considérons ici une poutre simple 

soumise à une distribution symétrique triangulaire d’effort linéique, comme montré en 
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Figure 64. La longueur de la poutre est de + = 5<>, la section matérielle est supposée 

circulaire de rayon C = 0D02<>, suivant une loi élastique linéaire de module d’Young 

" = 2D11D 10$$<7?>%, de coefficient de poisson E = 0D@. L’amplitude maximale de 

la distribution triangulaire est F = 10<7?>. 

 

 

Figure 64 : Exemple n°9 : effort linéique triangulaire (a) et sa conversion en 

formalisme multi-corps/multi-tir (b) 

 

La Figure 64 montre le passage du problème physique à la décomposition multi-

tir dans le formalisme multi-corps présenté en paragraphe 4.2.4, où le segment initial 

est coupé au niveau de la rupture de pente de l’effort triangulaire, et un corps rigide 

est introduit. Chaque segment est encastré sur le corps rigide de telle manière à ce que 

les extrémités soient confondues. Dans ce cas particulier, le sens d’intégration du 

segment initial est conservé : l’origine des abscisses est conservée. Le segment de 

gauche est intégré de la condition aux limites de gauche (rotule) au corps rigide 

(encastrement) alors que le segment de droite est intégré du corps rigide (encastrement) 

à la condition aux limites de droite (support simple). La direction d’intégration est 

arbitraire comme nous l’avons vu pour l’exemple présenté en paragraphe 4.3.2. Les 

encastrements additionnels sont considérés de la même manière que les conditions aux 

limites d’origine (rotule et support simple) : ils génèrent des inconnues et des 

contraintes lorsqu’ils sont respectivement une condition aux limites de départ et de fin. 

Le corps rigide génère également de nouvelles inconnues en position et déplacement, 

afin que le centre de la poutre puisse fléchir. Ces inconnues additionnelles sont 

contrebalancées par l’ajout d’un jeu de contraintes décrivant l’équilibre statique du 

corps : la somme des efforts internes des segments transitant au travers des connections 

encastrement est égale à zéro. Comme mentionné en paragraphe 4.2.4, l’introduction 
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d’un corps rigide avec lequel les segments sont encastrés est équivalente à la méthode 

multi-tir classique. Cette dernière est donc un cas particulier de la méthode multi-

corps/multi-tir proposée. 

La tolérance du Newton est fixée à 10-10 et l’erreur absolue pour l’intégrateur à 

pas adaptatif à 10-12. La solution de RDM pour cet exemple est fournie en Annexe E.1. 

Comme précédemment, les erreurs absolues adimensionnelles sont considérées : GH =

max
IJ[KLM]

|NO P OQRHSTU|?F+ pour l’effort de cisaillement, GH = max
IJ[KLM]

|N> P>QRHSTU|?F+
% 

pour le moment fléchissant et GH = max
IJ[KLM]

|N: P :QRHSTU|?+ pour la déflection. Nous 

obtenons ainsi une erreur de 7.4607.10-16 pour l’effort de cisaillement, 4.1206.10-8 

pour le moment fléchissant et 4.0574.10-8 pour la déflection. Pour le paramètre 

d’erreur sur l’intégration choisi, 22 points d’intégration sont générés sur chaque 

segment du fait de la symétrie du problème. L’algorithme de Newton converge quant 

à lui en 3 itérations en partant d’une initialisation des efforts et moments interne nuls 

pour le premier itéré. 

Bien que cet exemple puisse être traité en multi-tir classique, il nous permet de 

vérifier le bon recouvrement par la méthode multi-corps générique pour la 

modélisation de fonctions d’efforts linéiques discontinus. Le nombre de nœuds reste 

limité malgré la précision très fine choisie, et seulement 3 itérations du Newton sont 

nécessaires à déterminer la solution. 

 

4.3.10 Exemple n°10 : Poutre simple avec changement d’inertie 

Nous avons vu dans l’exemple précédent comme traiter une discontinuité 

d’effort linéique. Cet exemple montre également de quelle manière traiter un effort 

concentré ainsi que des discontinuités de la section matériau (changement de 

géométrie par exemple) via le formalisme multi-corps/multi-tir. 

Soit une poutre !"#$% de longueur & = 10 ' simplement supportée dont 

l’inertie est doublée dans sa zone centrale. Un effort concentré ( = 2.5 ) est appliqué 

en son milieu #. Le matériau est élastique de module d’Young % = 2.11. 10** )/'+ 

et de coefficient de poisson , = 0.3. Les tronçons aux extrémités sont de sections 

circulaires de rayon - = 0.02 ' et d’inertie 46 =
789

:
. Le tronçon central possède une 

inertie doublée 4* = 246. 
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La Figure 65 montre la conversion du modèle physique dans le formalisme 

multi-corps/multi-tir. Des corps rigides sont introduits au niveau des discontinuités de 

section matériau, sur lesquels les segments sont encastrés. Un corps rigide est 

également introduit au niveau du point d’application de l’effort concentré. Ce dernier 

est appliqué sur le corps rigide lui-même afin d’être pris en compte dans l’équilibre 

statique du corps dont les contributions d’efforts proviennent des forces internes du 

tronçon "#, des forces internes du tronçon #$ et de l’effort concentré (. 

 

 

Figure 65 : Exemple n°10 : poutre simple avec doublement d'inertie (a) et sa 

conversion en formalisme multi-corps/multi-tir (b) 

 

Une tolérance de 10-10 est utilisée pour le Newton et une erreur absolue de 10-12 

pour l’intégrateur à pas adaptatif. La Figure 66 montre l’évolution de l’effort de 

cisaillement, du moment fléchissant et de la déflection le long de la poutre. Les erreurs 

absolues adimensionnelles considérées sont ;< = max
>?[6@A]

|BC D CEF<GHI|/( pour l’effort 

de cisaillement, ;< = max
>?[6@A]

|B' D 'EF<GHI|/(& pour le moment fléchissant et ;< =

max
>?[6@A]

|BJ D JEF<GHI|/& pour la déflection. La solution de RDM pour cet exemple est 

fournie en Annexe E.2. Nous obtenons ainsi une erreur de 1.7764.10-16 pour l’effort 

de cisaillement, de 7.6871.10-9 pour le moment fléchissant et 5.2248.10-9 pour la 

déflection. 

Pour la valeur d’erreur sur l’intégrateur choisie, l’algorithme génère 5 points 

pour le segment !", 4 points pour le segment "#, 4 points pour le segment #$ et 5 

points pour le segment $%, soit un total de 18 points (15 en supprimant les doublons 

aux connections ", # et $). L’algorithme de Newton converge en 3 itérations pour la 

tolérance choisie, et en partant d’une initialisation des efforts et moments internes nuls 

pour le premier itéré. 
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L’équation de contrainte sur le corps rigide assure la continuité des champs 

d’efforts (Figure 66). Les liaisons encastrement sur le corps rigide assurent la 

continuité des champs de position, d’orientation (Figure 66 et Figure 67). La Figure 

67 montre l’évolution du paramètre MRP selon l’axe de fléchissement K. Le MRP 

étant la tangente du quart de l’angle de rotation, nous constatons la bonne continuité 

de la rotation, mais pas de sa dérivée : la courbure. En effet, les moments internes sont 

continus lors du passage de la discontinuité matériau, par contre leur conversion au 

travers de la loi matériau (65) entraîne une discontinuité de la courbure. 

La méthode multi-corps/multi-tir permet le traitement générique de l’effort 

ponctuel qui génère une discontinuité du champ d’effort de cisaillement, là où la 

méthode de tir multiple classique aurait nécessité un traitement particulier. La méthode 

est appliquée avec succès à la représentation d’efforts concentrés ainsi que de 

discontinuités matériau (ici au travers de l’inertie) des sections de poutre. Le nombre 

de nœuds reste très limité ainsi que le nombre d’itérations nécessaires au Newton. 

 

 

Figure 66 : Exemple n°10 : effort tranchant (haut gauche), moment fléchissant (haut 

droite), déflection (bas) 
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Figure 67 : Exemple n°10 : évolution du champs de rotation 

 

4.3.11 Exemple n°11 : Poutre articulée 

Les exemples précédents se sont limités à venir encastrer les segments sur les 

corps rigides introduits, processus équivalent à la méthode multi-tir classique. Nous 

introduisons ici une articulation via une rotule entre deux segments afin d’éprouver la 

méthode multi-corps/multi-tir lorsque plusieurs types de conditions aux limites sont 

connectées au corps rigide. 

Considérons le segment !"# en appui simple en ! et encastré en #, composé de 

deux tronçons articulés par une charnière en " comme montré en Figure 68. Les 

segments !" et "# sont respectivement de longueur L = M ' et N = O '. Un effort 

concentré ( = 2 ) est appliqué à une distance 2L 3P  de l’extrémité ! et un effort 

linéique uniforme Q = 1 )/' est appliqué entre " et #. Le segment !"# est suppose 

suivre une loi élastique de section circulaire de rayon - = 0.02 ' et d’inertie 4 =
789

:
. 

 

 

Figure 68 : Exemple n°11 : poutre articulée (a) et sa conversion en formalisme multi-

corps/multi-tir (b) 
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La Figure 68 montre la conversion du modèle physique dans le formalisme 

multi-corps/multi-tir. Comme précédemment, un corps rigide est introduit au niveau 

des discontinuités d’efforts (efforts concentrés et linéiques). Le segment "C est 

encastré en " sur le corps rigide, toutefois l’extrémité " du segment !" est liée au 

corps rigide avec une liaison rotule plutôt qu’une liaison encastrement. Ce choix est 

arbitraire et nous aurions pu venir lier avec une rotule le segment "#, et encastrer le 

segment !". 

Les solutions de RDM [84] pour la déflection RS et l’angle de rotation TU sont 

respectivement : 

 

RS =
QN:

V%4
W

2(NX

Y%4
 

TU =
QN:

VL%4
W

2(NX

YL%4
W

M(L+

V1%4
 

(120) 

Pour cette solution, les erreurs absolues adimensionnelles sont de 2.2545.10-8 

pour la déflection RS (erreur adimensionnalisée par rapport à la longueur de poutre) et 

de 5.8692.10-8 pour l’angle TU. La déflection finale est montrée en Figure 69. Ces 

résultats sont obtenus en 3 itérations du Newton en partant d’une initialisation des 

efforts et moments interne nuls pour le premier itéré. L’algorithme d’intégration à pas 

adaptatif a généré deux fois 8 points pour le segment !" (4 par tronçon coupés au 

niveau de l’effort ponctuel) et 8 points pour le segment "#. 

Cet exemple souligne la capacité de la méthode multi-corps/multi-tir à traiter de 

façon générique une articulation de poutre grâce au formalisme multi-corps. Dans 

l’exemple présenté, il s’agit d’un relâchement des degrés de liberté en rotation au 

niveau de la charnière ", conduisant à une perte de continuité de la dérivée de l’angle 

(la courbure). La méthode présentée permet donc de prendre en compte ce type de 

discontinuité cinématique au contraire de l’approche multi-tir classique. De plus, les 

résultats obtenus sont très précis avec un nombre limité de points et d’itérations. 
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Figure 69 : Exemple n°11 : déflection 

 

4.3.12 Exemple n°12 : Portique en T 

Ce dernier exemple a pour but de rassembler la plupart des spécificités étudiées 

séparément dans les exemples précédents. Nous considérons le portique en T !"#$ 

supporté simplement en ! où nous appliquons un moment concentré Z6 et rotulé en 

$. Une distribution linéique linéaire d’intensité maximale Q6 est appliquée sur le 

segment !", et un effort concentré incliné ( agit à l’extrémité #. Une force ponctuelle 

de même intensité ( est appliquée au centre du tronçon "$. La Figure 70 montre la 

conversion du modèle physique dans le formalisme multi-corps/multi-tir. 

La solution de RDM pour cet exemple est fournie en Annexe E.3. Compte tenu 

de la référence, nous ne comparons ici que la répartition des efforts internes (effort de 

traction, effort de cisaillement et moment fléchissant). De plus, la référence considère 

les éléments indéformables. Afin d’avoir des résultats comparables, nous considérons 

donc la loi de comportement indéformable telle que \ = \̂B_@ `@ bI = \c = [0@0@1]d 

et e = efB_@ `@ bI = ec = c (correspondant à un segment droit indéformable dont la 

fibre neutre est dirigée selon l’axe local gh). Cette loi exprime le fait que les 

déformations dans la base locale sont indépendantes des vecteurs des forces internes 

_ et des moments internes `, ne permettant ainsi aucune déformation. 
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Figure 70 : Exemple n°12 : portique en T (a) et sa conversion en formalisme multi-

corps/multi-tir (b) 

 

Les erreurs relatives maximales (;8 = max
>?[6@A]

|Bi D iEF<GHI|/iEF<GH) à chaque 

champ sont les suivantes : 

 

Champs !" "# $" 

) 4.3021.10-15 5.9212.10-16 8.2382.10-16 

j 1.2357.10-15 4.4409.10-16 8.8818.10-16 

Z 6.7671.10-16 7.5791.10-14 6.6317.10-14 

Table 28 : Exemple n°11 : erreurs relatives maximales 

 

Pour cet exemple, nous avons considéré une tolérance de 10-10 pour le Newton 

et une erreur absolue de 10-12 pour l’intégrateur à pas adaptatif. Pour ces paramètres, 

la méthode multi-corps/multi-tir proposée converge en 3 itérations en partant d’une 

initialisation des efforts et moments internes nuls pour le premier itéré. L’algorithme 

à pas adaptatif génère 5 points pour le segment !", 4 points pour le segment "# et 

deux fois 3 points pour le segment "$. Les segments ne se déformant pas et n’ayant 

pas une évolution d’efforts et moments internes conséquente, il est normal d’obtenir 

ces résultats sur le nombre de points générés. 

Cet exemple permet d’illustrer l’utilisation de la méthode multi-corps/multi-tir 

dans le cas d’une discontinuité géométrique (ici l’angle vif) avec une loi de 

comportement indéformable dans le cas des poutres. Il rassemble les briques multi-

corps/multi-tir présentées plus haut et des résultats précis ont été obtenus en 

comparaison de la référence RDM. 
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4.4 CONCLUSION 

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle méthode de tir, dite multi-

corps/multi-tir, compatible avec un contexte de simulation multi-corps pour l’étude 

des discontinuités (géométriques, matériaux ou d’efforts), et des assemblages de corps 

élancés 3D statiques de type fils et poutres. Cette nouvelle méthode est issue d’un 

formalisme que nous avons proposé pour la description des problèmes classiques de 

tir simple et multiple. Elle se positionne comme une extension de la méthode de tir 

multiple par l’introduction de corps rigides statiques sur lesquels les corps élancés sont 

connectés via des liaisons cinématiques. L’introduction de ce concept de corps statique 

dans la méthode de tir fait ainsi le pont vers les résolutions multi-corps statiques 

classiques où les corps rigides sont directement connectés entre eux au travers de 

liaisons cinématiques. 

 

La méthode de tir a été transposée avec succès à l’étude de poutres en grands 

déplacements. Nous avons proposé un paramétrage des rotations rigides des sections 

basé sur le couple dual MRP/SMRP, paramétrage qui a été validé au travers de 

plusieurs cas de référence basés sur l’état de l’art. Nous avons également proposé un 

algorithme de commutation entre MRP et SMRP s’inscrivant dans le processus 

d’intégration de la méthode de tir. 

L’ensemble des conditions aux limites pour les fils et les poutres a été revu, ainsi 

que leur place au sein de la méthode de tir sous forme d’équations de contraintes basées 

sur la cinématique et la statique admissible de chaque connexion. Les équations du 

jacobien du problème de tir ont ensuite été développées afin de permettre son 

évaluation en un temps minimum comme montré dans les exemples. 

Nous avons vu que l’utilisation d’un algorithme d’intégration à pas adaptatif 

permet de conserver un rapport optimal entre le nombre de points d’intégration et le 

précision. Cela permet d’une part de s’affranchir d’une étude de convergence des 

champs intégrés, tout en conservant des temps de calculs optimaux. 

Un algorithme de Newton a été utilisé dans notre étude pour la détermination du 

zéro de la fonction de contrainte du problème de tir. Ce type d’approche permet une 
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convergence quadratique. Cependant, la robustesse de ce type d’algorithme montre ses 

limites lorsque la solution du problème non-linéaire est trop loin de l’itéré initial. Cette 

limitation est particulièrement vraie dans le cas de problèmes raides (mauvais 

conditionnement du jacobien). De tels cas n’ont pas été rencontrés sur les problèmes 

de fils, mais plutôt dans l’étude de problèmes de poutres rotulé-rotulé ainsi que dans 

des cas où le flambement est proche. Dans ce dernier cas, c’est le problème aux valeurs 

initiales lui-même qui est mal conditionné. Comparée à la méthode de tir simple, la 

méthode de tir multiple répond partiellement à cette limitation. La division de 

l’intervalle d’intégration en sous-intervalles permet de se rapprocher d’une 

linéarisation du problème au prix d’une augmentation du nombre d’inconnues. Bien 

que la méthode de tir multiple (avec ou sans corps rigides) aide sur ce point, la question 

de la bonne convergence reste un point majeur de la méthode à améliorer. 

 

Les travaux effectués sur la méthode de tir on fait l’objet de trois publications : 

deux dans des conférences internationales avec comité de revue : l’ISOPE 2017 [103] 

et l’OMAE 2018 [104] ; et une dans le journal « International Journal of Non-Linear 

Mechanics » [105]. 
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5.1 CONCLUSION SUR LES APPORTS 

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à la construction d’éléments 

méthodologiques pour la simulation d’une éolienne offshore (fixe ou flottante), afin 

de répondre aux exigences des standards tout en restant compétitif industriellement 

d’un point de vue des temps de la conception, et donc de la simulation. 

Après avoir fait un bilan des approches et méthodes de simulations utilisées en 

Oil & Gas et en éolien, nous nous sommes intéressés à deux thématiques : 

· La première concerne l’utilisation de la méthode IFORM comme base 

méthodologique pour le calcul d’une réponse extrême fine à partir de 

données d’environnement stochastiques. Cette approche a été adoptée 

car elle permet, à moindre coût, d’identifier les combinaisons de 

paramètres environnementaux conduisant à la réponse extrême. ; 

· La seconde traite de l’utilisation de la méthode de tir dans le cadre 

d’étude structurelle multi-corps de corps élancés statiques fils et poutres. 

Cette méthode a été identifiée car elle présente de très bonnes 

performances sur des cas de fils caténaires. 

Les travaux sur la méthode IFORM et la méthode de tir rentrent dans une logique 

de définition de méthodologies d’études alliant précision et performance de 

calcul. 

 

Par rapport à une approche long-terme impliquant le calcul de toutes les 

combinaisons environnementales, la solution de calcul de la réponse extrême se basant 

sur la méthode IFORM proposée permet de poser une brique d’identification des 

conditions environnementales critiques. Grâce à un modèle représentatif suffisamment 

précis et rapide, la méthode IFORM permet d’identifier les combinaisons 

environnementales amenant à une réponse extrême. Un modèle de calcul plus fin et 

plus coûteux (type CFD par exemple) peut ensuite être lancé sur un quadrillage autour 

des combinaisons identifiées pour la détermination de la réponse extrême. 

Un modèle suffisamment précis et rapide est défini ici comme un modèle 

représentant suffisamment fidèlement l’évolution globale de la réponse à observer. 
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La méthode présentée permet donc de répondre en partie à la façon de faire le 

lien entre la caractérisation de plusieurs paramètres environnementaux sous forme de 

variables aléatoires, et l’étude de plusieurs cas de chargements en réponse extrême 

imposés par les standards au travers de simulation CFD coûteuses en temps de calcul. 

Certaines précautions doivent tout de même être prises : 

· L’utilisation de cette approche nécessite l’assurance que le modèle léger 

utilisé soit suffisamment représentatif de ce que l’on veut observer. Si ce 

modèle léger n’est pas assez proche de la réponse réelle, au mieux le 

quadrillage autour des combinaisons observées devra être large et induira 

plus de calcul coûteux, au pire les combinaisons identifiées avec IFORM ne 

seront pas dans la zone de maximum local de la réponse extrême, et tout 

intérêt de la méthode sera perdu. Il est donc primordial d’avoir un recul 

suffisant sur l’évolution de la réponse recherchée fonction des paramètres 

environnementaux ; 

· La méthode IFORM telle que présentée n’est pas adaptée pour des réponses 

très non linéaires ou avec discontinuités, ce qui peut s’avérer être une limite 

pour l’étude du comportement global de certaines EMR où un modèle de 

contrôle commande est utilisé ; 

· La variabilité court-terme en tant que paramètre statistique supplémentaire 

peut in fine devenir très couteuse afin de s’assurer de la convergence pour 

des quantiles court terme élevés (environ une centaine pour obtenir la 

convergence de la queue de distribution court terme). Afin de s’affranchir 

de cette limitation, [14] propose l’estimation du quantile 90% grâce à un 

nombre limité de simulations (au moins 5). 

 

Dans le cadre de ce travail, nous avons également investigué l’utilisation de la 

méthode de tir pour la résolution des équations non-linéaires de la statique 3D des fils 

et des poutres. Un formalisme commun aux deux problèmes physiques a été proposé. 

Il permet d’appliquer la méthode de tir sur un problème aux limites aux deux bouts 

avec une dérivée spatiale de l’ODE, et des conditions aux limites mixtes (écrites 

simultanément avec les inconnues cinématiques et statiques). Il englobe les 

formulations classiques de méthode de tir simple et multiple vues au travers du prisme 
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de la mécanique. Dans la continuité de cette formulation, une nouvelle méthode de tir 

multiple multi-corps/multi-tir a été développée. Elle permet la généralisation du multi-

tir dans un contexte d’assemblages mécaniques, en levant la limite de segments 

connectés deux à deux. La méthode proposée permet également le traitement 

générique des discontinuités géométriques, de matériaux et d’efforts sur un élément 

élancé. 

L’introduction de corps rigides statiques, auxquels sont attachés des liaisons 

cinématiques, permet d’étendre la méthode classique basée sur un équivalent de 

liaisons encastrement en le généralisant à tous types de conditions aux limites entre les 

corps rigides. Cette extension ouvre également la voie à la résolution multi-corps 

statique, où les corps rigides peuvent être directement connectés entre eux via les 

liaisons cinématiques, et dans laquelle la méthode multi-corps/multi-tir s’inscrit 

naturellement. En cela, la méthode présentée est adaptée à la modélisation des corps 

élancés comme les pales d’une éolienne ou d’une hydrolienne ou les lignes d’ancrage 

d’un système flottant. La prise en compte de liaisons cinématiques entre corps rigides 

permettra l’acquisition d’une méthode d’étude complète pour l’initialisation statique 

d’une simulation du comportement global d’une EMR, modélisée en multi-corps 

rigides et élancés. 

Les résultats présentés sont très probants en termes de précision. Les vitesses de 

calcul étant très dépendantes du code lui-même, il est difficile d’évaluer de façon 

catégorique des données de temps de calcul absolues. Certaines tendances peuvent être 

tout de même extraites : la partie algorithmique prenant le plus de temps se trouve être 

l’algorithme d’intégration. En ce sens, le calcul du jacobien par recomposition permet 

un gain significatif de temps au-delà de deux tronçons. De plus, la méthode de tir 

multiple est par nature parallélisable, ce qui permet de bonnes performances 

numériques même lorsque les tailles de problèmes augmentent. L’utilisation 

d’algorithmes d’intégration à pas adaptatif permet également d’obtenir le meilleur 

compromis précision/vitesse de calcul. 

Par contre la méthode de tir telle que présentée souffre de problèmes de 

convergence pour des études de flambement, de treillis, ou lorsque la fonction 

contrainte des éléments élancés étudiés a un rayon de convergence très court. Dans ce 

dernier cas, un premier itéré en dehors du rayon de convergence entraînera la non-

convergence de l’algorithme de Newton. Cette notion de rayon de convergence est 
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particulièrement difficile à caractériser compte tenu de l’aspect multidimensionnel du 

vecteur de contrainte à annuler. Afin de résoudre ce point sur la convergence, deux 

axes peuvent être cités : l’utilisation d’algorithmes d’optimisation plus robustes qu’un 

simple Newton (passant par l’écriture sous forme de fonctionnelle du vecteur 

contrainte), et la détermination d’une fonctionnelle ayant une géométrie plus 

intéressante que la fonction de contrainte directement issue des degrés de libertés libres 

et contraints des liaisons cinématiques. 

Finalement, un axe d’étude permettant à la fois la réduction du temps de calcul 

et l’amélioration de la convergence du problème de tir pourra être la projection des 

champs à intégrer sur une base de fonctions permettant une intégration analytique de 

ces dernières. Grâce au choix d’une base satisfaisante, la solution projetée trouvée 

pourra permettre l’initialisation sur une solution proche de la solution recherchée. 

 

5.2 CONCLUSION GENERALE SUR L’EOLIEN OFFSHORE 

L’objectif de ce travail peut se résumer à la définition de méthodologies d’études 

pour l’éolien offshore afin de concilier les capacités de simulation numérique dans un 

contexte industriel et les exigences des standards et règlements. 

Deux axes ont été abordés : 

· Le lien entre la définition de paramètres environnementaux sous forme 

de paramètres statistiques conjoints, et des modèles fins, coûteux et 

utilisables sur un nombre limité de simulations ; 

· Le développement d’une méthode alternative de modélisation de la 

statique des corps élancés pour la simulation d’un comportement global 

multi-corps en vue, à terme, d’obtenir un ratio calcul/précision compétitif 

industriellement. 

Bien que le cadre d’application de ce travail ait été limité à l’éolien offshore, les 

deux axes d’étude cités ne sont pas exclusifs à ce type d’EMR en particulier. En effet, 

du fait de leur transversalité, la méthode IFORM et la méthode de tir peuvent tout à 

fait être appliquées sur des systèmes hydroliens ou houlomoteurs. 
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Annexe A 

Scatter diagram considéré pour l’étude IFORM 

  !"#($) 
  4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

% &
#('

) 

15 0 0 0 200274 27816 8941 5532 5502 7823 14513 33379 

14 0 0 0 250343 35763 12838 8941 9817 15406 31293 83448 

13 0 0 0 111263 19257 7418 5355 6181 10115 21769 55632 

12 0 0 1001371 58904 10115 4155 3179 3851 6632 14726 40055 

11 0 0 500686 27816 5188 2276 1848 2367 4261 10014 28611 

10 0 0 200274 12676 2574 1211 1051 1428 2721 6721 20027 

9 0 0 83448 5502 1227 627 584 849 1724 4490 14104 

8 0 0 29452 2286 563 315 319 499 1085 3007 10014 

7 0 500686 10218 901 249 154 172 293 690 2060 7363 

6 0 166895 3327 341 108 75 94 177 457 1484 5722 

5 0 43538 1028 126 47 38 54 115 332 1194 5057 

4 0 10014 311 48 22 21 36 89 293 1195 5690 

3 500686 2172 97 20 12 15 32 96 381 1831 10115 

2 62586 450 35 12 11 19 55 220 1125 6812 47684 

1 2503 112 29 23 40 126 596 3779 29452 250343 0 

Table 29: Scatter diagram n°17 (Global Wave Statistics) 
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Annexe B 

Formulation analytique des efforts de Morison sur houle irrégulière 

Cette annexe vise au développement de la formulation analytique du calcul des efforts 

de Morison en pied de cylindre fixe sur houle irrégulière d’Airy. 

 

Annexe B.1 Intégration des efforts de Morison 

La vitesse d’une particule fluide est donnée par (121) avec *+ une valeur de 

phase tirée aléatoirement, , - ]./01/[ et 2 - [.30 4] (le cylindre est choisi 

positionné en , = ,5 = 4, d’axe 2). L’effort de Morison est un effort linéique 

décomposé en une composante inertielle 67(20 8)et une composante de traînée 69(20 8). 

 :(20 8) = ;<+>+
?@A (! + ")#$% " &'#(*, - + . )

/01

 23
 (121) 

 4(!5 -) = 6789:; (!5 -) + <>67?@:(!5 -)|:(!5 -)|  

L’effort en pied de pieu est obtenu par l’intégration des efforts extérieurs de 

Morison (1) tel que AB(-) = C 4(!5 -)"!3D20E = AB8(-) + AB?(-). De la même façon, 

le moment s’obtient par FG(-) = C 4(!5 -)(" + !)"!3D20E = FG8(-) + FG?(-). 

En supposant l’axe du cylindre coïncidant avec l’origine des H, les efforts et 

moment interne en pied de pieu s’écrivent : 

 AB8(-) = I 6789 J K , L &$% (! + ")#$% " #MN(*, - + . )"!
/01

 23
3

D20E   

 

 

AB?(-) = I <>67?@ J K , &$% (! + ")#$% " &'#(*, -
/01

 23
3

D20E

+ . ) OJ K , &$% (! + ")#$% " &'#(*, - + . )
/01

 23
O "! 
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 FG8(-) = I 6789 J K , L &$% (! + ")#$% " #MN(*, - + . )(" + !)"!
/01

 23
3

D20E   

 

 

FG?(-) = I <>67?@ J K , &$% (! + ")#$% " &'#(*, -
/01

 23
3

D20E

+ . ) OJ K , &$% (! + ")#$% " &'#(*, - + . )
/01

 23
O (" + !)"! 

 

 

Les composantes de masse ajoutée ne présentent pas de difficultés particulières 

pour leur intégration. En utilisant la relation de dispersion , L = P% -$% " il vient : 

 AB8(-) = 6789P J K #MN(*, - + . )-$% "
/01

 23
  

 

 

FG8(-) = *6789P J K % 
/01

 23
#MN(*, - + . ) Q< * <&$% "R

+ 6789P" J K #MN(*, - + . )-$% "
/01

 23
 

 

Comme AB?(-) = C 4?(!5 -)"!3D20E = C 1
L 67?@:(!5 -)|:(!5 -)|"!3D20E , les 

composantes de traînée sont plus complexes à calculer du fait de la présence de la 

valeur absolue de la vitesse dans l’intégrale. Une étude de signe de 4?(!5 -) fonction 

de z est nécessaire. 

Tout d’abord, 4?(!5 -) est du signe de :(!5 -) =
S K , TUVW(DXE)

YUVWE &'#(*, - + . )/01 23 . Il faut séparer le domaine d’intégration pour 

:(!5 -) Z [ et :(!5 -) \ [, et par continuité en :(!5 -) = [, 4?(!5 -) = [. Soit N le 

nombre de domaines d’intégration, alors : 

 AB?(-) = <>67?@ J #MPN(:(!5 -)|D]^D_5D_`ab)I :(!5 -)L"!D_`a
D2D_

c01

d23
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Où !3 = *", !c = [ et !d sont les solutions tel que :(!5 -) = [ et 

#MPN(:(!5 -)|D]^D_5D_`ab = e <f#Mf:(!5 -) Z [*<f#Mf:(!5 -) \ [, g! ] ^!d5 !dX1b et  

 ! " [0,# $ 1].On évaluera %&'()*)+, -.|/"[/2,/234] pour + = /25/2346 . 

En introduisant 768)+, -. la primitive de *)+, -.6 il vient 9 *)+, -.6:+ =/234/;/2768)+<5>, -. $ 768)+<, -.. Finalement : 

 

768)+, -. = 1?@@ ABACDBDC%EFB:G %EFC: cos)$DB- H IB. cosJ$DC-KL>
C;MCNB

KL>
B;M

H ICO P%E QJFB H FCO)+ H :.RFB H FC
H %E QJFB $ FCO)+ H :.RFB $ FC S
H AB6DB6%E6FB: cos6)$DB- H IB. T%EJ?FB)+ H :.O?FB H +U 

(122) 

 

 VWX)-. = 1?YZX\ @ %&'( ^* _+< H +<5>? , -`a Q768)+<5>, -. $ 768)+<, -.RbL>
<;M   

 

Le processus est le même pour le calcul du moment deX)-. =
9 fX)+, -.): H +.:+M/;Lg = 9 >6YZX\*)+, -.|*)+, -.|): H +.:+M/;Lg . En introduisant 

76h)+, -. la primitive de 768)+, -. tel que 9 768)+, -.:+ = 76h)+<5>, -. $ 76h)+<, -./234/;/2 , 

il vient : 

 deX)-. = 1?YZX\ @ %&'()*)+, -.|/"[/2,/234].i *)+, -.6): H +.:+/234
/;/2

bL>
<;M   
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76h)+, -. = 1?@@ ABACDBDC%EFB:G %EFC: cos)$DB- H IB. cosJ$DC-KL>
C;MCNB

KL>
B;M

H ICO PjE QJFB H FCO)+ H :.R
JFB H FCO6

H jE QJFB $ FCO)+ H :.R
JFB $ FCO6 S

H AB6DB6%E6FB: cos6)$DB- H IB. TjEJ?FB)+ H :.OkFB6 H +6? U 

(123) 

 

 

i *)+, -.6): H +.:+/234
/;/2 = ): H +<5>.768)+<5>, -. $ ): H +<.768)+<, -.$ 76h)+<5>, -. H 76h)+<, -. 

 

 

 

deX)-. = 1?YZX\ @ %&'( ^* _+< H +<5>? , -`a Q): H +<5>.768)+<5>, -.bL>
<;M

$ ): H +<.768)+<, -. $ 76h)+<5>, -. H 76h)+<, -.R 

 

 

Annexe B.2 Annulation de la vitesse de particule selon l 

Le cylindre étant positionné en m = 0, nous devons résoudre l’équation : 

 *)+, -. = @ABDB jEFB)+ H :.%EFB: jn%)$DB- H IB.KL>
B;M = 0 (124) 

L’amplitude d’une composante s’écrit à parti d’un spectre AC = p?qJDCOrDC 
avec qJDCO= tuv6wxLyDLz{}~ Q$1G?������R ����^LJ����O

�
����� a

, t = y��GMyzMG�6z��G���5MG��z et 

� = 0G0� pour D � Dx et � = 0G0� pour D � Dx. La relation de dispersion DC6 =
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'FC-EFC: nous permet de reformuler la partie cosinus de (124) en fonction de  !. Nous 

choisissons ici de décomposer le spectre par rapport à  " tel que : 

 

#$ % [0, & ' 1] 
 " =  ( + $)  

 () = * 

* % - 

 

En introduisant ce choix de discrétisation dans (124) et en posant En posant ." =
/"2" 3456789:;<9>5?@9A  il vient : 

 BCD, EF = G."6HC";3FI@CJ;AF + H7C";3FI@CJ;AF>K7L
"M( = 0  

En posant N = HI@CJ;AF et en multipliant la dernière équation par ONK;3 il 

vient : 

 G."6NP;Q3;" + NP7">K7L
"M( = 0  

Cette dernière équation revient à la recherche des zéros d’un polynôme R %S[N] d’ordre OC& + *F tel que : 

 RCNF = G TUNUQCK;3F
UM(   

Dont les coefficients sont définis par : 

 TU = V .P7U7L, #W % [0, & ' 1]X0, #W % [&, & + O* ' O]X.U7P7Q3;L, #W % [& + O* ' 1,OC& + *F]X  

En cherchant les racines de RCNF, nous obtenons les valeurs de z pour 

lesquellesXBCD, EF = 0. Ce polynôme admet au plus OC& + *F racines complexes 

lorsqu’il est bien définit (i.e. coefficients TU non nuls). Si tous les coefficients TU sont 

nuls, nous sommes dans la situation où *YZ6'2"E + \"> = 0, #$ % [0, & ' 1], dans ce 

cas BCD, EF = 0 admet une infinité de solutions en z. La recherche de racine se fait 
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numériquement et les solutions en z sont ensuite calculées avec la relation N =
HI@CJ;AF. 

La procédure utilise un algorithme de Sturm qui permet de calculer le nombre 

de racines réelles dans l’intervalle ['^, 0]. Si ce nombre est supérieur à 0, alors les 

racines du polynôme sont calculées. Les racines réelles dans l’intervalle ['^, 0] sont 

gardées et constituent les profondeurs d’annulation de la vitesse BCD, EF. 
 

A titre d’exemple nous appliquons cette méthode de recherche de zéro de BCD, EF 
sur une houle modélisée par un spectre de JONSWAP de paramètres _5 = `W, ab =cZ, d = 1. Le spectre est discrétisé en utilisant les paramètres e = f` ,  ( =0g0Ohf0ijk`ihiifc1 et * = j. 

 

 

Figure 71 : Exemple de spectre de JONSWAP 
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Figure 72 : Variations de 2 et ^2 fonction de   

 

 

Figure 73 : Variations de ^  et ^2 fonction de 2 

 

Le tirage aléatoire permettant de générer les phases est le suivant : 

 

Figure 74 : Tirage de phases 
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Avec ces paramètres et pour une profondeur d’eau ^ = O`W il vient : 

· pour E = kg0`XZ on obtient deux solutions : DL = 'Og1fW et DQ = 'hgOjW 

· pour E = 10g`XZ nous n’avons qu’une solution : D = 'ig1kW 

· pour E = 11g`XZ il n’y a pas de solution 

 

 

Figure 75 : Annulation de la vitesse de particule en houle irrégulière à différents 

instants (gauche : t = 6.09 s, milieu : t = 10.5 s, droite : t = 11.5 s) 

 

La méthode de discrétisation du spectre en considérant )  constant et multiple 

de   est discutable. Cela induira une périodicité spatiale de la houle. Dans le cas 

présent cette périodicité n’a pas d’influence car le cylindre est considéré à une position l = 0 fixe. 

Afin d’évaluer les performances du modèle, la formulation analytique proposée 

est comparée à une intégration discrète. L’évolution des erreurs est montrée en Figure 

76. L’évolution du temps d’évaluation de l’effort est donnée en Figure 77 et Figure 78 

selon l’annulation ou non de la vitesse de particule. Nous constatons que la formulation 

analytique est plus performante en vitesse de simulation qu’une intégration discrète 

au-delà de 20 éléments lorsque qu’il n’y a pas d’annulation de la vitesse de fluide (pas 

de recherche de solution). Pour ce nombre d’éléments l’erreur de l’intégration discrète 

se monte à 12.5%. La formulation analytique développée est donc particulièrement 

efficace comparée à une intégration discrète dans ce premier cas. En revanche, les 

performances se dégradent lorsqu’il y a une recherche des racines de BCD, EF (ce qui 

en pratique est assez rare). La solution semi-analytique devient tout de même plus 

performante qu’une intégration discrète utilisant 75 éléments ou plus (erreur de 2.5% 

de l’intégration discrète pour ce nombre d’éléments). Une amélioration de l’algorithme 
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de recherche des racines de  (!, ") reste cependant à faire pour obtenir une vitesse 

optimale. 

 

 

Figure 76 : Modèle de cylindre sur houle irrégulière – intégration discrète vs 

intégration analytique 

 

 

 

 

Figure 77 : Evolution du temps de calcul sans annulation de la vitesse de particule 
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Figure 78 : Evolution du temps de calcul pour plusieurs solutions de vitesse de 

particule nulle 
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Annexe C 

Développement des équations multi-corps/multi-tir 

Annexe C.1 Dépendances des fonctions de contraintes aux inconnues du 

problème de tir 

Cette section a pour but de développer les équations de contraintes #$%& et #'*+- 

décrites par (112). Les dépendances (102) à (107) et (109) et (110), nous permettent 

de développer les termes .$%&, .$%&, .'/$01 , .'/$%2 et .3'/ dont dépendent #$%& et #'*+-, en 

fonction des inconnues 4$0& et 4'/. 
Pour rappel le terme 4$0& correspond aux inconnues du problème de tir (du 

Newton) générées par la connexion initiale d’indice 560. Le terme 4'/ correspond aux 

inconnues générées par le corps d’indice 78. Parmi les éléments de 4'/ nous 

distinguerons le terme 4'9&:  (respectivement 4'9;&) décrit les inconnues générées par 

le corps rigide lié à la connexion initiale 56: (respectivement finale 5<:).  
 

Afin de développer .$%&, .$%&, .'/$01 , .'/$%2 et .3'/ , nous exprimons tout d’abord : 

 =3$0& > =3$0& ?4$0: , .3$0: ?4$0: , 4'9&:@ , 4'9&:@ (125) 

 4$%& > 4$%& ?=$%& A=3$0& ?4$0& , .3$0& ?4$0& , 4'9&&@ , 4'9&&@B , 4'9;&@ (126) 

Pour obtenir : 

 .$%& > .$%& ?=$%& A=3$0& ?4$0: , .3$0: ?4$0: , 4'9&:@ , 4'9&:@B , 4'9;:@ (127) 

.$%& > .$%& ?4$%& ?=$%& A=3$0& ?4$0: , .3$0: ?4$0: , 4'9&:@ , 4'9&:@B , 4'9;:@ , 4'9;:@ (128) 

 .'/$01 > .'/$01 ?=3$01 ?4$01 , .3$01 ?4$01 , 4'/@ , 4'/@ , 4'/@ (129) 

 .'/$%2 > .'/$%2 ?=3$%2 ?4$%2 , .3$%2 , 4'/@ , 4'/@ (130) 

Avec 4$%2 et .3$%2 issus respectivement de (126) et (127). Et enfin : 
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 .3'/ > .3'/ ?4'/@ (131) 

 

Annexe C.2 Développement du jacobien de l’équation de contrainte sur les 

corps 

Cette section développe le calcul de la dérivée du terme #'*+- ?.'/$01 , .'/$%2 , .3'/@ 

de l’équation (112) par rapport aux inconnues de liaison 4$0& et de corps 4'/. Nous 

distinguerons par 4$01  les inconnues des connexions initiales (début d’intégration) 

attachées au corps 78, par 4$02 les inconnues des liaisons finales (fin d’intégration) 

également attachées au corps 78, et par 4'9&2  les inconnues générées par le corps 7$02 

auquel sur lequel est attaché la liaison initiale 56-. Grâce à ces notations nous pouvons 

écrire : 

 
C#'*+-C4$01 >

C#'*+-C.'/$01
C.'/$01C=3$01 DC=3$01C4$01 E C=3$01C.3$01 C.

3$01C4$01F (132) 

 

C#'*+-C4$02 >
C#'*+-C.'/$%2

C.'/$%2C=3$%2 D
C=3$%2C4$%2

E C=3$%2C.3$%2
C.3$%2C4$%2F

C4$%2C=$%2
C=$%2C=3$02 D

C=3$02C4$02
E C=3$02C.3$02

C.3$02C4$02F 

(133) 
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C#'*+-C4'/ >
C#'*+-C.'/$01 G

C.'/$01C=3$01 C=3$01C.3$01 C.
3$01C4'/ E

C.'/$01C4'/H
E C#'*+-C.'/$%2 G

C.'/$%2C=3$%2 D
C=3$%2C4$%2

C4$%2C4'/
E C=3$%2C.3$%2 D

C.3$%2C4$%2
C4$%2C4'/ E

C.3$%2C4'/ F E
C=3$%2C4'/ F

E C.'/$%2C4'/ H E
C#'*+-C.3'/

C.3'/C4'/ 

(134) 

 

C#'*+-C4'9&2 >
C#'*+-C.'/$%2

C.'/$%2C=3$%2 D
C=3$%2C4$%2

E C=3$%2C.3$%2
C.3$%2C4$%2F

C4$%2C=$%2
C=$%2C=3$02 I

C=3$02C4'9&2
E C=3$02C.3$02

C.3$02C4'9&2J 

(135) 

Les termes 
K#L*12K49&1 et 

K#L*12K49&2 sont les dérivées de la contrainte générée par le corps M, 
respectivement par rapport aux inconnues 4$01  et 4$02 des liaisons cinématiques 

attachées au corps (indices N), et des liaisons cinématiques initiales intégrées via le 

segment M (indices O). 

K#L*12K4L/  est la dérivée de la contrainte générée par le corps M par rapport aux 

inconnues du corps M. 
K#L*12K4L9&2  est la dérivée de la contrainte générée par le corps M par rapport aux 

inconnues du corps 7$02 sur lequel est attachée la contrainte 56- P lorsque les corps M 
et 7$02 sont liés au travers d’un segment. 
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K#L*12K.L/9&1 et 
K#L*12
K.L/9;2 correspondent aux dérivées de l’équation de contrainte (108) par 

rapport à chacun des champs de forces et moments .'/$01  et .'/$%2 (correspondant aux 

champs Q$& 8R  et S$& 8R ). 

Le terme 
K.L/K=  est la dérivée de la transformation équivalente à (85) pour le corps 

rigide, elle permet d’extraire les composantes Q$& 8R  et S$& 8R  de = (changement de 

base, transport de moment, etc.). Les notations 
K.L/9&1K=39&1 et 

K.L/9;2K=39;2 indiquent les évaluations 

de 
K.L/9&1K=  et 

K.L/9;2K=  tel que 
K.L/9&1K=39&1 > K.L/9&1K= T=3(U > V)W et 

 !"#$%& '($%& =  !"#$%& ' )'(*+ = ,-.. Avec 

'( = /*01 !(*01 02-1 02- l’évaluation de ' pour les champs inconnus et imposés de la 

liaison initiale/finale du segment 34 
Le terme 

5'($%&50$%& =  '($%& 0$%& 6  '($%& !($%&
 !($%& 0$%& correspond à la dérivée des champs 

évaluée en + = , par rapport aux inconnues 078&.de la liaison finale. C’est la dérivée 

de la transformation (106) entre les inconnues de liaison et le vecteur d’état de l’ODE. 

Si '( = /*01 !(*01 02-1 02- alors il apparaît le terme complémentaire 
 '(9 !($%&

 !($%& 0$%& 

représentant la dérivée des champs imposés par rapport aux champs non contraints au 

niveau de la connexion (changement de base, ressort, liaison hélicoïdale, etc.). 

Le terme 
 '$%: '($::  peut être calculé à partir de l’intégration d’un IVP comme 

présenté en paragraphes 4.2.1 et 4.2.2. Les autres termes dépendent pour la plupart des 

types de conditions aux limites et peuvent se calculer soit analytiquement par la 

formalisation des relations (102) à (104), soit numériquement. 
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Annexe D 

Résolution des exemples en fil caténaire 

Annexe D.1 Equation de la statique des caténaires 

 

Figure 79 : Equilibre d'un tronçon caténaire 

 

La résolution de la caténaire d’un fil élastique suit un processus de résolution 

d’équations algébrique [36] qui est rappelé ici. Soit une ligne de longueur non 

déformée , suivant une cinématique de fil et soumise uniquement à son poids. Nous 

notons ;*+- = [<*+-1 >*+-]? la position d’une section matérielle et @*+- =[A*+-1 B*+-]? le vecteur tension. De plus nous notons les valeurs aux extrémités par : 

 
;*+ = C- = [<D1 >D]?@*+ = C- = [AD1 BD]?  

 
;*+ = ,- = [<E 1 >E]?@*+ = ,- = [BE 1 BE]?  

Nous introduisons F = GHI, avec G l’accélération de gravité, H l’aire de la 

section matériau et I le masse volumique (du matériau IJKL ou relative à la masse 

d’un fluide )IJKL M I8NOP5.). Dans ce cas, le bilan des efforts sur le câble s’écrit : 

 @*+ 6 Q+- M @*+- M FR = S  

 
T@*+-T+ M FR = S  
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Soit TU;*+- = V*+- = W X*U- U 1  Y*U- U Z? le vecteur tangent à la courbe et \*+- =
|V*+-| = ^ X*U- U _ 6  Y*U- U _

, il vient : 

 
TT+ `a*+- V*+-\*+-b M FR = S  

Soit en projetant sur les axes c et R : 

 

def
egTA*+-T+ = TT+ `a*+- h\*+- T<*+-T+ b = CTB*+-T+ = TT+ `a*+- h\*+- T>*+-T+ b = F (136) 

Si l’on considère les conditions aux limites en tension @*+ = C-4 c = AD et @*+ = C-4 R = BD il vient : 

 iA*+- = ADB*+- = BD 6 F+ (137) 

 ja*+- T<*+-T+ = AD\*+-
a*+- T>*+-T+ = *BD 6 F+-\*+-  

En utilisant les deux dernières équations il vient : 

 a*+- = ^AD_ 6 *BD 6 F+-_ 
 

La loi matériau nous donne également : 

 a*+- = kH*\*+- M h-  

Soit : 

 \*+- = h 6 a*+-kH   

Ainsi en remplaçant a*+- et \*+- par leurs expressions nous obtenons les 

équations différentielles suivantes : 

 ja*+- T<*+-T+ = AD\*+-
a*+- T>*+-T+ = *BD 6 F+-\*+-  
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dee
f
eegT<

*+-T+ = h
lh 6 mBD 6 F+AD n_ 6

ADkH
T>*+-T+ = *BD 6 F+-oAD_ 6 *BD 6F+-_ 6 *BD 6 F+-kH

  

Leur intégration donne : 

 

def
eg<*+- = ADF psqrtuv wBD 6 F+AD x M sqrtuv wBDADxy 6 AD+kH 6 <D
>*+- = ADF zlh 6 wBD 6 F+AD x_ Mlh 6 wBDADx_{ 6 F+kH wBDF M +}x 6 >D (138) 

Afin d’obtenir (137) et (138) nous avons utilisé les conditions aux limites en + =C uniquement. En évaluant ces équations en + = , nous obtenons : 

 <E = ADF psqrtuv wBD 6 F,AD x M sqrtuv wBDADxy 6 AD,kH 6 <D (139) 

 >E = ADF zlh 6 wBD 6 F,AD x_ Mlh 6 wBDADx_{ 6 F,kH wBDF M ,}x 6 >D (140) 

 AE = AD (141) 

 BE = BD 6 F, (142) 

Le système (139) à (142) est le résultat de l’intégration analytique du système 

différentiel régissant la statique d’un fil sous son poids. Il constitue un système 

d’équations algébriques à résoudre. Les conditions aux limites en + = C et + = , nous 

fournirons un quadruplet parmi les valeurs de <D, >D, <E, >E, AD, BD, AE et BE. Par 

exemple pour l’étude d’une ligne d’ancrage les positions des extrémités seront données 

et les efforts seront à déterminer. Dans le cas d’un effort imposé en + = ,, les 

paramètres <D, >D, AE et BE seront fournis permettant d’écrire les contraintes en 

fonction des inconnues <E, >E, AD et BD. 

Nous pouvons faire un parallèle entre la méthode de tir et les équations caténaires 

pour lequel dans ce dernier, les équations (139) à (142) sont le résultat de l’intégration 

de l’ODE intégrées analytiquement. En fonction des conditions aux limites, il faudra 

ensuite résoudre le système d’équation algébrique (139) à (142) au travers d’un 



 

Annexes 187 

algorithme de Newton par exemple. Ce processus de résolution pour les caténaires 

n’est possible que grâce à la forme de l’équation différentielle issue des équations 

d’équilibre qui ne tiennent compte que de la gravité comme effort extérieur. 

L’intégration analytique des efforts ne sera pas possible avec un effort de courant par 

exemple [64,65]. 

 

Annexe D.2 Exemple n°2 : Equations de contraintes 

Les champs contraints par les liaisons cinématiques étudiées pour les cas (a) 

rotule, (b) effort imposé, (c) prismatique, (e) ressort linéaire, (f) ressort linéaire + 

liaison prismatique sont référencés en Table 6. Les contraintes associées utilisées dans 

le processus de résolution caténaire de l’Annexe D.1 sont les suivants : 

 

Liaison Equation de contrainte 

(a) 
<*+ = ,- M <E>*+ = ,- M >E ~ = S 

(b) 
� (! = ") # $ %&(! = ") # $&' = * 

(c) 
% (! = ") # $ +(! = ") # +, ' = * 

(e) 

% (! = ") # -./ # 0(! = ")1%&(! = ") # -./& # +(! = ")12= * 

(f) 

% (! = ") # -./ # 0(! = ")1+(! = ") # +, 2
= * 

 

Où 0, et +, sont les coordonnées du point final, $  et $& les composantes de 

l’effort final, - la raideur du ressort considéré et /  et /& les coordonnées de son point 

de référence. 
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Annexe D.3 Exemple n°4 : Equations de contraintes 

La résolution du cas à trois brins considère les équations caténaires développées 

en Annexe D.1. Les équations (137) et (138) sont écrites pour chaque brin, exprimées 

dans des bases locales {03 4 53 4 +} (Figure 52). 

Le cas à trois brins considère trois segments dont les ancres sont uniformément 

distribuées sur un cercle de rayon 6 selon un angle constant de 7 = 89: . Les ancres 

sont positionnées à une altitude nulle.  

Dans la même logique de résolution des équations caténaires au travers d’un 

système d’équation algébrique, les inconnues du problème sont au nombre de 9 : ;3, 
<,(3), >,(3) dont les équations de contrainte sont les suivantes : 

 

 ? =

@A
AA
AA
AA
B
AA
AA
AA
AC
0(8)(")cos(;8) # 0(D)(")cos(;D) # 6(cos(78) E cos(7D))0(8)(")sin(;8) # 0(D)(")sin(;D) # 6(sin(78) E sin(7D))+(8)(") # +(D)(")0(:)(")cos(;:) # 0(8)(")cos(;8) # 6(cos(7:) E cos(78))0(:)(")sin(;:) # 0(8)(")sin(;8) # 6(sin(7:) E sin(78))+(:)(") # +(8)(")
F<,(3)cos(;3)
:
3GD
F<,(3)sin(;3)
:
3GD
F>,(3)
:
3GD

# $H

 (143) 

 

Où ;3 est décrit en Figure 52, et IJ K {L4M4N}, 73 = (J # L) 89: . Il s’agit ici de 

résoudre un système 9x9 dépendant des paramètres ;3, >O(3) et <O(3). Un algorithme de 

Newton est utilisé pour résoudre ce système. 
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Annexe E 

Solutions de RDM 

Annexe E.1 Effort linéique triangulaire 

Cette annexe décrit la solution analytique issue de la RDM [84] du cas d’une 

poutre simple soumise à un effort linéique triangulaire. La solution pour l’effort de 

cisaillement >, le moment fléchissant P et la flèche Q sont donnés à une abscisse 

curviligne donnée 0 par (en restant dans les hypothèse de la RDM de petites 

déformations et petits déplacement, abscisse curviligne et axe 0 se confondent) : 

 >(0) = # RS" ("8 # S08) ? T 0 T / (144) 

 P(0) = R0S" ("8 # S08)   

 Q(0) = # R0UV?"WX (Y"8 # S08)8   

 >(0) = # RS" (M0 # N")(M0 # ") / T 0 T "  

 P(0) = R0LM" (0 # ")(S08 # Z"0 E "8)   

 
Q(0) = RUV?"WX (0# ")(S08 # Z"0 # "8)8 

  

 

Annexe E.2 Poutre avec changement d’inertie 

Cette annexe décrit la solution analytique issue de la RDM [84] du cas d’une 

poutre avec changement de l’inertie en son milieu soumise à un effort concentré en 

son milieu. La solution pour l’effort de cisaillement  , le moment fléchissant ! et la 

flèche " sont donnés à une abscisse curviligne donnée # par (en restant dans les 

hypothèse de la RDM de petites déformations et petits déplacement, abscisse 

curviligne et axe # se confondent) : 

  (#) = $
2 0 % # % &

2 (145) 
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 !(#) = $#
2    

 "(#) = ' $#
384*+ (15&

, ' 32#,) 0 % # % &
4  

 "(#) = ' $
768*+ (&

- . 24&,# ' 32#-) &
4 % # % &

2  

  (#) = '$2 
&
2 % # % &  

 !(#) = $
2 (& ' #)   

 
"(#) = ' $

768*+ ('7&
- . 72&,# ' 96&#,

. 32#-) 
&
2 % # % 3&

4   

 "(#) = ' $
384*+ (& ' #)('17&, . 64&# ' 32#,) 3&

4 % # % &  

 

Annexe E.3 Portique en T 

Cette annexe décrit la solution analytique issue de la RDM [84] du cas d’un 

portique en T. Ce cas est supposé indéformable et nous ne regardons que les 

répartitions d’efforts dans les poutres. La solution pour l’effort de cisaillement  , le 

moment fléchissant ! et l’effort de traction / sont donnés à une abscisse curviligne 

locale (par segment) donnée # par : 

 

Les réactions aux supports sont : 

 :; = 8
5$ (146) 

 :< = !>
& . 1

3?>& .
1
10$  

 

 

@< = '!>
& . 1

6?>& .
7
10 $  

 

Sur le segment @A: 
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 /(#) = 0 (147) 

  (#) = @< ' ?>#,
2&   

 !(#) = !> . @<# ' ?>#-
6&   

Sur le segment AB: 

 /(#) = '35$ (148) 

  (#) = 4
5$  

 !(#) = '45$ C
&
2 ' #D  

Sur le segment :A: 

 /(#) = ':< 0 % # % & (149) 

  (#) = ':; 0 % # % &
2  

 !(#) = ':;#   

  (#) = $ ' :; 
&
2 % # % &  

 !(#) = ':;# . $ C# ' &
2D   

 

 



Titre : Entre normes et réalité industrielle : apports sur la simulation numérique en éolien offshore 

Mots clés : méthode IFORM, réponse extrême, méthode de tir, statique des fils et poutres 

Résumé : Afin de répondre aux exigences de cas de 
chargement des standards tout en tenant compte des 
procédés de calcul industriels, cette thèse de 
doctorat porte sur l’amélioration des méthodes et 
modèles de simulation numérique en éolien offshore. 
Deux axes sont étudiés. Le premier consiste en la 
définition d’une méthodologie basée sur la méthode 
IFORM pour l’étude des efforts extrêmes au niveau 
des fondations d’un mât d’éolienne, afin de faire le 
lien entre les variables aléatoires caractérisant 
l’environnement et des calculs CFD coûteux 
numériquement. Les résultats obtenus avec la 
méthode IFORM sur un modèle non-linéaire 
analytique de cylindre sur houle irrégulière sont 
comparés à une approche de Monte-Carlo, une 
approche par intégration de la surface statistique et 
une approche règlementaire. Nous montrons que la 
méthode IFORM permet d’identifier des 
environnements conduisant à la réponse extrême à 
simuler en CFD, environnements qui ne sont pas 
nécessairement ceux maximisant l’une des variables 
aléatoires. 

Le second axe porte sur l’extension de la méthode 
de tir simple à un contexte multi-corps, pour la 
simulation de corps élancés statiques (ancrages, 
pales). Le but sous-jacent est de proposer une 
méthode efficace en termes de temps de calcul 
pour la simulation globale d’éoliennes offshores. La 
méthode de tir consiste à transformer le problème 
aux limites en la résolution d’une fonction de 
contrainte évaluée par des intégrations continues 
successives du problème différentiel. Ce travail 
propose un formalisme du problème de tir simple 
commun aux cinématiques de fils et poutres et 
dérive dans ce formalisme l’ensemble des 
conditions aux limites pour chaque cinématique. 
Nous nous intéressons ensuite à la modélisation 
des discontinuités géométriques et matériaux grâce 
à la méthode de tir multiple. Enfin, nous étendons 
les approches précédentes à une méthode multi-
tir/multi-corps pour l’étude des assemblages de 
corps élancés extrêmement présents en éolien. Les 
différentes extensions développées dans ce travail 
montrent de très bonnes correspondances avec des 
exemples issus de la littérature. 

 

Title : On the edge between standards and industrial reality: contributions on numerical simulation for 
offshore wind turbines 

Keywords : IFORM, extreme response,  shooting method, statics of strings and beams 

Abstract: In order to meet the requirements of load 
cases defined in standards while taking into account 
actual industrial calculation methods, this PhD thesis 
focuses on the improvement of two axes regarding 
numerical simulation methods and models used to 
simulate offshore wind turbines. The first one 
consists in the definition of a methodology based on 
IFORM method to study the extreme loads at the 
foundations of fixed offshore wind turbines, in order 
to fulfil the gap between a description of the 
environment through random variables and 
computational expensive CFD simulations. IFORM 
method is applied on an analytical nonlinear model of 
a cylinder subject to irregular swell and results are 
compared to Monte Carlo, stochastic surface 
response and standard approaches. We show that 
IFORM method identifies environments leading to the 
extreme response that need to be simulated in CFD, 
while these environments are not necessarily those 
maximizing one of the random variables. 
 

The second axe focuses on the extension of the 
simple shooting method to a multi-body framework, 
suitable for the simulation of slender structures. The 
final aim of this work is to improve the 
computational efficiency of global offshore wind 
turbine simulations. The shooting method consists 
in transforming the two point boundary value 
problem into the root search of a constraint function 
evaluated through successive, continuous, 
integrations of the differential problem. The present 
work proposes a new formalism for the single 
shooting equations in order to simulate both strings 
and beams. All sets of boundary condition for each 
kinematics are then derived in this formalism. Then, 
we propose an approach based on the multiple 
shooting method to handle geometrical and material 
sectional discontinuities. Finally, this last approach 
is extended to what we call the multi-shooting/multi-
body method for the study of slender body 
assemblies. The different proposed extensions 
show very good agreement with examples taken 
from the literature. 

 


