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Titre : Simulations numériques du mouvement brownien confiné

Résumé : Le mouvement brownien est le déplacement erratique de particules microscopiques
immergées dans un fluide en raison de l’agitation thermique des molécules du fluide environnant. Il est
possible de décrire le mouvement brownien à l’aide de l’équation de Langevin. Cependant, près d’une
paroi, une particule se déplace beaucoup plus lentement en raison des conditions de non-glissement
du fluide à la paroi. Ainsi, les mobilités et les coefficients de diffusions de la particule, parallèle et
perpendiculaire à la paroi, sont impactés localement par le confinement et conduisent à l’émergence
d’un bruit dit multiplicatif. En conséquence, lorsqu’il est confiné, le mouvement brownien n’est plus
gaussien. En outre, les effets non-gaussiens sont difficiles à observer à tout temps. Au cours de ma thèse,
j’ai développé des simulations numériques optimisées et efficaces afin d’étudier, sur de larges fenêtres
spatiale et temporelle, le mouvement brownien confiné entre deux parois rigides. Dans ce manuscrit,
je présente en détail l’algorithme développé et l’ensemble des méthodes d’optimisation pour réduire le
temps de calcul des simulations. Je présente également les méthodes d’analyse du mouvement brownien
et je les applique au cas confiné afin de caractériser qualitativement et quantitativement les aspects
non-gaussiens des déplacements d’une particule brownienne. Ces travaux ont permis de confirmer les
prédictions théoriques, en particulier pour les temps longs, inaccessibles expérimentalement.

Mots-clés : Mouvement brownien, Simulations, Confinement, Processus non-gaussien

Title : Numerical simulations of confined Brownian motion

Abstract : Brownian motion is the erratic movement of microscopic particles immersed in a fluid
due to the thermal agitation of the surrounding fluid molecules. It is possible to describe the Brownian
motion using Langevin’s equation. However, close to a wall, a particle moves more slowly because of
the hydrodynamic no-slip condition at the wall. As a result, the particle’s mobilities and diffusion
coefficients, both parallel and perpendicular to the wall, are locally impacted by the confinement
and lead to the emergence of a so-called multiplicative noise. Consequently, when confined, Brownian
motion is no longer Gaussian. Besides, the latter effect is difficult to observe at all time. During my
thesis, I developed numerical simulations, optimized to study efficiently, on broad spatial and temporal
windows, Brownian motion confined between rigid walls. In this manuscript, I present in detail the
algorithm and the set of optimisation methods for reducing the computation time. I also present the
methods for analysing Brownian motion and apply them to the confined case in order to characterize
qualitatively and quantitatively the non-Gaussian features of the displacements of a Brownian particle.
This work has rendered possible to confirm the theoretical predictions, in particular at long times,
which are inaccessible experimentally.

Keywords : Brownian motion, Simulations, Confinement, Non-gaussian process
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INTRODUCTION

Dans le monde microscopique, les fluctuations thermiques jouent un rôle crucial. À la
différence des objets macroscopiques, dont le mouvement est régi par des forces détermi-
nistes, les particules microscopiques subissent une force supplémentaire aléatoire résultant
de l’agitation thermique. Le mouvement associé, connu depuis 200 ans sous le nom de mou-
vement brownien, soulève une question fondamentale : comment émerge l’organisation
observée dans les systèmes biologiques nécessitant des déplacements allant des échelles
micrométriques aux échelles nanométriques ? En 1995, Peter Hänggi a proposé le concept
de moteur brownien [1], dont la kinésine, illustrée par la vue d’artiste sur la Figure I.(a),
constitue un exemple emblématique. Il s’agit d’une protéine qui utilise l’ATP, l’énergie cel-
lulaire, pour se déplacer le long des microtubules 1. Un autre exemple pertinent concerne
le transport des protéines dans diverses régions des organismes, comme schématisé sur
la Figure I.(b), impliquant des processus tels que la transcription de l’ARN dans les cel-
lules, la transmission entre les synapses, etc. En outre, la miniaturisation des systèmes et
leur confinement revêtent une importance croissante dans différents domaines, que ce soit
pour améliorer les technologies existantes, créer des nanorobots médicaux capables d’agir
sur des objets biologiques microscopiques, ou encore comprendre l’organisation des objets
biologiques à petite échelle. Ainsi, la compréhension du rôle du mouvement brownien dans
de tels systèmes confinés est fondamentale.

Près de quatre-vingt-dix ans après la théorie d’Einstein-Sutherland-Smoluchowski de
1905, une étude fondamentale du mouvement brownien à proximité de parois rigides a
été réalisée [4]. Cette étude a mis en évidence que les propriétés de diffusion de parti-
cules microscopiques sont altérées par le confinement, en raison de la friction du fluide
entre la particule et la paroi. Ce résultat a déclenché une nouvelle activité de recherche

1. Fibres constituantes le cytosquelette des cellules eucaryotes.
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Figure I – (a) Représentation 3D d’une kinésine marchant sur un microtubule, ©John
Lieber [2]. (b) Schéma de diffusion du microtransport à travers des canaux transmembra-
naires [3].

sur le mouvement brownien confiné [5-12], avec des implications dans la spectroscopie
atomique à molécule unique [13, 14] et sur la mesure de forces en surface [15, 16]. Le
mouvement aléatoire et actif des microalgues près de frontières peut également être in-
fluencé par l’existence d’une mobilité altérée par le confinement [17]. Il a été montré que
la forme des particules, leur concentration et les conditions aux limites du milieu, im-
pactent directement la mesure de la distribution des déplacements des particules [18-37].
Les distributions ne sont plus gaussiennes contrairement au cas du mouvement brownien
classique. L’ensemble de ces études converge vers l’hypothèse que la diffusion est exponen-
tielle sur les queues des distributions. De plus, bien que le mouvement brownien simple
ait déjà été simulé et très bien documenté [38] et que l’on peut retrouver des études nu-
mériques impliquant le confinement et des interactions [39-44], une approche numérique
efficace et quantitative permettant une caractérisation à grande échelle des effets non-
gaussiens fait défaut à ce jour. Particulièrement, dans le cas d’un mouvement brownien
proche de parois rigides, aucune étude n’a particulièrement montré d´effets non-gaussiens
et vient alors la question : la diffusion est-elle à queues exponentielle pour tout système
et comment mesurer les effets non-gaussiens ?

Cette thèse vise à répondre à cette problématique via une approche numérique, effi-
cace et quantitative dans la caractérisation à grande échelle des effets du confinement
sur une particule brownienne. L’adoption d’une approche numérique présente plusieurs
avantages, en permettant d’appliquer directement les modèles de confinement proposés
et en offrant une flexibilité accrue pour étudier les effets du confinement avec moins de
contraintes qu’avec des expériences. L’objectif principal est d’établir un pont entre les
modèles théoriques et les expériences, souvent coûteuses en temps et nécessitant une pré-
paration spécifique. L’outil numérique permet dans notre cas de reproduire fidèlement
la réalité. Il vise également à servir d’outil de prédiction pour les expérimentateurs du
domaine, en leur offrant une plateforme versatile et robuste. Pour finir, mes travaux nu-
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mériques de thèse sont accessibles en ligne sur la plateforme web Github 2
� afin de

contribuer à leur accessibilité à tout public et de permettre une recherche plus ouverte et
efficace dans le temps.

Ce manuscrit est organisé en trois grands chapitres. Le premier chapitre, intitulé « État
de l’art », nous permet de détailler l’ensemble des résultats qui nous ont conduits à la
problématique de cette thèse. Dans un premier temps, nous allons retracer les événements
marquants de l’histoire du mouvement brownien. Puis, nous présenterons deux parties
théoriques distinctes : l’une se consacrant au mouvement brownien en milieu infini étudié
au début du XXesiècle, l’autre explorant le mouvement brownien à proximité d’une paroi
rigide tel qu’étudié depuis la fin du XXesiècle.

Le deuxième chapitre, intitulé « Méthodes numériques », expose les outils et techniques
numériques nécessaires pour simuler le mouvement brownien confiné. La première sec-
tion détaille la méthode de génération de nombres aléatoires, un élément crucial dans la
modélisation du mouvement brownien. La seconde section se penche sur la discrétisation
numérique de l’équation de Langevin, tant pour le milieu infini que pour le confinement
entre deux parois rigides. Enfin, la troisième section aborde les stratégies d’optimisation
numérique, visant à réduire les temps de calcul des trajectoires, à accroître la statistique
des données et à gérer efficacement les données numériques.

Le troisième chapitre, intitulé « Mouvement brownien, mais non gaussien », se consacre
à l’exploration du mouvement brownien dans un cadre non gaussien. La première sec-
tion explore les méthodes statistiques d’observation du mouvement brownien simple. Elle
transpose ensuite ces méthodes au contexte confiné par deux parois rigides dans la sec-
tion suivante. Enfin, la dernière section introduit une méthode novatrice de mesure de
la non-gaussianité des distributions de déplacements d’une particule brownienne, offrant
ainsi une perspective inédite sur ce phénomène complexe.

À travers cette structure, cette thèse aspire à éclairer les divers aspects du mouvement
brownien confiné par deux parois rigides, combinant histoire, théorie, méthodologie nu-
mérique et exploration de comportements non gaussiens, au cœur de la recherche actuelle
en physique statistique des systèmes complexes et/ou hors équilibre.

2. https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion
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CHAPITRE 1

ÉTAT DE L’ART

Ce chapitre se propose d’explorer les origines conceptuelles du mouvement brownien,
ainsi que les recherches contemporaines qui en découlent. Bien que le mouvement brownien
et ses principales observables soient déjà bien établis et enseignés en physique statistique
[45-47], il est essentiel de clarifier sa définition actuelle. Il correspond au déplacement
aléatoire apparent d’une particule 1 dans un fluide visqueux (voir Définition 1.1), qu’il
soit gazeux ou liquide. Nous nous concentrerons sur le mouvement brownien observé
dans les liquides, étant donné que la vie biologique est généralement présente dans des
environnements liquides, et plus particulièrement dans l’eau.

Définition 1.1 – Viscosité d’un fluide
La viscosité correspond à la résistance du fluide au mouvement, que ce soit à son
propre écoulement, ce qui se traduit par une force de cisaillement, ou au mouvement
d’un objet plongé dans le fluide, ce qui engendre la force de Stokes. Par exemple,
l’écoulement du miel est plus résistant que celui de l’eau en raison de sa plus grande
viscosité. À l’échelle macroscopique, ces deux forces impliquent le coefficient de
viscosité dynamique généralement noté η. À l’échelle microscopique, la résistance
visqueuse est le résultat des interactions entre les molécules constituant le fluide,
qui freinent leur déplacement.

1. Entité micrométrique. Elle est plus grande qu’une particule élémentaire ou qu’un atome, qui sont
de taille subnanométrique.
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1.1. Un peu d’histoire sur le mouvement brownien

1.1 Un peu d’histoire sur le mouvement brownien

En préambule, je tiens à souligner qu’il est important pour le lecteur ou la lectrice
de prendre en compte le contexte historique des idées présentées dans ce chapitre. Pour
faciliter la compréhension lors de la lecture, les termes ou concepts qui peuvent avoir
des significations différentes selon les époques seront écrits en italique. Cela permettra
d’appréhender au mieux le contenu en tenant compte de la perspective spécifique de
chaque époque.

1.1.1 Sur la découverte du mouvement aléatoire

Les premières traces connues pouvant faire référence à un mouvement aléatoire des corps
invisibles viennent du philosophe romain Lucrèce (98 − 55 av. J.-C.), dans son ouvrage
« De rerum natura 2 ». C’est une traduction et vulgarisation poétique des principes et de la
philosophie d’Épicure datant de 306 av. J.-C. Cette doctrine reprend les idées matérialistes
des philosophes grecs Leucippe (Ve siècle av. J.-C.). et Démocrite (460−370 av. J.-C.), qui
considèrent que tout dans l’Univers est constitué de vide et d’atome 3, et qu’il n’existe pas
d’autre substance que la matière, y compris dans la composition de l’esprit. Épicure, qui
est en accord avec la vision atomiste du monde, se questionne sur le libre arbitre dans ce
dogme. En effet, le matérialisme met en avant que les atomes chutent en suivant une ligne
verticale et déterminée. Selon ce principe, les mêmes causes engendrent les mêmes effets,
ce qui implique qu’aucune liberté n’est possible depuis le commencement de l’univers, y
compris dans les actions des êtres humains. Pour sauvegarder le concept de liberté, la
philosophie épicurienne imagine le concept de clinamen, qui peut être traduit du grec par
« déclinaison » et qui peut être défini comme une déviation spontanée. Cela correspond à
une modification subtile et aléatoire de la trajectoire des atomes permettant de briser le
caractère prévisible de l’évolution. On peut notamment lire dans la traduction de André
Lefèvre « De la Nature des choses » [48] :

Retiens ce point encor : par le poids qui le guide
Tout corps en droite ligne est porté dans le vide ;
Mais, sans qu’on puisse dire en quel temps, en quel lieu,
Chaque atome en tombant décline un peu, si peu
Que sa pente invisible est à peine réelle.
S’ils ne déclinaient point, si, d’un jet parallèle,

2. De la nature des choses.
3. Qui signifie insécable en grec.
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Comme les gouttes d’eau tombaient les éléments,
D’où seraient nés les chocs et les enchaînements ?
Est-ce que la Nature eût pu créer les choses ?

Ainsi, Épicure soutient que l’indéterminisme de la trajectoire des atomes permet à la
fois l’existence du libre arbitre et offre une explication sur la manière dont les atomes
se heurtent et se combinent pour former des structures plus complexes, malgré sa vision
matérialiste du monde.

Après l’Antiquité, il faut faire un bond au XIXe siècle, où l’intérêt des botanistes pour
le microscope grandit, pour que le sujet du mouvement aléatoire revienne sur le devant de
la scène et devienne un sujet de débat. En 1827, lors d’une expédition en Australie, le bo-
taniste écossais Robert Brown découvre et récolte quelques milliers d’espèces de nouvelles
plantes, qu’il classe en fonction de la taille et de la forme de leurs pollens. Pour cela, il uti-
lise le microscope 4 pour observer des grains de pollen micrométriques immergés dans de
l’eau [49]. Il constate alors que le pollen, de forme cylindrique, renferme une structure qu’il
nomme noyau, et que ces grains de pollen présentent un mouvement irrégulier. Il observe
également la présence de particules plus petites et cylindriques qu’il nomme molécules 5. Il
remarque que ces molécules ont un mouvement vif et irrégulier [50]. Cependant, après de
nombreuses observations, il conclut que ce mouvement ne provient ni d’un courant dans
le fluide ni de l’évaporation de l’eau, mais bien des particules elles-mêmes. Robert Brown
admet toutefois que ce n’est pas lui le premier à avoir observé ce phénomène, mais que
ses prédécesseurs l’avaient attribué à une activité vitale. Pour vérifier l’origine des molé-
cules et leurs mouvements, il répète l’expérience à l’aide de pollen issu d’autres espèces,
mais aussi des minéraux tels que le charbon, le bois fossilisé, le verre, diverses roches,
de la météorite, etc. Il conclut que « des particules extrêmement minuscules de matière
solide, qu’elles proviennent de substances organiques ou inorganiques, lorsqu’elles sont
suspendues dans un fluide aqueux, en suspension dans l’eau pure ou dans d’autres fluides
aqueux, présentent des mouvements irréguliers et indépendants en apparence, dont [il] est
incapable de rendre compte [. . .] » [50]. Ces mouvements seront rapidement désignés sous
le nom de « mouvement brownien » en honneur de Robert Brown qui a mis en évidence
cette particularité jusqu’alors inconnu.

Les premiers liens entre la thermodynamique et le mouvement brownien commencent
une cinquantaine d’années plus tard. En 1877, Joseph Delsaulx publie ses réflexions sur

4. Bien que les premiers microscopes soient nés vers la fin du XVIe, c’est vers la fin du XVIIe siècle que
commence l’intérêt des biologistes pour le microscope. Une version artisanale, utilisant une seule lentille
et créée par Van Leeuwenhoek, s’est répandue.

5. À ne pas confondre avec le concept moderne de molécule, qui est une combinaison d’atomes à une
échelle plus petite.

7



1.1. Un peu d’histoire sur le mouvement brownien

l’origine thermodynamique du mouvement brownien [51]. Il explique que « les oscillations
rapides, irrégulières et continues, des corps microscopiques sont le résultat des vibrations
moléculaires qui constituent la chaleur ». De plus, on pourrait se demander pourquoi un tel
mouvement incessant des particules microscopiques dans un fluide n’a pas d’effet visible
sur la position du centre de masse du fluide. Selon Joseph Delsaulx lui, cela s’explique par
le très grand nombre de molécules présentes qui compensent les mouvements vibratoires.

En 1888, le physicien français Louis George Gouy souligne également l’importance de
l’étude du mouvement brownien dans sa note [52]. Il affirme que ce mouvement « nous
montre donc, non pas assurément les mouvements des molécules, mais quelque chose qui
y tient de fort près, et nous fournit une preuve directe et visible de l’exactitude des
hypothèses actuelles sur la nature de la chaleur ».

En 1900, le mathématicien français Louis Bachelier soutient sa thèse sur la « Théo-
rie de la spéculation »[53], dans laquelle il développe un modèle mathématique pour la
spéculation boursière. Il avance que le cours de la bourse dépend d’un nombre infini de
paramètres et est donc imprévisible. Pour spéculer sur le cours futur, Louis Bachelier
propose que chaque intervalle de temps ait une probabilité équivalente de hausse ou de
baisse du prix et une indépendance entre les événements successifs. Ceci implique que
l’espérance mathématique (voir Définition 1.2) du prochain événement soit nulle — en
moyenne, il n’y a ni gain ni perte — et que la variance soit constante. De plus, il souligne
que pour un grand nombre de réalisations, la distribution des probabilités des cours de
la bourse suit une loi gaussienne d’espérance nulle et d’écart-type qui croît avec la racine
carrée de l’intervalle de temps. Bien que Louis Bachelier ait développé la théorie du mou-
vement aléatoire, sa thèse est restée largement inconnue jusqu’aux années 1960, lorsque
l’économiste Paul Samuelson découvre par hasard ses travaux et les intègre à différents
modèles économiques. Ainsi, la première formalisation du mouvement brownien ne sera
pas reconnue comme provenant de Louis Bachelier. Il faudra l’intervention d’un physicien
de renom pour théoriser le mouvement brownien en physique.
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Définition 1.2 – Espérance mathématique

En mathématiques, l’espérance E d’une variable aléatoire correspond à la valeur
que l’on peut espérer obtenir, en moyenne, lorsqu’on répète l’expérience un grand
nombre de fois. Si X est une variable aléatoire discrète ∗, qui suit une loi de proba-
bilité (x1, p1), (x2, p2), ..., (xn, pn) † avec pi = P(X = xi), alors l’espérance notée x̄

s’écrit :

x̄ = E(X) =
n

∑
i=1

xi pi .

Cela correspond donc à la moyenne pondérée par la loi de probabilité.
Dans le cas d’une variable aléatoire continue ‡

X, dont la densité de probabilité est
p, l’espérance µ, se calcule avec l’intégrale :

µ = E(X) = ∫
+∞

−∞
x p(x)dx . (1.1.1.1)

En physique, on appelle espérance, la moyenne et on la note aussi ⟨x⟩p où l’indice
p indique la loi de distribution sur laquelle la pondération de la moyenne est faite.

∗. Lorsque l’ensemble des valeurs possibles de X, qu’il soit infini ou non, est dénombrable.
C’est-à-dire que les éléments sont énumérables : le premier élément est . . ., le deuxième est . . .,
etc.

†. Qui signifie pour le premier terme, par exemple : valeur x1 avec une probabilité p1.
‡. Dont l’ensemble des valeurs possibles n’est pas dénombrable.

1.1.2 La révolution du XXe siècle

En 1905, lors de « l’Annus mirabilis » 6 d’Albert Einstein, ce dernier publie quatre
travaux majeurs qui bouleverseront le monde de la physique fondamentale. Dans son
deuxième article, Einstein propose une théorie du mouvement brownien [54]. Partant
du postulat de l’existence des atomes, il montre que leurs agitations thermiques sont à
l’origine du mouvement irrégulier des particules browniennes, comme l’ont pensé Joseph
Delsaulx [51] en 1877 et Gouy [52] en 1888. Pour cela, Einstein est parti du phénomène
de pression osmotique. En thermodynamique classique, si l’on considère une solution
A d’un solvant pur 7 et une solution B contenant un soluté dilué dans ce même solvant,
séparés par une paroi semi-perméable 8, alors une pression osmotique se forme sur la paroi,
comme l’illustre la Figure 1.1.1. Cette pression agit en faveur de la diffusion du solvant
de la solution A vers la solution B, afin de diluer cette dernière. Cependant, lorsque

6. « Année des miracles » en latin.
7. Un liquide pur comme l’eau par exemple.
8. Permettant le passage du solvant, mais pas du soluté.
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Einstein applique les principes de la thermodynamique classique au cas de particules
microscopiques en suspension dans un solvant, il constate l’absence d’une telle force.
Pourtant, les particules micrométriques sont comparables aux molécules de soluté, à une
échelle de grandeur près. C’est en faisant appel à la théorie cinétique moléculaire de la
chaleur, formalisé par James Clerk Maxwell et Ludwig Boltzmann (voir Définition 1.3),
qu’Einstein montre l’existence de la pression osmotique dans le cas d’une suspension
de particules micrométriques dans un solvant. Ainsi, il a permis d’établir la similitude
de comportement entre ces entités et les molécules d’un soluté. À partir de là, il prouve
l’existence d’un processus de diffusion de particules en suspension et établit l’expression du
coefficient de diffusion associé. Einstein décrit non seulement le processus de diffusion de
particules browniennes en utilisant les lois macroscopiques de la thermodynamique ; mais
fournit également une explication microscopique 9. Cette explication permet de déterminer
la probabilité des positions de la particule en fonction du temps.

(a) Osmose

A B

Δh

A B

flux osmotique

paroi
semi − perm ableé

(b) Equilibre osmotique

paroi
semi − perm ableé

Figure 1.1.1 – Schéma du phénomène de pression osmotique. La solution A est consti-
tuée d’un solvant pur (en bleu). La solution B est constituée d’un soluté (en orange) dilué
dans le même solvant que la solution A. Les deux solutions sont séparées par une paroi
semi-perméable (en violet) qui laisse passer le solvant mais pas le soluté. (a) À l’état
initial, un flux osmotique se crée afin de dilué la solution B : c’est l’osmose. (b) À l’équi-
libre osmotique, le flux s’annule et le volume de la solution B est supérieur à celui de la
solution A. La paroi semi-perméable subit alors une pression osmotique proportionnelle à
la hauteur de liquide déplacé ∆h.

Il est intéressant de noter que, en raison de la lenteur des communications à l’époque,
deux autres physiciens ont également réalisé indépendamment des études similaires sur
le mouvement brownien dans les mêmes années. En 1905, William Sutterland découvre
la même relation pour le coefficient de diffusion, mais dans le cas des solutés en solution,

9. Notez que nous ne savons pas si Einstein était au courant des idées de Joseph Delsaulx et Louis
Joseph Gouy sur l’origine moléculaire de la chaleur et leur implication dans le mouvement brownien.
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1.1. Un peu d’histoire sur le mouvement brownien

et il l’applique pour tenter de retrouver la valeur de la masse moléculaire de l’albumine
d’œuf 10 [55]. Parallèlement, Marian Von Smoluchowski publie en 1906 ses travaux qu’il
a réalisés quelques années auparavant sur le calcul du coefficient de diffusion en passant
par les lois des probabilités du déplacement d’une particule brownienne [56]. Il obtient
une expression du coefficient de diffusion de la même forme que celle trouvée par Albert
Einstein à un facteur 64

27
près. Historiquement, la théorie de la diffusion des particules

browniennes est traditionnellement créditée à Albert Einstein. Non seulement il a permis
de relier les concepts macroscopiques et microscopiques de la diffusion et du mouvement
brownien, mais il a également apporté une manière de prouver l’existence des atomes.

En 1908, le physicien français Paul Langevin reprend les calculs d’Albert Einstein et
de Marian von Smoluchowski et constate que « l’application correcte de la méthode de
M. Smoluchowski conduit à retrouver la formule de A. Einstein exactement » (sans le
facteur 64

27
trouvé par M. Smoluchowski) [57]. De plus, en utilisant une méthode de calcul

différente, il propose une démonstration plus rapide et plus simple de la relation du coef-
ficient de diffusion. Le point de départ reste le même : Langevin s’appuie sur le théorème
d’équipartition de l’énergie cinétique issu de la théorie cinétique moléculaire de la chaleur
(Voir Définition 1.3). À cela, il ajoute la loi fondamentale du mouvement 11. Langevin
introduit également une force complémentaire aléatoire hypothétique. Cette force peut
être positive ou négative indifféremment et son amplitude — fixée par le théorème d’équi-
partition — permet de maintenir l’agitation de la particule brownienne. Il obtient ainsi
l’équation connue sous le nom d’équation de Langevin, qui décrit le mouvement d’une
particule brownienne, et retrouve le résultat d’Einstein en prenant la moyenne du carré
de la solution obtenue. En effet, en faisant cela, il se débarrasse du terme aléatoire.

En 1909, Jean Perrin calcule la constante d’Avogadro, qui représente le nombre d’entités
(molécules, atomes, etc.) présents dans une mole de matière 12 [58]. Pour déterminer cette
constante, il utilise treize protocoles expérimentaux différents. Parmi eux, quatre sont
basés sur la méthode du mouvement brownien décrit par Albert Eintein.

Le premier protocole est de nature statique : Perrin a mesuré la distribution en hauteur
des particules dans un fluide à un instant donné. Pour ce faire, il considère que les par-
ticules en suspension se comportent comme du gaz à faible pression, ce qui leur confère
une distribution comparable à celle d’un gaz soumis à la pesanteur.

10. Une protéine animale présente dans le blanc d´œuf.
11. Formulée par Isaac Newton au XIVe siècle qui permet de décrire le mouvement d’un objet dans

l’espace et le temps.
12. Afin de s’affranchir du nombre colossal d’atomes ou de molécules qui composent la matière, on les

regroupe par paquet élémentaire qu’on appelle une mole. Ici le paquet compte précisément 6.022 140 76×
10

23 entités pour former une mole, et ce nombre est appelé constante d’Avogadro.
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1.1. Un peu d’histoire sur le mouvement brownien

Les trois autres protocoles exploitent l’aspect dynamique du mouvement brownien. Le
deuxième protocole porte sur le déplacement des particules, le troisième sur leur rotation
au cours du temps et le quatrième sur leur diffusion globale. Chacun de ces protocoles a
permis de corroborer la valeur expérimentale de la constante d’Avogadro, tout en validant
la théorie d’Albert Einstein.

Maintenant que nous avons passé en revue toutes les dates clés de l’histoire du mou-
vement brownien, de sa découverte aux premiers modèles ; nous allons, à présent, nous
pencher sur l’étude du modèle du mouvement brownien libre.

Définition 1.3 – Théorie cinétique moléculaire de la chaleur

Également appelée théorie cinétique des gaz, elle essaie de trouver une explication
microscopique aux lois macroscopiques des gaz parfaits, développées empiriquement
au XIXe siècle. Elle est basée sur quatre postulats :

1. Les molécules sont en mouvement continu, se déplacent en ligne droite et
ne changent de direction que lorsqu’elles entrent de collision avec d’autres
molécules (environnantes ou d’une paroi).

2. La taille des molécules est négligeable devant les distances entre elles.

3. Il n’y a pas d’attraction ou de répulsion entre molécules et la collision est
purement élastique.

4. La pression exercée par le corps composé de ces molécules sur un récipient
provient de nombreuses collisions entre les molécules et la paroi du récipient :
plus il y a de molécules, plus la pression augmente.

5. L’énergie cinétique ∗ moyenne des molécules est proportionnelle à la tempéra-
ture : plus les molécules sont agitées, plus la température augmente.

De ces postulats, il découle le théorème d’équipartition de l’énergie qui ex-
plique qu’à l’équilibre thermodynamique †, l’énergie totale du système est répartie
en moyenne en parts égales sur les différents composants.

∗. Correspond à l’énergie associée au déplacement de l’entité. Si l’entité ne se déplace pas,
l’énergie cinétique est nulle.

†. Lorsque les paramètres macroscopiques (température, pression, quantité de matière, volume
...) sont homogènes dans l’espace et constant dans le temps.
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1.2. Le mouvement brownien libre

1.2 Le mouvement brownien libre

Une particule microscopique, immergée dans un fluide, subit des chocs dus aux molé-
cules environnantes. En raison du nombre immense 13 de molécules dans un fluide, il n’est
pas possible de vouloir décrire chaque trajectoire. Afin de simplifier le problème, nous
nous concentrons uniquement sur la trajectoire d’une particule, qui est une conséquence
du mouvement en apparence chaotique des molécules environnantes. Dans cette section,
nous examinerons le concept de marches aléatoires, leurs caractéristiques et comment les
modéliser. Ensuite, nous appliquerons ces concepts au mouvement brownien en physique.

1.2.1 Marches aléatoires

0 10 20 30 40 50

x (µm)

0

10

20

30

y
(µ

m
)

Figure 1.2.1 – Marches aléatoires de trois particules de mastic — une résine issue d’un
arbuste méditerranéen, le Pistacia lentiscus — de rayon égale à 0.52 µm, plongées dans
de l’eau, issues de l’expérience de Jean Perrin en 1909 [58]. Chaque position, représentée
par des points, a été mesurée par intervalles de temps de 30 s.

Imaginez-vous en train de vous promener aléatoirement dans un parc, capable de vous
déplacer librement tant en directions latérales (gauche-droite) qu’en avant-arrière. À
chaque pas, vous choisissez votre prochaine direction en lançant un dé à quatre faces
non truqué, garantissant qu’aucune direction ne soit privilégiée. Cela signifie que toutes
les directions sont équiprobables. Au bout d’un certain temps, il devient pertinent de se
demander à quelle position vous vous situez en moyenne et quelles sont les probabili-

13. Par exemple, dans 1 mL d’eau, de masse volumique ρ = 1 g/mL, de masse molaire M = 18 g/mol,
il y a n =

ρV

M
≈ 0.06 mole d’eau, ce qui fait N = nNA ≈ 4 × 10

22 molécules d’eau.
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1.2. Le mouvement brownien libre

tés associées à votre prochain déplacement ? Ceci est en opposition avec le mouvement
balistique, où les positions à chaque instant sont parfaitement déterminées.

Le mouvement brownien se modélise comme une suite de pas aléatoires au cours du
temps, comme on peut le voir sur la Figure 1.2.1. En raison des nombreuses collisions
avec les molécules environnantes, une particule peut prendre une multitude d’orientations.
De plus, l’amplitude des pas n’est pas constante, car les collisions avec les molécules
environnantes ne se produisent pas de manière identique au fil du temps. En outre, comme
son nom l’indique, le mouvement d’une marche aléatoire ne peut pas être déterminé de la
même manière que celui d’une balle lancée en l’air : ce mouvement n’est pas déterministe.
Afin de pouvoir étudier un tel objet, on utilise les lois de probabilité.

Lois de probabilité

Pour étudier un processus aléatoire, on mesure la probabilité qu’un événement donné
se produise. Par exemple, si on lance un dé à six faces non truqué, on a une chance sur
six de tomber sur l’une des faces. Pour le vérifier, on peut lancer le dé 10000 fois — à
l’aide d’une simulation numérique ou en utilisant de vrais dés pour les plus courageux —
et compter le nombre de fois où chaque face apparaît. En représentant ces comptes sur un
histogramme, comme illustré dans la Figure 1.2.2 en bleu, et normalisant par le nombre
total d’événements, on obtient une distribution de probabilité uniforme avec une valeur
de 1/6 pour chaque face.

2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8
4 5 6 7 8 9
5 6 7 8 9 10
6 7 8 9 10 11
7 8 9 10 11 12

Tableau 1.1 – Résultats possibles de la somme d’une paire de dés à six faces. Parmi
les 36 résultats possibles, le plus probable est d’obtenir un total de 7 où l’on dénombre 6
possibilités sur 36, donnant alors une probabilité de réalisation de 6/36 = 1/6. Les moins
probables sont d’obtenir un 2 avec + ou un 12 avec + où l’on compte pour chaque
une possibilité sur 36. Le code couleur permet de mettre en évidence la décroissance des
probabilités de la somme, allant du plus probable en rouge, jusqu’aux moins probables en
bleu.
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1.2. Le mouvement brownien libre

Si on lance deux dés à six faces non truqués, indépendants et que l’on s’intéresse à
la somme, cette dernière est caractérisée par une distribution de probabilité triangulaire.
Ceci est illustré sur la Figure 1.2.2 en orange lorsqu’on effectue 10000 simulations de tirage
aléatoire avec deux dés indépendants. Les résultats sont comparés à une loi de distribution
triangulaire tracée en tirets orange, et qui s’écrit :

PT(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2(x−a)
(b−a)(c−a) si a ⩽ x ⩽ c,

2(b−x)
(b−a)(b−c) si c < x ⩽ b,

0 sinon,

(1.2.1.1)
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Figure 1.2.2 – Distributions de probabilité P (x) de la somme des dés x pour différents
nombres de dés lancés. Le résultat pour chaque dé est simulé à l’aide de 10 000 lancés
aléatoires indépendants, suivant une loi uniforme avec une probabilité de 1/6 pour chaque
face. Les résultats sont comparés à la loi de probabilité uniforme représentée en pointillés,
à la loi de probabilité triangulaire PT(x) de l’Équation (1.2.1.1) représentée en tirets et
à la loi de probabilité gaussienne PG(x) de l’Équation (1.2.1.2) représentée en trait plein,
avec le même code couleur.

où a = 1 est la borne inférieure, b = 12 la borne supérieure et c = 7 le résultat le plus
probable. On peut également étudier cette distribution sous un autre angle en examinant
les différentes combinaisons possibles avec deux dés, comme indiqué dans le Tableau 1.1.
Les axes du tableau représentent les six faces possibles pour chaque dé et chaque case
du tableau indique la somme. Par exemple, il y a six façons d’obtenir un total de 7,
cinq façons d’obtenir un total de 6 ou de 8, et ainsi de suite. Les possibilités diminuent
linéairement jusqu’à ce qu’il n’y ait qu’une seule façon d’obtenir un total de 2 ou de 12.

Nous pouvons poursuivre l’expérience, en effectuant 10 000 tirages aléatoire, pour 3, 4
et 5 dés indépendants et non truqués. On trace l’histogramme des lancers de dé respecti-
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1.2. Le mouvement brownien libre

vement, en vert, rouge et violet sur la Figure 1.2.2, et on compare pour le cas vert avec
les lois de probabilité triangulaire de l’Équation (1.2.1.1) et pour tous les cas avec la loi
gaussienne ci-après :

PG(x) =
1√
2πσ

exp [−(x − µ)2

2σ2
] , (1.2.1.2)

où µ est la moyenne et σ l’écart-type de la distribution. Nous constatons que plus le
nombre de dés augmente, plus la distribution tend vers une loi gaussienne, indiquée par
une ligne continue. Cela est une conséquence du Théorème central limite (Voir le 1.1).

Théorème 1.1 – Théorème centrale limite
On considère une suite de n variables aléatoires X1, X2, ..., Xn indépendantes, sui-
vant la même loi de probabilité, de même espérance µ et de même écart-type σ ≠ 0.
Si on somme les n variables aléatoires selon :

Sn = X1 +X2 + ... +Xn , (1.2.1.3)

alors l’espérance de Sn vaut nµ et son écart-type est donné par σ
√
n.

Le théorème dit que lorsque n tend vers l’infini, la loi de Sn tend vers une loi
gaussienne ∗ d’espérance nµ et d’écart-type

√
nσ.

∗. Également appelée loi normale.

Loi de probabilité du mouvement brownien

Nous pouvons établir un parallèle entre l’expérience avec les lancers de dé et le mou-
vement brownien. Ce dernier est le résultat d’une très grande série de collisions aléa-
toires entre des molécules, que l’on peut supposer identiques et indépendantes. Ainsi,
tout comme dans le cas du lancer de plusieurs dés, le mouvement brownien suit une
distribution gaussienne en conséquence du théorème centrale limite (Théorème 1.1). Un
point fort de ce théorème est que l’on n’a pas besoin de connaître les déplacements de
chaque molécule impliquée dans les collisions pour l’appliquer. On mesure 14 la trajec-
toire à l’aide de 75000 positions, à intervalle de temps régulier τ = 0.01 s, dans un plan
(O, x, y), d’une particule de polystyrène de rayon a = 1.455 µm, plongée dans de l’éthy-
lène glycol de viscosité η0 = 16 mPa.s, et tracé sur la Figure 1.2.3.(a). Puis, on compte
les déplacements afin de construire les distributions de probabilité de déplacements P (x)
et P (y), tracées sur la Figure 1.2.3.(b) en bleu et orange respectivement. On compare les

14. Cette expérience a été réalisée par Jean Salzstein en stage dans l’équipe et sous la supervision de
Nicolas Farés, doctorant dans l’équipe.
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Figure 1.2.3 – (a) Trajectoire brownienne réelle de 75000 points, d’une particule de rayon
a = 1.455 µm, immergée dans de l’éthylène glycol de viscosité η0 = 16 mPs.s, et avec un
pas de temps de mesure de τ = 0.01 s. (b) Distribution des probabilités de déplacement
P (x) et P (y) d’une trajectoire brownienne libre expérimentale, correspondant à un temps
t = 0.13 s entre chaque déplacement x et y. Elles sont comparées à la loi de distribution
gaussienne de l’Équation (1.2.1.2), de moyenne nulle et d’écart-type σ =

√
2D0t, où D0

est le coefficient de diffusion de l’Équation (1.2.1.4) d’une particule libre, mis en évidence
par Albert Einstein en 1905 [54].

distributions obtenues avec la loi gaussienne donnée par l’Équation (1.2.1.2) en trait noir.
La moyenne µ est nulle, puisque la trajectoire de la particule est isotrope 15, et l’écart-type
vaut σ =

√
2D0t, avec D0 le coefficient de diffusion de la particule, mis en évidence par

Albert Einstein en 1905 et qui s’écrit [54] :

D0 =
kBT

6πη0a
, (1.2.1.4)

où kB est la constante de Boltzmann et T la température du fluide. Nous verrons plus tard
l’origine de cette expression. Ainsi, le mouvement brownien suit une loi de distribution
gaussienne et nous allons voir comment construire un modèle pour décrire ce mouvement.

1.2.2 Processus stochastique

On décrit la marche aléatoire à l’aide d’un processus stochastique. La trajectoire est
représentée par une fonction qui évolue au hasard au cours du temps t, de manière conti-

15. Qui présente les mêmes propriétés dans toutes les directions.
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1.2. Le mouvement brownien libre

nue 16
Xt ou bien de manière discrète 17

Xn avec t = n∆t, où ∆t est le pas de temps. Un
processus stochastique est défini par une loi de probabilité qui permet de décrire le hasard
en jeu et il en existe plusieurs types.

Prenons l’exemple d’une marche aléatoire dans un parc que l’on note (Xn)n∈N ∈ Z, que
l’on considère à une dimension pour simplifier, où le pas (n + 1) est décidé à l’aide d’un
pile ou face avec une pièce, de variable aléatoire (Yn)n∈N ∈ Z i.i.d 18, qui peut prendre
les valeurs −1 ou 1 de façon équiprobable. La marche aléatoire commence à une position
connue X0 = C et est décrite par :

Xn+1 = Xn + Yn+1, (n ∈ N). (1.2.2.1)

C’est un processus de Bernoulli qui, comme son nom l’indique, suit une loi de probabilité
de Bernoulli : P (Yn+1 = 1) = P (Yn+1 = −1) = 0.5. C’est la marche aléatoire la plus simple
pour laquelle la prédiction future Xn+1 ne dépend que du présent Xn, peu importe les
états passés X0, X1, ..., Xn−1.

Un autre exemple intéressant est le processus de Poisson, qui permet de compter des
événements aléatoires au cours du temps t. Il modélise par exemple les processus de
naissances, de pannes ou de désintégration atomique. On note la variable aléatoire de
ce processus (N(t))t∈R+ ou encore (Nt)t∈R+ et est à valeurs entières et positives. Les
accroissements Ntk − Ntk−1 (k ∈ N) sont indépendants, ce qui signifie que le nombre
d’atomes qui se désintègre à chaque instant tk sont indépendants. De plus, le processus est
stationnaire, c’est-à-dire que Nt+∆t−Nt ≃ N∆t−N0 = N∆t est le nombre de désintégrations
sur l’intervalle de temps ∆t, où le compte est à zéro à l’instant initial, i.e. N0 = 0. Le
nombre de désintégrations dans cet intervalle de temps suit une loi de Poisson :

P (N∆t = n) = (λ∆t)n
n!

exp(−λ∆t) (1.2.2.2)

où λ > 0 est la fréquence d’apparition de l’événement. Ainsi, il existe une multitude de
processus stochastiques en mathématiques. On s’intéresse ici en particulier à celui qui
modélise le mouvement brownien.

16. Qui n’est pas dénombrable.
17. Qui est dénombrable : que l’on peut compter un a un (1, 2, 3, ...).
18. Indépendante et identiquement distribuée
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1.2. Le mouvement brownien libre

Processus gaussien à temps discret

Pour construire un mouvement brownien, résonnons de manière analogue à la marche
aléatoire dans un parc. Cette fois, les déplacements dans l’espace peuvent prendre n’im-
porte quelles valeurs, contrairement à la promenade aléatoire de la Section 1.2.1 qui pou-
vait prendre deux valeurs : +1 ou −1. Le pas de temps ∆t reste discret. On définit le temps
comme t = n∆t avec n ∈ Z et on note la marche aléatoire X(t) ou encore Xt = Xn∆t.
Comme pour l’Équation (1.2.2.1), on écrit un taux d’accroissement entre t et t + ∆t de
ce mouvement brownien :

∆Xt = X(n+1)∆t −Xn∆t = ∆Bt , (1.2.2.3)

où ∆Bt = ∆Bn∆t est un incrément issu du processus stochastique Bt sur un pas de temps
∆t. Il représente une fonction aléatoire à valeur réelle et qui est définie :

1. À l’instant initial, on connaît la position de la marche brownienne, donc B0 = 0.

2. L’incrément ∆Bt suit une loi gaussienne de moyenne nulle µ = ⟨∆Bt⟩ = 0 et
de variance σ

2
= ⟨(∆Bt)2⟩ = ∆t et sa probabilité P (∆X) s’écrit sous la forme de

l’Équation (1.2.1.2).

3. Bt est un processus à accroissement stationnaire. C’est-à-dire que pour t < t +∆t,
l’incrément ∆Bt = Bt+∆t − Bt, sur la durée de temps ∆t, a la même distribution
que B∆t −B0.

4. Bt est un processus à accroissements indépendants. C’est-à-dire que, pour t0 < t1 <

... < tn (n ∈ N), les accroissements Bt0 , (Bt1−Bt0), ..., (Btn−Btn−1
) sont des variables

aléatoires indépendantes. En d’autres termes, Bt n’a pas de mémoire et sa fonction
d’autocorrélation vaut pour deux temps t et t

′ :

⟨∆Bt∆Bt′⟩ = δ(t − t
′) . (1.2.2.4)

où δ(t) est la distribution de Dirac.

Généralisons le mouvement brownien en introduisant une vitesse de dérive moyenne
U(Xt), qui serait due à la présence de force physique par exemple et un coefficient A(Xt)
qui quantifie la diffusion moyenne de la trajectoire. Dans ce cas, l’équation stochastique
discrète de la marche aléatoire s’écrit :

X(n+1)∆t −Xn∆t = U(Xt)∆t + A(Xt)∆Bt , (1.2.2.5)

où ∆Bt est l’incrément gaussien de moyenne nul et de variance σ = ∆t. Enfin, on peut
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1.2. Le mouvement brownien libre

aussi généraliser un mouvement brownien à d dimension, tel que :

1. Dans chaque dimension k = 1, 2, ..., d, les (B(k)
t )t≥0 sont des processus stochastique

comme décrit plus haut.

2. Les processus (B(k)
t )t≥0, avec k = 1, 2, ..., d, sont indépendants les uns des autres.

Définition 1.4 – Variance et écart-type

En statistique, la variance V(X) permet de mesurer la dispersion des valeurs d’une
variable aléatoire (v.a.) X. Elle correspond à la moyenne du carré des écarts à la
moyenne E(X) et s’écrit :

V(X) = E[(X − E(X))2] = E[X2] − E[X]2 , (1.2.2.6)

où E(X) désigne l’espérance, voir Définition 1.2. Sa racine carrée définit l’écart-type
σ =

√
V(X).

Dans le cas d’une variable aléatoire discrète X = xi, on peut calculer la variance
selon :

σ
2
=

N

∑
i=1

pi(xi − µ)2 , (1.2.2.7)

où µ désigne l’espérance mathématique de la v-a. X. Et dans le cas d’une v.a.
continue X = x, d’espérance µ et de densité de probabilité f(x), la variance s’écrit :

σ
2
= ∫

Ω

(x − µ)2f(x) dx , (1.2.2.8)

où Ω est l’espace des événements possibles. La variance se fait également appeler
moment d’ordre 2 de la distribution.

Définition 1.5 – Auto-corrélation
La fonction d’autocorrélation mesure la corrélation d’un processus stochastique
entre deux temps donnés t et t′. Elle calcule la moyenne du produit du processus à
deux temps distincts. Pour un processus stochastique ξ(t) de densité de probabilité
p, la fonction d’autocorrélation entre les deux temps distincts t et t

′ s’écrit :

⟨ξ(t)ξ(t)⟩p = E[ξ(t)ξ(t′)] , (1.2.2.9)

où E[.] est l’espérance mathématique de la Définition 1.2.
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t

t+ ∆t

t+ iδt

Figure 1.2.4 – Trajectoire d’une particule brownienne issue de l’expérience de Jean
Perrin [58]. Visualisation du caractère fractal du mouvement brownien entre t et t + ∆t
avec ∆t = Nδt. En bleu est représenté un point à l’instant t + iδt où i ∈ [0, N].

Processus de Wiener

Comme Jean Perrin l’explique [58], le mouvement brownien est fractal, c’est-à-dire que
si l’on zoome sur un intervalle de temps ∆t, on observe toujours un mouvement brownien,
comme on peut le voir sur le schéma de la Figure 1.2.4, avec N pas de temps δt, entre t et
t+∆t et ∆t = Nδt. Pour définir le processus stochastique d’un mouvement brownien, on
passe à la limite continue, en faisant tendre l’intervalle δt vers 0. La trajectoire stochastique
sur l’intervalle de temps ∆t s’écrit :

X(i+1)δt −Xiδt = δBiδt , (1.2.2.10)

où (i ∈ [0, N]). Le processus gaussien à temps discret δBt = δBiδt est de moyenne nulle
⟨δBt⟩ = 0 et de variance ⟨δB2

t ⟩ = δt. Pour étudier la limite à temps continu, on considère
la suite de variables aléatoires :

St =

N

∑
i=1

δB
2
iδt , (1.2.2.11)

qui est la somme cumulative du carré du processus gaussien δBiδt. On ne s’intéresse pas à la
suite de δBiδt car sa moyenne est nulle. Calculons la variance associéeV(St) = ⟨S2

t ⟩−⟨St⟩2.
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1.2. Le mouvement brownien libre

D’après le Théorème 1.2, le premier terme donne :

⟨S2
t ⟩ =

N

∑
i=1

N

∑
j=1

⟨δB2
iδtδB

2
jδt⟩ ,

=

N

∑
i=1

N

∑
j=1

(⟨δB2
iδt⟩⟨δB2

jδt⟩ + 2⟨δBiδtδBjδt⟩2) ,

=

N

∑
i=1

N

∑
j=1

(δt2 + 2δij δt
2) ,

= ∆t
2
+ 2

∆t
2

N
,

(1.2.2.12)

où δij est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si i = j et qui est nul sinon. Puis, comme
⟨St⟩ = ∑N

i=0⟨δB
2
iδt⟩ = Nδt = ∆t, la variance vaut finalement :

V(St) = 2
∆t

2

N
. (1.2.2.13)

Maintenant, on se place dans la limite continue où le nombre N d’éléments de la suite
tend vers l’infini. Dans ce cas, la variance s’annule. Ainsi, la valeur moyenne de la suite
est égale à la valeur que prend la suite, à grand N :

lim
N→+∞

⟨St⟩ = St , (1.2.2.14)

ce qui est une conséquence de la loi des grands nombres. Plus l’échantillon étudié est
grand, plus la distribution est piquée et la loi déterministe.

Pour illustrer cela, on reprend l’exemple d’un lancer de dé unique à six faces, que
l’on note Jn où n représente le numéro du lancé. La valeur moyenne d’un tel lancé est
⟨Jn⟩ = 3.5 pour tout n ∈ N. On appelle la suite LN , la somme des N lancers et on veut
vérifier l’Équation (1.2.2.14) qui s’écrit ici pour N grand :

LN =

N

∑
i=1

Ji

= ⟨LN⟩ =
N

∑
i=1

⟨Ji⟩ = N × ⟨Jn⟩ .

(1.2.2.15)

Pour cela, on simule l’expérience avec N allant de dix à cent millions et on trace, sur la
Figure 1.2.5, LN

N
que l’on compare à N⟨Jn⟩

N
= 3.5. La suite LN tend bien vers sa valeur

moyenne.

Finalement, dans le cas d’un mouvement brownien à temps continu, où δt → 0 que l’on
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1.2. Le mouvement brownien libre
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Figure 1.2.5 – Convergence de la suite de N lancers de dé à 6 faces, renormalisé par
N selon LN

N
=

1

N
∑N

i=1 Ji et représenté en points en bleus en fonction de N . La ligne
orange représente la valeur moyenne de cette suites ⟨LN ⟩

N
= N × ⟨Jn⟩

N
= ⟨Jn⟩ (voir Équa-

tion (1.2.2.15)). Pour un dé à 6 face, la valeur moyenne d’un lancer est de ⟨Jn⟩ = 3.5.

note dt, c’est-à-dire N → ∞, la loi des grands nombres et le théorème central limite nous
montrent que l’incrément δBt tend vers le processus de Wiener dBt. L’incrément suit alors
une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance ⟨[dBt]2⟩ = dt, où dt représente le pas
de temps infinitésimal (qui tend vers 0). On écrit l’équation du mouvement brownien, à
temps continu, comme dXt = dBt, que l’on peut généraliser à un mouvement brownien
avec dérive U(Xt) et d’écart-type A

√
dt, selon :

dXt = U(Xt)dt + AdBt , (1.2.2.16)

où A est l’amplitude du processus stochastique.

Pour conclure, on a établi les bases d’un processus stochastique et on a mis en évidence
la nature gaussienne du mouvement brownien. Dans la section suivante, nous allons ex-
plorer plus généralement les propriétés dynamiques du mouvement brownien, dans le but
d’étudier des systèmes physiques de particules microscopiques plus complexes.
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1.2. Le mouvement brownien libre

Théorème 1.2 – Théorème de probabilité de Wick

En statistique, l’espérance d’un produit de m = 2n variables aléatoires Xi avec
i = {1, 2, . . . , 2n}, à moyennes nulles, se calcule selon :

⟨X1X2 . . . X2n⟩ =
n−1

∑
(i,j)
i≠j

n/2

∏
(i,j)
i≠j

⟨XiXj⟩ . (1.2.2.17)

C’est-à-dire que l’on somme, pour les n paires (i, j) disjointes i ≠ j, le produit des
espérances ⟨XiXj⟩ disjointes. Prenons un exemple pour clarifier avec 2n = 4 et on
obtient alors :

⟨X1X2X3X4⟩ = ⟨X1X2⟩⟨X3X4⟩ + ⟨X1X3⟩⟨X2X4⟩ + ⟨X1X4⟩⟨X2X3⟩ . (1.2.2.18)

Dans le cas où m = 2n + 1 est impaire, alors ⟨X1X2 . . . X2n+1⟩ = 0 pour tout n.

1.2.3 Équation de Langevin

En physique, on s’intéresse au mouvement brownien d’une particule réelle, soumise à des
forces. Paul Langevin (voir Section 1.1.2) eut l’idée d’appliquer le principe fondamental
de la dynamique 19 à une particule de rayon a, plongée dans un fluide infini de viscosité
dynamique η0 (comme on peut le voir sur la Figure 1.2.6), en considérant une force
aléatoire construite sur le principe du processus de Wiener décrit précédemment.

Considérons un référentiel galiléen et notons Xt la trajectoire d’une particule ponctuelle
au cours du temps. On se place dans le cas d’écoulement rampant, où le nombre de
Reynolds Re =

ρ0
η0
VL ≪ 1, avec ρ0 la masse volumique du fluide, V l’ordre de grandeur de

la vitesse du fluide et L la longueur caractéristique sur laquelle la vitesse du fluide varie.
La particule sera alors soumise à :

1. La force de friction visqueuse, autrement appelée force de traînée, −γ0Vt, donnée
par l’expression de Stokes, avec Vt =

dXt(t)
dt

la vitesse de la particule à l’instant t.
Cette force est toujours présente, car le mouvement brownien est observé dans un
fluide ;

2. une force stochastique Aξ(t), où ξ(t) est un bruit blanc gaussien dépendant du temps
t, de moyenne nulle ⟨ξ(t)⟩ = 0, de covariance ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = δ(t− t

′) et d’intensité A ;

3. la somme des autres forces extérieures ∑ F⃗ext que nous négligeons ici pour simplifier.

19. La deuxième loi de Newton qui décrit et permet de calculer l’évolution de la position d’un objet
dans un référentiel Galiléen.
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1.2. Le mouvement brownien libre

η0

a−γ V0 t

η0

a−γ V0 t

Vt

(a) (b)

V =∞ −Vt

0
ex

0
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Figure 1.2.6 – Schéma d’une particule micrométrique de rayon a, se déplaçant dans un
fluide de viscosité η0. a) Dans le référentiel du laboratoire, la particule se déplace à une
vitesse Vt dans la direction e⃗x, et est soumise à la force de traînée −γ0Vt, où γ0 = 6πη0a
est le coefficient de friction. b) Dans un autre point de vue, celui du référentiel de la
particule, le fluide se déplace autour de la particule avec une vitesse au loin V∞ = −Vt.
L’écoulement du fluide, selon −e⃗x, entraîne une force de traînée −γ0Vt due à la friction
du fluide autour de la particule.

L’équation différentielle stochastique, qui décrit le mouvement et que l’on appelle équa-
tion de Langevin [57], s’écrit alors :

m
d
2
Xt

dt2
= −γ0

dXt

dt
+ Aξ(t) . (1.2.3.1)

On la note souvent sous la forme d’une équation différentielle stochastique du premier
ordre telle que :

mdVt = −γ0Vtdt + AdBt , (1.2.3.2)

où Vt =
dXt

dt
est la vitesse instantanée de la particule et dBt = ξ(t)dt le processus de

Wiener construit comme la somme cumulative du bruit blanc gaussien ξ(t) sur un temps
dt. À chaque instant t, l’incrément dBt permet de calculer un nombre aléatoire qui suit
une loi de distribution gaussienne de moyenne nulle ⟨dBt⟩ = 0 et de variance ⟨dB2

t ⟩ = dt

(voir Section 1.2.2).

Étudions l’équation de Langevin afin de la simplifier et calculer la valeur de A. Com-
mençons par calculer la moyenne des vitesses instantanées de la particule :

⟨dVt⟩ = −
γ0
m⟨Vt⟩dt +

A
m⟨dBt⟩ . (1.2.3.3)

Notons que l’on parle des vitesses hors équilibre et donc que leurs moyennes ne sont pas
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1.2. Le mouvement brownien libre

indépendantes du temps. Étant donné que la moyenne de processus de Wiener est nulle
(⟨dBt⟩ = 0), on obtient l’équation différentielle :

⟨dVt

dt
⟩ = −

γ0
m⟨Vt⟩ . (1.2.3.4)

Or, sur N observations, la moyenne arithmétique d’une variable x s’écrit ⟨x⟩ = 1

N
∑N

i=1 xi.
Alors la moyenne de la dérivée est égale à la dérivée de la moyenne puisque :

⟨dVt

dt
⟩ =

1

N

N

∑
i=1

dVt

dt
=

d

dt
[ 1

N
∫ Vt] =

d

dt
⟨Vt⟩ . (1.2.3.5)

Ainsi, l’équation Équation (1.2.3.4) devient :

d

dt
⟨Vt⟩ = −

γ0
m⟨Vt⟩ . (1.2.3.6)

La solution de cette dernière équation est :

⟨Vt⟩ = V0 exp (−
γ0
mt) , (1.2.3.7)

avec V0 la vitesse initiale. Ceci signifie qu’en moyenne, la vitesse instantanée hors équilibre
de la particule tend vers zéro après un temps caractéristique τm =

m

6πη0a
. Prenons l’exemple

d’une particule sphérique de polystyrène, utilisée par Maxime Lavaud et al. [16], de masse
m =

4

3
πa

3
ρ, de rayon a = 1 µm, de masse volumique ρ = 1050 kg/m3, plongée dans un

fluide de viscosité η0 = 1 mPa.s. Le temps caractéristique est de l’ordre de τm ≈ 10
−7

s.
Ainsi, pour des temps (t − t

′) = τ ≫ τm, on considère que l’inertie de la particule est
négligeable et donc on simplifie l’Équation (1.2.3.2), sous sa forme :

γ0Vtdt = AdBt . (1.2.3.8)

Notons que dans le cas où τ < τm, on se trouve dans le régime dit balistique, où l’inertie
est importante. Ce cas ne sera pas étudié ici, mais il est expliqué par X. Bian et al. [59].

Ensuite, comme ⟨dB2
t ⟩ = dt est non nul, il est intéressant de calculer la moyenne

quadratique de la vitesse ⟨V 2
t ⟩. Pour cela, on calcule la dérivée de la vitesse au carré

d(V 2
t ) à l’aide d’un développement de Taylor d’ordre 2 :

d(V 2
t ) ≃

∂V
2
t

∂Vt
dVt +

1

2

∂
2
V

2
t

∂V 2
t

(dVt)2

= 2VtdVt + (dVt)2 .

(1.2.3.9)
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1.2. Le mouvement brownien libre

En remplaçant par l’expression de l’Équation (1.2.3.2), en éliminant les termes d’ordre 2

en temps, on obtient :

d(V 2
t ) = 2Vt (−

γ0
mVtdt +

A
mdBt) + (AmdBt)

2

, (1.2.3.10)

ce qui donne en moyenne :

⟨d(V 2
t )⟩ = −2

γ0
m⟨V 2

t ⟩dt + 2
A
m⟨VtdBt⟩ +

A
2

m2
⟨dB2

t ⟩ . (1.2.3.11)

Sachant que ⟨dB2
t ⟩ = dt et que la vitesse de la particule Vt et le processus de Wiener dBt

sont indépendants, alors ⟨VtdBt⟩ = ⟨Vt⟩⟨dBt⟩ = 0, et on obtient une équation du second
ordre en ⟨Vt⟩ :

⟨d(V 2
t )⟩ = (−2γ0m⟨V 2

t ⟩ +
A

2

m2
) dt . (1.2.3.12)

Pour résoudre l’Équation (1.2.3.12), en dehors de la force de traînée et de la force stochas-
tique, on sait que la particule n’est soumise qu’à des forces conservatives. En conséquence,
le système est à l’équilibre thermodynamique et n’évolue pas avec le temps en moyenne.
Ainsi ⟨dV 2

t ⟩
dt

et on a :

⟨V 2
t ⟩ =

A
2

2γ0m
. (1.2.3.13)

Pour déterminer la valeur de A, il faut alors calculer ⟨V 2
t ⟩, ce qui est possible grâce au

théorème d’équipartition de l’énergie (voir Définition 1.3). Comme la particule brownienne
est mise en mouvement par l’agitation thermique des molécules du fluide environnant et
que l’énergie du système est répartie uniformément entre les molécules et la particule,
alors l’énergie cinétique moyenne de la particule est égale à :

⟨1
2
mV

2
t ⟩ =

1

2
kBT . (1.2.3.14)

Finalement, avec les Équations (1.2.3.13) et (1.2.3.14), on trouve que :

A =

√
2kBTγ0 , (1.2.3.15)

permettant d’écrire l’Équation (1.2.3.8) en fonction de la position Xt, selon :

Vt =
dXt

dt
=

√
2D0 ξ(t) . (1.2.3.16)
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1.2. Le mouvement brownien libre

On a vu, en Section 1.2.1, on peut décrire les propriétés statistiques d’un ensemble
d’événements aléatoires grâce à une loi de probabilité. En moyenne, le déplacement d’une
particule brownienne est nul, mais par contre, elle est capable d’explorer l’espace. On
définit le déplacement quadratique moyen (DQM) ⟨∆X

2⟩ = ⟨(Xt − µ)2⟩ = ⟨X2
t ⟩ puisque

la moyenne des déplacements vaut µ = 0. Cette quantité peut être calculée à partir de
l’Équation (1.2.3.16), puisque Xt = ∫ t

0
Vt′dt

′
= ∫ t

0

√
2D0dBt′ . En prenant le carré de cette

expression et en moyennant, on obtient :

⟨X2
t ⟩ = (

√
2D0)

2 ∫
t

0

⟨dB2
t′⟩ = 2D0 ∫

t

0

dt
′
= 2D0t . (1.2.3.17)

Cela signifie que la variance croît linéairement avec le temps.

Pour finir, il existe un autre point de vue pour étudier l’évolution du mouvement brow-
nien. En effet, comme on l’a vu plus haut, le mouvement brownien est aléatoire et suit
une loi de probabilité gaussienne comme décrite en Section 1.2.1. Il se trouve que la loi
de probabilité gaussienne de l’Équation (1.2.1.2) est solution d’une équation de diffusion.
C’est Albert Einstein qui a montré pour la première fois qu’un mouvement brownien était
un processus diffusif, régi par l’équation de diffusion [54] :

∂

∂t
P (Xt, X0, t) = D0

∂
2

∂X2
t

P (Xt, X0, t) , (1.2.3.18)

où P (Xt, X0, t) est la densité de probabilité de la position Xt, à un temps t sachant la
position initiale X0 à t = 0. Nous verrons plus loin la forme générale de cette équation,
nommée équation de Fokker-Planck. La densité de probabilité P (Xt, X0, t) doit vérifier
également deux relations :

— la normalisation de la probabilité totale :

∫
+∞

−∞
P (Xt, X0, t)dXt = 1 , (1.2.3.19)

puisque dans tout l’espace la probabilité de trouver la particule est de 100% ;

— la condition initiale :
lim
t→0

P (Xt, X0, t) = δ(Xt −X0) , (1.2.3.20)

puisque la particule est à coup sûr en X0 à t = 0.

La description du mouvement brownien d’une particule libre est donc bien connue
depuis un peu plus de 100 ans maintenant. Nous allons à présent étudier l’historique du
cas particulier où la particule est proche d’une paroi rigide.
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

1.3 Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

Le confinement des particules browniennes a suscité un intérêt croissant au cours des
dernières décennies. En effet, dans la nature, les objets microscopiques sont souvent sou-
mis à un confinement induit par des parois. Un exemple pertinent est celui des protéines
et des éléments présents à l’intérieur des cellules et donc pouvant se trouver au voisinage
de membranes cellulaires. Dans cette section, notre principal objectif est d’examiner l’état
de l’art du mouvement brownien à proximité d’une paroi rigide et de discuter des impli-
cations des effets de bord. Nous allons décrire les équations qui permettent de modéliser
ce mouvement près d’une paroi, en mettant l’accent sur les effets du confinement sur le
bruit gaussien.

1.3.1 Effets de la paroi

η0

a

0 ex

ez
zt

g

xt

Paroi rigide

Figure 1.3.1 – Schéma d’une particule micrométrique de rayon a, immergée dans un
fluide de viscosité dynamique η0 et proche d’une paroi rigide. La gravité g⃗ agit du haut
vers le bas et la position 2D de la particule est notée par ses coordonnées (xt, zt) dans le
repère (0, e⃗x, e⃗z).

Considérons une particule de rayon a, immergée dans un fluide de viscosité dynamique
η0, proche d’un mur plat et rigide, comme illustré à la Figure 1.3.1. Que change la présence
de la paroi ?
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

Interactions avec la paroi

En première approximation, la paroi peut être modélisée comme une condition au bord
où la particule « rebondit », de manière similaire à ce qui se produit lorsqu’on lance
une balle contre un mur. Dans de nombreux cas expérimentaux, il a été observé que
la paroi et la particule sont chargées négativement, souvent en raison d’ionisation des
molécules en surface [16, 60]. En outre, la solution ionique couramment employée, qui
consiste en une solution d’eau salée H2O + NaCl, contient à la fois des ions positifs, à
savoir H

+ et Na
+ (appelés cations), ainsi que des ions négatifs, notamment OH

− et Cl
−

(appelés anions). Cette composition ionique a pour conséquence d’attirer les cations près
des surfaces chargées négativement et de repousser les anions de ces mêmes surfaces,
formant ainsi une double couche ionique près des parois. On observe alors la formation
d’une double couche, comme l’illustre la Figure 1.3.2. Pour décrire la force qui dérive d’un

Paroi rigide

a

z

σ

σ1

Figure 1.3.2 – Schéma d’une particule chargée en surface, proche d’une paroi rigide et
chargée, plongée dans une solution ionique.

potentiel Φ(z), telle que F⃗ = −∇⃗Φ, on utilise la théorie de Debye-Hückel [61] dans le cas
d’une solution ionique. L’intérêt d’utiliser du sel est de pouvoir augmenter la densité de
charge et donc de contrôler l’intensité de la force.

Dans un premier temps, on s’intéresse au potentiel électrostatique Φ(r1) engendré à
une distance r1 d’une particule test, comme illustré sur la Figure 1.3.3.(a). Ce potentiel
s’écrit [60, 62] :

Φ(r1) =
σ1a

2
1

ϵ0ϵr

exp(κa1)
1 + κa1

exp(−κr1)
r1

. (1.3.1.1)

où σ1 est la densité surfacique de charges de la particule, ϵ0 la permittivité diélectrique du
vide, ϵr la constante diélectrique relative de l’eau, κ = 1/lD et lD la longueur caractéristique
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

d’écrantage des ions de la solution, appelée longueur de Debye. Cette longueur s’exprime
[60] :

lD =

√
√√√√√⎷

I

∑
i

ϵ0ϵrkBT

Z2
i e

2c0i
, (1.3.1.2)

où I = {Na+,Cl−} est l’ensemble des électrolytes en solution, Zi la valence de l’électrolyte
i, e = 1.60217663 × 10

−19
C la charge élémentaire et c

0
i la concentration de l’électrolyte i

libre.

r1

z

a1
σ1

(a) (b)

a2
σ2

a1
σ1

Figure 1.3.3 – (a) Schéma d’une particule de rayon a1, de densité surfacique de charge
σ1, immergé dans une solution ionique créant un potentiel électrostatique Φ(r1) à une
distance r1 de la particule. (b) Schéma de deux particules chargées en surface, de rayon,
a1 et a2 et de densité surfacique de charge σ1 et σ2, respectivement, et où z est la distance
entre les deux surfaces.

Puis, on considère la présence d’une seconde particule sphérique de rayon a2 et de
densité surfacique de charges σ2 comme illustrée sur la Figure 1.3.3.(b). On peut utiliser
la relation précédente pour déterminer le potentiel électrostatique entre les deux sphères.
Supposons que la présence de la seconde particule n’entrave pas la distribution des ions
autour de la première, et inversement. Par approximation de superposition [62], on écrit
alors le potentiel électrostatique Φss(z) entre les deux sphères chargées et écrantées, avec
z la distance entre les surfaces, selon :

Φss(z) =
4π
ϵ0ϵr

( σ1a
2
1

1 + κa1
)( σ2a

2
2

1 + κa2
) exp(−κz)
a1 + a2 + z . (1.3.1.3)

Enfin, pour obtenir le potentiel électrostatique écranté entre une sphère et un plan,
tous deux chargés, on se place à la limite avec laquelle le rayon d’une particule tend vers
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

l’infini : a1 → ∞. Dans ce cas, on obtient le potentiel électrostatique sphère/plan Φsp(z) :

Φsp(z) =
4π
ϵ0ϵr

( σa
2

1 + κa
) σ1

κ exp(−κz) , (1.3.1.4)

en notant a2 = a et σ2 = σ pour la sphère restante. Il est commun de poser [63] :

B =
4π

kBTϵ0ϵr
( σa

2

1 + κa
) σ1

κ , (1.3.1.5)

permettant de simplifier l’expression du potentiel électrostatique sphère-plan tel que :

Φsp(z)
kBT

= B exp(−z/lD) . (1.3.1.6)

Diffusion entravée

Quand la particule se rapproche de la paroi, en plus des effets électrostatiques étudiés
plus haut, on observe une modification de la force de friction expliquée dans la Section 1.2.3
et exprimée par le coefficient de friction γ0 = 6πη0a, avec η0 la viscosité intrinsèque du
fluide. Lorsque la particule se rapproche de la paroi rigide, la diffusion est alors entravée.

En effet, comme on peut le voir sur la Figure 1.3.4, en 1994 Faucheux et Libchaber [4]
mesurent le coefficient de diffusion parallèle à la paroi Dx, renormalisés par le coefficient de
diffusion en milieu infini D0 de l’Équation (1.2.1.4), et en fonction de la distance moyenne
⟨z⟩t entre la paroi et la particule renormalisée par le rayon de la particule a. Ils observent
qu’à l’approche de la paroi, la diffusion de la particule diminue. Ils expliquent cela par des
interactions hydrodynamiques entre la paroi et la particule, qui tirent leur origine de la
friction du fluide entre les deux corps. En 1924, Hilding Faxén calcule la relation exacte de
la correction de la viscosité [64], qui est une somme infinie, et elle est souvent approximée
selon :

ηx(z) = η0 [1 −
9

16
ζ +

1

8
ζ
3
−

45

256
ζ
4
−

1

16
ζ
5]

−1

, (1.3.1.7)

où ζ = a/(z + a). En 1961, Howard Brenner calcule une expression analytique exacte de
la viscosité entravée ηz(z), pour les mouvements perpendiculaires à la paroi en fonction
de l’altitude de la particule [65], et elle s’exprime selon :

ηz(z) = η0
4

3
sinhα

∞

∑
n=1

n(n + 1)
(2n − 1)(2n + 3) [

2 sinh(2n + 1)α + (2n + 1) sinh 2α
4 sinh2(n + 1

2
)α − (2n + 1)2 sinh2 α

− 1] ,

(1.3.1.8)
avec α = cosh

−1 ( z

a
). Cette somme infinie est complexe à calculer. C’est pourquoi on
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

Figure 1.3.4 – Figure extraite de [4] : L. P. Faucheux et A. J. Libchaber ont mesuré
l’évolution du coefficient de diffusion Dx parallèle au mur, normalisé par le coefficient de
diffusion libre D0 = kBT/(6πη0a), en fonction du paramètre de confinement γ = ⟨z⟩t/a,
avec ⟨z⟩t la moyenne temporelle de la distance mur-particule z.

utilise l’approximant de Padé (voir définition 1.6) pour trouver une fonction rationnelle
approchée à ηz(z). Ainsi, Honig et al. [66], en 1971, puis Bevan et Prieve [67] en 2000,
approximent l’Équation (1.3.1.8) par :

ηz(z) = η0
6z

2 + 9az + 2a
2

6z2 + 2az
. (1.3.1.9)

Définition 1.6 – Approximant de Padé

L’approximant de Padé est analogue au développement limité. Ce dernier approche
une fonction à l’aide d’un polynôme de degré n : Pn(x) = a0+a1x+a2x

2+ ...+anx
n.

L’approximant de Padé est une fonction rationnelle de la forme f(x) =
P (x)
Q(x) , avec

P (x) ≠ 0 et Q(x) ≠ 0 deux polynômes. Lorsqu’on effectue une approximation de
Padé à l’ordre m, cela signifie que les polynômes employés sont de degré m maximum
et qu’au moins l’un des deux est de degré m.

Finalement, la présence du mur a un impact sur la force de friction dans l’équation de
Langevin présentée dans la Section 1.2.3. Cette force de friction dépend de l’altitude de
la particule z, ce qui se traduit par des termes tels que −γx(z)dXt

dt
= −6πaηx(z)dXt

dt
pour
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1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

les mouvements parallèles au mur et −γz(z)dZt

dt
= −6πaηz(z)dZt

dt
pour les mouvements

perpendiculaires au mur. Ainsi, la présence du mur a pour conséquence d’entraver et de
rendre anisotrope la diffusion de la particule, et le coefficient de diffusion devient :

Di(z) =
kBT

6πaηi(z)
, (1.3.1.10)

où l’indice i ∈ {x, z} indique l’axe de diffusion considéré par rapport à la paroi.

1.3.2 Équation de Langevin

Considérons le cas du mouvement brownien proche d’une paroi rigide. Si la paroi est
horizontale et que la gravité g⃗ agit verticalement du haut vers le bas comme l’illustre la
Figure 1.3.1, alors on peut observer expérimentalement que la particule sédimente au cours
du temps [16]. Ainsi, le poids P⃗ = mg⃗ = −mge⃗z et la poussée d’Archimède P⃗A = −4

3
πa

3
ρf g⃗

sont essentiels à prendre en compte ici, où m est la masse de la particule et ρf la masse
volumique du fluide. Leur somme est la force de sédimentation F⃗g = −4

3
πa

3
∆ρge⃗z, où

∆ρ = (ρ − ρf) est la différence de masse volumique entre la particule et le fluide. Il est
commun de poser :

lB =
kBT

4

3
πa3∆ρg

, (1.3.2.1)

où lB est la longueur de Boltzmann, qui représente la hauteur en dessous de laquelle
l’énergie thermique n’est plus négligeable face à la force de sédimentation, qui est réécrite
selon F⃗g = −kBT

lB
e⃗z. D’autre part, la paroi en z = 0 crée une force F⃗sp(z) = −∇⃗Φsp(z) avec

Φsp(z) le potentiel d’interaction électrostatique sphère-plan donné à l’Équation (1.3.1.6).

L’équation de Langevin 1.2.3.2 peut être écrite en considérant d’une part la somme
des forces extérieures F⃗z(z), et d’autre part le coefficient de friction γi(z) entravé par
la présence du mur (i ∈ {x, z}). En considérant les deux directions impliquées, parallèle
et perpendiculaire, de vecteurs directeurs e⃗x et e⃗z respectivement, et en appelant xt et
zt les coordonnées de la trajectoire selon ces deux axes respectifs comme indiqué sur la
Figure 1.3.1, on peut réécrire l’équation de Langevin dans le cas confiné selon :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m
d
2
xt

dt2
= −γx(zt)

dxt

dt
+
√
2kBTγx(zt) ξx(t)

m
d
2
zt

dt2
= −γz(zt)

dzt
dt

+
√
2kBTγz(zt) ξz(t) + Feq(zt) ,

(1.3.2.2)

où Feq(zt) = −
dVeq(zt)

dz
, avec Veq(zt) le potentiel total agissant sur la particule à l’équilibre

thermodynamique calculé à la position zt et ξi(t) un bruit blanc gaussien différent selon

34



1.3. Le mouvement Brownien proche d’une paroi rigide

les deux axes i ∈ {x, z}. Le potentiel s’exprime par la somme du potentiel électrostatique
de répulsion sphère-plan Φsp(z) et du potentiel de gravité Φg(z) = −

dFg(z)
dz

=
kBT

lB
z, selon :

Veq(z) = kBT (Be
− z

lD +
z

lB
) . (1.3.2.3)

Notons que l’équation selon l’axe e⃗y, impliquant la coordonnée yt, est exactement de la
même forme que celle en xt écrite à l’Équation (1.3.2.4) par symétrie du problème. De ce
fait, nous ne la traiterons pas tout le long de ce manuscrit.

Comme énoncé en Section 1.2.3, on peut négliger l’inertie de la particule puisque le
temps caractéristique du régime balistique est très petit devant les temps d’observation,
c’est-à-dire τB ≪ τ et on peut simplifier l’Équation (1.3.2.2). En utilisant de surcroit
la définition du coefficient de diffusion dans le cas confiné de l’Équation (1.3.1.10), on
obtient : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dxt

dt
=

√
2Dx(zt) ξx(t) ,

dzt
dt

=

√
2Dz(zt) ξz(t) +

Fz(zt)
γz(zt)

,
(1.3.2.4)

où Fz(zt) est la force totale agissant sur la particule et calculée à la position zt. Cette
force est volontairement différente de Feq(zt) et nous allons l’étudier plus en détail dans
la partie suivante.

1.3.3 Bruit multiplicatif

Sur la composante parallèle de l’Équation (1.3.2.4), l’amplitude du bruit Ax(zt) =√
2Dx(zt) varie en fonction de l’altitude zt. Or le processus zt est lui-même générée par un

bruit blanc gaussien ξz(t). Ainsi, leur multiplication Ax(zt)ξx(t) est appelée bruit multi-
plicatif. Sur la composante perpendiculaire de l’Équation (1.3.2.4), on retrouve également
un bruit multiplicatif entre l’amplitude Az(zt) =

√
2Dz(zt) et le bruit blanc gaussien ξz(t).

Cependant, dans ce cas, l’amplitude est issue du même bruit ξz(t) que celui auquel elle
est multipliée. En conséquence, il apparaît un point sensible : comment intégrer le bruit
multiplicatif Az(zt)ξz(t) particulier ?

Pour répondre à cette question, posons U(zt) = Fz(zt)
γz(zt)

la vitesse de dérive liée aux forces
extérieures. Ceci permet de simplifier la deuxième ligne de l’Équation (1.3.2.4) selon :

dzt = U(zt)dt + Az(zt)ξz(t)dt . (1.3.3.1)
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Considérons un petit temps d’intégration δt. Si on intègre cette équation entre t et t+ τ ,
on obtient :

zt+δt = zt + ∫
t+δt

t

U(zt′)dt′ + ∫
t+δt

t

Az(zt′)dBz,t′ , (1.3.3.2)

où dBz,t′ = ξz(t′)dt′ est l’incrément de Wiener du processus stochastique perpendiculaire.
Comme le temps d’intégration est petit, on peut simplifier la première intégrale par un
développement limité au premier ordre en U(zt)δt (c’est le schéma d’Euler [38]). Mais
le problème se pose pour la deuxième intégrale. L’intégration discontinue du processus
de Wiener dBz,t, n’est pas correcte au premier ordre. Il y a alors une ambiguïté sur
l’évaluation de Az sur cet intervalle. Pour cela, on introduit un paramètre α ∈ [0, 1] qui
caractérise l’ensemble des choix possibles sur l’intervalle de temps δt pour évaluer Az, en
t + αδt. Ainsi, en calcul stochastique, la seconde intégrale est mathématiquement définie
telle que [68, 69] :

∫
t+δt

t

Az(zt′)dBz,t′ ≡ Az ([1 − α]zt + αzt+δt) δBz,t , (1.3.3.3)

où δBz,t = ∫ t+δt

t
ξ(t′)dt′ est l’incrément de Wiener dans le cas où le temps est discontinu,

de moyenne nulle et de variance ⟨δB2
z,t⟩ = δt comme vu en Section 1.2.2. Le paramètre

α correspond donc à une interprétation de l’équation de Langevin pour choisir à quel
moment on évalue Az. Dans la littérature, il est commun de choisir la convention d’Itô
α = 0 [70], ou la convention de Stratanovich α = 1/2 [71] qui correspond au point milieu
de l’intervalle δt. Prenons l’Équation (1.3.3.2) et l’Équation (1.3.3.3) à l’ordre δt

1/2 pour
écrire :

zt+δt − zt = Az(zt)δBz,t , (1.3.3.4)

qui nous permet de développer et de simplifier l’Équation (1.3.3.3) à l’ordre δt :

∫
t+δt

t

Az(zt′)dBz,t′ = Az (zt + α[zt+δt − zt]) δBz,t

≃ Az (zt + αAz(zt)δBz,t) δBz,t

≃ Az(zt)δBz,t + αAz(zt)A′
z(zt)[δBz,t]2 ,

(1.3.3.5)

où A
′
z(zt) = dAz(zt)

dzt
, [δBz,t]2 = δt et en utilisant un développement limité du second ordre

pour αAz(zt)δBz,t ≪ zt. En combinant les Équations (1.3.3.2) et (1.3.3.5), on a :

zt+δt = zt + [U(zt) + αAz(zt)A′
z(zt)]δt + A(zt)δBz,t . (1.3.3.6)

Mathématiquement, l’intégration du bruit multiplicatif fait donc apparaître un terme
dépendant du choix de la convention, via α. Pour que l’Équation (1.3.3.6) soit correcte
physiquement, il faut définir le terme U(zt) de telle sorte qu’il satisfasse la distribution
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d’équilibre de Gibbs-Boltzmann Peq(z) calculée à partir de l’équation de Fokker-Planck.
En utilisant l’Équation (1.3.3.6), l’équation de Fokker-Planck s’écrit [68, 69] :

∂

∂t
P (zt, z0, t) =

∂
2

∂z2t
{A

2
z(zt)
2

P (zt, z0, t)} −
∂

∂zt
{[U(zt) + αA

′
z(zt)Az(zt)]P (zt, z0, t)} .

(1.3.3.7)
On se place en régime permanent, où ∂P

∂t
= 0, afin de calculer la probabilité Peq(z) à

l’équilibre thermodynamique et donc :

d

dz
{1
2

d

dz
[A

2
z(z)
2

] − U(z) + αA
′
z(z)Az(z)}Peq(z) = 0 =

dJ

dz
, (1.3.3.8)

où J est le flux de probabilité qui doit être constant. C’est-à-dire que la probabilité Peq(z),
de trouver la particule à une certaine hauteur z, doit être finie. En particulier, Peq(z) et
dPeq

dz
doivent être nulles quand z tend vers l’infini, puisqu’il n’est pas possible que la

particule ait voyagé à l’infini pour tout temps. Finalement, on en déduit que le flux de
probabilité J = 0 et donc :

1

2

d

dz
[A

2
z(z)
2

Peq(z)] − [U(z) + αA
′
z(z)Az(z)]Peq(z) = 0 . (1.3.3.9)

Pour résoudre cette équation, on pose Q(z) = A
2
z(z)Peq(z) et elle devient :

dQ(z)
dz

−
U(z) + αA

′
z(z)Az(z)

A2
z(z)/2

Q(z) = 0 . (1.3.3.10)

En intégrant cette équation, on trouve :

ln [Q(z)] = ln [A2
z(z)] + ln [Peq(z)] = ∫

z U(z′) + αA
′
z(z′)Az(z′)

A2
z(z′)/2

dz
′
. (1.3.3.11)

Puis, en remarquant que ln [A2
z(z)] = ∫ z 2A

′
z(z′)Az(z′)
A2

z(z′)
dz

′, on trouve finalement :

ln [Peq(z)] = ∫
z U(z′) + (α − 1)A′

z(z′)Az(z′)
A2

z(z′)/2
dz

′
. (1.3.3.12)

Enfin, les forces à l’équilibre dérivent du potentiel d’équilibre Veq(z) et s’écrivent :

Feq(z) = −
dVeq(z)

dz
, (1.3.3.13)

De plus, Veq(zt) est donnée par :

Veq(z) = −kBT ln (Peq(z)) . (1.3.3.14)
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En combinant les Équations (1.3.3.12) à (1.3.3.14), on trouve que :

Feq(z) = kBT [ U(z)
A2

z(z)/2
+

(α − 1)A′
z(z)Az(z)

A2
z(z)/2

] . (1.3.3.15)

Finalement, en remplaçant Az(zt) =

√
2Dz(zt) et U(zt) =

Fz(zt)
γz(zt)

de l’Équation (1.3.3.1),
la force totale qui agit sur la particule à une position z = zt s’exprime :

Fz(zt) = Feq(zt) − (α − 1)D′
z(zt)γz(zt) . (1.3.3.16)

C’est pourquoi la force Fz en jeu dans l’équation de Langevin sur-amortie (voir Équa-
tion (1.3.2.4)) est donnée par la force totale à l’équilibre thermodynamique Feq(zt) connue,
à laquelle on ajoute une force (1 − α)D′

z(zt)γz(zt), dite force fallacieuse 20, où le choix
de α est purement arbitraire et sans interprétation physique. La force fallacieuse est une
conséquence mathématique de l’approximation sur-amortie de l’équation, de la discrétisa-
tion du bruit multiplicatif, et de la corrélation entre l’amplitude du bruit et le bruit blanc
gaussien.

Concernant la composante parallèle de l’Équation (1.3.2.4), le problème ne se pose pas,
car la position zt n’est pas corrélée au bruit ξx(t). Ainsi, l’intégration ∫ t+δt

t
Ax(zt′)dBx,t′

n’est pas ambiguë par rapport à l’évaluation de Ax(zt). Il n’y a donc pas de force fallacieuse
pour l’équation parallèle.

Finalement, en combinant les Équations (1.3.2.4) et (1.3.3.16), on réécrit l’équation de
Langevin suramortie selon [68, 69] :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dxt

dt
=

√
2Dx(zt) ξx(t) ,

dzt
dt

=

√
2Dz(zt) ξz(t) +

Feq(zt)
γz(zt)

+ (1 − α)D′
z(zt) ,

(1.3.3.17)

où le terme (1 − α)D′
z(zt) est appelé vitesse de dérive fallacieuse dans la littérature [72-

75]. Cette vitesse corrective permet d’une part d’écrire l’équation de Langevin suramortie
en fonction des forces connues à l’équilibre Feq(z) = −

dVeq

dz
et d’autre part, elle permet

de retrouver la distribution d’équilibre de Gibbs-Boltzmann Peq(z). D’après les Équa-
tions (1.3.2.3) et (1.3.3.14), cette dernière s’exprime :

Peq(z) = N exp [−Be
− z

lD +
z

lB
] , (1.3.3.18)

où N est une constante de normalisation telle que, ∫∞

0
Peq(z′)dz′ = 1 puisque dans tout

20. « Spurious » en anglais.
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l’espace, la probabilité de trouver la particule est de 1.

1.4 Conclusion du Chapitre 1

Dans ce chapitre, on a retracé l’histoire du mouvement brownien, depuis sa découverte
par Robert Brown au début du XIXe siècle. Ce n’est qu’au début du XXe siècle, grâce
aux travaux d’Albert Einstein, William Shutterland et Marian Von Smoluchowski sur la
diffusion des particules browniennes, que Jean Perrin a validé le modèle atomique de la
matière.

Dans la suite, on s’est plongés dans l’étude du modèle théorique du mouvement brownien
libre. On a exploré le concept de marche aléatoire et suivi le développement de l’équation
du mouvement brownien par Paul Langevin, en utilisant un processus stochastique. On a
également mis en évidence que le mouvement brownien libre est un processus gaussien, à
l’origine des phénomènes de diffusion.

Enfin, on a abordé les avancées majeures au sujet du mouvement brownien confiné. On
a examiné l’impact de l’ajout d’une paroi rigide à proximité d’une particule brownienne,
en prenant en compte les effets du potentiel électrostatique, ainsi que les modifications
locales de la diffusion dues à la friction du fluide entre la paroi et la particule. Cela nous
a conduits à reformuler l’équation du mouvement et à mettre en lumière le concept de
bruit multiplicatif.
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CHAPITRE 2

MÉTHODES NUMÉRIQUES

Dans ce chapitre, je vais présenter l’ensemble des méthodes que j’ai utilisées pour mo-
déliser numériquement un mouvement brownien confiné à l’aide de Python, un langage de
programmation interprété. Le mouvement brownien est un mouvement aléatoire gaussien,
comme on l’a étudié dans la Section 1.2.2. Tout d’abord, pour modéliser numériquement
un tel processus, nous étudierons comment un ordinateur peut générer des nombres aléa-
toires, et la technique pour que ces nombres suivent une loi de distribution gaussienne.
Puis, nous étudierons la discrétisation de l’équation de Langevin, dans les cas libre et confi-
nés, dans le but de les résoudre numériquement. Je développerai l’approche numérique
choisie et la méthode de débogage numérique pour vérifier que les trajectoires obtenues
sont bien celles attendues. Finalement, je présenterai les méthodes d’optimisation numé-
riques employées au cours de ma thèse. D’une part, l’optimisation du code pour réduire
le temps de calcul de base en Python et d’autre part, la parallélisation du code afin
d’augmenter le nombre de données statistiques.

2.1 Génération de nombres aléatoires

Numériquement, les machines sont capables de créer uniquement des nombres aléa-
toires uniformes. Par conséquent, afin de produire le bruit blanc gaussien ξi(t) de l’Équa-
tion (1.3.3.17), divers algorithmes sont utilisés, principalement basés sur la génération de

41



2.1. Génération de nombres aléatoires

nombres aléatoires uniformes. Cette section présente la méthode utilisée pour générer ces
nombres aléatoires uniformément distribués, et l’algorithme utilisé pour les convertir en
nombres aléatoires suivant une distribution normale.

2.1.1 Générateur de Mersenne Twister

En 1843, Augustin Cournot résume le hasard dans son livre « Exposition de la théorie
des chances » [76] comme suit :

« Les événements amenés par la combinaison ou la rencontre de phénomènes
qui appartiennent à des séries indépendantes, dans l’ordre de la causalité,
sont ce qu’on nomme des événements fortuits ou des résultats du hasard. »

Pour obtenir un hasard parfait, il est nécessaire d’utiliser des phénomènes physiques,
tel que des émissions de particules, du bruit électronique ou thermique, etc. Cependant,
l’utilisation de ces méthodes en informatique peut être coûteuse et complexe à mettre
en œuvre. Numériquement, générer des nombres aléatoires uniformes n’est pas une tâche
aussi simple que dans la nature. Comment créer une séquence de nombres numériques sans
corrélation les uns avec les autres, et ayant tous la même probabilité d’être tirés, alors
qu’un algorithme, par définition, est une suite d’instructions déterministes ? En réalité, le
hasard pur n’existe pas encore dans le domaine de l’algorithmique, et nous parlons plutôt
de générateur de nombres pseudo-aléatoires (GNPA). Ces séquences de nombres ne sont
pas strictement aléatoires, car il existe un lien entre chacun d’entre eux. Cependant, en
raison de la complexité de l’algorithme, il est presque impossible de déterminer ce lien.
Cela permet d’imiter le hasard.

Il existe différents types de GNPA, plus ou moins efficaces et rapides. Dans ce qui suit,
nous nous intéressons particulièrement aux générateurs congruentiels linéaires, qui sont
les plus couramment utilisés. Ils génèrent une séquence de nombres Un en utilisant des
opérations arithmétiques périodiques. Pour cela, nous avons besoin d’une valeur initiale
appelée graine U0 pour commencer le calcul récursif suivant : Un+1 = (kUn + p) mod m,
où k, p et m désignent, dans cette section, des entiers positifs. Le multiplicateur k, l’in-
crément p et le module m sont des paramètres importants de l’algorithme. Compte tenu
de l’opération mod, qui est le reste de la division euclidienne de (kUn + p) par m, les
termes de cette séquence de nombres sont donc compris entre 0 et m− 1, où m représente
la valeur de périodicité de la série. Si un nombre apparaît une deuxième fois dans la sé-
quence, cela signifie que toute la séquence se répétera à partir de ce point. Par conséquent,
il est important de choisir une période m suffisamment grande pour éviter que la série
pseudo-aléatoire ne se répète. Cette contrainte entraine un coût de calcul important et
une solution pour le minimiser est d’utiliser un module de la forme m = 2

x du fait que
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2.1. Génération de nombres aléatoires

l’architecture des machines soit encodé en base binaire 1. Cependant, les bits de poids
faibles (les bits les plus à droite) sont beaucoup aléatoires que les bits de poids forts (les
plus à gauche). Pour contourner ce problème, il est possible de choisir un module de la
forme m = 2

x ± 1 afin d’éviter une division euclidienne [77]. De plus, il existe des choix
de (k, p,m) générant de mauvaises suites aléatoires. Par exemple, pour k = 25, p = 16 et
m = 256, on obtient :

— pour U0 = 50, la suite donne : 50, 242, 178, 114, 50, 242, 178, 114, 50, 242, ...,

— pour U0 = 10, la suite donne : 10, 10, 10, 10, ....

Pour construire un algorithme pseudo-aléatoire, il existe des règles afin de bien choisir le
triplet de paramètre (k, p,m) [77].

En 1998, Matsumoto Makoto et Nishimura Takuji développent le générateur de nombres
aléatoires uniformes Mersenne Twister (MT19937) [78], qui est actuellement considéré
comme le plus fiable et le plus utilisé dans les langages de programmation modernes.
La nouveauté de ce générateur est qu’au lieu d’effectuer les opérations arithmétiques
classiques sur des nombres entiers, il se fait à partir d’opérations sur les bits des entiers
[79], permettant d’augmenter la vitesse de calcul de l’algorithme. Ce gain de temps a
également permis de complexifier la récurrence utilisée et de faire intervenir des termes
intermédiaires. De surcroît, la période du générateur est choisie sur les nombres premiers
de Mersenne (voir Définition 2.1). En effet, ce nombre de la forme 2

n − 1, avec n ∈

N, est parfaitement adapté à l’architecture binaire de l’ordinateur, ce qui permet de
s’affranchir de la division euclidienne, couteuse en temps de calcul. Les auteurs ont choisi
une période de longueur très grande m = 2

19937−1 ≈ 4.315425×10
6001, afin de garantir de

ne jamais retrouver le même état au bout d’un certain nombre d’itérations. Finalement,
afin d’augmenter l’imprévisibilité des valeurs Un engendrées, l’algorithme de Mersenne
Twister ajoute une étape pour tronquer le résultat obtenu dans la phase de récurrence [79].
En effet, les bits de poids faibles (les bits les plus à droite) sont plus souvent présents que
ceux de poids fort (les bits à gauche) et donc tronquer les k derniers bits permet d’assurer
au générateur d’être pseudo aléatoire. Finalement, l’algorithme exécute la fonction de
sortie afin d’avoir une série de nombres pseudo-aléatoires X suivant une loi de distribution
uniformes U sur l’intervalle [0, 1] et que l’on note X ∼ U([0, 1]).

J’ai utilisé l’algorithme de @yinengy qui a codé la méthode de Mersenne-Twister sous

1. Les machines sont codées en base 2, ce qui signifie qu’un nombre x peut être décomposé dans la
base binaire de 0 et de 1 tel que x = ∑nB−1

i=0 bi2
i avec nB le nombre de bits de la machine et bi = 0 ou 1.

Cette décomposition binaire est stockée sous la forme d’un « vecteur de bits » : b = (bnB−1, ..., bi, ..., b0)
représentant le nombre x en base 2. Par exemple, 3 = 1× 2

0 + 1× 2
1 + 0× 2

2 + ..., alors 3 s’écrit ...011 en
base 2. Les points de suspension signifient simplement que la suite n’est faite que de 0 jusqu’à nB = 32
ou 64 bits en fonction de la machine.
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Python en 2019 [80]. La fonction random_mersenne_twister() 2 produit un nombre aléa-
toire uniforme sur [0, 1].

Définition 2.1 – Nombre premier de Mersenne

Les nombres premiers de Mersenne ∗ sont de la forme Mn = 2
n − 1, avec n ∈ N.

Pour que Mn soit un nombre premier †, il faut nécessairement que n le soit aussi.
Par exemple, les nombres de Mersenne 2

2 − 1 = 3 et 2
3 − 1 = 7 sont premiers et

leurs exposants 2 et 3 le sont aussi, alors que 2
4 − 1 = 15 et son exposant 4 ne le

sont pas. Par contre, ce n’est pas une condition suffisante puisque 11 est premier,
alors que 2

11 − 1 = 2047 = 23 × 89 ne l’est pas.

∗. Du nom du moine Français Marin Mersenne (1588 − 1648), érudit et mathématicien.
†. Divisible seulement par 1 ou par lui-même.

2.1.2 Génération de nombres aléatoires gaussiens

Pour simuler le mouvement brownien, nous avons vu dans le Chapitre 1 qu’un bruit
blanc gaussien est nécessaire. Cependant, les machines ne peuvent générer que des nombres
pseudo-aléatoires uniformément probables.

L’idée de Box et Muller

En 1958, Box et Muller ont eut l’idée d’utiliser les propriétés du cercle trigonométrique
[81]. Ils ont construit deux variables aléatoires, comme illustré sur la Figure 2.1.1.(a), où
l’une représente le rayon d’un cercle R et l’autre l’angle Θ. La variable aléatoire R

2
= Ω

suit une loi de distribution exponentielle E d’espérance 3
E(Ω) =

1

λ
= 2 et de variance 4

V[Ω] = 1

λ2 = 4 où λ =
1

2
est appelée l’intensité. On le note usuellement R2

= Ω ∼ E(λ =
1

2
)

et sa densité de probabilité s’écrit fΩ(ω) = λ exp (−λω) pour tout ω ≥ 0. La variable
aléatoire Θ est uniformément réparti entre 0 et 2π : on note Θ ∼ U([0, 2π[) et sa densité
de probabilité s’écrit fΘ(θ) =

1

2π
. Si on passe en coordonnées cartésiennes X et Y , on

2. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_m
otion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Trajectory_Calculation_Functi
ons.py.

3. Voir Définition 1.2.
4. Voir Définition 1.4.
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Figure 2.1.1 – (a) Visualisation graphique de la transformation de Box-Muller. Le plan
(X, Y ) représente des variables aléatoires gaussiennes, de moyenne 0 et d’écart-type 1,
construites à partir de Ω = R

2 de loi exponentielle E d’espérance E(Ω) = 2 et Θ de loi
uniforme U sur l’intervalle [0, 2π[, à l’aide des coordonnées polaires de l’Équation (2.1.2.1).
Les points en couleur illustrent la densité de probabilité exponentielle de R

2, où le cercle
vert représente le cas R = 1. Chaque angle Θ est uniformément probable entre 0 et 2π. Les
distributions gaussiennes de (b) X et (c) Y sont représentées en face des axes en reprenant
le code couleur associé à la variable R par projection. (d) Évolution de R =

√
−2 ln(U)

en fonction de la variable aléatoire uniforme U entre [0, 1]. Le code couleurs de la densité
de R, visible sur (a), (b) et (c), y est reporté.

peut écrire :
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

X = R cosΘ =
√
ΩcosΘ

Y = R sinΘ =
√
Ω sinΘ .

(2.1.2.1)

Box et Muller ont remarqué que X et Y sont des variables aléatoires de loi gaussienne.
Pour le montrer, on considère la mesure de la densité de probabilité jointe dfΩ,Θ des lois
exponentielle et uniforme selon :

dfΩ,Θ(ω, θ) =
1

2
e
−ω

2 dω
1

2π
dθ . (2.1.2.2)

Si on utilise le changement de variable ω = r
2, qui donne dω = 2rdr, on a :

dfR,Θ(r, θ) =
1

2π
e
− r

2

2 rdrdθ , (2.1.2.3)
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qui finalement, à l’aide du changement de variable r
2
= x

2 + y
2 de l’Équation (2.1.2.1),

en identifiant la surface élémentaire rdrdθ = dxdy et en isolant les variables :

dfX,Y (x, y) = ( 1√
2π

e
−x

2

2 dx) ( 1√
2π

e
− y

2

2 dy) , (2.1.2.4)

qui correspond aux densités jointes de deux variables aléatoires distinctes (X, Y ) de loi
gaussienne N de moyenne nulles et d’écart-type 1. On note (X, Y ) ∼ N (0, 1). C’est sur
cette méthode que Box et Muller ont proposés un moyen de construire deux nombres
aléatoires gaussiens à l’aide d’un nombre aléatoire Θ, de loi uniforme, et d’un nombre
aléatoire Ω, de loi exponentielle.

Transformation de Box-Muller

Pour construire deux nombres gaussiens X et Y , on utilise l’Équation (2.1.2.1) en
posant :

Θ = 2πV , (2.1.2.5)

avec V ∼ U([0, 1]) un nombre aléatoire uniforme entre 0 et 1 généré par une machine par
la méthode de Mersenne Twister décrite à la Section 2.1.1. Par contre, une machine ne
peut pas générer Ω = R

2
∼ E(1/2) directement. Pour régler cela, il est possible d’utiliser

un nombre aléatoire uniforme. La méthode consiste, dans un premier temps, à déterminer
la fonction de répartition (voir Définition 2.2) de la variable aléatoire de loi exponentielle
Ω ∼ E(λ = 1/2), pour des valeurs Ω ≤ ω selon :

FΩ(ω) = ∫
ω

0

λe
−λω′

dω
′
= 1 − e

−λω
, (2.1.2.6)

puisque la loi exponentielle est définie sur l’intervalle [0,+∞[. Dans un second temps,
on cherche une relation avec Ω en fonction d’une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1].
Pour cela, on cherche u en appliquant la méthode de transformée inverse de la fonction
de répartition FΩ(ω) = u, ce qui donne :

ω = −
1

λ
ln(1 − u) = −2 ln(1 − u) . (2.1.2.7)

On identifie ainsi la fonction de répartition inverse F−1
U (u) = −2 ln(1 − u). Ainsi, en tirant

un nombre aléatoire U entre 0 et 1 à l’aide d’une machine, on peut calculer un nombre
aléatoire exponentiel Ω = −2 ln(1 − U). Puisque U est uniforme sur [0, 1], alors 1 − U

l’est aussi sur le même intervalle et donc :

Ω = R
2
= −2 ln(U) . (2.1.2.8)
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Sur la Figure 2.1.1.(d) est tracé R en fonction de U sur l’intervalle [0, 1]. Elle représente la
fonction inverse permettant d’obtenir R de loi exponentielle d’intensité 1/2 sur l’intervalle
[0,+∞[. On remarque qu’il est plus probable de tirer R proche de 0 et la probabilité
de tirer R → ∞ tend bien vers 0. Finalement, on peut réécrire les variables aléatoires
gaussiennes et distinctes (X, Y ) ∼ N (0, 1), de l’Équation (2.1.2.1), à l’aide des variables
aléatoires uniformes et distinctes (U, V ) ∼ U([0, 1]), en utilisant les Équations (2.1.2.5)
et (2.1.2.8) selon :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

X =

√
−2 ln(U) cos(2πV )

Y =

√
−2 ln(U) sin(2πV ) .

(2.1.2.9)

L’Algorithme 1 ci-dessous correspond à la génération de nombres aléatoires gaussiens
à l’aide de la méthode de Box-Muller donnée par l’Équation (2.1.2.9), où rand() est une
fonction qui génère un nombre aléatoire uniforme entre 0 et 1.

Algorithm 1 Box_Muller_rand()
U ← rand()
V ← rand()
X ←

√
−2 ln(U) cos(2πV )

Y ←
√
−2 ln(U) sin(2πV )

return X, Y

Définition 2.2 – Fonction de répartition

Pour une variable aléatoire X de loi de probabilité P, sa fonction de répartition
correspond à la probabilité d’obtenir une valeur inférieure ou égale à x ∈ R et
s’écrit :

FX(x) = P(X ≤ x) . (2.1.2.10)

On peut également la calculer à partir de la densité de probabilité fX(x) telle que :

FX(x) = ∫
X≤x

fX(x′)dx′
. (2.1.2.11)

Méthode polaire

Il est possible d’éviter d’avoir recours aux fonctions cos et sin de l’Équation (2.1.2.9), qui
font appel à la bibliothèque NumPy sous Python. En 1964, Marsaglia et Bray [82] utilisent
une autre variante du raisonnement. Comme on peut le voir sur la Figure 2.1.2.(a), ils
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Figure 2.1.2 – Représentation graphique de la méthode de Marsaglia à l’aide de la
transformée de Box-Muller. (a) Construction d’un nombre aléatoire uniforme S sur
l’intervalle [0, 1] par la méthode polaire. On tire deux nombres aléatoires uniformes
(U, V ) ∼ U[−1, 1] pour obtenir 0 < S = U

2+V
2
< 1 d’angle θ. Les cercles colorés sont uni-

formément répartis. (b) Détermination des nombres aléatoires gaussiens (X, Y ) ∼ N (0, 1)
par la méthode de Box-Muller [81] afin de calculer R =

√
−2 ln(S) de loi exponentielle

d’intensité λ = 1/2. Les cercles colorés correspondent à ceux en (a) après transformation
et sont donc exponentiellement réparties. Les angles θ en (a) et (b) sont identiques, per-
mettant de générer le nombre aléatoire exponentielle R en (b) en utilisant les formules de
l’Équation (2.1.2.13) et les nombres aléatoires uniformes (U, V ) de en (a) [82].

tirent un nombre aléatoire uniformément réparti dans le cercle unitaire selon :

0 < S = U
2
+ V

2
< 1 , (2.1.2.12)

où U et V sont indépendants, de loi uniforme sur l’intervalle [−1, 1] et S ∼ U([0, 1]) est
de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Il est alors possible de calculer le cosinus et le sinus
de l’angle θ à l’aide des coordonnées cartésiennes (U, V ) et de la norme euclidienne

√
S,

selon : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

cos(θ) =
U√
S

sin(θ) =
V√
S
.

(2.1.2.13)

Puis ils reprennent le résultat de la transformée de Box-Muller étudiée à l’Équation (2.1.2.9)
et l’utilisent sur la variable aléatoire uniforme S ∼ U([0, 1]) pour tirer un nombre R, de loi
exponentielle d’intensité 1/2. Le code couleur de la Figure 2.1.2 montre le passage d’une
densité uniforme (a) à une densité exponentielle (b), permettant d’obtenir les variables
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aléatoires gaussiennes (X, Y ) ∼ N (0, 1) telles que :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

X = R cos(θ) =
√
−2 ln(S) U√

S

Y = R sin(θ) =
√
−2 ln(S) V√

S
,

(2.1.2.14)

où les angles θ des Figure 2.1.2.(a) et Figure 2.1.2.(b) sont identiques.

Algorithm 2 Marsaglia_rand()
S ← 2.0
while S ≥ 1.0 do
U ← 2.0 × rand() − 1.0
V ← 2.0 × rand() − 1.0
S ← U × U + V × V

end while
X ←

√
−2 lnS

S
× U

Y ←

√
−2 ln(S)

S
× V

return X, Y

L’Algorithme 2 correspond à la génération de nombres aléatoires gaussiens à l’aide de
la méthode polaire de Box-Muller, donnée par l’Équation (2.1.2.14)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

X ∼ N (0, 1)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

P
(X

)

Figure 2.1.3 – Distribution de probabilité de 10000 tirages aléatoires de la fonction
random_gaussian() en bleu, comparée à la distribution gaussienne attendue en noir, de
moyenne nulle et d’écart-type 1.

La boucle while rejette tout couple (U, V ) donnant S > 1, puisque R =

√
−2 ln(S) n’y

est pas défini réel ; S = 1, puisque R y est nul ; et S = 0, puisque R diverge. Le point
négatif de cette méthode est qu’elle augmente le temps de calcul. En contrepartie, du fait
de l’augmentation de la complexité, l’Algorithme 2 permet d’augmenter la performance
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de la génération de nombres aléatoires gaussiens par rapport à la méthode de Box-Muller
simple [83].

Sous Python, l’Algorithme 2 s’écrit :

def random_gaussian ():
S = 2.0
while (S >= 1.0):

x1 = 2.0 * random_mersenne_twister () - 1.0
x2 = 2.0 * random_mersenne_twister () - 1.0
S = x1 * x1 + x2 * x2
S = ((-2.0 * np.log(S)) / S) ** 0.5

return x1 * S

en utilisant la fonction random_mersenne_twister() 5 qui génère un nombre aléatoire
uniforme à l’aide de la méthode de Mersenne-Twister vue à la Section 2.1.1. Pour vérifier
que l’algorithme renvoie bien un nombre aléatoire gaussien X ∼ N (0, 1), de moyenne
nulle et d’écart-type 1, on tire 10000 nombres aléatoires et on calcule la distribution des
résultats, comme le montre la Figure 2.1.3.

2.2 Discrétisation de l’équation de Langevin

Dans cette section, je vais détailler la méthode de discrétisation de l’équation de Lan-
gevin. Je vais d’abord aborder le cas d’une particule libre, puis le cas confiné entre deux
parois rigides. En effet, j’ai choisi de me rapprocher au mieux des expériences physiques,
réalisées au sein de l’équipe, afin d’apporter une complémentarité à leurs observations
expérimentales.

2.2.1 Particule brownienne dans un milieu infini

Comme expliqué dans le chapitre précédent, on s’intéresse à l’équation de Langevin sur-
amortie (1.2.3.16) dans laquelle on néglige l’inertie de la particule, permettant de simplifier
son intégration temporelle en la remplaçant par une équation différentielle stochastique
du premier ordre.

5. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_m
otion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Trajectory_Calculation_Functi
ons.py.
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Schéma numérique

Généralisons l’Équation (1.2.3.16) qui décrit le mouvement brownien en milieu infini et
ajoutons-y la force de sédimentation F⃗g = −4

3
πa

3
∆ρge⃗x décrit dans la Section 1.3.2 et qui

s’écrit :
dxt

dt
=

Fg

γ0
+
√
2D0ξ(t) . (2.2.1.1)

Numériquement, on la discrétise à l’aide de la méthode des différences finies. Pour cela, on
découpe le temps en Nt morceaux de pas de temps numériques δt. Parmi tous les instants
t, on calcule ceux indicés par n tels que tn = nδt (n ∈ [0, Nt]). À l’instant t = tn la
position est notée Xn et à l’instant suivant t+ δt = tn+1 on la note Xn+1. Pour discrétiser
la dérivée temporelle de la position, on utilise la formule d’Euler explicite qui est donnée
par dXt

dt
≈

Xn+1−Xn

tn+1−tn
. Finalement, on peut intégrer numériquement l’équation de Langevin

sur-amortie, selon :
Xn+1 = Xn + Uδt +

√
2D0 δBn , (2.2.1.2)

où U =
Fg

γ0
=

−kBT/lB
γ0

est la vitesse de sédimentation, lB la longueur de Boltzmann définit à
l’Équation (1.3.2.1), δBn = ξnδt l’incrément de Wiener numérique et ξn un bruit gaussien
calculé sur l’intervalle δt à l’instant tn. Pour simuler ξn, on utilise l’algorithme polaire
de Box-Muller étudié dans la Section 2.1.2. En effet, cet algorithme simule un nombre
aléatoire Wn ∼ N (0, 1), que l’on transforme en ξn = (σWn + µ) ∼ N (µ, σ), un nombre
aléatoire gaussien de moyenne µ = 0 et d’écart-type σ = 1/

√
δt. L’incrément de Wiener

devient δBn = Wn

√
δt, et finalement, l’Équation (2.2.1.2) devient :

Xn+1 = Xn + Uδt +
√
2D0 Wn

√
δt , (2.2.1.3)

L’erreur de ce schéma est en o(δt2) (voir Définition 2.3). On peut le montrer rapidement
en considérant la solution exacte x(tn). Calculons le développement limité à l’ordre 2 de
x(tn+1) lorsque δt → 0 :

x(tn+1) = x(tn) + δt x
′(tn) +

δt
2

2
x
′′(tn) + o(δt2) , (2.2.1.4)

où x
′(tn) et x

′′(tn) sont respectivement les dérivées première et seconde par rapport à
l’argument. Finalement, on définit l’erreur de troncature 6

ϵn, qui représente l’écart entre
la solution exacte x(tn+1) et la solution numérique Xn+1, au temps t + δt, selon :

ϵn = ∣x(tn+1) −Xn+1∣ =
δt

2

2
x
′′(tn) + o(δt2) , (2.2.1.5)

6. Erreur d’approximation suite à la troncature d’un développement en série ou d’un processus.
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en considérant qu’à t = tn, les deux solutions sont identiques et donc que x(tn) = Xn et
que x

′(tn)∆t =
√
2D0ξnδt d’après les Équations (1.2.3.16) et (2.2.1.2). Ainsi, le schéma

numérique induit une erreur en o(δt2).

Développement du code source

Pour résoudre l’Équation (2.2.1.3) numériquement sous Python, j’ai choisi de program-
mer en « orienté objet » afin de simplifier l’analyse du code source pendant la phase de
développement, ainsi que son utilisation après le développement. La programmation orien-
tée objet est un paradigme qui permet d’implémenter des méthodes prédéfinit sans que
l’utilisateur ait besoin de savoir la manière dont elles ont été développées. Elle encapsule
un objet 7 avec sa logique propre et permet de l’utiliser facilement. Pour cela, on crée
une classe qui porte l’ensemble des informations concernant l’objet à programmer (ici,
c’est la classe Langevin pour résoudre l’équation de Langevin dans un cas donné). Dans
cette classe, on y définit des attributs qui sont l’ensemble des paramètres associé à l’objet
(comme le rayon de la particule, la viscosité du fluide, etc.) et des méthodes qui sont des
fonctions propres à l’objet (comme le calcul de la trajectoire, du déplacement quadratique
moyen, etc.). Enfin, lorsqu’on souhaite utiliser la classe, on dit que l’on crée une instance
de la classe (on l’appellera brown dans ce manuscrit) avec laquelle on va accéder aux
différents attributs fixés (brown.attribut) et appeler les méthodes (brown.methode()).

Dans le fichier source Overdamped_Langevin.py 8, on a développé un algorithme pour
simuler le cas du mouvement brownien dans l’espace infini. Pour cela, on a une classe
Langevin dans laquelle on initialise les attributs dans
__init__(self,dt,Nt,a, eta=0.001,T=300,X0=0, lB=0) où les arguments correspondent
aux paramètres ajustables manuellement par l’utilisateur : dt le pas de temps numérique,
Nt le nombre de points total, a le rayon de la particule, eta la viscosité du fluide qui
vaut 0.001 Pa.s par défaut, T la température du milieu à 300 K par défaut, X0 la position
initiale à 0 par défaut et lB la longueur de Boltzmann nulle par défaut quand on ne prend
pas en compte la sédimentation de la particule. Le terme self dénote les variables d’ins-
tance propres à la classe Langevin, c’est-à-dire accessibles « à l’extérieur du code source »
par un appel de la commande brown.[nom_attribut], ceci afin d’éviter de redéfinir les
variables à chaque fois. Dans Langevin, le schéma numérique de l’Équation (2.2.1.3) est
développé dans la méthode trajectory selon :

7. Un concept, une idée, une entitée, etc.
8. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot

ion/blob/main/Overdamped_Langevin_Python/Overdamped_Langevin.py.
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def trajectory(self , output=False):
for n in range(self.Nt-1):

Wn = random_gaussian ()
Un = -(self.kb*self.T)/self.lB / self.gamma
self.Xn[n+1] = self.Xn[n] + Un*self.dt + np.sqrt(2*self.D0)* Wn *

np.sqrt(self.dt)
if output:

return self.Xn

qui calcule la trajectoire numérique Xn. On peut accéder à la trajectoire Xn par un appel
de l’attribut brown.Xn. Notons que Wn et Un, par exemple, ne sont pas accessibles par
l’utilisateur puisqu’ils ne sont pas identifiés par le terme self.

Pour utiliser cette classe, on peut lancer le fichier source directement, puisque la fonction
test() dans Overdamped_Langevin.py se lancera automatiquement. Ici, nous avons fait
le choix d’appeler la classe dans un fichier jupyter notebook, d’extension .ipynb, pour
exploiter le code source. Cela me permet de séparer le code source de l’analyse.

Définition 2.3 – Notation o(⋅)
La notation o(⋅) permet d’analyser l’ordre de grandeur du rapport entre deux fonc-
tions en un point a donné et se dit « petit o ». Considérerons deux fonctions f et g
(où g ne s’annule pas) telles que :

lim
x→a

f(x)
g(x) = 0 , (2.2.1.6)

on dit que f est négligeable devant g au voisinage du point a. La notation o(⋅)
permet d’exprimer ce constat en notant qu’au voisinage du point a :

f(x) = o(g(x)) . (2.2.1.7)

En d’autres termes, f(x) < kg(x) pour toute constante k > 0.

Débogage numérique

En vue de vérifier que la trajectoire simulée correspond bien à la trajectoire d’une par-
ticule brownienne en milieux infinie, on se place dans le cas où la sédimentation est nulle,
soit lB=0, et on effectue une routine de débogage numérique en analysant une trajectoire
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quelconque. Pour cela, dans le fichier Analyses_Overdamped_Langevin.ipynb 9, on ap-
pelle le code source Overdamped_Langevin.py, puis on créer une instance de la classe
Langevin, que l’on appelle brown avec les paramètres voulus et enfin, on fait appel à la
méthode trajectory sur l’instance brown pour calculer la trajectoire de la particule Xn.
Le code permettant de réaliser cela ; avec un pas de temps δt = 0, 01 s, Nt = 100000 points
temporels et un rayon de a = 1, 5 µm est :

from Overdamped_Langevin import Langevin
brown = Langevin(dt=0.01 , Nt=100_000 , a=1.5e-6)
brown.trajectory ()

La méthode brown.trajectory permet de calculer la trajectoire brown.Xn en fonction
du temps brown.t et est représentée sur la Figure 2.2.1.

0 200 400 600 800 1000

tn (s)

−5

0

5

10

15

X
n
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m

)

Figure 2.2.1 – Trajectoire numérique Xn d’une particule brownienne de rayon a =

1, 5 µm, plongée dans un fluide de viscosité η0 = 0, 001 Pa.s. Le temps tn est découpé en
Nt = 100000 points et chaque intervalle de temps vaut δt = 0.01 s.

On peut alors vérifier quelques propriétés connues du mouvement brownien libre à
partir de cette trajectoire. D’une part, le déplacement quadratique moyen (DQM) ⟨∆X

2⟩,
calculée théoriquement à l’Équation (1.2.3.17), est définie sur les temps τ selon :

⟨∆X
2⟩(τ) = ⟨(X(t + τ) −X(t))2⟩ , (2.2.1.8)

9. Un fichier jupyter notebook, voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulation
s_of_confined_brownian_motion/blob/main/Overdamped_Langevin_Python/Analyses_Overdamped
_Langevin.ipynb.
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Numériquement, on appelle cette quantité MSD 10 et on peut la définir dans une méthode
de la classe Langevin 11 afin de simplifier l’analyse. Cette méthode s’écrit :

def MSD(self):
# Liste des entiers k tel que tau = k*dt
self.list_k_tau = np.array([], dtype=int)
for k in range(len(str(self.Nt)) - 1):

# Construit 10 points par decades
self.list_k_tau = np.concatenate(

(
self.list_k_tau ,
np.arange(10 ** k, 10 ** (k + 1), 10 ** k, dtype=int),

)
)

x = self.Xn
NumberOfMSDPoint = len(self.list_k_tau)
self.MSD = np.zeros(NumberOfMSDPoint)
for n, k in enumerate(self.list_k_tau):

if k == 0:
self.MSD[n] = 0
continue

self.MSD[n] = np.mean((x[k:] - x[0:-k]) ** 2)

return self.list_k_tau*self.dt, self.MSD

La première boucle for permet de créer une liste logarithmique d’entiers jusqu’à Nt

que l’on appelle list_k_tau dans l’algorithme. La deuxième permet de calculer le DQM
pour chaque intervalle de temps τ = kδt, où k est un entier de list_k_tau.

En utilisant la trajectoire de la Figure 2.2.1, on obtient le DQM tracé sur la Fi-
gure 2.2.2.(a) en point bleu. On compare cette quantité à la quantité attendue théori-
quement, 2D0τ en trait noir, calculée à l’Équation (1.2.3.17). On constate que les deux
sont en accord l’une avec l’autre malgré une divergence statistique sur la dernière décade
temporelle. Ceci est clairement dû au manque de données accessibles à ces temps.

D’autre part, on peut vérifier que la distribution des déplacements ∆Xt = Xn(t+ τ)−
Xn(t), à un temps τ donné arbitraire, est bien gaussienne de moyenne nulle et d’écart-
type σ =

√
2D0τ . Pour cela, on calcule l’histogramme des distributions de déplacements

numériques ∆X, associés au temps de déplacement τ , visible sur la Figure 2.2.2.(b) en

10. En référence à « Mean Squared Displacement » le terme anglais du DQM.
11. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot

ion/blob/main/Overdamped_Langevin_Python/Overdamped_Langevin.py.
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Figure 2.2.2 – (a) Déplacement quadratique moyen (DQM) ⟨∆X
2⟩ (voir l’Équa-

tion (2.2.1.8)) et (b) distribution des déplacements ∆X = Xn(t + τ) − Xn(t) étudiée
sur des intervalles de temps τ où Xn est la trajectoire de longueur Nt = 100000 et de pas
de temps δt = 0.01 s, d’une particule brownienne de rayon a = 1.5 µm, plongée dans un
fluide de viscosité η0 = 0.001 Pa.s.

bleu. On compare cette distribution à une gaussienne 1√
2πσ

exp (−∆X
2

2σ2 ) en trait noir et on
constate également que les deux sont en bon accord.

Finalement, ces deux quantités connues, le DQM et la distribution des déplacements,
sont vérifiées et permettent de valider l’approximation numérique ainsi que le programme
numérique. Ce code sert de base pour ajouter la présence de parois rigides.

2.2.2 Particule confinée entre deux parois rigides

Mes simulations numériques du mouvement brownien confiné soutiennent les expé-
riences réalisées par Maxime Lavaud et al. [16, 37] dans la même équipe. J’ai fait le
choix d’implémenter deux parois rigides dans mon code numérique afin de me rapprocher
au mieux de la réalité physique.

Pour cela, on reprend le modèle à une seule paroi expliqué en Section 1.3 et on ajoute une
paroi rigide à une distance 2Hp = 40 µm de celle du bas comme l’illustre la Figure 2.2.3.
Cette paroi est, elle aussi, infinie sur l’axe horizontal. Pour symétriser le problème, on
considère que le centre entre les deux parois correspond au zéro. Ainsi, on laisse la particule
voyager entre −H et +H, en posant 2H = 2Hp − 2a. On conserve les mêmes notations
que dans la Section 1.3, à savoir que la position horizontale est repérée par xt et la
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Figure 2.2.3 – Schéma d’une particule micrométrique de rayon a = 1.5 µm, immergée
dans un fluide de viscosité η0 = 1 mPa.s et confinée entre deux parois rigides infinies
horizontalement distantes de 2Hp = 2 × 40 µm. On pose H = Hp − a. La gravité g⃗ agit
du haut vers le bas et la position 2D de la particule est notée par ses coordonnées (xt, zt)
dans le repère (0, e⃗x, e⃗z).

position verticale par zt. La présence de la deuxième paroi modifie d’une part le potentiel
d’interactions que subit la particule et d’autre part la diffusion.

Modèle théorique

L’équation de Langevin est exactement de la même forme que celle étudiée dans les
Sections 1.3.2 et 1.3.3 et nous la rappelons ici :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dxt

dt
=

√
2Dtot

x (zt) ξx(t) ,

dzt
dt

=

√
2Dtot

z (zt) ξz(t) +
Feq(zt)
γz(zt)

+ (1 − α)Dtot′
z (zt) ,

(2.2.2.1)

où les premiers termes sont les vitesses stochastiques induites par les bruits blancs gaus-
siens ξi(t) indépendants, Feq(zt) est la force totale extérieure à l’équilibre et (1−α)Dtot′

z (zt)
est la vitesse de dérive parasite due au bruit multiplicatif (voir Section 1.3.3). Pour tenir
compte de la présence de la deuxième paroi, il faut d’une part modifier le potentiel V (zt)
à l’origine des forces extérieures Feq(zt) = −

∂Veq(zt)
∂zt

, et d’autre part calculer les coefficients
de diffusion locaux D

tot
i (zt).

Les parois du haut en z+ = Hp et du bas en z− = −Hp, créent chacune un potentiel de
répulsion électrostatique de type Debye-Hückel, Φ+

sp(H+zt) et Φ−
sp(H−zt) respectivement,
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de la même forme que l’Équation (1.3.1.6) étudiée à la Section 1.3.1, où zt est l’altitude du
centre de la particule. La particule est également soumise à la gravité g⃗ orientée selon −e⃗z
et dont le potentiel s’écrit Φg(H + zt) = +kBT

lB
(H + zt). Pour calculer le potentiel total, on

somme ces trois contributions. En effet, comme l’écart entre les deux parois est très grand
devant la taille de la particule H ≫ a, on peut appliquer le principe de superposition, ce
qui donne :

Veq(zt)
kBT

= B (e−
H+zt
lD + e

−H−zt
lD ) − H + zt

lB
. (2.2.2.2)

De plus, la diffusion est entravée par la présence des deux parois. Chaque paroi mo-
difie indépendamment la viscosité locale ηi(z) comme l’énoncent les Équations (1.3.1.7)
et (1.3.1.9) de la Section 1.3.1, avec i = {x, z}. Pour calculer les viscosités effectives lo-
cales η

tot
i (zt) engendrées par les deux parois, on considère la superposition linéaire des

contributions de chaque paroi telle que [84] :

η
tot
i (zt) = ηi(H + zt) + ηi(H − zt) − η0 , (2.2.2.3)

où ηi(H+zt) est la viscosité effective locale proche de la paroi du haut appliquée en z = H+

zt et ηi(H−zt) celle du bas en z = H−zt. Finalement, comme pour l’Équation (1.3.1.10),
les viscosités locales sont reliées aux coefficients de diffusion par la relation de Stokes-
Einstein :

D
tot
i (zt) =

kBT

6πaηtoti (zt)
. (2.2.2.4)

Pour illustrer ceci, le profil des coefficients de diffusions parallèle Dx(zt) et perpendiculaire
Dz(zt) sont tracées proches de la paroi du bas sur la Figure 2.2.4.(a) et entre les deux
parois sur la Figure 2.2.4.(b).

Schéma numérique

Pour résoudre l’Équation (2.2.2.1) numériquement, on utilise la même méthode de dis-
crétisation que dans la section précédente : le schéma d’Euler explicite. On discrétise le
temps en Nt pas de temps δt, tel que tn = nδt (m ∈ [0, Nt]). On note alors les solutions
numériques approchées Xn et Zn relatives aux solutions xt et zt exactes. Pour calculer
la vitesse de dérive parasite (1 − α)Dtot′

z (zt) liée à l’intégration du bruit multiplicatif
(voir Section 1.3.3), on doit choisir α ∈ [0, 1]. Il existe trois conventions les plus utilisées
pour le choix de α. La convention d’Îto avec α = 0 où D

tot
z est calculé à l’instant tn, la

convention de Stratanovitch avec α = 1/2 où D
tot
z est calculé à l’instant tn+ 1

2
et enfin la

convention anti-Îto avec α = 1 où D
tot
z est calculée à l’instant tn+1. Afin de simplifier le

schéma numérique, on choisit la convention d’Îto avec α = 0 de telle manière à ce que le
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Figure 2.2.4 – Coefficients de diffusion Di selon i = x en bleu et i = z en vert, normalisés
par le coefficient de diffusion D0 d’une particule libre donné par l’Équation (1.2.1.4), en
fonction de l’altitude normalisée par le rayon de la particule. On considère deux limites :
(a) la limite proche de la paroi du bas, en échelle logarithmique, où le point de contact
avec le mur du bas est décalé à la position zt = 0, et (b) la limite entre les deux parois
rigides, en échelle linéaire.

coefficient de diffusion soit calculé au temps tn. Ainsi, l’Équation (2.2.2.1) peut être alors
réécrite selon :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Xn+1 = Xn +
√
2Dtot

x (Zn) ξx,nδt ,

Zn+1 = Zn + [
√
2Dtot

z (Zn) ξz,n +D
tot′
z (zt) − βD

tot
z (Zn)V ′

eq(Zn)] δt ,
(2.2.2.5)

où β = 1/(kBT ), V ′
eq(Zn) dénote la dérivée de Veq(Zn) par rapport à l’argument et ξ

(x)
n

et ξ
(z)
n sont les variables aléatoires gaussiennes ∼ N (0, 1/

√
δt), indépendantes et identi-

quement distribuées selon les directions e⃗x et e⃗z considérées. De la même façon que dans
le cas libre, on utilise l’algorithme de Box-Muller (voir Section 2.1.2) pour transformer
ξi,nδt = Wn

√
δt où i = {x, z} et Wn ∼ N (0, 1). On peut voir qu’à chaque étape de

l’intégration numérique sur n il est nécessaire de calculer D
tot
x , Dtot

z , Dtot′
z , V ′

eq, puisqu’ils
dépendent de la position Zn. Pour cela, on définit l’ensemble des fonctions dans le fichier
Trajectory_Calculation_Functions.py 12. On y retrouve :

— gamma_x_tot et gamma_z_tot, pour calculer les coefficients de friction de l’Équa-
tion (2.2.2.3) dus à la présence des deux parois, afin de déterminer les coefficients
de diffusion de l’Équation (2.2.2.4),

12. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_m
otion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Trajectory_Calculation_Functi
ons.py.
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— Dprime_z pour calculer la dérivée D
tot′
z ,

— Forces pour calculer les forces extérieures Feq = −V ′
eq,

— Noise pour calculer les termes
√
2Dtot

i (Zn).
On construit deux fonctions next_Xn et next_Zn pour calculer les positions Xn+1 et

Zn+1, respectivement, à l’instant t+δt. Dans la fonction next_Zn, on ajoute des conditions
aux bords afin d’empêcher la particule de passer à travers les parois. Contrairement à une
intégration continue, où les forces de répulsion électrostatique des parois suffisent à éviter
cela, dans le cas discret, cette condition permet d’éviter des sauts à travers les parois. On
appelle rng le bruit blanc gaussien ξi,n (i = {x, z}). Il est calculé numériquement à partir de
la méthode de Box-Muller de la Section 2.1.2 en utilisant la fonction random_gaussian()

d’écart-type 1 et une division par
√
δt afin d’obtenir un écart-type

√
δt. Finalement, l’in-

tégration numérique est effectuée dans la fonction trajectory_python.

import numpy as np

def next_Xn(xn, zn , Wn, dt, a, eta , kBT , H):
gamma = gamma_x_tot(zn , a, eta , H)
return xn + Noise(gamma , kBT) * Wn * np.sqrt(dt)

def next_Zn(zn, Wn , dt, a, eta , kBT , H, lB, lD , B):
gamma = gamma_z_tot(zn , a, eta , H)
zn = zn + Dprime_z(zn, kBT , eta , a, H ) * dt + Forces(zn , H, kBT , B

, lD , lB) * dt / gamma + Noise(gamma
, kBT) * Wn * np.sqrt(dt)

if zn < -(H):
zn = -2*H - zn

if zn > H:
zn = 2*H - zn

return zn

def trajectory_python(Nt , Nt_sub , res , dt, a, eta , kBT , H, lB, lD , B):
Xn = Rn[0,0]
Zn = Rn[1,0]
seed_random(0)
for n in range(1, Nt):

for j in range(0, Nt_sub):
Xn = next_Xn(Xn , Zn, random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H)
Zn = next_Zn(Zn , random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H, lB, lD ,

B)

Rn[0,n] = Xn
Rn[1,n] = Zn

return Rn
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Débogage numérique

Afin de vérifier que la trajectoire simulée correspond bien à la trajectoire d’une par-
ticule brownienne confinée entre deux parois rigides, on peut évaluer certaines quantités
physiques. Pour cela, on crée un fichier Analyse_Double-Walls-Langevin.ipynb 13 dans
lequel on construit une instance de la classe DoubleWallsLangevin que l’on appelle brown,
telle que :

from DoubleWalls_Overdamped_Langevin import DoubleWallsLangevin

a = 1.519e-6
H = 40e-6
lD = 88.0e-9
T = 300
lB = 526e-9
B = 5.0
eta0 = 0.001

dt = 0.01
Nt = 1_000_000

brown = DoubleWallsLangevin(dt=dt, Nt=Nt , a=a, H=H, lD=lD , lB=lB, B=B,
Nt_sub=1, eta0=eta0 , T=T, R0=None)

brown.trajectory ()

où a est le rayon de la particule, H la distance verticale maximale que la particule peut
atteindre depuis l’origine (voir Figure 2.2.3), lD la longueur de Debye, lB la longueur
de Boltzmann, B la constante addimentionnée caractéristique des charges surfaciques du
système, T la température du système, eta0 la viscosité du fluide, dt le pas de temps
numérique, Nt le nombre de points numériques de la trajectoire et R0 le vecteur position
initiale de la forme (X0, Z0). Par défaut, R0=None, qui signifie que X0 = 0 et que Z0 est
tiré sur la distribution d’équilibre de l’Équation (1.3.3.18). Ce dernier choix permet de
minimiser la taille de la simulation Nt. En effet, sans cette condition, il faut simuler de
plus longues trajectoires afin d’atteindre l’équilibre thermodynamique.

Pour tirer un nombre aléatoire sur la distribution d’équilibre Peq(z), il faut procéder
de la même manière qu’à la Section 2.1.2, en calculant la fonction de répartition inverse
F

−1
eq (U) de Peq(z) sur laquelle on souhaite tirer Z0, à l’aide d’une variable aléatoire uni-

13. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_m
otion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Analyse_Double-Walls-Langevin
.ipynb.

61

https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Analyse_Double-Walls-Langevin.ipynb
https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Analyse_Double-Walls-Langevin.ipynb
https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Analyse_Double-Walls-Langevin.ipynb


2.2. Discrétisation de l’équation de Langevin

forme U . Dans DoubleWalls_Overdamped_Langevin.py, on emploie la méthode sample

directement dans la classe DoubleWallsLangevin afin de calculer la fonction de réparti-
tion inverse F

−1
eq (U). Cette fonction utilise le module cumsum 14 de NumPy, que j’interpole

sur toutes les altitudes z possibles, selon :

def sample(self):
z = np.linspace(-self.H, self.H, 1000)
y = self.f(z) # y = Peq(z)
cdf_y = np.cumsum(y)
cdf_y = cdf_y / cdf_y.max() # Normalisation
inverse_cdf = interpolate.interp1d(cdf_y , z) # fonction inverse
return inverse_cdf

Puis on peut vérifier le résultat en traçant F−1
eq (U) dans le fichier Analyse_Double-Walls-

Langevin.ipynb, comme représenté à la Figure 2.2.5.(a). Ensuite, la méthode
brown.return_sample() permet de calculer N nombres aléatoires Z0 sur la distribution
Peq(z) en utilisant N nombres aléatoires uniformes. On peut vérifier que l’algorithme
est correct en tirant N = 1000 nombres aléatoires sur la distribution d’équilibre, que
l’on retrouve en points bleus sur la Figure 2.2.5.(b) et que l’on compare à la théorie de
l’Équation (1.3.3.18) en trait noir.
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Figure 2.2.5 – (a) Fonction de répartition inverse F−1
eq (U) de la distribution des positions

à l’équilibre Peq(z), calculée à partir de la méthode brown.sample() pour l’ensemble des
variables aléatoires uniformes U dans ]0, 1[. (b) Distribution à l’équilibre Peq des positions
initiales Z0 de N = 1000 tirages aléatoires en points bleus, simulée à l’aide de la méthode
brown.return_sample() et comparé à la théorie de l’Équation (1.3.3.18) en trait noir.

14. Signifie somme cumulative ou fonction de répartition en français.
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Par la suite, avec la classe DoubleWallsLangevin, on simule une trajectoire de Nt =

1 000 000 points de pas de temps δt = 0.01 s, d’une particule brownienne de rayon a =

1.519 µm, plongée dans un fluide de viscosité η = 1 mPa.s, à une température T = 300 K,
confinée entre deux parois rigides distantes de 2H = 40 µm et comme représenté sur la
Figure 2.2.6. Les paramètres sont choisis en accord avec les mesures expérimentales telles
que : lD = 88 µm, lB = 526 µm et B = 5.0.
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Figure 2.2.6 – Trajectoire d’une particule brownienne confinée entre deux parois rigides,
en fonction du temps tn = nδt, avec δt = 0.01 s le pas de temps et simulée avec Nt =

1 000 000 points. Seuls les 10 000 premiers points sont représentés, la position Xn est
représentée en bleu et la position Zn en vert.

Afin de vérifier que la trajectoire simulée correspond bien au problème posé, on peut
analyser les données. Sur la Figure 2.2.7.(a) on compare la distribution d’équilibre at-
tendue avec celle donnée par la trajectoire de la Figure 2.2.6 On peut conclure que le
potentiel de l’Équation (2.2.2.2) est correctement simulé.

On peut également vérifier que les coefficients de diffusion effectifs, de l’Équation (1.3.1.10),
sont bien modélisés en mesurant le DQM à l’aide de l’Équation (2.2.1.8). Pour simplifier
la notation, on appelle Ri,n la position à l’instant tn où i = {x, z} indique l’axe tel que
Xn = Rx,n et Zn = Rz,n. En présence des parois, on s’attend à un DQM de la forme :

⟨∆R
2
i ⟩ = 2⟨Di(z)⟩0τ , (2.2.2.6)

où i = {x, z}, ∆Rx = ∆X, ∆Rz = ∆Z et ⟨⋅⟩0 = ∫+H

−H (⋅)Peq(z)dz est la moyenne spatiale
calculée sur la distribution d’équilibre Peq de l’Équation (1.3.3.18). Sur la Figure 2.2.7.(b),
sont comparées les mesures numériques du DQM ⟨∆X

2⟩ et ⟨∆Z
2⟩ avec leurs théories

respectives données par l’Équation (2.2.2.6). Aux temps longs, τ > τeq ≈ 10 s, du fait du
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Figure 2.2.7 – (a) Distribution d’équilibre des positions Zn + H, mesurée sur la tra-
jectoire de la Figure 2.2.6, comparée à la théorie de l’Équation (1.3.3.18) en trait noir.
(b) Déplacement quadratique moyen (DQM) parallèle ⟨∆X

2⟩ et perpendiculaire ⟨∆Z
2⟩ en

fonction de la durée τ du déplacement, issue de la trajectoire numérique de la Figure 2.2.6.
La notation Ri, avec i = {x, z}, généralise les déplacements ∆X = ∆Rx en points bleus et
∆Z = ∆Rz en losanges verts. On compare ces mesures aux théories attendues de l’Équa-
tion (2.2.2.6), avec ⟨∆x

2⟩ = 2⟨Dx(z)⟩0τ en tirets noirs et ⟨∆z
2⟩ = 2⟨Dz(z)⟩0τ en trait

noir. Aux temps longs, τ > τeq ≈ 10 s, la valeur plateau lim
τ→+∞

⟨∆z
2⟩ est tracée en pointillés

noirs comme donnée par l’Équation (2.2.2.7).

confinement et de la gravité, la particule ne peut pas explorer de grands déplacements et
le DQM sature vers une valeur plateau, par :

lim
τ→+∞

⟨∆z
2⟩ = ∫

+2H

−2H
∆z

2
P (∆z, τ∞) d(∆z) , (2.2.2.7)

où ∆zt = z(t + τ) − z(t) est le déplacement de la particule sur le temps τ , τ∞ désigne le
temps τ → ∞ et P (∆z, τ∞) est la distribution des déplacements aux temps longs, lorsque
la particule a visité tout le domaine. Il se trouve que P (∆z, τ∞) est donnée directement
par [11, 16] :

P (∆z, τ∞) = ∫
+2H

−2H
Peq(z)Peq(z +∆z) dz , (2.2.2.8)

une convolution de deux distributions d’équilibre de Gibbs-Boltzmann Peq de l’Équa-
tion (1.3.3.18), puisque au déplacement ∆z = zt(t + τ) − zt(t), les positions z et z +∆z

sont complètement indépendantes.

Finalement, la trajectoire modélisée par la classe doubleWallsLangevin est conforme
aux données du problème. En effet, la trajectoire simulée permet de retrouver les don-
nées d’entrée du code numérique : le potentiel V (z) dans la distribution d’équilibre Peq
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de l’Équation (1.3.3.18) que l’on mesure numériquement sur la Figure 2.2.7.(a) et les co-
efficients de diffusion Di de l’Équation (1.3.1.10) que l’on retrouve dans le DQM (voir
Figure 2.2.7.(b)).

2.3 Optimisation numérique

Afin de réduire le temps de calcul, il est important d’optimiser le code. Dans cette
partie, nous allons étudier les différents moyens utilisés pour réduire le temps de calcul
du code Python de base en passant par Cython. Puis, nous verrons qu’il est assez facile
de paralléliser l’algorithme du mouvement brownien d’une particule.

2.3.1 Optimisation du code source

Avantages et inconvénients de Python

Le langage Python est très connu pour sa simplicité d’écriture et son utilisation en
sciences. Notamment grâce à NumPy, une bibliothèque pour le calcul scientifique et Mat-
plotlib pour la visualisation de données. C’est d’ailleurs un langage de programmation
gratuit et ouvert à tous, pour lequel il est possible de contribuer à son amélioration. Pour
toutes ces raisons, j’ai choisi d’utiliser ce langage pour simuler le mouvement brownien
confiné.

Cependant, Python rencontre un problème très connu par rapport à Fortran ou C, ses
concurrents en calcul scientifique. Ces deux derniers fonctionnent à l’aide d’un compila-
teur, qui transforme le code source, écrit par l’humain, en code objet, interprété par la
machine. Cette étape est très utile pour simplifier le traitement de la machine et donc
la rapidité de l’exécution du code. L demande au programme d’être compilé avant d’être
exécuté. De plus, en Fortran ou en C, chaque variable est associée à un type bien défini,
qui permet à la machine de savoir si c’est une variable numérique, textuelle, vectorielle,
etc., permettant à la machine d’allouer de la mémoire en conséquence et rapidement. En
opposition, Python possède un interpréteur qui compile et exécute le code, ligne par ligne
directement. S’ajoute à cela la capacité d’avoir du typage dynamique, qui laisse la ma-
chine réaliser l’opération de typage par elle-même au fur et à mesure qu’elle interprète le
code source. Tout cela rend le langage Python beaucoup plus facile à utiliser, mais cela
alourdit le temps de calcul puisque sur chaque ligne, il doit interpréter le code pour que
la machine le comprenne et il doit vérifier le typage de chaque variable.
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Figure 2.3.1 – Temps de calcul tc d’une trajectoire brownienne confinée en losanges
bleus et libre en triangles jaunes, en fonction du nombre Nt de points de la trajectoire.
Les droites correspondent aux ajustements linéaires de la forme p×Nt, dans le même code
couleur. La pente obtenue par ajustement linéaire vaut plibre = 4.34×10

−4 s/itération pour
le mouvement brownien libre et pconf = 6.60×10−4 s/itération pour le mouvement brownien
confiné. Le rapport des deux est de pconf

plibre
= 1.5.

En général, pour des codes sources simples, le défaut mentionné ci-dessus ne pose pas
de problème, puisqu’ils mettent quelques secondes au maximum à s’exécuter. Optimiser
de tels codes nécessite du temps de développement pour ne gagner que quelques microse-
condes de temps de calcul. En revanche, dans le cas du mouvement brownien sur-amorti,
la boucle for utilisée pour intégrer les Équations (1.2.3.16) et (1.3.3.17) augmentent le
temps de calcul comme on peut le voir sur la Figure 2.3.1. Le temps de calcul est linéai-
rement croissant avec la taille de la trajectoire Nt qui correspond au nombre de passages
dans la boucle for. On peut même remarquer que le coût numérique du problème confiné
par rapport au cas libre n’augmente que d’un facteur 1.5 le temps de calcul en comparant
les pentes des ajustements linéaires. Cela révèle donc bien que le temps perdu se situe
dans la boucle for.

Amélioration avec Cython

Sur la Figure 2.3.1, pour une trajectoire de plus de 100 000 points, on atteint des temps
de calcul de plusieurs centaines de secondes sous Python. Or le mouvement brownien étant
un phénomène aléatoire, nous avons besoin d’une forte quantité de données afin d’étudier
des quantités statistiques et 100 000 points ne sont pas suffisants pour cela. Il faut alors
trouver une solution à ce problème. Et l’idée de changer de langage de programmation
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n’est pas souhaitable puisque Python possède de multiples qualités, citées précédemment.
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Figure 2.3.2 – Temps de calcul tc des codes écrits sous Cython en losanges bleus et
Python en hexagones jaunes, en fonction du nombre de points de la trajectoire Nt. Les
droites correspondent aux ajustements linéaires de la forme p × Nt, dans le même code
couleur. La pente obtenue par ajustement linéaire vaut pCy = 4.12× 10

−7 s/itération pour
le code écrit sous Cython et pPy = 6.60× 10

−4 s/itération pour le code écrit sous Python.
Le rapport des deux est de pPy

pCy
= 1605.

En 2007 est né Cython [85], un langage de programmation simple et polyvalent qui
combine les avantages et l’écriture de Python avec la vitesse d’exécution du langage C, d’où
il tire son nom. Cython est un compilateur, c’est-à-dire qu’il crée une extension compilée
à Python et facile à écrire en utilisant le code source Python. Il permet de faire appel aux
langages C/C+, tout en conservant la simplicité d’écriture du code source Python. Avant
d’expliciter la manière de « cythoniser » le code source sous Python, examinons un test
du temps de calcul de la trajectoire d’une particule brownienne confinée par deux parois
rigides en fonction du nombre de points. Sur la Figure 2.3.2, est tracé le test pour des
codes écrits sous Python et Cython. Les droites correspondent à des ajustements linéaires
en dehors des régimes de saturation pour de petits Nt puisque le temps de calcul est limité
par la machine dans ces régions. Les pentes des droites donnent les vitesses d’exécution
par itération, et leur rapport indique que le code écrit en Cython est environ 1 600 fois
plus rapide que celui écrit en Python. Ce résultat spectaculaire indique qu’il est possible de
calculer des trajectoires de 1 millions de points en 1 s au lieu de ∼ 1 000 s et surtout sans
complètement changer ou réécrire la structure du code source Python. L’ensemble des tests
de rapidité étudiés ci-dessus sont disponibles dans SpeedTest_CythonPython.ipynb 15.

15. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/SpeedTest_CythonPython.ipynb.
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Processus de cythonisation

Dans cette partie, nous allons étudier la méthode de cythonisation du code source
sous Python à l’aide du compilateur Cython. Il est commun de dire que l’on cythonise
le code puisqu’on part du code source sous Python, que l’on transforme pour Cython.
D’ailleurs, on change l’extension en .pyx reconnu par Cython. Comme expliqué dans la
Section 2.2.2, j’ai développé le code sous la forme d’une classe afin d’obtenir un objet
facile à utiliser. Pour conserver cette architecture, j’ai créé un fichier regroupant l’en-
semble des fonctions pour calculer la trajectoire de la particule brownienne confinée que
j’ai appelé Trajectory_Calculation_Functions.py 16. Cette architecture me permet de
cythoniser seulement ce fichier et de conserver la classe telle qu’elle en Python. Ainsi, dans
Double_Walls_Overdamped_Langevin_Cython.py 17 la classe DoubleWallsLangevin_Cy

est identique à celle développée en Python. Seul le nom est modifié pour indiquer qu’on
utilisera une trajectoire cythonisée appelée trajectory_cython.

Finalement, Trajectory_Calculation_Functions.py devient Functions_cythonised.pyx 18

et la méthode consiste à typer l’ensemble des variables, ainsi que préciser lorsque les fonc-
tions sont définies en Cython via cdef ou cpdef. Illustrons cela à l’aide de la fonction
trajectory_python sous Python et sa version cythonisée trajectory_cython qui intègre
l’Équation (2.2.2.5) numérique de Langevin et qui retourne la trajectoire de la particule.
Cette fonction s’écrit respectivement sous Python et Cython comme ceci :

# Fonction sous Python
def trajectory_python(Nt , Nt_sub , Rn , dt , a, eta0 , kBT , H, lB, lD , B):

Xn = Rn[0,0]
Zn = Rn[1,0]
seed_random(0) # Choix de la graine
for n in range(1, Nt):

for j in range(0, Nt_sub):
Xn = next_Xn(Xn , Zn, random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H)
Zn = next_Zn(Zn , random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H, lB, lD ,

B)
Rn[0,n] = Xn
Rn[1,n] = Zn

return Rn

16. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_m
otion/blob/main/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Python/Trajectory_Calculation_Functi
ons.py.

17. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Double_Walls_Overdamped_Langevin_Cython.py.

18. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Functions_cythonised.pyx.
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# Fonction identique , mais sous Cyhton
@cython.boundscheck(False)
@cython.wraparound(False)
@cython.nonecheck(False)
@cython.cdivision(True)
cdef double[:,:] trajectory_cython(unsigned long int Nt , unsigned long

int Nt_sub , double[:,:] Rn, double
dt , double a, double eta0 , double
kBT , double H, double lB, double lD,
double B):

cdef unsigned long int i
cdef unsigned long int j
cdef double Xn = Rn[0,0]
cdef double Zn = Rn[1,0]
seed_random(0) # Choix de la graine
for n in range(1, Nt):

for j in range(0, Nt_sub):
Xn = next_Xn(Xn , Zn, random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H)
Zn = next_Zn(Zn , random_gaussian (), dt, a, eta0 , kBT , H, lB, lD ,

B)
Rn[0,n] = Xn
Rn[1,n] = Zn

return Rn

Sur cet exemple, on peut voir que chaque variable est typée, y compris les variables d’in-
tégration. Les double sont des nombres à virgule flottants précis jusqu’à 16 décimales et
encodés sur 64 bits 19. Les long int sont des entiers longs de 64 bits, capable de repré-
senter au moins les nombres appartenant à l’intervalle [−2 147 483 647,+2 147 483 647]
contrairement au int, de 32 bits, qui ne peuvent représenter que les nombres dans l’in-
tervalle [−32 767,+32 767]. Pour définir une liste n-dimensionnelle, il est essentiel de
spécifier le nombre de dimensions après le type, en utilisant des crochets. On doit utiliser
le symbole « : » n fois, en les séparant par des virgules, pour chaque dimension. Par
exemple, une liste de double à deux dimensions est défini par double[:,:]. Dans le cas
des variables d’intégration n et j, on ajoute unsigned devant le type afin de préciser
qu’elles ne peuvent pas être négatives. Enfin, le type de la variable retourné par une fonc-
tion doit être défini en remplaçant def par cdef suivit du type. Toutes ces informations
permettent de traduire le code Python en C et de le compiler automatiquement. Ainsi,
il est possible d’optimiser la vitesse d’exécution des boucles for. Cela est permis du fait
qu’en C, des vérifications routinières telles que : la compatibilité des types, la division
par zéro ou du non-dépassement des limites de la structure ; ne sont pas réalisés. Cython

19. Contrairement aux float qui sont précis jusqu’à 7 décimales et encodés sur 32 bits.
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permet également d’utiliser des librairies C.

La dernière étape pour utiliser la fonction trajectory_cython de ce code est la com-
pilation du .pyx. Pour cela, on édite un fichier Python, que l’on nomme setup.py 20 [85],
et qui s’écrit tel que :

# cython: language_level=3
# "python setup.py build_ext -i clean" pour lancer setup.py

from distutils.core import setup
from distutils.extension import Extension
from Cython.Build import cythonize
import numpy
import Cython.Compiler.Options
Cython.Compiler.Options.annotate = True
from Cython.Distutils import build_ext
import glob

sources = glob.glob("*.pyx") # Trouver tout les .pyx.
compiler_directives = {'language_level ' : "3str",'boundscheck ' : "

False",'wraparound ' : "False"}
extensions = []

for i in sources:
extension = Extension(i[:-4], sources= [i], language='c')
extensions.append(extension)

for e in extensions:
e.cython_directives = {'language_level ': "3str"}

setup(
name="Langevin", # Nom choisit pour le compilateur.
ext_modules = extensions ,
cmdclass = {'build_ext ': build_ext},
include_dirs=[numpy.get_include ()],
)

Puis, on lance la commande python setup.py build_ext -i clean afin compiler les
fichiers .pyx. Après la compilation, on obtient trois fichiers : un .c qui est la version du
code en C, un .so qui permet de faire l’intermédiaire entre le fichier en C et le langage de
la machine qui est complètement unique pour chaque machine et un .html qui permet de
vérifier s’il reste la moindre signature de Python dans le .pyx. Chaque ligne qui utilise plus

20. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/setup.py.
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ou moins intensément Python est colorée proportionnellement en jaune. C’est en vérifiant
ce fichier .html que l’on s’assure de bien optimiser le code. Cependant, il est important
de comprendre que pour certain cas, la légère présence de Python n’est pas gage d’une
grande perte de temps de calcul et il est dans ce cas inutile de persévérer à supprimer
toute trace de Python.

En Python pur, j’avais utilisé l’algorithme de Box-Muller développé par Yinengy [80]. Je
n’ai pas cythonisé cet algorithme puisqu’en 2017, Anandh Swaminathan l’avait développé
en Cython [86]. C’est donc ce dernier que j’utilise dans Functions_cyhtonised.pyx.

Pour conclure cette section, la cythonisation d’un code écrit sous Python est un moyen
simple et efficace d’optimiser le temps de calcul. J’ai pu rendre mon code environs 1 000

fois plus rapide à l’aide de cette méthode en modifiant le typage et quelques mots clés
dans le code.

2.3.2 Parallélisation

Motivations

Calculer une trajectoire cythonisée de 1 millions de points prend quelques millisecondes
comme le montre la Figure 2.3.2. Cependant, dans le cas où l’on souhaite mesurer et mettre
en évidence des événements accessibles à des temps longs de simulation, 1 million de points
peuvent ne pas être suffisant. Pour résoudre cela, on pourrait simplement augmenter la
taille de la trajectoire pour calculer plus de points, mais lorsque la taille de la trajectoire
augmente, les erreurs de calcul numériques augmentent aussi.

D’une part, due à l’erreur d’arrondi, liée à l’encodage des nombres par la machine.
Comme énoncé dans la Section 2.3.1, pour encoder des nombres réels, on utilise par
exemple des float précis sur 7 décimales ou des double précis sur 16 décimales 21. À
chaque étape de calcul, on réutilise les approximations de l’itération précédente, qui seront
elles-mêmes approximées. Finalement, les erreurs croissent et se propagent après un très
grand nombre d’étapes numériques.

D’autre part, due à l’erreur de troncature, liée à la discrétisation de l’équation. Le
schéma numérique d’Euler est très simple d’utilisation, néanmoins lorsqu’on augmente
la taille de la trajectoire, on accumule des erreurs numériques reliées au pas de temps
δt. Cette erreur de troncature ϵn est donnée par l’Équation (2.2.1.5). Elle est en o(δt2)

21. Environs le double des float, ce qui leur donna le nom.
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dans le cas du schéma d’Euler, ce qui signifie qu’à chaque itération de l’intégration de
l’Équation (2.2.2.5), le résultat numérique s’écarte du résultat attendu de δt

2

2
. Pour n = N

itérations, l’erreur vaut N δt
2

2
=

tN
2N

, où tN = Nδt
22. Pour réduire l’erreur de troncature, il

faut diminuer le pas de discrétisation δt, mais pour accéder au même moment tN il faut
alors augmenter le nombre d’itérations N . Dans ce cas, d’une part, on augmente l’erreur
d’arrondi effectuée par la machine et d’autre part, on augmente aussi le temps de calcul du
programme numérique tc. Il faut alors trouver un compromis dans le choix de δt pour une
trajectoire de longueur Nt tout en minimisant le temps de calcul tc. Ainsi, si on augmente
la taille de la trajectoire, non seulement on augmente indubitablement le temps de calcul
tc, mais on prend le risque d’augmenter les erreurs de calculs. Diminuer δt reviendrait à
diminuer le temps total accessible par le schéma numérique.

Pour résoudre ce dilemme, on utilise le caractère aléatoire de la trajectoire. En effet,
on s’intéresse aux données statistiques du mouvement brownien et il est alors possible
d’étudier plusieurs trajectoires plutôt qu’une seule. Ainsi, on simule plusieurs petites tra-
jectoires avec un pas de temps pas trop petit pour accéder aux temps longs souhaités,
plutôt qu’une seule très longue trajectoire avec un pas de temps très petit pour limiter les
erreurs. La parallélisation est alors un moyen de calculer plusieurs trajectoires en même
temps en utilisant les différents cœurs du processeur de la machine. De plus, comme
chaque trajectoire est indépendante, les différents cœurs peuvent exécuter leurs tâches
indépendamment et sans communication entre eux, ce qui facilite la parallélisation.

Multiprocessing avec Python

Sous Python, il est possible de lancer plusieurs calculs en parallèle à l’aide de la bi-
bliothèque multiprocessing. Pour cela, on définit la fonction calcul 23 qui exécute l’en-
semble des calculs voulus en parallèle. Pour limiter la taille des données à enregistrer,
on calcule la distribution des déplacements P (∆Xn, τ), avec différents temps de retard
τ , pour chacune des Ns trajectoires indépendantes, en parallèle, puis on les somme afin
d’empiler les données. Afin de choisir les déplacements ∆Xn de l’histogramme de manière
automatique et d’être capable d’étudier les données une fois empilée, on choisit le nombre
de canaux fixes à l’aide de la variable bins et on définit les limites maximum et minimum
de ∆Xn à l’aide de l’écart-type σ0 =

√
2D0τ des déplacements du mouvement brownien

libre. En effet, on souhaite seulement obtenir un ordre de grandeur de l’écart-type de la
distribution réelle σ ∝ σ0. On peut le faire rapidement à l’aide du coefficient de diffusion

22. On dit que le schéma d’Euler est un schéma d’ordre 1 puisque ϵn ∝ 1
Np avec p = 1.

23. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/Multiprocessing.py.
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libre D0, qui est plus simple à calculer. Finalement, on définit Nσ = 6 afin de choisir les
déplacements ∆Xn entre ±Nσσ0. Cette fonction calcul permet de simuler une trajectoire
à partir de l’instance de classe DoubleWallsLangevin_Cy puis de calculer la distribution
P des déplacements ∆X ou ∆Z en fonction du temps de retard τ que l’on ordonne dans
le tableau de valeur PDFS. En pratique, le calcul automatisé de la distribution des dé-
placements perpendiculaire ∆Z n’est pas exactement identique à celui des déplacements
parallèles ∆X et l’Annexe A.2 explique les détails techniques associés à l’automatisation
du calcul des distributions pour ces deux cas.

Finalement, on lance cette fonction en multiprocessing Ns fois, à l’aide de la méthode
.map appliquée sur l’ensemble des cœurs repérés par la variable pool comme ci-dessous :

pool = multiprocessing.Pool(processes=multiprocessing.cpu_count ()) #
Compte le nombre de coeur dans le
processeur

result = pool.map(calcul , range(Ns))
PDFS = np.zeros((len(List_tau_C4), bins)) #initialisation
for i in result:

PDFS += i # Somme les distributions
input1 = sys.argv[1]
np.(input1 , PDFS)

Multiprocessing avec Slurm

Sur un ordinateur usuel, le nombre de trajectoires calculables en simultané est limité
par le nombre de cœurs accessibles, lui aussi limité. Il est alors intéressant d’utiliser
des serveurs de calcul de haute performance, qui permettent d’accéder à un groupe de
machines interconnectées que l’on appelle des nœuds de calcul 24. Dans mon cas, j’ai utilisé
le serveur Curta du Meso Centre de Calcul Intensif d’Aquitaine (MCIA), qui est une unité
de service de l’université de Bordeaux [87]. Il y a deux nœuds interactifs, permettant à
l’utilisateur de se connecter, lancer des travaux et manipuler des données ; il y a 336 nœuds
de calcul de 32 cœurs sur lesquelles les travaux sont exécutés ; et il existe d’autres types
de nœuds (plus puissants, de 64 cœurs, avec des cartes graphiques, etc.) qui ne sont pas
utiles dans mon cas.

Pour lancer un calcul sur le serveur Curta, il faut faire une demande de job 25 au

24. Les nœuds font référence aux nœuds en théorie des graphes. Ce sont des objets reliés entre eux par
des connexions que l’on appelle des arêtes.

25. Travail, en anglais.
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gestionnaire de travaux de curta, en y spécifiant la mémoire, le nombre de nœuds et de
cœurs et le temps dont on en a besoin. Cela demande donc d’être capable d’estimer un
bon ordre de grandeur de ces valeurs avant de vouloir réserver un travail sur ce serveur. Le
multiprocessing (voir Définition 2.4) a l’avantage de ne pas avoir besoin de communication
entre les nœuds de calculs ; on n’a donc pas besoin de spécifier le nombre de nœuds à allouer
pour les jobs voulus, mais seulement le nombre de cœurs dont on a besoin. Chaque cœur
peut calculer une trajectoire brownienne confinée et ainsi, il en faut autant que le nombre
de trajectoires voulu.

Curta, comme beaucoup de serveurs de calcul, utilise Slurm qui est un gestionnaire
de ressources physiques pour machines multi-utilisateurs, séquentielles et parallèles. C’est
à l’aide de Slurm que l’on lance les demandes de jobs. Par la suite, celui-ci organise
l’ensemble des travaux en fonction des disponibilités, de la taille demandée et du temps
estimé pour chaque utilisateur. Il est donc possible que les jobs ne soient pas exécutés
directement au moment de la demande et que l’on soit sur liste d’attente.

Slurm utilise un langage spécifique avec lequel il faut définir les demandes de jobs. Il est
possible d’automatiser la demande à l’aide de Python (voir batch_multiprocessing.py 26).
Il faut définir le nombre de jobs voulu avec Njob, le lieu où l’on se situe avec job_directory,
puis créer le dossier qui recevra l’ensemble des données dans data_dir.

#!/usr/bin/env python
import os
def mkdir_p(dir): #produit le dossier "dir" s'il n'existe pas.
if not os.path.exists(dir):

os.mkdir(dir)

# Parametres
bins = 200
Nsigma = 6
Ns = 10000
Njob = 200

job_directory = "%s/.job" %os.getcwd () #dossier dans lequel on est
data_dir = "{}/DatasPDFs_simuMultipross_dXbins{}_Nsigma{}_Nsimu{}_Njob

{}".format(os.getcwd (), bins , Sigma ,
Ns , Njob)

mkdir_p(data_dir)
jobs = [str(i) for i in range(0, Njob)]

26. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/batch_multiprocessing.py.
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Puis, pour chaque job, on crée les fichiers permettant de sauvegarder les données en
.npy 27. On y précise tout le chemin, puisque tous les jobs ne seront pas calculés par le
même processeur et n’auront donc pas le même chemin d’origine.

for j in jobs:
job_file = os.path.join(job_directory ,"%s.job" %j)
data = os.path.join(data_dir , j)
f = data + ".npy" # sauvegarde datas en .npy

Finalement, on écrit le script en langage Slurm et donne l’ensemble des jobs voulus :
leurs noms, les sorties et erreurs, le temps nécessaire maximum, le nombre de cœurs utilisés
par nœud, la mémoire nécessaire et le fichier multiprocessing.py 28 qui doit être exécuté.

with open(job_file , "w") as fh:
fh.writelines("#!/bin/bash\n")
fh.writelines("#SBATCH --job -name=%s.job\n" % j)
fh.writelines("#SBATCH --output =.out/%s.out\n" % j)
fh.writelines("#SBATCH --error =.out/%s.err\n" % j)
fh.writelines("#SBATCH --time=4:30:00\n")
fh.writelines("#SBATCH -N 1\n")
fh.writelines("#SBATCH --ntasks -per -node=32\n")
fh.writelines("#SBATCH --mem 30G\n")
fh.writelines("python multiprocessing.py %s\n" % f )

os.system("sbatch %s" %job_file)

27. Format de Python pour enregistrer les données.
28. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot

ion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/Multiprocessing.py.
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(a) Multiprocessing (b) Multithreading

Codes Codes

Donn esé Donn esé

FichiersFichiers

Codes Donn esé Fichiers

T cheâ

Communications

T cheâ

Figure 2.3.3 – (a) Schéma de principe du multiprocessing sur différents processeurs,
représenté par les tableaux noirs. Chaque processeur doit travailler avec des codes, des
données et des fichiers séparément, qui peuvent être identiques, mais répétés pour chaque
processeur. (b) Schéma du principe de multithreading appliqué sur un ensemble de pro-
cesseurs interconnectés. Les codes, données et fichiers sources sont partagés et chaque
processeur doit communiquer pour réaliser ses tâches.

Définition 2.4 – Multiprocessing / Multithreading

Le multiprocessing est la capacité d’un système à faire fonctionner plusieurs
processeurs en parallèle, de manière indépendante, chaque processeur pouvant
exécuter une ou plusieurs tâches. C’est le cas, par exemple, lorsqu’on lance Ns

fois le même code pour calculer Ns trajectoires indépendantes. La Figure 2.3.3.(a)
illustre l’indépendance des tâches données à chaque processeur.

Le multithreading, au contraire, correspond à la capacité d’un seul processeur à
exécuter plusieurs tâches en parallèle. Il est également possible d’utiliser plusieurs
processeurs pour le multithreading, cependant il faut mettre en place un système de
discussion entre les différents processeurs afin que chaque étape de calcul soit com-
muniquée au prochain processeur. Par exemple, pour enregistrer l’ensemble des Ns

trajectoires dans un même fichier, il faut communiquer aux différents processeurs
qui écrit où et quand afin d’éviter les réécritures et suppressions. Il faut organiser
les processeurs entre eux. La Figure 2.3.3.(b) illustre l’interconnexion entre les pro-
cesseurs et le besoin de communication pour interagir avec les codes, données et
fichiers de base.
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Graine aléatoire

Revenons sur la fonction seed_random, utilisée dans le calcul des trajectoires (voir
Section 2.3.1) et volontairement mise sous silence. On a vu que la liste de nombres aléa-
toires calculés à l’aide de la méthode de Mersenne-Twister (voir Section 2.1.1) doit être
initialisée par une graine aléatoire U0. Cette graine, qui est un nombre entier, pourrait
être entrée manuellement. Dans ce cas, si l’on ne change pas la graine, chaque suite de
nombres pseudo-aléatoires produits par la méthode de Mersenne-Twister sera identique.
Ce point est intéressant lorsqu’on souhaite déboguer le code puisque la trajectoire aléa-
toire brownienne reste identique à chaque fois qu’on la calcule à nouveau. Par contre, dans
le cas où l’on souhaite générer Ns trajectoires indépendantes, il faut qu’elles soient diffé-
rentes. La solution est de choisir pour chaque trajectoire une graine aléatoire. La fonction
seed_random 29 permet de faire ce choix :

@cython.nonecheck(False)
cdef seed_random(unsigned long long seed):
if seed == 0:

mt_seed(time.time())
else:

mt_seed(seed)

La fonction mt_seed(seed) 30 permet de générer une graine aléatoire par la méthode
de Mersenne Twister, à partir d’une valeur seed donné en argument [86]. Dans le cas
où l’argument vaut 0, la graine aléatoire est construite à l’aide de time.time(), via la
librairie time de Python. Cette fonction retourne le nombre de secondes qui se sont écoulés
depuis le 01/01/1970 à 00:00:00 (UTC) d’après l’heure de la machine. Cette option est
utilisée généralement pour s’assurer de l’indépendance de chaque trajectoire simulée. Dans
le cas où plusieurs trajectoires sont lancées en parallèle sur une même machine, il faut
éviter que les graines soit identiques afin que les trajectoires soit différentes.

2.4 Conclusion du Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’ensemble des méthodes numériques utilisées au
cours de ma thèse.

29. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Functions_cythonised.pyx.

30. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Functions_cythonised.pyx.
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Dans un premier temps, j’ai montré que la génération de nombres aléatoires à l’aide
d’une machine nécessite un algorithme et est donc plutôt qualifiée de pseudo-aléatoire.
Pour générer un nombre aléatoire, de loi gaussienne, on utilise l’algorithme de Box-Muller.
Pour cela, on transforme deux nombres aléatoires uniformes en deux nombres gaussiens,
à l’aide d’un cercle trigonométrique. Les nombres aléatoires uniformes étant générés par
un algorithme pseudo-aléatoire de Mersenne-Twister.

Puis, nous avons étudié la méthode numérique de discrétisation de l’équation de Lange-
vin. Dans les cas libre et confiné entre deux murs, j’ai expliqué le schéma de discrétisation
numérique utilisé et la méthode de débogage pour vérifier le bon fonctionnement et la
véracité du code numérique.

Finalement, j’ai énoncé l’ensemble des techniques pour optimiser le code afin de le
rendre moins couteux en temps de calcul et de permettre l’amélioration de la statistique du
mouvement brownien confiné. Pour cela, j’ai choisi de Cythoniser le code écrit initialement
en Python par gain de temps et par facilité d’utilisation. Puis, j’ai parallélisé le code afin de
calculer un grand ensemble de trajectoires dans le but d’augmenter le nombre de données.
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CHAPITRE 3

MOUVEMENT BROWNIEN MAIS
NON-GAUSSIEN

Dans le Chapitre 1, il a été établi que le mouvement brownien en milieu infini est
un processus purement gaussien. En se basant sur cette observation et sur l’équation de
Langevin qui régit l’évolution temporelle de la position des particules browniennes, on a
simulé (voir Chapitre 2) le mouvement brownien confiné. On a vu qu’en présence de pa-
rois rigides, la particule subit une force conservative d’origine électrostatique induite par
celles-ci. Toutefois, le confinement n’engendre pas uniquement cet effet, puisque la visco-
sité effective ressentie par la particule augmente à mesure que la particule se rapproche
des parois. Cela altère localement le coefficient de diffusion et introduit ainsi un bruit
multiplicatif (voir Section 1.3.3). Ainsi, une question émerge quant aux conséquences de
ce bruit multiplicatif sur le déplacement de la particule, en particulier sur le déplacement
parallèle aux parois, étant donné que le bruit multiplicatif associé dépend de la posi-
tion perpendiculaire de la particule. Est-ce que le mouvement brownien demeure toujours
gaussien, et comment peut-on le vérifier ?

Dans ce chapitre, notre objectif est d’établir, d’analyser et de comprendre les diverses
observables associées au mouvement brownien, en vue de les étudier dans le cas confiné.
Nous examinerons la non-gaussianité du mouvement brownien confiné et nous définirons
un moyen de la mesurer précisément. Enfin, nous explorerons la convergence des mesures
numériques pour approfondir notre compréhension de la méthode de calcul des effets
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non-gaussiens.

Tout le long de ce chapitre, nous étudierons le comportement d’une particule de rayon
a = 1.5 µm, immergée dans de l’eau avec une viscosité η0 = 0.001 Pa.s, à une température
T = 300 K. Les paramètres de simulation du mouvement brownien confiné, conformes aux
données expérimentales de référence [16], sont les suivants : la longueur de Boltzmann
(Équation (1.3.2.1)) lB = 526 nm, la longueur de Debye (Équation (1.3.1.2)) lD = 88 nm,
l’amplitude adimensionnée du potentiel électrostatique (Équation (1.3.1.5)) B = 5 et
l’écart entre les parois 2H = 40 µm. Les trajectoires numériques sont toutes simulées avec
un pas de temps numérique de δt = 0.01 s et comprennent Nt = 10

6 points chacune.
Le nombre de simulations Ns utilisé sera spécifié pour les différents cas. Pour finir, les
trajectoires numériques (Xn, Zn) seront notées par des majuscules et indicées par les
entiers n afin de les distinguer des trajectoires théoriques (xt, zt) notées en minuscules et
indicées par le temps t = nδt.

3.1 Observables du mouvement brownien en milieu in-

fini

Dans cette section, je définis les différentes observables du mouvement brownien en
milieu infini : les distributions de probabilités des positions et des déplacements, et leurs
premiers moments associés.

3.1.1 Équation de Fokker-Planck et distributions

Le mouvement brownien en milieu infini est un processus diffusif gaussien comme on
l’a expliqué dans la Section 1.2. On s’intéresse à la densité de probabilité P (xt∣x0, t) de la
position xt de la particule en fonction du temps de déplacement t et où x0 est la position
initiale. On la notera P (x, t) pour simplifier l’écriture. On considère que la particule est
soumise à une force extérieure constante dans l’espace et le temps. Partons de l’équation
sur-amortie de Langevin :

dx(t) = Udt + AdBt , (3.1.1.1)

où U =
F
γ0

est la vitesse de dérive constante due aux forces extérieures F , γ0 = 6πaη0 la

friction du fluide, de viscosité η0, avec la particule de rayon a, A =

√
2D0 l’amplitude du

bruit, D0 le coefficient de diffusion de l’Équation (1.2.1.4) et dBt le processus de Wiener.
La chute libre est un exemple classique de dérive constante où la vitesse de sédimentation
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

s’écrit U =
Fg

γ0
avec Fg =

−kBT
lB

et lB la longueur de Boltzmann. Dans ce cas, l’équation de
Fokker-Planck associée s’écrit :

∂

∂t
P (x, t) = ∂

2

∂x2
{A

2

2
P (x, t)} −

∂

∂x
{UeqP (x, t)} ,

= D0

∂
2

∂x2
{P (x, t)} − U

∂

∂x
{P (x, t)} ,

(3.1.1.2)

Le premier terme correspond à l’aspect diffusif et le second à la dérive.

À l’instant initial t = 0, on définit x(0) = x0 et donc la densité de probabilité initiale
vaut P (x, 0) = δ(x − x0). Cette équation est bien connue et on peut la résoudre à l’aide
de la transformée de Fourier P̂ (k, t) sur la variable d’espace x (voir Définition 3.1). En
utilisant la Propriété 3.1.1, l’Équation (3.1.1.2) devient :

∂

∂t
P̂ (k, t) = −D0k

2
P̂ (k, t) − ikUP̂ (k, t) , (3.1.1.3)

et sa solution est :
P̂ (k, t) = P̂ (k, 0)e−D0k

2
t
e
−ikUt

, (3.1.1.4)

avec P̂ (k, 0) la transformée de P à l’instant t = 0. On effectue une transformée de Fourier
inverse (voir Définition 3.1, Équation (b)) pour trouver P (x, t) selon :

F−1 [P̂ (k, t)] (x, t) = P (x, t) = 1

2π
∫
R

P̂ (k, 0)e−D0k
2
t
e
−ikUt

e
+ikx

dk , (3.1.1.5)

qui peut être réécrite en utilisant une première fois la Propriété 3.1.2 selon :

P (x, t) = ∫
R

[ 1

2π
∫
R

P̂ (k, 0) e
ik(x−x′)

dk] [ 1

2π
∫
R

e
−D0k

2
t
e
−ikUt

e
ikx

′

dk] dx′
. (3.1.1.6)

Le premier membre correspond à la transformée de Fourier inverse de P (x − x
′
, 0) =

δ((x − x
′) − x0) (d’après l’Équation (b) de la Définition 3.1). On peut appliquer une

seconde fois la Propriété 3.1.2 sur le second membre selon :

P (x, t) = ∫
R

δ((x−x0)−x′) {∫
R

[ 1

2π
∫
R

e
−D0k

2
t
e
ik(x′−y)

dk] [ 1

2π
∫
R

e
−ikUt

e
iky

dk] dy} dx′
.

(3.1.1.7)
L’intégrale centrale en bleu correspond à la transformée inverse d’une gaussienne d’écart-
type σ. En effet, on peut montrer que :

F [e−
x
2

2σ2 ] (k) =
√
2πσe

−σ2 k
2

2 . (3.1.1.8)

La dernière intégrale en violet correspond à la distribution de Dirac en Ut. En effet, en
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

utilisant la propriété :

∫
R

δ(y − y0)f(y)dy = f(y0) , (3.1.1.9)

avec y0 = Ut et f(y) = e
−iky on a :

F [δ(y − Ut)] (k) = ∫
R

δ(y − Ut) e
−iky

dy = e
−iUtk

, (3.1.1.10)

donc
F−1 [e−ikUt] (y) = δ(y − Ut) . (3.1.1.11)

En identifiant σ =

√
2D0t dans les Équations (3.1.1.7) et (3.1.1.8), et en utilisant l’Équa-

tion (3.1.1.11), on obtient :

P (x, t) = ∫
R

δ((x − x0) − x
′) {∫

R

1√
4πD0t

e
− (x′−y)2

4D0t δ(y − Ut)dy} dx
′
, (3.1.1.12)

Finalement, à l’aide de Équation (3.1.1.9), on trouve :

P (x, t) = 1√
4πD0t

∫
R

δ((x − x0) − x
′)e−

(x′−Ut)2
4D0t dx

′
,

=
1√

4πD0t
exp{−[(x − x0) − Ut]2

4D0t
} .

(3.1.1.13)

La densité de probabilité de présence de la particule dans un milieu infini, soumise à
une force de dérive indépendante du temps, connaissant sa position initiale x0, est donc
une distribution gaussienne comme énoncé dans la Section 1.2.1, de moyenne x0 + Ut

et d’écart-type
√
2D0t. Le terme de dérive de l’Équation (3.1.1.2) décale ici la valeur

moyenne donnée par la position initiale x0 à Ut. En général, on choisit toujours l’origine
des positions nulle selon x0 = 0 pour simplifier. De plus, mesurer la position x par rapport
à la position initiale x0 = 0, revient au même que mesurer n’importe quel déplacement
∆x = x(t) = x(t + τ) − x(t) sur une durée τ puisque les positions sont indépendantes
les unes des autres. Finalement, la densité de probabilité peut être réécrite pour tout
déplacement ∆x ayant pour origine x0 = 0 selon :

P (∆x, τ) = 1√
4πD0τ

e
− (∆x−Ut)2

4D0τ , (3.1.1.14)

qui vérifie bien la propriété de normalisation ∫
R
P (∆x, t)dx = 1 de l’Équation (1.2.3.19).

On peut discrétiser numériquement l’Équation (3.1.1.1) à l’aide du schéma d’Euler
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

explicite, de pas de temps δt, selon :

Xn+1 = Xn + Uδt +
√
2D0δt Wn , (3.1.1.15)

où Wn est un bruit blanc gaussien de moyenne nul et d’écart-type 1 (voir l’Équation (2.2.1.3)).
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Figure 3.1.1 – (a) Schéma d’une particule brownienne en milieu infini, de rayon a,
immergée dans un fluide de viscosité η0 et qui subit le champ de pesanteur g⃗ = ge⃗x. La
position de la particule est repérée par xt et à l’instant initial la particule est en x0. (b)
Trajectoire numérique de la particule décrite en (a), obtenue à l’aide du schéma numérique
de l’Équation (3.1.1.15) avec Nt = 100 000 points et un pas de temps δt = 0.01 s. La vitesse
de sédimentation U est donnée par l’Équation (3.1.1.16).

Considérons le mouvement brownien vertical, sous l’effet du champ de pesanteur g⃗ = ge⃗x

comme l’illustre la Figure 3.1.1. La particule de rayon a et de masse volumique ρ, subit
une force de sédimentation F⃗g =

kBT

lB
, avec lB défini à l’Équation (1.3.2.1). On simule une

trajectoire numérique de Nt = 100 000 points et de pas de temps δt = 0.01 s, à l’aide du
schéma numérique de l’Équation (3.1.1.15). La vitesse de dérive U s’écrit ici :

U =
kBT/lB

γ0
. (3.1.1.16)

On analyse ensuite cette trajectoire afin de mesurer la densité de probabilité P (∆X, τ)
en utilisant le script Python ci-dessous :
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

from Overdamped_Langevin import Langevin
brown = Langevin(dt=0.01 , Nt=100_000 , a=1.5e-6, gravity=True , signe="+

")
brown.trajectory ()

k_tau_list = np.array([1, 10, 100 , 500 , 1_000 , 5_000])
for n, k in enumerate(k_tau_list):

sigma = np.sqrt(2*brown.D0*k*brown.dt)
delta_Xtau = brown.Xn[k:]-brown.Xn[:-k]
Ntau = len(delta_Xtau)
hist , bins = np.histogram(delta_Xtau , bins=80, density=False)
bins_center = (bins[1:] + bins[:-1]) / 2
PDF_normalised = hist/np.trapz(hist ,bins_center)
errHist = hist/np.sqrt(Ntau)
errPDF_normalised = errHist/np.trapz(errHist ,bins_center)

x = np.linspace(-8*sigma , 8*sigma , 1000)
p_gauss = 1 / (np.sqrt(2 * np.pi) * sigma) * np.exp(-(x-U*k*brown.dt

) ** 2 / (2 * sigma ** 2))

ax1.errorbar(x=bins_center , y=PDF_normalised , marker=marqueurs[n],
linestyle=" ", label=label ,
markersize=5)

ax1.semilogy(x, p_gauss , "k-")

Pour cela, on construit une liste de temps τ = kδt, où k est sélectionné dans k_tau_list
dans l’algorithme, permettant de calculer l’histogramme des déplacements ∆X = X(t +
τ) − X(t) = Xn+k − Xn, avec t = nδt, à partir de la trajectoire tracée sur la Fi-
gure 3.1.1.(b). Pour ce faire, à chaque intervalle de temps τ = kδt, on calcule l’histo-
gramme avec bins = 80 canaux en utilisant le module np.histogram de numpy. L’option
density=False force à ne pas automatiquement normaliser les histogrammes numériques
afin de le faire manuellement dans PDF_normalised. Puis, on calcule les gaussiennes
attendues p_gauss de l’Équation (3.1.1.14). On compare les histogrammes issus de la
simulation, à la théorie sur la Figure 3.1.2.

Physiquement, on retrouve bien, d’une part, le phénomène de diffusion puisque la den-
sité de probabilité de déplacement s’élargit au cours du temps et, d’autre part, que la
valeur moyenne du déplacement croît avec le temps. Aux temps longs, τ → ∞, on s’at-
tend à ce que la gaussienne s’étale de telle sorte que P (∆X, τ) devienne uniforme. En
l’absence de dérive, i.e. U = 0, il n’y a pas de transport moyen et en moyenne la particule
ne se déplace pas.
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Figure 3.1.2 – Densités de probabilité P des déplacements ∆X pour différentes durées
τ = kδt avec k = {1, 10, 100, 500, 1000, 5000} et δt = 0.01 s. Elles sont calculées à partir
d’une trajectoire numérique, de taille Nt = 100 000 point et de pas de temps δt = 0.01 s,
qui simule le mouvement brownien d’une particule de rayon a, immergée dans de l’eau
de viscosité η0, soumise à la pesanteur ge⃗x. Chaque densité de probabilité est comparée
à la probabilité gaussienne normalisée de l’Équation (3.1.1.14), d’écart-type

√
2D0τ et de

vitesse de dérive U donnée à l’aide de lB à l’Équation (3.1.1.16).

Numériquement, on peut voir que pour des temps τ longs, la mesure de la densité de
probabilité est plus bruitée. En effet, la trajectoire numérique de taille Nt est finie et
plus le temps τ augmente, plus le nombre de déplacements numériques ∆X = Xn+k −Xn

disponible diminue. Cette limitation est très importante à prendre en compte lorsque l’on
souhaite mesurer des effets aux temps longs, puisque la quantité de donnée est réduite.
L’erreur statistique sur la mesure de P est donnée par :

ϵstat [P (∆X, τ)] = 1

N
P (∆X, τ)√

Nt − k
, (3.1.1.17)

où N = ∫
R
P (∆X, τ)d(∆X) est la constante de normalisation. On constate que l’erreur

augmente lorsque Nt − k diminue (i.e. k augmente), ce qui correspond à des temps τ =

kδt grands devant le pas de temps δt. Sur la Figure 3.1.2, les barres d’erreurs ne sont
pas affichées puisqu’elles sont plus petites que la taille du point, mais il est possible de
reprendre l’algorithme 1 pour les visualiser.

Il est possible que la mesure de la densité de probabilité P soit compliqué du fait du
manque de données, notamment pour mesurer les statistiques aux temps long. Dans la

1. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Overdamped_Langevin_Python/Analyses_Overdamped_Langevin.ipynb.
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

section suivante, nous allons étudier les moments d’une distribution associée à une variable
aléatoire afin d’en caractériser sa dispersion.

Définition 3.1 – Transformée de Fourier
La transformée de Fourier permet de décrire spectralement une fonction f , selon :

F [f(x)] (k) = f̂(k) = ∫
R

f(x)e−ikxdx , (a)

où k est la variable spectrale associée à la variable x. La transformée de Fourier
inverse permet de retrouver f à l’aide de f̂ selon :

F−1 [f̂(k)] (x) = f(x) = 1

2π
∫
R

f̂(k)e+ikxdk . (b)

Propriété 3.1.1. La transformée de Fourier de la dérivée nième de f , notée f
(n)(x),

s’écrit :
F [f (n)(x)] (k) = ∫

+∞

−∞
f
(n)(x) e

−ikx
dx = (ik)nf̂(k) .

On peut le montrer en utilisant n intégrations par parties successivement.

Propriété 3.1.2. La transformée de Fourier inverse du produit de deux fonctions,
f̂ × ĝ, donne :

F−1[f̂ × ĝ] = F−1[f̂] ∗ F−1[ĝ] ,

où ∗ dénote un produit de convolution ∗. Cette propriété ou son équivalent F[f ∗

g] = F[f] × F[g] peut être démontrée à l’aide du théorème de Fubini.

∗. Lorsque l’on convolue deux fonctions u et v on réalise l’opération suivante : (u ∗ v)(x) =

∫+∞

−∞ u(x − y)v(y)dy = ∫+∞

−∞ u(y)v(x − y)dy.

3.1.2 Caractérisation d’une distribution

Les moments d’une distribution

En probabilités, on introduit les moments d’ordre m ∈ N, notés µx(m) = ⟨xm⟩ (voir
Définition 3.2), qui permettent de caractériser la distribution d’une variable aléatoire
donnée. Les moments d’ordre m = 1 et m = 2 sont des moments particuliers, que l’on
appelle respectivement la valeur moyenne et le DQM.
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

Définition 3.2 – Moments
Le moment d’ordre m ∈ N, est défini à l’aide de l’espérance mathématique (voir Dé-
finition 1.2) sur la densité de probabilité P , d’une variable aléatoire (v.a.) continue
x selon :

µx(m) = ⟨xm⟩ = E [xm] = ∫
R

x
m
P (x, τ)dx , (3.1.2.1)

À l’ordre m = 0, on retrouve ∫
R
P (x, τ)dx = 1. Les deux moments suivants sont

communément appelés valeur moyenne pour m = 1 et déplacement quadratique
moyen (DQM) pour m = 2.

On définit le moment centré d’ordre m, noté ⟨xm⟩µ, de la v.a. x et de valeur moyenne
⟨x⟩0 = µ selon :

⟨xm⟩µ = E [(x − µ)m] = ∫
x∈Ω

(x − µ)m P (x, τ)dx . (3.1.2.2)

où E est l’espérance (voir Définition 1.2). On peut écrire les moments centrés à
l’ordre m en fonction des moments ordinaires selon :

⟨xm⟩µ =

m

∑
k=0

(mk )⟨x
m−k⟩0 (−⟨x⟩0)k , (3.1.2.3)

où (m
k
) =

m!

k!(m−k)! sont les coefficients binomiaux et ! désigne la factorielle selon
k! = 1 × 2 × 3 × ⋅ ⋅ ⋅ × (k − 1) × k. Les moments centrés sont utiles pour étudier
des v.a. en ramenant la valeur moyenne à 0. Par exemple, pour le moment centré
d’ordre 1 on trouve ⟨x⟩µ = ⟨x⟩0 − ⟨x⟩0 = 0.

Dans le cas du mouvement brownien, il est commun de caractériser la distribution des
déplacements à l’aide des moments. On peut les calculer théoriquement en multipliant
l’Équation (3.1.1.2) par x

m et en l’intégrant sur R selon :

∫ x
m ∂P

∂t
dx = D0 ∫ x

m ∂
2
P

∂x2
dx − U ∫ x

m ∂P

∂x
dx , (3.1.2.4)

qui permet de trouver l’équation temporelle du moment d’ordre m selon :

d

dt
⟨xm⟩ = D0 {∫

R

∂

∂x
[xm ∂P

∂x
] dx − ∫

R

mx
m−1 ∂P

∂x
dx}

− U {∫
R

∂

∂x
[xm

P (x, τ)] dx − ∫
R

mx
m−1

P (x, τ)dx} .

(3.1.2.5)

Prenons le cas m = 1 qui correspond à la valeur moyenne de la densité de probabilité P .
Sachant que lim

x→±∞
P (x, τ) = 0 puisque P est une densité de probabilité gaussienne, il est
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possible de vérifier que l’équation d’évolution temporelle de la valeur moyenne s’écrit :

d

dt
⟨x⟩ = U , (3.1.2.6)

qui se résout sur l’intervalle τ et donne :

⟨∆x⟩ = Uτ . (3.1.2.7)

En l’absence de vitesse de sédimentation U , on retrouve bien une moyenne nulle comme
dans le cas d’un mouvement brownien libre (voir Section 1.2). On peut également étudier
le moment d’ordre m = 2, ou DQM. L’équation d’évolution temporelle du DQM donne :

d

dt
⟨x2⟩ = 2D0 + 2U⟨x⟩0 = 2D0 + 2U

2
t , (3.1.2.8)

d’où, sur l’intervalle τ :
⟨∆x

2⟩ = 2D0τ + U
2
τ
2
. (3.1.2.9)

En l’absence de sédimentation, i.e. U = 0, on retrouve le DQM donné à l’Équation (1.2.3.17)
du Chapitre 1. Notons qu’à partir des Équations (3.1.2.7) et (3.1.2.9), on peut retrouver
la variance σ

2
= ⟨∆x

2⟩0 − ⟨∆x⟩20 = 2D0τ de la densité de probabilité gaussienne écrite à
l’Équation (3.1.1.2). Il se trouve que la variance correspond au moment centré d’ordre 2

(voir Définition 3.2). En effet, si on invoque l’Équation (3.1.2.3) pour l’ordre m = 2 on
trouve :

⟨∆x
2⟩µ = (20)⟨∆x

2⟩0 − (21)⟨∆x⟩20 + (22)⟨∆x⟩20 = ⟨∆x
2⟩0 − ⟨∆x⟩20 = σ

2
, (3.1.2.10)

qui correspond bien à la variance σ
2.

Mesure des moments

La mesure de la trajectoire Xn est discrète sur le pas de temps δt tel que t = nδt. Les
déplacements ∆X sont calculés sur une durée τ = kδt et les moments discrets se calculent
selon :

⟨∆X
m⟩ = ∫ ∆X

m
P (∆X, τ)d(∆x) , (3.1.2.11)

où P (∆X, τ) est la probabilité de déplacement ∆X sur une durée τ . Numériquement,
cela revient à faire une boucle for sur chaque durée τ choisie puis calculer la densité
de probabilité P (∆X, τ) afin d’en déduire le moment d’ordre m à l’aide d’une intégrale
numérique, via np.trapz du module Numpy. D’autre part, il est possible de simplifier
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

la mesure numérique du moment en déduisant ce dernier directement de la trajectoire
seule sans avoir besoin de calculer la densité de probabilité des déplacements P (∆X, τ).
Pour cela, on peut utiliser la moyenne arithmétique des déplacements ∆X = Xn+k −Xn,
calculée sur le temps t = nδt, pour chaque temps τ = kδt. Ainsi, on a :

⟨∆X
2⟩ = ⟨∣Xn+k −Xn∣m⟩n =

1

Nt

Nt

∑
n=1

∣Xn+k −Xn∣m , (3.1.2.12)

où Nt est le nombre de points total de la trajectoire. Numériquement, cela revient à
calculer la moyenne arithmétique avec la fonction np.mean de Numpy sur chaque durée τ

à l’aide d’une boucle for sur k.

Sous Python 2, on peut écrire l’algorithme général afin de calculer les moments d’ordre
m avec les deux méthodes des Équations (3.1.2.11) et (3.1.2.12) pour les comparer, comme
ci-dessous :

m = 1 #moment order choosen
Moments_FromPDF = {}
Moments_FromAverage = {}
Moments_FromPDF[str(m)] = np.zeros(len(list_i_tau))
Moments_FromAverage[str(m)] = np.zeros(len(list_i_tau))
bins = 200
for n, k in enumerate(list_k_tau):

if k == 0:
Moments_FromPDF[str(m)][n] = 0
Moments_FromAverage[str(m)][n] = 0
continue

DeltaX = brown.Xn[k:] - brown.Xn[:-k]
#Integrate methode
hist , Xi = np.histogram(DeltaX , bins=bins , density=False)
Xi_centered = (Xi[1:] + Xi[:-1]) / 2
P_Xi = hist/np.trapz(hist ,Xi_centered)
Moments_FromPDF[str(m)][n] = np.trapz( Xi_centered **m * P_Xi ,

Xi_centered)
#Average methode
Moments_FromAverage[str(m)][n] = np.mean(DeltaX **m)

On peut appliquer ces deux méthodes de mesure sur les moments d’ordre 1 et 2 en
fonction du temps τ et les tracer sur les Figure 3.1.3.(a) et (b). On observe que les deux
méthodes sont complètement équivalentes et permettent bien de retrouver les moments
d’ordre m = 1, 2 calculés dans la section précédente.

2. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Overdamped_Langevin_Python/Analyses_Overdamped_Langevin.ipynb.
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3.1. Observables du mouvement brownien en milieu infini

10−2 10−1 100 101 102 103

τ (s)

10−9

10−7

10−5

10−3
〈∆
X
〉(

m
)

1

1

(a)

10−2 10−1 100 101 102 103

τ (s)

10−15

10−13

10−11

10−9

10−7

〈∆
X

2
〉(

m
2
)

1
1

1

2

(b)

Figure 3.1.3 – Mesures des moments d’ordre (a) m = 1 et (b) m = 2 en fonction de
la durée τ des déplacements ∆X. Les points bleus représentent le calcul des moments
à l’aide de l’Équation (3.1.2.11) et les étoiles marron représentent ceux calculés à partir
de l’Équation (3.1.2.12). Les mesures sont comparées aux calculs théoriques des Équa-
tions (3.1.2.7) et (3.1.2.9) pour (a) et (b) respectivement.

La Figure 3.1.3.(a) permet de mesurer le transport moyen de la particule au cours du
temps. En l’absence de vitesse de dérive, i.e. U = 0, la position moyenne de la particule est
nulle pour tout temps t. La Figure 3.1.3.(b) permet quant à elle de mesurer sa diffusion.
On peut voir que la diffusion linéaire en temps τ domine pour les temps courts alors
qu’aux temps longs, c’est le transport balistique U

2
τ
2 qui domine. En l’absence de dérive,

i.e. U = 0, il n’y a pas de transport et on observe seulement une diffusion pure linéaire en
temps τ .

Pour conclure, les moments d’ordre 1 et 2 sont très utiles pour quantifier le transport
moyen et la diffusion de la particule. Dans le cas du mouvement brownien en milieu infini,
il est rare d’étudier les moments d’ordres m > 2 puisque l’ensemble de l’information
souhaitée se trouve dans les moments d’ordre 1 et 2, en raison du caractère gaussien de
la distribution. Nous verrons dans la suite que les moments d’ordres supérieurs peuvent
être intéressants dans des cas d’intérêt pratique.
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3.2. Effets du confinement

3.2 Effets du confinement

Plaçons-nous maintenant dans le cas où la particule brownienne est confinée (voir Fi-
gure 3.2.1) entre deux parois rigides distantes de 2Hp, soumise à la gravité g⃗, que l’on
a étudié et modélisé dans le Chapitre 2. Dans cette section, on va mesurer les effets du
confinement sur la distribution d’équilibre et les premiers moments de la trajectoire et les
comparer au cas où le milieu est infini.

η0

a

a

a

zt

xtg

0 ex

ez

Parois rigide

2Hp2H

Figure 3.2.1 – Schéma d’une particule micrométrique de rayon a = 1.5 µm, immergée
dans un fluide de viscosité η0 = 1 mPa.s et confinée entre deux parois rigides infinies
horizontalement, distantes de 2Hp = 2 × 40 µm. On pose la distance H = Hp − a. La
gravité g⃗ agit du haut vers le bas et la position 2D de la particule est notée par ses
coordonnées (xt, zt) dans le plan (0, e⃗x, e⃗z).

3.2.1 Densités de probabilités

La densité de probabilité des positions doit satisfaire l’équation de Fokker-Planck. Dans
le cas d’une particule brownienne soumise à des forces d’équilibre Feq(zt) qui dépendent
de l’altitude zt de la particule, l’équation de Fokker-Planck, associé au mouvement per-
pendiculaire zt par rapport à une position initiale z0 = 0, s’écrit selon :

∂

∂t
P (zt, t) =

∂

∂zt
[ ∂

∂zt
Dz(zt) −

Feq(zt)
γz(zt)

]P (zt, t) , (3.2.1.1)

où Dz(zt) est le coefficient de diffusion perpendiculaire à la paroi, donné à l’Équa-
tion (2.2.2.4). Il est commun de réécrire cette équation sous forme de l’équation de Smo-
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3.2. Effets du confinement

luchowski (voir Annexe A.1) selon :

∂

∂t
P (zt, t) =

∂

∂zt
{Dz(zt) [

∂

∂zt
⋅ +βV

′(zt)⋅]}P (zt, t) , (3.2.1.2)

où la force Feq(zt) = −V ′
eq(zt) est la dérivée du potentiel Veq(zt), donné à l’Équa-

tion (2.2.2.2), par rapport à l’argument zt.

L’équation d’évolution de la densité de probabilité P (xt, t) des déplacements parallèles
aux parois est de la même forme avec un potentiel nul Veq = 0, et s’écrit :

∂

∂t
P (xt, t) = Dx(zt)

∂
2

∂x2
t

P (xt, t) . (3.2.1.3)

À l’équilibre

À l’équilibre thermodynamique, lorsque la densité de probabilité P n’évolue plus avec
le temps, l’Équation (3.2.1.2) devient :

dPeq

dz
= −βV

′
eq(z)Peq(z) , (3.2.1.4)

dont la solution est :
Peq(z) =

1

N e
−βVeq(z) , (3.2.1.5)

où N = ∫+H

−H Peq(z) dz est le facteur de normalisation et Veq(z), le potentiel à l’équilibre
(voir Équation (2.2.2.2)) d’une particule confinée entre deux parois rigides en {−H,+H}
et soumise à la pesanteur.

Numériquement, le potentiel Veq est un paramètre d’entrée et la distribution d’équilibre
Peq(Zn) des altitudes mesurées Zn, dépend uniquement du potentiel V . Il est donc essentiel
que la distribution d’équilibre Peq soit vérifiée, comme suggéré à la Section 2.2.2. Étant
donné que Peq prend des valeurs mesurées sur plusieurs décades, il est judicieux de mesurer
la distribution d’équilibre avec un pas d’espace logarithmique. Pour cela, on définit la
fonction logarithmic_hist qui calcule la densité de probabilité de position entre begin
et stop avec num le nombre de points. L’argument base permet de définir sur quelle base
le logarithme est calculé, par défaut, on se place en base 10. Le code ci-dessous détaille la
fonction logarithmic_hist [88] :
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def logarithmic_hist(self , position: np.ndarray , begin: float , stop:
float , num: int = 50, base: int = 10
) -> (np.ndarray , np.ndarray , np.
ndarray):

if begin == 0:
beg = stop / num
bins = np.logspace(

np.log(beg) / np.log(base),
np.log(stop) / np.log(base),
num - 1,
base=base ,

)
widths = bins[1:] - bins[:-1]
bins = np.cumsum(widths[::-1])
bins = np.concatenate (([0], bins))
widths = bins[1:] - bins[:-1]

else:
bins = np.logspace(

np.log(begin) / np.log(base),
np.log(stop) / np.log(base),
num ,
base=base ,

)
widths = bins[1:] - bins[:-1]

hist , bins = np.histogram(position , bins=bins , density=True)
bins_center = (bins[1:] + bins[:-1]) / 2
return bins_center , widths , hist

Prenons une trajectoire numérique (Xn, Zn) de Nt = 10
6 points et de pas de temps

de δt = 0.01 s, que l’on peut visualiser sur la Figure 3.2.2.(a). On mesure la distribu-
tion d’équilibre Peq de l’altitude Zn à l’aide de logarithmic_hist. On peut comparer
la densité de probabilité mesurée, avec la théorie attendue de l’Équation (3.2.1.5), sur la
Figure 3.2.2.(b). La mesure numérique retrouve bien la théorie attendue.

Physiquement, la particule a plus de chance de se trouver à une altitude d’environ
0.3 µm. La probabilité de présence chute lorsque l’on se rapproche de la paroi en Zn+H =

0 à cause de la répulsion électrostatique. D’autre part, du fait de la pesanteur et du
confinement, la probabilité de trouver la particule proche de la paroi supérieure est très
faible. On remarque que pour des altitudes Zn + H < 0.3 µm, on peut observer que
la répulsion sphère-plan des charges de surface domine. Pour des altitudes Zn + H >

0.3 µm, on observe un régime dominé par la pesanteur. En effet, Peq décroit de manière
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Figure 3.2.2 – (a) Trajectoire simulée numériquement en 2D d’une particule brownienne
de rayon a confiné entre deux parois rigides distantes de 2Hp et plongée dans un fluide de
viscosité η0. La trajectoire est repérée par les variables aléatoires (Xn, Zn) qui dépendent
du temps t = nδt. (b) Densité de probabilité à l’équilibre thermodynamique Peq de l’al-
titude Zn issue de la trajectoire tracée en (a). En losanges verts, on retrouve la densité
de probabilité mesurée sur l’expérience numérique. Les barres d’erreur sont indiquées en
rouge, et en trait noir on retrouve la théorie attendue et donnée à l’Équation (3.2.1.5).

logarithmique avec une longueur caractéristique lB = 526 nm.

Numériquement, pour de grandes altitudes Zn + H > 4 µm, on ne peut pas mesurer
Peq puisque la particule n’a pas eut le temps d’explorer toute la hauteur 2H disponible.
Pour cela, il faudrait faire des mesures sur des temps infinis pour mesurer la probabilité
très faible que la particule se rapproche de la paroi du haut en Zn = H.

Mesure dynamique

À tout temps τ , les densités de probabilité P (∆x, τ) et P (∆z, τ), des déplacements
∆x = xt(t+ τ)−xt(t) et ∆z = zt(t+ τ)−zt(t), s’évaluent à partir des Équations (3.2.1.2)
et (3.2.1.3). Dans un premier temps, analysons le cas des déplacements perpendiculaires
avec l’Équation (3.2.1.2), qui ne dépend que du déplacement ∆z. On définit la fonction
de Green [89] G(∆z, τ) comme la solution de l’Équation (3.2.1.1) qui vérifie P (∆z, τ =

0) = δ(∆z) (voir Définition 3.3). Si on se place au temps τ court, on peut considérer ∆z

constant, et donc résoudre l’équation de Green à l’aide de la transformée de Fourier (voir
Définition 3.1). Cela permet de trouver Ĝ(∆z, q), avec q la variable spectral associé à t.
À l’aide d’une transformée de Fourier inverse sur Ĝ, on obtient une relation valable au
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temps court selon :

G(∆z, τ → 0) = 1√
4πDz(zt)

e
− ∆z

2

4Dz(zt)τ . (3.2.1.6)

Cette équation est de la même forme qu’une gaussienne, mais la présence des parois induit
une dépendance en z des coefficients de diffusion, ce qui la rend non-gaussienne. Finale-
ment, une approximation de la densité de probabilité des déplacements perpendiculaires
aux temps court P (∆z, τ → 0) correspond à la moyenne spatiale ⟨⋅⟩0 de la fonction de
Green 3.2.1.6 sur la distribution d’équilibre selon [11-16] :

P (∆z, τ → 0) = ⟨G(∆z, τ → 0)⟩0 = ∫
+H

−H

Peq(z)√
4πDz(z)

e
− ∆z

2

4Dz(z)τ dz . (3.2.1.7)

Analysons à présent le cas des longues durées τ → ∞ par rapport à l’équilibre, notées
τ∞, où les déplacements sont modulés par la distribution d’équilibre Peq. La densité de
probabilité de déplacement P (∆z, τ∞) peut alors être approximée comme la convolution
des distributions d’équilibre Peq(z +∆z) et Peq(z) pour tout déplacement ∆z, selon [11-
16] :

P (∆z, τ∞) = lim
τ→∞

P (∆z, τ) = ∫
+H

−H
Peq(z +∆z)Peq(z) dz . (3.2.1.8)

Ces prédictions sont alors vérifiées avec Ns = 2.10
6 trajectoires numériques.
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Figure 3.2.3 – Densité de probabilité P (∆Z, τ) des déplacements ∆Z = Zn+k − Zn

calculés numériquement à partir de la trajectoire Zn (avec t = nδt et τ = kδt), pour (a)
un temps court τ0 = 0.01 s et (b) un temps long τ∞ = 95.4 s. Les densités de probabilité
moyennées issues des Ns = 100 trajectoires numériques sont représentées en losanges verts
avec leurs barres d’erreur statistique (voir Équation (3.1.1.17)) en rouge. Les théories
des Équations (3.2.1.7) et (3.2.1.8) respectivement pour τ0 et τ∞ sont représentées en
traits noirs. La ligne verte pointillée représente la théorie gaussienne 1√

2πσ
exp (−∆z

2

2σ2 ), de

moyenne nulle et d’écart-type de σ =

√
2⟨Dz(z)⟩0τ0.
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Pour cela, les données numériques sont enregistrées sous la forme d’histogrammes à
l’aide du module hist de Numpy pour chaque trajectoire Ri = (Xn, Zn) (Voir Sec-
tion 2.3.2). En moyennant la densité de probabilité des déplacements ∆Ri = (∆X,∆Z)
sur les Ns trajectoires selon :

P (∆Ri, τ) =
1

Ns

Ns

∑
k=1

P
(k)(∆Ri, τ) , (3.2.1.9)

où P
(k)(∆Ri, τ) est la densité de probabilité des déplacements de la k-ième trajectoire. On

obtient les densités de probabilité tracées sur la Figure 3.2.3.(a) pour un temps court τ0 ≪
τeq et (b) pour un temps long τ∞ ≫ τeq, devant le temps caractéristique d’équilibre τeq du
système. Ces densités de probabilité sont comparées aux théories des Équations (3.2.1.7)
et (3.2.1.8) pour les temps courts et les temps longs respectivement. Pour illustrer la non-
gaussianité, on représente aussi une densité de probabilité gaussienne de moyenne nulle
et d’écart-type

√
2⟨Dz(z)⟩0τ0 et où ⟨⋅⟩0 représente la moyenne spatiale sur la distribution

d’équilibre Peq(Zn).

D’une part, les données numériques sont en très bon accord avec les expressions théo-
riques attendues. D’autre part, ces résultats montrent clairement la non-gaussianité de la
trajectoire perpendiculaire aux parois. En effet, à cause du bruit multiplicatif (voir Sec-
tion 1.3.3), la trajectoire ne suit plus une loi de distribution gaussienne, malgré l’incrément
de Wiener δBt, qui reste un processus gaussien.

Concernant les déplacements ∆x = x(t + τ) − x(t) parallèles aux parois, évalué par
l’Équation (3.2.1.3), les densités de probabilité des déplacements ∆X = Xn+k − Xn nu-
mériques, avec t = nδt et τ = kδt, sont tracés sur la Figure 3.2.4, pour les temps τ0

et τ∞. Ils ont été obtenus en moyennant les Ns densités de probabilité P (∆X, τ) selon
l’Équation (3.2.1.9). Les barres d’erreur, calculées à l’aide de l’Équation (3.1.1.17), ne
sont pas représentées puisqu’elles ne sont pas visibles 3. L’approximation donnée pour les
déplacements perpendiculaires au temps court, de l’Équation (3.2.1.7), peut être réécrite
dans le cas parallèle selon :

P (∆x, τ → 0) ≈ ∫
+H

−H

Peq(z)√
4πDx(z)

e
− ∆x

2

4Dx(z)τ dz , (3.2.1.10)

Un calcul exact a été réalisé pour tout temps τ par nos collaborateurs David Dean, Tho-
mas Guérin et Arthur Alexandre [37, 90], calcul que vais à présent expliquer dans les
grandes lignes. On résout l’Équation (3.2.1.3) dans l’espace de Fourier avec g(k, τ) =

3. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Analyse_Double-Walls-Langevin_CYTHON.ipynb.
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Figure 3.2.4 – Densité de probabilité P (∆X, τ) des déplacements ∆X = Xn+k − Xn

calculés numériquement à partir de la trajectoire Xn (avec t = nδt et τ = kδt), pour (a)
un temps court τ0 = 0.01 s et (b) un temps long τ∞ = 95.4 s. Les densités de probabilité
moyennées issues des Ns = 2.10

6 trajectoires numériques sont représentées en point bleu,
la théorie de l’Équation (3.2.1.10) est représentée en trait noir. La ligne bleue pointillée
représente la théorie gaussienne 1√

2πσ
exp (−∆z

2

2σ2 ), de moyenne nulle et d’écart-type σ =
√
2⟨Dz(z)⟩0τ0 et σ =

√
2⟨Dz(z)⟩0τ∞ pour (a) et (b) respectivement. Enfin, la théorie

exacte est représentée en trait orange. (c) et (d) sont respectivement les zooms sur les
queues positives des densités de probabilité (a) et (b). Les barres d’erreur ne sont pas
affichées puisqu’elles sont plus petites que les points.

F[P (∆x, τ)] 4 la transformée de Fourier 5 de la densité de probabilité des déplacements
parallèles ∆x. Cela leur permet d’obtenir la solution sous la forme d’une somme infi-
nie sur les modes propres λ(k) (voir Équation (S30) de l’Annexe B.2). Pour les temps
longs, la solution est dominée par une valeur propre particulière λ0(k) (voir Équation
(S31) de l’Annexe B.2). Il est en outre possible de trouver les solutions asymptotiques
P (∆X, τ0) et P (∆X, τ∞) en effectuant une transformée de Fourier inverse sur g(k, t),

4. L’écriture g(k, τ) = P̂ (∆x, τ) est choisit ici pour simplifier la notation (Voir Annexe B.2).
5. Voir Définition 3.1.
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pour les deux temps τ0 et τ∞ étudiés. Sur la Figure 3.2.4 on trace les densités de pro-
babilité des déplacements parallèle mesurées numériquement et expérimentalement pour
les temps τ0 et τ∞. On les compare avec la théorie approchée de l’Équation (3.2.1.10) et
la prédiction exactes données par l’Équations (S31) de l’Annexe B.2, où g est donnée tel
que P̂ (∆x, τ) = g(µ = (−ik)2, τ). On remarque que les temps longs sont inaccessibles
expérimentalement au-delà d’une seconde environ pour des raisons techniques : 1) aux
temps longs la particule micrométrique sort du champ de la caméra et 2) il n’y a pas
suffisamment de données pour mesurer de façon précise les déplacements pour des temps
τ > 4s.

Les données numériques sont en accord avec les mesures expérimentales visible pour de
petit déplacements. Cependant, il est claire que les données numériques permettent de
mesurer de plus grands déplacements et d’en déduire la non-gaussianité des queues des
distributions des déplacements parallèles. Aux temps courts τ0 devant le temps d’équi-
libre (Figure 3.2.4.(a) et (c)), l’approximation de l’Équation (3.2.1.10) semble correcte.
Par contre, aux temps longs (Figure 3.2.4.(b) et (d)), l’approximation semble surévaluer
les événements rares - i.e. les grands déplacements. Enfin, la théorie de l’Équation (S30)
(Annexe B.2) est en bon accord avec les données numériques aux temps courts des Fi-
gure 3.2.4.(a) et (c). Pour les temps longs, on ne peut pas vraiment conclure avec la
densité de probabilité seule.

Pour conclure, les simulations numériques montrent ici leur avantage et permettent de
valider la théorie là où les données expérimentales sont inaccessibles. Par contre, la mesure
de la densité de probabilité des déplacements n’est pas entièrement suffisante pour étudier
les effets du bruit multiplicatif et de la non-gaussianité. Nous avons besoin de mesurer plus
finement les effets présents sur les queues des distributions, représentatifs des événements
les plus rares. Une première approche consiste à étudier le moment d’ordre 2 de la densité
de probabilité des déplacements afin d’évaluer les changements éventuels induits par le
confinement.
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Définition 3.3 – Fonctions de Green

Les « fonctions » de Green ∗ sont les solutions fondamentales d’une équation dif-
férentielle (ED) ou équation aux dérivées partielles (EDP), linéaire à coefficients
constants. On les note G. Prenons un cas général d’une ED ou EDP linéaire où
p(x, t) est la distribution recherchée avec x ∈ R

n à n dimensions et t ∈ R. On
définit l’opérateur différentiel linéaire D et on écrit l’ED ou l’EDP selon :

D p(x, t) = f(x) , (3.2.1.11)

où f(x) est la source du champ p(x, t). La distribution p(x, t) doit vérifier la condi-
tion initiale x(t = 0) = s selon p(x = s, t) = δ(x−s), avec δ la distribution de Dirac.
Pour résoudre cette équation, on peut alors définir la fonction de Green G(x, s, t)
comme la réponse impulsionnelle de l’opérateur D au point s selon :

D G(x, s, t) = δ(x − s) . (3.2.1.12)

Si on intègre l’Équation (3.2.1.12) contre la source f(s) on obtient :

∫ D G(x, s, t)f(s)ds = ∫ δ(x − s)f(s)ds = f(x) (3.2.1.13)

Par linéarité de l’opérateur D, il peut être sorti de l’intégrale et on identifie à l’aide
de l’Équation (3.2.1.11) :

p(x, t) = ∫ G(x, s, t)f(s)ds . (3.2.1.14)

Ainsi, pour trouver la distribution p(x, t), il suffit de résoudre l’équation de Green
3.2.1.12 pour trouver G(x, s, t).

∗. Du nom de George Green qui les a introduits en 1828.

3.2.2 Déplacement quadratique moyen (DQM)

Le DQM, également appelé moment d’ordre 2 (voir Définition 3.2) peut être mesuré dans
le cas du mouvement brownien confiné. Comme étudié dans la Section 3.1.2, ce moment
est bien connu pour un mouvement brownien libre en milieu infini et vaut

√
2D0τ avec

D0 le coefficient de diffusion d’Einstein. En présence des parois, et donc avec un bruit
multiplicatif, les coefficients de diffusion Di(zt) de l’Équation (2.2.2.4), dépendent de
l’altitude de la particule zt. Pour calculer le moment d’ordre 2, reprenons l’équation de
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3.2. Effets du confinement

Langevin suramortie et intégrons-la selon :

∆x = ∫
τ

0

√
2Dx(zt)dBx,t , (3.2.2.1)

où dBx,t est l’incrément gaussien de moyenne nulle et d’écart-type
√
dt. À partir de cette

équation, le moment d’ordre 2 du déplacement ∆x = x(t + τ) − x(t) devient :

⟨∆x
2⟩ = ⟨2∫

τ

0

Dx(zt)dB2
x,t⟩ = 2 ⟨∫

τ

0

Dx(zt)dt⟩ , (3.2.2.2)

Les processus zt et dBx,t sont indépendants et l’on suppose à l’équilibre. Dans ce cas,
intégrer Dx(zt) sur le temps revient à intégrer Dx(zt) sur la distribution d’équilibre Peq

dans tout l’espace [−H,+H] accessible à la particule. Ainsi, on a :

⟨∆x
2⟩ = 2∫

H

−H
Dx(zt)Peq(zt)dzt ∫

τ

0

dt = 2⟨Dx(z)⟩τ . (3.2.2.3)

Pour le moment d’ordre 2 perpendiculaire ⟨∆z
2⟩, l’intégration de l’équation de Langevin

suramortie théorique sur la durée τ étant :

∆z = ∫
τ

0

√
2Dx(zt)dBz,t + ∫

τ

0

Feq(zt)
γz(zt)

dt , (3.2.2.4)

en moyennant son carré on trouve :

⟨∆z
2⟩ = 2 ⟨∫

τ

0

Dz(zt)dt⟩ + ⟨∫
τ

0

(
Feq(zt)
γz(zt)

)
2

dt
2⟩ . (3.2.2.5)

Lorsque τ → 0, on ne considère que l’ordre 1 en temps dt et on suppose l’équilibre ther-
modynamique. On trouve alors la même relation que pour le moment d’ordre 2 parallèle,
soit :

lim
τ→0

⟨∆z
2⟩ ≈ 2⟨Dz(zt)⟩0τ , (3.2.2.6)

avec ⟨⋅⟩0 la moyenne pondérée par la distribution d’équilibre Peq(z) donnée à l’Équa-
tion (3.2.1.5).

Enfin, aux temps longs τ∞, la trajectoire de la particule est limitée par l’espace dispo-
nible entre les parois présentes en −Hp et +Hp et par le potentiel V (z). On appelle τH le
temps nécessaire à la particule pour parcourir tout cet espace. Le DQM ⟨∆z

2⟩ converge
vers une valeur plateau donnée en moyennant le déplacement au carré ∆z

2 sur la den-
sité de probabilité des déplacements aux temps longs P (∆z, τ∞), de l’Équation (3.2.1.8),
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selon :

lim
τ→∞

⟨∆z
2⟩ = ∫

2H

−2H
(∆z)2P (∆z, τ∞)d(∆z) , (3.2.2.7)

où 2H = 2Hp − 2a est l’écart accessible par le centre de la particule entre les deux parois.
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Figure 3.2.5 – Déplacement quadratique moyen . . . . (DQM) pour les cas (a) parallèles
∆X = Xn(t + τ) −Xn(t) en points bleus et (b) perpendiculaire ∆Z = Zn(t + τ) − Zn(t)
en losanges verts, en fonction du temps τ . Ces données numériques sont issues des Ns

trajectoires (Xn, Zn) de pas de temps δt = 0.01 s et de longueur Nt = 10
6 points. En

traits noirs sont représentées les théories linéaires des Équations (3.2.2.3) et (3.2.2.6) et
en trait noir pointillé la valeur plateau de l’Équation (3.2.2.7).

En utilisant le même code permettant de calculer les moments, décrits dans la Sec-
tion 3.1.2, on mesure les moments d’ordre m = 2 des déplacements parallèles ∆X =

Xn+k − Xn et perpendiculaires ∆Z = Zn+k − Zn à partir des trajectoires (Xn, Zn) nu-
mériques avec t = nδt et τ = kδt. Sur la Figure 3.2.5.(a), les mesures numériques du
moment d’ordre 2 parallèles ⟨∆X

2⟩ sont représentées. Sur la Figure 3.2.5.(b), le moment
d’ordre 2 issu des simulations perpendiculaires Zn et les théories aux temps courts (voir
l’Équation (3.2.2.6)) et temps longs (voir l’Équation (3.2.2.7)). Les données numériques
sont en accord avec les théories énoncées plus hauts. Lorsque la particule est confinée, les
déplacements quadratiques moyens (DQM) restent linéaires en temps comme dans le cas
libre en milieu infini (2D0τ). Ceci signifie que le processus Xn est un processus stochas-
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3.3. Mesure de la non-gaussianité du mouvement brownien confiné

tique brownien malgré son caractère non gaussien présenté plus haut. De plus, le DQM
est totalement indépendant du processus perpendiculaire Zn et dépend uniquement de
la distribution d’équilibre Peq. Le DQM ne porte donc aucune trace de corrélation entre
les deux processus Xn et Zn. Enfin, aux temps longs τ > τeq ≈ 1 s, le DQM perpendi-
culaire atteint une valeur plateau. La limite spatiale entre les deux parois et le potentiel
contraignent la particule à ne pas voyager plus loin.

3.3 Mesure de la non-gaussianité du mouvement brow-

nien confiné

On sait que le mouvement brownien confiné n’est plus gaussien. La mesure du moment
d’ordre 2 ne donne pas d’information sur la non-gaussianité des déplacements. Dans cette
section, nous allons étudier une quantité particulière qui permet de mesurer les événements
rares à l’origine des déviations par rapport à la gaussienne : le quatrième cumulant.

3.3.1 Le quatrième cumulant

Définitions et application au mouvement brownien libre

Nous avons vu dans la Section 3.1.2 que les moments d’ordre m permettent d’étudier
les puissances m des déplacements moyens. Ceci permet de caractériser la densité de
probabilité gaussienne d’un déplacement brownien en milieu infini. Le moment d’ordre
m = 1 quantifie le transport alors que le moment d’ordre m = 2 quantifie plutôt la
diffusion. On peut calculer les moments d’ordres supérieurs m > 2 avec la relation de
l’Équation (3.1.2.5). On obtient alors les quatre premiers moments selon :

⟨x⟩ = Uτ ,

⟨x2⟩ = 2D0τ + U
2
τ
2
,

⟨x3⟩ = 6D0Uτ
2
+ U

3
τ
3
,

⟨x4⟩ = 12D
2
0τ

2
+ 12D0U

2
τ
3
+ U

4
τ
4
,

(3.3.1.1)

et en l’absence de sédimentation, i.e. U = 0, les Équations 3.3.1.1 deviennent :
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⟨x⟩ = 0 ,

⟨x2⟩ = 2D0τ ,

⟨x3⟩ = 0 ,

⟨x4⟩ = 12D
2
0τ

2
.

(3.3.1.2)

Il se trouve que les moments d’ordres impairs sont toujours nuls lorsque le mouvement est
purement brownien, sans dérive. Finalement, ⟨x⟩ caractérise le transport, ⟨x2⟩ la diffusion,
⟨x3⟩ l’asymétrie. . .

Introduisons une nouvelle quantité, très proche des moments, que l’on appelle cumulant
d’ordre m et que l’on définit mathématiquement à la Définition 3.4. Dans le cas d’un
mouvement brownien purement diffusif et gaussien, le cumulant d’ordre 4 s’écrit d’après
l’Équation (3.3.1.8) comme un écart entre le moment d’ordre 4 et le carré du moment
d’ordre 2 selon :

cx(4) = ⟨x4⟩c = ⟨x4⟩ − 3⟨x2⟩2 = 0 , (3.3.1.3)

puisque la moyenne ⟨x⟩ et le moment d’ordre 3 ⟨x3⟩ sont nuls. On peut généraliser que la
distribution gaussienne est la seule distribution pour laquelle tous les cumulants d’ordre
m > 2 sont nuls. Sous cet angle, le cumulant d’ordre 4 est un bon moyen de mesurer
directement les effets non gaussiens. Le cumulant permet de mesurer l’écart entre la
distribution et une gaussienne de variance ⟨x2⟩.
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Définition 3.4 – Cumulants
Les cumulants sont des coefficients ayant des rôles similaires aux moments (voir
Définition 3.2). On peut les définir à l’aide d’une fonction génératrice permettant
d’engendrer l’ensemble des cumulants cx(m) = ⟨xm⟩c, d’ordre m, associés à la dis-
tribution de probabilité P de la variable aléatoire (v.a.) x. L’indice c permet ici
d’en faire la distinction avec le moment d’ordre m qui s’écrit ⟨xm⟩. La fonction
génératrice des cumulants s’écrit :

Cx(q) ≡ ln {E [eqx]} , (3.3.1.4)

pour tout réel q où E [eqx] existe et E est l’espérance mathématique de la Définition
1.2. À l’aide d’un développement en série entière de l’exponentielle dans l’intégrale,
on peut réécrire cette équation selon :

Cx(q) =
∞

∑
k=1

⟨xk⟩c
q
k

k!
,

= qµ +
q
2

2
σ
2
+

q
3

6
⟨x3⟩c + . . . ,

(3.3.1.5)

où l’on note les deux termes particuliers, ⟨x⟩c = ⟨x⟩ = µ la valeur moyenne de x et
⟨x2⟩c = ⟨x2⟩− ⟨x⟩2 = σ

2 la variance de x. Cette fonction génère tous les cumulants.
Les cumulants ⟨xm⟩c peuvent être écrits en fonction des moments µx(m) = ⟨xm⟩
d’ordre m (voir Définition 3.2). En effet, la fonction génératrice des moments s’écrit :

Mx(q) = E [eqx] =
∞

∑
k=0

⟨xk⟩q
k

k!
= exp(

∞

∑
k=0

⟨xk⟩c
q
k

k!
) = exp (Cx(q)) . (3.3.1.6)

On peut relier les cumulants ⟨xm⟩c aux moments ⟨xm⟩ par la relation de récurrence :

⟨xm⟩c = ⟨xm⟩ −
m−1

∑
k=1

(m − 1
k − 1)⟨x

k⟩c ⟨xm−k⟩ . (3.3.1.7)

Ainsi, les quatre premiers cumulants sont :

⟨x⟩c = ⟨x⟩ = µ ,

⟨x2⟩c = ⟨x2⟩ − ⟨x2⟩2 = σ
2
,

⟨x3⟩c = ⟨x3⟩ − 3⟨x⟩⟨x2⟩ + 2⟨x⟩3 ,

⟨x4⟩c = ⟨x4⟩ − 4⟨x3⟩⟨x⟩ − 3⟨x2⟩2 + 12⟨x2⟩⟨x⟩2 − 6⟨x⟩4 .

(3.3.1.8)

104



3.3. Mesure de la non-gaussianité du mouvement brownien confiné

Application au mouvement brownien confiné

Reprenons le cas du mouvement brownien confiné et regardons les déplacements pa-
rallèles aux parois ∆x. Théoriquement, le cumulant 4 se calcule à partir des moments
d’après l’Équation (3.3.1.8) selon :

⟨∆x
4⟩c = ⟨∆x

4⟩ − 3⟨∆x
2⟩2 . (3.3.1.9)

Nos collaborateurs David Dean, Thomas Guérin et Arthur Alexandre ont développé la
théorie pour le système étudié du mouvement brownien confié par deux parois rigides [37,
90] (voir Annexes B.1 et B.2). Reprenons l’Équation (3.2.2.1) ∆xt = ∫ τ

0

√
2Dx(zt)dt où

exceptionnellement, j’indice le temps t sur le déplacement ∆x afin de pouvoir différen-
cier les temps d’intégrations dans la suite. En évaluant le moment d’ordre 4 à l’aide du
Théorème 1.2 on obtient :

⟨∆x
4⟩ = ⟨∆xs∆xt∆xu∆xv⟩ ,

= ⟨∆xs∆xt⟩⟨∆xu∆xv⟩ + ⟨∆xs∆xu⟩⟨∆xs∆xv⟩ + ⟨∆xs∆xv⟩⟨∆xt∆xu⟩ ,

= 3⟨∆xt∆xt′⟩2 .

(3.3.1.10)
En outre, comme le processus ⟨dB2

x,t⟩ = dt associé à la trajectoire xt, et zt sont indépen-
dants, le moment d’ordre 4 s’écrit :

⟨∆x
4⟩ = 12∫

τ

0

dt∫
τ

0

dt
′⟨Dx(zt)Dx(zt′)⟩ . (3.3.1.11)

Finalement, en regroupant les Équations (3.2.2.2) et (3.3.1.11) le cumulant d’ordre 4 de
l’Équation (3.3.1.9) se réécrit selon :

⟨∆x
4⟩c = 12∫

τ

0

dt∫
τ

0

dt
′ [⟨Dx(zt)Dx(zt′)⟩ − ⟨Dx(z)⟩20] , (3.3.1.12)

où ⟨⋅⟩0 indique la moyenne spatiale en z de l’argument sur la distribution d’équilibre
Peq(z). À partir de l’Équation (3.3.1.12), on peut montrer qu’aux temps courts τ → 0, on
obtient une limite asymptotique décrite selon [37, 90] :

lim
τ→0

⟨∆x
4⟩c ≃ 12 [⟨Dx(z)2⟩0 − ⟨Dx(z)⟩20] τ 2 . (3.3.1.13)

Le cumulant d’ordre 4 est quadratique en temps lorsque τ → 0. De plus, le coefficient
directeur ne dépend que de la variance de Dx(z) par rapport à la distribution d’équilibre
Peq(z) de l’Équation (3.2.1.5), comme dans [24]. Aux temps longs τ → ∞, on montre
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l’existence d’un régime linéaire en temps [37, 90] :

lim
τ→∞

⟨∆x
4⟩c ≃ 24 (D4τ − C4) , (3.3.1.14)

avec D4 et C4 des coefficients donnés par [37, 90] :

D4 = ⟨[J(z) exp(βV (z))]2
Dz(z)

⟩
0

avec J(z) = ∫
z

−H
exp (−βV (z′)) [Dx(z′) − ⟨Dx⟩0] ,

C4 = ⟨R2(z)⟩0 − ⟨R(z)⟩20 avec R(z) = ∫
z

−H

J(z′) exp (βV (z′))
Dz(z′)

.

(3.3.1.15)

Vérifions ces limites asymptotiques en mesurant le cumulant d’ordre 4 ⟨∆X
4⟩c à l’aide

des Ns densités de probabilité des déplacements P (∆X, τ) mesurées numériquement (voir
Figure 3.2.4) selon :

⟨∆X
4⟩c = ∫

2H

−2H
∆X

4
P (∆X, τ) d(∆X) − 3 [∫

2H

−2H
∆X

2
P (∆X, τ) d(∆X)]

2

, (3.3.1.16)

ce qui peut être calculé sous Python à l’aide de l’algorithme suivant :

# 10 points par decades sur le temps \tau
list_k_tau = np.array([], dtype=int)
for k in range(len(str(brown.Nt)) - 1):

list_k_tau = np.concatenate (( list_k_tau , np.arange(10 ** k, 10 ** (k
+ 1), 10 **k,dtype=int),))

# Calcul du cumulant 4
Cumulants = {}
Cumulants["<x4>"] = np.zeros(len(list_k_tau))
for n, k in enumerate(list_k_tau):

if k == 0:
Cumulants["<x4>"][n] = 0
continue

Xk_datas = brown.Xn[k:] - brown.Xn[:-k]
hist , Xi = np.histogram(Xk_datas , bins=bins , density=False)
Xi_centered = (Xi[1:] + Xi[:-1]) / 2
P_Xi = hist/np.trapz(hist ,Xi_centered)
Cumulants["<x4>"][n] = np.trapz(Xi_centered ** 4 * P_Xi , Xi_centered)

- 3 (np.trapz(Xi_centered ** 2 * P_Xi ,
Xi_centered))

Sur la Figure 3.3.1.(a) est tracé le cumulant d’ordre 4 des déplacements parallèles aux pa-
rois mesuré à partir des densités de probabilité P (∆X, τ) de la Figure 3.2.4. On compare
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le quatrième cumulant numérique et expérimentale avec la théorie complète de l’Équa-
tion (3.3.1.12) et ses développements asymptotiques des Équations (3.3.1.13) et (3.3.1.14).
Les mesures expérimentales, effectuées par Maxime Lavaud et Nicolas Fares, permettent
de valider la théorie aux temps courts jusqu’à τ = 1 s. Par contre, elles ne permettent pas
de vérifier toute la théorie du fait du manque de données expérimentales aux temps longs.
Les données numériques, quant à elles, sont en accord avec la théorie complète et ses déve-
loppements asymptotiques, et permettent ainsi de valider les prédictions théoriques et de
prolonger l’expérience physique. Il se trouve que le quatrième cumulant parallèle n’est pas
évident à mesurer aux temps longs. En effet, le cumulant d’ordre 4 mesure des évènements
très rares présents sur les queues des distributions de la Figure 3.2.4. Nous verrons plus
loin et en détail comment mesurer efficacement le cumulant d’ordre 4 parallèle.

En ce qui concerne le quatrième cumulant transversal ⟨∆z
4⟩c, il n’est pas nécessaire

pour appréhender le mouvement brownien confiné, mais il est intéressant à étudier par
curiosité et complétude. En effet, aux temps longs, on s’attend à ce que les déplacements
perpendiculaires ∆z saturent de la même manière que pour le DQM de l’Équation (3.2.2.7)
du fait du confinement et du potentiel. Dans ce cas, la limite aux temps longs τ → ∞

s’écrit :

lim
τ→∞

⟨∆z
4⟩c = ∫

2H

−2H
(∆z)4P (∆z, τ∞)d(∆z) , (3.3.1.17)

avec P (∆z, τ∞) la densité de probabilité des déplacements aux temps longs donnée à
l’Équation (3.2.1.8). Le cumulant d’ordre 4 aux temps courts τ → 0 est de la même forme
que pour le cas parallèle. En effet, pour le déplacement ∆zt = ∫ τ

0
[
√
2Dz(zt)dt + Ueq(zt)dt]

avec Ueq(zt) =
Feq(zt)
γz(zt)

, et en appliquant la relation de l’Équation (3.3.1.10), le moment
d’ordre 4 s’écrit :

⟨∆z
4⟩ = 3⟨∆zt∆zt′⟩2 . (3.3.1.18)

Au temps court τ → 0, on néglige les termes d’ordres supérieurs à dt et donc :

lim
τ→0

⟨∆z
4⟩ ≈ 3 ⟨∫

τ

0

√
2Dz(zt)dt∫

τ

0

√
2Dz(zt′)dt′⟩

2

,

= 12 ⟨∫
τ

0

dt∫
τ

0

dt
′ [Dz(zt)Dz(zt′)]⟩ .

(3.3.1.19)

En utilisant le moment d’ordre 2 de l’Équation (3.2.2.6) et le moment d’ordre 4 de l’Équa-
tion (3.3.1.19), le quatrième cumulant ⟨∆z

4⟩c = ⟨∆z
4⟩−3⟨∆z

2⟩2 au temps court devient :

lim
τ→0

⟨∆z
4⟩c = 12∫

τ

0

dt∫
τ

0

dt
′ [⟨Dz(zt)Dz(zt′)⟩ − ⟨Dz(z)⟩20] . (3.3.1.20)

Finalement, aux temps courts, comme les trajectoires sont simulées à partir de l’équi-
libre thermodynamique, on peut lever la dépendance en temps dans Dz(z) et calculer la
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moyenne à partir de la distribution d’équilibre Peq(z). Le cumulant d’ordre 4 aux temps
courts devient alors :

lim
τ→0

⟨∆z
4⟩c ≃ 12 [⟨D2

z⟩0 − ⟨Dz⟩20] τ 2 . (3.3.1.21)
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Figure 3.3.1 – Cumulant d’ordre 4 calculé sur les déplacements (a) parallèles ∆X =

Xn(t + τ) − Xn(t) en points bleus à l’aide de Ns = 2 ⋅ 106 trajectoires et (b) perpendi-
culaire ∆Z = Zn(t + τ) − Zn(t) en losanges verts à l’aide de Ns = 100 trajectoires, en
fonction du temps τ . Ces données numériques sont issues des Ns trajectoires (Xn, Zn)
de pas de temps δt = 0.01 s et de longueur Nt = 10

6 points. En traits noirs sont re-
présentés les limites asymptotiques théoriques aux temps courts du quatrième cumulant
lim
τ→0

⟨∆x
4⟩c et lim

τ→0
⟨∆z

4⟩c données par les Équations (3.3.1.13) et (3.3.1.21), en tirets noirs

la limite asymptotique théorique aux temps longs lim
τ→∞

⟨∆x
4⟩c, de l’Équation (3.3.1.14) et

en pointillés noirs la valeur plateau pour le cumulant d’ordre 4 transversal lim
τ→∞

⟨∆z
4⟩c de

l’Équation (3.3.1.17). La ligne orange correspond à la théorie complète issue de l’Équa-
tion (3.3.1.12) résolue numériquement.

Les résultats théoriques des Équations (3.3.1.17) et (3.3.1.21) sont tracés sur la Fi-
gure 3.3.1.(b) et comparés avec le quatrième cumulant ⟨∆Z

4⟩c, mesuré à partir des den-
sités de probabilité des déplacements P (∆Z, τ) de la Figure 3.2.3. Les asymptotes théo-
riques sont en accord avec les mesures numériques. Aux temps courts, le quatrième cumu-
lant est quadratique en temps et la pente dépend de la variance du coefficient de diffusion
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perpendiculaire Dz(z) sur la distribution d’équilibre. Aux temps longs, il n’est pas diffi-
cile de mesurer le quatrième cumulant perpendiculaire puisque la densité de probabilité
des déplacements P (∆z, τ) converge vers une densité de probabilité limite lim

τ→∞
P (∆z, τ)

connue. En effet, les déplacements ∆z saturent, et donc la densité de probabilité reste
constante en fonction du temps. C’est pourquoi nous n’avons utilisé que Ns = 100 trajec-
toires pour calculer les cumulants d’ordre 4 perpendiculaires.

La kurtosis

Introduisons la kurtosis κ, que l’on appelle également coefficient d’aplatissement, et
qui correspond au moment d’ordre 4 (voir Définition 3.2) divisé par le carré du moment
d’ordre 2 selon :

κ(τ) = ⟨∆x
4⟩

⟨∆x2⟩2 . (3.3.1.22)

Dans le cas d’une distribution gaussienne, en utilisant l’Équation (3.3.1.2), la kurtosis est
constante et elle vaut κ(τ) = 12D

2
0τ

2

(2D0τ)2
= 3 pour tout temps τ . Il est courant de retrancher

la valeur 3 à la kurtosis ci-dessus afin de définir la kurtosis renormalisée K(τ) = κ(τ)− 3,
également appelée excès d’aplatissement. Il se trouve que lorsque l’on divise le cumulant
d’ordre 4 de l’Équation (3.3.1.9) par le carré du moment d’ordre 2, on retrouve la kurtosis
normalisée K selon :

K(τ) = ⟨∆x
4⟩c

⟨∆x2⟩2 =
⟨∆x

4⟩ − 3⟨∆x
2⟩2

⟨∆x2⟩2 = κ(τ) − 3 . (3.3.1.23)

On préfère alors travailler avec la kurtosis normalisée ci-dessus, car cette dernière est nulle
lorsque la distribution est gaussienne. La kurtosis normalisée K permet de considérer la
loi gaussienne comme un étalon de référence. Dans le cas du mouvement brownien confiné,
K permet directement de mettre en évidence la manière dont les événements rares dévient
de la gaussienne de référence de variance 2⟨Dx⟩0τ et donc de mesurer la non-gaussianité
peu visible sur la Figure 3.2.4. Dans la suite, afin de simplifier le discours, lorsque nous
emploierons le terme « kurtosis » nous ne ferons plus que référence à la kurtosis normalisée
K et on conservera la notation K.

Aux temps courts, en utilisant les Équations (3.2.2.3) et (3.3.1.13) la kurtosis K devient
constante selon :

lim
τ→0

K = 3 [⟨D
2
x⟩0

⟨Dx⟩20
− 1] ≈ 0.084 , (3.3.1.24)
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et aux temps long, avec les Équations (3.2.2.3) et (3.3.1.14), la kurtosis décroit en 1

τ
selon :

lim
τ→0

K(τ) ≃ 6
D4

⟨Dx⟩20
τ
−1

. (3.3.1.25)

On vérifie ces prédictions théoriques sur la Figure 3.3.2 avec les données numériques
et expérimentales. Aux temps courts, on retrouve bien un plateau à K = 0.084, puis la
kurtosis mesuré sur les données numériques diminue en 1

τ
aux temps longs comme prétendu

par la prédiction théorie. Tout particulièrement, les simulations numériques permettent de
valider la prédiction théorique et ses développements asymptotiques au-delà des mesures
expérimentales, et de mettre en évidence l’existence d’un régime particulier au temps long.

10−2 10−1 100 101 102 103

τ (s)

10−3

10−2

10−1

K

1

-1

Figure 3.3.2 – Kurtosis normalisée K =
⟨∆x

4⟩c
⟨∆x2⟩2 en fonction du temps τ pour les déplace-

ments parallèles. Les mesures numériques sont représentées en points bleus, les mesures
expérimentales en étoiles marrons, la théorie complète en ligne orange et le développement
asymptotique aux temps longs en tirets noirs et qui décroît en 1/τ .

Finalement, la kurtosis K montre que le mouvement n’est plus gaussien puisque K ≠ 0

dans la gamme de temps étudiés τ ∈ [0.01, 300] s. Par contre, aux temps longs, la kurtosis
décroit en 1/τ et donc tend vers zéro. Nos collaborateurs ont montré théoriquement [37,
90] (voir Section B.2) que la densité de probabilité des déplacements aux temps longs
peut s’écrire P (∆x, τ∞) ∼ exp (f(∆x/τ)), où f est une fonction gaussienne décalée. Le
coefficient de diffusion effectif de cette gaussienne est donné par :

Dx,τ∞ = max [ D0

√
lB∆x

2
√
D0ντ +

√
lB∆x

] , (3.3.1.26)
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avec ν =
9a

16
(voir Section I.G de l’Annexe B.2). Ainsi, aux temps longs, les queues des

distributions, correspondant à de très grands déplacements, sont gaussiennes. Jusqu’alors,
il avait été suggéré que les queues des distributions étaient plutôt exponentielles [24]
pour des systèmes comme le nôtre. Les queues gaussiennes de notre système contrastent
ainsi avec le cas des marches aléatoires en temps continu [91], et de la diffusion dans les
milieux désordonnés confinés [33, 92, 93] ou les systèmes vitreux [94, 95], où les queues
exponentielles sont présentes.

3.3.2 Convergence et méthodes de mesure

Nous avons vu que le quatrième cumulant ⟨∆X
4⟩c, des déplacements parallèles ∆X,

est calculé à l’aide de l’Équation (3.3.1.16) en utilisant les histogrammes cumulés issus
des Ns trajectoires de l’Équation (3.2.1.9) que l’on rappelle ici :

P (∆X, τ) = 1

Ns

Ns

∑
k=1

P
(k)(∆X, τ) , (3.3.2.1)

où P
(k)(∆X, τ) est l’histogramme des déplacements de la k-ième trajectoire. On appellera

cette méthode M1. On peut la comparer avec la méthode avec laquelle on calcule le qua-
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10−33

10−31

10−29

10−27

10−25

10−23

10−21

〈∆
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4
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τ1 τ2
τ3

τ4
1

2

1
1

M1

M2

Figure 3.3.3 – Quatrième cumulant ⟨∆X
4⟩c des déplacements horizontaux ∆X en fonc-

tion du décalage temporel τ , obtenu par la méthode M1 à l’aide des Équations (3.3.1.16)
et (3.3.2.1) (points bleus). À titre de comparaison, nous montrons également les résultats
de la méthode M2 (pentagones violets) pour calculer les quatrièmes cumulants à partir des
trajectoires individuelles et l’Équation (3.3.2.2). Les flèches indiquent les quatre durées,
τ1 = 0.01 s, τ2 = 23.29 s, τ3 = 95.4 s et τ4 = 193.06 s, étudiées.

trième cumulant pour chaque trajectoire que l’on moyenne ensuite sur les Ns trajectoires
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selon :

⟨∆X
4⟩c =

1

Ns

Ns

∑
k=1

⟨∆X
4⟩(k)c , (3.3.2.2)

où ⟨∆X
4⟩(k)c est le quatrième cumulant de la k-ième trajectoire. On nommera cette mé-

thode M2. Sur la Figure 3.3.3 est tracée le cumulant d’ordre 4 calculé à partir des deux
méthodes données par les Équations (3.3.2.1) et (3.3.2.2) et mesurés à partir du même
nombre de trajectoires Ns = 2.1 ⋅ 106. Ces deux méthodes sont comparées aux dévelop-
pements asymptotiques théoriques données par les Équations (3.3.1.13) et (3.3.1.14). Ce
graphique met en évidence que la méthode M2 est en échec pour les temps longs et donc
que la méthode usuelle ne fonctionne pas pour le calcul des cumulants d’ordre supérieur.
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(d)τ4 = 193.06 s

Figure 3.3.4 – Densité de probabilité P (∆X, τ) de déplacement horizontal ∆X, obtenues
à partir de simulations numériques (points bleus) en faisant la moyenne des densités de
probabilité individuelles des Ns = 2.1 ⋅ 106 trajectoires. On considère quatre temps :
(a) τ1 = 0.01 s, (b) τ2 = 23.29 s, (c) τ3 = 95.4 s et (d) τ4 = 193.06 s. À titre de
comparaison sont représentées les densités de probabilité des déplacements (pentagones
violets) calculées à partir d’une seule trajectoire. Les lignes noires pleines correspondent à
l’Équation (3.2.1.10), et les pointillés bleus correspondent à des distributions gaussiennes
de moyenne nulle et de variance 2⟨Dx⟩0τ .
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Pour comprendre l’origine de cet écart, on peut étudier les méthodes de mesure pour
quatre temps en particulier : τ1 = 0.01 s, choisi comme référence pour les temps courts où
la mesure du quatrième cumulant est toujours valide, τ2 = 23.29 s, un cas critique pour la
méthode M2, puis τ3 = 95.4 s et τ4 = 193.06 s, pour lesquelles la méthode M2 n’est plus
valide. Comme on l’a vu à l’Équation (3.3.1.16), on utilise les moments d’ordre m = {2, 4}
pour calculer le quatrième cumulant. Ainsi, les moments sont mesurés à l’aide des dépla-
cements ∆X d’ordre m intégrés sur les densités de probabilité P (∆X, τ) mesurées. Sur
la Figure 3.3.4, on compare les densités de probabilité P (∆X, τi) des déplacements ∆X,
calculées à partir d’une seule trajectoire et à partir de Ns trajectoires, pour les quatre
durées étudiées τi = {τ1, τ2, τ3, τ4}. On peut voir que les événements les plus rares (i.e
les déplacements les plus grands) ne sont pas correctement mesurés sur une trajectoire
simple et ceci est d’autant plus visible lorsque τ augmente. Comme la mesure du qua-
trième cumulant revient à mesurer la déviation entre la gaussienne et la distribution des
déplacements mesurés, ce sont les événements les plus rares qui ont le plus de poids. Ainsi
la méthode M2 revient à moyenner des mesures erronées, car elles sont réalisées sur des
densités de probabilité de déplacement tronquées. En effet, avec une seule trajectoire de
10

6 points, il n’est pas possible de mesurer des événements très rares comme on peut le
voir sur la Figure 3.3.4.

Étudions la convergence des mesures du quatrième cumulant parallèle ⟨∆X
4⟩c en fonc-

tion du nombre de trajectoires Ns. On les représente sur la Figure 3.3.5, pour les méthodes
M1 de l’Équation (3.3.2.1) et M2 de l´Équation (3.3.2.2), pour les quatre durées τi étu-
diées. On compare les mesures avec la valeur attendue aux temps courts τ1, calculée
avec l’Équation (3.3.1.13) et celles aux temps longs {τ2, τ3, τ4}, calculée à l’aide de l’Équa-
tion (3.3.1.14). On peut voir que toutes les méthodes convergent vers une valeur constante
à partir de Ns = 10

5 trajectoires. Les résultats de la méthode M1 convergent toujours vers
la valeur attendue. Par contre, pour la méthode M2, les données convergent vers des va-
leurs erronées aux temps longs {τ2, τ3, τ4} et l’erreur augmente avec le temps τi. Pour être
exacte, la méthode M1 devrait pouvoir donner les mêmes résultats que la méthode M2.
Cependant, celle-ci nécessiterait de faire une trajectoire unique aussi longue que toutes
les données utilisées pour la méthode M1, soit Nt ×Ns = 2.10

12 points. Cela reviendrait à
faire les calculs avec une densité de probabilité de déplacement similaire à celles obtenues
sur la Figure 3.3.4 pour Ns trajectoires ; et les évènements rares seraient alors correcte-
ment observés. Néanmoins, sans même penser aux problèmes liés à la propagation des
erreurs lors de l’intégration de Langevin (voir Section 2.3.2), cette longue trajectoire de
10

12 points représenterait, en utilisant des float 6, environs 10 Téraoctet 7 de données à
stocker pour pouvoir accéder au temps long. Bien que cela soit techniquement réalisable

6. Nombres à virgule flottants précis jusqu’à 7 décimales et encodés sur 32 bits.
7. Soit 10

13 Octet avec 1 octet = 8 bits.
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en téléversant les données de la mémoire vive au disque dur régulièrement, il est possible
d’utiliser une meilleure méthode.

Au contraire, la méthode M1 à l’avantage de cumuler les histogrammes de déplacement,
permettant ainsi de mieux gérer l’espace de stockage des données numériques. Cette mé-
thode permet également de diminuer la propagation des erreurs de troncatures liées à
l’intégration numérique (voir Section 2.2.2). Enfin, cette méthode a l’avantage de pouvoir
calculer des trajectoires en parallèle afin de cumuler des données plus rapidement (voir
Section 2.3.2). C’est pourquoi nous avons utilisé le Meso Centre de Calcul Intensif d’Aqui-
taine (MCIA), qui est un serveur de calcul en parallèle, afin d’obtenir toutes les données
numériques nécessaires en seulement 2 heures ; alors que sur un seul cœur, cela pourrait
prendre 17 mois. En effet, sur le MCIA, comme chaque nœud possède 32 cœurs et on
en utilise jusqu’à 200 nœuds, on obtient un total de N♡ = 6400 cœurs. Par linéarité, si
on suppose que chaque trajectoire est calculée par un cœur, on gagne alors environs un
facteur 6400 sur le temps de calcul. De plus, sans l’optimisation réalisée grâce à Cython
où l’on gagne un facteur 1600 sur le temps de calcul (voir Section 2.3.1) ; les simulations
auraient pris 4 mois sur le MCIA – soit 2133 ans sur un seul cœur. L’ensemble de ces
temps de calcul sont résumés sur le Tableau 3.1. Cette façon d’estimer le cumulant d’ordre
4 n’est pas évidente au premier abord, ce qui a longtemps compliqué la validation de la
théorie par la simulation numérique.

Langage
N♡ 1 6400

tPython 2133 ans 4 mois
tCython 17 mois 2 h

Tableau 3.1 – Temps de calcul ti, pour calculer Ns×Nt = 2.10
12 déplacements brownien

discret, en fonction du langage utilisé i = {Python,Cython} (voir Section 2.3.1) et du
nombre de cœurs N♡ = {1, 6400} (voir Section 2.3.2). La valeur N♡ = 6400 correspond
au nombre de cœurs utilisés sur le Meso Centre de Calcul Intensif d’Aquitaine (MCIA).

On peut tirer trois enseignements majeurs de cette étude de convergence. 1) Les mesures
du quatrième cumulant parallèle ⟨∆X

4⟩c convergent à partir de Ns = 10
5 trajectoires, ce

qui signifie qu’il n’est pas utile d’augmenter le nombre de trajectoires Ns pour obtenir
plus de données. 2) La méthode M2 n’est pas appropriée pour compter les événements
rares et ne permet donc pas de mesurer le cumulant d’ordre 4 aux temps longs, dans le
régime linéaire en temps. 3) Pour mesurer le quatrième cumulant pour des temps τ > 10

3,
à l’aide de la méthode M1, il faudrait augmenter la taille Nt de chaque trajectoire.

Finalement, la mesure du quatrième cumulant aux temps longs est réalisable en calcu-
lant une trajectoire extrêmement longue par rapport à la rareté des événements que l’on
souhaite échantillonner. Dans notre cas, cela correspond à une trajectoire de plus de 10

11
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points. Dans les faits, cette mesure est réalisée à l’aide d’un grand nombre de trajectoires
(Ns = 2 ⋅ 106) de petite taille (Nt = 10

6 points), afin de cumuler les données calculées
séparément, tout en minimisant les erreurs numériques de simulation, comme étudié au
Chapitre 2.

Concernant le quatrième cumulant perpendiculaire ⟨∆Z
4⟩c, du fait que la distribution

des déplacements P (∆X, τ) est clairement non gaussienne pour tout temps τ , comme
on l’a vu sur la Figure 3.2.3, et qu’au temps long, la distribution n’évolue plus avec le
temps, les événements non gaussiens sont moins rares. De ce fait, la mesure de la déviation
entre la gaussienne de référence de variance 2⟨Dz⟩0τ et la distribution mesurée converge
rapidement vers la valeur attendue. C’est la raison pour laquelle il est possible d’obtenir
le résultat de la Figure 3.3.1.(b) avec seulement Ns = 100 trajectoires.
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Figure 3.3.5 – Quatrième cumulant ⟨∆X
4⟩c du déplacement horizontal ∆X en fonction

du nombre Ns de simulations, calculé pour quatre délais différents {τ1, τ2, τ3, τ4} comme
indiqué sur la Figure 3.3.3. Dans l’ensemble des graphiques, les points bleus correspondent
à la méthode M1 de calcul du quatrième cumulant donnée par les Équations (3.2.1.9)
et (3.3.1.16). À titre de comparaison, les pentagones violets correspondent à la même
quantité calculée à partir des trajectoires individuelles de la méthode M2. Les lignes
pleines correspondent aux valeurs asymptotiques attendues aux temps courts τ1 à l’aide
de l’Équation (3.3.1.13) et en pointillés celles pour les temps longs τ2, τ3 et τ4, à partir de
l’Équation (3.3.1.14).
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3.4 Conclusion chapitre 3

Dans ce chapitre, nous avons étudié les observables du mouvement brownien couram-
ment employées : les distributions des déplacements et les moments de la distribution.
Nous avons défini ces quantités dans le cas connu du mouvement brownien en milieu in-
fini afin qu’il serve d’étalon pour la modélisation numérique et l’analyse du mouvement
brownien confiné par deux parois rigides.

On a vu que le déplacement d’une particule brownienne confinée ne suit plus une loi de
distribution gaussienne du fait de la présence du bruit multiplicatif (voir Section 1.3.3).
La non-gaussianité apparaît en particulier sur les queues des distributions et donc pour
des grands déplacements qui sont des événements rares. La mesure du moment d’ordre 2

(DQM) ne permet pas de mettre en évidence la non-gaussianité du mouvement brownien
confiné puisqu’il reste linéaire en temps comme dans le cas en milieu infini. Nous avons
alors défini et étudié le cumulant d’ordre 4, afin de mettre en évidence la non-gaussianité
des déplacements, qui ne semblait pas explicitement être le cas pour les déplacements
parallèles. En effet, le quatrième cumulant permet de mesurer la déviation de la distri-
bution par rapport à une gaussienne de référence. En effectuant une renormalisation du
quatrième cumulant par le carré du DQM, on a pu mesurer la kurtosis normalisée, per-
mettant une mesure quantitative de la non-gaussianité du mouvement brownien confiné et
particulièrement d’évaluer le comportement des déplacements qui ne sont plus gaussiens.
Nous avons alors conclu qu’aux temps longs, les queues des distributions sont gaussiennes
alors que les distributions ne le sont pas. Ceci contraste avec la littérature, qui trouve
des queues exponentielles dans des systèmes proches du nôtre. Le quatrième cumulant
et la kurtosis normalisée contiennent des informations supplémentaires sur la dynamique
du système permettant d’améliorer l’étude des forces et des propriétés de transport lo-
cal [16]. De plus, le travail numérique a permis de vérifier la théorie développée par nos
collaborateurs à des temps longs, qui n’est pas vérifiée par l’expérience, faute de données
statistiques. Ceci a été rendu possible grâce à l’accumulation d’histogramme des dépla-
cements, permettant alors de correctement estimer des cumulants d’ordre supérieur, et
à l’effort conséquent d’optimisation numérique. Finalement, la simulation numérique que
j’ai développée, imite et prolonge même les expériences réelles, de manière robuste, faisant
de ces simulations numériques de véritables « expériences numériques » – et est donc un
outil privilégié pour l’étude des colloïdes confinés.

117





CONCLUSION GÉNÉRALE

Synthèse

Dans ce manuscrit de thèse, on a exploré et étudié numériquement le mouvement brow-
nien confiné, dans le but de comprendre l’influence du confinement et de le comparer au
cas classique du milieu infini. Le Chapitre 1 a retracé l’évolution historique du mouvement
brownien depuis ses prémisses jusqu’à la formulation de la théorie par A. Einstein. On a
constaté que le mouvement brownien classique est un type particulier de marche aléatoire,
qui suit une loi de distribution gaussienne. Bien que le mouvement brownien libre soit
bien compris de nos jours, il ne correspond pas aux observations d’objets microscopiques
confinés que l’on retrouve dans la nature. C’est pourquoi, l’étude du confinement d’une
particule brownienne, en particulier près d’une paroi rigide, suscite un grand intérêt de
nos jours. En présence du confinement, la particule subit d’une part une force liée à son
interaction avec la paroi, et d’autre part une augmentation de la friction ressentie par la
particule à mesure qu’elle se rapproche de la paroi. Par conséquent, le processus aléatoire
subit des modifications, conduisant à l’apparition d’un bruit multiplicatif.

Dans le Chapitre 2, on a présenté un algorithme accessible, simple et robuste permet-
tant de simuler un mouvement brownien dans un environnement infini ou confiné. Pour ce
faire, on a examiné le principe de génération de nombres aléatoires numériques nécessaire
à la modélisation de la force aléatoire dans l’équation de Langevin. Puis, on a étudié la dis-
crétisation numérique de cette équation pour simuler une trajectoire brownienne confinée.
Le mouvement brownien étant aléatoire, on utilise une importante quantité de données
pour l’étudier. Ainsi, dans l’objectif de réduire le temps de calcul et de permettre la simu-
lation d’un grand nombre de trajectoires, j’ai également consacré des efforts significatifs
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à l’optimisation de l’algorithme qui simule le mouvement brownien.

Finalement, dans le Chapitre 3, on a évalué les grandeurs statistiques du mouvement
brownien confiné, ainsi que leur convergence. Cela a été réalisé en utilisant les distri-
butions des déplacements issues des trajectoires générées par les méthodes numériques
décrites dans le Chapitre 2. On a observé que, bien que les trajectoires soient simulées à
l’aide de nombres aléatoires gaussiens, le mouvement brownien confiné ne présente plus de
distribution gaussienne de déplacement. Les événements rares, situés aux extrémités des
distributions, se manifestent plus fréquemment en présence de parois rigides, en raison
du bruit multiplicatif. Cet effet n’affecte pas les déplacements quadratiques moyens, qui
restent linéaires en temps. Seul le coefficient directeur de cette loi linéaire est affecté par la
présence des parois. Il a été possible de montrer et de quantifier les effets du confinement
à l’aide du cumulant d’ordre 4 qui permet de mesurer la déviation de la loi de distribution
des déplacements par rapport à une gaussienne de référence. Lorsque la loi de distribution
n’est plus gaussienne, le quatrième cumulant n’est pas nul. Les simulations numériques
ont permis de confirmer les prédictions théoriques de nos collaborateurs et de poursuivre
les mesures expérimentales, sans recourir à des ajustements de paramètres. Cette avancée
a été rendue possible grâce à l’optimisation du calcul numérique pour rendre les expé-
riences numériques réalisable temporellement et à la méthode d’analyse permettant de
correctement échantillonner les évènements rares.

En conclusion, on a bien établi que le confinement d’une particule brownienne modifie
la distribution des déplacements. Le mouvement ne suit alors plus une loi de distribution
gaussienne. On a identifié une méthode pour quantifier la non-gaussianité, et une technique
pour mesurer cet effet subtil qui a permit de valider la théorie.

Spécificité de notre démarche

J’ai opté pour une approche numérique afin de surmonter les limitations temporelles et
techniques souvent rencontrées expérimentalement. En effet, dans le cadre expérimental,
la particule réelle sort du champ de la caméra à de longues durées d’expérience, rendant
difficile, voir impossible, les mesures aux temps longs et donc la détection robuste des
évènements rares. De plus, on a vu que le quatrième cumulant constitue une mesure précise
des non-gaussianités, nécessitant une quantité significative de données. Cette contrainte a
pu être contournée grâce à l’approche numérique. L’optimisation de l’algorithme présenté
dans ce manuscrit a permis de diminuer le temps de calcul d’une trajectoire et d’effectuer
la simulation en parallèle d’un très grand nombre de trajectoires indépendantes. Cela a
facilité l’obtention de mesures du quatrième cumulant sur des durées plus étendues.
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Par ailleurs, on a délibérément choisi de développer des simulations numériques aussi
fidèles que possible à la réalité mesurée expérimentalement, en nous appuyant sur les
travaux de M. Lavaud et N. Farès [16, 37, 88, 90]. D’une part, les mesures expérimentales
ont confirmé que le modèle numérique choisi et décrit dans la Section 2.2 reflète la réalité
ce qui justifie son utilisation. D’autre part, le rayon a de la particule, la constante B

d’interaction des charges de surfaces sphère-plan, la longueur de Boltzmann lB, la longueur
de Debye lD, la hauteur d’une paroi H par rapport au centre de la cellule d’étude, la
viscosité η0 du fluide et la température T du milieu sont mesurés expérimentalement et
intégrés en tant que paramètres d’entrée dans l’algorithme de simulation du mouvement
brownien confiné. Cette approche nous permet de considérer les simulations numériques
comme une extension des expériences, comblant ainsi les limites expérimentales.

Exploitation de l’algorithme et perspectives

J’ai décidé de rendre l’algorithme que j’ai développé au cours de ma thèse accessible
en libre accès, disponible en ligne sur la plateforme web Github �

8. L’objectif est de
partager mes travaux de thèse avec le public. La science ouverte repose sur l’initiative des
chercheurs eux-mêmes, et vise à rendre des hypothèses, des protocoles et des méthodes
accessible et ouverts à la critique, à la discussion et à l’amélioration par l’ensemble de la
communauté. Elle offre également la possibilité de partager et d’enseigner ses travaux. Ces
valeurs revêtent une importance essentielle à mes yeux. Le code que j’ai élaboré constitue
une base initiale pouvant susciter de nouvelles idées, servir de point de départ pour le
développement d’un nouvel algorithme étudiant d’autres cas de mouvement brownien en
interaction et confiné. De plus, l’algorithme est conçu de manière orientée objet dans la
perspective qu’il puisse éventuellement être amélioré et proposé sous la forme d’un logi-
ciel ou d’une bibliothèque de simulation du mouvement brownien. Il pourrait également
contribuer à l’apprentissage des méthodes numériques en physique et dans le domaine
scientifique.

En perspectives, il est envisageable d’utiliser l’algorithme de simulation du mouvement
brownien confiné comme une reproduction quasi-parfaite de la configuration expérimen-
tale de mon équipe de thèse. Dans les situations où des questions ou des observations
inconnues surgissent, l’utilisation de simulations numériques pourrait s’avérer appropriée.
Actuellement, l’algorithme peut être modifié pour changer les types de forces conservatives
en jeu et ajuster le coefficient de diffusion au problème souhaité. Cependant, l’implémen-
tation des interactions hydrodynamiques est plus délicate. J’ai eu l’occasion de collaborer

8. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion.
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sur un projet avec Alexandre Vilquin et Joshua McGraw visant à élucider l’origine de leurs
observations expérimentales à l’ESPCI Paris sur le couplage entre la diffusion et l’advec-
tion d’un ensemble de nanoparticules dans un canal en écoulement [96]. En nous inspirant
de mon algorithme présenté dans ce manuscrit et du cours du Pr. Ryoichi Yamamoto dis-
ponible sur Github � [97], nous avons simulé un ensemble de particules browniennes en
interactions. Nous avons pu montrer qu’en considérant seulement des interactions de type
Lennard-Jones, on n’expliquait pas les observations expérimentales. Il faut alors consi-
dérer des interactions hydrodynamiques entre les particules. À l’aide des travaux sur le
mouvement brownien confiné, nous savons que les interactions hydrodynamiques entre les
particules ajoutent dans l’équation de Langevin des forces hydrodynamiques connues. Ce-
pendant, les interactions hydrodynamiques altèrent le bruit gaussien présent dans la force
stochastique, tout comme la présence de parois étudiée dans ce manuscrit. Il faut alors
calculer le bruit créé par l’ensemble des particules voisines, pour chaque situation donnée.
Il se trouve que la toolbox Hoomd blue [98], qui résout des systèmes à n particules à l’aide
de l’équation de Stokes, a récemment implémenté la méthode Langevin permettant de
résoudre des systèmes dynamiques à n particules browniennes - ce qui constitue donc une
piste d’extension de mon travail pour le futur.

Pour finir, il est envisageable d’utiliser ou de s’inspirer de l’algorithme présenté dans ce
manuscrit pour des systèmes à une particule plus complexes. D’une part, on peut explorer
le cas de particules actives, telles que des bactéries, capables de choisir une direction pri-
vilégiée tout en étant soumises au mouvement brownien. L’objectif serait de comprendre
le couplage entre la diffusivité de telles particules et leur activité interne, tout en étudiant
la gaussianité des déplacements en confinement. D’autre part, il serait intéressant de
modifier les propriétés de confinement d’une particule brownienne inerte, par exemple en
étudiant le cas de parois molles plus fréquemment rencontrées dans des systèmes naturels.
En biologie, les membranes des tissus du vivant sont des objets déformables.
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ANNEXES A

COMPLÉMENTS

A.1 Équation de Smoluchowski

L’équation de Smoluchowski est une manière différente d’écrire l’équation de Fokker-
Planck. Elle a été introduite par Marian Von Smoluchowski en 1916 lors de ses recherches
sur la diffusion et la coagulation [99]. Dans cette section, les vecteurs sont considérés en
gras. Pour retrouver l’équation de Smoluchowski, considérons la probabilité P (r, t) avec
r = (x, y, z), dans R3, la trajectoire à trois dimensions d’une particule brownienne. La
trajectoire générale s’écrit selon :

mr̈ = −γṙ + F (r) + Aξ(t) , (A.1.1)

avec m la masse de la particule, F (r) = −∇V (r) les forces subies par la particule dérivant
du potentiel V et A =

√
2kBTγ, où γ(r) dépend de la trajectoire. On admet que l’inertie

est négligeable devant la friction et donc ∣mr̈∣ ≪ ∣γṙ∣ (voir Section 1.3.2). L’équation
peut alors être simplifiée selon :

ṙ =
F (r)
γ + Aξ(t) , (A.1.2)
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avec A =

√
2D(r) et D(r) = kBT

γ
. L’équation de Fokker-Planck de la trajectoire s’écrit :

∂

∂t
P (r, t) = ∇ [∇D(r) − F (r)

γ(r) ]P (r, t) . (A.1.3)

On postule que la distribution de Boltzmann N exp(−βV (r)) ; avec N une constante de
normalisation et β = 1/kBT ; est une solution stationnaire et donc que le champ de force
doit satisfaire ∇× F = 0, afin de simplifier l’analyse. Dans la suite, on n’explicitera plus
la dépendance en r, sauf cas nécessaire, pour simplifier l’écriture.

Le nombre de particules dans un volume V se définit en intégrant la densité de proba-
bilité selon :

NV (r, t) = ∭
V

P (r, t)dr , (A.1.4)

où dr = dx dy dz est l’élément de volume.

Théorème A.1 – Théorème de Green-Ostrogradski

Également appelé théorème de flux-divergence, il permet de calculer l’intégrale de
la divergence d’un champ de vecteur ϕ quelconque, sur un volume V . Le théorème
dit que cette quantité est égale au flux du champ à travers la frontière du volume,
de surface Σ selon :

∭
V

∇ ⋅ ϕ dV = ∬
Σ

ϕ ⋅ dS . (A.1.5)

À l’aide des Équations (A.1.3) et (A.1.4), et en appliquant le Théorème ?? sur le flux
de probabilité j(r, t) traversant la surface Σ, on obtient :

∂NΩ

∂t
= ∭

V

∇ [∇D −
F
γ ]P (r, t) dr ,

= ∬
Σ

[∇D −
F
γ ]P (r, t) ds ,

= ∬
Σ

j(r, t) ds ,

(A.1.6)

où ds est l’élément différentiel de surface de Σ, la frontière de V . Finalement, le flux de
probabilité d’écrit :

j(r, t) = [∇D −
F
γ ]P (r, t) . (A.1.7)
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À l’équilibre, le flux jeq(r) s’écrit alors comme :

jeq(r) = [∇D −
F
γ ]N e

−βV (r)
≡ 0 , (A.1.8)

car le flux disparaît à l’équilibre. Notons ici que le terme entre crochet est un opérateur
agissant sur N e

−βV (r), ainsi en utilisant la dérivée ∇ [De
−βV (r)] = [∇D +DβF ] e−βV (r)

on obtient :
[∇D +DβF −

F
γ ] e−βV (r)

≡ 0 , (A.1.9)

permettant de trouver :

∇D = F (1γ − βD) . (A.1.10)

La relation Équation (A.1.10) permet de généraliser le théorème de fluctuation-dissipation,
dans le cas où la diffusion n’est pas constante, afin d’avoir une relation entre la fluctuation
locale quantifiée par D et la force de friction d’amplitude γ de l’équation de Langevin
A.1.1. Lorsque D est constant, on retrouve bien D =

1

βγ
=

kBT

γ
. Le théorème de fluctuation-

dissipation de l’Équation (A.1.10) permet alors de reformuler l’équation de Fokker-Planck
de l’Équation (A.1.3). Pour cela, en considérant n’importe quelle fonction f(r), on a :

∇ ⋅∇Df = ∇ ⋅D∇f +∇ ⋅ f∇D = ∇ ⋅D∇f +∇ ⋅ F (1γ − βD) f , (A.1.11)

et donc l’équation de Fokker-Planck devient :

∂P (r, t)
∂t

= ∇ {D [∇ ⋅ +β∇V (r)⋅]}P (r, t) , (A.1.12)

avec F = −∇V et que l’on nomme équation de Smoluchowski.
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A.2 Automatisation du calcul en parallèle d’une classe

Python

Les déplacements parallèles n’étant pas contraints par des limites spatiales, on peut
calculer directement la distribution des déplacements P (∆X, τ) numériquement dans la
fonction calcul comme ci-dessous :

List_N_for_tauC4 = np.logspace(np.log(1)/np.log(10), np.log(1000001)/
np.log(10),120).astype(int)

List_N_for_tauC4 = np.unique(List_N_for_tauC4)
List_tau_C4 = np.array(List_N_for_tauC4) * dt

def calcul(_):
PDFS = np.zeros((len(List_tau_C4), bins))
simu = DoubleWallsLangevin_Cy(dt=dt , Nt=Nt, a=a, H=H, lD=lD, lB=lB ,

B=B, Nt_sub=1)
Sigma0 = np.sqrt(2 * simu.D0 * List_tau_C4)
simu.trajectory ()
for n, i in enumerate(List_N_for_tauC4):

dX = simu.Xn[i:] - simu.Xn[:-i]
STD = Sigma0[n]
X, _ = np.histogram(dX, bins = bins , range=[-STD*Nsigma , STD*

Nsigma])
PDFS[n,:] = X

del simu
return PDFS

Afin que la liste des dX (c’est-à-dire ∆X) soit la même pour toutes les trajectoires pour
un temps tau (i.e. τ), on contraint la fonction np.histogram de Numpy de la découper
en bins valeurs constantes et dans une gamme de ± STD*Nsigma où STD est la déviation
standard d’une gaussienne de référence égale à

√
2D0τ . Le nombre Nsigma est choisi de

telle sorte que la gamme (i.e. range) des déplacements ∆X encadre bien les données
numériques afin d’automatiser l’algorithme. Notons que calcul(_) procède un argument
muet, qui est obligatoire pour l’utilisation de multiprocesssing, mais inutilisé dans la
fonction. On la note alors _ pour souligner son caractère muet.

Du fait des limites liées au confinement et plus particulièrement au potentiel V (z) (voir
Équation (1.3.2.3)), il se trouve qu’au temps long τ ≫ τeq, la distribution des déplace-
ments perpendiculaires P (∆Z, τ) n’évolue plus avec le temps (voir Chapitre 3) et donc
il est nécessaire d’ajuster la fonction calcul pour le cas perpendiculaire. On définit alors
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la fonction calcul_z qui permet de choisir une gamme range constante au temps long
devant le temps d’équilibre du système comme ci-dessous :

def calcul_z(_):
PDFS = np.zeros((len(List_tau), bins))
simu = DoubleWallsLangevin_Cy(dt=dt , Nt=Nt, a=a, H=H, lD=lD, lB=lB ,

B=B, Nt_sub=1)
Sigma0 = np.sqrt(2 * simu.D0 * List_tau) #List of all gaussian STD

in function of lag time tau (order
of magnitude)

simu.trajectory ()
for n, i in enumerate(list_Ntau):

dZ = simu.Zn[i:] - simu.Zn[:-i]
STD = Sigma0[n]
tau = simu.dt*i
if tau<50:

Z, _ = np.histogram(dZ, bins=bins , range=[-STD * Nsigma , STD *
Nsigma])

elif tau >=50: # Adapt bins for equilibrium
Z, _ = np.histogram(dZ, bins=bins , range=[-15e-6, 15e-6])

PDFS[n,:] = Z
del simu
return PDFS

Enfin, afin de pouvoir analyser les données ultérieurement, il faut conserver les va-
leurs de bins et Nsigma dans le but de pouvoir reconstruire la liste des déplacements
∆X, et du nombre de simulations Ns afin d’analyser les données statistiques ultérieu-
rement. Pour cela, on choisit de les noter dans le nom du fichier des données qui est
ici automatisé dans input prenant le deuxième argument lorsqu’on lance le programme
Multiprocessing.py 1 sous Python.

1. Voir https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_mot
ion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/Multiprocessing.py.

127

https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/Multiprocessing.py
https://github.com/ElodieMillan/Numerical_simulations_of_confined_brownian_motion/blob/main/Optimisations/Parallel_computation/Multiprocessing.py




ANNEXES B

PUBLICATIONS

129
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We study the diffusion of particles confined close to a single wall and in double-wall planar channel
geometries where the local diffusivities depend on the distance to the boundaries. Displacement parallel to
the walls is Brownian as characterized by its variance, but it is non-Gaussian having a nonzero fourth
cumulant. Establishing a link with Taylor dispersion, we calculate the fourth cumulant and the tails of the
displacement distribution for general diffusivity tensors along with potentials generated by either the walls
or externally, for instance, gravity. Experimental and numerical studies of the motion of a colloid in the
direction parallel to the wall give measured fourth cumulants which are correctly predicted by our theory.
Interestingly, contrary to models of Brownian-yet-non-Gaussian diffusion, the tails of the displacement
distribution are shown to be Gaussian rather than exponential. All together, our results provide additional
tests and constraints for the inference of force maps and local transport properties near surfaces.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.130.077101

The transport properties of colloidal particles in complex
media can be very different from those observed in simple
fluids. In the bulk of simple fluids, beyond molecular
length and timescales, the motion of a colloidal particle
satisfies two important properties: (i) its mean squared
displacement (MSD) increases linearly with time (diffusive
behavior) and (ii) the probability distribution functions
(PDFs) of position increments are Gaussian. In complex
media, exhibiting dynamical and spatial heterogeneities, or
in the presence of flows or active forces, both properties (i)
and (ii) are generally not satisfied. Examples range from
non-Gaussian transport in hydrodynamic flows, with con-
sequences for chemical delivery in microfluidic environ-
ments [1], to experimental observations of anomalous
diffusion in complex fluids and biological media [2–6].
Colloidal dynamics in a large class of complex media

can be described as either Fickian-yet-non-Gaussian,
anomalous-yet-Brownian, or Brownian-yet-non-Gaussian
diffusion (BNGD) [7–12]. These terms all refer to proc-
esses with linear-in-time MSDs but non-Gaussian PDFs,
usually having exponential tails. A generic explanation for
this phenomenon is the diffusing-diffusivity mechanism
[13]. In this scenario, BNGD is generated by a fluctuating
diffusion constant, arising, for example, from fluctuations
of the local density or of the gyration radius of complex
macromolecules [14]. The diffusing-diffusivity mechanism
has been further explored [15–23], but in most studies the
assumptions invoked for the dynamically evolving diffu-
sivity are generic but rather phenomenological. To the best
of our knowledge, with the exception of the Brownian

motion of an ellipsoidal particle [24–26], there is
currently no experimental realization of a system exhibiting
fluctuating diffusivity at all times where the local diffu-
sivity is quantified experimentally, numerically, and theo-
retically over broad spatial and temporal ranges.
In this Letter, we study the non-Gaussian diffusive

motion of a colloidal particle near a hard wall. Hydro-
dynamic interactions at walls strongly modify the sto-
chastic motion of neighboring objects [27–33]. The local
diffusivity parallel to the wall depends on the distance
to the wall which itself fluctuates due to diffusion
perpendicular to the wall, thus generating the diffusing-
diffusivity mechanism. Note that a similar situation was
previously considered in Ref. [34], but that study mainly
focused on the motion perpendicular to the wall: in this
case, the non-Gaussian behavior due to diffusing diffu-
sivity can be observed only at small times, since at long
times the presence of an interaction potential with the wall
induces non-Gaussian displacements—even for uniform
diffusivity. Furthermore, the non-Gaussianity of the
motion in the parallel direction could not be resolved
in Ref. [34]. Here, we focus on the motion parallel to the
wall which is a genuine realization of diffusing diffusivity
at all times. Our theoretical analysis identifies a formal
link with Taylor dispersion. In particular, we provide a
calculation, that we verify experimentally and numeri-
cally, of the fourth cumulant of the displacement along the
walls, which quantifies non-Gaussianity at all times. We
also show that the tails of the PDF are Gaussian rather than
exponential.
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Physical model.—We consider a Brownian particle of
radius a that is confined between two walls separated by a
distance 2Hp, as shown in Fig. 1. The particle diffuses
along the channel (i.e., the x axis) and perpendicularly to it
(i.e., the z axis) with respective height-dependent diffusion
coefficients DkðzÞ and D⊥ðzÞ, and is subject to a potential
VðzÞ. The probability density pðz; tÞ about z at time t thus
obeys the Fokker-Planck equation ∂tp ¼ −Hpðz; tÞ, where

H· ¼ −
∂

∂z

�
D⊥ðzÞ

�
∂

∂z
·þβ

∂VðzÞ
∂z

·

��
; ð1Þ

with β ¼ 1=ðkBTÞ, where kB is Boltzmann’s constant and T
is the temperature. We assume no-flux conditions at the
walls. In the longtime limit, the system equilibrates along
the z direction and attains a Gibbs-Boltzmann distribution
[see Fig. 2(a)]:

p0ðzÞ ¼
e−βVðzÞR

H
−H e−βVðz0Þdz0

: ð2Þ

We denote by Zt ∈ ½−H;H� the height of the center of the
particle,H ¼ Hp − a the effective channel height available
to the particle, and Xt the position of the center of
the particle along the channel. The second and fourth
cumulants,

hX2
t ic ≡ hX2

t i; hX4
t ic ≡ hX4

t i − 3hX2
t i2; ð3Þ

characterize the transport properties of the particle. Here,
h·i denotes the ensemble average, and the initial condition
is Xt¼0 ¼ 0, while Zt¼0 follows the equilibrium distribution
p0. Note that hX4

t ic vanishes if Xt is Gaussian; therefore its
evaluation is the simplest way to quantify the non-Gaussian
nature of the process Xt. We also define the related non-
Gaussianity parameter αðtÞ≡ hX4

t ic=hX2
t i2c.

General theory.—The process Xt obeys the stochastic
differential equation:

dXt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2DkðZtÞ

q
dBx;t; ð4Þ

where the Gaussian increments dBx;t have hdBx;ti ¼ 0 and
hdB2

x;ti ¼ dt. In Eq. (4), we use the Ito prescription of the
stochastic calculus; however, DkðZtÞ is independent of Xt

and so this choice is unimportant. Integrating Eq. (4) gives

FIG. 1. Schematic. A particle of radius a diffuses in two
dimensions, between two walls separated by a distance 2Hp.

FIG. 2. (a) Experimental longtime PDF p0 for position z, as a
function of the distanceH þ z to the bottom wall. Solid lines show
thebest fit to theGibbs-Boltzmanndistribution ofEq. (2), usingVðzÞ
in Eq. (16), with B ¼ 5.0, lD ¼ 88 nm, and lB ¼ 526 nm at room
temperature. Here, Hp ¼ 40 μm. Error bars give 95% confidence
intervals. (b) Experimentally measured horizontal (i ¼ k) and
vertical (i ¼ ⊥) local diffusion coefficients DiðzÞ, normalized by
the bulk valueD0. Solid lines are theoretical predictionsDiðzÞ using
Eqs. (17) and (18). (c) Experimentally measured second cumulant
hX2

t ic. The solid line corresponds to Eq. (6), with hDki0 ¼ 0.58D0.
The slope triangle indicates an exponent 1. (d) Experimentally
measured (green stars) and numerically simulated (blue dots) fourth
cumulant hX4

t ic. The red solid line represents the prediction of
Eq. (9), while the black dashed and dotted lines are its short-time and
longtime asymptotics of Eqs. (10) and (11), with no adjustable
parameter. The slope triangles indicate exponents 2 and 1. (e) Non-
Gaussianity parameter α≡ hX4

t ic=hX2
t i2c as a function of time t,

computed from thedata and theoretical predictions in (c) and (d). The
red dashed line shows the predicted ∼1=t decay (see SM [35]).
(f) PDF in horizontal displacement, at time increment t ¼ 0.01 s,
from experiments (green stars) and numerical simulations (blue
dots). The Gaussian tail predicted in Eq. (S45) (see SM [35]) is also
shown (solid line), as well as a simple Gaussian distribution (dashed
line) with the proper mean and variance of the data.
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Xt ¼
Z

t

0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2DkðZτÞ

q
dBx;τ: ð5Þ

Squaring this and using the independence of dBx;t and Zt,
then taking the average yields

hX2
t ic ≡ hX2

t i ¼ 2t
Z

H

−H
dzDkðzÞp0ðzÞ ¼ 2hDki0t; ð6Þ

where h·i0 denotes the average with respect to the equi-
librium distribution p0ðzÞ. The MSD is purely linear in
time, so that Xt is Brownian at all times.
Taking the fourth power of Eq. (5) and using Wick’s (or

Isserlis’s) theorem [41] gives [35]

hX4
t ic
12

¼
Z

t

0

ds
Z

t

0

ds0½hDkðZsÞDkðZs0 Þi − hDki20�: ð7Þ

Here, we draw an analogy with Taylor dispersion, for the
dispersion of particles in channels in the presence of
hydrodynamic flows. We imagine the same process Zt,
but consider the convective displacement given along the
channel by Yt ¼

R
t
0 dsuðZsÞ, where uðzÞ is an arbitrary

imposed flow field along the channel. The first two
cumulants of Yt in this problem are

hYtic ¼ hui0t;

hY2
t ic ¼

Z
t

0

ds
Z

t

0

ds0½huðZsÞuðZs0 Þi − hui20�: ð8Þ

Comparing the above expressions with Eqs. (6) and (7) we
see that the second and fourth cumulants of Xt are
proportional to the average and the variance of Yt in a
Taylor dispersion problem with the formal correspondence
uðzÞ ¼ DkðzÞ. Taylor dispersion has been widely studied
[42–54], and we can exploit existing results for the MSD at
all times from Ref. [54], yielding the explicit expression:

hX4
t ic ¼ 24

Z
H

−H
dz

Z
H

−H
dz0DkðzÞDkðz0Þp0ðz0Þ

×
X
λ>0

�
t
λ
−
1 − e−λt

λ2

�
ψRλðzÞψLλðz0Þ; ð9Þ

where ψRλðzÞ and ψLλðzÞ, respectively, denote the right
and left eigenfunctions of H, with eigenvalue λ, and
the normalization

R
H
−H dzψLλðzÞψRλðzÞ ¼ 1. In practice,

this general expression can be evaluated by numerically
computing the eigenfunctions after discretizing the oper-
ator H. This formula simplifies at short times into [see
Supplemental Material (SM) [35] ]

hX4
t ic ≃

t→0
12t2½hD2

ki0 − hDki20�: ð10Þ

We see that the initial non-Gaussianity parameter αðt ¼ 0Þ
is finite and is proportional to the variance of DkðzÞ with

respect to the equilibrium distribution, as in Ref. [13]. The
late-time behavior is (see SM [35])

hX4
t ic ≃

t→þ∞
24ðD4t − C4Þ; ð11Þ

where the explicit expression of C4 is given in the
Supplemental Material [35], and where

D4 ¼
�½JðzÞeβVðzÞ�2

D⊥ðzÞ
�

0

; ð12Þ

with

JðzÞ ¼
Z

z

−H
dz0e−βVðz0Þ½Dkðz0Þ − hDki0�: ð13Þ

From the above we see that the non-Gaussianity parameter
satisfies αðtÞ ∝ 1=t, for large t.
Analytic strong confinement theory.—We consider the

case of a narrow channel where we approximate the local
diffusioncoefficients by thequadratic expressions [35,55,56]:

D⊥ðzÞ≈D⊥0

	
1−

z2

H2



; DkðzÞ≈Dk0

	
1−

z2

H2
s



; ð14Þ

whereHs is a characteristic distance that can be considered as
a sliplike length if Hs > H. The coefficients D⊥0 and Dk0
depend on the effective channel heightH and on the particle
radius a. In principle, the no-slip boundary condition must
impose that DkðzÞ is zero at the walls, which would imply
that Hs ¼ H. However, numerically, DkðzÞ is found to be
quadratic near the channel center and decays rapidly to zero
near the walls [35,56]. Here, Eq. (9) can be evaluated by
noting that the eigenfunctions are the Legendre polynomials
Pnðz=HÞ of degree n, leading to

hX4
t ic
24

¼
2D2

k0H
6t

135D⊥0H4
s
−
D2

k0H
8½1 − e−6D⊥0t=H2 �
405D2⊥0H

4
s

: ð15Þ

In this model, there is only one relaxation time, equal to the
time for the particle to diffuse perpendicularly. This result can
be generalized to arbitrary DkðzÞ, keeping the same form
of D⊥, in which case many relaxation times appear (see
SM [35]). The non-Gaussianity is such that αð0Þ ¼
ð12H4Þ=½5ð3H2

s −H2Þ2� and is thus of order one. At short
times, if one takes Hs ¼ H, then αð0Þ ¼ 3=5.
Experimental system.—A polystyrene bead, with radius

a ¼ 1.519� 0.009 μm diffuses in an aqueous NaCl sol-
ution confined between two glass walls. Its trajectory is
tracked in three dimensions using Mie holography [57].
Here,Hp ¼ 40 μm, so thatHp ≫ a. The density mismatch
of the particle is chosen such that the particle is visibly
localized near the lower wall due to gravity [see Fig. 2(a)].
So, the effect of the upper wall is negligible in terms of both
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hydrodynamic and conservative forces. The bead is sub-
mitted to a potential:

βVðzÞ ¼ Be−ðHþzÞ=lD þ Be−ðH−zÞ=lD þ z
lB
: ð16Þ

The first two terms of the right-hand side are the screened
electrostatic interactions between the negatively charged
surfaces of the walls and the bead, as given mean-field
theory [58], where lD is the Debye length and B is a
dimensionless number depending in particular on the wall
and bead surface charges. We have used the superposition
approximation, valid for gaps large compared to lD
so that the two potentials can be simply summed. The
third term accounts for gravity: lB ¼ kBT=ð43 πa3ΔρgÞ is the
Boltzmann length, with g the gravitational acceleration and
Δρ the density mismatch between the polystyrene bead
and the solution. Equations (2) and (16) are used to fit
the experimentally measured equilibrium distribution
p0ðzÞ. The agreement is good with B ¼ 5.0� 0.3,
lD ¼ 88� 2 nm, and lB ¼ 526� 5 nm, as shown in
Fig. 2(a). Assuming a perfect sphere, the value of lB gives
a density mismatch Δρ ¼ 53 kg=m3, which is within 5%
error of the tabulated value of 50 kg=m3.
Moving on to hydrodynamic interactions,Dk andD⊥ are

inferred from the experimentally observed trajectories
[35,57] and are shown in Fig. 2(b). The results agree with
the Stokes-Einstein relations DiðzÞ ¼ kBT=½6πaμiðzÞ�,
where i ∈ fk;⊥g and where μi are the components of
the effective viscosity tensor [59]. The transverse compo-
nent reads [60]:

μkðzÞ ¼ μ0

	
1 −

9

16
ζ þ 1

8
ζ3 −

45

256
ζ4 −

1

16
ζ5



−1
; ð17Þ

with ζ ¼ a=ðzþHpÞ, and where μ0 is the bulk viscosity.
The normal component was derived in Ref. [59] as an
infinite sum, which can be Padé approximated to within 1%
numerical accuracy by [61]

μ⊥ðzÞ ¼ μ0
6ðzþHÞ2 þ 9aðzþHÞ þ 2a2

6ðzþHÞ2 þ 2aðzþHÞ : ð18Þ

These expressions, through the associated diffusion coef-
ficients, are in agreement with the experimental data at
room temperature and with μ0 ¼ 1 mPas for water, as
shown in Fig. 2(b). Combined with the previously men-
tioned equilibrium properties [see Eq. (16)], they can thus
be used as inputs to compute the theoretical values of the
fourth cumulant of Xt.
Comparison with theory.—Experimentally, the displace-

ments Xt are used to estimate hX2
t ic and hX4

t ic, computed
using the method of sliding averages described in SM [35]
and leading to Figs. 2(c) and 2(d). First, the effec-
tive diffusion constant, hDki0 defined in Eq. (6), is

given numerically by hDki0 ¼ 0.58D0, where D0 ¼
kBT=ð6πaμ0Þ is the bulk diffusion constant. This is in
agreement with the experimental data shown in Fig. 2(c).
Second, the short-time theoretical prediction in Eq. (10)
correctly predicts the experimental data for hX4

t ic, with no
adjustable parameter [see Fig. 2(d)]. Lack of data at long
times makes it difficult to check the late-time prediction
given by Eq. (11). This result can however be verified
through numerical simulations, as shown in Fig. 2(d),
where the simulation details are given in SM [35]. The
whole range of experimental and numerical data can be
reproduced, up to error bars, by the exact prediction of
Eq. (9), where the eigenfunctions and eigenvalues of H are
computed numerically. We thus have a well-controlled
experimental system with a MSD that is linear in time, at all
times, as well as non-Gaussian statistics.
Distribution of displacements.—We now study the PDF

pðx; tÞ of the displacement x at time t, in order to determine
in particular whether or not it displays apparent exponential
tails, as often observed in BNGD [7,8,12,15,22,62–66] and
other contexts [67]. We consider a class of systems
bounded in the z direction, with a single maximum in
DkðzÞ, as is the case in our simulations, experiments, and
the simple channel model. First, at short times, it is well
known [13,15,24,57] that

pðx; tÞ ≃
Z

H

−H
dzp0ðzÞ

e−x
2=½4DkðzÞt�ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4πDkðzÞt

q : ð19Þ

An analysis of this expression shows that, for large x, one
has pðx; tÞ ≃ Ae−x

2=4Dkðz�Þt, where z� is the point where
DkðzÞ is maximal. In SM [35], we compute A, and we show
in Fig. 2(f) that such a Gaussian tail is quantitatively
recovered in the numerical simulations and experiments.
At late times, the PDF can be analyzed using its moment-

generating function gðq; tÞ ¼ heqXti, which reads:

gðq; tÞ ¼
D
eq
R

t

0
dBx;s

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2DkðZsÞ

p E
¼

D
eq

2
R

t

0
dsDkðZsÞ

E
; ð20Þ

where the last equality is obtained by averaging over the
Gaussian noise dBx;s. Interestingly, gðq; tÞ ¼ heq2Yti is
related to the moment-generating function for the above-
mentioned Taylor dispersion problem. We can thus use the
tools introduced in the context of Taylor dispersion [68–70]
to obtain the extreme tails of pðx; tÞ at long times, with
pðx; tÞ ∼ e−tfðx=tÞ. By extreme tails, we mean that ξ ¼ x=t is
Oð1Þ, thus far from the diffusive scaling limit at late times
where x=

ffiffi
t

p
is Oð1Þ. In SM [35], we show that for large ξ,

fðξÞ ¼ 1

4Dkðz�Þ

2
64ξþ sgnðξÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
jD00

kðz�ÞjD⊥ðz�Þ
2

s 3
75
2

: ð21Þ
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The paths contributing to fðξÞ in this regime stay close to the
region of maximal diffusivity, but they are rare and are
exponentially suppressed with respect to paths which scale
diffusively.
The presence of Gaussian tails is thus generic for the

class of problems studied here, and the exponential tails
seen in other diffusing-diffusivity models [13] are absent.
The fact that DkðzÞ has a maximal value is the main
difference between our system and those considered in
Ref. [13], where the diffusion constant is unbounded. In
fact, it was already noted in Ref. [13] that the PDF tails are
generally not strictly exponential, depending on the local
diffusivity distribution. The Gaussian tails in our system
contrast with the case of continuous time random walks
[71], and diffusion in confined disordered media [12,64,65]
or glassy [62,63] systems, where exponentials tails are
present. These situations tend to involve trapping, hoping,
or caging mechanisms (possibly due to heterogeneities)
which are absent in our system.
The late-time corrections to Gaussianity in the diffusive-

scaling region are dominated by the fourth-order cumulant,
which gives a correction to the PDF that decays as ∼1=t
(see SM [35]). Finally, replacing q ¼ −ik in Eq. (20) gives
the Fourier transform p̂ðk; tÞ ¼ R∞

−∞ dxe−ikxpðx; tÞ. This
can be computed numerically (see SM [35]). Taking the
inverse Fourier transform gives a numerical evaluation of
pðx; tÞ in good agreement with the numerical and exper-
imental PDFs (see Fig. S2 in SM [35]). We have also
examined the case where the channel width is much smaller
(Hp ¼ 5.5 μm). Similar effects are seen, but the asymptotic
regime of linear temporal growth of the fourth cumulant is
attained much more quickly.
Conclusion.—We have addressed a physical realization

of diffusing-diffusivity motion based on confined colloids
by establishing a mapping onto Taylor dispersion, where
the diffusivity formally corresponds to a flow field. This
analogy gives quantitative predictions for the diffusion
along the channel, which agree with experimental
and numerical data with no additional fitting parameter
apart from the physical ones obtained independently in the
experiments. We have also shown that the tails of the PDF
are not exponential but modified Gaussian in this generic
class of models, both at short and long times. One should
note that the effective diffusion constant along the channel
only depends on the equilibrium properties of the process
normal to the wall, and is otherwise independent of
its dynamics. The fourth cumulant, however, depends
on the precise details of the dynamics via the two-point
probability density functions. The fourth cumulant thus
carries extra information on the dynamics, and, as such,
appears to be a key statistical observable that can further
contribute to improve the experimental resolution for
the inference of force maps and local transport proper-
ties in heterogeneous environments [72,73] and near
surfaces [57].
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Supplementary Information for
Non-Gaussian diffusion near surfaces

A. Alexandre, M. Lavaud, N. Fares, E. Millan, Y. Louyer, T. Salez, Y. Amarouchene, T. Guérin and D. S. Dean

I. THEORETICAL FORMALISM

A. Cumulants of the horizontal displacement

The fourth cumulant is obtained by direct computation:

〈X4
t 〉c ≡ 〈X4

t 〉 − 3〈X2
t 〉2 = 12

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
[
〈D‖(Zs)D‖(Zs′)〉 − 〈D‖(Zs)〉〈D‖(Zs′)〉

]
, (S1)

where we have used Wick’s theorem. The translational invariance in the x direction means that all odd cumulants
are zero. The cumulant can be rewritten as

〈X4
t 〉c = 12

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
〈[
D‖(Zs)−

〈
D‖(Zs)

〉] [
D‖(Zs′)−

〈
D‖(Zs′)

〉]〉
,

= 12

〈{∫ t

0

ds
[
D‖(Zs)−

〈
D‖(Zs)

〉]}2
〉
.

(S2)

The latter equation has the same Kubo-type structure as the second cumulant in the Taylor dispersion problem [1].
Interestingly, from the last expression in Eq. (S2), we see that 〈X4

t 〉c takes always positive values, regardless of the
expression of D‖(z).

To proceed, we introduce the propagator p(z|z′; t), i.e. the probability to go from z′ at time zero to z at time t, for
the process Zt. The propagator obeys:

∂p(z|z′; t)
∂t

= −H p(z|z′; t), (S3)

where the operator H acts on the variable z, and is given by Eq. (1) of the main text, with the initial condition
p(z|z′; 0) = δ(z − z′). In this framework, for the process Xt, when Zt starts from equilibrium, one has:

〈X4
t 〉c = 24

∫ t

0

ds

∫ s

0

ds′
∫ H

−H
dz D‖(z)

∫ H

−H
dz′D‖(z

′) [p(z|z′; s− s′)− p0(z)] p0(z′). (S4)

We now introduce the left and right eigenfunctions, respectively ψLλ and ψRλ, of H which obey:

H†ψLλ = λψLλ, HψRλ = λψRλ, (S5)

with λ the associated eigenvalue and H† the adjoint operator of H, which is in general not self-adjoint. The solution
of Eq. (S3) for p(z|z′; t) then has the decomposition:

p(z|z′; t) =
∑

λ

ψRλ(z)ψLλ(z′) exp(−λt). (S6)

The right eigenfunctions satisfy the no-flux boundary condition:
{
D⊥(z)

[
dψRλ

dz
+ βV ′(z)ψRλ(z)

]}

z=±H
= 0, (S7)

and one can show [2] that the left eigenfunctions satisfy the Neumann condition: d
dzψLλ(z)|z=±H = 0. The eigenfunc-

tions corresponding to λ = 0 can be written as: ψR0(z) = p0(z) and ψL0(z) = 1, so that they respect the normalization
condition

∫
dz ψR0(z)ψL0(z) = 1. Using this representation of p(z|z′; t) in the Kubo formula of Eq. (S4), the fourth

cumulant can be rewritten as:

〈X4
t 〉c = 24

∫ H

−H
dz

∫ H

−H
dz′D‖(z)D‖(z

′)p0(z′)
∑

λ>0

[
t

λ
− 1

λ2
+

exp(−λt)
λ2

]
ψRλ(z)ψLλ(z′), (S8)
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which is Eq. (9) of the main text. In principle, Eq. (S8) can be computed explicitly if the relevant eigenfunctions and
eigenvalues are known, however in most cases, they are not known explicitly. Nevertheless, they can still be computed
numerically using standard numerical packages and thus used to predict the full temporal behavior of 〈X4

t 〉c. In
contrast, the short-time and long-time behaviors can be extracted analytically from Eq. (S8), as explained in the
following subsection.

B. Asymptotic behavior of the fourth cumulant

In the limit where t→ 0, Eq. (S8) simplifies to:

〈X4
t 〉c '

t→0
12 t2

∫ H

−H
dz

∫ H

−H
dz′D‖(z)D‖(z

′)p0(z′)
∑

λ>0

ψRλ(z)ψLλ(z′). (S9)

Furthermore, the completeness relation leads to:
∑

λ>0

ψRλ(z)ψLλ(z′) = δ(z − z′)− p0(z). (S10)

Then, Eq. (S9) becomes:

〈
X4
t

〉
c
'
t→0

12 t2
[〈
D2
‖

〉
0
−
〈
D‖
〉2

0

]
. (S11)

The short-time behavior of the fourth cumulant is thus quadratic in time, and is proportional to the variance of D‖
with respect to the equilibrium measure.

The fourth cumulant can also be computed in the limit where t→∞, i.e. for t� λ−1
1 , where λ1 is the first non-zero

eigenvalue of H. This is done by using a formulation in terms of Green’s functions [3, 4], which can be shown to be
intimately linked to the macro-transport theory [5]. In this case, Eq. (S8) simplifies to:

〈X4
t 〉c '

t→+∞
24 (D4t− C4) , (S12)

with

D4 =

∫ H

−H
dz

∫ H

−H
dz′D‖(z)D‖(z

′)p0(z′)
∑

λ>0

ψRλ(z)ψLλ(z′)
λ

, (S13)

and

C4 =

∫ H

−H
dz

∫ H

−H
dz′D‖(z)D‖(z

′)p0(z′)
∑

λ>0

ψRλ(z)ψLλ(z′)
λ2

. (S14)

Using the method described in [1] (see Section III. A therein), we obtain:

D4 =

〈[
J(z)eβV (z)

]2

D⊥(z)

〉

0

, J(z) =

∫ z

−H
dz′ exp[−βV (z′)][D‖(z

′)− 〈D‖〉0]. (S15)

This form is particularly useful to carry out numerical computations with arbitrary potentials and diffusion tensors.
One can also show that:

C4 =
〈
R2
〉

0
− 〈R〉20 , R(z) =

∫ z

−H
dz′

J(z′) exp [βV (z′)]
D⊥(z′)

. (S16)

C. Analytical solutions for narrow channels

In this part, we consider the simple case where there is no potential and where the channel has a sufficiently narrow
width with respect to the particle size so that the diffusion constant can be taken to vary quadratically within the
channel:

D⊥(z) = D⊥0

(
1− z2

H2

)
, D||(z) = D||0

(
1− z2

H2
s

)
, (S17)

Annexes B. Publications

138



3

where Hs a characteristic length that can be considered as a diffusive slip length when Hs > H and D⊥ vanishes
at z = ±H. The coefficients D⊥0 and D||0 depend on the effective channel height H and a. The quadratic model
of the diffusion constant in the height direction has been proposed in a theoretical context by a number of authors
[6, 7]. In Fig. S1(b), we have compared the superposition approximation for the local components of the diffusion
tensor to simple quadratic fits for a narrow channel. As one might expect, due to the narrowness of the channel, this
approximation works fairly well.
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0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
i/
D

0

(a)

−4 −2 0 2 4

z (m) ×10−6

0.0
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FIG. S1. (a) Perpendicular and parallel diffusion coefficients, D⊥ (blue) and D|| (orange), as functions of vertical coordinate
z, for a channel width Hp = H + a = 40 µm, in the superposition approximation (see Eq. (S57)), using the parameters of
the experiment. The grey region has width lB and represents the region where the particle remains typically localized due to
gravity. (b) Same as previous panel, apart from the value of the width, which is Hp = H + a = 5.5 µm. We also show here the
quadratic approximations to D⊥ and D|| (dashed orange and blue lines). The arrow represents the diameter 2a of the bead.

In the absence of an external potential, one has p0(z) = (2H)−1 and the effective longitudinal diffusion constant is
given by:

〈
D||
〉

0
= D||0

(
1− H2

3H2
s

)
. (S18)

Using Eqs. (S15,S16), we find:

D4 =
2D2
||0H

6

135D⊥0H4
s

, C4 =
D2
||0H

8

405D2
⊥0H

4
s

. (S19)

Since the diffusivities show quadratic profiles, a more detailed analysis, involving full time dependence is available. In
fact, here the operator H (see Eq. (1)) is self adjoint and its eigenvalues and normalized eigenfunctions are given by:

ψn(z) =

√
2n+ 1

2H
Pn

( z
H

)
, λn =

D||0
H2

n(n+ 1), (S20)

where Pn denotes the nth degree Legendre polynomial.
If we write D||(z) in terms of Legendre polynomials, we get:

D||(z)

D||0
=

(
1− H2

3H2
s

)
P0

( z
H

)
− 2H2

3H2
s

P2

( z
H

)
. (S21)

From Eq. (S8), the full time dependent behavior of the fourth cumulant is then given by:

〈X4
t 〉c

24
=

2D2
||0H

6

135D⊥0H4
s

t−
D2
||0H

8

405D2
⊥0H

4
s

[
1− exp

(
−6D⊥0t

H2

)]
, (S22)
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which is Eq. (15) in the main text. From the latter, one can recover the late time corrections given in Eq. (S19).
This solution of the fourth cumulant can be extended to arbitrary expressions of D‖ as long as it can be expressed
on the basis of Legendre polynomials:

D||(z) =

∞∑

n=0

dnPn

( z
H

)
, dn =

2n+ 1

2

∫ 1

−1

dζ Pn(ζ)D||(ζH). (S23)

The fourth cumulant reads in this general case:

〈X4
t 〉c

24
=
∑

n≥1

[
H2

D⊥0n(n+ 1)
t− H4

D2
⊥0n

2(n+ 1)2
+
H4e−

D⊥0
H2 n(n+1)t

D2
⊥0n

2(n+ 1)2

]
d2
n

2n+ 1
. (S24)

D. Probability distribution function of lateral displacement

The probability distribution function (PDF) of the displacement Xt can be analysed by considering the correspond-
ing cumulant generating function:

g(q, t) = 〈eqXt〉 =
〈
eq

∫ t
0

√
2D||(Zs)dBx,s

〉
=
〈
eq

2
∫ t
0
D||(Zs)ds

〉
, (S25)

where in the last equality we have averaged over the Brownian increments dBx,s which are independent of Zs. This
has the form of a functional of the process Zs:

g(µ, t) =
〈
eµ

∫ t
0
u(Zs)ds

〉
, (S26)

where µ = q2 and u(z) = D||(z). Written this way, we see the mathematical resemblance between the diffusing
diffusivity problem and Taylor dispersion in a velocity field u(z):

Yt =

∫ t

0

u(Zs)ds, (S27)

at the level of the generating functions of the two processes. The cumulant generating function, by definition, yields
the cumulants of Yt via

g(µ, t) = exp

[ ∞∑

n=1

µn

n!
〈Y nt 〉c

]
. (S28)

The functional g(µ, t) can be evaluated by using the Feynman-Kac formula [8] as g(µ, t) = 〈G(µ, t, z)〉0, where G
satisfies the equation:

∂G(µ, t, z)

∂t
= [−H† + µD‖(z)]G(µ, t, z), G(µ, t = 0, z) = 1. (S29)

Similar equations appear for the diffusion of anisotropic objects [9, 10]. If one determines the eigenvalues λ(µ) of
H† − µD‖(z), then we obtain:

g(µ, t) =
∑

λ(µ)

e−λ(µ)t

∫ H

−H
dz p0(z)φR,λ(z)

∫ H

−H
dz′ φL,λ(z′), (S30)

where φR,λ, φL,λ are respectively the right and left eigenfunctions of H† − µD‖(z).
At late times, the solution is dominated by the smallest eigenvalue λ0(µ) of the operator H† − µD‖(z):

g(µ, t) = e−λ0(µ)t

∫ H

−H
dz p0(z)φR,0(z)

∫ H

−H
dz′ φL,0(z′), (S31)

where

H†φR,0(z)− µD‖(z)φR,0(z) = λ0(µ)φR,0(z). (S32)
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Note that the prefactor is obtained from the initial condition g(µ, t = 0) = 1. Comparing with the definition (S28) of
the cumulants via the generating function, this result then implies that at late times:

− λ0(µ)t =
∞∑

n=1

µn

n!
〈Y nt 〉c. (S33)

This formula means that all cumulants of Yt (and also all cumulants of Xt) scale as t for large times:

〈Y nt 〉c '
t→∞

unt, (S34)

and the coefficients un are found by considering the series expansion of λ0(µ) near µ = 0, hence un = −(∂nµλ0)µ=0.
This gives an alternative method of computing the late time behavior of the cumulants using perturbation theory and
one can check that it agrees with the Kubo formula used in the Letter for the second and fourth cumulants.

E. Convergence to Gaussian statistics in the diffusive scaling regime.

The goal of this section is to establish how the PDF p(x, t) converges to a Gaussian when x = ξ
√
t (this, in the

diffusive regime), in the large time limit. We notice that the Fourier transform of p(x, t) written p̂(k, t) is obtained by
setting q = −ik in the moment generating function [g(q, t) = p̂(k, t)]. Thus, p can be recovered by taking the inverse
Fourier transform of g :

p
(
x = ξ

√
t, t
)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikξ

√
tp̂(k, t) =

1

2π
√
t

∫ ∞

−∞
dk̃ eik̃ξ g

(
−i k̃√

t
, t

)
, (S35)

where we have set k̃ = k
√
t in the second equality. Now, we may formally use Eq.(S28) to write:

p
(
x = ξ

√
t, t
)

=
1

2π
√
t

∫ ∞

−∞
dk̃ exp

[
ik̃ξ +

∞∑

n=1

(−k̃2)n
〈Y nt 〉c
tnn!

]
(S36)

'
t→∞

1

2π
√
t

∫ ∞

−∞
dk̃ exp

[
ik̃ξ +

∞∑

n=1

(−k̃2)n
unt

tnn!

]
, (S37)

where we have used the previously determined behavior 〈Y n〉c ' unt at large times. We see that all terms with n ≥ 2
in this expansion are proportional to t1−n and can thus be treated as perturbative terms when t→∞. In particular,
keeping only the term n = 2 leads to:

p
(
x = ξ

√
t, t
)
'

t→∞
1

2π
√
t

∫ ∞

−∞
dk̃ eik̃ξ−u1k̃

2

(
1 +

u2k̃
4

2t

)
. (S38)

Using u1 = 〈D||〉0 and u2 = 2D4 and performing the integral leads to:

p
(
x = ξ

√
t, t
)
'

t→∞
1√

4πt〈D||〉0
exp

(
− ξ2

4〈D||〉0

){
1 +

D4

16 t〈D||〉40
[
12〈D||〉20(1− ξ2) + ξ4

]}
. (S39)

The above derivation basically recovers the first terms of the Gram Charlier series of type A used in the analysis
of non-Gaussian [11] random variables. We thus see that in the diffusive scaling regime, non-Gaussian statistics
decay with time. This is of course compatible with the observation, made in the main text, that the non-Gaussianity
parameter α(t) = 〈X4

t 〉c/〈X2
t 〉2c ∼ 1/t at late times. In the next section, we will see that the only trace of non-Gaussian

statistics at very late times is in the extreme value statistics where the central limit theorem does not apply.

F. Gaussian tail of the displacement PDF at short times

At short times, where one ignores the change in the height Zt and so treat it as a constant, the displacement PDF
reads:[12–15]

p(x, t) =

∫ H

−H
dz

1

Z e
−βV (z) × e

− x2

4D‖(z)t

√
4πD‖(z)t

, (S40)
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where Z =
∫H
−H dze

−βV (z). In this section, we analyze the tails of p(x, t) given by the above expression for the

parameters of the experiment. To make analytical calculations easier, we use a simplified form for D‖(z) which is
correct both near the wall (at leading order) and far from the wall (at next-to-leading order when z →∞)

D‖(z̃) ' D0
ν + 2z̃

2z̃ + 3ν
, ν =

9a

16
, (S41)

with z̃ = z + H, so that z̃ = 0 corresponds to the situation where the particle touches the wall. This simplified
expression differs by less than 8% from Eq. (17) in the main text. Next, we note that in our experiment the length lB
is much smaller than the distance between the plates of the channel, so that we can ignore the presence of the upper-
wall. Most of the contribution to p for large x comes from the regions where the local diffusivity is largest, hence for
large z, where βV ' z̃/lB.

We now write p as

p(x, t) =

∫ ∞

0

dz̃
1

Z
e−f(z̃)

√
4πD‖(z̃)t

, f(z̃) =
x2

4D‖(z̃)t
+

z̃

lB
. (S42)

Let us define z∗ the value of z̃ for which f ′(z̃) = 0. A simple calculation shows that

f(z∗) =
x2

4D0t
+ x

√
ν

lBD0t
− ν

2lB
, (S43)

f ′′(z∗) = 4

√
D0t

l
3/2
B

√
νx
, D‖(z

∗) =
D0

√
lBx

2
√
D0νt+

√
lBx

. (S44)

We now evaluate p in Eq. (S42) with the saddle-point method:

p(x, t) ' 1

Z
1√

2D‖(z∗)t f ′′(z∗)
e−f(z∗). (S45)

We note that f(z∗), given by Eq. (S43), is quadratic in x, so that the tail of p is clearly of Gaussian form for large x.
This expression is in excellent agreement at large x with the experimental and numerical results, see Fig. 2(f) in the
main text.

G. Extreme value statistics

Here, we consider contributions to the PDF at large values of x corresponding to trajectories which diffuse much
further than the typical (diffusive) ones. The probability of these rare events can be computed using large deviation
theory. The reader is referred to [16] for a standard introduction written for physicists. If we consider the moment
generating function in the form of Eq. (S25), we see that for q large, paths which are highly dispersed dominate
the functional. The large deviation analysis for Taylor dispersion was carried out in Refs. [17–19] and we adapt the
analysis there to study the diffusing diffusivity model under consideration here.

The tails of the displacement PDF are obtained by analyzing the limit q →∞ in the moment generating function.
We are sampling the large dispersion regime where Zt stays close to z∗ where D||(z) attains its maximum. We make
the physically relevant assumption that that z∗ is not located at the wall. We thus look for an eigenfunction φR,0

that is localized near z = z∗. Writing z = z∗ + ζ
|q|α , for some α > 0, the eigenvalue equation for φR,0(z) = ψ0(ζ)

simplifies at leading order in q →∞:

{
|q|2αD⊥(z∗)

d2

dζ2
+ λ0(q) + q2

[
D||(z

∗)− 1

2
|D′′||(z∗)|

ζ2

|q|2α
]}

ψ(ζ) = 0. (S46)

We see that we have to take α = 1/2 so that ψ does not depend on q. We recognize the quantum harmonic oscillator
problem, so that we directly write the lowest eigenvalue solution:

ψ0(ζ) ∝ exp


−
√
|D′′‖ (z∗)|
8D⊥(z∗)

ζ2


 , λ0(q) = |q|

√
|D′′||(z∗)|D⊥(z∗)

2
− q2D||(z

∗). (S47)
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If we assume the large deviation form of p(x, t) ∼ e−tf(x/t) (up to exponential prefactors), we find that

g(q, t) ∼
∫
dx e−tf(

x
t )+qx ∼

∫
dξ et[qξ−f(ξ)] ∼ exp

{
max
ξ

[qξ − f(ξ)]t

}
, (S48)

where we have used the saddle point method and the notation ξ = x/t. Since we already know that g(q, t) ∝
exp[−tλ0(q)], we see that

− λ0(q) = max
ξ

[qξ − f(ξ)]. (S49)

Hence, the minimal eigenvalue −λ0(q) is the Legendre transform of the large deviation function f [17–19]. Inverting
the Legendre transform we obtain:

f(ξ) = max
q

[qξ + λ0(q)]. (S50)

The behavior of f for large x is obtained by taking the Legendre transform of λ0(q) for large |q| given by Eq. (S47),
this leads to:

f(ξ) =
|ξ|→∞

1

4D||(z∗)


ξ + sign(ξ)

√
|D′′||(z∗)|D⊥(z∗)

2




2

+O(1), (S51)

which is Eq. (21) in the main text. This means that the PDF of the displacement p(x, t) ∼ e−tf(x/t) has the form of a
shifted Gaussian, with a diffusivity given by the maximal value D||(z∗), however the weight of these paths is strongly
suppressed by the way the Gaussian is centered.

Finally, the large deviation function for small ξ can be simply computed from the second moment and reads:

f(ξ) =
ξ2

4〈D||〉0
, (S52)

which matches with the result in the diffusive regime where x = O(
√
t).

II. EXPERIMENTAL DETAILS

The experimental data presented in the main text corresponds to spherical polystyrene colloids of nominal radius
1.5 µm purchased from Polybead©. The ensemble of particles that are tracked have reached their equilibrium distri-
bution due to the lag time between the insertion of the particles and the beginning of the measurement protocol. In
the latter, a single sphere is three-dimensionally tracked using a self-calibrated interferometric method based on Mie
Holography [15].

A previously-calibrated plane wave (wavelength 532 nm) illuminates a dilute colloidal suspension. The light scat-
tered by a given particle interferes with the incident beam in the focal plane of a ×100-objective and the interference
pattern, called hologram, is magnified toward a CCD camera. Then, the strong dependencies of a hologram on both
the physical properties and the position of the sphere lead to the precise measurement of the aforementioned charac-
teristics. The first 10000 holograms are fitted to determine the physical properties of the sphere, namely its radius
and optical index. Those physical properties are then set and all the holograms are fitted, leading to the trajectory
of the sphere, and, after its statistical analysis, to the observables depicted in the main text.

The experimental equilibrium PDF p0 shown in Fig. 2(a) of the main text is obtained by binning the z position of
the sphere on a logarithmic normal grid.

The ensemble averages required in the computation of the experimental second and fourth cumulants (see Eqs. (6)
and (7)) depicted in Fig. 2(c,d) of the main text, are obtained through sliding temporal averages, assuming ergodicity:

〈Xn
t 〉 =

1

N

N−1∑

j=0

[x(t+ tj)− x(tj)]
n ≡ 1

N

N−1∑

j=0

[∆x(t | tj)]n , (S53)

where n,N ∈ N, x(t) is the x position of the sphere at time t, and where tj = j f−1
a with the frame rate fa = 100 Hz

of the acquisition.
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The experimental local diffusion coefficients depicted in Fig. 2(b) of the main text are obtained by a stochastic force

inference algorithm [20]. An unbiased estimator d̂ of the local diffusion coefficient in the x direction (the adaptation
to the z direction being straightforward) is built as follows:

d̂(tj) =
[∆x(δt | tj−1) + ∆x(δt | tj)]2

4δt
+

∆x(δt | tj−1)∆x(δt | tj)
2δt

, (S54)

where δt is a chosen multiple of f−1
a and ∆x(δt | tj) is the distance travelled by the sphere over a time δt and starting

at tj . Each of the above values of d̂ corresponds to a given height H + z and their distribution is estimated on a
normal grid {z̃} with a polynomial function basis of order 3:

∑
ak(z̃)(H + z)k , in which the ak are real functions.

The accuracy of the method is confirmed a posteriori by the agreement with the theoretical predictions, as shown
in Fig. 2. We also note that the first term on the right-hand side of Eq. (S54) arises from the temporal linearity of
the MSD (see Eq. (6) of the main text) while the second one is a correction that allows us to estimate accurately the
local diffusion coefficients close to the surface (H + z ≤ 100 nm) where the experimental data is scarce.

Finally, several observables that stem from the sphere’s trajectory – which include the ones described above –
depend on the physical parameters of the system, namely B, lD and lB defined in Eq. (16) of the main text. These
parameters are thus fitted simultaneously to increase the method’s precision.

III. NUMERICAL SIMULATIONS

We consider hereafter the three overdamped Langevin equations:





dXt =
√

2D‖(Zt) dBx,t

dYt =
√

2D‖(Zt) dBy,t

dZt = D′⊥(Zt)dt− βD⊥(Zt)V
′(Zt)dt+

√
2D⊥(Zt) dBz,t ,

(S55)

where the first right-hand-side term of the last equation corresponds to the spurious force in the Ito convention, and
where dBx,t, dBy,t and dBz,t are independent Brownian increments. The simulation takes into account the bottom
and top walls positioned at ±Hp. The potential V (z) is given by Eq. (16) of the main text.

The effective viscosity perpendicular to a single wall is given by Eq. (18) of the main text. In the case of the
relatively wide channel studied experimentally, we can use the superposition approximation and estimate the excess
drag forces with respect to the bulk ones as the sum of the corresponding contributions from the individual surfaces.
The total effective viscosities are thus given by:

µTi (z)− µ0 ' µ+
i (z)− µ0 + µ−i (z)− µ0 , (S56)

with i ∈ {‖,⊥}, and where µ±i (z) denote the individual effective viscosities near both walls. The Stokes-Einstein
relation then gives:

Di(z) '
kBT

6πa
[
µ+
i (z) + µ−i (z)− µ0

] . (S57)

We plot D||(z) and D⊥(z) for Hp = 40µm in Fig. S1(a), and for Hp = 5.5µm in Fig. S1(b). Also shown for
comparison are the parabolic approximations for the narrow-channel case.

We discretize Eq. (S55) by using an Euler scheme where solutions are approximated by Xt(t) ≈ Xn(tn), Yt(t) ≈
Yn(tn) and Zt(t) ≈ Zn(tn), with tn = n∆t, ∆t being the simulation time step. The increments dBk,t (k ∈ {x, y, z})
are approximated by ∆Bk,n = Wk,n, where Wkn are independent Gaussian-distributed random variables of zero mean
and unit variance. This leads to the discrete stochastic equations:





Xn+1 = Xn +
√

2D‖(Zn)Wx,n

√
∆t

Yn+1 = Yn +
√

2D‖(Zn)Wy,n

√
∆t

Zn+1 = Zn +D′⊥(Zn)∆t− βD⊥(Zn)V ′(Zn)∆t+
√

2D⊥(Zn)Wz,n

√
∆t .

(S58)

We numerically integrate (S58) with ∆t = 0.01 s, for a total time of 1000 s, with identical physical parameters as the
experimental ones. The system is allowed to first equilibrate in the vertical direction. From approximately 12 million
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FIG. S2. Fourth cumulant (a), and rescaled fourth cumulant (b) as functions of time, for Hp = 40µm. Green stars: experimental
data. Blue dots: simulation data. Orange solid and dashed lines: asymptotic predictions (see main text). Solid black lines:
exact theory at all times (see main text). The three last panels correspond to the PDF p(x, t) for (c) t = τ1 = 0.01s, (d)
t = τ2 = 1.09s and (e) t = τ3 = 95.4 s. Green stars: experimental data. Blue dots: simulation data. Grey dashed lines: late
time Gaussian distribution given by the first term of Eq. (S39). Solid black lines: exact prediction obtained by numerically
inverting the Fourier transform p̂(k, t) = g(q = −ik, t) given by Eq. (S31).

trajectories, we extract the numerical fourth cumulant 〈X4
t 〉c at all times using the PDF p(x, τ) of displacements

x = Xt+τ −Xt generated from sliding temporal averaging. Specifically, the fourth cumulant is numerically calculated
from:

〈X4
t=∆τ 〉c =

∫ +∞

−∞
u4P (u,∆τ) du− 3

[∫ +∞

−∞
u2P (u,∆τ)du

]2

. (S59)

Finally, as shown in Fig. 2(d) of the main text and in Fig. S2, the numerical results are in good agreement with both
theoretical and experimental results, for a channel with Hp = 40µm. We have also carried out numerical simulations
for a much narrower channel, i.e. with Hp = 5.5µm, but otherwise using the same parameters as the ones in the
experimental setup. The results are shown in Fig. S3.
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Abstract Brownian motion is a central scientific paradigm. Recently, due to increasing efforts and interests
towards miniaturization and small-scale physics or biology, the effects of confinement on such a motion
have become a key topic of investigation. Essentially, when confined near a wall, a particle moves much
slower than in the bulk due to friction at the boundaries. The mobility is therefore locally hindered and
space-dependent, which in turn leads to the apparition of so-called multiplicative noises, and associated
non-Gaussianities which remain difficult to resolve at all times. Here, we exploit simple, optimized and
efficient numerical simulations to address Brownian motion in confinement in a broadrange and quantitative
way. To do so, we integrate the overdamped Langevin equation governing the thermal dynamics of a
negatively-buoyant single spherical colloid within a viscous fluid confined by two rigid walls, including
surface charges. From the produced large set of long random trajectories, we perform a complete statistical
analysis and extract all the key quantities, such as the probability distributions in displacements and their
main moments. In particular, we propose a novel method to compute high-order cumulants by reducing
convergence problems, and employ it to efficiently characterize the inherent non-Gaussianity of the confined
process.

1 Introduction

Brownian motion is the random movement of a micropar-
ticle due to thermal agitation. This name was given in
reference to Robert Brown, a botanist, who observed in
1828 for the first time the erratic trajectories of pollen
grains, using a microscope [1]. He concluded that this
motion was not from a living source since he observed
the same phenomenon with grains of inorganic matter,
like minute fragments of window glass or mineral sub-
stances. In 1905, Albert Einstein [2], William Suther-
land [3] and Marian Von Smoluchowski [4], physically
modelled Brownian motion, and independently calcu-
lated the diffusion coefficient of a single particle, assum-
ing that matter is discontinuous. In 1909, Jean Per-
rin [5] validated Einstein’s theory by studying both the
distribution and the agitation of microparticles in sus-
pension. Moreover, doing so, he experimentally mea-
sured the Avogadro number, proving the atomic nature
of matter, and was thus awarded the Nobel Prize in
1926. Besides, from this work, it then became clear that
Brownian motion can be a probe of conservative forces.

E. Millan and M. Lavaud have equally contributed to this
work.

a e-mail: yacine.amarouchene@u-bordeaux.fr
b e-mail: thomas.salez@cnrs.fr (corresponding author)

In 1908, Paul Langevin [6] developed the equation that
governs Brownian trajectories using the fundamental
principle of dynamics, and taking into account both the
viscous Stokes force and a new stochastic force repre-
senting the effect of momentum transfer from collisions
with solvent molecules. It is worth stressing that many
variations and applications around Brownian motion in
the bulk are continuously explored nowadays, and some
of the key underlying hypotheses and concepts remain
at the heart of epistemological discussions [7,8].

In the second half of the 20th century, the rise
of miniaturization triggered the need for a further
understanding of interfacial and confinement effects
on colloidal mobility [9–11]. Almost ninety years after
the Einstein-Sutherland-Smoluchowski theory, a semi-
nal study of Brownian motion near rigid walls was per-
formed [12]. In the latter, the space-dependent wall-
friction-induced reduction in the average planar diffu-
sion coefficient of confined colloids was revealed. This
result triggered a novel research activity on Brown-
ian motion in confinement [13–20], with implications in
single-molecule force spectroscopy [21,22], and surface-
force measurements [23,24]. Random and active motion
of microalgae near boundaries may also be impacted
by the existence of an altered mobility in confine-
ment [25]. A key feature of confined Brownian motion
is the emergence of multiplicative noises due to the
space-dependent diffusion constants near walls. A direct
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implication of such noises is the non-Gaussianity of the
particle’s displacement distributions [26–45], despite
the mean-square displacements (MSDs) remain linear
in time (as expected for a classical Brownian process).
Moving beyond rigid confinement at equilibrium, the
influence of fluctuating interfaces on Brownian point-
like tracers was investigated theoretically [46], and
experimentally [47], as well as the effects of wall adhe-
sion [48–50]. Besides, fluid and soft boundaries were
considered [51–54], and Taylor dispersion in confine-
ment was investigated [55–57].

While simple Brownian motion has been numeri-
cally modelled in the bulk (see Ref. [58] for a tuto-
rial), as well as in more complicated cases involving
confinement and interactions [59–63], an efficient and
quantitative numerical approach allowing for a broad-
range characterization of non-Gaussianities, is lacking
to date. In this article, we aim at filling this gap. We
describe how one can model the thermal dynamics of a
negatively-buoyant spherical colloidal particle between
two rigid walls, including surface charges. After recall-
ing the overdamped Langevin equation including spu-
rious forces, we solve it using an optimized numerical
scheme, and investigate the full displacement statistics.
As a central outcome of our work, we show in particu-
lar that special care needs to be taken in order to avoid
convergence issues when computing high-order cumu-
lants from Brownian realizations.

2 Model

2.1 Bulk Langevin equation

We consider a colloidal particle of radius a, immersed
in a fluid of dynamic shear viscosity η0. In the bulk, the
particle motion is described by the Langevin equation
[6]:

m�̈r(t) = −γ�̇r(t) + �F(�r(t)) +
√

2kBTγ �w(t) , (1)

where �r(t) = [rx(t), ry(t), rz(t)] is the particle center of
mass position at time t, m = 4

3πa3ρ is the particle mass,
ρ is the particle density, γ = 6πη0a is the bulk Stokes
drag coefficient, kB is the Boltzmann constant, T is the

temperature, �F = −�∇V is the total conservative force
deriving from the potential V [�r(t)], and

√
2kBTγ �w(t)

is the stochastic Langevin force accounting for the ran-
dom impacts of surrounding fluid molecules. In the fol-
lowing, the projected equations along x and y being
independent and similar, we only consider the x axis.
The two relevant spatial directions are thus indexed by
i = x, z, corresponding to the coordinates rx(t) = xt

and rz(t) = zt. We model �w(t) = [wx(t), wy(t), wz(t)]
as a Gaussian white noise of zero mean 〈wi(t)〉 = 0, and
delta-correlated variance 〈wi(t)wj(t

′)〉 = δijδ(t − t′),
where 〈·〉 indicates the ensemble average, δij the Kro-
necker symbol and δ the Dirac distribution.

Fig. 1 Schematic of the system in the (x, y) plane. A par-
ticle of radius a diffuses in three dimensions in a fluid of
viscosity η0, between two rigid and flat walls separated by
a distance 2Hp = 2H + 2a. Besides, and in addition to
gravity, we consider specific repulsive screened electrostatic
potentials induced by surface charges on the particle and
the walls, which are common in experiments [24] but do not
affect the generality of the numerical approach developed
here

The inertial term m�̈r can be further neglected in the
overdamped regime, which is reached when considering
times greater than the inertial time scale m/γ ≈ 50 ns,
for a = 1.5 µm, ρ = 1050 kgm−3 and η0 = 1 mPas. We
note that, for a colloidal particle in a solvent, the under-
damped Langevin equation is anyway not necessarily
appropriate since there is no clear separation of time
scales between hydrodynamic back flow and momen-
tum relaxation [64].

2.2 Overdamped Langevin equation in confinement

We now consider that the particle is confined between
two rigid and flat walls separated by a distance 2Hp,
as shown in Fig. 1. The gravitational acceleration �g is
oriented along −z. We further suppose that the parti-
cle and walls are negatively charged in water, induc-
ing electrostatic interactions. Due to the presence of
a surface-charged particle between two surface-charged
planes in a dielectric medium, field reflections on the
walls are expected [65]. These reflections can be seen
as electric fields created by the image charges of the
particle on the top and bottom walls. Here, we sim-
plify the problem by considering a large-enough gap, so
that we can ignore the contribution of such reflections.
In addition, the Coulombian electrostatic interactions
are screened by the ions present in water. Taking into
account gravity and assuming a linear superposition
of the Debye-Hückel screened electrostatic interactions
from each wall, the total potential energy V (z) reads:

V (z)

kBT
= B

[
e−(H+z)/lD + e−(H−z)/lD

]
+

H + z

lB
, (2)

where B is a dimensionless electrostatic magnitude
related to the particle and wall surface-charge densi-
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ties [66], lD is the Debye length, lB = kBT/(gΔm) is
the Boltzmann length, and Δm = m − 4

3πa3ρf is the
particle buoyant mass with ρf the fluid density.

Moreover, the presence of the walls modifies the par-
ticle mobilities in both the x and z directions, in an
anisotropic fashion. Therefore, the Stokes drag coeffi-
cients now become space and direction dependent, and
we note them γi(z) = 6πaηi(z), with ηi(z) the local
effective viscosities. Assuming a linear superposition of
the contributions of each wall, one has [12,67]:

ηi(z) � η
(1)
i (H + z) + η

(1)
i (H − z) − η0 , (3)

where we invoked the single-wall expressions η
(1)
i . When

neglecting slippage at the wall [68], the latter are given
by the functional forms [9]:

η(1)
x (u) = η0

1

1 − 9
16ξ + 1

8ξ3 − 45
256ξ4 − 1

16ξ5
, (4)

with ξ = a/(u + a), and:

η(1)
z (u) = η0

6u2 + 9au + 2a2

6u2 + 2au
, (5)

where the last expression is a Padé approximation [69]
of the complete formula [9,70], valid with less than 1%
error. We note that, in the horizontal direction x, we
have omitted the supplementary logarithmic correction
for the mobility in the very near vicinity of the wall
[71], as this region is typically not accessed in practice
due to the electrostatic repulsion between the particle
and the walls [24].

Invoking the Stokes-Einstein relation, we then con-
struct the local diffusion coefficients, as:

Di(z) =
kBT

γi(z)
. (6)

For illustration, typical diffusion-coefficient profiles are
show in Fig. 2a near the bottom rigid wall, and in
Fig. 2b for two rigid walls.

We can then rewrite Eq. (1) in the overdamped
regime for a particle between two rigid walls, as:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dxt

dt
=

√
2Dx(zt) wx(t) ,

dzt

dt
=

√
2Dz(zt) wz(t) +

Fz(zt)

γz(zt)
,

(7)

with Fz(zt) = −V ′(zt), where the prime indicates one
derivative with respect to the argument. We stress that,
since we consider the overdamped regime, we need to
specify further the interpretation of the noise. We adopt
the Îto convention, and there is thus an additional
spurious drift to consider, as explained in details in
Sect. 2.3. Eventually, at long time scales, the system
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Fig. 2 Diffusion coefficients Di along x (blue) and z
(green), normalized by the bulk value D0 = kBT/(6πaη0)
[2], as functions of the rescaled discrete vertical coordinate
zn/a, as obtained from Eqs. (3), (4), (5), (6), with zn = zt

for t = nδt. Two typical situations are considered: a near
the bottom rigid wall, with the particle-wall contact point
shifted here to correspond to zn = 0; b between two rigid
walls

must reach equilibrium, and one should recover the
canonical Gibbs-Boltzmann distribution in position:

Peq(z) =
e−βV (z)

∫ +H

−H
dz′ e−βV (z′)

, (8)

with β = 1/(kBT ), and using V (z) from Eq. (2).

2.3 Spurious drift

One can observe that the noise magnitude
√

2Di(zt) in
Eq. (7) depends on the random variable zt itself – a fea-
ture which is thus usually referred to as “multiplicative
noise”. It requires a specific treatment in stochastic cal-
culus, the basics of which being recalled hereafter. Let
us rewrite the vertical projection of Eq. (7) in a differ-
ential form, as:

dzt = [U(zt) + A(zt)wz(t)]dt , (9)

with A(zt) =
√

2Dz(zt), and where U(zt) is an
unknown drift velocity at this stage. For integration, we
consider a small time interval between t and t+τ . Since
there is an intrinsic ambiguity in the evaluation of A on
this interval, we introduce a parameter α ∈ [0, 1] that
characterizes the chosen evaluation instant t+ατ . Note
that there are two common conventions: i) α = 0, i.e.

the Îto convention; and ii) α = 1/2, i.e. the Stratonovich
convention. Imposing the steady state of the associ-
ated Fokker-Planck equation to be given by the Gibbs-
Boltzmann distribution (see Eq. (8) for the marginal in
position), one eventually gets for all conventions [72,73]:

zt+τ = zt +

[Fz(zt)

γz(zt)
+ (1 − α)A(zt)A

′(zt) + A(zt)wz(t)

]
τ ,

(10)
where we have identified U(zt) = Fz(zt)/γz(zt) + (1 −
α)A(zt)A

′(zt). By comparison with Eq. 7, we see the
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appearance of a convention-dependent spurious drift
velocity (1 − α)A(zt)A

′(zt) = (1 − α)D′
z(zt). Without

this correction brought to the discretized overdamped
Langevin equation, the simulated zt realizations would
not satisfy the Gibbs-Boltzmann distribution at long
times, which is a necessary condition. In the following,
we choose the Îto convention (α = 0) for the practical
numerical integration.

2.4 Numerical simulations

We discretize the problem through an Euler scheme,
by considering a discrete time t = nδt, with n a posi-
tive integer and δt the numerical time step. We write
ri(t) as ri,n, (xt, zt) as (xn, zn), and wi(t) as wi,n.
The discrete noises wi,n are chosen as independent
Gaussian noises, each with zero mean and 1/δt vari-
ance. Specifically, to generate wi,n, we first generate
a pair of uniformly-distributed random numbers using
the Mersenne-Twister generator [74]. Then, we trans-
form the latter pair into a Gaussian-distributed random
variable using the Box-Muller algorithm [75,76]. From
the discretization of the horizontal projection of Eq.
(7), and from Eq. (10) for the vertical projection, we
get the discrete overdamped Langevin equation in the
Îto convention:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

xn+1 = xn +
√

2Dx(zn)wx,nδt

zn+1 = zn + [D′
z(zn) − βDz(zn)V ′(zn)

+
√

2Dz(zn)wz,n]δt .

(11)

To ensure thermalization in the vertical direction,
and avoid unnecessary equilibration delays, we enforce
the initial conditions (x0, z0) = (0, z0), with z0 ran-
domly sampled from the Gibbs-Boltzmann distribution
of Eq. (8), using an inverse transformation sampling
[77]. In the following, each particle trajectory is sim-
ulated with δt = 0.01 s, a = 1.5 μm, η0 = 1 mPa.s,
B = 5.0, lB = 526 nm, and lD = 88 nm, in order
to reproduce a realistic experimental situation [24]. A
typical trajectory is shown in Fig. 3a, for the 1000 first
seconds. To make sure that the equilibrium along the
vertical direction is reached, we verify that the Gibbs-
Boltzmann distribution of Eq. (8) is reached, without
any free parameter, as shown in Fig. 3b. This distribu-
tion, together with Eq. (2), provides a direct feeling of
the electrostatic depletion near the bottom wall. With-
out such an electrostatic contribution, the probability
of presence would just be a single exponential function,
that would be maximal at the wall, as in the historical
Perrin’s experiments [5].

We run Ns simulations. Each simulation produces a
trajectory of Nt points in time. The simulations are per-
formed using Python [78], and each of these can take
several seconds of real computation time for Nt = 106,
as shown in Fig. 4. For Ns = 2 · 106 trajectories with
Nt = 106, we would need several months of real com-
putation time. To reduce the computational time, we
use Cython [79], which allows to keep the flexibility and
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Fig. 3 a Typical numerically-simulated trajectory of a
Brownian particle confined by two rigid walls, in presence
of gravity and surface charges. The blue and green lines
respectively represent xn and zn + H, for the first 104

points over a total of Nt = 106 points, using a time step
δt = 0.01 s. b Long-term distribution of the wall-particle
distance zn + H. The solid line corresponds to Eqs. (2) and
(8), with a = 1.5 μm, B = 5.0, lB = 526 nm, lD = 88 nm,
and Hp = 40 μm

ease of use of Python. As shown in Fig. 4, for Nt > 104,
simulations using Cython are a hundred times faster
than the ones using Python.

3 Results

3.1 Mean square displacements

After having verified above that the simulated sys-
tem reaches equilibrium properly, one can now turn
to the investigation of the dynamical properties of
interest. Let us start with the canonical and well-
documented quantities, i.e. the Mean Squared Displace-
ments (MSDs), which are defined as [80]:

〈Δr2
i 〉(τ) = 〈[ri(t + τ) − ri(t)]

2〉 , (12)

where the ensemble average 〈·〉 is computed in prac-
tice from an average 〈·〉t over time t. At all time lags
τ for the horizontal direction, and at small time lags
for the vertical one, the MSDs are linear in τ , as shown
in Fig. 5. Indeed, the absence of a preliminary ballis-
tic regime is expected for the governing overdamped
Langevin equation (see Eq. (11)). In the bulk, one
would have 〈Δr2

i 〉(τ) = 2D0τ . However, in the confine-
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Fig. 4 Real computational times tc as functions of the
total number Nt of points in a given simulated trajectory,
using both Python and Cython, as indicated. The solid lines
correspond to the best linear regressions, from which we
find tc(s) = 6 · 10−4Nt for Python, and tc(s) = 4 · 10−7Nt

for Cython

ment situation at stake here, the prefactor is modified.
One may expect instead:

〈Δr2
i 〉(τ) = 2〈Di〉0τ , (13)

where 〈·〉0 =
∫ +H

−H
dz (·)Peq(z) is the spatial average

over the Gibbs-Boltzmann distribution (see Eq. 8).
Moreover, in Fig. 5b, one observes that the vertical

MSD eventually reaches a plateau at large time lags
with a value close to l2B. This saturation corresponds
to the fact that the vertical range is limited by grav-
ity, which effectively traps the particle near the bottom
wall. The plateau value can be computed from:

lim
τ→+∞

〈Δz2
t 〉 =

∫ 2H

−2H

d(Δzt) Δz2
t P (Δzt, τ∞) , (14)

where P (Δzt, τ) is the Probability Density Function
(PDF) of the vertical displacement Δzt at time lag τ ,
that tends to P (Δzt, τ∞) when τ → +∞ (see Eq. 20)
as discussed in the corresponding section. As shown in
Fig. 5, Eqs. (13) and (14) capture well the numerical
data, with no free parameter.

3.2 Fourth-order cumulants in displacements

Beyond the MSDs studied in the previous section, i.e.
the second-order cumulants of the displacements, one
can study higher-order cumulants. Such higher-order
cumulants – and especially the horizontal one – are par-
ticularly interesting in order to characterize the inher-
ent non-Gaussianity of the confined Brownian process.
The third cumulants 〈Δr3

i 〉c are zero, since there is no
external drift and 〈Δri〉 = 0. Therefore, we focus on
the fourth cumulants of the displacements:

〈Δr4
i 〉c = 〈Δr4

i 〉 − 3〈Δr2
i 〉2 . (15)
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Fig. 5 Mean square horizontal (a) and vertical (b) dis-
placements 〈Δr2

i,n〉 (see Eq. (12)) as functions of time lag

τ , for one simulated trajectory of Nt = 106 points, with a
numerical time step δt = 0.01 s. The physical parameters
are a = 1.5 μm, B = 5.0, lB = 526 nm, lD = 88 nm and
Hp = 40 µm. The solid lines correspond to Eq. (13), and
the dashed line to Eq. (14)

For our class of confined systems (see Fig. 1), in addition
to a formal general expression valid at all time lags in
the horizontal direction [45], one can derive the short-
term and long-term asymptotic behaviors of Eq. (15).
At small time lags, one has [45]:

〈Δr4
i 〉c �

τ→0
12

[
〈D2

i 〉0 − 〈Di〉20
]
τ2 , (16)

where the demonstration for the vertical direction is
equivalent to the one for the horizontal direction. We
however stress that the non-Gaussianity in the vertical
direction is a direct result of vertical confinement, and,
as such, is not as profound and interesting as its hori-
zontal counterpart for which the motion is unbounded.
At large time lags, in the horizontal direction, one has
[45]:

〈Δx4
t 〉c �

τ→+∞
24 (D4τ − C4) , (17)

where D4 and C4 are two known constants depending on
V and {Di}. At large time lags, in the vertical direction,
one expects a plateau given by:

lim
τ→+∞

〈Δz4
t 〉 =

∫ +2H

−2H

d(Δzt)Δz4
t P (Δzt, τ∞)

− 3

[∫ +2H

−2H

d(Δzt)Δz2
t P (Δzt, τ∞)

]2

,

(18)
where P (Δzt, τ∞) is defined in Eq. (20), as discussed in
the next section.

As shown in Fig. 6, the fourth cumulants in displace-
ments obtained from the numerical simulations are in
agreement with the asymptotic expressions of Eqs. (16)

123

Annexes B. Publications

152



   24 Page 6 of 11 Eur. Phys. J. E           (2023) 46:24 

10−2 10−1 100 101 102 103
10−7
10−5
10−3
10−1
101

〈Δ
x
4 n
〉 c

(μ
m

4
)

1
2 1

1
(a)

10−2 10−1 100 101 102 103

τ (s)

10−7
10−5
10−3
10−1
101

〈Δ
z
4 n
〉 c

(μ
m

4
)

1
2

(b)

Fig. 6 Fourth cumulants 〈Δr4
i,n〉c (see Eq. (15)) in hori-

zontal a and vertical b displacements as functions of time
lag τ , for Ns = 2 · 106 simulated trajectory of Nt = 106

points, with a numerical time step δt = 0.01 s. The phys-
ical parameters are a = 1.5 μm, B = 5.0, lB = 526 nm,
lD = 88 nm and Hp = 40 µm. The solid lines correspond to
Eq. (16), the dashed line to Eq. (17), and the dash-dotted
line to Eq. (18)

and (18), with no adjustable parameter. Moreover, we
stress that the fourth cumulant in horizontal displace-
ment depends on both Dx(z) and Dz(z) at long times
[45]. As such, there is a subtle information coupling
between the vertical and horizontal motions, in spite
of the fact that the respective noises are not correlated.
This is a potentially relevant feature towards the practi-
cal extraction of vertical quantities from simple horizon-
tal statistics in actual experimental systems. Note that
this idea was already exploited for the second cumulant
in a different class of confined systems [21].

3.3 Displacement distributions

Having discussed the second and fourth cumulants of
displacements in the two previous sections, we now turn
to the full PDFs P (Δri, τ) of displacements Δri =
ri(t + τ) − ri(t), at time lag τ . Note that, in the dis-
cretized version for numerical simulations, we denote
these quantities P (Δri,n, τ), Δri,n, and τ = nδt,
respectively, with n a positive integer. In the bulk, such
PDFs obey the diffusion equation and are classically
given by Gaussian distributions, each of zero mean and
2D0τ variance.

In our confined case, the presence of the walls mod-
ifies the Brownian motion to a so-called Brownian-yet-
non-Gaussian motion [26–45]. We still have a Wiener
process, because only the amplitude of the noise is mod-
ified by the presence of the walls, but not the Gaussian
white noise wi(t) itself. The MSDs are linear in time
like for the bulk case (see Eq. (13)). However, the PDFs
of displacements are not Gaussian (i.e. with zero mean
and 2〈Di(z)〉0 variance) anymore, in sharp contrast to
the bulk case. They depart from Gaussian distributions
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Fig. 7 a, c Probability density functions P (Δxn, τ) in hor-
izontal displacement Δxn, obtained from numerical simula-
tions (blue dots), at small time lag τ0 = 0.01 s and large
time time lag τ∞ = 95.4 s, respectively. The solid black
lines correspond to Eq. (19), and the dashed blue lines cor-
respond to Gaussian distributions of zero means and 2〈Dx〉τ
variances. (b,d) Probability density functions P (Δzn, τ) in
vertical displacement Δzn, obtained from numerical simu-
lations (green diamonds), at small time lag τ0 = 0.01 s and
large time time lag τ∞ = 95.4 s, respectively. The solid black
lines correspond to Eq. (19), and the dashed green line to a
Gaussian distribution of zero mean and 2〈Dz〉τ variance. In
all panels, the PDFs are constructed from Ns = 2.1 × 106

trajectories of Nt = 106 points each, using a numerical time
step δt = 0.01 s, and the physical parameters: a = 1.5 μm,
B = 5.0, lB = 526 nm, lD = 88 nm, and Hp = 40 µm. In all
panels, the statistical error bars are smaller than the data
symbols

for large displacements, in particular. At all time lags
τ for the horizontal direction, and at small time lags
for the vertical one, the PDFs of displacements can be
obtained from spatial averages 〈·〉0 of the local diffusion
Green’s functions over the Gibbs-Boltzmann distribu-
tion [19,24]:

P (Δri, τ) =

∫ +2H

−2H

dz
Peq(z)√
4πDi(z)τ

e
− Δr2

i
4Di(z)τ . (19)

As shown in Fig. 7a–c, the PDFs in displacements
obtained from the numerical simulations are in agree-
ment with Eq. (19) with no adjustable parameter, at
all time lags for the horizontal direction, and at small
time lags for the vertical one. Moreover, we observe
a departure from the classical bulk Gaussian distribu-
tions, that is more pronounced in the vertical direction.
Interestingly, even though these three displacement dis-
tributions are non-Gaussian, the corresponding MSDs
are still linear in time lag (see Fig. 5), as expected for
a Brownian-yet-non-Gaussian process.
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Fig. 8 Probability density functions P (Δxn, τ) in hori-
zontal displacement Δxn, obtained from numerical simu-
lations (blue dots) by averaging the individual PDFs of the
Ns = 2.1 × 106 trajectories. Three lag times are considered
here: a τ1 = 0.01 s, b τ2 = 1.09 s and c τ3 = 193.06 s.
For comparison, are shown the data restricted to within
the 90th (yellow squares) and 99th (brown triangles) quan-
tiles. The solid black lines correspond to Eq. (19), and the
dashed blue lines correspond to Gaussian distributions of
zero means and 2〈Dx〉τ variances. In all panels, the PDFs
are constructed from trajectories of Nt = 106 points each,
using a numerical time step δt = 0.01 s, and the physical
parameters: a = 1.5 μm, B = 5.0, lB = 526 nm, lD = 88 nm,
and Hp = 40 μm

Let us now turn to the long-term behaviour of the
PDF in vertical displacement. As already observed
in Figs. 5 and 6, the second and first cumulants
of the vertical displacement reach plateau values at
long times. This saturation indicates that equilibrium
is reached in the vertical direction. Therefore, one
can derive the long-term distribution P (Δzt, τ∞) ≡
limτ→+∞ P (Δzt, τ) from the Gibbs-Boltzmann distri-
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Fig. 9 a Fourth cumulant 〈Δx4
n〉c in horizontal displace-

ment Δxn as a function of time lag τ , as obtained from
the distribution method of Eqs. (21) and (22) (blue cir-
cles). For comparison, we also show simple averages (pink
triangles) of the fourth cumulants in horizontal displace-
ment obtained from the individual trajectories. b–d Fourth
cumulants 〈Δx4

n〉c as functions of the number Ns of sim-
ulations, for three different time lags as indicated. In all
panels, the solid lines correspond to the short-term asymp-
totic expression of Eq. (16), and the dashed lines to the
long-term asymptotic expression of Eq. (17). The trajecto-
ries have Nt = 106 points each, and the numerical time step
is δt = 0.01 s. The physical parameters in the simulation
are: a = 1.5 μm, B = 5.0, lB = 526 nm, lD = 88 nm, and
Hp = 40 μm
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bution (see Eq. 8), as [19,24]:

P (Δzt, τ∞) =

∫ +2H

−2H

dz Peq(z)Peq(z + Δzt) . (20)

Stated simply, at equilibrium, a certain displacement
Δzt corresponds to having a certain starting point z
and the arrival one z + Δzt, both being independently
distributed according to the Gibbs-Boltzmann distribu-
tion, and with a summation over all possible starting
points. As shown in Fig. 7d, the long-term PDF in ver-
tical displacement obtained from the numerical simula-
tions is in agreement with Eq. (20), with no adjustable
parameter. Moreover, we observe a marked departure
from the classical bulk Gaussian distribution.

3.4 Rare events and convergence

As seen in Fig. 7a, c, resolving the non-Gaussianities in
the distribution of the horizontal displacement implies
to measure large displacements, which are rare events,
and thus require a lot of numerical data. This is illus-
trated in Fig. 8, where we see that the non-Gaussian
data of interest lies outside the 99th quantiles. As a
direct consequence, a single short trajectory does not
allow one to resolve the horizontal non-Gaussianities,
and thus the fourth cumulant in horizontal displace-
ment (see Supplementary Material of Ref. [81] for a
similar convergence problem). One possible strategy to
overcome this issue would be to generate a much longer
trajectory, e.g. of Nt = 108 points, but this would be
at the expense of accumulating important numerical
errors on the rare events. In order to circumvent such an
error accumulation, we instead simulate Ns = 2.1× 106

shorter trajectories of Nt = 106 points each. Note that
such an issue is however unimportant for the MSD (see
Fig. 5) which is dominated by frequent Gaussian-like
events. Therefore, the horizontal MSD can be calcu-
lated with a single trajectory of Nt = 106 points, as in
Fig. 5.

Another important practical point to consider is the
difficulty in registering Ns × Nt points, in order to
produce the fourth cumulants at large time lags in
Fig. 6. To circumvent this issue, we invoke the equiv-
alent expression of the fourth cumulant:

〈Δx4
t 〉c =

∫ +2H

−2H

d(Δxt)Δx4
t P (Δxt, τ)

− 3

[∫ +2H

−2H

d(Δxt)Δx2
t P (Δxt, τ)

]2

.

(21)

From this expression, we see that one just needs to
construct P (Δxn, τ) from all the numerical trajecto-
ries, in order to evaluate 〈Δx4

t 〉c. The construction
of P (Δxn, τ) is performed by averaging the PDFs
P (k)(Δxn, τ) of horizontal displacements for the indi-

vidual trajectories (indexed by the integer k), as:

P (Δxn, τ) =
1

Ns

Ns∑

k=1

P (k)(Δxn, τ) . (22)

In Fig. 9a, we plot the fourth cumulant in horizontal dis-
placement as a function of time lag, as obtained from
this distribution method. For comparison, we also plot
the fourth cumulant in horizontal displacement esti-
mated by a naive method, which consists in simply aver-
aging the fourth cumulants in horizontal displacement
obtained from the individual trajectories. At small time
lags, where single trajectories are sufficient, both meth-
ods work properly. At large time lags, the distribution
method is still robust, while the naive method underes-
timates the fourth cumulant. This is intimately rooted
in the fact that, as τ increases, single trajectories do not
register enough rare events, which are however essential
for measuring non-Gaussianities, as discussed above. As
shown in Fig. 9b–d, increasing Ns does not solve the
problem with the naive method, which fails in converg-
ing to the good value at large time lags. In contrast,
the distribution method converges properly in the con-
sidered Ns and τ ranges, and is thus more robust.

4 Conclusion

We have numerically investigated the Brownian motion
of a negatively-buoyant colloidal particle confined between
two flat rigid walls, in presence of surface charges.
Specifically, we have solved the discretized overdamped
Langevin equation, with an appropriate spurious drift.
From the generated trajectories, and with specific care
provided regarding the slow convergence of high-order
cumulants, we have constructed all the relevant sta-
tistical observables. From these, we have in particular
checked the convergence to equilibrium, and have quan-
titatively addressed the non-Gaussianity of the process.
As such, our method provides efficient, broadrange and
quantitative numerical simulations of Brownian motion
in confinement, with potential interest for nanophysics
and biophysics.
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David Dean, for interesting discussions. They acknowledge
financial support from the European Union through the
European Research Council under EMetBrown (ERC-CoG-
101039103) grant. Views and opinions expressed are how-
ever those of the authors only and do not necessarily reflect
those of the European Union or the European Research
Council. Neither the European Union nor the granting
authority can be held responsible for them. The authors also
acknowledge financial support from the Agence Nationale de
la Recherche under EMetBrown (ANR-21-ERCC-0010-01),
Softer (ANR-21-CE06-0029), and Fricolas (ANR-21-CE06-
0039) grants. Finally, they thank the Soft Matter Collabora-
tive Research Unit, Frontier Research Center for Advanced

123

Annexes B. Publications

155



Eur. Phys. J. E           (2023) 46:24 Page 9 of 11    24 

Material and Life Science, Faculty of Advanced Life Science
at Hokkaido University, Sapporo, Japan.

Author contribution statement

Y.A. and T.S. conceived the study. E.M. and M.L. per-
formed the research. E.M. wrote the first draft of the
manuscript. All the authors discussed the data and con-
tributed to the writing of the manuscript.

Data availability statement Data produced for this arti-
cle are available upon reasonable request to the authors.

References

1. R. Brown, A brief account of microscopical observations
made in the months of June, July and August 1827, on
the particles contained in the pollen of plants; and on
the general existence of active molecules in organic and
inorganic bodies. Philosop. Mag. 4(21), 161–173 (1828)

2. A. Einstein, über die von der molekularkinetischen The-
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