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Titre : Sélection de variables en grande dimension par le Lasso et tests statistiques – applicationà la pharmacovigilance
Mots clés : Sélection de variables, Lasso, critère d’information, p-value empirique, p-value condi-tionnelle, tests multiples
Résumé : La sélection de variables dans unerégression de grande dimension est un pro-blème classique dans l’exploitation de donnéesde santé, où l’on cherche à identifier un nombrelimité de facteurs associés à un évènementparmi un grand nombre de variables candi-dates : facteurs génétiques, expositions envi-ronnementales ou médicamenteuses.La régression Lasso (Tibshirani, 1996) four-nit une suite de modèles parcimonieux où lesvariables apparaissent les unes après les autressuivant la valeur du paramètre de régularisa-tion. Elle doit s’accompagner d’une procéduredu choix de ce paramètre et donc du modèleassocié. Nous proposons ici des procédures desélection d’un desmodèles du chemin du Lassoqui font partie, ou s’inspirent, du paradigmedes tests statistiques. De la sorte, nous cher-chons à contrôler le risque de sélection d’aumoins un faux positif (Family-Wise Error Rate,FWER), au contraire de la plupart desméthodesexistantes de post-traitement du Lasso qui ac-ceptent plus facilement des faux positifs.Notre première proposition est une généra-lisation du critère d’information d’Akaike (AIC)que nous appelons AIC étendu (EAIC). La log-vraisemblance du modèle considéré y est pé-nalisée par son nombre de paramètres affectéd’un poids qui est fonction du nombre total devariables candidates et du niveau visé de FWER,mais pas du nombre d’observations. Nous ob-tenons cette fonction en rapprochant la com-paraison de critères d’information de sous-modèles emboîtés d’une régression en grandedimension, de tests multiples du rapport devraisemblance sur lesquels nous démontronsun résultat asymptotique.Notre deuxième proposition est un test dela significativité d’une variable apparaissant surle chemin du Lasso. Son hypothèse nulle dé-pend d’un ensemble A de variables déjà sé-lectionnées et énonce qu’il contient toutes lesvariables actives. Nous cherchons à prendre

comme statistique de test la valeur du para-mètre de régularisation à partir de laquelle unepremière variable en dehors de A est sélec-tionnée par le Lasso. Ce choix se heurte aufait que l’hypothèse nulle n’est pas assez spé-cifiée pour définir la loi de cette statistique etdonc sa p-value. Nous résolvons cela en luisubstituant sa p-value conditionnelle, définieconditionnellement aux coefficients estimés dumodèle non pénalisé restreint à A. Nous esti-mons celle-ci par un algorithme que nous ap-pelons simulation-calibration, où des vecteursréponses sont simulés puis calibrés sur les co-efficients estimés du vecteur réponse observé.Nous adaptons de façon heuristique la calibra-tion au cas des modèles linéaires généralisés(binaire et de Poisson) dans lesquels elle estune procédure itérative et stochastique. Nousprouvons que l’utilisation du test permet decontrôler le risque de sélection d’un faux positifdans lesmodèles linéaires, à la fois lorsque l’hy-pothèse nulle est vérifiée mais aussi, sous unecondition de corrélation, lorsque A ne contientpas toutes les variables actives.Nousmesurons les performances des deuxprocédures par des études de simulations ex-tensives, portant à la fois sur la sélection éven-tuelle d’une variable sous l’hypothèse nulle (ouson équivalent pour l’EAIC) et sur la procédureglobale de sélection d’un modèle. Nous obser-vons que nos propositions se comparent de fa-çon satisfaisante à leurs équivalents les plusproches déjà existants, BIC et ses versions éten-dues pour l’EAIC et le test de covariance deLockhart et al. (2014) pour le test par simulation-calibration. Nous illustrons également les deuxprocédures dans la détection d’expositionsmé-dicamenteuses associées aux pathologies hé-patiques (drug-induced liver injuries, DILI) dansla base nationale de pharmacovigilance (BNPV)en mesurant leurs performances grâce à l’en-semble de référence DILIrank d’associationsconnues.



Title : High-dimensional variable selection with the Lasso and statistical testing – application topharmacovigilance
Keywords :Variable selection, Lasso, information criterion, empirical p-value, conditional p-value,multiple testing
Abstract : Variable selection in high-dimensional regressions is a classic problemin health data analysis. It aims to identify a limi-ted number of factors associated with a givenhealth event among a large number of candi-date variables such as genetic factors or envi-ronmental or drug exposures.The Lasso regression (Tibshirani, 1996) pro-vides a series of sparsemodels where variablesappear one after another depending on theregularization parameter’s value. It requires aprocedure for choosing this parameter andthus the associated model. In this thesis, wepropose procedures for selecting one of themodels of the Lasso path, which belong toor are inspired by the statistical testing para-digm. Thus, we aim to control the risk of se-lecting at least one false positive (Family-WiseError Rate, FWER) unlike most existing post-processing methods of the Lasso, which acceptfalse positives more easily.Our first proposal is a generalization of theAkaike Information Criterion (AIC) which we callthe Extended AIC (EAIC). We penalize the log-likelihood of the model under consideration byits number of parameters weighted by a func-tion of the total number of candidate variablesand the targeted level of FWERbut not the num-ber of observations. We obtain this function byobserving the relationship between comparingthe information criteria of nested sub-modelsof a high-dimensional regression, and perfor-ming multiple likelihood ratio test, about whichwe prove an asymptotic property.Our second proposal is a test of the signi-ficance of a variable appearing on the Lassopath. Its null hypothesis depends on a set Aof already selected variables and states that itcontains all the active variables. As the test sta-

tistic, we aim to use the regularization parame-ter value fromwhich a first variable outside A isselected by Lasso. This choice faces the fact thatthe null hypothesis is not specific enough to de-fine the distribution of this statistic and thus itsp-value. We solve this by replacing the statis-tic with its conditional p-value, which we defineconditional on the non-penalized estimated co-efficients of the model restricted to A. We esti-mate the conditional p-value with an algorithmthat we call simulation-calibration, where wesimulate outcome vectors and then calibratethem on the observed outcome’s estimated co-efficients. We adapt the calibration heuristicallyto the case of generalized linear models (binaryand Poisson) in which it turns into an iterativeand stochastic procedure. We prove that usingour test controls the risk of selecting a false po-sitive in linearmodels, bothwhen the null hypo-thesis is verified and, under a correlation condi-tion, when the set A does not contain all activevariables.We evaluate the performance of both pro-cedures through extensive simulation studies,which cover both the potential selection of a va-riable under the null hypothesis (or its equiva-lent for EAIC) and on the overall model selec-tion procedure. We observe that our proposalscompare well to their closest existing counter-parts, the BIC and its extended versions for theEAIC, and Lockhart et al.’s (2014) covariance testfor the simulation-calibration test.We also illus-trate both procedures in the detection of ex-posures associated with drug-induced liver in-juries (DILI) in the French national pharmaco-vigilance database (BNPV) by measuring theirperformance using the DILIrank reference setof known associations.
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1 - Introduction

1.1 .Régression en grande dimension

Cette thèse porte sur la sélection de variables dans le cadre de modèles
de régression en grande dimension. Les données de grande dimension sont
de plus en plus fréquentes en santé publique et en recherche clinique. Cela in-
clut les données de génomique et des autres -omiques 1, d’imagerie médicale,
d’épidémiologie numérique, ou encore les données médico-administratives.
Nous nous intéresserons en particulier à la pharmacovigilance, c’est-à-dire à
la détection des effets secondaires délèteres de médicaments.

De manière générale, la régression est le problème d’estimer le lien entre
une grandeur numérique y (la réponse), dont onobserven réalisations y1, .., yn,
et un ensemble de p grandeurs numériques (les régresseurs, ou covariables)
dont on observe également n réalisations sur les mêmes individus. Elles sont
représentées par une matrice X de dimensions (n, p). Le modèle régression
multiple le plus simple est le modèle linéaire. L’effet de chaque variable Xj y
est quantifié par un coefficient βj :

∀ i ∈ {1, .., n}, yi = β0 +

p∑
j=1

βjXi,j + ϵi, ∀i, ϵi ∼ N
(
0, σ2

)

soit en écriture matricielle, y = β0+Xβ+ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2In

). Une formulation
équivalente plus compacte est Y = X∗β∗+ϵ où β∗ = (β0, β) ∈ Rp+1 etX∗ est
la matrice de dimensions (n, p + 1) obtenue en concaténant à X un vecteur
colonne constant égale à 1.

1. sciences des données moléculaires qui déterminent le phénotype d’une per-sonne, telles que la protéomique ou la métabolomique.
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Le modèle linéaire est adapté aux situations où y est une grandeur conti-
nue. Dans d’autres cas, on préfère utiliser unmodèle linéaire généralisé, dont
la forme générale est

E[Y ] = f(X∗β∗)

où f est une fonction d’une variable réelle, la fonction de lien. Cela inclut le
modèle binaire où y prend ses valeurs dans {0, 1} ce qui indique la présence
où l’absence d’un phénomène, qui peut être une pathologie. f doit alors être
une fonction croissante à valeurs dans ]0, 1[, le choix le plus classique étant la
fonction logistique x → ex/(1 + ex).

L’ajustement d’un modèle de régression multiple permet de tester la si-
gnificativité du paramètre βj associé à chaque covariable j. On peut ensuite
réaliser une sélection de variables à partir de tels tests, en concluant que les
covariables dont le coefficient estimé est significativement différent de 0 sont
actives. Il est aussi possible de considérer la sélection de modèle de façon
plus globale, en évaluant les modèles restreints à des sous-ensembles de
variables et en sélectionnant les variables qui constituent celui qui optimise
un critère d’intérêt. En pharmacovigilance, qui est le domaine d’application
de cette thèse, la sélection de variables, exploratoire, joue un rôle de détec-
tion de signal.X regroupe un grand nombre d’expositions médicamenteuses
pouvant induire l’évènement indésirable d’intérêt y. Les variables sélection-
nées par l’analyse statistique sont des signaux qui devront ensuite faire l’objet
d’analyses pharmacologiques ou épidémiologiques plus poussées.

Les problèmes de grande dimension, c’est-à-dire lorsque p est élevé (éven-
tuellement, mais pas nécessairement, supérieur à n), sont particulièrement
difficiles. Cette tendance générale, dite « fléau de la dimension » ou curse of di-
mensionality (Giraud, 2021) se manifeste à la fois dans l’estimation demodèles
non paramétriques, dans celle demodèles paramétriques où il est nécessaire
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d’explorer un espace de paramètres de grande dimension pour trouver une
solution optimale.Mêmedans lemodèle linéaire pour lequel ondisposed’une
solution analytique lorsque p < n (l’estimateur des moindres carrés), celle-ci
est affectée d’une importante variance. Lorsque p ≥ n le modèle n’est de plus
pas identifiable. En outre, l’estimation d’un trop grand nombre de paramètres
peut rendre les modèles peu utiles, en particulier difficilement interprétables
et peu fiables du point de vue de la prédiction comme de la sélection de va-
riables. La recherche demodèles parcimonieux est donc un problème central.

La sélection de variables doit donc s’adapter au contexte de la grande di-
mension. Il n’est en général plus possible de la fonder sur l’estimation clas-
sique du modèle multivarié dans son ensemble. En génomique, il est courant
de réaliser de multiples régressions univariées du vecteur réponse sur cha-
cune des covariables candidates, chacune fournissant un test de significati-
vité. On effectue ensuite une procédure de correction des tests multiples sur
les résultats de ces tests. Cette technique ne tient cependant pas compte de la
structure de corrélation entre covariables, ou alors seulement lors d’une éli-
mination préliminaire de covariables très fortement corrélées. Une variable
peut donc être sélectionnée alors que son association à la réponse est uni-
quement portée par sa corrélation à des variables actives.

La section suivante présente le Lasso, une technique de régression pa-
ramétrique particulièrement adaptée à la sélection de variables en grande
dimension.

1.2 .Régression Lasso

Tibshirani (1996) a introduit le Lasso (least absolute shrinkage and selection
operator), une méthode de sélection de variables et d’apprentissage automa-
tique qui s’est avérée très féconde par les applications pratiques et les déve-
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loppements théoriques qu’elle a occasionnés. Le Lasso généralise l’approche
très générale en statistique paramétrique qui consiste à trouver le vecteur de
paramètres β∗ = (β0, β)maximisant L(β∗;X, y), sa vraisemblance étant don-
nées les observationsX et y. La quantité optimisée dans le Lasso, la fonction
de perte lλ, est une log-vraisemblance pénalisée par la norme L1 du vecteur
de paramètres (||β||1 =

∑p
j=1 |βj |). Le poids de cette pénalité est donné par

un paramètre λ, le paramètre de régularisation du Lasso :

β̂∗Lasso(λ;X, y) = argmin
β∗∈Rp+1

lλ(β
∗)

où lλ(β
∗) = − logL(β∗;X, y) + λ||β||1.

Dans le modèle linéaire, le Lasso se ramène à l’estimation des moindres
carrés pénalisés :

L(β∗, σ;X, y) =
1(

σ
√
2π
)n e− ||y−X∗β∗||2

2σ2

β̂∗Lasso(λ) = argmin
β∗∈Rp+1

||y −X∗β∗||2

2σ2
+ λ||β||1

β̂∗Lasso(λ̃) = argmin
β∗∈Rp+1

||y −X∗β∗||2 + λ̃||β||1 (1.1)

où λ̃ = 2σ2λ. L’équation (1.1) est parfois donnée comme définition du Lasso
dans le cas linéaire. Elle peut aussi être vue comme laminimisation de l’erreur
quadratique sous une contrainte de la forme ||β||1 ≤ t, dont elle est la forme
lagrangienne (Hastie et al. (2021), chapitre 1).

Le Lasso possède également une interprétation bayésienne. En effet, si β
est un paramètre aléatoire qui suit une loi a priori de densité (2λ)pe−λ||β||1

(c’est-à-dire si chaque βj suit a priori une loi de Laplace de paramètre λ),
alors la loi a posteriori possède une densité de probabilité proportionnelle
à e−lλ(β

∗). L’estimateur Lasso est donc un mode a posteriori.
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La forme mathématique du Lasso lui permet de réaliser directement une
sélection de variables. En effet, pour tout j ≥ 1, en tout vecteur de paramètres
β tel que βj ̸= 0, la fonction de perte admet la dérivée partielle :

∂lλ(β)

∂βj
= −∂ logL(β)

∂βj
+ signe(βj)λ

donc il suffit que |∂ logL(β)
∂βj

| < λ pour que lλ ne puisse pas admettre de mi-
nimum en β. En revanche, si cette inégalité est vraie en un β tel que βj = 0,
alors lλ peut y admettre un minimum avec des dérivées partielles à gauche
et à droite en βj non nulles de signes opposés. Si λ est suffisamment impor-
tant, la plupart des coefficients estimés β̂jLasso(λ) sont donc nuls. L’intercept
β0 n’étant pas pénalisé, il est par contre toujours estimé. Les indices j ≥ 1 où
β̂j

Lasso
(λ) est non nul sont ceux des variables sélectionnées par le Lasso.

La pénalité a plus généralement pour effet de biaiser l’estimation des co-
efficients tout en diminuant sa variance. Elle produit une contraction (shrin-
kage) des β̂jLasso(λ) dans la direction de 0, même lorsqu’elle n’est pas assez
importante pour forcer leur valeur à 0.

La sélection de variables par le Lasso est gouvernée par son paramètre
de régularisation. À l’extrême, il existe une valeur de λ suffisamment élevée
pour que le Lasso ne sélectionne aucune variable. Diminuer λ à partir de ce
point conduit à sélectionner plus de variables, jusqu’à λ = 0 qui correspond
au maximum de vraisemblance où, en général, tous les paramètres estimés
sont non nuls. La fonction λ → β̂Lasso(λ) constitue le « chemin du Lasso ». On
dit que la variable d’indice j « apparaît sur chemin du Lasso » au paramètre
limite sup{λ : β̂j

Lasso
(λ) ̸= 0}. Le chemin du Lasso définit une suite de sous-

ensembles de {1, .., p}, les supports S(λ) =
{
j ∈ {1, .., p} : β̂j

Lasso
(λ) ̸= 0

},
qui représentent chacun un modèle plus parcimonieux que le modèle com-
plet. Bien que l’allure générale du chemin du Lasso soit celle de modèles de
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moins en moins parcimonieux à mesure que λ diminue, il peut arriver (en
particulier en cas de fortes corrélations entre covariables) qu’une variable ap-
paraisse sur le chemin puis en ressorte, c’est-à-dire qu’il existe j, λ, λ′ tels que
λ > λ′, β̂jLasso(λ) ̸= 0 et β̂jLasso(λ′) = 0. La sélection de modèle à l’aide du
Lasso consiste à choisir l’un de ces S(λ), ou, de façon équivalente, à détermi-
ner une valeur optimale de λ et à sélectionner le modèle correspondant.

Le Lasso peut être estimé efficacement par plusieurs algorithmes. Nous
avons utilisé le package glmnet de R, qui se fonde sur l’algorithme de des-
cente de coordonnées, coordinate descent (Hastie et al., 2023). Les β̂Lasso sont
estimés de proche en proche le long du chemin du Lasso à des valeurs fai-
blement espacées du paramètre de régularisation, chaque estimation étant
initialisée à celle du λ voisin (Bühlmann et van de Geer (2011), chapitre 2).

1.3 .Méthodes de sélection de variables sur le chemin du Lasso

La sélection de variables par Lasso est très dépendante de son paramètre
de régularisation λ. L’utilisation du Lasso pour réaliser une sélection de va-
riables doit donc intégrer une procédure de sélection plus complète. Nous
présentons dans cette section plusieurs de ces procédures.

Certaines d’entre elles sont des critères de choix du paramètre λ (vali-
dation croisée, cf 1.3.1, et sélection par permutations, cf 1.3.3). D’autres per-
mettent de choisir un des modèles apparaissant sur le chemin du Lasso. Cela
peut être fait via un critère de comparaison entre ces modèles (critères d’in-
formation, cf 1.3.2) ou bien, en se plaçant dans le paradigme des tests d’hypo-
thèses, en testant la significativité de chacune des variables apparaissant sur
le chemin du Lasso (test de covariance, cf 1.3.4). Enfin, des méthodes com-
binent le Lasso à un rééchantillonnage pour construire l’ensemble des va-
riables que l’on sélectionne, sans que cet ensemble apparaisse nécessaire-
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ment sur le chemin du Lasso (stability selection et ses variantes, cf 1.3.3).

1.3.1 .Validation croisée

La validation croisée (cross-validation) est une technique générale d’esti-
mation des performances de prédiction d’un modèle statistique, qui permet
de sélectionner le modèle qui optimise ces performances (Hastie et al. (2017),
chapitre 7). Elle est très souvent utilisée pour choisir le paramètre de régula-
risation d’un Lasso.

On sedonneune famille (λ1, .., λL)deparamètres de régularisation, parmi
lesquels on souhaite déterminer celui qui minimise l’erreur de prédiction.
Pour cela, la validation croisée partitionne les données enK sous-ensembles
(typiquement K = 5 ou 10). Pour k = 1, ..,K , on réalise le Lasso sur tous
les individus sauf ceux appartenant au k-ième sous-ensemble, ce qui fournit
pour chaque paramètre de régularisartion testé un vecteur de paramètres
estimés : β̂∗Lasso(k)(λ1), .., β̂∗Lasso(k)(λL). On calcule ensuite les prédictions
fournies par ces estimés sur le k-ième sous-ensemble, qui avait été exclu de
l’ajustement, et leur erreur de prédiction sur cet ensemble (erreur quadra-
tiquemoyenne dans le modèle linéaire, ou plus généralement la moyenne de
moins la log-vraisemblance). Le λl retenu est celui qui minimise la moyenne
des erreurs de prédiction sur les K régressions Lasso effectuées. Dans une
variante plus conservative, le λl retenu est le plus grand à posséder une er-
reur de prédiction moyenne inférieure à l’erreur moyenne minimale plus son
écart-type estimé.

Cetteméthode optimise les performances de prédiction dumodèle ajusté
par le Lasso. Il a été observé qu’elle conduit à une sélection de variables sou-
vent trop libérale (Chen et Chen, 2008), c’est-à-dire au choix d’un λ trop faible.
En effet, diminuer λ peut conduire à sélectionner des variables inactives en
leur affectant un faible β̂j

Lasso, ce qui n’a qu’un faible effet sur les perfor-
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mances de prédiction, tout en diminuant le biais de contraction dans l’esti-
mation des coefficients associés aux variables actives, ce qui a un effet positif
sur les performances de prédiction pouvant compenser l’effet négatif dû à la
sélection de faux positifs. La sélection de variable par validation croisée ne
constitue pas une procédure de test de la significativité des variables qu’elle
sélectionne. Elle ne fournit aucun contrôle de l’erreur de première espèce.

1.3.2 .Critères d’information

Les critères d’information, ou IC (de l’anglais Information criteria) sont des
critères de sélection de modèles fondés sur un compromis entre la qualité
de l’ajustement d’un modèle et sa complexité. Un critère d’information sélec-
tionne un modèle parmi une famille de modèles paramétriques en minimi-
sant une fonction du nombre de paramètres du modèle A, noté |A|, de sa
log-vraisemblance maximale sur les données l (θ̂A), et du nombre d’obser-
vations n.

Fondements théoriques

Konishi et Kitagawa (1996) ont proposé une théorie générale des critères
d’information en les définissant à partir de la divergence de Kullback-Leibler
entre la véritable loi G des données, de densité g, et la loi paramétrique esti-
mée, de densité f(·, θ̂A) :

DKL(g, f(·, θ̂A)) =
∫

g(x) log

(
g(x)

f(x; θ̂A)

)
dx.

x représente ici l’ensemble des données, y compris y dans un modèle de ré-
gression. Dans cette approche, on cherche la loi paramétrique qui minimise
la divergence de Kullback-Leibler, ce qui se ramène à maximiser l’intégrale :

η(θ̂A) =

∫
g(x)f(x; θ̂A)dx
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qui est elle-même inconnue, g n’étant pas connue, mais peut être estimée par
une quantité proportionnelle à la log-vraisemblance :

1

n
l(θ̂A) =

1

n

n∑
i=1

log f(xi; θ̂A).

Cette estimation consiste à remplacer la loi véritable G par la loi empirique
(discrète) Ĝ fournie par les données. Or, puisque l(θ̂A) est estimé par maxi-
mum de vraisemblance à partir de Ĝ, cette dernière est plus proche de la
loi donnée par θ̂A que ne l’est G. L’estimation est donc généralement biaisée
dans le sens d’une surestimation de η(θ̂A). Akaike (1973) a prouvé que ce biais
est asymptotiquement équivalent à |A|/n si la famille paramétrique f(·, θA)

inclut la loi véritable G. Généralement, la quantité que l’on cherche à maxi-
miser est la log-vraisemblance pénalisée d’un terme qui permet de débiaiser
l’estimation de la divergence de Kullback-Leibler.

Forme typique des IC et exemples classiques

Dans les exemples les plus classiques, la pénalité retenue est proportion-
nelle au nombre de paramètres du modèle. La forme typique des IC et la sui-
vante :

IC(A) = w ∗ |A| − 2 l(θ̂A) (1.2)
où w est le poids qui pénalise l’ajout de nouveaux paramètres dans A. Les
IC les plus utilisés sont le critère d’information d’Akaike (Akaike, 1973) et le
critère d’information bayésien (Schwarz, 1978). Ils sont définis par les valeurs
suivantes de w :

• AIC : w = 2

• BIC : w = w(n) = log(n)

En sélection de variables en grande dimension, on dispose d’un modèle de
régression comportant un grand nombre de paramètres, p, et on cherche
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à sélectionner un sous-modèle parcimonieux de ce modèle en comparant
leurs IC. Pour des raisons combinatoires, le nombre de sous-modèles est trop
important pour permettre le calcul de l’IC de chacun d’entre eux. On utilise
donc un algorithme de sélection préliminaire des variables, tel que le Lasso,
qui produit une famille plus restreinte de sous-modèles candidats. On sélec-
tionne ensuite le modèle dont l’IC (calculé sur les paramètres estimés sans
pénalisation) est le plus faible parmi cette famille. La combinaison du BIC à
un Lasso préliminaire a été utilisée et comparée à d’autres méthodes, par
exemple dans Sabourin et al. (2015) et Courtois et al. (2021).

Le nombre de paramètres d’un sous-modèle peut être vu comme une
sorte de « norme » L0, car |A| =

∑p
j=1 |βj |

0 (Viallon (2016), annexe A2). De
ce point de vue, les IC s’inscrivent donc dans la famille des régressions péna-
lisées qui inclut le Lasso (norme L1) et la régression Ridge (norme L2).

En grande dimension, l’AIC et le BIC peuvent produire un grand nombre
de faux positifs (Giraud (2021), chapitre 2). Ils ne permettent pas le contrôle
des critères statistiques de tests multiples tels que le taux d’erreur à l’échelle
de la famille (Family-wise error rate, FWER) ou le taux de fausses découvertes
(False discovery rate, FDR).

Pour résoudre ce problème, Chen et Chen (2008) ont proposé le critère
d’information bayésien étendu (EBIC), une extension du BIC. Il s’agit d’un cri-
tère d’information pour les modèles de régression en grande dimension qui
prend en compte à la fois n et p :

EBIC(A) = log(n)|A|+ 2 log

(
p

|A|

)
− 2 l(A). (1.3)

Lorsque p est grand, l’ajout d’un nouveau paramètre dans le modèle est plus
pénalisé pour tenir compte du grand nombre de modèles candidats. L’EBIC
garantit le contrôle asymptotique du FDR et est asymptotiquement consis-
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tant. Il ne contrôle en revanche pas le FWER.

1.3.3 .Méthodes par rééchantillonnage

Stability selection

Meinshausen et Bühlmann (2010) proposent la « sélection par stabilité »
(stability selection), une approche générale de sélection de variable fondée sur
le rééchantillonnage. Elle consiste à appliquer le Lasso (ou une autreméthode
de sélection de variables dépendant d’un paramètre) à un grand nombre B

de rééchantillonages sans remise de taille ⌊n/2⌋ des données, ce qui fournit
des estimés β̂jLasso−b

, b = 1, .., B. On calcule ensuite pour chaque variable j

sa proportion de sélections parmi les rééchantillonnages :

π̂λ
j =

1

B

B∑
b=1

1
{
β̂j

Lasso−b
(λ) ̸= 0

}
.

Les variables sélectionnées sont celles dont le π̂λ
j maximal sur un ensemble

de valeurs de λ dépasse un certain seuil, qui peut être choisi pour contrôler le
FWER. Cetteméthode est une généralisation du Bolasso Bach (2008), ou Lasso
amélioré par bootstrap, où le seuil est fixé à 1. Ahmed et al. (2018) ont proposé
le Lasso par rééchantillonnage déséquilibré selon la classe (Class-Imbalanced
Subsampling Lasso, CISL), où l’on s’intéresse à la distribution de proportions de
sélections calculées le long du chemin du Lasso. Le rééchantillonage y tient
compte du caractère déséquilibré de la réponse y que l’on rencontre en phar-
macovigilance.

Sélection par permutations

Sabourin et al. (2015) proposent un critère d’arrêt sur le chemin du Lasso
fondé sur un rééchantillonage : la sélection par permutations (permutation
selection). Cette méthode, comme celle de la validation croisée, consiste à dé-
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terminer à partir des données une valeur optimale du paramètre de régula-
risation λ. Les variables retenues seront celles sélectionnées par le Lasso à
cette valeur du paramètre.

L’idée de la sélection par permutations est de déterminer la valeur deλ en-
dessous de laquelle il est probable que le Lasso sélectionne fortuitement des
variables en réalité indépendantes de Y . Pour cela, on utilise des rééchan-
tillonages pour imposer l’indépendance entre la réponse et chacun des Xj ,
en permutant aléatoirement le vecteur y. Pour un nombreN de rééchantillo-
nages, pour tout l ∈ {1, .., N},

1. On tire une permutation aléatoire πl de l’ensemble {1, .., n}.
2. On réalise la régression Lassodu vecteur réponsepermuté yπl

=
(
yπl(1), .., yπl(n)

)
sur lesXj .

3. On mesure λ0(πl), la plus petite valeur de λ à laquelle cette régression
Lasso ne sélectionne aucune variable (c’est-à-dire leλd’apparition d’une
première variable sur le chemin du Lasso).

Le paramètre de régularisation choisi est alors lamédiane λ̂perm de l’ensemble
{λ0(π1), .., λ0(πN )}.

Par construction, chacun des vecteurs permutés yπl
présente lamêmedis-

tribution que y (mêmes moyenne, variance, etc.) tout en étant « indépendant
» desXj (dans le sens où la loi de yπl(i) est la même pour toute observation i,
même si lesXi,j varient). Les λ0(πl) indiquent donc à quel point du chemin du
Lasso le risque de sélection de variable fortuite apparaît, sous une hypothèse
d’indépendance entre Y et toutes lesXj .

En revanche, la sélection par permutation ne permet pas d’explorer l’hy-
pothèse d’une réponse associée à certaines variables Xj seulement. La loi
asymptotique de λ̂perm dépend de ||β||, qui mesure la force du signal, un si-
gnal plus fort produisant un λ̂perm plus élevé. Un fort signal porté par certaines
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variables actives va donc entraîner une plus faible sensibilité à la détection du
signal porté par d’autres variables actives.

1.3.4 .Test de covariance

Lockhart et al. (2014) proposent d’adapter au Lasso le paradigme des tests
d’hypothèse. Ils construisent un test de significativité de jk la k-ième variable
sélectionnée sur le chemin du Lasso en mesurant l’impact de son apparition
dans le modèle comparée à la sélection par le Lasso de l’ensemble A des k−
1 premières variables seulement. La statistique de test est calculée à partir
du résultat du Lasso à la plus petite valeur du paramètre de régularisation
où l’ensemble des variables sélectionnées est A ∪ {jk}, c’est à-dire la valeur
λk+1 où apparaît la variable suivante ; ce résultat est comparé à celui d’un
Lasso restreint aux variables appartenant à A. La statistique de test est une
différence de covariances :

Tk(y) =
(
Cov

(
y,X∗β̂∗Lasso(λk+1; y,X)

)
− Cov

(
y,X∗

Aβ̂
∗Lasso(λk+1; y,XA)

))
/σ2.

Lockhart et al. prouvent que dans le modèle linéaire, sous l’hypothèse nulle
qui affirmeque les k−1premières variables sélectionnées par le Lasso contiennent
toutes les variables actives, Tk suit la loi connue Exp(1). Si, comme c’est gé-
néralement le cas en pratique, la variance σ2 est inconnue, elle est remplacée
par son estimée σ̂2 dans le calcul de la statistique de test et celle-ci suit alors
une autre loi connue, une loi de Fisher F2,n−p. Dans les deux cas, il est donc
possible de calculer exactement la p-value associée à ce test. En revanche,
dans le modèle binaire, la statistique de test ne suit pas exactement la loi
Exp(1) ni une autre loi connue, bien que les auteurs conjecturent que ce soit
sa loi asymptotique.

Dans le test de covariance, le rejet ou non de l’hypothèse nulle relative à la
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k-ième variable dépend du rôle de la k+1-ième variable. Si cette dernière est
assez fortement associée au vecteur réponse pour que λk+1 ≈ λk, les deux
β̂∗Lasso seront proches (car ils sont des fonctions continues de λ et coïncident
en λ = λk) donc la différence de covariance sera faible et l’hypothèse nulle ne
sera pas rejetée, c’est-à-dire l’impact de la k-ième variable jugé non significatif.
Ce test présente donc une situation de faible puissance qui semble évitable,
car la présence de deux variables ou plus fortement actives ne devrait pas
induire une méthode de sélection à n’en détecter aucune.

1.4 .Objectifs de la thèse

Cette thèse vise à proposer deux procédures de sélection de variables
en grande dimension. Ils répondent au problème du choix d’un des modèles
proposés par le Lasso.

Le premier de ces deux algorithmes, qui fait l’objet du chapitre 2, est un
critère d’information qui appartient à la famille de critères présentée en 1.3.2.
Nous proposons une formule simple qui suit la forme générale (1.2) sans faire
intervenir le nombre d’observations n. Il s’agit donc d’une généralisation de
l’AIC et non du BIC, d’où son nom d’AIC étendu ou EAIC. En revanche, comme
le BIC étendu de Chen et Chen, notre critère s’adapte au contexte de la sélec-
tion de variable en grande dimension en prenant en compte le nombre p de
covariables candidates.

Notre approche consiste à aborder la comparaison d’un critère d’informa-
tion entre des sous-modèles d’un modèle de grande dimension comme des
réalisations multiples d’un test de rapport de vraisemblance. Nous prouvons
une propriété asymptotique portant sur les tests de rapport de vraisemblance
multiples et indépendants. Elle nous permet de construire l’EAIC de façon à
ce que la sélection de variable à l’aide de ce critère contrôle approximative-
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ment le family-wise error rate lorsque les dimensions du problème sont im-
portantes et les variables à sélectionner sont importantes.

Notre seconde proposition, exposée au chapitre 3, est, comme le CovTest
de Lockhart et al., un test de la significativité d’une variable sélectionnée par
le Lasso. À la différence du CovTest, notre proposition se base sur la valeur
du paramètre de régularisation associée à la variable dont on teste la signi-
ficativité (λk dans le paragraphe 1.3.4). L’hypothèse nulle de ce test n’étant
pas assez spécifiée pour obtenir sa p-value, nous en estimons une « p-value
conditionnelle » à l’aide d’une procédure de Monte-Carlo impliquant la simu-
lation de vecteurs sortie sous l’hypothèse nulle, puis une étape de calibration
qui leur fait satisfaire la condition sous laquelle est définie la p-value condi-
tionnelle. Il s’agit donc d’une procédure de simulation-calibration. Nous dé-
montrons que dans le modèle linéaire, cette procédure assure le contrôle de
l’erreur de première espèce sous l’hypothèse nulle, selon laquelle toutes les
variables actives appartiennent à un ensemble connuAde taille réduite. Nous
développons des méthodes de calibration dans les modèles non linéaires.
Nous démontrons de plus un théorème « étendu » de contrôle sous certaines
hypothèses de la probabilité de sélectionner un faux positif même lorsque
l’hypothèse nulle n’est pas vérifiée, c’est-à-dire lorsqu’il existe des variables
actives n’appartenant pas A.

Pour chacune de ces propositions, nous mesurons les performances de
sélection de variables de notreméthode à l’aide d’études de simulations pous-
sées, en les comparant à celles desméthodes existantes dont elles s’inspirent.

Nous illustrons de plus ces procédures par une application à la détec-
tion des signaux en pharmacovigilance : l’exploitation de la base nationale de
pharmacovigilance (BNPV), qui regroupe des notifications spontanées d’ex-
positions médicamenteuses coïncidant à des évènements indésirables.
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2 - Critèred’informationd’Akaikeétendu (EAIC)

2.1 .Introduction

Ce chapitre porte sur les critères d’information (en anglais information
criteria, IC, introduits dans la section 1.3.2) et leur utilisation en sélection de
modèle dans le contexte d’une régression de grande dimension. Nous nous
concentrons sur les IC qui suivent la forme la plus fréquente, celle de la log-
vraisemblance affectée d’une pénalité proportionnelle aux nombre de para-
mètres du modèle A considéré :

IC(A) = w ∗ |A| − 2 l(θ̂A). (2.1)

Nous proposons une version étendue du critère d’information d’Akaike
(AIC, dans lequel w = 2) que nous appelons l’AIC étendu où Extended Akaike
Information Criterion (EAIC). Ce critère suit la forme générale (2.1). Son poids
w est indépendant de n (comme dans l’AIC) et dépend de p (comme dans
l’EBIC de Chen et Chen (2008)). Il est construit de façon à ce que lorsque les
p covariables sont indépendantes et n et p sont tous les deux élevés, le cri-
tère contrôle le FWER. Ce contrôle repose sur une propriété de la distribution
asymptotique du rapport de vraisemblance entre deux modèles imbriqués.
La section 2.2 présente cette propriété et sa signification en termes de tests de
rapport de vraisemblance multiples. Sa démonstration est l’objet de la sous-
section 2.2.3.

La section 2.3 discute de la sélection des variables à l’aide de critères d’in-
formation. Elle décrit les critères existants en termes de tests de rapport de
vraisemblance, définit l’EAIC sur la base des résultats de la section 2.2 et dé-
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crit sa combinaison avec le Lasso. Nous avons mené une étude de simula-
tion pour évaluer les performances des différents critères d’information, dont
l’EAIC, dans un grandnombre de scénarios de régression linéaire ou logistique
en grande dimension définis par une large gamme de valeurs de n, de p, de
l’intensité du signal et de la corrélation entre les variables. Ces simulations
et leurs résultats sont décrits dans la section 2.4. Dans la section 2.5, nous
illustrons notre approche par une application à la détection de signaux dans
la base nationale de pharmacovigilance (BNPV). Nous comparons les perfor-
mances des différents IC à l’aide de DILIrank, un ensemble de référence qui
recense l’association de médicaments aux lésions hépatiques d’origine médi-
camenteuse (drug-induced liver injuries, DILI) (Chen et al., 2016).

2.2 .Contrôle duFWER lors de tests de rapport de vraisemblance

multiples et indépendants

Cette section présente une propriété des tests du rapport des vraisem-
blance lors de l’insertion d’un paramètre supplémentaire dans unmodèle pa-
ramétrique. Elle permet de contrôler approximativement le FWER en cas de
tests multiples indépendants en choisissant comme valeur critique du test
une fonction simple du nombre approximatif de tests et du FWER souhaité.

2.2.1 .Position du problème et notations

On se donne un modèle statistique de log-vraisemblance l(θ;X). Soient
Θ0 un sous-espace de l’espace des paramètres de dimension d, etΘ1 un sous-
espace de dimension d + 1 contenant Θ0. On note l0 le maximum de la log-
vraisemblance sur Θ0, l1 son maximum sur Θ1, et ∆l = l1 − l0. Soit H0 l’hy-
pothèse énonçant que le vrai vecteur de paramètres appartient à Θ0 et H1

l’hypothèse alternative d’après laquelle il appartient à Θ1\Θ0.
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Le théorème deWilks (Wilks, 1938) affirme que sousH0, 2∆l suit asympto-
tiquement une loi du χ2 à un degré de liberté, autrement dit, ∆l suit asymp-
totiquement une loi gamma de paramètres (12 , 1). Soit f la densité de pro-
babilité de cette loi, et F sa fonction de répartition. Dans un test du rapport
de vraisemblance, la statistique∆l est utilisée pour testerH0 contreH1. Une
procédure qui rejette H0 en faveur de H1 si ∆l > x, pour une certaine va-
leur critique x, a une probabilité asymptotique 1 − F (x) de rejeter à tort H0

lorsque celle-ci est vérifiée.

Considérons maintenant q sous-espaces Θ1
1, ...,Θ

q
1 de dimension d+1 de

l’espace des paramètres, contenant tous Θ0. Soient Hi l’hypothèse énonçant
que le vrai vecteur de paramètres appartient à Θi

1\Θ0, li1 le maximum de la
log-vraisemblance sur Θi

1, et∆li = li1 − li0.

On réalise les tests de H0 contre chaque Hi, pour i = 1, ...q à l’aide d’une
procédure qui rejetteH0 en faveur deHi si∆li > x pour une certaine limite x
qui ne dépend pas de i. Ces tests sont un outil de sélection demodèles : siH0

n’est rejeté pour aucun des i, le modèle dont les paramètres appartiennent à
Θ0 est sélectionné. Si elle est rejetée au moins une fois, alors un modèle avec
plus de paramètres sera sélectionné. Nous cherchons à contrôler la probabi-
lité de cet événement sousH0.

Nous supposons que les q tests du rapport des vraisemblances sont in-
dépendants, c’est-à-dire que les ∆li sont des variables aléatoires indépen-
dantes. Alors sousH0 la probabilité asymptotique que le modèle correct soit
sélectionné, c’est-à-dire qu’aucun des q tests ne rejetteH0, est F q(x) = F (x)q.
F q est la fonction de répartition asymptotique de max(∆l1, ..,∆lq). Nous al-
lons démontrer une propriété asymptotique de F q aux grandes valeurs de q

qui se traduit par un contrôle du FWER.
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2.2.2 .Énoncé dans le cas simple

Définition 1 (suite des valeurs critiques). Pour tout α ∈]0, 1[, la suite des va-
leurs critiques au niveau α est la suite (xq,α)q∈N, q≥2 où :

xq,α = log q − 1

2
log log q − log (− log(1− α))− 1

2
log π.

La suite des valeurs critiques vérifie la propriété suivante, que nous dé-
montrerons sous une forme plus générale en section 2.2.3 :

lim
q→∞

F q(xq,α) = 1− α. (2.2)

Cela signifie que lorsqu’on effectue un nombre q de tests indépendants du
rapport des vraisemblances deH0 contreHi pour i = 1, ...q, si les∆li suivent
leur distribution asymptotique, alors le fait de rejeter H0 en faveur de Hi si
∆li > xq,α permet de contrôler le FWER à un niveau tendant vers α lorsque q

tend vers l’infini.
L’interprétation que nous en faisons en pratique est que pour toute fa-

mille de tests indépendants, lorsque le nombre d’observations n et de tests
q sont tous deux élevés, le FWER est contrôlé approximativement au niveau
α. Il faut cependant remarquer que le résultat que nous prouvons ne détaille
pas le comportement asymptotique en n : il suppose que n est suffisamment
grand pour remplacer la loi des ∆li par leur loi asymptotique. Pour démon-
trer une résultat analogue à (2.2) sous la forme d’une limite en n, q → ∞ sans
avoir à faire une telle hypothèse, il faudrait disposer de résultats sur la vitesse
de convergence en loi des∆li vers leur loi asymptotique.

Compte tenu de la définition (1), la suite des valeurs critiques prend sa
forme la plus simple lorsque α = α0 = 1− e

− 1√
π ≈ 0.43118. La borne xq,α0 =

log q − 1
2 log log q contrôle le FWER au niveau α0.
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2.2.3 .Cas général et démonstration

En pratique, la valeur critique x ne doit pas varier en fonction du nombre
exact de tests q. En effet, comme nous le verrons dans la section 2.3, l’utili-
sation d’un critère d’information revient à effectuer plusieurs procédures de
testsmultiples dans lesquelles q varie légèrement,mais x reste lemême, pour
toutes les familles de tests. Par conséquent, nous remplaçons q par une quan-
tité qui l’approche, q′, dans la définition de x. Nous disposons du lemme sui-
vant :

Lemme 1. Pour tout α ∈]0, 1[, pour toute suite q′(q) (notée simplement q′) telle
que q′ ∼∞ q, la suite x·,α définie en (1) satisfait :

lim
q→∞

F q(xq′,α) = 1− α.

Cela signifie que lorsqu’on effectue un grand nombre q de tests du rapport
de vraisemblance indépendants où les rapports de vraisemblance suivent
leur distribution asymptotique, pour toutes les valeurs de q′ approximative-
ment égales à q, la valeur xq′,α contrôle le FWER approximativement au niveau
α. L’équation (2.2) dont nous avons discuté les implications est le cas particu-
lier de ce lemme en q′ = q.

Démonstration. Nous supposons que chaque ∆li suit sa distribution asymp-
totique : une loi gamma de densité de probabilité f(x) = 1√

π
x−

1
2 e−x. Prou-

vons d’abord que la fonction de répartition associée, F , possède les bornes
suivantes :

1− f(x) ≤ F (x) ≤ 1−
(
1− 1

2x

)
f(x) (2.3)

Soient G(x) = 1− f(x) et H(x) = 1−
(
1− 1

2x

)
f(x). Comme f tend vers 0, à
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la fois G etH tendent vers 1 en +∞. Donc pour tout x,

F (x) = 1−
∫ ∞

x
F ′(t) dt

G(x) = 1−
∫ ∞

x
G′(t) dt

H(x) = 1−
∫ ∞

x
H ′(t) dt.

De plus,

G′(t) = −f ′(t) =

(
1 +

1

2t

)
f(t)

F ′(t) = f(t)

H ′(t) = − 1

2t2
f(t)−

(
1− 1

2t

)
f ′(t)

= − 1

2t2
f(t) +

(
1− 1

4t2

)
f(t) =

(
1− 3

4t2

)
f(t)

H ′ ≤ F ′ ≤ G′.

En combinant cette inégalité avec les intégrales ci-dessus, G(x) ≤ F (x) ≤

H(x). (2.3) est démontré.

Nous utilisons maintenant (2.3) pour borner logF (x). Nous nous servons
de l’inégalité suivante, qui est une conséquence du développement de Taylor
du logarithme au voisinage de 1 :

∀t ∈ [0,
1

2
], −t− t2 ≤ log(1− t) ≤ −t.

∀x ≥ 1, logF (x) ≥ log (1− f(x)) ≥ −f(x)− f(x)2

logF (x) ≤ log

(
1−

(
1− 1

2x

)
f(x)

)
≤ −

(
1− 1

2x

)
f(x)

− (1 + f(x)) f(x) ≤ logF (x) ≤ −
(
1− 1

2x

)
f(x)
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log

(
1− 1

2x

)
≤ log

− logF (x)

f(x)
≤ log (1 + f(x)) .

On définit :
T (x) = log

− logF (x)

f(x)
.

D’après les inégalités ci-dessus,

lim
x→∞

T (x) = 0. (2.4)

Transformons maintenant T (x) pour y faire apparaître les composantes de
xq′,α. D’après l’expression de f(x),

T (x) = log (− logF (x)) + x+
1

2
log x+

1

2
log π.

Pour tout q,

T (x) = log (− logF q(x))− log q + x+
1

2
log x+

1

2
log π.

Pour tous q, q′, α,

T (x) = log (− logF q(x))

+ log q′ − log q

+
1

2

(
log x− log log q′

)
+ x− log q′ +

1

2
log log q′ +

1

2
log π.

D’après la définition

xq′,α = log q′ − 1

2
log log q′ − log (− log(1− α))− 1

2
log π,
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on a :

T (xq′,α) = log
(
− logF q(xq′,α)

) (2.5)
+ log q′ − log q

+
1

2

(
log xq′,α − log log q′

)
− log (− log(1− α)) .

Et lorsque q′ tend vers l’infini,

log log q′ − log (− log(1− α))− 1

2
log π = o

(
log q′

)
xq′,α ∼ log q′

lim
q′→∞

log xq′,α − log log q′ = 0.

De plus,
lim

q,q′→∞
q∼q′

log q′ − log q = 0.

Dans la décomposition de T (xq′,α) (2.5), la deuxième et la troisième ligne
tendent vers 0 lorsque q, q′ → ∞, q ∼ q′. Et xq′,α tend vers +∞ donc d’après
(2.4), T (xq′,α) tend également vers 0. Donc :

lim
q,q′→∞
q∼q′

log
(
− logF q(xq′)

)
= log (− log(1− α))

lim
q,q′→∞
q∼q′

F q(xq′) = 1− α.
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2.3 .Sélection de variables dans les régressions en grande di-

mension

Nous allons utiliser les résultats de la section 2.2 pour quantifier le FWER
des méthodes de sélection demodèles parcimonieux par des critères d’infor-
mation dans le cas simple de la comparaison d’un modèle avec tous ceux qui
ont un paramètre supplémentaire. Cela nous permettra construire un critère
d’information contrôlant le FWER, l’EAIC. Nous nous plaçons dans le cadre des
modèles de régression linéaire généralisée ; le même raisonnement pent ce-
pendant s’appliquer à n’importe quel modèle paramétrique de grande taille.

2.3.1 .AIC et BIC

Considérons le modèle linéaire généralisé :

E[Y ] = f
(
β0 +Σp

j=1βjXj

)

où p est un grand nombre entier. On appelle A∗ l’ensemble des indices va-
riables actives, c’est-à-dire un sous-ensemble inconnu de {1, ..., p} de petite
taille tel que βj soit nul pour tout j ≥ 1 n’appartenant pas à A∗. L’objectif de
la sélection des variables est de déterminer A∗ sur la base des observations
de Y et des Xj . Pour chaque sous-ensemble A de {1, .., p}, il est possible de
calculer la log-vraisemblance l(β) du sous-modèle suivant (également appelé
modèle A) :

E[Y ] = f (β0 +Σj∈AβjXj) .

On séletionne ensuite un modèle en minimisant un critère d’information dé-
pendant de l(A) et du nombre |A| de variables dans A, tel que l’AIC. La com-
paraison des IC entre modèles peut être interprétée en termes de test de
rapport de vraisemblance. Soit B un sous-ensemble de {1, .., p} contenant A
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et ayant une variable de plus que A ; alors

AIC(B)−AIC(A) = 2− 2∆l.

B est sélectionné plutôt que A si ∆l > 1. Si A∗ ⊂ A, la probabilité asympto-
tique de cet évènement est 1−F (1) ≈ 0.1573, où F est la fonction de réparti-
tion d’une loi Gamma(12 , 1). L’AIC est donc un moyen de fixer le taux d’erreur
de première espèce à un niveau connu.

Cependant, dans ce problème de grande dimension, l’utilisation de l’AIC
ou de tout autre critère similaire s’apparente à la réalisation de testsmultiples
du rapport de vraisemblance. Puisque p − |A| variables ne sont pas incluses
dansA, il existe p−|A| sous-ensemblesB qui contiennentA et possèdent une
variable de plus que A. Lorsque nous comparons les AIC de tous ces sous-
ensembles, la probabilité de choisir l’un d’entre eux plutôt queA si ce dernier
est le vrai modèle (c’est-à-dire le FWER) est égale à 1 − F (1)p−|A| si chaque
∆lj , j ∈ {1, .., p} \ A suit la fonction de répartition asymptotique F et si les
tests sont indépendants. Cette probabilité d’erreur approche 1 lorsque p est
grand.

La condition d’indépendance des tests est rarement exactement vérifiée.
Elle est d’autant plus proche d’être vérifiée que les différentes covariablesXj

ne sont pas corrélées entre elles, ou sont faiblement corrélées. Une corré-
lation entre Xj créera typiquement une corrélation positive entre les ∆lj et
par conséquent une probabilité d’erreur de sélection de modèle inférieure à
sa valeur dans le cas indépendant, mais tendant néanmoins vers 1.

En utilisant le BIC plutôt que l’AIC, si B possède une variable de plus que
A :

BIC(B)− BIC(A) = log(n)− 2∆l.

36



En supposant à nouveau que chaque ∆lj suit la fonction de répartition F et
que les tests sont indépendants, le FWER est :

FWERBIC(n, p) = 1− F (
1

2
log n)p−|A|.

Si les modèles que nous comparons sont suffisamment parcimonieux pour
que |A| << n log(n), alors :

FWERBIC(n, p) ≈ 1− e−p/
√

πn log(n)/2.

Si n tend vers l’infini et p est de l’ordre de n ou plus petit, alors le FWER du BIC
converge vers 0. Cependant, comme il s’agit d’une régression en grande di-
mension, nous ne pouvons pas faire cette hypothèse. Par exemple, si p est de
l’ordre de nk pour un k supérieur à 1, le taux d’erreur du BIC converge vers 1.
La sélection de variables fondée sur le BIC n’offre pas de borne asymptotique
sur le FWER en général.

2.3.2 .AIC étendu

Les résultats de la section 2.2 conduisent à unmoyen de contrôler le FWER
en utilisant un critère similaire à l’AIC. Nous définissons l’AIC étendu ou EAIC
(Extended Akaike Information Criterion) :

Définition 2 (EAIC). Pour toutα ∈]0, 1[, pour tout sous-ensembleAde {1, .., p},

EAICα(A) = 2xp,α|A| − 2l(A)

où, comme défini en (1) :

2xp,α = 2 log p− log log p− 2 log (− log(1− α))− log π.
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Contrairement à l’AIC et au BIC, l’EAIC ne dépend pas uniquement des ca-
ractéristiques propres aumodèleA. Il prend également en compte le fait que
A est considéré parmi tous les autres sous-modèles d’un modèle de régres-
sion à p dimensions.
Comme pour l’AIC et le BIC, cette définition se traduit par la différence sui-
vante pour deux modèles emboîtés A et B, où B possède un paramètre de
plus que A :

EAICα(B)− EAICα(A) = 2xp,α − 2∆l.

B est sélectionné plutôt que A si et seulement si ∆l > xp,α. Par consé-
quent, en minimisant l’EAIC parmi tous les sous-ensembles p − |A| conte-
nant le vrai sous-ensemble actif A et possédant une variable de plus que A,
si les tests sont indépendants nous obtenons la situation de la section 2.2.3
où q = p − |A| et q′ = p. Puisqu’il s’agit d’un problème de grande dimension
(à la fois p et n sont élevés) et que les sous-ensembles que nous comparons
sont de relativement petite taille (|A| << p), la situation asymptotique de la
section 2.2.3 (q → ∞ et q′ ∼ q) est bien approchée. Nous faisons donc l’hypo-
thèse que les ∆lj suivent leur distribution asymptotique avec la fonction de
répartition F . Par conséquent, le FWER s’approche de

1− F p−|A|
max (xp,α) ≈ α.

Cas particuliers de l’EAIC

Nous avons observé en 2.2.2 que xp,α se simplifie lorsque α = α0 =

1− e
− 1√

π . L’EAIC possède donc la version plus simple suivante, dont le FWER
approche α0 ≈ 0.4312 :

EAICα0(A) = (2 log p− log log p) |A| − 2l(A).
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De plus, en raison du comportement asymptotique de xp,α lorsque α → 0,
l’EAIC admet l’approximation suivante pour de petites valeurs de α :

EAICα(A) ≈ (2 log p− log log p− 2 logα− log π) |A| − 2l(A).

2.3.3 .Procédure de sélection de modèle grâce à l’EAIC

Nous avons défini un nouveau critère d’information qui peut être calculé
pour tout sous-modèle donné. Comme les autres critères d’information, il
pourrait en principe être utilisé pour sélectionner un modèle d’intérêt en le
calculant pour chaque sous-modèle et en choisissant celui dont le critère d’in-
formation est le plus faible. Bien que les propriétés des sections 2.3.1 et 2.3.2
portant sur le FWER ne se traduisent pas automatiquement par des résultats
équivalents pour cette procédure, elles donnent une bonne indication de la
tendance des critères d’information à produire des faux positifs.

Dans la pratique, en raison de la dimension élevée du problème de ré-
gression, le nombre de sous-ensembles de variables est en fait trop important
pour calculer la vraisemblance de chacun d’entre eux. Une solution est d’uti-
liser une procédure de présélection qui produit une famille plus restreinte de
modèles candidats peu nombreux qui expliquent particulièrement bien le ré-
sultat, puis à minimiser l’IC entre ces modèles. Il s’agit d’une approximation
computationnellement plus accessible de la minimisation de l’IC parmi tous
les sous-modèles. Dans ce travail, nous utilisons comme procédure de présé-
lection la régression Lasso présentée en 1.2, où les variations du paramètre de
régularisation fournissent une liste de modèles de taille réduite. Il faut néan-
moins garder à l’esprit que les IC n’ont rien de spécifique au Lasso et peuvent
être combinés à toute autre méthode de préselection.

La log-vraisemblance utilisée dans le calcul des critères d’information n’est
pas pénalisée. Pour combiner le Lasso et un critère d’information, il est néces-
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saire d’estimer chacun desmodèles sélectionnés par le Lasso sans pénalité, et
de ne pas seulement réutiliser les modèles ajustés avec la pénalité du Lasso.

Variante : premier minimum local du critère d’information

Laminimisation de l’EAIC ou d’un autre critère d’information sur une suite
((Akk∈N) de modèles emboîtés admet une variante qui produit une sélection
de variables plus conservative. Elle consiste à sélectionner le premier modèle
Ak de cette suite tel que EAIC(Ak) < EAIC(Ak+1).

Puisque le modèle qui minimise globalement l’EAIC sur la suite vérifie
aussi cette inégalité, le minimum local correspond à un k inférieur ou égal à
celui du minimum global. Si chaque Ak est un sous-modèle de Ak+1 (comme
c’est souvent mais pas nécessairement le cas dans le Lasso), le modèle du
premier minimum local est un sous-modèle de celui du minimum global.

Du point de vue de l’interprétation des comparaisons d’EAIC comme des
tests de rapport de vraisemblance, la suite des comparaisons de EAIC(Ak)

à EAIC(Ak+1) est une suite de tests — chacun issu d’une famille de test cor-
rigée de sa multiplicité — dont les hypothèses nulles sont imbriquées. Le pre-
mier minimum local revient à sélectionner le premier modèle où l’on ne re-
jette pas l’hypothèse nulle, de manière analogue à ce que l’on fera avec le test
par simulation-calibration (section 3.9).

Le premier minimum local n’est défini que dans le contexte d’une suite
présélectionnée demodèles (généralement) imbriqués. Contrairement aumi-
nimumglobal, il n’est pas enprincipe applicable à l’ensemble des sous-modèles
du modèle de grande dimension.
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2.4 .Études de simulation

Nous avons mené deux études de simulation. La première vise à obser-
ver le contrôle du FWER permis par l’EAIC dans un cadre simple, où il teste
tous les modèles ayant une variable active par rapport au modèle nul (sans
variables actives) lorsque celui-ci est correct, c’est-à-dire sous ce qui corres-
pond à l’hypothèse nulle de tests multiples du rapport de vraisemblance. La
seconde étude de simulations explore les performances de la procédure com-
plète de sélection de modèles fondée sur Lasso de la section 2.3.3 dans une
grande variété de scénarios où il existe des variables actives.

2.4.1 .Contrôle du FWER sous l’hypothèse nulle

Nous utilisons l’EAIC pour comparer le modèle nul E[Y | X] = f(β0) à
chacun des pmodèles avec une variable activeE[Y | X] = f (β0 + βjXj) , j =

1, ..., p. Nous avons simulé des données sous le modèle nul, calculé l’EAIC de
chaque modèle, et sélectionné le modèle à une variable active ayant l’EAIC
le plus petit si celui-ci était également inférieur à l’EAIC du modèle nul. Cela
équivaut à des tests de rapport de vraisemblance multiples où l’EAIC réalise
une correction de la multiplicité des tests. Dans chaque scénario défini par
une combinaison de paramètres, nous avons évalué le contrôle du FWER en
calculant le FWER estimé, qui est la proportion de jeux de données simulés
pour lesquels l’un des modèles non nuls est sélectionné.

Cela peut être considéré comme la première étape de la procédure com-
plète de sélection de modèle : nous minimisons l’EAIC parmi les modèles de
taille 0 ou 1 seulement au lieu d’une séquence entière de modèles. Contrai-
rement à la section 2.3.3, la minimisation est effectuée sur tous ces modèles
candidats, sans utiliser le Lasso ou toute autre méthode de présélection.
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Table 2.1 – Étude de simulation sous l’hypothèse nulle : FWER observépar jeu de paramètres, moyenné sur 1000 simulations.
paramètres p = 102 p = 103

Linéaire
ρ = 0

n = 102 .046 .045
n = 103 .030 .030
n = 104 .043 .040

ρ = 0.5
n = 102 .039 .049
n = 103 .033 .050
n = 104 .032 .048

Binaire
ρ = 0

n = 102 .047 .045
n = 103 .037 .037
n = 104 .029 .046

ρ = 0.5
n = 102 .039 .050
n = 103 .036 .044
n = 104 .029 .050

Plan de simulation

Nous avons simulé 1000 jeux de données dans chacun des 24 scénarios
que nous avons explorés. Ils sont définis par les paramètres suivants :

• La famille du modèle de régression : linéaire ou binaire à fonction de
lien logistique.

• Le nombre d’observations : n = 102, 103, or 104.
• Le nombre de regrésseurs : p = 102 or 103
• Lamatrice de corrélation utilisée pour simuler les régresseurs : unema-
trice de Toeplitz ρ(i,j) = ρ|i−j|, où ρ = 0 ou ρ = 0.5.

Nous avons simulé les covariablesXj suivant la loi normale centrée réduite, et
la réponse Y , indépendamment desXj , suivant la loi normale centrée réduite
dans les scénarios demodèle linéaire et une loi de Bernoulli de probabilité 0.5
dans les scénarios de modèle binaire. Nous avons utilisé l’EAIC avec α = 0.05.

Résultats de simulation

Les FWER que nous avons observés dans les 24 scénarios se répartissent
de 0.029 à 0.05 (table 2.1), ce qui est conforme au niveau visé.
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2.4.2 .Simulation de la procédure complète

Plan de simulation

Nous avons comparé les performances de l’EAIC à celles d’autresméthodes
de sélection de variables fondées sur des critères d’information dans 308 scé-
narios jeux deparamètres dumodèle linéaire généraliséE[Y | X] = f (β0 +Xβ).
Les scénarios sont définis par les paramètres suivants :

• Le type de modèle de régression : linéaire ou binaire logistique.
• Le nombre d’ observations : n = 102, 103, ou 104.
• Le nombre de régresseurs : p = 102, 103, ou 104.
• Lamatrice de corrélation utilisée pour simuler les régresseurs : unema-
trice de Toeplitz ρ(i,j) = ρ|i−j|, avec ρ = 0 ou ρ = 0.5.

• Le rapport signal-bruit empirique. Cette quantité est inspirée du rapport
signal-bruit utilisé dans Sabourin et al. (2015). Contrairement à ces au-
teurs nous utilisons une version empirique qui est définie pour chaque
modèle linéaire généralisé. Il s’agit du rapport entre la variance empi-
rique des signaux (Eβ[Yi | X], i = 1, .., n) et la moyenne empirique des
variances des bruits (Varβ(Yi | X), i = 1, .., n) :

SNR(X,β) =
1

n−1Σ
n
i=1

(
Eβ[Yi | X]− 1

nΣ
n
i=1Eβ[Yi | X]

)2
1
nΣ

n
i=1Varβ(Yi | X)

.

Un SNR plus élevé signifie que l’impact de chaque variable active sur Y
est plus facilement observable. On peut s’attendre à ce que la sélection
des variables soit plus efficace dans les scénarios où le SNR est élevé.
Nous fixons SNR(X,β) = 0.005, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 5ou 10.

Nous avons simulé 1000 ensembles de données dans chacun de ces scéna-
rios. Dans chaque simulation, nous avons d’abord généré la matrice des ré-
gresseurs X selon une loi normale standard (avec ou sans corrélation selon
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le paramètre ρ). Ensuite, nous avons tiré 10 régresseurs actifs uniformément
parmi les p régresseurs. Nous avons déterminé leurs coefficients βj avec l’al-
gorithme suivant :

1 Générer des coefficients non normalisés β̃j avec P (β̃j > 0) = 1
2 et des

|βj | qui suivent une loi uniforme sur [14 , 1], indépendamment les uns des
autres et de leur signe ;

2 Définir les coefficients normalisés β0 et βj par : βj = k(X)β̃j et calculer
k(X) et β0 via la résolution numérique d’équations (fonction multiroot

dans le package R rootSolve version 1.8.2.3, Soetaert et Herman (2009))
de sorte que SNR(X,β) soit la valeur souhaitée.

Nous avons ensuite simulé le vecteur de résultat de la simulation y en suivant
lemodèle linéaire généralisé basé surX et β simulés. Dans lemodèle linéaire,
Varβ(Y | X) = 1.
À cause de difficultés computationnelles dans la simulation de X , les scéna-
rios où (p = 104, ρ = 0.5) ou (p = 104, n = 104) ne sont pas inclus.

Comparaison des procédures

Pour chaque jeudedonnées simulé, nous avons exécuté l’algorithme Lasso
à l’aide du package glmnet de R version 4.1-2 (Friedman et al., 2010) avec les
paramètres par défaut et un maximum de 100 degrés de liberté (paramètre
dfmax). Nous avons appliqué sept méthodes différentes de sélection de va-
riables qui consistent toutes à choisir l’un des modèles apparaissant sur le
chemin du Lasso. Six méthodes sélectionnent le modèle qui minimise (globa-
lement) un IC :

• l’AIC
• le BIC
• l’EBIC « original » de Chen et Chen (2008)
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• une simplification de l’EBIC (Chen et Chen, 2012) :

EBICs(B) = (log n+ 2 log p) |B| − 2l(B).

Contrairement à l’EBIC original, ce critère s’inscrit dans la forme typique
(2.1) d’un critère d’information.

• l’EAIC à α = 0.5

• l’EAIC à α = 0.05.

Ces méthodes nécessitent d’estimer la version non pénalisée de chacun des
modèles sur le chemin du Lasso, puis d’utiliser leur log-vraisemblance dans le
calcul des critères d’information. La septième méthode, que nous appelons «
oracle », suppose connu le fait qu’il y a exactement 10 variables actives. Elle
consiste à sélectionner le premier modèle comportant au moins 10 variables
sur le chemin du Lasso. Son intérêt est de donner une idée desmeilleures per-
formances que l’on peut attendre d’une sélection de variables sur le chemin
du Lasso dans chaque scénario.

Nous avons calculé des estimations du FWER, du taux de fausses décou-
vertes (FDR) et de la sensibilité de chacune de ces méthodes dans chacun des
308 scénarios en moyennant les résultats obtenus sur les 1000 jeux de don-
nées simulés.

Bien que nous nous soyons en général concentrés sur le minimum global
des différents IC sur le chemin du Lasso, nous avons également exploré la
variante décritye en 2.3.3, en comparant le premier minimum local des EAIC
aux niveauxα = 0.5 et 0.05 à leurminimumglobal dans les scénarios linéaires
non corrélés.
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Figure 2.1 – Étude de simulation de la procédure complète : FWER par para-mètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèle linéaire, ρ = 0.
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Figure 2.2 – Étude de simulation de la procédure complète : FWER par para-mètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèle binaire, ρ = 0.
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Figure 2.3 – Étude de simulation de la procédure complète : FWER par para-mètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèle linéaire, ρ = 0.5.
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Figure 2.4 – Étude de simulation de la procédure complète : FWER par para-mètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèle binaire, ρ = 0.5.
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Résultats

Pour chaque combinaison de n, p, ρ et de la famille dumodèle, nous avons
tracé le graphique du FWER de chaque méthode (figures 2.1 à 2.4), le nombre
de vrais positifs (figures A.1 à A.4 en annexe) et le FDR (figures A.5 à A.8 en
annexe) variant avec le SNR.

Dans les figures 2.1 à 2.4, le FWER de l’oracle indique les modèles dans
lesquels il est possible de capturer les 10 variables actives exactes en s’arrêtant
à un nœud du chemin du Lasso. Lorsque n = 100 ou que le SNR est faible, cela
n’est presque jamais possible puisque le FWER de l’oracle est égal ou proche
de 1. Dans les scénarios non corrélés avec n ≥ 100 et un SNR suffisamment
élevé (Figures 2.1 et 2.2), le FWER de l’oracle est proche de 0, ce qui montre que
l’ensemble des 10 variables véritablement actives se trouve sur le chemin du
Lasso.

Le FWER de l’AIC, presque toujours égal à 1, montre que cette méthode
produit presque toujours des faux positifs.

Dans les scénarios sans corrélation (figures 2.1 et 2.2), le FWER du BIC tend
à ne pas dépendre du rapport signal-bruit (sauf dans les modèles binaires à
SNR élevé et à n élevé, où il y a une diminution), mais il dépend fortement de
n et de p. Dans les modèles linéaires avec peu d’observations (n = 100) ou
beaucoup de variables (p ≥ 1000), il est égal ou proche de 1, ce qui signifie
que le BIC produit presque toujours des faux positifs. Ce n’est que lorsque n

est grand et p est petit que le BIC a un FWER modéré.
Les figures 2.1 et 2.2 montrent que, conformément à sa base théorique,

l’AIC étendu contrôle approximativement le FWER au niveau souhaité dans la
plupart des scénarios non corrélés. Les seules exceptions sont les scénarios
avec à la fois peu d’observations (n = 100), un SNR élevé et un nombre mo-
déré de variables (p ≤ 1000 dans le modèle linéaire, p = 100 dans le modèle
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binaire). Dans ces conditions, le SNR élevé et le p modéré impliquent qu’une
grande partie des variables actives sont capturées (comme le montrent les
courbes de sensibilité des figures A.1 et A.2). L’EAIC est donc utilisé pour com-
parer des modèles d’une taille de l’ordre de 10. A cette taille, la convergence
de la distribution garantie par le théorème de Wilks est plus lente que lors de
la comparaison de modèles de très petite taille. Par conséquent, à n = 100,
le régime asymptotique n’est pas atteint et la base théorique du contrôle du
FWER par l’EAIC n’est pas vérifiée. De plus, dans les scénarios non corrélés, le
FWER de l’EAIC ne descend pas beaucoup en dessous de sa valeur nominale,
sauf dans les modèles binaires à fort SNR (figure 2.2).

Le FWER de l’EBIC dans sa formule originale est généralement faible, sauf
dans les scénarios où le contrôle du FWER par l’EAIC échoue également : n =

100, SNR élevé et nombremodéré de variables. Il présente une allure similaire
au FWER de l’EAIC à 0.05 avec plus de variation, étant parfois proche de 0 et
ayant des valeurs maximales plus élevées. L’EBIC simplifié est la méthode la
plus conservatrice de toutes, avec des schémas similaires à l’EBIC original,
mais un FWER plus faible.

Dans les scénarios avec corrélation (figures 2.3 et 2.4), le FWER varie un
peu plus avec le SNR pour toutes les méthodes, à l’exception de l’AIC (qui a un
FWER toujours proche de 1). Lorsquen = 100, les FWERont unprofil similaire à
ceux observés dans des scénarios non corrélés, avec un pic encore plus élevé
pour un fort SNR et un nombre modéré de variables. Lorsque n ≥ 1000, il y a
un certain écart par rapport au contrôle du FWER qui a été observé dans les
paramètres non corrélés. Pour tous les paramètres n ≥ 1000, ρ = 0.5, l’EAIC
à α = 0.5 atteint un FWER maximal de 0.612, l’EAIC à α = 0.05 atteint 0.251,
et l’EBIC d’origine atteint 0.288. Dans les scénarios avec corrélation les plus
favorables, à n et SNR élevés (lorsque le modèle correct se trouve presque
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toujours sur le chemin du Lasso, comme lemontre le FWER de l’oracle proche
de 0), l’EAIC contrôlent le FWER à son niveau nominal ou en dessous.

Les figures A.1 à A.4 montrent le nombre de vrais positifs capturés par
chaque méthode dans chaque scénario, ce qui correspond à 10 fois leur sen-
sibilité puisque tous les scénarios sont simulés avec 10 variables actives. Les
sensibilités augmentent avec le SNR et avec n, mais elles diminuent avec p.
Étant donné que les EBIC (en particulier la version simplifiée) sont les mé-
thodes les plus conservatrices en termes de FWER, elles sont également les
moins sensibles. L’EAIC à α = 0.05 a une sensibilité proche de celle de l’EBIC
original. Cependant, deux types de paramètres où elles diffèrent en termes
de sensibilité suggèrent un avantage de l’EAIC à 0.05 par rapport à l’EBIC :

• Dans les scénarios à n élevé et faible SNR, la sensibilité de l’EAIC est
supérieure à celle de l’EBIC. Il présente par ailleurs un FWER légèrement
plus élevé mais le contrôle toujours à son niveau nominal.

• Au contraire, dans les scénario à n faible et SNR élevé, l’EBIC présente
une sensibilité plus élevée que l’EAIC. Le prix à payer est un FWER plus
élevé, qui atteint ses valeurs les plus élevées dans ces scénarios.

Les courbes de FDR (figures A.5 à A.8) montrent la même hiérarchie de mé-
thodes, l’AIC étant lemoins conservateur et les EBIC étant enmoyenne les plus
conservateurs. Bien que l’EAIC à α = 0.05 ait un FDR plus élevé que l’EBIC ori-
ginal moyenné sur l’ensemble des paramètres, son FDR est plus stable, étant
de 0.083 aumaximum dans les scénarios sans corrélation et de 0.126 dans les
scénarios avec corrélation, tandis que l’EBIC atteint 0.128 dans un scénario
sans corrélation et 0.171 dans un scénario avec corrélation. De même, l’EAIC
à α = 0.5, bien qu’il ne soit généralement pas conservateur, a un FDR qui
n’approche jamais 1 (FDR maximal égal à 0.623), contrairement au BIC qui a
un FDR proche de 1 dans les scénarios où n est faible, p est élevé et le SNR est
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faible.
Les figures A.9 à A.11 en annexe montre que le premier minimum local

coïncide pratiquement avec le minimum global si n ≥ 1000. En n = 100, ce-
pendant, la différence est notable dans les scénarios à fort SNR et le premier
minimum local parvient à y éviter la perte de contrôle du FWER, au prix d’une
perte notable de sensibilité.

2.5 .Application aux données de pharmacovigilance

Pour illustrer le comportement des méthodes de sélection de variables
sur des données réelles, nous les avons appliquées à la base nationale de
pharmacovigilance (BNPV). Nous avons utilisé lemêmeprétraitement des don-
nées que celui décrit dans Courtois et al. (2021), produisant une base de don-
nées de n = 452 914 notifications spontanées d’effets indésirables des mé-
dicaments du 1er janvier 2000 au 29 décembre 2017 avec 6617 effets indési-
rables différents (codés au niveau Preferred Term du Medical Dictionary for
Regulatory Activities, MedDRA) et p = 1692 médicaments différents (codés
au 5ème niveau de la hiérarchie Anatomical Therapeutic Chemical) signalés au
moins 10 fois. Nous nous sommes concentrés sur un résultat binaire, l’événe-
ment indésirable « pathologie hépatique d’origine médicamenteuse » (Drug-
Induced Liver Injury, DILI), qui est l’un des évènements indésirables les plus
fréquents avec 25187 occurrences soit 5, 56% de l’ensemble des notifications
spontanées. Nous avons utilisé un modèle de régression logistique sur les
expositions médicamenteuses qui constituent des covariables binaires. On
considère qu’il y a un signal de pharmacovigilance lorsqu’une variable est sé-
lectionnée avec un coefficient estimé positif.
Pour évaluer les performances des méthodes, comme Courtois et al. (2021),
nous avons utilisé l’ensemble de référence DILIrank de signaux de pharma-
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Table 2.2 – Performance de chaque méthode sur les données de laBNPV en termes de nombre de signaux de pharmacovigilance (va-riables ayant une association positive aux DILI), proportion de faux po-sitifs (FDP), spécificité et sensibilité.
Méthode Signaux Signaux Faux FDP Spécificité Sensibilitéà statut positifs (%) (%) (%)connuAIC 187 69 5 7.2 97.5 48.1BIC 170 65 5 7.7 97.5 45.1EAIC à 50% 170 65 5 7.7 97.5 45.1EAIC à 10% 150 59 4 6.8 98.0 41.4EAIC à 5% 142 55 2 3.6 99.0 39.8EBIC original 142 55 2 3.6 99.0 39.8EBIC simplifié 112 47 2 4.3 99.0 33.8

covigilance connus concernant les pathologies hépatiques d’origine médica-
menteuse Chen et al. (2016). Il comprend 203 témoins négatifs (médicaments
connus pour ne pas être associés à des DILI) et 133 positifs (médicaments
connus pour être associés à des DILI). Ce choix d’ensemble de référence pour-
rait lui-même être discuté, par exemple le premier faux positif (du point de
vue de DILIrank) à apparaître sur le chemin du Lasso est la daunorubicine (de
code ATC L01DB02) dont la possible association à des DILI est discutée dans
la base LiverTox (noa, 2012).

Nous avons mis en œuvre cinq méthodes qui minimisent un critère d’in-
formation sur le chemin du Lasso : l’AIC, le BIC, l’EAIC à différents niveaux de
α, l’EBIC original et l’EBIC simplifié. Le tableau 2.2 présente les résultats de
ces méthodes, y compris l’EAIC à 50%, 10% et 5%. La proportion de fausses
découvertes (FDP), la spécificité et la sensibilité ont été calculées sur des mé-
dicaments dont le statut était connu. Comme dans la plupart des simulations,
l’AIC a généré le plus de signaux et l’EBIC simplifié en a généré le moins. Les
sensibilités desméthodes reflètent cette hiérarchie, allant de 48.1% pour l’AIC
à 33.8%pour l’EBIC simplifié. L’EAIC àα = 0.05 et l’EBIC original ont sélectionné
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le mêmemodèle et ont donc les mêmes caractéristiques sur cet ensemble de
données. Avec seulement deux faux positifs connus, ils avaient la meilleure
spécificité avec l’EBIC simplifié (99.0%), et le meilleur FDP (3.6%). À α = 0.5,
l’EAIC sélectionne le même modèle que le BIC (le niveau auquel l’EAIC et le
BIC sont mathématiquement équivalents étant α ≈ 0.406 pour ces valeurs de
n et de p).

2.6 .Discussion

L’AIC et le BIC, qui sont les critères d’information les plus classiques, sont
souvent utilisés pour la sélection d’unmodèle parcimonieux dans un contexte
de grande dimension. Or en grande dimension, ils ne possèdent pas de pro-
priétés de consistance et ont tendance à sélectionner des modèles compor-
tant de nombreux faux positifs, comme le confirme notre étude de simula-
tion approfondie. Cependant, nous montrons qu’il est possible de limiter le
nombre de faux positifs en grande dimension tout en utilisant un critère d’in-
formation, à condition que ce critère tienne compte de la dimensionnalité.
C’est le cas du BIC étendu et de notre proposition, l’AIC étendu.

Contrairement à l’EBIC, l’EAIC est conçu pour contrôler le FWER à un ni-
veau spécifié. Notre résultat mathématique (lemme 2.2.3) laisse penser qu’il y
parvient lorsque les variables candidates ne sont pas corrélées entre elles et
que n et p sont suffisamment grands pour que les approximations asympto-
tiques soient valables. En pratique, les simulations montrent que le FWER de
l’EAIC est en effet proche de son niveau spécifié dans presque tous les scéna-
rios non corrélés (sur une large gamme de n et p, dans les modèles linéaires
et binaires), les seules exceptions étant les configurations où à la fois n et p
sont petits et les variables actives ont un effet important.

En outre, les critères étendus atteignent des performances satisfaisantes
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en termes de FDR, contrairement aux critères classiques. Nos simulations
montrent qu’alors que l’AIC et le BIC présentent des situations de grave dé-
faillance, c’est-à-dire des scénarios où leur FDR approche 1, ce n’est pas le cas
de l’EAIC ou de l’EBIC. Même lorsque les variables candidates sont fortement
corrélées, leur FDR est toujours inférieur à 0.3 (dans le cas de l’EBIC et de l’EAIC
à α = 0.05) ou au maximum d’environ 0.6 (dans le cas de l’EAIC à α = 0.5).

L’EAIC ou l’EBIC utilisés en combinaison avec le Lasso, de même que l’AIC-
Lasso et le BIC-Lasso, sont des méthodes déterministes, simples et rapides.
Elles demandent de réaliser le Lasso une seule fois, puis d’ajuster une suite de
modèles de régression non pénalisés de dimensionmodérée, sans avoir à ré-
échantillonner ou à simuler des données contrairement, par exemple, à la va-
lidation croisée (voir la section 1.3.1), stability selection (1.3.3) ou permutation
selection (1.3.3). Bien que nos simulations se soient fondées sur le Lasso, une
autre procédure de présélection peut être utilisée à sa place tant qu’elle four-
nit une petite famille de modèles candidats peu denses. C’est le cas d’autres
régressions pénalisées telles que SCAD (Fan et Li, 2001), ou elastic net Zou et
Hastie (2005).

La formule de l’EAIC elle-même est plus simple que celle de l’EBIC. De
même, comparée à celle de l’EBIC, la paramétrisation de l’EAIC est directement
interprétable car α est le FWER que l’on obtient dans un cadre non corrélé.

Par conséquent, nous recommandons en cas de besoin d’une méthode
simple de sélection de variables en grande dimension basée sur le Lasso ou
une autreméthode de présélection, et dont on veut s’assurer qu’elle ne sélec-
tionne pas principalement des faux positifs, d’utiliser l’un des deux critères qui
s’adaptent à la dimension du problème : l’EAIC ou l’EBIC. L’EAIC est à préferer
si un niveau spécifique de FWER est ciblé.

L’EAIC exploite le nombre pde variables candidates en le considérant comme
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une approximation du nombre de tests du rapport de vraisemblance implici-
tement réalisés, et en faisant l’hypothèse exigeante de l’indépendance de ces
tests. En raison de la non indépendance de ces tests en pratique due principa-
lement à la corrélation entre variables, on peut envisager de remplacer dans
l’EAIC ppar unemesure du « nombre effectif » de tests indépendants auxquels
les p tests non indépendants sont approximativement équivalents du point
de vue de la correction de la multiplicité des tests. Cette notion est utilisée
dans les tests multiples en analyse génomique (Galwey, 2009; Li et al., 2012).
Une autre piste d’amélioration serait l’analyse plus systématique, et éventuel-
lement la généralisation à d’autres contextes que le chemin du Lasso, de la
sélection demodèle par premierminimum local de l’EAIC ou d’un autre critère
d’information.
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3 - Test par simulation-calibration

Nous proposons une procédure de test qui répond au même problème
que le test de Lockhart et al. (2014) : produire, pour chaque variable sélection-
née par le Lasso, une p-value qui mesure sa significativité tout en corrigeant
les inconvénients de ce test : non-validité dans les cas non linéaires, et parfois
manque de puissance.

Nous conservons l’idée d’exploiter, pour chaque variable, la valeur du pa-
ramètre de régularisation à laquelle elle apparaît sur le chemin du Lasso.
Toutes choses égales par ailleurs, plus une variable est sélectionnée « tôt »
sur le chemin du Lasso — c’est-à-dire à une valeur de λ élevée — plus elle
est associée à la réponse donc plus elle est significative. Comme Lockhart et
al., nous proposons de tester dans le formalisme des tests d’hypothèse, pour
chacune des variables apparaissant sur le chemin du Lasso, si son λ de sé-
lection est plus élevé qu’il ne devrait être si il n’y avait pas de lien entre cette
variable et la variable réponse.

Pour cela, notre proposition s’inspire de la sélection par permutation de
Sabourin et al. (2015). Nous reprenons l’idée de générer des données qui suivent
la même distribution que les données à analyser, mais dans lesquelles on a
artificiellement rendu les variables explicatives indépendantes de la réponse.
Commedans la sélectionpar permutation, nous effectuons la régression Lasso
de la variable réponse observée sur ces données simulées et nous nous in-
téressons à λ0, la plus grande valeur de λ où est sélectionnée une variable
explicative qui, par construction, est en réalité indépendante de la réponse.
Ces λ0 obtenus sur plusieurs jeux de données simulées forment une popula-
tion de référence représentative du cas d’indépendance entre la réponse et
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les covariables. Contrairement à la sélection par permutation, qui consiste à
appliquer le λ0 médian de cette population aux données d’intérêt, nous com-
parons le λ0 obtenu sur les données d’intérêt à cette population de référence
pour produire un test de la significativité de ce λ0, en estimant la p-value du
test par Monte-Carlo à partir de la population de référence. Cela se généra-
lise à l’interprétation d’autres quantités que λ0 : au λ d’apparition de toute
variable sur le chemin du Lasso, pas seulement la première. Là où Sabourin
et al. conservent la répartition des vecteurs réponse simulés tout en cassant
leur association à tous lesXj au moyen d’une permutation, nous conservons
au contraire l’association à certaines des covariables en appliquant une « cali-
bration » à des vecteurs réponse simulés, d’où le nom de test par simulation-
calibration.

Dans une optique de sélection de variables, si le test conclut à la signifi-
cativité du λ d’apparition d’une variable sur le chemin du Lasso, nous sélec-
tionnons cette dernière. En itérant le test par simulation nous obtenons donc
une procédure complète de sélection d’un modèle, présentée en section 3.9.

3.1 .Position du problème et notations

Soit X ∈ Rn×p une matrice de p covariables et n observations et y ∈ Rn

un vecteur réponse de taille n. Nous considérons le modèle de régression
linéaire :

y = β0 +Xβ + ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2In

) (3.1)

où β0 ∈ R, β ∈ Rp et σ > 0. Soit β̂Lasso(λ, y) l’estimateur de β par Lasso,
qui dépend du paramètre de régularisation λ et de la réponse y. Il dépend
aussi de lamatrice des covariablesX , mais celle-ci est dans la suite considérée
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comme une constante.
Soit A un sous-ensemble de 1, .., p. Nous supposons que les covariables

Xj , j ∈ A, sont actives, et nous cherchons à savoir si d’autres covariables
sont actives. Nous définissons donc les hypothèses nulle et alternative, qui
dépendent de A :

H0(A) : ∀j /∈ A, βj = 0

H1(A) : ∃j /∈ A, βj ̸= 0

Bien que A soit a priori un sous-ensemble quelconque de {1, .., p}, l’idée
est, commedans Lockhart et al., de prendre pourA l’ensemble des indices des
k − 1 premières covariables apparaissant sur le chemin du Lasso, pour des
valeurs de k relativement petites (même si p peut être élevé). Le cas particulier
le plus simple est A = ∅.

Nous considérons la statistique suivante :

λA(y) = sup{λ ≥ 0 : ∃j /∈ A, β̂j
Lasso

(λ, y) ̸= 0}

C’est-à-dire le λ d’apparition de la première variable sélectionnée en de-
hors de A, soit la k-ième variable sélectionnée si A regroupe les k − 1 pre-
mières variables. Nous rejetterons l’hypothèse nulle si l’on observe une valeur
trop élevée de λA par rapport à ce qui est attendu sous l’hypothèse nulle. Une
valeur anormalement élevée duλd’apparition d’une variable est typiquement
le résultat d’une association entre la réponse et cette variable. C’est pourquoi
un test de H0(A) fondé sur λA peut, en première approximation, être inter-
prété comme évaluant la significativité de la première variable sélectionnée
par le Lasso en dehors de A, dont nous notons l’indice jA.

Il est cependant possible que H0(A) soit fausse sans que la variable jA
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soit active, si il existe une variable active n’appartenant pas à A qui est sélec-
tionnée « plus tard » sur le chemin du Lasso, à un λ inférieur à λA. Dans ce
cas, il est correct rejeter H0(A) d’un point de vue de test d’hypothèse, mais
incorrect de conclure que la variable jA est significative. Dans la partie 3.10,
nousmontrerons dans quelles conditions la probabilité de cet évènement est
contrôlée.

Par ailleurs, il est possible que plusieurs variables apparaissent en même
temps sur le chemin du Lasso au paramètre λA, que ce soit mathématique-
ment (par exemple en cas de X et y tous deux binaires il est possible, et de
probabilité non nulle, qu’il y ait une symétrie exacte entre les associations de
y à deux covariables distinctes) ou approximativement si la différence entre
les λ d’apparition de deux variables distinctes est trop petite pour être mesu-
rée par glmnet. Dans les deux cas, le rejet de H0(A) entraîne la sélection de
l’ensemble de ces variables.

3.2 .Le problème du calcul de la p-value

Si λA était utilisée comme statistique de test, sa p-value associée serait,
par définition :

p0A(y) = PH0(A) (λA(Y ) ≥ λA(y))

où Y est une variable aléatoire qui suit le modèle 3.1.
Il n’existe en général pas d’expression analytique explicite simple du résul-

tat d’une régression Lasso. Cela empêche de déterminer exactement la dis-
tribution de λA(y) et donc de calculer p0A(y) ou d’autres quantités similaires.
C’est pourquoi nous cherchons plutôt à estimer cette probabilité par la mé-
thode de Monte-Carlo. Nous voudrions appliquer les étapes suivantes :
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1. Simuler des vecteurs Y indépendants qui suivent le modèle 3.1 et satis-
fontH0(A)

2. Effectuer la régression Lasso de ces Y surX et calculer leur λA(Y )

3. Mesurer la proportion de vecteurs Y vérifiant λA(Y ) ≥ λA(y).

Or, la première de ces étapes n’est pas possible sans information supplé-
mentaire car même en supposant vraieH0(A), les paramètres du modèle 3.1
ne sont pas connus :H0(A) garantit la nullité des βj , j /∈ Amais ne dit rien sur
la valeur des βj , j ∈ A ni sur celle de σ. Une tentative naïve de réaliser cette
étape, où l’on remplace simplement β0, les βj , j ∈ A et σ par leurs valeurs es-
timées à partir des données, conduit à biaiser l’estimation de la p-value (voir
la figure 3.1, section 3.11.2).

C’est pourquoi, à la place de p0A(y), nous allons considérer une variante
dont la définition comportera toutes les informations nécessaires à son esti-
mation par Monte-Carlo.

3.3 .p-value définie conditionnellement

La solution que nous proposons est d’introduire un conditionnement par
les paramètres qui restent inconnus sous H0(A). Considérons le modèle li-
néaire suivant :

y = XAβA + ϵA, ϵA ∼ N (0, σ2
AIn) (3.2)

oùXA est la matrice composée d’un vecteur colonne de 1 et des colonnes
deX dont les indices apartiennent àA, et βA est le vecteur (βj)j∈{0}∪A (Nous
utilisons donc pour ce modèle la formulation matricielle compacte introduite
en 1.1).

Il s’agit de la forme réduite que prend le modèle 3.1 lorsque H0(A) est
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vraie. On a alors σ = σA. On appelle θA = (βA, σA) le vecteur de paramètres
du modèle 3.2, ΘA = R1+|A| × R+ l’espace de ses valeurs possibles, et θ̂A(y)
l’estimateur par maximum de vraisemblance (non-pénalisée) de θA.

Nous définissons la statistique de test suivante :
Définition 3 (statistique pA).

pA(y) = PH0(A)

(
λA(Y ) ≥ λA(y)|θ̂A(Y ) = θ̂A(y)

)
.

Cette formule reprend celle d’une p-value en y ajoutant un conditionne-
ment, ce qui fait de pA(y) une p-value conditionnelle.

pA(y) est définie de sorte que l’on puisse connaître aussi précisément que
possible sa loi de probabilité. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant,
qui est un résultat général sur la fonction de répartition d’une variable aléa-
toire réelle.
Lemme 2. Soit U une variable aléatoire réelle et F sa fonction de répartition.
Alors :

∀t ∈ [0, 1],P (F (U) ≤ t) ≤ t,

et si U suit une loi continue, la probabilité est égale à t.
Dans le cas général d’inégalité, on dit que la loi de F (U) domine stochas-

tiquement la loi uniforme sur [0, 1]. Ce terme issu de la théorie de la décision
signifie que la fonction de répartition de la loi de probabilité dite dominante
est inférieure en tout point à celle de la loi dite dominée, et donc que la loi do-
minante est systématiquement décalée vers les valeurs élevées par rapport
à la loi dominée.

Dans le cas d’égalité, la loi de F (U) est simplement la loi uniforme sur
[0, 1], car leurs fonctions de répartition sont égales.
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Démonstration. Prouvons d’abord l’inégalité. Soit t ∈ [0, 1] et soit l’ensemble
I = {u ∈ R : F (u) ≤ t}. On veut prouver que P(U ∈ I) ≤ t. F étant crois-
sante, I est un intervalle non borné à gauche.

L’inégalité est évidemment vraie si t = 1. On peut donc supposer que
t < 1. Comme lim+∞ F = 1, on a ∃u ∈ R : F (u) > t.

Si t = 0 etF est strictement positive, alors∀u, F (u) > tdoncP (F (U) ≤ t) =

0 donc l’inégalité est vraie. On peut donc supposer que soit ∃u ∈ R : F (u) = 0,
soit t > 0. Dans le premier cas, un tel u est un élément de I . Dans le second
cas, comme lim−∞ F = 0, on a ∃u ∈ R : F (u) ≤ t c’est-à-dire un élément de
I .

Hors des cas triviaux, I est donc un ensemble majoré non vide. Il possède
donc une borne supérieure réelle, notée u+. I ⊂]−∞, u+] donc

P(U ∈ I) ≤ P(u ≤ u+) = F (u+).

Donc si F (u+) ≤ t, alors on a bien P(U ∈ I) ≤ t.
Si au contraire F (u+) > t, alors u+ /∈ I par définition de I . u+ étant une

borne supérieure, I =]−∞, u+[ et il existe une suite croissante (up)p∈N d’élé-
ments de I tels que que limp→∞ up = u+. Donc I = ∪p] − ∞, up]. S’agissant
d’une union croissante d’ensembles mesurables, on a

P(U ∈ I) = lim
p→∞

P(U ∈]−∞, up])

= lim
p→∞

F (up).

Or par appartenance à I , ∀p, F (up) ≤ t, donc par passage à la limite :

P(U ∈ I) ≤ t.
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L’inégalité étant prouvée, déduisons-en l’égalité dans le cas continu. En
notant G la fonction de répartition de −U , on a ∀u ∈ R :

G(−u) = P(−U ≤ −u)

= P(U ≥ u)

= P(U > u) + P(U = u)

= 1− F (u) + P(U = u).

Si la loi de U est continue, alors P(U = u) = 0 donc G(−u) = 1 − F (u).
Appliquonsmaintenant l’inégalité du lemme à la variable−U et au seuil 1− t :

P (G(−U) ≤ 1− t) ≤ 1− t

P (1− F (U) ≤ 1− t) ≤ 1− t

P (F (U) ≥ t) ≤ 1− t

P (F (U) < t) ≥ t (évènement complémentaire)
P (F (U) ≤ t) ≥ t (évènement contenant le précédent)

Ce qui, combiné avec l’inégalité du lemme, donne P (F (U) ≤ t) = t.

Cela permet d’obtenir la propriété suivante portant sur pA(y) :

Lemme 3. SousH0(A), la loi de pA(Y ) domine stochastiquement la loi uniforme
sur [0, 1] :

∀t ∈ [0, 1],PH0(A) (pA(Y ) ≤ t) ≤ t.

Démonstration. Décomposons la quantité à majorer par intégration sur ΘA,
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l’ensemble des valeurs que peut prendre θ̂A(Y ) :

∀t ∈ [0, 1], PH0(A) (pA(Y ) ≤ t) = (3.3)∫
θ′A∈ΘA

PH0(A)

(
pA(Y ) ≤ t|θ̂A(Y ) = θ′A

)
dPH0(A)

(
θ̂A(Y ) = θ′A

)
.

Pour tout vecteur de paramètres θ′A, notons Fθ′A
la fonction de répartition

de la loi de −λA(Y ) conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A. Alors pour tout y,

pA(y) = PH0(A)

(
−λA(Y ) ≤ −λA(y)|θ̂A(Y ) = θ̂A(y)

)
= F

θ̂A(y)
(−λA(y)) .

On applique maintenant le lemme 2 en prenant pour loi de U la loi condition-
nelle de −λA(Y ). La probabilité obtenue est donc conditionnelle :

∀t ∈ [0, 1], ∀θ′A ∈ ΘA, PH0(A)

(
pA(Y ) ≤ t|θ̂A(Y ) = θ′A

)
≤ t. (3.4)

Cette inégalité s’injecte dans l’intégrale 3.3 :

PH0(A)(pA(Y ) ≤ t) ≤
∫
θ′A∈ΘA

t dPH0(A)

(
θ̂A(Y ) = θ′A

)
= t.

En pratique, la loi de λA(Y ) conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A est typique-
ment continue pour tout vecteur de paramètres à écart-type non nul, c’est-à-
dire tout θ′A ∈ Θ∗

A avec Θ∗
A = R|A| × R∗

+. On appellera hypothèse de continuité
le fait de supposer cela.

Cette hypothèse correspond à l’essentiel des cas pratiques car en général,
on peut faire varier localement Y tout en maintenant θ̂A(Y ) = θ′A, et cela fait
varier chacune des covariances empiriques Ĉov(Y,Xj). En particulier, cela fait
varier Ĉov(Y,XjA), la covariance empirique avec la variable sélectionnée par
le Lasso à λA(Y ), et donc fait varier λA(Y ) qui est localement une fonction
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strictement croissante de ∣∣∣Ĉov(Y,XjA)
∣∣∣. Il n’y a donc aucune constante λ qui

soit atteinte par λA(Y ) de façon constante sur un ensemble suffisamment
important de valeurs de Y pour que P (λA(Y ) = λ) > 0.

L’hypothèse de continuité permet d’obtenir des résultats plus simples.
Ainsi :

Corollaire 3.1. Sous l’hypothèse de continuité, pA(Y ) suit une loi uniforme sur
[0, 1].

Démonstration. La preuve est identique à celle du lemme 3 à deux adapta-
tions près :

• Les intégrales sont surΘ∗
A au lieu deΘA, ce qui donne le même résultat

car P(θ̂A(Y ) /∈ Θ∗
A

)
= P(σ̂A(Y ) = 0) = 0.

• Pour tout θ′A ∈ Θ∗
A, la loi de −λA(Y ) conditionnellement à θ̂A(Y ) =

θ′A est une loi continue donc on est dans le cas d’égalité du lemme 2.
L’inégalité (3.4) est donc une égalité. Elle est conservée par intégration.

L’hypothèse de continuité est énoncée sur Θ∗
A et non sur ΘA car les vec-

teurs de paramètres de type θ′A = (β′
A, 0) (avec écart-type nul) conduisent

à une loi de λA conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A non continue. En effet, le
conditionnement revient alors à supposer que σ̂A(Y ) = 0 donc que Y est
une combinaison linéaire des variables de A (il n’est donc plus possible de
faire varier localement Y en maintenant le conditionnement). Sous ce condi-
tionnement, il existe une probabilité non nulle que le Lasso ne sélectionne
aucune variable en dehors de A, soit λA(Y ) = 0.

Par ailleurs, il est possible que l’hypothèse de continuité ne soit pas véri-
fiée. Par exemple, si il existe une variableXj′ qui soit une combinaison linéaire
desXj , j ∈ A, alors sa covariance avec toute combinaison linéaire de Y et des
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Xj , j ∈ A est déterminée de façon unique par θ̂A. Or, si aucune autre variable
que Xj′ et celles de A n’apparaît sur le chemin du Lasso avant Xj′ , le λ d’ap-
parition de Xj′ sur le chemin du Lasso est déterminé par ces covariances. Il
existe donc une valeur de λ, fonction déterministe de θ′A, que λA prend avec
une probabilité non nulle conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A (car la probabilité
que j′ soit la première variable sélectionnée en dehors de A est non nulle).
Dans ce type de cas, la loi conditionnelle de λA(Y ) n’est donc pas continue.

Le lemme 3 permet d’utiliser pA(y) comme statistique de test. Cette quan-
tité est proche de 0 lorsque λA(y) est élevé, ce qui est représentatif deH1(A).
C’est pourquoi nous souhaitons rejeter H0(A) si pA(y) est suffisamment pe-
tit. Le lemme assure que pour tout α ∈ [0, 1], rejeterH0(A) si et seulement si
pA(y) ≤ α garantit que l’erreur de type 1 est au plus α. La p-value associée à
la statistique pA(y) est p = PH0(A)(pA(Y ) ≤ pA(y)) qui est pA(y) elle-même
sous l’hypothèse de continuité, et inférieure à pA(y) dans le cas général.

3.4 .Loi conditionnelle du vecteur réponse

L’avantage de choisir pA(y) comme statistique de test plutôt que λA(y),
et donc (au plus) pA(y) comme p-value plutôt que p0A(y), est qu’il est possible
d’estimer pA(y) par la méthode de Monte-Carlo en suivant les étapes listées
en 3.2. En effet, ce qui empêche d’appliquer cette méthode à p0A(y) est l’im-
possibilité de simuler Y selon sa loi sous H0(A), qui n’est pas connue. Grâce
au conditionnement qui intervient dans la définition de pA(y), on a besoin
pour estimer cette quantité de simuler Y selon sa loi sous H0(A) condition-
nellement à θ̂A(Y ). Cela est possible grâce à une série de lemmes. Le premier
décrit la loi conditionnelle de Y sous l’hypothèse nulle :
Lemme 4. Sous H0(A), la loi de Y conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ̂A(y) est la
loi uniforme sur l’ensemble SA(y) =

{
y′ ∈ Rn|θ̂A(y′) = θ̂A(y)

}.
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Démonstration. Soit pY la loi de probabilité de Y et soit y′ ∈ Rn. Alors, d’après
le modèle 3.1 :

log pY (y
′) = − 1

2σ2
(y′ −Xβ)T (y′ −Xβ) + Constante.

SupposonsH0(A) vraie. Alors Y suit le modèle 3.2 :

log pY (y
′) = − 1

2σ2
(y′ −XAβA)

T (y′ −XAβA) + Constante

= − 1

2σ2

(
y′

T
y′ − 2βA

TXT
Ay

′
)
+Constante.

β̂A est l’estimateur par maximum de vraisemblance, c’est-à-dire, le mon-
dèle étant linéaire, par moindres carrés :

β̂A(y
′) = (XT

AXA)
−1XT

Ay
′ donc XT

Ay
′ = XT

AXAβ̂A(y
′).

Comme il s’agit d’un modèle linéaire, la somme totale des carrés de y′ se dé-
compose en somme des carrés expliquée par parXA plus somme des carrés
des résidus :

n∑
i=1

yi
′2 =

n∑
i=1

∑
j∈A

β̂A(y
′)jXij

2

+
n∑

i=1

yi
′ −
∑
j∈A

β̂A(y
′)jXij

2

y′
T
y′ =

(
XAβ̂A(y

′)
)T

XAβ̂A(y
′) + nσ̂2(y′)

log pY (y
′) = − 1

2σ2

((
XAβ̂A(y

′)
)T

XAβ̂A(y
′) + nσ̂2(y′)− 2βA

TXT
AXAβ̂A(y

′)

)
+ Constante.

pY (y
′) est donc une fonction déterministe de θ̂A(y

′) = (β̂A(y
′), σ̂(y′)). Par

construction, θ̂A est constant sur SA(y) donc la densité pY est constante sur
SA(y). Donc la loi de Y conditionnellement à Y ∈ SA(y) est uniforme.

70



Mathématiquement, cet énoncé et la dernière phrase de sa démonstra-
tion ne sont pas tout à fait complets car nous ne définissons pas ce qu’est une
loi uniforme sur le sous-ensemble deRn demesure nulle qu’estSA(y). Une loi
uniforme est une loi de probabilité dont la densité est constante, or la densité
de probabilité d’une variable aléatoire U se définit par rapport une mesure µ
qui doit vérifier (théorème de Radon-Nikodym) la condition d’absolue conti-
nuité : ∀B, µ(B) = 0 =⇒ P(U ∈ B) = 0. Implicitement, toutes les densités
de probabilité que l’on utilise dans Rn sont définies par rapport à la mesure
de Lebesgue de Rn (généralisation multidimensionnelle de l’aire, du volume,
etc.). Or la loi conditionnelle de Y n’est pas absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue puisque SA(Y ) est de mesure de Lebesgue nulle (à
la manière de la surface d’une sphère dans l’espace tridimensionnel, qui est
de volume nul) mais par définition P(Y ∈ SA(y)|θ̂A(y′) = θ̂A(y)) = 1. Rendre
le raisonnement entièrement rigoureux demanderait donc de définir uneme-
sure sur SA(y) qui satisfasse la condition d’absolue continuité (analogue de
l’aire d’une surface plongée dans l’espace tridimensionnel), sans doute à l’aide
d’outils avancés de géométrie différentielle qui sortent du propos de cette
thèse.

En pratique, nous admettons que la restriction d’une loi à densité à un
ensemble (même de mesure nulle) sur lequel la densité de probabilité est
constante produit une loi uniforme sur cet ensemble, et que le caractère uni-
forme d’une loi de probabilité sur un sous-ensemble de Rn est conservé par
les transformations les plus simples : translation et homothétie.

La définition de pA(y) (3) s’appuie sur la loi de Y conditionnellement à
θ̂A(Y ) = θ̂A(y), dont on sait grâce au lemme 4 qu’elle est la loi uniforme sur
SA(y). Donc dans la définition de pA(y), Y peut être remplacé par toute va-
riable aléatoire suivant cette loi :
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Corollaire 4.1. Toute variable aléatoire Y u qui suit une loi uniforme sur SA(y)

satisfait P(λA(Y
u) ≥ λA(y)) = pA(y).

3.5 .Calibration linéaire du vecteur réponse

Le corollaire 4.1 implique que l’on peut estimer pA(y) par uneméthode de
Monte-Carlo à condition de savoir simuler des vecteurs réponses aléatoires
de façon uniforme sur SA(y). Il est donc important de pouvoir « imposer » à
un vecteur réponse y′ la condition θ̂A(y

′) = θ̂A(y), ou, plus généralement, la
condition θ̂A(y

′) = θ
(2)
A pour tout vecteur de paramètres cible θ

(2)
A . Cela est

possible grâce aux fonctions de calibration que nous définissons de la façon
suivante.

Pour tous vecteurs deparamètres θ(1)A = (β
(1)
A , σ

(1)
A ) ∈ Θ∗

A et θ(2)A = (β
(2)
A , σ

(2)
A ) ∈

ΘA, soit :

cal
θ
(1)
A →θ

(2)
A

: Rn → Rn

y′ → XAβ
(2)
A +

σ
(2)
A

σ
(1)
A

(
y′ −XAβ

(1)
A

)
.

Les fonctions de calibration envoient une valeur donnée de θ̂A sur une
autre valeur donnée, c’est-à-dire :

Lemme 5. Pour tous θ
(1)
A ∈ Θ∗

A, θ
(2)
A ∈ ΘA, pour tout y(1) ∈ Rn vérifiant

θ̂A(y
(1)) = θ

(1)
A , on a :

θ̂A

(
cal

θ
(1)
A →θ

(2)
A

(y(1))
)
= θ

(2)
A .

Démonstration. Soient (θ(1)A , θ
(2)
A , y(1)

)
∈ Θ∗

A × ΘA × Rn avec θ̂A(y(1)) = θ
(1)
A ,

c’est-à-dire β̂A(y
(1)) = β

(1)
A et σ̂A(y(1)) = σ

(1)
A .
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Soit y(2) = cal
θ
(1)
A →θ

(2)
A

(y(1)). Alors :

β̂A(y
(2)) = (XT

AXA)
−1XT

Ay
(2)

= (XT
AXA)

−1XT
A

(
XAβ

(2)
A +

σ
(2)
A

σ
(1)
A

(
y(1) −XAβ

(1)
A

))
= (XT

AXA)
−1XT

AXAβ
(2)
A

+
σ
(2)
A

σ
(1)
A

(
(XT

AXA)
−1XT

Ay
(1) − (XT

AXA)
−1XT

AXAβ
(1)
A

)
β̂A(y

(2)) = β
(2)
A +

σ
(2)
A

σ
(1)
A

(
β̂A(y

(1))− β
(1)
A

)
.

β̂A(y
(1)) = β

(1)
A donc β̂A(y(2)) = β

(2)
A . De plus :

σ̂A
2(y(2)) =

1

n

∣∣∣∣∣∣y(2) −XAβ̂A(y
(2))
∣∣∣∣∣∣2

=
1

n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣XA

(
β
(2)
A − β̂A(y

(2))
)
+

σ
(2)
A

σ
(1)
A

(
y(1) −XAβ

(1)
A

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

(
σ
(2)
A

σ
(1)
A

)2
1

n

∣∣∣∣∣∣y(1) −XAβ
(1)
A

∣∣∣∣∣∣2 car β̂A(y(2)) = β
(2)
A

=

(
σ
(2)
A

σ
(1)
A

)2

σ̂A
2(y(1))

σ̂A
2(y(2)) = σ

(2)
A

2 car σ̂A(y(1)) = σ
(1)
A .

On a bien θ̂A(y
(2)) = θ

(2)
A .

On en déduit la possibilité de simuler uniformément sur SA(y) :
Lemme 6. Pour tout θ′A ∈ Θ∗

A, pour toute variable aléatoire Y ′ ∈ Rn qui suit le
modèle 3.2 avec les paramètres θ′A, la variable aléatoire :

Y cal = cal
θ̂A(Y ′)→θ̂A(y)

(Y ′)

suit une loi uniforme sur SA(y).
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Démonstration. En remplaçant θA et Y dans le lemme 4 par θ′A et Y ′, on ob-
tient que la loi de Y ′ conditionnellement à θ̂A(Y ′) est uniforme sur SA(Y

′). De
plus, conditionnellement à θ̂A(Y ′),XAβ̂A(Y

′) et σ̂(y)/σ̂(Y ′) sont des constantes
donc :

cal
θ̂A(Y ′)→θ̂A(y)

: y′ → XAβ̂A(y) +
σ̂(y)

σ̂(Y ′)

(
y′ −XAβ̂A(Y

′)
)

est une composée d’homothétie et de translation. Nous avons admis que ce
type de transformation préserve le caractère uniforme d’une loi de probabi-
lité. De plus d’après le lemme 5, elle envoie SA(Y

′) sur SA(y). Donc condition-
nellement à θ̂A(Y ′), Y cal suit une loi uniforme surSA(y). Donc par intégration,
Y cal suit une loi uniforme sur SA(y).

Informellement, la fonction de calibration, en tant que simple composée
d’homothétie et de translation, peut être vue comme la modification la moins
importante que l’on peut faire subir à un vecteur y′ pour lui imposer la condi-
tion θ̂A(y

′) = θ̂A(y). En particulier, la structure de corrélation empirique entre
y′ et les variables n’appartenant pas à A change peu entre y′ et sa version
calibrée : elle n’est modifiée que dans la mesure où elle est portée par les
variables de A.

3.6 .Algorithme d’estimation de la p-value conditionnelle

Nous possédons maintenant tous les ingrédients pour estimer pA(y) par
la méthode de Monte-Carlo suivante, qui adapte et détaille la méthode pro-
posée en 3.2. Elle est paramétrée par un entier N , le nombre de simulations,
qui contrôle la précision de l’estimation.
Algorithme 1 (Estimation de pA(Y ) par simulation-calibration). Les quatre
étapes sont les suivantes :
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1 Calculer θ̂A(y), le vecteur de paramètres dumodèle 3.2 estimé parmaxi-
mum de vraisemblance.

2 SimulerN vecteurs réponse y(1), .., y(N) indépendants les uns des autres
suivant la loi uniforme sur SA(y). Cela est réalisé de la façon suivante,
pour tout l = 1, .., N :
2.1 Simuler ysim suivant le modèle 3.2 avec un vecteur de paramètres
θsimA ∈ Θ∗

A quelconque :

ysim = XAβ
sim
A + ϵ avec ϵ ∼ N (0, σsim2

In)

2.2 Calculer l’estimation du maximum de vraisemblance θ̂A(y
sim).

2.3 Calculer la version calibrée de ysim :

y(l) = cal
θ̂A(ysim)→θ̂A(y)

(ysim)

3 Pour tout l = 1, .., N , réaliser la régression Lasso de y(l) sur X , et cal-
culer λA(y

(l)).
4 Calculer la p-value conditionnelle empirique :

p̂A(y) =
1

N

N∑
l=1

1
{
λA(y

(l)) ≥ λA(y)
}
.

En pratique, à l’étape 2.1. nous utilisons θsimA = θ̂A(y), mais ce choix n’a pas
d’importance car toutes les valeurs de θsimA produisent des réponses calibrées
y(l) qui suivent la même loi.
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3.7 .Propriétés théoriques de l’algorithme

3.7.1 .Propriétés pour un vecteur réponse fixé

Remarquons d’abord que les trois sous-étapes de l’étape 2. de l’algorithme
produisent bien le résultat annoncé au début de l’étape 2., c’est-à-dire simuler
des y(l) suivant la loi uniforme sur SA(y). Cela est garanti par le lemme 6,
puisque ysim suit le modèle 3.2 et qu’on lui applique la bonne fonction de
calibration.

Cela permet de connaître la loi du p̂A(y) produit par l’algorithme. Elle est
donnée par la loi binomiale :

Lemme 7.

Np̂A(y) ∼ Bin(N, pA(y)).

Démonstration. Pour tout l, y(l) suit la loi uniforme sur SA(y). Donc, d’après
le corollaire 4.1, à chaque simulation :

P
(
λA(y

(l)) ≥ λA(y)
)
= pA(y).

Np̂A(y) est donc la somme de N variables aléatoires binaires indépen-
dantes de moyenne pA(y). Cette quantité suit donc une loi Bin(N, pA(y)).

En tant qu’estimateur de pA(y), p̂A(y) a donc les propriétés suivantes :
• Il est non biaisé.
• Sa variance vaut Var (p̂A(y)) = pA(y)(1 − pA(y))/N , qui tend vers 0

lorsque N tend vers l’infini.
• D’après la loi des grands nombres, p̂A(y) converge presque sûrement
vers pA(y) lorsque N tend vers l’infini.
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3.7.2 .Propriétés pour un vecteur réponse aléatoire

Ce qui précède s’applique à un vecteur réponse y donné. Dans le cas d’une
vecteur réponse aléatoire Y qui suit le modèle 3.1 (ou modèle 3.2 sous l’hy-
pothèse nulle), il est intéressant de connaître la loi de p̂A(Y ). En effet la sta-
tistique de test théorique pA(Y ), dont la loi uniforme (ou dominant celle-ci)
est est garantie par le lemme 3 et le corollaire 3.1, n’est pas connue, elle est
seulement estimée par p̂A(Y ). La décision de sélection ou non d’une variable
est donc fondée sur p̂A(Y ), et tout résulat de contrôle de l’erreur de première
espèce doit se déduire de la loi que suit p̂A(Y ) sous l’hypothèse nulle. Nous
déterminons de façon exacte cette loi lorsque l’hypothèse de continuité défi-
nie en 3.3 est vérifiée, puis nous en déduisons une domination stochastique
de cette loi dans le cas général. Cela garantit le contrôle de l’erreur de pre-
mière espèce (à un terme correctif de l’ordre de 1/N près) lorsque p̂A(Y ) est
utilisée comme une p-value.

La relation entre pA(y) et p̂A(y) (lemme 7) va permettre de transposer les
résultats portant sur la loi de pA(Y ) à celle de p̂A(Y ), en passant d’une loi
continue à une loi discrète :

Lemme 8. SousH0(A) et sous l’hypothèse de continuité, la loi de p̂A(Y ) est la loi
uniforme discrète sur {0, 1/N, .., 1− 1/N, 1}.

Démonstration. Soit k ∈ 0, .., N . La loi de p̂A(Y ) conditionnellement à pA(Y )

est donnée par Np̂A(Y ) | pA(Y ) ∼ Bin(N, pA(Y )), c’est-à-dire :

P

(
p̂A(Y ) =

k

N
| pA(Y )

)
=

(
N

k

)
pA(Y )k (1− pA(Y ))N−k

Le corollaire 3.1 garantit que sousH0(A) et sous l’hypothèse de continuité,
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la loi de pA(Y ) est la loi uniforme sur [0, 1]. On a donc :

PH0(A)

(
p̂A(y) =

k

N

)
=

∫ 1

0
P

(
p̂A(y) =

k

N
| pA(Y ) = t

)
dt

=

(
N

k

)∫ 1

0
tk(1− t)N−kdt

=

(
N

k

)
Γ(k + 1)Γ(N − k + 1)

Γ(N + 2)

=
1

N + 1
.

Cette probabilité ne dépend pas de k, donc la loi de p̂A(y) est uniforme sous
H0(A) et l’hypothèse de continuité.

Ce résultat, analogue au corollaire 3.1, possède un équivalent qui n’utilise
pas l’hypothèse de continuité, analogue au lemme 3. Pour le prouver, nous
utilisons le résultat suivant portant sur la dominance stochastique (voir les
notes de cours d’Olivier Bos, Dominance stochastique : théorie et applications) :
Lemme 9. Une loi P1 domine stochastiquement une loi P2 si et seulement si il
existe deux variables aléatoires U1 et U2 telles que U1 ∼ P1, U2 ∼ P2 et U1 ≥ U2

presque sûrement.
Sans détailler la démonstration, remarquons que le sens existence de

telles variables vers dominance stochastique se vérifie facilement, et que dans
l’autre sens, si P2 est la loi uniforme sur [0, 1] (cas qui nous intéresse ici),
U2 se construit à partir de U1 par la loi conditionnelle U2 | (U1 = u) ∼

Unif ([P(U1 < u),P(U1 ≤ u)]).
Les lemmes 8 et 9 permettent de prouver le résultat suivant sur la loi de

p̂A(Y ), sans l’hypothèse de continuité :
Lemme 10. SousH0(A), la loi de p̂A(y) domine stochastiquement la loi uniforme
discrète sur {0, 1/N, .., 1− 1/N, 1}.
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Démonstration. D’après le lemme 9 et la dominance stochastique de la loi de
pA(Y ) sur la loi uniforme sur [0, 1] (lemme 3), il existe une variable aléatoire
puA de loi uniforme sur [0, 1] telle que pA(Y ) ≥ puA presque sûrement (p. s.).

Soient U1, .., UN des variables aléatoires indépendantes toutes de loi uni-
forme sur [0, 1]. On définit les variables aléatoires :

p̂1 =
1

N

N∑
t=1

1 {Ut ≤ pA(Y )}

p̂2 =
1

N

N∑
t=1

1 {Ut ≤ puA}

pA(Y ) ≥ puA p. s. donc pour tout t, {Ut ≤ pA(Y )} ≥ {Ut ≤ puA} p. s. donc
p̂1 ≥ p̂2 p. s. Don la loi de p̂1 domine stochastiquement celle de p̂2.

De plus, de même que p̂A(y), conditionnellement à pA(Y ) et puA(Y ), p̂1
et p̂2 sont des moyennes empiriques de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli. On a donc les lois condi-
tionnelles :

Np̂1 | pA(Y ) ∼ Bin(N, pA(Y ))

Np̂2 | puA ∼ Bin(N, puA)

p̂1 et p̂A(y) suivent la même loi conditionnellement à pA(Y ) donc elles suivent
la même loi globalement. p̂2 suit la même loi que pA(Y ) dans le lemme 8 : une
loi binomiale à paramètre aléatoire uniforme sur [0, 1] (divisée par N ), or ce
lemme indique que c’est la loi uniforme discrète sur {0, 1/N, .., 1− 1/N, 1}.

Comme la loi de p̂1 domine stochastiquement celle de p̂2, la loi de p̂A(y)

domine stochastiquement loi uniforme discrète sur {0, 1/N, .., 1−1/N, 1}.

Ce résultat nous permet de contrôler l’erreur de type 1 : pour tout α ∈

[0, 1], produire un p̂A(y) puis rejeter H0(A) si et seulement si p̂A(y) ≤ α ga-
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rantit une erreur de type 1 inférieure où égale à ⌊αN⌋+1
N+1 ≤ α + 1−α

N+1 . Récipro-
quement, rejeterH0(A) si et seulement si p̂A(y) ≤ α− 1−α

N garantit une erreur
de type 1 inférieure où égale à α.

Les termes résiduels 1−α
N+1 et −1−α

N sont très petits (plus petits que la gra-
nularité d’estimation de p̂A(y), qui est 1/N ) et contrôlables par l’utilisateur
puisque N peut être choisi ausssi grand que l’on veut (au prix du temps de
calcul). Remarquons par ailleurs qu’il est possible d’adapter la définition de
p̂A pour faire formellement disparaître les termes résiduels. Avec :

p̂A
+(y) =

1

N + 1

(
1 +

N∑
l=1

1
{
λA(y

(l)) ≥ λA(y)
})

,

le critère de rejet p̂A+(y) ≤ α entraîne le contrôle d’erreur au niveauα. p̂A+(y)

est cependant un estimateur biaisé de pA(y).

3.8 .Cas des modèles linéaires généralisés

3.8.1 .Position du problème

L’algorithme proposé est valide dans le cas du modèle linéaire. Nous pro-
posons une adaptation de celui-ci à certains modèles linéaires généralisés.
Nous considérons les deux modèles suivants, qui sont les modèles linéaires
généralisés les plus classiques :

• modèle binaire (à fonction de lien logistique) :

y ∈ {0, 1}n, y|X ∼ Bernoulli (f(Xβ)) avec f(t) =
1

1 + e−t

• modèle de Poisson (à fonction de lien exponentielle) :

y ∈ Nn, y|X ∼ Poisson (f(Xβ)) avec f(t) = et.
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Contrairement au modèle linéaire, ces deux modèles n’ont pas de para-
mètre d’écart-type σ, le vecteur des paramètres θ se réduit donc à β (y compris
dans le modèle restreint à A). On écrit donc βA ou β̂A à la place de θA ou θ̂A.
Ces deux modèles ont aussi en commun le fait que y suit une loi discrète et
non plus continue.

Comme dans le cas linéaire, nous supposons que les variables Xj , j ∈ A

sont actives et nous cherchons à déterminer si d’autres variables sont actives,
n’appartenant pas à A. Les hypothèsesH0(A), H1(A), ainsi que la statistique
λA(y), sont définies de la même façon. Nous voudrions en principe estimer
p0A(y) = PH0(A) (λA(Y ) ≥ λA(y)), ce qui n’est pas possible car la loi de Y sous
H0(A) n’est pas connue. Comme dans le cas linéaire, nous proposons un al-
gorithme qui calcule p̂A(y), une estimation d’une statistique qui approxime
p0A(y). Cet algorithme est proche de l’algorithme 1, n’en différant que par sa
méthode de calibration. Cependant, la statistique estimée par p̂A(y) dans les
modèles linéaires généralisés n’est pas la même que dans le cas linéaire et
elle ne possède pas ses propriétés théoriques.

La solution adoptée dans le cas linéaire était d’estimer, à la place de p0A(y),
pA(y) = PH0(A)

(
λA(Y ) ≥ λA(y)|β̂A(Y ) = β̂A(y)

). Malheureusement, dans
les modèles discrets, cette quantité perd son intérêt car l’ensemble E des va-
leurs que peut prendre y est beaucoup plus restreint : il est fini dans lemodèle
binaire (E = {0, 1}n), et dénombrable dans le modèle de Poisson (E = Nn).
L’ensemble ΘA = R|A| des paramètres possibles est au contraire non dé-
nombrable. On peut donc s’attendre, en général, à ce que la fonction estima-
teur β̂A, qui envoie un ensemble fini ou dénombrable vers un ensemble non
dénombrable, soit injective : un seul vecteur, y, produit exactement l’estimé
β̂A(y). Donc le conditionnement par β̂A(Y ) = β̂A(y) implique Y = y d’où
λA(Y ) = λA(y) donc on a nécessairement pA(y) = 1.
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Néanmoins, si n est assez grand, le nombre de valeurs que peut prendre
y (et donc β̂A(y)) est très élevé (2n dans le modèle binaire). Donc même si
seul y′ = y satisfait β̂A(y′) = β̂A(y), un grand nombre de vecteurs y′ distincts
peuvent satisfaire β̂A(y

′) ≈ β̂A(y). Par conséquent, le conditionnement par
β̂A(Y ) = β̂A(y), qui ne permet pas de définir une grandeur intéressante dans
les modèles discrets, peut— informellement— être remplacé par un « condi-
tionnement par β̂A(Y ) ≈ β̂A(y) ». Plus formellement, cela revient à utiliser
une loi de probabilité P

β̂A(y)
sur l’ensemble des valeurs que peut prendre y,

produisant des vecteurs aléatoires Y compatibles avecH0(A) et qui satisfont
β̂A(Y ) ≈ β̂A(y). Cette dernière condition peut se quantifier en terme d’erreur
quadratique moyenne :

EQM
(
P
β̂A(y)

)
= EY∼P

β̂A(y)

[(
XAβ̂A(Y )−XAβ̂A(y)

)2]

qui doit être très proche de 0. On estimera ensuite :

p̃A(y) = PY∼P
β̂A(y)

(λA(Y ) ≥ λA(y))

qui est l’analogue approximatif pour les modèles discrets de la statistique de
test pA(y) du modèle linéaire.

Dans le modèle linéaire, nous simulions des vecteurs y(l) suivant la loi
produite par le conditionnement par λA(Y ) = λA(y) — loi que nous avons
déterminé explicitement : il s’agit de la loi uniforme sur l’ensemble SA(y) —
puis nous utilisions la population des y(l) pour estimer pA(y) parMonte-Carlo.
La simulation de vecteurs suivant cette la loi était réalisée en appliquant une
fonction de calibration à des vecteurs simulés selon le modèle linéaire sous
l’hypothèse nulle. De façon similaire, dans les modèles discrets, nous propo-
sons de simuler des y(l) suivant une loi P

β̂A(y)
qui satisfait aux conditions ci-
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dessus mais qui n’est pas déterminée explicitement, et d’utiliser ces y(l) pour
estimer p̃A(y) par Monte-Carlo. La simulation de vecteurs suivant P

β̂A(y)
est

également réalisée en appliquant à des vecteurs simulés selon le modèle li-
néaire généralisé sous l’hypothèse nulle une procédure de calibration, qui est
cependant plus complexe que celle du modèle linéaire.

3.8.2 .Calibration dans les modèles non linéaires

Étant donnés deux vecteurs de paramètres β
(1)
A , β

(2)
A ∈ Rn, nous cher-

chons une procédure de calibration de β
(1)
A vers β(2)

A telle que :

Conditions 1 (Propriétés désirables de la calibration). Pour tout y(1) ∈ E, en
notant y(2) sa version calibrée :

1. y(2) soit « proche » de y(1) pour conserver autant que possible sa struc-
ture de corrélation avec les variables en-dehors de A.

2. Si β̂A(y(1)) = β
(1)
A alors β̂A(y(2)) ≈ β

(2)
A .

La condition 1.2. est l’adaptation informelle de la propriété formelle satis-
faite par la calibration dans le cas linéaire d’après le lemme 5, l’égalité des
paramètres, qui est une propriété trop forte dans les modèles discrets, étant
remplacée par une approximation.

Dans les modèles linéaires, la calibration est une fonction cal
β
(1)
A →β

(2)
A

:

E → E composée de multiplication par et d’ajout de constantes non en-
tières. Dans les modèles discrets, cela n’est pas possible car la calibration doit
produire un vecteur composé de nombre entiers. La solution à cela est de
remplacer des valeurs non entières déterministes par des entiers aléatoires
de même espérance. C’est pourquoi la calibration dans les modèles non li-
néaires est une procédure aléatoire qui se décrit par la loi du vecteur calibré
conditionnellement au vecteur de départ : Y (2)|Y (1) ∼ P

β
(1)
A →β

(2)
A

.
83



Algorithmede calibration simpledans lesmodèlesnon linéaires

Nous présentons ci-dessous une première procédure simple de calibra-
tion, selon une loi conditionnelle notée P(1)

β
(1)
A →β

(2)
A

. Elle constitue une étape de
la procédure complète qui permet de simuler selon P

β
(1)
A →β

(2)
A

. Dans les deux
modèles linéaires généralisés, elle est construite à partir des vecteurs de pré-
dictions produits par les paramètres de départ et cible : e(1) = f

(
Xβ

(1)
A

) et
e(2) = f

(
Xβ

(2)
A

).
Algorithme2 (Calibrationnon-linéaire : algorithme simple). SimulerY (2)|Y (1) ∼

P
(1)

β
(1)
A →β

(2)
A

signifie, connaissant le vecteur Y (1), simuler le vecteur Y (2) de la fa-
çon suivante, indépendamment pour tout individu i :

• Dans le modèle binaire :

Y
(2)
i |Y (1)

i ∼ Bernoulli(Zi) où :
si e(2)i ≤ e

(1)
i , Zi =

e
(2)
i

e
(1)
i

Y
(1)
i

si e(2)i ≥ e
(1)
i , Zi = 1−

1− e
(2)
i

1− e
(1)
i

(1− Y
(1)
i )

• Dans le modèle de Poisson :

Y
(2)
i = ⌊Zi⌋+Ri où :
Zi =

e
(2)
i

e
(1)
i

Y
(1)
i

Ri|Y (1)
i ∼ Bernoulli (Zi − ⌊Zi⌋) .

Propriétés de l’algorithme de calibration simple

Par construction, E [Y (2)|Y (1)
]

= Z dans les deux modèles. Les deux
éventualités non-exclusives du cas binaire sont cohérentes car si e(1)i = e

(2)
i

alors Y
(2)
i = Y

(1)
i quelle que soit la formule suivie. Dans les deux modèles,
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si β(1)
A = β

(2)
A (cas où aucune calibration n’est nécessaire) alors e(1) = e(2) et

Y (1) = Z = Y (2).
Si un individu i vérifie e

(1)
i ≈ e

(2)
i , alors la probabilité que Y

(2)
i = Y

(1)
i est

élevée. Si β(1)
A ≈ β

(2)
A , cela est globalement vérifié par les différents i donc,

comme désiré (condition 1.1.), la calibration modifie peu le vecteur Y (1).
Par ailleurs, la calibration « transforme un vecteur qui suit les paramètres

β
(1)
A en un vecteur qui suit les paramètres β(2)

A » dans le sens où, Y (1) étant
aléatoire :

E
[
Y (1)

]
= e(1) =⇒ E

[
Y (2)

]
= E [Z] = e(2). (3.5)

Cette propriété n’implique cependant pas la condition 1.2., qui porte sur les
estimés β̂A(Y

(1)) et β̂A(Y (2)), ou, de façon équivalente, sur les vecteurs de
prédictions qu’ils produisent : ê(m) = f

(
β̂A(Y

(m))
)pourm = 1 ou 2. La condi-

tion peut être vérifiéemathématiquement seulement dans le cas simple où le
modèle est réduit à un intercept, c’est-à-direA = ∅. Les vecteurs de prédiction
e(1) et e(2) sont alors des constantes.

Lemme 11. Dans les modèles à un paramètre, si β̂A(Y (1)) = β
(1)
A c’est-à-dire

ê(1) = e(1), alors :
• Var

[
ê(2)|Y (1)

]
= e(2)

• Var
(
ê(2)|Y (1)

)
≤ 1

n

∣∣e(2) − e(1)
∣∣ avec égalité dans le modèle binaire.

Démonstration. Dans les modèles à un paramètre, l’estimation de ce para-
mètre par maximum de vraisemblance se ramène au calcul de la moyenne
empirique : ê(m) = Y (m).

En supposant que β̂A(Y
(1)) = β

(1)
A , on a donc Y (1) = e(1). Dans le modèle

binaire comme dans le modèle de Poisson,
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E
[
ê(2)|Y (1)

]
= E

[
Y (2)|Y (1)

]
=

1

n

n∑
i=1

E
[
Y

(2)
i |Y (1)

]
= Z.

Z est défini de façon linéaire donc soit Z = e(2)

e(1)
Y (1) (modèle binaire avec

e(2) ≤ e(1), et modèle de Poisson), soitZ = 1− 1−e(2)

1−e(1)
(1−Y (1)) (modèle binaire

avec e(2) ≥ e(1)). Dans les deux cas, puisque Y (1) = e(1), on a bien Z = e(2).

Dans le modèle binaire comme dans le modèle de Poisson,

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
= Var

(
Y (2)|Y (1)

)
=

1

n2

n∑
i=1

Var
(
Y

(2)
i |Y (1)

)
.

Pour tout p ∈ [0, 1] la variance d’une Bernouilli(p) est p(1 − p). Donc dans le
modèle binaire,

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n2

n∑
i=1

Zi(1− Zi).

Si e(2) ≤ e(1),

∀i, Zi(1− Zi) =
e(2)

e(1)
Yi

(
1− e(2)

e(1)
Yi

)

= 0 si Yi = 0, 1− e(2)

e(1)
si Yi = 1

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n2

∑
Yi=1

(
1− e(2)

e(1)

)

=
1

n2
(ne(1))

(
1− e(2)

e(1)

)
car Y (1) = e(1)

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n

(
e(1) − e(2)

)
.
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Et si e(2) ≥ e(1),

∀i, Zi(1− Zi) =
1− e(2)

1− e(1)
(1− Yi)

(
1− 1− e(2)

1− e(1)
(1− Yi)

)

= 0 si Yi = 1, 1− 1− e(2)

1− e(1)
si Yi = 0

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n2

∑
Yi=0

(
1− 1− e(2)

1− e(1)

)

=
1

n2
n(1− e(1))

(
1− 1− e(2)

1− e(1)

)
car 1− Y (1) = 1− e(1)

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n

(
e(2) − e(1)

)
.

Dans les deux cas Var (ê(2)|Y (1)
)
= 1

n

∣∣e(2) − e(1)
∣∣.

Dans le modèle de Poisson, notons ∀i, Ti = Zi − ⌊Zi⌋. Alors :

Ti(1− Ti) ≤ min(Ti, 1− Ti) = min (|Zi − ⌊Zi⌋| , |Zi − ⌈Zi⌉|) .

L’entier k qui minimise |Zi − k| est soit ⌊Zi⌋, soit ⌈Zi⌉. Donc comme Y
(1)
i est

un nombre entier,

Ti(1− Ti) ≤ |Zi − Y
(1)
i | =

∣∣∣∣∣e(2)e(1)
− 1

∣∣∣∣∣Y (1)
i .

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
=

1

n2

n∑
i=1

Ti(1− Ti) ≤
1

n2

n∑
i=1

∣∣∣∣∣e(2)e(1)
− 1

∣∣∣∣∣Y (1)
i

Var
(
ê(2)|Y (1)

)
≤ 1

n2

∣∣∣∣∣e(2)e(1)
− 1

∣∣∣∣∣ (ne(1)) = 1

n

∣∣∣e(2) − e(1)
∣∣∣ .

Dans les modèles à un paramètre, P(1)

β̂A(Y (1))→β
(2)
A

produit donc une loi de
Y (2) où ê(2) est distribué autour de e(2) avec une faible variance donc, par
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application de f−1, β̂A(Y (2)) est distribué autour de la valeur cible β(2) avec
une faible variance. Ce résultat, combiné à la propriété de transfert de β(1)

vers β(2) (3.5) qui est valide dans lesmodèles à plusieurs paramètres, suggère
que la loi de β̂A(Y

(2)) sous P(1)

β̂A(Y (1))→β
(2)
A

a une propriété similaire dans les
modèles à plusieurs paramètres.

Algorithme itéré de calibration

L’inégalité Var (ê(2)|Y (1)
)
≤ 1

n

∣∣e(2) − e(1)
∣∣ donnée par le lemme 11 indique

que, aumoins dans lesmodèles à un paramètre, ê(2) (ou β̂A(Y
(2))) s’approche

de sa cible avec d’autant plus de précision que le vecteur de départ (ê(1) ou
β̂A(Y

(1))) en est déjà proche. Il est donc utile de réappliquer la procédure de
calibration suivant une loi P(1)

· →β
(2)
A

à un vecteur déjà calibré. Nous proposons
donc une définition deP

β
(1)
A →β

(cal)
A

, la loi conditionnelle décrivant la procédure
complète de calibration recherchée en 3.8.2, via l’algorithme de simulation
suivant.
Algorithme3 (Calibrationnon-linéaire : algorithme itératif). Soientβ(1)

A , β
(cal)
A ∈

Θdes vecteurs de paramètres et y(1) un vecteur réponse. SimulerY (cal)|y(1) ∼

P
β
(1)
A →β

(cal)
A

signifie, pour un certain nombre d’itérations k = 1, 2, .. :
1. Simuler un vecteur y(k+1) à partir de y(k) suivant la loi Y (k+1)|Y (k) ∼

P
(1)

β
(k)
A →β

(cal)
A

, selon l’algorithme 2.
2. Calculer l’estimateur dumaximumde vraisemblance, et définirβ(k+1)

A =

β̂A(y
(k+1)).

3. Calculer l’erreur quadratiquemoyenne empiriqueEQM(k+1) = ||XAβ
(k+1)
A −XAβ

(cal)
A ||

2

2.
Si EQM(k+1) > EQM(k), rejeter le y(k+1) qui vient d’être simulé et dé-
finir à la place y(k+1) = y(k), β(k+1) = β(k). Si cela se produit 3 fois
consécutivement, mettre fin aux itérations.

On prend alors pour Y (cal) la valeur de y(k) au moment de l’arrêt des itéra-
tions.
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3.8.3 .Algorithme de test par simulation-calibration dans les mo-

dèles linéaires généralisés

Grâce aux algorithmes de calibration 2 et 3, nous pouvons finalement pro-
poser l’algorithme de génération, dans les modèles linéaires généralisés bi-
naire et de Poisson, de la p-value conditionnelle empirique p̂A(y) qui mesure
la significativité de la première variable sélectionnée par le Lasso en-dehors
de l’ensembleA. Il est volontairement très proche sur la forme de l’algorithme
1 des modèles linéaires, les deux principales différences étant :

• auplan théorique, que la quantité estiméen’est pas exactement lamême
p-value conditionnelle, p̃A(Y ) au lieu de pA(Y ) (voir 3.8.1) ;

• auplan algorithmique, que l’étape de calibration est plus complexe, d’où
l’appel aux sous-algorithmes 2 et 3.

les adaptations algorithmiques nécessaires ayant étés renvoyés aux algorithmes
de calibration auquel il fait appel.

Algorithme 4 (Estimation de p̃A(Y ) par simulation-calibration). Les quatre
étapes sont les suivantes :

1 Calculer β̂A(y), le vecteur de paramètres dumodèle restreint àA estimé
par maximum de vraisemblance.

2 SimulerN vecteurs réponse y(1), .., y(N) indépendants les uns des autres
suivant une loi dite P

β̂A(y)
. Cela signifie, pour tout l = 1, .., N :

2.1 Simuler ysim suivant lemodèle linéaire généralisé avec le vecteur de
paramètres β̂A(y) :

ysim ∼ Bernoulli

(
1

1 +XAβ̂A(y)

)
ou

ysim ∼ Poisson
(
exp(XAβ̂A(y))

)
.

2.2 Calculer l’estimation du maximum de vraisemblance β̂A(y
sim).
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2.3 Générer une version de ysim calibrée vers β̂A(y) suivant l’algorithme
3 :

y(l)|ysim ∼ P
β̂A(ysim)→β̂A(y)

.

3 Pour tout l = 1, .., N , réaliser la régression Lasso de y(l) sur X , et cal-
culer λA(y

(l)).
4 Calculer la p-value conditionnelle empirique :

p̂A(y) =
1

N

N∑
l=1

1
{
λA(y

(l)) ≥ λA(y)
}
.

p̂A(y) a vocation à être interprétée de la mêmemanière dans les modèles
linéaires et linéaires généralisés. Cependant, les propriétés relatives à sa dis-
tribution sous l’hypothèse nulle (lemmes 8 et 10) ne sont démontrés que dans
le cas linéaires. La construction de p̂A(y) dans les cas linéaires généralisés est
conçue pour que ces propriétés y soient approximativement valables.

3.9 .Procédure de sélection de variables

Le test par simulation-calibrationmesure la significativité d’une covariable
sélectionnée par le Lasso. Lorsque l’on ne connaît a priori aucune variable
active et l’on souhaite sélectionner unmodèle entier, il est nécessaire d’utiliser
le test de façon itérée.

3.9.1 .Notations et algorithme

Pour tout k ∈ {1, .., p}, soit jk l’indice de de la k-ième variable sélection-
née par le Lasso et soit Ak = {j1, .., jk} l’ensemble des k premières variables
sélectionnées, avec A0 = ∅. Chaque jk est la première variable sélection-
née en-dehors de l’ensemble Ak−1, soit, d’après la notation introduite en 3.1,
jk = jAk−1

. Il s’agit d’une légère variante du chemin du Lasso d’où les variables
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ne « ressortent » pas : si il existe un λ tel que β̂j
Lasso

(λ) ̸= 0 (ce qui se traduit
par un k tel que j ∈ Ak), par définition j appartient à tous les Ak′ , k

′ > k

même lorsqu’il existe des λ′ < λ tels que β̂j
Lasso

(λ′) = 0.
Le test par simulation-calibration de H0 (Ak−1) mesure donc la significa-

tivité de la variable jk. De plus, puisque les variables ne « ressortent » pas de
la suite d’ensembles, les hypothèses nulles H0 (Ak) sont de moins en moins
fortes : si k < k′, alors Ak ⊂ Ak′ donc comme les hypothèses portent sur les
complémentaires de ces ensembles (sur lesquels elles affirment la nullité de
β),H0 (Ak) impliqueH0 (Ak′).

Nous appliquons l’algorithme suivant :
Algorithme 5 (Procédure simple de sélection de variables par simulation-ca-
libration). Pour k = 1, 2, ..

1. Calculer pk = p̂Ak−1
(y) par simulation-calibration (algorithme 1 dans le

cas linéaire, ou 4 dans les cas non linéaires).
2. • Si pk ≤ α, continuer l’algorithme;
• sinon, sélectionner Ak−1 et arrêter l’algorithme.
3.9.2 .Choix du critère d’arrêt

Dans cette procédure, plusieurs tests d’hypothèses sont réalisés. Cepen-
dant, comme elle s’arrête au premier test dont on ne rejette pas l’hypothèse
nulle, elle n’est pas assimilable à une procédure de tests multiples propre-
ment dite, dans laquelle un nombre potentiellement élevé de tests satisfont
leur hypothèse nulle. Il n’est donc pas souhaitable de rendre plus exigeant le
seuil de rejet des hypothèses comme le font les procédures de Bonferroni et
de Benjamini et Hochberg (Benjamini et Hochberg, 1995), qui servent à contrô-
ler les risques de faux positifs dus au grand nombre de p-values générées
sous l’hypothèse nulle.

En revanche, il est possible d’adapter le critère d’arrêt de la procédure au
91



fait qu’elle évalue une suite de tests ordonnés. G’Sell et al. (2016) ont proposé,
dans le problème général d’une suite de tests ordonnés dont on mesure les
p-values p1, .., pm, le critère ForwardStop qui consiste à rejeter les k̂F premiers
tests où :

k̂F = max
{
k ∈ {1, ..,m} : pFS

k ≤ α
}

pFS
k = −1

k

k∑
i=1

log(1− pi).

Ce critère a l’avantage de pouvoir, dans la grande majorité des cas, être
évalué en connaissant seulement les premières valeurs de la suite (pk), car la
suite (pFS

k ) se calcule à partir des pi, i ≤ k et elle est généralement croissante
en k. En pratique, lorsque nous appliquons le ForwardStop, nous sélection-
nons donc les k̂′F premières variables où :

k̂′F = min
{
k ∈ {1, ..,m} : pFS

k > α
}
− 1

ce qui revient à remplacer la condition de poursuite de l’algorithme à l’étape
2 par pFS

k ≤ α.
Par opposition au ForwardStop, le critère simple pk ≤ α est appelé seuillage

(en anglais thresholding). Le seuillage permet de contrôler à la fois le FWER et
le FDR au niveau α (Marcus et al., 1976), tandis que le ForwardStop, générale-
ment moins conservatif, permet de contrôler le FDR au niveau α (G’Sell et al.,
2016).

Il est important de remarquer que ces résultats de contrôle sont valables
portent sur l’erreur de première espèce, c’est-à-dire le rejet à tort de l’hypo-
thèse nulle lorsque celle-ci est vérifiée. Or dans la procédure séquentielle,
on teste fréquemment des H0(A) qui ne sont pas vérifées : notamment à la
première étape de la procédure, où A = ∅ donc il suffit qu’il existe une va-
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riable active pour queH0(A) soit incorrecte. Il se peut qu’il existe une ou des
variables actives en-dehors de A mais qu’elles ne sont sélectionnées par le
Lasso qu’à des faibles valeurs de λ et que la première variable sélectionnée
en-dehors de A soit une variable inactive. Dans ce cas, retenir cette variable
constitue un faux positif du point de vue de la sélection de variable, mais pas
une erreur de première espèce puisque H0(A) n’est pas vérifiée. La section
3.10 présente un résultat de contrôle de cette occurence.

3.10 .Théorème étendu : contrôle de l’erreur de sélection

3.10.1 .Introduction et énoncé du théorème

Onconsidère que l’ensemble des covariables se divise en trois sous-ensembles
disjoints : {1, .., p} = A ∪ B ∪ C avec ∀j ∈ C, βj = 0. On effectue le test par
simulation-calibration de l’hypothèse H0(A) dans une optique de sélection
de variables, c’est-à-dire, si le test rejette H0(A), on sélectionne la variable
(presque sûrement unique) jA(Y ) ∈ B ∪ C telle que β̂jA(Y )

Lasso
(λ) ̸= 0 pour

λ au voisinage de λA . Cette sélection constitue un vrai positif si jA(Y ) ∈ B

et un faux positif si jA(Y ) ∈ C. Puisque H0(A) n’est pas vérifiée (car il peut
exister des j ∈ B tels que βj ̸= 0), les résultats des sections précédentes ne
s’appliquent pas. Cependant, nous avons le résultat suivant :
Théorème1. Supposons que les variables actives sont orthogonales aux variables
inactives, c’est-à-dire :

XT
CXA∪B = 0.

Alors, le test par simulation-calibration de H0(A) au niveau α a une probabilité
inférieure à α+ 1−α

N+1 de sélectionner un faux positif.
Comme sous l’hypothèse nulle (section 3.7.2), ce résultat peut également

être vu commeun contrôle au niveauα du risque de sélection d’un faux positif
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si le critère de sélection est p̂A(y) ≤ α− 1−α
N .

Ce théorème rend applicables les propriétés de contrôle du FWER et du
FDR de la procédure de sélection de variable avec arrêt par seuillage et For-
wardStop respectivement, à condition que les variables actives soient ortho-
gonales aux variables inactives.

3.10.2 .Preuve du théorème

Démonstration. Soit β̂Lasso−A∪C(λ, Y ) l’estimé par Lasso au paramètre λ du
modèle linéaire restreint à A ∪ CB, et soit :

λA−C(Y ) = sup
{
λ ≥ 0 : ∃j ∈ C, β̂j

Lasso−A∪C
(λ, Y ) ̸= 0

}
.

On définit βLasso−A∪B(λ, Y ) et λA−B(Y ) de façon similaire en remplaçant C
par B, et on note βLasso−A(λ, Y ) l’estimé par Lasso du modèle restreint à A.
Puisque les chemins du Lasso de β̂Lasso−A∪B , β̂Lasso−A∪C et β̂Lasso coïncident
tant que seules des variables appartenant à A ont été sélectionnées, on a
λA(Y ) = max (λA−B(Y ), λA−C(Y )). Le test produit un faux positif lorsqu’à
la fois p̂A(Y ) ≤ α (rejet de H0(A) et sélection d’une variable) et λA−C(Y ) ≥

λA−B(Y ) (la variable sélectionnée est un faux positif). p̂A(Y ) prend des petites
valeurs lorsque λA(Y ) (égal à λA−C(Y ) dans le cas d’un faux positif) est élevé.
On cherche donc à dominer la loi de λA−C(Y ).

Soit λ > 0. Par définition de λA−C ,

λA−C(Y ) > λ ⇔ ∃λ′ > λ : ∃j ∈ C : βLasso−A∪C
j (λ′, Y ) ̸= 0

En tout point du chemin du Lasso, la covariance des résidus avec chaque va-
riable active est égale à λ′. Donc :

λA−C(Y ) > λ ⇔ ∃λ′ > λ : ∃j ∈ C :
∣∣∣Cov (Y −XA∪C β̂

Lasso−A∪C(λ′, Y ), Xj

)∣∣∣ = λ′
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Deplus, tant qu’aucune variable en-dehors deAn’est sélectionnée, β̂Lasso−A∪C

et β̂Lasso−A coïncident. D’où :

λA−C(Y ) > λ ⇔ ∃λ′ > λ : ∃j ∈ C :
∣∣∣Cov (Y −XAβ̂

Lasso−A(λ′, Y ), Xj

)∣∣∣ = λ′.

Comme ∀j ∈ C,XT
j XA = 0, on a :

λA−C(Y ) > λ ⇔ ∃λ′ > λ : ∃j ∈ C : |Cov(Y,Xj)| = λ′

λA−C(Y ) > λ ⇔ ∃j ∈ C : |Cov(Y,Xj)| > λ. (3.6)

Donc λA−C(Y ) = max
j∈C

|Cov(Y,Xj)|.
Soient Y0 et Y1 deux vecteurs aléatoires qui satisfont le modèle 3.1, avec la

même variance résiduelle σ2 et des vecteurs de coefficients, respectivement
β0 et β1, qui ne diffèrent que par leurs coefficients surB : β0A = β1A est quel-
conque, β0B = 0 alors que β1B est quelconque, et β0C = β1C = 0. Autrement
dit, Y0 satisfait H0(A) et Y1 ne la satisfait pas nécessairement. On cherche
à prouver le théorème sur le vecteur quelconque Y1, en s’appuyant sur des
comparaisons avec le cas connu de l’hypothèse nulle (Y0).

Soit également θ′A = (β′
A, σ

′
A) ∈ ΘA un vecteur de paramètres du modèle

restreint à A. Dans les quatre sous-sections suivantes, nous allons prouver
que la loi de λA−C(Y1) conditionnellement à θ̂A(Y1) = θ′A est stochastique-
ment dominée par la loi de λA−C(Y0) conditionnellement à θ̂A(Y0) = θ′A.

Décomposition du vecteur Y

On considère la régression linéaire de chacune des variables appartenant
à B sur celles appartenant à A :

XB = XAΠAB + X̃B, X̃T
BXA = 0.
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Elle permet de définir, en Y = Y0 ou Y = Y1, la composante de l’espérance
de Y due exclusivement aux variables de B :

yB = X̃BβB.

Par hypothèse, yB0 = 0 mais yB1 peut être non nul. On le met sous la
forme yB1 = ||yB1||uB1 où uB1 est un vecteur unitaire (si yB1 = 0, on prend
pour uB1 un vecteur unitaire quelconque dans Vect

(
X̃B

)).
Le modèle 3.1 s’écrit alors :

Y = XA (βA +ΠABβB) + yB + ϵ

ou encore, puisque yB0 = 0, l’écriture suivante valide à la fois en h = 0 et
h = 1, en notant γh = ||yBh|| :

Yh = XA (βA +ΠABβhB) + γhuB1 + ϵh, ϵh ∼ N
(
0, σ2In

)
. (3.7)

On considère la régression linéaire associée à cette écriture, c’est-à-dire
la régression de Y sur les variablesXA et le vecteur uB1 :

Y = XAβ̂A + γ̂uB1 + r, rTXA = 0, rTuB1 = 0. (3.8)

En raison de l’orthogonalité entre les variables de cette régression (uB1

est une combinaison linéaire des X̃B donc uBT
1 XA = 0), le β̂A obtenu est le

même que dans la régression linéaire de Y surXA seulement.
β̂A, γ̂ et r sont toutes trois des fonctions de Y , donc sont des variables

aléatoires. On va caractériser leurs lois, en distinguant si il y a lieu entre Y =

Y0 et Y = Y1, puis leurs lois conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A.
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Lois non conditionnelles des composantes de la régression

XAβ̂A, γ̂uB1 et r sont les projetés orthogonaux de Y sur les espaces ortho-
gonaux entre eux que sont, respectivement, Vect(XA), Vect(uB1), et le sup-
plémentaire orthogonal de ces deux espaces, noté Vr. Comme Y est un vec-
teur gaussien, ce sont tous trois des vecteurs gaussiens, et ils sont centrés en
les projetés orthogonaux de E[Y ] = XA (βA +ΠABβhB)+γhuB1 sur ces trois
espaces (autrement dit, la régression linéaire est sans biais) :

E
[
XAβ̂A

]
= βA +ΠABβhB

E [γ̂uB1] = γhuB1

E[r] = 0.

De plus la matrice de variance-covariance de Y , égale à σ2In, s’écrit encore
σ2In dans une base orthogonale portée par ces trois sous-espaces. Donc les
trois vecteurs gaussiensXAβ̂A, γ̂uB1 et r sont indépendants (les variables β̂A,
γ̂ et r sont donc indépendantes) et leurs variance projetée sur toute dimen-
sion de leur sous-espace support respectif est toujours σ2. En particulier,

* r suit la loi normalemultivariée centrée dematrice de variance-covariance
Idim(Vr) = Ip−|A|−1, c’est-à-dire la loi à densité sur sur Vr :

fr(u) =
1(

σ
√
2π
)p−|A|−1

e−
||u||2

2σ2 .

Cette loi est la même que l’on considère r(Y0) ou r(Y1).
* γ̂ ∼ N

(
γh, σ

2
). L’espérance varie donc selon que l’on considère Y0 ou

Y1 : γ̂(Y0) ∼ N
(
0, σ2

) et γ̂(Y1) ∼ N
(
γ1, σ

2
).

Ce résultat implique une forme forte de dominance de la loi de |γ̂(Y1)| sur
celle de |γ̂(Y0)| :
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Définition 4 (propriété du rapport de vraisemblancemonotone oumonotone
likelihood ratio property). Soient P0 et P1 deux lois de probabilités sur R ad-
mettant des densités f0 et f1 de même support S. On dit que P1 vérifie la
propriété du rapport de vraisemblance monotone sur P0 si f1

f0
est croissante

sur S.
Lemme 12. La loi de |γ̂(Y1)| vérifie la propriété du rapport de vraisemblance
monotone sur celle de |γ̂(Y0)|.

Démonstration. Pour h = 0 ou h = 1, pour tout t ∈ R+,

f|γ̂|(t) = fγ̂(t) + fγ̂(−t)

d’où :
f|γ̂(Y1)|

f|γ̂(Y0)|
(t) =

e−
(t−γ1)

2

2σ2 + e−
(t+γ1)

2

2σ2

2e−
t2

2σ2

=
1

2

(
e−

(t−γ1)
2−t2

2σ2 + e−
(t+γ1)

2−t2

2σ2

)
=

1

2
e−

γ21
2σ2 cosh

(
γ1t

σ2

)

La fonction cosinus hyperbolique est croissante sur R+, donc la propriété du
rapport de vraisemblance monotone est vérifiée.

La propriété du rapport de vraisemblance monotone implique la domi-
nance stochastique de P1 sur P0 (Roosen et Hennessy, 2004). De plus, elle
est conservée par l’application aux variables aléatoires d’une même fonction
dérivable h strictement croissante, car celle-ci revient à introduire un terme
multiplicatif qui se simplifie dans le rapport des densités :

fh(U1)

fh(U0)
(h(t)) =

h′(t)fU1(t)

h′(t)fU0(t)
=

fU1

fU0

(t).
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Donc, en apliquant la fonction carré, la loi de γ̂(Y1)
2 vérifie la propriété du

rapport de vraisemblance monotone sur celle de γ̂(Y0)
2.

Loi conditionnelle du vecteur des résidus

Ayant obtenu ces résultats sur les lois non conditionnelles de β̂A(Y ), γ̂(Y )

et r(Y ), on va en déduire des résultats sur la loi de la troisième de ces com-
posantes, le vecteur des résidus r(Y ), conditionnellement à θ̂A(Y ) = θ′A. Le
résidu de la régression de Y sur XA seulement est égal à γ̂(Y )uB1 + r(Y ),
d’où :

nσ̂A
2 = ||γ̂uB1 + r(Y )||2 = γ̂(Y )2 + ||r(Y )||2.

La condition θ̂A(Y ) = θ′A est donc équivalente à :

β̂A(Y ) = β′
A , γ̂(Y )2 + ||r(Y )||2 = nσ′

A
2
. (3.9)

Comme β̂A(Y ), γ̂(Y ) et r(Y ) sont indépendantes, seule la deuxième éga-
lité a un effet sur les lois de γ̂(Y ) et de r(Y ). Elle va permettre de passer de la
dominance stochastique entre les γ̂(Y ) obtenue dans la section précédente à
une forme de dominance stochastique entre les r(Y ). Pour cela, nous avons
besoin d’un résultat de conservation de la dominance par passage à une loi
conditionnelle. Il porte sur la forme plus forte de dominance, le rapport de
vraisemblance monotone, et non sur la dominance stochastique. Son équi-
valent pour la dominance stochastique n’est pas vrai.

Lemme 13. Soient U0 et U1 deux variables aléatoires réelles de même support
telles que la loi de U1 vérifie la propriété du rapport de vraisemblance monotone
sur celle de U0, et V une variable aléatoire réelle indépendante de U0 et de U1 et
suivant une loi à densité.

Alors les lois de U0+V et de U1+V possèdent le même support et pour tout a
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appartenant à celui-ci, la loi de U1 conditionnellement à U1+V = a vérifie la pro-
priété du rapport de vraisemblance monotone sur celle de U0 conditionnellement
à U0 + V = a.

Démonstration. Soient f0 et f1 les densité de probabilités des lois de U0 et
U1, S leur support et g la densité de probabilité de la loi de V . Le support de
U0 + V ainsi que de U1 + V est S′ = {a :

∫
S fh(u)g(a− u)du > 0}.

Soit a ∈ S′. Pour h = 0 ou 1, soit f̃a,h la densité de la loi de Uh condition-
nellement à Uh + V = a. Elle s’écrit :

∀t ∈ R, f̃a,h(t) =
fh(t)g(a− t)∫

S fh(u)g(a− u)du
.

Donc les lois de U0 conditionnellement à U0 + V = a et de U1 condition-
nellement à U1 + V = a ont le même support, S′′(a) = {t ∈ S : g(a− t) > 0},
et :

∀t ∈ S′′(a),
f̃a,1

f̃a,0
(t) =

f1(t)

f0(t)

∫
S f0(u)g(a− u)du∫
S f1(u)g(a− u)du

.

a étant fixé, le rapport des deux intégrales est une constante. Le rapport
f1/f0 est croissant d’après la propriété du rapport de vraisemblance mono-
tone de la loi de U1 sur celle de U0. Donc la propriété est vérifiée par les lois
conditionnelles.

En appliquant ce lemme à la deuxième partie du conditionnement 3.9,
comme la loi de γ̂(Y1)

2 vérifie la propriété du rapport de vraisemblance mo-
notone sur celle de γ̂(Y0)

2 (conséquence du lemme 12), la loi de γ̂(Y1)
2 condi-

tionnellement à θ̂A(Y1) = θ′A vérifie la propriété du rapport de vraisemblance
monotone sur celle de γ̂(Y0)

2 conditionnellement à θ̂A(Y0) = θ′A. Donc elle la
domine stochastiquement.
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Nouspouvonsmaintenant démontrer le résultat suivant, qui est une forme
forte et multivariée de dominance stochastique de la loi conditionnelle de
r(Y0) sur celle de r(Y1).

Lemme 14. Il existe deux vecteurs aléatoires sur Vr, R0 et R1, telles que :
• Pour h = 0 ou h = 1, la loi de Rh est identique à la loi de r(Yh) condition-
nellement à θ̂A(Yh) = θ′A.

• Presque sûrement (p. s.), R0 et R1 sont positivement colinéaires et ||R0|| ≥

||R1||.

Cette caractérisation est un analogue multivarié du critère de dominance
entre variables univariées introduit par le lemme 9.

Démonstration. Comme la loi de γ̂(Y0)2 conditionnellement à θ̂A(Y0) = θ′A est
stochastiquement dominée par celle de γ̂(Y1)2 conditionnellement à θ̂A(Y1) =
θ′A, d’après le le lemme 9 il existe deux variables aléatoiresG0 etG1, demême
loi que ces deux lois conditionnelles respectivement, et telles queG0 ≤ G1 p.
s.

Pour tout d ≥ 0, on note SVr,d2 =
{
u ∈ Vr : ||u||2 = d2

} la sphère centrée
de rayon d dans l’espace des résidus Vr. La densité de probabilité de r(Y ) est
proportionnelle à u → e

− 1

2||u||2 donc elle est constante sur chacune des SVr,d2 .
Soit U un vecteur aléatoire de loi uniforme sur la sphère unité SVr,1. On

définit R0 et R1 par :

∀h ∈ {0, 1}, Rh =

√
nσ′

A
2 −Gh U.

R0 etR1 sont positivement colinéaires et puisqueG0 ≤ G1 p. s., ||R0|| ≥ ||R1||

p. s. Il reste à prouver que R0 et R1 suivent les lois désirées.
Soit γ′ ∈ R. La double condition (θ̂A, γ̂2) (Y ) =

(
θ′A, γ

′2
) est équivalente
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à :
β̂A(Y ) = β′

A , γ̂(Y )2 = γ′
2
, ||r(Y )||2 = nσ′

A
2 − γ′

2

Comme β̂A(Y ), γ̂(Y ) et r(Y ) sont indépendantes, seule la troisième égalité a
un effet sur la loi de r(Y ). La loi de r(Y ) sous la double condition est donc la
loi de r(Y ) conditionnellement à r(Y ) ∈ SVr,nσ′

A
2−γ′2 , c’est-à-dire, puisque la

densité de r(Y ) est constante sur cet ensemble, une loi uniforme :

r(Y )|
[(

θ̂A, γ̂
2
)
(Y ) =

(
θ′A, γ

′2
)]

∼ U
(
SVr,nσ′

A
2−γ′2

)
.

De plus, en h = 0 ou h = 1, d’après sa définition Rh suit la loi condition-
nelle :

Rh|
[
γ̂2(Y ) = γ′

2
]
∼ U

(
SVr,nσ′

A
2−γ′2

)
et la loi de Gh est identique à la loi de γ̂(Yh)

2 conditionnellement à θ̂A(Yh) =

θ′A. La loi deRh sans conditionnement et la loi de r(Yh) sous le seul condition-
nement θ̂A(Yh) = θ′A s’obtiennent donc de la même façon, en intégrant la loi
U
(
SVr,nσ′

A
2−γ′2

) en γ′2 selon la loi de Gh. Donc elles sont égales.

Conclusion sur la loi conditionnelle de λA−C

Nous reprenons l’équivalence (3.6), qui caractérise la sélection d’un faux
positif, en y injectant la décomposition de Y en projetés sur les différents
sous-espaces (3.8). Les deux premiers termes de celle-ci sont des vecteurs
orthogonaux aux Xj , j ∈ C donc ∀j ∈ C, Cov(Y,Xj) = Cov(r(Y ), Xj). Donc
pour tout λ > 0,

λA−C(Y ) ≥ λ ⇔
(
max
j∈C

|Cov(r(Y ), Xj)| ≥ λ

)
P
(
λA−C(Y ) ≥ λ | θ̂A(Y ) = θ′A

)
= P

(
max
j∈C

|Cov(r(Y ), Xj)| ≥ λ | θ̂A(Y ) = θ′A

)
.
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La loi de λA−C(Y ) sous le conditionnement par θ̂A(Y ) ne dépend donc que
de la loi de r(Y ) sous ce même conditionnement. Celle-ci est décrite par le
lemme 14, qui permet de distinguer selon que l’hypothèse nulle est vérifiée
ou non. Pour h = 0 ou 1,

P
(
λA−C(Yh) ≥ λ | θ̂A(Y ) = θ′A

)
= P

(
max
j∈C

|Cov(Rh, Xj)| ≥ λ | θ̂A(Y ) = θ′A

)
.

Or R0 et R1 sont positivement colinéaires avec ||R0|| ≥ ||R1|| p. s. Donc :

∀j ∈ C, |Cov(R0, Xj)| ≥ |Cov(R1, Xj)| p.s.(
max
j∈C

|Cov(R1, Xj)| ≥ λ

)
=⇒

(
max
j∈C

|Cov(R0, Xj)| ≥ λ

)
p.s.

P
(
λA−C(Y1) ≤ λ | θ̂A(Y1) = θ′A

)
≥ P

(
λA−C(Y0) ≥ λ | θ̂A(Y0) = θ′A

)
.

Ceci étant vrai pour tout λ, la loi de λA−C(Y0) conditionnellement à θ̂A(Y0) =

θ′A domine stochastiquement la loi deλA−C(Y1) conditionnellement à θ̂A(Y1) =
θ′A.

Conclusion de la preuve du théorème

Le test produit un faux positif si et seulement si λA−C(Y ) ≥ λA−B(Y ) et
p̂A(Y ) ≤ α, p̂A(Y ) étant elle-même un estimateur de la p-value condition-
nelle pA(Y ). On agrège cette double condition en une seule en définissant les
variables aléatoires λ̃A−C(Y ), p̃A(Y ) et p̃A(Y ) par :

si λA−C(Y ) ≥ λA−B(Y ) : λ̃A−C(Y ) = λA−C(Y ) = λA(Y )

: p̃A(Y ) = pA(Y )

: ̂̃pA = p̂A(Y )

sinon : λ̃A−C(Y ) = 0

: p̃A(Y ) = ̂̃pA(Y ) = 1.
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Alors le test produit un faux positif si et seulement si ̂̃pA(Y ) ≤ α. Nous allons
établir des dominances stochastiques entre les lois de ces variables à tilde,
avec ou sans conditionnement, en Y = Y0 ou Y = Y1.

Sous la condition θ̂A(Y ) = θ′A, par reformulation de la définition 3, pA(Y )

s’obtient en appliquant à λA(Y ) une fonction décroissante :

pA(Y ) = ϕθ′A
(λA(Y )) où :

∀λ ≥ 0, ϕθ′A
(λ) = P

(
λA(Y0) ≥ λ | θ̂A(Y0) = θ′A

)
.

De plus, puisque ϕθ′A
(0) = 1, on a p̃A(Y ) = ϕθ′A

(
λ̃A−C(Y )

).
λA(Y ) ≥ λA−C(Y ) ≥ λ̃A−C(Y ) donc la loi de λA(Y0) conditionnellement

à θ̂A(Y0) = θ′A domine stochastiquement la loi de λ̃A−C(Y0) sous le même
conditionnement. Celle-ci domine elle-même la loi de λ̃A−C(Y1) conditionnel-
lement à θ̂A(Y1) = θ′A (sous-section 3.10.2).

Donc par décroissance deϕθ′A
, la loi de p̃A(Y1) conditionnellement à θ̂A(Y1) =

θ′A domine stochastiquement la loi de pA(Y0) conditionnellement à θ̂A(Y0) =

θ′A. Or, par construction, cette dernière domine elle-même la loi uniforme sur
[0, 1] (équation (3.4) de la preuve du lemme 3).

La loi conditionnelle de p̃A(Y1)domine la loi uniformepour toute valeur de
θ′A donc la loi non-conditionnelle de p̃A(Y1) domine elle-même la loi uniforme.

Enfin, puisque Np̂A(Y ) | pA(Y ) ∼ Bin(N, pA(Y )) où N est le nombre de
simulations réalisées (lemme7), et que la loiBin(N, 1) est celle d’une constante
p.s. égale à N , on a aussi N ̂̃pA(Y ) | pA(Y ) ∼ Bin(N, p̃A(Y )). Donc, comme
dans le lemme 10, la dominance stochastique de la loi uniforme sur [0, 1] par
la loi de p̃A(Y1) entraîne la dominance stochastique de la loi uniforme discrète
sur {0, 1/N, .., 1} par la loi de ̂̃pA(Y1).

Donc, comme sous l’hypothèse nulle, la probabilité de ̂̃pA(Y1) ≤ α (c’est-
à-dire de sélection d’un faux positif) est majorée par α+ 1−α

N+1 .
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3.11 .Études de simulations

Pour mesurer les performances du test par simulation-calibration, nous
avons réalisé une double étude de simulations.

D’une part, nous avons mesuré la distribution de la p-value générée sous
H0(A) dans un grand nombre de scénarios différents. Par construction du
test, cette distribution est censée être une loi uniforme sur [0, 1]. Plus préci-
sément, nous avons prouvé au lemme 8 que dans le modèle linéaire, sous
une hypothèse technique dite « de continuité », p̂A(Y ) suit une loi uniforme
sur un analogue discret de [0, 1] (l’ensemble {0, 1/N, .., 1 − 1/N, 1}, N étant
le nombre de simulations réalisées par l’algorithme), et au lemme 10 qu’en
relâchant cette hypothèse, dans le modèle linéaire p̂A(Y ) domine stochas-
tiquement la loi uniforme, c’est-à-dire prend des valeurs systématiquement
plus élevées. En revanche, nous n’avons pas de résultat équivalent dans les
modèles linéaires généralisés, même si les propriétés de la calibration non
linéaire démontrées dans la partie 3.8.2 permettent de s’attendre à une dis-
tribution proche de la loi uniforme aussi dans ces modèles.

D’autre part, nous avons mesuré les performances des procédures de sé-
lection de variables — à la fois avec le critère d’arrêt par seuillage et le critère
d’arrêt ForwardStop — selon trois métriques usuelles de la sélection de va-
riables : le family-wise error rate (FWER) le taux de fausses découvertes (FDR)
et la sensibilité. Les propriétés du seuillage et du ForwardStop permettent en
effet de s’attendre à un contrôle du FWER par le premier et du FDR par le
second, au moins dans les conditions où le théorème étendu s’applique : mo-
dèle linéaire et absence de corrélation entre covariables. De plus nous avons
comparé ces performances à celles d’une procédure équivalente fondée sur
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le CovTest de Lockhart et al. (2014).

3.11.1 .Plan de simulation

Le plan de simulation suivant est commun à l’étude de la distribution de
la p-value sous l’hypothèse nulle et à celle de la procédure de sélection de
variables. Nous simulons nsim = 500 jeux de données pour chacun des 252
jeux de paramètres (ou scénarios). Dans tous les cas, le nombre d’observa-
tions est n = 1000 et le nombre de covariables est p = 500. Les paramètres
variant selon le scénario sont :

• Le type de modèle : linéaire, binaire à données denses, binaire à don-
nées creuses, ou de Poisson. Les modèles binaires à données denses
sont définis par E[Y |X = 0] = 0.5 et ceux à données creuses par
E[Y |X = 0] = 0.1, la valeur de l’intercept β0 permettant de distinguer
ces deux cas.

• la matrice de corrélation utilisée pour simuler les régresseurs : une ma-
trice de Toeplitz de coefficients ρ(i,j) = ρ|i−j|, avec ρ = 0, ρ = 0.9 ou
ρ = 0.99. Ces valeurs élevées sont celles utilisées par Sabourin et al.
(2015) dans leur étude de simulation.

• Le nombre de variables actives : 0, 1, 2, 5 ou 10. Elles sont tirées unifor-
mément parmi les 500 covariables.

• Pour les scénarios ayant au moins une variable active, le rapport signal-
bruit (défini en 2.4.2) :

SNR(X,β) =
1

n−1Σ
n
i=1

(
Eβ[Yi | X]− 1

nΣ
n
i=1Eβ[Yi | X]

)2
1
nΣ

n
i=1Varβ(Yi | X)

= 1, 0.3, 0.1, 0.03, ou 0.01.

Il mesure la force du signal porté par par les variables actives. Les scé-
narios à fort rapport signal-bruit sont donc les plus faciles du point de
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vue de la sélection de variables. Les scénarios à 0 variable actives on
nécessairement un rapport signal-bruit nul.

3.11.2 .p-value sous l’hypothèse nulle

Pour vérifier que le test suit son comportement attendu sous l’hypothèse
nulle, nous supposons connu l’ensemble A des 0, 1, 2, 5 ou 10 régresseurs ac-
tifs et nous testonsH0(A), qui énonce qu’il n’existe pas d’autre variable active.
Pour chaque scénario, dans chacun des nsim = 500 jeux de données s carac-
térisé par As, Xs et Ys, nous produisons un p̂s = p̂As(Ys, Xs). Il est calculé
par l’algorithme de simulation-calibration fondé sur N = 100 simulations de
vecteurs réponse calibrés.

Dans undes scénarios (modèle linéaire, ρ = 0.99, 1 régresseur actif,SNR =

1), à titre d’exemple, nous avons également produit pour chacun des 500 jeux
de données une estimation naïve de la p-value non conditionnelle p0A(y) (voir
la section 3.2). Elle est obtenue par Monte-Carlo sans l’étape de calibration,
c’est-à-dire en appliquant l’algorithme 1 sans l’étape de calibration (2.3.) en
prenant θsimA = θ̂A(y). Cela a pour but d’illustrer l’impact de la calibration sur
la distribution des p-values produites.

Pour chaque scénario, la populationdes (p̂s)1≤s≤nsim
obtenues par simulation-

calibration ne doit idéalement pas pouvoir être distinguée d’un échantillon
simulé selon la loi uniforme sur [0, 1] (à l’approximation près entre [0, 1] et
l’ensemble discret {0, 1/N, .., 1 − 1/N, 1} auquel appartiennent les p̂s). Gra-
phiquement, les adéquations ou non avec la loi uniforme s’observent par des
diagrammes quantile-quantile où pour tout s = 1, .., nsim, la s-ième plus petite
valeur p̂(s) est représentée au point de coordonnées

(
s

nsim
, p̂(s)

).
Les diagrammes de la figure 3.1 illustrent la nécessité de l’étape de calibra-

tion pour que les p-values empiriques produites soient valides. Dans l’exemple
choisi, on observe l’adéquationdes p-values produites par simulation-calibration
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Figure 3.1 – Impact de la calibration dans un scénario : modèle linéaire, ρ =
0.99, 1 variable active, SNR = 0.1.

à la loi uniforme. Au contraire, les p-values produites sans calibration s’en
écartent fortement, avec une plus petite p-value parmi 500 égale à 0.13. Aux
niveaux usuels de tests, les faux positifs sont donc pratiquement impossibles
au lieu d’être possibles avec une probabilité contrôlée, ce qui suggère une
très faible puissance du test. À des niveaux plus élevés du test, l’erreur de
première espèce n’est au contraire plus contrôlée.

Pour évaluer systématiquement l’adéquation des p̂s à la loi uniforme sur
l’ensemble des scénarios, nous avons appliqué le test de Kolmogorov-Smirnov
(test K-S) à la population des (p̂s)1≤s≤nsim

de chaque scénario. Nous avons réa-
lisé le test dans sa version bilatérale, dont l’hypothèse nulle est que la popu-
lation considérée est un échantillon de la loi cible (ici la loi uniforme sur [0, 1]),
ainsi que dans l’une de ses versions unilatérales dont l’hypothèse nulle, moins
stricte, est que la population est un échantillon d’une loi dominant stochasti-
quement (voir la définition au lemme 2) la loi cible. En effet, comme on l’a vu
en conclusion de la section 3.7.2, fonder un test sur une p-value empirique
dont la loi domine la loi uniforme sur [0, 1] permet de contrôler son erreur de
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première espèce.
Les résultats dépendent du type de modèle : linéaire, binaire équilibré,

binaire déséquilibré ou modèle de Poisson. Pour chacun des quatre types et
chacune des deux variantes du test de Kolmogorov-Smirnov, on applique la
correction de Bonferroni à l’ensemble des p-values des 63 tests K-S appliqués
aux scénarios de ce type de modèle.

Dans le modèle linéaire et le modèle binaire à données équilibrées, les
tests K-S bilatéraux ne permettent pas de rejeter l’hypothèse que chaque po-
pulation de p-values suit une loi uniforme sur [0, 1]. La plus petite p-value est
de 0.0112 parmi les scénarios linéaires et de 0.0546 parmi les scénarios bi-
naires équilibrés, ce qui, combiné à la correction de Bonferroni pour 63 tests,
n’entraîne pas de rejet aux niveaux de test usuels (63 × 0.0112 = 0.706).
La figure 3.2 illustre cette adéquation généralisée à la loi uniforme sur huit
exemples de scénarios.

Dans le modèle binaire à données déséquilibrées, il existe des scénarios
dans lesquels la répartition des p-values générées s’éloigne significativement
de la loi uniforme, et ne la domine pas. Au niveau 0.1 et avec la correction de
Bonferroni, l’hypothèse nulle du test K-S (unilatéral comme bilatéral) est re-
jetée dans deux scénarios sur 63 : ceux où la corrélation entre covariables
(ρ = 0.99) et le nombre de régresseurs actifs (|A| = 10) sont maximaux,
et où le rapport signal-bruit est élevé (SNR = 0.3 ou SNR = 1). Ces deux
scénarios ont des p-values du test K-S bilatéral respectivement égales à p =

2.86 × 10−6 = 1.81 × 10−4/63 et p = 2.55 × 10−7 = 1.61 × 10−5/63. Malgré
cette non adéquation, on observe sur les diagrammes quantile-quantile (fi-
gure 3.3, qui inclut le scénario SNR = 1 où l’écartement à la loi uniforme est
le plus marqué) qu’on a bien PH0(A)(p̂A ≤ α) ≤ α pour les petites valeurs α,
le contraire ne se produisant que quand α dépasse 0.4 environ. On a donc en
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Figure 3.2 – Diagrammes quantile-quantile des 500 p-values empiriques géné-rées par simulation-calibration dans 8 scénarios demodèle linéaire ou binaireéquilibré ayant 10 variables actives.
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Figure 3.3 – Diagrammes quantile-quantile des 500 p-values empiriques géné-rées par simulation-calibration dans 8 scénarios de modèle binaire déséqui-libré ou de Poisson ayant 10 variables actives.
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pratique un contrôle de l’erreur de première espèce plus conservatif que le
niveau nominal aux niveaux de test usuels. Dans le scénario le plus divergent,
le diagramme montre même une erreur de première espèce nettement plus
faible que son niveau attendu ce qui signale une perte de puissance du test.
Cet effet est cependant nettement plus faible que dans l’exemple de simula-
tion non calibrée.

Dans lemodèle de Poisson, les tests K-S unilatéraux ne permettent pas de
rejeter l’hypothèse que chaque population de p-values domine la loi uniforme
sur [0, 1] (p-value minimale des test unilatéraux égale à 0.0214 = 1.35/63). On
observe donc un contrôle du FWER au moins aussi conservatif que le niveau
nominal à tous les niveaux de test. En revanche, au niveau 0.1 et avec la correc-
tion de Bonferroni, les tests K-S bilatéraux permettent de rejeter l’hypothèse
d’une distribution uniforme des p-values dans 5 scénarios sur 63. Ces scéna-
rios présentent un profil différent de ceux où on observait un écartement à
la loi uniforme dans le cas binaire déséquilibré : 4 sur 5 sont des scénarios à
corrélation nulle, tous ont un SNR inférieur où égal à 0.1, et la p-value mini-
male (p = 1.79× 10−6 = 1.13× 10−4/63) est atteinte à corrélation nulle, rap-
port signal-bruit minimal (SNR = 0.01), et |A| = 10 régresseurs actifs connus.
Par ailleurs, on observe sur la figure 3.3, où apparaît le scénario de p-value
du test K-S minimale, que même dans celui-ci l’écartement à la loi uniforme
est assez faible, en particulier aux petits quantiles. Le niveau réel de l’erreur
de première espèce est donc très proche de son niveau nominal aux valeurs
usuelles de celui-ci.

3.11.3 .Procédure de sélection de variables

Dans cette étude de simulation, contrairement à la section 3.11.2, nous
n’avons pas supposé connu l’ensemble des régresseurs actifs. Cet ensemble
est estimé par la procédure séquentielle décrite par l’algorithme 5. Le nombre
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de simulations dans le calcul des p-values empirique est supérieur, N = 500,
ce qui permet une estimation plus précise des p-values.

L’algorithme est d’abord appliqué avec le critère d’arrêt par seuillage à
α = 0.95, un niveau élevé qui permet d’obtenir sur chaque jeu de données
une suite relativement complète de variables susceptibles d’être sélection-
nées, ainsi que leurs p-values associées. Dans un second temps, la procédure
de sélection de variables est appliquée à ces suites de p-values pour chaque α
appartenant à un maillage relativement dense de valeurs (de 0.01 à 0.5, avec
un pas de 0.01), avec le critère d’arrêt par seuillage ainsi que par Forward-
Stop. Cette seconde étape permet d’observer les performances de la procé-
dure sur un grand nombre de valeurs de α de façon computationnellement
peu intensive car elle ne demande pas de recalculer les p-values empiriques
par simulation-calibration, cela ayant été fait lors de la première étape.

Contrôle du FWER et du FDR

Les figures 3.4 et 3.5 présentent l’évolution du FWER des procédures avec
seuillage ou ForwardStop en fonction de α dans les mêmes 16 exemples de
scénarios que les figures 3.2 et 3.3 : 10 variables actives, une corrélation entre
covariables nulle oumaximale, un SNRminimal oumaximal, et la présence de
chacun des quatre types de modèle. Les figures 3.6 et 3.7 présentent l’évolu-
tion du FDR en fonction de α dans ces 16 scénarios.

Bien que les résultats théoriques de contrôle du FWERoudu FDRne soient
valables que dans le modèle linéaire, l’allure des ces courbes varie peu en
fonction du type de modèle. Dans les scénarios où il est le plus facile de cap-
ter un signal, c’est-à-dire ceux à SNR élevé et parmi ceux-ci surtout les scéna-
rios non corrélés, on observe que le critère ForwardStop est nettementmoins
conservatif que le seuillage à α égal, avec des FWER et FDR plus élevés. Cela
s’explique par un nombre substantiel de petites p-values parmi les premières
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Figure 3.4 – FWER de la procédure de sélection de variables avec seuillage(bleu) ou ForwardStop (rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèlelinéaire ou binaire équilibré ayant 10 variables actives.
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Figure 3.5 – FWER de la procédure de sélection de variables avec seuillage(bleu) ou ForwardStop (rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèlebinaire déséquilibré ou de Poisson ayant 10 variables actives.
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Figure 3.6 – FDR de la procédure de sélection de variables avec seuillage (bleu)ou ForwardStop (rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèle linéaireou binaire équilibré ayant 10 variables actives.
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Figure 3.7 – FDR de la procédure de sélection de variables avec seuillage (bleu)ou ForwardStop (rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèle binairedéséquilibré ou de Poisson ayant 10 variables actives.
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valeurs de la suite (pk), correspondant aux variables facilement détectées,
qui, par moyennage, tirent vers le bas la quantité pFS

k aux k plus élevés, la
rendant nettement inférieure à pk.

Dans tous les scénarios non corrélés, on observe commeattendu le contrôle
du FWER à un niveau très proche de α avec le critère d’arrêt par seuillage
(courbes bleues en figures 3.4 et 3.5 proches ou en-dessous des bissectrices).
De plus, dans ces scénarios, on observe comme attendu le contrôle du FDR à
un niveau proche ou inférieur àα avec le critère ForwardStop (courbes rouges
en figures 3.6 et 3.7). En raison du caractère plus conservatif du seuillage par
rapport au ForwardStop, le seuillage contrôle aussi le FDR à un niveau infé-
rieur à α dans les scénarios non corrélés mais le ForwardStop ne contrôle
pas le FWER. Le gain de sensibilité du ForwardStop par rapport au seuillage
est modeste, atteignant au maximum 0.127 sur l’ensemble des 252 scénarios
(voir en annexe les courbes de sensibilité sur les 16 scénarios exemples, fi-
gures B.1 et B.2).

En revanche, dans les scénarios à nombreuses variables actives et forte
corrélation entre covariables, on n’observe de contrôle du FWER ni du FDR par
aucundes deux critères d’arrêt. En effet, la forte corrélation entre variables ac-
tives et inactives permet souvent à une variable nominalement inactive d’être
sélectionnée par le Lasso avant la variable active correspondante. L’associa-
tion entre la variable sélectionnée et la réponse peut alors être statistique-
ment significative, car elle est une manifestation de l’association réelle entre
la variable active et la réponse, et il n’est pas possible de l’attribuer à la va-
riable nominalement active, qui n’est pas connue et dans ce cas pas détectée
par le Lasso. Le statut de ces « faux positifs » porteurs d’un signal statistique
a été discuté dans la littérature (G’Sell et al., 2016).
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Figure 3.8 – Comparaison des performances des procédures de sélection avecseuillage du CovTest et du test par simulation-calibration au niveau α = 0.05sur les 63 modèles linéaires (• ρ = 0, ◦ ρ = 0.9, × ρ = 0.99). La position d’unpoint indique la performance des deux méthodes sur un même scénario, lesbissectrices signifiant une performance égale. L’échelle est quadratique.

Comparaison avec le test de covariance de Lockhart et al.

Pour pouvoir juger des résultats de sensibilité de la procédure de sélection
de variables par simulation-calibration, il est utile de de la comparer à une
autre méthode de sélection visant les mêmes objectifs. Ce comparateur est
le test de covariance (CovTest) de Lockhart et al. (2014), qui comme le test par
simulation-calibration mesure la significativité des variables apparaissant sur
le chemin du Lasso, affectant à chacune d’entre elles une p-value.

Pour des raisons de faisabilité du CovTest nous nous sommes concen-
trés sur les 63 scénarios du modèle linéaire. Nous avons appliqué au CovTest
l’équivalent de l’algorithme 5, avec le critère d’arrêt par seuillage au niveau
α = 0.05, ce qui est censé entraîner le contrôle du FWER à ce niveau. La fi-
gure 3.8 présente le FWER et la sensibilité des deuxméthodes sur chacun des
scénarios linéaires.

On observe l’échec du contrôle du FWER dans les scénarios à corrélation
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Figure 3.9 – Comparaison des performances des procédures de sélection avecseuillage du CovTest et du test par simulation-calibration au niveau α = 0.05sur les 63 modèles linéaires (• SNR = 1, ◦ SNR = 0.3 ou 0.1, × SNR = 0.03,
0.01 ou 0). La position d’un point indique la performance des deux méthodessur un même scénario, les bissectrices signifiant une performance égale.L’échelle est quadratique.

entre covariables, que ce soit par le CovTest ou par la simulation-calibration
(points ◦ et × sur la figure 3.8). Dans ces scénarios, la simulation-calibration
a tendance a produire des faux positifs plus fréquemment que le CovTest
lorsque le rapport signal-bruit est faible, mais moins fréquemment lorsqu’il
est élevé (voir le rôle du SNR sur la figure 3.9). En revanche, il y a bien contrôle
du FWER à 5% oumoins sur les 21 scénarios linéaires sans corrélation à la fois
par le CovTest et par la simulation-calibration (points •) mais avec un nette
différence de régime entre les deux méthodes.

Le FWER observé avec la procédure de sélection par CovTest descend bien
en-dessous de son niveau nominal dans certains scénarios, atteignant même
0— c’est-à-dire aucun faux positif observé en 500 simulations — dans le scé-
nario à 10 régresseurs, SNR = 0.3.

Par contraste, les FWERobservés avec la procédure par simulation-calibration
sur les 21 scénarios non corrélés sont tous proches de leur niveau nominal.
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Ils sont compris entre 0.042 et 0.072 ce qui signifie que le nombre de jeux de
données simulées sur lesquels la procédure produit au moins un faux positif
est réparti entre 21 et 36 parmi 500. Compte tenu de la correction de Bon-
ferroni, cela est compatible avec l’hypothèse que le FWER réel est égal à α

dans chacun de ces scénarios, c’est-à-dire que le nombre de jeux de données
présentant au moins un faux positif qui suit dans chaque scénario une loi
Binomiale(500, 0.05). En effet la p-value associée au plus grand des 21 FWER
observés est de 0.0196 = 0.412/21.

Ce plus fort conservatisme de la procédure par CovTest dans les scénarios
non corrélés se traduit par des écarts notables de sensibilité à l’avantage de la
procédure par simulation-calibration. La différence de sensibilité est positive
ou nulle dans chacun de ces 21 scénarios, dépasse 0.1 dans 6 d’entre eux (qui
ont tous au moins 5 régresseurs actifs, et un SNR d’au moins 0.1) et atteint
un maximum de 0.388 dans le scénario à 10 régresseurs, SNR = 0.3. Le test
par simulation-calibration représente donc un progrès sur le CovTest dans
la condition idéale qu’est l’absence de corrélation entre covariables, les gains
substantiels de sensibilité étant permis par une hausse contrôlée du FWER
qui ne dépasse pas significativement son niveau nominal.

3.12 .Application aux données de pharmacovigilance

Nous avons appliqué la procédure séquentielle de sélection de variables
par simulation-calibration aux données de la base nationale de pharmacovi-
gilance décrite en 2.5. Comme dans le cas des combinaisons du Lasso avec les
critères d’information, nous nous sommes fondés sur la régression Lasso de
l’évènement indésirable DILI sur les p = 1692 expositions médicamenteuses
présentes dans la base, sur n = 452 914 notifications. Ces données sont donc
de plus grande taille que celles produites par l’étude de simulation. Pour ré-
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Figure 3.10 – p-values estimées par simulation-calibration sur le chemin duLasso sans retirer les corrélations les plus fortes. • : l’association trouvée est
positive (β̂jLasso > 0) ; ◦ : négative.

duire le temps de calcul, nous nous sommes limités à N = 50 simulations
dans le calcul des p-values empiriques. Même ainsi, le temps de calcul a été
considérable : plusieurs jours en parallélisant les calculs sur 20 cœurs du ser-
veur du CESP.

Au vu des premiers résultats, il est apparu qu’un traitement préalable des
données avant de réaliser le Lasso était souhaitable. On observe en effet sur
la figure 3.10 que les p-values estimées par simulation-calibration sont nulles
pour les 14 premières variables du chemin du Lasso, puis réparties autour
de 0.1. Ce changement de régime soudain coïncide avec une particularité de
la structure de corrélation de la matrice des expositions X . La 14e exposi-
tion sélectionnée, le triméthoprime (de code ATC J01EA01) a la particularité
d’être exceptionnellement corrélée à une autre exposition, le sulfaméthoxa-
zole (J01EC01), un médicament avec lequel le triméthoprime est presque tou-
jours coprescrit. Les deux variables ne différent qu’en trois individus sur l’en-
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Figure 3.11 – p-values estimées par simulation-calibration sur le chemin duLasso après retrait des corrélations les plus fortes, la couleur indiquant le sta-tut des signaux d’après DILIrank. • : association positive connue comme telle ;
• : association positive contredite par DILIrank ; • : association positive nonrépértoriée ; ◦ : association négative (pas de signal).

semble des notifications soit une corrélation de 0.9998.
Nous avons donc retiré de la matrice X les 6 covariables présentant une

corrélation d’aumoins 0.9 avec aumoins une des variables apparaissant sur le
chemin du Lasso (réalisé avant ce retrait), et appliqué le Lasso et la séquence
de tests par simulation-calibration à ces données expurgées (p = 1686). Le
résultat du Lasso est identique puisque les variables retirées n’étaient pas
sélectionnées par celui-ci. En revanche les p-values estimées par simulation-
calibration (figure 3.11) sont plus faibles à partir de la 15e d’entre elles, et ne
présentent plus de changement de régime à ce point. Elles présentent cepen-
dant un changement de régime comparable à un point plus avancé du chemin
du Lasso, après la p-value associée à la 86e variable sélectionnée (P01BDXX,
diaminopyrimidines). Celle-ci est également corrélée à une autre variable pré-
sente dans la base (P01BD01, pyriméthamine), mais à un niveau plus faible :
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Figure 3.12 – quantités d’intérêt du critère ForwardStop, pFS (voir la section3.9.2), déduites des p-values estimées par simulation-calibration après re-trait des corrélations les plus fortes. La couleur indique le statut des signauxcomme sur la figure 3.11.

ρ = 0.307, dumême ordre que les autres corrélations impliquant des vaiables
sélectionnées.

On observe sur la figure 3.12 que l’utilisation du ForwardStop à la place
du seuillage, en plus d’entraîner une sélection moins conservative à α égal, a
un effet de stabilisation : tandis que les p-values empiriques présentent des
fluctuations dues au nombre limité de simulations à partir desquelles on les
estime, la quantité d’intérêt pFS sur laquelle se fonde le ForwardStopprésente
un profile beaucoup plus lisse, étant calculée par moyenne à partir des p-
values empiriques.

La table 3.1 présente les performances de sélection de variables de la
procédure — avec le critère d’arrêt seuillage ou ForwardStop, au même ni-
veau α = 0.2 — en les calculant à partir du statut des expositions médica-
menteuses recensé dans l’ensemble de référence DILIrank (Chen et al., 2016).
Elle est l’équivalent de la table 2.2 où figurent les performances des critères
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Table 3.1 – Performance de la sélection de variable par simulation-calibration sur les données de la BNPV.
Critère Signaux Signaux Faux FDP Spécificité Sensibilitéd’arrêt à statut positifs (%) (%) (%)connuSeuillage 73 33 1 3.0 99.5 24.1à α = 0.2ForwardStop 91 41 1 2.4 99.5 30.0à α = 0.2

d’information, dont l’EAIC. Comme pour ces derniers, seuls les expositions
où le Lasso estime une association positive avec les DILI sont considérées
comme des signaux. Le statut des expositions est également indiqué sur les
figures 3.11 et 3.12 ce qui permet de visualiser les performances à d’autres ni-
veaux de α. Les deux approches sont nettement plus conservatives que les
critères d’information (y compris ForwardStop, lui-même moins conservatif
que le seuillage). Cela leur permet d’obtenir un plus faible taux de faux positifs
au prix d’une plus faible sensitivité. La daunorubicine (L01DB02) est l’unique
faux positif d’après DILIrank.

3.13 .Discussion

Nous avons proposé un test de la significativité des variables apparaissant
sur le chemin du Lasso, qui est utilisable de façon séquentielle pour sélection-
ner un modèle. Il teste l’hypothèse nulle H0(A) qui énonce qu’un ensemble
connu de variables — A— comprend toutes les variables actives, et il s’inté-
resse à λA, la plus grande valeur de λ où apparaît une variable n’appartenant
pas à A. Le rejet du test entraîne la sélection de cette variable.

Nous avons construit le test de manière à contourner la difficulté qu’il y a
à utiliser directement λA comme statistique de test. De lamême façon qu’une
p-value est la probabilité sous l’hypothèse nulle que la statistique de test dé-
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passe sa valeur observée, la statistique quenous considérons, pA, est une pro-
babilité conditionnelle que λA dépasse sa valeur observée : conditionnelle à la
structure de corrélation reliant la réponse Y aux variables déjà sélectionnées
XA, donnée par θ̂A. C’est pourquoi nous l’appelons p-value conditionnelle.
Nous l’estimons par la méthode de Monte-Carlo donnée par l’algorithme 1 :
la simulation-calibration. Elle consiste à simuler des vecteurs réponse sous
l’hypothèse nulle puis à les calibrer sur la condition portant sur θ̂A, ce qui per-
met de les simuler sous la conjonction de l’hypothèse nulle et de la condition
recherchée, et donc d’estimer la p-value conditionnelle.

On peut y voir une généralisation de la sélection par permutations de Sa-
bourin et al. (2015) (voir section 1.3.3) où se trouve l’idée de simuler une popu-
lation de vecteurs réponses ayant lamêmedistribution que le y observé, et de
s’intéresser à la population des λ d’apparition d’une variable dans le Lasso ap-
pliqués à ces vecteurs simulés. Dans la sélection par permutations, on consi-
dère le λ d’apparition de la toute première variable, c’est-à-dire, avec nos no-
tations, λ∅. La permutation est par ailleurs un moyen d’imposer la conserva-
tion de θ̂∅ =

(
β̂0, σ̂

), la moyenne et l’écart-type empiriques de y. La sélection
par permutations ressemble par ces aspects au test deH0(∅) par simulation-
calibration. Puisque la sélection par permutations retient la médiane des λ∅,
l’utiliser pour décider seulement de la sélection ounonde la première variable
du chemin du Lasso reviendrait essentiellement à réaliser ce test au niveau
α = 0.5 (la seule différence étant dans la méthode de simulation calibrée,
permutation ou calibration après-coup de vecteurs simulés quelconques).

Nous avons prouvé en sections 3.3 à 3.7 la validité de notre méthode
dans le cas du modèle linéaire. La p-value conditionnelle pA(Y ) suit sous l’hy-
pothèse nulle une loi qui domine stochastiquement la loi uniforme sur [0, 1]
(lemme 3), et son estimateur p̂A(Y ) est non biaisé, consistant en le nombre
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N de simulations que l’on choisit de réaliser (lemme 7 et ses conséquences)
et domine lui-même la loi uniforme sur l’ensemble discret des valeurs qu’il
peut prendre (lemme 8). Cela signifie que le rejet de l’hypothèse nulle selon
un seuil α sur p̂A(Y ) entraîne le contrôle du taux d’erreur de première es-
pèce à ce niveau α, à un petit terme résiduel près. D’un point de vue sélection
de variables, cette erreur de première espèce signifie la sélection (nécessai-
rement à tort) d’une variable supplémentaire alors que toutes les variables
actives sont déjà sélectionnées, c’est-à-dire appartiennent à A. Nous avons
de plus prouvé (section 3.10) que même lorsque certaines variables actives
n’ont pas été sélectionnées, le risque de sélection d’une variable inactive par
simulation-calibration est contrôlé à ce même niveau. Ce dernier résultat né-
cessite l’orthogonalité entre covariables actives et inactives. Le contrôle de
l’erreur sous H0(A) ne dépend quand à lui d’aucune hypothèse sur la struc-
ture de corrélation.

Dans les modèles linéaires généralisés discrets (binaire et de Poisson), le
cadre théorique n’est pas le même puisqu’il n’existe pas de p-value condition-
nelle qui suive où domine la loi uniforme continue sur [0, 1]. Néanmoins, la
production d’une p-value empirique par simulation-calibration s’adapte bien
à ces modèles. En théorie, p̂A(Y ) y est vue comme l’estimateur d’une pro-
babilité dont la définition approche celle de la p-value conditionnelle (sec-
tion 3.8.1). En pratique, la partie « calibration » de l’algorithme devient plus
complexe : itérative et stochastique (algorithme 3) là où la calibration linéaire
était une simple fonction affine. Bien que cela ne soit pas garanti par un théo-
rème, l’étude de simulation (section 3.11.2) montre que la distribution des p-
values empiriques n’est pas distinguable de la loi uniforme dans la majorité
des scénarios de simulation non-linéaires et qu’elle s’en éloigne légèrement
dans d’autres, sans qu’il y ait de scénario d’échec du contrôle de l’erreur de
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première espèce aux niveaux usuels de α.
La simulation-calibration a l’inconvénient de demander un temps de cal-

cul qui peut être important dans certaines circonstances. Elle implique, pour
chacun des N vecteurs simulés, d’ajuster le modèle non pénalisé restreint à
A afin de réaliser la calibration, puis d’appliquer le Lasso sur l’ensemble des
covariables au vecteur calibré. Dans les modèles non linéaires, la calibration
est elle-même itérative et demande de réajuster de façon répétée le modèle
restreint non pénalisé. Dans l’application aux données de la BNPV, les condi-
tions d’un temps de calcul très important étaient réunies : des données de
grande taille (452 914 par 1686), un modèle binaire, et surtout un ensemble A

de variables sélectionnées qui atteint une taille importante (plus de 100). Il a
donc été nécessaire d’ajuster de façon répétée des modèles logistiques non
pénalisés de dimension relativement grande. Par contraste, l’étude de simu-
lation a été réalisée avec au maximum 10 variables actives donc le nombre
de variables sélectionnées ne dépassait pas cet ordre de grandeur, ce qui a
limité le temps de calcul.

Notre test est comparable, par ses objectifs, au test de covariance (Cov-
Test) de Lockhart et al. (2014) qui est également un test de significativité d’une
variable préselectionnée par le Lasso. En nous concentrant sur la distribution
du seul λA, et non comme Lockhart et al. sur l’évolution du Lasso entre deux
λ d’apparition de variables consécutives, nous évitons le cas évoqué en sec-
tion 1.3.4 où la sélection de deux variables à des valeurs de λ trop proches
conduit artificiellement à n’en sélectionner aucune. Cela pourrait expliquer la
meilleure sensibilité en l’absence de corrélation entre covariables que nous
observons en section 3.11.3. En cas de corrélation, en revanche, les perfor-
mances de la procédure de sélection par simulation-calibration ne sont pas
toujours meilleures que celle de la sélection par CovTest, avec un FWER plus
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faible à sensibilité égale dans les scénarios à fort SNR, mais plus élevé à sen-
sibilité égale dans les scénarios à faible SNR (figures 3.8 et 3.9).

L’application aux données de la base nationale de pharmacovigilance a
mis en évidence un phénomène indésirable qui pourrait contribuer à expli-
quer les moins bonnes performances dans certains cas de corrélation. On
observe sur les figures 3.10 et 3.11 un changement de régime dans la suite
des p-values estimées où, dès lors qu’une certaine variable j0 appartient à
A, p̂A(y) est toujours relativement élevé. Le détail des Lasso réalisés dans les
simulations-calibrations fournit une explication de ce phénomène. Nous ob-
servons que lorsqu’il se produit, il existe une variable j1 /∈ A corrélée à j0 et
éventuellement à d’autres variables dansA telle que, parmi la population des
λA(y

(l)) obtenus par simulation-calibration (voir l’algorithme 4), une propor-
tion importante sont des valeurs élevées associées à une sélection précoce de
j1 par le Lasso appliqué à y(l). En effet, la calibration des y(l) sur une ou des as-
sociations à des variables corrélées à j1 peut entraîner une association avec
j1 elle-même, qui est capturée par le Lasso. Ces λA(y

(l)) élevés entraînent
l’estimation d’un p̂A(y) élevé.

Ce phénomène témoigne de l’influence de jA sur la loi de λA sous l’hypo-
thèse nulle. Il est possible que le plus pertinent du point de vue de la puis-
sance du test soit de comparer le λ(y) observé, non pas comme nous l’avons
fait à la loi de λA(Y ) conditionnellement à θ̂A(Y ), mais à sa loi sous un double
conditionnement par θ̂A(Y ), jA(Y ), ou plus généralement tenant compte de
jA(Y ). En pratique, cela passerait par l’introduction d’une pondération dans
le calcul par moyenne de p̂A(Y ).

Ce phénomène produit, lorsque j0 ∈ A, une perte de puissance dans la
sélection de toutes les variables, y compris celles qui ne sont pas corrélées à
j0 ou à j1. Cette perte de puissance dans certains cas de corrélation pourrait
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compenser la tendance du test par simulation-calibration, observée sur les
simulations sans corrélation, à être plus puissant mais moins conservatif que
le CovTest ce qui expliquerait que dans certains scénarios corrélés, la sélec-
tion de variables par simulation-calibration soit moins conservative que celle
par CovTest alors qu’elle a pratiquement la même sensibilité.

Le FWER de la procédure par simulation-calibration plus faible que celle
par CovTest dans les scénarios corrélés à fort rapport signal-bruit pourrait
s’expliquer par le fait qu’en raison du fort SNR, il est plus fréquent que toutes
les variables actives soient sélectionnées avant les variables inactives sur le
chemin du Lasso. Lorsque c’est le cas, H0(A) est vérifiée (donc le risque de
faux positif est contrôlé) dans tous les tests de la procédure itérative qui sont
suceptibles de produire un faux positif. Pour que le contrôle du risque échoue,
il faut à la fois que les variables actives soient mélangées aux variables inac-
tives sur le chemin du Lasso— pour qu’il existe une itération où l’on teste une
H0(A) non vérifiée qui peut néanmoins entraîner la sélection d’une variable
inactive—, et que les variables actives soient corrélées aux variables inactives
— pour que le théorème étendu de contrôle de l’erreur de sélection (section
3.10) ne s’applique pas.

Il est par ailleurs possible que le contrôle de l’erreur de sélection par la
simulation-calibration soit valide dans un cadre un peu plus large que celui
des résultats théoriques que nous avons obtenus. Il nous semble en effet
possible d’adapter la démonstration du théorème étendu pour relâcher l’hy-
pothèse d’orthogonalité entre variables actives et inactives en la remplaçant
par une orthogonalité entre les résidus des variables actives inconnues sur
les variables actives connues, et les résidus des variables inactives sur les va-
riables actives connues :

Conjecture 1 (Contrôle plus étendu de l’erreur de séléction). Soit {1, .., p} =
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A∪B ∪C avec ∀j ∈ C, βj = 0. Supposons que les résidus des variables deB sur
celles deA sont orthogonaux à ceux des variables deC sur celles deA, c’est-à-dire
qu’il existe ΠAB , X̃B , ΠAC , X̃C vérifiant :

XB = XAΠAB + X̃B, X̃T
BXA = 0

XC = XAΠAC + X̃C , X̃T
CXA = 0

X̃T
BX̃C = 0.

Alors, pour tout α ∈ [0, 12 ], le test par simulation-calibration de H0(A) au niveau
α a une probabilité inférieure à α+ 1−α

N+1 de sélectionner un faux positif.
L’idée de l’orthogonalité entre résidus sur A est que la corrélation entre

deux variables d’indices jB ∈ B (active inconnue) et jC ∈ C (inactive), qui
en temps normal empêche de contrôler la probabilité de sélectionner le faux
positif jC à la place de jB , ne joue plus ce rôle si elle repose entièrement
sur leur corrélations commune aux variables dans A. La perturbation (par
rapport à l’hypothèse nulle) causée par la variable active inconnue jB serait
entièrement absorbée par la calibration sur A.
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4 - Conclusion et perspectives

Nous avons proposé deux procédures de sélection de variables dans les
modèles de régression linéaires ou linéaires généralisés de grande dimen-
sion. Elles visent toutes deux à contrôler le Family-Wise Error Rate (FWER) en
s’adaptant à ce contexte de grande dimension. Par conséquent, ce sont des
méthodes conservatives comparativement à d’autres méthodes qui n’ont pas
pour objet d’éviter la sélection de faux positifs — comme la validation croi-
sée, qui optimise les performances de prédiction — ou qui ne prennent pas
en compte les effets de la grande dimension, comme le BIC.

Les deux procédures sont utilisées en post-traitement de la régression
Lasso, pour choisir l’un des modèles que propose celle-ci sur son chemin de
régularisation. Néanmoins l’AIC étendu est défini dans le contexte plus géné-
ral de sélection d’un sous-modèle parcimonieux d’unmodèle de grande taille.
Nous l’associons au Lasso pour disposer d’une présélection de taille raison-
nable de modèles candidats, mais cette présélection peut être faite par une
autre méthode, appartenant elle aussi à la famille des régression pénalisées
ou non. Le test par simulation-calibration est quant à lui, dans sa forme ac-
tuelle, spécifique au Lasso.

Le test par simulation-calibration a l’avantage de garantir mathématique-
ment le FWER dans deux situations : lorsque toutes les variables actives sont
sélectionnées avant les variables inactives (son hypothèse nulle est alors vé-
rifiée) et lorsqu’il n’y a pas de corrélation entre variables actives et inactives.
L’EAIC ne présente quant à lui pas de garantie mathématique. Néanmoins,
sa conception se fonde sur un rapprochement entre la sélection qu’il opère
parmi des sous-modèles parcimonieux, et la réalisation de tests de rapport
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de vraisemblance multiples. Les propriétés asymptotiques de ces tests mul-
tiples se traduisent en pratique par une bonne capacité de l’EAIC à contrôler
le FWER. Compte tenu de sa simplicité et du faible temps de calcul qu’il de-
mande, nous recommandons son utilisation plutôt que celle du BIC dès lors
qu’un faible risque, ou même une faible proportion, de faux positifs est sou-
haitée dans une sélection de variables en grande dimension. Par ailleurs la
notion de premier minimum local d’un critère d’information semble peut mé-
riter plus de considération, par exemple en vue de la généraliser à d’autres
contextes qu’une suite de modèles telle que le chemin du Lasso.

Nous avonsmesuré les performances des deuxprocédures par des études
de simulations très extensives. Il n’est cependant pas possible d’explorer ex-
haustivement toutes les combinaisons de paramètres qui caractérisent un
problème de sélection de variables en grande dimension, et les deux études
de simulations obéissent à des plans différents. Dans l’étudedes performances
de l’EAIC comparé aux autres IC, nous avons choisi en particulier de faire va-
rier n et p, le nombre d’observations et la dimension de la régression, car
l’EAIC est défini en fonction de p et nous le comparons à des critères définis
en fonction de n : le BIC et les EBICs.

Les deux méthodes ont en revanche été appliquées à la même base de
données réelles, les cas de pathologie hépatique d’origine médicamenteuse
de la base nationale de pharmacovigilance. En plus de son rôle illustratif, cette
application a permis de mettre en évidence des limites du test par simulation
(temps de calcul, faible puissance dans certaines circonstances) qui n’étaient
pas manifestes dans les simulations. Cette perte occasionnelle de puissance
pourrait être corrigée par desmodifications à apporter au test par simulation-
calibration.

Le test par simulation-calibration, bien qu’il ne soit dans sa forme actuelle
134



applicable qu’à la sélectionde variables fondée sur le Lasso, est porteur d’idées
qui possèdent un potentiel plus large. Nous avons repris l’idée existante de la
p-value empirique, qui permet d’associer une p-value à potentiellement toute
statistique de test en estimant la p-value par Monte-Carlo via des simulations
de données suivant l’hypothèse nulle. Il s’y est ajouté le problème de la défi-
nition de la p-value associée à une hypothèse nulle qui n’est à elle seule pas
assez spécifiée pour définir la loi de la statistique de test souhaitée, ou simuler
selon celle-ci. Nous l’avons résolu par l’utilisation de la p-value conditionnelle,
nous ramenant à une loi conditionnelle qui, combinée à l’hypothèse nulle, est
suffisamment spécifiée. On peut donner la définition générale suivante de la
notion de p-value conditionnelle associée à des données observées x, réali-
sation de la variable aléatoire X , une hypothèse nulle H0, une statistique de
test T , et une statistique auxiliaire U :

• p-value : pt(x) = PH0 (T (X) ≥ T (x))

• p-value conditionnelle : pt|u(x) = PH0 (T (X) ≥ T (x) | u(X) = U(x))

Dans le test appliqué au Lasso, x = y, T (x) = λA(y), et U(x) = θ̂A(y). De
même que l’utilisation de p-values empiriques permet une plus grande flexi-
bilité dans le choix des statistiques de test dont elle dispense de connaître
mathématiquement la loi sous l’hypothèse nulle à condition de savoir simu-
ler selon celle-ci, l’utilisation de p-values conditionnelles doit permettre une
plus grande flexibilité dans le choix des hypothèses nulles et de la loi à laquelle
on compare la statistique observée.
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A - Résultats de simulations complémentaires :

EAIC et autres critères d’information
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A.1 .Sensibilité
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Figure A.1 – Étude de simulation de la procédure complète : nombre de vraispositifs par paramètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèle linéaire, ρ = 0.
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Figure A.2 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : nombre de vrais positifs par paramètre, moyenné sur 1000simulations. Modèle logistique, ρ = 0.
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Figure A.3 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : nombre de vrais positifs par paramètre, moyenné sur 1000simulations. Modèle linéaire, ρ = 0.5.
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Figure A.4 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : nombre de vrais positifs par paramètre, moyenné sur 1000simulations. Modèle logistique, ρ = 0.5.
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A.2 .Taux de fausses découvertes
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Figure A.5 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : FDR par paramètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèlelinéaire, ρ = 0.
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Figure A.6 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : FDR par paramètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèlelogistique, ρ = 0.
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Figure A.7 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : FDR par paramètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèlelinéaire, ρ = 0.5.
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Figure A.8 – Étude de simulation de la procédure complète de sélection demodèle par IC : FDR par paramètre, moyenné sur 1000 simulations. Modèlelogistique, ρ = 0.5.
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A.3 .Comparaison entre minimum global et premier minimum

local
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Figure A.9 – Étude de simulation de la procédure complète avec les deux typesde minimum de l’EAIC : FWER par paramètre, moyenné sur 1000 simulations.Modèle linéaire, ρ = 0.
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Figure A.10 – Étude de simulation de la procédure complète avec les deuxtypes de minimum de l’EAIC : nombre de vrais positifs par paramètre,moyenné sur 1000 simulations. Modèle linéaire, ρ = 0.
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Figure A.11 – Étude de simulation de la procédure complète avec les deux typesde minimum de l’EAIC : FDR par paramètre, moyenné sur 1000 simulations.Modèle linéaire, ρ = 0.
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B - Résultats de simulations complémentaires :

sensibilité de la procédure de sélection de

variable simulation-calibration
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Figure B.1 – Sensibilité de la procédure avec seuillage (bleu) ou ForwardStop(rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèle linéaire ou binaire équi-libré ayant 10 variables actives.
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Figure B.2 – Sensibilité de la procédure avec seuillage (bleu) ou ForwardStop(rouge) en fonction de α dans 8 scénarios de modèle binaire déséquilibré oude Poisson ayant 10 variables actives.
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