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Liste des notations

[a,b) désigne l'intervalle {x € R : a < x < b}, ol a, b sont deux réels.

| X'| désigne le cardinal, éventuellement infini, d’un ensemble X ;
1 x sa fonction indicatrice;
P(X) I'ensemble de ses parties.

L.(E,F) désigne 'espace des applications linéaires continues entre deux espaces vectoriels
normés E et F';
L.(F):= L.F, F) l'espace des endomorphismes linéaires continus de F.

Bg(xo, ) désigne la boule ouverte de centre xq et de rayon r d’un espace métrique (G, dist¢) ;
distg(xo, B) la distance d’un point xy & un sous-ensemble B C G ;

diam(B) le diamétre de ce sous-ensemble;

Lip(f) la constante de Lipschitz d’une application lipschitzienne f : G — G/;

C%(@) (respectivement CP(G), CO(G)) lespace des fonctions continues (resp. continues bor-
nées, continues a support compact), muni de la norme de la convergence uniforme || - || ;
M(G) Tespace de ses mesures de Radon, identifié au dual de I'espace C2(G) ;

M™T(G) Tespace de ses mesures boréliennes positives

M(G) Tespace de ses mesures boréliennes de probabilité.

|z]] == v/|z1]%, . .., |2x|? désigne la norme euclidienne de z = (z1,...,2;) € C*, ot k € N;
distcr la distance euclidienne ;

Vol(V) le volume d'un ouvert V C C¥;

Jac f(z) le déterminant de la matrice de 'application différentielle D, f au point z € V d’une
fonction f € C1(V,C);

SH(V) (respectivement H(V')) 'espace des fonctions sousharmoniques (resp. harmoniques).

dim N la dimension complexe d’'une variété complexe N ;

disty la distance associée a la métrique riemannienne sur N ;

Dgl’l)(N ) lespace des (,1)-formes lisses a support compact dans N, ou [l € N;

O(N, N') l'espace des fonctions holomorphes de N a valeurs dans une variété complexe N’,
muni de la topologie de la convergence locale uniforme;

O(N) := O(N,C);

PSH(N) (respectivement PH(N)) l'espace des fonctions plurisousharmoniques (resp. pluri-
harmoniques) sur V.
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Introduction

Le domaine de la dynamique discréte consiste a considérer un espace X admettant une
certaine structure et a étudier l'itération d’une transformation f : X — X admettant une
certaine régularité. Un premier type de questions concerne le comportement des orbites des
points z € X, c’est-a-dire des suites

2 f(2) e f(2) e

Une fois que le comportement d’une orbite typique est suffisamment bien compris, on peut
s’intéresser aux propriétés dynamiques d’une perturbation naturelle de f. Ce deuxiéme type
de questions aboutit a la notion de famille paramétrée (M, f) :

[~ I

L’étude de la dynamique des fractions rationnelles sur la sphére de Riemann P!, portée par
les travaux fondateurs de Fatou et Julia au début du XX¢ siécle, marque ’origine du domaine
de la dynamique holomorphe. Dans ce contexte, la dynamique globale est totalement décrite
au moyen de la dichotomie Fatou-Julia. D’une part, I’ensemble de Julia J(f) porte la partie
chaotique du sytéme, qui peut étre décrite au moyen d’une mesure f-invariante canonique
py appelée mesure d’équilibre (voir [Bro65, FLM83, Lyu83al|). D’autre part, le célébre théo-
réme de non-errance de Sullivan [Sul85] compléte la compréhension de la dynamique sur les
composantes connexes de son complémentaire, appelé ensemble de Fatou. Dans ce contexte,
la normalité au sens de Montel, le théoréme d’uniformisation de Riemann et la chirurgie
quasiconforme sont des techniques couramment utilisées. On pourra consulter les ouvrages
[CG93, BMO01, Mil06] pour une présentation détaillée.

Dans les années 1980, Mane-Sad-Sullivan [MSS83] et Lyubich [Lyu83b| posent les bases
de la théorie de la stabilité pour une famille de fractions rationnelles {fy : P! — P} cus
paramétrée par une variété complexe M. Une telle famille (M, f) est dite stable si les en-
sembles de Julia J(f)\) peuvent étre paramétrés holomorphiquement en A, ce qu’on appelle
un mouvement holomorphe des ensembles de Julia (voir les Définitions 1.2.7 et 1.3.1). La
caractérisation de la stabilité dynamique (voir le Théoréme 1.2.8) repose crucialement sur
le A-lemme qui consiste a prolonger un mouvement holomorphe des cycles répulsifs en un
mouvement holomorphe des ensembles de Julia.

Dans cette thése, nous contribuons au développement de la théorie de la stabilité des
endomorphismes holomorphes des espaces projectifs introduite par Berteloot-Bianchi-Dupont
[BBD18|. L’holomorphie & plusieurs variables fait apparaitre des phénoménes nouveaux, ce
qui complique inévitablement la dynamique. Par exemple, le théoréme de non-errance a été
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mis en défaut pour les endomorphismes de P? [AB+16]. On ne connait pas la situation pour
un choix générique d’endomorphisme f. En particulier, la dynamique stable est loin d’étre
comprise. En revanche, on peut toujours mettre en évidence, par des techniques de théorie
ergodique, une mesure d’équilibre py [F'S94] supportée par un fermé totalement invariant,
appelé (petit) ensemble de Julia J(f) = Supp ps (voir aussi [Sib99, BrDu99, BrDu01, DS03J).
Cette mesure de probabilité admet une entropie maximale, & savoir h, . (f) = klog d, et vérifie
des résultats d’équidistribution. Elle est obtenue comme ’auto-intersection 7% =T A --- AT
d’un certain (1, 1)-courant positif fermé f-invariant 7" appelé courant d’équilibre. On pourra
consulter I’étude [DS10a| pour une exposition des propriétés les plus importantes et davantage
de références.

Les outils de la dimension 1 mentionnés précédemment se généralisent mal en dimension
supérieure. Par exemple, le A-lemme, crucial dans la théorie de [MSS83], est obtenu classique-
ment par la théorie de Picard-Montel comme une conséquence du lemme de Hurwitz. Or ce
dernier tombe en défaut dans le cas k > 2. Une approche différente, faisant appel a la théo-
rie ergodique et reposant essentiellement sur des techniques pluripotentielles introduites par
DeMarco [DeMO03| (voir aussi [Sib81, Prz85]) a été mise au point par [BBD18| pour étudier
la stabilité dynamique des familles {f : P* — P*} <. Cette approche consiste a substituer
le mouvement holomorphe des ensembles de Julia par une notion de nature mesurable. Nous
introduisons maintenant quelques éléments de vocabulaire relatifs a la théorie de la stabilité
de [BBD18| dont nous aurons besoin dans cette introduction et qui seront repris en détails
dans la Section 1.2.2.

Considérons une famille holomorphe d’endomorphismes de P¥, c’est-a-dire une application
holomorphe f : M x P* — M x P* de la forme f(),2) = (A, fr(2)), telle que chaque appli-
cation fy : P¥ — P*¥ est holomorphe. Considérons Iespace J des applications holomorphes
v M — P* telles que y(\) € Jy pour tout paramétre A € M. La famille (M, f) induit une
dynamique continue sur J définie par F(7)(A) := fa(y(A)), pour tout v € J et A € M.
Pour tout paramétre A\ € M, on considére I'application d’évaluation py : J — P* définie
par px(y) := v(\). Une lamination d’équilibre est un sous-ensemble mesurable F-invariant
L C J, dont les graphes ne s’intersectent pas, tel que py(L£y) = 1, pour tout A € M, ou py
désigne la mesure d’équilibre de fy et £y := px(L). Une famille est dite u-stable si elle admet
une lamination d’équilibre. Un tissu d’équilibre est une mesure de probabilité F-invariante
M sur J a support compact telle que (py).M = u, pour tout A € M. Pour garantir la
p-stabilité, il suffit de construire un tissu d’équilibre satisfaisant une propriété d’acriticité
(IBBD18, Theorem 4.1]). La p-stabilité jouit de caractérisations similaires au résultat de
[MSS83], comme nous le verrons dans le Théoréme 1.2.15.

Cette thése est constituée d'un premier chapitre de nature introductive, sans résultat ori-
ginal, puis de trois chapitres indépendants. Au cours du Chapitre 1, nous rappelons les outils
techniques et mettons en place les notations qui seront utilisés dans la suite, notamment
les résultats issus de la théorie de [BBD18|. Nous précisons en Section 1.3.1 un phénoméne
portant sur la régularité des laminations en dimension 1 et donnant lieu & une preuve du
A-lemme par un raisonnement issu de la théorie du potentiel.

Le Chapitre 2 est un travail en commun avec Berteloot et fait 'objet d’une publication
[BeBr23|]. Nous introduisons une nouvelle caractérisation de la p-stabilité, ce qui permet de
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simplifier ’approche initiale de [BBD18], tout en soulignant le roéle joué par la normalité
post-critique dont 'utilisation n’était pas centrale. Cette caractérisation porte sur le courant
de ramification, défini par la série formelle

R:=) d™*"(f")If(Cpl,

n>0

ou [f(CYy)] désigne le courant d’intégration sur I'image de I’ensemble critique C'y. On appelle
domaine de convergence de Ry, et on note Q(Ry), Uensemble des points (), z) € M x P* au
voisinage desquels la convergence est normale. Introduit dans 1’espace P* par Dinh et Sibony
[DS03], le courant de ramification permet de quantifier la présence de I'orbite post-critique.
Nous 'adaptons ici en famille.

Théoréme A. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P*. Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes.

1) Q(Ry) =M x P*;
2) La famille (M, f) est u-stable.

La démonstration de 1) = 2) repose sur la construction d’un tissu d’équilibre acri-
tique. Pour cela, nous adaptons 'approche de [DS10a| pour construire un grand nombre de
branches inverses de f au-dessus d'un point générique (), z2) € M x P*. L’idée est d’exploi-
ter les nombres de Lelong du courant de ramification. La preuve de I'acriticité est un point
délicat. Elle fait intervenir le théoréme de prolongement de Sibony-Wong.

Dans la théorie de Mané-Sad-Sullivan, le mouvement holomorphe des ensembles de Julia
définit une conjugaison topologique h}, : Jx, — Ji entre les systémes (Jy,, fr,) et (Jx, fr),
pour tous parameétres A\g, A dans une méme composante stable. En particulier, toute mesure
fro-invariante v a support dans Jy, peut étre propagée en une mesure vy = (hﬁo)*u qui hérite
des propriétés statistiques de v.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons a l’action, en dimension k£ > 1, du mouvement
holomorphe mesurable sur une classe particuliére de mesures invariantes sur P* appelée états
d’équilibre (voir par exemple [Prz90, DU91a, DU91b, Hay99, PU10| dans le cas k = 1). Un
état d’équilibre associé au systéeme (P*, fy,) relativement a une fonction potentiel ¢ : P* — R
est une probabilité v sur P¥ maximisant la fonctionnelle

PI/<¢) = hV(f)\O) +/]P’k Ydv,

ot h,(fy,) désigne 'entropie métrique du systéme (P*, fy,, 7). On note P(y)) = sup, P,(¢), ot
la borne supérieure porte sur toutes les mesures invariantes ergodiques. On peut introduire de
la méme fagon les états d’équilibre associés au systéme (7, F) relativement & un potentiel ¥ :
J — R. Les états d’équilibre jouent un role particulier dans le formalisme thermodynamique
[Zin96]. Leur existence est souvent gratuite, mais leur unicité est une propriété ergodique tres
importante.

Bianchi et Rakhimov [BR22| introduisent la notion de v-tissu, généralisant la notion de
tissu d’équilibre associé a la mesure d’entropie maximale, afin de propager, entre autres, la
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classe des mesures d’entropie strictement supérieure a (k—1) log d. Etant donnés un paramétre
Ao et une mesure fy -invariante v, on appelle (g, v)-tissu une mesure de probabilité F-
invariante M sur J a support compact telle que (py,)«M = v.

La premiére partie de ce chapitre fait 'objet d’un article en préparation avec Rakhimov.
Nous exploitons les propriétés des (\g, )-tissus dans une composante stable pour propager
les états d’équilibre. Plus précisément, étant donnés un état d’équilibre v et un (g, v)-tissu
associé M, nous interprétons les mesures vy := (p,).M comme des états d’équilibre et
montrons que la propriété d’unicité est propagée. Un point technique consiste d’abord a
propager les potentiels. Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoréme B. Considérons (M, f) une famille holomorphe p-stable connexe et simplement
conneze d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Fizons un paramétre Ao € M et un potentiel
v Jy, = Ry satisfaisant sup, Y < logd. On suppose qu’il existe un (respectivement un
unique) état d’équilibre v associé au systéme (Jy,, fr,) relativement au potentiel 1. Il existe
un unique (o, v)-tissu M et, en notant vy := (pr)«M sa tranche en X\ € M,

(1) il existe un potentiel ¥ : J — R, tel que M est un (resp. l'unique) état d’équilibre
associé au systeme (J,F) relativement a U ;

(2) pour tout parametre X € M, il existe un potentiel 1y : P* — R, tel que vy est un (resp.
l'unique) état d’équilibre associé au systeme (PX, fy) relativement a 1.

De plus, pour tout parametre A € M, on a U = 1), o px M-presque partout.

La démonstration repose sur l'existence d’une lamination analogue a une lamination
d’équilibre, c’est-a-dire d'un sous-ensemble £ C J tel que les graphes I',, et I',, de deux
fonctions distinctes 1 # 72 € L sont disjoints, telle que M(L) = 1. Ceci fournit une
conjugaison mesurable entre les systémes (£, F, M) et (Jy, fr, V) pour tout A € M. Nous
montrons ainsi que la mesure vy hérite des propriétés statistiques de vy, .

En particulier, le Théoréme B s’applique aux états d’équilibre construits par Urbanski-
Zdunik [UZ13| et Bianchi-Dinh [BiDi23]. Dans ces travaux, les auteurs obtiennent l’existence
et I'unicité de I'état d’équilibre p,, associé a un potentiel ¢ suffisamment régulier, au moyen
d’un processus d’équidistribution des préimages avec poids. On note My, ., le (Ao, py)-
tissu associé. Dans [BiDi23|, on trouve également un théoréme d’équidistribution de certains
points périodiques répulsifs avec poids pour la mesure p;. Dans la deuxiéme partie de ce
chapitre, faisant 'objet d’un travail en commun avec Bianchi [BiBr23|, nous démontrons un
théoréme d’équidistribution de ce type pour le tissu M, ., dans I'espace des graphes J (voir
le Théoréme 3.2.1 pour un énoncé plus précis).

Théoréme C. Considérons (M, f) une famille holomorphe p-stable, connezxe et simplement
connexe d’endomorphismes de P*. Fizons \g € M' € M et un entier n € N*. On suppose que
I, satisfait une condition générique. Pour toute fonction ¢ : P* — [0,log d[ log?-continue,
avec q > 2, il existe un sous-ensemble non-vide Py, C J de mouvements holomorphes v de
points n-périodiques tels que y(\) est répulsif pour tout A € M', satisfaisant

lim ¢~ P03 POODEAUET 00 pg

n—oo
’}/Epw’n
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Nous suivons la stratégie désormais classique de Briend-Duval [BrDu99] concernant un
résultat analogue pour la mesure d’entropie maximale iy d'un endomorphisme de P*. Lorsque
Y # 0, le jacobien de la mesure p,, n’est plus constant. Contrairement a la preuve classique,
les éléments de la suite ne sont pas des mesures de probabilité et il n’y a pas une, mais deux
inégalités & démontrer. La preuve donnée dans [BrDu99| repose sur des estimées précises
de contraction le long d’une branche inverse générique pour 5, ce qui requiert des estimées
quantitatives de distorsion le long des branches inverses établies par Berteloot-Dupont-Molino
[BDMOS8, BeDu19]. Nous adaptons cette stratégie dans le cadre du systéme dynamique mesu-
rable (J,F, My, . ,)> ce qui nécessite un controle précis de la contraction de f sur des tubes
centrés en des graphes de J génériques pour la mesure M, ;. Comme conséquence, nous
obtenons le mouvement des points périodiques répulsifs comme graphes périodiques répulsifs
pour F.

Dans le Chapitre 4, nous sortons du cadre de la dynamique déterministe pour nous pla-
cer dans le contexte de la dynamique aléatoire. Chaque endomorphisme a itérer est choisi
aléatoirement dans la famille au moyen d’une certaine loi de probabilité v sur 'espace des
parameétres. Les orbites sont alors de la forme

Z—>f>\1(z)—>~--—>f>\n0---0f>\1(2)—>---,

ol A1,..., A, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi v. Dans le cadre des endomorphismes
de P*, Fornaess et Weickert [FW00| ont construit une mesure d’équilibre adaptée au systéme
aléatoire, en introduisant les fonctions de Green non-autonomes. Nous construisons un ana-
logue de la mesure de Fornaess-Weickert dans le cadre plus général des applications d’allure
polynomiale [DS03]. Comme les fonctions de Green n’existent pas dans ce contexte, nous
adaptons 'approche dd® de Dinh-Sibony (voir aussi [DS10a]).

Etant donnée une mesure de probabilité v sur lespace des paramétres, on considére
'opérateur de tranfert moyennisé T, () : C°(V) — C°(V'), défini par

Y € CO(V) : T (p) :=d;* /A(f,\)*cp dv(N),

ou d; désigne le degré topologique commun des applications fy. Son adjoint 7, : MY(V) —
ML (V) correspond a l'opération de pullback des mesures, en moyenne.

Théoréme D. Soit (M, f), une famille holomorphe d’applications d’allure polynomiale de
la forme {fx : Uy — V}xenm. Soit v une mesure de probabilité a support compact sur M. I
existe une unique mesure de probabilité borélienne p sur' V- et un ensemble pluripolaire £ C 'V
tels que :

i) To(p) = p;
ii) pour toute mesure py € MY (V) satisfaisant uo(E) = 0, la suite (T (j10))nen converge
vers (1 pour la topologie faible-x ;

iii) si ' € MY(V) satisfait T, (1) = 1/, alors pour toute fonction ¢ € C°(V) N PSH(V),
on a (i, ) < (1, ).
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Comme dans [FWO00], un phénoméne de disparition de I’ensemble exceptionnel £ a lieu
sous des hypothéses de régularité de la mesure v (voir la Proposition 4.2.3).

Nous considérons ensuite que la loi ¥ dépend holomorphiquement d’un paramétre s € X2,
ou X est une variété complexe, et construisons un courant horizontal dans ’espace produit
> x M dont les tranches sont les mesures stationnaires du Théoréme D. La construction de
ce type de courants est I'une des premiéres étapes pour attaquer des questions de stabilité
dynamique dans ce contexte.

Théoréme E. Soit (M, f), une famille holomorphe d’applications d’allure polynomiale de
la forme {fn : Uy — Vixem. Soit (vs)sex un famille de mesures de probabilité sur M,
paramétrée par une variété complexe 3. Pour tout s € X, on note s la mesure vs-stationnaire
du Théoreme D. On suppose que

i) Uses Supp v est relativement compact dans M ;

it) la famille (vs)sex est holomorphe, (i.e. pour toute fonction 1 continue plurisousharmo-
nique sur V', la fonction s — (vg, 1) est continue plurisousharmonique sur %) ;

— (V)] )

= TVS (r(/})

Alors il eziste un (k, k)-courant positif fermé horizontal R sur ¥ x V' dont les tranches sont
les mesures vg-stationnaires construites au Théoreme D. Autrement dit :

iii) pour toute fonction v € CO(V'), lapplication est continue.

(1) VseX : (R,mx,8) = s.

Nous adaptons la stratégie développée dans le cas déterministe par Pham [Pha05] et Dinh-
Sibony [DS10a|. Nous construisons d’abord le courant R en tirant en arriére une forme lisse
dont les tranches sont des mesures de probabilité. On démontre (1) par dualité en évaluant
les deux termes contre des fonctions test . Par des techniques standard, on peut se ramener
au cas ol ¢ est continue et plurisousharmonique. Dans ce cas, la fonction s — ((R, s, s), ¢)
est plurisousharmonique. Grace au Théoréme D i), on montre qu’il suffit d’assurer que la
fonction s — (us, ) est plurisousharmonique sur 3. Pour cela, on utilise la condition iii) du
Théoréme D ainsi que ’hypothése éii) du Théoréme E.
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Chapitre 1
Matériel préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons les principaux concepts utilisés pour étudier la dy-
namique holomorphe multivariée a 1’aide de la théorie du pluripotentiel. Ces notions sont
désormais classiques et seront utilisées abondamment dans la suite de la thése. Les résultats
sont référencés, mais pour la plupart donnés sans démonstration.

1.1 Théorie du pluripotentiel

La théorie du pluripotentiel est I’étude des fonctions plurisousharmoniques et plus géné-
ralement des courants positifs. Pour une présentation détaillée, nous renvoyons a [Kli91| et
[Dem12|. Le contenu de cette section est standard, mais nous le rappelons car il est utile &
la compréhension du Chapitre 2 et fondamental pour notre approche dans le Chapitre 4.

1.1.1 Fonctions plurisousharmoniques

Introduites indépendamment par Oka [Oka42| et Lelong |Lel42|, les fonctions plurisou-
sharmoniques jouent un role important en analyse complexe. On rappelle d’abord la notion
de fonction sousharmonique, qui est fondamentalement une notion réelle.

Définition 1.1.1. Soit V un ouvert de C*. Une fonction u : V' — R U {—o00} semicontinue
supérieurement est dite sousharmonique (s.h.) si elle n’est identiquement égale & —oo sur au-
cune composante connexe de V' et si elle vérifie I’inégalité de la moyenne multidimensionnelle.
Autrement dit, pour tout z € V et pour tout 0 < ¢ < distcr(z,0V), on a

el
wz) < —— u(z + z)dx.
) Vol(Ber(0,€)) Ja0.) ( )

On note SH(V') l'espace des fonctions sousharmoniques sur 'ouvert V. Une fonction
u:V — RU{—o0} est dite harmonique si u et —u sont sousharmoniques. On note H(V)
I’espace ces fonctions harmoniques sur 'ouvert V. En dimension £ > 1, la notion de fonction
sousharmonique n’est pas invariante par changement de carte holomorphe. C’est pourquoi
on introduit ’espace suivant, qui sera plus adapté au cadre des variétés complexes.
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Définition 1.1.2. Soit V' un ouvert de C*. Une fonction u : V — R U {—o00} semicontinue
supérieurement est dite plurisousharmonique (p.s.h.) si elle n’est identiquement égale & —oo
sur aucune composante connexe de V et si elle vérifie 'inégalité de la moyenne dans toutes
les directions. Autrement dit, pour tout z € V et pour tout r € C* tel que 0 < |r| <
dister (z,0V), on a
u(z) < i/ u(z + re’)do.
21 J0,27)

Si V' C CF est ouvert connexe, u est une fonction p.s.h. sur V, et h : V! — V est ho-
lomorphe, alors la composée u o h est p.s.h. sur V’ ou identiquement égale & —oo ([KI1i91,
Corollary 2.5.7]). Comme il s’agit d’une notion locale invariante par changement de coor-
données, la définition s’étend a toute variété complexe N. On note PSH(N) 'espace des
fonctions p.s.h. sur N. En particulier, la composition d’une fonction p.s.h. par toute carte
locale holomorphe est sousharmonique.

Une fonction v : N — R U {—o0} est dite pluriharmonique si u et —u sont plurisoushar-
moniques. On note PH(N) 'espace des fonctions pluriharmoniques. Une fonction plurihar-
monique est analytique réelle et définit localement la partie réelle d’une fonction holomorphe.

Pour un ouvert V' C C*, on a les inclusions PSH(V) C SH(V) et PH(V) C H(V).
Ces classes de fonctions sont invariantes par un certain nombre d’opérations et jouissent de
propriétés de compacité qui sont cruciales en dynamique holomorphe a plusieurs variables,
dont nous verrons des illustrations dans cette thése au cours des Sections 1.3.1 et 2.2. Le
résultat suivant (voir [K1i91, Lemma 2.2.9]) est appelé inégalité de Harnack. On 1'obtient au
moyen de la formule intégrale de Poisson.

Proposition 1.1.3. Soit un entier m € N*, un point o € C™, deuz réels 0 <r < R. On
note B := Bem (g, R). Pour toute fonction u € H(B) NC°(B) et tout x € Bem(zg,7), on a
1-r/R 1+r/R
B < < — .
(1 + T’/R)m_l f(l’g) — f(x) — (1 _ T/R)m_l f(IO)
Deux conséquences importantes de cette inégalité sont respectivement le théoréme de

Harnack et le principe de compacité (voir [K1i91, Theorem 2.2.10] et [K1i91, Theorem 2.2.11}).
Proposition 1.1.4. Soit V C CF un ouvert et (u,)nen une suite de fonctions harmoniques
sur V.

i) Si la suite (uy)nen converge localement uniformément vers une fonction u : V. — R,

Un,
alors uw est harmonique. De plus, pour tout 1 < 57 < m, la suite (—) converge
Lj neN

_ ) ou

localement uniformément vers e
l‘ .
j

i1) Si la suite (uy)nen est croissante, alors la fonction u := lim w, est soit harmonique,
n—oo

soit constante égale a +00.

Proposition 1.1.5. Soit V' C C* un ouvert et (u,),en une suite de fonctions harmoniques
localement uniformément bornée. Il existe une sous-suite (un,)jen qui converge localement
uniformément vers une fonction u:V — R.

17



En combinant les Propositions 1.1.4 et 1.1.5 appliquées dans le cas k = 1 pour des disques
holomorphes, on obtient que toute limite d’une suite de fonctions pluriharmoniques locale-
ment uniformément majorées sur une variété complexe M est pluriharmonique.

Le résultat suivant (voir [K1i91, Corollaire 2.9.8|) est appelé principe d’identité faible.

Proposition 1.1.6. Soient N une variété complexe de dimension k et u,v € PSH(N). Si
u = v presque-partout, alors u = v sur N.

On peut remplacer I’égalité par une inégalité. Nous utiliserons le cas ot v est une constante.

Proposition 1.1.7. Soit N une variété complexe, u € PSH(N), et ¢ € R une constante
telle que u < ¢ Lebesque-presque partout. Alors u < ¢ partout.

Démonstration. On suppose que N est un ouvert de C*, k € N*. Comme PSH(V) C SH(V),
la fonction w est sous-harmonique. Ainsi, si z € V et 0 < € < dister(z,0V), on a

1
u(z) < —Vol(B(O,E)) /B(O,s) u(z + x)dr <,

car u(z + x) < ¢ pour Lebesgue-presque tout = € B(0, ). O
Le résultat suivant, moins standard, sera utilisé au cours du Chapitre 4.

Proposition 1.1.8. On considére deux variétés complexes M et N, une fonction borélienne
magjorée u : M x N — [—o00,c|, ou ¢ € R, et une variable aléatoire X sur M suivant une loi
de probabilité v. On suppose que :

— pour v-presque-tout X € M, la fonction u(X,-) est p.s.h. sur N ;
— pour tout z € N, la fonction u(-, z) est localement v-intégrable sur M.

Alors la fonction z — E,[u(X, 2)] est p.s.h. sur N.

Démonstration. La plurisousharmonicité étant une notion locale, il suffit de prouver le résul-
tat lorsque N est un ouvert de C*, k € N*. Quitte & remplacer v par u — ¢, on peut supposer
que la fonction u est négative, ce qui justifie I'utilisation du théoréme de Fubini-Tonelli (x)
et du lemme de Fatou (x#) dans les raisonnements suivants. Soit z € V et r € C* tels que
B(z,|r|) € V. Comme, pour v-presque tout A € M, la fonction z — u(\, z) vérifie I'inégalité
de la moyenne dans toutes les directions, on a

1 .
u(A, z) < —/ u(A, z + re)do,
2m 10,27

presque stirement. Par croissance de I’espérance, on obtient

1

1 ; * .
Ey[u(A 2)] < B, _/ u(X, z +re?)df | = —/ E, [u(X, z +re)] db.
27 Jjo,2q] 27 Jjo,2x(

Ainsi, la fonction z — E,[u(A, 2)] vérifie elle-méme 'inégalité de la moyenne dans toutes

les directions. Il reste & vérifier la semi-continuité supérieure. Soit z € V et z; — 2. A
j—oo
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nouveau, comme z — (A, z) est semi-continue supérieurement pour presque-tout A € M,
par croissance de l’espérance, on a

limsup E, [u(X, z;)] 2 E, [Iim sup u(A, zj)] <E, [u(A,2)],

Jj—00 j—o0
ce qui permet de conclure. O

Définition 1.1.9. Soit N une variété complexe et u € L}, .(N). L’enveloppe régularisée
supérieure de u est définie par u*(a) = limsup u(z).
z—a
La compatibilité des espaces SH(N) et PSH(N) avec la régularisation supérieure est
un résultat important de la théorie, découlant des techniques usuelles de régularisation par
convolution (voir [K1i91, Theorem 2.9.14]). Nous utiliserons la version plurisousharmonique.

1

Proposition 1.1.10. Soit N une variété complexe et u € L,

la moyenne dans toutes les directions. On a u* € PSH(N).

(N) satisfaisant l'inégalité de

Corollaire 1.1.11. Soit N une variété complexe et (u,)nen une suite de fonctions p.s.h.

localement uniformément majorées. Notons u = limsup u,,. Alors u* € PSH(N).
n—oo

Démonstration. On peut supposer que N est un ouvert de C*, k € N*. On cherche a appliquer
la Proposition 1.1.10. Comme la suite u,, est localement uniformément majorée, la fonction
u est localement intégrable. Il reste a montrer que la fonction w satisfait 1'inégalité de la
moyenne dans toutes les directions. Soit z € V et soit r € CF tels que B(z,|r|) C V. Quitte
a remplacer localement wu, par u, — supu,, on peut supposer que u, < 0. Ceci justifie
l'utilisation du lemme de Fatou (x). Comme u,, € PSH(V'), pour tout n € N, on a

1

Uy (2 S—/ un(z + re'®)do.
(S gz || wmltre)

Ainsi, pour tout € > 0, si n est assez grand, on obtient

1 . * ] .
un(z) < limsup (— / U (2 + Te“g)dg) +e< — u(z +re)dd + ¢.
n—00 T J10,2n] ™ J1o, 2
Pour conclure, on passe a la limite supérieure selon n, puis on fait tendre € vers 0. O

Nous présentons maintenant le principe de compacité (voir [Dem12, Proposition 1.5.9])
pour 'espace PSH(N), et le théoreme de Hartogs (voir |[K1i91, Theorem 2.9.18|) qui précise
le comportement de ses suites convergentes.

Proposition 1.1.12. Soit N une variété complexe. Pour tout p < +oo, l'espace PSH(N) est

un sous-ensemble fermé de LY (N). De plus, si (un)nen est une suite de PSH(N) localement

majorée, ['une des propriétés suivantes est satisfaite
i) la suite u, converge localement uniformément vers —oo ;

i) il existe une sous-suite u,, qui converge dans Lj, (N) vers u = (imsup uy,)*, pour tout
1 <p<oo.
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Proposition 1.1.13. Dans le cas ii) de la Proposition 1.1.12, si h : N — R est une fonction
continue telle que u < h, alors u,, < h pour i assez grand. De plus, on a limsupu,, < u,
avec égalité en-dehors d’un ensemble pluripolaire.

Un ensemble est dit pluripolaire s'il est localement inclus dans 'ensemble {u = —oo}
pour une fonction u plurisousharmonique. Les ensembles pluripolaires sont a la théorie du
pluripotentiel ce que les ensembles négligeables sont a la théorie de la mesure. La classe des
ensembles pluripolaires contient celle des sous-ensembles analytiques, mais elle est stable par
réunion dénombrable, ce qui la rend particulierement adaptée, par exemple, a I’étude de la
dynamique post-critique. Comme pour les fonctions holomorphes, nous avons un résultat de
prolongement pour les fonctions p.s.h. (voir par exemple [KIi91, Theorem 2.9.22]), obtenu
comme une conséquence de la plurisousharmonicité de I’enveloppe régularisée supérieure.

Proposition 1.1.14. Soit N une variété complexe et F C N un ensemble pluripolaire fermé.
Considérons une fonction w € PSH(N \ F') majorée sur N\ F'. Alors elle se prolonge en une
fonction uw € PSH(N) définie par la formule suivante

N u(z) stz € N\ F,
u(z) = § limsupu(y) sinon.
y—z,y¢F

Nous terminons cette section avec un simple résultat technique que nous utiliserons dans le
Chapitre 4. Une fonction u p.s.h. sur un ouvert V. C CF est dite strictement plurisousharmo-
nique sl existe une constante ¢ > 0 telle que la fonction u. définie par u.(z2) := u(z) — || z||?
est plurisousharmonique.

Lemme 1.1.15. Si V C C* est un ouvert et ¢ € C3(V), il existe deuz fonctions pi €
C2NSPSH(V) telles que ¢ = o — @_.

Démonstration. 11 suffit de poser ¢i(2) = ¢(z) + A||z|]%, o-(2) = Al|z]|* pour A > 0
suffisamment grand. O

1.1.2 Courants positifs fermés

Dans cette section, nous rappelons les concepts permettant de définir les courants, ainsi
que la notion de positivité introduite par Lelong [Lel57]. Ces courants jouent un role crucial
en théorie du pluripotentiel, et en particulier en dynamique complexe.

Soit NV une variété complexe de dimension n € N. Une forme différentielle u de bidegré
(p,q), sur N, ou (p, q)-forme, est une section du fibré vectoriel A??7*N. En fixant un systéme
de coordonnées locales {dz,...,dz,,dz1,...,dz,}, au voisinage de zy € N, on peut écrire

u(z) = Z ur,y(2)dzr A dzy,

[I|=p,|J|=q

ot ur s est une fonction lisse, dz; = dz;, A... Adz;, si ] = {i1,... i} et dz; = dz;; A... NdZj,
st J =J1,...,J; On note DP(N) I'espace des (p, q)-formes lisses a support compact et pour

20



tout compact K € N, on note DP4(K) I'espace des (p, q)-formes & support dans K. On munit
DP4(K) de la topologie induite par la famille de semi-normes (p;);en définie par

pi(u) := max sup||Durs .
Hl=p|Jl=¢ K
On définit 'espace D, ,(N) des courants de bidegré (p,q) sur N, ou (p, ¢)-courants comme
'espace des formes linéaires S sur D ~P"~(N) dont la restriction & D" "~ 9(K) est continue

pour tout compact K € N. On notera (S, u) le crochet de dualité. En coordonnées locales,
un (p, g)-courant S s’écrit

S(z)= > Si(2)dz Adz,

[I|=p,|J|=q

ou St sont des distributions. Un courant S est dit d’ordre 0 s’il se prolonge aux formes
continues, autrement dit si les distributions S7 ; sont des mesures complexes. La masse d'un
(p, p)-courant S d’ordre 0 est définie comme la mesure positive [|S|| := >, ;[Sr;|. Elle
dépend, a priori, du choix d'une carte locale. Le support de T, noté Supp T est le plus petit
fermé F' C N pour lequel la restriction de T'a D"~ 9(N\ F') est nulle. On dit qu’une suite de
(p, q)-courants (.S;);en converge vers un (p, q)-courant S si pour toute forme u € DI P""(N),
on a zli>r£3 (Si,u) = (S,u). Le lemme suivant est une conséquence directe des définitions. Il

traduit une propriété de semi-continuité inférieure du support.

Lemme 1.1.16. Soit (S;);en une suite de (p,q)-courants sur une variété complexe N qui
converge vers un (p, q)-courant S. Alors

Supp S C ﬂ U Supp S;.

keEN i>k

Exemple 1.1.17. Une (p, q)-forme différentielle u sur N définit un (p, q)-courant par
Yo € DY PPUN) @ (u,v) ::/ uAwv.
N

Exemple 1.1.18. [Dem12, III §2.B] Une sous-ensemble analytique A C N de dimension p
définit un (n — p,n — p)-courant [A], appelé courant d’intégration, par

WEWHMqumm:/ .
Areg
ol Areg désigne la sous-variété analytique des points réguliers de A. Cette intégrale converge

au voisinage des points singuliers Agng au moyen d’une estimée de Lelong [Lel57].

Le produit T'Au d’un courant T' par une forme lisse a support compact, le poussé en avant
g, T par une application propre g, le tiré en arriere g*'I' par une submersion et la différentielle
extérieure dT sont définies naturellement par dualité et jouissent des mémes propriétés de
compatibilité que pour les formes. Les opérateurs

T—TANu ; TwgTl ; Tw—gT ; Tw—dT
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sont continus sur l'espace DP4(N) pour la topologie de la convergence faible.

En particulier, les opérateurs de différentielle extérieure 9 et 0 sur les formes s’étendent
par dualité aux courants en

d: Dp,q(N) - DpH,q(N) et 9: Dp,q<N) — Dpgt1 (V).

Le théoréme de Stokes assure que ces prolongements coincident avec les définitions usuelles
pour les formes différentielles. On a la décomposition d = 9 + 0 et on définit I'opérateur
d®:= 5-(0 — 9), de sorte que dd® = 5-99. Un courant S est dit fermé si dS = 0.

Un (p,p)-courant S est faiblement positif si (S,u) > 0 pour tout forme u de la forme
u=1ia; AL A ... Nia, ANag, avec o € DYO(M). Un (p, p)-courant S est positif si (S, u) > 0
pour toute forme u faiblement positive comme (n—p, n—p) courant. Le courant d’'intégration
[A] sur une sous-variété complexe A C N est positif. Les notions de positivité et de faible
positivité coincident en bidegré (0,0), (1,1), (n—1,n—1) et (n,n) [Dem12, Corollary I11.1.9],
ce dernier cas correspondant aux mesures positives. Un (1, 1)-courant fermé S est positif si
et seulement s’il s’écrit localement S = dd°u, avec u plurisousharmonique. Dans ce cas, la
fonction u est appelée potentiel local du courant S.

Un courant positif S est d’ordre 0. Etant donné un systéme de coordonnées locales, sa
masse est équivalente a la semi-norme défine par ||S|| = S A Wk, ot w est la (1,1)-forme
différentielle strictement positive définie localement par w(z) = dd°||z||*. L’espace des (p, p)-
courants positifs fermés S de masse ||.S|| < 1 définit un cone convexe compact dans D, ,(N).

Lelong [Lel68] a introduit une généralisation de la notion de multiplicité d’un sous-
ensemble analytique en un point singulier pour un courant positif fermé.

Définition 1.1.19. Soit 7" un (p, p)-courant positif fermé de B(0,1) C C™. Pour tout a €
B(a,r), on définit

_ Mp@anT A (dde||2]*)" ||
v(T,a,r) = g oy .
Le nombre de Lelong de T en a est défini par

v(T,a) = lgrg) v(T,a,r).

Cette limite existe toujours et est invariante par changement de coordonnées holomorphes
(voir par exemple [Dem12, Chapter I11.5]), ce qui permet de donner un sens a la notion de
nombre de Lelong sur une variété complexe. Le nombre de Lelong en a d’un sous-ensemble
analytique A est un entier qui est exactement la multiplicité de A en a ([Thi67, Theorem 5.1]).

Un probléme central et récurrent concerne la définition du produit entre deux courants.
Comme pour les distributions, il n’existe aucune application produit (S,7) — S AT qui soit
continue et qui prolonge le produit entre un courant et une forme a support compact, & moins
d’en restreindre I’ensemble de définition. La théorie de l’intersection, une partie importante
de la théorie du pluripotentiel, consiste a définir un tel produit pour une classe suffisamment
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grande de courants positifs fermés. Nous considérerons la situation dans laquelle le courant
T est un (p, p)-courant positif fermé, ot p < n, et S un (1, 1)-courant positif fermé dont les
potentiels locaux sont suffisamment réguliers. En suivant 'approche de [BeTa82|, si u est une
fonction p.s.h. bornée sur N, on définit le produit extérieur de dd‘u et T par la formule

dd°u AT = dd°(uT).

Cependant, cette définition est encore insuffisante pour considérer le produit (ddu)!,
pour [ < n, dans le cas ou le potentiel u admet une singularité logarithmique. En notant
L(u) I'ensemble des points z € N telle que la fonction u n’est bornée sur aucun voisinage de
z, le courant produit sera bien défini dés lors que L(u) évite suffisamment le support de 7.
C’est I'objet du résultat suivant, qui est une conséquence de [Dem12, Proposition I11.4.1].

Proposition 1.1.20. Soit T' un (p, p)-courant positif fermé sur une variété compleze N de
dimension n > p, et u € PSH(N). On suppose que L(u) NSupp T est discret. Le produit uT
définit un courant d’ordre 0. En particulier, les courants T A (dd°u)! définissent des courants
positifs fermés pour tout 1 <[ < n — p.

Le résultat suivant est un cas particulier de la formule de Crofton (voir par exemple
[Dem12, Corollary I11.7.11]). Nous 'exploiterons dans la Section 2.3.5.

Proposition 1.1.21. Pour tout n € N* et a € C", on note D l’espace des droites complexes
de C" passant par a. On munit D de la structure d’espace projectif complexe et on note W
la mesure de probabilité induite par la métrique de Fubini-Study sur D. Alors

/D[A]dw — (ddlog |z — a])"".

Dans [DS06], les auteurs développent une théorie de l'intersection adaptée a I'étude de
la classe des courants positifs fermés dits horizontaux. Voici une définition simplifiée qui
conviendra dans notre contexte.

Définition 1.1.22. Soient ¥ une variété complexe de dimension [ et V un ouvert de C*.
Considérons 7y : ¥ xV — Vet s : ¥ XV — ¥ les projections canoniques. Un (k, k)-courant
positif fermé R sur ¥ x V' est dit horizontal si my(Supp R) € V.

Si le courant R était une (k, k)-forme lisse, on pourrait définir sa tranche (R, 7, s) comme
sa restriction a la fibre 77! (s). Dans ce cas, la tranche correspond a I'intersection RA [71(s)].
Pour généraliser cette définition aux courants, nous spécifions 'approche de [DS06] (voir
aussi [Fed69|) dans le cas du bidegré (k, k), que nous utiliserons par la suite. Cette approche
constitue la théorie du slicing, dont 'idée de base est de régulariser par des approximations
de I'unité horizontales.

On fixe un systéme de coordonnées locales sur ¥, une forme volume d vols;, une fonction
lisse & support compact 6 d’intégrale 1, et on considére 6, . (y) := e 20(¢7*(y—s)). On définit
la tranche (R, 7y, s), si la limite suivante existe et est indépendante des choix des coordonnées
locales, de dvols, et de 6, par

lim R A 75,(6s .d voly).

e—0
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Dans ce cas, il s’agit d'un (k + [, k + [)-courant positif fermé supporté dans {s} x V, que
I'on confondra avec une mesure positive sur V. Cette mesure jouit d’une caractérisation
fondamentale, précisée par le point i) du résultat suivant (voir [DS06, Théoréme 2.1]).

Proposition 1.1.23. Soit R un (k, k)-courant positif fermé horizontal sur 3 x V.

i) Pour tout s € X, il existe une unique mesure (R, ms,s) a support compact sur V
satisfaisant

VQ e DID(S) Ve € CR(B x V) /E<(R,7rg, s), (s, ))Q(s) = (R A T5(2), ).

ii) Si € PSH(X x V), alors la fonction s — ((R, 7, s),¥(s,-)) est p.s.h. sur X.

iii) La masse de la mesure (R, s, s) ne dépend pas de s.

Corollaire 1.1.24. Avec les notations de la Proposition 1.1.23, l’application
s +— Supp(R, 7y, s)
est semi-continue inférieurement pour la topologie de Hausdorff sur les compacts de V.

Démonstration. Soit s € X. Supposons qu’il existe € > 0, 7 > 0 et z € Supp(R, 7y, s) tel que

sup  {dist(z, Supp(R, s, s'))} > €.
O<distx(s,s’)<r

Soit une fonction x € C°(X x V) telle que x = 1 sur B(s,r/2) x B(z,e/2) et x =0 hors de
B(s,r) x B(z,¢). Considérons aussi une forme lisse Q2 € DY (B(s,r)). D’aprés la Proposition

1.1.23 4), on obtient

(RAT). 20 = [ (R, ) (5 )A) = 0,
)
car Supp x NSupp(R, s, §') = 0 pour Q-presque tout s’ € .. Comme cette égalité est vérifice

pour tout choix de 2 € Dg’l)(B(s,r)), ceci montre que (s,z) ¢ Supp R. En particulier,
z & Supp(R, 7y, ). O

1.2 Dynamique complexe
Nous décrivons dans cette section un panorama des résultats principaux concernant la
dynamique des endomorphismes des espaces projectifs complexes de dimension quelconque

qui nous seront utiles dans les chapitres suivants. Les deux références principales pour cette
section sont [DS10a, BBD18|.
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1.2.1 Dynamique des endomorphismes de P*

On désigne par P* I'espace projectif complexe de dimension & € N*, muni de sa struc-
ture de variété complexe. On rappelle que le théoréme de Chow (voir par exemple [Chi89,
§7.1]) assure que les sous-ensembles algébriques de P* correspondent & ses sous-ensembles
analytiques. Un endomorphisme de P* est une application holomorphe f : P* — P*. Comme
I'espace P* est compact, ces endomorphismes réalisent des applications propres. Le résultat
suivant renseigne leur nature algébrique.

Propriété-Définition 1.2.1. Soit f un endomorphisme de P*. 1l existe un entier d et des
polynémes homogenes P, ..., P, € C[Xy,..., X} de degré d, sans facteur commun, tels que

Ve ePr o f(z) = [Po(2):...: Pu(2)).

On appelle d le degré algébrique de f et on note Hy(P*) I'espace des endomorphismes de P*
de degré d.

L’espace Hq(P*) est paramétré par un ouvert dense dans PVr¢ pour la topologie de Za-
riski, avec Ny g4 = w, ce qui donne un sens analytique aux questions de généricité

(voir [FS94]). Dans cette thése, on supposera toujours que d > 2.

La description algébrique des endomorphismes de P¥ permet d’utiliser des outils propres a
I’arithmétique des polynomes. Par exemple, le théoréme de Bézout sur le nombre de solutions
d’un systéme polynomial (voir [Chi89, §10.4]) assure qu'un endomorphisme f € Hq(P*)

dk+1*1 . , . A . . .
admet exactement “-—— points fixes, comptés avec multiplicité. En particulier, si on note
Per, (f) l'ensemble des points périodiques de f de période n, comptés avec multiplicité,

on obtient | Per,(f)| ~ d*". De la méme facon, un point z € P* admet exactement d*
n—oo

préimages par f, comptées avec multiplicité. En outre, f réalise une application ouverte, ce
qui en fait un revétement analytique ramifi¢ de P* de degré d*, dont on note Cy I'ensemble
critique. L’entropie topologique (voir [KH99]|) du systéme (P*, f) vaut

h(f) = klogd.

La minoration h(f) > klogd est obtenue par un résultat de Misiurewicz-Przytycki [MP77]
portant sur la dynamique des applications de classe C! sur une variété compacte orientable.
L’inégalité réciproque est obtenue par Gromov |[Gro77| (voir aussi [DS10a]).

Le théoréme suivant condense les résultats [Bro65, FLM83, Lyu83a| pour la dimension 1
et [FS94, BrDu01, DS03] pour la dimension supérieure.

Théoréme 1.2.2. Soit f € Hq(PF), d > 2. Il existe une unique mesure de probabilité bo-
rélienne py sur Pk f-invariante, ergodique, d’entropie maximale. De plus, la mesure [y ne
charge aucun sous-ensemble analytique et il existe un sous-ensemble analytique £ G PF tel
que pour tout point z ¢ £, on a

lim d™*" > " 6, = py,

n—oo
f(y)==
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ou les préimages sont comptées avec multiplicité.
Définition 1.2.3. On note J; := Supp s U'ensemble de Julia du systéme (P*, f).

L’ensemble &, appelé ensemble exceptionnel de f, est vide pour un choix générique de
f € Hq(P*) (voir [FS94, Théoréme 4.6]). En dimension k = 1, I'ensemble £ est consitué
d’au plus deux points et évite toujours I’ensemble de Julia. La vacuité de I'ensemble & N J
constitue une question ouverte en dynamique holomorphe multivariée.

Le Théoréme 1.2.2 admet de nombreuses conséquences pour la mesure py (voir par
exemple [BrDu01, §3]). En particulier, elle est mélangeante. Dinh et Sibony [DS10b] pré-
cisent aussi une vitesse exponentielle explicite pour la convergence du Théoréme 1.2.2 pour
des fonctions test suffisamment réguliéres.

Un second résultat d’équidistribution portant sur les points périodiques répulsifs joue
un role central (voir [BrDu99| et [DS10al]). On note R, (f) I'ensemble des points périodiques
répulsifs de f de période n, i.e. les points z € Per,(f) au voisinage desquels f™ est expansive.
En dimension k& = 1, on a toujours R, (f) C J(f). Ce n’est plus le cas en dimension supérieure
(voir [HP94| et [FS01]). On définit ensemble des J-cycles de f par R/ (f) := R.(f) N J(f).
La compréhension asymptotique de I'ensemble R, (f) \ R;(f) reste un probléme délicat.

Théoréme 1.2.4. Soit f € Hq(P¥). Alors

lim d™*" > " 5. = py.

n—00
z€R;(f)

Le Théoréme 1.2.4 assure a la fois que |RI(f)] ~ d*" et que U RJ(f) = J(f). Les

n—oo
neN

J-cycles jouent donc un role important pour comprendre I’ensemble de Julia, qui constitue
le compact totalement f-invariant sur lequel la dynamique est la plus chaotique. La vitesse
de convergence dans le Théoréme 1.2.4 constitue une question difficile.

On considérera au cours du Chapitre 3 une classe naturelle de mesures invariantes de
grande entropie. Le résultat suivant [DeT05, Din07| sera utilisé a plusieurs reprises.

Lemme 1.2.5. Soit f € Hq(P*), d > 2 et v une mesure ergodique f-invariante telle que
hy,(f) > (k—1)logd. Alors Suppv C J(f).

1.2.2 Théorie de la stabilité

On rappelle les éléments de la théorie de la stabilité introduits dans [BBD18|. On pourra
aussi consulter [BeBil8al.

Définition 1.2.6. Une famille holomorphe d’endomorphismes de P¥ de degré d > 2, est un
couple (M, f), ot M est une variété complexe et f : M x P¥ — M x P* est une application
holomorphe, de la forme (A, z) — (A, fA(2)), telle que chaque application f, admet le méme
degré algébrique d, en tant qu’endomorphisme de P*.
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Etant donnée (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P*, considérons 1’es-
pace O(M,P*) des applications holomorphes sur M & valeurs dans P*. Muni de la topologie
de la convergence uniforme locale, il s’agit d’un espace polonais (i.e. métrique complet sépa-
rable), comme fermé de 'espace polonais C°(M, P¥). Plus précisément, la distance entre deux
éléments 1, v, € O(M,P*) est donnée par :

+oo
disto(y1,72) := Z 27" max (1, sup distpk(%()\),vg(/\))) :

e AeKy,

ou la famille (K, )nen est une ezhaustion de M par des compacts, c’est-a-dire une suite
croissante de compacts recouvrant M et telle que pour tout n € N, l'intérieur de K,
contient K,. La topologie induite par cette distance ne dépend pas du choix dune telle
exhaustion. La famille f induit une application continue F sur 'espace O(M,P¥), définie de
la maniére suivante.

Vy € O(M,P*)VYA € M = F(v)(A\) := (frov)(\).

On note T, := {(A\,7(\)), A € M} C M x P* le graphe d’un élément v € O(M, P¥). Pour
tout paramétre A € M, on note aussi py : O(M,P¥) — P* Papplication d’évaluation en \ :

VA€ M : pr(y) = ().
Pour tout A € M, 'application p, est continue et satisfait la relation py o F = f) o px.

Définition 1.2.7. Une lamination (au-dessus de M sur P*) est un sous-ensemble borélien
L C O(M,P*) tel que pour tout couple de graphes v;,7, € £, on a

L,NC, #0 = n ="
Pour tout A € M, on note Ly := px(L) = {y(A\),y € L} la fibre de L en .

On dit qu’une famille d’ensembles mesurables E) admet un mouvement holomorphe le
long de M ¢’il existe une lamination £ telle que pour tout paramétre A € M on a L) = F).

Le résultat fondamental suivant, di & Mane-Sad-Sullivan [MSS83], Lyubich [Lyu83b], et
DeMarco [DeMO03| définit et caractérise la stabilité dynamique au sein des familles de fractions
rationnelles.

Théoréme-Définition 1.2.8. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P*
de degré d > 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) les ensembles de Julia J, admettent un mouvement holomorphe le long de M ;
(2) dd°L =0, ou L(X) := / log | f3(2)|ua(2) est Iexposant de Lyapunov de la mesure juy ;
Pl

(3) les ensembles Ry := UpenR,(fy) des points périodiques répulsifs de f) admettent un
mouvement holomorphe de long de M.

On dit que la famille est stable si ces conditions sont vérifiées.
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Plus généralement, le lieu de stabilité Stab(f) € M d’une famille holomorphe (M, f)
d’endomorphismes de P! est I’ensemble des paramétres X € M qui admettent un voisinage
ouvert Oy C M tel que la famille (Oy, f|y, xp1) est stable.

Comme énoncé dans l'introduction, la situation devient hautement plus complexe en di-
mension k£ > 2. Nous donnons maintenant les ¢léments de [BBD18| qui généralisent la théorie
de la stabilité en dimension supérieure.

On considére (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* de degré d > 2.
Pour tout parameétre A € M, notons uy la mesure d’équilibre de fy et Jy := Supp(u,) son
ensemble de Julia. Une idée clef dans [BBD18| consiste a remplacer la condition £, = Jy
dans la définition du mouvement holomorphe de I’ensemble de Julia par py(£y) = 1. En ce
sens, il s’agit d’une théorie mesurable des mouvements holomorphes.

Définition 1.2.9. Une lamination d’équilibre, ou mouvement holomorphe mesurable des en-
sembles de Julia, est une lamination F-invariante £ telle que uy(L£y) = 1, pour tout A € M,
et telle que application F : £ — L est d*-to-1.

Définition 1.2.10. On dit que la famille (M, f) est p-stable si un tel mouvement holomorphe
mesurable des ensembles de Julia existe. Plus généralement, le lieu de stabilité u-Stab(f) C M
d’une famille (M, f) d’endomorphismes de P* est I'ensemble des paramétres A € M qui
admettent un voisinage My C M tel que la famille (Mo, f|p,xpr) st p-stable.

Considérons l'espace
T = {y € O(M,P*) : v(\) € Jy, VA € M}.

Il s’agit d’un sous-ensemble fermé de O(M,P*) invariant par F, ce qui en fait un systéme
dynamique topologique (J,F). Les propriétés ergodiques de ce systéme dynamique sont
cruciales dans I’approche de [BBD18]. On désigne par C; C M x P* 'ensemble critique de f
et on note GOf(Cy) := (Upso /™ (U,50 F™(Cy))) sa grande orbite, c’est-a-dire le plus petit
sous-ensemble totalement f-invariant de M x P* qui contient Cj.

Définition 1.2.11. Un tissu d’équilibre est une mesure de probabilité borélienne M sur
O(M,P*) satisfaisant :
i) Supp M est compact ;
i) FLM=M,;
iii) VAe M : py M = p,.
Un tissu d’équilibre est dit acritique si M(Js) =0, ou Js:={y € T : Ty NGOs(Cy) # 0}.

Dans [BBD18|, la définition requiert que la mesure M soit supportée dans l'espace J.
C’est en fait une conséquence de la définition simplifiée ci-dessus [BeBr23, Definition 2.3|.

Proposition 1.2.12. §i M est un tissu d’équilibre, alors Supp M C J.
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Démonstration. Soit v ¢ J. Il existe A tel que v(A) ¢ Jy. Comme l'application py :
O(M,P*) — P* est continue et Jy, C P* est fermé, I'ensemble py'(P¥ \ Jy) est un ouvert
contenant ~y. De plus :

MPy PPN Jy)) = (o M) (PN J2) =1 = pa(a)) = 0,
ce qui montre que v ¢ Supp M. O

L’existence d’un tissu d’équilibre acritique implique celle d’une lamination d’équilibre
[BBD18, Theorem 4.1] et est, en principe, beaucoup plus facile & démontrer. Pour construire
une lamination d’équilibre £ & partir d’un tissu d’équilibre acritique M, les auteurs utilisent
d’abord la théorie de Choquet pour rendre la mesure M ergodique [BBD18, Proposition 2.4].
La construction de £ [BBD18, proof of Theorem 4.1| repose ensuite sur 'important résultat
suivant.

Proposition 1.2.13. Soit M un tissu d’équilibre acritique et I C J un compact. Alors
[’ensemble

Kn = U U {ve€T : TrpNTy #0 et Trigy) # Ty}

v'eK jeN
est de mesure nulle. Autrement dit, on a M(Kn) = 0.

La lamination d’équilibre est construite a partir de £ := K\ Js \ Kn, pour £ = Supp M.
La question de la vacuité de K est délicate. La preuve de la Proposition 1.2.13 repose sur une
estimée de contraction pour les branches inverses, sur le théoréme de récurrence de Poincaré
[BBD18, Section 4.3|, et sur une étude locale de la fonction de ramification

Ric(7y) == sup{dists(y,7"), v € K : T,NnIL, # 0}.

On remarque que Kn = {Rx > 0}. Une propriété de semi-continuité assure donc que l’en-
semble I est un sous-ensemble borélien.

Dans le chapitre 2, nous construirons un tissu d’équilibre sous une hypothése de normalité
post-critique, et montrerons que ce tissu est acritique. A cet effet, nous utiliserons le résultat
suivant, déja présent sous une autre forme dans la théorie [BBD18, Proof of Corollary 1.7].

Proposition 1.2.14. Soit M un tissu d’équilibre et p € N. Alors
M({yed : T, € f(Cp}) = .
Démonstration. Pour tout paramétre A € M, on a
My €T - T, C N < MUy €T = (WAN) € F(C) = Mp; (F(Cr,)).

Or la mesure py,M = p, ne donne pas de masse au sous-ensemble analytique f}(CY, ).
]

On note L(\) := / log | Jac fi(2)|ua(2) la somme des exposants de Lyapunov de p.
Pk

Le résultat principal de [BBD18| généralise le Théoréme 2.1.1 et caractérise de maniére
mesurable la stabilité dynamique au sein des endomorphismes.
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Théoréme 1.2.15. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* de degré
d > 2. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) p-Stab(f) = M ;
(2) dd°L = 0.
De plus, la condition

(3) les ensembles R{ = U,enR!(f\) des J-cycles de fy admettent un mouvement holo-
morphe le long de M,

implique les deuz conditions (1) et (2), et leur est équivalente si k =2 ou si M C Hq(P*) est
un ouvert simplement conneze.

Le résultat suivant assure que la p-stabilité est une notion locale et nous sera utile dans le
Chapitre 2. Il consiste en un procédé de recollement des laminations d’équilibre dont la preuve
est esquissée dans |Bial9, Proposition 4.18|. Par souci de clarté, nous la détaillons ici. Le point
important est que si M est un tissu d’équilibre ergodique acritique, alors M(L;ALy) = 0
pour toute paire de laminations d’équilibre £y, Lo, d’aprés [BBD18, Theorem 4.1].

Proposition 1.2.16. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* de degré
d > 2. On suppose que M est simplement connexe et que p-Stab(f) = M. Alors la famille
(M, f) est p-stable.

Démonstration. Quitte & considérer les composantes connexes de M, on peut supposer que
M est connexe. Soit (U, )nen une famille dénombrable d’ouverts recouvrant M telle que pour
tout n € N, la famille (U,, f|y,) est p-stable. On peut supposer que pour tout n € N,

I’ensemble
V.=
k<n
est connexe et simplement connexe. En particulier, cela assure que V,, N U, est simplement
connexe et que J, .y Vi = U, en Un = M.

Etape 1 : Pour tout n € N, la famille (V,,, f|v.,) est u-stable.
On définit E(()l) := Ly. Soit n > 0. On suppose qu’on a construit une lamination d’équilibre
£ pour la famille (Va., flv,,)- On considére les applications de restriction

Ry : O(VnJrl;Pk) — OV, N Un+17Pk)§
Ry : O(V,,,P*) = O(V,, N Upyy, PF);
Rs: O(Upsr,P*) = O(V,, N Upsy, PF).

Comme V,,, V,, .1 et U, 1 sont connexes, par unicité du prolongement analytique, les applica-
tions Ry, Ry et R3 sont injectives. On définit

LY = RY(Ro(LY) N Ry(Laya)), et
L), =T\ GOos((LL))),

ou on rappelle que la grande orbite d'un ensemble X C J est définie par GO¢(X) =
Uien Ujen f/(f7(X)). Comme V,, N Uy41 est simplement connexe, d’apres [BBD18, Theo-

rem 4.1] et linjectivité des applications R;, la famille Eﬂl est une lamination telle que
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MA(pA(ESL)) =1 pour tout A € V,,NU,4;. On a ES}A C ﬁﬁ?jl, donc la famille E,(llll est aussi

une lamination. De plus, comme pA(GOf((ﬁfloJ)rl)c)) = GOy, (p,\((,Cq(lOJ)rl)c)) est une réunion
dénombrable d’ensembles de mesure nulle, on a pA(ESJ)FI) = 1. Comme la grande orbite est

totalement invariante, ceci prouve que la famille ESLOJ)A est une lamination d’équilibre.

Etape 2 : La famille (M, f) est p-stable.
Pour tout n € N, comme M est supposé connexe, ’application de restriction

T O(M,P*) — O(V,,P")

est injective. Ainsi, la famille

£7(12) =r (L 1))

n n

définit une famille décroissante de laminations sur M satisfaisant (pk(ﬁ,(f))) = 1 pour tout
A € V,,. Dés lors, la lamination £ := [, oy L7 définit une lamination d’équilibre sur M. [

1.3 Propagation de régularité

Etant donnés une famille stable (M, f) d’endomorphismes de P* et un paramétre \g € M,
la restriction 9| 75, de toute fonction ¢ : P* — R al’ensemble de Julia de f,, jouit de la méme
régularité que . Le mouvement holomorphe des ensembles de Julia permet alors de définir
¥y JJy» = R en propageant la fonction ¢, = 1. Dans cette section, on met en évidence,
d’une part, que si k = 1, les fonctions ¢, héritent de la méme régularité que 1, et, d’autre
part, que les fonctions 1y peuvent étre prolongées a P* en préservant cette régularité. En
particulier, cela justifie que les fonctions potentiel ¢, qui seront utilisées dans la Section 3.1
seront définies uniquement sur .Jy.

1.3.1 Estimation holderienne pour les laminations sur P!

En dimension 1, la stratégie de Mane-Sad-Sullivan [MSS83] repose sur le A-lemme, dont
voici une reformulation.

Définition 1.3.1. On dit qu’'une lamination £ C O(M,P') au-dessus d’'une variété com-
plexe M sur P! induit un mouvement holomorphe continu si pour tout paramétre \g € M,
I'application hy, : M x Ly, — P! définie par

Vy e L 1 hy(Av(No)) :==7(N)
est continue.

Lemme 1.3.2 (\-lemme). Soit M un variété compleve. L’adhérence L d’une lamination
L C O(M,PY) définit une lamination et induit un mouvement holomorphe continu.

En particulier, étant donnée une famille holomorphe (M, f) de fractions rationnelles, si
chaque tranche £, contient l’ensemble des cycles répulsifs de fy, alors £ définit un mou-
vement holomorphe de I'ensemble de Julia le long de M. Par conséquent, tout mouvement
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holomorphe mesurable de I'ensemble de Julia dans P! (au sens de la Définition 1.2.9) induit
un mouvement holomorphe continu.

Il est remarquable que la continuité des applications hﬁo : Ly, — Ly, définies par
h3,(2) := hxo(A, 2), est obtenue comme une conséquence dans le A-lemme. Ce sont en fait
des applications quasiconformes [Ahl96]. Le prolongement en un mouvement holomorphe de
'espace P! tout entier fait 'objet du lemme de Stodkowski [Sto91].

Dujardin [Duj06] a observé que l'inégalité de Harnack (Proposition 1.1.3) permet d’obte-
nir une condition holderienne pour les laminations dans C. Nous reprenons sa preuve pour
montrer que cette condition est satisfaite pour toute lamination £ équicontinue en tant que
sous-ensemble de O(M,P!), et qu'elle implique le Lemme 1.3.2. Cela nous permet de souli-
gner le role joué par la dimension 1. Il s’agit donc d’une version alternative du A-lemme dont
la preuve fait appel & un outil élémentaire de théorie du potentiel.

Proposition 1.3.3. Soit M une variété complexe et L C O(M,P') une lamination équicon-
tinue. Pour tout ouvert My € M, il existe des constantes b > 0 et f < 1 telles que pour tous
parametres Ao, A € My, on a

(1.1) V1,72 € £ distpr (71( o), 12(Xo)) < b- distﬁl (711 (A),12(N))

En particulier, Uadhérence L de £ définit une lamination et induit un mouvement holomorphe
continu.

Démonstration. Dans tout ce qui suit, on choisit une normalisation de distp: de sorte que
diamp: (P!) = 1. Soit un parameétre \g € M. Il suffit de montrer 'estimation (1.1) pour tout
A appartenant & un voisinage ouvert de A\g. On considére un atlas holomorphe {U;, ¢;}5_, de
P! tel que pour chaque couple de points (21, 20) € P!, il existe i € {1,...,s} tel que z; € U;,
29 € U; et A := sup diamc(p;(U;)) < 1.
1<i<s

Pour tout 1 <1 < s, par équicontinuité de L en )\, il existe un réel R; > 0 suffisamment
petit pour que pour tout graphe v € L tel que y(\g) € U;, on ay(\) € U; pour tout paramétre
A € By(Xo, R;)) C Mp. On fixe 0 < R < min R; et on note B := Bj;(Ag, R). On considére

1<i<s
deux graphes 71,72 € L. Si 3 = 72, 'estimation (1.1) est immédiatement vérifiée pour tout
A € B. Sinon, on considere la fonction u?? : B — R, U {+oco} définie par

ul?(A) := —log distp: (71(A), 72(N)).

Comme L est une lamination, la fonction u7? est & valeurs dans R;. Les distances distp: et
©f (distc) sont équivalentes sur U;. Ainsi, il existe ¢ > 0 telle que pour tout A € B, on a

(1.2) ul?(A) —c <v2(A) <ul?(M) +e,
ott la fonction v2?(A) : B — [—log A, +o0[ est définie par

(1.3) v2(A) == —log [(wi(11(A) — @i(72(N))]-
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Comme les fonctions ¢ o1 et ¢ oy, sont holomorphes, I'équation (1.3) assure que la fonction
v2? est harmonique. En particulier, v72 € H(B) N C°(B). Par hypothése sur l'atlas, on a
—log A > 0 et la fonction v7? est positive. D’aprés la Proposition 1.1.3, pour tout 0 <r < R,
et tout A € By(Ag,7), on a

1
+7r/R 02 ().

(1.4) v2(N) < W o

7

En combinant (1.2) avec (1.4), on obtient

1+r/R 1+r/R
2N <cell 22(A
00 ¢ (1 ) e 0
_c 1+r/R .
ce qui montre l'estimation (1.1), en posant b :=e <1JF(I*T/R)”H) et f:= —%.

Soit maintenant deux graphes 1,7, € £ et un paramétre A € M tel que v (A) = 72()).
Considérons un parameétre \g € M et un ouvert My € M contenant A et \g. Il existe une
suite (V] )nen (respectivement (v4),en) de £ qui converge localement uniformément vers 7,
(resp. 7). On applique l'estimation (1.1) et on obtient, pour tout tout n € N,

(1.5) distp (7] (Mo), 75 (Mo)) < b~ distls (47 (A), 75 (V).

En passant a la limite dans (1.5) quand n — oo, on obtient v1(Ag) = 72(Xo), ce qui prouve
que L définit une lamination. La continuité du mouvement holomorphe induit par £ découle
alors de l'estimation (1.1) et de 'équicontinuité de la famille. O

En dimension 1, une conséquence du théoréme de Montel assure que pour qu’une famille
de fonctions holomorphes soit équicontinue, il suffit que leurs graphes évitent au moins trois
graphes holomorphes distincts. En particulier, toute lamination sur P! est équicontinue. La
situation n’est plus aussi simple en dimension supérieure. Le contre-exemple suivant fournit
une lamination dénombrable sur P? qui n’est pas équicontinue, mais il n’est pas de nature dy-
namique. En pratique, les laminations construites usuellement par des méthodes dynamiques
sont équicontinues.

Contre-exemple 1.3.4. Soit M = Bc(0,1) et (t,)nen une suite de nombres complexes qui
diverge vers +o0o. Pour tout n € N, on considére le graphe v, € O(M,P?) défini par

Yn(A) = [Mt, : 1/n 1.

L’ensemble L = {7,,n € N} définit une lamination. Chaque fonction 7, est a valeurs dans
la carte [z # 0] ~ C? C P2. Dans cette carte, la matrice jacobienne de ’application vy, au
point A =0 est Dy(y,) = (tg 0

L’absence de lemme de Hurwitz rend le A\-lemme inaccessible en dimension supérieure. La
preuve donnée ici ne s’étend pas pour k > 2, puisque la fonction v)? définie par (1.3) n’est
plus harmonique. Ainsi, la généralisation de la Proposition 1.3.3 est fausse sans hypothese
supplémentaire sur £. On rappelle que 'adhérence £ d’une lamination d’équilibre £ admet
mesurablement peu d’intersections (voir la Proposition 1.2.13). La question de la régularité
(estimation (1.1)) pour les laminations d’équilibre dans P* se pose.

), ce qui montre que L n’est pas équicontinue.
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1.3.2 Prolongement des fonctions h(t)-continues

Considérons (F, dg) un espace métrique connexe satisfaisant diam(F) < 1 et une fonction
strictement croissante continue h : [0, 1] — R telle que h(0) = 0. Comme h est injective, on
définit une semi-distance sur F par d, = h o dg. On dit qu'une fonction ¢ : F — R est
h(t)-continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout x,y € F, on a

(1.6) [(x) = ¢(y)| < - du(z,y).

On munit l'espace Ej, des fonctions h(t)-continues de la semi-norme || - ||;, définie par
_ _ v

VY € En c [[¢lln = sup

Ty

L’espace Ej, est une partie équicontinue de C(E,R). Si ¢ et 1y sont deux fonctions h(t)-
continues, alors la fonction m = min(ty, 1) est encore h(t)-continue.

Lemme 1.3.5. Si h est concave, alors pour tout triplet (x,y,z) € E, on a
dh(x> y) < dh(x> Z) + dh(za y)
En particulier, la semi-distance d;, est une distance sur E.

Pour toute fonction uniformément continue 1, on peut trouver une fonction strictement
croissante concave h telle que h(0) = 0 et pour laquelle 1 est h(t)-continue. Quitte a obtenir
une semi-norme équivalente, on peut remplacer la fonction A par toute autre fonction A’
avec le méme comportement asymptotique en 0, ce qui garantit £, = Ej/. Par exemple on
peut définir 'espace des fonctions a-holdériennes, avec 0 < a@ < 1 comme 'espace Eja, ol
h*(t) := t*. De méme, ’espace des fonctions log?-continues, ot ¢ > 0, peut étre défini comme
Ej,, ot hy(t) = m. Remarquons que les fonctions h,, pour 0 < a < 1 et h,, pour
q > 0 sont concaves.

Proposition 1.3.6. Soit (E,dg) un espace métrique connexe satisfaisant diam(E) < 1,
h :[0,1] — R wune fonction continue, strictement croissante, concave, telle que h(0) = 0,
F C E un sous-ensemble fermé et 1) : F' — [0, M] une fonction h(t)-continue. Alors pour

tout € > 0, la fonction v se prolonge a E en une fonction h(t)-continue 7:[;2 E — [0, M + €.

Démonstration. Fixons ¢ > 0 tel que pour tout z,y € F, on a |¢(z) — ¥ (y)| < ¢ - dp(x,y).
On procede alors en trois étapes. B

Etape 1 : la fonction Y se prolonge en une fonction ¢ : E — R,.

On définit la fonction ¢ : E — R par

Ja) 1= nf{6(2) + ¢ duf, 2)}
Soit x € E. Pour tout y, z € F, en combinant I'inégalité 1.6 avec le Lemme 1.3.5, on obtient

c-dp(z,2) +U(2) —Y(y) > c-dp(x,z) —c-dp(z,y) > —c-dp(x,y).
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En particulier, pour tout v,z € F', on a

V() + ¢ dp(z,2) > Y(y) — c-dp(x,y),

ce qui conduit, en considérant la borne inférieure selon z a
V() =2 ¥(y) — - du(z,y).

Enfin, en fixant x = y € F', on obtient ibv(x) > ¢(x). L’inégalité réciproque provient directe-
ment de la définition de c. Cela montre que 1;| F=1.

Etape 2 : la fonction 1 est h(t)-continue.

Soient y, z € E. Considérons n > 0 et x € F tels que

U(@) + ¢ dy(w,2) < U(2) +,

ce qui conduit, d’apreés la définition de {bv, a

U(z) = d(y) 2 d() + e di(w,2) =0 — (W(@) + - dy(y,2) > c- [da(z, 2) — dn(y, 2)] = n.
On utilise de nouveau le Lemme 1.3.5 pour obtenir
¥ >0 P(z) = () > —c-daly, 2) — 1.

Passer a la limite pour  — 0 et échanger les roles de y et z permet de conclure que ||1Z In <ec.
Etape 3 : conclusion. ~
Soit € > 0 et M, := M + ¢. D’aprés les définitions, il est clair que ¥ > mgnw > 0. On définit

B(a) = min(P(a), M,) = { o) size K();

M, sinon,

olt K. (1)) désigne I'ensemble K.(¢) :={z € E' : U(z) < M.}, de sorte que ¥ < M,. Comme
la fonction 1 est h(t)-continue, il résulte que la fonction w est aussi h(t)-continue. Enfin, on
a F' C K.(v), ce qui assure que w|p = w\p = 1), et met fin a la preuve. ]
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Chapitre 2

Courant de ramification, normalité
post-critique et stabilité

Dans ce chapitre, issu d’une collaboration avec Berteloot [BeBr23], nous établissons une
nouvelle caractérisation de la stabilité pour les familles holomorphes d’endomorphismes de
P¥ en exploitant une version paramétrique du courant de ramification introduit par Dinh et
Sibony [DS10a|. Cela nous permet a la fois de simplifier ’approche originale de [BBD18|, et
de mieux comprendre la stabilité en termes de normalité post-critique.

2.1 Présentation du résultat

Au coeur de la théorie de Mane-Sad-Sullivan et Lyubich pour les familles de fractions
rationnelles réside une caractérisation de la stabilité dynamique globale par une condition de
normalité post-critique qui permet d’encoder la stabilité dynamique de 1’ensemble critique.
Quitte a considérer un revétement de ’espace des parameétres M, on peut toujours supposer
que les points critiques sont marqués, c’est-dire que ’ensemble critique C; de f est constitué
de la réunion des graphes d'un ensemble de 2d — 2 fonctions holomorphes ¢; : M — P¥,
1 <75 <2d-—2. Sous cette hypothése non-restrictive, cette caractérisation vient compléter le
Théoréme 1.2.8 et prend la forme suivante.

Théoréme 2.1.1 ([MSS83| [Lyu83b|). Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes
de P' dont les points critiques {c; }1<j<n sont marqués. La famille (M, f) est stable si et seule-
ment si les familles de fonctions holomorphes { f°" o ¢; }nen sont normales sur M.

Un corollaire important de ce résultat et de la finitude de ’ensemble critique est la den-
sité du lieu de stabilié Stab(f) dans 'espace des paramétres M. Rappelons que DeMarco
[DeM03] a démontré que 'exposant de Lyapunov L(\) de u, définit une fonction plurisou-
sharmonique qui est pluriharmonique exactement sur le lieu de stabilité. Le courant positif
fermé Ty, ¢ := dd°L, appelé courant de bifurcation jouit de propriétés d’équidistribution dans
I'espace des paramétres [DF08, BaBe09, Berl1l, Dujl1, Okul4, GV17, GOV19|.

En dimension supérieure, bien qu'une condition de normalité post-critique a joué un role
crucial dans le travail [BBD18| (voir aussi [Bial9]), elle n’était pas directement reliée a la
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p-stabilité. Le but de ce chapitre est a la fois d’introduire une nouvelle notion de normalité
post-critique valable en toute dimension, et de montrer qu’elle implique naturellement la
p-stabilité. A cet effet, nous adaptons, dans le cadre des familles, le concept de courant de
ramification, emprunté au travail [DS03| (voir aussi [DS10al) de Dinh et Sibony sur ’équi-
distribution des préimages pour les endomorphismes de P*.

Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* de dimension d > 2. On
rappelle que Cy C M x P* désigne I'ensemble critique de f.

Définition 2.1.2. Pour tout n > 0, on définit un courant positif fermé sur M x P* par

Rug = d™""(f").F(Cy)],

ou [f(Cy)] désigne le courant d’intégration sur le sous-ensemble analytique f(Cy) C M x P*.
Le courant de ramification Ry est défini comme la somme formelle

Rp:=) Ruy=Y_ d*(f").[f(Cy)].

n>0 n>0

Le domaine de convergence Q(R;) C M x P* de Ry est ensemble des points qui ad-
mettent un voisinage U tel que la série Y . |1y R, f|| est convergente. Remarquons que Ry
définit un (1, 1)-courant positif fermé sur son domaine de convergence Q(Ry).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant. On rappelle que ’ensemble p-Stab(f)
a été introduit en Définiton 1.2.10.

Théoréme 2.1.3. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* de degré
d>2etmy: M xP¥ — M la projection canonique. Alors :

Q(Ry) = my (u-Stab(f)) = mar(QRy)) x P~

Comme nous le verrons dans la prochaine section, il suit du Théoréme 2.1.3 qu’'un pa-
ramétre \g est p-stable si et seulement si [|(f°").[C]||p,xpr = O(d*~H™), pour un certain
voisinage Dy C M de )g. Cette derniére condition apparaissait déja (voir [BBD18, Proposition
3.12(3)] ou [Bial9, Proposition A’[), et comme pour tout A, on a ||(f5").[C},]|[px ~n dF~1", on
peut l'interpéter comme une condition de normalité post-critique. En dimension k = 1, cette
condition est effectivement équivalente & celle fournie par le Théoréme 2.1.1 (voir [BeBil8a,
Theorem 3.9, proof of (5) = (6)]).

2.2 Le r6le du Théoréme 2.1.3 dans la théorie de la sta-
bilité

Dans toute cette section, on fixe une famille holomorphe (M, f) d’endomorphismes de
P* de degré d > 2. On note m := dim M la dimension de M comme variété complexe. On
rappelle que la mesure d’équilibre py de f, est une mesure de Monge-Ampére donnée par
py = (ddég(, 2) + wpr)®, ot g est la fonction de Green (voir [DS10a, Theorem 1.16], qui
est continue sur M x P*| et wpr est la métrique de Fubini-Study sur P*. On note L(\) =
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Joi log | Jac fr(2)|dua(2) la somme des exposants de Lyapunov de ( fy, s25). Pour chaque entier
n et chaque paramétre A, on rappelle que 'ensemble R ()\) := R,(fy) N Jy des J-cycles de
période n désigne I’ensemble des cycles répulsifs de f) qui appartiennent a I’ensemble de Julia
de fy. On peut maintenant introduire deux notions a priori affaiblies de stabilité.

Définition 2.2.1. La famille (M, f) est dite faiblement stable (respectivement asymptoti-
quement faiblement stable) si, pour tout sous-ensemble compact My @ M, il existe une suite
de laminations {L£,},en au-dessus de M telle que pour tout paramétre A € My, on a :

(L) = RI(N) (respectivement (£,)x C RI(N) et |L,] ~n [RI(N)]).

Le résultat suivant rassemble ceux de [BBD18, Bial9| avec le Théoréme 2.1.3. Il apporte
a la fois une preuve plus directe de certains résultats de [BBD18, Bial9| tout en les com-
plétant par une caractérisation plus fine de la stabilité en termes de normalité post-critique.
L’équivalence #ii) <= iv) constitue notre Théoréme A.

Théoréme 2.2.2. On suppose que M est simplement connexe. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) dd°L =0;

i) || £ [Cfll pywpr = O(d*=Y™) pour tout ouvert Dy € M ;
iii) Q(Ry) = M x P*;

w) la famille (M, f) est u-stable;

v) la famille (M, f) est asymptotiquement faiblement stable.

Remarquons que le Théoréme 1.2.15 fournit aussi I’équivalence avec la stabilité faible
lorsque k = 2 ou lorsque M C H4(P*) est ouvert. La condition v) n’apparaissait pas dans
[BBD18]. Berteloot [Berl8| a observé que le mouvement holomorphe d’une proportion non-
nulle des J-cycles suffit & garantir la p-stabilité. Bianchi [Bial9] a montré ’équivalence des
assertions i), 1v), v) et une version de i) dans le contexte plus général des applications d’al-
lure polynomiale.

Nous rappelons les outils principaux utilisés pour la démonstration du Théoréme 2.2.2.
L’idée principale est que les propriétés de stabilité peuvent se lire a travers la fonction de
Lyapunov L()\). C’est I'objet des deux formules suivantes :

Formule du dd°L : dd°L = mpy, ((dd§_g(X, z) + wpe)* A [Ch]).
Formule d’approximation : L()\) = lim d~*" Z log | Jac fr(2)].

n—»00
2€RI(N)

La premicre formule a été obtenue par Bassanelli et Berteloot dans [BaBe07]. Elle géné-
ralise les formules de Przytycki [Prz85] (voir aussi Manning [Man84|) pour les polynémes en
dimension 1, et DeMarco [DeM03] pour les fractions rationnelles. La deuxiéme est issue des
travaux de Berteloot, Dupont, Molino dans [BDMO8| et une preuve simplifiée, contournant
certaines difficultés liées a de possibles résonnances entre les exposants de Lyapunov, a été
fournie par Berteloot et Dupont dans [BeDul9).
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On montre maintenant comment le Théoréme 2.2.2 est obtenu a partir du lemme prin-
cipal suivant, dont la preuve fait I’objet de la Section 2.3. Appliquer le Théoréme 2.2.2 a la
famille (u-Stab(f), f) conduit naturellement au Théoréme 2.1.3.

Lemme 2.2.3. Si Ay € mp(2Ry)), alors il existe un voisinage Dy C M de X\ tel que la
famille (Do, f) admet un tissu d’équilibre acritique.

Preuve du Théoréme 2.2.2. i) = ii) 1l s’agit d’une conséquence directe de l’estimation sui-
vante qui provient de la formule du dd°L (voir [BBD18, Lemma 3.13]). Il existe un réel a > 0
qui ne dépend que des dimensions k et m, tel que pour tout ouvert Dy € M, et tout n € N :

(2.1) 1£2"1Cslllpgxer = alldd°Lilp, + O(d* 1),

ce qui conclut, puisque dd°L = 0.
i1) = 1ii) est immeédiate.

iti) = ). D’aprés le Lemme 2.2.3, chaque paramétre \g € M admet un voisinage
Dy € M tel que la famille (Do, f) admet un tissu d’équilibre acritique. Le théoréme de
Choquet assure que (D, f) admet un tissu d’équilibre acritique ergodique M (voir [BBD18,
Proposition 2.4]). D’aprés [BBD18, Theorem 4.1|, on en déduit que (Do, f) admet une lami-
nation d’équilibre. La preuve de ce théoréeme exploite complétement 1’ergodicité du systéme
dynamique (7, F, M). On conclut au moyen de la Proposition 1.2.16.

iv) = v). Ce résultat a été démontré par Bianchi [Bial9, Theorem 4.11]| dans le cadre
plus général des familles d’applications d’allure polynomiale de grand degré topologique. La
preuve consiste a généraliser au systéme (J,F, M), ot M est un tissu d’équilibre acritique
ergodique associé a la lamination £, la stratégie de Briend et Duval [BrDu99| pour retrouver le
résultat d’équidistribution des cycles répulsifs a partir des propriétés de la mesure d’équilibre.

v) = 1). On suit la stratégie de [BaBe07| qui traite le cas ou tous les J-cycles bougent holo-
morphiquement. Par hypothése, pour tout entier n € N, il existe un ensemble fini {7, , }1<j<n,
d’applications holomorphes ~;, € O(M,P*) telles que N,, ~,, d*" et v;,(\) € RJ(\) pour
tout A € M. Cet ensemble est invariant par F. On obtient donc :

d=n Z log | Jac fr(2)| = d~*" Z log | Jac fr(Yjn(A))| +d ™" Z log | Jac fi(2)],

2ERI(N) 1<j<Nn 2€R!(N)

ot B, (A) := R;(A) \ Ur<jen, {7in (M)}

Comme lensemble R/ (M) est constitué¢ de cycles répulsifs, le deuxiéme terme dans la
somme ci-dessus est strictement positif, majoré par Kyd*"|R,(\)| < K)(1 — d"*N,,), ou
K, > 0 dépend continiiment de A. D’aprés la formule d’approximation, la fonction L est
donc la limite ponctuelle de la suite de fonctions u, () := d™*" 37, .y log | Jac fr(v;n(N))]-
Comme u,, est pluriharmonique et (uy,),en est localement uniformément bornée, le Lemme
1.1.5 assure la convergence uniforme, quitte a extraire une sous-suite. D’aprés la Proposition
1.1.4, la fonction L est donc pluriharmonique. O
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Pour clore cette section, nous rappelons le role joué par un certain ensemble de paramétres
dans I’étude de la stabilité. Un paramétre \g € M est appelé paramétre de Misiurewicz si
un point pérodique répulsif de f,, appartient a ’ensemble post-critique de fy,, et que cette
situation n’est pas persistente sous perturbations du parameétre (voir [BBD18, Definition
1.5] ou [Bial9] pour la définition précise). Remarquons que les paramétres Misiurewicz sont
des exemples élémentaires de paramétres au voisinage desquels, en un certain sens, il n’y a
pas normalité post-critique. Ces parameétres apparaissaient déja en dimension 1 pour caracté-
riser la stabilité dans les familles de fractions rationnelles (voir par exemple [Lev83, Lyu83b]).

Le résultat essentiel concernant les parameétre Misiurewicz est le suivant [BBD18, Pro-
position 3.7|. La preuve combine la formule du dd°L avec un argument de transfert phase-
paramétre déja utilisé par Buff-Epstein [BE09| dans le cas des frations rationnelles.

Proposition 2.2.4. St dd°L = 0 sur M, alors M ne contient aucun parametre Misiurewicz.

Ce résultat a été utilisé par plusieurs auteurs pour construire des familles holomorphes
d’endomorphismes dont le lieu de bifurcation M \ p-Stab(f) admet un intérieur non-vide
[BiTal7, Duj17, Taf21, Biel9], ou pour estimer la dimension de Hausdorff du lieu de bifurca-
tion [BeBil8b]. Notons également que, au moyen de techniques différentes que celles utilisées
dans [BBD18|, Bianchi a généralisé la Proposition 2.2.4 au cadre des familles d’applications
d’allure polynomiale de grand degré topologique [Bial9, Theorem A].

On peut aussi montrer que les paramétres Misiurewicz sont denses dans le lieu de bifurca-
tion [BBD18, Theorem 1.6]. Ainsi, une conséquence de la Proposition 2.2.4 est que I'adhérence
des parameétres Misiurewicz est exactement le lieu de bifurcation, ce qui renforce le paralléle
paramétrique de la densité des J-cycles dans I'ensemble de Julia. Ce résultat jouait un roéle
trés important dans 'approche de [BBD18|. Sa preuve représente un point délicat qui fait
intervenir des arguments entropiques. La preuve du Théoréme 2.2.2 présentée ici permet de
s’en passer.

Schéma de ’approche [BBD18] + [Bial9].

£ 1 M < 3 [Bial9, Thm 4.16]
dd°L =0 [« o (M, £) ?bt faiblement | (M, f) est u-stable
d’approximation | asymptotiquement stable

Prop. 2.2.4, ou
[BBD1S, Propkx /1’3BD18, Thm 4.1]

pas de Misiurewicz existence d’un tissu d’équilibre acritique

[BBD18, Prop.&A %:me de Hurwitz +
équidistribution des préimages

e : T,NPC(f) =0
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Schéma de la nouvelle approche.

formule (M, f) est faiblement [Bial9, Thm 4.16]
d’approximation | asymptotiquement stable

dd°L =0 [« (M, f) est u-stable

formule du dd°L, [BBD18, Thm 4.1]
voir (2.1)

L 2.2.3 ) ) . ..
Q( Rf) = M x Pk e > existence d’un tissu d’équilibre acritique

2.3 Preuve du Lemme 2.2.3

Dans toute la preuve, on notera Y := f(C}). On fixe a := (Ao, 20) € Q(Ry) et on considére
D C M (respectivement B C PF) un voisinage de )y (respectivement de z,) satisfaisant
My Ry sl < 400, ot U := D x B. Quitte & modifier zy, on peut supposer que

ag |J ).

n>0

En effet, remarquons que J, 5o /" (Y) = Uy ({)\} X Unso f\)(nﬂ)(CfA)). Or, pour tout

entier n € N, I'ensemble ff(nle)(C'fA) N B est un sous-ensemble analytique de B d’aprés le

théoréme de Remmert. En vertu du théoréeme de Baire, le fermé U, f(nﬂ)(CfA) N B est
donc d’intérieur vide. En particulier, son complémentaire est non-vide.

Comme le probléme est local, quitte a réduire le voisinage D (respectivement B), on peut
supposer qu'il est contenu dans une carte locale de M (respectivement de P¥). Autrement dit,
on peut supposer que U est un ouvert de C™**. On note D I’ensemble des droites complexes
de C™** passant par a, et pour chaque droite A € D, on désigne par A, le disque euclidien
contenu dans A, de centre a et de rayon r > 0. On identifie 'espace D a P™**~1 et on le
munit de la mesure de probabilité W induite par la métrique de Fubini-Study sur P+,

Fixons 0 < ¢ < % et posons 9 := ;=. Nous allons construire un tissu d’équilibre acritique
pour la famille (Dy, f|p,), ot Dy C D est un voisinage de \g. La preuve est découpée en
cing étapes. Les trois premiéres sont directement inspirées des travaux de Dinh et Sibony sur
I'équidistribution des préimages (voir [DS03, Section 3.4| ou [DS10a, Section 1.4]).
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2.3.1 Etape 1 : Construction d’un grand ensemble de disques A,
pour lesquels f°" admet presque d*" branches inverses

Lemme 2.3.1. [l existe un réel r > 0 et un sous-ensemble D' C D tels que :
i) Bla,r)NY =0;
i) WD')>1—-6;
iii) YA €D+ SRR A A <6
iv) pour tout entier n € N et toute droite A € D', il existe un ensemble I'"(A) de branches
inverses de f°" au-dessus de A, telles que [T(A)] > (1 —g)d*" ;
v) VAeD YneN : F(I"(A)) cT(A);
vi) VA € D' Vy e THA) : v(A,)N(CrUY) =0.

Démonstration. Considérons r > 0 assez petit pour que la boule euclidienne fermée B(a, )
de C™* soit contenue dans U. Nous allons utiliser le résultat classique suivant (voir [DS10a,
Lemma 1.53]).

Lemme 2.3.2. Soit S un (1, 1)-courant positif fermé sur U. Il existe un sous-ensemble D" C
D tel que W(D') > 1 —§ et une constante As > 0 indépendante de S, telle que pour toute
droite A € D', la mesure positive S A [A,] est bien définie et ||S N [A,]]| < As - ||S]|-

En appliquant le Lemme 2.3.2 au courant S = 1y Ry, on obtient un réel A5 > 0 et un
sous-ensemble de droites D' C D satisfaisant i) et tels que pour tout A € D', le produit
1y Ry A[A,] est bien défini comme mesure positive, dont on majore la masse par As- ||1y Ry||.
D’autre part, quitte a retirer un sous-ensemble W-négligeable de droites de D’, on peut
supposer que pour tout n € N, le courant 1y R, A [A,] est bien défini. Cela assure la
convergence de la série Y [Ty R, s A [A,]]], pour tout A € D'. En effet, pour tout N € N,
on obtient -

N N
S w R AA =D Mo Ry AA]
n=0 n=0

N +o0
<D LuRuy AA| + |1y ( > Rn,f) N
n=0 n=N-+1
N +oo
= ||1y (Z Rn,f> A\ [AT] + 1y < Z Rn7f> A\ [AT]
n=0 n=N-+1

= [Ty A Al
< As - ||]1URf|| < +o00.

Fixons D'(N) := {A €D’ : N(A) < N}, ot N(A) est le plus petit entier strictement positif
+o0

satisfaisant Z |1y R ¢ A [A]|] < e. La réunion D' = UnenD'(N) étant croissante,
n=N(A)+1
quitte a remplacer D’ par D(N) pour N assez grand, on peut supposer que
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—+00
(2.2) VAED : > |[lyRusA[A]] <e

n=N-+1

Comme a ¢ U,<n f°"(Y), quitte a réduire r, on peut aussi supposer que
B(a,r) NUp<n (YY) = 0.

Ainsi, R, s A [A,] = 0 pour tout n < N. En particulier, la condition ) est satisfaite et l'in-
égalité (2.2) aboutit a la condition #ii).

Etablissons la condition iv). A cet effet, posons €2 := ||[1yR,; A [A,]||. Remarquons
que d*"c2 est exactement le cardinal de lintersection entre f*(Y) et A,, comptée avec
multiplicité. En particulier, €2 = 0 pour n < N. Fixons A € D’. On démontre par récurrence

sur n que le nombre /2 de branches inverses de f° qui ne rencontrent pas Y sur A, satisfait

(2.3) vh > (1 — Zsf> drn.,
1=0

L’initialisation (n = 0) est assurée par la condition 7). Montrons I’hérédité. Supposons que
(2.3) est vérifiée pour un certain rang n > 0. Comme l'application f réalise un revétement
non-ramifi¢ de degré d*, application f°"™) admet au moins v3d* > (1 — Y7 jeft) dF"+Y)
A

np1 Intersectent Y, ce qui

branches inverses au-dessus de A,. Parmi elles, au plus d*™*V¢
aboutit a la propriété souhaitée pour fo+b,

On note I'"(A) 'ensemble des branches inverses ainsi construites. La propriété iii) et
I'inégalité (2.3) fournissent estimation v5 > (1 — )d*®, ce qui montre la propriété iv). Les
propriétés v) et vi) découlent naturellement de la construction.

]

2.3.2 Etape 2 : Estimation du nombre de préimages de a qui appar-
tiennent & beaucoup de ces branches inverses

Soit 7 > 0 donné par le Lemme 2.3.1. Notons (f")~'(a) =: {a},...,a]'} et posons
I, : D — P{1,2,...,1,} Papplication qui associe a chaque droite A € D’ I’ensemble des
entiers s € {1,2,...,1,} tels qu’il existe une branche inverse de f°" passant par a? sur A,.

Pour tout s < [,,, on note aussi D" :={A €D : s € [,(A)} et Scpp i ={1 <s<1, :
W(D;") > 1 — 2/}
Lemme 2.3.3. i) (1 —/g)d" <|S..,.| < d"";
ii) il existe une application i, : Scypn — Sern-1 telle que pour tout s € S. ., f(a
et i (s)| < d*;

iii) la suite (d7""|S.n|)nen est convergente.

n—1
in(8)

n

S):a
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Démonstration. On établit I'estimation suivante :

In
(2.4) > WD) = (1= 6)(1 - e)d™"
s=1
On note v la mesure de comptage sur {1,2,...,[,} et on définit W := v@W. On considére

aussi le sous-ensemble Q,, := {(s,A) : {s} € I,(A)} € {1,2,...,1,} x D'. On calcule W(Q,,)
en partitionnant le sous-ensemble Q,, de deux maniéres différentes. On partitionne d’abord
selon la valeur de s € {1,2,...,1,}. On obtient

(2.5) W(Q,) =W (O{S} X DZ’”) =Y W({s} xDi") = > W(DL").

s=1 s=1

On partitionne ensuite selon la valeur de I,,(A) € P{1,2,...,l,}. On obtient

W(Q,) =W U  SxIL'({sh

(2.6) SEP{1,2,...ln}
= Y S WIS
SeP{1,2,...,.ln}

Le Lemme 2.3.1 iv) assure que I, 1({S}) = 0 lorsque |S| < (1 — ¢)d*". Ainsi, 1'égalité
(2.6) conduit immédiatement & la minoration

(2.7) W(Q,) > (1 — )d""W(D').
L’estimation (2.4) est une conséquence immédiate de (2.5), (2.7) et du Lemme 2.3.1 i3).

On peut maintenant conclure la preuve du Lemme 2.3.3. Comme [, < d*", pour montrer
le point i), il suffit de montrer la premiére inégalité, c’est-a-dire : (1 —/2)d* < |S.,..|. Or :

iW(DZ’")I > WD+ Y WD)

SESe rn 5&Se,rm
< |Sa,r,n| + (ln - |S€,T,n|)(1 - 2\/g)
< 2VE[Se ] + (1 — 20/E)d™,

ce qui, combiné avec (2.4), donne :
2VelSernl > [(1 = 0)(1 =€) — (1= 2VE)]d™
Par choix de ¢, il suit :

e+0(1—¢)

2V
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ce qui prouve le point 7).

Montrons maintenant le point 7). On définit application i, : Sc,,, — {1,2,...,l,—1} par

Vs € Sepm @ flal) = a7t

s in(s)

D’apres le Lemme 2.3.1 v) et la définition de S, ,, I'image i,(S; ) de cette application
est contenue dans S, ,,—1. D’aprés le Lemme 2.3.1 vi), application f réalise un revétement
non-ramifié de degré d*, ce qui prouve bien que |i;1(s)| < d*.

Enfin, on obtient I'égalité [S.,.n| = > cs ||
selon la valeur de i, (s). La suite de réels positifs (d7*"|S . .| )nen est alors décroissante, donc
convergente, ce qui montre le point 7ii) et conclut la preuve.

i 1(s)] < d¥|S.,.n_1] en partitionnant S. .,

]

2.3.3 Etape 3 : Prolongement des branches inverses 4 une boule de
rayon uniforme B(a,r)

Nous allons montrer que 'application f°" admet au moins (1 — y/z)d*" branches inverses
au-dessus d'une boule ouverte B(a,7r) C B(a,r) de C™"* centrée en a. Pour cela, nous allons
combiner le Lemme 2.3.3 avec le théoréme de prolongement de Sibony-Wong (voir [SW80]
ou [DS10a, Theorem 1.54]), que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 2.3.4 (Sibony-Wong). Soit D" C D tel que W(D") > ¢ pour une constante ¢ > 0
et considérons Uensemble X := Jpycpr A C C™. 11 existe un réel 7 € (0,1), indépendant
de r et D", tel que chaque fonction h holomorphe sur un voisinage de ¥ admet un prolonge-
ment holomorphe h sur B(a,Tr). De plus, le prolongement h satisfait ’estimation suivante :
SUPB(a,rr) |h| < supg|hl.

En gardant les notations introduites pour le Lemme 2.3.3, notre résultat précis s’énonce
comme suit.

Lemme 2.3.5. [l eziste T € (0, 1) tel que pour chaque n € N et chaque s € S. .., l'application
f°" admet une branche inverse 4" : B(a, 7r) — C™ x P* telle que v"(a) = a”. De plus, pour
tout n € N et tout s € S.,n, on a foy) = 7;;_(51)'
Démonstration. Fixons n € Net s € S.,,. Pour tout A e D" ={A €D : secl,(A)}, on
note 74 o la branche inverse de f°" au-dessus de A, passant par ay, c’est-a-dire 7' (a) = af.
Remarquons que pour toute paire de droites {A, A’} C DL", les applications holomorphes
Yea €t V¢ sont respectivement définies sur un voisinage de A, et Al et coincident sur
I'intersection, qui est un voisinage de a. Par prolongement analytique, on peut donc considérer
la branche ~;' définie sur un voisinage de UpeprnA,.

Par définition de S ,.,,, on a W(D>™) > 1 — 24/¢ et on peut appliquer le Théoréme 2.3.4
avec ¢ = 1 —2,/e et D" = D™ et aux fonctions coordonnées de 7”. Ainsi, chaque application
2 se prolonge en une branche inverse de f°" au-dessus de B(a, 77).
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Si s € 8., Vapplication f o7 est une branche inverse de f°" au-dessus de B(a,7r) et
passant par a”’(l) En d’autres termes, on a f(a?) = a"’l Cette application doit donc coin-

cider avec la branche ;" 1 dont l'existence est assurée par le Lemme 2.3.3 et la construction
ci-dessus. ]

Le lemme suivant est aussi une conséquence du théoréme de prolongement de Sibony-
Wong. Nous l'utiliserons au cours de 1’étape 5.

Lemme 2.3.6. Soit p > 0. Pour u E O(B(a,p)), on note D, :={A €D : 0¢ u(A,)}. II
eziste 7' € (0,1) tel que si W(D,) > 5, alors 0 ¢ u(B(a,7'p)).

Démonstration. Si u € O(B(a,p)) et W(D,) > %, en particulier, u(a) # 0 et la fonction u
n’est identiquement nulle sur aucun disque A € D. Le lemme d’Hurwitz assure alors que
pour tout disque A € D,, la fonction u ne s’annule pas sur A,. Ceci montre que Du est
fermé et que la fonction h := % est holomorphe sur un voisinage de ¥, := (J aep, Dp/2-
D’aprés le Théoréeme 2.3.4, la fonction h se prolonge holomorphlquement en une fonction
h € O(B(a,7'p)), ou 7’ € (O 1/2) est indépendant de u et de p. Comme uh = uh = 1 sur
I’ensemble UAeDu A, de mesure de Lebesgue est positive, on a wh = 1 sur B(a,T'p), et u

ne s’annule pas sur B(a, 7'p). O

2.3.4 Etape 4 : Construction du tissu d’équilibre M

Nous allons utiliser la famille de branches inverses {7?,n > 1,s € S.,,} obtenue lors
de 'étape précédente afin de construire un tissu d’équilibre M pour la famille (Dy, f), ou
Dy C D est un voisinage de \g. Le théoréme d’équidistribution des préimages pour les me-
sures 1y, ainsi que l'ergodicité de ces mesures, joueront ici un role important.

Soit Dy x By C B(a,7r) un voisinage de a, ou 7 > 0 est donné par le Lemme 2.3.5. Pour
tout z € By, on considére la suite de mesures discrétes (my,(2))nen sur O(Dg, PF), et leur
moyenne de Cesaro (M™(z)),en définies par :

2) i=d" Z Oyp, et M™(2) Zm

sese,r,n

ot 7I'(A, 2) =: (A,77.())). Notons vol la mesure de Lebesgue sur By. On définit alors :

n.__ 1 n
m" = Vol(By) m"(z)dvol(z) et
M" = ol By) BOM (z)dvol(z g m'.

Le tissu d’équilibre M sera obtenu comme une limite falble—* renormalisée de la suite
(M™)en. Dans les définitions ci-dessus, la moyenne sur B, permet d’exploiter que pour
chaque paramétre A € Dy, presque-tout z € By évite 'ensemble exceptionnel de fy. La
moyenne de Cesaro assurera la F-invariance de la mesure M. Enfin, la compactié du support
de M sera obtenue grace au cas particulier suivant d’un résultat classique de Ueda [Ued98,
Theorem 2.1].
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Lemme 2.3.7. La famille de toutes les branches inverses de f°" au-dessus de B(a,Tr),
lorsque Uentier n parcourt N, est normale dans O(B(a,rr),P*). En particulier, pour tout
a > 0, on peut réduire r de sorte que distps (Y2(2),7"(a)) < « pour tout point z € B(a,Tr)
et toute application v donnée par le Lemme 2.3.5.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette étape.

Lemme 2.3.8. La suite de mesures positives (M™),en sur O(Dg,P¥) admet une valeur
d’adhérence M_pour la topologie faible-x, de masse non-nulle. De plus, la mesure de proba-

bilité M := /}/lv est un tissu d’équilibre pour la famille (Do, f).

M|

Par définition, on a :

1 n l 1 n 1 l T
==l == s dvol(z) = d™*"|S, .,
M7= 2 3 = 53 w5, Il ole) = 1S,

ce qui assure, d’aprés le Lemme 2.3.3 4i7), qu’il existe un réel a € [0,1) tel que
lim [M"|| =1 - «.
n—oo

En vertu du Lemme 2.3.7, la famille de toutes les branches inverses de f°" au-dessus de
B(a, r), lorsque Uentier n parcourt N, est normale dans O(B(a, 7r),P¥). La famille des res-
trictions & Dy x {z}, pour z € By, est aussi normale. En particulier, il existe un sous-ensemble
compact K de I'espace (O(B(a,1r),P*), diste) tel que Supp(M™) C K pour chaque entier n.
D’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, la suite (M"), ey admet une valeur d’adhérence M
pour la topologie faible-x, dont le support est dans K et de masse 1 — a.

Montrons que la mesure M est F-invariante. Pour cela, on établit ’estimation suivante.

[Sernal _ |Sernl _

(2.8) Vz € By @ an(z) := [[m" () — Fom™(2)]| < (T Ten = n

n—1

Remarquons que .7-"(722) = Vi (s).2" En effet, d’aprées le Lemme 2.3.5, pour tout A € Dy, on a

Fre)A) = H(F(N2) = Tpr o foyf (A, 2) = Tpr 07 (A 2) = 21 . (),

ot Ilpe : M x P¥ — P* est la projection canonique. Ainsi, en partitionnant S, , selon la
valeur de i,(s), ou la fonction 4, est définie par le Lemme 2.3.3 ¢i), on obtient

Fa) = 3 Rl ) = Y o
Sesg,r,n Sess,r,n ‘
=d* N i ()]0
Sess,r,nfl ,

Ainsi, m" ' (2) — Fom™(z) = d7* Y oo (d¥ = |i*(s)))d,po1, et comme it (s)] < d
d’aprés le Lemme 2.3.3 i7), on obtient
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an(z) <d ™Y A i ()| = dTTVIS e = d T Y (i ()],

sess,r,nfl Sess,r,nfl

ce qui est bien I'inégalité souhaitée, puisque »
d’aprés lestimation (2.8), on obtient alors

ses. o |in (8)] = [Sepn|- Pour tout 2 < 1 < n,

1

(2.9) |lm!=t — Foml|| < vol(Bo) /BO a;(z)dvol(z) < .

Deés lors, puisque

n n

MY — FM" = %iml — % Z]—"*ml = 1 Z(ml*1 — Fom') + —
=1

=1 =2

on déduit de (2.9) la majoration suivante

1 & 2 1w 2
M = M < =3l = Foml 4= < =Y e+~
n n n n
1=2 1=2
1 |S€r1| |Sarn| 2 3
—— LRl R D — < —.
n ( dr an ) TRy

Comme F, est continue pour la topologie faible-x, ce calcul montre que FM = M.

~ M .
On rappelle que | M| = 1 — a. Dés lors, M = est une mesure de probabilité
-«
F-invariante a support compact dans 'espace métrique (O(B(a, 7r), P¥), distp), et il reste a
montrer que py, M = p, pour tout A € Dy. Pour tout (A, z) € Dy x By et n € N, on définit
la mesure p3(2) := d=*(f3")*5,. Par définition, pour tout z € By, on a 0 < py,(M"(2)) <

% Yoy ¢4 (2). On obtient donc

(2.10) 0 < pan(M") < Vol(lBO) /B 0%;M;<z>dvol<z>.

Comme l'ensemble exceptionnel de f\ est un sous-ensemble pluripolaire de P* (voir
[F'S95]), le théoréme d’équidistribution des préimages 1.2.2 assure que la suite (p}(2))nen
converge vers /iy pour la topologie faible-x sur P*, pour presque-tout z € By. Par théoréme
de convergence de Lebesgue, le terme de droite de (2.10) converge vers iy, ce qui conduit &

Yae Dy pA*MV < -

On rappelle que o € [0,1). Si a = 0, comme ||py, M| = [ M| = 1 — a, on obtient automati-
: : : : M — prM :
quement ’égalité. Sinon, il suffit d’écrire uy = (1 — a)]i’\ + a'u’\ PA , ce qui prouve
-« a
M Vi

également, en invoquant ’ergodicité de la mesure py, que = pa, M = .

1l -«
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2.3.5 Etape 5 : Le tissu d’équilibre M est acritique

On montre d’abord qu’on peut réduire r et le voisinage Dy X By de a, de sorte que
Dy x By C B(a,7'tr), ou 7" € (0,1) est donné par le Lemme 2.3.6, et que pour tout p > 0
et toute branche inverse ! apparaissant dans la définition M, le sous-ensemble analytique
foP(Y') est défini comme ’ensemble des zeros d’une unique fonction holomorphe sur un ouvert
contenant v"(B(a, r)).

A cet effet, on réduit d’abord r de sorte que pour chaque branche 77, 'ensemble 47 (B(a, 771))
soit contenu dans le domaine de définition d’une section de la projection canonique 7 : CF+1\
{0} — P*. Pour cela, on applique le Lemme 2.3.7 avec o > 0 assez petit. On réduit ensuite
Dy x By de sorte que Dy x By C B(a,7'tr), et que la famille (Do, f|p,xpr) puisse étre relevée
en une famille holomorphe (Do, F'|p,xcr+1) de polynomes homogeénes non-dégénérés de CF1.
Notons Cr I'ensemble critique de F. Comme les applications F°? : Dy x Ck+1 — Dy x CF!
sont propres, la fonction ¢, (2) := % Jac F(n;(2)), ot {n1(2), ..., nak(2)} est Pensemble des
préimages de z par F'°? comptées avec multiplicité, est une fonction holomorphe définissant
I'hypersurface analytique F°P(Cr) sur Dy x C*+1. Par conséquent, sur chaque ouvert U C P*
sur lequel 7 : CF*! — P* admet une section holomorphe, le sous-ensemble analytique f°P(C})
est défini par une unique fonction holomorphe sur Dy x U.

Le résultat suivant sera crucial. On rappelle que D désigne ’ensemble des droites com-
plexes A € C™** passant par a, et W la mesure de probabilité induite par la métrique de
Fubini-Study sur D ~ Pm+k-1,

Lemme 2.3.9. Si B(a, p) C Q(Ry), alors la série Y~ [ | L B0 Riy A [A]]] AW est conver-
gente.

Démonstration. D’aprés la Proposition 1.1.21 appliquée avec n = m + k, on a
/ [A]ldW = (ddlog |z — a])™ 1.
D

Soit I > 0. On rappelle que a ¢ f/(Y) = Supp Ry ;. Comme la fonction plurisousharmonique
u(z) := log |2—al est localement bornée sur C™**\ {a}, d’apreés la Proposition 1.1.20 appliquée
avec u et T = Ryy, le courant Ry A [L[A]dW est bien défini. Pour tout A € D, comme
A ¢ fYY), lintersection des sous-ensembles analytiques A N f{(Y) est de dimension nulle.
D’aprés le théoréme de Rouché, le cardinal de AN f1(Y) N B(a, p), compté avec multiplicite,
est borné par une constante C' indépendante de A. Ainsi, l'intersection de courants Ry s A [A]
existe sur B(a, p) et | L1p(,p)Rir A[A]]] < C. En particulier, comme D ~ P+~ est compact,
ceci montre que 1, Ry p A [A] est W-intégrable. Par théoréme de Fubini, on obtient alors

/ ]lB(%p)Rl’f N [A]dW = ]lB(a,p)Rl,f A / [A]dW,
D D
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ce qui justifie le calcul suivant, valable pour tout N € N.

al N
Z/ 1150 Bey AA]]|dV ="
1=0 ¥ D e

[ e 1 10
D

IN

— [tatan i A [ (84w
D

Le majorant de la somme partielle de la série a termes positifs est indépendant de N, ce qui
montre le résultat annoncé. O]

I1 reste & montrer que M(Js) = 0, ou J; est 'ensemble des applications v € J dont le
graphe I', ne rencontre pas la grande orbite de C, ou de facon équivalente, celle de Y (voir
la définition 1.2.11).

Le lemme suivant permet de réduire le probléme & une estimation de masse sur certains
ouverts de (J,distp). Pour tout entier p, on définit

Vyi={yed : L.NfPY)£Det T, ¢ f7(Y)).
Lemme 2.3.10. Si M(Y,) = 0 pour tout entier p, alors M(J;) = 0.

Démonstration. Remarquons que Js = (J, oy JJ', ol pour tout entier n € N, J := {y €
.Z c Ty ()T Upen fP(Y)) # 0}, et que T = Uyen Yy, 0t pour tout entier p € N,
YV, ={yeJ : I',n fP(Y) # 0}. D’aprés la Proposition 1.2.14, on a M(Y, \ ),) = 0. La
F-invariance de M assure alors que la conclusion est une conséquence directe de 'inclusion

J& C(Fm)~H(TY). B

Fixons un entier p > 0. Le lemme de Hurwitz assure que ), est un ouvert de (O(Dy, P¥), diste).
Montrons que lim M"(},) = 0.
n—oo

D’apreés la définition de M™ et comme Dy x By C B(a, 7'771), on obtient
(2.11) M (Y, <d s € S.p : A(B(a, 7'7r)) N fPY) # 0.

Notons ¢, ,, : 72 (B(a,7r)) — C une fonction holomorphe définissant f°(Y') sur 77 (B(a, 17)).
En d’autres termes, on a {¢,, = 0} = fP(Y) N2 (B(a,7r)). On note aussi

{s1,82,...,sn, } :={s € 8.pn : 0€ ppnorl(Bla,7'1r))},
de sorte qu’on peut réécrire 'inégalité 2.11 de la maniére suivante :

(2.12) M (Y,) < d*"N,,.
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Pour tout 1 < j < N,,onnote E;, . ={AeD :0¢€¢g,, Ofygj(ATr)}. Ainsi, Zj\f:nl 1g,(A)
est le nombre de brances inverses de f°" qui rencontre f°P(Y’) au-dessus de A, et pour un
choix générique de disques A € D, on obtient

Nn
(2.13) D g (A) < PPN AL| < AR A AL
j=1

D’autre part, comme la fonction ¢, , o 7s, s’annule sur B(a, 'Tr) pour tout 1 < j < N,
le Lemme 2.3.6 assure que W(E;) > % On en déduit I'inégalité suivante.

Ny
(2.14) 5S> WIE) - /DZ_:]lEj(A)dW.
En combinant (2.12), (2.13) et (2.14), on obtient

1
FM) < A [ B A Bl

Le Lemme 2.3.9 assure alors que lim M"(),) = 0.
n—oo

Comme la mesure M est & support compact dans (O(Dy,P*), distp) et comme, d’aprés
le Lemme 2.3.8, c’est une valeur d’adhérence faible-x de la suite (ﬁM”)neN, on obtient
M(Y,) = 0. On déduit alors du Lemme 2.3.10 que le tissu d’équilibre M est acritique. [
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Chapitre 3

Propagation des propriétés
thermodynamiques dans une famille
stable

Dans ce chapitre, étant donnée une famille stable d’endomorphismes de P¥, nous étudions
d’abord l'action du mouvement holomorphe mesurable des ensembles de Julia sur les états
d’équilibre, une classe de mesures jouant un role important dans le formalisme thermodyna-
mique. Il s’agit d'une collaboration avec Rakhimov. Nous démontrons ensuite un théoréme de
distribution pondérée pour les mouvements holomorphes de cycles répulsifs, qui fait 'objet
d’un travail avec Bianchi [BiBr23|.

3.1 Les états d’équilibre

Dans cette section, nous étudions comment le mouvement holomorphe de certaines me-
sures invariantes introduit dans [BR22| propage les propriétés statistiques de ces mesures.
Plus précisément, nous montrons qu’on peut interpréter le mouvement holomorphe d’un état
d’équilibre comme un état d’équilibre. On commence par rappeler les définitions et les pro-
priétés importantes sur les états d’équilibre dont nous aurons besoin.

3.1.1 Une classe de mesures de grande entropie

Considérons un systéme dynamique topologique (X, 7T") qui admet des mesures de proba-
bilité invariantes ergodiques v a support compact. Un potentiel est une fonction borélienne
¥ : X — R. On définit la pression variationnelle d’une telle mesure v relativement au
potentiel ¢ par

By () == hy(T) + (v, 9),

ou h,(T) désigne I'entropie métrique du systéme dynamique (X, 7T, v) et (v,¢) = / Pdu.
X

On définit la pression topologique de T relativement au potentiel v par

P(y) = sup By(¥),
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ol la borne supérieure est calculée sur 'ensemble des mesures de probabilité T-invariantes
ergodiques v a support compact.

Définition 3.1.1. Un état d’équilibre associé au systéme (X, T') relativement au potentiel
est une mesure de probabilité borélienne T-invariante ergodique v a support compact telle

que P,(v) = P(¥).

Lorsque P(¢) = P, (), on dit que la mesure v est un état d’équilibre du systéme (X, T, v).
L’existence des états d’équilibre est gratuite sous certaines hypothéses de compacité, alors
que leur unicité est une propriété statistique trés importante. Quitte a soustraire la constante
mf ¥, on pourra toujours supposer que ¥ est positive. Si supz/) est proche de 0, la pression

topologlque d’un état d’équilibre relativement a 1 est proche de 'entropie topologique A(f).
Notons que le cas v» = 0 correspond a la mesure d’entropie maximale. Nous renvoyons a
[Prz90, DU91a, DU91b, Hay99| (voir aussi [PU10]) pour une étude des états d’équilibre pour
les endomorphismes de P!.

Dans le cadre des endomorphismes de P¥, des conditions suffisantes portant sur ’endomor-
phisme f et la régularité du potentiel ¢) garantissant I’existence et I'unicité de tels états d’équi-
libre sont fournies dans [UZ13, BiDi23|. On renvoie également & [Dup12, SUZ14, BiDi22| pour
davantage de propriétés sur ces mesures. On considére les hypothéses suivantes.

1
A lim —1 d =
(A) Jim = log max deg(f", a) =0,

ou deg(f", a) désigne la multiplicité de a comme solution de I’équation f"(z) = f™(a).

(B) 1l existe un réel ¢ > 2 et une constante ¢ > 0 telle que pour tout x,y € P¥, on a

() = ¢(y)] < ¢~ hy(dister(z,y)),
avec h,(t) := |log(t) —q — 1|72

L’hypothése (A) est satisfaite pour un choix générique de f € Hy(P*) (voir [DS10b]).
L’hypothése (B) porte sur la régularité du potentiel. Elle assure que ¢ est une fonction
log?-continue. Considérer un potentiel défini sur P* ou sur J; n’a pas d’importance (voir la
Section 1.3.2).

Le résultat suivant précise des propriétés d’équidistribution de préimages et de points pé-
riodiques répulsifs vers les états d’équilibre [BiDi22|. On rappelle que I’ensemble exceptionnel
& est défini par le Théoreme 1.2.2 et que RY(f) désigne 'ensemble des J-cycles de f (voir le
Théoréme 1.2.4).

Théoréme 3.1.2. Soit f un endomorphisme de P* de degré d > 2 satisfaisant [’hypothése
(A). Soit v : P* — [0,logd) un potentiel satisfaisant Uhypothése (B). Alors le systéme
(P*, f) admet un unique état d’équilibre ,, relativement a i et pour touty ¢ £, on a

(3.1) lim ¢™P®) §7 U@ A g,

n—oo
fr(z)=y
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De plus, il existe un ensemble P, C RJ(f) de J-cycles tel que.

(3.2) lim e "P®) Z AN U O)F S

n—oo
z€P),

Les convergences (3.1) et (3.2) généralisent & n’importe quel potentiel 1) les Théorémes
d’équidistribution 1.2.2 et 1.2.4, ces derniers correspondant au cas 1) = 0. Remarquons enfin
que les états d’équilibre construits avec un potentiel ¢/ positif tel que sup ¢y < log d satisfont
toujours

(3.3) hy(f) > (k—1)logd.

En particulier, le Lemme 1.2.5 assure que Suppv = J(f).

3.1.2 Les laminations préservent les propriétés statistiques

Dans le cadre des familles holomorphes stables (M, f) de fractions rationnelles, la théorie
de Mane-Sad-Sullivan fournit un mouvement holomorphe continu hﬁo des ensembles de Julia
(voir la Section 1.3.1). Pour tous paramétres Ao, A € M, la fonction hj\\o définit une conju-
gaison topologique entre les systémes (Jy,, fa,) et (Jy, fr). En particulier, étant donnée une
mesure de probabilité fy, -invariante v supportée dans J,, la mesure v, := (hﬁo)*y hérite des
propriétés statistiques de v. En dimension supérieure, la situation n’est plus aussi simple.

Considérons une famille holomorphe d’endomorphismes (M, f) de P* de degré d > 2. On
rappelle (voir la Section 1.2.2) que pour tout A € M, lapplication d’évaluation py : J — Jy
est continue et rend commutatif le diagramme suivant.

e

n

J)\L)J)\

L’application p, définit donc une semi-conjugaison topologique entre les systémes (7, F)
et (Jy, fn). En considérant une lamination F-invariante £ C J, Papplication restreinte
il £ — Ly devient injective et on obtient une conjugaison mesurable.

Dans |[BR22|, Bianchi et Rakhimov adaptent la construction du mouvement holomorphe
mesurable de [BBD18| pour la mesure d’équilibre dans une famille stable a la classe des
mesures invariantes ergodiques satisfaisant ’estimation (3.3). Leur travail assure que, pour
chacune de ces mesures, presque-tout point bouge holomorphiquement. La preuve repose sur
la construction d’une lamination. A cet effet, ils proposent I’extension suivante de la notion
de tissu d’équilibre (voir la Définition 1.2.11).

Définition 3.1.3. Fixons un parameétre A € M et v une mesure de probabilité fy-invariante
sur P¥ supportée par Jy. Un (A, v)-tissu (ou v-tissu lorsqu’il n’y a pas ambiguité) est une
mesure de probabilité borélienne M sur 7 telle que
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1. FM=M;
2. (p) M =v;
3. Supp M est compact.
Un v-tissu est dit acritique si M(J;) = 0.

En suivant approche de [BBD18], Bianchi et Rakhimov montrent que I’existence d’un tel
v-tissu M implique celle d’une lamination £ satisfaisant M(L) = 1. Pour cela, ils établissent
une version de la Proposition 1.2.13 pour les v-tissus. Nous montrons qu’un tel v-tissu est
unique et que les systémes mesurables (7, F, M) et (Jy, fi, v) ont la méme entropie métrique.

Lemme 3.1.4. Soit L C J une lamination et X € M un paramétre. Pour tout sous-ensemble
borélien A C J, on a

(3.4) LNA=LNp pa(LNA)).

En particulier, pour toute mesure de probabilité fr-invariante v sur Jy, il existe au plus un

(A, v)-tissu M sur J tel que M(L) = 1.

Démonstration. Soit A C J un ensemble borélien. L’inclusion directe est immeédiate. Pour
I'inclusion réciproque, considérons un graphe v € L tel que y(A) € pa(L N A). 1l existe un
graphe v € LN A tel que v(A) = 74/(A). Comme L est une lamination, on a v = 7. En
particulier, v € £ N A, ce qui montre I’égalité (3.4). On conclut, pour tout v-tissu M, en
passant a 1'égalité des mesures dans (3.4)

M(A) = M(LNA) = M(LNpy (pAa(£N A))) = v(pa(L N A)).
La derniére expression ne dépend pas du choix du v-tissu M, ce qui montre 'unicité. O

Proposition 3.1.5. Soit (M, f) une famille holomorphe -stable, connexe et simplement
conneze d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Soit \g € M et v une probabilité fy,-
invariante ergodique satisfaisant hy,(f\,) > (k — 1)logd. Il existe un unique (Ao, v)-tissu M.
De plus, M est acritique en tant que (o, v)-tissu, ergodique en tant que mesure F-invariante,
et pour tout parameétre X € M, on a ha(F) = hy, (fx) = hu(fr,), 00 vy = (pr) M.

Démonstration. |BR22, Theorem 3.12] fournit 'existence d'un (Ao, v)-tissu acritique ergo-
dique M ainsi que d’une lamination F-invariante £ satisfaisant M(L) = 1. Pour montrer
I'unicité, considérons un autre (Ao, v)-tissu M’. On a M'(L) = v(L),) = M(L) = 1. Le
Lemme 3.1.4 assure que M = M’. Il reste & montrer la derniére propriété. Soit un para-
métre A € M. L’application py|z : £ — L est continue donc borélienne. L’espace J est
polonais, comme sous-espace fermé de P'espace polonais O(M,P*). Or I'ensemble £ C J
est borélien, donc 'application réciproque 10,\|Z1 est automatiquement borélienne (voir par
exemple [Kur66, Theorem 3 §39.V]). L’application py réalise donc une conjugaison mesurable
des deux systémes (£, F, M) et (Ly, fr,vx). L'entropie métrique étant invariante par conju-
gaison mesurable [Wal82, Theorem 4.11|, la conclusion provient des égalités M(L) = 1 et
I/(ﬁ,\) =1. ]

Remarque 3.1.6. En particulier, méme dans le cas ou v est la mesure d’entropie mazximale,
on obtient l'unicité du tissu d’équilibre dans une famille stable, ce qui n’apparaissait pas tel

quel dans [BBD18|.
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3.1.3 Propagation des états d’équilibre

On considére (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P* et on s’intéresse
aux systémes dynamiques topologiques (7, F) et (P*, fy), pour tout A\ € M. Pour chaque
paramétre A € M, on considére la mesure d’équilibre juy associée au systéme (P, fy) qui est
I"unique mesure fy-invariante ergodique d’entropie maximale. Elle est supportée par le com-
pact Jy. Quitte a réduire I'espace des paramétres M pour rendre J C O(M,P*) compact,
en utilisant le théoréme de Krylov-Bogolyubov et le théoréme de Choquet, on peut toujours
supposer que le systéme (7, F) admet lui-aussi des mesures invariantes ergodiques a support
compact. Sans réduire 'espace des paramétres, on peut aussi se placer sous I’hypothése de
p-stabilité pour la famille (M, f) (voir Section 1.2.2). Dans ce dernier cas, le tissu d’équilibre
construit dans [BBD18] est un cas particulier de mesure borélienne invariante ergodique sur
J a support compact.

Nous cherchons a propager la classe des états d’équilibre au moyen d’une lamination. Pour
cela, il faut d’abord construire des potentiels relativement auxquels les mesures propagées
sont susceptibles d’étre des états d’équilibre. C’est I'objet du résultat suivant. Rappelons que
si £ est une lamination, 'application p,|z : £ — £, réalise une bijection bimesurable.

Proposition 3.1.7. Considérons (M, f) une famille holomorphe p-stable connexe et sim-
plement connexe d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Fizons un paramétre \g € M,
une mesure fy,-invariante ergodique v satisfaisant h,(f\,) > (k — 1)logd, et un poten-
tiel ¥ 1 Jy, — Ry, Soit M un (Ao, v)-tissu et L une lamination F-invariante satisfaisant
M(L) = 1. Pour tout parametre X € M, on note

_J bopy sur L [ Yopy|t sur Ly;
(3.5) W= { 0 en-dehors de L, et U= 0 en-dehors de L.

Alors pour tout parameétre X € M, on a Py (V) = P,, (1), ot vy := (py)M.

Démonstration. La Proposition 3.1.5 assure déja que I’entropie est préservée. Il reste & mon-
trer que (M, ¥) = (vy, 1)) pour tout A € M. On note B(J) (respectivement B(.Jy)) l'en-
semble des parties boréliennes de J (resp. Jy). On considére X(J) (resp. X(Jy)) lespace
des fonctions simples, c¢’est-a-dire les fonctions © = SN a;14, (resp. 6 = SN a;1,,), ol
N €N, a; € R, et les ensembles A; € B(J) (resp. A; € B(J,)) sont deux a deux disjoints.
D’une part, si © = Y. a;1 4, € B(J), on obtient (M, 0) = SN ¢, M(A,), et
(M) = s (M,6).
o<,
ecx(J)
D’autre part, si 6 = Zf\il a; 14, € ¥(J)), on obtient (v,,0) = vazl v (4;), et

(x,0a) = sup (v, 0).
eﬁﬂ)}u
0ex(Jy)

Considérons un borélien A € B(J). D’aprés (3.4), comme M(L) = 1, on obtient
M(A) = M(LNA) = M(py ' (pA(L N A))) = ma(pa(L N A)).
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Comme £ € B(J) et 'application py|;' est mesurable, 'ensemble py (£ N.A) est borélien. De
plus, si Ay, Ay € B(J) sont disjoints, alors py(LN.A;) et pa(LN.A) sont également disjoints.
Ceci montre que

(3.6) (M, 0) < (va, ¥n),

pour toute fonction simple © < W. Considérer la borne supérieure selon © dans (3.6) aboutit

a (M, ) < (vx, ¥r).

Pour montrer I'inégalité réciproque, on considére un borélien A € B(.J,). Comme, par
hypotheése, v\(L£y) = M(L) = 1, on obtient

vA(A) = na(AN Ly) = va(pale(palz (AN LY))) = M(palz ' (AN Ly)).

Comme L) € B(J,) et 'application py|. est mesurable, ’ensemble p,\|Zl(Aﬂ£,\) est borélien.
De plus, le fait que £ est une lamination assure que si les ensembles Ay, Ay € B(J,) sont
disjoints, alors py|-' (A1 N Ly) et pa|z' (A1 N L)) sont également disjoints, ce qui permet de
conclure. O

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le résultat principal de cette section,
dont voici I’énoncé. Il s’agit de notre Théoréme B.

Théoréme 3.1.8. Considérons (M, f) une famille holomorphe p-stable connezxe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Fizons un parameétre Ao € M et un
potentiel 1 : Jy, — R satisfaisant sup, Y < logd. On suppose qu’il existe un (respective-
ment un unique) état d’équilibre v associé au systeme (Jy,, fr,) relativement au potentiel 1.
Il existe un unique (Ao, v)-tissu M et, en notant vy := (pr)«M sa tranche en A € M,
(1) il eziste un potentiel ¥ : J — R, tel que M est un (resp. l'unique) état d’équilibre
associé au systeme (J,F) relativement a WV ;
(2) pour tout parametre X € M, il existe un potentiel 1y : P* — R, tel que vy est un (resp.
lunique) état d’équilibre associé au systeme (PX, f\) relativement a 1y.

De plus, pour tout parameétre X € M, on a ¥ = 1y o px M-presque partout.

Démonstration. On rappelle que ) désigne la mesure d’entropie maximale de f). Comme
1 > 0, par définition de I’état d’équilibre v, on obtient

(3.7) B fro) + (1, 0) = P(1h) = Pyy () = klogd + (tirg,v) > klogd.

Par hypothése, (v,1) < logd. Ainsi, I'équation (3.7) assure que h,(fy,) > (k — 1)logd. La
Proposition 3.1.5 fournit alors un unique (g, v)-tissu M. Considérons vy := (py).M. D’aprés
la Proposition 3.1.5, on a aussi h,, (f\) > (k — 1)logd, pour tout parameétre A € M. Pour
tout paramétre A € M, on considére les fonctions mesurables 1y : P¥ — R et ¥ : 7 — R,
définies par la Proposition 3.1.7 appliquée a la lamination £ fournie par [BR22, Theorem 3.12].

Montrons maintenant le point (1). Supposons qu’il existe une autre mesure de probabilité
borélienne F-invariante ergodique M’ sur J a support compact satisfaisant

Pry (W) > Py ().
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On définit w := (p,,)«M’, de sorte que la mesure M’ réalise un (Ao, w)-tissu. A nouveau, la
Proposition 3.1.5 assure que

(38) pw(on) = PM’(\D) > PM(\IJ) = PV(¢)\0)'

En particulier, comme v est un état d’équilibre associé au systéme (Jy,, f»,) relativement au
potentiel ¥, on a

(3.9) P,() = Py, (¢) > klogd,

ce qui conduit, d’aprés 'hypothése suppe 0 < logd, a h,(fy,) > (k—1)logd. Ainsi, le Lemme
1.2.5 fournit Suppr C Jy,. En particulier, v(L£,,) = 1, ce qui assure I'égalité v = 1,
v-presque partout. En d’autres termes, on a

(3.10) Py (¥x,) = P (¥),

ce qui, avec les inégalités (3.8) et (3.9), assure que P, (¢,,) > klogd. Le Lemme 1.2.5 assure
encore que Suppw C Jy, et que ¥ = 1, w-presque partout. Des lors, on obtient

(3.11) Fu(r) = Pu(¥).
En combinant (3.8) avec (3.10) et (3.11), on obtient
(3.12) Po(¥) = Par(¥) = Py (¥) = P (¢).

Comme v est un état d’équilibre relativement a v, il y a égalité dans (3.12), ce qui montre
que M est un état d’équilibre relativement & W. Si, de plus, v est unique, alors w = v et
chacune des deux mesures M et M’ réalise un (Ao, v)-tissu. Il suit, d’aprés le Lemme 3.1.4,
que M = M’, ce qui montre I"unicité et conclut la preuve du point (1).

Pour montrer le point (2), considérons un paramétre A € M et supposons qu'il existe une
mesure fy-invariante ergodique wy telle que

(313) PwA (w)\) Z PV/\ (w)\)
Quitte a éventuellement remplacer wy par py, on peut aussi supposer que
(3-14> wa (%) > PIM (¢A)a

ce qui conduit a nouveau a h,, > (k—1)logd, au moyen de I’hypothése sup, Y < logd. La
Proposition 3.1.5 fournit alors un (A, wy)-tissu M’ et I'inégalité suivante.

(3.15) Prc(0) = Py (1) > Py () = Pr(0).

Comme M est un état d’équilibre relativement a W, il y a en fait égalité dans (3.15). Dés lors,
la mesure v, réalise un état d’équilibre relativement & v,. Enfin, si, de plus, ’état d’équilibre
v est unique, alors le point (1) assure que M = M’. On en déduit que wy = vy, ce qui montre
I'unicité dans le point (2). O
Remarque 3.1.9. Dans la Section 1.3.1, on a vu que les mouvements holomorphes en di-
mension 1 admettent une régularité (non-uniformément) holderienne. Autrement dit, si le
potentiel Y appartient a une classe de régularité invariante par composition a droite par une
fonction holdérienne, on peut montrer que le potentiel 1y appartient a la méme classe. En
dimension supérieure, la propagation de la régularité est une question plus délicate. Cela dit,
compte tenu de U’hypothése (B) du Théoreme 3.1.2, la classe des fonctions log?-continues
apparait comme candidate.
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3.2 Mouvement holomorphe des points périodiques avec
poids

En dimension k£ = 1, la théorie de Mane-Sad-Sullivan caractérise la stabilité par le mouve-
ment holomorphe de tous les cycles répulsifs (voir le Théoréme-Définition 1.2.8). En dimen-
sion supérieure, la question du mouvement holomorphe de tous les .J-cycles dans une famille
stable est encore ouverte. Néanmoins, on a vu que le mouvement holomorphe d’une partie des
J-cycles suffit a garantir la stabilité (voir I'implication v) = i) dans le Théoréme 2.2.2). En
utilisant 1’équidistribution des cycles répulsifs vers la mesure d’entropie maximale (Théoréme
1.2.4), on observe que la construction d’une lamination par des graphes répulsifs satisfaisant
la Définition 2.2.1 & partir d’un tissu d’équilibre conduit au résultat d’équidistribution des
graphes périodiques suivant [Bial9, Theorem 4.11].

Théoréme 3.2.1. Considérons (M, f) une famille holomorphe u-stable connezxe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Pour tout M' € M et tout entier
n € N*, il existe un sous-ensemble P, C J formant un mouvement holomorphe de points
n-périodiques v le long de M tels que v(\) est répulsif pour tout A € M’ et

: —kn _
Jm D 0, =M,

YEPn
ot M est un tissu d’équilibre.

Au lieu de considérer les cycles qui équidistribuent la mesure d’équilibre, nous nous in-
téressons dans cette section a ceux qui équidistribuent un état d’équilibre. On rappelle que
les hypotheses (A) et (B) sont données dans la Section 3.1. On rappelle aussi que, étant
donné un état d’équilibre v associé au systéme (P*, fy,) relativement & un potentiel v, le
Théoréme 3.1.8 permet de construire un unique (Ao, v)-tissu, que nous noterons M, . Le
résultat principal de cette section est le suivant. Il constitue notre Théoréme C.

Théoréme 3.2.2. Considérons (M, f) une famille holomorphe p-stable connezxe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de P* de degré d > 2. Fizons \g € M et supposons que fy,
satisfait Uhypothése (A). Soit ¢ : P¥ — [0,logd) satisfaisant Uhypothése (B) et notons jiy
son état d’équilibre associé. Pour tout M' € M contenant \g, et tout entier n € N, il existe
un sous-ensemble Py, C J formant un mouvement holomorphe de points n-périodiques vy le
long de M tel que y(\) est répulsif pour tout A € M’ et

lim ¢~ P05 PO AET 000 pg,

n—oo
YEPy n
En particulier, on remarque que le Théoréme 3.2.2 généralise a toute une classe de po-
tentiels ¢ le Théoréme 3.2.1, ce dernier correspondant au cas ¢ = 0.

En un paramétre \g € M, I'équidistribution des J-cycles répulsifs vers la mesure p, a
été établie par Bianchi et Dinh (voir I'identité 3.2 dans le Théoréme 3.1.2). La preuve suit la
stratégie générale de Briend-Duval [BrDu99]|, qui ont montré ce résultat pour la mesure d’en-
tropie maximale. Lorsque ¢ # 0, le jacobien de la mesure /i, n’est plus constant. La preuve
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de [BrDu99| repose sur des estimées précises de contraction le long d'une branche inverse
générique pour iy, ce qui requiert les estimées de distorsion le long des branches inverses de
Berteloot-Dupont-Molino [BDMO08, BeDu19|. Nous adaptons ici cette stratégie dans le cadre
du systéme dynamique mesurable (J,F, M), ), ce qui nécessite un controle précis sur la
contraction de f sur des tubes (i.e. des voisinages tubulaires, de rayon indépendant de A,
des graphes dans M’ x P* d’éléments de J) centrés en des graphes de J génériques pour
la mesure M, ,,. Comme conséquence, nous obtenons le mouvement des points périodiques
répulsifs comme graphes périodiques répulsifs pour F.

3.2.1 Opérateurs de transfert sur (7, F)

Considérons (M, f) une famille holomorphe connexe et simplement connexe d’endomor-
phismes de P* et ¥ : J — R un potentiel continu borné. Remarquons qu’on ne fait pas
I'hypothése que la famille (M, f) est p-stable. On définit I’opérateur de transfert (associé a
U) Ay agissant sur les fonctions réelles g mesurables sur J par

(3.16) Au(g)() = D e"g(H).

()=

Remarquons que 'opérateur Ay est positif. Autrement dit, si la fonction g est a valeurs dans
R, il en est de méme pour la fonction Ay (g). Cependant, il est possible que cet opérateur
ne préserve pas la continuité (application F : J — J n’est pas un revétement, en général).

On rappelle que 'ensemble borélien J; (voir la Définition 1.2.11) est totalement F-
invariant. On note X := J \ J; son complémentaire. Dés lors, tout graphe v € X admet
exactement d* préimages par F. Ces préimages se situant aussi dans X, et la fonction ¥ étant
bornée, 'opérateur Ay est un endomorphisme linéaire continu de Cy(X'), de norme d*es™s Y.

Considérons maintenant N une mesure positive satisfaisant N'(J;) = 0. La mesure N/
intégre toutes les fonctions continues bornées sur X. On peut ainsi définir 1'adjoint AN
comme une mesure sur X par la relation suivante

(AN, g) == (N, Aw(g)),

pour toute fonction continue bornée g sur X. On étend ensuite la mesure AN & J en fixant
Ay (Js) = 0. Nous évaluerons l'opérateur Ay, uniquement sur des mesures qui ne donnent
aucune masse a ’ensemble 7.

Lemme 3.2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) 1l existe une fonction continue 6 : X — R telle que nh_)rrolo Ay(g) = ¢40 pour toute

fonction continue g : J — R, ou la constante c, dépend linéairement et continiment
de g.

(2) Il existe une mesure positive N sur J satisfaisant N'(Js) = 0, telle que lim (A})"d, =
n—oo
c N pour tout graphe v € X, ot la constante ¢, > 0 dépend contindment de v € X.
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Démonstration. Pour montrer (1) = (2), on définit la mesure A sur X" en posant (N, g) :=
¢y pour toute fonction continue g : X — R, avec ¢, comme en (1). On prolonge N en une
mesure sur J en posant N (J \ X) = 0. Une telle mesure est positive, puisque d’aprés la
convergence en (1), pour toute fonction ¢ & valeurs positives, on a ¢, > 0.

Pour tout graphe v € X, et toute fonction continue g : X — R, on obtient alors

((A3)"0y, 9) = (04, Ay (9)) — O(7)cy.

n—oo

Par définition de NV, et en posant ¢, := 6(v), cela montre que lim (A})"d, = ¢, N.

n—o0

Pour montrer (2) = (1), on définit la fonction 6§ : X — R en posant 6(7) := ¢,, pour
tout graphe v € X, avec ¢, comme en (2). Pour tout graphe 7 € X" et toute fonction continue
g :J — R, on obtient alors

Ay (9)(7) = (04, Ag(9)) = ((AL)"d,, 9) = (N, g) = ¢, (N, g).

Par définition de 6, et en posant ¢, := (N, g), cela montre que lim AY(g) = ¢ 6. ]

n—o0

Remarque 3.2.4. Les deux assertions du Lemme 3.2.3 restent équivalentes si on suppose
seulement que 0 : X — Ry dans (1) et que ¢, > 0 dans (2).

Pour tout graphe v € X, et tout entier n € N, on définit la mesure

(B1T) M= 0-6(0)7 - (85, = 6(y) 3 eV Ogy)5
Fr(y)=y
Lemme 3.2.5. Sous ['une des deux conditions équivalentes du Lemme 3.2.3, la mesure M =
ON est bien définie et les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) Ay =0
2) NGN =N
3

(2)

(3) la mesure M définit une mesure de probabilité et M(Js) =0;
(4) la mesure M est F-invariante ;
()
(6) F

5) pour tout vy € X, on a lim M., = M;

n—oo

6) F'(Supp M) C Supp M.

Démonstration. (1) est une conséquence de la condition (1) du Lemme 3.2.3. En effet, comme
I'opérateur Ay est continu sur C°(X), on obtient

cof = lim ALT0 = Ay(lim ALO) = Ay(ceh) = coAy0.

n—oo n—oo

Comme ¢y > 0, on en déduit que # = Ag(0). En particulier, comme A6 = 6 pour tout n € N
et lim A0 = cyf, ceci implique que ¢y = 1.

n—oo

(2) Remarquons que, comme N (J;) = 0, la mesure AL N est bien définie, et satisfait
encore AL N (Js) = 0. Il suffit de vérifier que (AL N, g) = (N, g), pour toute fonction continue
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g € C°(J). Avec les notations du Lemme 3.2.3, on a aussi (N, g) = ¢,, ou la constante ¢,

. . n T [ B
est caractérisée par la convergence 7}:120 Ay (9) = cgp. En particulier, on a ¢; = cpy(g). La

conclusion résulte alors du calcul suivant.
< TI,N,9> = <N7Al1fg> = CAgg = Cg = <N:9>-

(3) Comme @ est strictement positive sur X, on déduit des égalités N'(J;) = 0 et (N, 0) =
cg =1 que § € L'(N). La condition N (J;) = 0 assure aussi que M(J;) = 0 et, comme la
fonction 6 et la mesure N sont positives, la mesure M est aussi positive. Le calcul suivant
montre que c’est une probabilité

M(X) = (0N, 1) = (N, 0) = ¢y = 1.

(4) Comme M(J;) = 0, il suffit de montrer que (M, g) = (M, go F), pour toute fonction
continue g € C°(X). De l'égalitée AN = N, on déduit

(3.18) (MygoF) =(ON,goF) =(N,0-goF)=(N,Ag(0-goF)).

La définition de Ay et la Ag-invariance de 6 assurent que

(3.19) Ay(0-goF)=g-Ay(0) = gb.

Comme (N, gf) = (M, g), le résultat résulte directement des égalités (3.18) et (3.19).

(5) Soit g € C°(X). D’apres la propriété (2) du Lemme 3.2.3, en rappelant que ¢, = ()
pour tout v € X, on a

(Miynrg) = 0(7)7HO - (AL)"0y,9) — 0(7) " (e, N 0g) = (M. g),
ce qui conclut, puisque M(J;) = 0 et M., ,,(J,) = 0 pour tout n € N.

(6) Comme 6 > 0, on a Supp M = Supp N Soit v € Supp N et v € J satisfaisant F(v') =
7. Considérons un ouvert U suffisamment petit. Comme F est continue, F ' (U) est un ouvert
contenant 7/. Notons U’ sa composante connexe qui contient 7/. Comme v € Supp N, on a
N(U) > 0, ce qui assure, d’aprés la définition de I'opérateur Ay, que AZN (U’) > 0. 11 suit
v € Supp ALN et, par (2), on obtient 7' € Supp N, ce qui conclut. ]

3.2.2 Des branches inverses contractantes pour les tissus expansifs

On suppose dans la suite qu’il existe une mesure F-invariante M sur 7 a support compact
satisfaisant les propriétés suivantes :

(M1) M est acritique, i.e. M(Js) =0;

(M2) il existe une constante A; > 0 telle que pour tout paramétre A € M, la mesure de pro-
babilité (py).M est ergodique et les exposants de Lyapunov de (py)./M sont strictement
minorés par Aj ;
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(M3) il existe deux fonctions continues ¥ : X — R, 6 : X — R’ et une mesure positive N
sur J telle que N (J;) = 0, satisfaisant

(1) M =0N;
(2)

(3) AYN = N
(4) pour tout v € X, on a lim M., = M, ot la mesure M, ,, est définie par (3.17).

n—o0

La condition (M1) est suffisante pour garantir la stabilité de la famille (M, f) [BBD18,
Proposition 2.2|. Réciproquement, toute famille stable admet un tissu d’équilibre (Théoréme
2.1.3 (i4i) = iv)), que 'on peut rendre acritique [BBD18, Proposition 2.4]. Cela produit
un tissu d’équilibre M, satisfaisant la condition (IM1) par acriticité, et la condition (M3)
avec W = 0 et § = 1. La condition (IM2) est assurée par une propriété de contraction asymp-
totique le long des branches inverses génériques pour My (voir [BBD18, Proposition 4.2 et
Proposition 4.3]). Cette propriété est essentielle pour construire un mouvement holomorphe
de 'ensemble de Julia. Elle a été généralisée dans [BR22] pour une classe plus large de tissus
satisfaisant (M1) et (M2), que nous énoncerons plus tard (voir la Proposition 3.2.12). Nous
établissons ici une version quantitative de cette propriété de contraction, sous I'’hypothese
supplémentaire (M3). En particulier, ceci s’applique également au tissu d’équilibre M ci-
dessus.

Etant donnés un ouvert Q C M, un élément v € X et un réel > 0, on note Ty(7,n) le
n-voisinage du graphe ', de v dans Q x P*, i.e.

Ta(v,n) == {(\ 2) € @ x P* : distpe(2,v(\)) < n}.

Un tel voisinage est appelé tube centré en v au-dessus de ). Remarquons qu’un tel tube
Ta(vy,n) correspond & une boule Bg(7,n) dans l'espace (7, distg). On définit la tranche Ty
d’un sous-ensemble T C Q x P* par T|y := T N ({\} x P¥), que l'on identifie & un sous-
ensemble de P*.

Dans ce qui suit, on se place sous les hypothéses (M1), (M2) et (M3) et on fixe une
constante Ag satisfaisant 0 < Ay < Aj.

Définition 3.2.6. Soit ) C M un ouvert, T" un tube centré en v € X au-dessus de €2, n € N
et m > 0. On dit qu'une application g : T — ¢(T') est une branche inverse m-contractante
de f d’ordre n au-dessus de T si

(1) go f* =idy)

(2) pour tout paramétre A € €2, pour tout entier 0 <[ <n, on a
diamg: f}(g(T)|x) < 7m0,

En particulier, on remarque que si un tube 7" admet une branche inverse m-contractante,
alors diamps (7)) < e™™.

63



Etant donnée g une branche inverse de f d’ordre n au-dessus d'un tube 7' = T'(7o,7),
on peut associer a tout graphe v € J tel que I'; C T, une fonction holomorphe 7, telle
que Iy C g(T) et F(v,) = 7|a. L’association v ~— 7, définit une application G sur la boule
Ba(v0,m), que P'on peut voir comme une branche inverse de F au-dessus de cette boule.

Etant donnés un ouvert Q C M et un tube T centré en v € X au-dessus de ©, on définit
la mesure M(T"Q par
(320> Mgf’f;? — 9(,}/)71 Z e‘ll('y;)Jr-..+\IJ(]-'TL—1(,y;))6<f)/;)5fyé7
g

ot la somme porte sur toutes les préimages 7;, de v associées & une branche inverse m-
contractante g de f d’ordre n au-dessus de 7.

Remarque 3.2.7. Pour tout n > 0, on a M(T”;) < M, . Ainsi, la condition (M3) assure
que toute valeur d’adhérence M. de la suite (M(Tf;))neN satisfait | M| < 1.

Définition 3.2.8. Soit {2 C M un ouvert, m > 1. On dit qu'un tube 7" centré en v € X est
m-contractant si, pour n suffisamment grand, on a H./\/l(Tn;)H > 1—1/m. Une boule Bq(v,7n)
est m-contractante si le tube associé T(7y,n) est m-contractant.

m

Remarque 3.2.9. Si T'(v,n) est un tube m-contractant, alors n < e ™, et toute valeur

d’adhérence M7 de la suite M%”Q satisfait | M| > 1 —1/m.

Le résultat principal de cette section est le suivant. Il donne un controle quantitatif sur
la contraction asymptotique le long des branches inverses génériques pour M.

Proposition 3.2.10. Soit M une mesure de probabilité sur J F-invariante, ergodique, &
support compact et satisfaisant (M1), (M2) et (M3). Pour M-presque tout v € X, pour
tout Q, il existe ng > 0 tel que pour tout 0 < n < ng, le tube To(7y,n) est m-contractant.

Afin de démontrer la Proposition 3.2.10, nous allons utiliser I’extension naturelle du sys-
teme (J,F, M). On pourra consulter [CFS12, Section 10.4] et [PU10, Theorem 2.7.1] dans
le cadre plus général des espaces de Lebesgue. La difficulté principale est de montrer que M
est og-additive. On rappelle ici la construction de ’extension naturelle dans le cas de ’espace
polonais J, tout en introdusant quelques notations qui nous seront utiles dans la suite.

On définit 'espace J par
T ={7 = (lnez € I* : Vn € Z, F() =Y }.

On note T, : J — J la projection définie par Tn(Y) == Yn et F:J = J le décalage de
Bernoulli, défini par )
F(7) = (F(y))nez = (Y41 )nez.

Ces applications satisfont 7, o F=Fom, pour tout n € Z. On munit 'espace J de sa tribu
borélienne B(7). Pour tout entier j € Z, on définit le cylindre A; 5 C J de base B € B(J)
par R

Aj,B = 7T]_1<B) = {’S/ eJ : Y€ B}
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Pour tout entier n € N tel que j € {—n,...,n}, on peut aussi considérer A;z comme une
partie de I’ensemble

~

Tty = {O)ien € T VR € {0, 0}, Fw) = )

La famille de tous les cylindres a base ouverte forme une base pour la topologie produit
SUr J{—n,ny- En remarquant que A5, N N App, = A nr-1(B_,_1)n-nF-20(8,), 1&
continuité de F assure qu’il s’agit aussi d'un 7-systéme (voir par exemple [Kal22, Chapter 1])
dont la tribu engendrée est la tribu borélienne de j{—n,...m}' Le Lemme des classes monotones
|[Kal22, Theorem 1.1] assure que toute mesure sur j{,n,m,n} est définie par ses valeurs sur les
cylindres. Etant donné un ouvert B C J et un entier —n < j < n, on définit

(3.21) Mo(A;p) = M(F-H)(B)).

La mesure de probabilité Mn est bien définie sur j{—n,...,n}- Comme v; € B si, et seulement
si ye_1 € FY(B), 'invariance de M conduit & la condition de consistance suivante

~

M, (Aj ) = Moii(Ajp),

pour tout B € B(J) et tout entiers n € N, j € {—n,...,n}. En vertu du théoréme d’ex-
tension de Kolmogorov, la famille consistante de mesures {./\/l }nen se prolonge de manicre
unique en une mesure M sur la limite projective J. On remarque que la mesure M est
F-invariante et satisfait (m,),,M = M, pour tout n € Z.

Pour tout v € X, on applique la méme construction a la mesure conditionnelle M?
de M sachant 7, dont on notera M le prolongement a J. On pourra consulter [Kal22,
Theorem II1.8.5] pour l'existence et la caractérisation des mesures conditionnelles dans un
espace polonais. Il résulte que la mesure M est caractérisée par

(3.22) (M, g) = /X M, g) M (),

pour tout fonction borélienne positive bornée g : J — R. Nous donnons maintenant une
approximation de la mesure conditionnelle M? qui nous sera utile par la suite.

Fixons un entier n > 0. On considére la projection 7" : J — J"! définie par

" = (T_p,...,T0)-

D’aprés 'hypothése (M1), on a M(X) = 1 et lapplication F : X — X est bien
définie et surjective. En particulier, on a l'inclusion X" N j{fn,.‘.,O} C W"(j) Ainsi, si
B=(B_n,...,0) € X" satisfait F(53;) = B;11 pour tout j € {—n,,...,—1}, on peut choi-
sir un représentant 3 € (7)~Y(B). (remarquons que l’axiome du choix n’est pas nécessaire
ici). Dés lors, pour tout v € X, il existe d* éléments 8 = (B_,,..., ) € X" satisfaisant
Bo = 70, et on obtient autant de représentants B € J. On note ZAn(fyo) C J cet ensemble de
d*" représentants.
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Pour tout v € X', on définit
MZ — 9(7)—1 Z e\ll(ﬁfn)—&-...-i-\lf(ﬁ_ﬂ9(5_n)5i‘
BEZn(10)

La fonction 6 est strictement positive sur X', la mesure M7 est bien définie pour tout v € X'
En particulier, elle est bien définie pour M-presque tout v € J.

Lemme 3.2.11. Pour M-presque tout v € X, on a
lim M) = M.

n—00

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour M-presque tout graphe v € X, tout entier
J >0 et tout borélien B C B(J), on a

lim M7 (A_j5) = M(A_;p).

n—oo
Deés lors, le résultat est une conséquence des deux identités suivantes :
(1) M)(A_;5) = M;(A,j,zg) pour tout y € X et n > j > 0;

(2) /}(M}(A_j,g)d/\/l(v) = M(B) pour tout j > 0.

L’identité (1) assure que la suite dont on cherche a déterminer la limite quand n — +oo
est en fait stationnaire. L’identité (2) permet de caractériser la limite a I’aide de (3.22). On
démontre d’abord lidentité (1). Il s’agit d’une conséquence de l'égalité Ay 60 = 6. En effet,
pour tout n > j > 0 et tout borélien B C 7, on a

M(Ajg) =0()~" Y VOt E00(8_)55( A 5)
3€2n(70)
=0(7)"" D (AGT0)(By)et It (AL )
Bezn(VO)

= f(y)* Z g(/g_j)e\l’(ﬂ-j)Jr...w(Bfl)53(_,4_].76)
Beén('YO)
= M;‘Y(A*J}B%

ce qui prouve la premiére identité.

Montrons maintenant I'identité (2). Nous allons utiliser le fait que la mesure N est un
point fixe de 'opérateur Ay. Soit j > 0. On a

/ MI(A_j5)M(y) = / (9(7)‘1 > 0(6_j)eW-f'”---*Wﬂfﬂ&g(A_j,B))Mw)
BEZ;: Bo=v
— / (9(7)‘1 D 0(y)et Ot jfl“'”ﬂs(v))M(v)
Fi(y)=y
= (M, 07 N (015)) = (N, A}, (015))

ol on a utilisé I'égalité M = ON dans la derniére étape. Cela compléte la preuve. O]
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Pour tout v € X et tout ¥ = (Y )nen € J tel que Y = 7, on note fi" I'unique branche
inverse de f", définie sur un voisinage de I',, satisfaisant f."(v())) = v-,()\) pour tout
A € M. De telles branches inverses sont définies pour tout 7 € X, mais seulement sur un
voisinage de diamétre a priori non-uniforme de I',. La proposition suivante fournit un controle
uniforme en A de la taille du voisinage de v(\) sur lequel ces branches inverses sont définies.
On trouvera une démonstration dans [BBD18, Propositions 4.2 et 4.3] pour le cas des états
d’équilibre, voir aussi [BR22, Proposition A.1] pour I’énoncé dans le cas général.

Proposition 3.2.12. Considérons (M, f) une famille holomorphe stable d’endomorphismes
de P*. Soit M une mesure de probabilité F-invariante sur J & support compact satisfaisant
les hypothéses (M1) et (M2). Alors, il existe un ouvert Q € M, une constante 0 < A < Ay,
un borélien Y C J avec M(Y) = 1, et deuz fonctions boréliennes ny : Y — (0,1] et
Iy:Y — [1, 400 satisfaisant les propriétés suivantes.
— Pour tout ¥ € Y et tout n € N*, la branche inverse f5" est définie et lipschitzienne sur
le tube To(v0,m4(Y)) ;

— [ (Ta(v0,14(9))) € Ta(y-n.e™™);
— Lip(f;") < la(§)e ™,
ot fi)(f’y—") = SUD)eqn Lip(f»y_n|BPk(vo«\)mA)-
Preuve de la Proposition 3.2.10. On fixe m > 0. On rappelle qu’on a fixé une contante A

telle que 0 < Ay < A; (voir ce qui précéde la Définition 3.2.6). On fixe une constante A telle
que Ay < A < A; et un entier r € N*. Pour tout N € N, on définit

Iy ={3€Y : nald) > N et 14(3) < N}.

D’aprés la Proposition 3.2.12, on a A}im M(JA/N) = 1. On fixe Ny = Ny(m,r) tel que
— 00

M(Yy) > 1- 1/(2m™**) pour tout N > Ny. Dés lors, I'inégalité de Markov et la caractérisa-
tion des mesures M"” assurent qu’il existe un sous-ensemble X, C X tel que M(X,) > 1—1/m"
et pour tout v € X, et N > Ny, on a

(3.23) MY(In {0 =1}) >1-1/(2m).

Il suffit de démontrer le résultat pour tout graphe v € X,. Soit v € A, un tel graphe.
D’apres la Proposition 3.2.12, toutes les branches inverses d’ordre n définies sur le tube
Ta(y,e ™/(2N)) correspondant & 4 € Y, N {7y = 7} sont m-contractantes pour tout n € N.
Le Lemme 3.2.11 et 'estimation (3.23) aboutissent alors a I'inégalité suivante, pour n € N
suffisamment grand.

MyOnNn{=19})>1-1/m.
Cette inégalité assure que, pour n € N suffisamment grand, en notant 7' := Tq(y, e~ /(2N)),
on a ||M(TW2H > 1—1/m, ce qui prouve que le tube T" est m-contractant. O
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3.2.3 Les tissus associés aux états d’équilibre

Nous travaillons maintenant sous les hypothéses du Théoréeme 3.2.2. En particulier, nous
supposons que fy, satisfait 'hypothése (A) et que le potentiel ¢ satisfait ’hypothése (B) et
m%X@/J — m;lcnv,b < log d. Quitte a remplacer ¢ par 1) — P(¢), on peut supposer que P(¢) = 0.

Pk P

On note A, l'opérateur de transfert, défini par

Vg € C'(P*) vy € P* Z e?@g(x),
f>‘0 (I)Zy
ou les préimages dans la somme sont comptées avec multiplicité. D’aprés [BiDi23, Theorem
1.1], il existe une unique mesure de probabilité m,, et une fonction continue py : P* — R%,

unique a une constante multiplicative prés, telles que pour toute fonction continue ¢ : P¥ — R
et tout = € P, on a

AZ(g) — (My, g)py €t (Ag)*ém — py(2)my.

On renormalise la fonction p, de sorte que (my,py) = 1. Ainsi, la mesure de probabilité
[y = pypmy est fy,-invariante, et il s’agit de l'unique état d’équilibre associé au systeme
(P*, f),) relativement au potentiel ¢. En particulier, pour tout point z € P*, les mesures

— n\* — n—1
on = py - py(T) 1(A¢) 5, = pwl(x) Z W)+ AU (f (y))pw(y)@,
fry)==
satisfont lim fig, = fiy.
n—oo
En vertu de la condition m%xw — mikn Y < logd, la mesure p, satisfait hy,, > (k—1)logd

P P

(voir par exemple la Section 3.1 ou [BiDi23, Proposition 4.9]). Ainsi, d’aprés [BR22, Theorem

3.12|, il existe M, , , une mesure de probabilité F-invariante sur J a support compact
satisfaisant les hypothéses (M1) et (M2). Le lemme suivant fournit ["unicité d'un tel tissu.

Lemme 3.2.13. Soit (M, f) une famille holomorphe p-stable d’endomorphismes de P*. Soit
Xo € M un parameétre et My, My deuz (Ao, jiy)-tissus. On suppose que My est acritique.
Alors M = Ma.

Démonstration. Comme M est acritique, la lamination £ définie comme en Proposition
1.2.13 par £ := J \ (Supp M, )n satisfait M;(L) = 0 (voir [BR22, Sketch of proof of Pro-
position 4.10]). Dés lors, comme M; et My sont des (Ao, jiy)-tissus, et que l'application
Da, - £ — L, est bijective, on obtient

M;(L) = Ma(py, (Lag) = pp(Lr,) = Ma(py, (Lx,) = My (L) = 1.

Le Lemme 3.1.4 permet de conlure. O

On définit les fonctions 6, ¥ : 7 — R par

0(7) == py(v(No)) et W(y) :=Y(v( o))

Remarquons que ces fonctions sont continues sur 7.
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Lemme 3.2.14. Pour tout m € N*, tout graphe v € J admet un voisinage ouvert A C J
satisfaisant

(3.24) inff > (1 —1/m)supé.
A A

Démonstration. Soit A" C J un voisinage ouvert de «. Par continuité de 6 en v et la stricte
positivité de p, sur le compact P*, il existe un ouvert A C A’ tel que pour tout i, 72 € A,

on a .
inf 4 6

(1) — 0(12) <
En remarquant que inf 4 6 <inf 46 < sup 40, on obtient

sup 4 0

0(71) — 0(72) < e

ce qui montre le résultat, en passant a la borne supérieure selon v, et a la borne inférieure
selon ~s. ]

On considére 'opérateur Ay comme défini en (3.16). Pour tout v € X et tout entier
n € N, on considére la mesure M, ,, par 3.17. En vertu des Lemmes 3.2.3, 3.2.5 et 3.2.13, il
existe une unique mesure de probabilité N sur X telle que A (N) = N et Ay (0) = 6. De
plus, la mesure M, ,, satisfait My, ., = ON, et pout tout graphe v € X, on a

Mon =80)7" > OO AIEEE6( )3,

Fr(v)=y
— / n—1(~/
(3.25) =pu(y0))7" D e, (4 (M)
Fr(y)=y
—>M)\07Mw‘

n—0o0
En particulier, la mesure M, ,, satisfait I'hypothése (M3).

On conclut cette section avec un résultat dont nous aurons besoin dans la section suivante.
On rappelle que, dans le cadre de I'hypothése (B), on a g > 2 et 1) est log?-continue.

Lemme 3.2.15. [l existe une constante C' = C(Ag,q) > 0 telle que pour tout n € N,
m > 0, toute branche inverse g : T — g(T) de f, d’ordre n, au-dessus d’un tube T, m-
contractante, et toutes familles de graphes {7} }1= et {v}})=, avec {I'y), D2} C fHg(T))
pour tout 0 <1 <n-—1, on a

n—1
D W) = () < Cm~ @Y,
=0

Démonstration. D’aprés la définition de ¥, on a

n—1

W) — W) = 3 i (o)) — ()]

=0
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Le résultat peut alors étre obtenu comme une conséquence directe de [BiDi23, Lemma 4.13].
Nous rappelons ici les arguments. Comme ¢ est m-contractante, pour tout 0 <! <n—1,on a
distpr (77 (M), 72 (M) < e~ (n=DLo_ Ainsi, en considérant la fonction hy(t) := |In(t)—q—1|7¢
(voir la Section 1.3.2), et en utilisant ¢ > 2, on obtient

n—1 n—1
DO = YO <D I lhogrhg o distee (3 (Xo), 77 (Ao)) S mt717Y,
=0

=0

ou la constante implicite dépend seulement de L et q. O

3.2.4 Construction des graphes répulsifs

Pour simplifier, on note dans cette section M la mesure M, ,,, introduite dans la section
précédente. On rappelle aussi qu’on a supposé, sans perdre de généralité, que P(y)) = 0. On
fixe un ouvert relativement compact M’ € M, et on considére les graphes des éléments de
J comme des graphe au-dessus de M’. En particulier, la distance dist,, désignera, dans la
suite, la distance uniforme sur O(M’, P¥).

Le résultat suivant réalise 1’estimation clé pour démontrer le Théoréme 3.2.2. En vertu
des résultats démontrés dans les Sections 3.2.1 et 3.2.2, nous pouvons suivre 'approche de
[BiDi23, Lemma 4.14]. En particulier, nous employons une technique due a Buff [Buf05] qui
simplifie la preuve originale de [BrDu99| pour I’équidistribution des J-cycles répulsifs vers la
mesure d’entropie maximale.

Proposition 3.2.16. Soit U une collection finie d’ouverts de J deux a deux disjoints. Pour
tout m > 0, il existe N (m, ) > m tel que pour tout n > N(m, ), il existe un ensemble Q,,
de mouvements de cycles répulsifs de période n satisfaisant, pour tout U € 3

(=1 mMen < 3o O EEO < (14 1/ m)M).

7€UOQm,n

Avant de démontrer la Proposition 3.2.16, nous effectuons quelques simplifications préli-
minaires. Tout d’abord, il suffit de montrer I’estimation pour un seul ouvert . Le cas général

se déduit en posant N(m, ) := max N(m,{U}). On peut aussi supposer que M(U) > 0. En
€

effet, st M(U) = 0, on conclut en posant N(m, ) :=m + 1 et Q,,,, = 0.

On fixe des entiers mo > my; > m. D’aprés la Proposition 3.2.10, pour M-presque
tout v € J, le tube Ty (7y,n) (et donc la boule By (v,n7) C J) est mo-contractant, pour
un 1 = n(y) suffisamment petit. D’aprés le Lemme 3.2.14, en recouvrant un compact de
mesure arbitrairement grande, on peut trouver un ensemble fini de boules my-contractantes
B; C J dont les centres sont des éléments de Supp M telles que B; € U, satisfaisant (3.24)
et MU\ U;B;) < M(U)/my. Quitte a considérer des ouverts de la forme B := B; \ U;;5;,
on obtient un recouvrement par des ouverts deux & deux disjoints, de sorte qu’il suffit de
montrer I'estimation pour chaque ouvert B;. Pour simplifier, nous supposons que les boules
B; sont deux a deux disjointes. Ainsi, pour démontrer la Proposition 3.2.16, il suffit de prouver
I’estimation suivante.
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Proposition 3.2.17. Pour tout my > 0, il existe ma(my) > my tel que pour tout my > Moy
et toute boule mo-contractante T = Boo(7y,n), avec v € Supp M, satisfaisant (3.24) (avec
A =T et m=my), il existe n(ma) > my tel que pour tout n > n(my), il existe un ensemble
9, C T NSupp M de mouvements de points n-répulsifs satisfaisant l’estimation suivante

(L= 1/m)M(T) < Y " OH 0D < (14 1/my ) M(T).

YEOn

Rappelons que M(T) > 0. On peut fixer un entier ms > my/M(T) et une boule 7* :=
Boo(v,n*), on n* < n satisfait M(T*) > (1 — 1/ma)M(T). On désigne aussi T et T* les
tubes correspondant respectivement aux boules 7 et T*. D’aprés le Lemme 3.2.14, il existe
une famille finie de boules mgs-contractantes D; := B (v;, n;) telles que M(U;D;) > 1—1/mg3
et satisfaisant (3.24) (avec A = T et m = m3). Comme précédemment, on suppose que les
boules D; sont deux & deux disjointes. On pose D := U;D;. On considére aussi des boules
D := Bwo(vi,n}) C D; satisfaisant n < n; et M(U;D}) > 1 — 1/mg3. On pose également
D* := U;Dr. On notera D; le tube correspondant a la boule D; et on pose D := U;D;.

Lemme 3.2.18. [l existe un entier ny = ny(mq, T,T*,D;) tel que
(1—4/ma)M(T) < M(g”i)v(T*) < (14 4/mo)M(T) pour tout i et N > ny.

On rappelle que la mesure ngg’]z, est définie par (3.20).

Démonstration. Comme les boules D; sont ms-contractantes, et ms > mso/M(T), pour
chaque i et tout N assez grand, on a

MG > (1= M(T)/mo).
Comme ./\/lgn?}i, <M., et [[My, n]| =14 0(1), on en déduit que
[ Max = MBI < M(T)/ms + o(1).

Ainsi, il suffit de montrer que, pour chaque i et tout N assez grand, on a

(1 =2/ma) M(T) < My, n(T7) < (14 2/ma) M(T),
ce qui se déduit de (3.25) et de I'inégalitée M(T*) > (1 — 1/mo) M(T). O
Lemme 3.2.19. I existe un entier ny = ny(ma, T, D*) tel que

(1 —4/my) < M(TT@)(D*) < (1 +4/my) pour tout i et N > ny.
Démonstration. Comme T est mo-contractante, pour N assez grand, on obtient
MR > (1= 1/ms).

On rappelle également que M(Tmﬁ,) < M, N et que [[My x| < 14 o(1). Ainsi, il suffit de
montrer que
1-— 2/m2 S M%N(D*) S 1+ 1/m2,

ce qui se déduit, puisque mgz > my, de (3.25) et de l'inégalité M(D*) > 1 — 1/ms. O
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Nous construisons maintenant I’ensemble Q des mouvements de cycles répulsifs de la Pro-
position 3.2.17.

Dés que N, est suffisamment grand, a tout élément du support de ]lT*M%T}z,l correspond
une branche inverse de f : M x P¥ — M x P¥ d’ordre N, ms-contractante au-dessus du
tube D;, qui envoie D; sur un sous-ensemble du tube T" dont la tranche en A est relativement
compacte dans T'|y. De la méme maniére, dés que N, est suffisamment grand, a tout élément
du support de IID*M(TTAQ% correspond une branche inverse d’ordre N, ms-contractante qui
envoie le tube T' sur un sous-ensemble de D = U;D;.

On définit la famille {g;} comme la composition de ces branches inverses, ce qui fournit
des branches inverses de fNM ™2 qui envoient le tube T sur un sous-ensemble de T dont la
tranche en \ est relativement compacte dans 7'|. Etant donnée une telle branche g;, on note

m (2 2

gi = 9g; ©g;,oug;” : T — D est une branche inverse de N2 et g]m : D; = T est une

branche inverse de fM. Pour chaque j, on note aussi i(j) 'entier défini par gj(-Q)(T) C D).

Par définition, la branche g; est de la forme g; (A, z) =: (A, g} (2)), ou la fonction A — g7(2)
est holomorphe pour tout z. Pour tout graphe 4 € T, et tout paramétre A\, on définit
Gi(")(N) == g;(7/(N)), de sorte que G;(T) C T*. On définit de la méme maniére QJ(-l) :D; —
T* et Q](-Q) : T — D;. Remarquons alors que G; = gf) o g](?). On rappelle que dist,, désigne
la distance uniforme sur O(M’, P¥).

Lemme 3.2.20. Pour N = N; + Ny suffisamment grand, l'opérateur G; admet un point fize
75¢ € T NSupp M. De plus, v5°(\) est un point N-périodique pour fx pour tout X € M, qui
est répulsif pour A € M'.

Démonstration. Comme v € Supp M, et que Iespace (Supp M, dist,,) est complet, il suffit,
d’aprés le Lemme 3.2.5 (6), de montrer que G, est une application contractante sur un sous-
ensemble fermé de 7 qui contient ~y. Soient 7,7, € T. D’aprés la Proposition 3.2.12, on
obtient

(326> dlStoo<gj (71)7 gj (72)> 5 e_NA dlStoo (717 72)a

ou la constante implicite ne dépend pas de N. Ainsi, pour N suffisamment grand, I'opérateur
G; réalise une contraction du sous-ensemble fermé 7* = {7 € J : disto(7,7') < *}. D’aprés
le théoréme de point fixe de Picard appliqué a I'espace métrique complet 7*NSupp M, l'opé-
rateur G; admet un point fixe 7° € 7 N Supp M. En particulier, on remarque que pour tout
A € M, le point 75°()) se situe dans Jy. Pour conclure, il reste a prouver que le graphe 7°
se prolonge en un point N-périodique pour A € M et qu’il est répulsif pour A € M.

Rappelons que 7' = T'(v,n) est le tube associé a la boule T. Remarquons que la fonction
Y 1 g;(T) = T est surjective, ce qui assure que [V o g; = Idp. Ainsi, pour tout A € M’,
Pégalité v5°(A) = G;(75°)(A) = g;(75°(N)) conduit a fi¥(75°(A)) = 75°(A). Cela montre que
77 est le mouvement d’un point N-périodique au-dessus de M . Pour montrer qu’il s’étend
en un mouvement de point périodique au-dessus de M, il suffit de montrer que 75°(\) est
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périodique pour tout A € M'. En effet, comme 73° € Supp M, [BBD18, Lemma 2.5] permet
de conclure.

Remarquons que U'estimation (3.26) fournit aussi l'existence d’une constante ¢ > 0 telle
que pour tout ¢ € N* et tout graphe v; € T (g;?(%), c-e”N4) on a

diStoo(.FqN(’}/l), 7300) Z eqNA diStoo<71> 7]00)7

ou la constante implicite ne dépend pas de q. Dés lors, fy;-’o()\) est répulsif pour tout A\ € M’,
ce qui conclut la preuve. O

On peut désormais conclure la preuve de la Proposition 3.2.17, ce qui démontre, comme
vu précédemment, la Proposition 3.2.16.

Fin de la démonstration de la Proposition 3.2.17. Nous gardons les notations introduites ci-
dessus. Quitte & augmenter n; et ny dans les Lemmes 3.2.18 et 3.2.19, on peut supposer que
N1 = n; et Ny = ny dans la construction qui précéde le Lemme 3.2.20. On définit n(msy) :=
ni(msg) + na(ms), pour un choix de my et ms suffisamment grands, comme précédemment.
Pour tout n > n(ms), on désigne par

Q, = {o;}

I'ensemble des points fixes o; fournis par le Lemme 3.2.20 avec Ny = ni(mg) et Ny =
n — ng(ms) lorsque j varie. Chaque élément o € Q,, est alors un mouvement de point n-
périodique répulsif. On fixe

Z Y(o)+..+U(F" (o)) 5 _Z (o) 4. +U(F ™ 1(aj))5 -
93

UEQn

On rappelle que 7 = B (v,7n) et que 'entier i(j) est défini par g]( )(T) C D;(;). Le but est
de controler M,, (7). Pour cela, on va approcher M,, par la mesure M définie par

(1)
M, Z( st u(FN1ogD () 0G5 (i)
(i)

2)
. \p(g@(7))+...+\11(]—‘N2710g<.2>(7))e(gj (7)) 5
© ’ gi(7)
0(v)

On rappelle que D; = By (7i,7;). En utilisant les définitions, on a

(ma2) __ -1 V(G ()t U(FN2710G2 (7)) (2)
MT,NQ _0<7) Ze J J Q(QJ (7))6g](2)(,y)
J
et Nq—1 ()
M) — Ze G AWFEN 0GP ) gy )(w)ég e
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Par un calcul direct, on obtient alors

(3.27) Z MER(D;) - Mips, (T).

Le Lemme 3.2.18 et Pégalité . ./\/l(mg) (Dy) - /\/l(m3) (T™) conduisent a

(1 — 4/mo) M(T)MEZ(D*) < M(T) < (1+4/ma) M(T)MY) (D).
Le Lemme 3.2.19 conduit alors a
(3.28) (1 —10/ma)M(T) < M (T) < (14 10/my) M(T).

Alinsi, quitte a choisir ms suffisamment grand, on a montré I’estimation souhaitée en rempla-

cant M,,(T) par M,,(T). Il reste & comparer M,,(T) avec M,,(T).

Remarquons que, pour chaque 7 et 7, les graphes de v et QJ(»D (7i(j)) se situent dans 1" et ceux

de ;) et g](?) (7) se situent dans D;. Ainsi, comme les tubes T' et D; sont my-contractants
et satisfont (3.24) (avec respectivement A =T et A = D;), on obtient, pour chaque j,

0G i) o2 (9970 2
0(v) me 9(%’(;’)) ma

De ces deux inégalités et du Lemme 3.2.15, il suit [M,,(T) — My (T)| < M,(T)/ma, ce qui,
avec (3.28), conclut la preuve de la proposition. ]

3.2.5 Preuve du Théoréme 3.2.2

Nous pouvons désormais démontrer le Théoréme 3.2.2. On rappelle qu’on peut supposer,
sans perdre de généralité, que P()) = 0 et on a noté M la mesure M, ,,, dont la construc-
tion est détaillée dans la Section 3.2.3.

Nous construisons tout d’abord une famille de partitions mesurables de (J, M) dont le
diameétre tend vers 0. Dans cette section, on considére diam 7 le diamétre associé a la distance
dans l'espace métrique J, muni de la distance dist s := distoypr) définie en Section 1.2.2.

Lemme 3.2.21. I] existe une suite (8;);en de familles finies d’ouverts deux & deux disjoints
= {U; ; }i<j<s; satisfaisant les propriétés suivantes :

(U1) pour tout i € N, on a M(Ui<j<sUi;) =1;

(U2) sup;ey(i - maxj<j<y, diamf; ;) < 1;

(U3) pour tout i > 2 et tout 1 < j < J;, il existe 1 < j' < J;_y tel que U; j C Ui jr.
Démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢ € N. On fixe Jy := 1 et Uy; := J. La

famille 4(; := {Up 1} satisfait les conditions (U1) et (U2). La condition (U3) est vide dans
ce cas, ce qui montre l'initialisation.
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Pour I'hérédité, considérons i € N tel qu'il existe 8; = {U; ; }1<j<y, satisfaisant les condi-

tions (U1), (U2) et (U3). On fixe lintervalle I := ( (;2), 2(z+1)) Comme Supp M C

Uyesupp MB7 (7, m) et Supp M est compact, il existe m; € N et un ensemble fini de graphes
{Vim F1<m<m; C Supp M telle que pour tout € € I, on a SuppM C Uy, B7(Yim,€). On
définit B;,, := Bs(Vim,€) et D5, == 0B;,,

Fait 1 : l'ensemble A; :={e € I : M(Uicpem,D5,,) > 0} est dénombrable.
Il suffit de montrer que A;,, := {¢ € I : M(Dj,,) > 0} est dénombrable pour tout
1 < m < m,. Supposons que 4, 5 est indénombrable, pour un certain 1 < m < m;. Pour tout
a € N, on définit Ajp :={e €l : M(Dj,) > a+1} On remarque que A; 7 = UaenAf
de sorte qu’il existe a € N tel que I'ensemble A7, est infini. Autrement dit, |A$ ;| = +oo.
Comme Di N Df/m = () pour tout € # ¢ € I, on obtient
|A’L m|

1> M(Ueeas = Y M(D; P R
EEA“

ce qui constitue une contradiction et montre le Fait 1.

Considérons ¢ € [ tel que M(D5,,) = 0 pour tout 1 < m < m;. On désigne par
Ui, ..., Uip1, 'ensemble des composantes connexes de 'ouvert U;]izll/{,-J N B; ;. Par ité-
ration, on définit aussi, pour 1 < m < m;, Uit14, (+1,---,Uit1,,, comme 'ensemble des
composantes connexes de 1’ouvert

Ji lm—1
Ut n <Bf,m\ U m) :
j=1 I=1

On fixe J;41 := [,,,. Par définition, les ensembles U, 11, sont ouverts et deux a deux disjoints.

Jit1 Jit1 Ji
Fait 2 : U U1, D (U B\ aum,l) n{Ju.
=1 j=1

Fixons m < m; et con31derons v E BLm \ Ui<i<,,, OUi 11, pour un certain m < m;. Quitte &
choisir un autre m, on peut supposer que v ne satisfait cette propriété pour aucun m’ < m.
Par définition des ensembles U1, cela assure que pour tout | < [,,,_q1, on a v & U1, de
sorte que v € Bf,, \ Uﬁz;lm, ce qui montre le fait.

Jit1
Remarquons que U U1 C U D3 ,,, et rappelons que £L; satisfait (U1). Ainsi, le choix
=1 m=1

de £ conduit a ’estimation suivante

(G“z+1l>>M<U \Olauz+1l)>M<U )—M(glezm)zl

ce qui prouve que ;,; satisfait (U1). La propriété (U2) provient de la définition des B;,,
et du fait que, d’aprés la construction, pour chaque [, il existe m(l) tel que U1, C Bfm(z)

5



Enfin, la connexité du sous-ensemble U; 41 C Uleum assure (U3), ce qui termine la preuve
du lemme. n

Pour tout 7 € N, on applique la Proposition 3.2.16 avec 4 = ;. Pour tout n € N, on définit
in = max{m <n : n(m,,,) < n}, ou lentier n(m,,,) est donné par la Proposition 3.2.16.
Pour tout a > 0, on fixe m, := [a + 1|, de sorte que pour tout n > max(ma, n(Mmq, %, )),
on obtient 7,, > m, > «a. Cela assure que nh_}r{)lo i, = +00.

La Proposition 3.2.16 fournit aussi une certaine collection Py, C Ui<j<y, U;, ; formant
un mouvement holomorphe de points n-périodiques répulsifs. On considére la mesure M/,
définie par

(3.29) M

n

— Z exlf(a)+...+\11(f"*10)5a.

U€P¢,n
Lemme 3.2.22. Toute valeur d’adhérence M’ de la suite (M))nen est de masse 1.

Démonstration. Par définition, pour tout n € N, on a

Jin,
n— 1 n—1
HM H _ § : e o). +U(F 2 : 2 : 6\1/(0)+...+\IJ(]-‘ a).
oE€Pyn j=1 a€l;,, jNPy

Comme la famille 1, est constituée d’ouverts deux a deux disjoints, la Proposition 3.2.16

e (1_1) (JUMM,J)<||M ||<(1+> (U“)

On conclut avec la propriété (Ul) en passant a la limite quand n — oc. O

Lemme 3.2.23. Pour tout i* € N et 1 < j5* < Jix, on a

lim inf M), (U <) > M (Ui j+).

n—oo

Démonstration. Soit * € N, 1 < 7% < Jux et ¢ > 0. Il suffit de montrer que, pour n
suffisamment grand, on a

M Ui j) =2 MU ) — <.

Il suffit pour cela de considérer seulement les indices n satisfaisant i,, > ¢*. Pour un tel n,
comme les ouverts U;- j« sont deux & deux disjoints, la propriété (Ul) conduit a

M (U j+) ZM ) et M (Ui ) >ZM U, i),

J'

ou les deux sommes portent sur les indices j’ tels que U;, j C U+ j-. En utilisant la méme
convention pour les indices dans les sommes, la définition de M/, et la Proposition 3.2.16
conduisent a

M(”i*,j*) j* < Z M M/ 7,n j _1 Z M in j — ZglM(uz*,]*)a

ce qui conclut la preuve. O
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Fin de la démonstration du Théoréme 3.2.2. On montre que la suite (M ),en définie par
(3.29) converge vers M. Soit A C J un sous-ensemble fermé. Considérons A" := (), oy Uyen Us

ot YA = {U e Y; : UN AF# D}. D’aprés la propriété (Ul), pour tout n € N, on a

Ml Jul=1-m{ |J U]=1-MA)=MA).

Ueus Uesl;, \uA

Remarquons que la propriété (U3) assure que A’ est une intersection croissante dénombrable.
On en déduit, en passant a la limite lorsque n — oo, que M(A’) > M(A).

Fait : On a Uinclusion A" C A. En particulier, on a l’égalité M(A') = M(A).
Comme M(A") < M(A), il suffit de montrer que A" C A. A cet effet, considérons v € A'.
Pour tout n € N, il existe un ouvert U € 4; et un graphe v, € J telsquey € U et v, € UNA.
La propriété (U2) conduit a dist7 (7, v,) < 1/i,, ce qui assure que y = nh_}r{)lo Y €A=Aet

démontre le fait.

Soit M" une valeur d’adhérence de la suite (M) en. Le fait ci-dessus et le Lemme 3.2.23
conduisent au calcul suivant
o no_o1e . / o 1y oAl /
MUA) = M) = T 3 M) < T 37 MU) = M(A) < MIA)

n—oo
ueu;‘; UesA

Le fermé A étant quelconque, le Lemme 3.2.22 et le fait que || M|| = 1 assurent que M = M.

Ainsi, on obtient lim M/ = M, ce qui termine la démonstration. O
n—oo
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Chapitre 4

Dynamique aléatoire des applications
d’allure polynomiale

La dynamique aléatoire des endomorphismes des espaces projectifs a fait I’'objet de nom-
breux travaux. On pourra consulter [FS91, HM96, Suml11, Sum97, Sum98, SSS04, SW19,
SW22| pour la dimension 1 et [FW00, DD12, DeT13, DeT15, Bayl5, GP20| pour la dimen-
sion supérieure. Dans ce chapitre, nous adaptons au cas aléatoire deux constructions de la
dynamique des applications d’allure polynomiale, en suivant I’approche de Dinh et Sibony.
Plus précisément, nous construisons un analogue de la mesure d’équilibre a I’aide de la théorie
du pluripotentiel et établissons un résultat d’équidistribution des tirés en arriére en moyenne,
ce qui correspond a notre Théoréeme D. Dans le cadre des familles, nous montrons que ces me-
sures peuvent étre obtenues comme les tranches d’un certain courant positif fermé horizontal,
ce qui correspond & notre Théoréme E.

4.1 Applications d’allure polynomiale

Définition 4.1.1. On dit qu'une famille {U) } epr d’ouverts connexes non-vides relativement
compacts de C* paramétrée par une variété complexe M dépend continiment de A si pour
tout A € M et tout compact K C CF, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) Si K C Uy, alors K C Uy pour X dans un voisinage assez petit de .
ii) Si UyN K =0, alors Uy N K = () pour ) dans un voisinage assez petit de \.

Lemme 4.1.2. Soit {Uy}xenr une famille d’ouverts connexes non-vides relativement com-
pacts de C* qui dépend contintiment de X. Pour tout \ € M, on a :
— sup dister(z, Uy) — 0 (semi-continuité inférieure).
2eUy N—A
— sup dister (2, Ux) —> 0 (semi-continuité supérieure).
2€Uy N—A
Démonstration. Montrons d’abord que la famille (Uy)ens est localement uniformément bor-
née. Soit A € M. L’ouvert U, est borné, donc il existe une boule B = Bcx(0, R) telle
que Uy, € B. D’aprés la propriété i), appliquée & K = 0B, il existe § > 0 tel que si
distpr (A, X)) < 6, alors Uy N OB = (). Or Uy, est non-vide et Uy connexe. Quitte & réduire 4,
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d’aprés la propriété i), on a donc Uy, C B pour tout ' € M satisfaisant distex (A, \') < 4.

On considére € > 0 assez petit pour que le compact Ky, = {z € B : distex(z,Uy) > ¢}
soit non-vide. Comme U) ne rencontre pas K, ., d’aprés la propriété i), il existe § > 0 tel
que Uy C K5_ pour tout paramétre \" € M satisfaisant disty (A, A') < d. En particulier,
sup distcr(z,Uy) < €, ce qui prouve la semi-continuité supérieure.
2€Uy,

Pour la semi-continuité inférieure, supposons qu’il existe un réel ¢ > 0, un parameétre

A € M, une suite (z,),en de points de Uy, et une suite (A, )nen satisfaisant lim A\, = X et
n—oo

(4.1) Vn € N : dister(z,,Uy,) > €.

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (z,),en est de Cauchy dans
Uy, de sorte qu’il existe un entier n; € N tel que

(4.2) Vn > mny @ dister(zn, 20, ) < €.

D’autre part, comme z,, € Uy, d’aprés la propriété i), il existe ny € N tel que z,, € U, pour
tout n > ny. En d’autres termes, on obtient

(4.3) Vn > ng o dister(zn, Uy,) < dister (2, 2n, ).

Les inégalités (4.2) et (4.3) contredisent (4.1), ce qui prouve la semi-continuité inférieure.
[

Remarque 4.1.3. En remarquant que distex (2, U) = dister (2, U) pour tout z € CF et tout
ouwvert U C CF, le Lemme 4.1.2 assure que cette notion de continuité est plus fine que la
continuité de Hausdorff sur les adhérences. C’est en fait une notion strictement plus fine,
comme le montre le contre-ezemple suivant. La famille d’ouverts définie par Uy = Bc(0,1)?
pour A € C* et Uy = Bc(0,1)?\ {21 = 0} ne dépend pas contintiment de \, pourtant la famille
de leurs adhérences Uy = Bc(0,1)? est constante, donc Hausdorff-continue.

Définition 4.1.4. Une famille d’applications d’allure poynomiale est un couple (M, f), ou
M est une variété complexe, connexe, et f : U — V est une application holomorphe propre,
de la forme f(\, z) = (A, fa(2)), ot U C V sont des ouverts de M x C*| telles que pour tout
A € M, les ensembles Uy = U N ({\} x CF) et Vy, = VN ({\} x CF), identifiés & des ouverts
de CF, satisfont () # U, € V) € CF. On suppose, de plus, que les ouverts Uy sont connexes,
que les ouverts V), sont convexes, et que les familles d’ouverts (Uy)aenr et (Vi)rom dépendent
continiment de \.

On note d; le degré topologique de f comme revétement ramifié. Remarquons que chaque
application holomorphe f, : Uy — V) est propre, de degré d; comme revétement ramifié.
La proposition suivante assure que quitte a réduire M, on peut supposer que V), = V et
que V = M x V. Autrement dit, il n’est pas restrictif de considérer des familles de la forme
{fr:Ux—= Vheum.

Proposition 4.1.5. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale. Considérons
V = MxemVa. Alors, quitte a réduire M, Uapplication f: f~Y(M x V) — M x V définit une
famille d’applications d’allure polynomiale.
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Lemme 4.1.6. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de la forme { fy :
Ux = Visem, et My @ M. 1l existe un ouvert U, € V tels que pour tout A € My, Uy € U.,.

Démonstration. Supposons que dist ek (U, Mo x V) = 0. Comme U est fermé dans M x C*
et My x OV est compact, la distance est atteinte. Il existe donc (A, z) € My x OV et deux
suites A, z, € Uy, telles que (A, z,) —> (A, 2). Par ailleurs, on a

n—oo

distex (Uy, OV') < dister (Uy, 2,,) + dister (2, OV).

Comme z, € U, , le premier terme tend vers 0 par semi-continuité supérieure en vertu du
Lemme 4.1.2. Le second terme tend vers 0 car z, — z € 9V. Par conséquent, distcr(Uy, 0V) =

n—oo
0, ce qui est absurde puisque Uy € V. Ainsi, ¢ := distcr (U, My x 9V)) > 0. On conclut
en considérant U, := {z € V' | dister(z,0V) > ¢/2}. O

Définition 4.1.7. On dit qu'une famille (M, f) d’applications d’allure polynomiale de la
forme {fy : Ux — V}ienm est non-dégénérée si pour tout couple (z,w) € V' x V, I’ensemble
{AeM:weU,et fi(w) =z} est fini.

Remarque 4.1.8. La définition 4.1.7 impose la condition dim M < k. En effet, pour tout
z € V, considérons le sous-ensemble analytique W = {(\,w) € U : falw) =z} C U et
notons Ly, - W — M et Iy, : W — V les restrictions des projections analytiques. Comme
chaque application f\ : Uy — V est de degré topologique d;, la projection 11y, est finie,
propre, et surjective, donc dimW = dim Iy, (W) = dim M (voir par exemple [Chi89, §3.3
Proposition 2/). La définition 4.1.7 assure que la projection Ily est finie et propre, donc
dimW = dimIIy (W) < k. Elle est surjective si et seulement si dim M = k. Dans ce cas,
elle réalise un revétement analytique ramifié au-dessus de V.

4.2 Construction de la mesure stationnaire

Dans le cadre des endomorphismes de P¥, Fornaess et Weickert [FW00] ont construit une
mesure d’équilibre adaptée au systéme aléatoire, en introduisant les fonctions de Green non-
autonomes. Nous construisons un analogue de la mesure de Fornaess-Weickert dans le cadre
des applications d’allure polynomiale. Comme les fonctions de Green n’existent pas dans ce
contexte, nous adaptons ’approche dd® de Dinh et Sibony [DS10a).

4.2.1 Présentation du résultat

Etant données une application holomorphe propre h : U — V et une fonction ¢ : U — C,
on rappelle que la fonction h,p : V' — C est définie par par

VyeV : ha(y) = > o),

h(z)=y

les préimages étant comptées avec multiplicité. Si la fonction ¢ est continue, la fonction h,p
est aussi continue, ce qui permet de considérer Iopérateur de transfert h, : C°(U) — C°(V).
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Dans toute cette section, on considére une mesure de probabilité v € M (M) sur les-
pace des paramétres d’une famille d’applications d’allure polynomiale (M, f) de la forme
{fn : Ux = V}iem, et une variable aléatoire A suivant la loi v. Ceci produit un systéme
dynamique aléatoire (f,A) sur C*. Nous construisons une mesure d’équilibre associée au
systéme (f,A) en adaptant la construction de [DS03]. Cependant, chercher une mesure pu
fr-invariante, c’est-a-dire satisfaisant (f).u = p, pour tout A € M (ou méme v-presque tout
A € M) est déraisonnable. En général, de telles mesures invariantes n’existent pas. Il faut
donc assouplir la notion d’invariance.

On considére ’opérateur de transfert moyennisé, défini par :

Vo € CO(V) : T(p) =B, ld7 ' (fa)ep] = di! /M(fx)*stV(A)o

On montrera dans la Section 4.2.2 que T, définit une application linéaire continue de
Co(V) sur CQ(V) pour la norme ||.||o et que son adjoint 7, = T : (CP(V))* — (CO(V))*
induit un opérateur positif, sur 'espace M (V') des mesures de probabilité, via la définition

Yo € MI(V) Vo € CU(V) = (To(po), @) = (o, To(0)).-
Le couple (MY (V),7,) définit alors un systéme dynamique topologique.
Définition 4.2.1. Une mesure p € M'(V) est dite totalement v-stationnaire si T, (1) = pu.

Lorsque v = dj,, pour un parameétre fixé Ay € M, on retrouve la notion de mesure totale-
ment invariante du systéme déterministe défini par f),, c’est-a-dire une mesure p sur V' sa-
tisfaisant f3 p = dyp. Pour simplifier, dans toute la suite, on appellera mesure v-stationnaire
une mesure totalement v-stationnaire. Le résultat principal de cette section garantit 1’exis-
tence et I'unicité de telles mesures.

Théoréme 4.2.2. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de la forme
{fr:Ux = Vien. Soit v € MY (M) une mesure de probabilité a support compact. Il existe
une unique mesure de probabilité y € MY (V) telle que

i) la mesure yu est v-stationnaire ;

ii) il existe un ensemble pluripolaire £ C V tel que pour toute mesure de probabilité py €
P(V) satisfaisant po(E) = 0, la suite (T (to))nen converge vers p pour la topologie
faible-x ;

i) sip/ € P(V) satisfait T, (1) = 1/, alors pour toute fonction ¢ € CO(V) NPSH(V), on
a (i, 0) < (1, ).

On rappelle que la définition de famille non-dégénérée est donnée en Définition 4.1.7.

Proposition 4.2.3. Sous les hypotheses du Théoreme 4.2.2, on suppose, de plus, que la
famille (M, f) est non-dégénérée, que dim M = k, et que v ne charge pas les ensembles
pluripolaires de M. Il existe une unique mesure de probabilité v-stationnaire u € M (V)
telle que pour toute mesure de probabilité g € M (V), la suite (T, (o) )nen converge vers p
pour la topologie faible-x.
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4.2.2 L’opérateur de transfert 7,

Dans un premier temps, on étudie 'opérateur T, et son adjoint 7,. Notons U, 'ouvert
donné par le Lemme 4.1.6 avec My := Supp v.

Lemme 4.2.4. Pour toute fonction ¢ € C°(V), on a T,(p) = T,(p

7o)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que, pour tout A € M et tout y € f/\_l(V), onay € U,.
Ainsi, pour tout z € V, on a

L)) =Bl Y o) =Bt Y ¢

a(y)== aly)=2

=v)] = Lol (2)

ce qui conclut. O

Lemme 4.2.5. Pour toute fonction ¢ € C°(V), on a T,(p) € CX(V) et |T,(¢)]| < supy.
En particulier,

©|.

T, € L(C°(U.),C(V)).
Démonstration. L’opérateur T, est linéaire par linéarité de 1’espérance.
Soit ¢ € C°(V) une fonction continue. Alors :
1. YA € M, (fy)«p € COV).
2. Vz e VA= (fa)«p(z) est mesurable.
3. V2 € V. VA€ A, [(£)9(2)] < sup ol

Ainsi, par théoréme de continuité sous l'intégrale pour la mesure de Radon v, la fonction
T,(¢) = E,[d;'(fr)«¢] est continue et bornée. De plus, le point 3. fournit I'estimation
IT,(p)]]c < supy, ¢ = supg-, ce qui assure que lopérateur T, : CO(U,) — C(V) est
continu, de norme ||7,,|

coeo@ ey =1 =
Lemme 4.2.6. L’opérateur T, est positif. Son adjoint induit un opérateur T, : MY (V) —
MN(T.).

Démonstration. Soit ¢ € C2(V') une fonction positive et z € V. Par positivité de I'espérance,

on obtient
L)) =E[d" > wly)] >0
Ia(y)=z
Ceci assure la positivité de 'opérateur T,. Par dualité, son adjoint 7, stabilise le sous-espace
fermé M* (V). Notons E = C°(U,) et F' = CJ(V). Il reste & montrer que l'opérateur 7,, réalise
une isométrie de F* sur E* (remarquons que 7, n’est pas une isométrie de E sur F).
Soit 1 € M* (V). On sait que

T ()] e < || T5] 1]

Pour montrer I’inégalité réciproque, on considére une fonction y € C2(V) telle que x = 1 sur
U,. D’aprés le Lemme 4.2.4, on obtient

(To(w), x) = (T (X)) = (u, To(1w,)) = (p, Ly) = ||l

Par conséquent, I'opérateur 7, stabilise le sous-espace fermé M'(V) des mesures de proba-
bilité. ]

re = ||T]

Lo(F*,E¥) coe | pllre < lul] e

E*-
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Lemme 4.2.7. L'opérateur T, : M*(V) — M (U,) est séquentiellement continu pour les
topologies faible-x.

Démonstration. Considérons (ji,)nen une suite de mesures de probabilité sur V' qui converge
vers ;1 € MY (V) pour la topologie faible-*. Soit ¢ € C°(U,). Remarquons que la fonction
T, () est continue bornée. Par convergence faible-* sur M!(V'), on obtient

(T (n) 0) = (ns To(9)) — {1 To(0)) = (1), 9,
ce qui montre que la suite (7,(tn))nen converge vers T,(u) pour la topologie faible-x sur
P(U.). O

La définition de T}, (¢) s’étend naturellement pour les fonctions ¢ € PSH(V).
Lemme 4.2.8. Si ¢ € PSH(V) alors T,(p) € PSH(V).

Démonstration. Comme [ est propre et surjective, la fonction (f)).p est p.s.h. pour tout
A € M. C’est une conséquence de la Proposition 1.1.14 (voir par exemple [K1i91, Proposition
2.9.26] ou |Dem12, Proposition III1.1.17.a)|). Il reste a calculer ’espérance selon la loi v. On
considére 'ouvert U, € V obtenu par le Lemme 4.1.6 avec M, := Supprv € M. Comme
¢ est semi-continue supérieurement, elle est majorée sur U,. Ainsi, pour tout A € M, la
fonction (fy)«p est majorée par une constante indépendante de A. Quitte a lui soustraire
cette constante, on peut donc supposer que la fonction (f) ). est négative, pour tout A € M.
En vertu de la Proposition 1.1.8, on conclut que la fonction E, [d; ' (fx).¢] = T, () est p.s.h.
sur V. O

Lemme 4.2.9. Soit ¢ € PSH(V). Si la suite T)}(p) ne converge pas localement uniformé-
ment vers —oo, alors il existe une constante c, € R et un ensemble pluripolaire £, de V' tels

que la suite T]'(¢) converge vers ¢, dans L} (V'), pour tout 1 < p < 400, et ponctuellement
en-dehors de &,.

Démonstration. Soit ¢ € PSH(V). La fonction ¢ est localement majorée comme fonction
semi-continue supérieurement. En vertu du Lemme 4.2.8, la suite T7'(p) est donc une suite
de fonctions p.s.h. localement uniformément majorées. Le Corollaire 1.1.11 assure alors que
c, € PSH(V), ot ¢, == (limsup T, ¢)*.

n—-+0oo
Etape 1 : la fonction c,, a valeurs dans RU {—oco}, est constante.
Supposons le contraire et considérons 'ouvert U, € V obtenu par le lemme 4.1.6 avec My =

Suppv € M. Par principe du maximum, il existe 7 € R tel que

sup ¢, < 7 < Sup Cy.
7. 1%

D’aprés la Proposition 1.1.13, il existe N € N tel que pour tout n > N, on a T'(¢) < T sur
U.. Ainsi, on obtient

sup TN o = sup T, (T ) = sup E,[d; ()TN ()] < sup E [T (¢)] < sup TN () < T,
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ce qui constitue une contradiction.

Etape 2:0nac,>—00.

Sinon, comme limsup T, ¢ < (limsup7'y)" = —oo, en vertu de la Proposition 1.1.12; la
n—oo n—oo
suite T constitue une suite de fonctions plurisousharmoniques qui converge uniformément

vers —oo, ce qui contredit I’hypothése.

(V) et en-dehors d’un pluripolaire.
Pour cela, on considére ¢ une valeur d’adhérence dans L} (V'), dont P'existence est assurée
par la Proposition 1.1.12, et on montre que ¢ = c,. Par hypothese, il existe une sous suite
n; telle que

Etape 3 : la suite (T1¢)nen converge vers c,, dans LY

Ty =5 ¢ € PSH(V).

Montrons que ¢ < c,. Par définition de la limite supérieure, pour tout z € V' et tout € > 0,
il existe i(e, z) € N tel que si i > i(e, z), alors

T)ip(z) <limsupT)p(z) +€ <c,+e.

n—o0

Comme toute suite convergeant dans LP(V') admet des sous-suites qui convergent Lebesgue-
presque partout, on obtient, pour tout € > 0,

¢ < c, +¢ presque partout sur V.

En vertu de la Proposition 1.1.7, on obtient 'inégalité partout.
Supposons maintenant que ¢ # c,. Si ¢ est une constante, on a donc ¢ < c¢,. Sinon,
comme ¢ est plurisousharmonique, par principe du maximum, on a sup ¢ < sup ¢ < c,. Dans

U 14
les deux cas, il existe 6 > 0 tel que
sup < ¢, — 0.
U
D’apreés la Proposition 1.1.13, T}}ip < ¢, — ¢ pour ¢ suffisamment grand. Ainsi, on a

sup T, () =sup T, " (T))") <supT,p < c, — 9.
v v U

En passant a la limsup et a la régularisation supérieure (voir la Définition 1.1.9), on
n—-+00
obtient ¢, < ¢, — 9, ce qui constitue une contradiction.

La seule valeur d’adhérence dans Lj, . est donc c¢,. On conclut par la Proposition 1.1.13
que T}'¢ converge vers ¢, en-dehors du pluripolaire &, := {limsup7,'(¢) < c,} C V. O

4.2.3 L’ensemble exceptionnel &

On établit maintenant le Théoréme 4.2.2.

Soit {2 une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur V', dont
la densité est lisse et a support compact dans V. Pour tout ¢ € C?(V), d’aprés le Lemme
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1.1.15, il existe deux fonctions o € C°(V) N PSH(V) telles que ¢ = ¢, — ¢_, de sorte
que (7,(Q), ) = (0, T (py)) — (2, T (p-)). Or, d’aprés le Lemme 4.2.9, T7'(p4) converge
vers ¢,, € R en-dehors de I'ensemble pluripolaire £, U&,_. Cet ensemble étant négligeable
pour la mesure de Lebesgue, il I'est aussi pour 2. Ainsi, deux valeurs d’adhérence pour la
topologie faible-x sur M*(U,) de la suite (7,%(Q))nen coincident sur le sous-espace C2(V)
dense de C)(V). D’apres le théoréeme de Banach-Alaoglu, la suite (7,%(2))nen admet donc
une unique valeur d’adhérence pour la topologie faible-+ dans M*(U,), que I'on note u. Pour
toute fonction ¢ € C2(V), on note ¢, := (1, p) .

La prochaine étape consiste a rendre ’ensemble &, := {limsup, T)'(¢) < ¢,} C V indé-
pendant de ¢ sur un sous-espace de PSH (V). On notera, pour tout z € Vet n € N :

p = T,(02).
Lemme 4.2.10. Soit ¢ € C°(V)NSPSH(V). Alors
E,={2€V 1 pnest pas valeur d’adhérence de la suite (yi)nen}.

Démonstration. Si z € &, alors limsup(u;,, p) < (i, p), donc p n’est pas valeur d’adhérence
n—oo

de la suite (47 )nen, ce qui montre I'inclusion directe.

Pour montrer I'inclusion réciproque, considérons z ¢ £,. On a limsup 7} (¢)(2) = c,. Soit
n—oo

(n;);jen une extractrice telle que

(4.4) T (0)(2) = ¢y

n—oo

Soit p1' une valeur d’adhérence de la suite p7; . Soit x € C2(V'). Montrons que {(u, x) = (¢, x)-
Quitte & extraire a nouveau, on peut supposer que la suite uflj converge vers p', de sorte que

(4.5) lim 7377 (x)(2) = (', x)-

Jj—o0

Comme ¢ est strictement plurisousharmonique, il existe A > 0 tel que

(4.6) o =+ Ax € CO(V)NPSH(V)
et
(4.7) o =p—Ax € C°(V)NPSH(V).

D’aprés le Lemme 4.2.9, la suite de fonctions p.s.h. localement uniformément majorées
1.7 (p4) converge vers c,, dans LP (V), pour tout 1 < p < +oo. La Proposition 1.1.13
fournit alors la majoration

(4.8) limsup 7,7 (¢4)(2) < ¢y,

j—o0

En combinant la linéarité de T, avec I’équation (4.6), on obtient
(4.9) TP ()(2) = 7 (T (p4)(2) = T () (2))-
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On passe a la limite supérieure pour j — oo dans ’équation (4.9), ce qui conduit, avec les
convergences (4.4), (4.5) et la majoration (4.8), a I'inégalité

(4.10) (W', x) < %(Cw —cp) = (i, %(w — ) = (1 X)-

Pour obtenir I'inégalité réciproque, on applique le Lemme 4.2.9 et la Proposition 1.1.13 a la
suite T,,” (p_), ce qui conduit, en combinant 1’équation (4.7) avec les convergences (4.4) et
(4.5) a

(111) (1,0 = (6 = ¢5.) < W),

Par conséquent, les mesures u et p' coincident sur le sous-ensemble dense C2(V) C C°(Uy),
ce qui permet de conclure puisque les mesures u et p’ sont supportées dans U. O

On note a présent € := {z € V | u n’est pas valeur d’adhérence de pZ} cet ensemble
pluripolaire. On 'appelle ensemble exceptionnel associé au systéme (f, ).

Fin de la prewve du Théoréme 4.2.2. D’apres le Lemme 4.2.6, les mesures p,, := TI(Q),
n > 1 sont supportées dans U,. Ainsi, d’aprés le Lemme 4.2.7, on obtient p = 7,(u) en
passant a la limite faible-x dans I'égalité 7" "1(Q) = T,(T(Q)).

Soit p19 une mesure de probabilité sur V' ne chargeant pas €. Soit ¢ € C3(V'). D’apres le
Lemme 1.1.15, il existe o+ € CO(V)NSPSH(V) telles que ¢ = ¢, — ¢_. D’aprés le Lemme
4.2.9, la suite T™(p) converge vers c,, — ¢, = (it,¢) en-dehors de I’ensemble pluripolaire
&, donc pg-presque partout. D’aprés le théoréme d’interversion limite-intégrale, justifié par
la domination ||77(¢)||s < ||¢||s, on obtient la convergence (7,"(uo), @) — (1, ). Ainsi,

la suite 7" (o) admet des valeurs d’adhérence dans M'(Up), par le théoréme de Banach-
Alaoglu, et toutes ses valeurs d’adhérence coincident avec p sur le sous-espace dense C2(V).
Ceci prouve le deuxiéme point du théoréme.

Soit maintenant y’ € M'(V) une mesure de probabilité v-stationnaire. Considérons une
fonction p € CO(V) N PSH(V). Comme T, (i) = i/, on obtient

(4.12) (', o) = limsup(T," (1), ¢) = limsup(u', T, (p))-

n—o0 n—o0

D’autre part, comme ¢, = (limsup7}'(¢))" > limsup 7, (¢), on a

n—oo n—oo
(4.13) (' Jim sup T2 (9)) < (1, ¢,) = ¢ = {i1,9).
n—oo

La suite (77 (¢))nen est uniformément majorée. Quitte a lui soustraire une constante, on
peut donc la supposer négative. En vertu du Lemme de Fatou, en combinant les équations
(4.12) et (4.13), on obtient

(', 0) <, 0),

ce qui conclut la preuve. O



4.2.4 Effacement de ’ensemble exceptionnel

Dans cette section, on renforce la conclusion i) du Théoréme 4.2.2 sous des hypothéses
de régularité, ce qui aboutit a la Proposition 4.2.3. Le raisonnement est issu de [FW00].

Lemme 4.2.11. On suppose que dim(M) = k, que la famille (M, f) est non-dégénérée,
et que la mesure v ne charge pas les ensembles pluripolaires de M. Pour toute mesure de
probabilité oy € MY(V), la mesure T, (10) ne charge pas les ensembles pluripolaires de V.

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour les mesures de Dirac, c’est-a-dire dans
le cas ou il existe un point z € V tel que gy = 9,. Soit £ C V un ensemble pluripolaire, et
un point z € V. On considére le sous-ensemble analytique

W:={(\w)el]| filw) =z} C U,

qui est de dimension k. On considére IIy; : W — M et Iy, : W — V les restrictions des
projections holomorphes et on note Mg := I1,,(I;,'(E)). Ainsi, on a

(Tol0), 1) = Bl (1)) = [ a3 Lsdv(),
M Ia(y)=

La derniére intégrande est nulle dés que A ¢ Mp. Comme Z 1g(y) < di, on a
I(y)==

(To(6.), 1) < / () = v(My).
Mg

Il suffit donc de montrer que v(Mg) = 0. Comme la famille (M, f) est non-dégénérée et que
dim M = k, la projection Il définit un revétement analytique ramifi¢ au-dessus de V' (voir
la remarque 4.1.8). L’application f étant de la forme f : (X, 2) — (A, fa(2)), la projection 11y,
réalise un revétement analytique ramifié de degré d; au-dessus de M. Notons C' I'union des
lieux de ramification de ITy et IIj,. L’ensemble I1,,(C) est pluripolaire comme sous-ensemble
analytique de dimension < [. On montre que I'ensemble Mg \ I1,,(C) est pluripolaire.

L’ensemble My \ I1;(C) est fermé dans M \ I1,;(C) donc o-compact. Ainsi, il existe une
suite z; € M et des réels r; > 0 tels que, en notant B; := B(z;,7;), on a

L Mp\1Iy(C) C U;en Bis

2. B; N1 (C) = () pour tout entier i € N.
Par définition de C', le point 2. assure que I’ensemble HX}(Bl) est une réunion disjointe de
d, ouverts B},..., B C M et que les applications P/ := Ty o HM|;} : B - V,ieN,

)

1 < j < dy, réalisent des biholomorphismes sur leurs images V;j = Pij (B‘Z ). Ainsi, 'ensemble

Mp\Tu(C) = J (B (ENVY)

iEN 1< <ds

est un ensemble pluripolaire. Par conséquent, 'ensemble Mz = I1,,(C) U Mg \ T1;(C) est
un ensemble pluripolaire. Par hypothése sur v, on obtient v(Mg) = 0, ce qui montre que
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7,(6.)(E) = 0 pour tout z € V.

Considérons maintenant une mesure quelconque o € Ml(V) et une fonction x € CS (V)
telle que Suppy C E avec x > 0. Comme (7,(d,),x) = 0 pour tout z € V, et comme la
mesure 7, (o) est positive d’aprés le Lemme 4.2.6, on obtient

0 < (To(po), x) = <uo,Ty(><)>/V<5Z,Ty(x)>duo(2) —/V<7L(5z),x>duo(2) = 0.

Ceci est vrai pour tout choix de x. On obtient donc T, (uo)(£) = 0, ce qui conclut la preuve.
0

Preuve de la Proposition 4.2.3. Soit puy € MY (V). On considére la mesure v-stationnaire
et I'ensemble exceptionnel £ fournis par le Théoréme 4.2.2. D’aprés le Lemme 4.2.11, la
mesure 7,() ne charge pas I'ensemble pluripolaire £. D’aprés le point i) du Théoréme
4.2.2, en choisissant 7, () pour mesure initiale, la suite (7,"(t0))nen+ converge vers p pour
la topologie faible-x dans M (V). O

4.3 Familles aléatoires d’applications d’allure polynomiale

Etant donnée une famille {f\ : Uy — V}ien d’applications d’allure polynomiale, on
considére maintenant que 'erreur aléatoire A introduite dans le systéme va dépendre d’un
paramétre s € X, ou X est une variété complexe. A chaque systéme (f, A;) est associée une
unique mesure stationnaire pg par le Théoréme 4.2.2. Dans cette section, nous construisons
un courant horizontal R sur le produit > x V', dont la tranche en s € ¥ coincide avec ;. Nous
adaptons l'approche de Pham [Pha05] et Dinh-Sibony [DS10a| dans le cadre déterministe.
Ceci nous ameéne a considérer des familles de mesures, et a en préciser une forme de régularité
holomorphe compatible avec ’holomorphie des fonctions.

4.3.1 Familles de mesures stationnaires

Définition 4.3.1. Une famille (v;)scx paramétrée par une variété complexe 3 de mesures
sur une variété complexe N est dite continue (respectivement holomorphe) si pour toute
fonction ¢ € CO(N) (resp. v € C°(N)NPSH(N)), la fonction s — (v, 1) est continue (resp.
p.s.h. et continue) sur ¥.

Exemple 4.3.2. On considére z : X — N une fonction continue. La famille vy = 0, est
holomorphe si et seulement si la fonction z est holomorphe.

Exemple 4.3.3. Pour tout s € ¥ C C' = N, on considére une mesure de probabilité v,
a densité ps(-) = p(- — s) par rapport a la mesure de Lebesque sur C!', o p € CX(C!)
est une fonction lisse a support compact. La famille vy est alors holomorphe. En effet, si
Y € CO(CHNPSH(CY), par un changement de variable affine, on obtient

{vs, ¥) = . b(N)ps(N)dA = . P(Np(A = s)dA = . (A + s)p(A)dA.

Or la fonction s — (A +5)p(N) est p.s.h. pour tout A € C', et on conclut par la Proposition
1.1.8.
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Théoréme 4.3.4. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de degré d;
de la forme (fy : Uy — V)rem. Soit (vs)sex une famille de mesures de probabilité sur M,
paramétrée par une variété complexe Y. On note ug la mesure vg-stationnaire construite dans
le Théoréme 4.2.2. On suppose que :

i) Uses Supp v est relativement compact dans M ;

i) la famille (vs)sex est holomorphe ;
— (V)1 M)
= TVS (¢)
Alors il existe un (k, k)-courant positif fermé horizontal R sur ¥ x V' tel que

Vs € X, (R, s, S) = ps-

iii) pour toute fonction v € CO(V), la fonction est continue.

Remarque 4.3.5. Les hypothéses ii) et iii) sont vérifiées pour toute combinaison convexe
des Fxemples 4.3.2 et 4.3.5.

La preuve du Théoréme 4.3.4 fait 'objet de la Section 4.3.2. Nous montrons le résultat
préliminaire suivant.

Lemme 4.3.6. Sous les hypothéses du Théoreme 4.3.4, pour toute fonction ¢ € C°(V) N
PSH(V), la fonction

§o 05> (s, @)

est plurisousharmonique sur .

Démonstration. Considérons une fonction ¢ € CO(V) N PSH(V).

Etape 1 : la fonction &, est semi-continue supérieurement.

Considérons s, € ¥ et s, — Soo. 1l existe une extractrice (n;);en telle que imsup &,(s,,) =
n—oo n—oo

lim &,(sp,). En vertu du théoréme de Banach-Alaoglu, la suite (i, )ieny admet une valeur
1— 00 i

d’adhérence p’ pour la topologie faible-x. Quitte a extraire a nouveau, on peut supposer que
la suite (us,, )ien converge vers ju'.

Montrons que la suite (7, (is, ))ien converge vers T, (u'). Soit ¢ € C2(V) et € > 0.
Comme la suite (i, )ien converge vers p/, il existe un entier 7; tel que pour tout i > 7;, on
a ’estimation

(4.14) (s, — 1 Tors(0))] < /2.

D’aprés 'hypothése 4ii) du Théoréme 4.3.4, il existe un entier iy tel que pour tout ¢ > iy, on
a 'estimation

(4.15) T, () = T (D)lloo < /2.

Fixons ¢ > max(iy, i2). Les estimations (4.14) et (4.15) conduisent &

[(Toer, (W) = Tons (W), ) < (o, (5,) = T (s, ) ) 4 KT, () = T, (1), 90)]

< |</’L3ni ) TVsni (V) — 1., (V)] + |</‘L5ni — i, T, ()|
<e,
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ce qui montre que la suite (7, (#s,, ))ien converge vers 7, (u') pour la topologie faible-x.

D’autre part, la mesure p,, étant v, -stationnaire, on a 7T, (i, ) = Hs, pour tout
i € N, donc la suite (7,,, (ss, ))ien converge aussi vers u' pour la topologie faible-+. On
en déduit que 7, (1) = ' et la mesure y' est v, -stationnaire. D’aprés la propriété de
maximalité du Théoréme 4.2.2, on obtient

limsup &g (sn) = lim &, (s5,) = Hm (ps, @) = (1, 9) < (s 0) = Eo(800),

n—o0

ce qui prouve la semi-continuité supérieure.

Etape 2 : la fonction &, est limite simple de fonctions p.s.h. uniformément majorées.
Soit €2 une mesure de probabilité borélienne lisse sur V. En particulier, la mesure €2 ne charge
pas les ensembles pluripolaires et le Théoréme 4.2.2 assure que la suite (7,7€2),en converge
vers i, pour la topologie faible-*. Ainsi, la fonction &, est limite simple de la suite de fonctions
définie par £ (s) := (7,262, ¢). Comme [£7(s)| < supy, [p| pour tout s € X, et tout n € N, il
suffit de montrer que la fonction & est p.s.h. sur X.

Pour tout z € V| la fonction u, : M — R définie par

(4.16) uz(A) = di () (2)

est continue et p.s.h. sur M. On rappelle que, par définition de 'opérateur de transfert
moyennisé, on a

(4.17) T, ()(2) = (vs, uz),

pour tout z € V et s € ¥.. Comme, d’aprés 'hypothése i) du Théoréme 4.3.4, la famille de
mesures (Vg)sex est holomorphe, les équations (4.16) et (4.17) assurent donc que la fonction
s — T,,(¢)(2) est continue et p.s.h. sur X. Quitte & remplacer ¢ itérativement par 77 (¢),
pour 1 < j < n—1, dans le raisonnement précédent, on obtient en particulier que la fonction
s+ T, (p)(2) est plurisousharmonique. On remarque alors que

&) = [ THWE) = EalT (W)
ce qui conclut I'étape 2, en vertu de la Proposition 1.1.8 appliquée avec M =V et N = 3.

Comme la fonction &, est limite de fonctions plurisousharmoniques uniformément majo-
rées, le Corollaire 1.1.11 assure que sa régularisée supérieure £, est une fonction plurisoushar-
monique. Or la fonction &, étant semicontinue supérieurement, on a §; = £, ce qui conclut
la preuve. O

4.3.2 Preuve du Théoréme 4.3.4

On considére w € M (V') une mesure de probabilité lisse & support compact. Son pullback
S = 7} (w) par la projection canonique 7y : X x V' — V est bien défini comme (k, k)-courant
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positif fermé sur le produit X x V. On note [ la dimension de Y. On considére un systéme de
coordonnées locales de X x V' adapté a la structure produit :

le, ,dZ[+k,d§1, 7dzl+k
:dala ,dO'l,dUl, 7dvk7d617 7d6l7d617 7d6k-

On note dvoly = (dvy A+ - Advg Advy A+ - - ANdTy) et dvoly, = (doy A+ - ANdoy Ada A- - - Nday).
Le courant S est saturé en V, c’est-a-dire qu’il s’écrit localement comme & = Sdvoly, ou §
est une distribution sur X x V.

(4.18)

Pour tout s € ¥, z € V,ne N, et v € CX(X x V), on note

(419> u”'LZ}(S7Z> = TZ(¢(57))(Z)7
et on considére la suite de courants S,, = S, dvoly o S, est la distribution définie par
(4.20) Vi € CZ(E x V) 1 (Sn, 1) 1= (S, uy,).

Par construction, le courant S, est la moyenne des tirés en arriére du courant positif fermé
S. C’est donc un courant positif fermé. Remarquons que [(S,, ¥)| < ||S]| - ||#||co. Ainsi, par
compacité du cone convexe des courants positifs fermés, la suite (S, ),eny admet une sous-suite
(Sn, )ien qui converge faiblement vers un courant positif fermé R sur ¥ x V.

D’apres le Lemme 4.1.6, appliqué avec My := Uges Supp v, il existe un ouvert U, € V
tel que pour tout A\ € My, on a f, (V) C U,. Montrons que SuppS, C ¥ x U,. Soit
@ € C*(X x V) tel que Supp ¢ C ¥ x U¢. 1l suffit de remarquer, dans le calcul suivant, que
les fonctions (s, -) sont toujours évaluées en des points de U..

Su) = [ (rwor0 fudupls A, - 2) =0,

Ainsi, les courants S,, sont horizontaux. Il en est de méme pour le courant limite R. En effet,
d’aprés le Lemme 1.1.16, on a

SuppR C U Supp(S,,,) C ¥ x U,.
iEN
La Proposition 1.1.23 i) assure que pour tout s € ¥ et tout n € N, les mesures (R, 7y, $)

et (S,, Ty, s) sont bien définies. Il reste & montrer que la mesure (R, 7y, s) coincide avec la
mesure vg-stationnaire pg introduite au Théoréeme 4.2.2.

Pour toute fonction lisse ¢ € C°(X x V'), on note
(4.21) Ys(z) = Y(s, 2).

Lemme 4.3.7. Pour toute fonction lisse 1 € C°(X x V'), toute forme volume € € Dgl’l)(E)
continue sur ¥ a support compact, et tout entier n € N, on a

(122 [T, 6000) = (5, A m5(@). ).
En particulier, pour tout n € N, on a (S, s, s) = T, (w).
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Démonstration. Comme 2 et w sont des mesures lisses, on peut écrire, dans le systéme de
coordonnées locales (4.18), &(Q2) = a(s)dvoly et ), (w) = p(z)dvoly, ou « et 5 sont des
fonctions lisses. Le calcul suivant résulte du théoréme de Fubini et de la linéarité de 77" .

[m@ 006 = [ @m0
_ /E T(0)(E)a(s)B(s)d vols Ad voly

= (my (W), ugdvols),

ot on rappelle que la fonction uy,, est définie par (4.19). Dés lors, I'égalité (4.20) conduit a

(1.23) [ T260005) = (S.1) = (S, v0).

D’autre part, en appliquant directement les définitions, on trouve

(4.24) (Sn AT5(Q),10) = (Spy 0 A5(2)) = (Sp, ¥ A advolyg) = (Sp, Ya).

En combinant (4.23) avec (4.24), on aboutit a I'identité recherchée. O

Fin de la preuve du Théoréme 4.3.4. On considére une forme volume €2 € Dgl’l)(E) continue
a support compact sur X. Le courant positif fermé 7% (2) est lisse, donc 'opérateur S —
S A m5(92) est faiblement continu sur le cone convexe fermé des courants positifs fermés.
Ainsi, la suite de mesures (S, A 75(€2))neny sur X X V' converge vers la mesure R A 75(€2).
D’aprés la caractérisation par dualité de la Proposition 1.1.23 i), pour toute fonction lisse
Y € CX(X x V) on obtient

n—oo

(4.25) lim (S, A 75(Q), 8) = (R A73(Q), ) = / (R, ), 62 Qs).

ou on rappelle que la fonction v est définie par (4.21). D’autre part, comme w ne charge pas
les ensembles pluripolaires, d’aprés la conclusion i) du Théoréme 4.2.2, pour tout s € ¥, la
suite ((7,7(w), ¥s))nen converge vers (fis, s). Ainsi, par convergence dominée, il suit

(4.26) lim [ (77 (@), ) 0s) = / (10, ) ).

n—o0 »

En combinant les équations (4.25), (4.26) et l'identité (4.22) du Lemme 4.3.7, on obtient

(4.27) (ks ¥s) = ((R, s, 8), s)

pour -presque tout s € ¥. On veut montrer que les mesures p, et (R, 7y, s) coincident
sur C*°(V'). On commence par généraliser 1’équation (4.27) en remplagant 1), par n’importe
quelle fonction ¢ € C*(V'). C’est possible, quitte a multiplier par une fonction plateau, car
les mesures p et (R, s, s) sont supportées dans U, € V.

Or, pour tout ¢ € C®(V)NPSH(V), les deux fonctions suivantes sont p.s.h. sur ¥ :

— s+ (s, ) par le Lemme 4.3.6.
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— s ((R,myx, s), ¢) par la Proposition 1.1.23 ii).
D’aprés le Lemme 1.1.6, ces deux fonctions sont donc égales partout. La conclusion provient
du Lemme 1.1.15 et de la densité de C2(V) dans C2(V). O

Remarque 4.3.8. Si chaque variable aléatoire Ay suit la méme loi vs = dy,, pour un méme
parameétre \g € M, on retrouve bien la définition de [Pha05] dans le cadre déterministe, a
savoir S, = (fy)*S.
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Résumé

Dans cette thése, nous contribuons au développement de la théorie de la stabilité dyna-
mique au sens de Berteloot-Bianchi-Dupont pour les familles holomorphes d’endomorphismes
des espaces projectifs complexes. Dans un premier temps, nous établissons une nouvelle ca-
ractérisation de la stabilité dynamique portant sur le courant de ramification introduit par
Dinh-Sibony en exploitant la théorie du pluripotentiel. Cela nous permet a la fois de simplifier
I’approche originale et de mieux comprendre la stabilité dynamique en termes de normalité
post-critique.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions la propagation de certaines propriétés statis-
tiques au sein d’une famille stable. En particulier, nous utilisons la notion de v-tissu de
Bianchi-Rakhimov pour propager les états d’équilibre, qui constituent une classe importante
de mesures ergodiques apparaissant dans le formalisme thermodynamique. Nous établissons
également un résultat d’équidistribution des cycles répulsifs avec poids pour les v-tissus dans
I’espace des graphes.

Dans un troisiéme temps, nous nous intéressons a la dynamique aléatoire des applications
d’allure polynomiale. Nous construisons les mesures stationnaires introduites pour les endo-
morphismes par Fornaess-Weickert. Nous démontrons ensuite 1’existence d’un courant positif
fermé horizontal dont les tranches sont exactement les mesures stationnaires. La construction
de ce type de courants est I'une des premiéres étapes pour attaquer des questions de stabilité
dynamique dans ce contexte.

Abstract

In this thesis, we contribute to the development of the theory of dynamical stability in
the sense of Berteloot-Bianchi-Dupont for holomorphic families of endomorphisms of complex
projective spaces. First, we establish a new characterisation of dynamical stability concerning
the ramification current introduced by Dinh-Sibony by exploiting pluripotential theory. This
allows us both to simplify the original approach and to better understand dynamical stability
in terms of post-critical normality.

Secondly, we study the propagation of some statistical properties within a stable family.
In particular, we use the notion of v-web of Bianchi-Rakhimov to propagate the equilibrium
states, which are an important class of ergodic measures appearing in the thermodynamical
formalism. We also establish a weighted equidistribution result of repelling cycles for v-webs
in the space of graphs.

In a third step, we focus on the random dynamics of polynomial-like maps. We construct
the stationary measures introduced for endomorphisms by Fornaess-Weickert. We then build
a horizontal closed positive current whose slices are exactly the stationary measures. The
construction of this type of current is one of the first steps in tackling questions of dynamical
stability in this context.
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