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Liste des notations

[a, b) désigne l’intervalle {x ∈ R : a ≤ x < b}, où a, b sont deux réels.

|X| désigne le cardinal, éventuellement infini, d’un ensemble X ;
1X sa fonction indicatrice ;
P(X) l’ensemble de ses parties.

Lc(E,F ) désigne l’espace des applications linéaires continues entre deux espaces vectoriels
normés E et F ;
Lc(E) := Lc(E,E) l’espace des endomorphismes linéaires continus de E.

BG(x0, r) désigne la boule ouverte de centre x0 et de rayon r d’un espace métrique (G, distG) ;
distG(x0, B) la distance d’un point x0 à un sous-ensemble B ⊂ G ;
diam(B) le diamètre de ce sous-ensemble ;
Lip(f) la constante de Lipschitz d’une application lipschitzienne f : G→ G ;
C0(G) (respectivement C0

b (G), C0
c (G)) l’espace des fonctions continues (resp. continues bor-

nées, continues à support compact), muni de la norme de la convergence uniforme || · ||∞ ;
M(G) l’espace de ses mesures de Radon, identifié au dual de l’espace C0

c (G) ;
M+(G) l’espace de ses mesures boréliennes positives ;
M1(G) l’espace de ses mesures boréliennes de probabilité.

‖z‖ :=
√

|z1|2, . . . , |zk|2 désigne la norme euclidienne de z = (z1, . . . , zk) ∈ Ck, où k ∈ N ;
distCk la distance euclidienne ;
Vol(V ) le volume d’un ouvert V ⊂ Ck ;
Jac f(z) le déterminant de la matrice de l’application différentielle Dzf au point z ∈ V d’une
fonction f ∈ C1(V,C) ;
SH(V ) (respectivement H(V )) l’espace des fonctions sousharmoniques (resp. harmoniques).

dimN la dimension complexe d’une variété complexe N ;
distN la distance associée à la métrique riemannienne sur N ;
D(l,l)
c (N) l’espace des (l, l)-formes lisses à support compact dans N , où l ∈ N ;

O(N,N ′) l’espace des fonctions holomorphes de N à valeurs dans une variété complexe N ′,
muni de la topologie de la convergence locale uniforme ;
O(N) := O(N,C) ;
PSH(N) (respectivement PH(N)) l’espace des fonctions plurisousharmoniques (resp. pluri-
harmoniques) sur N .
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Introduction

Le domaine de la dynamique discrète consiste à considérer un espace X admettant une
certaine structure et à étudier l’itération d’une transformation f : X → X admettant une
certaine régularité. Un premier type de questions concerne le comportement des orbites des
points z ∈ X, c’est-à-dire des suites

z → f(z) → · · · → f ◦n(z) → · · ·

Une fois que le comportement d’une orbite typique est suffisamment bien compris, on peut
s’intéresser aux propriétés dynamiques d’une perturbation naturelle de f . Ce deuxième type
de questions aboutit à la notion de famille paramétrée (M, f) :

f  fλ.

L’étude de la dynamique des fractions rationnelles sur la sphère de Riemann P1, portée par
les travaux fondateurs de Fatou et Julia au début du XXè siècle, marque l’origine du domaine
de la dynamique holomorphe. Dans ce contexte, la dynamique globale est totalement décrite
au moyen de la dichotomie Fatou-Julia. D’une part, l’ensemble de Julia J(f) porte la partie
chaotique du sytème, qui peut être décrite au moyen d’une mesure f -invariante canonique
µf appelée mesure d’équilibre (voir [Bro65, FLM83, Lyu83a]). D’autre part, le célèbre théo-
rème de non-errance de Sullivan [Sul85] complète la compréhension de la dynamique sur les
composantes connexes de son complémentaire, appelé ensemble de Fatou. Dans ce contexte,
la normalité au sens de Montel, le théorème d’uniformisation de Riemann et la chirurgie
quasiconforme sont des techniques couramment utilisées. On pourra consulter les ouvrages
[CG93, BM01, Mil06] pour une présentation détaillée.

Dans les années 1980, Mañe-Sad-Sullivan [MSS83] et Lyubich [Lyu83b] posent les bases
de la théorie de la stabilité pour une famille de fractions rationnelles {fλ : P1 → P1}λ∈M
paramétrée par une variété complexe M . Une telle famille (M, f) est dite stable si les en-
sembles de Julia J(fλ) peuvent être paramétrés holomorphiquement en λ, ce qu’on appelle
un mouvement holomorphe des ensembles de Julia (voir les Définitions 1.2.7 et 1.3.1). La
caractérisation de la stabilité dynamique (voir le Théorème 1.2.8) repose crucialement sur
le λ-lemme qui consiste à prolonger un mouvement holomorphe des cycles répulsifs en un
mouvement holomorphe des ensembles de Julia.

Dans cette thèse, nous contribuons au développement de la théorie de la stabilité des
endomorphismes holomorphes des espaces projectifs introduite par Berteloot-Bianchi-Dupont
[BBD18]. L’holomorphie à plusieurs variables fait apparaître des phénomènes nouveaux, ce
qui complique inévitablement la dynamique. Par exemple, le théorème de non-errance a été
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mis en défaut pour les endomorphismes de P2 [AB+16]. On ne connaît pas la situation pour
un choix générique d’endomorphisme f . En particulier, la dynamique stable est loin d’être
comprise. En revanche, on peut toujours mettre en évidence, par des techniques de théorie
ergodique, une mesure d’équilibre µf [FS94] supportée par un fermé totalement invariant,
appelé (petit) ensemble de Julia J(f) = Suppµf (voir aussi [Sib99, BrDu99, BrDu01, DS03]).
Cette mesure de probabilité admet une entropie maximale, à savoir hµf (f) = k log d, et vérifie
des résultats d’équidistribution. Elle est obtenue comme l’auto-intersection T k = T ∧ · · · ∧ T
d’un certain (1, 1)-courant positif fermé f -invariant T appelé courant d’équilibre. On pourra
consulter l’étude [DS10a] pour une exposition des propriétés les plus importantes et davantage
de références.

Les outils de la dimension 1 mentionnés précédemment se généralisent mal en dimension
supérieure. Par exemple, le λ-lemme, crucial dans la théorie de [MSS83], est obtenu classique-
ment par la théorie de Picard-Montel comme une conséquence du lemme de Hurwitz. Or ce
dernier tombe en défaut dans le cas k ≥ 2. Une approche différente, faisant appel à la théo-
rie ergodique et reposant essentiellement sur des techniques pluripotentielles introduites par
DeMarco [DeM03] (voir aussi [Sib81, Prz85]) a été mise au point par [BBD18] pour étudier
la stabilité dynamique des familles {fλ : Pk → Pk}λ∈M . Cette approche consiste à substituer
le mouvement holomorphe des ensembles de Julia par une notion de nature mesurable. Nous
introduisons maintenant quelques éléments de vocabulaire relatifs à la théorie de la stabilité
de [BBD18] dont nous aurons besoin dans cette introduction et qui seront repris en détails
dans la Section 1.2.2.

Considérons une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk, c’est-à-dire une application
holomorphe f : M × Pk → M × Pk de la forme f(λ, z) = (λ, fλ(z)), telle que chaque appli-
cation fλ : Pk → Pk est holomorphe. Considérons l’espace J des applications holomorphes
γ : M → Pk telles que γ(λ) ∈ Jλ pour tout paramètre λ ∈ M . La famille (M, f) induit une
dynamique continue sur J définie par F(γ)(λ) := fλ(γ(λ)), pour tout γ ∈ J et λ ∈ M .
Pour tout paramètre λ ∈ M , on considère l’application d’évaluation pλ : J → Pk définie
par pλ(γ) := γ(λ). Une lamination d’équilibre est un sous-ensemble mesurable F -invariant
L ⊂ J , dont les graphes ne s’intersectent pas, tel que µλ(Lλ) = 1, pour tout λ ∈ M , où µλ
désigne la mesure d’équilibre de fλ et Lλ := pλ(L). Une famille est dite µ-stable si elle admet
une lamination d’équilibre. Un tissu d’équilibre est une mesure de probabilité F -invariante
M sur J à support compact telle que (pλ)∗M = µλ pour tout λ ∈ M . Pour garantir la
µ-stabilité, il suffit de construire un tissu d’équilibre satisfaisant une propriété d’acriticité
([BBD18, Theorem 4.1]). La µ-stabilité jouit de caractérisations similaires au résultat de
[MSS83], comme nous le verrons dans le Théorème 1.2.15.

Cette thèse est constituée d’un premier chapitre de nature introductive, sans résultat ori-
ginal, puis de trois chapitres indépendants. Au cours du Chapitre 1, nous rappelons les outils
techniques et mettons en place les notations qui seront utilisés dans la suite, notamment
les résultats issus de la théorie de [BBD18]. Nous précisons en Section 1.3.1 un phénomène
portant sur la régularité des laminations en dimension 1 et donnant lieu à une preuve du
λ-lemme par un raisonnement issu de la théorie du potentiel.

Le Chapitre 2 est un travail en commun avec Berteloot et fait l’objet d’une publication
[BeBr23]. Nous introduisons une nouvelle caractérisation de la µ-stabilité, ce qui permet de
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simplifier l’approche initiale de [BBD18], tout en soulignant le rôle joué par la normalité
post-critique dont l’utilisation n’était pas centrale. Cette caractérisation porte sur le courant
de ramification, défini par la série formelle

R :=
∑

n≥0

d−kn(f ◦n)∗[f(Cf )],

où [f(Cf )] désigne le courant d’intégration sur l’image de l’ensemble critique Cf . On appelle
domaine de convergence de Rf , et on note Ω(Rf ), l’ensemble des points (λ, z) ∈ M × Pk au
voisinage desquels la convergence est normale. Introduit dans l’espace Pk par Dinh et Sibony
[DS03], le courant de ramification permet de quantifier la présence de l’orbite post-critique.
Nous l’adaptons ici en famille.

Théorème A. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk. Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes.

1) Ω(Rf ) =M × Pk ;

2) La famille (M, f) est µ-stable.

La démonstration de 1) =⇒ 2) repose sur la construction d’un tissu d’équilibre acri-
tique. Pour cela, nous adaptons l’approche de [DS10a] pour construire un grand nombre de
branches inverses de f au-dessus d’un point générique (λ, z) ∈ M × Pk. L’idée est d’exploi-
ter les nombres de Lelong du courant de ramification. La preuve de l’acriticité est un point
délicat. Elle fait intervenir le théorème de prolongement de Sibony-Wong.

Dans la théorie de Mañé-Sad-Sullivan, le mouvement holomorphe des ensembles de Julia
définit une conjugaison topologique hλλ0 : Jλ0 → Jλ entre les systèmes (Jλ0 , fλ0) et (Jλ, fλ),
pour tous paramètres λ0, λ dans une même composante stable. En particulier, toute mesure
fλ0-invariante ν à support dans Jλ0 peut être propagée en une mesure νλ := (hλλ0)∗ν qui hérite
des propriétés statistiques de ν.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons à l’action, en dimension k ≥ 1, du mouvement
holomorphe mesurable sur une classe particulière de mesures invariantes sur Pk appelée états
d’équilibre (voir par exemple [Prz90, DU91a, DU91b, Hay99, PU10] dans le cas k = 1). Un
état d’équilibre associé au système (Pk, fλ0) relativement à une fonction potentiel ψ : Pk → R

est une probabilité ν sur Pk maximisant la fonctionnelle

Pν(ψ) := hν(fλ0) +

∫

Pk
ψdν,

où hν(fλ0) désigne l’entropie métrique du système (Pk, fλ0 , ν). On note P (ψ) = supν Pν(ψ), où
la borne supérieure porte sur toutes les mesures invariantes ergodiques. On peut introduire de
la même façon les états d’équilibre associés au système (J ,F) relativement à un potentiel Ψ :
J → R. Les états d’équilibre jouent un rôle particulier dans le formalisme thermodynamique
[Zin96]. Leur existence est souvent gratuite, mais leur unicité est une propriété ergodique très
importante.

Bianchi et Rakhimov [BR22] introduisent la notion de ν-tissu, généralisant la notion de
tissu d’équilibre associé à la mesure d’entropie maximale, afin de propager, entre autres, la
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classe des mesures d’entropie strictement supérieure à (k−1) log d. Étant donnés un paramètre
λ0 et une mesure fλ0-invariante ν, on appelle (λ0, ν)-tissu une mesure de probabilité F -
invariante M sur J à support compact telle que (pλ0)∗M = ν.

La première partie de ce chapitre fait l’objet d’un article en préparation avec Rakhimov.
Nous exploitons les propriétés des (λ0, ν)-tissus dans une composante stable pour propager
les états d’équilibre. Plus précisément, étant donnés un état d’équilibre ν et un (λ0, ν)-tissu
associé M, nous interprétons les mesures νλ := (pλ)∗M comme des états d’équilibre et
montrons que la propriété d’unicité est propagée. Un point technique consiste d’abord à
propager les potentiels. Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théorème B. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable connexe et simplement
connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Fixons un paramètre λ0 ∈M et un potentiel
ψ : Jλ0 → R+ satisfaisant supJλ0

ψ < log d. On suppose qu’il existe un (respectivement un

unique) état d’équilibre ν associé au système (Jλ0 , fλ0) relativement au potentiel ψ. Il existe
un unique (λ0, ν)-tissu M et, en notant νλ := (pλ)∗M sa tranche en λ ∈M ,

(1) il existe un potentiel Ψ : J → R+ tel que M est un (resp. l’unique) état d’équilibre
associé au système (J ,F) relativement à Ψ ;

(2) pour tout paramètre λ ∈M , il existe un potentiel ψλ : P
k → R+ tel que νλ est un (resp.

l’unique) état d’équilibre associé au système (Pk, fλ) relativement à ψλ.

De plus, pour tout paramètre λ ∈M , on a Ψ = ψλ ◦ pλ M-presque partout.

La démonstration repose sur l’existence d’une lamination analogue à une lamination
d’équilibre, c’est-à-dire d’un sous-ensemble L ⊂ J tel que les graphes Γγ1 et Γγ2 de deux
fonctions distinctes γ1 6= γ2 ∈ L sont disjoints, telle que M(L) = 1. Ceci fournit une
conjugaison mesurable entre les systèmes (L,F ,M) et (Jλ, fλ, νλ) pour tout λ ∈ M . Nous
montrons ainsi que la mesure νλ hérite des propriétés statistiques de νλ0 .

En particulier, le Théorème B s’applique aux états d’équilibre construits par Urbański-
Zdunik [UZ13] et Bianchi-Dinh [BiDi23]. Dans ces travaux, les auteurs obtiennent l’existence
et l’unicité de l’état d’équilibre µψ associé à un potentiel ψ suffisamment régulier, au moyen
d’un processus d’équidistribution des préimages avec poids. On note Mλ0,µψ le (λ0, µψ)-
tissu associé. Dans [BiDi23], on trouve également un théorème d’équidistribution de certains
points périodiques répulsifs avec poids pour la mesure µψ. Dans la deuxième partie de ce
chapitre, faisant l’objet d’un travail en commun avec Bianchi [BiBr23], nous démontrons un
théorème d’équidistribution de ce type pour le tissu Mλ0,µψ dans l’espace des graphes J (voir
le Théorème 3.2.1 pour un énoncé plus précis).

Théorème C. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable, connexe et simplement
connexe d’endomorphismes de Pk. Fixons λ0 ∈M ′ ⋐M et un entier n ∈ N∗. On suppose que
fλ0 satisfait une condition générique. Pour toute fonction ψ : Pk → [0, log d[ logq-continue,
avec q > 2, il existe un sous-ensemble non-vide Pψ,n ⊂ J de mouvements holomorphes γ de
points n-périodiques tels que γ(λ) est répulsif pour tout λ ∈M ′, satisfaisant

lim
n→∞

e−nP (ψ)
∑

γ∈Pψ,n

eψ(γ(λ0))+···+ψ(fn−1
λ0

γ(λ0))δγ = Mλ0,µψ .
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Nous suivons la stratégie désormais classique de Briend-Duval [BrDu99] concernant un
résultat analogue pour la mesure d’entropie maximale µf d’un endomorphisme de Pk. Lorsque
ψ 6= 0, le jacobien de la mesure µψ n’est plus constant. Contrairement à la preuve classique,
les éléments de la suite ne sont pas des mesures de probabilité et il n’y a pas une, mais deux
inégalités à démontrer. La preuve donnée dans [BrDu99] repose sur des estimées précises
de contraction le long d’une branche inverse générique pour µf , ce qui requiert des estimées
quantitatives de distorsion le long des branches inverses établies par Berteloot-Dupont-Molino
[BDM08, BeDu19]. Nous adaptons cette stratégie dans le cadre du système dynamique mesu-
rable (J ,F ,Mλ0,µψ), ce qui nécessite un contrôle précis de la contraction de f sur des tubes
centrés en des graphes de J génériques pour la mesure Mλ0,µψ . Comme conséquence, nous
obtenons le mouvement des points périodiques répulsifs comme graphes périodiques répulsifs
pour F .

Dans le Chapitre 4, nous sortons du cadre de la dynamique déterministe pour nous pla-
cer dans le contexte de la dynamique aléatoire. Chaque endomorphisme à itérer est choisi
aléatoirement dans la famille au moyen d’une certaine loi de probabilité ν sur l’espace des
paramètres. Les orbites sont alors de la forme

z → fλ1
(z) → · · · → fλn

◦ · · · ◦ fλ1
(z) → · · · ,

où λ1, . . . ,λn sont des variables aléatoires i.i.d. de loi ν. Dans le cadre des endomorphismes
de Pk, Fornaess et Weickert [FW00] ont construit une mesure d’équilibre adaptée au système
aléatoire, en introduisant les fonctions de Green non-autonomes. Nous construisons un ana-
logue de la mesure de Fornaess-Weickert dans le cadre plus général des applications d’allure
polynomiale [DS03]. Comme les fonctions de Green n’existent pas dans ce contexte, nous
adaptons l’approche ddc de Dinh-Sibony (voir aussi [DS10a]).

Étant donnée une mesure de probabilité ν sur l’espace des paramètres, on considère
l’opérateur de tranfert moyennisé Tν(ϕ) : C0(V ) → C0(V ), défini par

∀ϕ ∈ C0(V ) : Tν(ϕ) := d−1
t

∫

Λ

(fλ)∗ϕ dν(λ),

où dt désigne le degré topologique commun des applications fλ. Son adjoint Tν : M1(V ) →
M1(V ) correspond à l’opération de pullback des mesures, en moyenne.

Théorème D. Soit (M, f), une famille holomorphe d’applications d’allure polynomiale de
la forme {fλ : Uλ → V }λ∈M . Soit ν une mesure de probabilité à support compact sur M . Il
existe une unique mesure de probabilité borélienne µ sur V et un ensemble pluripolaire E ⊂ V
tels que :

i) Tν(µ) = µ ;

ii) pour toute mesure µ0 ∈ M1(V ) satisfaisant µ0(E) = 0, la suite (T n
ν (µ0))n∈N converge

vers µ pour la topologie faible-∗ ;

iii) si µ′ ∈ M1(V ) satisfait Tν(µ′) = µ′, alors pour toute fonction ϕ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ),
on a 〈µ′, ϕ〉 ≤ 〈µ, ϕ〉.
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Comme dans [FW00], un phénomène de disparition de l’ensemble exceptionnel E a lieu
sous des hypothèses de régularité de la mesure ν (voir la Proposition 4.2.3).

Nous considérons ensuite que la loi ν dépend holomorphiquement d’un paramètre s ∈ Σ,
où Σ est une variété complexe, et construisons un courant horizontal dans l’espace produit
Σ×M dont les tranches sont les mesures stationnaires du Théorème D. La construction de
ce type de courants est l’une des premières étapes pour attaquer des questions de stabilité
dynamique dans ce contexte.

Théorème E. Soit (M, f), une famille holomorphe d’applications d’allure polynomiale de
la forme {fλ : Uλ → V }λ∈M . Soit (νs)s∈Σ un famille de mesures de probabilité sur M ,
paramétrée par une variété complexe Σ. Pour tout s ∈ Σ, on note µs la mesure νs-stationnaire
du Théorème D. On suppose que

i) ∪s∈Σ Supp νs est relativement compact dans M ;

ii) la famille (νs)s∈Σ est holomorphe, (i.e. pour toute fonction ψ continue plurisousharmo-
nique sur V , la fonction s 7→ 〈νs, ψ〉 est continue plurisousharmonique sur Σ) ;

iii) pour toute fonction ψ ∈ C0(V ), l’application

∥∥∥∥
Σ −→ (C0

b (V ), || · ||∞)
s 7→ Tνs(ψ)

est continue.

Alors il existe un (k, k)-courant positif fermé horizontal R sur Σ× V dont les tranches sont
les mesures νs-stationnaires construites au Théorème D. Autrement dit :

(1) ∀s ∈ Σ : 〈R, πΣ, s〉 = µs.

Nous adaptons la stratégie développée dans le cas déterministe par Pham [Pha05] et Dinh-
Sibony [DS10a]. Nous construisons d’abord le courant R en tirant en arrière une forme lisse
dont les tranches sont des mesures de probabilité. On démontre (1) par dualité en évaluant
les deux termes contre des fonctions test ϕ. Par des techniques standard, on peut se ramener
au cas où ϕ est continue et plurisousharmonique. Dans ce cas, la fonction s 7→ 〈〈R, πΣ, s〉, ϕ〉
est plurisousharmonique. Grâce au Théorème D ii), on montre qu’il suffit d’assurer que la
fonction s 7→ 〈µs, ϕ〉 est plurisousharmonique sur Σ. Pour cela, on utilise la condition iii) du
Théorème D ainsi que l’hypothèse iii) du Théorème E.
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Chapitre 1

Matériel préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons les principaux concepts utilisés pour étudier la dy-
namique holomorphe multivariée à l’aide de la théorie du pluripotentiel. Ces notions sont
désormais classiques et seront utilisées abondamment dans la suite de la thèse. Les résultats
sont référencés, mais pour la plupart donnés sans démonstration.

1.1 Théorie du pluripotentiel

La théorie du pluripotentiel est l’étude des fonctions plurisousharmoniques et plus géné-
ralement des courants positifs. Pour une présentation détaillée, nous renvoyons à [Kli91] et
[Dem12]. Le contenu de cette section est standard, mais nous le rappelons car il est utile à
la compréhension du Chapitre 2 et fondamental pour notre approche dans le Chapitre 4.

1.1.1 Fonctions plurisousharmoniques

Introduites indépendamment par Oka [Oka42] et Lelong [Lel42], les fonctions plurisou-
sharmoniques jouent un rôle important en analyse complexe. On rappelle d’abord la notion
de fonction sousharmonique, qui est fondamentalement une notion réelle.

Définition 1.1.1. Soit V un ouvert de Ck. Une fonction u : V → R ∪ {−∞} semicontinue
supérieurement est dite sousharmonique (s.h.) si elle n’est identiquement égale à −∞ sur au-
cune composante connexe de V et si elle vérifie l’inégalité de la moyenne multidimensionnelle.
Autrement dit, pour tout z ∈ V et pour tout 0 < ε < distCk(z, ∂V ), on a

u(z) ≤ 1

Vol(BCk(0, ε))

∫

B
Ck

(0,ε)

u(z + x)dx.

On note SH(V ) l’espace des fonctions sousharmoniques sur l’ouvert V . Une fonction
u : V → R ∪ {−∞} est dite harmonique si u et −u sont sousharmoniques. On note H(V )
l’espace ces fonctions harmoniques sur l’ouvert V . En dimension k > 1, la notion de fonction
sousharmonique n’est pas invariante par changement de carte holomorphe. C’est pourquoi
on introduit l’espace suivant, qui sera plus adapté au cadre des variétés complexes.
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Définition 1.1.2. Soit V un ouvert de Ck. Une fonction u : V → R ∪ {−∞} semicontinue
supérieurement est dite plurisousharmonique (p.s.h.) si elle n’est identiquement égale à −∞
sur aucune composante connexe de V et si elle vérifie l’inégalité de la moyenne dans toutes
les directions. Autrement dit, pour tout z ∈ V et pour tout r ∈ Ck tel que 0 < |r| <
distCk(z, ∂V ), on a

u(z) ≤ 1

2π

∫

(0,2π)

u(z + reiθ)dθ.

Si V ′ ⊂ Ck est ouvert connexe, u est une fonction p.s.h. sur V , et h : V ′ → V est ho-
lomorphe, alors la composée u ◦ h est p.s.h. sur V ′ ou identiquement égale à −∞ ([Kli91,
Corollary 2.5.7]). Comme il s’agit d’une notion locale invariante par changement de coor-
données, la définition s’étend à toute variété complexe N . On note PSH(N) l’espace des
fonctions p.s.h. sur N . En particulier, la composition d’une fonction p.s.h. par toute carte
locale holomorphe est sousharmonique.

Une fonction u : N → R ∪ {−∞} est dite pluriharmonique si u et −u sont plurisoushar-
moniques. On note PH(N) l’espace des fonctions pluriharmoniques. Une fonction plurihar-
monique est analytique réelle et définit localement la partie réelle d’une fonction holomorphe.

Pour un ouvert V ⊂ Ck, on a les inclusions PSH(V ) ⊂ SH(V ) et PH(V ) ⊂ H(V ).
Ces classes de fonctions sont invariantes par un certain nombre d’opérations et jouissent de
propriétés de compacité qui sont cruciales en dynamique holomorphe à plusieurs variables,
dont nous verrons des illustrations dans cette thèse au cours des Sections 1.3.1 et 2.2. Le
résultat suivant (voir [Kli91, Lemma 2.2.9]) est appelé inégalité de Harnack. On l’obtient au
moyen de la formule intégrale de Poisson.

Proposition 1.1.3. Soit un entier m ∈ N∗, un point x0 ∈ Cm, deux réels 0 < r < R. On
note B := BCm(x0, R). Pour toute fonction u ∈ H(B) ∩ C0(B) et tout x ∈ BCm(x0, r), on a

1− r/R

(1 + r/R)m−1
f(x0) ≤ f(x) ≤ 1 + r/R

(1− r/R)m−1
f(x0).

Deux conséquences importantes de cette inégalité sont respectivement le théorème de
Harnack et le principe de compacité (voir [Kli91, Theorem 2.2.10] et [Kli91, Theorem 2.2.11]).

Proposition 1.1.4. Soit V ⊂ Ck un ouvert et (un)n∈N une suite de fonctions harmoniques
sur V .

i) Si la suite (un)n∈N converge localement uniformément vers une fonction u : V → R,

alors u est harmonique. De plus, pour tout 1 ≤ j ≤ m, la suite

(
∂un
∂xj

)

n∈N

converge

localement uniformément vers
∂u

∂xj
.

ii) Si la suite (un)n∈N est croissante, alors la fonction u := lim
n→∞

un est soit harmonique,

soit constante égale à +∞.

Proposition 1.1.5. Soit V ⊂ Ck un ouvert et (un)n∈N une suite de fonctions harmoniques
localement uniformément bornée. Il existe une sous-suite (unj)j∈N qui converge localement
uniformément vers une fonction u : V → R.
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En combinant les Propositions 1.1.4 et 1.1.5 appliquées dans le cas k = 1 pour des disques
holomorphes, on obtient que toute limite d’une suite de fonctions pluriharmoniques locale-
ment uniformément majorées sur une variété complexe M est pluriharmonique.

Le résultat suivant (voir [Kli91, Corollaire 2.9.8]) est appelé principe d’identité faible.

Proposition 1.1.6. Soient N une variété complexe de dimension k et u, v ∈ PSH(N). Si
u = v presque-partout, alors u = v sur N .

On peut remplacer l’égalité par une inégalité. Nous utiliserons le cas où v est une constante.

Proposition 1.1.7. Soit N une variété complexe, u ∈ PSH(N), et c ∈ R une constante
telle que u ≤ c Lebesgue-presque partout. Alors u ≤ c partout.

Démonstration. On suppose que N est un ouvert de Ck, k ∈ N∗. Comme PSH(V ) ⊂ SH(V ),
la fonction u est sous-harmonique. Ainsi, si z ∈ V et 0 < ε < distCk(z, ∂V ), on a

u(z) ≤ 1

Vol(B(0, ε))

∫

B(0,ε)

u(z + x)dx ≤ c,

car u(z + x) ≤ c pour Lebesgue-presque tout x ∈ B(0, ε).

Le résultat suivant, moins standard, sera utilisé au cours du Chapitre 4.

Proposition 1.1.8. On considère deux variétés complexes M et N , une fonction borélienne
majorée u : M ×N → [−∞, c], où c ∈ R, et une variable aléatoire λ sur M suivant une loi
de probabilité ν. On suppose que :

— pour ν-presque-tout λ ∈M , la fonction u(λ, ·) est p.s.h. sur N ;

— pour tout z ∈ N , la fonction u(·, z) est localement ν-intégrable sur M .

Alors la fonction z 7→ Eν [u(λ, z)] est p.s.h. sur N .

Démonstration. La plurisousharmonicité étant une notion locale, il suffit de prouver le résul-
tat lorsque N est un ouvert de Ck, k ∈ N∗. Quitte à remplacer u par u− c, on peut supposer
que la fonction u est négative, ce qui justifie l’utilisation du théorème de Fubini-Tonelli (∗)
et du lemme de Fatou (∗∗) dans les raisonnements suivants. Soit z ∈ V et r ∈ Ck tels que
B(z, |r|) ⊂ V . Comme, pour ν-presque tout λ ∈M , la fonction z 7→ u(λ, z) vérifie l’inégalité
de la moyenne dans toutes les directions, on a

u(λ, z) ≤ 1

2π

∫

]0,2π[

u(λ, z + reiθ)dθ,

presque sûrement. Par croissance de l’espérance, on obtient

Eν [u(λ, z)] ≤ Eν
[
1

2π

∫

]0,2π[

u(λ, z + reiθ)dθ

]
∗
=

1

2π

∫

]0,2π[

Eν
[
u(λ, z + reiθ)

]
dθ.

Ainsi, la fonction z 7→ Eν [u(λ, z)] vérifie elle-même l’inégalité de la moyenne dans toutes
les directions. Il reste à vérifier la semi-continuité supérieure. Soit z ∈ V et zj −→

j→∞
z. A
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nouveau, comme z 7→ u(λ, z) est semi-continue supérieurement pour presque-tout λ ∈ M ,
par croissance de l’espérance, on a

lim sup
j→∞

Eν [u(λ, zj)]
∗∗

≤ Eν
[
lim sup
j→∞

u(λ, zj)

]
≤ Eν [u(λ, z)] ,

ce qui permet de conclure.

Définition 1.1.9. Soit N une variété complexe et u ∈ L1
loc(N). L’enveloppe régularisée

supérieure de u est définie par u∗(a) = lim sup
z→a

u(z).

La compatibilité des espaces SH(N) et PSH(N) avec la régularisation supérieure est
un résultat important de la théorie, découlant des techniques usuelles de régularisation par
convolution (voir [Kli91, Theorem 2.9.14]). Nous utiliserons la version plurisousharmonique.

Proposition 1.1.10. Soit N une variété complexe et u ∈ L1
loc(N) satisfaisant l’inégalité de

la moyenne dans toutes les directions. On a u∗ ∈ PSH(N).

Corollaire 1.1.11. Soit N une variété complexe et (un)n∈N une suite de fonctions p.s.h.
localement uniformément majorées. Notons u = lim sup

n→∞
un. Alors u∗ ∈ PSH(N).

Démonstration. On peut supposer que N est un ouvert de Ck, k ∈ N∗. On cherche à appliquer
la Proposition 1.1.10. Comme la suite un est localement uniformément majorée, la fonction
u est localement intégrable. Il reste à montrer que la fonction u satisfait l’inégalité de la
moyenne dans toutes les directions. Soit z ∈ V et soit r ∈ Ck tels que B(z, |r|) ⊂ V . Quitte
à remplacer localement un par un − sup un, on peut supposer que un ≤ 0. Ceci justifie
l’utilisation du lemme de Fatou (∗). Comme un ∈ PSH(V ), pour tout n ∈ N, on a

un(z) ≤
1

2π

∫

]0,2π[

un(z + reiθ)dθ.

Ainsi, pour tout ε > 0, si n est assez grand, on obtient

un(z) ≤ lim sup
n→∞

(
1

2π

∫

]0,2π[

un(z + reiθ)dθ

)
+ ε

∗

≤ 1

2π

∫

]0,2π[

u(z + reiθ)dθ + ε.

Pour conclure, on passe à la limite supérieure selon n, puis on fait tendre ε vers 0.

Nous présentons maintenant le principe de compacité (voir [Dem12, Proposition I.5.9])
pour l’espace PSH(N), et le théorème de Hartogs (voir [Kli91, Theorem 2.9.18]) qui précise
le comportement de ses suites convergentes.

Proposition 1.1.12. Soit N une variété complexe. Pour tout p < +∞, l’espace PSH(N) est
un sous-ensemble fermé de Lploc(N). De plus, si (un)n∈N est une suite de PSH(N) localement
majorée, l’une des propriétés suivantes est satisfaite

i) la suite un converge localement uniformément vers −∞ ;

ii) il existe une sous-suite uni qui converge dans Lploc(N) vers u = (lim sup uni)
∗, pour tout

1 ≤ p <∞.
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Proposition 1.1.13. Dans le cas ii) de la Proposition 1.1.12, si h : N → R est une fonction
continue telle que u < h, alors uni < h pour i assez grand. De plus, on a lim sup uni ≤ u,
avec égalité en-dehors d’un ensemble pluripolaire.

Un ensemble est dit pluripolaire s’il est localement inclus dans l’ensemble {u = −∞}
pour une fonction u plurisousharmonique. Les ensembles pluripolaires sont à la théorie du
pluripotentiel ce que les ensembles négligeables sont à la théorie de la mesure. La classe des
ensembles pluripolaires contient celle des sous-ensembles analytiques, mais elle est stable par
réunion dénombrable, ce qui la rend particulièrement adaptée, par exemple, à l’étude de la
dynamique post-critique. Comme pour les fonctions holomorphes, nous avons un résultat de
prolongement pour les fonctions p.s.h. (voir par exemple [Kli91, Theorem 2.9.22]), obtenu
comme une conséquence de la plurisousharmonicité de l’enveloppe régularisée supérieure.

Proposition 1.1.14. Soit N une variété complexe et F ⊂ N un ensemble pluripolaire fermé.
Considérons une fonction u ∈ PSH(N \F ) majorée sur N \F . Alors elle se prolonge en une
fonction ũ ∈ PSH(N) définie par la formule suivante

ũ(z) =

{
u(z) si z ∈ N \ F,
lim sup
y→z,y /∈F

u(y) sinon.

Nous terminons cette section avec un simple résultat technique que nous utiliserons dans le
Chapitre 4. Une fonction u p.s.h. sur un ouvert V ⊂ Ck est dite strictement plurisousharmo-
nique s’il existe une constante ε > 0 telle que la fonction uε définie par uε(z) := u(z)− ε‖z‖2
est plurisousharmonique.

Lemme 1.1.15. Si V ⊂ Ck est un ouvert et ϕ ∈ C2
c (V ), il existe deux fonctions ϕ± ∈

C2 ∩ SPSH(V ) telles que ϕ = ϕ+ − ϕ−.

Démonstration. Il suffit de poser ϕ+(z) = ϕ(z) + A||z||2, ϕ−(z) = A||z||2 pour A > 0
suffisamment grand.

1.1.2 Courants positifs fermés

Dans cette section, nous rappelons les concepts permettant de définir les courants, ainsi
que la notion de positivité introduite par Lelong [Lel57]. Ces courants jouent un rôle crucial
en théorie du pluripotentiel, et en particulier en dynamique complexe.

Soit N une variété complexe de dimension n ∈ N. Une forme différentielle u de bidegré
(p, q), sur N , ou (p, q)-forme, est une section du fibré vectoriel Λp,qT ∗N . En fixant un système
de coordonnées locales {dz1, . . . , dzn, dz1, . . . , dzn}, au voisinage de z0 ∈ N , on peut écrire

u(z) =
∑

|I|=p,|J |=q

uI,J(z)dzI ∧ dzJ ,

où uI,J est une fonction lisse, dzI = dzi1 ∧ . . .∧dzip si I = {i1, . . . ip} et dzJ = dzj1 ∧ . . .∧dzjq
si J = j1, . . . , jq. On note Dp,q

c (N) l’espace des (p, q)-formes lisses à support compact et pour
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tout compact K ⋐ N , on note Dp,q(K) l’espace des (p, q)-formes à support dans K. On munit
Dp,q(K) de la topologie induite par la famille de semi-normes (pi)i∈N définie par

pi(u) := max
|I|=p,|J |=q

sup
K

‖DiuI,J‖.

On définit l’espace Dp,q(N) des courants de bidegré (p, q) sur N , ou (p, q)-courants comme
l’espace des formes linéaires S sur Dn−p,n−q

c (N) dont la restriction à Dn−p,n−q(K) est continue
pour tout compact K ⋐ N . On notera 〈S, u〉 le crochet de dualité. En coordonnées locales,
un (p, q)-courant S s’écrit

S(z) =
∑

|I|=p,|J |=q

SI,J(z)dzI ∧ dzJ ,

où SI,J sont des distributions. Un courant S est dit d’ordre 0 s’il se prolonge aux formes
continues, autrement dit si les distributions SI,J sont des mesures complexes. La masse d’un
(p, p)-courant S d’ordre 0 est définie comme la mesure positive ||S|| :=

∑
I,J |SI,J |. Elle

dépend, a priori, du choix d’une carte locale. Le support de T , noté SuppT est le plus petit
fermé F ⊂ N pour lequel la restriction de T à Dn−p,n−q

c (N\F ) est nulle. On dit qu’une suite de
(p, q)-courants (Si)i∈N converge vers un (p, q)-courant S si pour toute forme u ∈ Dn−p,n−q

c (N),
on a lim

i→∞
〈Si, u〉 = 〈S, u〉. Le lemme suivant est une conséquence directe des définitions. Il

traduit une propriété de semi-continuité inférieure du support.

Lemme 1.1.16. Soit (Si)i∈N une suite de (p, q)-courants sur une variété complexe N qui
converge vers un (p, q)-courant S. Alors

SuppS ⊂
⋂

k∈N

⋃

i≥k

SuppSi.

Exemple 1.1.17. Une (p, q)-forme différentielle u sur N définit un (p, q)-courant par

∀v ∈ Dn−p,n−q
c (N) : 〈u, v〉 :=

∫

N

u ∧ v.

Exemple 1.1.18. [Dem12, III §2.B] Une sous-ensemble analytique A ⊂ N de dimension p
définit un (n− p, n− p)-courant [A], appelé courant d’intégration, par

∀v ∈ Dn−p,n−q
c (N) : 〈[A], v〉 :=

∫

Areg

v,

où Areg désigne la sous-variété analytique des points réguliers de A. Cette intégrale converge
au voisinage des points singuliers Asing au moyen d’une estimée de Lelong [Lel57].

Le produit T ∧u d’un courant T par une forme lisse à support compact, le poussé en avant
g∗T par une application propre g, le tiré en arrière g∗T par une submersion et la différentielle
extérieure dT sont définies naturellement par dualité et jouissent des mêmes propriétés de
compatibilité que pour les formes. Les opérateurs

T 7→ T ∧ u ; T 7→ g∗T ; T 7→ g∗T ; T 7→ dT
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sont continus sur l’espace Dp,q(N) pour la topologie de la convergence faible.

En particulier, les opérateurs de différentielle extérieure ∂ et ∂ sur les formes s’étendent
par dualité aux courants en

∂ : Dp,q(N) → Dp+1,q(N) et ∂ : Dp,q(N) → Dp,q+1(N).

Le théorème de Stokes assure que ces prolongements coïncident avec les définitions usuelles
pour les formes différentielles. On a la décomposition d = ∂ + ∂ et on définit l’opérateur
dc := 1

2π
(∂ − ∂), de sorte que ddc = 1

2π
∂∂. Un courant S est dit fermé si dS = 0.

Un (p, p)-courant S est faiblement positif si 〈S, u〉 ≥ 0 pour tout forme u de la forme
u = iα1 ∧α1 ∧ . . .∧ iαp ∧αp, avec αj ∈ D1,0

c (M). Un (p, p)-courant S est positif si 〈S, u〉 ≥ 0
pour toute forme u faiblement positive comme (n−p, n−p) courant. Le courant d’intégration
[A] sur une sous-variété complexe A ⊂ N est positif. Les notions de positivité et de faible
positivité coïncident en bidegré (0, 0), (1, 1), (n−1, n−1) et (n, n) [Dem12, Corollary III.1.9],
ce dernier cas correspondant aux mesures positives. Un (1, 1)-courant fermé S est positif si
et seulement s’il s’écrit localement S = ddcu, avec u plurisousharmonique. Dans ce cas, la
fonction u est appelée potentiel local du courant S.

Un courant positif S est d’ordre 0. Étant donné un système de coordonnées locales, sa
masse est équivalente à la semi-norme défine par ‖S‖ = S ∧ ωk−p, où ω est la (1, 1)-forme
différentielle strictement positive définie localement par ω(z) = ddc‖z‖2. L’espace des (p, p)-
courants positifs fermés S de masse ‖S‖ ≤ 1 définit un cône convexe compact dans Dp,p(N).

Lelong [Lel68] a introduit une généralisation de la notion de multiplicité d’un sous-
ensemble analytique en un point singulier pour un courant positif fermé.

Définition 1.1.19. Soit T un (p, p)-courant positif fermé de B(0, 1) ⊂ Cn. Pour tout a ∈
B(a, r), on définit

ν(T, a, r) :=
‖1B(a,r)T ∧ (ddc‖z‖2)n−p‖

πn−pr2(n−p)
.

Le nombre de Lelong de T en a est défini par

ν(T, a) := lim
r→0

ν(T, a, r).

Cette limite existe toujours et est invariante par changement de coordonnées holomorphes
(voir par exemple [Dem12, Chapter III.5]), ce qui permet de donner un sens à la notion de
nombre de Lelong sur une variété complexe. Le nombre de Lelong en a d’un sous-ensemble
analytique A est un entier qui est exactement la multiplicité de A en a ([Thi67, Theorem 5.1]).

Un problème central et récurrent concerne la définition du produit entre deux courants.
Comme pour les distributions, il n’existe aucune application produit (S, T ) 7→ S ∧ T qui soit
continue et qui prolonge le produit entre un courant et une forme à support compact, à moins
d’en restreindre l’ensemble de définition. La théorie de l’intersection, une partie importante
de la théorie du pluripotentiel, consiste à définir un tel produit pour une classe suffisamment
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grande de courants positifs fermés. Nous considérerons la situation dans laquelle le courant
T est un (p, p)-courant positif fermé, où p < n, et S un (1, 1)-courant positif fermé dont les
potentiels locaux sont suffisamment réguliers. En suivant l’approche de [BeTa82], si u est une
fonction p.s.h. bornée sur N , on définit le produit extérieur de ddcu et T par la formule

ddcu ∧ T := ddc(uT ).

Cependant, cette définition est encore insuffisante pour considérer le produit (ddcu)l,
pour l < n, dans le cas où le potentiel u admet une singularité logarithmique. En notant
L(u) l’ensemble des points z ∈ N telle que la fonction u n’est bornée sur aucun voisinage de
z, le courant produit sera bien défini dès lors que L(u) évite suffisamment le support de T .
C’est l’objet du résultat suivant, qui est une conséquence de [Dem12, Proposition III.4.1].

Proposition 1.1.20. Soit T un (p, p)-courant positif fermé sur une variété complexe N de
dimension n > p, et u ∈ PSH(N). On suppose que L(u)∩ SuppT est discret. Le produit uT
définit un courant d’ordre 0. En particulier, les courants T ∧ (ddcu)l définissent des courants
positifs fermés pour tout 1 ≤ l ≤ n− p.

Le résultat suivant est un cas particulier de la formule de Crofton (voir par exemple
[Dem12, Corollary III.7.11]). Nous l’exploiterons dans la Section 2.3.5.

Proposition 1.1.21. Pour tout n ∈ N∗ et a ∈ Cn, on note D l’espace des droites complexes
de Cn passant par a. On munit D de la structure d’espace projectif complexe et on note W
la mesure de probabilité induite par la métrique de Fubini-Study sur D. Alors

∫

D

[∆]dW = (ddc log |z − a|)n−1.

Dans [DS06], les auteurs développent une théorie de l’intersection adaptée à l’étude de
la classe des courants positifs fermés dits horizontaux. Voici une définition simplifiée qui
conviendra dans notre contexte.

Définition 1.1.22. Soient Σ une variété complexe de dimension l et V un ouvert de Ck.
Considérons πV : Σ×V → V et πΣ : Σ×V → Σ les projections canoniques. Un (k, k)-courant
positif fermé R sur Σ× V est dit horizontal si πV (SuppR) ⋐ V .

Si le courant R était une (k, k)-forme lisse, on pourrait définir sa tranche 〈R, πΣ, s〉 comme
sa restriction à la fibre π−1(s). Dans ce cas, la tranche correspond à l’intersection R∧[π−1(s)].
Pour généraliser cette définition aux courants, nous spécifions l’approche de [DS06] (voir
aussi [Fed69]) dans le cas du bidegré (k, k), que nous utiliserons par la suite. Cette approche
constitue la théorie du slicing, dont l’idée de base est de régulariser par des approximations
de l’unité horizontales.

On fixe un système de coordonnées locales sur Σ, une forme volume d volΣ, une fonction
lisse à support compact θ d’intégrale 1, et on considère θs,ε(y) := ε−2lθ(ε−1(y−s)). On définit
la tranche 〈R, πΣ, s〉, si la limite suivante existe et est indépendante des choix des coordonnées
locales, de d volΣ et de θ, par

lim
ε→0

R ∧ π∗
Σ(θs,εd volΣ).
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Dans ce cas, il s’agit d’un (k + l, k + l)-courant positif fermé supporté dans {s} × V , que
l’on confondra avec une mesure positive sur V . Cette mesure jouit d’une caractérisation
fondamentale, précisée par le point i) du résultat suivant (voir [DS06, Théorème 2.1]).

Proposition 1.1.23. Soit R un (k, k)-courant positif fermé horizontal sur Σ× V .

i) Pour tout s ∈ Σ, il existe une unique mesure 〈R, πΣ, s〉 à support compact sur V
satisfaisant

∀Ω ∈ D(l,l)
c (Σ) ∀ψ ∈ C∞

c (Σ× V ) :

∫

Σ

〈〈R, πΣ, s〉, ψ(s, ·)〉Ω(s) = 〈R ∧ π∗
Σ(Ω), ψ〉.

ii) Si ψ ∈ PSH(Σ× V ), alors la fonction s 7→ 〈〈R, πΣ, s〉, ψ(s, ·)〉 est p.s.h. sur Σ.

iii) La masse de la mesure 〈R, πΣ, s〉 ne dépend pas de s.

Corollaire 1.1.24. Avec les notations de la Proposition 1.1.23, l’application

s 7→ Supp〈R, πΣ, s〉

est semi-continue inférieurement pour la topologie de Hausdorff sur les compacts de V .

Démonstration. Soit s ∈ Σ. Supposons qu’il existe ε > 0, r > 0 et z ∈ Supp〈R, πΣ, s〉 tel que

sup
0<distΣ(s,s′)<r

{dist(z, Supp〈R, πΣ, s′〉)} > ε.

Soit une fonction χ ∈ C∞
c (Σ× V ) telle que χ ≡ 1 sur B(s, r/2)×B(z, ε/2) et χ ≡ 0 hors de

B(s, r)×B(z, ε). Considérons aussi une forme lisse Ω ∈ D(l,l)
c (B(s, r)). D’après la Proposition

1.1.23 i), on obtient

〈R ∧ π∗
Σ(Ω), χ〉 =

∫

Σ

〈R, πΣ, s′〉(χ(s′, ·))Ω(s′) = 0,

car Suppχ∩Supp〈R, πΣ, s′〉 = ∅ pour Ω-presque tout s′ ∈ Σ. Comme cette égalité est vérifiée
pour tout choix de Ω ∈ D(l,l)

c (B(s, r)), ceci montre que (s, z) /∈ SuppR. En particulier,
z /∈ Supp〈R, πΣ, s〉.

1.2 Dynamique complexe

Nous décrivons dans cette section un panorama des résultats principaux concernant la
dynamique des endomorphismes des espaces projectifs complexes de dimension quelconque
qui nous seront utiles dans les chapitres suivants. Les deux références principales pour cette
section sont [DS10a, BBD18].
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1.2.1 Dynamique des endomorphismes de Pk

On désigne par Pk l’espace projectif complexe de dimension k ∈ N∗, muni de sa struc-
ture de variété complexe. On rappelle que le théorème de Chow (voir par exemple [Chi89,
§7.1]) assure que les sous-ensembles algébriques de Pk correspondent à ses sous-ensembles
analytiques. Un endomorphisme de Pk est une application holomorphe f : Pk → Pk. Comme
l’espace Pk est compact, ces endomorphismes réalisent des applications propres. Le résultat
suivant renseigne leur nature algébrique.

Propriété-Définition 1.2.1. Soit f un endomorphisme de Pk. Il existe un entier d et des
polynômes homogènes P0, . . . , Pk ∈ C[X0, . . . , Xk] de degré d, sans facteur commun, tels que

∀z ∈ Pk : f(z) = [P0(z) : . . . : Pk(z)].

On appelle d le degré algébrique de f et on note Hd(P
k) l’espace des endomorphismes de Pk

de degré d.

L’espace Hd(P
k) est paramétré par un ouvert dense dans PNk,d pour la topologie de Za-

riski, avec Nk,d = (k+1)(d+k)!
d!k!

, ce qui donne un sens analytique aux questions de généricité
(voir [FS94]). Dans cette thèse, on supposera toujours que d ≥ 2.

La description algébrique des endomorphismes de Pk permet d’utiliser des outils propres à
l’arithmétique des polynômes. Par exemple, le théorème de Bézout sur le nombre de solutions
d’un système polynomial (voir [Chi89, §10.4]) assure qu’un endomorphisme f ∈ Hd(P

k)

admet exactement dk+1−1
d−1

points fixes, comptés avec multiplicité. En particulier, si on note
Pern(f) l’ensemble des points périodiques de f de période n, comptés avec multiplicité,
on obtient |Pern(f)| ∼

n→∞
dkn. De la même façon, un point z ∈ Pk admet exactement dk

préimages par f , comptées avec multiplicité. En outre, f réalise une application ouverte, ce
qui en fait un revêtement analytique ramifié de Pk de degré dk, dont on note Cf l’ensemble
critique. L’entropie topologique (voir [KH99]) du système (Pk, f) vaut

h(f) = k log d.

La minoration h(f) ≥ k log d est obtenue par un résultat de Misiurewicz-Przytycki [MP77]
portant sur la dynamique des applications de classe C1 sur une variété compacte orientable.
L’inégalité réciproque est obtenue par Gromov [Gro77] (voir aussi [DS10a]).

Le théorème suivant condense les résultats [Bro65, FLM83, Lyu83a] pour la dimension 1
et [FS94, BrDu01, DS03] pour la dimension supérieure.

Théorème 1.2.2. Soit f ∈ Hd(P
k), d ≥ 2. Il existe une unique mesure de probabilité bo-

rélienne µf sur Pk f -invariante, ergodique, d’entropie maximale. De plus, la mesure µf ne
charge aucun sous-ensemble analytique et il existe un sous-ensemble analytique E  Pk tel
que pour tout point z /∈ E, on a

lim
n→∞

d−kn
∑

fn(y)=z

δy = µf ,
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où les préimages sont comptées avec multiplicité.

Définition 1.2.3. On note Jf := Suppµf l’ensemble de Julia du système (Pk, f).

L’ensemble E , appelé ensemble exceptionnel de f , est vide pour un choix générique de
f ∈ Hd(P

k) (voir [FS94, Théorème 4.6]). En dimension k = 1, l’ensemble E est consitué
d’au plus deux points et évite toujours l’ensemble de Julia. La vacuité de l’ensemble E ∩ Jf
constitue une question ouverte en dynamique holomorphe multivariée.

Le Théorème 1.2.2 admet de nombreuses conséquences pour la mesure µf (voir par
exemple [BrDu01, §3]). En particulier, elle est mélangeante. Dinh et Sibony [DS10b] pré-
cisent aussi une vitesse exponentielle explicite pour la convergence du Théorème 1.2.2 pour
des fonctions test suffisamment régulières.

Un second résultat d’équidistribution portant sur les points périodiques répulsifs joue
un rôle central (voir [BrDu99] et [DS10a]). On note Rn(f) l’ensemble des points périodiques
répulsifs de f de période n, i.e. les points z ∈ Pern(f) au voisinage desquels fn est expansive.
En dimension k = 1, on a toujours Rn(f) ⊂ J(f). Ce n’est plus le cas en dimension supérieure
(voir [HP94] et [FS01]). On définit l’ensemble des J-cycles de f par RJ

n(f) := Rn(f) ∩ J(f).
La compréhension asymptotique de l’ensemble Rn(f) \RJ

n(f) reste un problème délicat.

Théorème 1.2.4. Soit f ∈ Hd(P
k). Alors

lim
n→∞

d−kn
∑

z∈RJn(f)

δz = µf .

Le Théorème 1.2.4 assure à la fois que |RJ
n(f)| ∼

n→∞
dkn et que

⋃

n∈N

RJ
n(f) = J(f). Les

J-cycles jouent donc un rôle important pour comprendre l’ensemble de Julia, qui constitue
le compact totalement f -invariant sur lequel la dynamique est la plus chaotique. La vitesse
de convergence dans le Théorème 1.2.4 constitue une question difficile.

On considérera au cours du Chapitre 3 une classe naturelle de mesures invariantes de
grande entropie. Le résultat suivant [DeT05, Din07] sera utilisé à plusieurs reprises.

Lemme 1.2.5. Soit f ∈ Hd(P
k), d ≥ 2 et ν une mesure ergodique f -invariante telle que

hν(f) > (k − 1) log d. Alors Supp ν ⊂ J(f).

1.2.2 Théorie de la stabilité

On rappelle les éléments de la théorie de la stabilité introduits dans [BBD18]. On pourra
aussi consulter [BeBi18a].

Définition 1.2.6. Une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2, est un
couple (M, f), où M est une variété complexe et f : M × Pk → M × Pk est une application
holomorphe, de la forme (λ, z) 7→ (λ, fλ(z)), telle que chaque application fλ admet le même
degré algébrique d, en tant qu’endomorphisme de Pk.
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Étant donnée (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk, considérons l’es-
pace O(M,Pk) des applications holomorphes sur M à valeurs dans Pk. Muni de la topologie
de la convergence uniforme locale, il s’agit d’un espace polonais (i.e. métrique complet sépa-
rable), comme fermé de l’espace polonais C0(M,Pk). Plus précisément, la distance entre deux
éléments γ1, γ2 ∈ O(M,Pk) est donnée par :

distO(γ1, γ2) :=
+∞∑

n=0

2−nmax

(
1, sup

λ∈Kn

distPk(γ1(λ), γ2(λ))

)
,

où la famille (Kn)n∈N est une exhaustion de M par des compacts, c’est-à-dire une suite
croissante de compacts recouvrant M et telle que pour tout n ∈ N, l’intérieur de Kn+1

contient Kn. La topologie induite par cette distance ne dépend pas du choix d’une telle
exhaustion. La famille f induit une application continue F sur l’espace O(M,Pk), définie de
la manière suivante.

∀γ ∈ O(M,Pk) ∀λ ∈M : F(γ)(λ) := (fλ ◦ γ)(λ).

On note Γγ := {(λ, γ(λ)), λ ∈M} ⊂M × Pk le graphe d’un élément γ ∈ O(M,Pk). Pour
tout paramètre λ ∈M , on note aussi pλ : O(M,Pk) → Pk l’application d’évaluation en λ :

∀λ ∈M : pλ(γ) := γ(λ).

Pour tout λ ∈M , l’application pλ est continue et satisfait la relation pλ ◦ F = fλ ◦ pλ.

Définition 1.2.7. Une lamination (au-dessus de M sur Pk) est un sous-ensemble borélien
L ⊂ O(M,Pk) tel que pour tout couple de graphes γ1, γ2 ∈ L, on a

Γγ1 ∩ Γγ2 6= ∅ =⇒ γ1 = γ2.

Pour tout λ ∈M , on note Lλ := pλ(L) = {γ(λ), γ ∈ L} la fibre de L en λ.

On dit qu’une famille d’ensembles mesurables Eλ admet un mouvement holomorphe le
long de M s’il existe une lamination L telle que pour tout paramètre λ ∈M on a Lλ = Eλ.

Le résultat fondamental suivant, dû à Mañe-Sad-Sullivan [MSS83], Lyubich [Lyu83b], et
DeMarco [DeM03] définit et caractérise la stabilité dynamique au sein des familles de fractions
rationnelles.

Théorème-Définition 1.2.8. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de P1

de degré d ≥ 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) les ensembles de Julia Jλ admettent un mouvement holomorphe le long de M ;

(2) ddcL ≡ 0, où L(λ) :=
∫

P1
log |f ′

λ(z)|µλ(z) est l’exposant de Lyapunov de la mesure µλ ;

(3) les ensembles Rλ := ∪n∈NRn(fλ) des points périodiques répulsifs de fλ admettent un
mouvement holomorphe de long de M .

On dit que la famille est stable si ces conditions sont vérifiées.

27



Plus généralement, le lieu de stabilité Stab(f) ⊂ M d’une famille holomorphe (M, f)
d’endomorphismes de P1 est l’ensemble des paramètres λ ∈ M qui admettent un voisinage
ouvert Oλ ⊂M tel que la famille (Oλ, f |Uλ×P1) est stable.

Comme énoncé dans l’introduction, la situation devient hautement plus complexe en di-
mension k ≥ 2. Nous donnons maintenant les éléments de [BBD18] qui généralisent la théorie
de la stabilité en dimension supérieure.

On considère (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2.
Pour tout paramètre λ ∈ M , notons µλ la mesure d’équilibre de fλ et Jλ := Supp(µλ) son
ensemble de Julia. Une idée clef dans [BBD18] consiste à remplacer la condition Lλ = Jλ
dans la définition du mouvement holomorphe de l’ensemble de Julia par µλ(Lλ) = 1. En ce
sens, il s’agit d’une théorie mesurable des mouvements holomorphes.

Définition 1.2.9. Une lamination d’équilibre, ou mouvement holomorphe mesurable des en-
sembles de Julia, est une lamination F -invariante L telle que µλ(Lλ) = 1, pour tout λ ∈M ,
et telle que l’application F : L → L est dk-to-1.

Définition 1.2.10. On dit que la famille (M, f) est µ-stable si un tel mouvement holomorphe
mesurable des ensembles de Julia existe. Plus généralement, le lieu de stabilité µ-Stab(f) ⊂M
d’une famille (M, f) d’endomorphismes de Pk est l’ensemble des paramètres λ ∈ M qui
admettent un voisinage M0 ⊂M tel que la famille (M0, f |M0×Pk) est µ-stable.

Considérons l’espace

J := {γ ∈ O(M,Pk) : γ(λ) ∈ Jλ, ∀λ ∈M}.

Il s’agit d’un sous-ensemble fermé de O(M,Pk) invariant par F , ce qui en fait un système
dynamique topologique (J ,F). Les propriétés ergodiques de ce système dynamique sont
cruciales dans l’approche de [BBD18]. On désigne par Cf ⊂M ×Pk l’ensemble critique de f
et on note GOf (Cf ) :=

(⋃
m≥0 f

−m
(⋃

n≥0 f
n(Cf )

))
sa grande orbite, c’est-à-dire le plus petit

sous-ensemble totalement f -invariant de M × Pk qui contient Cf .

Définition 1.2.11. Un tissu d’équilibre est une mesure de probabilité borélienne M sur
O(M,Pk) satisfaisant :

i) SuppM est compact ;

ii) F∗M = M ;

iii) ∀λ ∈M : pλ∗M = µλ.

Un tissu d’équilibre est dit acritique si M(Js) = 0, où Js := {γ ∈ J : Γγ ∩GOf (Cf ) 6= ∅}.

Dans [BBD18], la définition requiert que la mesure M soit supportée dans l’espace J .
C’est en fait une conséquence de la définition simplifiée ci-dessus [BeBr23, Definition 2.3].

Proposition 1.2.12. Si M est un tissu d’équilibre, alors SuppM ⊂ J .
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Démonstration. Soit γ /∈ J . Il existe λ tel que γ(λ) /∈ Jλ. Comme l’application pλ :
O(M,Pk) → Pk est continue et Jλ ⊂ Pk est fermé, l’ensemble p−1

λ (Pk \ Jλ) est un ouvert
contenant γ. De plus :

M(p−1
λ (Pk \ Jλ)) = (pλ∗M)(Pk \ Jλ)) = 1− µλ(Jλ)) = 0,

ce qui montre que γ 6∈ SuppM.

L’existence d’un tissu d’équilibre acritique implique celle d’une lamination d’équilibre
[BBD18, Theorem 4.1] et est, en principe, beaucoup plus facile à démontrer. Pour construire
une lamination d’équilibre L à partir d’un tissu d’équilibre acritique M, les auteurs utilisent
d’abord la théorie de Choquet pour rendre la mesure M ergodique [BBD18, Proposition 2.4].
La construction de L [BBD18, proof of Theorem 4.1] repose ensuite sur l’important résultat
suivant.

Proposition 1.2.13. Soit M un tissu d’équilibre acritique et K ⊂ J un compact. Alors
l’ensemble

K∩ :=
⋃

γ′∈K

⋃

j∈N

{
γ ∈ J : ΓFj(γ) ∩ Γγ′ 6= ∅ et ΓFj(γ) 6= Γγ′

}

est de mesure nulle. Autrement dit, on a M(K∩) = 0.

La lamination d’équilibre est construite à partir de L := K \Js \K∩, pour K = SuppM.
La question de la vacuité de K∩ est délicate. La preuve de la Proposition 1.2.13 repose sur une
estimée de contraction pour les branches inverses, sur le théorème de récurrence de Poincaré
[BBD18, Section 4.3], et sur une étude locale de la fonction de ramification

RK(γ) := sup{distJ (γ, γ′) , γ′ ∈ K : Γγ ∩ Γγ′ 6= ∅}.

On remarque que K∩ = {RK > 0}. Une propriété de semi-continuité assure donc que l’en-
semble K∩ est un sous-ensemble borélien.

Dans le chapitre 2, nous construirons un tissu d’équilibre sous une hypothèse de normalité
post-critique, et montrerons que ce tissu est acritique. A cet effet, nous utiliserons le résultat
suivant, déjà présent sous une autre forme dans la théorie [BBD18, Proof of Corollary 1.7].

Proposition 1.2.14. Soit M un tissu d’équilibre et p ∈ N. Alors

M({γ ∈ J : Γγ ⊂ f p(Cf )}) = 0.

Démonstration. Pour tout paramètre λ ∈M , on a

M({γ ∈ J : Γγ ⊂ f p(Cf )}) ≤ M({γ ∈ J : (λ, γ(λ)) ∈ f p(Cf )}) = M(p−1
λ (f pλ(Cfλ)).

Or la mesure pλ∗M = µλ ne donne pas de masse au sous-ensemble analytique f pλ(Cfλ).

On note L(λ) :=

∫

Pk
log | Jac fλ(z)|µλ(z) la somme des exposants de Lyapunov de µλ.

Le résultat principal de [BBD18] généralise le Théorème 2.1.1 et caractérise de manière
mesurable la stabilité dynamique au sein des endomorphismes.
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Théorème 1.2.15. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de degré
d ≥ 2. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) µ-Stab(f) =M ;

(2) ddcL ≡ 0.

De plus, la condition

(3) les ensembles RJ
λ = ∪n∈NRJ

n(fλ) des J-cycles de fλ admettent un mouvement holo-
morphe le long de M ,

implique les deux conditions (1) et (2), et leur est équivalente si k = 2 ou si M ⊂ Hd(P
k) est

un ouvert simplement connexe.

Le résultat suivant assure que la µ-stabilité est une notion locale et nous sera utile dans le
Chapitre 2. Il consiste en un procédé de recollement des laminations d’équilibre dont la preuve
est esquissée dans [Bia19, Proposition 4.18]. Par souci de clarté, nous la détaillons ici. Le point
important est que si M est un tissu d’équilibre ergodique acritique, alors M(L1∆L2) = 0
pour toute paire de laminations d’équilibre L1,L2, d’après [BBD18, Theorem 4.1].

Proposition 1.2.16. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de degré
d ≥ 2. On suppose que M est simplement connexe et que µ-Stab(f) = M . Alors la famille
(M, f) est µ-stable.

Démonstration. Quitte à considérer les composantes connexes de M , on peut supposer que
M est connexe. Soit (Un)n∈N une famille dénombrable d’ouverts recouvrant M telle que pour
tout n ∈ N, la famille (Un, f |Un) est µ-stable. On peut supposer que pour tout n ∈ N,
l’ensemble

Vn :=
⋃

k≤n

Uk

est connexe et simplement connexe. En particulier, cela assure que Vn ∩Un+1 est simplement
connexe et que

⋃
n∈N Vn =

⋃
n∈N Un =M .

Étape 1 : Pour tout n ∈ N, la famille (Vn, f |Vn) est µ-stable.

On définit L(1)
0 := L0. Soit n ≥ 0. On suppose qu’on a construit une lamination d’équilibre

L(1)
n pour la famille (Vn, f |Vn). On considère les applications de restriction

R1 : O(Vn+1,P
k) → O(Vn ∩ Un+1,P

k);

R2 : O(Vn,P
k) → O(Vn ∩ Un+1,P

k);

R3 : O(Un+1,P
k) → O(Vn ∩ Un+1,P

k).

Comme Vn, Vn+1 et Un+1 sont connexes, par unicité du prolongement analytique, les applica-
tions R1, R2 et R3 sont injectives. On définit

L(0)
n+1 := R−1

1 (R2(L(1)
n ) ∩R3(Ln+1)), et

L(1)
n+1 := J \GOf ((L(0)

n+1)
c),

où on rappelle que la grande orbite d’un ensemble X ⊂ J est définie par GOf (X) :=⋃
i∈N

⋃
j∈N f

i(f−j(X)). Comme Vn ∩ Un+1 est simplement connexe, d’après [BBD18, Theo-

rem 4.1] et l’injectivité des applications Ri, la famille L(0)
n+1 est une lamination telle que
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µλ(pλ(L(0)
n+1)) = 1 pour tout λ ∈ Vn∩Un+1. On a L(1)

n+1 ⊂ L(0)
n+1, donc la famille L(1)

n+1 est aussi

une lamination. De plus, comme pλ(GOf ((L(0)
n+1)

c)) = GOfλ(pλ((L
(0)
n+1)

c)) est une réunion

dénombrable d’ensembles de mesure nulle, on a pλ(L(1)
n+1) = 1. Comme la grande orbite est

totalement invariante, ceci prouve que la famille L(0)
n+1 est une lamination d’équilibre.

Étape 2 : La famille (M, f) est µ-stable.
Pour tout n ∈ N, comme M est supposé connexe, l’application de restriction

rn : O(M,Pk) → O(Vn,P
k)

est injective. Ainsi, la famille
L(2)
n := r−1

n (L(1)
n )

définit une famille décroissante de laminations sur M satisfaisant µλ(pλ(L(2)
n )) = 1 pour tout

λ ∈ Vn. Dès lors, la lamination L :=
⋂
n∈N L

(2)
n définit une lamination d’équilibre sur M .

1.3 Propagation de régularité

Étant donnés une famille stable (M, f) d’endomorphismes de Pk et un paramètre λ0 ∈M ,
la restriction ψ|Jλ0 de toute fonction ψ : Pk → R à l’ensemble de Julia de fλ0 jouit de la même
régularité que ψ. Le mouvement holomorphe des ensembles de Julia permet alors de définir
ψλ : Jλ → R en propageant la fonction ψλ0 = ψ. Dans cette section, on met en évidence,
d’une part, que si k = 1, les fonctions ψλ héritent de la même régularité que ψ, et, d’autre
part, que les fonctions ψλ peuvent être prolongées à Pk en préservant cette régularité. En
particulier, cela justifie que les fonctions potentiel ψλ qui seront utilisées dans la Section 3.1
seront définies uniquement sur Jλ.

1.3.1 Estimation hölderienne pour les laminations sur P1

En dimension 1, la stratégie de Mañe-Sad-Sullivan [MSS83] repose sur le λ-lemme, dont
voici une reformulation.

Définition 1.3.1. On dit qu’une lamination L ⊂ O(M,P1) au-dessus d’une variété com-
plexe M sur P1 induit un mouvement holomorphe continu si pour tout paramètre λ0 ∈ M ,
l’application hλ0 :M × Lλ0 → P1 définie par

∀γ ∈ L : hλ0(λ, γ(λ0)) := γ(λ)

est continue.

Lemme 1.3.2 (λ-lemme). Soit M un variété complexe. L’adhérence L d’une lamination
L ⊂ O(M,P1) définit une lamination et induit un mouvement holomorphe continu.

En particulier, étant donnée une famille holomorphe (M, f) de fractions rationnelles, si
chaque tranche Lλ contient l’ensemble des cycles répulsifs de fλ, alors L définit un mou-
vement holomorphe de l’ensemble de Julia le long de M . Par conséquent, tout mouvement
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holomorphe mesurable de l’ensemble de Julia dans P1 (au sens de la Définition 1.2.9) induit
un mouvement holomorphe continu.

Il est remarquable que la continuité des applications hλλ0 : Lλ0 → Lλ, définies par
hλλ0(z) := hλ0(λ, z), est obtenue comme une conséquence dans le λ-lemme. Ce sont en fait
des applications quasiconformes [Ahl96]. Le prolongement en un mouvement holomorphe de
l’espace P1 tout entier fait l’objet du lemme de Słodkowski [Sło91].

Dujardin [Duj06] a observé que l’inégalité de Harnack (Proposition 1.1.3) permet d’obte-
nir une condition hölderienne pour les laminations dans C. Nous reprenons sa preuve pour
montrer que cette condition est satisfaite pour toute lamination L équicontinue en tant que
sous-ensemble de O(M,P1), et qu’elle implique le Lemme 1.3.2. Cela nous permet de souli-
gner le rôle joué par la dimension 1. Il s’agit donc d’une version alternative du λ-lemme dont
la preuve fait appel à un outil élémentaire de théorie du potentiel.

Proposition 1.3.3. Soit M une variété complexe et L ⊂ O(M,P1) une lamination équicon-
tinue. Pour tout ouvert M0 ⋐M , il existe des constantes b > 0 et β ≤ 1 telles que pour tous
paramètres λ0, λ ∈M0, on a

(1.1) ∀γ1, γ2 ∈ L : distP1(γ1(λ0), γ2(λ0)) ≤ b · distβ
P1
(γ1(λ), γ2(λ))

En particulier, l’adhérence L de L définit une lamination et induit un mouvement holomorphe
continu.

Démonstration. Dans tout ce qui suit, on choisit une normalisation de distP1 de sorte que
diamP1(P

1) = 1. Soit un paramètre λ0 ∈M0. Il suffit de montrer l’estimation (1.1) pour tout
λ appartenant à un voisinage ouvert de λ0. On considère un atlas holomorphe {Ui, ϕi}si=1 de
P1 tel que pour chaque couple de points (z1, z2) ∈ P1, il existe i ∈ {1, . . . , s} tel que z1 ∈ Ui,
z2 ∈ Ui et A := sup

1≤i≤s
diamC(ϕi(Ui)) ≤ 1.

Pour tout 1 ≤ i ≤ s, par équicontinuité de L en λ0, il existe un réel Ri > 0 suffisamment
petit pour que pour tout graphe γ ∈ L tel que γ(λ0) ∈ Ui, on a γ(λ) ∈ Ui pour tout paramètre
λ ∈ BM(λ0, Ri) ⊂ M0. On fixe 0 < R < min

1≤i≤s
Ri et on note B := BM(λ0, R). On considère

deux graphes γ1, γ2 ∈ L. Si γ1 = γ2, l’estimation (1.1) est immédiatement vérifiée pour tout
λ ∈ B. Sinon, on considère la fonction uγ2γ1 : B → R+ ∪ {+∞} définie par

uγ2γ1(λ) := − log distP1(γ1(λ), γ2(λ)).

Comme L est une lamination, la fonction uγ2γ1 est à valeurs dans R+. Les distances distP1 et
ϕ∗
i (distC) sont équivalentes sur Ui. Ainsi, il existe c ≥ 0 telle que pour tout λ ∈ B, on a

(1.2) uγ2γ1(λ)− c ≤ vγ2γ1 (λ) ≤ uγ2γ1(λ) + c,

où la fonction vγ2γ1 (λ) : B → [− logA,+∞[ est définie par

(1.3) vγ2γ1 (λ) := − log |(ϕi(γ1(λ))− ϕi(γ2(λ))|.
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Comme les fonctions ϕ◦γ1 et ϕ◦γ2 sont holomorphes, l’équation (1.3) assure que la fonction
vγ2γ1 est harmonique. En particulier, vγ2γ1 ∈ H(B) ∩ C0(B). Par hypothèse sur l’atlas, on a
− logA ≥ 0 et la fonction vγ2γ1 est positive. D’après la Proposition 1.1.3, pour tout 0 < r < R,
et tout λ ∈ BM(λ0, r), on a

(1.4) vγ2γ1 (λ) ≤
1 + r/R

(1− r/R)m−1
vγ2γ1 (λ0).

En combinant (1.2) avec (1.4), on obtient

uγ2γ1(λ) ≤ c

(
1 +

1 + r/R

(1− r/R)m−1

)
+

1 + r/R

(1− r/R)m−1
uγ2γ1(λ0),

ce qui montre l’estimation (1.1), en posant b := e
−c

(

1+
1+r/R

(1−r/R)m−1

)

et β := − 1+r/R
(1−r/R)m−1 .

Soit maintenant deux graphes γ1, γ2 ∈ L et un paramètre λ ∈ M tel que γ1(λ) = γ2(λ).
Considérons un paramètre λ0 ∈ M et un ouvert M0 ⋐ M contenant λ et λ0. Il existe une
suite (γn1 )n∈N (respectivement (γn2 )n∈N) de L qui converge localement uniformément vers γ1
(resp. γ2). On applique l’estimation (1.1) et on obtient, pour tout tout n ∈ N,

(1.5) distP1(γ
n
1 (λ0), γ

n
2 (λ0)) ≤ b · distβ

P1
(γn1 (λ), γ

n
2 (λ)).

En passant à la limite dans (1.5) quand n → ∞, on obtient γ1(λ0) = γ2(λ0), ce qui prouve
que L définit une lamination. La continuité du mouvement holomorphe induit par L découle
alors de l’estimation (1.1) et de l’équicontinuité de la famille.

En dimension 1, une conséquence du théorème de Montel assure que pour qu’une famille
de fonctions holomorphes soit équicontinue, il suffit que leurs graphes évitent au moins trois
graphes holomorphes distincts. En particulier, toute lamination sur P1 est équicontinue. La
situation n’est plus aussi simple en dimension supérieure. Le contre-exemple suivant fournit
une lamination dénombrable sur P2 qui n’est pas équicontinue, mais il n’est pas de nature dy-
namique. En pratique, les laminations construites usuellement par des méthodes dynamiques
sont équicontinues.

Contre-exemple 1.3.4. Soit M = BC(0, 1) et (tn)n∈N une suite de nombres complexes qui
diverge vers +∞. Pour tout n ∈ N, on considère le graphe γn ∈ O(M,P2) défini par

γn(λ) := [λtn : 1/n : 1].

L’ensemble L = {γn, n ∈ N} définit une lamination. Chaque fonction γn est à valeurs dans
la carte [z2 6= 0] ≃ C2 ⊂ P2. Dans cette carte, la matrice jacobienne de l’application γn au

point λ = 0 est D0(γn) =

(
tn 0
0 0

)
, ce qui montre que L n’est pas équicontinue.

L’absence de lemme de Hurwitz rend le λ-lemme inaccessible en dimension supérieure. La
preuve donnée ici ne s’étend pas pour k ≥ 2, puisque la fonction vγ2γ1 définie par (1.3) n’est
plus harmonique. Ainsi, la généralisation de la Proposition 1.3.3 est fausse sans hypothèse
supplémentaire sur L. On rappelle que l’adhérence L d’une lamination d’équilibre L admet
mesurablement peu d’intersections (voir la Proposition 1.2.13). La question de la régularité
(estimation (1.1)) pour les laminations d’équilibre dans Pk se pose.
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1.3.2 Prolongement des fonctions h(t)-continues

Considérons (E, dE) un espace métrique connexe satisfaisant diam(E) ≤ 1 et une fonction
strictement croissante continue h : [0, 1] → R telle que h(0) = 0. Comme h est injective, on
définit une semi-distance sur E par dh = h ◦ dE. On dit qu’une fonction ψ : E → R est
h(t)-continue s’il existe une constante c > 0 telle que pour tout x, y ∈ E, on a

(1.6) |ψ(x)− ψ(y)| ≤ c · dh(x, y).

On munit l’espace Eh des fonctions h(t)-continues de la semi-norme || · ||h définie par

∀ψ ∈ Eh : ||ψ||h = sup
x 6=y

|ψ(x)− ψ(y)|
dh(x, y)

.

L’espace Eh est une partie équicontinue de C(E,R). Si ψ1 et ψ2 sont deux fonctions h(t)-
continues, alors la fonction m = min(ψ1, ψ2) est encore h(t)-continue.

Lemme 1.3.5. Si h est concave, alors pour tout triplet (x, y, z) ∈ E, on a

dh(x, y) ≤ dh(x, z) + dh(z, y).

En particulier, la semi-distance dh est une distance sur E.

Pour toute fonction uniformément continue ψ, on peut trouver une fonction strictement
croissante concave h telle que h(0) = 0 et pour laquelle ψ est h(t)-continue. Quitte à obtenir
une semi-norme équivalente, on peut remplacer la fonction h par toute autre fonction h′

avec le même comportement asymptotique en 0, ce qui garantit Eh = Eh′ . Par exemple on
peut définir l’espace des fonctions α-höldériennes, avec 0 < α ≤ 1 comme l’espace Ehα , où
hα(t) := tα. De même, l’espace des fonctions logq-continues, où q > 0, peut être défini comme
Ehq , où hq(t) = 1

| ln(t)−q−1|q
. Remarquons que les fonctions hα, pour 0 < α < 1 et hq, pour

q > 0 sont concaves.

Proposition 1.3.6. Soit (E, dE) un espace métrique connexe satisfaisant diam(E) ≤ 1,
h : [0, 1] → R une fonction continue, strictement croissante, concave, telle que h(0) = 0,
F ⊂ E un sous-ensemble fermé et ψ : F → [0,M ] une fonction h(t)-continue. Alors pour

tout ε > 0, la fonction ψ se prolonge à E en une fonction h(t)-continue ψ̂ : E → [0,M + ǫ[.

Démonstration. Fixons c > 0 tel que pour tout x, y ∈ F , on a |ψ(x) − ψ(y)| ≤ c · dh(x, y).
On procède alors en trois étapes.
Étape 1 : la fonction ψ se prolonge en une fonction ψ̃ : E → R+.
On définit la fonction ψ̃ : E → R par

ψ̃(x) := inf
z∈F

{ψ(z) + c · dh(x, z)}.

Soit x ∈ E. Pour tout y, z ∈ F , en combinant l’inégalité 1.6 avec le Lemme 1.3.5, on obtient

c · dh(x, z) + ψ(z)− ψ(y) ≥ c · dh(x, z)− c · dh(z, y) ≥ −c · dh(x, y).
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En particulier, pour tout y, z ∈ F , on a

ψ(z) + c · dh(x, z) ≥ ψ(y)− c · dh(x, y),

ce qui conduit, en considérant la borne inférieure selon z à

ψ̃(x) ≥ ψ(y)− c · dh(x, y).

Enfin, en fixant x = y ∈ F , on obtient ψ̃(x) ≥ ψ(x). L’inégalité réciproque provient directe-
ment de la définition de c. Cela montre que ψ̃|F = ψ.

Étape 2 : la fonction ψ̃ est h(t)-continue.
Soient y, z ∈ E. Considérons η > 0 et x ∈ F tels que

ψ(x) + c · dh(x, z) ≤ ψ̃(z) + η,

ce qui conduit, d’après la définition de ψ̃, à

ψ̃(z)− ψ̃(y) ≥ ψ(x) + c · dh(x, z)− η − (ψ(x) + c · dh(y, x)) ≥ c · [dh(x, z)− dh(y, x)]− η.

On utilise de nouveau le Lemme 1.3.5 pour obtenir

∀η > 0 : ψ̃(z)− ψ̃(y) ≥ −c · dh(y, z)− η.

Passer à la limite pour η → 0 et échanger les rôles de y et z permet de conclure que ||ψ̃||h ≤ c.
Étape 3 : conclusion.
Soit ε > 0 et Mǫ :=M + ε. D’après les définitions, il est clair que ψ̃ ≥ min

F
ψ ≥ 0. On définit

ψ̂(x) := min(ψ̃(x),Mǫ) =

{
ψ̃(x) si x ∈ Kǫ(ψ) ;
Mǫ sinon,

où Kε(ψ) désigne l’ensemble Kε(ψ) := {x ∈ E : ψ̃(x) ≤Mε}, de sorte que ψ̂ ≤Mǫ. Comme
la fonction ψ̃ est h(t)-continue, il résulte que la fonction ψ̂ est aussi h(t)-continue. Enfin, on
a F ⊂ Kε(ψ), ce qui assure que ψ̂|F = ψ̃|F = ψ, et met fin à la preuve.
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Chapitre 2

Courant de ramification, normalité

post-critique et stabilité

Dans ce chapitre, issu d’une collaboration avec Berteloot [BeBr23], nous établissons une
nouvelle caractérisation de la stabilité pour les familles holomorphes d’endomorphismes de
Pk en exploitant une version paramétrique du courant de ramification introduit par Dinh et
Sibony [DS10a]. Cela nous permet à la fois de simplifier l’approche originale de [BBD18], et
de mieux comprendre la stabilité en termes de normalité post-critique.

2.1 Présentation du résultat

Au coeur de la théorie de Mañe-Sad-Sullivan et Lyubich pour les familles de fractions
rationnelles réside une caractérisation de la stabilité dynamique globale par une condition de
normalité post-critique qui permet d’encoder la stabilité dynamique de l’ensemble critique.
Quitte à considérer un revêtement de l’espace des paramètres M , on peut toujours supposer
que les points critiques sont marqués, c’est-dire que l’ensemble critique Cf de f est constitué
de la réunion des graphes d’un ensemble de 2d − 2 fonctions holomorphes cj : M → Pk,
1 ≤ j ≤ 2d− 2. Sous cette hypothèse non-restrictive, cette caractérisation vient compléter le
Théorème 1.2.8 et prend la forme suivante.

Théorème 2.1.1 ([MSS83] [Lyu83b]). Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes
de P1 dont les points critiques {cj}1≤j≤n sont marqués. La famille (M, f) est stable si et seule-
ment si les familles de fonctions holomorphes {f ◦n ◦ cj}n∈N sont normales sur M .

Un corollaire important de ce résultat et de la finitude de l’ensemble critique est la den-
sité du lieu de stabilié Stab(f) dans l’espace des paramètres M . Rappelons que DeMarco
[DeM03] a démontré que l’exposant de Lyapunov L(λ) de µλ définit une fonction plurisou-
sharmonique qui est pluriharmonique exactement sur le lieu de stabilité. Le courant positif
fermé Tbif := ddcL, appelé courant de bifurcation jouit de propriétés d’équidistribution dans
l’espace des paramètres [DF08, BaBe09, Ber11, Duj11, Oku14, GV17, GOV19].

En dimension supérieure, bien qu’une condition de normalité post-critique a joué un rôle
crucial dans le travail [BBD18] (voir aussi [Bia19]), elle n’était pas directement reliée à la
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µ-stabilité. Le but de ce chapitre est à la fois d’introduire une nouvelle notion de normalité
post-critique valable en toute dimension, et de montrer qu’elle implique naturellement la
µ-stabilité. A cet effet, nous adaptons, dans le cadre des familles, le concept de courant de
ramification, emprunté au travail [DS03] (voir aussi [DS10a]) de Dinh et Sibony sur l’équi-
distribution des préimages pour les endomorphismes de Pk.

Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de dimension d ≥ 2. On
rappelle que Cf ⊂M × Pk désigne l’ensemble critique de f .

Définition 2.1.2. Pour tout n ≥ 0, on définit un courant positif fermé sur M × Pk par

Rn,f := d−kn(f ◦n)∗[f(Cf )],

où [f(Cf )] désigne le courant d’intégration sur le sous-ensemble analytique f(Cf ) ⊂M ×Pk.
Le courant de ramification Rf est défini comme la somme formelle

Rf :=
∑

n≥0

Rn,f =
∑

n≥0

d−kn(f ◦n)∗[f(Cf )].

Le domaine de convergence Ω(Rf ) ⊂ M × Pk de Rf est l’ensemble des points qui ad-
mettent un voisinage U tel que la série

∑
n≥0‖1URn,f‖ est convergente. Remarquons que Rf

définit un (1, 1)-courant positif fermé sur son domaine de convergence Ω(Rf ).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant. On rappelle que l’ensemble µ-Stab(f)
a été introduit en Définiton 1.2.10.

Théorème 2.1.3. Soit (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk de degré
d ≥ 2 et πM :M × Pk →M la projection canonique. Alors :

Ω(Rf ) = π−1
M (µ-Stab(f)) = πM(Ω(Rf ))× Pk.

Comme nous le verrons dans la prochaine section, il suit du Théorème 2.1.3 qu’un pa-
ramètre λ0 est µ-stable si et seulement si ‖(f ◦n)∗[Cf ]‖D0×Pk = O(d(k−1)n), pour un certain
voisinageD0 ⊂M de λ0. Cette dernière condition apparaissait déjà (voir [BBD18, Proposition
3.12(3)] ou [Bia19, Proposition A’]), et comme pour tout λ, on a ‖(f ◦n

λ )∗[Cfλ ]‖Pk ∼n d
(k−1)n, on

peut l’interpéter comme une condition de normalité post-critique. En dimension k = 1, cette
condition est effectivement équivalente à celle fournie par le Théorème 2.1.1 (voir [BeBi18a,
Theorem 3.9, proof of (5) =⇒ (6)]).

2.2 Le rôle du Théorème 2.1.3 dans la théorie de la sta-

bilité

Dans toute cette section, on fixe une famille holomorphe (M, f) d’endomorphismes de
Pk de degré d ≥ 2. On note m := dimM la dimension de M comme variété complexe. On
rappelle que la mesure d’équilibre µλ de fλ est une mesure de Monge-Ampère donnée par
µλ = (ddczg(λ, z) + ωPk)

k, où g est la fonction de Green (voir [DS10a, Theorem 1.16], qui
est continue sur M × Pk, et ωPk est la métrique de Fubini-Study sur Pk. On note L(λ) =
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∫
Pk
log | Jac fλ(z)|dµλ(z) la somme des exposants de Lyapunov de (fλ, µλ). Pour chaque entier

n et chaque paramètre λ, on rappelle que l’ensemble RJ
n(λ) := Rn(fλ) ∩ Jλ des J-cycles de

période n désigne l’ensemble des cycles répulsifs de fλ qui appartiennent à l’ensemble de Julia
de fλ. On peut maintenant introduire deux notions a priori affaiblies de stabilité.

Définition 2.2.1. La famille (M, f) est dite faiblement stable (respectivement asymptoti-
quement faiblement stable) si, pour tout sous-ensemble compact M0 ⋐M , il existe une suite
de laminations {Ln}n∈N au-dessus de M telle que pour tout paramètre λ ∈ M0, on a :
(Ln)λ = RJ

n(λ) (respectivement (Ln)λ ⊂ RJ
n(λ) et |Ln| ∼n |RJ

n(λ)|).

Le résultat suivant rassemble ceux de [BBD18, Bia19] avec le Théorème 2.1.3. Il apporte
à la fois une preuve plus directe de certains résultats de [BBD18, Bia19] tout en les com-
plétant par une caractérisation plus fine de la stabilité en termes de normalité post-critique.
L’équivalence iii) ⇐⇒ iv) constitue notre Théorème A.

Théorème 2.2.2. On suppose que M est simplement connexe. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) ddcL ≡ 0 ;

ii) ‖f ◦n
∗ [Cf ]‖D0×Pk = O(d(k−1)n) pour tout ouvert D0 ⋐M ;

iii) Ω(Rf ) =M × Pk ;

iv) la famille (M, f) est µ-stable ;

v) la famille (M, f) est asymptotiquement faiblement stable.

Remarquons que le Théorème 1.2.15 fournit aussi l’équivalence avec la stabilité faible
lorsque k = 2 ou lorsque M ⊂ Hd(P

k) est ouvert. La condition v) n’apparaissait pas dans
[BBD18]. Berteloot [Ber18] a observé que le mouvement holomorphe d’une proportion non-
nulle des J-cycles suffit à garantir la µ-stabilité. Bianchi [Bia19] a montré l’équivalence des
assertions i), iv), v) et une version de ii) dans le contexte plus général des applications d’al-
lure polynomiale.

Nous rappelons les outils principaux utilisés pour la démonstration du Théorème 2.2.2.
L’idée principale est que les propriétés de stabilité peuvent se lire à travers la fonction de
Lyapunov L(λ). C’est l’objet des deux formules suivantes :

Formule du dd
c
L : ddcL = πM∗

(
(ddcλ,zg(λ, z) + ωPk)

k ∧ [Cf ]
)
.

Formule d’approximation : L(λ) = lim
n→∞

d−kn
∑

z∈RJn(λ)

log | Jac fλ(z)|.

La première formule a été obtenue par Bassanelli et Berteloot dans [BaBe07]. Elle géné-
ralise les formules de Przytycki [Prz85] (voir aussi Manning [Man84]) pour les polynômes en
dimension 1, et DeMarco [DeM03] pour les fractions rationnelles. La deuxième est issue des
travaux de Berteloot, Dupont, Molino dans [BDM08] et une preuve simplifiée, contournant
certaines difficultés liées à de possibles résonnances entre les exposants de Lyapunov, a été
fournie par Berteloot et Dupont dans [BeDu19].
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On montre maintenant comment le Théorème 2.2.2 est obtenu à partir du lemme prin-
cipal suivant, dont la preuve fait l’objet de la Section 2.3. Appliquer le Théorème 2.2.2 à la
famille (µ-Stab(f), f) conduit naturellement au Théorème 2.1.3.

Lemme 2.2.3. Si λ0 ∈ πM(Ω(Rf )), alors il existe un voisinage D0 ⊂ M de λ0 tel que la
famille (D0, f) admet un tissu d’équilibre acritique.

Preuve du Théorème 2.2.2. i) ⇒ ii) Il s’agit d’une conséquence directe de l’estimation sui-
vante qui provient de la formule du ddcL (voir [BBD18, Lemma 3.13]). Il existe un réel α > 0
qui ne dépend que des dimensions k et m, tel que pour tout ouvert D0 ⋐M , et tout n ∈ N :

(2.1) ‖f ◦n
∗ [Cf ]‖D0×Pk = α‖ddcL‖D0 +O(d(k−1)n),

ce qui conclut, puisque ddcL ≡ 0.

ii) ⇒ iii) est immédiate.

iii) ⇒ iv). D’après le Lemme 2.2.3, chaque paramètre λ0 ∈ M admet un voisinage
D0 ⊂ M tel que la famille (D0, f) admet un tissu d’équilibre acritique. Le théorème de
Choquet assure que (D0, f) admet un tissu d’équilibre acritique ergodique M (voir [BBD18,
Proposition 2.4]). D’après [BBD18, Theorem 4.1], on en déduit que (D0, f) admet une lami-
nation d’équilibre. La preuve de ce théorème exploite complètement l’ergodicité du système
dynamique (J ,F ,M). On conclut au moyen de la Proposition 1.2.16.

iv) ⇒ v). Ce résultat a été démontré par Bianchi [Bia19, Theorem 4.11] dans le cadre
plus général des familles d’applications d’allure polynomiale de grand degré topologique. La
preuve consiste à généraliser au système (J ,F ,M), où M est un tissu d’équilibre acritique
ergodique associé à la lamination L, la stratégie de Briend et Duval [BrDu99] pour retrouver le
résultat d’équidistribution des cycles répulsifs à partir des propriétés de la mesure d’équilibre.

v) ⇒ i). On suit la stratégie de [BaBe07] qui traite le cas où tous les J-cycles bougent holo-
morphiquement. Par hypothèse, pour tout entier n ∈ N, il existe un ensemble fini {γj,n}1≤j≤Nn
d’applications holomorphes γj,n ∈ O(M,Pk) telles que Nn ∼n d

kn et γj,n(λ) ∈ RJ
n(λ) pour

tout λ ∈M . Cet ensemble est invariant par F . On obtient donc :

d−kn
∑

z∈RJn(λ)

log | Jac fλ(z)| = d−kn
∑

1≤j≤Nn

log | Jac fλ(γj,n(λ))|+ d−kn
∑

z∈R′
n(λ)

log | Jac fλ(z)|,

où R′
n(λ) := RJ

n(λ) \
⋃

1≤j≤Nn
{γj,n(λ)}.

Comme l’ensemble R′
n(λ) est constitué de cycles répulsifs, le deuxième terme dans la

somme ci-dessus est strictement positif, majoré par Kλd
−kn|R′

n(λ)| ≤ Kλ(1 − d−knNn), où
Kλ > 0 dépend continûment de λ. D’après la formule d’approximation, la fonction L est
donc la limite ponctuelle de la suite de fonctions un(λ) := d−kn

∑
1≤j≤Nn

log | Jac fλ(γj,n(λ))|.
Comme un est pluriharmonique et (un)n∈N est localement uniformément bornée, le Lemme
1.1.5 assure la convergence uniforme, quitte à extraire une sous-suite. D’après la Proposition
1.1.4, la fonction L est donc pluriharmonique.
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Pour clore cette section, nous rappelons le rôle joué par un certain ensemble de paramètres
dans l’étude de la stabilité. Un paramètre λ0 ∈ M est appelé paramètre de Misiurewicz si
un point pérodique répulsif de fλ0 appartient à l’ensemble post-critique de fλ0 , et que cette
situation n’est pas persistente sous perturbations du paramètre (voir [BBD18, Definition
1.5] ou [Bia19] pour la définition précise). Remarquons que les paramètres Misiurewicz sont
des exemples élémentaires de paramètres au voisinage desquels, en un certain sens, il n’y a
pas normalité post-critique. Ces paramètres apparaissaient déjà en dimension 1 pour caracté-
riser la stabilité dans les familles de fractions rationnelles (voir par exemple [Lev83, Lyu83b]).

Le résultat essentiel concernant les paramètre Misiurewicz est le suivant [BBD18, Pro-
position 3.7]. La preuve combine la formule du ddcL avec un argument de transfert phase-
paramètre déjà utilisé par Buff-Epstein [BE09] dans le cas des frations rationnelles.

Proposition 2.2.4. Si ddcL = 0 sur M , alors M ne contient aucun paramètre Misiurewicz.

Ce résultat a été utilisé par plusieurs auteurs pour construire des familles holomorphes
d’endomorphismes dont le lieu de bifurcation M \ µ-Stab(f) admet un intérieur non-vide
[BiTa17, Duj17, Taf21, Bie19], ou pour estimer la dimension de Hausdorff du lieu de bifurca-
tion [BeBi18b]. Notons également que, au moyen de techniques différentes que celles utilisées
dans [BBD18], Bianchi a généralisé la Proposition 2.2.4 au cadre des familles d’applications
d’allure polynomiale de grand degré topologique [Bia19, Theorem A].

On peut aussi montrer que les paramètres Misiurewicz sont denses dans le lieu de bifurca-
tion [BBD18, Theorem 1.6]. Ainsi, une conséquence de la Proposition 2.2.4 est que l’adhérence
des paramètres Misiurewicz est exactement le lieu de bifurcation, ce qui renforce le parallèle
paramétrique de la densité des J-cycles dans l’ensemble de Julia. Ce résultat jouait un rôle
très important dans l’approche de [BBD18]. Sa preuve représente un point délicat qui fait
intervenir des arguments entropiques. La preuve du Théorème 2.2.2 présentée ici permet de
s’en passer.

Schéma de l’approche [BBD18] + [Bia19].

ddcL = 0
(M, f) est faiblement

asymptotiquement stable
(M,f) est µ-stable

pas de Misiurewicz existence d’un tissu d’équilibre acritique

∃γ ∈ J : Γγ ∩ PC(f) = ∅

Prop. 2.2.4, ou
[BBD18, Prop. 3.7]

formule

d’approximation

[Bia19, Thm 4.16]

[BBD18, Prop. 3.8] Lemme de Hurwitz +
équidistribution des préimages

[BBD18, Thm 4.1]
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Schéma de la nouvelle approche.

ddcL = 0
(M,f) est faiblement

asymptotiquement stable
(M, f) est µ-stable

Ω(Rf ) = M × Pk existence d’un tissu d’équilibre acritique

formule du ddcL,
voir (2.1)

formule

d’approximation

[Bia19, Thm 4.16]

Lemme 2.2.3

[BBD18, Thm 4.1]

2.3 Preuve du Lemme 2.2.3

Dans toute la preuve, on notera Y := f(Cf ). On fixe a := (λ0, z0) ∈ Ω(Rf ) et on considère
D ⊂ M (respectivement B ⊂ Pk) un voisinage de λ0 (respectivement de z0) satisfaisant∑+∞

n=0‖1URn,f‖ < +∞, où U := D × B. Quitte à modifier z0, on peut supposer que

a /∈
⋃

n≥0

f ◦n(Y ).

En effet, remarquons que
⋃
n≥0 f

◦n(Y ) =
⋃
λ∈M

(
{λ} ×⋃n≥0 f

◦(n+1)
λ (Cfλ)

)
. Or, pour tout

entier n ∈ N, l’ensemble f ◦(n+1)
λ (Cfλ) ∩ B est un sous-ensemble analytique de B d’après le

théorème de Remmert. En vertu du théorème de Baire, le fermé ∪n≥0f
◦(n+1)
λ (Cfλ) ∩ B est

donc d’intérieur vide. En particulier, son complémentaire est non-vide.

Comme le problème est local, quitte à réduire le voisinage D (respectivement B), on peut
supposer qu’il est contenu dans une carte locale de M (respectivement de Pk). Autrement dit,
on peut supposer que U est un ouvert de Cm+k. On note D l’ensemble des droites complexes
de Cm+k passant par a, et pour chaque droite ∆ ∈ D, on désigne par ∆r le disque euclidien
contenu dans ∆, de centre a et de rayon r > 0. On identifie l’espace D à Pm+k−1, et on le
munit de la mesure de probabilité W induite par la métrique de Fubini-Study sur Pm+k−1.

Fixons 0 < ε < 1
2

et posons δ := ε
1−ε

. Nous allons construire un tissu d’équilibre acritique
pour la famille (D0, f |D0), où D0 ⊂ D est un voisinage de λ0. La preuve est découpée en
cinq étapes. Les trois premières sont directement inspirées des travaux de Dinh et Sibony sur
l’équidistribution des préimages (voir [DS03, Section 3.4] ou [DS10a, Section 1.4]).
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2.3.1 Étape 1 : Construction d’un grand ensemble de disques ∆r

pour lesquels f ◦n admet presque dkn branches inverses

Lemme 2.3.1. Il existe un réel r > 0 et un sous-ensemble D′ ⊂ D tels que :

i) B(a, r) ∩ Y = ∅ ;

ii) W(D′) > 1− δ ;

iii) ∀∆ ∈ D′ :
∑+∞

n=0‖Rn,f ∧ [∆r]‖ ≤ ε ;

iv) pour tout entier n ∈ N et toute droite ∆ ∈ D′, il existe un ensemble Γnr (∆) de branches
inverses de f ◦n au-dessus de ∆r telles que |Γnr (∆)| ≥ (1− ε)dkn ;

v) ∀∆ ∈ D′ ∀n ∈ N : F(Γn+1
r (∆)) ⊂ Γnr (∆) ;

vi) ∀∆ ∈ D′ ∀γ ∈ Γnr (∆) : γ(∆r) ∩ (Cf ∪ Y ) = ∅.

Démonstration. Considérons r > 0 assez petit pour que la boule euclidienne fermée B(a, r)
de Cm+k soit contenue dans U . Nous allons utiliser le résultat classique suivant (voir [DS10a,
Lemma 1.53]).

Lemme 2.3.2. Soit S un (1, 1)-courant positif fermé sur U . Il existe un sous-ensemble D′ ⊂
D tel que W(D′) > 1 − δ et une constante Aδ > 0 indépendante de S, telle que pour toute
droite ∆ ∈ D′, la mesure positive S ∧ [∆r] est bien définie et ‖S ∧ [∆r]‖ ≤ Aδ · ‖S‖.

En appliquant le Lemme 2.3.2 au courant S = 1URf , on obtient un réel Aδ > 0 et un
sous-ensemble de droites D′ ⊂ D satisfaisant ii) et tels que pour tout ∆ ∈ D′, le produit
1URf ∧ [∆r] est bien défini comme mesure positive, dont on majore la masse par Aδ ·‖1URf‖.
D’autre part, quitte à retirer un sous-ensemble W-négligeable de droites de D′, on peut
supposer que pour tout n ∈ N, le courant 1URn,f ∧ [∆r] est bien défini. Cela assure la
convergence de la série

∑
n≥0‖1URn,f ∧ [∆r]‖, pour tout ∆ ∈ D′. En effet, pour tout N ∈ N,

on obtient

N∑

n=0

‖1URn,f ∧ [∆r]‖ =

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

1URn,f ∧ [∆r]

∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥

N∑

n=0

1URn,f ∧ [∆r]

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥1U

(
+∞∑

n=N+1

Rn,f

)
∧ [∆r]

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥1U
(

N∑

n=0

Rn,f

)
∧ [∆r] + 1U

(
+∞∑

n=N+1

Rn,f

)
∧ [∆r]

∥∥∥∥∥
= ||1URf ∧ [∆r]||
≤ Aδ · ||1URf || < +∞.

Fixons D′(N) := {∆ ∈ D′ : N(∆) ≤ N}, où N(∆) est le plus petit entier strictement positif

satisfaisant
+∞∑

n=N(∆)+1

‖1URn,f ∧ [∆r]‖ ≤ ε. La réunion D′ = ∪N∈ND′(N) étant croissante,

quitte à remplacer D′ par D(N) pour N assez grand, on peut supposer que

42



(2.2) ∀∆ ∈ D′ :
+∞∑

n=N+1

‖1URn,f ∧ [∆r]‖ ≤ ε.

Comme a /∈ ∪n≤Nf ◦n(Y ), quitte à réduire r, on peut aussi supposer que

B(a, r) ∩ ∪n≤Nf ◦n(Y ) = ∅.

Ainsi, Rn,f ∧ [∆r] = 0 pour tout n ≤ N . En particulier, la condition i) est satisfaite et l’in-
égalité (2.2) aboutit à la condition iii).

Établissons la condition iv). A cet effet, posons ε∆n := ‖1URn,f ∧ [∆r]‖. Remarquons
que dknε∆n est exactement le cardinal de l’intersection entre fn(Y ) et ∆r, comptée avec
multiplicité. En particulier, ε∆n = 0 pour n ≤ N . Fixons ∆ ∈ D′. On démontre par récurrence
sur n que le nombre ν∆n de branches inverses de f ◦n qui ne rencontrent pas Y sur ∆r satisfait

(2.3) ν∆n ≥
(
1−

n∑

i=0

ε∆i

)
dkn.

L’initialisation (n = 0) est assurée par la condition i). Montrons l’hérédité. Supposons que
(2.3) est vérifiée pour un certain rang n ≥ 0. Comme l’application f réalise un revêtement
non-ramifié de degré dk, l’application f ◦(n+1) admet au moins ν∆n d

k ≥
(
1−∑n

i=0 ε
∆
i

)
dk(n+1)

branches inverses au-dessus de ∆r. Parmi elles, au plus dk(n+1)ε∆n+1 intersectent Y , ce qui
aboutit à la propriété souhaitée pour f ◦(n+1).

On note Γnr (∆) l’ensemble des branches inverses ainsi construites. La propriété iii) et
l’inégalité (2.3) fournissent l’estimation ν∆n ≥ (1− ε)dkn, ce qui montre la propriété iv). Les
propriétés v) et vi) découlent naturellement de la construction.

2.3.2 Étape 2 : Estimation du nombre de préimages de a qui appar-
tiennent à beaucoup de ces branches inverses

Soit r > 0 donné par le Lemme 2.3.1. Notons (f ◦n)−1(a) =: {an1 , . . . , anln} et posons
In : D′ → P{1, 2, . . . , ln} l’application qui associe à chaque droite ∆ ∈ D′ l’ensemble des
entiers s ∈ {1, 2, . . . , ln} tels qu’il existe une branche inverse de f ◦n passant par ans sur ∆r.
Pour tout s ≤ ln, on note aussi Dr,n

s := {∆ ∈ D′ : s ∈ In(∆)} et Sε,r,n := {1 ≤ s ≤ ln :
W(Dr,n

s ) ≥ 1− 2
√
ε}.

Lemme 2.3.3. i) (1−√
ε)dkn ≤ |Sε,r,n| ≤ dkn ;

ii) il existe une application in : Sε,r,n → Sε,r,n−1 telle que pour tout s ∈ Sε,r,n, f(ans ) = an−1
in(s)

et |i−1
n (s)| ≤ dk ;

iii) la suite (d−kn|Sε,r,n|)n∈N est convergente.
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Démonstration. On établit l’estimation suivante :

(2.4)
ln∑

s=1

W(Dr,n
s ) ≥ (1− δ)(1− ε)dkn.

On note ν la mesure de comptage sur {1, 2, . . . , ln} et on définit W̃ := ν⊗W . On considère
aussi le sous-ensemble Qn := {(s,∆) : {s} ∈ In(∆)} ⊂ {1, 2, . . . , ln}×D′. On calcule W̃(Qn)
en partitionnant le sous-ensemble Qn de deux manières différentes. On partitionne d’abord
selon la valeur de s ∈ {1, 2, . . . , ln}. On obtient

(2.5) W̃(Qn) = W̃
(

ln⋃

s=1

{s} × Dr,n
s

)
=

ln∑

s=1

W̃ ({s} × Dr,n
s ) =

ln∑

s=1

W(Dr,n
s ).

On partitionne ensuite selon la valeur de In(∆) ∈ P{1, 2, . . . , ln}. On obtient

(2.6)

W̃(Qn) = W̃


 ⋃

S∈P{1,2,...,ln}

S × I−1
n ({S})




=
∑

S∈P{1,2,...,ln}

ν(S) · W(I−1
n ({S})).

Le Lemme 2.3.1 iv) assure que I−1
n ({S}) = ∅ lorsque |S| < (1 − ε)dkn. Ainsi, l’égalité

(2.6) conduit immédiatement à la minoration

(2.7) Ŵ(Qn) ≥ (1− ε)dknW(D′).

L’estimation (2.4) est une conséquence immédiate de (2.5), (2.7) et du Lemme 2.3.1 ii).

On peut maintenant conclure la preuve du Lemme 2.3.3. Comme ln ≤ dkn, pour montrer
le point i), il suffit de montrer la première inégalité, c’est-à-dire : (1−√

ε)dkn ≤ |Sε,r,n|. Or :

ln∑

s=1

W(Dr,n
s ) =

∑

s∈Sε,r,n

W(Dr,n
s ) +

∑

s/∈Sε,r,n

W(Dr,n
s )

≤ |Sε,r,n|+ (ln − |Sε,r,n|)(1− 2
√
ε)

≤ 2
√
ε|Sε,r,n|+ (1− 2

√
ε)dkn,

ce qui, combiné avec (2.4), donne :

2
√
ε|Sε,r,n| ≥ [(1− δ)(1− ε)− (1− 2

√
ε)]dkn.

Par choix de δ, il suit :

|Sε,r,n| ≥
[
1− ε+ δ(1− ε)

2
√
ε

]
dkn = (1−√

ε)dkn,
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ce qui prouve le point i).

Montrons maintenant le point ii). On définit l’application in : Sε,r,n → {1, 2, . . . , ln−1} par

∀s ∈ Sε,r,n : f(ans ) = an−1
in(s)

.

D’après le Lemme 2.3.1 v) et la définition de Sε,r,n, l’image in(Sε,r,n) de cette application
est contenue dans Sε,r,n−1. D’après le Lemme 2.3.1 vi), l’application f réalise un revêtement
non-ramifié de degré dk, ce qui prouve bien que |i−1

n (s)| ≤ dk.

Enfin, on obtient l’égalité |Sε,r,n| =
∑

s∈Sε,r,n−1
|i−1
n (s)| ≤ dk|Sε,r,n−1| en partitionnant Sε,r,n

selon la valeur de in(s). La suite de réels positifs (d−kn|Sε,r,n|)n∈N est alors décroissante, donc
convergente, ce qui montre le point iii) et conclut la preuve.

2.3.3 Étape 3 : Prolongement des branches inverses à une boule de
rayon uniforme B(a, r)

Nous allons montrer que l’application f ◦n admet au moins (1−√
ε)dkn branches inverses

au-dessus d’une boule ouverte B(a, τr) ⊂ B(a, r) de Cm+k centrée en a. Pour cela, nous allons
combiner le Lemme 2.3.3 avec le théorème de prolongement de Sibony-Wong (voir [SW80]
ou [DS10a, Theorem 1.54]), que nous rappelons ci-dessous.

Théorème 2.3.4 (Sibony-Wong). Soit D′′ ⊂ D tel que W(D′′) ≥ c pour une constante c > 0
et considérons l’ensemble Σ :=

⋃
∆∈D′′ ∆r ⊂ Cm+k. Il existe un réel τ ∈ (0, 1), indépendant

de r et D′′, tel que chaque fonction h holomorphe sur un voisinage de Σ admet un prolonge-
ment holomorphe h̃ sur B(a, τr). De plus, le prolongement h̃ satisfait l’estimation suivante :
supB(a,τr)|h̃| ≤ supΣ|h|.

En gardant les notations introduites pour le Lemme 2.3.3, notre résultat précis s’énonce
comme suit.

Lemme 2.3.5. Il existe τ ∈ (0, 1) tel que pour chaque n ∈ N et chaque s ∈ Sε,r,n, l’application
f ◦n admet une branche inverse γns : B(a, τr) → Cm × Pk telle que γns (a) = ans . De plus, pour
tout n ∈ N et tout s ∈ Sε,r,n, on a f ◦ γns = γn−1

in(s)
.

Démonstration. Fixons n ∈ N et s ∈ Sε,r,n. Pour tout ∆ ∈ Dr,n
s = {∆ ∈ D′ : s ∈ In(∆)}, on

note γns,∆ la branche inverse de f ◦n au-dessus de ∆r passant par ans , c’est-à-dire γns,∆(a) = ans .
Remarquons que pour toute paire de droites {∆,∆′} ⊂ Dr,n

s , les applications holomorphes
γns,∆ et γns,∆′ sont respectivement définies sur un voisinage de ∆r et ∆′

r, et coïncident sur
l’intersection, qui est un voisinage de a. Par prolongement analytique, on peut donc considérer
la branche γns définie sur un voisinage de ∪∆∈Dr,ns ∆r.

Par définition de Sε,r,n, on a W(Dr,n
s ) ≥ 1− 2

√
ε et on peut appliquer le Théorème 2.3.4

avec c = 1− 2
√
ε et D′′ = Dr,n

s et aux fonctions coordonnées de γns . Ainsi, chaque application
γns se prolonge en une branche inverse de f ◦n au-dessus de B(a, τr).
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Si s ∈ Sε,r,n, l’application f ◦ γns est une branche inverse de f ◦n au-dessus de B(a, τr) et
passant par an−1

in(s)
. En d’autres termes, on a f(ans ) = an−1

in(s)
. Cette application doit donc coïn-

cider avec la branche γn−1
in(s)

dont l’existence est assurée par le Lemme 2.3.3 et la construction
ci-dessus.

Le lemme suivant est aussi une conséquence du théorème de prolongement de Sibony-
Wong. Nous l’utiliserons au cours de l’étape 5.

Lemme 2.3.6. Soit ρ > 0. Pour u ∈ O(B(a, ρ)), on note Du := {∆ ∈ D : 0 /∈ u(∆ρ)}. Il
existe τ ′ ∈ (0, 1) tel que si W(Du) >

1
2
, alors 0 /∈ u(B(a, τ ′ρ)).

Démonstration. Si u ∈ O(B(a, ρ)) et W(Du) >
1
2
, en particulier, u(a) 6= 0 et la fonction u

n’est identiquement nulle sur aucun disque ∆ ∈ D. Le lemme d’Hurwitz assure alors que
pour tout disque ∆ ∈ Du, la fonction u ne s’annule pas sur ∆ρ. Ceci montre que Du est
fermé et que la fonction h := 1

u
est holomorphe sur un voisinage de Σu :=

⋃
∆∈Du

∆ρ/2.
D’après le Théorème 2.3.4, la fonction h se prolonge holomorphiquement en une fonction
h̃ ∈ O(B(a, τ ′ρ)), où τ ′ ∈ (0, 1/2) est indépendant de u et de ρ. Comme uh̃ = uh = 1 sur
l’ensemble

⋃
∆∈Du

∆τ ′ρ, de mesure de Lebesgue est positive, on a uh̃ = 1 sur B(a, τ ′ρ), et u
ne s’annule pas sur B(a, τ ′ρ).

2.3.4 Étape 4 : Construction du tissu d’équilibre M
Nous allons utiliser la famille de branches inverses {γns , n ≥ 1, s ∈ Sε,r,n} obtenue lors

de l’étape précédente afin de construire un tissu d’équilibre M pour la famille (D0, f), où
D0 ⊂ D est un voisinage de λ0. Le théorème d’équidistribution des préimages pour les me-
sures µλ, ainsi que l’ergodicité de ces mesures, joueront ici un rôle important.

Soit D0 ×B0 ⊂ B(a, τr) un voisinage de a, où τ > 0 est donné par le Lemme 2.3.5. Pour
tout z ∈ B0, on considère la suite de mesures discrètes (mn(z))n∈N sur O(D0,P

k), et leur
moyenne de Cesàro (Mn(z))n∈N définies par :

mn(z) := d−kn
∑

s∈Sε,r,n

δγns,z et Mn(z) :=
1

n

n∑

l=1

ml(z),

où γns (λ, z) =: (λ, γns,z(λ)). Notons vol la mesure de Lebesgue sur B0. On définit alors :

mn :=
1

vol(B0)

∫

B0

mn(z)d vol(z) et

Mn :=
1

vol(B0)

∫

B0

Mn(z)d vol(z) =
1

n

n∑

l=1

ml.

Le tissu d’équilibre M sera obtenu comme une limite faible-∗ renormalisée de la suite
(Mn)n∈N. Dans les définitions ci-dessus, la moyenne sur B0 permet d’exploiter que pour
chaque paramètre λ ∈ D0, presque-tout z ∈ B0 évite l’ensemble exceptionnel de fλ. La
moyenne de Cesàro assurera la F -invariance de la mesure M. Enfin, la compactié du support
de M sera obtenue grâce au cas particulier suivant d’un résultat classique de Ueda [Ued98,
Theorem 2.1].
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Lemme 2.3.7. La famille de toutes les branches inverses de f ◦n au-dessus de B(a, τr),
lorsque l’entier n parcourt N, est normale dans O(B(a, τr),Pk). En particulier, pour tout
α > 0, on peut réduire r de sorte que distPk(γ

n
s (z), γ

n
s (a)) ≤ α pour tout point z ∈ B(a, τr)

et toute application γns donnée par le Lemme 2.3.5.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette étape.

Lemme 2.3.8. La suite de mesures positives (Mn)n∈N sur O(D0,P
k) admet une valeur

d’adhérence M̃ pour la topologie faible-∗, de masse non-nulle. De plus, la mesure de proba-

bilité M :=
M̃
‖M̃‖

est un tissu d’équilibre pour la famille (D0, f).

Par définition, on a :

‖Mn‖ =
1

n

n∑

l=1

‖ml‖ =
1

n

n∑

l=1

1

vol(B0)

∫

B0

‖ml(z)‖d vol(z) = d−kn|Sǫ,r,n|,

ce qui assure, d’après le Lemme 2.3.3 iii), qu’il existe un réel α ∈ [0, 1) tel que

lim
n→∞

‖Mn‖ = 1− α.

En vertu du Lemme 2.3.7, la famille de toutes les branches inverses de f ◦n au-dessus de
B(a, τr), lorsque l’entier n parcourt N, est normale dans O(B(a, τr),Pk). La famille des res-
trictions à D0×{z}, pour z ∈ B0, est aussi normale. En particulier, il existe un sous-ensemble
compact K de l’espace (O(B(a, τr),Pk), distO) tel que Supp(Mn) ⊂ K pour chaque entier n.
D’après le théorème de Banach-Alaoglu, la suite (Mn)n∈N admet une valeur d’adhérence M̃
pour la topologie faible-∗, dont le support est dans K et de masse 1− α.

Montrons que la mesure M̃ est F -invariante. Pour cela, on établit l’estimation suivante.

(2.8) ∀z ∈ B0 : an(z) := ‖mn−1(z)−F∗m
n(z)‖ ≤ |Sε,r,n−1|

dk(n−1
− |Sε,r,n|

dkn
=: an

Remarquons que F(γns,z) = γn−1
in(s),z

. En effet, d’après le Lemme 2.3.5, pour tout λ ∈ D0, on a

F(γns,z)(λ) = fλ(γ
n
s (λ, z)) = ΠPk ◦ f ◦ γns (λ, z) = ΠPk ◦ γn−1

in(s)
(λ, z) = γn−1

in(s),z
(λ),

où ΠPk : M × Pk → Pk est la projection canonique. Ainsi, en partitionnant Sε,r,n selon la
valeur de in(s), où la fonction in est définie par le Lemme 2.3.3 ii), on obtient

F∗m
n(z) = d−kn

∑

s∈Sε,r,n

F∗(δγns,z) = d−kn
∑

s∈Sε,r,n

δγn−1
in(s),z

= d−kn
∑

s∈Sε,r,n−1

|i−1
n (s)|δγn−1

s,z
.

Ainsi, mn−1(z) − F∗m
n(z) = d−kn

∑
s∈Sε,r,n−1

(dk − |i−1
n (s)|)δγn−1

s,z
, et comme |i−1

n (s)| ≤ dk

d’après le Lemme 2.3.3 ii), on obtient
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an(z) ≤ d−kn
∑

s∈Sε,r,n−1

dk − |i−1
n (s)| = d−k(n−1)|Sε,r,n−1| − d−kn

∑

s∈Sε,r,n−1

|i−1
n (s)|,

ce qui est bien l’inégalité souhaitée, puisque
∑

s∈Sε,r,n−1
|i−1
n (s)| = |Sε,r,n|. Pour tout 2 ≤ l ≤ n,

d’après l’estimation (2.8), on obtient alors

(2.9) ‖ml−1 −F∗m
l‖ ≤ 1

vol(B0)

∫

B0

al(z)d vol(z) ≤ al.

Dès lors, puisque

Mn −F∗Mn =
1

n

n∑

l=1

ml − 1

n

n∑

l=1

F∗m
l =

1

n

n∑

l=2

(ml−1 −F∗m
l) +

mn −F∗m
1

n
,

on déduit de (2.9) la majoration suivante

‖Mn −F∗Mn‖ ≤ 1

n

n∑

l=2

‖ml−1 −F∗m
l‖+ 2

n
≤ 1

n

n∑

l=2

al +
2

n

=
1

n

( |Sε,r,1|
dk

− |Sε,r,n|
dkn

)
+

2

n
≤ 3

n
.

Comme F∗ est continue pour la topologie faible-∗, ce calcul montre que F∗M̃ = M̃.

On rappelle que ‖M̃‖ = 1 − α. Dès lors, M :=
M̃

1− α
est une mesure de probabilité

F -invariante à support compact dans l’espace métrique (O(B(a, τr),Pk), distO), et il reste à
montrer que pλ∗M = µλ pour tout λ ∈ D0. Pour tout (λ, z) ∈ D0 × B0 et n ∈ N, on définit
la mesure µnλ(z) := d−kn(f ◦n

λ )∗δz. Par définition, pour tout z ∈ B0, on a 0 ≤ pλ∗(Mn(z)) ≤
1
n

∑n
l=1 µ

l
λ(z). On obtient donc

(2.10) 0 ≤ pλ∗(Mn) ≤ 1

vol(B0)

∫

B0

1

n

n∑

r=1

µrλ(z)d vol(z).

Comme l’ensemble exceptionnel de fλ est un sous-ensemble pluripolaire de Pk (voir
[FS95]), le théorème d’équidistribution des préimages 1.2.2 assure que la suite (µnλ(z))n∈N
converge vers µλ pour la topologie faible-∗ sur Pk, pour presque-tout z ∈ B0. Par théorème
de convergence de Lebesgue, le terme de droite de (2.10) converge vers µλ, ce qui conduit à

∀λ ∈ D0 : pλ∗M̃ ≤ µλ.

On rappelle que α ∈ [0, 1). Si α = 0, comme ‖pλ∗M̃‖ = ‖M̃‖ = 1− α, on obtient automati-

quement l’égalité. Sinon, il suffit d’écrire µλ = (1 − α)
pλ∗M̃
1− α

+ α
µλ − pλ∗M̃

α
, ce qui prouve

également, en invoquant l’ergodicité de la mesure µλ, que
pλ∗M̃
1− α

= pλ∗M̃ = µλ.
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2.3.5 Étape 5 : Le tissu d’équilibre M est acritique

On montre d’abord qu’on peut réduire r et le voisinage D0 × B0 de a, de sorte que
D0 × B0 ⊂ B(a, τ ′τr), où τ ′ ∈ (0, 1) est donné par le Lemme 2.3.6, et que pour tout p ≥ 0
et toute branche inverse γns apparaissant dans la définition M, le sous-ensemble analytique
f ◦p(Y ) est défini comme l’ensemble des zeros d’une unique fonction holomorphe sur un ouvert
contenant γns (B(a, τr)).

A cet effet, on réduit d’abord r de sorte que pour chaque branche γns , l’ensemble γns (B(a, τr))
soit contenu dans le domaine de définition d’une section de la projection canonique π : Ck+1 \
{0} → Pk. Pour cela, on applique le Lemme 2.3.7 avec α > 0 assez petit. On réduit ensuite
D0×B0 de sorte que D0×B0 ⊂ B(a, τ ′τr), et que la famille (D0, f |D0×Pk) puisse être relevée
en une famille holomorphe (D0, F |D0×Ck+1) de polynômes homogènes non-dégénérés de Ck+1.
Notons CF l’ensemble critique de F . Comme les applications F ◦p : D0 × Ck+1 → D0 × Ck+1

sont propres, la fonction ϕp(z) := Πdpk

i=1 JacF (ηi(z)), où {η1(z), . . . , ηdpk(z)} est l’ensemble des
préimages de z par F ◦p comptées avec multiplicité, est une fonction holomorphe définissant
l’hypersurface analytique F ◦p(CF ) sur D0×Ck+1. Par conséquent, sur chaque ouvert U ⊂ Pk
sur lequel π : Ck+1 → Pk admet une section holomorphe, le sous-ensemble analytique f ◦p(Cf )
est défini par une unique fonction holomorphe sur D0 × U .

Le résultat suivant sera crucial. On rappelle que D désigne l’ensemble des droites com-
plexes ∆ ∈ Cm+k passant par a, et W la mesure de probabilité induite par la métrique de
Fubini-Study sur D ≃ Pm+k−1.

Lemme 2.3.9. Si B(a, ρ) ⊂ Ω(Rf ), alors la série
∑

l≥0

∫
D

∥∥1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆]
∥∥ dW est conver-

gente.

Démonstration. D’après la Proposition 1.1.21 appliquée avec n = m+ k, on a
∫

D

[∆]dW = (ddc log |z − a|)m+k−1.

Soit l ≥ 0. On rappelle que a /∈ f l(Y ) = SuppRl,f . Comme la fonction plurisousharmonique
u(z) := log |z−a| est localement bornée sur Cm+k\{a}, d’après la Proposition 1.1.20 appliquée
avec u et T = Rl,f , le courant Rl,f ∧

∫
D
[∆]dW est bien défini. Pour tout ∆ ∈ D, comme

∆ 6⊂ f l(Y ), l’intersection des sous-ensembles analytiques ∆ ∩ f l(Y ) est de dimension nulle.
D’après le théorème de Rouché, le cardinal de ∆∩ f l(Y )∩B(a, ρ), compté avec multiplicité,
est borné par une constante C indépendante de ∆. Ainsi, l’intersection de courants Rl,f ∧ [∆]
existe sur B(a, ρ) et ‖1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆]‖ ≤ C. En particulier, comme D ≃ Pm+k−1 est compact,
ceci montre que 1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆] est W-intégrable. Par théorème de Fubini, on obtient alors

∫

D

1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆]dW = 1B(a,ρ)Rl,f ∧
∫

D

[∆]dW ,
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ce qui justifie le calcul suivant, valable pour tout N ∈ N.

N∑

l=0

∫

D

∥∥1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆]
∥∥ dW =

N∑

l=0

∥∥∥∥
∫

D

1B(a,ρ)Rl,f ∧ [∆]dW
∥∥∥∥

=
N∑

l=0

∥∥∥∥1B(a,ρ)Rl,f ∧
∫

D

[∆]dW
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

(
N∑

l=0

1B(a,ρ)Rl,f

)
∧
∫

D

[∆]dW
∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥

(
+∞∑

l=0

1B(a,ρ)Rl,f

)
∧
∫

D

[∆]dW
∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥1B(a,ρ)Rf ∧
∫

D

[∆]dW
∥∥∥∥ .

Le majorant de la somme partielle de la série à termes positifs est indépendant de N , ce qui
montre le résultat annoncé.

Il reste à montrer que M(Js) = 0, où Js est l’ensemble des applications γ ∈ J dont le
graphe Γγ ne rencontre pas la grande orbite de Cf , ou de façon équivalente, celle de Y (voir
la définition 1.2.11).

Le lemme suivant permet de réduire le problème à une estimation de masse sur certains
ouverts de (J , distO). Pour tout entier p, on définit

Yp := {γ ∈ J : Γγ ∩ f ◦p(Y ) 6= ∅ et Γγ 6⊂ f ◦p(Y )}.

Lemme 2.3.10. Si M(Yp) = 0 pour tout entier p, alors M(Js) = 0.

Démonstration. Remarquons que Js =
⋃
n∈N J n

s , où pour tout entier n ∈ N, J n
s := {γ ∈

J : Γγ ∩ (f ◦n)−1(
⋃
p∈N f

◦p(Y )) 6= ∅}, et que J 0
s =

⋃
p∈N Ỹp, où pour tout entier p ∈ N,

Ỹp := {γ ∈ J : Γγ ∩ f ◦p(Y ) 6= ∅}. D’après la Proposition 1.2.14, on a M(Ỹp \ Yp) = 0. La
F -invariance de M assure alors que la conclusion est une conséquence directe de l’inclusion
J n
s ⊂ (F◦n)−1(J 0

s ).

Fixons un entier p ≥ 0. Le lemme de Hurwitz assure que Yp est un ouvert de (O(D0,P
k), distO).

Montrons que lim
n→∞

Mn(Yp) = 0.

D’après la définition de Mn et comme D0 × B0 ⊂ B(a, τ ′τr), on obtient

(2.11) Mn(Yp) ≤ d−kn|{s ∈ Sε,r,n : γns (B(a, τ ′τr)) ∩ f ◦p(Y ) 6= ∅}|.

Notons ϕp,n : γns (B(a, τr)) → C une fonction holomorphe définissant f ◦p(Y ) sur γns (B(a, τr)).
En d’autres termes, on a {ϕp,n = 0} = f ◦p(Y ) ∩ γns (B(a, τr)). On note aussi

{s1, s2, . . . , sNn} := {s ∈ Sε,r,n : 0 ∈ ϕp,n ◦ γns (B(a, τ ′τr))},

de sorte qu’on peut réécrire l’inégalité 2.11 de la manière suivante :

(2.12) Mn(Yp) ≤ d−knNn.
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Pour tout 1 ≤ j ≤ Nn, on note Ej := {∆ ∈ D : 0 ∈ ϕp,n ◦ γnsj(∆τr)}. Ainsi,
∑Nn

j=1 1Ej(∆)
est le nombre de brances inverses de f ◦n qui rencontre f ◦p(Y ) au-dessus de ∆τr et pour un
choix générique de disques ∆ ∈ D, on obtient

(2.13)
Nn∑

j=1

1Ej(∆) ≤ |f ◦(n+p)(Y ) ∩∆τr| ≤ dk(n+p) ‖Rn+p,f ∧ [∆τr]‖ .

D’autre part, comme la fonction ϕp,n ◦ γnsj s’annule sur B(a, τ ′τr) pour tout 1 ≤ j ≤ Nn,
le Lemme 2.3.6 assure que W(Ej) >

1
2
. On en déduit l’inégalité suivante.

(2.14)
Nn

2
≤

Nn∑

j=1

W(Ej) =

∫

D

Nn∑

j=1

1Ej(∆)dW .

En combinant (2.12), (2.13) et (2.14), on obtient

1

2
Mn(Yp) ≤ dkp

∫

D

‖Rn+p,f ∧ [∆τr]‖dW .

Le Lemme 2.3.9 assure alors que lim
n→∞

Mn(Yp) = 0.

Comme la mesure M est à support compact dans (O(D0,P
k), distO) et comme, d’après

le Lemme 2.3.8, c’est une valeur d’adhérence faible-∗ de la suite
(

1
1−α

Mn
)
n∈N

, on obtient
M(Yp) = 0. On déduit alors du Lemme 2.3.10 que le tissu d’équilibre M est acritique.

51



Chapitre 3

Propagation des propriétés

thermodynamiques dans une famille

stable

Dans ce chapitre, étant donnée une famille stable d’endomorphismes de Pk, nous étudions
d’abord l’action du mouvement holomorphe mesurable des ensembles de Julia sur les états
d’équilibre, une classe de mesures jouant un rôle important dans le formalisme thermodyna-
mique. Il s’agit d’une collaboration avec Rakhimov. Nous démontrons ensuite un théorème de
distribution pondérée pour les mouvements holomorphes de cycles répulsifs, qui fait l’objet
d’un travail avec Bianchi [BiBr23].

3.1 Les états d’équilibre

Dans cette section, nous étudions comment le mouvement holomorphe de certaines me-
sures invariantes introduit dans [BR22] propage les propriétés statistiques de ces mesures.
Plus précisément, nous montrons qu’on peut interpréter le mouvement holomorphe d’un état
d’équilibre comme un état d’équilibre. On commence par rappeler les définitions et les pro-
priétés importantes sur les états d’équilibre dont nous aurons besoin.

3.1.1 Une classe de mesures de grande entropie

Considérons un système dynamique topologique (X, T ) qui admet des mesures de proba-
bilité invariantes ergodiques ν à support compact. Un potentiel est une fonction borélienne
ψ : X → R. On définit la pression variationnelle d’une telle mesure ν relativement au
potentiel ψ par

Pν(ψ) := hν(T ) + 〈ν, ψ〉,

où hν(T ) désigne l’entropie métrique du système dynamique (X, T, ν) et 〈ν, ψ〉 :=

∫

X

ψdν.

On définit la pression topologique de T relativement au potentiel ψ par

P (ψ) = sup
ν
Pν(ψ),
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où la borne supérieure est calculée sur l’ensemble des mesures de probabilité T -invariantes
ergodiques ν à support compact.

Définition 3.1.1. Un état d’équilibre associé au système (X, T ) relativement au potentiel ψ
est une mesure de probabilité borélienne T -invariante ergodique ν à support compact telle
que Pν(ψ) = P (ψ).

Lorsque P (ψ) = Pν(ψ), on dit que la mesure ν est un état d’équilibre du système (X, T, ν).
L’existence des états d’équilibre est gratuite sous certaines hypothèses de compacité, alors
que leur unicité est une propriété statistique très importante. Quitte à soustraire la constante
inf
X
ψ, on pourra toujours supposer que ψ est positive. Si sup

X
ψ est proche de 0, la pression

topologique d’un état d’équilibre relativement à ψ est proche de l’entropie topologique h(f).
Notons que le cas ψ = 0 correspond à la mesure d’entropie maximale. Nous renvoyons à
[Prz90, DU91a, DU91b, Hay99] (voir aussi [PU10]) pour une étude des états d’équilibre pour
les endomorphismes de P1.

Dans le cadre des endomorphismes de Pk, des conditions suffisantes portant sur l’endomor-
phisme f et la régularité du potentiel ψ garantissant l’existence et l’unicité de tels états d’équi-
libre sont fournies dans [UZ13, BiDi23]. On renvoie également à [Dup12, SUZ14, BiDi22] pour
davantage de propriétés sur ces mesures. On considère les hypothèses suivantes.

(A) lim
n→∞

1

n
logmax

a∈Pk
deg(fn, a) = 0,

où deg(fn, a) désigne la multiplicité de a comme solution de l’équation fn(z) = fn(a).

(B) Il existe un réel q > 2 et une constante c > 0 telle que pour tout x, y ∈ Pk, on a

|ψ(x)− ψ(y)| ≤ c · hq(distPk(x, y)),

avec hq(t) := | log(t)− q − 1|−q.

L’hypothèse (A) est satisfaite pour un choix générique de f ∈ Hd(P
k) (voir [DS10b]).

L’hypothèse (B) porte sur la régularité du potentiel. Elle assure que ψ est une fonction
logq-continue. Considérer un potentiel défini sur Pk ou sur Jf n’a pas d’importance (voir la
Section 1.3.2).

Le résultat suivant précise des propriétés d’équidistribution de préimages et de points pé-
riodiques répulsifs vers les états d’équilibre [BiDi22]. On rappelle que l’ensemble exceptionnel
E est défini par le Théorème 1.2.2 et que RJ

n(f) désigne l’ensemble des J-cycles de f (voir le
Théorème 1.2.4).

Théorème 3.1.2. Soit f un endomorphisme de Pk de degré d ≥ 2 satisfaisant l’hypothèse
(A). Soit ψ : Pk → [0, log d) un potentiel satisfaisant l’hypothèse (B). Alors le système
(Pk, f) admet un unique état d’équilibre µψ relativement à ψ et pour tout y /∈ E, on a

(3.1) lim
n→∞

e−nP (ψ)
∑

fn(x)=y

eψ(x)+ψ(f(x))+...+ψ(f
n−1(x))δx = µψ.
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De plus, il existe un ensemble P ′
n ⊂ RJ

n(f) de J-cycles tel que.

(3.2) lim
n→∞

e−nP (ψ)
∑

z∈P ′
n

eψ(z)+ψ(f(z))+...+ψ(f
n−1(z))δz = µψ.

Les convergences (3.1) et (3.2) généralisent à n’importe quel potentiel ψ les Théorèmes
d’équidistribution 1.2.2 et 1.2.4, ces derniers correspondant au cas ψ ≡ 0. Remarquons enfin
que les états d’équilibre construits avec un potentiel ψ positif tel que supψ < log d satisfont
toujours

(3.3) hν(f) > (k − 1) log d.

En particulier, le Lemme 1.2.5 assure que Supp ν = J(f).

3.1.2 Les laminations préservent les propriétés statistiques

Dans le cadre des familles holomorphes stables (M, f) de fractions rationnelles, la théorie
de Mañe-Sad-Sullivan fournit un mouvement holomorphe continu hλλ0 des ensembles de Julia
(voir la Section 1.3.1). Pour tous paramètres λ0, λ ∈ M , la fonction hλλ0 définit une conju-
gaison topologique entre les systèmes (Jλ0 , fλ0) et (Jλ, fλ). En particulier, étant donnée une
mesure de probabilité fλ0-invariante ν supportée dans Jλ0 , la mesure νλ := (hλλ0)∗ν hérite des
propriétés statistiques de ν. En dimension supérieure, la situation n’est plus aussi simple.

Considérons une famille holomorphe d’endomorphismes (M, f) de Pk de degré d ≥ 2. On
rappelle (voir la Section 1.2.2) que pour tout λ ∈M , l’application d’évaluation pλ : J → Jλ
est continue et rend commutatif le diagramme suivant.

J J

Jλ Jλ

F

pλ pλ

fλ

L’application pλ définit donc une semi-conjugaison topologique entre les systèmes (J ,F)
et (Jλ, fλ). En considérant une lamination F -invariante L ⊂ J , l’application restreinte
pλ|L : L → Lλ devient injective et on obtient une conjugaison mesurable.

Dans [BR22], Bianchi et Rakhimov adaptent la construction du mouvement holomorphe
mesurable de [BBD18] pour la mesure d’équilibre dans une famille stable à la classe des
mesures invariantes ergodiques satisfaisant l’estimation (3.3). Leur travail assure que, pour
chacune de ces mesures, presque-tout point bouge holomorphiquement. La preuve repose sur
la construction d’une lamination. A cet effet, ils proposent l’extension suivante de la notion
de tissu d’équilibre (voir la Définition 1.2.11).

Définition 3.1.3. Fixons un paramètre λ ∈M et ν une mesure de probabilité fλ-invariante
sur Pk supportée par Jλ. Un (λ, ν)-tissu (ou ν-tissu lorsqu’il n’y a pas ambiguïté) est une
mesure de probabilité borélienne M sur J telle que

54



1. F∗M = M ;

2. (pλ)∗M = ν ;

3. SuppM est compact.

Un ν-tissu est dit acritique si M(Js) = 0.

En suivant l’approche de [BBD18], Bianchi et Rakhimov montrent que l’existence d’un tel
ν-tissu M implique celle d’une lamination L satisfaisant M(L) = 1. Pour cela, ils établissent
une version de la Proposition 1.2.13 pour les ν-tissus. Nous montrons qu’un tel ν-tissu est
unique et que les systèmes mesurables (J ,F ,M) et (Jλ, fλ, ν) ont la même entropie métrique.

Lemme 3.1.4. Soit L ⊂ J une lamination et λ ∈M un paramètre. Pour tout sous-ensemble
borélien A ⊂ J , on a

(3.4) L ∩ A = L ∩ p−1
λ (pλ(L ∩ A)).

En particulier, pour toute mesure de probabilité fλ-invariante ν sur Jλ, il existe au plus un
(λ, ν)-tissu M sur J tel que M(L) = 1.

Démonstration. Soit A ⊂ J un ensemble borélien. L’inclusion directe est immédiate. Pour
l’inclusion réciproque, considérons un graphe γ ∈ L tel que γ(λ) ∈ pλ(L ∩ A). Il existe un
graphe γ′ ∈ L ∩ A tel que γ(λ) = γ′(λ). Comme L est une lamination, on a γ = γ′. En
particulier, γ ∈ L ∩ A, ce qui montre l’égalité (3.4). On conclut, pour tout ν-tissu M, en
passant à l’égalité des mesures dans (3.4)

M(A) = M(L ∩ A) = M(L ∩ p−1
λ (pλ(L ∩ A))) = ν(pλ(L ∩ A)).

La dernière expression ne dépend pas du choix du ν-tissu M, ce qui montre l’unicité.

Proposition 3.1.5. Soit (M, f) une famille holomorphe µ-stable, connexe et simplement
connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Soit λ0 ∈ M et ν une probabilité fλ0-
invariante ergodique satisfaisant hν(fλ0) > (k − 1) log d. Il existe un unique (λ0, ν)-tissu M.
De plus, M est acritique en tant que (λ0, ν)-tissu, ergodique en tant que mesure F-invariante,
et pour tout paramètre λ ∈M , on a hM(F) = hνλ(fλ) = hν(fλ0), où νλ := (pλ)∗M.

Démonstration. [BR22, Theorem 3.12] fournit l’existence d’un (λ0, ν)-tissu acritique ergo-
dique M ainsi que d’une lamination F -invariante L satisfaisant M(L) = 1. Pour montrer
l’unicité, considérons un autre (λ0, ν)-tissu M′. On a M′(L) = ν(Lλ0) = M(L) = 1. Le
Lemme 3.1.4 assure que M = M′. Il reste à montrer la dernière propriété. Soit un para-
mètre λ ∈ M . L’application pλ|L : L → Lλ est continue donc borélienne. L’espace J est
polonais, comme sous-espace fermé de l’espace polonais O(M,Pk). Or l’ensemble L ⊂ J
est borélien, donc l’application réciproque pλ|−1

L est automatiquement borélienne (voir par
exemple [Kur66, Theorem 3 §39.V]). L’application pλ réalise donc une conjugaison mesurable
des deux systèmes (L,F ,M) et (Lλ, fλ, νλ). L’entropie métrique étant invariante par conju-
gaison mesurable [Wal82, Theorem 4.11], la conclusion provient des égalités M(L) = 1 et
ν(Lλ) = 1.

Remarque 3.1.6. En particulier, même dans le cas où ν est la mesure d’entropie maximale,
on obtient l’unicité du tissu d’équilibre dans une famille stable, ce qui n’apparaissait pas tel
quel dans [BBD18].
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3.1.3 Propagation des états d’équilibre

On considère (M, f) une famille holomorphe d’endomorphismes de Pk et on s’intéresse
aux systèmes dynamiques topologiques (J ,F) et (Pk, fλ), pour tout λ ∈ M . Pour chaque
paramètre λ ∈M , on considère la mesure d’équilibre µλ associée au système (Pk, fλ) qui est
l’unique mesure fλ-invariante ergodique d’entropie maximale. Elle est supportée par le com-
pact Jλ. Quitte à réduire l’espace des paramètres M pour rendre J ⊂ O(M,Pk) compact,
en utilisant le théorème de Krylov-Bogolyubov et le théorème de Choquet, on peut toujours
supposer que le système (J ,F) admet lui-aussi des mesures invariantes ergodiques à support
compact. Sans réduire l’espace des paramètres, on peut aussi se placer sous l’hypothèse de
µ-stabilité pour la famille (M, f) (voir Section 1.2.2). Dans ce dernier cas, le tissu d’équilibre
construit dans [BBD18] est un cas particulier de mesure borélienne invariante ergodique sur
J à support compact.

Nous cherchons à propager la classe des états d’équilibre au moyen d’une lamination. Pour
cela, il faut d’abord construire des potentiels relativement auxquels les mesures propagées
sont susceptibles d’être des états d’équilibre. C’est l’objet du résultat suivant. Rappelons que
si L est une lamination, l’application pλ|L : L → Lλ réalise une bijection bimesurable.

Proposition 3.1.7. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable connexe et sim-
plement connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Fixons un paramètre λ0 ∈ M ,
une mesure fλ0-invariante ergodique ν satisfaisant hν(fλ0) > (k − 1) log d, et un poten-
tiel ψ : Jλ0 → R+. Soit M un (λ0, ν)-tissu et L une lamination F-invariante satisfaisant
M(L) = 1. Pour tout paramètre λ ∈M , on note

(3.5) Ψ :=

{
ψ ◦ pλ0 sur L;
0 en-dehors de L, et ψλ :=

{
Ψ ◦ pλ|−1

L sur Lλ;
0 en-dehors de Lλ.

Alors pour tout paramètre λ ∈M , on a PM(Ψ) = Pνλ(ψλ), où νλ := (pλ)∗M.

Démonstration. La Proposition 3.1.5 assure déjà que l’entropie est préservée. Il reste à mon-
trer que 〈M,Ψ〉 = 〈νλ, ψλ〉 pour tout λ ∈ M . On note B(J ) (respectivement B(Jλ)) l’en-
semble des parties boréliennes de J (resp. Jλ). On considère Σ(J ) (resp. Σ(Jλ)) l’espace
des fonctions simples, c’est-à-dire les fonctions Θ =

∑N
i=1 ai1Ai (resp. θ =

∑N
i=1 ai1Ai), où

N ∈ N, ai ∈ R, et les ensembles Ai ∈ B(J ) (resp. Ai ∈ B(Jλ)) sont deux à deux disjoints.

D’une part, si Θ =
∑N

i=1 ai1Ai ∈ Σ(J ), on obtient 〈M,Θ〉 =∑N
i=1 aiM(Ai), et

〈M,Ψ〉 = sup
Θ≤Ψ,

Θ∈Σ(J )

〈M,Θ〉.

D’autre part, si θ =
∑N

i=1 ai1Ai ∈ Σ(Jλ), on obtient 〈νλ, θ〉 =
∑N

i=1 νλ(Ai), et

〈νλ, ψλ〉 = sup
θ≤ψλ,
θ∈Σ(Jλ)

〈νλ, θ〉.

Considérons un borélien A ∈ B(J ). D’après (3.4), comme M(L) = 1, on obtient

M(A) = M(L ∩ A) = M(p−1
λ (pλ(L ∩ A))) = νλ(pλ(L ∩ A)).
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Comme L ∈ B(J ) et l’application pλ|−1
L est mesurable, l’ensemble pλ(L∩A) est borélien. De

plus, si A1,A2 ∈ B(J ) sont disjoints, alors pλ(L∩A1) et pλ(L∩A2) sont également disjoints.
Ceci montre que

(3.6) 〈M,Θ〉 ≤ 〈νλ, ψλ〉,

pour toute fonction simple Θ ≤ Ψ. Considérer la borne supérieure selon Θ dans (3.6) aboutit
à 〈M,Ψ〉 ≤ 〈νλ, ψλ〉.

Pour montrer l’inégalité réciproque, on considère un borélien A ∈ B(Jλ). Comme, par
hypothèse, νλ(Lλ) = M(L) = 1, on obtient

νλ(A) = νλ(A ∩ Lλ) = νλ(pλ|L(pλ|−1
L (A ∩ Lλ))) = M(pλ|−1

L (A ∩ Lλ)).

Comme Lλ ∈ B(Jλ) et l’application pλ|L est mesurable, l’ensemble pλ|−1
L (A∩Lλ) est borélien.

De plus, le fait que L est une lamination assure que si les ensembles A1, A2 ∈ B(Jλ) sont
disjoints, alors pλ|−1

L (A1 ∩ Lλ) et pλ|−1
L (A1 ∩ Lλ) sont également disjoints, ce qui permet de

conclure.

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le résultat principal de cette section,
dont voici l’énoncé. Il s’agit de notre Théorème B.

Théorème 3.1.8. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable connexe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Fixons un paramètre λ0 ∈ M et un
potentiel ψ : Jλ0 → R+ satisfaisant supJλ0

ψ < log d. On suppose qu’il existe un (respective-

ment un unique) état d’équilibre ν associé au système (Jλ0 , fλ0) relativement au potentiel ψ.
Il existe un unique (λ0, ν)-tissu M et, en notant νλ := (pλ)∗M sa tranche en λ ∈M ,

(1) il existe un potentiel Ψ : J → R+ tel que M est un (resp. l’unique) état d’équilibre
associé au système (J ,F) relativement à Ψ ;

(2) pour tout paramètre λ ∈M , il existe un potentiel ψλ : P
k → R+ tel que νλ est un (resp.

l’unique) état d’équilibre associé au système (Pk, fλ) relativement à ψλ.

De plus, pour tout paramètre λ ∈M , on a Ψ = ψλ ◦ pλ M-presque partout.

Démonstration. On rappelle que µλ désigne la mesure d’entropie maximale de fλ. Comme
ψ ≥ 0, par définition de l’état d’équilibre ν, on obtient

(3.7) hν(fλ0) + 〈ν, ψ〉 = Pν(ψ) ≥ Pµλ0 (ψ) = k log d+ 〈µλ0 , ψ〉 ≥ k log d.

Par hypothèse, 〈ν, ψ〉 < log d. Ainsi, l’équation (3.7) assure que hν(fλ0) > (k − 1) log d. La
Proposition 3.1.5 fournit alors un unique (λ0, ν)-tissu M. Considérons νλ := (pλ)∗M. D’après
la Proposition 3.1.5, on a aussi hνλ(fλ) > (k − 1) log d, pour tout paramètre λ ∈ M . Pour
tout paramètre λ ∈ M , on considère les fonctions mesurables ψλ : Pk → R+ et Ψ : J → R+

définies par la Proposition 3.1.7 appliquée à la lamination L fournie par [BR22, Theorem 3.12].

Montrons maintenant le point (1). Supposons qu’il existe une autre mesure de probabilité
borélienne F -invariante ergodique M′ sur J à support compact satisfaisant

PM′(Ψ) ≥ PM(Ψ).
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On définit ω := (pλ0)∗M′, de sorte que la mesure M′ réalise un (λ0, ω)-tissu. A nouveau, la
Proposition 3.1.5 assure que

(3.8) Pω(ψλ0) = PM′(Ψ) ≥ PM(Ψ) = Pν(ψλ0).

En particulier, comme ν est un état d’équilibre associé au système (Jλ0 , fλ0) relativement au
potentiel ψ, on a

(3.9) Pν(ψ) ≥ Pµλ0 (ψ) ≥ k log d,

ce qui conduit, d’après l’hypothèse supPk ψ < log d, à hν(fλ0) > (k−1) log d. Ainsi, le Lemme
1.2.5 fournit Supp ν ⊂ Jλ0 . En particulier, ν(Lλ0) = 1, ce qui assure l’égalité ψ = ψλ0
ν-presque partout. En d’autres termes, on a

(3.10) Pν(ψλ0) = Pν(ψ),

ce qui, avec les inégalités (3.8) et (3.9), assure que Pω(ψλ0) ≥ k log d. Le Lemme 1.2.5 assure
encore que Suppω ⊂ Jλ0 et que ψ = ψλ0 ω-presque partout. Dès lors, on obtient

(3.11) Pω(ψλ0) = Pω(ψ).

En combinant (3.8) avec (3.10) et (3.11), on obtient

(3.12) Pω(ψ) = PM′(Ψ) ≥ PM(Ψ) = Pν(ψ).

Comme ν est un état d’équilibre relativement à ψ, il y a égalité dans (3.12), ce qui montre
que M est un état d’équilibre relativement à Ψ. Si, de plus, ν est unique, alors ω = ν et
chacune des deux mesures M et M′ réalise un (λ0, ν)-tissu. Il suit, d’après le Lemme 3.1.4,
que M = M′, ce qui montre l’unicité et conclut la preuve du point (1).

Pour montrer le point (2), considérons un paramètre λ ∈ M et supposons qu’il existe une
mesure fλ-invariante ergodique ωλ telle que

(3.13) Pωλ(ψλ) ≥ Pνλ(ψλ).

Quitte à éventuellement remplacer ωλ par µλ, on peut aussi supposer que

(3.14) Pωλ(ψλ) ≥ Pµλ(ψλ),

ce qui conduit à nouveau à hωλ > (k− 1) log d, au moyen de l’hypothèse supJλ0
ψ < log d. La

Proposition 3.1.5 fournit alors un (λ, ωλ)-tissu M′ et l’inégalité suivante.

(3.15) PM′(Ψ) = Pωλ(ψλ) ≥ Pνλ(ψλ) = PM(Ψ).

Comme M est un état d’équilibre relativement à Ψ, il y a en fait égalité dans (3.15). Dès lors,
la mesure νλ réalise un état d’équilibre relativement à ψλ. Enfin, si, de plus, l’état d’équilibre
ν est unique, alors le point (1) assure que M = M′. On en déduit que ωλ = νλ, ce qui montre
l’unicité dans le point (2).

Remarque 3.1.9. Dans la Section 1.3.1, on a vu que les mouvements holomorphes en di-
mension 1 admettent une régularité (non-uniformément) hölderienne. Autrement dit, si le
potentiel ψ appartient à une classe de régularité invariante par composition à droite par une
fonction höldérienne, on peut montrer que le potentiel ψλ appartient à la même classe. En
dimension supérieure, la propagation de la régularité est une question plus délicate. Cela dit,
compte tenu de l’hypothèse (B) du Théorème 3.1.2, la classe des fonctions logq-continues
apparaît comme candidate.
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3.2 Mouvement holomorphe des points périodiques avec

poids

En dimension k = 1, la théorie de Mañe-Sad-Sullivan caractérise la stabilité par le mouve-
ment holomorphe de tous les cycles répulsifs (voir le Théorème-Définition 1.2.8). En dimen-
sion supérieure, la question du mouvement holomorphe de tous les J-cycles dans une famille
stable est encore ouverte. Néanmoins, on a vu que le mouvement holomorphe d’une partie des
J-cycles suffit à garantir la stabilité (voir l’implication v) =⇒ i) dans le Théorème 2.2.2). En
utilisant l’équidistribution des cycles répulsifs vers la mesure d’entropie maximale (Théorème
1.2.4), on observe que la construction d’une lamination par des graphes répulsifs satisfaisant
la Définition 2.2.1 à partir d’un tissu d’équilibre conduit au résultat d’équidistribution des
graphes périodiques suivant [Bia19, Theorem 4.11].

Théorème 3.2.1. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable connexe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Pour tout M ′ ⋐ M et tout entier
n ∈ N∗, il existe un sous-ensemble Pn ⊂ J formant un mouvement holomorphe de points
n-périodiques γ le long de M tels que γ(λ) est répulsif pour tout λ ∈M ′ et

lim
n→∞

d−kn
∑

γ∈Pn

δγ = M,

où M est un tissu d’équilibre.

Au lieu de considérer les cycles qui équidistribuent la mesure d’équilibre, nous nous in-
téressons dans cette section à ceux qui équidistribuent un état d’équilibre. On rappelle que
les hypothèses (A) et (B) sont données dans la Section 3.1. On rappelle aussi que, étant
donné un état d’équilibre ν associé au système (Pk, fλ0) relativement à un potentiel ψ, le
Théorème 3.1.8 permet de construire un unique (λ0, ν)-tissu, que nous noterons Mλ0,ψ. Le
résultat principal de cette section est le suivant. Il constitue notre Théorème C.

Théorème 3.2.2. Considérons (M, f) une famille holomorphe µ-stable connexe et simple-
ment connexe d’endomorphismes de Pk de degré d ≥ 2. Fixons λ0 ∈M et supposons que fλ0
satisfait l’hypothèse (A). Soit ψ : Pk → [0, log d) satisfaisant l’hypothèse (B) et notons µψ
son état d’équilibre associé. Pour tout M ′ ⋐ M contenant λ0, et tout entier n ∈ N, il existe
un sous-ensemble Pψ,n ⊂ J formant un mouvement holomorphe de points n-périodiques γ le
long de M tel que γ(λ) est répulsif pour tout λ ∈M ′ et

lim
n→∞

e−nP (ψ)
∑

γ∈Pψ,n

eψ(γ(λ0))+···+ψ(fn−1
λ0

(γ(λ0)))δγ = Mλ0,µψ .

En particulier, on remarque que le Théorème 3.2.2 généralise à toute une classe de po-
tentiels ψ le Théorème 3.2.1, ce dernier correspondant au cas ψ ≡ 0.

En un paramètre λ0 ∈ M , l’équidistribution des J-cycles répulsifs vers la mesure µψ a
été établie par Bianchi et Dinh (voir l’identité 3.2 dans le Théorème 3.1.2). La preuve suit la
stratégie générale de Briend-Duval [BrDu99], qui ont montré ce résultat pour la mesure d’en-
tropie maximale. Lorsque ψ 6= 0, le jacobien de la mesure µψ n’est plus constant. La preuve
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de [BrDu99] repose sur des estimées précises de contraction le long d’une branche inverse
générique pour µψ, ce qui requiert les estimées de distorsion le long des branches inverses de
Berteloot-Dupont-Molino [BDM08, BeDu19]. Nous adaptons ici cette stratégie dans le cadre
du système dynamique mesurable (J ,F ,Mλ0,ψ), ce qui nécessite un contrôle précis sur la
contraction de f sur des tubes (i.e. des voisinages tubulaires, de rayon indépendant de λ,
des graphes dans M ′ × Pk d’éléments de J ) centrés en des graphes de J génériques pour
la mesure Mλ0,ψ. Comme conséquence, nous obtenons le mouvement des points périodiques
répulsifs comme graphes périodiques répulsifs pour F .

3.2.1 Opérateurs de transfert sur (J ,F)

Considérons (M, f) une famille holomorphe connexe et simplement connexe d’endomor-
phismes de Pk et Ψ : J → R un potentiel continu borné. Remarquons qu’on ne fait pas
l’hypothèse que la famille (M, f) est µ-stable. On définit l’opérateur de transfert (associé à
Ψ) ΛΨ agissant sur les fonctions réelles g mesurables sur J par

(3.16) ΛΨ(g)(γ) =
∑

F(γ′)=γ

eΨ(γ′)g(γ′).

Remarquons que l’opérateur ΛΨ est positif. Autrement dit, si la fonction g est à valeurs dans
R+, il en est de même pour la fonction ΛΨ(g). Cependant, il est possible que cet opérateur
ne préserve pas la continuité (l’application F : J → J n’est pas un revêtement, en général).

On rappelle que l’ensemble borélien Js (voir la Définition 1.2.11) est totalement F -
invariant. On note X := J \ Js son complémentaire. Dès lors, tout graphe γ ∈ X admet
exactement dk préimages par F . Ces préimages se situant aussi dans X , et la fonction Ψ étant
bornée, l’opérateur ΛΨ est un endomorphisme linéaire continu de Cb(X ), de norme dkesupJ Ψ.

Considérons maintenant N une mesure positive satisfaisant N (Js) = 0. La mesure N
intègre toutes les fonctions continues bornées sur X . On peut ainsi définir l’adjoint Λ∗

ΨN
comme une mesure sur X par la relation suivante

〈Λ∗
ΨN , g〉 := 〈N ,ΛΨ(g)〉,

pour toute fonction continue bornée g sur X . On étend ensuite la mesure Λ∗
ΨN à J en fixant

Λ∗
Ψ(Js) = 0. Nous évaluerons l’opérateur Λ∗

Ψ uniquement sur des mesures qui ne donnent
aucune masse à l’ensemble Js.

Lemme 3.2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe une fonction continue θ : X → R∗
+ telle que lim

n→∞
ΛnΨ(g) = cgθ pour toute

fonction continue g : J → R, où la constante cg dépend linéairement et continûment
de g.

(2) Il existe une mesure positive N sur J satisfaisant N (Js) = 0, telle que lim
n→∞

(Λ∗
Ψ)

nδγ =

cγN pour tout graphe γ ∈ X , où la constante cγ > 0 dépend continûment de γ ∈ X .
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Démonstration. Pour montrer (1) =⇒ (2), on définit la mesure N sur X en posant 〈N , g〉 :=
cg pour toute fonction continue g : X → R, avec cg comme en (1). On prolonge N en une
mesure sur J en posant N (J \ X ) = 0. Une telle mesure est positive, puisque d’après la
convergence en (1), pour toute fonction g à valeurs positives, on a cg ≥ 0.
Pour tout graphe γ ∈ X , et toute fonction continue g : X → R, on obtient alors

〈(Λ∗
Ψ)

nδγ, g〉 = 〈δγ,ΛnΨ(g)〉 −→
n→∞

θ(γ)cg.

Par définition de N , et en posant cγ := θ(γ), cela montre que lim
n→∞

(Λ∗
Ψ)

nδγ = cγN .

Pour montrer (2) =⇒ (1), on définit la fonction θ : X → R en posant θ(γ) := cγ, pour
tout graphe γ ∈ X , avec cγ comme en (2). Pour tout graphe γ ∈ X et toute fonction continue
g : J → R, on obtient alors

ΛnΨ(g)(γ) = 〈δγ,ΛnΨ(g)〉 = 〈(Λ∗
Ψ)

nδγ, g〉 → 〈cγN , g〉 = cγ〈N , g〉.

Par définition de θ, et en posant cg := 〈N , g〉, cela montre que lim
n→∞

ΛnΨ(g) = cgθ.

Remarque 3.2.4. Les deux assertions du Lemme 3.2.3 restent équivalentes si on suppose
seulement que θ : X → R+ dans (1) et que cγ ≥ 0 dans (2).

Pour tout graphe γ ∈ X , et tout entier n ∈ N, on définit la mesure

(3.17) Mγ,n := θ · θ(γ)−1 · (Λ∗
Ψ)

nδγ = θ(γ)−1
∑

Fn(γ′)=γ

eΨ(γ′)+...+Ψ(Fn−1(γ′))θ(γ′)δγ′ .

Lemme 3.2.5. Sous l’une des deux conditions équivalentes du Lemme 3.2.3, la mesure M :=
θN est bien définie et les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) ΛΨθ = θ ;

(2) Λ∗
ΨN = N ;

(3) la mesure M définit une mesure de probabilité et M(Js) = 0 ;

(4) la mesure M est F-invariante ;

(5) pour tout γ ∈ X , on a lim
n→∞

Mγ,n = M ;

(6) F−1(SuppM) ⊂ SuppM.

Démonstration. (1) est une conséquence de la condition (1) du Lemme 3.2.3. En effet, comme
l’opérateur ΛΨ est continu sur C0(X ), on obtient

cθθ = lim
n→∞

Λn+1
Ψ θ = Λψ( lim

n→∞
ΛnΨθ) = ΛΨ(cθθ) = cθΛΨθ.

Comme cθ > 0, on en déduit que θ = ΛΨ(θ). En particulier, comme ΛnΨθ = θ pour tout n ∈ N
et lim

n→∞
ΛnΨθ = cθθ, ceci implique que cθ = 1.

(2) Remarquons que, comme N (Js) = 0, la mesure Λ∗
ΨN est bien définie, et satisfait

encore Λ∗
ΨN (Js) = 0. Il suffit de vérifier que 〈Λ∗

ΨN , g〉 = 〈N , g〉, pour toute fonction continue
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g ∈ C0(J ). Avec les notations du Lemme 3.2.3, on a aussi 〈N , g〉 = cg, où la constante cg
est caractérisée par la convergence lim

n→∞
ΛnΨ(g) = cgρ. En particulier, on a cg = cΛΨ(g). La

conclusion résulte alors du calcul suivant.

〈Λ∗
ΨN , g〉 = 〈N ,ΛΨg〉 = cΛΨg = cg = 〈N , g〉.

(3) Comme θ est strictement positive sur X , on déduit des égalités N (Js) = 0 et 〈N , θ〉 =
cθ = 1 que θ ∈ L1(N ). La condition N (Js) = 0 assure aussi que M(Js) = 0 et, comme la
fonction θ et la mesure N sont positives, la mesure M est aussi positive. Le calcul suivant
montre que c’est une probabilité

M(X ) = 〈θN ,1X 〉 = 〈N , θ〉 = cθ = 1.

(4) Comme M(Js) = 0, il suffit de montrer que 〈M, g〉 = 〈M, g ◦F〉, pour toute fonction
continue g ∈ C0(X ). De l’égalité Λ∗

ΨN = N , on déduit

(3.18) 〈M, g ◦ F〉 = 〈θN , g ◦ F〉 = 〈N , θ · g ◦ F〉 = 〈N ,ΛΨ(θ · g ◦ F)〉.

La définition de ΛΨ et la ΛΨ-invariance de θ assurent que

(3.19) ΛΨ(θ · g ◦ F) = g · ΛΨ(θ) = gθ.

Comme 〈N , gθ〉 = 〈M, g〉, le résultat résulte directement des égalités (3.18) et (3.19).

(5) Soit g ∈ C0(X ). D’après la propriété (2) du Lemme 3.2.3, en rappelant que cγ = θ(γ)
pour tout γ ∈ X , on a

〈Mγ,n, g〉 = θ(γ)−1〈θ · (Λ∗
Ψ)

nδγ, g〉 −→
n→∞

θ(γ)−1〈cγN , θg〉 = 〈M, g〉,

ce qui conclut, puisque M(Js) = 0 et Mγ,n(Js) = 0 pour tout n ∈ N.

(6) Comme θ > 0, on a SuppM = SuppN . Soit γ ∈ SuppN et γ′ ∈ J satisfaisant F(γ′) =
γ. Considérons un ouvert U suffisamment petit. Comme F est continue, F−1(U) est un ouvert
contenant γ′. Notons U ′ sa composante connexe qui contient γ′. Comme γ ∈ SuppN , on a
N (U) > 0, ce qui assure, d’après la définition de l’opérateur ΛΨ, que Λ∗

ΨN (U ′) > 0. Il suit
γ′ ∈ SuppΛ∗

ΨN et, par (2), on obtient γ′ ∈ SuppN , ce qui conclut.

3.2.2 Des branches inverses contractantes pour les tissus expansifs

On suppose dans la suite qu’il existe une mesure F -invariante M sur J à support compact
satisfaisant les propriétés suivantes :

(M1) M est acritique, i.e. M(Js) = 0 ;

(M2) il existe une constante A1 > 0 telle que pour tout paramètre λ ∈M , la mesure de pro-
babilité (pλ)∗M est ergodique et les exposants de Lyapunov de (pλ)∗M sont strictement
minorés par A1 ;
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(M3) il existe deux fonctions continues Ψ : X → R, θ : X → R∗
+ et une mesure positive N

sur J telle que N (Js) = 0, satisfaisant

(1) M = θN ;

(2) ΛΨθ = θ ;

(3) Λ∗
ΨN = N ;

(4) pour tout γ ∈ X , on a lim
n→∞

Mγ,n = M, où la mesure Mγ,n est définie par (3.17).

La condition (M1) est suffisante pour garantir la stabilité de la famille (M, f) [BBD18,
Proposition 2.2]. Réciproquement, toute famille stable admet un tissu d’équilibre (Théorème
2.1.3 (iii) =⇒ iv)), que l’on peut rendre acritique [BBD18, Proposition 2.4]. Cela produit
un tissu d’équilibre M0 satisfaisant la condition (M1) par acriticité, et la condition (M3)
avec Ψ ≡ 0 et θ ≡ 1. La condition (M2) est assurée par une propriété de contraction asymp-
totique le long des branches inverses génériques pour M0 (voir [BBD18, Proposition 4.2 et
Proposition 4.3]). Cette propriété est essentielle pour construire un mouvement holomorphe
de l’ensemble de Julia. Elle a été généralisée dans [BR22] pour une classe plus large de tissus
satisfaisant (M1) et (M2), que nous énoncerons plus tard (voir la Proposition 3.2.12). Nous
établissons ici une version quantitative de cette propriété de contraction, sous l’hypothèse
supplémentaire (M3). En particulier, ceci s’applique également au tissu d’équilibre M0 ci-
dessus.

Étant donnés un ouvert Ω ⊂ M , un élément γ ∈ X et un réel η > 0, on note TΩ(γ, η) le
η-voisinage du graphe Γγ de γ dans Ω× Pk, i.e.

TΩ(γ, η) := {(λ, z) ∈ Ω× Pk : distPk(z, γ(λ)) < η}.

Un tel voisinage est appelé tube centré en γ au-dessus de Ω. Remarquons qu’un tel tube
TΩ(γ, η) correspond à une boule BΩ(γ, η) dans l’espace (J , distΩ). On définit la tranche T |λ
d’un sous-ensemble T ⊂ Ω × Pk par T |λ := T ∩ ({λ} × Pk), que l’on identifie à un sous-
ensemble de Pk.

Dans ce qui suit, on se place sous les hypothèses (M1), (M2) et (M3) et on fixe une
constante A0 satisfaisant 0 < A0 < A1.

Définition 3.2.6. Soit Ω ⊂M un ouvert, T un tube centré en γ ∈ X au-dessus de Ω, n ∈ N
et m > 0. On dit qu’une application g : T → g(T ) est une branche inverse m-contractante
de f d’ordre n au-dessus de T si

(1) g ◦ fn = idg(T ) ;

(2) pour tout paramètre λ ∈ Ω, pour tout entier 0 ≤ l ≤ n, on a

diamPk f
l
λ(g(T )|λ) ≤ e−m−(n−l)A0 .

En particulier, on remarque que si un tube T admet une branche inverse m-contractante,
alors diamPk(T |λ) ≤ e−m.
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Étant donnée g une branche inverse de f d’ordre n au-dessus d’un tube T = T (γ0, η),
on peut associer à tout graphe γ ∈ J tel que Γγ ⊂ T , une fonction holomorphe γ′g telle
que Γγ′g ⊂ g(T ) et F(γ′g) = γ|Ω. L’association γ 7→ γ′g définit une application G sur la boule
BΩ(γ0, η), que l’on peut voir comme une branche inverse de F au-dessus de cette boule.

Étant donnés un ouvert Ω ⊂M et un tube T centré en γ ∈ X au-dessus de Ω, on définit
la mesure M(m)

T,n par

(3.20) M(m)
T,n := θ(γ)−1

∑

γ′g

eΨ(γ′g)+...+Ψ(Fn−1(γ′g))θ(γ′g)δγ′g ,

où la somme porte sur toutes les préimages γ′g de γ associées à une branche inverse m-
contractante g de f d’ordre n au-dessus de T .

Remarque 3.2.7. Pour tout n ≥ 0, on a M(m)
T,n ≤ Mγ,n. Ainsi, la condition (M3) assure

que toute valeur d’adhérence M′
T de la suite (M(m)

T,n )n∈N satisfait ‖M′
T‖ ≤ 1.

Définition 3.2.8. Soit Ω ⊂M un ouvert, m > 1. On dit qu’un tube T centré en γ ∈ X est
m-contractant si, pour n suffisamment grand, on a ‖M(m)

T,n‖ ≥ 1 − 1/m. Une boule BΩ(γ, η)
est m-contractante si le tube associé TΩ(γ, η) est m-contractant.

Remarque 3.2.9. Si T (γ, η) est un tube m-contractant, alors η ≤ e−m, et toute valeur

d’adhérence M′
T de la suite M(m)

T,n satisfait ‖M′
T‖ ≥ 1− 1/m.

Le résultat principal de cette section est le suivant. Il donne un contrôle quantitatif sur
la contraction asymptotique le long des branches inverses génériques pour M.

Proposition 3.2.10. Soit M une mesure de probabilité sur J F-invariante, ergodique, à
support compact et satisfaisant (M1), (M2) et (M3). Pour M-presque tout γ ∈ X , pour
tout Ω, il existe η0 > 0 tel que pour tout 0 < η < η0, le tube TΩ(γ, η) est m-contractant.

Afin de démontrer la Proposition 3.2.10, nous allons utiliser l’extension naturelle du sys-
tème (Ĵ , F̂ ,M̂). On pourra consulter [CFS12, Section 10.4] et [PU10, Theorem 2.7.1] dans
le cadre plus général des espaces de Lebesgue. La difficulté principale est de montrer que M̂
est σ-additive. On rappelle ici la construction de l’extension naturelle dans le cas de l’espace
polonais J , tout en introdusant quelques notations qui nous seront utiles dans la suite.

On définit l’espace Ĵ par

Ĵ := {γ̂ = (γn)n∈Z ∈ J Z : ∀n ∈ Z, F(γn) = γn+1}.

On note πn : Ĵ → J la projection définie par πn(γ̂) := γn et F̂ : Ĵ → Ĵ le décalage de
Bernoulli, défini par

F̂(γ̂) := (F(γn))n∈Z = (γn+1)n∈Z.

Ces applications satisfont πn ◦ F̂ = F ◦ πn pour tout n ∈ Z. On munit l’espace J de sa tribu
borélienne B(J ). Pour tout entier j ∈ Z, on définit le cylindre Aj,B ⊂ Ĵ de base B ⊂ B(J )
par

Aj,B := π−1
j (B) = {γ̂ ∈ Ĵ : γj ∈ B}.
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Pour tout entier n ∈ N tel que j ∈ {−n, . . . , n}, on peut aussi considérer Aj,B comme une
partie de l’ensemble

Ĵ{−n,...,n} := {(γk)nk=−n ∈ J 2n+1 : ∀k ∈ {−n, . . . , n}, F(γk) = γk+1}.

La famille de tous les cylindres à base ouverte forme une base pour la topologie produit
sur Ĵ{−n,n}. En remarquant que A−n,B−n ∩ · · · ∩ An,Bn = A−n,B−n∩F−1(B−(n−1))∩···∩F

−2n(Bn), la
continuité de F assure qu’il s’agit aussi d’un π-système (voir par exemple [Kal22, Chapter 1])
dont la tribu engendrée est la tribu borélienne de Ĵ{−n,...,n}. Le Lemme des classes monotones
[Kal22, Theorem 1.1] assure que toute mesure sur Ĵ{−n,...,n} est définie par ses valeurs sur les
cylindres. Étant donné un ouvert B ⊂ J et un entier −n ≤ j ≤ n, on définit

(3.21) M̂n(Aj,B) := M(F−(n+j)(B)).

La mesure de probabilité M̂n est bien définie sur Ĵ{−n,...,n}. Comme γj ∈ B si, et seulement
si γk−1 ∈ F−1(B), l’invariance de M conduit à la condition de consistance suivante

M̂n(Aj,B) = M̂n+1(Aj,B),

pour tout B ∈ B(J ) et tout entiers n ∈ N, j ∈ {−n, . . . , n}. En vertu du théorème d’ex-
tension de Kolmogorov, la famille consistante de mesures {M̂n}n∈N se prolonge de manière
unique en une mesure M̂ sur la limite projective Ĵ . On remarque que la mesure M̂ est
F̂ -invariante et satisfait (πn)∗M̂ = M, pour tout n ∈ Z.

Pour tout γ ∈ X , on applique la même construction à la mesure conditionnelle Mγ

de M sachant γ, dont on notera M̂γ le prolongement à Ĵ . On pourra consulter [Kal22,
Theorem III.8.5] pour l’existence et la caractérisation des mesures conditionnelles dans un
espace polonais. Il résulte que la mesure M̂γ est caractérisée par

(3.22) 〈M̂, g〉 =
∫

X

〈M̂γ, g〉M(γ),

pour tout fonction borélienne positive bornée g : Ĵ → R. Nous donnons maintenant une
approximation de la mesure conditionnelle M̂γ qui nous sera utile par la suite.

Fixons un entier n > 0. On considère la projection πn : Ĵ → J n+1 définie par

πn := (π−n, . . . , π0).

D’après l’hypothèse (M1), on a M(X ) = 1 et l’application F : X → X est bien
définie et surjective. En particulier, on a l’inclusion X n+1 ∩ Ĵ{−n,...,0} ⊂ πn(Ĵ ). Ainsi, si
β = (β−n, . . . , β0) ∈ X n+1 satisfait F(βj) = βj+1 pour tout j ∈ {−n, , . . . ,−1}, on peut choi-
sir un représentant β̂ ∈ (πn)−1(β). (remarquons que l’axiome du choix n’est pas nécessaire
ici). Dès lors, pour tout γ0 ∈ X , il existe dkn éléments β = (β−n, . . . , β0) ∈ X n+1 satisfaisant
β0 = γ0, et on obtient autant de représentants β̂ ∈ Ĵ . On note Ẑn(γ0) ⊂ Ĵ cet ensemble de
dkn représentants.
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Pour tout γ ∈ X , on définit

M̂γ
n := θ(γ)−1

∑

β̂∈Ẑn(γ0)

eΨ(β−n)+...+Ψ(β−1)θ(β−n)δẑ.

La fonction θ est strictement positive sur X , la mesure M̂γ
n est bien définie pour tout γ ∈ X .

En particulier, elle est bien définie pour M-presque tout γ ∈ J .

Lemme 3.2.11. Pour M-presque tout γ ∈ X , on a

lim
n→∞

M̂γ
n = M̂γ.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour M-presque tout graphe γ ∈ X , tout entier
j ≥ 0 et tout borélien B ⊂ B(J ), on a

lim
n→∞

M̂γ
n(A−j,B) = M̂γ(A−j,B).

Dès lors, le résultat est une conséquence des deux identités suivantes :

(1) M̂γ
n(A−j,B) = M̂γ

j (A−j,B) pour tout γ ∈ X et n > j > 0 ;

(2)

∫

X

M̂γ
j (A−j,B)dM(γ) = M(B) pour tout j ≥ 0.

L’identité (1) assure que la suite dont on cherche à déterminer la limite quand n→ +∞
est en fait stationnaire. L’identité (2) permet de caractériser la limite à l’aide de (3.22). On
démontre d’abord l’identité (1). Il s’agit d’une conséquence de l’égalité Λψθ = θ. En effet,
pour tout n > j ≥ 0 et tout borélien B ⊂ J , on a

M̂γ
n(A−j,B) = θ(γ)−1

∑

β̂∈Ẑn(γ0)

eΨ(β−n)+...+Ψ(β−1)θ(β−n)δβ̂(A−j,B)

= θ(γ)−1
∑

β̂∈Ẑn(γ0)

(Λn−iΨ θ)(β−i)e
Ψ(β−i)+...+Ψ(β−1)δβ̂(A−j,B)

= θ(γ)−1
∑

β̂∈Ẑn(γ0)

θ(β−j)e
Ψ(β−j)+...+Ψ(β−1)δβ̂(A−j,B)

= M̂γ
j (A−j,B),

ce qui prouve la première identité.

Montrons maintenant l’identité (2). Nous allons utiliser le fait que la mesure N est un
point fixe de l’opérateur Λ∗

Ψ. Soit j ≥ 0. On a
∫

M̂γ
j (A−j,B)M(γ) =

∫ (
θ(γ)−1

∑

β̂∈Ẑj : β0=γ

θ(β−j)e
Ψ(β−j)+...+Ψ(β−1)δβ̂(A−j,B)

)
M(γ)

=

∫ (
θ(γ)−1

∑

Fj(γ′)=γ

θ(γ′)eΨ(γ′)+...+Ψ(Fj−1(γ′))
1B(γ)

)
M(γ)

=
〈
M, θ−1ΛjΨ(θ1B)

〉
=
〈
N ,ΛjΨ(θ1B)

〉

= 〈(ΛjΨ)∗N , θ1B〉 = 〈N , θ1B〉 = M(B),
où on a utilisé l’égalité M = θN dans la dernière étape. Cela complète la preuve.
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Pour tout γ ∈ X et tout γ̂ = (γn)n∈N ∈ Ĵ tel que γ0 = γ, on note f−n
γ̂ l’unique branche

inverse de fn, définie sur un voisinage de Γγ, satisfaisant f−n
γ̂ (γ(λ)) = γ−n(λ) pour tout

λ ∈ M . De telles branches inverses sont définies pour tout γ ∈ X , mais seulement sur un
voisinage de diamètre a priori non-uniforme de Γγ. La proposition suivante fournit un contrôle
uniforme en λ de la taille du voisinage de γ(λ) sur lequel ces branches inverses sont définies.
On trouvera une démonstration dans [BBD18, Propositions 4.2 et 4.3] pour le cas des états
d’équilibre, voir aussi [BR22, Proposition A.1] pour l’énoncé dans le cas général.

Proposition 3.2.12. Considérons (M, f) une famille holomorphe stable d’endomorphismes
de Pk. Soit M une mesure de probabilité F-invariante sur J à support compact satisfaisant
les hypothèses (M1) et (M2). Alors, il existe un ouvert Ω ⋐M , une constante 0 < A < A1,
un borélien Ŷ ⊂ Ĵ avec M(Ŷ) = 1, et deux fonctions boréliennes ηA : Ŷ → (0, 1] et
lA : Ŷ → [1,+∞[ satisfaisant les propriétés suivantes.

— Pour tout γ̂ ∈ Ŷ et tout n ∈ N∗, la branche inverse f−n
γ̂ est définie et lipschitzienne sur

le tube TΩ(γ0, ηA(γ̂)) ;

— f−n
γ̂ (TΩ(γ0, ηA(γ̂))) ⊂ TΩ(γ−n, e

−nA) ;

— L̃ip(f−n
γ̂ ) ≤ lA(γ̂)e

−nA,

où L̃ip(f−n
γ̂ ) := supλ∈Ω Lip(f−n

γ̂ |B
Pk

(γ0,λ),ηA).

Preuve de la Proposition 3.2.10. On fixe m > 0. On rappelle qu’on a fixé une contante A0

telle que 0 < A0 < A1 (voir ce qui précède la Définition 3.2.6). On fixe une constante A telle
que A0 < A < A1 et un entier r ∈ N∗. Pour tout N ∈ N, on définit

ŶN := {γ̂ ∈ Ŷ : ηA(γ̂) ≥ N−1 et lA(γ̂) ≤ N}.

D’après la Proposition 3.2.12, on a lim
N→∞

M̂(ŶN) = 1. On fixe N0 = N0(m, r) tel que

M̂(ŶN) > 1−1/(2mr+1) pour tout N ≥ N0. Dès lors, l’inégalité de Markov et la caractérisa-
tion des mesures M̂γ assurent qu’il existe un sous-ensemble Xr ⊂ X tel que M(Xr) > 1−1/mr

et pour tout γ ∈ Xr et N ≥ N0, on a

(3.23) M̂γ(ŶN ∩ {γ0 = γ}) > 1− 1/(2m).

Il suffit de démontrer le résultat pour tout graphe γ ∈ Xr. Soit γ ∈ Xr un tel graphe.
D’après la Proposition 3.2.12, toutes les branches inverses d’ordre n définies sur le tube
TΩ(γ, e

−m/(2N)) correspondant à γ̂ ∈ Ŷn ∩ {γ0 = γ} sont m-contractantes pour tout n ∈ N.
Le Lemme 3.2.11 et l’estimation (3.23) aboutissent alors à l’inégalité suivante, pour n ∈ N
suffisamment grand.

M̂γ
n(ŶN ∩ {γ0 = γ}) > 1− 1/m.

Cette inégalité assure que, pour n ∈ N suffisamment grand, en notant T := TΩ(γ, e
−m/(2N)),

on a ‖M(m)
T,n‖ > 1− 1/m, ce qui prouve que le tube T est m-contractant.
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3.2.3 Les tissus associés aux états d’équilibre

Nous travaillons maintenant sous les hypothèses du Théorème 3.2.2. En particulier, nous
supposons que fλ0 satisfait l’hypothèse (A) et que le potentiel ψ satisfait l’hypothèse (B) et
max
Pk

ψ−min
Pk

ψ < log d. Quitte à remplacer ψ par ψ−P (ψ), on peut supposer que P (ψ) = 0.

On note Λψ l’opérateur de transfert, défini par

∀g ∈ C0(Pk) ∀y ∈ Pk :
∑

fλ0 (x)=y

eψ(x)g(x),

où les préimages dans la somme sont comptées avec multiplicité. D’après [BiDi23, Theorem
1.1], il existe une unique mesure de probabilité mψ et une fonction continue ρψ : Pk → R∗

+,
unique à une constante multiplicative près, telles que pour toute fonction continue g : Pk → R

et tout x ∈ Pk, on a

Λnψ(g) → 〈mψ, g〉ρψ et (Λnψ)
∗δx → ρψ(x)mψ.

On renormalise la fonction ρψ de sorte que 〈mψ, ρψ〉 = 1. Ainsi, la mesure de probabilité
µψ := ρψmψ est fλ0-invariante, et il s’agit de l’unique état d’équilibre associé au système
(Pk, fλ0) relativement au potentiel ψ. En particulier, pour tout point x ∈ Pk, les mesures

µx,n := ρψ · ρψ(x)−1(Λnψ)
∗δx = ρ−1

ψ (x)
∑

fn(y)=x

eψ(y)+...+ψ(f
n−1(y))ρψ(y)δy

satisfont lim
n→∞

µx,n = µψ.

En vertu de la condition max
Pk

ψ−min
Pk

ψ < log d, la mesure µψ satisfait hµψ > (k− 1) log d

(voir par exemple la Section 3.1 ou [BiDi23, Proposition 4.9]). Ainsi, d’après [BR22, Theorem
3.12], il existe Mλ0,µψ une mesure de probabilité F -invariante sur J à support compact
satisfaisant les hypothèses (M1) et (M2). Le lemme suivant fournit l’unicité d’un tel tissu.

Lemme 3.2.13. Soit (M, f) une famille holomorphe µ-stable d’endomorphismes de Pk. Soit
λ0 ∈ M un paramètre et M1, M2 deux (λ0, µψ)-tissus. On suppose que M1 est acritique.
Alors M1 = M2.

Démonstration. Comme M1 est acritique, la lamination L définie comme en Proposition
1.2.13 par L := J \ (SuppM1)∩ satisfait M1(L) = 0 (voir [BR22, Sketch of proof of Pro-
position 4.10]). Dès lors, comme M1 et M2 sont des (λ0, µψ)-tissus, et que l’application
pλ0 : L → Lλ0 est bijective, on obtient

M2(L) = M2(p
−1
λ0
(Lλ0) = µψ(Lλ0) = M1(p

−1
λ0
(Lλ0) = M1(L) = 1.

Le Lemme 3.1.4 permet de conlure.

On définit les fonctions θ,Ψ : J → R par

θ(γ) := ρψ(γ(λ0)) et Ψ(γ) := ψ(γ(λ0)).

Remarquons que ces fonctions sont continues sur J .
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Lemme 3.2.14. Pour tout m ∈ N∗, tout graphe γ ∈ J admet un voisinage ouvert A ⊂ J
satisfaisant

(3.24) inf
A
θ ≥ (1− 1/m) sup

A
θ.

Démonstration. Soit A′ ⊂ J un voisinage ouvert de γ. Par continuité de θ en γ et la stricte
positivité de ρψ sur le compact Pk, il existe un ouvert A ⊂ A′ tel que pour tout γ1, γ2 ∈ A,
on a

θ(γ1)− θ(γ2) ≤
infA′ θ

m
.

En remarquant que infA′ θ ≤ infA θ ≤ supA θ, on obtient

θ(γ1)− θ(γ2) ≤
supA θ

m
,

ce qui montre le résultat, en passant à la borne supérieure selon γ1 et à la borne inférieure
selon γ2.

On considère l’opérateur ΛΨ comme défini en (3.16). Pour tout γ ∈ X et tout entier
n ∈ N, on considère la mesure Mγ,n par 3.17. En vertu des Lemmes 3.2.3, 3.2.5 et 3.2.13, il
existe une unique mesure de probabilité N sur X telle que Λ∗

Ψ(N ) = N et ΛΨ(θ) = θ. De
plus, la mesure Mλ0,µψ satisfait Mλ0,µψ = θN , et pout tout graphe γ ∈ X , on a

(3.25)

Mγ,n = θ(γ)−1
∑

Fn(γ′)=γ

eΨ(γ′)+...+Ψ(Fn−1(γ′))θ(γ′)δγ′

= ρψ(γ(λ0))
−1

∑

Fn(γ′)=γ

eψ(γ
′(λ0))+...+ψ(Fn−1(γ′)(λ0))ρψ(γ

′(λ0))δγ′

−→
n→∞

Mλ0,µψ .

En particulier, la mesure Mλ0,µψ satisfait l’hypothèse (M3).

On conclut cette section avec un résultat dont nous aurons besoin dans la section suivante.
On rappelle que, dans le cadre de l’hypothèse (B), on a q > 2 et ψ est logq-continue.

Lemme 3.2.15. Il existe une constante C = C(A0, q) > 0 telle que pour tout n ∈ N,
m ≥ 0, toute branche inverse g : T → g(T ) de f , d’ordre n, au-dessus d’un tube T , m-
contractante, et toutes familles de graphes {γ1l }n−1

l=0 et {γ2l }n−1
l=0 avec {Γγ1l ,Γγ2l } ⊂ f l(g(T ))

pour tout 0 ≤ l ≤ n− 1, on a

n−1∑

l=0

|Ψ(γ1l )−Ψ(γ2l )| ≤ Cm−(q−1).

Démonstration. D’après la définition de Ψ, on a

n−1∑

l=0

|Ψ(γ1l )−Ψ(γ2l )| =
n−1∑

l=0

|ψ(γ1l (λ0))− ψ(γ2l (λ0))|.
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Le résultat peut alors être obtenu comme une conséquence directe de [BiDi23, Lemma 4.13].
Nous rappelons ici les arguments. Comme g est m-contractante, pour tout 0 ≤ l ≤ n−1, on a
distPk(γ

1
l (λ0), γ

2
l (λ0)) ≤ e−m−(n−l)L0 . Ainsi, en considérant la fonction hq(t) := | ln(t)−q−1|−q

(voir la Section 1.3.2), et en utilisant q > 2, on obtient

n−1∑

l=0

|Ψ(γ1l )−Ψ(γ2l )| ≤
n−1∑

l=0

‖ψ‖logqhq ◦ distPk(γ1l (λ0), γ2l (λ0)) . m(−q−1),

où la constante implicite dépend seulement de L0 et q.

3.2.4 Construction des graphes répulsifs

Pour simplifier, on note dans cette section M la mesure Mλ0,µψ introduite dans la section
précédente. On rappelle aussi qu’on a supposé, sans perdre de généralité, que P (ψ) = 0. On
fixe un ouvert relativement compact M ′ ⋐ M , et on considère les graphes des éléments de
J comme des graphe au-dessus de M ′. En particulier, la distance dist∞ désignera, dans la
suite, la distance uniforme sur O(M ′,Pk).

Le résultat suivant réalise l’estimation clé pour démontrer le Théorème 3.2.2. En vertu
des résultats démontrés dans les Sections 3.2.1 et 3.2.2, nous pouvons suivre l’approche de
[BiDi23, Lemma 4.14]. En particulier, nous employons une technique due à Buff [Buf05] qui
simplifie la preuve originale de [BrDu99] pour l’équidistribution des J-cycles répulsifs vers la
mesure d’entropie maximale.

Proposition 3.2.16. Soit U une collection finie d’ouverts de J deux à deux disjoints. Pour
tout m > 0, il existe N(m,U) > m tel que pour tout n > N(m,U), il existe un ensemble Qm,n

de mouvements de cycles répulsifs de période n satisfaisant, pour tout U ∈ U

(1− 1/m)M(U) ≤
∑

γ∈U∩Qm,n

eΨ(γ)+···+Ψ(Fn−1(γ)) ≤ (1 + 1/m)M(U).

Avant de démontrer la Proposition 3.2.16, nous effectuons quelques simplifications préli-
minaires. Tout d’abord, il suffit de montrer l’estimation pour un seul ouvert U . Le cas général
se déduit en posant N(m,U) := max

U∈U
N(m, {U}). On peut aussi supposer que M(U) > 0. En

effet, si M(U) = 0, on conclut en posant N(m,U) := m+ 1 et Qm,n = ∅.

On fixe des entiers m2 ≫ m1 ≫ m. D’après la Proposition 3.2.10, pour M-presque
tout γ ∈ J , le tube TM ′(γ, η) (et donc la boule B∞(γ, η) ⊂ J ) est m2-contractant, pour
un η = η(γ) suffisamment petit. D’après le Lemme 3.2.14, en recouvrant un compact de
mesure arbitrairement grande, on peut trouver un ensemble fini de boules m2-contractantes
Bi ⊂ J dont les centres sont des éléments de SuppM telles que Bi ⋐ U , satisfaisant (3.24)
et M(U \ ∪iBi) <M(U)/m2. Quitte à considérer des ouverts de la forme B′

i := Bi \ ∪j<iBj,
on obtient un recouvrement par des ouverts deux à deux disjoints, de sorte qu’il suffit de
montrer l’estimation pour chaque ouvert B′

i. Pour simplifier, nous supposons que les boules
Bi sont deux à deux disjointes. Ainsi, pour démontrer la Proposition 3.2.16, il suffit de prouver
l’estimation suivante.
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Proposition 3.2.17. Pour tout m1 > 0, il existe m̄2(m1) > m1 tel que pour tout m2 > m̄2

et toute boule m2-contractante T = B∞(γ, η), avec γ ∈ SuppM, satisfaisant (3.24) (avec
A = T et m = m2), il existe n(m2) > m2 tel que pour tout n ≥ n(m2), il existe un ensemble
Qn ⊂ T ∩ SuppM de mouvements de points n-répulsifs satisfaisant l’estimation suivante

(1− 1/m1)M(T ) ≤
∑

γ∈Qn

eΨ(γ)+...+Ψ(Fn−1(γ)) ≤ (1 + 1/m1)M(T ).

Rappelons que M(T ) > 0. On peut fixer un entier m3 ≥ m2/M(T ) et une boule T ⋆ :=
B∞(γ, η⋆), où η⋆ < η satisfait M(T ⋆) > (1 − 1/m2)M(T ). On désigne aussi T et T ⋆ les
tubes correspondant respectivement aux boules T et T ⋆. D’après le Lemme 3.2.14, il existe
une famille finie de boules m3-contractantes Di := B∞(γi, ηi) telles que M(∪iDi) > 1− 1/m3

et satisfaisant (3.24) (avec A = T et m = m3). Comme précédemment, on suppose que les
boules Di sont deux à deux disjointes. On pose D := ∪iDi. On considère aussi des boules
D⋆
i := B∞(γi, η

∗
i ) ⊂ Di satisfaisant η∗i < ηi et M(∪iD⋆

i ) > 1 − 1/m3. On pose également
D⋆ := ∪iD⋆

i . On notera Di le tube correspondant à la boule Di et on pose D := ∪iDi.

Lemme 3.2.18. Il existe un entier n1 = n1(m2, T , T ⋆,Di) tel que

(1− 4/m2)M(T ) ≤ M(m3)
Di,N

(T ⋆) ≤ (1 + 4/m2)M(T ) pour tout i et N ≥ n1.

On rappelle que la mesure M(m3)
Di,N

est définie par (3.20).

Démonstration. Comme les boules Di sont m3-contractantes, et m3 ≥ m2/M(T ), pour
chaque i et tout N assez grand, on a

M(m3)
Di,N

≥ (1−M(T )/m2).

Comme M(m3)
Di,N

≤ Mγi,N et ‖Mγi,N‖ = 1 + o(1), on en déduit que

‖Mγi,N −M(m3)
Di,N

‖ ≤ M(T )/m2 + o(1).

Ainsi, il suffit de montrer que, pour chaque i et tout N assez grand, on a

(1− 2/m2)M(T ) ≤ Mγi,N(T ⋆) ≤ (1 + 2/m2)M(T ),

ce qui se déduit de (3.25) et de l’inégalité M(T ⋆) ≥ (1− 1/m2)M(T ).

Lemme 3.2.19. Il existe un entier n2 = n2(m2, T ,D⋆) tel que

(1− 4/m2) ≤ M(m2)
T,N (D⋆) ≤ (1 + 4/m2) pour tout i et N ≥ n2.

Démonstration. Comme T est m2-contractante, pour N assez grand, on obtient

‖M(m2)
T,N ‖ ≥ (1− 1/m2).

On rappelle également que M(m2)
T,N ≤ Mγ,N et que ‖Mγ,N‖ ≤ 1 + o(1). Ainsi, il suffit de

montrer que
1− 2/m2 ≤ Mγ,N(D⋆) ≤ 1 + 1/m2,

ce qui se déduit, puisque m3 ≥ m2, de (3.25) et de l’inégalité M(D⋆) ≥ 1− 1/m3.
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Nous construisons maintenant l’ensemble Q des mouvements de cycles répulsifs de la Pro-
position 3.2.17.

Dès que N1 est suffisamment grand, à tout élément du support de 1T ⋆M(m3)
Di,N1

correspond
une branche inverse de f : M × Pk → M × Pk d’ordre N1 m3-contractante au-dessus du
tube Di, qui envoie Di sur un sous-ensemble du tube T dont la tranche en λ est relativement
compacte dans T |λ. De la même manière, dès que N2 est suffisamment grand, à tout élément
du support de 1D⋆M(m2)

T,N2
correspond une branche inverse d’ordre N2 m2-contractante qui

envoie le tube T sur un sous-ensemble de D = ∪iDi.

On définit la famille {gj} comme la composition de ces branches inverses, ce qui fournit
des branches inverses de fN1+N2 qui envoient le tube T sur un sous-ensemble de T dont la
tranche en λ est relativement compacte dans T |λ. Étant donnée une telle branche gj, on note
gj = g

(1)
j ◦ g(2)j , où g

(2)
j : T → D est une branche inverse de fN2 et g(1)j : Di → T est une

branche inverse de fN1 . Pour chaque j, on note aussi i(j) l’entier défini par g(2)j (T ) ⊂ Di(j).

Par définition, la branche gj est de la forme gj(λ, z) =: (λ, gλj (z)), où la fonction λ 7→ gλj (z)
est holomorphe pour tout z. Pour tout graphe γ′ ∈ T , et tout paramètre λ, on définit
Gj(γ′)(λ) := gλj (γ

′(λ)), de sorte que Gj(T ) ⊂ T ⋆. On définit de la même manière G(1)
j : Di →

T ⋆ et G(2)
j : T → Di. Remarquons alors que Gj = G(1)

j ◦ G(2)
j . On rappelle que dist∞ désigne

la distance uniforme sur O(M ′,Pk).

Lemme 3.2.20. Pour N = N1 +N2 suffisamment grand, l’opérateur Gj admet un point fixe
γ∞j ∈ T ∩ SuppM. De plus, γ∞j (λ) est un point N-périodique pour fλ pour tout λ ∈M , qui
est répulsif pour λ ∈M ′.

Démonstration. Comme γ ∈ SuppM, et que l’espace (SuppM, dist∞) est complet, il suffit,
d’après le Lemme 3.2.5 (6), de montrer que Gj est une application contractante sur un sous-
ensemble fermé de T qui contient γ. Soient γ1, γ2 ∈ T . D’après la Proposition 3.2.12, on
obtient

(3.26) dist∞(Gj(γ1),Gj(γ2)) . e−NA dist∞(γ1, γ2),

où la constante implicite ne dépend pas de N . Ainsi, pour N suffisamment grand, l’opérateur
Gj réalise une contraction du sous-ensemble fermé T ⋆ = {γ′ ∈ J : dist∞(γ, γ′) ≤ η⋆}. D’après
le théorème de point fixe de Picard appliqué à l’espace métrique complet T ⋆∩SuppM, l’opé-
rateur Gj admet un point fixe γ∞j ∈ T ∩ SuppM. En particulier, on remarque que pour tout
λ ∈ M , le point γ∞j (λ) se situe dans Jλ. Pour conclure, il reste à prouver que le graphe γ∞j
se prolonge en un point N -périodique pour λ ∈M et qu’il est répulsif pour λ ∈M ′.

Rappelons que T = T (γ, η) est le tube associé à la boule T . Remarquons que la fonction
fN : gj(T ) → T est surjective, ce qui assure que fN ◦ gj = IdT . Ainsi, pour tout λ ∈ M ′,
l’égalité γ∞j (λ) = Gj(γ∞j )(λ) = gj(γ

∞
j (λ)) conduit à fNλ (γ∞j (λ)) = γ∞j (λ). Cela montre que

γ∞j est le mouvement d’un point N -périodique au-dessus de M ′. Pour montrer qu’il s’étend
en un mouvement de point périodique au-dessus de M , il suffit de montrer que γ∞j (λ) est
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périodique pour tout λ ∈ M ′. En effet, comme γ∞j ∈ SuppM, [BBD18, Lemma 2.5] permet
de conclure.

Remarquons que l’estimation (3.26) fournit aussi l’existence d’une constante c > 0 telle
que pour tout q ∈ N∗ et tout graphe γ1 ∈ T

(
Gqj (γ1), c · e−qNA

)
, on a

dist∞(F qN(γ1), γ
∞
j ) & eqNA dist∞(γ1, γ

∞
j ),

où la constante implicite ne dépend pas de q. Dès lors, γ∞j (λ) est répulsif pour tout λ ∈M ′,
ce qui conclut la preuve.

On peut désormais conclure la preuve de la Proposition 3.2.17, ce qui démontre, comme
vu précédemment, la Proposition 3.2.16.

Fin de la démonstration de la Proposition 3.2.17. Nous gardons les notations introduites ci-
dessus. Quitte à augmenter n1 et n2 dans les Lemmes 3.2.18 et 3.2.19, on peut supposer que
N1 = n1 et N2 = n2 dans la construction qui précède le Lemme 3.2.20. On définit n(m2) :=
n1(m2) + n2(m2), pour un choix de m2 et m3 suffisamment grands, comme précédemment.
Pour tout n > n(m2), on désigne par

Qn := {σj}

l’ensemble des points fixes σj fournis par le Lemme 3.2.20 avec N1 = n1(m2) et N2 =
n − n2(m2) lorsque j varie. Chaque élément σ ∈ Qn est alors un mouvement de point n-
périodique répulsif. On fixe

Mn :=
∑

σ∈Qn

eΨ(σ)+...+Ψ(Fn−1(σ))δσ =
∑

j

eΨ(σj)+...+Ψ(Fn−1(σj))δσj .

On rappelle que T = B∞(γ, η) et que l’entier i(j) est défini par g(2)j (T ) ⊂ Di(j). Le but est
de contrôler Mn(T ). Pour cela, on va approcher Mn par la mesure M̃ définie par

M̃n :=
∑

j

(
eΨ(G

(1)
j (γi(j)))+...+Ψ(FN1−1◦G

(1)
j (γi(j))) ·

θ(G(1)
j (γi(j)))

θ(γi(j))

· eΨ(G
(2)
j (γ))+...+Ψ(FN2−1◦G

(2)
j (γ))

θ(G(2)
j (γ))

θ(γ)

)
δGj(γ).

On rappelle que Di = B∞(γi, ηi). En utilisant les définitions, on a

M(m2)
T,N2

= θ(γ)−1
∑

j

eΨ(G
(2)
j (γ))+...+Ψ(FN2−1◦G

(2)
j (γ))θ(G(2)

j (γ))δ
G
(2)
j (γ)

et
M(m3)

Di,N1
= θ(γi)

−1
∑

j

eΨ(G
(1)
j (γi))+...+Ψ(FN1−1◦G

(1)
j (γi))θ(G(1)

j (γi))δG(1)
j (γi)

.
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Par un calcul direct, on obtient alors

(3.27) M̃n(T ) =
∑

i

M(m2)
T,N2

(D⋆
i ) · M(m3)

Di,N1
(T ⋆).

Le Lemme 3.2.18 et l’égalité
∑

iM
(m2)
T,N2

(D⋆
i ) · M(m3)

Di,N1
(T ⋆) conduisent à

(1− 4/m2)M(T )M(m2)
T,N2

(D⋆) ≤ M̃n(T ) ≤ (1 + 4/m2)M(T )M(m2)
T,N2

(D⋆).

Le Lemme 3.2.19 conduit alors à

(3.28) (1− 10/m2)M(T ) ≤ M̃n(T ) ≤ (1 + 10/m2)M(T ).

Ainsi, quitte à choisir m2 suffisamment grand, on a montré l’estimation souhaitée en rempla-
çant Mn(T ) par M̃n(T ). Il reste à comparer Mn(T ) avec M̃n(T ).

Remarquons que, pour chaque i et j, les graphes de γ et G(1)
j (γi(j)) se situent dans T et ceux

de γi(j) et G(2)
j (γ) se situent dans Di. Ainsi, comme les tubes T et Di sont m2-contractants

et satisfont (3.24) (avec respectivement A = T et A = Di), on obtient, pour chaque j,

∣∣∣
θ(G(1)

j (γi(j)))

θ(γ)
− 1
∣∣∣ ≤ 2

m2

et
∣∣∣
θ(G(2)

j (γ))

θ(γi(j))
− 1
∣∣∣ ≤ 2

m2

.

De ces deux inégalités et du Lemme 3.2.15, il suit |Mn(T )−M̃n(T )| . M̃n(T )/m2, ce qui,
avec (3.28), conclut la preuve de la proposition.

3.2.5 Preuve du Théorème 3.2.2

Nous pouvons désormais démontrer le Théorème 3.2.2. On rappelle qu’on peut supposer,
sans perdre de généralité, que P (ψ) = 0 et on a noté M la mesure Mλ,µψ , dont la construc-
tion est détaillée dans la Section 3.2.3.

Nous construisons tout d’abord une famille de partitions mesurables de (J ,M) dont le
diamètre tend vers 0. Dans cette section, on considère diamJ le diamètre associé à la distance
dans l’espace métrique J , muni de la distance distJ := distO(M,Pk) définie en Section 1.2.2.

Lemme 3.2.21. Il existe une suite (Ui)i∈N de familles finies d’ouverts deux à deux disjoints
Ui = {Ui,j}1≤j≤Ji satisfaisant les propriétés suivantes :

(U1) pour tout i ∈ N , on a M(∪1≤j≤JiUi,j) = 1 ;

(U2) supi∈N(i ·max1≤j≤Ji diamUi,j) ≤ 1 ;

(U3) pour tout i ≥ 2 et tout 1 ≤ j ≤ Ji, il existe 1 ≤ j′ ≤ Ji−1 tel que Ui,j ⊂ Ui−1,j′.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur i ∈ N. On fixe J0 := 1 et U0,1 := J . La
famille Ui := {U0,1} satisfait les conditions (U1) et (U2). La condition (U3) est vide dans
ce cas, ce qui montre l’initialisation.
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Pour l’hérédité, considérons i ∈ N tel qu’il existe Ui = {Ui,j}1≤j≤Ji satisfaisant les condi-
tions (U1), (U2) et (U3). On fixe l’intervalle I := ( 1

2(i+2)
, 1
2(i+1)

). Comme SuppM ⊂
∪γ∈SuppMBJ (γ,

1
2(i+2)

) et SuppM est compact, il existemi ∈ N et un ensemble fini de graphes
{γi,m}1≤m≤mi ⊂ SuppM telle que pour tout ε ∈ I, on a SuppM ⊂ ∪mim=ABJ (γi,m, ε). On
définit Bεi,m := BJ (γi,m, ε) et Dε

i,m := ∂Bεi,m.

Fait 1 : l’ensemble Ai := {ε ∈ I : M(∪1≤m≤miD
ε
i,m) > 0} est dénombrable.

Il suffit de montrer que Ai,m := {ε ∈ I : M(Dε
i,m) > 0} est dénombrable pour tout

1 ≤ m ≤ mi. Supposons que Ai,m̄ est indénombrable, pour un certain 1 ≤ m̄ ≤ mi. Pour tout
α ∈ N, on définit Ai,m̄ := {ε ∈ I : M(Dε

i,m̄) >
1

α+1
}. On remarque que Ai,m̄ = ∪α∈NAαi,m̄,

de sorte qu’il existe α ∈ N tel que l’ensemble Aαi,m̄ est infini. Autrement dit, |Aαi,m̄| = +∞.
Comme Dε

i,m̄ ∩Dε′

i,m̄ = ∅ pour tout ε 6= ε′ ∈ I, on obtient

1 ≥ M(∪ǫ∈Aαi,m̄D
ǫ
i,m̄) =

∑

ǫ∈Aαi,m̄

M(Dǫ
i,m̄) ≥

|Aαi,m̄|
α + 1

= +∞,

ce qui constitue une contradiction et montre le Fait 1.

Considérons ε ∈ I tel que M(Dε
i,m) = 0 pour tout 1 ≤ m ≤ mi. On désigne par

Ui+1,1, . . . ,Ui+1,l1 l’ensemble des composantes connexes de l’ouvert ∪Jij=1Ui,j ∩ Bεi,1. Par ité-
ration, on définit aussi, pour 1 < m ≤ mi, Ui+1,lm−1+1, . . . ,Ui+1,lm comme l’ensemble des
composantes connexes de l’ouvert

Ji⋃

j=1

Ui,j ∩
(
Bǫi,m \

lm−1⋃

l=1

Ui+1,l

)
.

On fixe Ji+1 := lmi . Par définition, les ensembles Ui+1,l sont ouverts et deux à deux disjoints.

Fait 2 :
Ji+1⋃

l=1

Ui+1,l ⊃
(

mi⋃

m=1

Bǫi,m \
Ji+1⋃

l=1

∂Ui+1,l

)
∩

Ji⋃

j=1

Ui,j.

Fixons m ≤ mi et considérons γ ∈ Bεi,m \ ∪1≤l≤Ji+1
∂Ui+1,l, pour un certain m ≤ mi. Quitte à

choisir un autre m, on peut supposer que γ ne satisfait cette propriété pour aucun m′ < m.
Par définition des ensembles Ui+1,l, cela assure que pour tout l ≤ lm−1, on a γ 6∈ Ui+1,l, de
sorte que γ ∈ Bεi,m \ ∪lm−1

l=1 Ui+1,l, ce qui montre le fait.

Remarquons que
Ji+1⋃

l=1

∂Ui+1,l ⊂
mi⋃

m=1

Dε
i,m et rappelons que Ui satisfait (U1). Ainsi, le choix

de ε conduit à l’estimation suivante

M
(
Ji+1⋃

l=1

Ui+1,l

)
≥ M

(
mi⋃

m=1

Bǫi,m \
Ji+1⋃

l=1

∂Ui+1,l

)
≥ M

(
mi⋃

m=1

Bǫi,m

)
−M

(
mi⋃

m=1

Dǫ
i,m

)
= 1,

ce qui prouve que Ui+1 satisfait (U1). La propriété (U2) provient de la définition des Bεi,m
et du fait que, d’après la construction, pour chaque l, il existe m(l) tel que Ui+1,l ⊂ Bεi,m(l).
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Enfin, la connexité du sous-ensemble Ui+1,l ⊂ ∪Jij=1Ui,j assure (U3), ce qui termine la preuve
du lemme.

Pour tout i ∈ N, on applique la Proposition 3.2.16 avec U = Ui. Pour tout n ∈ N, on définit
in := max{m ≤ n : n(m,Um) < n}, où l’entier n(m,Um) est donné par la Proposition 3.2.16.
Pour tout α > 0, on fixe mα := ⌊α + 1⌋, de sorte que pour tout n > max(mα, n(mα,Umα)),
on obtient in ≥ mα > α. Cela assure que lim

n→∞
in = +∞.

La Proposition 3.2.16 fournit aussi une certaine collection Pψ,n ⊂ ∪1≤j≤Jin
Uin,j formant

un mouvement holomorphe de points n-périodiques répulsifs. On considère la mesure M′
n

définie par

(3.29) M′
n :=

∑

σ∈Pψ,n

eΨ(σ)+...+Ψ(Fn−1σ)δσ.

Lemme 3.2.22. Toute valeur d’adhérence M′ de la suite (M′
n)n∈N est de masse 1.

Démonstration. Par définition, pour tout n ∈ N, on a

‖M′
n‖ =

∑

σ∈Pψ,n

eΨ(σ)+...+Ψ(Fn−1σ) =

Jin∑

j=1

∑

σ∈Uin,j∩Pψ,n

eΨ(σ)+...+Ψ(Fn−1σ).

Comme la famille Un est constituée d’ouverts deux à deux disjoints, la Proposition 3.2.16
conduit à (

1− 1

in

)
M
(
Jin⋃

j=1

Uin,j
)

≤ ‖M′
n‖ ≤

(
1 +

1

in

)
M
(
Jin⋃

j=1

Uin,j
)
.

On conclut avec la propriété (U1) en passant à la limite quand n→ ∞.

Lemme 3.2.23. Pour tout i∗ ∈ N et 1 ≤ j∗ ≤ Ji∗, on a

lim inf
n→∞

M′
n(Ui∗,j∗) ≥ M(Ui∗,j∗).

Démonstration. Soit i∗ ∈ N, 1 ≤ j∗ ≤ Ji∗ et ε > 0. Il suffit de montrer que, pour n
suffisamment grand, on a

M′
n(Ui∗,j∗) ≥ M(Ui∗,j∗)− ε.

Il suffit pour cela de considérer seulement les indices n satisfaisant in > i∗. Pour un tel n,
comme les ouverts Ui∗,j∗ sont deux à deux disjoints, la propriété (U1) conduit à

M(Ui⋆,j⋆) =
∑

j′

M(Uin,j′) et M′
n(Ui⋆,j⋆) ≥

∑

j′

M′
n(Uin,j′),

où les deux sommes portent sur les indices j′ tels que Uin,j′ ⊂ Ui∗,j∗ . En utilisant la même
convention pour les indices dans les sommes, la définition de M′

n et la Proposition 3.2.16
conduisent à

M(Ui⋆,j⋆)−M′
n(Ui⋆,j⋆) ≤

∑

j′

M(Uin,j′)−M′
n(Uin,j′) ≤ i−1

n

∑

j′

M(Uin,j′) = i−1
n M(Ui∗,j∗),

ce qui conclut la preuve.
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Fin de la démonstration du Théorème 3.2.2. On montre que la suite (M′
n)n∈N définie par

(3.29) converge vers M. Soit A ⊂ J un sous-ensemble fermé. Considérons A′ :=
⋂
n∈N

⋃
U∈UA

in
U ,

où U
A
i := {U ∈ Ui : U ∩ A 6= ∅}. D’après la propriété (U1), pour tout n ∈ N, on a

M


 ⋃

U∈UA
in

U


 = 1−M


 ⋃

U∈Uin\U
A
in

U


 ≥ 1−M(Ac) = M(A).

Remarquons que la propriété (U3) assure que A′ est une intersection croissante dénombrable.
On en déduit, en passant à la limite lorsque n→ ∞, que M(A′) ≥ M(A).

Fait : On a l’inclusion A′ ⊂ A. En particulier, on a l’égalité M(A′) = M(A).
Comme M(A′) ≤ M(A), il suffit de montrer que A′ ⊂ A. A cet effet, considérons γ ∈ A′.
Pour tout n ∈ N, il existe un ouvert U ∈ Uin et un graphe γn ∈ J tels que γ ∈ U et γn ∈ U∩A.
La propriété (U2) conduit à distJ (γ, γn) < 1/in, ce qui assure que γ = lim

n→∞
γn ∈ A = A et

démontre le fait.

Soit M′ une valeur d’adhérence de la suite (M′
n)n∈N. Le fait ci-dessus et le Lemme 3.2.23

conduisent au calcul suivant

M(A) = M(A′) = lim
n→∞

∑

U∈UA
in

M(U) ≤ lim
n→∞

∑

U∈UA
in

M′(U) = M′(A′) ≤ M′(A).

Le fermé A étant quelconque, le Lemme 3.2.22 et le fait que ‖M‖ = 1 assurent que M = M′.
Ainsi, on obtient lim

n→∞
M′

n = M, ce qui termine la démonstration.
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Chapitre 4

Dynamique aléatoire des applications

d’allure polynomiale

La dynamique aléatoire des endomorphismes des espaces projectifs a fait l’objet de nom-
breux travaux. On pourra consulter [FS91, HM96, Sum11, Sum97, Sum98, SSS04, SW19,
SW22] pour la dimension 1 et [FW00, DD12, DeT13, DeT15, Bay15, GP20] pour la dimen-
sion supérieure. Dans ce chapitre, nous adaptons au cas aléatoire deux constructions de la
dynamique des applications d’allure polynomiale, en suivant l’approche de Dinh et Sibony.
Plus précisément, nous construisons un analogue de la mesure d’équilibre à l’aide de la théorie
du pluripotentiel et établissons un résultat d’équidistribution des tirés en arrière en moyenne,
ce qui correspond à notre Théorème D. Dans le cadre des familles, nous montrons que ces me-
sures peuvent être obtenues comme les tranches d’un certain courant positif fermé horizontal,
ce qui correspond à notre Théorème E.

4.1 Applications d’allure polynomiale

Définition 4.1.1. On dit qu’une famille {Uλ}λ∈M d’ouverts connexes non-vides relativement
compacts de Ck paramétrée par une variété complexe M dépend continûment de λ si pour
tout λ ∈M et tout compact K ⊂ Ck, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) Si K ⊂ Uλ, alors K ⊂ Uλ′ pour λ′ dans un voisinage assez petit de λ.

ii) Si Uλ ∩K = ∅, alors Uλ′ ∩K = ∅ pour λ′ dans un voisinage assez petit de λ.

Lemme 4.1.2. Soit {Uλ}λ∈M une famille d’ouverts connexes non-vides relativement com-
pacts de Ck qui dépend continûment de λ. Pour tout λ ∈M , on a :

— sup
z∈Uλ

distCk(z, Uλ′) −→
λ′→λ

0 (semi-continuité inférieure).

— sup
z∈Uλ′

distCk(z, Uλ) −→
λ′→λ

0 (semi-continuité supérieure).

Démonstration. Montrons d’abord que la famille (Uλ)λ∈M est localement uniformément bor-
née. Soit λ ∈ M . L’ouvert Uλ est borné, donc il existe une boule B = BCk(0, R) telle
que Uλ ⋐ B. D’après la propriété ii), appliquée à K = ∂B, il existe δ > 0 tel que si
distM(λ, λ′) < δ, alors Uλ′ ∩ ∂B = ∅. Or Uλ est non-vide et Uλ′ connexe. Quitte à réduire δ,
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d’après la propriété i), on a donc Uλ′ ⊂ B pour tout λ′ ∈M satisfaisant distCk(λ, λ
′) < δ.

On considère ε > 0 assez petit pour que le compact Kλ,ε = {z ∈ B : distCk(z, Uλ) ≥ ε}
soit non-vide. Comme Uλ ne rencontre pas Kλ,ε, d’après la propriété ii), il existe δ > 0 tel
que Uλ′ ⊂ Kc

λ,ε pour tout paramètre λ′ ∈ M satisfaisant distM(λ, λ′) < δ. En particulier,
sup
z∈Uλ′

distCk(z, Uλ) < ε, ce qui prouve la semi-continuité supérieure.

Pour la semi-continuité inférieure, supposons qu’il existe un réel ε > 0, un paramètre
λ ∈M , une suite (zn)n∈N de points de Uλ, et une suite (λn)n∈N satisfaisant lim

n→∞
λn = λ et

(4.1) ∀n ∈ N : distCk(zn, Uλn) > ε.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (zn)n∈N est de Cauchy dans
Uλ, de sorte qu’il existe un entier n1 ∈ N tel que

(4.2) ∀n ≥ n1 : distCk(zn, zn1) ≤ ε.

D’autre part, comme zn1 ∈ Uλ, d’après la propriété i), il existe n2 ∈ N tel que zn1 ∈ Uλn pour
tout n ≥ n2. En d’autres termes, on obtient

(4.3) ∀n ≥ n2 : distCk(zn, Uλn) ≤ distCk(zn, zn1).

Les inégalités (4.2) et (4.3) contredisent (4.1), ce qui prouve la semi-continuité inférieure.

Remarque 4.1.3. En remarquant que distCk(z, U) = distCk(z, U) pour tout z ∈ Ck et tout
ouvert U ⊂ Ck, le Lemme 4.1.2 assure que cette notion de continuité est plus fine que la
continuité de Hausdorff sur les adhérences. C’est en fait une notion strictement plus fine,
comme le montre le contre-exemple suivant. La famille d’ouverts définie par Uλ = BC(0, 1)

2

pour λ ∈ C∗ et U0 = BC(0, 1)
2 \{z1 = 0} ne dépend pas continûment de λ, pourtant la famille

de leurs adhérences Uλ = BC(0, 1)
2 est constante, donc Hausdorff-continue.

Définition 4.1.4. Une famille d’applications d’allure poynomiale est un couple (M, f), où
M est une variété complexe, connexe, et f : U → V est une application holomorphe propre,
de la forme f(λ, z) = (λ, fλ(z)), où U ⊂ V sont des ouverts de M × Ck, telles que pour tout
λ ∈ M , les ensembles Uλ = U ∩ ({λ} × Ck) et Vλ = V ∩ ({λ} × Ck), identifiés à des ouverts
de Ck, satisfont ∅ 6= Uλ ⋐ Vλ ⋐ C

k. On suppose, de plus, que les ouverts Uλ sont connexes,
que les ouverts Vλ sont convexes, et que les familles d’ouverts (Uλ)λ∈M et (Vλ)λ∈M dépendent
continûment de λ.

On note dt le degré topologique de f comme revêtement ramifié. Remarquons que chaque
application holomorphe fλ : Uλ → Vλ est propre, de degré dt comme revêtement ramifié.
La proposition suivante assure que quitte à réduire M , on peut supposer que Vλ = V et
que V = M × V . Autrement dit, il n’est pas restrictif de considérer des familles de la forme
{fλ : Uλ → V }λ∈M .

Proposition 4.1.5. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale. Considérons
V = ∩λ∈MVλ. Alors, quitte à réduire M , l’application f̃ : f−1(M × V ) →M × V définit une
famille d’applications d’allure polynomiale.
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Lemme 4.1.6. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de la forme {fλ :
Uλ → V }λ∈M , et M0 ⋐M . Il existe un ouvert U∗ ⋐ V tels que pour tout λ ∈M0, Uλ ⋐ U∗.

Démonstration. Supposons que distM×Ck(U ,M0×∂V ) = 0. Comme U est fermé dans M×Ck
et M0 × ∂V est compact, la distance est atteinte. Il existe donc (λ, z) ∈ M0 × ∂V et deux
suites λn, zn ∈ Uλn telles que (λn, zn) −→

n→∞
(λ, z). Par ailleurs, on a

distCk(Uλ, ∂V ) ≤ distCk(Uλ, zn) + distCk(zn, ∂V ).

Comme zn ∈ Uλn , le premier terme tend vers 0 par semi-continuité supérieure en vertu du
Lemme 4.1.2. Le second terme tend vers 0 car zn −→

n→∞
z ∈ ∂V . Par conséquent, distCk(Uλ, ∂V ) =

0, ce qui est absurde puisque Uλ ⋐ V . Ainsi, ε := distM×Ck(U ,M0 × ∂V )) > 0. On conclut
en considérant U∗ := {z ∈ V | distCk(z, ∂V ) > ε/2}.

Définition 4.1.7. On dit qu’une famille (M, f) d’applications d’allure polynomiale de la
forme {fλ : Uλ → V }λ∈M est non-dégénérée si pour tout couple (z, w) ∈ V × V , l’ensemble
{λ ∈M : w ∈ Uλ et fλ(w) = z} est fini.

Remarque 4.1.8. La définition 4.1.7 impose la condition dimM ≤ k. En effet, pour tout
z ∈ V , considérons le sous-ensemble analytique W := {(λ,w) ∈ U : fλ(w) = z} ⊂ U et
notons ΠM : W → M et ΠV : W → V les restrictions des projections analytiques. Comme
chaque application fλ : Uλ → V est de degré topologique dt, la projection ΠM est finie,
propre, et surjective, donc dimW = dimΠM(W ) = dimM (voir par exemple [Chi89, §3.3
Proposition 2]). La définition 4.1.7 assure que la projection ΠV est finie et propre, donc
dimW = dimΠV (W ) ≤ k. Elle est surjective si et seulement si dimM = k. Dans ce cas,
elle réalise un revêtement analytique ramifié au-dessus de V .

4.2 Construction de la mesure stationnaire

Dans le cadre des endomorphismes de Pk, Fornaess et Weickert [FW00] ont construit une
mesure d’équilibre adaptée au système aléatoire, en introduisant les fonctions de Green non-
autonomes. Nous construisons un analogue de la mesure de Fornaess-Weickert dans le cadre
des applications d’allure polynomiale. Comme les fonctions de Green n’existent pas dans ce
contexte, nous adaptons l’approche ddc de Dinh et Sibony [DS10a].

4.2.1 Présentation du résultat

Étant données une application holomorphe propre h : U → V et une fonction ϕ : U → C,
on rappelle que la fonction h∗ϕ : V → C est définie par par

∀y ∈ V : h∗ϕ(y) =
∑

h(x)=y

ϕ(x),

les préimages étant comptées avec multiplicité. Si la fonction ϕ est continue, la fonction h∗ϕ
est aussi continue, ce qui permet de considérer l’opérateur de transfert h∗ : C0(U) → C0(V ).
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Dans toute cette section, on considère une mesure de probabilité ν ∈ M1(M) sur l’es-
pace des paramètres d’une famille d’applications d’allure polynomiale (M, f) de la forme
{fλ : Uλ → V }λ∈M , et une variable aléatoire λ suivant la loi ν. Ceci produit un système
dynamique aléatoire (f,λ) sur Ck. Nous construisons une mesure d’équilibre associée au
système (f,λ) en adaptant la construction de [DS03]. Cependant, chercher une mesure µ
fλ-invariante, c’est-à-dire satisfaisant (fλ)∗µ = µ, pour tout λ ∈M (ou même ν-presque tout
λ ∈ M) est déraisonnable. En général, de telles mesures invariantes n’existent pas. Il faut
donc assouplir la notion d’invariance.

On considère l’opérateur de transfert moyennisé, défini par :

∀ϕ ∈ C0(V ) : Tν(ϕ) := Eν [d
−1
t (fλ)∗ϕ] = d−1

t

∫

M

(fλ)∗ϕdν(λ).

On montrera dans la Section 4.2.2 que Tν définit une application linéaire continue de
C0
c (V ) sur C0

b (V ) pour la norme ||.||∞ et que son adjoint Tν = T ∗
ν : (C0

b (V ))∗ → (C0
c (V ))∗

induit un opérateur positif, sur l’espace M1(V ) des mesures de probabilité, via la définition

∀µ0 ∈ M1(V ) ∀ϕ ∈ C0
c (V ) : 〈Tν(µ0), ϕ〉 = 〈µ0, Tν(ϕ)〉.

Le couple (M1(V ), Tν) définit alors un système dynamique topologique.

Définition 4.2.1. Une mesure µ ∈ M1(V ) est dite totalement ν-stationnaire si Tν(µ) = µ.

Lorsque ν = δλ0 , pour un paramètre fixé λ0 ∈M , on retrouve la notion de mesure totale-
ment invariante du système déterministe défini par fλ0 , c’est-à-dire une mesure µ sur V sa-
tisfaisant f ∗

λ0
µ = dtµ. Pour simplifier, dans toute la suite, on appellera mesure ν-stationnaire

une mesure totalement ν-stationnaire. Le résultat principal de cette section garantit l’exis-
tence et l’unicité de telles mesures.

Théorème 4.2.2. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de la forme
{fλ : Uλ → V }λ∈M . Soit ν ∈ M1(M) une mesure de probabilité à support compact. Il existe
une unique mesure de probabilité µ ∈ M1(V ) telle que

i) la mesure µ est ν-stationnaire ;

ii) il existe un ensemble pluripolaire E ⊂ V tel que pour toute mesure de probabilité µ0 ∈
P(V ) satisfaisant µ0(E) = 0, la suite (T n

ν (µ0))n∈N converge vers µ pour la topologie
faible-∗ ;

iii) si µ′ ∈ P(V ) satisfait Tν(µ′) = µ′, alors pour toute fonction ϕ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ), on
a 〈µ′, ϕ〉 ≤ 〈µ, ϕ〉.

On rappelle que la définition de famille non-dégénérée est donnée en Définition 4.1.7.

Proposition 4.2.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.2, on suppose, de plus, que la
famille (M, f) est non-dégénérée, que dimM = k, et que ν ne charge pas les ensembles
pluripolaires de M . Il existe une unique mesure de probabilité ν-stationnaire µ ∈ M1(V )
telle que pour toute mesure de probabilité µ0 ∈ M1(V ), la suite (T n

ν (µ0))n∈N converge vers µ
pour la topologie faible-∗.
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4.2.2 L’opérateur de transfert Tν

Dans un premier temps, on étudie l’opérateur Tν et son adjoint Tν . Notons U∗ l’ouvert
donné par le Lemme 4.1.6 avec M0 := Supp ν.

Lemme 4.2.4. Pour toute fonction ϕ ∈ C0(V ), on a Tν(ϕ) = Tν(ϕ|U∗
).

Démonstration. Il suffit de remarquer que, pour tout λ ∈M et tout y ∈ f−1
λ (V ), on a y ∈ U∗.

Ainsi, pour tout z ∈ V , on a

Tν(ϕ)(z) = Eν

[
d−1
t

∑

fλ(y)=z

ϕ(y)
]
= Eν

[
d−1
t

∑

fλ(y)=z

ϕ|U∗
(y)
]
= Tν(ϕ|U∗

)(z),

ce qui conclut.

Lemme 4.2.5. Pour toute fonction ϕ ∈ C0(V ), on a Tν(ϕ) ∈ C0
b (V ) et ‖Tν(ϕ)‖∞ ≤ supU∗

|ϕ|.
En particulier,

Tν ∈ Lc(C0(U∗), C0
b (V )).

Démonstration. L’opérateur Tν est linéaire par linéarité de l’espérance.
Soit ϕ ∈ C0(V ) une fonction continue. Alors :

1. ∀λ ∈M, (fλ)∗ϕ ∈ C0(V ).

2. ∀z ∈ V, λ 7→ (fλ)∗ϕ(z) est mesurable.

3. ∀z ∈ V, ∀λ ∈ Λ, |(fλ)∗ϕ(z)| ≤ sup
U∗

|ϕ|.

Ainsi, par théorème de continuité sous l’intégrale pour la mesure de Radon ν, la fonction
Tν(ϕ) = Eν [d

−1
t (fλ)∗ϕ] est continue et bornée. De plus, le point 3. fournit l’estimation

||Tν(ϕ)||∞ ≤ supU∗
ϕ = supU∗

ϕ, ce qui assure que l’opérateur Tν : C0(U∗) → C0
b (V ) est

continu, de norme ||Tν ||Lc(C0(U∗),C0
b (V )) ≤ 1.

Lemme 4.2.6. L’opérateur Tν est positif. Son adjoint induit un opérateur Tν : M1(V ) →
M1(U∗).

Démonstration. Soit ϕ ∈ C0
c (V ) une fonction positive et z ∈ V . Par positivité de l’espérance,

on obtient
Tν(ϕ)(z) = Eν

[
d−1
t

∑

fλ(y)=z

ϕ(y)
]
≥ 0.

Ceci assure la positivité de l’opérateur Tν . Par dualité, son adjoint Tν stabilise le sous-espace
fermé M+(V ). Notons E = C0(U∗) et F = C0

b (V ). Il reste à montrer que l’opérateur Tν réalise
une isométrie de F ∗ sur E∗ (remarquons que Tν n’est pas une isométrie de E sur F ).

Soit µ ∈ M+(V ). On sait que

||Tν(µ)||E∗ ≤ ||Tν ||Lc(F ∗,E∗)||µ||F ∗ = ||Tν ||Lc(E,F )||µ||F ∗ ≤ ||µ||F ∗ .

Pour montrer l’inégalité réciproque, on considère une fonction χ ∈ C0
c (V ) telle que χ ≡ 1 sur

U∗. D’après le Lemme 4.2.4, on obtient

〈Tν(µ), χ〉 = 〈µ, Tν(χ)〉 = 〈µ, Tν(1U∗
)〉 = 〈µ,1V 〉 = ||µ||E∗ .

Par conséquent, l’opérateur Tν stabilise le sous-espace fermé M1(V ) des mesures de proba-
bilité.
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Lemme 4.2.7. L’opérateur Tν : M1(V ) → M1(U∗) est séquentiellement continu pour les
topologies faible-∗.

Démonstration. Considérons (µn)n∈N une suite de mesures de probabilité sur V qui converge
vers µ ∈ M1(V ) pour la topologie faible-∗. Soit ϕ ∈ C0(U∗). Remarquons que la fonction
Tν(ϕ) est continue bornée. Par convergence faible-∗ sur M1(V ), on obtient

〈Tν(µn), ϕ〉 = 〈µn, Tν(ϕ)〉 −→
n→∞

〈µ, Tν(ϕ)〉 = 〈Tν(µ), ϕ〉,

ce qui montre que la suite (Tν(µn))n∈N converge vers Tν(µ) pour la topologie faible-∗ sur
P(U∗).

La définition de Tν(ϕ) s’étend naturellement pour les fonctions ϕ ∈ PSH(V ).

Lemme 4.2.8. Si ϕ ∈ PSH(V ) alors Tν(ϕ) ∈ PSH(V ).

Démonstration. Comme f est propre et surjective, la fonction (fλ)∗ϕ est p.s.h. pour tout
λ ∈M . C’est une conséquence de la Proposition 1.1.14 (voir par exemple [Kli91, Proposition
2.9.26] ou [Dem12, Proposition III.1.17.a)]). Il reste à calculer l’espérance selon la loi ν. On
considère l’ouvert U∗ ⋐ V obtenu par le Lemme 4.1.6 avec M0 := Supp ν ⋐ M . Comme
ϕ est semi-continue supérieurement, elle est majorée sur U∗. Ainsi, pour tout λ ∈ M0, la
fonction (fλ)∗ϕ est majorée par une constante indépendante de λ. Quitte à lui soustraire
cette constante, on peut donc supposer que la fonction (fλ)∗ϕ est négative, pour tout λ ∈M .
En vertu de la Proposition 1.1.8, on conclut que la fonction Eν [d

−1
t (fλ)∗ϕ] = Tν(ϕ) est p.s.h.

sur V .

Lemme 4.2.9. Soit ϕ ∈ PSH(V ). Si la suite T nν (ϕ) ne converge pas localement uniformé-
ment vers −∞, alors il existe une constante cϕ ∈ R et un ensemble pluripolaire Eϕ de V tels
que la suite T nν (ϕ) converge vers cϕ dans Lploc(V ), pour tout 1 ≤ p < +∞, et ponctuellement
en-dehors de Eϕ.

Démonstration. Soit ϕ ∈ PSH(V ). La fonction ϕ est localement majorée comme fonction
semi-continue supérieurement. En vertu du Lemme 4.2.8, la suite T nν (ϕ) est donc une suite
de fonctions p.s.h. localement uniformément majorées. Le Corollaire 1.1.11 assure alors que
cϕ ∈ PSH(V ), où cϕ := (lim sup

n→+∞
T nν ϕ)

∗.

Étape 1 : la fonction cϕ, à valeurs dans R ∪ {−∞}, est constante.
Supposons le contraire et considérons l’ouvert U∗ ⋐ V obtenu par le lemme 4.1.6 avec M0 =
Supp ν ⋐M . Par principe du maximum, il existe τ ∈ R tel que

sup
U∗

cϕ < τ < sup
V
cϕ.

D’après la Proposition 1.1.13, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on a T nν (ϕ) < τ sur
U∗. Ainsi, on obtient

sup
V
TN+1
ν ϕ = sup

V
Tν(T

N
ν ϕ) = sup

V
Eν [d

−1
t (fλ)∗T

N
ν (ϕ)] ≤ sup

U∗

Eν [T
N
ν (ϕ)] ≤ sup

U∗

TNν (ϕ) < τ,
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ce qui constitue une contradiction.

Étape 2 : on a cϕ > −∞.
Sinon, comme lim sup

n→∞
T nν ϕ ≤ (lim sup

n→∞
T nν ϕ)

∗ = −∞, en vertu de la Proposition 1.1.12, la

suite T nν ϕ constitue une suite de fonctions plurisousharmoniques qui converge uniformément
vers −∞, ce qui contredit l’hypothèse.

Étape 3 : la suite (T nν ϕ)n∈N converge vers cϕ dans Lploc(V ) et en-dehors d’un pluripolaire.
Pour cela, on considère φ une valeur d’adhérence dans Lploc(V ), dont l’existence est assurée
par la Proposition 1.1.12, et on montre que φ ≡ cϕ. Par hypothèse, il existe une sous suite
ni telle que

T niν ϕ
Lp−→
i→∞

φ ∈ PSH(V ).

Montrons que φ ≤ cϕ. Par définition de la limite supérieure, pour tout z ∈ V et tout ε > 0,
il existe i(ε, z) ∈ N tel que si i > i(ε, z), alors

T niν ϕ(z) ≤ lim sup
n→∞

T nν ϕ(z) + ε ≤ cϕ + ε.

Comme toute suite convergeant dans Lp(V ) admet des sous-suites qui convergent Lebesgue-
presque partout, on obtient, pour tout ε > 0,

φ ≤ cϕ + ε presque partout sur V .

En vertu de la Proposition 1.1.7, on obtient l’inégalité partout.
Supposons maintenant que φ 6≡ cϕ. Si φ est une constante, on a donc φ < cϕ. Sinon,

comme φ est plurisousharmonique, par principe du maximum, on a sup
U

φ < sup
V
φ ≤ cϕ. Dans

les deux cas, il existe δ > 0 tel que
sup
U

< cϕ − δ.

D’après la Proposition 1.1.13, T niν ϕ < cϕ − δ pour i suffisamment grand. Ainsi, on a

sup
V
T nν (ϕ) = sup

V
T n−niν (T niν ) ≤ sup

U
T niν ϕ ≤ cϕ − δ.

En passant à la lim sup
n→+∞

et à la régularisation supérieure (voir la Définition 1.1.9), on

obtient cϕ ≤ cϕ − δ, ce qui constitue une contradiction.

La seule valeur d’adhérence dans Lploc est donc cϕ. On conclut par la Proposition 1.1.13
que T nν ϕ converge vers cϕ en-dehors du pluripolaire Eϕ := {lim supT nν (ϕ) < cϕ} ⊂ V .

4.2.3 L’ensemble exceptionnel E
On établit maintenant le Théorème 4.2.2.

Soit Ω une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur V , dont
la densité est lisse et à support compact dans V . Pour tout ϕ ∈ C2

c (V ), d’après le Lemme
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1.1.15, il existe deux fonctions ϕ± ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ) telles que ϕ = ϕ+ − ϕ−, de sorte
que 〈T n

ν (Ω), ϕ〉 = 〈Ω, T nν (ϕ+)〉 − 〈Ω, T nν (ϕ−)〉. Or, d’après le Lemme 4.2.9, T nν (ϕ±) converge
vers cϕ±

∈ R en-dehors de l’ensemble pluripolaire Eϕ+ ∪ Eϕ−
. Cet ensemble étant négligeable

pour la mesure de Lebesgue, il l’est aussi pour Ω. Ainsi, deux valeurs d’adhérence pour la
topologie faible-∗ sur M1(U∗) de la suite (T n

ν (Ω))n∈N coïncident sur le sous-espace C2
c (V )

dense de C0
c (V ). D’après le théorème de Banach-Alaoglu, la suite (T n

ν (Ω))n∈N admet donc
une unique valeur d’adhérence pour la topologie faible-∗ dans M1(U∗), que l’on note µ. Pour
toute fonction ϕ ∈ C0

c (V ), on note cϕ := 〈µ, ϕ〉 .

La prochaine étape consiste à rendre l’ensemble Eϕ := {lim supn T
n
ν (ϕ) < cϕ} ⊂ V indé-

pendant de ϕ sur un sous-espace de PSH(V ). On notera, pour tout z ∈ V et n ∈ N :

µzn := T n
ν (δz).

Lemme 4.2.10. Soit ϕ ∈ C0(V ) ∩ SPSH(V ). Alors

Eϕ = {z ∈ V : µ n’est pas valeur d’adhérence de la suite (µzn)n∈N}.

Démonstration. Si z ∈ Eϕ, alors lim sup
n→∞

〈µzn, ϕ〉 < 〈µ, ϕ〉, donc µ n’est pas valeur d’adhérence

de la suite (µzn)n∈N, ce qui montre l’inclusion directe.

Pour montrer l’inclusion réciproque, considérons z /∈ Eϕ. On a lim sup
n→∞

T nν (ϕ)(z) = cϕ. Soit

(nj)j∈N une extractrice telle que

(4.4) T nj(ϕ)(z) →
n→∞

cϕ.

Soit µ′ une valeur d’adhérence de la suite µznj . Soit χ ∈ C2
c (V ). Montrons que 〈µ, χ〉 = 〈µ′, χ〉.

Quitte à extraire à nouveau, on peut supposer que la suite µznj converge vers µ′, de sorte que

(4.5) lim
j→∞

T njν (χ)(z) = 〈µ′, χ〉.

Comme ϕ est strictement plurisousharmonique, il existe A > 0 tel que

(4.6) ϕ+ := ϕ+ Aχ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V )

et

(4.7) ϕ− := ϕ− Aχ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ).

D’après le Lemme 4.2.9, la suite de fonctions p.s.h. localement uniformément majorées
T
nj
ν (ϕ+) converge vers cϕ+ dans Lploc(V ), pour tout 1 ≤ p < +∞. La Proposition 1.1.13

fournit alors la majoration

(4.8) lim sup
j→∞

T njν (ϕ+)(z) ≤ cϕ+ ,

En combinant la linéarité de Tν avec l’équation (4.6), on obtient

(4.9) T njν (χ)(z) =
1

A
(T njν (ϕ+)(z)− T njν (ϕ)(z)).
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On passe à la limite supérieure pour j → ∞ dans l’équation (4.9), ce qui conduit, avec les
convergences (4.4), (4.5) et la majoration (4.8), à l’inégalité

(4.10) 〈µ′, χ〉 ≤ 1

A
(cϕ+ − cϕ) = 〈µ, 1

A
(ϕ+ − ϕ−)〉 = 〈µ, χ〉.

Pour obtenir l’inégalité réciproque, on applique le Lemme 4.2.9 et la Proposition 1.1.13 à la
suite T

nji
ν (ϕ−), ce qui conduit, en combinant l’équation (4.7) avec les convergences (4.4) et

(4.5) à

(4.11) 〈µ, χ〉 = 1

A
(cϕ − cϕ−

) ≤ 〈µ′, χ〉.

Par conséquent, les mesures µ et µ′ coïncident sur le sous-ensemble dense C2
c (V ) ⊂ C0(U0),

ce qui permet de conclure puisque les mesures µ et µ′ sont supportées dans U0.

On note à présent E := {z ∈ V | µ n’est pas valeur d’adhérence de µzn} cet ensemble
pluripolaire. On l’appelle ensemble exceptionnel associé au système (f,λ).

Fin de la preuve du Théorème 4.2.2. D’après le Lemme 4.2.6, les mesures µn := T n
ν (Ω),

n ≥ 1 sont supportées dans U∗. Ainsi, d’après le Lemme 4.2.7, on obtient µ = Tν(µ) en
passant à la limite faible-∗ dans l’égalité T n+1

ν (Ω) = Tν(T n
ν (Ω)).

Soit µ0 une mesure de probabilité sur V ne chargeant pas E . Soit ϕ ∈ C2
c (V ). D’après le

Lemme 1.1.15, il existe ϕ± ∈ C0(V ) ∩ SPSH(V ) telles que ϕ = ϕ+ − ϕ−. D’après le Lemme
4.2.9, la suite T n(ϕ) converge vers cϕ+ − cϕ−

= 〈µ, ϕ〉 en-dehors de l’ensemble pluripolaire
E , donc µ0-presque partout. D’après le théorème d’interversion limite-intégrale, justifié par
la domination ||T nν (ϕ)||∞ ≤ ||ϕ||∞, on obtient la convergence 〈T n

ν (µ0), ϕ〉 −→
n→∞

〈µ, ϕ〉. Ainsi,

la suite T n
ν (µ0) admet des valeurs d’adhérence dans M1(U0), par le théorème de Banach-

Alaoglu, et toutes ses valeurs d’adhérence coïncident avec µ sur le sous-espace dense C2
c (V ).

Ceci prouve le deuxième point du théorème.

Soit maintenant µ′ ∈ M1(V ) une mesure de probabilité ν-stationnaire. Considérons une
fonction ϕ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ). Comme Tν(µ′) = µ′, on obtient

(4.12) 〈µ′, ϕ〉 = lim sup
n→∞

〈T n
ν (µ

′), ϕ〉 = lim sup
n→∞

〈µ′, T nν (ϕ)〉.

D’autre part, comme cϕ = (lim sup
n→∞

T nν (ϕ))
∗ ≥ lim sup

n→∞
T nν (ϕ), on a

(4.13) 〈µ′, lim sup
n→∞

T nν (ϕ)〉 ≤ 〈µ′, cϕ〉 = cϕ = 〈µ, ϕ〉.

La suite (T nν (ϕ))n∈N est uniformément majorée. Quitte à lui soustraire une constante, on
peut donc la supposer négative. En vertu du Lemme de Fatou, en combinant les équations
(4.12) et (4.13), on obtient

〈µ′, ϕ〉 ≤ 〈µ, ϕ〉,
ce qui conclut la preuve.

86



4.2.4 Effacement de l’ensemble exceptionnel

Dans cette section, on renforce la conclusion ii) du Théorème 4.2.2 sous des hypothèses
de régularité, ce qui aboutit à la Proposition 4.2.3. Le raisonnement est issu de [FW00].

Lemme 4.2.11. On suppose que dim(M) = k, que la famille (M, f) est non-dégénérée,
et que la mesure ν ne charge pas les ensembles pluripolaires de M . Pour toute mesure de
probabilité µ0 ∈ M1(V ), la mesure Tν(µ0) ne charge pas les ensembles pluripolaires de V .

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour les mesures de Dirac, c’est-à-dire dans
le cas où il existe un point z ∈ V tel que µ0 = δz. Soit E ⊂ V un ensemble pluripolaire, et
un point z ∈ V . On considère le sous-ensemble analytique

W := {(λ,w) ∈ U | fλ(w) = z} ⊂ U ,

qui est de dimension k. On considère ΠM : W → M et ΠV : W → V les restrictions des
projections holomorphes et on note ME := ΠM(Π−1

V (E)). Ainsi, on a

〈Tν(δz),1E〉 = Eν [〈δz, d−1
t (fλ)∗1E〉] =

∫

M

d−1
t

∑

fλ(y)=z

1E(y)dν(λ).

La dernière intégrande est nulle dès que λ /∈ME. Comme
∑

fλ(y)=z

1E(y) ≤ dt, on a

〈Tν(δz),1E〉 ≤
∫

ME

dν(λ) = ν(ME).

Il suffit donc de montrer que ν(ME) = 0. Comme la famille (M, f) est non-dégénérée et que
dimM = k, la projection ΠV définit un revêtement analytique ramifié au-dessus de V (voir
la remarque 4.1.8). L’application f étant de la forme f : (λ, z) 7→ (λ, fλ(z)), la projection ΠM

réalise un revêtement analytique ramifié de degré dt au-dessus de M . Notons C l’union des
lieux de ramification de ΠV et ΠM . L’ensemble ΠM(C) est pluripolaire comme sous-ensemble
analytique de dimension < l. On montre que l’ensemble ME \ ΠM(C) est pluripolaire.

L’ensemble ME \ΠM(C) est fermé dans M \ΠM(C) donc σ-compact. Ainsi, il existe une
suite zi ∈M et des réels ri > 0 tels que, en notant Bi := B(zi, ri), on a

1. ME \ ΠM(C) ⊂ ⋃i∈NBi ;

2. Bi ∩ ΠM(C) = ∅ pour tout entier i ∈ N.

Par définition de C, le point 2. assure que l’ensemble Π−1
M (Bi) est une réunion disjointe de

dt ouverts B1
i , . . . , B

dt
i ⊂ M et que les applications P j

i := ΠV ◦ ΠM |−1

Bji
: Bj

i → V , i ∈ N,

1 ≤ j ≤ dt, réalisent des biholomorphismes sur leurs images V j
i := P j

i (B
j
i ). Ainsi, l’ensemble

ME \ ΠM(C) =
⋃

i∈N

⋃

1≤j≤dt

(P j
i )

−1(E ∩ V j
i )

est un ensemble pluripolaire. Par conséquent, l’ensemble ME = ΠM(C) ∪ME \ ΠM(C) est
un ensemble pluripolaire. Par hypothèse sur ν, on obtient ν(ME) = 0, ce qui montre que
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Tν(δz)(E) = 0 pour tout z ∈ V .

Considérons maintenant une mesure quelconque µ0 ∈ M1(V ) et une fonction χ ∈ C0
c (V )

telle que Suppχ ⊂ E avec χ ≥ 0. Comme 〈Tν(δz), χ〉 = 0 pour tout z ∈ V , et comme la
mesure Tν(µ0) est positive d’après le Lemme 4.2.6, on obtient

0 ≤ 〈Tν(µ0), χ〉 = 〈µ0, Tν(χ)〉=
∫

V

〈δz, Tν(χ)〉dµ0(z) =

∫

V

〈Tν(δz), χ〉dµ0(z) = 0.

Ceci est vrai pour tout choix de χ. On obtient donc Tν(µ0)(E) = 0, ce qui conclut la preuve.

Preuve de la Proposition 4.2.3. Soit µ0 ∈ M1(V ). On considère la mesure ν-stationnaire µ
et l’ensemble exceptionnel E fournis par le Théorème 4.2.2. D’après le Lemme 4.2.11, la
mesure Tν(µ0) ne charge pas l’ensemble pluripolaire E . D’après le point ii) du Théorème
4.2.2, en choisissant Tν(µ0) pour mesure initiale, la suite (T n

ν (µ0))n∈N∗ converge vers µ pour
la topologie faible-∗ dans M1(V ).

4.3 Familles aléatoires d’applications d’allure polynomiale

Etant donnée une famille {fλ : Uλ → V }λ∈M d’applications d’allure polynomiale, on
considère maintenant que l’erreur aléatoire λ introduite dans le système va dépendre d’un
paramètre s ∈ Σ, où Σ est une variété complexe. A chaque système (f,λs) est associée une
unique mesure stationnaire µs par le Théorème 4.2.2. Dans cette section, nous construisons
un courant horizontal R sur le produit Σ×V , dont la tranche en s ∈ Σ coïncide avec µs. Nous
adaptons l’approche de Pham [Pha05] et Dinh-Sibony [DS10a] dans le cadre déterministe.
Ceci nous amène à considérer des familles de mesures, et à en préciser une forme de régularité
holomorphe compatible avec l’holomorphie des fonctions.

4.3.1 Familles de mesures stationnaires

Définition 4.3.1. Une famille (νs)s∈Σ paramétrée par une variété complexe Σ de mesures
sur une variété complexe N est dite continue (respectivement holomorphe) si pour toute
fonction ψ ∈ C0(N) (resp. ψ ∈ C0(N)∩PSH(N)), la fonction s 7→ 〈νs, ψ〉 est continue (resp.
p.s.h. et continue) sur Σ.

Exemple 4.3.2. On considère z : Σ → N une fonction continue. La famille νs = δz(s) est
holomorphe si et seulement si la fonction z est holomorphe.

Exemple 4.3.3. Pour tout s ∈ Σ ⊂ Cl = N , on considère une mesure de probabilité νs
à densité ρs(·) = ρ(· − s) par rapport à la mesure de Lebesgue sur Cl, où ρ ∈ C∞

c (Cl)
est une fonction lisse à support compact. La famille νs est alors holomorphe. En effet, si
ψ ∈ C0(Cl) ∩ PSH(Cl), par un changement de variable affine, on obtient

〈νs, ψ〉 =
∫

Cl
ψ(λ)ρs(λ)dλ =

∫

Cl
ψ(λ)ρ(λ− s)dλ =

∫

Cl
ψ(λ+ s)ρ(λ)dλ.

Or la fonction s 7→ ψ(λ+ s)ρ(λ) est p.s.h. pour tout λ ∈ Cl, et on conclut par la Proposition
1.1.8.
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Théorème 4.3.4. Soit (M, f) une famille d’applications d’allure polynomiale de degré dt
de la forme (fλ : Uλ → V )λ∈M . Soit (νs)s∈Σ une famille de mesures de probabilité sur M ,
paramétrée par une variété complexe Σ. On note µs la mesure νs-stationnaire construite dans
le Théorème 4.2.2. On suppose que :

i) ∪s∈Σ Supp νs est relativement compact dans M ;

ii) la famille (νs)s∈Σ est holomorphe ;

iii) pour toute fonction ψ ∈ C0(V ), la fonction

∥∥∥∥
Σ −→ (C0

b (V ), || · ||∞)
s 7→ Tνs(ψ)

est continue.

Alors il existe un (k, k)-courant positif fermé horizontal R sur Σ× V tel que

∀s ∈ Σ, 〈R, πΣ, s〉 = µs.

Remarque 4.3.5. Les hypothèses ii) et iii) sont vérifiées pour toute combinaison convexe
des Exemples 4.3.2 et 4.3.3.

La preuve du Théorème 4.3.4 fait l’objet de la Section 4.3.2. Nous montrons le résultat
préliminaire suivant.

Lemme 4.3.6. Sous les hypothèses du Théorème 4.3.4, pour toute fonction ϕ ∈ C0(V ) ∩
PSH(V ), la fonction

ξϕ : s 7→ 〈µs, ϕ〉
est plurisousharmonique sur Σ.

Démonstration. Considérons une fonction ϕ ∈ C0(V ) ∩ PSH(V ).

Étape 1 : la fonction ξϕ est semi-continue supérieurement.
Considérons s∞ ∈ Σ et sn −→

n→∞
s∞. Il existe une extractrice (ni)i∈N telle que lim sup

n→∞
ξϕ(sn) =

lim
i→∞

ξϕ(sni). En vertu du théorème de Banach-Alaoglu, la suite (µsni )i∈N admet une valeur

d’adhérence µ′ pour la topologie faible-∗. Quitte à extraire à nouveau, on peut supposer que
la suite (µsni )i∈N converge vers µ′.

Montrons que la suite (Tνsni (µsni ))i∈N converge vers Tνs∞ (µ′). Soit ψ ∈ C0
c (V ) et ε > 0.

Comme la suite (µsni )i∈N converge vers µ′, il existe un entier i1 tel que pour tout i ≥ i1, on
a l’estimation

(4.14) |〈µsni − µ′, Ts∞(ψ)〉| ≤ ε/2.

D’après l’hypothèse iii) du Théorème 4.3.4, il existe un entier i2 tel que pour tout i ≥ i2, on
a l’estimation

(4.15) ||Tνsni (ψ)− Tνs∞ (ψ)||∞ ≤ ε/2.

Fixons i ≥ max(i1, i2). Les estimations (4.14) et (4.15) conduisent à

|〈Tνsni (µsni )− Tνs∞ (µ′), ψ〉| ≤ |〈Tνsni (µsni )− Tνs∞ (µsni ), ψ〉|+ |〈Tνs∞ (µsni )− Tνs∞ (µ′), ψ〉|
≤ |〈µsni , Tνsni (ψ)− Tνs∞ (ψ)〉|+ |〈µsni − µ′, Ts∞(ψ)〉|
≤ ε,
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ce qui montre que la suite (Tνsni (µsni ))i∈N converge vers Tνs∞ (µ′) pour la topologie faible-∗.

D’autre part, la mesure µsni étant νsni -stationnaire, on a Tνsni (µsni ) = µsni pour tout
i ∈ N, donc la suite (Tνsni (µsni ))i∈N converge aussi vers µ′ pour la topologie faible-∗. On
en déduit que Tνs∞ (µ′) = µ′ et la mesure µ′ est νs∞-stationnaire. D’après la propriété de
maximalité du Théorème 4.2.2, on obtient

lim sup
n→∞

ξϕ(sn) = lim
i→∞

ξϕ(sni) = lim
i→∞

〈µsni , ϕ〉 = 〈µ′, ϕ〉 ≤ 〈µs∞ , ϕ〉 = ξϕ(s∞),

ce qui prouve la semi-continuité supérieure.

Étape 2 : la fonction ξϕ est limite simple de fonctions p.s.h. uniformément majorées.
Soit Ω une mesure de probabilité borélienne lisse sur V . En particulier, la mesure Ω ne charge
pas les ensembles pluripolaires et le Théorème 4.2.2 assure que la suite (T n

νsΩ)n∈N converge
vers µs pour la topologie faible-∗. Ainsi, la fonction ξϕ est limite simple de la suite de fonctions
définie par ξnϕ(s) := 〈T n

νsΩ, ϕ〉. Comme |ξnϕ(s)| ≤ supV |ϕ| pour tout s ∈ Σ, et tout n ∈ N, il
suffit de montrer que la fonction ξnϕ est p.s.h. sur Σ.

Pour tout z ∈ V , la fonction uz :M → R définie par

(4.16) uz(λ) := d−1
t (fλ)∗ϕ(z)

est continue et p.s.h. sur M . On rappelle que, par définition de l’opérateur de transfert
moyennisé, on a

(4.17) Tνs(ϕ)(z) = 〈νs, uz〉,

pour tout z ∈ V et s ∈ Σ. Comme, d’après l’hypothèse ii) du Théorème 4.3.4, la famille de
mesures (νs)s∈Σ est holomorphe, les équations (4.16) et (4.17) assurent donc que la fonction
s 7→ Tνs(ϕ)(z) est continue et p.s.h. sur Σ. Quitte à remplacer ϕ itérativement par T jνs(ϕ),
pour 1 ≤ j ≤ n−1, dans le raisonnement précédent, on obtient en particulier que la fonction
s 7→ T nνs(ϕ)(z) est plurisousharmonique. On remarque alors que

ξnϕ(s) =

∫

V

T nνs(ψ)(z)dΩ(z) = EΩ[T
n
νs(ψ)],

ce qui conclut l’étape 2, en vertu de la Proposition 1.1.8 appliquée avec M = V et N = Σ.

Comme la fonction ξϕ est limite de fonctions plurisousharmoniques uniformément majo-
rées, le Corollaire 1.1.11 assure que sa régularisée supérieure ξ∗ϕ est une fonction plurisoushar-
monique. Or la fonction ξϕ étant semicontinue supérieurement, on a ξ∗ϕ = ξϕ, ce qui conclut
la preuve.

4.3.2 Preuve du Théorème 4.3.4

On considère ω ∈ M1(V ) une mesure de probabilité lisse à support compact. Son pullback
S = π∗

V (ω) par la projection canonique πV : Σ×V → V est bien défini comme (k, k)-courant
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positif fermé sur le produit Σ×V . On note l la dimension de Σ. On considère un système de
coordonnées locales de Σ× V adapté à la structure produit :

dz1, · · · , dzl+k, dz1, · · · , dzl+k
= dσ1, · · · , dσl, dv1, · · · , dvk, dσ1, · · · , dσl, dv1, · · · , dvk.

(4.18)

On note d volV = (dv1∧· · ·∧dvk∧dv1∧· · ·∧dvk) et d volΣ = (dσ1∧· · ·∧dσl∧dσ1∧· · ·∧dσl).
Le courant S est saturé en V , c’est-à-dire qu’il s’écrit localement comme S = Sd volV , où S
est une distribution sur Σ× V .

Pour tout s ∈ Σ, z ∈ V , n ∈ N, et ψ ∈ C∞
c (Σ× V ), on note

(4.19) unψ(s, z) := T nνs(ψ(s, ·))(z),
et on considère la suite de courants Sn = Snd volV où Sn est la distribution définie par

(4.20) ∀ψ ∈ C∞
c (Σ× V ) : 〈Sn, ψ〉 := 〈S, unψ〉.

Par construction, le courant Sn est la moyenne des tirés en arrière du courant positif fermé
S. C’est donc un courant positif fermé. Remarquons que |〈Sn, ψ〉| ≤ ||S|| · ||ψ||∞. Ainsi, par
compacité du cône convexe des courants positifs fermés, la suite (Sn)n∈N admet une sous-suite
(Sni)i∈N qui converge faiblement vers un courant positif fermé R sur Σ× V .

D’après le Lemme 4.1.6, appliqué avec M0 := ∪s∈Σ Supp νs, il existe un ouvert U∗ ⋐ V
tel que pour tout λ ∈ M0, on a f−1

λ (V ) ⊂ U∗. Montrons que SuppSn ⊂ Σ × U∗. Soit
ϕ ∈ C∞

c (Σ× V ) tel que Suppϕ ⊂ Σ× U c
∗ . Il suffit de remarquer, dans le calcul suivant, que

les fonctions ϕ(s, ·) sont toujours évaluées en des points de U∗.

〈Sn, ϕ〉 =
∫

Mn

(fλn ◦ · · · ◦ fλ1)∗ϕ(s, ·)dνns (λ1, · · ·λn) = 0.

Ainsi, les courants Sn sont horizontaux. Il en est de même pour le courant limite R. En effet,
d’après le Lemme 1.1.16, on a

SuppR ⊂
⋃

i∈N

Supp(Sni) ⊂ Σ× U∗.

La Proposition 1.1.23 i) assure que pour tout s ∈ Σ et tout n ∈ N, les mesures 〈R, πΣ, s〉
et 〈Sn, πΣ, s〉 sont bien définies. Il reste à montrer que la mesure 〈R, πΣ, s〉 coïncide avec la
mesure νs-stationnaire µs introduite au Théorème 4.2.2.

Pour toute fonction lisse ψ ∈ C∞
c (Σ× V ), on note

(4.21) ψs(z) = ψ(s, z).

Lemme 4.3.7. Pour toute fonction lisse ψ ∈ C∞
c (Σ× V ), toute forme volume Ω ∈ D(l,l)

c (Σ)
continue sur Σ à support compact, et tout entier n ∈ N, on a

(4.22)
∫

Σ

〈T n
νs(ω), ψs〉Ω(s) = 〈Sn ∧ π∗

Σ(Ω), ψ〉.

En particulier, pour tout n ∈ N, on a 〈Sn, πΣ, s〉 = T n
νs(ω).
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Démonstration. Comme Ω et ω sont des mesures lisses, on peut écrire, dans le système de
coordonnées locales (4.18), π∗

Σ(Ω) = α(s)d volΣ et π∗
V (ω) = β(z)d volV , où α et β sont des

fonctions lisses. Le calcul suivant résulte du théorème de Fubini et de la linéarité de T nνs .
∫

Σ

〈T n
νs(ω), ψs〉Ω(s) =

∫

Σ

〈ω, T nνs(ψs)〉Ω(s)

=

∫

Σ×V

T nνs(ψs)(z)α(s)β(s)d volΣ ∧d volV

= 〈π∗
V (ω), u

n
ψαd volΣ〉,

où on rappelle que la fonction unψα est définie par (4.19). Dès lors, l’égalité (4.20) conduit à

(4.23)
∫

Σ

〈T n
νs(ω), ψs〉Ω(s) = 〈S, unψα〉 = 〈Sn, ψα〉.

D’autre part, en appliquant directement les définitions, on trouve

(4.24) 〈Sn ∧ π∗
Σ(Ω), ψ〉 = 〈Sn, ψ ∧ π∗

Σ(Ω)〉 = 〈Sn, ψ ∧ αd volΣ〉 = 〈Sn, ψα〉.

En combinant (4.23) avec (4.24), on aboutit à l’identité recherchée.

Fin de la preuve du Théorème 4.3.4. On considère une forme volume Ω ∈ D(l,l)
c (Σ) continue

à support compact sur Σ. Le courant positif fermé π∗
Σ(Ω) est lisse, donc l’opérateur S 7→

S ∧ π∗
Σ(Ω) est faiblement continu sur le cône convexe fermé des courants positifs fermés.

Ainsi, la suite de mesures (Sn ∧ π∗
Σ(Ω))n∈N sur Σ × V converge vers la mesure R ∧ π∗

Σ(Ω).
D’après la caractérisation par dualité de la Proposition 1.1.23 i), pour toute fonction lisse
ψ ∈ C∞

c (Σ× V ) on obtient

(4.25) lim
n→∞

〈Sn ∧ π∗
Σ(Ω), ψ〉 = 〈R ∧ π∗

Σ(Ω), ψ〉 =
∫

Σ

〈〈R, πΣ, s〉, ψs〉Ω(s),

où on rappelle que la fonction ψs est définie par (4.21). D’autre part, comme ω ne charge pas
les ensembles pluripolaires, d’après la conclusion ii) du Théorème 4.2.2, pour tout s ∈ Σ, la
suite (〈T n

νs(ω), ψs〉)n∈N converge vers 〈µs, ψs〉. Ainsi, par convergence dominée, il suit

(4.26) lim
n→∞

∫

Σ

〈T n
νs(ω), ψs〉Ω(s) =

∫

Σ

〈µs, ψs〉Ω(s).

En combinant les équations (4.25), (4.26) et l’identité (4.22) du Lemme 4.3.7, on obtient

(4.27) 〈µs, ψs〉 = 〈〈R, πΣ, s〉, ψs〉 ,

pour Ω-presque tout s ∈ Σ. On veut montrer que les mesures µs et 〈R, πΣ, s〉 coïncident
sur C∞(V ). On commence par généraliser l’équation (4.27) en remplaçant ψs par n’importe
quelle fonction φ ∈ C∞(V ). C’est possible, quitte à multiplier par une fonction plateau, car
les mesures µs et 〈R, πΣ, s〉 sont supportées dans U∗ ⋐ V .

Or, pour tout φ ∈ C∞(V ) ∩ PSH(V ), les deux fonctions suivantes sont p.s.h. sur Σ :

— s 7→ 〈µs, φ〉 par le Lemme 4.3.6.
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— s 7→ 〈〈R, πΣ, s〉, φ〉 par la Proposition 1.1.23 ii).

D’après le Lemme 1.1.6, ces deux fonctions sont donc égales partout. La conclusion provient
du Lemme 1.1.15 et de la densité de C2

c (V ) dans C0
b (V ).

Remarque 4.3.8. Si chaque variable aléatoire λs suit la même loi νs = δλ0, pour un même
paramètre λ0 ∈ M , on retrouve bien la définition de [Pha05] dans le cadre déterministe, à
savoir Sn = (fnλ0)

∗S.
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Résumé

Dans cette thèse, nous contribuons au développement de la théorie de la stabilité dyna-
mique au sens de Berteloot-Bianchi-Dupont pour les familles holomorphes d’endomorphismes
des espaces projectifs complexes. Dans un premier temps, nous établissons une nouvelle ca-
ractérisation de la stabilité dynamique portant sur le courant de ramification introduit par
Dinh-Sibony en exploitant la théorie du pluripotentiel. Cela nous permet à la fois de simplifier
l’approche originale et de mieux comprendre la stabilité dynamique en termes de normalité
post-critique.

Dans un deuxième temps, nous étudions la propagation de certaines propriétés statis-
tiques au sein d’une famille stable. En particulier, nous utilisons la notion de ν-tissu de
Bianchi-Rakhimov pour propager les états d’équilibre, qui constituent une classe importante
de mesures ergodiques apparaissant dans le formalisme thermodynamique. Nous établissons
également un résultat d’équidistribution des cycles répulsifs avec poids pour les ν-tissus dans
l’espace des graphes.

Dans un troisième temps, nous nous intéressons à la dynamique aléatoire des applications
d’allure polynomiale. Nous construisons les mesures stationnaires introduites pour les endo-
morphismes par Fornaess-Weickert. Nous démontrons ensuite l’existence d’un courant positif
fermé horizontal dont les tranches sont exactement les mesures stationnaires. La construction
de ce type de courants est l’une des premières étapes pour attaquer des questions de stabilité
dynamique dans ce contexte.

Abstract

In this thesis, we contribute to the development of the theory of dynamical stability in
the sense of Berteloot-Bianchi-Dupont for holomorphic families of endomorphisms of complex
projective spaces. First, we establish a new characterisation of dynamical stability concerning
the ramification current introduced by Dinh-Sibony by exploiting pluripotential theory. This
allows us both to simplify the original approach and to better understand dynamical stability
in terms of post-critical normality.

Secondly, we study the propagation of some statistical properties within a stable family.
In particular, we use the notion of ν-web of Bianchi-Rakhimov to propagate the equilibrium
states, which are an important class of ergodic measures appearing in the thermodynamical
formalism. We also establish a weighted equidistribution result of repelling cycles for ν-webs
in the space of graphs.

In a third step, we focus on the random dynamics of polynomial-like maps. We construct
the stationary measures introduced for endomorphisms by Fornaess-Weickert. We then build
a horizontal closed positive current whose slices are exactly the stationary measures. The
construction of this type of current is one of the first steps in tackling questions of dynamical
stability in this context.
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