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Résumé

L’étude de la mobilité humaine en milieu urbain présente de nombreux intérêts : l’aménagement
urbain, l’étude de la diffusion de l’information ou la propagation de maladies entre individus. Dans
cette thèse, nous étudions la mobilité au travers de graphes : des outils mathématiques permettant de
modéliser des réseaux, notamment routiers.

L’étude des graphes permet d’analyser ces réseaux, de comprendre leur organisation. Grâce à l’étude
des graphes, il est par exemple possible de trouver le chemin le plus court entre deux endroits d’un
réseau routier, ce qui rend possible l’utilisation de systèmes de navigation. Il devient aussi possible
d’identifier des zones d’intérêt dans un réseau routier, des groupes d’amis dans un réseau social, ou
encore de recommander du contenu à des utilisateurs.

Nous choisissons de modéliser le milieu urbain sur lequel nous travaillons par des graphes routiers.
Nous étudions donc la mobilité d’individus se déplaçant dans un graphe routier.

Les jeux de données de mobilité, incluant un réseau routier et des trajectoires dans ce réseau, ne
sont pas disponibles en quantité suffisante. Une première étape dans l’étude de la mobilité consiste
donc à créer des jeux de données. Nous développons une méthodologie permettant de mesurer la
mobilité humaine à grande échelle, tout en limitant les biais liés à la sélection des participants à notre
étude. Notre approche est basée sur des capteurs qui peuvent voir et différencier, les individus. Nous
développons une heuristique permettant de décider où placer ces capteurs pour observer un maximum
de déplacements, tout en limitant le nombre de capteurs à déployer.

Par la suite, nous étudions le concept de communautés dans les graphes représentant des réseaux
routiers. Les trajectoires d’individus ont tendance à rester dans les mêmes zones géographiques, ap-
pelées zones fonctionnelles. Il a été montré que ces zones fonctionnelles peuvent être identifiées grâce
aux outils de détection de communautés. Nous présentons une méthode permettant d’identifier des
communautés de meilleure qualité. Cette méthode consiste en une étape de précalcul, permettant de
filtrer une partie du bruit présent dans les données avec lesquelles certains algorithmes fonctionnent.

Enfin, nous présentons une nouvelle définition de communauté qui est plus pertinente dans le cas
de réseaux routiers comme dans d’autres types de réseaux. Cette définition considère des groupes
de sommets proches les uns des autres, plutôt que des groupes de sommets où il y a beaucoup de
connexions. Nous explorons les différences entre cette nouvelle définition et la définition classique puis
explorons des pistes permettant d’identifier ces communautés efficacement.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet MITIK (Mesures de mobilité et inférence de contact à
partir de mesures passives et non-intrusives, ou Mobility and contact traces from non-intrusive passive
measurements en anglais), financé par l’Agence Nationale de la Recherche (ANR). Ce projet propose
d’étudier la mobilité de personnes en milieu urbain en s’appuyant sur des mesures passives de mobilité.





Graph algorithms applied to passive mobility measurement
in road networks
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Abstract

The study of human mobility in an urban environment has many purposes : urban planning, the
study of information dissemination or the spread of diseases. In this thesis, we study mobility through
graphs : mathematical tools for modeling networks, including road networks.

The study of graphs allows analyzing those networks and understand how they are organized. The
study of graphs makes it possible, for example, to find the shortest path between two points on a road
network, enabling the use of navigation systems. It is also possible to identify areas of interest in a
road network, groups of friends in a social network, or to recommend content to users.

We have chosen to model the urban environment we are working on using road graphs. We therefore
study the mobility of individuals moving in a road graph.

Mobility datasets, including a road network and trajectories within this network, are not available in
sufficient quantity. A first step in the study of mobility is therefore to create such datasets. We develop a
methodology to measure human mobility on a large scale, while limiting the biases associated with the
selection of participants in our study. Our approach is based on sensors that can see and differentiate
individuals. We develop a heuristic to decide where to place those sensors to see as many trajectories
as possible, while limiting the number of sensors to be deployed.

We then study the concept of communities in graphs representing road networks. The trajectories
of individuals tend to stay within the same geographical areas, called functional urban areas. It has
been shown that these functional areas can be identified using community detection tools. We present
a method for identifying higher-quality communities. This method consists in a pre-calculation step,
which filters out some of the noise present in the data with which some algorithms work.

Finally, we present a new definition of community that is more relevant to road networks. This
definition considers groups of vertices close to each other, rather than groups of vertices with many
connections. We explore the differences between this new definition and the classic one, and then
explore ways of identifying these communities effectively.

This thesis is part of the MITIK project (Mobility and contact traces from non-intrusive passive
measurements), funded by the French National Research Agency (ANR). The aim of the project is to
study the mobility of people in an urban environment using passive mobility measurements.
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1.1 Contexte

Les graphes permettent de modéliser un grand nombre d’informations issues du
monde réel. Ces objets peuvent représenter des choses très diverses, comme le réseau
de l’Internet, le réseau du web, mais aussi des réseaux routiers, ferroviaires, ou encore le
réseau de distribution de l’électricité. De manière plus générale, dès lors que plusieurs en-
tités interagissent, il est possible de représenter ces interactions sous forme de réseau, donc
de graphe. Des domaines très variés étudient des données représentées par des graphes.
Les biologistes étudient les réseaux d’interactions entre protéines, les sociologues étudient
les réseaux sociaux, formés des liens d’amitiés, professionnels, ou familiaux.

L’étude des graphes permet d’analyser ces réseaux, de comprendre leur organisation,
leur structure. Grâce à l’étude des graphes, il est par exemple possible de trouver le chemin
le plus court entre deux endroits d’un réseau routier, ce qui rend possible l’utilisation
de systèmes de navigation. Il devient aussi possible d’identifier des groupes d’amis dans
un réseau social, ou de recommander du contenu à des utilisateurs. La création d’outils
permettant d’analyser ces graphes est un domaine de recherche très actif, car l’impact
de ces outils peut être important.

Nombre de propriétés sur les graphes s’avèrent difficiles à calculer en un temps rai-
sonnable. Par exemple, il n’existe aucune manière connue de décider efficacement si un
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graphe G est contenu dans un autre graphe H [137]. Il n’est pas non plus possible de
trouver en un temps raisonnable un chemin qui parcourerait exactement une fois tous
les croisement de rue d’un réseau routier [123]. Pour ces raisons, nous travaillons souvent
avec des solutions approchées, plutôt que des solutions exactes, car il est souvent possible
de trouver de bonnes approximations en un temps raisonnable.

Dans cette thèse, nous nous intéressons plus précisément à l’étude de la mobilité des
personnes dans un milieu urbain au travers de l’étude de l’impact de la structure du
réseau sur les déplacements humains. En effet, le milieu urbain que nous étudions est
composé d’un réseau de rues, et qui peut être représenté par un graphe. Les déplace-
ments de personnes correspondent alors à des trajectoires dans le graphe représentant le
réseau de rues en question. Pour se déplacer d’un point à un autre, nous avons tendance
à emprunter le chemin le plus court. Peut-être que nous favorisons aussi les grandes ave-
nues ou les grands carrefours. De plus, nous avons tendance à visiter fréquemment les
mêmes endroits, qui peuvent être identifiées uniquement grâce à la structure du réseau
routier [60]. L’étude du lien entre mobilité et structure du réseau routier soulève donc
d’importantes questions d’aménagement du territoire. Nous étudions dans cette thèse
diverses propriétés des graphes routiers et développons des outils permettant de calculer
ces propriétés en un temps raisonnable.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet MITIK (Mesures de mobilité et inférence
de contact à partir de mesures passives et non-intrusives, ou Mobility and contact traces
from non-intrusive passive measurements en anglais), financé par l’Agence Nationale de la
Recherche (ANR). Ce projet propose d’étudier la mobilité de personnes en milieu urbain
en s’appuyant sur des mesures passives de mobilité. Ceci passe par une première phase de
mesure de la mobilité d’individus dans un milieu urbain bien défini. Pour ce faire, nous
avons besoin, à partir de la structure du réseau, de décider d’endroits stratégiques où se
placer pour observer les trajectoires d’individus. Les données de mobilité issues de ces
mesures permettent ensuite d’étudier les contacts entre personnes. Si deux trajectoires
se croisent en un point, nous pouvons ainsi en déduire que ces deux personnes ont été en
contact. Ces trajectoires ont tendance à rester dans les mêmes zones géographiques, qu’il
est possible d’identifier grâce à la structure du réseau routier [60]. Il est par conséquent
intéressant d’identifier ces zones de la manière la plus précise possible.

1.2 Contributions

Nous souhaitons mesurer efficacement la mobilité dans une zone urbaine, composée
d’un réseau de rues, et étudier les trajectoires humaine via la notion de communautés.

Pour ce faire, nous présentons une heuristique de placement de capteurs, suivi d’al-
gorithmes de détection de communautés, pour finir par l’exploration d’une nouvelle dé-
finition de communautés.

Notons que les problèmes que nous étudions sont difficiles à calculer, nous cher-
chons donc des solutions approchées. Ainsi, nous parlons d’heuristiques plutôt que d’al-
gorithmes, car nos méthodes fournissent des solutions approchées pour lesquelles aucune
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garantie théorique n’est donnée.

1.2.1 Heuristique de placement

Pour notre première contribution, consacrée à la mesure de la mobilité dans un milieu
urbain, nous souhaitons pouvoir réaliser des mesures à grande échelle et en ciblant un
échantillon de population aussi représentatif que possible.

Pour nous assurer de la précision des données nous choisissons de ne pas utiliser
de technologies de positionnement par satellites, car il arrive que ce genre de mesures
soit trop peu précis pour que nous puissions les exploiter. Nous choisissons d’utiliser des
capteurs qui peuvent voir les personnes passer et les différencier. Ces capteurs permettent
de savoir qu’une certaine personne est passée à un certain endroit à un certain moment.
L’utilisation de capteurs permet de ne pas avoir à recruter de participants et de capturer
la mobilité de toute une zone en mesurant la population de manière non discriminée.
Ceci nous assure de l’absence de biais lié à l’échantillon de population dans nos mesures.
Enfin, l’utilisation de capteurs nous permet d’étudier une zone potentiellement très vaste,
pourvu que nous ayons suffisamment de capteurs.

En ce sens, nous développons une heuristique permettant de décider sur quels croise-
ments de rues il est judicieux de placer des capteurs, dans le but de capturer un maximum
de trajectoires possibles.

Cette heuristique utilise des notions de théorie des graphes, comme le problème de la
couverture par sommets, ou des mesures de centralité grâce auxquelles nous identifions
des points de passage sur lesquels il est judicieux de placer un capteur. Notre heuristique
détermine ensuite un compromis entre la précision de la mesure et la quantité de capteurs
à notre disposition. Un nombre important de capteurs fournira un nombre de points de
données plus important et permettra ainsi une reconstruction plus précise des trajectoires
mais sera bien évidemment plus coûteuse.

Nous étudions ensuite la pertinence de nos résultats grâce à des jeux de données
composés d’un réseau routier, modélisé sous forme de graphe, ainsi que de trajectoires,
sous forme de chemins dans ce graphe. Ceci nous permet de simuler un déploiement de
capteurs puis de mesurer la quantité de trajectoires capturées par ce déploiement.

1.2.2 Communautés consensuelles filtrées

La deuxième partie, qui constitue le cœur de cette thèse, s’intéresse à la détection
de communautés. Ce problème consiste à identifier les zones densément connectées d’un
graphe. Dans le cas d’un graphe routier, ceci correspond aux groupes de croisements de
rues qui sont reliés par un nombre important de portions de rues.

Les trajectoires humaines ont tendances à rester dans les mêmes zones géographiques.
Ces zones, appelées zones fonctionnelles, peuvent être identifiées grâce à la notion de
communautés [60]. Ainsi, il nous apparait pertinent d’étudier la structure communautaire
des graphes routiers dans le cadre de notre étude de la mobilité. De plus, nous pensons
que la structure communautaire des graphes représentant des réseaux routiers peut être
pertinente dans le cadre de notre problème de placement de capteurs.
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L’étude de la structure communautaire de nos graphes nous a mené a étudier le pro-
blème du non-déterminisme des algorithmes de détection de communautés. Pour rendre
le calcul déterministe, des algorithmes de détection de communautés consensuelles sont
utilisés.

Nous avons remarqué que ces algorithmes utilisent des données bruitées, et qu’une
partie de ce bruit peut être filtré, menant à des communautés de meilleure qualité.

Nous avons ainsi défini un filtre, qui représente une étape de précalcul à la détec-
tion de communautés consensuelles, et rajoute donc nécessairement du temps de calcul.
Ce filtre peut être utilisé en complément d’un algorithme de détection de communauté
consensuelle, et permet donc d’améliorer la qualité de nombreux algorithmes.

1.2.3 Communautés de fermeture transitive

La troisième et dernière partie de cette thèse s’intéresse à la détection de communautés
avec une définition différente des communautés, qui est pertinente dans ce cadre de l’étude
de la mobilité. Nous considérons dans cette dernière partie que les communautés sont
des groupes de sommets proches les uns des autres, plutôt que densément connectés.

En effet, dans un réseau routier il est possible de se déplacer d’un croisement de rue
à un autre même s’ils ne sont pas directement reliés par une rue, simplement en passant
par un troisième croisement de rue. Dans ce contexte, deux croisements de rues peuvent
être proches, sans toutefois être connectés. Ainsi, pour notre étude de mobilité humaine,
et notre problème de placement de capteurs, il nous apparait pertinent de considérer des
communautés dans lesquelles les sommets sont proches les uns des autres.

Après avoir vérifié que les communautés, selon l’une ou l’autre définition que nous
choisissons sont effectivement différentes, nous nous intéressons au calcul de ces commu-
nautés dont les sommets sont proches.

Encore une fois, le calcul d’une solution exacte serait trop coûteux en temps. Nous
explorons donc une méthode approchée permettant d’obtenir un bon compromis entre le
temps de calcul et la qualité de la solution.

1.3 Organisation de cette thèse

Cette thèse s’intéresse à la mobilité humaine, en étudiant le lien entre la structure du
réseau routier dans lequel les individus évoluent, et leurs déplacements. Cette thèse est
organisée en plusieurs chapitres, présentés comme suit :

En chapitre 2, nous présentons rapidement quelques notions de bases concernant les
algorithmes et les graphes, suivis de notions qui seront utilisées tout au long de ce do-
cument, comme le problème de la couverture par sommets, des mesures de centralités et
de similarités, ainsi que des notions de détection de communautés.

En chapitre 3, notre première contribution est décrite. Il s’agit d’une heuristique de
placement de capteurs dans le but de réaliser des mesures passives de mobilité dans un
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réseau routier. Nous étudions son efficacité sur des jeux de données réels, et la comparons
à des méthodes de référence.

Le chapitre 4 est consacré à notre deuxième contribution, qui porte sur la détection
de communautés dans les graphes. Nous présentons une étape de précalcul, qui permet
d’améliorer la qualité des communautés produites par de nombreux algorithmes. Nous
vérifions la performance de notre méthode de calcul sur des jeux de données réels et
synthétiques.

Le chapitre 5 est une étude exploratoire d’une nouvelles définitions de communautés.
Après avoir présenté des éléments montrant que cette nouvelle définition est effectivement
différente de la définition classique, nous présentons de premiers résultats, ouvrant la voie
à une manière efficace de calculer ces communautés.

Enfin, le chapitre 6 conclus ces travaux de thèse, et présente quelques perspectives de
recherches ouvertes par ces travaux.
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2.1 Introduction

Ce chapitre présente des concepts qui seront utiles dans cette thèse. Une première
section présente d’abord des notions de base sur les algorithmes et leur complexité, puis
présente ensuite des notions de base sur les graphes. Une deuxième section présente le pro-
blème de la couverture par sommets, qui sera utilisé dans le chapitre 3. Nous présentons
ensuite des mesures permettant d’identifier les sommets et arêtes les plus importantes
d’un graphe, ainsi que des mesures de similarité entre sommets, qui seront utilisées dans
les chapitres 3, 4 et 5. Enfin, nous présentons la notion de communautés dans les graphes
utilisée dans les chapitres 4 et 5. Nous passons en revue quelques mesures permettant
d’évaluer leur qualité, puis plusieurs algorithmes de détection de communautés.
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2.2 Notions de base

2.2.1 Sur les algorithmes et les problèmes

Certains problèmes peuvent être résolus en temps polynomial. C’est-à-dire qu’il existe
un algorithme qui permet de le résoudre, et dont le temps d’exécution varie en suivant une
fonction polynomiale en la taille des données en entrée du problème. De tels problèmes
appartiennent à la classe de problèmes P .

Pour certains problèmes, il est possible de vérifier qu’une solution proposée est effec-
tivement solution du problème, en un temps polynomial. Ces problèmes appartiennent
à la classe NP. Les problèmes les plus difficiles à résoudre de la classe NP sont appe-
lés NP-complets. Les problèmes au moins aussi difficiles que les problèmes NP-complets
s’appellent les problèmes NP-difficiles.

Il n’existe aucun moyen connu de résoudre les problèmes NP-complets (ni NP-difficiles)
en temps polynomial. Pour cette raison, quand nous devons résoudre de tels problèmes,
nous utilisons des algorithmes d’approximation. Ces algorithmes fournissent une solution
approchée, qui ne correspond pas forcément à la meilleure solution possible. Nous parle-
rons d’algorithmes de k-approximation lorsque la solution fournie par l’algorithme est,
dans le pire des cas, k fois pire que la solution optimale. Notons que lorsqu’une telle
borne n’est pas connue, un algorithme d’approximation s’appelle alors, une heuristique.

2.2.2 Sur les graphes

Un graphe G est une représentation mathématique d’un réseau. Il est composé de
sommets, représentés par des points noirs dans la figure 2.1, et d’arêtes, représentées par
des segments noirs dans la figure 2.1. Une arête permet de relier deux sommets entre eux.
L’ensemble des sommets est appelé V et l’ensemble des arêtes est appelé E. Un graphe
peut être défini par son ensemble de sommets et d’arêtes, soit G = (V,E). Le nombre de
sommets d’un graphe est noté n (= |V |), et son nombre d’arêtes m (= |E|). Un graphe
peut être pondéré ou non-pondéré selon qu’on assigne ou non un poids à ses arêtes.

Lorsqu’il représente des données du monde réel, un graphe est appelé un graphe de
terrain (complex network en anglais). Dans un graphe de terrain représentant un réseau
social par exemple, les sommets seraient des personnes, et deux personnes seraient reliées
par une arête si elles se connaissent. Dans un réseau routier, les sommets pourraient être
des croisements de rue et les arêtes correspondraient à des rues. Comme nous le verrons
plus tard, le graphe de la figure 2.1 représente un réseau routier, c’est donc un graphe de
terrain.

Quand deux sommets sont reliés par une arête, on dit qu’ils sont adjacents. Dans le
graphe de la figure 2.2a, les sommets 1 et 3 sont adjacents car ils sont reliés par l’arête
{1, 3}. Une suite d’arêtes consécutives permettant de relier un sommet à un autre est
appelé une chaîne. Les sommets 3 et 2 du graphe de la figure 2.2a ne sont pas adjacents,
mais ils sont reliés par la chaîne [{3, 1}, {1, 2}]. La longueur d’une chaîne correspond au
nombre d’arêtes qui le composent. Une chaîne de longueur k s’écrit Pk. La chaîne qui relie
les sommets 3 et 2 est de longueur 2. De manière générale, une chaîne Pk peut s’écrire
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Figure 2.1 – Un graphe de terrain G

de la forme suivante :

Pk = [{u0, u1}, {u1, u2}, . . . , {uk−1, uk}], ∀i, {ui−1, ui} ∈ E

Une chaîne dans lequel le premier et le dernier sommets sont identiques s’appelle un
cycle. Quand les deux extrémités d’une arête correspondent au même sommet, cette arête
s’appelle une boucle. Dans le graphe de la figure 2.2a, l’arête {4, 4} est une boucle.

Un graphe peut être orienté, auquel cas, une arête relie deux sommets depuis un som-
met source i vers un sommet destination j, mais pas depuis j vers i. Ceci n’empêche pas
la présence de deux arêtes (i, j) et (j, i). Un graphe orienté est représenté en figure 2.2b.
Dans le cas d’un graphe orienté, une arête s’appelle un arc, une chaîne s’appelle un
chemin et un cycle s’appelle un circuit.

Le degré d’un sommet i, noté di, correspond au nombre d’arêtes incidentes à ce
sommet. Le degré du sommet 1 de la figure 2.2a est 2, noté d1 = 2, car le sommet 1 a 2
arêtes incidentes. Si le sommet a une boucle, celle-ci doit être comptée deux fois (d4 = 5).

Dans un groupe de sommets, quand il existe un chemin depuis n’importe quel sommet
vers n’importe quel autre sommet, et si ce groupe est de taille maximale, on dit que ce
groupe de sommets forme une composante connexe. Le graphe de la figure 2.2a a deux
composantes connexes : {1, 2, 3} et {4, 5, 6, 7}.

Un graphe peut être représenté dans l’espace, on parle alors de plongement. Quand
un graphe est représenté dans un espace à deux dimensions, on parle de plongement
dans le plan. Dans ce document, les graphes des figures 2.1 et 2.2a sont plongés dans
le plan. Quand un graphe peut être plongé dans le plan sans qu’aucune de ses arêtes
ne se croisent, on dit qu’il est planaire. Le graphe de la figure 2.1 est planaire, car un
exemple de plongement dans le plan, sans qu’aucune arêtes ne se croisent, est dessiné en
figure 2.1. Le graphe de la figure 2.2a est planaire, car il existe une (autre) manière de
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(a) Un graphe H
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(b) Un graphe orienté

Figure 2.2 – Deux exemples de graphes

le dessiner sans qu’aucune arêtes ne se croisent. Il suffit par exemple de dessiner l’arête
{5, 7} de manière courbe à gauche du sommet 6.

Nous étudierons par la suite des graphes représentant des réseaux routiers. Notons
que les graphes routiers sont proches d’être planaires. Il peut y avoir des ponts et des
tunnels qui pourraient les rendre non planaires, mais un graphe routier ne peut pas
être arbitrairement complexe en raison de contraintes géographiques. Étant donné que
certains problèmes algorithmiques sont plus faciles à résoudre sur les graphes planaires,
cette caractéristique pourrait s’avérer précieuse.

Une manière courante de représenter un graphe est la matrice d’adjacence A, qui est
une matrice de taille n×n, où n est le nombre de sommets du graphe. Dans cette matrice,
la valeur à la ligne i, colonne j, noté Aij , est égale à 1 quand il existe une arête entre le
sommet i et j, sinon 0. Dans la figure 2.2a, A21 = 1 car les sommets 2 et 1 sont reliés dans
la figure 2.2a, et A44 = 1 car le sommet 4 possède une boucle. Notons que dans le cas
d’un graphe pondéré, les valeurs non-nulles de la matrice d’adjacence représenteraient le
poids de l’arête en question, et ne seraient donc pas forcément égales à 1. De plus, si la
matrice est symétrique pour les graphes non orientés, elle ne l’est pas forcément pour les
graphes orientés.

Il est possible de construire un sous-graphe induit en ne conservant qu’une partie des
sommets d’un graphe. Par exemple, le graphe de la figure 2.4a est un sous-graphe induit
du graphe de la figure 2.2a, dans lequel seuls les sommets de l’ensemble U = {4, 5, 7}
et les arêtes dont les deux extrémités sont dans U ont été conservés. Ce graphe est noté
G̃(U).

Les arbres sont une classe de graphes non orientés, connexes, et sans cycles, comme
dans la figure 2.4b.

Dans un graphe, un cycle de longueur 3 est appelé un triangle, comme illustré en
figure 2.5a. Il existe de nombreuses classes de graphes. Par exemple, si tous les cycles de 4
sommets ou plus ont une corde, c’est-à-dire une arête reliant deux sommets non adjacents
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A =



0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 0


Figure 2.3 – Matrice d’adjacence du graphe de la figure 2.2a
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(a) Un sous-graphe induit G̃(U)
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(b) Un arbre

Figure 2.4 – Un sous-graphe induit (gauche) et un arbre (droite)
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(d) Un graphe 3-régulier

Figure 2.5 – Quatre exemples de graphes
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Figure 2.6 – Un graphe biparti

du cycle, alors ce graphe est un graphe triangulé, ou cordal. C’est le cas du graphe de la
figure 2.5b. Une grille est un graphe qui peut être plongé dans le plan, en dessinant une
grille, comme dans la figure 2.5c. Un graphe d-régulier est un graphe dans lequel tous
les sommets sont de degré d, comme dans la figure 2.5d. Enfin, la figure 2.6 montre un
graphe biparti, c’est-à-dire un graphe G = (V,E) dans lequel l’ensemble de sommets V
peut être scindé en deux sous-ensembles V1 et V2 de manière à ce que toutes les arêtes
e ∈ E aient une extrémité dans V1 et l’autre dans V2. Dans cette figure, V1 = {1, 2, 3, 4},
et V2 = {5, 6, 7}. Notons qu’il existe beaucoup d’autres classes de graphes et que la liste
présentée dans ce document est loin d’être exhaustive.

2.2.3 Largeur d’arbre des graphes routiers

La largeur d’arbre [11], ou largeur arborescente, d’un graphe est une mesure qui
représente à quel point ce graphe est proche d’être un arbre, les arbres ayant une largeur
d’arbre de 1. Elle est calculée en construisant la décomposition en arbre T du graphe G
de la manière suivante. Les sommets de T sont les ensembles X1 . . . Xn, avec Xi ⊂ V .
L’union de tous les ensembles Xi est égale à V . De plus, pour chaque arête {i, j} dans
G, il existe un ensemble Xi qui contient à la fois i et j. Si deux ensembles Xi et Xj

contiennent tous deux un sommet v, alors ils sont reliés par un chemin unique, le long
duquel tous les ensembles contiennent également v. La largeur d’une décomposition en
arbre est la taille de son plus grand ensemble Xi moins un. La largeur d’arbre d’un graphe
G est la largeur minimale parmi toutes les décompositions en arbre possibles de G. Cette
propriété est importante à connaître puisqu’il est parfois plus simple de résoudre des
problèmes sur des graphes avec une largeur d’arbre est bornée [17].

Un certain nombre de problèmes NP-difficiles, comme le problème du stable maxi-
mum [138], ou certaines variantes du problème de la couverture par sommet [5], dont
nous parlerons par la suite, sont simplifiés pour des classes de graphes à largeur d’arbre
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Graphe borne inf. borne sup. n 3, 28n0,32 3√n

Paris GANG 3 298 5 248 992 463 174
Paris LRI 55 521 4 325 486 435 163

Paris OSM FR 2 120 140 876 146 52
La Rochelle 2 15 6 157 54 18

Table 2.1 – Graphes routiers, avec des bornes sur leur largeur d’arbre

bornée [133].
Le calcul de la largeur d’arbre d’un graphe est un problème NP-complet [3]. Notons

que les graphes planaires ont une largeur d’arbre non bornée parce qu’une grille est
planaire, mais la largeur d’arbre d’une grille de n×n est de n [17]. Le calcul de la largeur
d’arbre d’un graphe étant un problème difficile, certains auteurs ont étudié des bornes
sur la largeur d’arbre pour différentes classes de graphes, y compris les graphes routiers.

Dibbelt et al. ont conjecturé que les réseaux routiers du monde réel dont le nombre de
sommets est de l’ordre de 107 ont une largeur d’arbre de 102 [40]. Ils ont également fait
l’hypothèse qu’une largeur d’arbre de O(3

√
n) pour les graphes routiers de n sommets

pourrait être proche de la réalité [40]. Maniu et al. ont fourni une approximation de la
largeur d’arbre d’un graphe routier à n sommets de ≈ 3, 28n0,32 [96], ce qui est cohérent
avec la conjecture de Dibbelt et al..

Le tableau 2.1 présente des bornes sur les largeurs d’arbre de différents graphes, ainsi
que les estimations données par différentes formules. Ces bornes ont été calculées à l’aide
d’un outil [95], développé par Bodlaender et al. [19, 18]. Tous ces graphes représentent
des réseaux routiers, et ont été récupérés depuis OpenStreetMap. Le graphe Paris GANG
a été récupéré par l’équipe GANG d’Inria en 2015 [50], le graphe Paris LRI a été récupéré
au LRI dans le cadre d’une étude sur la largeur d’arbre [96]. Les graphes Paris OSM et
La Rochelle OSM ont été extraits fin 2020 dans le cadre de cette thèse.

Les bornes connues de la largeur d’arbre des graphes routiers ne sont pas suffisamment
précises, et la largeur d’arbre semble croître trop rapidement pour que les algorithmes
tirant parti de cette mesure puissent fonctionner en un temps raisonnable [96].

2.2.4 Discussion

Les graphes peuvent modéliser des objets très variés, il existe par conséquent une
grande variété de graphes, comme nous l’avons vu dans cette section. Nous avons vu que
les problèmes ne sont pas tous aussi difficiles à résoudre, qu’il est possible de quantifier
le temps nécessaire à la résolution des problèmes, et qu’en fonction du temps nécessaire
à leur résolution, il existe différentes stratégies. Par la suite, nous étudions un problème
en particulier, celui de la couverture par sommets.
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Figure 2.7 – Une couverture par sommets

2.3 Couverture par sommets

Dans le cadre de notre étude de la mobilité humaine, nous cherchons à observer des
trajectoires d’individus (correspondant à des chemins dans un graphe routier), en plaçant
des capteurs sur des sommets d’un graphe routier, comme mentionné dans l’introduction
de cette thèse.

Nous présentons le problème de la couverture par sommets, ainsi que quelques al-
gorithmes permettant de le résoudre. Ce problème permet d’identifier un ensemble de
sommets uniformément répartis dans un graphe, ce qui est un élément central dans la
solution que nous proposons au chapitre 3.

2.3.1 Problème de la couverture par sommets

Une couverture par sommets est un sous-ensemble de sommets d’un graphe, qui inclut
au moins l’une des deux extrémités de chaque arête du graphe. Dans la figure 2.7, les
sommets rouges constituent une couverture par sommets. Formellement, le problème de
la couverture minimale par sommets prend en entrée un graphe G = (V,E) et produit
un sous-ensemble S ⊂ V tel que pour chaque arête de E, au moins une de ses extrémités
appartient à S, tout en minimisant |S|. Ce problème fait partie des 21 problèmes qui ont
été prouvés NP-complets par Karp en 1972 [74].

2.3.1.1 Inapproximabilité du problème de la couverture par sommets

En 2005, Dinur et al. ont prouvé que le problème de la Couverture minimum par
sommets est NP-difficile à approximer à moins d’un facteur 1, 3606 [41].
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Khot et al. ont montré que sous la conjecture du jeu 2-prover-1-round [79], le problème
de la couverture minimum par sommets est difficile à approximer à moins d’un facteur
2 [80]. Ils précisent que l’on peut fortement soupçonner que le problème de la couverture
par sommets est NP-difficile à approximer à moins d’un facteur 2−ϵ pour n’importe quel
ϵ > 0.

2.3.2 Algorithmes d’approximation pour le problème de la couverture
par sommet

2.3.2.1 2-approximation

Puisque ce problème est NP-complet, nous utilisons des algorithmes d’approximation.
Il existe une 2-approximation pour le problème de la couverture par sommets, présenté
dans l’algorithme 1, qui a été découvert indépendamment par Fanica Gavril et Mihalis
Yannakakis [107].

Algorithme 1 Algorithme de Gavril et Yannakakis
1: S = ∅
2: E′ = E
3: tant que E′ ̸= ∅ faire
4: Retirer une arête arbitraire {u, v} de E′, ainsi que toutes les arêtes adjacentes à

u ou v
5: S = S ∪ {u, v}
6: fin tant que
7: retourne S

L’algorithme 1 construit un couplage maximal. Un couplage est un ensemble E′ ⊆ E,
tel qu’aucune arête n’a d’extrémité en commun. Un couplage E′ est maximal lorsque
chaque arête de E − E′ a une extrémité en commun avec un élément de E’. L’ensemble
des extrémités des arêtes du couplage maximal E′ est un recouvrement par sommets
(sinon, E′ ne serait pas maximal). Un tel recouvrement de sommet a une cardinalité
de 2 |E′|. Toutes les couvertures par sommets doivent contenir au moins |E′| sommets
puisqu’elles doivent inclure au moins une des extrémités de chaque arête. Ainsi, une telle
couverture de sommets n’est jamais plus de deux fois plus grande que la couverture par
sommets minimale [51].

De manière équivalente, chaque arête du couplage doit avoir au moins une de ses
extrémités dans chaque couverture par sommets. L’algorithme 1 utilise les deux, c’est
donc une 2-approximation [6].

2.3.2.2 Approximation du problème du recouvrement par sommets sur les
graphes planaires

L’algorithme 2 a été présenté par Bar-Yehuda et Even en 1982 [6]. Il s’agit d’un algo-
rithme d’approximation de facteur 5

3 , son facteur d’approximation donc est légèrement
meilleur que la 2-approximation de l’algorithme 1. Il fonctionne en temps linéaire [6].
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L’approche est similaire à l’algorithme de Gavril et Yannakakis (algorithme 1), mais
au lieu de travailler sur des arêtes individuelles, ils travaillent sur des sous-graphes tels
que des triangles ou des graphes bipartis, pour lesquels ils obtiennent une meilleure
approximation. Dans l’algorithme 2, G̃(U) représente le sous-graphe de G, induit par
U ⊂ V .

Algorithme 2 Algorithme de Bar-Yehuda et Even
1: V C ← ∅ ▷ Sommets de la couverture
2: U ← V ▷ Reste des sommets
3: tant que G̃(U) contient des triangles faire ▷ Phase 1
4: Soit X ⊂ U , t.q. G̃(X) est un triangle
5: V C ← V C ∪X, U ← U −X
6: fin tant que
7: tant que U ̸= ∅ faire ▷ Phase 2
8: Soit v un sommet de G̃(U) de degré minimum dv
9: Soit X = {x|{v, x} in G̃(U)} = {x1, x2, . . . , xdv} ▷ Voisins à distance 1

10: Soit Y = {y|y ∈ U − {v} et ∃x ∈ X, {x, y} ∈ G̃(U) ▷ Voisins à distance 2
11: Soit E′ = {{x, y}|x ∈ X, y ∈ Y et {x, y} ∈ G̃(U)}
12: Dans le graphe biparti (X,Y,E′), trouver un couplage maximal de
{x1, x2, . . . , xdv−1} dans Y.

13: Soit Y ′ l’ensemble des d− 1 sommets de Y utilisés dans le couplage
14: V C ← V C ∪X ∪ Y ′, U ← U − {v} −X − Y ′

15: fin tant que

Complexité La détection de triangles de la ligne 3 peut être effectuée en temps O(n)
et en espace O(n), avec une variante de l’algorithme d’Itai et Rodeh [6].

Notons qu’aux lignes 11 et 12, le degré de chaque x ∈ X est d’au moins d− 1. Ainsi,
trouver un couplage maximal de {x1, . . . , xd−1} dans Y est trivial.

Bar-Yehuda et Even montrent que la phase 2 de l’algorithme peut être réalisée en
temps O(n) en utilisant des listes doublement chaînées pour stocker les sommets, avec
une liste pour chaque degré. Ensuite, un tableau est utilisé pour retrouver les sommets
et leur degré, afin de récupérer les données associées à un sommet en temps constant.

Correction La phase 1 de l’algorithme utilise 3 sommets par triangle tandis qu’une
couverture par sommets en nécessiterait au moins 2. Ainsi, la phase 1 produit une ap-
proximation de 3

2 .
Dans la phase 2, pour chaque G̃({v} ∪ X ∪ Y ′), il faut au moins dv sommets dans

toute couverture par sommets, puisque le couplage de {x1, . . . , xdv−1} et Y ′, plus l’arête
{v, xdv} est un couplage de cardinalité dv. L’algorithme utilise quant à lui 2dv−1 arêtes.

Ainsi, |V C∗| ≥
∑e

i=1 di et |V C| =
∑e

i=1(2× di − 1). Donc :
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|V C|
|V C∗|

≥ 2
∑

di − e∑
di

= 2− 1

d̃

Les auteurs montrent que le degré moyen d̃ traité par leur algorithme n’est jamais
supérieur à trois. Ceci est trivial lors de la phase 1 car un triangle n’a que des sommets de
degré deux. Ensuite, pour la phase 2, les auteurs montrent que dans un graphe planaire
simple (sans multi-arêtes, ni boucles) et sans triangle, alors m < 2n, grâce à la formule
d’Euler [44]. Ainsi, la somme des degrés de G̃(U) est

∑
i∈V di = 2m < 4n. Par conséquent,

le degré moyen traité par l’algorithme 2 d̃ < 4n
n , donc d̃ < 4.

Ainsi, la phase 2 produit une 2− 1
3 = 5

3 approximation.
Notons que cette conjecture ne contredit pas l’algorithme 2, dans lequel le facteur

d’approximation est de 5
3 , puisque cette borne n’est valable que pour des graphes pla-

naires.

2.3.3 Variantes du problème de la couverture par sommets

Il existe différentes variantes du problème de la couverture par sommets. Nous passons
en revue quelques-unes de ces variantes dans le but de trouver celles qui ont du sens dans
notre cas. Nous cherchons à mesurer des trajectoires, ainsi nous n’avons pas forcément
besoin de placer des capteurs à chaque croisement de rue, ni même sur chaque sommet
d’une couverture par sommets.

La couverture par sommets connectée, dans laquelle la couverture doit être connexe [52].
Cette variante pourrait avoir du sens si les capteurs doivent communiquer entre eux, et
donc être placés assez proches les uns des autres.

La couverture des sommets pondérée est une version dans laquelle les sommets du
graphe sont pondérés, et le poids (plutôt que le nombre de sommets) de la couverture
des sommets doit être minimisé [56].

La couverture par sommets partielle, dans lequel il s’agit de décider si un graphe
contient au plus k sommets, couvrant au moins t arêtes. Ceci peut être pertinent dans le
cas où nous avons une limite stricte sur le nombre de capteurs à déployer, mais où nous
souhaitons tout de même couvrir une certaine zone.

Le problème de la couverture par sommets paramétrée, pour lequel la taille de la
couverture doit être de k, est soluble à paramètre fixé (fixed parameter tractable ou
FPT). Il existe un algorithme en temps O(1, 2738k + kn) [29].

La couverture par sommets éternelle est une version dynamique du problème [82,
45], dans laquelle la couverture est composée de gardes sur les sommets du graphe. Un
attaquant choisit une arête. Chaque garde a alors la possibilité de rester où il est, ou de
traverser l’une des arêtes qui lui sont adjacentes. Si aucun garde ne peut traverser l’arête
attaquée, alors l’attaquant gagne. S’il est possible de se défendre contre une suite infinie
d’attaques, alors le défenseur gagne.

Il existe également le problème de la couverture minimum de k-chemin par sommets,
pour lequel il s’agit de couvrir les chemins de longueur k plutôt que toutes les arêtes.
Notre problème de mesure de la mobilité et de reconstruction de trajectoire est proche
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de cette variante car nous devons mesurer les trajectoires, qui sont des chemins, pour
ensuite les reconstruire.

2.3.4 Couverture de k-chemin par sommets

Nous nous intéressons à la mesure des trajectoires, pas à la mesure de l’ensemble
du réseau routier, ainsi notre problème n’est pas exactement celui de la couverture par
sommets. Considérons le problème de la couverture minimale de k-chemins par sommets,
dans laquelle nous devons trouver un sous-ensemble minimal de sommets S tel que chaque
chemin de longueur au moins k passe par S.

Cette variante du problème de couverture par sommets a été présentée par Brešar,
Kardoš, Katrenič et Semanišin en 2011, dans le cadre d’un problème lié à la communica-
tion sécurisée dans les réseaux de capteurs sans fil [23]. Nous passons en revue quelques
propriétés connues de ce problème.

Ce problème est NP-difficile dans le cas général [23] et un certain nombre de propriétés
sont connues pour les arbres, les graphes d-réguliers, les grilles ou encore les graphes
à largeur d’arbre bornée [23, 22]. Cependant les réseaux routiers ne vérifient pas ces
propriétés et il n’est donc pas possible de tirer parti de ces propriétés dans notre cas.

Il existe un schéma d’approximation pour le problème de la couverture de k-chemin
par sommets connectée, qui est le même problème avec une condition supplémentaire : la
couverture doit être connectée. L’idée est d’énumérer des solutions sur un sous-graphe,
puis de les fusionner afin d’en faire une solution [30]. Cette solution utilise des résultats

de Björklund [14]. Ce schéma d’approximation fonctionne en temps O
(
n
O
(

1
ϵ2

))
, avec un

facteur d’approximation de 1+ϵ. Dans notre cas, il n’est pas nécessaire que la couverture
soit connectée.

2.3.4.1 Couverture maximum de k-chemin par sommets

Le problème de la couverture maximum de k-chemins par sommets (ou MaxPkV C) [98]
prend en entrée un graphe G, un entier k, et un entier s, et requiert un sous-ensemble
S ⊂ V , tel que |S| ≤ s, tout en maximisant la quantité de chemins de longueur au moins
k couverts par S.

Ce problème est NP-difficile pour les graphes triangulés, ainsi que pour les graphes
scindés quand k = 3 [98]. D’autres propriétés sont également connues lorsque la largeur
d’arbre du graphe est connue, ou pour certaines valeurs de k [98].

Ce problème a été présenté dans un article de 2018, qui n’a été cité qu’une fois en
2020. À notre connaissance, c’est tout ce que nous savons du problème de la couverture
maximum de k-chemins par sommets.

2.3.4.2 Détection des Pk dans un graphe

Il existe une 2-approximation au problème de la couverture de k-chemin par sommets,
pour k = 3, pour les sommets pondérés, en temps O((n+m)m) [129]. L’idée est d’enlever
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les parties les plus lourdes du graphe dans un certain ordre, jusqu’à ce qu’il ne reste qu’un
graphe sans P3. L’algorithme restaure ensuite les parties supprimées une par une, en
ajoutant un sous-ensemble minimal de sommets à la couverture. Cette approche pourrait
être adaptée à d’autres valeurs de k, mais elle implique de détecter efficacement les
chemins de longueur k (appelés Pk).

Si nous pouvions détecter efficacement les Pk dans un graphe, nous pourrions en-
visager une approche similaire à l’algorithme 3, inspiré de l’algorithme 1 de Gavril et
Yannakakis.

Algorithme 3 Algo. d’approx. pour la couverture minimale des k-chemin par sommets
1: tant que Il y a des Pk dans G faire
2: Retirer un Pk de G
3: Ajouter ses sommets à V C
4: fin tant que
5: retourne V C

Il existe un algorithme randomisé en temps O(1, 66k×nO(1)), qui permet de détecter
des Pk dans un graphe [14]. L’algorithme détecte tout chemin de longueur k depuis un
sommet s dans G avec une probabilité d’au moins (1−ϵ−1)

2 . Cet algorithme est compliqué
et son implémentation n’est pas disponible.

Une autre propriété qui pourrait nous permettre de vérifier la condition en ligne 1 de
l’algorithme 3 est qu’un graphe sans Pk satisfait la condition suivante : m ≤ n(k−2)

2 [42].
Avec n le nombre de sommets, m le nombre d’arêtes et k la longueur des chemins recher-
chés.

2.3.5 Discussion

Si nous voulions surveiller un graphe routier dans sa totalité, avec le moins de cap-
teurs possible, la couverture minimale de k-chemin par sommets permettrait de répondre
à notre problème. En pratique, nous disposons d’un nombre fixe de capteurs, et nous vou-
lons surveiller autant de trajectoires que possible.

Notre problème de placement de capteurs pourrait donc se résoudre par une couver-
ture maximum de k-chemins par sommets, sur des graphes quasi-planaires.

Entrée :
— G = (V,E) = Graphe quasi-planaire (graphe routier)
— k = Longueur minimum des trajectoires
— s = Nombre de capteurs disponibles

Sortie :
— S ⊂ V , tel que |S| ≤ s, en maximisant le nombre de chemins de longueur au

moins k couverts par S.
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Puisque nous travaillons sur des graphes représentant des réseaux routiers, et que ces
réseaux sont quasiment planaires à cause de contraintes géographiques, nous pouvons
tirer parti de cette propriété pour résoudre notre problème de placement de capteurs.

Une autre propriété, qui aurait pu être intéressante, est la largeur d’arbre, puisque cer-
tains problèmes de théorie de graphes deviennent plus simples sur des classes de graphes
dont la largeur d’arbre est bornée. Hélas, la largeur d’arbre des graphes planaires n’est
pas bornée [17], nous ne pourrons pas utiliser cette propriété dans notre cas.

À notre connaissance, il ne semble pas y avoir de bons algorithmes disponibles, ce
pourquoi nous nous concentrerons sur le problème de la couverture minimale par sommets
et sur l’algorithme 2 de Bar-Yehuda et Evens, qui fournit de bonnes garanties théoriques
pour les graphes planaires, ainsi que sur des notions de centralité des graphes, qui sont
abordées dans la section suivante.

2.4 Centralités et similarités

Cette section est consacrée aux mesures de centralité et de similarité, qui permettent
d’identifier les sommets et arêtes d’importance dans un graphe, ainsi que de mesurer leur
différence.

2.4.1 Centralités de graphe

Nous présentons ici des mesures appelées mesures de centralité, qui permettent d’iden-
tifier les sommets les plus importants d’un graphe. Il a été montré que les centralités
permettent une « compréhension précise de la structure des zones urbaines » [35]. Nous
passons ici en revue les principales mesures de centralité de la littérature, qui sont toutes
utilisées dans les chapitres 3 et 5.

Les centralités sont des valeurs attribuées à chaque sommet d’un graphe. Intuitive-
ment, elles représentent l’importance d’un sommet dans un graphe.

2.4.1.1 Quelques centralités

La centralité degré est l’une des plus anciennes. Elle est définie pour chaque sommet
i, comme le nombre d’arêtes incidentes à i. Dans les réseaux urbains, le degré est limité
par des contraintes géographiques [9].

La centralité force d’un sommet i est la somme des poids des arêtes adjacentes du
sommet i. Il s’agit de l’équivalent pondéré de la centralité degré, également appelée
centralité de degré pondérée [8].

La centralité closeness d’un sommet i est l’inverse de la longueur moyenne du chemin
le plus court entre le sommet i et tous les autres sommets du graphe [10].
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La centralité intermédiaire ou betweenness en anglais, d’un sommet i est le nombre
de plus courts chemins passant par i, divisé par le nombre de plus courts chemins entre
toutes les paires de sommets [48]. Une utilisation bien connue de la centralité intermé-
diaire est la détection des parties denses d’un graphe. Les sommets ayant une centralité
intermédiaire élevée sont considérés comme des points de passage importants, reliant les
parties denses. Ainsi, un moyen d’identifier les parties denses consiste à supprimer les
arêtes à forte centralité intermédiaire jusqu’à ce que les parties denses soient déconnec-
tées.

La centralité vecteur propre additionne les voisins d’un sommet, à la manière de
la centralité degré. Elle va plus loin en pondérant les voisins sur la base de leur propre
centralité vecteur propre. Ainsi, le fait d’être adjacent à des voisins centraux rend le
sommet plus central [103].

Soit la matrice d’adjacence A du graphe G = (V,E), définie par :

Aij =

{
1 si les sommets i et j sont adjacents
0 sinon

La centralité vecteur propre d’un sommet i est :

ci =
1

λ

∑
j∈V

Aijcj

Avec λ la valeur propre associée à l’unique vecteur propre non-nul [20].

La centralité de Katz d’un sommet i représente l’influence relative de ce sommet.
Intuitivement, elle compte le nombre de voisins d’un sommet, puis ajoute ceux à distance
deux avec un coefficient plus faible, puis ajoute ceux à distance trois avec un coefficient
encore plus faible et ainsi de suite.

Plus formellement,

ci =
∞∑
k=1

n∑
j=1

αk
(
Ak

)
ij

Avec α < 1 un facteur d’atténuation et A la matrice d’adjacence du graphe.
(
Ak

)
ij

représente le nombre de chemins de longueur k entre le sommet i et le sommet j [75].

La centralité de l’information , issue de la théorie de l’estimation (du domaine des
statistiques), et non de la théorie de l’information, est basée sur l’information contenue
dans tous les chemins possibles entre les paires de sommets [124]. Intuitivement, un
chemin entre deux sommets i et j peut être vu comme un signal, transmis depuis le
sommet i, jusqu’au sommet j. Si le chemin est de longueur 1, c’est-à-dire qu’il n’y a
qu’une seule arête le long de ce chemin, un signal serait émis par le sommet i puis
directement capté par le sommet j. À chaque fois qu’un signal est transmis, il peut y
avoir du bruit. Supposons ce bruit constant. Un chemin de longueur k, qui serait donc
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une suite de k transmissions et réceptions, aurait k fois du bruit lors de ces transmissions.
Les chemins courts ayant moins de bruits, ils contribueront plus que des chemins longs
à la centralité de l’information entre deux sommets.

Plus formellement, une matrice Dij est définie pour chaque paire de sommet {i, j}.
Cette matrice est de dimension s × s où s est le nombre de chemins entre les sommets
i et j. Les éléments Dijpq représentent le nombre d’arêtes en commun entre les chemins
p et q, reliant i et j. La matrice Dij est ensuite inversée pour obtenir Dij−1. Enfin, Iij
est la somme des éléments de Dij−1.

Une fois la centralité de l’information Iij calculée pour une paire de sommets {i, j},
pour trouver la centralité de l’information du sommet i, il suffit de calculer la moyenne
harmonique de l’information contenue dans les chemins partant de i, vers tous les som-
mets j :

Ii =
n∑n

j=1 Iij

L’accessibilité d’un sommet i est basée sur l’ensemble des sommets accessibles par
des chemins auto-évitants de longueur h, partant de i [132]. C’est-à-dire, des chemins qui
ne contiennent pas deux fois le même sommet, et qui sont de longueur h.

Soit l’ensemble P des chemins auto-évitants de longueur h partant d’un sommet i.
Soit Q l’ensemble des sommets traversés par les chemins de P . Soit p(h)j le nombre de fois
où le sommet j est traversé par un chemin de P , divisé par la longueur totale de tous les
chemins. L’accessibilité est définie par :

c
(h)
i = e

(∑
j p

(h)
j log p

(h)
j

)

Notons qu’un sommet est central à l’échelle globale de toute la zone à étudier pour
les grandes valeurs de h, et localement central (à l’échelle d’une partie de la zone, par
exemple un quartier d’une ville) pour les petites valeurs de h. Pour les grandes valeurs
de h, les sommets centraux se trouveraient au centre-ville et peu dans la périphérie, alors
que pour des petites valeurs de h, les sommets centraux seraient mieux répartis dans
différents quartiers [132].

L’ Expected Force vise à modéliser la force d’ « infection » d’un sommet i [89]. Elle
est définie par :

ci = −
J∑

j=1

dj log dj

Où l’ensemble J est composé de triplets de sommets. Il s’agit de i, et deux de ses
voisins, ou i, un de ses voisins j, puis un voisin de j. J contient toutes les combinaisons
de triplets possibles suivant cette construction. Ainsi, deux triplets contenant les mêmes
sommets, mais dans un ordre différent, peuvent cohabiter dans J . L’intuition est de
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considérer le sommet i comme infecté, puis de modéliser quels sommets peuvent être
contaminés par le sommet i après deux « transmissions ».

dj correspond au degré d’un triplet j ∈ J , c’est-à-dire au nombre d’arêtes ayant
exactement une extrémité dans le triplet. dj est ensuite normalisé, c’est-à-dire divisé par
la somme de tous les dj ∈ J .

2.4.1.2 Discussion

Il existe un grand nombre de centralités, chacune permettant de mettre en avant
différentes propriétés des sommets mesurés. Nous étudierons chaque centralité dans le
cadre de notre étude de la mobilité humaine, dans le but de voir si une, ou plusieurs
d’entre-elles permettent de capturer le mieux possible les trajectoires des individus. Nous
chercherons à savoir si les sommets centraux sont les sommets par lesquels beaucoup
d’individus transitent.

2.4.2 Mesures de similarité de sommets

Comme nous le présenterons dans le chapitre 4, la détection de communautés peut
tirer parti de la similarité entre deux sommets. Nous passons en revue quelques mesures
de similarité entre sommets.

2.4.2.1 Indice de Jaccard

L’indice de Jaccard, appelé le « coefficient de communautés » par Paul Jaccard en
1901, permet de mesurer la distance entre deux ensembles d’éléments [69]. Cette distance
consiste à calculer le rapport entre le cardinal de l’intersection et de l’union de deux
ensembles :

Jac(A, B) =
|A ∩B|
|A ∪B|

Pour appliquer cette distance à des sommets i et j, il nous suffit de poser A =
l’ensemble des voisins de i, et B les voisins de j.

2.4.2.2 Distance de Hamming

La distance de hamming de deux chaînes de caractères a et b de même taille est le
nombre de positions où les caractères sont différents [58]. Par exemple, dans les mots
de même longueur « Focal » et « Vocal », la distance de Hamming est de 1, car seule la
première lettre de ces deux mots est différente.

Cette distance est utilisée en télécommunication pour compter le nombre de bits
altérés lors de la transmission d’un message. Dans notre cas, nous considérons deux
vecteurs a et b, correspondant respectivement aux lignes i et j de la matrice d’adjacence
A d’un graphe G, donc au voisinage des sommets i et j. ak = 1 si les sommets i et k sont
voisins dans G, sinon ak = 0.
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Ham(a, b) = |{k, ak ̸= bk}|

2.4.2.3 Similarité cosinus

La similarité cosinus permet de calculer la similarité de deux vecteurs à n dimensions
en calculant le cosinus de leur angle. Il s’agit du produit scalaire de ces deux vecteurs
divisé par le produit de leur norme. Cette mesure est aussi utilisée en fouille de texte [122].
Le cosinus est pratique pour les mesures de distance puisqu’il est égal à 0 dans le cas de
vecteurs orthogonaux et à 1 dans le cas de vecteurs identiques.

cos θ =
a.b

||a||||b||
De la même manière que pour la distance de Hamming, nous construisons deux vec-

teurs a et b représentant respectivement les voisins de deux sommets i et j. La similarité
cosinus est alors définie comme suit : ∑n

i=1 aibi√∑n
i=1 a

2
i

√∑n
i=1 b

2
i

2.4.2.4 Coefficient de clustering d’arête

Le coefficient de clustering d’arête, ou Edge Clustering Coefficient (ECC ) [111] est
une mesure de la similarité entre deux sommets i et j défini comme suit :

ECC(i, j) =
nb_voisins_communs(i, j)

min(di, dj)
,

Où nb_voisins_communs(i, j) est le nombre de voisins en commun des sommets i
et j, tandis que di est le degré d’un sommet i.

Cette mesure peut être utilisée pour détecter des paires de sommets dont le voisinage
est similaire.

2.4.2.5 Discussion

Nous avons passé en revue plusieurs mesures permettant d’identifier des paires de
sommets. Dans la suite de cette thèse nous concentrerons notre attention sur le coefficient
de clustering d’arête, pour sa rapidité de calcul, et la pertinence de ses résultats dans le
cadre de notre étude de mobilité.

2.5 Détection de communautés

Les trajectoires humaines ont tendance à rester dans les mêmes zones géographiques.
Ces zones, appelées zones fonctionnelles, peuvent être identifiées en étudiant les graphes
routiers à l’aide d’outils de la théorie des graphes, comme les algorithmes de détection
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de communautés [60]. Ainsi, notre étude de la mobilité humaine nous a mené à étudier
la notion de communautés dans les graphes routiers.

Le problème de la détection de communautés est un problème de partitionnement
de données. Le but est donc de créer des partitions de données, c’est-à-dire de scinder
notre ensemble de données en parties (non vides, et disjointes deux à deux). La détection
de communautés est un problème de partitionnement de données sur les graphes, où les
parties sont appelées communautés. Il s’agit dont de créer des communautés de sommets,
dans lesquelles les sommets sont aussi densément connectés que possible. Il doit donc y
avoir un maximum d’arêtes à l’intérieur des communautés, et un minimum d’arêtes entre
les communautés.

Ces algorithmes utilisent des mesures de qualité permettant de guider leurs choix
ainsi que de comparer les partitions produites par différents algorithmes.

2.5.1 Mesures de qualité

La qualité des communautés peut être évaluée à l’aide de différentes mesures. Cer-
taines dépendent uniquement du graphe en question ainsi que des communautés calculées,
comme la modularité. D’autres comparent les communautés calculées à une vérité terrain
comme l’information mutuelle normalisée.

2.5.1.1 Modularité et modèle configurationnel

La modularité [104] est une fonction utilisée pour mesurer la qualité d’une partition de
communautés dans un graphe G. Elle compare la quantité d’arêtes intra-communautaires
à la quantité attendue d’arêtes intra-communautaires dans un graphe aléatoire H avec
le même nombre d’arêtes et la même distribution de degrés.

Ce graphe aléatoire est construit selon le modèle configurationnel [7] comme indiqué
dans l’algorithme 4, dans lequel un graphe H avec le même nombre de sommets que dans
le graphe G est généré. Des arêtes sont ensuite ajoutées à H jusqu’à ce que les sommets
de H aient le même degré que les sommets de G. C’est-à-dire que dans les graphes G
et H, il y aura le même nombre de sommets de degré i, pour toutes les valeurs de i
possibles. On dit que la liste des degrés est identique dans G et H.

Algorithme 4 Modèle configurationnel (nombre de sommets n, liste de degrés D)
1: Générer un graphe H à n sommets
2: Pour chaque sommet, choisir un degré, appelé degré final fi dans la liste de degrés D
3: tant que Tant qu’il existe un sommet i dont le degré di < fi faire
4: Choisir au hasard deux sommets dont le degré est inférieur à leur degré final, puis

ajouter une arête entre ces sommets
5: fin tant que
6: retourne H

Dans un graphe où les arêtes sont disposées de manière aléatoire, considérons deux
sommets u et v, de degré du et dv respectivement. La probabilité qu’une arête parte du
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sommet u pour atteindre le sommet v est dv
2m−1 car il y a 2m−1 possibilités de connexion.

Parmi ces 2m− 1 possibilités, dv correspondent au sommet v.
Ainsi, la probabilité que l’une des du arêtes du sommet u se connecte au sommet v

est dudv
2m .

Par conséquent, la différence entre le nombre d’arêtes entre les sommets u et v et la
quantité attendue d’arêtes entre les sommets u et v dans un graphe aléatoirement câblé,
avec le même nombre d’arêtes et la même distribution des degrés est :

Auv −
dudv
2m

La modularité, qui prend ses valeurs dans l’intervalle [−1
2 , 1], est donc définie comme

suit :

Q =
1

2m

∑
i,j

[
Aij −

didj
2m

]
δ(ci, cj)

Avec m le nombre d’arêtes du graphe G et A la matrice d’adjacence du graphe G.
di est le degré du sommet i. ci est la communauté à laquelle appartient le sommet i. Le
delta de Kronecker δ(ci, cj) = 1 lorsque ci = cj , c’est-à-dire lorsque les sommets i et j
appartiennent à la même communauté, 0 sinon.

La modularité est une mesure couramment utilisée pour évaluer les algorithmes de
détection de communautés, mais le problème de maximisation de la modularité est NP-
complet [21]. Par conséquent, tous les algorithmes en temps polynomial qui maximisent
la modularité que nous présentons ici sont des heuristiques.

2.5.1.2 Limites de la modularité

Bien que la modularité soit une fonction objectif largement utilisée, elle n’est pas par-
faite. Le problème de la limite de résolution [47] indique que la modularité ne permet pas
de détecter les petites communautés. En d’autres termes, si les communautés sont trop
petites, la modularité sera maximale lorsque les petites communautés seront fusionnées
pour en former de plus grandes. Pour palier à ce problème, un paramètre de résolution a
été proposé, de manière à régler la taille attendue des communautés [39].

Il a aussi été montré qu’il est possible de trouver des communautés ayant une bonne
modularité dans des graphes aléatoires n’ayant pas de structure communautaire [37, 57].

2.5.1.3 Information mutuelle

L’information mutuelle est une mesure issue de la théorie de l’information [120], qui
permet d’analyser les performances des algorithmes de détection de communautés, en
comparant une partition de communauté à la vérité terrain [97].

L’information mutuelle repose sur la notion d’entropie, dont nous nous servons pour
mesurer la quantité d’information contenue dans une partition. Intuitivement, l’entropie
mesure l’incertitude qu’un élément pris au hasard appartienne à une certaine partie.
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Dans le cas d’une partition dans laquelle il n’y aurait qu’une seule partie, l’entropie de
la partition serait donc nulle.

Considérons que tous les éléments d’un ensemble A, de taille n, ont la même pro-
babilité d’être choisis. La probabilité qu’un élément a soit dans la partie Ci ∈ C est
P (i) = |Ci|

n . L’entropie de la partie Ci est donc :

H(C) = −
n∑

i=1

P (i) log2 P (i)

L’information mutuelle représente la quantité d’information partagée entre deux par-
titions, c’est-à-dire à quel point la connaissance d’une partition C1 réduit l’incertitude
concernant la partition C2. L’information mutuelle est définie comme :

I(C1, C2) =

k∑
i=1

l∑
j=1

P (i, j) log2
P (i, j)

P (i)P (j)

Où P (i, j) =
|Ci,1∩Cj,2|

n est la probabilité qu’un élément appartienne à la partie Ci,1

de C1 et Cj,2 de C2.
L’information mutuelle maximum dépend de l’entropie des deux partitions étudiées,

elle n’est donc pas bornée, ce qui la rend difficile à interpréter.

I(C1, C2) ≤ min (H(C1), H(C2))

Pour résoudre le problème de l’information mutuelle non bornée, il a été proposé de
la normaliser [125]. Nous parlons alors d’Information Mutuelle Normalisée (ou Normali-
sed Mutuel Information ou NMI en anglais). Cette mesure permet aussi d’analyser une
partition de communautés, en la comparant à la vérité terrain.

NMI(C1, C2) =
I(C1, C2)√
H(C1)H(C2)

Notons que la NMI ne fonctionne que dans le cas de partitions de communautés.
Dans le cas de communautés recouvrantes, où les sommets peuvent appartenir à plusieurs
communautés, la NMI n’est plus adaptée [43].

Dans notre cas, nous travaillons avec des communautés non-recouvrantes, donc nous
pourrons utiliser la NMI.

2.5.1.4 Indice de Rand

L’indice de Rand [113] est une autre mesure de similarité entre deux partitions, dont
le principe est de compter le nombre d’éléments se trouvant dans une même partie. Ses
valeurs vont de 0 quand aucun des éléments ne se trouve dans la même partie, à 1 quand
tous les éléments se trouvent dans la même partie.

Soit A un ensemble, P1 une partition de l’ensemble A, et P2 une autre partition du
même ensemble A. Définissons :
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— a comme le nombre de paires d’éléments de A qui se trouvent dans la même partie
de P1 et dans la même partie de P2.

— b comme le nombre de paires d’éléments de A qui se trouvent dans une partie
différente de P1 et une partie différente de P2.

— c comme le nombre de paires d’éléments de A qui se trouvent dans la même partie
de P1 et dans une partie différente de P2.

— d comme le nombre de paires d’éléments de A qui se trouvent dans une partie
différente de P1 et dans la même partie de P2.

Intuitivement, a et b représentent le nombre d’éléments pour lesquels les partitions P1

et P2 sont indentiques, alors que c et d représentent le nombre d’éléments pour lesquels
les partitions P1 et P2 diffèrent.

L’indice de Rand est alors défini comme :

R =
a+ b

a+ b+ c+ d

Puisque l’espérance de l’indice de Rand entre deux partitions aléatoires n’est pas
constant [61], plusieurs auteurs ont cherché à normaliser cette mesure.

Hubert et Arabie ont proposé une extension à l’indice de Rand, qu’ils appellent l’In-
dice de Rand Ajusté (ou Adjusted Rand Index ou ARI en anglais) [61], et qui représente
la différence entre l’indice de Rand et son espérance. Ainsi, deux partitions identiques
ont un ARI de 1, et 0 quand l’indice de Rand est égal à son espérance.

ARI =
Indice− Espérance

Indice_Max− Espérance

Où Indice =
∑

i,j

(nij

2

)
, Espérance =

∑
i (

nj.
2
)
∑

j (
n.j
2
)

(n2)
, et Indice_Max =

∑
i (

ni.
2 )+

∑
j (

n.j
2
)

2 .

Où nij représente le nombre d’éléments en commun des parties P1i et P2j . ni. repré-
sente la somme des nij∀j, et n.j =

∑
i nij .

2.5.1.5 Discussion

Notons que lorsqu’il s’agit de se rapprocher d’une vérité terrain, la NMI et l’ARI sont
des mesures plus fiables que la modularité, mais nécessitent de connaître cette vérité
terrain. Dans la suite de ce document, quand la vérité terrain est connue, seule la NMI
est utilisée, car au moment de faire les expériences, nous n’avions pas connaissance de
l’ARI. Nous utilisons aussi la modularité dans certains cas où la vérité terrain n’est pas
connue. Notons que certains auteurs recommandent de ne pas réduire la distance entre
deux partitions à une seule valeur, qui ne permet pas, selon eux, de capturer toute la
complexité des communautés [106]. Ils recommandent plutôt d’utiliser une combinaison
de plusieurs mesures.

Puisqu’il n’est possible d’utiliser la NMI et l’ARI que lorsque la vérité terrain est
connue, il est intéressant de travailler sur des graphes dont la structure communautaire
est connue. La section suivante présente quelques-uns de ces graphes, ainsi que plusieurs
manières de générer aléatoirement des graphes avec une structure communautaire connue.
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2.5.2 Détection de communautés

Nous présentons le problème de la détection de communautés, puis passons en revue
plusieurs algorithmes de détection de communautés de manière à déterminer ceux qui
ont du sens dans notre contexte.

2.5.2.1 Problème de la détection de communautés

Le problème de la détection de communautés prend donc un graphe en entrée et pro-
duit une partition des sommets en communautés. Le nombre de partitions d’un ensemble
à n éléments croît de façon super-exponentielle, suivant les nombres de Bell. Cela signifie
qu’un graphe à 10 sommets a 115 milliers de partitions possibles, avec 11 sommets, il
y aurait 678 milliers de partitions possibles, tandis qu’un graphe à 20 sommets aurait
5, 1×1013 partitions possibles. Dans le cas général, le nombre de partitions d’un ensemble
à n éléments est donné par :

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk

Il n’est donc pas possible d’énumérer toutes les solutions, nous avons besoin d’algo-
rithmes pour la résolution de ce problème. Le reste de cette section passe en revue les
principaux algorithmes de détection de communautés. Nous ne présentons ici que les mé-
thodes les plus représentatives du domaine, étant donné le nombre très élevé de méthodes
proposées dans la littérature [46]. Cette section est divisée en deux sous-sections, l’une
décrivant des algorithmes basés sur la maximisation de la modularité, l’autre décrivant
d’autres approches diverses.

2.5.2.2 Heuristique de Kernighan-Lin

L’heuristique de Kernighan-Lin [77] est un algorithme glouton publié en 1970, qui
divise le graphe G = (V,E) en deux sous-ensembles de sommets A et B dont la taille est
la plus proche possible, tout en minimisant le nombre d’arêtes ayant une extrémité dans
chacun des deux sous-ensembles. L’algorithme commence par choisir deux sous-ensembles
A et B au hasard, puis, pour chaque sommet a du sous ensemble A, il calcule la valeur
Ia, qui correspond au nombre d’arêtes du sommet a dont l’autre extrémité se trouve aussi
dans A, et Ea le nombre d’arêtes du sommet a dont l’autre extrémité se trouve dans le
sous-ensemble B. L’algorithme calcule la même chose pour le sous-ensemble B. Un coût
Da = Ea − Ia est ensuite calculé. L’algorithme optimise alors de manière gloutonne, le
coût total D =

∑
i∈V Di.

2.5.2.3 Algorithme de Girvan et Newman

L’algorithme de Girvan et Newman [53] choisit de supprimer les arêtes qui se trouvent
entre les communautés (les arêtes inter-communautés). Ils définissent la mesure arête
intermédiaire ou edge betweenness (qui est basée sur la centralité intermédiaire [48] sur
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les arêtes, qui est définie plus loin), ce qui leur permet d’ordonner les arêtes, puis de
supprimer les arêtes ayant la centralité intermédiaire la plus élevée. L’algorithme s’arrête
lorsqu’il n’y a plus d’arêtes à supprimer. Le graphe sera ainsi successivement divisé en
composantes connexes, qui sont considérées comme des communautés. Cet algorithme
produit un dendrogramme. La centralité intermédiaire des arêtes doit être recalculée après
chaque suppression d’arête car quand deux communautés sont reliées par des arêtes, les
auteurs expliquent qu’au moins une de ces arêtes aura une centralité intermédiaire élevée.
Ainsi, en recalculant la centralité intermédiaire, nous avons la garantie qu’au moins une
arête inter-communautés aura une centralité intermédiaire importante. Ce recalcul fait
que cet algorithme a un temps d’exécution important. Certains choix arbitraires effectués
dans cet algorithme, en cas d’égalité dans la centralité intermédiaire par exemple, le
rendent non déterministe.

2.5.2.4 Algorithme de Newman

L’algorithme de Newman [102] est un algorithme glouton qui est beaucoup plus rapide
que l’algorithme de Girvan et Newman que nous venons de présenter. C’est un algorithme
dont l’objectif est le maximiser la modularité. Chaque sommet commence dans sa propre
communauté, puis lorsque deux communautés sont reliées par une arête, l’algorithme les
fusionne si cela augmente la modularité. L’algorithme renvoie ensuite la partition ayant
la modularité la plus élevée. Cet algorithme a une complexité temporelle en O((m+n)n).

L’algorithme de Clauset et al. [33] est une approche plus récente qui améliore la
complexité temporelle de l’algorithme de Newman, en utilisant une structure de don-
nées différente, et quelques optimisations lui permettant de converger plus vite, pas-
sant à O(md log n), où d est la profondeur du dendrogramme généré par l’algorithme.
La complexité a été améliorée une nouvelle fois par Wakita et Tsurumi, passant à
O(n log2 n) [134].

2.5.2.5 Algorithme walktrap

L’algorithme Walktrap [109] est basé sur l’idée que les marches aléatoires ont tendance
à rester dans la même communauté, puisque les communautés sont densément connectées.
Cet algorithme a une complexité temporelle de O(mn2) et spatiale de O(n2). Une marche
aléatoire partant d’un sommet i visitera un voisin k de i avec probabilité 1

di
. À partir

de cette simple observation, il est possible de calculer la probabilité P t
ij qu’une marche

aléatoire rejoigne le sommet j depuis le sommet i en traversant t arêtes. La valeur t doit
être choisie en fonction de la taille du graphe.

Les auteurs définissent ensuite une mesure de distance entre deux sommets i et j :

rij =

√√√√√ n∑
k=1

(
P t
ik − P t

jk

)2

dk
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Ainsi qu’une distance entre un sommet i et une communauté C : P t
Ci =

1
C

∑
i∈C P t

ij ,
puis une distance entre communautés :

rC1C2 =

√√√√√ n∑
k=1

(
P t
C1k
− P t

C2k

)2

dk

Les distances rij et rC1C2 sont ensuite utilisées pour optimiser la modularité en par-
courant le graphe et en fusionnant les communautés de manière gloutonne comme dans
l’algorithme de Newman.

2.5.2.6 Algorithme label propagation

Dans cette approche, chaque sommet commence seul dans sa communauté. Ensuite,
à chaque étape, un sommet est choisi puis il rejoint la communauté la plus fréquente
parmi celles de ses voisins. Une communauté aléatoire (parmi les voisins) est choisie
en cas d’égalité. Cet algorithme n’a besoin d’aucun paramètre, il est rapide, mais non
déterministe car l’ordre dans lequel les sommets sont visités est arbitraire, et en cas
d’égalité, la communauté choisie est aléatoire [112].

2.5.2.7 Méthode de Louvain

Cet méthode est un algorithme glouton d’optimisation de la modularité, dans le-
quel chaque sommet commence dans sa propre communauté. L’algorithme visite ensuite
chaque sommet dans un ordre aléatoire, compare la modularité actuelle avec la modularité
qui peut être obtenue en déplaçant ce sommet dans la communauté d’un de ses sommets
voisins. Le déplacement qui maximise le gain de modularité est appliqué. Après quelques
itérations, lorsque la modularité n’augmente plus, un nouveau graphe est construit. Les
sommets de ce nouveau graphe sont les communautés du graphe précédent. Deux som-
mets sont reliés par une arête si les communautés correspondantes partageaient une arête
dans le graphe précédent. La première phase de l’algorithme est ensuite exécutée sur ce
nouveau graphe. La méthode crée ainsi plusieurs niveaux de communautés : un niveau
à chaque fois qu’un nouveau graphe est construit. Pour finir, le niveau ayant la modu-
larité la plus élevée est retourné, ce qui en pratique correspond au dernier niveau. Cet
algorithme est très rapide en pratique et produit des partitions de bonne qualité, c’est
pourquoi il est couramment utilisé. Il est non déterministe en raison de l’ordre aléatoire
dans lequel les sommets sont visités [15].

La méthode de Louvain a été largement utilisée [16], et de nombreux travaux ont
cherché à l’améliorer, notamment la méthode de Leiden [128].

2.5.2.8 Algorithme infomap

L’algorithme Infomap est un algorithme glouton qui n’optimise pas la modularité mais
l’équation map [116]. L’optimisation est réalisée de la même manière que la méthode de
Louvain. L’équation map est basée sur le codage de Huffman et l’entropie de Shanon.
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Selon ses auteurs, l’optimisation de la modularité est pertinente pour les réseaux dans
lesquels les arêtes représentent une relation entre les sommets, alors que l’équation map
est plus pertinente pour les réseaux dans lesquels les arêtes représentent un flux entre
deux sommets.

2.5.2.9 Discussion

Il existe de nombreux autres algorithmes de détection de communautés, qui ont été
comparés par Lancichinetti [85]. Pour un examen plus approfondi de la détection des
communautés, voir l’étude de Fortunato [46].

Notons que les algorithmes non déterministes mentionnés ci-dessus peuvent être ren-
dus déterministes en fixant l’ordre dans lequel les sommets sont visités, et éventuellement
des règles déterministes en cas d’égalité à certaines étapes des algorithmes. Ce n’est tou-
tefois pas une manière satisfaisante de rendre le calcul déterministe, car différentes par-
titions de qualité comparable peuvent être obtenues grâce à ce non-déterminisme. L’une
ne doit pas être choisie arbitrairement au profit des autres car chacune d’entre elles peut
apporter de l’information pertinente concernant la structure communautaire recherchée.

Pour notre part, comme recommandé par Fortunato [46], nous utiliserons principa-
lement les méthodes de Louvain et Infomap qui fournissent toutes deux rapidement des
résultats de bonne qualité.

2.5.3 Graphes avec une structure communautaire connue

Les graphes dont la structure communautaire est connue ne sont pas toujours dispo-
nibles en quantité suffisante. Ils sont pourtant nécessaires pour pouvoir mesurer précisé-
ment la qualité des communautés calculées par les algorithmes de détection de commu-
nautés. Aussi, il peut être intéressant de générer des graphes aléatoires avec une structure
communautaire connue. Nous passons en revue plusieurs modèles permettant de générer
de tels graphes. Enfin, nous présentons quelques graphes de terrain dont la structure
communautaire est connue.

2.5.3.1 Modèle de Girvan et Newman

Ce modèle simple permet de générer des graphes avec une structure de 4 communautés
connues. Dans ce modèle, les graphes ont 128 sommets, qui sont divisés en 4 communautés
de 32 sommets. Ces sommets sont ensuite reliés deux à deux avec une probabilité pin
pour les sommets qui appartiennent à une même communauté, et avec une probabilité
pout pour ceux qui appartiennent à une communauté différente, avec pout < pin. Les
probabilités sont choisies de manière à ce que le degré moyen des sommets soit égal à
16 [53].

2.5.3.2 Modèle de Lancichinetti, Fortunato, et Radicci

Les graphes de Lancichinetti, Fortunato et Radicchi (LFR) [87] sont des graphes
générés, avec une structure communautaire connue, servant de vérité terrain. Ces graphes
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sont fréquemment utilisés pour mesurer la performance d’algorithmes.
Ce modèle génère des graphes avec une distribution de degrés en loi de puissance, un

nombre choisi de sommets et un paramètre de mélange µ qui représente le rapport moyen
entre les arêtes inter-communautaires et les arêtes intra-communautaires de chaque som-
met. En d’autres termes, plus µ est élevé, plus il y aura d’arêtes entre les communautés,
moins la structure communautaire du graphe sera marquée, et plus les algorithmes auront
du mal à retrouver ces communautés.

Le modèle choisit d’abord un degré pour chaque sommet, à partir de la distribution
en loi de puissance d’exposant γ qui lui a été donnée, puis il utilise le modèle configu-
rationnel [99] pour relier les sommets (voir algorithme 4) entre eux. En d’autres termes,
deux sommets sont choisis uniformément aléatoirement et reliés, jusqu’à ce que le degré
de chaque sommet corresponde au degré choisi à partir de la distribution.

La taille des communautés est choisie à partir d’une autre distribution en loi de
puissance, d’exposant β. Les sommets sont ensuite affectés aux communautés. Enfin, un
recâblage est effectué afin que le degré des sommets reste le même, mais que le rapport
moyen entre les arêtes inter-communautaires et intra-communautaires corresponde au
paramètre de mélange µ.

De cette manière, il est possible de générer un graphe dans lequel les communautés
sont connues, ainsi que la difficulté de les retrouver. Le modèle LFR constitue un outil
précieux pour l’analyse des performances des algorithmes de détection de communautés.

2.5.3.3 Modèle ABCD

Le modèle Artificial Benchmark for Community Detection (ABCD) est un modèle
proche du modèle LFR [73]. C’est une version plus simple du modèle LFR, avec moins
de paramètres, ce qui permet de l’analyser d’un point de vue théorique, et de prouver
certaines propriétés, comme nous le verrons dans le chapitre 4. Dans ce modèle, quand
le paramètre de mélange s’approche de 1, le graphe généré se rapproche d’un graphe
aléatoire, sans structure communautaire, contrairement au modèle LFR, dans lequel il
n’y aurait plus d’arêtes intra-communautaires, ce qui a pour effet de créer une structure
particulière, qui n’est pas tout à fait aléatoire. Le modèle ABCD est aussi plus rapide
pour générer des graphes que le modèle LFR, d’un facteur 100 environ [73].

2.5.3.4 Modèles à blocs stochastiques

Le modèle à blocs stochastiques [59] génère des graphes dont la structure communau-
taire est connue. Il prend en entrée le nombre de sommets n, la structure communautaire,
et une matrice de probabilité P où Pr,s est la probabilité d’avoir des arêtes entre les som-
mets de la communauté r et les sommets de la communauté s.

Un graphe avec n sommets et aucune arête est d’abord généré. Puis, pour chaque
paire de sommets u et v, appartenant respectivement aux communautés r et s, l’arête
{u, v} est rajoutée avec probabilité Pr,s.



46 CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART

Soit pin la moyenne des Ps,s pour toutes les communautés s. C’est-à-dire la moyenne
des éléments diagonaux de P , qui représentent la probabilité d’avoir des arêtes intra-
communautaires. Soit pout la moyenne des éléments restants de P , c’est-à-dire la pro-
babilité d’avoir des arêtes inter-communautaires. Soit cin = n × pin et cout = n ×
pout respectivement le nombre attendu d’arêtes intra-communautaires et d’arêtes inter-
communautaires. Dans le cadre d’un modèle à blocs stochastiques avec q communautés,
les communautés deviennent impossibles à trouver lorsque :

cin − cout =
√
q (cin + (q − 1)cout)

Même si, tant que cin − cout > 0, la structure communautaire existe [101].
Nadakuditi et Newman [101] ont montré que, dans le cadre du modèle à blocs stochas-

tiques, toutes les méthodes de maximisation de la modularité présentent une transition
entre une phase où les communautés sont détectables et une phase où les communautés
ne peuvent pas être détectées. Lorsque cin− cout augmente, il y a une transition de phase
dans la fraction de sommets correctement classifiés [38].

2.5.3.5 Graphes de terrain avec vérité terrain

Les graphes de terrain sont des graphes qui représentent des données du monde réel.
Peu d’entre-eux ont une structure communautaire connue.

Le jeu de données du Club de karaté de Zachary [142] a été collecté en 1977 par Wayne
Zachary. Il s’agit d’un célèbre réseau social représentant un club de karaté universitaire.
Il comporte 34 sommets, représentant les membres d’un club de karaté, et 78 arêtes,
représentant une certaine forme d’interaction entre les membres. Le club s’est séparé
à la suite d’une dispute entre le directeur et le professeur du club, créant ainsi deux
communautés.

Le jeu de données Football représente un réseau de matchs de football universitaire
américain au cours de la saison d’automne 2000. Les sommets sont des équipes de foot-
ball. Il y a une arête lorsque deux équipes ont joué l’une contre l’autre. Les sommets
sont identifiés par la division dans laquelle les équipes jouent. Les conférences sont les
communautés [53]. Ce graphe contient 115 sommets, 613 arêtes et 12 communautés.

Dans le jeu de données Polbook, les sommets sont des livres sur la politique vendus sur
Amazon.com, et les arêtes représentent le co-achat fréquent de deux livres [83]. Les livres
sont étiquetés comme conservateur, libéral ou neutre, formant ainsi des communautés.
Cet ensemble de données compte 105 sommets et 441 arêtes.

Des graphes plus grands ont été publiés par Yang et Leskovec [140] sur la base de
données SNAP [90]. Ces graphes vont de 1 000 sommets à 65 millions de sommets, ce
qui permet de tester les algorithmes sur des tailles de graphes très variées.
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2.5.3.6 Discussion

Parmi ces modèles, le modèle LFR semble le plus pertinent dans notre cas grâce
à son paramètre de mélange, et ses bonnes performances. Le modèle ABCD est aussi
intéressant, de par sa simplicité et son plus petit nombre de paramètres, ce qui est un
atout dans le cadre d’études plus théoriques.

2.6 Conclusion

Notre étude de la mobilité humaine s’articule autour de trois axes. En chapitre 3,
nous nous intéressons au placement de capteurs dans le but de mesurer la mobilité,
à l’aide des concepts de couverture par sommets et de mesures de centralité. Ensuite
le chapitre 4 est consacré à la détection de communautés dans le but de comprendre
comment s’organise le réseau routier et ses zones fonctionnelles, grâce aux concepts de
détection de communautés, de mesures de qualité, et de modèles de graphes aléatoires.
Enfin, en chapitre 5, nous explorons une autre définition de communautés que nous
pensons plus adaptée à notre contexte, et l’étudions grâce aux mesures de similarité de
sommets.
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Placement de capteurs

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Vers une compréhension de la mobilité humaine . . . . . . . . 51
3.3 Modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.3.1 Réseau routier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.3.2 Problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.4 Placement de capteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.5 Expériences sur des jeux de données réels . . . . . . . . . . . 56

3.5.1 Jeux de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.5.1.1 TAPAS Cologne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.5.1.2 Distribution des centralités dans Cologne . . . . . . . 62
3.5.1.3 Bologne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.5.1.4 Méthodologie d’évaluation . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.5.1.5 Efficacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.5.1.6 Méthodes de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.5.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.5.2.1 Jeu de données centre-ville Cologne . . . . . . . . . . 68
3.5.2.2 Impact de la définition d’une trajectoire perdue . . . . 70
3.5.2.3 Jeu de données Bologne . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.5.3 Impact de k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.5.4 Recalcul des centralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.5.5 Impact d’un rayon de suppression variant en fonction de la va-

leur de centralité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.5.6 Impact de la couverture sur l’efficacité . . . . . . . . . . . . . . 75
3.5.7 Combinaison linéaire de centralités . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.6 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Dans le cadre de notre étude de la mobilité humaine, nous souhaitons mesurer des
trajectoires humaines dans une zone urbaine.
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Nous cherchons à réaliser une collecte de données passive, et non-intrusive, de manière
à éviter tout biais lié à la sélection des participants. Nous choisissons de déployer des
capteurs permettant de détecter (et de différencier) les individus. Ces capteurs devront
être placés à certaines intersections bien choisies de la zone que nous étudierons. Pour ce
faire, nous avons besoin de techniques d’optimisation pour placer nos capteurs de manière
efficace. Nous présentons donc une heuristique de placement de capteurs, basée sur des
notions de théorie des graphes, comme le problème de la couverture par sommets, ainsi
que des mesures de centralité.

Ce chapitre commence par une introduction qui présente les enjeux de la mesure
de trajectoires, suivi d’un rapide tour d’horizon des différentes méthodes de mesure de
la mobilité humaine. Ensuite nous présenterons la manière dont nous modélisons notre
problème, puis nous proposerons une manière de le résoudre. Enfin, nous présenterons
les résultats de nos expériences sur des jeux de données réels.

3.1 Introduction

Les trajectoires d’individus dans une zone urbaine représentent une source d’infor-
mation précieuse pour l’aménagement urbain. De plus, la connaissance des trajectoires
permet de déduire les contacts entre les individus. La transmission d’information, ou de
maladie, a lieu quand des individus sont en contact. Ainsi, l’étude de ces contacts peut
permettre une meilleure compréhension de domaines tels que la propagation de maladies,
d’information, ou encore une meilleure compréhension des réseaux opportunistes, qui sont
des réseaux dans lesquels l’information transite directement d’appareil à appareil.

Le manque de jeux de données concernant la mobilité rend l’étude de la transmission
d’information difficile. Des jeux de données actifs sont disponibles [25]. Dans ces jeux
de données, les participants, choisissent de signaler activement leur localisation. Néan-
moins, la précision des technologies comme le Géo-Positionnement par Satellite (GPS)
est insuffisante pour déduire des contacts de manière fiable. À cause d’imprécisions de
mesures, un individu peut se trouver dans une rue différente de la rue mesurée par GPS.
D’autres jeux de données, plus précis, ne sont disponibles qu’à une échelle réduite, comme
à l’intérieur de bâtiments [2]. D’autres jeux de données utilisent une approche intrusive,
où seuls les participants ayant fait la démarche de participer à l’étude sont inclus dans le
jeu de données. Ce peut être au travers d’une application installée sur leur téléphone, ou
à l’aide d’une balise GPS que les participants portent sur eux. Il s’agit en pratique d’étu-
diants d’un département d’informatique, ou de participants à une conférence [66]. Ceci
crée nécessairement un biais dans les données car les participants ne représentent pas un
échantillon représentatif de la population, ce qui ne permet pas de tirer des conclusions
valides pour l’ensemble de la population. De plus, aucune de ces solutions n’est utilisable
à grande échelle, ce pourquoi nous ne disposons que de jeux de données à petite échelle.

Nous choisissons d’étudier la mobilité de manière passive et non-intrusive, c’est-à-
dire que les participants n’ont pas besoin de signaler leur localisation eux-mêmes. Ceci
permettra de collecter des données à plus grande échelle, de cibler un échantillon repré-
sentatif de la population, tout en étant plus précis. Nous choisissons de travailler avec
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des capteurs, qui peuvent détecter quand un participant passe à proximité. Ces capteurs
pourront être déployés dans une zone urbaine, pour y étudier la mobilité. Nous ne pour-
rons pas entièrement couvrir la zone à étudier, car le coût de déploiement serait prohibitif,
ou la zone trop petite pour être pertinente. Nous devons donc développer des techniques
d’optimisation pour placer nos capteurs. Pour ce faire, nous présentons ici une technique
basée sur des notions de théorie des graphes, comme le problème de la couverture par
sommets, ainsi que des mesures de centralité. Le problème de la couverture par sommets
permet de garantir un déploiement des capteurs uniforme sur toute la zone à étudier en
sélectionnant un ensemble d’intersections candidates. Les mesures de centralité permet-
tront ensuite de sélectionner, parmi ces intersections candidates, celles sur lesquelles des
capteurs seront déployés.

Pour évaluer notre solution, nous pouvons récupérer la carte d’une zone pour laquelle
certaines trajectoires d’individus sont connues. Sur cette carte, nous simulerons un dé-
ploiement de capteurs, puis nous pourrons mesurer la performance de notre heuristique
de placement de capteurs en calculant la proportion de trajectoires « observées » par nos
capteurs. Nos expériences montrent que sur un jeu de données réaliste, en déployant des
capteurs sur 20% des intersections de notre zone urbaine à étudier, nous sommes capables
d’« observer » environ 95% des trajectoires en suffisamment d’endroits pour pouvoir par
la suite les reconstruire avec une précision suffisante. Pour illustrer la taille d’une zone que
nous pourrions étudier, un exemple de déploiement de capteurs est illustré en figure 3.1.
Dans cette figure, les points rouges représentent des intersections où des capteurs sont
déployés.

Nous commençons par passer en revue quelques manières de mesurer la mobilité
humaine dans la Section 3.2, puis nous présentons notre modèle en Section 3.3. Nous
présentons ensuite notre heuristique de placement de capteurs en Section 3.4, suivie de
nos résultats en Section 3.5.

3.2 Vers une compréhension de la mobilité humaine

Dans la littérature, plusieurs études ont utilisé des appareils portables pour mesurer
la mobilité humaine. Nous en présentons quelques-unes, ainsi que leurs limites.

La mobilité a été mesurée au travers d’applications Android installées sur des télé-
phones portables [25], ou des traceurs GPS [66], dont le but est de signaler la localisation
du participant. Ces jeux de données sont nécessairement restreints par le nombre de per-
sonnes participant à l’étude, et ne permettent pas de tirer de conclusions générales sur
la population à cause de l’échantillon de participants non représentatif de la population
générale.

K. Akkaya et al. ont utilisé les réseaux Wi-Fi existants à l’intérieur de bâtiments pour
déterminer quelles salles étaient occupées, en se basant sur la force du signal reçu, et les
adresses physiques (adresses MAC) [2]. Cette approche n’est pas simple à généraliser à
l’extérieur des bâtiments dans des zones urbaines car les réseaux Wi-Fi publics ne sont
pas disponibles en quantité suffisante. Un autre problème est que cette approche permet
de mesurer uniquement la mobilité des individus connectés au réseau Wi-Fi de l’étude.
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Figure 3.1 – Carte du centre-ville de Cologne, avec un exemple de déploiement de
capteurs
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Akhter et. al ont réalisé une étude comparative des systèmes de comptage des pié-
tons [1]. La plupart sont attachés à des poteaux électriques et communiquent au travers
de technologies sans fils. Dans notre cas, nous n’avons pas besoin d’établir une connexion
entre nos capteurs puisque nous ne souhaitons pas mesurer la mobilité en temps réel.
Nous nous contentons de stocker les données, puis de les récupérer manuellement à la fin
de la mesure. Ces mêmes auteurs ont aussi présenté une méthode pour compter les pié-
tons en utilisant des lentilles de Fresnel. Ces lentilles utilisent la technologie infrarouge
pour compter les passants. La technologie utilisée dans cette étude ne permet pas de
différencier les piétons, ce qui rend la reconstruction de trajectoires ainsi que l’inférence
de contacts impossibles. De plus, la stratégie de placement de ces capteurs n’est pas
discutée.

Le placement de capteurs a été étudié dans plusieurs études [70, 12], mais à de
petites échelles seulement. Ces articles étudient l’impact de la position des capteurs sur
la précision de la mesure, laquelle est calculée grâce à la force du signal reçu. D’autres
études [32, 55] utilisent la technologie Wi-Fi pour étudier la densité et la vitesse du trafic
routier. Ces études sont conduites à grande échelle, mais la stratégie de placement de
capteurs n’est pas non plus discutée.

Les systèmes de localisation par Wi-Fi (Wi-Fi Positioning Systems, ou WPS), sont
des systèmes de géolocalisation basés sur la technologie Wi-Fi. Ils tirent parti de ca-
ractéristiques comme la force du signal reçu, l’identification des appareils connectés au
réseau, l’angle d’arrivée, ou encore la latence [92]. Des algorithmes basés sur ces critères
permettent de localiser les appareils connectés à ces réseaux [139].

Nous souhaitons donc mesurer la mobilité humaine dans des zones urbaines, de ma-
nière à reconstruire les trajectoires des participants, à partir de mesures passives, pour
ensuite faire de l’inférence de contacts. Notre but étant aussi d’éviter tout biais social,
nous proposons d’utiliser des capteurs pour réaliser ces mesures passives. Nous étudions
donc une technique d’optimisation du placement de ces capteurs.

3.3 Modélisation

3.3.1 Réseau routier

Un graphe G = (V,E) est constitué d’un ensemble de sommets V , et d’un ensemble
d’arêtes E ⊆ V × V . Un graphe peut représenter des données variées, comme des ré-
seaux routiers, dans lesquels les arêtes sont les tronçons de rue et les sommets sont les
croisements de rues. Déployer des capteurs à des croisements de rues revient donc à sé-
lectionner certains sommets de notre graphe représentant un réseau routier. La figure 3.2
montre un exemple de graphe routier à côté de la carte correspondante.

L’utilisation d’arêtes non pondérées ne permet pas toujours d’appréhender la mobilité
humaine avec précision, car une arête peut représenter des tronçons de rues de différentes
longueurs. Puisque notre graphe routier représente des données réelles, il est possible de
l’enrichir d’informations supplémentaires telles que les coordonnées GPS de nos sommets.
Cela nous permet de retrouver le plongement réel de nos graphes, et donc de calculer les
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(a) Exemple de carte (b) Un graphe routier correspondant

Figure 3.2 – Une partie du réseau routier de Cologne (à gauche), ainsi qu’un graphe
routier qui le modélise (à droite).

distances à vol d’oiseau entre les sommets
La carte de la zone à étudier peut être récupérée sur OpenStreetMap (OSM) et facile-

ment convertie en un graphe comme sur la figure 3.2. Il s’agit ici d’un exemple simplifié,
d’autres sommets pourraient être ajoutés, ainsi que des boucles. Cette représentation
n’est pas unique. Travailler avec un graphe nous permet de tirer parti d’un large éventail
d’algorithmes et de propriétés déjà connues sur les graphes.

3.3.2 Problème

Notre objectif est de sélectionner le moins de sommets possible du graphe routier,
tout en maximisant le nombre de trajectoires vues par les capteurs, ainsi que le nombre
de fois qu’elles sont vues. Nos capteurs ont une portée connue, exprimée en mètres. Nous
pouvons supposer que l’activité sans fil des appareils se trouvant à une distance inférieure
à la portée du capteur sera capturée. Pour cette raison, nous choisissons de pondérer les
arêtes de notre graphe routier par la distance à vol d’oiseau entre les deux extrémités de
chaque arête.

Nous parlons ici de sommets d’un graphe routier plutôt que de capteurs, car bien
que nous ayons l’intention de déployer des capteurs, l’emplacement des capteurs dans
une intersection de rues est un autre problème, car il faut tenir compte de la topologie
de l’intersection. Un carrefour peut nécessiter plusieurs capteurs s’il est trop grand ou
s’il y a trop de trafic. Ces contraintes doivent être prises en compte pour le déploiement
physique des capteurs. Ici, nous nous limitons à la vue macroscopique du déploiement
des capteurs en sélectionnant uniquement des sommets dans un graphe.
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3.4 Placement de capteurs

Comme mentionné précédemment, la stratégie que nous adoptons pour le placement
de capteurs consiste à d’abord calculer une couverture par sommets, puis à utiliser des
mesures de centralité pour sélectionner les sommets les plus pertinents. Notons que par
définition de la couverture par sommets, toutes les arêtes ont au moins une de leurs ex-
trémités dans la couverture, par conséquent, toutes les trajectoires (de longueur au moins
un) doivent passer par la couverture. Nous essayons ensuite d’obtenir un bon compromis
entre le nombre de capteurs et la quantité de trajectoires observées, en sélectionnant les
sommets pertinents en fonction de leur centralité.

Notre heuristique est basée sur la notion de couverture par sommets, que nous calculons
avec l’algorithme Bar-Yehuda, comme expliqué dans l’heuristique 5. Plus précisément,
Bar-Yehuda renvoie une couverture de sommets V C, puis le sommet le plus central u
de V C reçoit un capteur, tandis que les sommets proches de u sont retirés de V C. Ce
processus est répété jusqu’à ce que V C soit vide.

Dans cette heuristique, centralité renvoie un vecteur de centralités pour tous les
sommets du graphe. En d’autres termes, chaque sommet se voit attribuer une valeur
allant de 0 à 1. Différentes centralités peuvent être utilisées, comme celles présentées
dans la Sous-Section 2.4.1. Nous verrons par la suite, en Sous-Section 3.5.7, une manière
de nous abstraire de ce choix.

À chaque fois qu’un capteur est placé sur un sommet u, tous les sommets de la
couverture V C à distance inférieure ou égale à k de u sont supprimés de VC. Cette
heuristique prend un entier k comme paramètre, qui correspond donc au rayon de sup-
pression. Des valeurs de k élevées signifient qu’un plus grand nombre de sommets seront
retirés à chaque fois qu’un capteur est déployé, ce qui signifie que moins d’intersections
de rues seront surveillées, donc moins de capteurs nécessaires, mais plus de trajectoires
non observées. Un équilibre doit être trouvé entre le ratio de trajectoires non observées,
et la proportion d’intersections où des capteurs sont déployés.

La distance à laquelle les sommets sont retirés dépend non seulement de k, mais
aussi de la valeur de centralité du sommet u (voir les lignes 7 et 8 de l’heuristique).
Les sommets les plus centraux nécessiteront moins de suppressions car ils correspondent
probablement à des endroits plus denses de notre zone à étudier, où de nombreuses
trajectoires sont susceptibles d’être trouvées. Nos expériences montrent que le fait de
surveiller plus étroitement les zones où il y a des sommets centraux nous permet de voir
plus de trajectoires.

Enfin, le plongement réel du graphe est récupéré grâce à OSM, puis la distance mé-
trique, à vol d’oiseau, entre deux sommets peut être calculée à l’aide de la distance du
grand cercle (qui est la distance entre deux points sur une sphère). Ceci nous permet de
ne pas placer les capteurs trop près les uns des autres : chaque fois qu’un capteur s est
placé, nous évitons de placer un autre capteur à moins de 25 mètres en supprimant tous
les sommets situés à moins de 25 mètres de s dans V C. Nous avons choisi 25 mètres car
il s’agit d’une portée facilement atteignable dans un environnement ouvert, mais cette
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valeur pourrait être facilement modifiée.
Lors d’un déploiement réel, il suffit de choisir la valeur de k en fonction du nombre de

capteurs disponibles. k doit nous permettre d’utiliser tous nos capteurs, sans dépasser le
nombre de capteurs disponibles. Tous les paramètres de cette heuristique peuvent donc
être choisis sans problème par l’utilisateur.

Algorithme 5 Heuristique de placement de capteurs (G, k)

1: V C ← Bar-Yehuda(G)
2: V Ck ← ∅
3: vecteur_centr ← centralité(G)
4: tant que V C ̸= ∅ faire
5: Choisir le sommet de plus central u dans V C
6: V Ck ← u

7: c← 1−
(

index de u dans vecteur_centr
|V |

)
8: Retirer de V C, u et tous les sommets à distance inférieure à arrondi(kc) de u
9: fin tant que

10: retourne V Ck

L’implémentation des algorithmes présentés dans ce document est disponible sur Soft-
ware Heritage [65].

La figure 3.3 montre comment notre heuristique se comporte sur un exemple simple.
Nous récupérons d’abord la carte depuis OpenStreetMap (figure 3.3a), puis nous construi-
sons un graphe à partir de cette carte (figure 3.3b). Nous construisons ensuite une cou-
verture par sommets avec l’algorithme de Bar-Yehuda et Even (algorithme 2), illustré en
rouge en figure 3.3d. Le sommet le plus central est choisi (sommet en bleu en figure 3.3e,
choisi arbitrairement en cas d’égalité), puis tous les sommets à distance inférieure à
k = 2 sont retirés de la couverture (figure 3.3f). Nous répétons l’opération jusqu’à ce
que la couverture soit vide (jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de sommets rouges, comme en
figure 3.3i).

Notons que dans cet exemple, les sommets situés à distance inférieure à k = 2 sont
supprimés, alors qu’en réalité cette distance varie en fonction de la valeur de centralité
et de k (voir la ligne 7 de l’algorithme 5). Nous n’avons pas pu montrer cette opération
sur un exemple de taille réduite car ces variations sont visibles sur des graphes de grande
taille uniquement.

Pour finir, à partir de l’ensemble des sommets sur lesquels se trouve un capteur, nous
calculons l’ensemble des sommets qui se trouvent à moins de 25 mètres d’un capteur.
Nous supposons ensuite que toute trajectoire passant par cet ensemble de sommets peut
être observée par un capteur.

3.5 Expériences sur des jeux de données réels

Pour mesurer la qualité de notre heuristique, nous choisissons de l’exécuter sur quel-
ques jeux de données.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k)

Figure 3.3 – Heuristique 5 sur un exemple de petite taille
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3.5.1 Jeux de données

Les tableaux 3.1 et 3.2 présentent une vue d’ensemble de jeux de données sur la
mobilité. Ces jeux de données contiennent les trajectoires d’individus dans des zones
urbaines. Certains ne couvrent qu’une seule journée, quand d’autres peuvent couvrir
plusieurs années. Certains n’incluent que quelques personnes, tandis que le plus grand
contient presque 200 000 personnes. La plupart des jeux de données reposent sur la
technologie GPS, ce qui fait que les mesures ne sont pas toujours suffisamment précises.
Nous avons choisi de ne pas utiliser les jeux de données qui reposent sur des mesures,
car nous devrions faire correspondre les points de données aux rues réelles. Cette tâche,
appelée cartospondance (ou map matching en anglais), est loin d’être triviale. Notre
objectif n’est pas d’effectuer une telle tâche, c’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser
des jeux de données simulés tels que TAPAS Cologne ou Bologne. La plupart des jeux
de données sont répertoriés sur la documentation d’Accio [67].

L’un des objectifs finaux étant de déployer des capteurs à La Rochelle, nous avons
également récupéré la carte de La Rochelle sur OpenStreetMap. La zone correspond à ce
qui est affiché dans la figure 3.4. Notons que nous n’avons pas de trajectoires pour ce jeu
de données, nous n’effectuerons donc que quelques expériences préliminaires sur celui-ci.
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Figure 3.4 – Carte de la zone de La Rochelle

3.5.1.1 TAPAS Cologne

Nous avons choisi de travailler avec les données fournies par le projet TAPAS Co-
logne, qui est une initiative de l’Institut des Systèmes de Transport du Centre Allemand
pour l’Aéronautique et l’Astronautique (Institute of Transportation System au Deutsches
Zentrum für Luft- und Raumfahrt, ou ITS-DLR), visant à reproduire, avec le plus haut
niveau de réalisme possible, le trafic automobile dans l’agglomération de la ville de Co-
logne, en Allemagne.

Ces données couvrent une région de 400 kilomètres carrés pendant une période de
24 heures, représentant une journée de travail classique, et incluent 1 538 464 trajec-
toires [131, 130]. Le jeu de données a été simulé avec le logiciel Simulation of Urban
Mobility (SUMO) [27] et est disponible en ligne [117].

La carte de l’agglomération de Cologne, utilisée par TAPAS Cologne, provient de la
base de données OpenStreetMap. Seule la plus grande composante connexe a été retenue
(31 542 sommets au lieu de 31 614 sommets pour l’ensemble du graphe), car nous avons
estimé qu’il n’était pas logique qu’une ville comme Cologne dispose d’un réseau routier
déconnecté. Il s’est avéré qu’aucune trajectoire ne passe par les 72 sommets qui ont été
retirés, ce qui n’a donc pas entraîné une grande perte.

La carte et les trajectoires ont été extraites à l’aide d’un outil qui convertit la carte
en un graphe et les trajectoires en une liste ordonnée d’arêtes. Cet outil est disponible
en ligne [62].

Étant donné que la zone incluse dans le projet TAPAS Cologne (illustrée dans la
figure 3.6a) est bien plus grande que les déploiements que nous pourrions raisonnablement
effectuer, et qu’elle n’est pas homogène en raison de ses différentes zones (urbaines, non
urbaines, résidentielles), nous choisissons de nous limiter au centre-ville de Cologne. Nous
réduisons donc les données à une zone de quatorze kilomètres carrés, correspondant à ce
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Figure 3.5 – Données relatives aux trajectoires du jeu de données de Cologne

qui est montré dans la figure 3.6b.
Il en résulte un jeu de données contenant un graphe routier avec 1080 sommets et 1615

arêtes, ainsi que 51 695 trajectoires, qui ne quittent jamais ce graphe correspondant au
centre-ville. La distribution des longueurs est présentée dans la figure 3.5a. La longueur
moyenne des trajectoires est d’environ 30 tronçons de rues.

Un autre outil de visualisation a été développé pour voir où vont les trajectoires.
Il produit une carte de chaleur, où la zone est divisée en carrés, qui sont colorés en
fonction du nombre de trajectoires passant par ce carré. Une telle carte de chaleur est
présentée dans la figure 3.5b, où les zones bleues correspondent à des zones où il y a peu
de trajectoires, et les zones jaunes puis orange, à des zones où il y a plus de trajectoires.

3.5.1.2 Distribution des centralités dans Cologne

Les figures 3.7 et 3.8 montrent la distribution de chaque centralité, sur le jeu de don-
nées de Cologne. Nous calculons la centralité pour chaque sommet du graphe routier et
traçons cette distribution. Toutes les centralités sont ensuite normalisées afin d’obtenir
des valeurs comprises dans l’intervalle [0, 1], pour pouvoir mieux les comparer. La cen-
tralité dans la figure 3.8a est la distribution des trajectoires, c’est-à-dire le nombre de
trajectoires passant par chaque sommet. Intuitivement, nous nous attendons à obtenir
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(a) Carte de la métropole de Cologne (b) Carte du centre-ville de Cologne

Figure 3.6 – Carte de la métropole de Cologne (gauche), ainsi que la carte du centre-ville
de Cologne, sur lequel nous travaillons (droite)

de bons résultats avec des centralités aussi proches que possible de la figure 3.8a.

3.5.1.3 Bologne

Le jeu de données Bologne a été développé dans le cadre du projet iTRETRIS [68]. Il
s’agit d’un jeu de données plus petit que celui concernant Cologne, qui ne concerne que
deux rues principales de la ville de Bologne. Il simule les mouvements piétonniers denses
observés autour de stades lors de grands événements tels que des matchs de football ou
des concerts [13]. Le graphe routier de ce jeu de données contient 159 sommets, 215 arêtes
et 11000 trajectoires. La figure 3.9 présente la distribution des longueurs des trajectoires
du jeu de données Bologne, ainsi qu’une carte de chaleur présentée de la même manière
que pour le jeu de données TAPAS Cologne. La figure 3.10 présente quant à elle la carte
correspondant au jeu de données Bologne.

3.5.1.4 Méthodologie d’évaluation

Pour évaluer la qualité de notre heuristique sur ces jeux de données, nous avons besoin
d’une mesure de qualité.

Nous devons déployer nos capteurs de manière à maximiser le nombre de trajectoires
qu’il sera possible de reconstruire avec une précision suffisante. Nous considérons qu’une
trajectoire peut être reconstruite si elle est observée suffisamment souvent. Dans ce qui
suit, nous considérons qu’une trajectoire est « perdue » et ne peut pas être reconstruite,
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en utilisant deux définitions : (i) lorsque moins de x% des sommets par lesquelles elle
passe sont observés par des capteurs, ou (ii) lorsqu’elle traverse moins de y sommets où
des capteurs ont été déployés. Dans la suite, nous utilisons les valeurs suivantes : x = 20%,
x = 10%, y = 4. Nous supposons que de tels seuils pourraient permettre de reconstruire
les trajectoires avec une bonne précision. D’autres études seraient nécessaires pour affiner
ces valeurs.

3.5.1.5 Efficacité

Définissons maintenant une mesure d’efficacité. L’objectif est de minimiser le nombre
d’intersections de rues que nous surveillons, c’est-à-dire d’utiliser le moins de capteurs
possible, tout en minimisant le nombre de trajectoires perdues. Nous utilisons l’équa-
tion 3.1, où |S| est le nombre de capteurs, |V | le nombre de sommets de notre graphe,
|L| le nombre de trajectoires perdues, et T le nombre de trajectoires dans notre jeu de
données. Cette fonction doit être maximisée. Cette fonction est comprise entre 0 et 1.

Efficacité =
|V | − |S|
|V |

× |T | − |L|
|T |

(3.1)

La valeur k influe sur la distance en dessous de laquelle les sommets sont éliminés
de la couverture. Lorsque k augmente, le nombre de capteurs diminue, donc le nombre
de trajectoires perdues augmente. k doit être choisi de manière à maximiser l’efficacité,
comme le montre la figure 3.11. On peut y voir que pour de faibles valeurs de k, il y
a beaucoup de capteurs, puisque la totalité des sommets de la couverture possède un
capteur. Le pourcentage de trajectoires perdues est par conséquent très faible, mais le
coût de déploiement serait prohibitif. Plus k augmente, plus les capteurs seront éloignés
les uns des autres, donc moins il y en aura. Par conséquent, le coût de déploiement
diminuera mais le pourcentage de trajectoires perdues augmentera.

Avec un tel jeu de données, choisir la valeur de k qui maximise l’efficacité est facile
à faire puisque notre jeu de données inclut les trajectoires. Dans un déploiement réel, la
courbe de la figure 3.11 serait inconnue. Nous pourrions toutefois choisir k en fonction
des ressources disponibles : k doit être le plus petit possible afin de reconstruire autant
de trajectoires que possible, sans toutefois dépasser le nombre de capteurs disponibles.

3.5.1.6 Méthodes de référence

Pour mettre nos résultats en perspective, puisque nous n’avons pas trouvé d’autres
méthodes de placement de capteurs dans la littérature, nous avons défini plusieurs autres
méthodes pour évaluer la qualité de nos résultats.

La première méthode consiste à sélectionner des sommets au hasard. Nous choisis-
sons le nombre de sommets qui nous donne les meilleurs résultats en moyenne sur 10
exécutions. Comme nous choisissons les sommets au hasard, ils doivent être répartis
uniformément sur notre graphe. Nous appelons cette stratégie « Aléatoire ». Nous nous
attendons à ce que cette méthode donne de mauvais résultats.
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Figure 3.11 – Efficacité en fonction de k, sur le jeu de données Cologne, avec la centralité
expected force

Nous avons utilisé la centralité force en pondérant le graphe de la manière suivante :
le poids de chaque arête est le nombre de trajectoires qui passent par cette arête. La
centralité force d’un sommet u est la somme du poids de chacune des arêtes adjacentes
à u. Cette centralité nécessite donc une connaissance a priori des trajectoires et devrait
être plus performante que les autres centralités.

Nous avons également implémenté quatre stratégies gloutonnes qui utilisent égale-
ment la connaissance a priori des trajectoires. « Glouton perdues » choisit, à chaque
étape, le sommet sans capteur par lequel passe le plus grand nombre de trajectoires per-
dues, jusqu’à ce que l sommets soient choisis. Nous choisissons la valeur de l qui maximise
notre fonction d’efficacité. « Glouton aucune perdue » fait la même chose mais s’arrête
lorsqu’il n’y a plus de trajectoires perdues. « Glouton traj » choisit, à chaque étape, le
sommet sans capteurs par lequel passe le plus grand nombre de trajectoires, jusqu’à ce
que h sommets soient choisis. Enfin, « Glouton aucune trajectoire » est identique mais
s’arrête lorsque plus aucune trajectoire n’est perdue.

3.5.2 Résultats

3.5.2.1 Jeu de données centre-ville Cologne

Nous exécutons notre heuristique sur le graphe routier du centre-ville de Cologne,
avec différentes mesures de centralité afin de comparer leur efficacité.

Nos résultats sont résumés dans le tableau 3.3. La valeur k est choisie de manière à
maximiser la fonction d’efficacité, comme expliqué dans la Section 3.5.1.5.



3.5. EXPÉRIENCES SUR DES JEUX DE DONNÉES RÉELS 69

P
er

du
es

20
%

10
%

4
C

en
tr

al
it

é
k

C
ap

tr
.

P
er

d.
E

ffi
.

k
C

ap
tr

.
P
er

d.
E

ffi
.

k
C

ap
tr

.
P
er

d.
E

ffi
.

Fo
rc

e
9

16
,1

4%
4,

10
%

0,
80

4
17

10
,0

7%
4,

14
%

0,
86

2
9

16
,1

4%
8,

84
%

0,
76

4
G

lo
ut

.t
ra

j.
17

,1
3%

7,
77

%
0,

76
4

13
,8

9%
5,

54
%

0,
81

4
17

,1
3%

10
,0

3%
0,

74
6

G
lo

ut
.a

uc
.t

ra
j.

86
,0

2%
0%

0,
14

0
82

,5
0%

0%
0,

17
2

86
,6

7%
0%

0,
13

3
G

lo
ut

.p
er

d.
16

,7
6%

8,
54

%
0,

76
1

10
,8

3%
8,

84
%

0,
81

3
17

,4
1%

10
,0

6%
0,

74
3

G
lo

ut
.a

uc
.p

er
d.

85
,4

6%
0%

0,
14

4
82

,1
3%

0%
0,

17
7

34
,0

7%
0%

0,
65

9

D
eg

ré
e

5
16

,4
8%

4,
54

%
0,

79
7

7
13

,8
0%

1,
31

%
0,

85
1

4
20

,5
6%

7,
29

%
0,

73
6

K
at

z
8

18
,1

5%
3,

00
%

0,
79

4
20

9,
54

%
4,

39
%

0,
86

5
8

18
,1

5%
9,

21
%

0,
74

3
E

xp
ec

te
d

Fo
rc

e
9

17
,1

3%
4,

14
%

0,
79

4
23

8,
98

%
5,

00
%

0,
86

5
9

17
,1

3%
10

,7
0%

0,
74

0
A

cc
es

si
bi

lit
é

10
15

,9
3%

5,
88

%
0,

79
1

14
12

,3
1%

2,
50

%
0,

85
6

9
17

,3
1%

9,
82

%
0,

75
6

In
te

rm
éd

ia
ir

e
7

20
,5

6%
3,

88
%

0,
76

4
13

12
,9

6%
3,

26
%

0,
84

2
7

20
,5

6%
9,

02
%

0,
72

3
In

fo
rm

at
io

n
6

20
,3

7%
4,

21
%

0,
76

3
14

11
,0

2%
4,

79
%

0,
84

7
10

14
,6

3%
13

,5
2%

0,
73

8
C

lo
se

ne
ss

4
23

,3
3%

7,
10

%
0,

71
2

9
13

,6
1%

8,
35

%
0,

79
2

4
23

,3
3%

10
,9

6%
0,

68
3

V
ec

te
ur

pr
op

re
3

27
,4

1%
3,

39
%

0,
70

1
5

19
,7

2%
3,

19
%

0,
77

7
4

22
,9

6%
11

,3
2%

0,
68

3

A
lé

at
oi

re
28

6
26

,4
8%

5,
60

%
0,

69
6

20
4

18
,8

9%
4,

10
%

0,
78

0
25

8
23

,8
9%

14
,1

2%
0,

65
4

T
a
bl

e
3.

3
–

R
és

ul
ta

ts
po

ur
ch

aq
ue

ce
nt

ra
lit

é,
su

r
le

ce
nt

re
-v

ill
e

de
C

ol
og

ne
,e

n
co

ns
id

ér
an

t
di

ffé
re

nt
es

dé
fin

it
io

ns
de

pe
rd

ue
s

(m
oi

ns
de

10
%

de
s

so
m

m
et

s,
m

oi
ns

de
20

%
de

s
so

m
m

et
s,

et
m

oi
ns

de
4

so
m

m
et

s)
.
Le

s
ré

su
lt

at
s

en
gr

as
co

rr
es

po
nd

en
t

au
x

ca
s

où
l’e

ffi
ca

ci
té

es
t

m
ax

im
al

e.



70 CHAPITRE 3. PLACEMENT DE CAPTEURS

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ratio sommets observés par trajectoire

0

2

4
%

de
tr

aj
ec

to
ir

es normal, µ=0.49, σ=0.14

(a) Pourcentage de trajectoires, en fonction du
ratio de leurs sommets qui sont observés par des
capteurs. Ex : 5% des trajectoires ont 50% de
leurs sommets observés.

0 20 40 60 80

Longueur des traj. en nombre d’arêtes

0

20

40

60

%
de

tr
aj

.p
er

du
es

(b) Pourcentage de trajectoires perdues, en
fonction de la longueur des trajectoires, jeu de
données Cologne, centralité Force. Ex : 42% des
trajectoires de longueur 4 sont perdues.

Figure 3.12 – Centre-ville de Cologne, perdue = 20%, centralité force, k = 9

La première colonne du tableau 3.3 considère qu’une trajectoire est perdue lorsque
moins de 20% des intersections de rues qu’elle traverse ont des capteurs. Dans cette
colonne, avec la plupart des centralités, moins de 20% des sommets doivent avoir un
capteur pour pouvoir observer plus de 95% des trajectoires. Ceci est également visible
sur la figure 3.12a, qui montre la proportion des trajectoires observées.

Une inspection plus approfondie montre que les trajectoires perdues sont principa-
lement des trajectoires courtes. Ceci est confirmé par la figure 3.12b qui représente la
quantité de trajectoires perdues en fonction de leur longueur. Nous pouvons voir que
près de 40% des trajectoires d’une longueur de 4 sont perdues et que, plus générale-
ment, plus les trajectoires sont courtes, plus il y a de pertes. Cette figure est à comparer
avec la figure 3.5a, qui représente la même distribution pour toutes les trajectoires. Nous
constatons une diminution de la longueur moyenne des trajectoires.

3.5.2.2 Impact de la définition d’une trajectoire perdue

Pour mieux comprendre l’impact de la définition de trajectoires perdues, nous consi-
dérons également une trajectoire perdue lorsque moins de 10% des intersections de rues
qu’elle traverse possèdent un capteur. La deuxième colonne du tableau 3.3 montre les
résultats obtenus en tenant compte de cette nouvelle définition.

La valeur de k qui maximise notre fonction d’efficacité est plus élevée que dans la
colonne 1 du tableau 3.3. Ceci n’est pas surprenant, car nous avons besoin de moins de
sommets pour considérer une trajectoire « observée ». Une valeur plus élevée de k signifie
qu’il y aura moins de capteurs. Notons que le pourcentage de trajectoires perdues reste
du même ordre de grandeur. Avec moins de capteurs et le même nombre de trajectoires
perdues, la fonction d’efficacité donne des valeurs plus élevées.

La figure 3.13b montre qu’encore une fois, les trajectoires courtes ont tendance à être
plus perdues que les trajectoires plus longues. La figure 3.13a quant à elle montre qu’en
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(b) Pourcentage de trajectoires, en fonction du
ratio de leurs sommets qui sont observés par des
capteurs. Ex : 3, 6% des trajectoires ont 40% de
leurs sommets observés.

Figure 3.13 – Centre-ville de Cologne, perdue = 10, centralité force, k = 17

moyenne, avec cette valeur de k plus élevée, les trajectoires sont vues moins souvent :
36% de leurs sommets sont vus en moyenne, ce qui est inférieur à la figure 3.12a, dans
laquelle environ 49% des sommets des trajectoires sont vues par un capteur.

Ceci s’explique par une valeur de k moins élevée dans la figure 3.12a, ce qui se
traduit par plus de capteurs, donc moins de perte. Notons que k est moins élevé dans
la figure 3.12a car nous demandons à voir plus de sommets par trajectoire pour les
considérer observées (le seuil perdue est plus élevé).

Considérons maintenant qu’une trajectoire est perdue lorsque nous avons observé moins
de 4 de ses intersections. La troisième colonne du tableau 3.3 montre comment nos ré-
sultats diffèrent selon cette définition. Comme le montre la figure 3.14b, les trajectoires
courtes sont inévitablement perdues. Les trajectoires courtes sont perdues car il est dif-
ficile de voir 4 fois une trajectoire de longueur proche de 4. Nous constatons une forte
diminution du pourcentage de trajectoires perdues lorsque la longueur de la trajectoire
augmente. La valeur de k qui maximise notre fonction d’efficacité reste dans la même
fourchette, avec un pourcentage plus élevé de trajectoires perdues, ce qui se traduit par
des valeurs plus faibles pour notre fonction d’efficacité.

Notons qu’avec cette définition de trajectoires perdues, il est impossible d’observer une
trajectoire qui comporte moins de 4 sommets. Dans le cas de nos approches « Glouton
aucune trajectoire » et « Glouton aucune perdue », nous omettons les trajectoires qui
comportent moins de 4 sommets.
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Figure 3.14 – Centre-ville de Cologne, perdue = 4, centralité force, k = 9

3.5.2.3 Jeu de données Bologne

Le tableau 3.4 montre les résultats que nous avons obtenus pour le jeu de données
Bologne, où des résultats comparables sont obtenus.

Les deux premières colonnes correspondent aux contextes où les trajectoires sont
considérées perdues lorsque moins de 20% et 10% des croisements de rues qu’elles tra-
versent ont un capteur. Dans ces colonnes, nous pouvons voir que l’efficacité est similaire
à celle de Cologne, mais que les valeurs optimales de k sont plus petites. Cela signifie
que nous retirons moins de sommets à chaque étape, donc que nous utilisons propor-
tionnellement plus de capteurs. Cela est probablement dû à la taille du jeu de données :
la zone est considérablement plus petite, d’un facteur 10 environ, mais elle comporte
seulement 5 fois moins de trajectoires. Par conséquent, le fait de laisser plus de sommets
non surveillés augmente le nombre de trajectoires perdues.

Dans la troisième colonne, nous observons de moins bons résultats, qui sont dus à la
taille du jeu de données. La longueur moyenne des trajectoires à Cologne est de 30 (voir
figure 3.5a) alors qu’elle est de 11 à Bologne. Il est donc plus difficile de voir 4 de leurs
sommets.
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(a) Pourcentage de trajectoires, en fonction du
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(b) Pourcentage de trajectoires perdues, en
fonction de la longueur des trajectoires, jeu de
données Bologne, centralité Katz. Ex : 68, 9%
des trajectoires de longueur 10 sont perdues.

Figure 3.15 – Bologne, perdue = 20%, centralité degré, k = 4

La figure 3.15 montre plus de détails sur nos résultats. La figure 3.15a montre le
pourcentage de trajectoires en fonction du ratio de leurs sommets observés par des cap-
teurs. En moyenne, environ 30 à 40% des trajectoires sont observées par les capteurs.
Nous avons fait une régression avec la même fonction que sur le jeu de données précédent
(figure 3.12a), mais le jeu de données est beaucoup plus petit, donc il y a plus de va-
riabilité dans les données. La figure 3.15b montre le pourcentage de trajectoires perdues
en fonction de leur longueur. Une fois de plus, en la comparant à la figure 3.9a, nous
constatons que les trajectoires courtes ont tendance a être perdues.

3.5.3 Impact de k

Pour voir l’impact de k sur le nombre de capteurs, nous traçons le nombre de capteurs
en fonction de k, représenté dans la figure 3.16. Pour cette expérience, nous prenons
comme exemple un graphe routier récupéré sur OSM, qui couvre quelques quartiers de
La Rochelle (voir figure 3.4). Nous observons une forte diminution du nombre de capteurs
déployés pour des valeurs faibles de k, et une diminution plus lente pour des valeurs
élevées de k. Cela indique qu’un compromis peut être trouvé parmi les faibles valeurs de
k.

3.5.4 Recalcul des centralités

Nous avons essayé de recalculer les centralités après chaque placement de capteur.
Pour ce faire, à chaque fois que nous plaçons un capteur, nous supprimons le sommet
associé dans le graphe routier, ainsi que tous les sommets situés dans un rayon de 25
mètres, puis nous recalculons les centralités. Cette méthode n’a pas permis d’améliorer
l’efficacité.
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Figure 3.16 – Taille de la couverture, en fonction de k, sur la plus grande composante
connexe de La Rochelle (3 671 sommets)

3.5.5 Impact d’un rayon de suppression variant en fonction de la valeur
de centralité

Le tableau 3.5 montre la différence entre la suppression de sommets à une distance
k fixe lorsqu’un capteur est déployé, et la suppression à une distance variable, comme
expliqué dans l’algorithme 5. Pour chaque centralité, nous avons choisi la valeur de k
qui maximise l’efficacité. Nous observons que pour chaque centralité, l’efficacité est plus
élevée lorsque le rayon de suppression est variable.

Les images 3.17a et 3.17b montrent respectivement l’emplacement des capteurs lorsque
le rayon de suppression varie et lorsque le rayon de suppression est fixe. Ces images
donnent l’intuition que les capteurs sont uniformément répartis lorsque le rayon de sup-
pression est fixe, alors qu’ils semblent plus denses dans les zones centrales lorsque le
rayon de suppression est variable, ce qui permet d’observer plus de trajectoires, comme
le montre le tableau 3.5.

3.5.6 Impact de la couverture sur l’efficacité

Notre heuristique de placement de capteurs calcule une couverture, puis place des
capteurs sur les sommets les plus centraux de la couverture. Nous étudions ici l’impact
de la couverture sur la qualité du résultat. Nous souhaitons savoir si placer des capteurs
parmi une couverture restreinte, ou au contraire contenant plus de sommets, permet
d’obtenir une meilleur efficacité.

La première colonne du tableau 3.6 (|V C|) montre la taille de la couverture par
rapport au nombre de sommets du graphe. La deuxième colonne représente le pourcentage
de sommets qui recevront un capteur, tandis que les colonnes suivantes (sauf la dernière)
représentent respectivement la proportion de trajectoires vues moins d’une fois, moins
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Variable Fixé
k Efficacité k Efficacité

Force 9 0,804 2 0,756
Degré 5 0,797 1 0,712
Katz 8 0,794 2 0,707
Expected Force 9 0,794 1 0,711
Accessibilité 10 0,791 2 0,707
Intermédiaire 7 0,764 1 0,696
Information 6 0,763 2 0,715
Closeness 4 0,712 1 0,684
Vecteur propre 3 0,701 2 0,721

Table 3.5 – Comparaison de l’efficacité pour un rayon de suppression fixe, et un rayon
de suppression variable

(a) Rayon de suppression variable (b) Rayon de suppression fixe

Figure 3.17 – Comparaison du déploiement de capteurs en fonction du rayon de sup-
pression, fixe ou variable, sur le jeu de données du centre-ville de Cologne
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|V C| |kV C| < 1 < 2 < 4 Note

100% 7,17% 0% 1,40% 11,27% Graphe complet
81,22% 6,27% 0,21% 2,41% 15,00% Couverture Gavril et Yanna.
56,48% 5,13% 0,76% 4,33% 20,65% Couverture Bar-Yehuda

50% 5,17% 1,37% 6,20% 26,00% n
2 sommets aléatoires

Table 3.6 – Comparaison de la proportion de trajectoires observées en fonction de
la couverture utilisée dans l’heuristique 5, essais réalisés avec la centralité accessibilité
(h = 4), sur Cologne, et k = 4

de deux fois et moins de quatre fois.
La première ligne du tableau 3.6 correspond à l’exécution de notre heuristique, sans

calculer de couverture, c’est-à-dire que la ligne 1 de notre heuristique 5 serait V C ← V ,
la variable V C recevrait tous les sommets du graphe routier.

La deuxième ligne du tableau correspond à une exécution de notre algorithme dans
laquelle la couverture est calculée par l’algorithme 1 plutôt que par l’algorithme de Bar-
Yehuda (algorithme 2).

La ligne 3 correspond à notre heuristique, sans modification, puisque par défaut, la
couverture est calculée par l’algorithme de Bar-Yehuda.

La dernière ligne quant à elle revient à remplir la variable V C avec n
2 sommets

aléatoires.
Nous observons que choisir n

2 sommets aléatoires consomme plus de capteurs, et
a plus de trajectoires perdues, choisir le graphe complet (ligne 1) consomme plus de
capteurs, mais permet de voir plus de trajectoires. Pour finir, utiliser l’algorithme de
Gavril et Yannakakis consomme aussi plus de capteurs, mais permet d’observer plus de
trajectoires.

Il s’agit de trouver un compromis entre le nombre de capteurs et la quantité de
trajectoires observées. Dans notre heuristique, nous avons choisi d’utiliser l’algorithme
de Bar-Yehuda, mais notre heuristique peut être modifiée facilement pour utiliser une
autre approche.

3.5.7 Combinaison linéaire de centralités

Jusqu’ici, notre heuristique de placement de capteurs utilise une certaine centralité,
passée en paramètre, pour décider quels sommets de la couverture auront un capteur.
Choisir la bonne centralité n’est pas une tâche facile. Sur nos exemples, nous pouvions
le faire car nous connaissions les trajectoires que nous cherchions, ce qui nous a permis
d’étudier la pertinence de chaque centralité. Dans le cadre d’un déploiement réel, les
trajectoires ne sont pas connues, il est donc difficile de décider a priori quelle centralité
utiliser.

De plus, peut-être qu’une seule centralité n’est pas suffisante pour capturer toute
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la complexité des déplacements humains : peut-être que les individus ont tendance à
emprunter le plus court chemin pour rejoindre leur destination, mais peut-être qu’ils ont
tendance à en dévier un peu pour emprunter de grands carrefours, par lesquels beaucoup
de rues passent, ou au contraire à les éviter.

Pour ces raisons, nous étudions dans cette dernière section, l’utilisation d’une combi-
naison linéaire des centralités susmentionnées. Nous montrons que cette approche donne
des résultats comparable à nos meilleurs centralités, sans avoir à choisir a priori une
centralité.

Pour construire notre combinaison linéaire, nous utilisons des coefficients basés sur
la corrélation de chaque centralité avec les trajectoires.

Soit le τb de Kendall [76], une mesure de corrélation de rang. C’est-à-dire, à quelle
point les ordres de deux listes sont corrélés. Cette mesure va de -1 pour les corrélations
négatives à 1 pour les corrélations positives. Elle est égale à 0 lorsqu’il n’y a pas de
corrélation.

Nous calculons la valeur du τ c,db de Kendall entre la liste de la quantité de trajectoires
à chaque sommet et les valeurs d’une centralité c à chaque sommet, sur un jeu de données
d. Nous calculons τ c,db pour chaque centralité.

Nous obtenons le coefficient αd
c de la centralité c, sur le jeu de données d, en normali-

sant τ c,db par la somme de τ c,db pour toutes nos centralités. Ceci nous permet de passer de
valeurs τ c,db comprises dans l’intervalle [−1, 1] à des valeurs αd

c dont la somme
∑

c αc = 1.
αc représente donc la corrélation entre l’ordre du nombre de trajectoire par sommet, et
l’ordre de la valeur de la centralité c à chaque sommet, pour un jeu de données d.

Ensuite, nous calculons la moyenne des αd
c sur plusieurs jeux de données [121]. Ceci

nous permet d’obtenir des coefficients qui marchent en moyenne sur plusieurs jeux de
données.

Plus formellement, nous obtenons le coefficient αd
c , pour une centralité c, et un jeu

de données d :

αd
c =

τ cb∑
i τ

i
b

Nous faisons ensuite la moyenne αc des αd
c sur plusieurs jeux de données d. Nous

considérons que tous les jeux de données ne sont pas égaux : un jeu de données de grande
taille doit influer sur αc de manière plus importante qu’un jeu de données de petite taille.
Pour ce faire, nous faisons la moyenne pondérée sur nos n jeux de données, où dt est un
le nombre de trajectoires dans d divisé par le nombre total de trajectoires sur l’ensemble
de nos jeux de données.

αc =
n∑

d=1

dt × αd
c

n

Nous pouvons enfin calculer la combinaison linéaire de centralités pour le sommet v :

combinaison(v) =
∑
c

αc × centc(v)
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Centralité Centre-ville Cologne Bologne Moyenne pondérée

Katz 0,1154 0,1651 0,1258
Degré 0,1196 0,1863 0,1196
Information 0,1691 0,1097 0,1691
Intermédiaire 0,1188 0,1603 0,1188
Closeness 0,1461 0,0534 0,1461
Accessibilité 0,1413 0,1022 0,1413
Vecteur propre 0,0750 0,0647 0,0750
Expected Force 0,1144 0,1584 0,1144

Table 3.7 – Coefficients τ c,db de Kendall sur différents jeux de données d, pour différentes
centralités c

Centre-ville Cologne Bologne

Information Degré
Closeness Katz
Accessibilité Intermédiaire
Degré Expected Force
Intermédiaire Information
Katz Accessibilité
Expected Force Vecteur prorpre
Vecteur propre Closeness

Table 3.8 – Centralités ordonnées selon leur valeur αd
c sur différents jeux de données d

Où αc est le coefficient de la centralité c et centc(v) est la valeur de la centralité c sur
le sommet v.

Le tableau 3.7 montre les valeurs de αd
c que nous obtenons pour chaque centralité

sur les jeux de données de Bologne, et du centre-ville de Cologne, ainsi que la moyenne
pondérée αc sur nos deux jeux de données.

Pour cette expérience, nous avons choisi de diviser notre jeu de données concernant
le centre-ville de Cologne en deux parties. Nous retirons d’abord 10 000 trajectoires du
jeu de données, nous calculons les coefficients, puis nous utilisons les 10 000 trajectoires
restantes pour valider nos coefficients.

Le tableau 3.8 montre nos centralités triées selon leur valeur αd
c .

Pour finir, le tableau 3.9 résume nos résultats sur le centre-ville de Cologne, à la
manière de nos expériences précédentes. Notons que ces résultats portent sur 10 000
trajectoires seulement, et que ces trajectoires n’ont pas été utilisées pour calculer les
coefficients. Nous observons que la combinaison linéaire des centralités donne la meilleure
efficacité en moyenne, sur l’ensemble de nos définitions des trajectoires perdues.

Malheureusement, la précision des coefficients de notre combinaison linéaire est limi-
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tée par le faible nombre de jeux de données disponibles. Grâce à la méthodologie que
nous développons, d’autres jeux de donnés pourrons voir le jour et ainsi enrichir nos
coefficients.

Nous pensons que cette combinaison linéaire de centralité représente une manière
efficace de choisir la bonne centralité pour notre heuristique. Notre heuristique ne dépend
donc plus d’aucun paramètre.

3.6 Conclusion et perspectives

Nous avons développé une méthode de placement de capteurs dans un réseau urbain
pour la reconstruction de trajectoires et l’inférence de contacts. Cette méthode tire parti
du problème de la couverture par sommets et de la notion de centralité dans les graphes
pour choisir les sommets les plus importants.

Nous avons montré que sur deux jeux de donnés, les centralités Degree, Katz et
Expected Force fournissent les meilleurs résultats. Si l’on considère qu’une trajectoire
doit être observée par un capteur dans au moins 20% des croisements de rues qu’elle
traverse, sur notre jeu de données du centre-ville de Cologne, nous avons montré qu’en
déployant des capteurs sur seulement 16% des intersections de rues, nous observons 95%
des trajectoires. Pour mettre nos résultats en perspective, nous avons également comparé
notre méthode à d’autres méthodes qui connaissent les trajectoires à l’avance. Celles-
ci sont utilisées comme des bornes supérieures. Nous avons également développé une
solution naïve pour servir de borne inférieure. Notre solution est en moyenne assez proche
de nos bornes supérieures.

Nous pourrions affiner notre objectif : au lieu de maximiser le nombre de fois qu’une
trajectoire est vue, nous pourrions la voir juste assez pour la reconstruire avec une pré-
cision suffisante. Ceci suppose de faire une étude plus approfondie de la définition de
trajectoire perdue à retenir, ceci dépend de l’utilisation faite des trajectoires par la suite.
Ainsi, nous pourrions éviter de déployer un trop grand nombre de capteurs sur des tra-
jectoires déjà observées.

Nous pourrions aussi tenir compte de la topologie de chaque croisement de rue, car
il se peut que nous devions placer plusieurs capteurs à certaines intersections afin d’ob-
tenir une couverture complète de l’intersection, ce qui les rendraient plus coûteuses à
surveiller. Par exemple, un grand carrefour, de par sa taille, nécessiterait de déployer
plus de capteurs pour couvrir l’ensemble de sa surface. Un croisement de rue avec une
statue, ou autre monument qui pourrait bloquer les ondes, peut aussi nécessiter plus de
capteurs qu’un petit croisement de rues sans obstacle. Notre heuristique pourrait donc
prendre en compte le coût du déploiement à chaque intersection.

Les trajectoires ont tendance à rester dans la même zone géographique, appelée zone
fonctionnelle [60]. Il a été montré qu’il est possible d’identifier ces zones fonctionnelles à
l’aide d’outils de théorie des graphes, comme la notion de communautés. Dans le cadre
de notre étude de la mobilité, nous souhaitons donc identifier ces zones fonctionnelles, ce



3.6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 81

qui nous permettrait de répartir nos capteurs uniformément (ou non) dans ces zones. Le
chapitre suivant est consacré à la détection de communautés dans les graphes de terrain.
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Après avoir proposé une heuristique de placement de capteurs pour mesurer les tra-
jectoires d’individus dans une zone urbaine, nous nous intéressons à l’organisation de ces
zones urbaines, que nous étudions au travers de la notion de communautés.
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Ce chapitre, qui constitue le cœur de cette thèse, étudie la notion de communautés
dans les graphes de terrain. Pour ce faire, nous étudions les algorithmes de détection
de communautés, et présentons une méthode permettant d’obtenir des communautés de
meilleure qualité.

Ce chapitre commence par une introduction expliquant les enjeux de la détection
de communautés, suivi d’une étude des méthodes de détection de communautés consen-
suelles. Nous présentons ensuite une amélioration qu’il est possible d’appliquer à ces
méthodes. Enfin, nous présentons les résultats de notre méthode sur des graphes de
terrain ainsi que des graphes synthétiques.

4.1 Introduction

Les trajectoires humaines ont tendance à rester dans les mêmes zones géographiques,
appelées zones fonctionnelles. Dans un réseau routier, les communautés permettent de
détecter ces zones fonctionnelles [60]. Ainsi, en identifiant ces zones, nous pourrions
mieux comprendre l’organisation d’une aire urbaine, et potentiellement améliorer notre
méthode de placement de capteurs développée au chapitre précédent.

Les graphes routiers, tout comme les graphes de terrain de manière générale, pré-
sentent des caractéristiques particulières qui les distinguent des graphes aléatoires. Un
petit nombre de sommets a tendance à avoir beaucoup de voisins, tandis que la majorité
des sommets a tendance à avoir peu de voisins. La répartition des arêtes n’est pas homo-
gène : certaines parties du graphe sont densément connectées, tandis qu’entre ces parties
denses, il n’y a généralement que quelques arêtes. Cette caractéristique des graphes de
terrain est appelée structure communautaire [53]. La recherche de ces parties densément
connectées d’un graphe est appelée détection de communautés.

La détection de communautés permet aussi d’étudier d’autres types de réseaux que les
réseaux routiers. Dans un réseau d’achat reliant des clients et des produits, la détection de
communautés peut permettre d’identifier des communautés de clients ayant des intérêts
similaires et d’améliorer ainsi les systèmes de recommandation. Dans les réseaux sociaux,
la détection de communautés peut aider à identifier des groupes de personnes : familles,
amis ou collègues.

Il existe de nombreux algorithmes de détection de communautés, tels que Walk-
trap [109], Infomap [115] ou Louvain [15], que nous avons déjà présentés. Certains algo-
rithmes sont non déterministes, comme Louvain, pour lequel les communautés produites
sont déterminées par l’ordre dans lequel les sommets sont visités. Comme les sommets
peuvent être visités dans n’importe quel ordre, cet algorithme peut produire différentes
partitions. Nous avons donc besoin d’un moyen de choisir une « bonne » partition. Pour
ce faire, nous avons besoin d’un critère pour trier les partitions et choisir celle qui est la
plus représentative de la structure communautaire réelle du réseau.

En l’absence d’un tel critère, nous combinons les informations de différentes parti-
tions en communautés consensuelles [86] (également connues dans la littérature sous le
nom cœurs de communautés ou de communautés constantes). Ces communautés per-
mettent de travailler avec des graphes dynamiques, car il devient plus facile de suivre les
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Figure 4.1 – Illustration de communautés, j_ham3, CC BY-SA 3.0 via Wikimedia
Commons

communautés dans un réseau horodaté lorsque le calcul est déterministe [118].
Plus formellement, une communauté est un sous-ensemble de sommets d’un graphe.

Dans notre cas, un sommet ne peut appartenir qu’à une seule communauté, et chaque
sommet doit appartenir à une communauté. En d’autres termes, les communautés sont
une partition des sommets d’un graphe.

Notons qu’il existe des communautés recouvrantes, dans lesquelles un sommet peut
appartenir à plusieurs communautés, mais dans le cadre de ce travail, nous nous limitons
aux communautés non recouvrantes. La figure 4.1 montre une illustration d’un graphe
avec 3 communautés, correspondant aux disques gris.

4.2 Communautés consensuelles

La plupart des algorithmes de détection de communautés ne sont pas déterministes :
ils peuvent produire des partitions différentes lorsqu’ils sont exécutés plusieurs fois. Nous
avons donc besoin d’un moyen de décider quelle partition choisir. Même si nous pouvons
les classer en fonction de leur modularité, nous ne devons pas éliminer les partitions de
faible modularité, car elles peuvent encore apporter des informations utiles sur la struc-
ture communautaire sous-jacente. De plus, il a été démontré qu’il existe des partitions
significativement différentes avec une modularité similaire [54].

Une meilleure solution consisterait donc à fusionner les partitions obtenues lors de
plusieurs exécutions d’un algorithme de détection de communautés. Ces partitions fusion-
nées sont appelées communautés consensuelles. Il convient de noter qu’il est préférable
d’utiliser des algorithmes non déterministes plutôt que des algorithmes qui n’utilisent que
des règles arbitraires de départage d’égalité (tie-breaking rules), car ces derniers risquent
de ne pas produire suffisamment de diversité pour que l’étape de fusion soit pertinente.
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Dans Campigotto et al. [26], il a été montré que les graphes aléatoires n’ont pas de
communautés consensuelles, même s’il est possible de trouver des partitions avec une
modularité élevée. Les communautés consensuelles pourraient donc être plus significa-
tives. De plus, Peixoto et al. ont montré que lorsqu’il y a trop de diversité dans les
partitions calculées à travers différentes exécutions du même algorithme, il n’est en géné-
ral pas possible d’obtenir une réponse cohérente [108]. Par conséquent, les communautés
consensuelles ne devraient donner de bons résultats que lorsqu’il existe une structure
communautaire dans le graphe.

4.2.1 Exemple introductif

Pour prendre en compte les similarités entre plusieurs partitions, la plupart des al-
gorithmes utilisent, d’une manière ou d’une autre, une matrice de consensus P . Tout
d’abord, un algorithme de détection de communautés (non consensuelles) A est exécuté
np fois sur un graphe G. En raison du non-déterminisme de A , les np partitions obtenues
seront très probablement différentes, sauf dans les cas simples où les communautés sont
très faciles à trouver.

La matrice de consensus P est alors construite comme suit : le coefficient de consensus
Pij est le nombre de fois où les sommets i et j ont été placés dans la même communauté
par A au cours des np exécutions. Pij varie donc entre 0 et np.

On construit alors le graphe de consensus pondéré GP dont la matrice d’adjacence
est P : les sommets i et j sont reliés dans GP par une arête dont le poids est Pij . Si
Pij = 0, alors les sommets i et j ne sont pas connectés [86, 118].

Un exemple de construction de matrice de consensus est donné en figure 4.2, où
la colonne de gauche correspond à un graphe, dans lequel les sommets d’une même
communauté sont entourés. La colonne du milieu représente toutes les partitions déjà
détectées, et la colonne de droite montre la matrice de consensus.

Dans la ligne 1, la matrice de consensus P ne comporte que des 0 ou des 1 car seule
une détection de communautés a été faite pour le moment. Nous pouvons voir que les
sommets 1 et 2 ont été mis une fois dans la même communauté, donc P12 = 1, alors que
P34 = 0 car les sommets 3 et 4 n’ont pas été mis dans la même communauté.

Dans la deuxième ligne, correspondant à la deuxième détection de communautés, nous
observons que les sommets 4 et 5 n’ont pas été mis dans la même communauté, mais ils
ont été mis dans la même communauté une fois par le passé, donc P45 = 1. P12 = 2 car
les sommets 1 et 2 ont été mis deux fois dans la même communauté jusqu’ici.

4.2.2 Méthode SGL

Le premier type d’approche, développé par Seifi et al. [118, 119] fonctionne sur le
modèle de l’exemple introductif mentionné précédement.

Cette méthode considère que les faibles valeurs de Pij ne sont pas significatives et ne
conserve donc que les valeurs Pij supérieures à un seuil donné τ et fixe toutes les autres
à 0. On obtient ainsi une matrice seuillée Pτ et le graphe associé GPτ .
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1

2

3

4

5

(a) Communautés
— {1, 2, 3}, {4, 5}

(b) Partitions

P =


1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1


(c) Matrice de consensus

1

2

3

4

5

(d) Communautés

— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}

(e) Partitions

P =


2 2 2 0 0
2 2 2 0 0
2 2 2 0 0
0 0 0 2 1
0 0 0 1 2


(f) Matrice de consensus

1

2

3

4

5

(g) Communautés

— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}
— {1, 2, 3}, {4, 5}

(h) Partitions

P =


3 3 3 0 0
3 3 3 0 0
3 3 3 0 0
0 0 0 3 2
0 0 0 2 3


(i) Matrice de consensus

1

2

3

4

5

(j) Communautés

— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}
— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}

(k) Partitions

P =


4 4 4 0 0
4 4 4 0 0
4 4 4 0 0
0 0 0 4 2
0 0 0 2 4


(l) Matrice de consensus

1

2

3

4

5

(m) Communautés

— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}
— {1, 2, 3}, {4, 5}
— {1, 2, 3}{4}{5}
— {1, 2, 3}, {4, 5}

(n) Partitions

P =


5 5 5 0 0
5 5 5 0 0
5 5 5 0 0
0 0 0 5 3
0 0 0 3 5


(o) Matrice de consensus

Figure 4.2 – Exemple de construction d’une matrice de consensus
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Les composantes connexes de GPτ représentent les communautés consensuelles. Voir
l’algorithme 6 pour plus de détails.

Des travaux ont été réalisés pour se débarrasser de τ et décider si l’entrée Pij est
statistiquement significative avant de la conserver ou non [94]. Dans le même esprit,
Chakraborty et al. [28] considèrent que les communautés constantes sont des groupes de
sommets qui sont toujours dans la même communauté dans plusieurs exécutions (c’est-
à-dire pour lesquels Pij = 1).

Algorithme 6 Méthode SGL (G, τ , np, A )

1: Appliquer np fois l’algorithme A sur le graphe G
2: Calculer la matrice de consensus P
3: Créer un graphe pondéré complet GP tel que le poids de l’arête (i, j) est Pij

4: Supprimer de GP toutes les arêtes (i, j) dont le poids est strictement inférieur à τ
pour obtenir GPτ

5: retourne les composantes connexes de GPτ

4.2.3 Méthode LF

La procédure LF [86] est proche de la méthode SGL. Elle n’utilise pas de paramètre τ ,
mais construit une matrice de consensus P , puis construit le graphe GP dont la matrice
d’adjacence est P et exécute A sur GP np fois à nouveau. Si les np partitions sont toutes
égales, l’algorithme s’arrête, sinon il construit une nouvelle matrice de consensus et itère
de cette manière jusqu’à ce que toutes les np partitions soient égales. Voir Algorithme 7
pour plus de détails.

Algorithme 7 Méthode LF (G, τ , np, A )

1: Appliquer np fois l’algorithme A sur le graphe G
2: Calculer la matrice de consensus P
3: Appliquer A np fois sur P
4: si les np partitions sont toutes égales alors
5: retourne la dernière partition obtenue par A
6: sinon
7: Retourner à l’étape 2
8: fin si

4.2.4 Autres approches

Liang et al. [91] utilisent l’Algorithme Label Propagation (LPA) [112] comme algo-
rithme A . Ils l’exécutent np fois pour construire une matrice de consensus, puis effectuent
une seule exécution d’une version de LPA pour graphes pondérés sur GP .
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Wang et Fleury ont développé un algorithme pour les communautés recouvrantes qui
construit un graphe de consensus, puis fusionne les sommets lorsque leur coefficient de
consensus est supérieur à un seuil α et répète le processus [136].

Yang et Leskovec ont développé un algorithme pour la détection des communautés
consensuelles qui se chevauchent, avec une matrice de consensus [141].

Certains auteurs ont choisi d’utiliser différents algorithmes pour générer les premières
np partitions (plutôt que d’utiliser le même algorithme A ), afin d’avoir plus de diversité
dans le consensus. La méthode Azar [78] choisit np algorithmes de détection de commu-
nautés et chacun d’entre eux est exécuté une seule fois sur G. Ensuite, les informations
provenant des np partitions sont regroupées dans une matrice de consensus à partir de
laquelle ils construisent le graphe de consensus associé. Enfin, ils exécutent un autre
algorithme de détection des communautés sur ce graphe de consensus.

Pour éviter de tomber dans un optimum local de modularité, Liu et al. [93] ont choisi
d’appliquer des perturbations au graphe initial, puis d’utiliser une version modifiée de
Louvain [15] qui peut explorer un éventail de solutions plus large. Enfin, ils regroupent
les résultats dans une matrice de consensus.

Burgess et al. [24] se concentrent sur l’ajout d’arêtes intra-communautaires au graphe
de départ G, dans le but d’augmenter l’efficacité de l’algorithme de détection des commu-
nautés. Pour ce faire, ils calculent la similarité entre les paires de sommets, en se basant
sur des métriques telles que Jaccard [69] ou le nombre de voisins communs. Les arêtes
sont ensuite ajoutées de manière non déterministe à G, puis ils exécutent A sur G. Le
processus est répété np fois pour obtenir une matrice de consensus.

Rasero et al. [114] utilisent une autre version de la matrice de consensus qui n’est pas
obtenue par détection de communautés mais à partir des données originales. Ils étudient
les graphes de connectivité cérébrale de différentes personnes et agrègent les différents
graphes dans une matrice de consensus.

La matrice de consensus P est une matrice n× n. Le calcul et le stockage d’une telle
matrice deviennent rapidement infaisables sur de grands graphes. C’est malheureusement
régulièrement le cas puisque les réseaux complexes peuvent avoir jusqu’à plusieurs mil-
liards de sommets [46]. Plusieurs études ont donc travaillé à l’amélioration du calcul de
la matrice de consensus, comme dans les algorithmes de Tandon [126] et ECG [110] où
seules les entrées Pij correspondant à des arêtes (i, j) de G sont considérées. Ainsi, au
lieu de calculer n2 entrées dans P , nous en calculons seulement m (le nombre d’arêtes
dans le graphe), toutes les autres entrées étant 0.
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4.2.5 Algorithme de Tandon et al.

Proposé en 2019, l’algorithme de Tandon [126] se concentre sur l’optimisation du
calcul de la matrice de consensus.

Après avoir exécuté np fois un algorithme de détection de communauté A sur un
graphe G, les auteurs construisent une matrice de consensus P , où Pij = 0 pour les
paires de sommets (i, j) qui ne sont pas reliées par une arête dans G. Sinon, le coefficient
de consensus Pij est calculé normalement.

Ensuite, le graphe pondéré GP , dont la matrice d’adjacence est P , est généré. Puis,
m sommets sont choisis au hasard. Pour chacun d’entre eux, deux sommets voisins, j
et k, sont choisis au hasard, et le coefficient de consensus Pjk est calculé, et l’arête
correspondante ajoutée à GP .

L’étape finale consiste à appliquer A np fois de nouveau sur GP et à mettre à jour
la matrice de consensus P . Si moins de 2% des entrées non nulles de P sont inférieures
à np, A (GP ) est calculé une dernière fois et les communautés sont retournées. Sinon, le
processus est itéré en construisant une nouvelle matrice de consensus P en prenant en
compte ces np nouvelles partitions. Voir l’algorithme 8 pour plus de détails.

Notons que toutes les arêtes de GP dont le poids est strictement inférieur à un certain
paramètre τ sont alors mises à zéro. Au cas où cela déconnecte le graphe, le lien de poids
le plus élevé est conservé.

Algorithme 8 Algorithme de Tandon et al. (G, τ , np, A , m)

1: Appliquer np fois un algorithme de détection de communautés A sur G
2: Calculer les valeurs Pij de la matrice de consensus P si i et j sont voisins dans G
3: Supprimer les arêtes de GP dont le poids est < τ . Si un sommet est déconnecté,

garder son arête de poids maximal.
4: Sélectionner m sommets au hasard et, pour chacun, sélectionner deux voisins j et k

au hasard. Calculer le coefficient de consensus Pjk et ajouter l’arête correspondante
à GP

5: Appliquer A np fois sur GP

6: si Moins de 2% des entrées non nulles sont strictement inférieures à np alors
7: Appliquer une dernière fois A sur le graphe correspondant à P
8: retourne La partition obtenue
9: sinonRetourner à l’étape 2

10: fin si

Comme l’ont montré Tandon et al., le temps d’exécution de la procédure LF est
dominé par le calcul de la matrice de consensus. Ils ont mesuré le temps d’exécution de
la procédure LF et de l’algorithme de Tandon et ont observé que le temps d’exécution de
la procédure LF semble avoir une complexité de n1,6 et celui de l’algorithme de Tandon
n1,2. Ils ont constaté que, dans leur méthode, le temps de calcul de la matrice de consensus
évolue linéairement en fonction du nombre d’arêtes m.
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4.2.6 Ensemble Clustering for Graphs (ECG)

Introduite en 2018, la méthode ECG [110] est une autre méthode qui ne calcule pas
tous les coefficients de consensus. Elle s’appuie sur la notion de k-core, qui est un sous-
graphe maximal qui ne contient que des sommets de degré k ou plus. Trouver le k-core
d’un graphe peut être fait en retirant itérativement chaque sommet de degré inférieur à
k. Notons que si la suppression d’un sommet entraîne la création d’un sommet de degré
inférieur à k, alors ce dernier devra être retiré aussi.

ECG choisit alors de ne calculer que les coefficients de consensus qui correspondent
aux arêtes du 2-core de G. Il prend un paramètre supplémentaire, w∗, qui est le plus petit
poids autorisé dans la matrice de consensus. Tout poids inférieur à w∗ est remplacé par
w∗, comme indiqué par l’équation 4.1. Ils ont choisi d’utiliser le niveau 1 de la méthode
de Louvain comme algorithme de détection de communautés A , car il a été démontré
que l’utilisation d’un algorithme de clustering faible peut produire des résultats de haute
qualité [127], ce qui est le cas du niveau 1 de Louvain [110]. Pour plus de détails, voir
Algorithme 9.

Algorithme 9 Méthode_ECG (G, np, w∗)

1: Exécuter Louvain np fois sur G. Ne garder que les partitions du premier niveau
2: Construire la matrice de consensus P en ne calculant les entrées Pij seulement si i

et j sont connectés dans G. Ajouter un poids selon l’équation 4.1
3: Exécuter Louvain sur GP

4: retourne Les communautés calculées à l’étape précédente

Pij =

{
w∗ + (1− w∗)×

(
Pij

np

)
si (i, j) est dans un 2-core de G

w∗ sinon
(4.1)

Où Pij est le coefficient de consensus des sommets i et j, c’est-à-dire le nombre de
fois ils ont été placés dans la même communauté dans les np exécutions de Louvain.

Notons que gâce à leur déterminisme, les communautés consensuelles permettent aussi
de suivre l’évolution de la structure communautaire dans les graphes dynamiques, qui sont
des graphes dans lesquels les sommets et les arêtes peuvent changer avec le temps [86].

Le critère permettant de décider quels coefficients de consensus calculer peut être
amélioré pour réduire encore la complexité en temps et en espace du calcul de la matrice
de consensus. La sous-section suivante propose un autre critère.

4.3 Amélioration du filtrage du bruit

La présence d’arêtes entre communautés limite l’efficacité des algorithmes de détec-
tion des communautés. S’il n’y avait que des arêtes intra-communautaires, les commu-
nautés seraient les composantes connexes du graphe et leur identification serait triviale.
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Par conséquent, l’ajout dans la matrice de consensus de toutes les entrées correspondant
à des paires de sommets se trouvant dans des communautés différentes ajoute du bruit.

Les deux principales contributions de ce chapitre sont de mettre en évidence la pré-
sence de ce bruit et de trouver un critère qui permet de diminuer le nombre d’entrées,
et donc de limiter ce bruit, tout en conservant les informations pertinentes. La diminu-
tion du nombre d’entrées dans P pourrait également réduire la complexité temporelle et
spatiale du calcul de la matrice de consensus.

4.3.1 L’information est bruitée

Cette sous-section montre que la matrice de consensus P est bruitée. Pour ce faire,
nous montrons que la qualité du partitionnement est maximale lorsque la matrice de
consensus n’est que partiellement remplie.

Pour ce faire, nous générons un graphe LFR G (ainsi que ses communautés, servant
de vérité terrain). Nous utilisons également une distance dist entre les sommets qui sera
décrite plus en détail dans les sous-sections suivantes.

Ensuite, nous exécutons np fois un algorithme de détection de communauté A sur
G. Enfin, nous construisons une matrice de consensus P , mais nous la remplissons en
ajoutant les entrées Pij une par une dans l’ordre croissant de dist(i, j). En cas d’égalité,
une paire de sommet aléatoire est choisie (parmi les paires à égalité).

Après chaque ajout dans la matrice de consensus partielle P , nous construisons le
graphe de consensus partiel associé GP et exécutons A sur GP . Nous calculons ensuite
la NMI entre les communautés ainsi calculées et celle de la vérité terrain. Nous itérons
de cette manière jusqu’à ce que la matrice P soit complètement remplie. Cette méthode
nous permet d’étudier comment la NMI varie en fonction du nombre d’entrées dans P .

Notre méthode repose sur plusieurs paramètres : le graphe généré à l’aide de LFR,
en particulier son paramètre de mélange µ qui mesure la proportion de liens entre les
communautés, l’algorithme A utilisé pour calculer les communautés, le nombre np d’exé-
cutions de A et la distance dist(i, j). La méthodologie détaillée est présentée dans l’al-
gorithme 10. Dans notre cas, nous avons choisi A = Louvain, et np = 12 car il a été
démontré que la matrice de consensus converge rapidement lorsque np augmente [110].
Ainsi, fixer np à une valeur plus élevée ne devrait pas apporter plus d’information. Nous
ferons varier µ et utiliserons plusieurs distances dist dans les sous-sections suivantes.

4.3.2 Distance dans les graphes

Tout d’abord, nous considérons comme dist, la distance dans le graphe entre deux
sommets (le plus petit nombre d’arêtes consécutives) et nous appliquons l’algorithme 10
pour différentes valeurs de µ. Nous utilisons la distance car dans l’algorithme de Tan-
don [126] et ECG [110] les auteurs se limitent à des paires de sommets connectés, c’est-à-
dire des sommets à distance 1. Une fois toutes les paires de sommets à distance 1 ajoutées
nous aurons donc exactement le comportement de ces algorithmes. Nous pourrons ensuite
voir ce qui se produit en ajoutant des sommets à distance 2.
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Algorithme 10 Ordre (un graphe LFR G, A , np, dist)

1: Construire une liste ordonnée L de paires de sommets (i, j) respectant l’ordre donné
par dist(i, j)

2: Exécuter np fois l’algorithme A sur G
3: tant que L n’est pas vide faire
4: Choisir la paire (i, j) pour laquelle dist(i, j) est minimale dans L et la supprimer

de L
5: Calculer le coefficient de consensus Pij et l’ajouter à P
6: Exécuter A (GP )
7: Calculer la NMI entre la vérité terrain et la partition trouvée à l’étape précédente
8: fin tant que
9: retourne Les valeurs de NMI en fonction du nombre d’entrées dans P

Les figures 4.3a à 4.3d montrent la NMI en fonction du nombre d’entrées dans P , pour
des graphes LFR avec 10 000 sommets et 4 valeurs différentes du paramètre de mélange
µ. Les barres verticales représentent la variation de la distance entre les sommets. En
d’autres termes, à gauche de la barre bleue, seules les paires de sommets (i, j) où la
distance(i, j) ≤ 1 sont présentes, tandis qu’à gauche de la barre orange, les paires (i, j)
où la distance(i, j) ≤ 2 sont présentes et ainsi de suite.

Les figures ont été générées avec une implémentation disponible en ligne [84]. Les
paramètres utilisés pour LFR sont les suivants : nombre de sommets n = 10000, degré
moyen k = 20, degré maximal maxk = 50, exposant de la distribution de degrés t1 = 2,
exposant de la distribution des tailles des communautés t2 = 3, taille minimale des
communautés minc = 10, taille maximale des communautés maxc = 50, paramètre de
mélange des poids µw = 0, 6. L’algorithme A est Louvain.

Les figures 4.3 nous fournissent trois informations principales. Tout d’abord, et c’est
assez naturel, des valeurs plus élevées du paramètre de mélange µ correspondent à des
valeurs plus faibles de NMI. En effet, des valeurs plus élevées de µ créent des communautés
moins marquées et donc plus difficiles à identifier. Les valeurs maximales obtenues sont
respectivement de 0, 93, 0, 93, 0, 904 et 0, 874 pour µ allant de 0, 4 à 0, 7.

Ensuite, la forme des courbes indique qu’il faut ajouter suffisamment de valeurs dans
la matrice de consensus pour pouvoir calculer les communautés mais qu’il ne faut pas la
remplir entièrement. En effet, la NMI diminue après un certain nombre d’entrées ajoutées.
Intuitivement, les algorithmes de détection de communautés fonctionneraient mieux s’il
n’y avait pas d’arêtes inter-communautaires et si toutes les paires de sommets d’une
même communauté étaient reliées par une arête.

Le non-déterminisme de A rend les np partitions potentiellement différentes et, par
conséquent, certains coefficients de consensus non nuls correspondent à des paires de
sommets qui sont dans des communautés différentes dans la vérité terrain. Plus nous
ajoutons de telles valeurs, plus il est difficile pour l’algorithme de trouver les communautés
réelles, même si ces valeurs sont très proches de 0. En d’autres termes, avoir une matrice
de consensus complètement remplie ajoute du bruit et les paires de sommets à grande
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Figure 4.3 – NMI en fonction du nombre d’entrées de P remplie en utilisant l’ordre
basé sur la distance dans les graphes. Graphes LFR avec 10 000 sommets et différentes
valeurs du paramètre de mélange µ. Les barres verticales représentent le changement de
distance : les entrées ajoutées avant la barre bleue correspondent à des paires de sommets
à distance 1 (en utilisant un ordre aléatoire pour départager les égalités). Entre les barres
bleues et oranges se trouvent les paires à distance 2, et ainsi de suite.
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distance semblent plus bruitées que les paires de sommets à distance un ou deux.
Enfin, nous observons qu’en utilisant la distance, la NMI est maximale lorsque toutes

les entrées correspondant aux paires de sommets à la distance 1 sont présentes dans la
matrice de consensus, ainsi qu’une partie des entrées à distance 2 (le pic est situé un
peu après la barre bleue qui correspond à toutes les paires à la distance 1). Même si
Tandon [126] et EGC [110] n’utilisent pas exactement la même méthode que nous, il
serait possible de faire un peu mieux que ces algorithmes en ajoutant quelques entrées
supplémentaires dans la matrice de consensus.

Pour améliorer ces algorithmes, il faudrait donc sélectionner quelques paires de som-
mets à distance 2, mais pas toutes car la qualité est fortement dégradées si toutes ces
paires sont ajoutées à la matrice. Cependant, comme la distance ne peut prendre que des
valeurs entières, nous sommes limités par sa précision et nous avons donc besoin d’un
autre critère qui nous aiderait à discriminer ces entrées.

4.3.3 Coefficient de clustering d’arête

Intuitivement, nous voulons utiliser une distance qui nous permettra d’ajouter d’abord
les entrées correspondant aux paires de sommets intra-communautaires. Plusieurs me-
sures permettent d’identifier de telles paires de sommets comme le coefficient de Jac-
card [69], la similarité Cosinus ou la distance de Hamming [58]. Nous avons testé toutes
ces mesures, ainsi que le coefficient de clustering d’arête (ou Edge Clustering Coefficient,
ECC ) [111] qui mesure la similarité entre deux sommets i et j.

La figure 4.4 montre la distance euclidienne entre une matrice de consensus complète-
ment remplie Pf et une matrice de consensus partiellement remplie Pp. La matrice Pp est
remplie en suivant l’ordre donné par l’un des mesures mentionnées ci-dessus. À chaque
fois qu’une entrée est ajoutée dans Pp, la distance entre Pp et Pf est recalculée. Nous
pouvons ainsi voir la vitesse de convergence entre la matrice Pp et Pf , pour différences
mesures. Ceci nous permet de comparer les mesures entre elles.

La mesure « ECCMax » correspond à l’ordre décroissant donné par l’ECC (la paire
de sommet dont l’ECC est maximale parmi celles qui ne sont pas encore dans Pp). Les
autres mesures dans la légende de la figure 4.4 sont construites sur le même modèle.

La plupart de ces mesures donnent de bons résultats. La similarité Cosinus a été
écartée en raison de son temps de calcul plus élevé. La distance de Hamming n’offrait
pas de bons résultats. Le coefficient de Jaccard et l’ECC nous permettent d’obtenir de
bons résultats. Nous présentons ici les résultats pour l’ECC qui sont légèrement meilleurs.

Nous procédons de la même manière que précédemment : nous générons d’abord un
graphe LFR G, nous calculons l’ECC de toutes les paires de sommets qui sont à distance
un ou deux. Les sommets situés à une distance de trois ou plus ne peuvent avoir aucun
voisin en commun, et auront donc nécessairement une ECC nulle. De toute manière, les
paires à distance > 3 doivent être évités pour maximiser la NMI, comme le montrent les
figures 4.3. Enfin, nous procédons comme expliqué dans l’algorithme 10 mais en insérant
les valeurs par ordre décroissant de leur ECC.
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Figure 4.4 – Distance entre la matrice de consensus et la matrice partiellement remplie.
Le remplissage est effectué dans l’ordre donné par les différentes heuristiques. Graphe
LFR avec n = 200 et µ = 0, 5



4.3. AMÉLIORATION DU FILTRAGE DU BRUIT 99

103 104 105 106

0.7

0.8

0.9

1.0

(a) µ = 0, 4

103 104 105 106

0.7

0.8

0.9

1.0

(b) µ = 0, 5

103 104 105 106

0.7

0.8

0.9

1.0

(c) µ = 0, 6

103 104 105 106

0.7

0.8

0.9

1.0

(d) µ = 0, 7

Figure 4.5 – NMI en fonction du nombre d’entrées dans P remplie par ECC décrois-
sante. Graphes LFR avec 10 000 sommets et différentes valeurs du paramètre de mélange
µ.

Les figures 4.5 montrent la NMI en fonction du nombre d’entrées dans P , pour 4
graphes LFR différents, avec 10 000 sommets, et différentes valeurs du paramètre de
mélange µ. Les graphes ont été générés avec la même implémentation et les mêmes
paramètres que les figures 4.3. La valeur de l’ECC étant un nombre réel, nous pouvons
maintenant choisir précisément quelles entrées ajouter dans la matrice de consensus, en
fonction de leur ECC. Nous remarquons également que la NMI maximale est plus grande
pour l’ECC que dans les figures 4.3. Elles valent respectivement 0, 9996, 0, 9994, 0, 9910
et 0, 8864 pour des µ de 0, 4 à 0, 7 (quand les valeurs maximales étaient 0, 93, 0, 93, 0, 904
et 0, 874 avec le critère de distance, en figure 4.3).

Les figures 4.6 montrent la distribution des coefficients de consensus dans la matrice
de consensus lorsque la NMI est maximale. En d’autres termes, les entrées de la matrice
de consensus sont ajoutées par ordre décroissant de leur ECC jusqu’à ce que la NMI soit
maximale. Nous traçons ensuite la distribution des coefficients de consensus dans matrice.
Nous constatons qu’à mesure que le paramètre de mélange µ augmente, les coefficients
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Figure 4.6 – Distribution des coefficients de consensus dans la matrice de consensus
quand la NMI maximale, pour µ = 0, 4 à µ = 0, 7

de consensus sont plus faibles lorsque la NMI est maximale. Cela signifie que lorsque µ
augmente, la matrice de consensus devient plus bruitée.

Dans les scénarios réels, nous ne connaissons pas les communautés de la vérité terrain,
et nous ne pouvons donc pas calculer la NMI. Nous devons donc décider à l’avance du
nombre d’entrées de P devant être calculées pour se rapprocher le plus possible de la
NMI maximale.

Les figures 4.7a à 4.7d montrent comment la NMI et l’ECC évoluent. Nous remarquons
trois phases dans ces figures : une première phase où à mesure que nous remplissons la
matrice de consensus P , la NMI augmente, suivi d’un court plateau, suivi d’une phase
où plus nous ajoutons d’information dans P , plus la NMI décroit ! Côté ECC, dans la
figure 4.7a, nous distinguons aussi trois phases, une première où l’ECC est élevée, ce
qui intuitivement pourrait correspondre à des paires de sommets qui se trouvent dans
une même communauté, suivi d’une phase de décroissance brutale, suivi d’une phase où
l’ECC est faible, ce qui pourrait correspondre à des paires de sommets se trouvant dans
des communautés différentes. Il semble que la décroissance brutale de l’ECC corresponde
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Figure 4.7 – NMI et seuil sur l’ECC en fonction du nombre d’entrées dans la matrice
de consensus, pour µ = 0, 4 à µ = 0, 7
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Figure 4.8 – Modularité moyenne en fonction du paramètre de mélange µ. Graphes
LFR avec 10 000 sommets.

au maximum de la NMI, au moins pour certaines valeurs de µ. La prochaine section se
sert de cette observation pour décider quand arrêter de remplir la matrice.

4.4 Trouver le nombre optimal d’entrées – Filtrage du bruit

Cette section a pour objectif de montrer comment, à partir de certaines corrélations,
il est possible d’estimer le nombre d’entrées à insérer dans la matrice de consensus.

4.4.1 Vers un critère d’arrêt

La figure 4.8 montre que la modularité moyenne obtenue sur plusieurs exécutions de
A est linéairement corrélée avec le paramètre de mélange µ sur les graphes LFR. Nous
utilisons la corrélation :

Q = 1− µ

Kaminski et al. ont étudié ce phénomène sur le modèle de graphe ABCD, qui est très
proche de LFR [72]. Ils ont montré que la modularité de la vérité terrain d’un graphe
ABCD avec un paramètre de mélange µ atteint asymptotiquement 1−µ lorsque le nombre
de sommets n augmente. Ils observent également que la modularité est plus faible pour
les petits graphes, avant de converger vers 1− µ.

La figure 4.9 montre que le paramètre de mélange µ est corrélé à la valeur d’ECC τ
au-delà de laquelle les paires de sommets doivent être ajoutées à la matrice de consensus
afin de maximiser la NMI. C’est-à-dire que l’on doit ajouter à la matrice de consensus le
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Figure 4.9 – Paramètre de mélange µ en fonction du seuil τ sur l’ECC, en dessous
duquel les paires de sommets sont ajoutées à la matrice de consensus.

coefficient de consensus de toutes les paires de sommets (i, j) dont l’ECC est supérieur
à τ .

τ = −1, 103µ+ 1, 235 (4.2)

La combinaison de ces deux corrélations permet de déduire le nombre optimal d’en-
trées dans la matrice de consensus à partir des premières np exécutions de A . Nous
calculons np partitions, ce qui n’entraîne pas de surcharge de calcul puisqu’il s’agit de la
première étape du calcul de la matrice de consensus. Puis, nous calculons la modularité
moyenne et en déduisons la valeur de µ, à partir de laquelle nous déduisons le seuil τ
sur l’ECC. Ces corrélations sont effectuées sur des graphes synthétiques LFR et peuvent
ne pas être valables pour des graphes réels. Cependant, nous verrons dans la Section 4.5
qu’elles donnent de bons résultats même dans ces situations.

Une limitation potentielle de ces corrélations est que pour un µ fixé, la modularité
moyenne sur plusieurs exécutions augmente avec la taille du graphe et se stabilise lorsque
le nombre de sommets d’un graphe atteint 20 000 (voir la figure 4.10). Une solution
consisterait à augmenter artificiellement la modularité moyenne pour les graphes de moins
de 20 000 sommets. La figure 4.10 montre la modularité Q en fonction de n, pour les
graphes LFR avec µ = 0, 4. Nous répétons l’opération pour différentes valeurs de µ et
obtenons un ajustement dans le cas général Qmax×n

(K+n) , où Qmax est la modularité pour un
graphe suffisamment grand, et K = 71, 21. Ainsi :

Qmax =
KQ

n
+Q (4.3)

Le seuil τ est ainsi déduit de Qmax si le graphe a moins de 20 000 sommets.
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Figure 4.10 – Modularité moyenne en fonction du nombre de sommets, graphe LFR
avec µ = 0, 4.

La figure 4.11 montre le seuil τ sur l’ECC calculé avec les corrélations que nous avons
présentées, par rapport au seuil mesuré en remplissant la matrice de consensus pas à pas,
en calculant la NMI, et en s’arrêtant lorsqu’elle est maximale. Nous observons une forte
corrélation entre les deux courbes. Pour µ ≤ 0,2, nous mesurons un seuil de 1, ce qui
signifie que tous les coefficients de consensus doivent être calculés. Le seuil τ que nous
calculons étant supérieur à 1, les coefficients de consensus ajoutés dans P seront donc les
mêmes.

4.4.2 Amélioration des algorithmes existants

Dans cette sous-section, nous montrons comment nos observations peuvent être inté-
grées dans les algorithmes existants pour en améliorer le fonctionnement. Pour ce faire,
nous choisissons un algorithme représentatif des algorithmes de détection de commu-
nautés consensuelles existants et nous le modifions. Nous construisons également un
algorithme générique qui utilise notre méthode de filtrage.

Soit l’algorithme 11, un algorithme générique mettant en œuvre notre filtre. Cet algo-
rithme prend en entrée un graphe G, puis filtre G en utilisant l’ECC et notre corrélation,
elle-même basée sur la modularité des np exécutions de A (G). Cet algorithme produit
un graphe filtré GL.

Ce graphe filtré GL peut être utilisé en entrée pour d’autres algorithmes de détec-
tion de communautés consensuelles. Nous appelons Filtre_Générique, l’approche qui
consiste à exécuter A (GL) (où les arêtes de GL sont pondérées par leur coefficient de
consensus).
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Figure 4.11 – Seuil sur l’ECC pour la NMI maximale tel qu’estimé avec le filtre présenté
dans la Section 4.4 et seuil mesuré en remplissant la matrice de consensus pas à pas.

Algorithme 11 Filtre (G, A , np)

1: Exécuter np fois l’algorithme A sur G
2: Calculer la modularité moyenne Q des np partitions
3: Déduire un seuil τ de Q
4: Calculer l’ECC des paires de sommets (i, j) à distance ≤ 2
5: Construire une liste L de paires (i, j) pour lesquelles ECC(i, j) > τ
6: Construire le graphe GL dont les arêtes sont L. Le poids de chaque arête est le

coefficient de consensus correspondant
7: retourne GL
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Considérons également l’algorithme ECG_Filtré qui améliore ECG [110]. Après
avoir appliqué l’algorithme filtre sur G, nous donnons GL en entrée à ECG, puis nous
renvoyons les communautés consensuelles trouvées par ECG.

Nous étudions également l’algorithme Tandon_Filtré, qui construit GL de la même
manière, puis le donne en entrée à Tandon. Notons que puisque Tandon et ECG
travaillent sur des graphes non pondérés, nous ne conservons pas les pondérations pour
Tandon_Filtré et ECG_Filtré, puisqu’elles n’auraient aucun effet.

La section qui suit s’intéresse à l’étude de la performance de ces algorithmes.

4.5 Résultats expérimentaux

Tout d’abord, nous exécutons notre algorithme sur plusieurs graphes LFR et compa-
rons la NMI ainsi que le temps d’exécution par rapport à d’autres algorithmes de l’état
de l’art, puis nous répétons l’expérience sur des données réelles. Dans cette section, nous
utilisons A = Louvain et np = 64 afin de paralléliser les exécutions de A , notre machine
possédant 64 cœurs.

Les détails de l’implémentation avec les corrélations et le correctif pour les graphes
de petite taille se trouvent sur Software Heritage [63]. L’implémentation ayant permis de
générer les figures 4.3 et 4.5 se trouve également sur Software Heritage [64].

4.5.1 Données synthétiques

Nous commençons par générer des graphes LFR avec 10 000 sommets et les mêmes
paramètres que dans la Section 4.3.2, pour un µ variant de 0, 4 à 0, 7. La figure 4.12a
montre la NMI en fonction de µ, tandis que la figure 4.13b montre le temps d’exécution
en fonction de la taille du graphe (en nombre de sommets).

Nous comparons la version filtrée de Tandon et d’ECG à leur version classique. Nous
évaluons également les performances de notre filtre générique, ainsi que celles des algo-
rithmes de Louvain et Infomap comme point de référence.

Pour de faibles valeurs de µ, la version filtrée d’ECG fournit une NMI plus élevée, au
prix d’un temps d’exécution plus élevé par rapport à l’algorithme ECG classique. Pour
des valeurs élevées de µ, la NMI diminue rapidement avec des valeurs de 0,42 et 0,30 pour
µ = 0, 7 et 0, 75 respectivement, ce qui est beaucoup plus faible que la version classique
d’ECG.

Notre filtre générique donne une NMI plus élevée qu’ECG, mais est inférieure à celle
de l’algorithme de Tandon. Cependant, il est beaucoup plus rapide, et utilise moins de
mémoire, ce qui le rend utilisable sur des graphes plus grands.

Nous observons également une forte diminution de la NMI pour des valeurs élevées
de µ, avec une NMI de 0,75 et 0,72 pour µ = 0, 7 et 0, 75 respectivement. Comme pour
l’algorithme de Tandon, la version filtrée fournit une légère amélioration de la NMI, au
prix d’un temps d’exécution légèrement plus élevé.

Il est à noter que, puisqu’une bonne partie du temps d’exécution est consacrée au
remplissage de la matrice de consensus, la consommation de mémoire augmente avec le
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Figure 4.12 – NMI en fonction de µ pour des graphes LFR avec 10 000 sommets, pour
différents algorithmes

temps d’exécution.
La figure 4.13a montre la NMI en fonction de la taille du graphe, pour des graphes

LFR de 100 à un million de sommets, en fixant µ = 0, 6. Nous observons que la NMI a
tendance à être plus faible pour les graphes de 100 sommets que pour les graphes plus
grands.

Même si les algorithmes classiques de détection de communautés sont limités par les
problèmes de non-déterminisme mentionnés plus haut, nous avons également appliqué le
même protocole à Louvain et Infomap. Comme nous pouvions nous y attendre, la NMI
est beaucoup plus faible avec ces deux algorithmes, comme illustré sur la figure 4.12b.

4.5.2 Limites

Dans l’ensemble, la figure 4.12a montre que les algorithmes filtrés ont tendance à être
plus performants que leur version non filtrée pour de faibles valeurs de µ, alors qu’ils ont
tendance à être moins performants pour des valeurs de µ élevées. Nous pensons que cela
est dû à une combinaison de plusieurs facteurs.

Au fur et à mesure que µ augmente, le nombre d’arêtes intra-communautaires diminue,
tandis que le nombre d’arêtes entre les communautés augmente. Cela signifie que l’ECC
des paires de sommets situés dans des communautés différentes aura également tendance
à augmenter. Par conséquent, notre filtre est plus susceptible d’ajouter du bruit dans la
matrice de consensus, à mesure que µ augmente.

Deuxièmement, toujours quand µ augmente, la modularité de la vérité terrain tend
à diminuer, puisqu’il y a de moins en moins d’arêtes intra-communautaires. En consé-
quence, comme l’ont observé Aynaud et al. [4], un algorithme de détection de communau-
tés qui se concentre sur la maximisation de la modularité peut trouver une partition avec



108 CHAPITRE 4. COMMUNAUTÉS

102 103 104 105 106

n

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
N

M
I Tandon

Tandon_Filtré
ECG
ECG_Filtré
Filtre_générique
Louvain
Infomap

(a) NMI en fonction de n pour des graphes LFR
avec µ = 0, 6, pour différents algorithmes

102 103 104 105 106

n

100

101

102

103

104

R
un

ni
ng

ti
m

e
(s

ec
on

ds
)

Tandon
Tandon_Filtré
ECG
ECG_Filtré
Filtre_générique
Louvain
Infomap

(b) Temps d’exécution en fonction de n, graphes
LFR, µ = 0, 6, pour différents algorithmes

Figure 4.13 – NMI et temps d’exécution en fonction de la taille des graphes, pour
différents algorithmes

une modularité plus élevée que celle de la vérité terrain. Des algorithmes de détection de
communautés qui cherchent à maximiser la modularité ne peuvent donc pas fonctionner.
Ce qui n’est pas forcément un problème, puisque pour un µ suffisamment élevé, il n’y
a plus de structure communautaire, donc il serait cohérent de ne pas retrouver cette
structure communautaire.

Enfin, la figure 4.7a montre la NMI en fonction du nombre d’entrées ajoutées dans
la matrice de consensus, ainsi que la valeur de l’ECC de la dernière paire de sommet
ajoutée à la matrice.

Pour de faibles valeurs de µ, nous observons une diminution rapide de l’ECC au
niveau de la valeur maximale de la NMI. Cela permet une certaine imprécision dans
notre corrélation, et notre seuil τ sur la valeur de l’ECC.

Par exemple, dans la figure 4.7a, tout τ compris entre 0,05 et 0,5 produira une NMI
élevée. Tant que le seuil se situe dans la zone de forte décroissance de l’ECC, nous
devrions être proches du maximum de la NMI. Cependant, à mesure que µ augmente,
la décroissance tend à être moins marquée d’une part et à se produire après le pic de
NMI, d’autre part. Ceci rend le seuil sur l’ECC plus difficile à déterminer, car une petite
imprécision peut entraîner un grand changement dans le nombre d’entrées ajoutées à la
matrice de consensus. Ainsi les communautés sont plus difficiles à trouver et le seuil doit
être prédit de manière plus précise.

Selon Orman et al. [105], dans les graphes LFR avec µ supérieur à 0,5, les commu-
nautés sont moins bien définies. Lorsque µ augmente encore, nous obtenons un réseau
sans échelle avec peu ou pas de structure communautaire.

Nous pourrions donc considérer que d’un côté, lorsque µ est très faible, la partition
est très facile à trouver, et de l’autre côté, si µ est trop élevé, il n’y a plus de structure
communautaire dans le graphe. Ainsi, l’important est de pouvoir trouver les communau-
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tés lorsqu’elles existent et notre filtre se révèle pertinent pour ces valeurs intermédiaires
de µ.

4.5.3 Données réelles

Nous avons vu que notre corrélation permettant d’arrêter le remplissage de la matrice
de consensus fonctionne sur des graphes LFR. Cette corrélation fait apparaître le para-
mètre µ, qui est propre à ces graphes. Dans cette section, nous étudions le comportement
de notre filtre sur des jeux de données réels.

Notons que nous n’avons pas pu tester notre méthode sur des jeux de données incluant
des réseaux routiers car nous n’avons pas trouvé de réseaux disposant d’une vérité terrain
connue. Nous aurions pu utiliser des zones fonctionnelles mais comme elles sont calculées
à partir de communautés, la vérité terrain n’aurait pas été pertinente dans notre cas.
Nous nous limitons donc à des jeux de données de graphes de terrain au sens large.
Notre méthode de détection de communautés consensuelles pouvant s’inscrire dans une
problématique plus large d’étude des graphes de terrain, ces jeux de données restent
pertinents.

4.5.3.1 Jeu de données Football

Tout d’abord, nous étudions le jeu de données Football [53], où les sommets repré-
sentent des équipes de football américain et les arêtes représentent des matchs joués
entre ces équipes. Les communautés de la vérité de terrain correspondent à la conférence
dans laquelle l’équipe joue. Ce jeu de données compte 115 sommets, 613 arêtes, et 12
communautés. Les résultats sont donnés dans le tableau 4.1.

Nous constatons que notre filtre générique fournit la NMI la plus élevée et le temps
d’exécution le plus faible, tandis que notre version filtrée d’ECG fournit une NMI plus
élevée que l’algorithme ECG classique, mais avec également un temps d’exécution plus
élevé. Nous comparons aussi ces performances à celles de deux algorithmes classiques de
détection de communautés : la méthode de Louvain [15], qui fournit une NMI plus faible
que les autres algorithmes testés, et l’algorithme Infomap [109], qui donne la deuxième
NMI la plus élevée sur ce jeu de données.

La figure 4.14 montre la NMI ainsi que la dernière ECC ajoutée, en fonction du
nombre d’entrées de la matrice de consensus P . Comme dans les figures 4.7a et 4.7d,
nous observons une forte diminution de l’ECC lorsque la NMI est maximale.

4.5.3.2 Jeu de données DBLP

Le jeu de données du projet « Digital Bibliography & Library Project » (DBLP) [140]
est un réseau de coauteurs où les sommets sont des auteurs et deux auteurs sont liés par
une arête s’ils ont co-publié un article. Il s’agit d’un graphe plus grand que celui du jeu de
données Football, avec 317 000 sommets et environ 1 million d’arêtes. Les communautés
de la vérité de terrain sont les lieux de publication. Les résultats obtenus sur ce jeu de
données sont synthétisés dans le tableau 4.1.
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Figure 4.14 – NMI et seuil sur l’ECC en fonction du nombre d’entrées dans la matrice
de consensus. Jeu de données Football

Tout d’abord, nous constatons une différence significative de temps d’exécution entre
les différents algorithmes, allant de 12 secondes à 35 minutes. Les algorithmes filtrés sont
les plus lents à cause du calcul de l’ECC et de la génération du graphe de consensus. La
NMI la plus élevée est fournie par Infomap mais au prix d’un temps d’exécution élevé.
La version filtrée d’ECG donne la deuxième NMI la plus élevée, mais a également un
temps d’exécution élevé. Notre algorithme de filtrage générique est peu performant sur
ces données, tandis que Louvain donne la NMI la plus basse mais est le plus rapide, de
loin. Enfin, nous n’avons pas pu exécuter l’algorithme de Tandon car le temps d’exécution
était trop élevé.

4.5.4 Discussion

Sur des jeux de données synthétiques, notre filtre permet de gagner en qualité, tant
que les valeurs de µ ne sont pas trop élevées, soit pour µ < 0, 65 environ. Ceci se fait au
prix d’un temps d’exécution plus important car notre filtre rajoute du temps de calcul à
des méthodes de détection de communautés existantes.

Notre filtre est contre-productif pour des valeurs de µ élevées, pour plusieurs raisons.
Il tend à filtrer les arêtes intra-communautaires, car pour des valeurs de µ élevées, ce
sont les arêtes inter-communautaires qui ont une ECC élevée. De plus, la précision du
critère d’arrêt doit être plus importante à mesure que µ augmente. Il n’est toutefois pas
établi que les graphes ayant un µ élevé aient bien une réelle structure communautaire,
donc ces résultats pourraient être cohérents.

Enfin, nos observations sont aussi valables pour les jeux de données réels Football et
DBLP.
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Football DBLP

Algorithm NMI Temps NMI Temps

ECG 0,9079 1,10 s 0,6030 171 s
Tandon 0,8976 1,29 s – –
Tandon_Filter 0,8981 2,54 s – –
Generic_Filter 0,9354 1,49 s 0,4613 2236 s
ECG_Filter 0,9349 1,99 s 0,6288 1278 s
Louvain 0,8879 1,02 s 0,4769 12 s
Infomap 0,9242 1,12 s 0,7738 1305 s

Table 4.1 – NMI et temps d’exécution de différents algorithmes pour les jeux de données
football et DBLP

4.6 Conclusion

La plupart des algorithmes de détection de communautés ne sont pas déterministes
et il est souvent nécessaire d’agréger les résultats de plusieurs exécutions pour trouver
un consensus, que l’on peut stocker dans une matrice de consensus. Nous avons montré
que les informations contenues dans cette matrice peuvent être bruitées mais qu’il est
possible de filtrer une partie de ce bruit. Nous avons ensuite utilisé ces observations
pour améliorer les algorithmes de l’état de l’art et nous avons vérifié l’efficacité de notre
approche sur des graphes synthétiques et réels. L’approche ECG_Filtré tendance à
produire une NMI plus élevée qu’ECG, au prix d’un temps d’exécution plus élevé. Notre
Filtre_Générique, fournit également une NMI élevée dans la plupart des cas, tout
en passant mieux à l’échelle que l’algorithme de Tandon.

Nous pensons que notre filtre peut fournir des résultats encore meilleurs si notre
corrélation entre le paramètre de mélange µ et le seuil sur l’ECC τ (équation 4.2) était
plus précise. Pour une précision parfaite, il serait même envisageable de prouver cette
corrélation pour le modèle ABCD (présenté dans le chapitre 2). De la même manière,
notre équation permettant de corriger la modularité pour les graphes de petite taille
(équation 4.3) repose sur un paramètre K dont la précision pourrait être encore améliorée
en étudiant quel paramètre du modèle LFR influe sur cette valeur, puis en prouvant cette
corrélation pour le modèle ABCD.

Enfin, notre filtre produit un graphe filtré dont les arêtes sont pondérées. Les algo-
rithmes ECG et Tandon peuvent être améliorés pour prendre en compte cette pondéra-
tion, et ainsi bénéficier de l’information contenue dans cette pondération pour produire
des communautés de meilleure qualité.

Pour finir, comme mentionné dans la Section 4.5.2, nous observons que la perfor-
mance de notre filtre chute pour des valeurs de µ élevées. Si cette chute apparaît pour
des valeurs de µ pour lesquelles la structure communautaire n’existe plus, ce n’est pas
forcément un problème, et pourrait même nous permettre de conclure quant à l’absence
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de communautés.

La détection de communautés cherche les zones densément connectées d’un graphe.
Cependant, dans le cadre d’un réseau routier, il est possible de se déplacer d’un sommet
u vers un sommet v en empruntant un chemin reliant u à v, sans que les sommets u et v
ne soient voisins. Ainsi, il peut être pertinent de considérer des communautés de sommets
proches géographiquement plutôt que densément connectés. Le prochain chapitre explore
la détection de ce type de communautés.
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La détection de communautés permet d’identifier les zones densément connectées
d’un graphe. Il a été montré que dans un graphe routier, ceci permet d’identifier les
zones fonctionnelles, qui sont des zones géographiques dans lesquelles les trajectoires
humaines ont tendance à rester [60]. Nous souhaitons explorer une définition légèrement
différente des communautés en identifiant des groupes de sommets proches les uns des
autres, plutôt que densément connectés. Nous pensons en effet que cette notion est plus
adaptée à notre étude de la mobilité humaine.

Si deux sommets u et v ne sont pas connectés, il est toutefois possible de transiter
de u vers v s’il existe un chemin de u vers v. Ainsi dans un graphe routier, il peut être
pertinent de considérer des groupes de sommets géographiquement proches, plutôt que
densément connectés.

Ce chapitre explore cette variante des communautés, ce qui à notre connaissance est
un nouveau concept, qui n’a pas encore été étudié. Ce chapitre est donc exploratoire, et
constitue un nouvel axe de recherche.

113
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Après une introduction expliquant les enjeux de ces communautés, nous détaillons
notre modèle, puis étudions les différences entre les communautés au sens classique, et
cette nouvelle définition, puis étudions une manière efficace de les calculer.

5.1 Introduction

La structure communautaire d’un graphe représente des groupes de sommets entre
lesquels il y a plus d’arêtes que vers le reste du graphe. Ceci sous-entend une interaction
plus forte entre les sommes connectés qu’entre les sommets qui ne sont pas directement
connectés par une arête.

Or, dans de nombreux cas, comme dans un graphe représentant un réseau routier, il
est possible de se déplacer d’un croisement de rue à un autre, même si ces deux croise-
ments ne sont pas directement reliés par une rue. L’étude de ce type de communautés
dans les graphes routiers pourrait se révéler pertinente dans le cadre de la compréhension
de la mobilité humaine, ainsi que pour notre problème de placement de capteurs évoqué
au chapitre 3. En effet, il est probablement pertinent de prendre en compte les zones
fonctionnelles dans le cadre de notre déploiement de capteurs.

Un graphe dans lequel deux sommets sont reliés par une arête si et seulement s’il existe
un chemin entre ces deux sommets s’appelle un graphe fermé transitivement. Les arêtes
sont pondérées pour indiquer la proximité entre deux sommets. La proximité est exprimée
en terme de distance de graphe, ce qui peut représenter une distance géographique dans
un graphe routier, ou encore une latence, une bande passante, ou autre, en fonction du
graphe étudié.

Notons que dans le cas d’une rue d’une longueur importante, il est tout à fait possible
que deux croisements de rues u et v, pourtant reliés par une arête, aient une distance
plus élevée que deux croisements x et z qui ne seraient pas reliés par une arête, mais
joignable au travers d’un troisième croisement y, pourvu que la longueur de (u, v) soit
supérieure à celle de (x, y) + (y, z).

Dans ce chapitre, nous étudions la structure communautaire d’un tel graphe fermé,
ainsi que la possibilité de la trouver de manière efficace.

Une première section explique le modèle avec lequel nous travaillons. La Section 5.3,
étudie les communautés de graphes fermés, d’abord en observant la différence entre les
communautés du graphe fermé, et les communauté du graphe de départ, puis nous étu-
dions la possibilité de détecter les communautés du graphe fermé, sans fermer totalement
le graphe, en évitant ainsi une opération coûteuse.

5.2 Modèle

Considérons un graphe G = (V,E), dans lequel il n’y a qu’une composante connexe,
c’est-à-dire qu’il existe un chemin depuis n’importe quel sommet vers n’importe quel
autre sommet.

Nous construisons la fermeture transitive de G, appelée Gf , en rajoutant toutes les
arêtes possibles (u, v) ∈ V 2. Chaque arête (u, v) est pondérée en fonction de la longueur
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du plus court chemin allant de u à v. Ainsi, la fermeture transitive pondérée conserve
l’information relative à la distance entre deux sommets. Nous parlons par la suite de
graphe fermé.

Notons que nous choisissons ici de pondérer notre graphe en fonction de la longueur
du plus court chemin, mais n’importe quelle propriété sur les chemins pourrait convenir.
Nous pourrions pondérer en fonction du nombre de plus courts chemins, ou s’il y a des
débits sur les arêtes, nous pourrions pondérer par le minimum des débits le long d’un
chemin.

Remarquons qu’un graphe G quelconque ne satisfait pas nécessairement l’inégalité
triangulaire. C’est-à-dire qu’il peut exister un triangle (u, v, w) dans lequel le poids de
(u, v) et (v, w) est 1 alors que le poids de l’arête (u,w) est 5. Par conséquent, le graphe
fermé transitivement ne satisfait pas non plus cette inégalité, puisque nous ne faisons que
rajouter des arêtes. En d’autres termes, nous ne sommes pas nécessairement dans un es-
pace euclidien. Par conséquent, l’étape de calcul de la fermeture transitive est nécessaire,
nous ne pouvons donc pas tirer parti de cette propriété.

5.3 Communautés et fermetures

Dans le graphe Gf fermé transitivement, les communautés représenteraient des groupes
de croisements de rues proches les uns des autres. Nous nous intéressons au calcul des
communautés sur ce graphe fermé transitivement.

Le calcul de la fermeture transitive est analogue à la résolution du problème du plus
court chemin entre toutes les paires, qui peut être résolu en O(n2 log n+nm) [71].
Étant donné la complexité d’un tel calcul, nous souhaitons calculer ces communautés sans
passer par la fermeture transitive de notre graphe.

5.3.1 La modularité seule n’est pas adaptée

La modularité n’est pas adaptée car elle favorise les communautés dont les sommets
sont densément connectés, alors que nous cherchons des communautés dont les sommets
sont proches, au sens de la distance de graphes. Notons que dans le cas d’un graphe fermé
transitivement, la modularité redevient pertinente puisqu’une zone densément connectée
est une zone dans laquelle les sommets sont proches les uns des autres.

Des auteurs ont développé une extension à la méthode de Louvain, appelée Lou-
vainSC (pour Louvain spatially constrained) [135]. Cette extension rajoute une opération
permettant aux communautés de contenir uniquement des sommets contigus dans l’es-
pace. Cette approche suppose de connaître les coordonnées des sommets dans l’espace et
n’est pas tout à fait adaptée à notre cas. En effet, tous les sommets d’une même compo-
sante connexe seront connectés dans notre graphe fermé transitivement. De plus, nous
souhaitons une approche générique, ne nécessitant pas de connaître les coordonnées des
sommets dans l’espace.
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Comparaison NMI

Louvain(G) vs Louvain(Gf ) 0,6862
Louvain(G) vs Vérité terrain 0,9363
Louvain(Gf ) vs Vérité terrain 0,7199

Table 5.1 – NMI moyenne sur 100 exécutions de Louvain, pour des graphes LFR avec
µ = 0, 5, et n = 500, arêtes pondérées par 1/spl

5.3.2 Comparaison des communautés du graphe de départ et du graphe
fermé

Cette sous-section étudie la différence entre les communauté du graphe de départ G,
et du graphe fermé Gf . Pour ce faire, nous générons un graphe LFR, avec µ = 0, 5, et
n = 500, appelé G. Notons que puisque G est un graphe LFR, nous connaissons la vérité
terrain de ses communautés. Nous calculons ensuite la fermeture transitive de G, Gf ,
comme expliqué en Section 5.2, puis nous effectuons des détections de communautés sur
G et Gf , à l’aide de deux algorithmes : Louvain et Label Propagation. Nous comparons
les communautés produites à l’aide de la NMI. Nous choisissons de répéter le calcul 100
fois et d’afficher une NMI moyenne pour corriger le problème du non-déterminisme des
algorithmes utilisés.

Dans le tableau 5.1, les détections de communautés sont effectuées avec la méthode
de Louvain, et les arêtes du graphe fermé Gf sont pondérées par l’inverse de la longueur
du plus court chemin dans le graphe de départ G, pour que des sommets éloignés soient
reliés par une arête de poids faible. Nous observons que la NMI entre Louvain(G) et
Louvain(Gf ) est plutôt faible, et en tout cas bien inférieur à la NMI entre Louvain(G)
et la vérité terrain. Il semblerait que les communautés de G et de Gf soient différentes,
et que les communautés issues de Louvain(G) soient les plus proches de la vérité terrain.

Dans le tableau 5.2, les détections de communautés sont de nouveau effectuées avec
la méthode de Louvain. Nous générons une fermeture transitive de G, Gf2, sur le même
modèle que Gf , à la différence que cette fois-ci, les arêtes sont pondérées par :

1

2× longueur du plus court chemin

Nous observons que la NMI entre Louvain(G) et la fermeture Louvain(Gf2) est supé-
rieure à la même NMI dans le tableau 5.1, mais reste inférieure à la NMI entre Louvain(G)
et la vérité terrain, qui reste comparable aux valeurs du tableau 5.1. À nouveau, la NMI
entre Louvain(Gf2) et la vérité terrain est supérieure à la valeur correspondante dans le
tableau 5.1.

Les tableaux 5.3 et 5.4 reprennent les mêmes expériences que les tableaux précédents,
avec l’algorithme Label Propagation. À nouveau, nous observons une NMI moyenne faible
entre Label propagation(G) et Label propagation(Gf ), ce qui indique que les communau-
tés présentent des différences non négligeables. De plus, pour les deux graphes G et Gf ,
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Comparaison NMI

Louvain(G) vs Louvain(Gf2) 0,8333
Louvain(G) vs Vérité terrain 0,9355

Louvain(Gf2) vs Vérité terrain 0,8514

Table 5.2 – NMI moyenne sur 100 exécutions de Louvain, pour des graphes LFR avec
µ = 0, 5, et n = 500, arêtes pondérées par 1/2spl

Comparaison NMI

Label propagation(G) vs Label propagation(Gf ) 0,3499
Label propagation(G) vs Vérité terrain 0,5390
Label propagation(Gf ) vs Vérité terrain 0,6781

Table 5.3 – NMI moyenne sur 100 exécutions de Label Propagation, pour des graphes
LFR avec µ = 0, 5, et n = 500, arêtes pondérées par 1/spl

la NMI entre les communautés calculées et la vérité terrain est faible. Dans ce cas, l’al-
gorithme Label Propagation ne présente pas de bonnes performances.

Puisque les communautés des graphes fermés sont différentes de celles des graphes
de départ, nous souhaitons maintenant étudier la possibilité de les calculer en évitant
l’opération couteuse de fermeture du graphe.

5.4 Convergence des communautés du graphe de départ

Dans cette sous-section, nous générons un graphe LFR G, que nous fermons transi-
tivement, pour obtenir Gf . Nous effectuons ensuite ECG(Gf ), et considérons le résultat
de cette opération comme la vérité terrain, que nous cherchons à retrouver. Ensuite, nous
fermons transitivement le graphe G petit à petit. Nous ne rajoutons qu’une partie des
arêtes, à G, pour créer une fermeture partielle Gp, puis nous calculons ECG(Gp). Nous
calculons ensuite la NMI entre ECG(Gp) et la vérité terrain. Nous poursuivons l’opéra-
tion en ajoutant une autre partie des arêtes à Gp, puis calculons de nouveau ECG(Gp),

Comparaison NMI

Label propagation(G) vs Label propagation(Gf2) 0,4098
Label propagation(G) vs Vérité terrain 0,6274

Label propagation(Gf2) vs Vérité terrain 0,6830

Table 5.4 – NMI moyenne sur 100 exécutions de Label Propagation, pour des graphes
LFR avec µ = 0, 5, et n = 500, arêtes pondérées par 1/2spl
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puis la NMI. Nous itérons ainsi, jusqu’à ce que Gp = Gf , c’est-à-dire que Gp soit fermé
transitivement. Nous étudions ainsi la possibilité de fermer partiellement un graphe pour
calculer les communautés du graphe fermé.

Nous choisissons de rajouter les arêtes dans un ordre aléatoire, mais aussi selon des
ordres bien définis, de manière à trouver un ordre qui offrirait un bon compromis entre
le nombre d’arêtes à ajouter, et la qualité des communautés calculées.

5.4.1 ECC et distance

La figure 5.1a, représente la NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture
transitive partielle Gp. Le graphe de départ G est un graphe LFR, avec 200 sommets,
µ = 0, 3. Nous avons choisi np = 250, c’est-à-dire que l’algorithme ECG effectue 250
itérations de Louvain, dans le but de limiter le non-déterminisme du résultat. Dans cette
figure, les arêtes (u, v) sont rajoutées par ordre croissant de distance(u, v) dans le graphe
de départ G. La NMI obtenue avec un ordre aléatoire sur les arêtes est aussi indiquée,
et sert de point de comparaison. Nous observons qu’en ajoutant 5700 arêtes, soit 29%
des arêtes que contient la fermeture transitive, il est possible d’obtenir une NMI de 0,78,
quand la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire est de 0,28, pour
le même nombre d’arêtes. Pour atteindre une NMI de 1, il faut rajouter les 71% d’arêtes
manquants à la fermeture.

La figure 5.1b quant à elle représente la NMI en fonction du nombre d’arêtes dans
la fermeture partielle Gp, quand les arêtes sont ajoutées dans l’ordre décroissant de
distance(u, v) dans le graphe de départ. Dans ce cas, la NMI est très mauvaise, en tout
cas inférieure à une fermeture partielle dans laquelle les arêtes sont ajoutées dans un
ordre aléatoire.

Les figures 5.2a et 5.2b représentent (respectivement) la NMI en fonction du nombre
d’arêtes dans la couverture partielle Gp, où les arêtes (u, v) sont ajoutées par ordre
croissant et décroissant de l’ECC(u, v) dans le graphe de départ G. Nous observons
qu’ajouter les arêtes par ordre décroissant de l’ECC est légèrement bénéfique du point
de vue de la NMI. Une fois que la fermeture partielle atteint 8300 arêtes, soit 42% du
nombre d’arête dans la fermeture totale, la NMI est de 0,71 contre 0,30 quand les arêtes
sont ajoutées dans une ordre aléatoire.

Nous observons qu’en ajoutant les arêtes par ordre croissant de la distance, ou par
ordre décroissant de l’ECC, nous obtenons une NMI supérieure à celle que nous obtenons
en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire. La prochaine sous-section présente d’autres
ordres d’ajout d’arêtes.

5.4.2 Autres mesures

Dans cette section, nous calculons des propriétés de sommets, comme le degré, ou des
centralités comme la closeness ou la betweenness. Nous ordonnons ensuite les sommets
en fonction de ces propriétés. Enfin, pour chaque sommet, nous rajoutons des arêtes vers
tous les autres sommets du graphe. Une fois tous les sommets passés en revue, soit après
n étapes, le graphe sera fermé transitivement.
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
distance dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur distance dans G

Figure 5.1 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de la distance entre leurs extrémités dans le graphe de
départ G

(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
ECC dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur ECC dans G

Figure 5.2 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de l’ECC leurs extrémités dans le graphe de départ G
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
betweenness dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur betweenness dans G

Figure 5.3 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, arêtes
ajoutées en fonction de leur betweenness dans le graphe de départ G

Les figures 5.3a et 5.3b ajoutent les sommets respectivement par ordre croissant, et
décroissant de la betweenness. Nous n’observons pas de différence significative de NMI
entre ces ordres et un ordre aléatoire.

Les figures 5.4 et 5.5 ajoutent les sommets respectivement par ordre de closeness, et
par ordre de degré, sans que nous n’observions une différence de NMI notable par rapport
à un ordre aléatoire.

Nous observons que seules la distance et l’ECC fournissent des ordres permettant
d’obtenir une bonne NMI sans calculer la fermeture transitive complète du graphe.

Jusqu’ici, notre graphe de départ G est non-pondéré, c’est-à-dire que toutes ses arêtes
ont le même poids. Dans la réalité, un graphe représentant un réseau routier aurait ses
arêtes pondérées par la longueur du tronçon routier, de même qu’un graphe représentant
un réseau d’ordinateur aurait ses arêtes pondérées par la latence ou la bande passante
disponible entre deux ordinateurs. La prochaine sous-section reprend notre étude, avec
un graphe de départ G pondéré.

5.5 Pondération du graphe de départ

Nous choisissons ici de pondérer les arêtes de G pour mieux coller à la réalité. En effet,
dans certains cas, comme par exemple dans le cas un réseau routier, et où la pondération
des arêtes représenterait la longueur de chaque portion de rue, il peut être pertinent de
considérer un graphe de départ pondéré. Ceci peut aussi être intéressant dans le cas d’un
graphe représentant un réseau d’ordinateurs, où la pondération des arêtes correspondrait
par exemple à la latence entre deux ordinateurs.

Pour pondérer nos arêtes, nous choisissons de calculer un plongement de notre graphe
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
closeness dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur closeness dans G

Figure 5.4 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, arêtes
ajoutées en fonction de leur closeness dans le graphe de départ G

(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
degré dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur degré dans G

Figure 5.5 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de leur degré dans le graphe de départ G
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dans un espace à deux dimensions. C’est-à-dire, nous affectons des coordonnées (x, y) à
chaque sommet. Par la suite, nous calculons la distance euclidienne entre chaque extré-
mité d’arêtes, puis nous pondérons chaque arête par cette distance.

Pour calculer le plongement, nous utilisons l’algorithme de Fruchterman-Reingold [49],
qui permet de positionner les sommets dans un espace à deux dimensions, en essayant
de répartir uniformément les sommets dans l’espace, ainsi qu’en minimisant le nombre
de croisements d’arêtes, et en essayant de garder la longueur des arêtes uniforme.

L’algorithme affecte ensuite une force d’attraction à chaque arête, rapprochant les
sommets les uns des autres. L’algorithme affecte aussi une force de répulsion entre toutes
paires de sommets, les empêchant d’être au même endroit. La force des arêtes est analogue
à un ressort, tandis que la force des sommets est analogue à une charge électrique.
L’algorithme essaie ensuite de minimiser l’énergie du système en déplaçant les sommets.
Pour plus de détails, voir la publication originale [49].

De manière surprenante, dans ce contexte, tant que le graphe n’est pas complètement
fermé, la NMI reste très faible, de l’ordre de 0,1, avant de croître très rapidement une
fois le graphe quasiment fermé.

Ceci ne nous empêche pas de trouver des ordres permettant d’obtenir une meilleure
NMI qu’avec un ordre d’ajout des arêtes aléatoire. La NMI reste toutefois trop faible
pour qu’il soit intéressant de ne pas fermer le graphe complètement.

La figure 5.10a montre par exemple qu’il faut ajouter environ 15 000 arêtes, soit 75%
des arêtes de la fermeture pour que la NMI soit supérieure à celle obtenue avec un ordre
aléatoire. De plus, il suffit de rajouter 25% des arêtes pour passer d’une NMI de 0,2 à
quasiment 1. Nous ne pouvons donc pas parler de bon compromis entre une fermeture
partielle (plus rapide à calculer), et une bonne NMI. Des observations similaires peuvent
être faites sur la figure 5.6a. Pour l’ECC, ainsi que les centralités betweenness et closeness
(figures 5.7, 5.8, et 5.9), nous n’observons pas de différences de NMI significatives par
rapport à l’ajout des arêtes dans un ordre aléatoire.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons choisi d’explorer les communautés de graphes fermés
transitivement car cette notion nous semble pertinente dans le cadre de l’identification
de zones fonctionnelles dans les graphes routiers.

Nous avons observé que les communautés d’un graphe LFR G, et de sa fermeture
transitive Gf sont différentes. Nous avons ensuite observé qu’une fermeture partielle Gp

permet d’obtenir une bonne NMI. C’est le cas lorsque les arêtes (u, v) sont ajoutées par
ordre croissant de distance(u, v), dans G, où il est possible d’ajouter 29% des arêtes de la
fermeture, pour obtenir une NMI de 0,78, contre 0,28 lorsque les arêtes sont ajoutées dans
un ordre aléatoire. Lorsque les arêtes sont ajoutées par ordre décroissant de l’ECC(u, v)
dans G, il suffit d’ajouter 42% des arêtes de la fermeture pour obtenir une NMI de 0,71,
contre 0,30 lorsque les arêtes sont ajoutées dans un ordre aléatoire.

Cette dernière étude ouvre un champ de perspectives nouvelles, autour de la possi-
bilité d’avoir une méthode précise de calcul de ce type de communautés. Ces questions
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
distance dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur distance dans G

Figure 5.6 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de la distance entre leurs extrémités dans le graphe de
départ G, « Aléatoire » correspond à la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre
aléatoire.

(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
ECC dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur ECC dans G

Figure 5.7 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de l’ECC leurs extrémités dans le graphe de départ G,
« Aléatoire » correspond à la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire.
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
betweenness dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur betweenness dans G

Figure 5.8 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où
les arêtes sont ajoutées en fonction de leur betweenness dans le graphe de départ G,
« Aléatoire » correspond à la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire.

(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
closeness dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur closeness dans G

Figure 5.9 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de leur closeness dans le graphe de départ pondéré G,
« Aléatoire » correspond à la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire.
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(a) Arêtes ajoutées par ordre croissant de leur
degré dans G

(b) Arêtes ajoutées par ordre décroissant de
leur degré dans G

Figure 5.10 – NMI en fonction du nombre d’arêtes dans la fermeture transitive, où les
arêtes sont ajoutées en fonction de leur degré dans le graphe de départ G, « Aléatoire »
correspond à la NMI obtenue en ajoutant les arêtes dans un ordre aléatoire.

étant des perspectives à moyen terme, elles seront abordées dans le chapitre suivant,
consacré aux conclusions et perspectives de ces travaux de thèse.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives
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6.1 Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la mobilité humaine dans un milieu
urbain. Ce milieu est composé de rues et de croisements de rues, qui peuvent être repré-
sentées par un graphe routier. Nous avons étudié le lien entre la structure de ce graphe
et les déplacements d’individus.

Nous avons d’abord cherché à mesurer cette mobilité pour créer des jeux de données
réels. Nous avons ensuite étudié la structure des réseaux routiers au travers de la notion
de communautés. Enfin, nous avons terminé en explorant une nouvelle définition de
communautés qui semble mieux adaptée à l’étude de la mobilité dans les réseaux routiers.

6.1.1 Placement de capteurs

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à la problématique du place-
ment de capteurs dans le but de mesurer la mobilité d’individus dans une zone urbaine.
Les données de ces capteurs permettent par la suite de reconstruire les trajectoires des
individus, puis d’inférer des contacts entre ces individus.

Plutôt que de demander à des participants d’emporter avec eux une balise GPS, nous
avons choisi d’utiliser des capteurs qui peuvent voir (et différencier) les individus. Cette
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approche nous permet d’avoir un ensemble de participants représentatifs de la population,
puisque nous n’avons pas besoin de sélectionner individuellement chaque personne, ce qui
risquerait d’introduire un biais.

Nous avons cherché à positionner un nombre restreint de capteurs tout en essayant
de récupérer un maximum de données. Pour ce faire, nous avons créé une heuristique
basée sur le problème de la couverture par sommets, ainsi que des mesures de centralité,
qui sont des notions issues de la théorie des graphes. Cette heuristique permet de décider
où placer des capteurs sur un réseau routier, ainsi que de trouver un compromis entre le
nombre de capteurs utilisés et la précision de la mesure des trajectoires.

Nous avons évalué la qualité des placements proposés par notre heuristique grâce à
des jeux de données comme TAPASCologne qui simule le trafic routier dans la ville de
Cologne sur une période de 24 heures. Nous avons aussi travaillé avec le jeu de données
Bologne qui simule des déplacements denses de piétons à l’échelle de quelques rues et de
quelques heures, comme il peut y en avoir à l’occasion de grands évènements comme des
matchs de football.

Nous avons émis l’hypothèse qu’il est possible de reconstruire une trajectoire si au
moins 20% des croisements de rues par lesquelles elle passe sont vus par un capteur. Dans
ce contexte, sur le jeu de données TAPASCologne, nous avons observé qu’il est possible
de reconstruire 95% des trajectoires en mettant des capteurs sur uniquement 16% des
croisements de rues. Sur le jeu de données Bologne, il serait possible de reconstruire 99%
des trajectoires en plaçant des capteurs sur 27% des croisements de rues.

Nous avons comparé nos résultats avec d’autres stratégies de placement de référence,
avec ou sans connaissance préalable des trajectoires. Ceci nous a permis de comparer la
performance de notre heuristique et d’observer qu’elle est plutôt proche des stratégies de
placement ayant une connaissance préalable des trajectoires.

6.1.2 Communautés consensuelles

Les zones fonctionnelles d’une zone géographique correspondent aux zones dans les-
quelles les trajectoires ont tendance à rester. Ces zones peuvent être détectées à l’aide de
la notion de communautés. De plus, nous pensons que la connaissance de ces communau-
tés nous permettra d’améliorer le placement de nos capteurs, par exemple en répartissant
uniformément nos capteurs sur ces différentes zones fonctionnelles.

Nous avons donc étudié le problème de la détection de communautés qui consiste
à retrouver les zones densément connectées d’un graphe. Les algorithmes actuels sont
non déterministes, ce qui signifie qu’ils retournent une partition de communauté de qua-
lité, mais arbitraire. Il n’est pas garanti que cette partition soit la plus représentative
de la structure communautaire du graphe. Pour résoudre ce problème, il existe des al-
gorithmes permettant de calculer des communautés de manière quasi déterministe. Ces
communautés s’appellent des communautés consensuelles.

Nous avons remarqué que les algorithmes de détection de communautés consensuelles
travaillent sur des données bruitées. Nous avons développé un filtre permettant de réduire
le bruit dans le calcul des communautés consensuelles et ainsi de gagner en qualité. Ce
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filtre vient en complément d’algorithmes existants. Il s’agit d’une étape de précalcul qui
peut être effectuée avant un algorithme de détection de communautés consensuelles.

Nous avons étudié la performance de notre filtre sur des graphes générés, ainsi que
sur des graphes de terrain (représentant des données réelles). Puisqu’il s’agit d’une étape
de précalcul, notre filtre rajoute nécessairement du temps de calcul aux algorithmes
existants.

Sur des données réelles, notre filtre permet d’améliorer la qualité des communautés.
Lorsque nous générons des graphes aléatoires avec le modèle LFR, nous pouvons

choisir à quel point la structure communautaire est marquée. Quand celle-ci est bien
définie, nous observons que notre filtre permet d’améliorer la qualité des communautés,
alors que si la structure communautaire est faible, voire absente, notre filtre dégrade la
qualité de la solution.

Nous observons néanmoins que les cas où notre filtre dégrade la solution semblent
correspondre à des cas où les graphes présentent une structure communautaire si peu
marquée qu’elle pourrait être considérée absente. Notre filtre ouvre donc la possibilité de
conclure quant à l’absence de structure communautaire.

6.1.3 Communautés de graphes fermés transitivement

Nous avons par la suite considéré que les communautés qui nous intéressent dans le
cadre de l’étude de la mobilité humaine dans une zone urbaine ne sont pas forcément
les groupes de sommets densément connectés. Il serait plus pertinent de considérer les
groupes de sommets proches les uns des autres, au sens de la distance dans un graphe G.

Nous avons donc étudié le problème de la détection de communautés dans un graphe
fermé transitivement. La fermeture transitive Gf d’un graphe G correspond au graphe G
dans lequel toutes les arêtes (u, v) ont été rajoutées, si et seulement s’il existe un chemin
reliant le sommet u au sommet v. Nous avons choisi de pondérer les arêtes ainsi rajoutées
par l’inverse de la distance séparant u de v dans G. Ainsi, deux sommets proches dans
G sont reliés par une arête de poids important dans Gf et inversement.

Dans ce graphe fermé transitivement, grâce aux nouvelles arêtes et à leur pondération,
les communautés correspondent à des groupes de sommets proches les uns des autres.

Dans un premier temps, nous avons étudié la différence entre les communautés d’un
graphe G et de son graphe fermé Gf (pour des graphes LFR générés aléatoirement, avec
une structure communautaire connue), et nous avons observé que les communautés sont
différentes.

L’opération consistant à calculer la fermeture transitive de G est une opération cou-
teuse en temps. Nous avons donc cherché à calculer les communautés du graphe fermé Gf

sans toutefois calculer cette fermeture. Pour ce faire nous avons fermé progressivement
le graphe G et étudié la qualité des communautés en fonction du nombre d’arêtes dans
la fermeture partielle Gp.

Nos résultats montrent qu’en ajoutant les arêtes (u, v) par ordre de distance croissante
entre u et v dans G, il suffit d’ajouter 29% des arêtes pour obtenir des communautés de
bonne qualité.
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Nos résultats permettront de créer une méthode de calcul pour la détection ce type de
communautés efficacement en identifiant un critère d’arrêt permettant de décider quand
arrêter l’étape de calcul de la fermeture transitive de G.

6.2 Perspectives

Dans le cadre du placement de capteurs pour la mesure de mobilité humaine, nous
envisageons de déployer physiquement des capteurs avec lesquels nous pourrions collecter
notre propre jeu de données de trajectoires. Nous avons pour l’instant déployé un nombre
restreint de capteurs au sein de l’université de La Rochelle uniquement. Nous espérons
pouvoir réaliser des déploiements à plus grande échelle par la suite.

Enfin, une fois qu’un premier ensemble de trajectoires est obtenu, nous pourrions
les utiliser pour pondérer notre graphe routier et redéployer nos capteurs en prenant
en compte ces trajectoires. Chaque arête du jeu de données serait ainsi pondérée par
le nombre de trajectoires observées le long de cette arête. Ceci permet d’effectuer un
deuxième déploiement avec une centralité pondérée comme la centralité Force. En sup-
posant que les déplacements soient redondants à une certaine échelle de temps, les redé-
ploiements pourraient nous aider à converger vers un meilleur placement de capteurs.

Dans le cadre de notre méthode de détection de communautés, nous pensons qu’une
analyse plus approfondie des algorithmes de détection de communautés consensuelles
existants serait pertinente. En effet, nous pensons que nos observations générales sont
applicables pour la plupart des algorithmes qui utilisent une matrice de consensus et qui
pourraient donc bénéficier d’un filtrage du bruit.

De plus, certains algorithmes comme la méthode LF effectuent la détection des com-
munautés en plusieurs étapes. Ces algorithmes effectuent plusieurs détections de commu-
nautés (classiques), puis tant que la diversité parmi ces communautés est trop importante,
une nouvelle matrice de consensus est générée, puis une nouvelle étape de détection de
communautés est effectuée sur le graphe associé à cette matrice. Il pourrait être inté-
ressant de filtrer le graphe à chaque itération puisque chaque matrice de consensus est
potentiellement bruitée.

Certains algorithmes comme ECG ou Tandon considèrent des graphes non pondérés,
alors que notre filtre génère des graphes pondérés. Une partie de l’information issue de
notre filtre est donc perdue. La qualité des communautés pourrait être encore améliorée
en modifiant ces algorithmes pour qu’ils prennent en compte cette pondération.

Enfin, notre filtre repose sur la corrélation observée entre la modularité Q et le para-
mètre de mélange µ des graphes LFR, puis entre µ et un seuil τ sur l’ECC. Nous aimerions
prouver la correction de nos corrélations, ce qui permettrait de trouver un critère d’arrêt
sur le remplissage de la matrice plus précis, ainsi que d’offrir des garanties théoriques à
notre filtre. Pour ceci, le modèle ABCD pourrait être plus adapté que le modèle LFR,
par sa simplicité. Nos corrélations reposent sur le paramètre µ, propre aux graphes LFR
(et ABCD), cependant nous observons que nos corrélations sont aussi pertinentes dans le
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cas de graphes de terrain, pourtant dépourvus de ce paramètre. Il peut être intéressant
de mieux comprendre ces corrélations dans le cas des graphes de terrain.

De la même manière, nous avons mis en avant une corrélation permettant de corriger
la modularité des graphes de petite taille en la modularité qui aurait pu être obtenue si le
graphe avait été d’une taille plus importante. Cette corrélation repose sur un paramètre
K. Pour une meilleure compréhension de la modularité, il serait intéressant d’étudier ce
paramètre K et de comprendre s’il découle de paramètres du modèle LFR.

Enfin, dans le cadre de notre étude exploratoire de notre nouvelle définition de com-
munautés, nous avons observé qu’il est possible de détecter les communautés d’un graphe
fermé transitivement Gf , sans toutefois le fermer complètement. Un critère d’arrêt per-
mettant d’identifier un compromis entre le temps passé à fermer partiellement le graphe
de départ G et la qualité des communautés que nous calculons permettrait d’en déduire
un algorithme. Nous pourrions envisager un critère ressemblant aux corrélations utilisées
dans notre filtre.

Pour finir, il pourrait être pertinent d’étudier l’impact des communautés du graphe
fermé sur le placement de capteurs. Nous prévoyons d’utiliser les outils développés dans
le chapitre sur les communautés consensuelles. Ainsi, à l’aide de notre filtre, et sur une
fermeture partielle, nous prévoyons d’étudier l’impact des communautés sur le placement
de capteurs.

Cette thèse a permis de mettre en avant le lien entre structure du réseau routier
et déplacement d’individus au sein de ce réseau : seule la structure du réseau permet
de déduire où les personnes ont tendance à se déplacer. Certaines mesures permettent
d’identifier des croisements de rues par lesquels les individus ont tendance à passer.
Cette thèse a aussi permis d’améliorer certains outils nécessaires à l’étude de ces réseaux,
comme les algorithmes de détection de communautés, avec la notion de filtre.

Enfin, cette thèse a mis en avant la nécessité de déployer des outils de théorie des
graphes pour mieux comprendre les trajectoires dans les graphes de terrain. Poursuivre
dans cette voie permettra de récolter des jeux de données de meilleure qualité, comme le
propose le projet MITIK, ainsi que d’étudier la diffusion de l’information ou de maladies
dans la population, qui sont actuellement deux enjeux majeurs de nos sociétés.

La notion de trajectoire est commune à d’autres types de déplacements comme un
paquet dans l’Internet ou un utilisateur naviguant sur un site web. La connaissance
de ces trajectoires présente les mêmes intérêts que dans les réseaux routiers comme
l’aménagement du milieu dans lequel elles évoluent. Les outils développés dans cette
thèse peuvent donc s’appliquer bien au-delà des réseaux routiers.
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Algorithmique de graphes appliquée à la mesure passive de la mobilité dans
les réseaux routiers

Résumé : L’étude de la mobilité humaine en milieu urbain présente de nombreux intérêts comme
l’aménagement urbain, l’étude de la diffusion de l’information ou la propagation de maladies.
Nous choisissons d’étudier cette mobilité au travers d’outils issus de la théorie des graphes.
Nous développons une méthodologie permettant de mesurer la mobilité humaine, basée sur des
capteurs qui peuvent voir, et différencier, les individus. Nous développons une heuristique per-
mettant de décider où placer ces capteurs pour observer un maximum de déplacements.
Les trajectoires d’individus ont tendance à rester dans les mêmes zones géographiques, appelées
zones fonctionnelles. Nous étudions les outils de détection de communautés dans les graphes
routiers, dans le but de détecter automatiquement ces zones fonctionnelles. Nous présentons une
méthode permettant d’identifier des communautés de meilleurs qualité.
Enfin, nous présentons une nouvelle définition de communauté qui est plus pertinente dans le cas
de réseaux routiers comme d’autres types de réseaux. Nous explorons les différences entre cette
nouvelle définition et la définitions classique, puis explorons des pistes permettant d’identifier
ces communautés efficacement.

Mots clés : Mobilité, trajectoires, graphes, communautés

Graph algorithms applied to passive mobility measurement in road networks

Abstract :
The study of human mobility in an urban environment has many purposes, such as urban plan-
ning, the study of information dissemination or the spread of diseases. We have chosen to study
this mobility using tools from graph theory.
We develop a methodology to measure human mobility, based on sensors that can see and
differentiate individuals. We develop a heuristic to decide where to place those sensors to see
as many trajectories as possible, while limiting the number of sensors to be deployed.
The trajectories of individuals tend to stay within the same geographical areas, called func-
tional urban areas. We study tools for detecting communities in road graphs, with the aim of
automatically detecting these functional areas. We present a method to improve the quality of
communities.
Finally, we present a new definition of community that is more relevant in the case of road
networks. We explore the differences between this new definition and the classical one, and then
explore ways of identifying these communities efficiently.

Keywords : Mobility, trajectories, graphs, communities
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