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Résume

Les systemes fermioniques unidimensionnels sont connus pour leurs propriétés particulieres,
donnant naissance a la théorie des liquides de Luttinger. Le comportement de ces systemes
de basse dimension est bien connu dans le voisinage de la surface de Fermi, alors réduite a
deux points dans la premiére zone de Brillouin. Le modele de g-ologie dans la limite du conti-
nuum est alors obtenu en projetant les interactions sur ces deux points, et il est possible den
calculer le diagramme de phase. Cependant, loin de la surface de Fermi, le spectre possede en
général une courbure, et les interactions dépendent des impulsions, du fait de leur caractere
non-local. Dans cette these, un formalisme basé sur le groupe de renormalisation fonction-
nel est développé pour prendre en compte ces effets a un remplissage arbitraire, et calculer
les diagrammes de phase en étudiant les fluctuations quantiques dominantes. Le modele de
Fermi-Hubbard étendu est pris comme exemple pour tester la méthode. On retrouve les ré-
sultats détudes précédentes a demi-remplissage, et on détermine les diagrammes de phase
pour différentes valeurs du potentiel chimique. Les résultats sont étendus a des modéeles
prenant en compte des interactions généralisées dont les effets sont brievement discutés.



Remerciements

Une these de doctorat ne peut étre menée a bien seul, et avant toute chose,
je tiens  témoigner ma difficulté 4 trouver le mot juste pour exprimer toute ma
reconnaissance.

Tout d’abord, je tiens a remercier les membres de mon jury. Je suis tres re-
connaissant 2 Shan-Wen Tsai, Daniel Rohe, qui a accepté presque a la derniére
minute d¢tre rapporteur, et André-Marie Tremblay, avec qui jespere pouvoir
échanger a nouveau, entre autres, a propos de mon sujet de these. Je tiens égale-
ment 3 remercier Christophe Brun et Bertrand Reulet d’avoir été examinateurs.
Bertrand, j’ai énormément apprécié nos discussions, et jespere qu'elles se pour-
suivront.

Ayant fait ma these en cotutelle entre 'université de Sherbrooke et Sorbonne
Université, jai eu le privilege d’avoir eu Claude Bourbonnais et Nicolas Dupuis
comme co-directeurs de these. Je tiens a vous témoigner toute ma gratitude, pour
tout ce que vous m’avez appris au cours de ces cinq dernieres années, tant du
point de vue de la physique que de celui de la pratique du métier de chercheur. Je
tiens a souligner votre soutien, votre écoute, votre disponibilité, votre patience,
et je vous suis trés reconnaissant pour la confiance, la liberté et 'autonomie que
vous m’avez accordées. Merci infiniment.

Je tiens également 4 remercier Emile Larouche et Mathieu Haguier, qui lors
de leurs stages dans le groupe de Claude m’ont permis daméliorer mon pro-
gramme numérique et d’en faire une exploitation poussée.

Une these en cotutelle nécessite des démarches administratives complexes,
et j’ai pour cela (heureusement!) été accompagné tout au long de ma scolarité.
Je tiens a remercier Josée Lamoureux et Stéphanie Moisan (a Sherbrooke) pour
leur soutien sans faille, et également Maria Chamarro et Patricia Zizzo (a Paris)
pour leur aide indispensable.

La fin de cette aventure qu'est le doctorat est également 'aboutissement de
onze années détudes (déja). Je dois beaucoup a mes professeurs qui m’ont formé
tout au long de ma longue scolarité. Je pense en particulier 2 Marlene Dufour,
professeure dans mon lycée, dont la passion pour I'astronomie est insatiable. La

Xi



prépa a été une période trés marquante, j’y ai acquis des méthodes de travail et
des savoirs qui mont été indispensables lors de mes travaux de these. Je suis tres
reconnaissant 3 Dominique Fellah, mon professeur de maths de PCSI, ainsi qu’a
Saverio Callea et Sophie Remy, qui m’ont enseigné la chimie et la physique en
PC*, et qui m’ont toujours soutenu. Enfin jai une pensée pour Pietro Cortona,
fabuleux professeur de physique a Centrale, et qui m’a conseillé et suivi pour
mon séjour en Suisse. Je vous dois beaucoup.

A présent, il me faut décrire un peu ce que cela représente de faire une these
en physique a Sherbrooke. Je ne peux m’empécher de paraphraser Jean-Pierre
Rives': « une these en physique a Sherbrooke, c’est 'histoire d’un hamiltonien
avec des copains autour, et quand il n’y a plus de hamiltonien, il reste les co-
pains ». Je tiens & remercier Martin pour nos discussions passionnées jusqu’au
bout de la nuit, et également pour tes connaissances gastronomiques intaris-
sables. Julien et Nicolas, votre amitié¢ m’est chere, et je vous suis tres reconnais-
sant de m’avoir plongé dans la culture québécoise! Je remercie également Rédha,
pour nos conversations riches en controverses dans bien des domaines. Je pense
également a Souheila, toujours partante pour une petite discussion a propos de
maths. Je remercie Antoine de m’avoir confectionné de magnifiques vétements
pour ma soutenance, et pour son goat pour la pataphysique. Et puis bien sar,
je pense a Benjamin, Claude, Laurine, Maxime, Sam, Baptiste, Robin, Pierre-
Alexandre, Quentin, Franck, Luca, Aimé, Alexandre, Samuel, Simon pour tous
les bons moments passés autour d’un ballon de rugby, d’un diagramme de Feyn-
man, d’un bon repas, ou méme a quelques dizaines de metre d’une baleine!

Enfin, mes derniers mots vont a ma famille, que je remercie pour tout le sou-
tien qu'elle m’a apporté. En particulier, je tiens a remercier ma chere maman, tu
m’as toujours laissé libre de faire mes choix, depuis le latin en cinquieme jusqu’a
la these en physique, et en passant bien stir par la pratique du rugby (je ne me
suis jamais cassé le nez!). Je te remercie pour ta présence, ta confiance, tes encou-
ragements et ton soutien a tout moment (malgré le décalage horaire).

1. Rugbyman frangais légendaire, dont voici la citation originale : « le rugby, c’est histoire
d’un ballon avec des copains autour, et quand il n’y a plus de ballon, il reste les copains ».

Xii



« Comme il arrive souvent en philosophie, la difficulté ici est de voir
que le probleéme est difficile. Si vous vous adressez a quelqu’un d’in-
exercé en philosophie et que vous lui demandez : « comment savez-
vous que j’ai deux yeux ? » Il vous répondra « Quelle sotte question!
Je puis voir que vous avez deux yeux. » Il n’y a pas lieu de supposer
qu’au terme de notre enquéte nous aboutirons a quoi que ce soit
de radicalement différent de cette position non philosophique. Ce
qui sera advenu c’est que nous aurons été amené 3 voir une struc-
ture compliquée olt nous pensions que tout était simple; que nous
aurons pris conscience de la pénombre d’incertitude entourant les
situations qui n’inspirent pas le moindre doute; que nous trouve-
rons que le doute se justifie beaucoup plus fréquemment que nous
ne le supposions et que méme les prémisses les plus plausibles appa-
rajtront a leur tour susceptibles de comporter des conclusions qui
ne sont pas plausibles. Le résultat le plus net sera de substituer une
hésitation instruite & une certitude encore fruste. Quant a savoir si
ce résultat a une valeur quelconque, c’est une question que je n’exa-
minerai pas. »

Bertrand RUSSELL, Signification et vérité

xiii



Introduction

Les exercices de physique de premier cycle universitaire ou il est typiquement
question de phénomenes ondulatoires ou de diffusion de la chaleur sont souvent
concentrés sur le cas des systemes unidimensionnels, dans la mesure ot, premie-
rement, ceux-ci sont techniquement plus simples 2 traiter, et deuxi¢emement, les
conclusions auxquelles ils meénent se généralisent trivialement aux dimensions
supérieures. Cette image donne a penser que les systemes unidimensionnels ne
seraient que des simplifications de la réalité servant a tester le sens physique des
¢tudiants! Et pourtant, cette idée est complétement fausse si I'on songe aux sys-
temes fermioniques de la mati¢re condensée. En effet, cette physique est tout a
fait spéciale par rapport au cas des dimensions supérieures, notamment en rai-
son du principe dexclusion de Pauli. Selon ce principe, deux fermions, méme
s'ils n’interagissent pas entre eux, peuvent tout de méme étre corrélés de facon
non-triviale, particulierement dans le cas unidimensionnel. Dans cette situation
particuliere, deux fermions ne peuvent effectivement pas "séviter".

En conséquence, la physique des systemes fermioniques unidimensionnels
se différencie significativement de la théorie des liquides de Fermi, valable pour
les dimensions plus grandes. Les fonctions de corrélation et les temps de relaxa-
tion des excitations de quasi-particules sont données par des lois de puissance
caractérisées par des exposants non-universels. Ces derniers sont déterminés par
un petit nombre de parametres hydrodynamiques dépendant des interactions, et
sontassociés, pour les fermions de spin 1/2, 2 une séparation des degrés de liberté
de charge et de spin, qui sont alors décrits par des champs bosoniques [19, 56, 51,
60, 7, 26]. Ces éléments forment la base de la phénoménologie des liquides de
Luttinger [28], valable asymptotiquement lorsque le spectre a un corps devient
strictement linéaire et que les interactions a deux corps peuvent étre projetées



Introduction

sur la surface de Fermi, devenant ainsi indépendante des impulsions. Ces consi-
dérations bien connues menent a la théorie du continuum, aussi appelée modele
de g-ologie du gaz de Fermi en interaction.

Cependant, loin de la surface de Fermi, le spectre a un corps possede en géné-
ral une certaine courbure. Celle-ci, ainsi que les interactions dépendant des im-
pulsions, bien que non-pertinentes au sens du groupe de renormalisation (RG)
[28], conduisent & des écarts 4 la théorie des liquides de Luttinger. Par exemple,
le facteur de structure dynamique pour des fermions sans spin en interaction, et
avec un spectre a un corps courbé, est modifié [49]. Ces eftets de non-linéarité
dans les liquides de Luttinger peuvent étre étudiés rigoureusement pour les mo-
deles intégrables de fermions sans spin définis sur réseau [47, 30, 13, 36].

Ainsi, la "projection” des modeles non-intégrables (définis sur réseau) sur
le modele de g-ologie atteint ses limites, notamment pour ce qui est du calcul
des fonctions de corrélation possédant des singularités, nécessaire a la détermi-
nation des diagrammes de phase. Le cas du modele de Fermi-Hubbard étendu
unidimensionnel sur réseau pour fermions de spin 1/2 (modele EH) constitue
un exemple particulierement parlant de cette limitation. Ceci explique le choix
de ce modele pour faire la démonstration de la technique du RG sur réseau qui
sera présentée dans ce travail. A demi-remplissage, les simulations numériques
ont vite identifié une modification de la ligne de transition continue entre les
états donde de densité de charge et de spin [22, 29]. Le modele du continuum
prédit pourtant une absence de gap sur la ligne de transition U = 2V, ou U est
associé¢ aux interactions locales, et V' aux interactions aux plus proches voisins.
L'origine de cette modification résiste, au moins dans le régime des couplages
faibles, a toutes les tentatives d'explication formulées dans le cadre du modele de
g-ologie avec spectre linéaire [11, 61]. La méthode de diagonalisation exacte uti-
lisée par Nakamura [43] a montré par la suite que la modification 2 la ligne de
transition était en fait due 4 la présence d’une troisieme phase distincte, a savoir
une onde de densité de charge centrée sur les liens (BOW). Cette phase BOW
est gappée a la fois dans le secteur de charge et de spin, et sétend dans une ré-
gion située au voisinage de la ligne U = 2V > 0 [43, 44]. Ces résultats ont été
confirmés par des études utilisant la méthode Monte Carlo Quantique [54, 50],
et également grice au groupe de renormalisation de la matrice densité [70, 32,
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18].

Par des méthodes analytiques, Tsuchiizu et Furusaki [59, s8] ont montré, en
prenant en compte la dépendance en les impulsions des processus de diffusion a
deux corps aux hautes énergies (c’est-a-dire au-dela de la région ou le spectre est
linéaire), a l'aide de la théorie des perturbations, qu’il est possible de définir un
modele de g-ologie effectif en couplage faible 4 une énergie arbitrairement basse.
Les parametres de ce modeles sont alors modifiés par rapport aux données ini-
tiales du modele sur réseau [1]. Ces modifications sont suffisantes pour montrer
émergence de la phase BOW dans le voisinage de la ligne U = 2V > 0 dansla
limite des couplages faibles. Tam ez 4/.[57] ont montré I'existence de cette méme
phase dans la méme région du diagramme de phase, au moyen du RG fonction-
nel a I'ordre d’une boucle, en intégrant tous les processus de diffusion pour un
ensemble discret d’impulsions obtenu en partitionnant le spectre de liaison forte
exprimé dans la premiere zone de Brillouin. Ménard et 4/.[37] ont ensuite uti-
lisé le RG dans sa version wilsonienne [15] et effectué une classification des cou-
plages non-pertinents ayant une dépendance en les impulsions. Ces couplages
ont une influence sur les amplitudes de diffusion loin de la surface de Fermi et
ont été identifiés comme 'ingrédient permettant 4 la phase BOW de dominer
dans la région précisée précédemment. De plus, ces couplages sont responsables
de changements quantitatifs dans le diagramme de phase, se traduisant par I'ap-
parition de courbure dans les lignes de transitions entre les diftérentes phases. Le
modele de g-ologie comporte effectivement des symétries accidentelles qui sont
alors brisées par les effets de réseau.

Les résultats qui viennent d’étre mentionnés, obtenus par le RG, sont limi-
tés au modele EH 4 demi-remplissage. La motivation principale du travail ex-
posé dans ce manuscrit est de proposer une formulation plus générale de la mé-
thode du RG en couplage faible, afin de déterminer les états fondamentaux des
phases quantiques pour des modeles de fermions en interaction définis sur ré-
seau. La méthode développée permet en principe détudier n’importe quel type
de spectre non-linéaire, tout en prenant en compte la dépendance en les im-
pulsions des interactions, et ce, 4 un remplissage arbitraire. La méthode retenue
pour mener 4 bien ce programme est le groupe de renormalisation fonctionnel
(FRG) dans le schéma dit irréductible a une particule [38, 16].
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Les équations de RG a une boucle pour les vertex a quatre points dépendant
des impulsions sont développées jusqu’au deuxieme ordre en la diftérence éner-
gétique au niveau de Fermi (on parlera de développement en £) avec le spectre
de liaisons forte comme exemple. Ces variables énergétiques servent de variable
déchelle et permettent deffectuer la classification des termes d’interaction par
ordre de pertinence. Le diagramme de phase du modele EH est alors obtenu en
déterminant les susceptibilités les plus singulieres. Le cas du demi-remplissage
permet de confirmer les résultats précédents obtenus par RG concernantla phase
BOW, et sont également en accord avec les résultats numériques [44]. Le role
de la courbure du spectre et des couplages non-pertinents dans la renormali-
sation des conditions initiales pour un modele du continuum de basse énergie
est confirmé. La méthode est appliquée en dehors du demi-remplissage, et il est
montré que la région correspondant a la phase BOW se réduit progressivement
pour finir par disparaitre 2 mesure que le dopage augmente. Le diagramme de
phase évolue alors dans son ensemble vers un régime dominé par I'incommensu-
rabilité, ot des modifications significatives par rapport au modele du continuum
sont observées. L'intégration par le RG des états électroniques de hautes éner-
gies, asymétriques par rapport au niveau de Fermi du fait de la non-linéarité du
spectre, est responsable d’un effet décrantage logarithmique, agissant en faveur
de I'état supraconducteur singulet, au détriment de I'onde de densité de charge
dans le secteur attractif U < 0, et en faveur de 'antiferromagnétisme (toujours
au détriment de I'onde de densité de charge) dans le secteur répulsif.
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Systemes fermioniques unidimensionnels

« Labstraction est un devoir, le devoir scientifique, la possession
enfin épurée de la pensée du monde! »

Gaston BACHELARD, La Formation de lesprit scientifique

Ce premier chapitre rappelle brievement les éléments nécessaires a la compréhension du
travail présenté dans cette these. La seconde quantification pour les fermions est le point
de départ de notre étude, a laquelle on substitue rapidement le formalisme des intégrales
fonctionnelles (quelques remarques au sujet des intégrales fonctionnelles et de leurs proprié-
tés sont présentées a l'annexe C). Sont alors introduites les notions de moments, cumulants,
vertex irréductibles a une particule (vertex 1PI), ainsi que les différentes fonctionnelles gé-
nératrices associées, notamment l'action effective, qui sera dune importance capitale pour la
suite. La question des symétries du probleme est ensuite discutée, car celles-ci contraignent
la forme des hamiltoniens a considérer, et indiquent quelles sont les différentes fluctuations
quantiques a sonder. Le modele de g-ologie mentionné dans lintroduction est alors pré-
senté, et permet de comprendre les principales caractéristiques de la physique des fermions
en une dimension. On utilise ce modele pour expliquer en quoi le groupe de renormalisation
est un outil bien adapté pour attaquer les questions qui nous occupent. Enfin, le modeéle EH,
exemple paradigmatique pour [étude des fermions sur réseau, est introduit.
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1.1 Représentation des systémes fermioniques par la théorie
des champs

Poser un probleme de physique de la matiere condensée a Iéquilibre ther-
modynamique nécessite de se donner un cadre ontologique, dynamique, infor-
mationnel et méthodologique. L'ontologie correspond i la nature des degrés
de liberté en présence, clest-a-dire pour nous les électrons. Les propriétés dy-
namiques sont encodées dans le hamiltonien, dont la donnée définit un mo-
dele. L'information sur le systeme considéré est quant a elle équivalente a un
choix d’ensemble statistique, c’est-a-dire I'ensemble grand canonique dans ce tra-
vail. Enfin, la méthode détude sera dans notre cas le groupe de renormalisation
fonctionnel. Une fois ce cadre donné, il est alors possible de poser le probleme :
quelles sont les observables intéressantes susceptibles détre calculées, et quelles
sont les approximations nécessaires 4 effectuer pour y parvenir ? Dans notre cas,
nous souhaitons obtenir des diagrammes de phase, qui nécessitent le calcul de
fonctions de réponse, la fonction de réponse dominante donnant la nature de
Iétat fondamental de notre systeme. Les approximations requises sont 'utilisa-
tion de la théorie des perturbations, et la limitation du groupe de renormalisa-
tion a l'ordre d’une boucle, ce qui nécessite de se restreindre au régime des cou-
plages faibles 4 intermédiaires. D’autres approximations seront toutefois néces-
saires pour réaliser une troncature du modele choisi, afin d'obtenir un ensemble
d’équations pouvant faire I'objet d’une étude numérique.

Le point crucial est donc le choix du modele, qui se fait en utilisant différents
criteres de classification et de hiérarchisation tels que :

— la dimensionalité (1D, 2D, 3D...),

— les symétries (conservation de la charge, invariance par rotation, symétrie

électron-trou...),

— la géométrie (réseau, continuum),

— la complexité (termes a un/deux/trois corps...),

— la (non)-localité (termes locaux, aux premiers/seconds voisins...),

— la pertinence (termes essentiels/marginaux/inessentiels),

— les parametres statistiques (température, remplissage).

Une fois le choix de modele effectué, encore faut-il étre en mesure d’en ex-
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traire de I'information physique pertinente, ce qui, dans le cas d’une grande col-
lection de particules, revient a comprendre la structure des corrélations entre
degrés de liberté. Dans le cas de systemes fermioniques, le point de départ est la
seconde quantification. Celle-ci est amplement décrite dans de nombreux ou-
vrages traitant du probléeme a N corps quantique [3], et c’est pourquoi son trai-
tement dans cette section est réduit au strict minimum au cas des fermions. Les-
pace de Hilbert total & considérer est I'espace de Fock, sur lequel on définit I’al-
gebre des opérateurs de création et annihilation, exprimée par les relations d’anti-
commutation suivantes :

{CO!’ Clg} = 09 {Ca’ C;} = 80![3’ (I.I)

ou I'indice « fait référence aux états a une particule |a). Lopérateur n, = cheg
compte le nombre de fermions dans Iétat . Dans ce qui suit, on va exclusive-
ment considérer des modeles ot1 la charge électrique est conservée, ou, ce qui
ici revient au méme, a des modeles ot le nombre de particules est conservé, car
on s’intéresse a des systemes électroniques. Cela revient a considérer des mo-
deles invariant par action de U(1), c’est-a-dire tels invariant par la transforma-
tion ¢y — €fcy, avec @ € R une phase quelconque. Ainsi, sous ces hypotheses,
le hamiltonien le plus général contenant un terme 4 un corps ainsi qu’un terme
d’interaction a deux corps a la forme suivante ' (la convention de sommation sur

les indices muets est utilisée) :
H= taﬂcicﬂ + Ualaz,ﬂlﬂzcglcizcﬂzcﬂl. (r.2)

La propriété d’hermiticité de 7 contraint la forme des matrices de saut ¢ et d’in-
teraction U :

t;ﬁ = tﬂa, U(;klotz,BLBz = Uﬂlﬂz:alaZ' (13)

De plus, un changement de base est représenté par une matrice unitaire de com-
posantes Uy, agissant sur les opérateurs d’annihilation par ¢y = UgqeCor, ce qui

1. Une remarque concernant les constantes et les unités : ce manuscrit s’inscrit dans la tra-
dition des conventions de la physique théorique, c’est-a-dire que 'on considerera i = kg = 1.
De plus, il sera question d’un réseau dont le pas a sera également pris égal a 1.
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implique les formes suivantes pour les matrices ¢ et U :

lwpr = lapUaatpp  Unias 885 = Usioo,ioVe, o) Masay U ppr it gpr- (14)

1

Enfin, mentionnons qu’il est possible de travailler avec des opérateurs fermio-
niques de Majorana, définis comme suit :

v =cl4e, v, = i(cg —¢y). (Ls)

d’ot1 les relations de d’anti-commutation :

{V;, Vg} = 2867]80[/3- (16)

Le pointimportant est que ces opérateurs coincident avec leurs opérateurs conju-
gués hermitiens, soit (yF)" = y&.

Cependant, nous n’utiliserons cependant pas directement le formalisme de
la seconde quantification, auquel nous préférerons celui des intégrales fonction-
nelles, qui se préte bien au développement de méthodes d’approximation telles
que le groupe de renormalisation, qui fera I'objet du chapitre suivant. Comme
cela a été montré a 'annexe C, il est possible de réécrire la fonction de partition
dans I'ensemble grand canonique sous forme d’une intégrale fonctionnelle > :

Z = Tre PO1N) = /@[w, V] e Syl (1.7)

ot la fonctionnelle d’action S[y, ¥] est donnée par une intégrale sur le temps
imaginaire 7 allantde 02 = 1/T :

B
S 01 = [ de( X [na(D00ctao (0) = e (o (0] + I ). (13
0 X,0

Dans cette expression, x désigne un indice spatial, o =1, | est 'orientation du
spin selon un axe de quantification fixé, et 7 € [0, B] est le temps imaginaire. De

2. Permettons-nous de paraphraser Clausewitz : « L'zntégrale fonctionnelle est la continua-
tion de la physigue théorique par d’autres moyens. »
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plus, i estle potentiel chimique, et N = Yoo Vo Vxo compte le nombre total

de particules. Enfin, H[y, ¥/] correspond au hamiltonien. Etant donné que nous
considérons des fermions, le champ Y1 (7), ¥xs(7) prend ses valeurs dans une
algebre de Grassmann, c’est-a-dire qu’il est soumis aux relations d’anti-commutation
suivantes :

I:”x(r (T)Wx/o’(l’,) + WX/U’(T/)wa (T) = 0,
1;}xa (T)Iﬁx’o/(fl) + l»Zx’o/('[/)‘/_fxa (r) =0, (19)
wxc(f)lpx’a’(f,) + &x’a’(fl)wxa(f) = 0.

Par ailleurs, les variables de Grassmann sont soumises aux relations d’anti-périodicité :

Vxo(B) = —¥x0(0), \}xo(ﬂ) = _ﬂzxa(o)- (1.10)

A présent, discutons de la manipulation formelle de 'intégrale (1.7). Pour cela,
nous allons nous placer dans un cadre plus général et nous allons écrire ¢, au
lieu de ¥xo(7), ¥xo(7) afin de simplifier les notations. Cela revient en fait 2
construire'intégrale fonctionnelle avec les opérateurs de Majorana plutdt qu’avec

les opérateurs cé’”.

Laction S[g], lorsque restreinte 2 un terme a un corps plus un terme a deux
corps, sécrit? :

1 1
Sly] = EICalotz‘Palf/’az + Evocmzawﬂ/’aﬁpaz‘ﬁazwaw (r.1)

ou le premier terme décrit les fermions libres tandis que les interactions sont
représentées par le second terme. L'intégrale fonctionnelle s¥écrit alors simple-
ment:

Z = /D[ga] ¢~ Stel, (L12)

3. La convention de sommation sur les indices muets est utilisée dans cette expression : les
sommes et les intégrales sont sous-entendues. Cette convention sera abondamment utilisée dans
le reste de ce manuscrit.
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Cette intégrale est effectuée sur les variables de Grassmann ¢, qui vérifient la
relation d’anti-commutation provenant de (1.9) :

YaPp + PpPa = 0. (r.13)

De plus, la "mesure” d’intégration est donnée par :
Dle] = 1_[ dga, (r14)
o

et 'ordre des intégrations est tel que la fonction de partition est positive (en effet,
on a également la relation dpodgg + degde, = 0).

Le formalisme de I'intégrale fonctionnelle permet de calculer des moyennes
statistiques. Considérons une observable 68[¢] (ce sont des observables au sens
statistique et non quantique). Sa moyenne est définie par :

(6191) = 5 [ Dl1 811

Considérons a présent une famille d'observables 6,[¢] satisfaisant aux relations
de commutation 6,[¢]0p[¢] = LapOs[0]0al@], avec Lap = Cpe = *1. On intro-
duitalors la fonctionnelle generatrice des moments F[J] de lafamille dobservables
considérée :

FlJ] = /@[(p] e~ Slel+Jabale] (L.15)

ou les champs source J, vérifient eux aussi les relations de commutation Jg Jp =
CapJpJ4. Lafonctionnelle introduite doit son nom a I'identité suivante, obtenue
par dérivations répétées par rapport aux champs source :

(00, [¢] - . . Oayl0]) = Z7" Fa,..a, (0], (1.16)
ou l'on a fait usage de la notation raccourcie suivante pour les dérivées :

5 F
Fay..anlJ] = m[ﬂ- (r.17)

I0
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Les moments sont aussi appelés fonctions de corrélation. Définissons a présent
la fonctionnelle genératrice des cumulants F<[J], en prenant le logarithme de la
fonctionnelle génératrice des moments :

F[J] = log F[J]. (r.18)

Les cumulants de la famille d’'observables (aussi appelés fonctions de corrélation
connexes) sont alors obtenus par dérivations répétées par rapport aux champs
source de F[J]. Par exemple, le cumulant d’ordre 2 est donné par :

(Oa, [¢10a,[#])* = (0a, (9]0, [¢]) — (0a, [0])(0as 0]) = 27" F5 4, [0]. (1.19)

Dans le cas particulier oli @; = a», on retrouve bien la variance de 'observable
Oa, [@].

Le cas particulier le plus important est celui o1 les observables correspondent
au champ. On définit alors les deux fonctionnelles génératrices suivantes :

2l = [ Dlp] Slel+re, (1.20)

Winl = log Z[n]. (1.21)

Dans cette expression, on a fait apparaitre un produit scalaire entre le champ ¢
et le champ source 7. Ce produit scalaire peut étre explicité grice a une matrice
symétrique définie positive (gag) avec laquelle on peut écrire 1 - ¢ = Nagap@p.
Pour raccourcir la notation, on écrira n - ¢ = 149, *. Par exemple, considérons
le cas d’un champ scalaire dans 'espace euclidien de dimension d. Dans lespace
réel, le produit scalaire s¥crit :

np = / dxd?y n()g(r e, qle.y) = 8(x — 7).

4. Techniquement, on aurait pu noter plutdt n - ¢ = 7@y, mais une notation utilisant
exclusivement les indices bas a été préférée.

II
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mais dans l'espace réciproque, on aura :
n-g = /ddpddp/ n(p)q(p. pe(p), q4(p,p") =38(p+p.

Il'y a une derniére fonctionnelle que nous allons définir et qui sera capitale pour
la suite. Il s'agit de la fonctionnelle d’action effective I' [¢p] définie comme la trans-
formée de Legendre de W[n], c’est-a-dire :

']+ Wlnl =n-¢. (r.22)
En dérivant par rapport 4 7 ou par rapport a ¢, on obtient :

sr W

56, = Na, e Do (r.23)

La derni¢re égalité exprime que le champ ¢ est la moyenne statistique du champ
microscopique ¢, cest-a-dire :

o = (‘pa>- (1.24)

On peut travailler avec la fonctionnelle I"[¢], et dans ce cas le champ source 7 de-
vient une fonctionnelle n[¢], mais on peut plutdt travailler avec la fonctionnelle
WIn] et cest alors le champ ¢ qui devient une fonctionnelle du champ source
¢[n]. Celaest bien connu en thermodynamique des systémes magnétiques. Dans
ce cas, le champ microscopique ¢ est associé aux spins microscopiques présents
dans le matériau, tandis que le champ macroscopique ¢ correspond a 'aimanta-
tion, et le champ source 1 correspond au champ magnétique.

Pour la suite, nous aurons besoin de prendre des dérivées multiples par rap-
port aux ¢, ou aux 7. On adoptera donc la encore les notations raccourcies

suivantes :
onr
Fa o = %,  o. ’
9] = g
"W
W ..., 1] = W[TI]' (1.25)
Qs - - - N,

12
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Décrivons un peu plus en détails la signification des trois fonctionnelles Z[n],
WIn] et I'[¢]. Toutes trois permettent d'encoder 'information statistique asso-
ciée a la théorie de champs décrite par 'action microscopique S[g]. Cette infor-
mation statistique porte sur la structuration des corrélations. Ainsi, la fonction-
nelle Z[n] encode les corrélations de la fagon la moins fine, a travers les moments
du champ. La fonctionnelle W] encode les cumulants, qui sont appelés fornc-
tions de corrélation connexes. Enfin, l'action effective I"[¢] génere les vertex irre-
ductibles a une particule (vertex 1PI). Ces vertex peuvent étre obtenus de fagon
itérative par dérivations successives par rapport a ¢ a partir de la relation sui-
vante :

_ Ong _ Bma 3¢p 82r 82w
Snar B¢p 8ng  3dpda SnarSny

Saa = Fdﬂ [¢]Wa/[77[¢]:| (1'2'6)

Pour y parvenir, il faut simplement utiliser ’égalité
Yp p g

8 o4,
sgu VoI = = =W 19 = Wi, T (127)

obtenue par simple application de la regle de la chaine. Par exemple, les premieres
dérivations donnent successivement :

0= Tapas Wi + TapWisp, L Brcs (1.28a)
0 = I'vBaras Wi + TaBasWiep, I Bres

+ TopasWeap, T Brer + TapWeag, g I Bses L B

+ TapWees, I Brazas- (1.28b)

Le point important est qu’il existe une hiérarchie de fonctions de corrélations,
et que (généralement) cette hiérarchie ne s’arréte pas, ce qui signifie que pour
connaitre totalement la structure des corrélations d’une théorie donnée, il faut
connaitre toutes les fonctions de corrélation, ce qui en général n’est pas possible
(eten fait pas nécessaire non plus) d’un point de vue pratique. De fagon similaire,
on peut obtenir une hiérarchie déquations du mouvement pour les moments,
ce sont les équations de Schwinger-Dyson (voir annexe C).

13
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Pour la suite, nous aurons besoin de considérer des fonctionnelles généra-
trices contenant des termes supplémentaires générant des observables quadra-
tiques en les champs. Nous noterons de fagon générique J les champs sources
nécessaires et Z[n, J], Wn, J], I'[¢, J] les fonctionnelles génératrices corres-
pondantes. Considérons deux de ces observables 6, et 0,,. Par définition, la
susceptibilite Y a,a, estle cumulant d’ordre 2 associé aux deux observables consi-
dérées :

Xajar = alaz[n =J = O] (1'2'9)

II est possible dexprimer les susceptibilités en fonction des dérivées de l'action
effective. Pour cela, utilisons la transformation de Legendre, et travaillons a ¢
fixé, impliquant que 7 devient une fonctionnelle de ¢ et J :

T, J1+Wlnlg, J1.J]=n-¢. (1:30)

Dérivons par rapporta Jg, :

) 8
a1+ 51671 S )]+ W [116.71.7] = 6,91
= Tal¢, J1+ Wa,[nle. /1. 7] =0, (1:31)

ou la derniere égalité résulte du fait que 'on a 8WW/8n = ¢. A présent, dérivons
par rapporta Jg, :

87 SWa,

S W[n[qﬁ, I, T ]+ Waa[nlg, J1.J] = 0. (132)

Fa1a2[¢, J] +

Or, dans cette expression le deuxieme terme est nul car, étant donné que I'on
travaille 2 ¢ fixe, on peut écrire :

Wa 8 W 8

= = 0. .
Y T (1:33)

En conclusion, on obtient Iégalité voulue :

Xajar = _Fa1a2[¢0’ J = 0], (I~34)

14
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ol ¢ est la configuration spontanée du champ, telle que 81" /8¢ [¢po, J = 0] = 0.
Dans le cas des fermions, on aura toujours ¢ = 0. La connaissance des suscepti-
bilités sera capitale pour la suite. En effet, plus une susceptibilité est élevée, plus
les fluctuations associées sont fortes. Ce sont les fluctuations dominantes qui
déterminent les diagrammes de phase.

Le calcul de ces fonctionnelles génératrices est bien souvent impossible a
effectuer de fagon exacte. Il existe cependant un cas essentiel pour lequel cela
est faisable : il sagit du cas des théories gaussiennes. Celles-ci sont définies par
les propriétés suivantes, qui expliquent également leur intérét, méme lorsque la
théorie a considérer contient un terme d’interaction :

1. l'action est quadratique, C’est-2-dire qu'elle sécrit S[¢] = 3 Ko, 0, Pa; Pass

2. on peut séparer I'action en un terme purement fermionique et un terme
purement bosonique,

3. la matrice (KCy,q,) est inversible. Cette propriété est cruciale pour déve-
lopper des méthodes d’approximations basées sur la théorie des perturba-
tions lorsque 'action contient un terme d’interaction. Pour certains sys-
temes cependant, cette matrice n’est pas inversible, comme par exemple
dans le cas des théories de Yang-Mills (qui sont cependant des théories
bosoniques, et contiennent en plus des termes d’interaction lorsqu’elles
sont non abéliennes). Dans ce cas, le fait que (K4, 4,) soit non-inversible
est étroitement lié 4 invariance de jauge qui introduit une redondance
dans la description des degrés de liberté.

Mentionnons pour finir les expressions des intégrales gaussiennes dans le cas fer-
mionique et bosonique, dans le cas ou l'on a:

Zlv,n. 1] = /D[b,l;,f,f_] =S L1 vbti f4n ]
- 1 _ )
S[b’ f’ f] = _b ‘ICb b + f ‘ le . f == —’Cgmzbalbaz + ’Cojzfmzfoufaz’

Db, f. f1 = 1‘[ dea/dfa/

\/_

15
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On obtient alors [3] :
det (K/)
det (K?)

Z[v.n. 7] = exp {i- [T - + %v [P v}, (136)

Ces expressions sont utiles pour comprendre la démonstration de certaines équa-
tions de flot 5 pour le groupe de renormalisation, et permettent de comprendre
leur structure, comme on va le voir au chapitre suivant.

1.2 Construction de modeles par les symétries

Discutons a présent de la structuration de I'action S[g] ¢. On peut distin-
guer principalement deux chemins pour déduire les modeles traités dans le pré-
sent travail. La premiere consiste a écrire I'action la plus générale pour des élec-
trons et des noyaux atomiques en interaction coulombienne?, puis deffectuer
les opérations de simplifications successives conduisant au modele de Hubbard
et a ses extensions. Ici, on privilégie une autre route, qui est celle de la phéno-
ménologie. On considére un syst¢tme purement fermionique des le début, puis
l'on se restreint a des actions possédant des structures de plus en plus restrictives
en tenant compte des symétries du probleme attendues, qui sont celles des sys-
temes électroniques unidimensionnels, nous menant au modele de Hubbard et
a ses extensions. Les symétries du modele de Hubbard sont par exemple traitées
dans [23]. Cependant, pourquoi se donner tant de mal a déduire des modeles
si simples? Les considérations a propos des symétries donnent en fait des in-
dications a propos des fluctuations susceptibles de dominer, et permettent de
construire les observables 6,[¢] qu’il faut sonder.

5. Le terme de "flot” est utilisé dans la suite du manuscrit, car il fait référence a la notion de
"flot d’un champ de vecteurs"”, quel'on rencontre dans la littérature mathématique francophone.
Cependant, on pourrait tout 2 fait lui préférer le terme d’"écoulement”.

6. Cela nécessite un peu de modélisation mathématique. Cette partie est surtout utile pour
avoir une bonne image mentale de la situation, et donner une explication a la classification des
états fondamentaux.

7. On peut en quelque sorte dire que les physiciens de la matiére condensée ont le luxe de
connaitre la "théorie du tout” de leur discipline résumée en une action, mais il est en pratique
impossible d’en tirer des conclusions directement a partir de celle-ci.
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1.2. Construction de modeles par les symétries

Pour mener 4 bien ce programme, il est nécessaire de s’intéresser a la struc-
ture de l'espace E auquel appartiennent les indices o. Celui-ci possede souvent
une structure d’espace fibré (nous n’entrerons pas dans les détails, voir par exemple
[42]) ce qui signifie essentiellement qu’il existe deux espaces M et F et une sur-
jectionm : E — M telleque n7'(x) = Fy = F.Ondit que M est espace de
base tandis que F estla fibre typigue. On considérera uniquement la situation ot
la fibre typique est un espace vectoriel de dimension finie. Dans le cas ott M est
une variété différentielle, des conditions de compatibilité avec la structure difté-
rentielle doivent étre ajoutées a la définition des espaces fibrés, mais dans notre
cas la situation est plus simple puisque M sera un réseau, c’est-a-dire une collec-
tion dénombrable de points de R? engendrée par un point x € IR? ainsi qu’un
sous-groupe discret du groupe des translations *. Dans ce cas, on a simplement
E = M x F etun point de E s¥écrit donc de fagon unique = (x,u). Onvade
plus considérer un groupe G qui agit sur E via une collection de représentations
px 1 G — GL(Fy) pour tout x € M. Cela signifie que si les (1;) forment une
base de F, alors on peut écrire pour tout u = a;u; € Fy :

px(g)(aiu;) = a;px(g)(u;) = aipx(g)iju;, (1.37)

ou (px(g)i;) estla matrice de py(g) dans la base (u;).

Pour faire la connexion avec les systemes fermioniques, il faut faire appel a
une algebre A. Dans notre cas, cette algebre correspond a I'algebre des variables
de Grassmann. Il sagit d’une algebre graduée, c’est-a-dire qu’elle s¥écrit comme
une somme directe :

A= EBA", A’ =(, (1.38)

k=0

et la graduation signifie simplement que l'on a AKAP ¢ A*+P Cette algebre est
engendrée par les éléments 6, 0" € A' qui satisfont a I'identité suivante (prove-

8. En physique de la matiere condensée topologique, la notion de fibré est nécessaire a la
définition de la courbure de Berry, et dans ce cas 'espace de base est donné par la premiere zone
de Brillouin.
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1.2. Construction de modeles par les symétries

nant bien str de la relation (1.9)) :
00’ +6'0 = 0. (1:39)

Le lien entre l'algebre A et le fibré E se fait au moyen d’une application¢ : E —
A telle que pour tous x € M, touta € Cettousuy,u, € Fy :

Ox.aui+ur = APxuy + Oxuss

et de plus, ¢ doit impliquer la décomposition suivante :

Al = @ (A}C = ¢(x, Fx)>, Al>~F ~F (1.40)

xeM

Il faut 4 présent se demander comment faire agir un groupe G sur l'algebre A, et
comment utiliser les représentations de G pour produire des modeles possédant
une invariance par action de ce groupe. Soit donc un groupe de Lie (on prend en
fait le méme groupe G qui agit sur E). On suppose que 'on connait toutes ses
représentations irréductibles, et 'on note 7r; : G — GL(V;) ces représentations
(il faut prendre en compte en plus les représentations duales 7; : G — GL(V}")
telles que 7;(g) = m;(g)" pour tout g € G). On fait de plus 'hypothese que
la fibre standard F est une somme directe de représentations irréductibles de G.
Une action de G sur l'algebre A est alors naturellement donnée par une applica-
tion p : G — Aut(A), ou Aut(A) désigne les automorphismes ? de I'algebre A,
cest-a-dire que I'on doit avoir pour touta € C, et tous 0y, 60,,03 € A :

p(g)(ab16; + 63) = ap(g)(01)p(g)(62) + p(g)(63). (1.41)

On cherche alors 4 déterminer une action de groupe p qui soit compatible avec
lapplication ¢ : E — A'. On peut en fait définir une action p totalement déter-
minée par la bijection ¢ et par les représentations py : G — GL(Fy) = GL(A})
qui nous permettent d*écrire, en utilisant les définitions précédentes :

P(&) (D) = Clx,px()w) = Plxsaipx(@)ijuy) = diPx(8)ijPxu,)- (1.42)

9. Pour rappel, un automorphisme de A estun élément f € GL(A) qui préserve lastructure
d’algebre, cest-a-dire que lon a f(0162) = f(61) f(62) pour tous 0y, 6, € A.
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1.2. Construction de modeles par les symétries

Dans la suite, pour simplifier [¥écriture, on notera :

Yo = Pxu;) = Pxi-

Un élément 6 € A est invariant par action de G silon a p(g)(6) = 6. Les ¢lé-
ments invariants sont a déterminer impérativement pour pouvoir trouver des la-
grangiens adéquats, on dit alors de facon informelle qu’il "possedent la symétrie
G". Plus généralement, on s’intéresse aux sous-espaces vectoriels V; de A stables
par action du groupe G. Par définition, V; est stable par action de G $’il existe
une représentation p, : G — GL(V,) obtenue par restriction de p a V,, cest-a-
dire quel'ona pg = ply,. Par exemple, les sous-espaces A} sont laissés stables par
action de p, ce qui est précisément l'effet escompté. A présent, intéressons-nous
au cas ol V est un sous-espace de A2, Les éléments d’une base de V, peuvent
étre écrits sous la forme A% = AG i xiPyiPxis avec AT € C Tout élément
0 € Vg sécrit§ = 9, A%, avec ¥, € C. Ainsi, l'action de G sur 6 s¥écrit :

p(2)(0) = Vv (g)(A}) = 0up(g) AT = D1u0a() v AT,y j1xiPyiPxis  (1.43)

ot (0a(g)uv) est la matrice de p,(g) dans la base (A%). Par ailleurs, action de
p(g) sur 6 s¥écrit :

p(8)(O) = DuAT, )10y (&)1 Px(&)iri Py Pxis (1.44)

ce qui nous conduit a I'identification suivante :

pa(g)MvA‘:;yj;xi = Py (g)j’j/ox(g)i’i Az;yj/;xi" (1'45)

Les représentations pg que I'on peut construire sont classées en deux ensembles :
les représentations "scalaires”, c’est-a-dire celles qui produisent des éléments 6 €
A? invariants, et les autres. Les scalaires 6 servent naturellement 2 construire des
actions a un corps. En fait, pour tout couple (x, y) € M?, il sera en général pos-

sible de construire des éléments 05,

(o1 @ est un indice discret) se transformant
comme des scalaires, et qui sont linéairement indépendants. En conséquence,

une action a un corps St [¢] aura l'allure suivante (avec utilisation convention de
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1.2. Construction de modeles par les symétries

sommation) :

Sile] = 17,05 [o]. (1.46)

On utilise ensuite les représentations p, restantes, et on cherche les applications
bilinéaires Qg, 4, : Va, X Va4, — A* qui produisent des invariants, c’est-a-dire :

p(2)(Qai.0:(01.62)) = Qa,.a:(Pa; (8)(01), Pay(8)(02)) = Qa,.a,(01,62).
(1.47)

Les éléments Qg, 4,(61. 62) servent alors 4 construire des actions a deux corps
décrivant des termes d’interactions. Par exemple, le cas le plus simple est celui
oulonaV,, = VetV, = V* Unautre cas est celui pour lequel V' est muni
d’un produit scalaire tel que pq (G) est un sous-groupe du groupe des isométries
associées a ce produit scalaire. Dans la pratique, on rencontrera ces deux cas.

Enfin, discutons de I'inclusion de champs sources pertinents, c’est-a-dire des
termes J,0,[¢]. Ces termes se transforment par définition dans la représentation
scalaire. L’idée est de prendre un champ source dans la représentation V'*, par
analogie avec ce qui a été expliqué dans le paragraphe précédent.

Traitons a présent le cas utile pour la suite, c’est-a-dire celui des électrons sur
un réseau. On cherche a construire des modeles sur réseau invariants par action
du groupe G = U(1) x SU(2). En effet, le groupe U(1) est lié a la conservation
de la charge tandis que SU(2) est associé a la conservation du spin. Ce groupe
possede des représentations irréductibles V; indexées par un demi-entier j > 0.
Dans le cas ot il n’y a qu’un bande, un site atomique ne peut accueillir qu’un
électron par orientation du spin. De fagon complémentaire, on peut raisonner
en termes de trous. Ainsi, la fibre standard est donnée par :

F = V1/2 D V172‘ (148)

Ainsi, les variables de Grassmann sont de la forme ¥/, et /.. Cette forme nous
permet de munir l'algebre A d’une involution ()7 : A — A, telle que, pour tout

20



1.2. Construction de modeles par les symétries

o € Cetpourtous b, 6,0, € A :

(@6 + 0,)" = a*6] + 6],
(6:6)" = 6]6].

oHt =0, (1.49)
E”L, = &xa,
1/};0 = on-

Un élément A est hermitien s’il est tel que 0t = 6. Il est de plus pratique d’in-
troduire la notation spinorielle ¥ :

w, = [V 7 Vet

Uy ]’ T\ ) (1-502)
WL = (Yar Vay). Ul = (Yur ¥xy)- (1.50b)

On peut alors construire les représentations ' mentionnées au paragraphe pré-
cédent. Cette construction utilise en fait des propriétés bien connues de la com-
binaison des moments cinétiques. En effet, on souhaite combiner deux parti-
cules de spin 1/2 (un électron ou un trou avec un électron ou un trou), ce qui
donne obligatoirement une paire de spin 0 et une paire de spin 1. Si un élec-
tron porte une charge —e, alors une paire électron-électron porte naturellement
une charge —2e, tandis qu’une paire de trous porte une charge +2e. Enfin, une
paire électron-trou est électriquement neutre. Pour toute paire de points (x, y),
on peut donc construire les opérateurs quadratiques Sy = (S, = pyx. Syx)

no 0 ¢ 14 . 7 7
et Ayy = (A}, Ayx) associés respectivement au canal électron-trou et électron-

électron, définis par :

- 1/- 1
Sfx[lﬂ, V] = E(wyoagg/wxo’ + H~C-> = El,[/;rg“l[/x + H.c., (1.51a)
A;;Lx [W, Iﬁ] = Wyan(l:g/l/fxa’ = l]/;n'“([/x, (I.SIb)

olt les matrices o# sont les matrices de Pauli, et de plus 7/ = io20*.

Seuls les opérateurs p, . [V, ] peuvent étre utilisés pour produire une action
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1.2. Construction de modeles par les symétries

aun corps convenable, car il sont invariants par action de U(1) xSU(2). On peut
donc écrire de fagon générale :

Sl W, '&] = tyxpyx W, '&] (1'52‘)

Si Iaction est hermitienne, alors on doit avoir :

tye = lxy- (r53)

Le terme purement local 7., correspond au terme de potentiel chimique. Pour
la suite, on se restreindra & un modele tres simplifié pour lequel seul les premiers
termes non-locaux sont conservés, c’est-a-dire que les seuls termes 7., non nuls
sont ceux pour lesquels x et y sont plus proches voisins. De plus, les termes de
saut sont supposés homogenes, cest-a-dire que l'on at,, = tsit,, # 0.On
notera donc, en rétablissant les sommes :

Sily. vl =1 Byl V] — Y nily, ¥], (54)

(x,y) x

ott l'on a utilisé les notations standard pour l'opérateur de saut By [y, ] =
pyx [V, ], et pour lopérateur nombre de particules au point x, n [V, Y] = pxx [V, ¥/].
Notons quel'opérateur nombre se scinde en deux opérateurs diftérentiant'orien-

tation du spin nx [y, Y] = np[¥, Y1 + nxy [, 1.

La forme générale d’'une action d’interaction hermitienne 2 deux corps sécrit
grice aux opérateurs S et A de lafagon suivante (ot la convention de sommation
sur les indices est utilisée) :

S VT = Vi yrw Ayel W, 91"+ Ay [, ]
ysx,y/x/Agx [wv W]T Ag/x/ W, W]

+ ydx,y/x/gyx[w’ &] : S:y’x’[w, \/_f]
+ VP Pyxl W ] oy [V D). (155)
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1.2. Construction de modeles par les symétries

Les conditions d’hermiticité de 'action s¥écrivent :

s /s
(Vyx,y’x’) Vy’x’,yx’
t * _ oyt
(Vyx,y’x’) Vy’x’,yX’
P ¥ _ e
(Vyx,y’X’) Vy’X’,yX’
o * 10
(Vyx’y/x/) = Vy/x/’yx. (156)
De plus, les propriétés de symétrie pxy = pyx et Sxy = S,x impliquent les

égalités suivantes :

VAR 7 IS 74 S 1 (157)

yx,y'x’ xy,y'x’ yx,x'y’ xy,x'y’"

L’action précédente est en général non locale puisqu’elle couple a4 priori tous
les points du réseau. Le cas le plus simple est celui d’une action local et homo-
gene, pour laquelle les termes d’interaction sont spécifiés par seulement quatre
constantes réelles g, g, go, &, telles que

S —
yx,y'x’ — gs 8yx8y/x/,

t
Vix,yrxr = 8t8yxbyrar,

P —
Vyx,y’x’ = &b Syx(gy/x”
o
yx,y'x’ T 8o Syx(gy/x/’ (158)

ce qui simplifie drastiquement la forme de l'action d’interaction ™ :
Sl V] = g Axly 1" - Ay ¥ + g, AL [y Y1 A[y, Y]
+ 8o Se [V U1 Selv W] (4 gonal VIna[y ¥]).  (1s59)

Le casle plus simple est celui o1 seule g5 est non nulle, qui correspond au modele
de Hubbard. Dans ce travail, cependant, on considérera l'effet de termes non
locaux. Le terme en g, est entre parentheses puisque cest en fait un terme 4 un
corps, car pour des fermions, en raison du principe de Pauli, on an? = n,.

10. Onasimplement noté X, = X,.

23



1.3. Systémes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

Discutons a présent des champs sources qu’il est pertinent d’inclure dans
Paction. Etant donné que l'action d’interaction est restreinte a des termes a deux
corps, il est naturel de sonder les états fondamentaux obtenus par appariement.
Cela nous fait donc quatre champs sources J I, Jo, JP, qui nous permettent
d’écrire un terme S, [, ¥, J] ayant la forme suivante :

Sg[w’ 1/_}7 J] = jyX[w’ &]1— ) j;x + H.c.
+ (A% [y, ¥]) "5, + Hee (1.60)
+T0 - Syxl Y1+ TP oyl V1.

En résumé, l'action microscopique S[y, ¥, J] est une somme de trois termes :
S[w’ 1&,]] = Sl[w’ Ip] ‘|‘32[W’ &] +8g[w’ K&’J] (1'61)

1.3 Systemes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

Nous sommes a présent en mesure de spécialiser la discussion au cas unidi-
mensionnel. Nous considérons donc un réseau unidimensionnel contenant L
atomes régulierement espacés les uns des autres (a la fin des calculs, on prendra
toujours la limite thermodynamique pour supprimer les éventuels effets de taille
finie, ce qui revient a prendre la limite L — o0). Dans ce cas, la mesure d’inté-
gration est donnée par :

Dy, ] = [ [ dVo(K)dve(K). (1.62)
K,o

avec K = (k, wp), ot k désigne 'impulsion (cristalline) définie dans la premiere
zone de Brillouin BZ1 = [—=, 7], tandis que les w, = (2n + 1)nT sont les
tréquences de Matsubara fermioniques (voir annexe A pour les conventions de
transformation de Fourier). Les deux premiers termes de 'action prennent alors
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la forme suivante :

Silv v =Y Ve (K)[QEK)] Vo (K). (1.63a)
K,o
- T
Sy, ¥] = s Z g(kl,kZak/l)S[R{};_FKz_K;_Ké
{K,o}
X Yo (K Yoy (K3) Vo (K2) Yoy (K1),
kl, 01 ki, 01
=), %g(kl,kz,ki) : (1.63b)
(Ko}
kz, (0)) k;, (o))

ou le propagateur libre Q(K) est tel que :

[Q(K)] = iw, — £(K). (1.64)

La derni¢re ligne contient la représentation diagrammatique de l'action d’inter-
action. La présence de la ligne oscillante se comprend dans la mesure ot I'inter-
action considérée conserve lorientation du spin. Il n’y a pas de dépendance en
la quatrieme impulsion du fait de la conservation a un vecteur du réseau réci-
proque pres, qui sécrit :

k1+k2—k/1—k,2=G€RR,

ou RR désigne le réseau réciproque, c’est-a-dire quel'ona G = 2nn, avecn € Z.
Par symétrie d’inversion du temps, on peut écrire :

g(kl’ kZ’ k/l) = g(_klv _kZ’ _k/l)

De plus, la fonction ¢* est un "peigne de Kronecker" :

=Y ke

GeRR
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1.3. Systémes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

La relation de dispersion & (k) s¥crit en général £(k) = e(k) — u, ot (k)
donne le spectre a un corps, tandis que p est le potentiel chimique. Le vecteur
d'onde de Fermi kg > 0 est par définition solution de I'équation &(kr) = 0.1l
marque donc la séparation entre états occupés et états vides (lorsque la tempé-
rature tend vers 0). La relation de dispersion & (k) sera supposée monotone sur
[0, 7t]. De plus, la vitesse de Fermi vr est définie par :

vp= —| . (1.65)

Lexistence de la surface de Fermi (qui est bien str réduite 4 deux points dans
le cas 1D a une bande avec relation de dispersion monotone) implique que les
propriétés de basse énergie de tous les modeles devraient se réduire a I'étude d’un
méme modele.

Tout d’abord, au voisinage de la surface de Fermi, on peut écrire k = nkg +
(k — nkg) avec n = sgn k. Le spectre & (k) peut alors étre linéarisé en nk :

&

d
E(k) = % (k —nkg) = nup(k — nkg) = ve(lk| — k§) + ...

Plus précisément, le spectre linéarisé prend la forme suivante (il faut en effet pou-
voir considérer une impulsion quelconque, que l'on ramene dans la premiere
zone de Brillouin) :

Ul:(|k| —k}:) si ke BZI,

(1.66)
ve(lk — n27| — kg)  sinon.

g(k):{

Ensuite, les processus de basse énergie se déroulant nécessairement dans le
voisinage de la surface de Fermi, cela implique que les impulsions des électrons
sont localisées autour de +k¢. Il en résulte une classification des différents pro-
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&
=
A

AN
A

v

N

81 82 g3 84
D1ffus1(;)\n Diffusion Processus Umklapp Diffusion
vers arriere vers ’avant vers ’avant

F1G. 1.1 — Processus de diffusion a deux électrons aux basses éner-
gies. Lexistence des deux points de Fermi montre que ces processus
penvent étre divisés en trois types : diffusion vers larriere associée
a g1, diffusion vers lavant associce a g et g4 et enfin processus
Umklapp associés a gs.

cessus de diffusion que voici :

81 = tkp.—kp.—ky = &k, +kp, +kp» (diffusion vers l’arriere)
82 = Gtkp.—kp.+hky = &—kp, +kp, —kp» (diffusion vers I'avant)
83 = Gtke, +kr,—kr = &—kr, —kp, +hs (processus Umklapp)

84 = Gtkp.thp, +hy = Z—kp.—kp, —ky- (diffusion vers I'avant)

Ces processus sont ainsi classés en trois types (diffusion vers I'avant, vers I'arriere
et processus Umbklapp). Ils sont illustrés 4 la figure 1.1. Les processus Umklapp
sont le seul vestige du réseau. Ils ne sont en effet possibles que parce que les im-
pulsions sont conservées 4 un vecteur du réseau réciproque pres, qui nous per-
met d’ailleurs de faire les identifications suivantes :

3k1: <> —kF, —kF <> 3k1:. (1.67)

Précisons la représentation diagrammatique des constantes de couplage. Tout
d’abord, nous pouvons différencier les branches, c’est-a-dire les voisinages des
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deux points de Fermi, ce qui nous donne :

k ~ +kg ~> —p——| k ~ —kp~ ==p»p—-. (1.68)

En conséquence, les constantes de couplage g1, g2, g3, et g4 sont représentées
de la fagon suivante (on devrait aussi considérer I'échange des branches — <«

——>——) .

Lorsque le spectre linéaire est extrapolé jusqu’aux bords de la bande (en par-
ticulier, on a ky = /2 a demi-remplissage), et que les constantes de couplage
sont systématiquement projetées sur la surface de Fermi, on obtient alors le 7z0-
dele de g-ologie" [17]. La linéarisation du spectre est illustrée a la figure 1.2. No-

4e(k) | ae(k) |

N __| /] e émoroi |\ 7|
- N E gy PASSes energies Dy 7,
V"F\/’W | K ANV

| | | |

Spectre de liaison forte Spectre linéaire

F1G. 1.2 — Linéarisation du spectre autour du niveau de Fermi ef-
fectuce pour simplifier [ étude. Cependant dans ce travail, la cour-
bure du spectre seva prise en compte.

tons que pour ce modele, les couplages sont purement locaux puisqu’ils sont
évalués sur la surface de Fermi. Le modele de g-ologie permet de comprendre les

1. On parle également de limite du continuum.
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\7-*—-
+ It + N + ..

F1G. 1.3 — Premieres corrections diagrammatiques a | amplitude
de diffusion vers Larriere ot tous les diagrammes ne sont pas re-
présentés, mais le point important est que la somme sur les états in-
termédiaires se scinde en deux contributions : celle due aux paires
clectron-électron (en rouge) et celle due aux paires électron-trou (en

blen).

phénomenes spécifiques aux cas unidimensionnel. Pour les mettre en exergue,
considérons le cas d’un couplage faible, pour lequel les méthodes perturbatives
sont « priori pertinentes. Supposons en particulier que I'on s’intéresse a 'ampli-
tude de diffusion vers l'arriére de deux électrons. D’un point de vue diagramma-
tique, cette amplitude s¥écrit (schématiquement) comme représenté a la figure
1.3. Cette expression fait apparaitre une structure présente dans la somme sur les
états intermédiaires provenant de la théorie des perturbations : cette somme se
scinde en deux contributions. La premicére est due aux paires électron-électron
virtuelles, identifiées par la couleur rouge, et la deuxieme est liée aux paires vir-
tuelles électron-trou. Les sommes sur les états intermédiaires sont représentées a
la figure 1.4. La bulle rouge L, appelée bulle de Cooper, correspond aux paires
électron-électron, tandis que la bulle bleue Lp, appelée bulle de Peierls, corres-
pond aux paires électron-trou. Lexistence de ces deux canaux n’est absolument
pas spécifique au cas unidimensionnel, car elle résulte simplement de ce que nous
avons affaire a des fermions de spin 1/2 portant une charge électrique. Cepen-
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/ \
Ny - ~S<’

F1G. 1.4 — Bulles de Cooper (en rouge) et de Peierls (en bleu). Dans
le cas unidimensionnel, lorsque le spectre posséde la proprieté de
nesting, on obtient Lc = —Lp ~ log(Ao/T).

dant, le rapport de ces amplitudes est remarquable dans le cas unidimensionnel,
dans la mesure ot1 les deux bulles sont égales a un signe pres :

Lc = —Lp. (1.70)

D’ot1 vient cette égalité? Un simple calcul pour les bulles avec des paires por-
tant des impulsions z priori quelconques révele que leur amplitude est maximale
lorsque les paires (on considére k > 0) sont dela forme (+k, —k) danslecasdela
bulle de Cooper, et (k, k — 2k) dans le cas de la bulle de Peierls. Les expressions
de ces deux bulles sont de la forme suivante :

5 nelE) s = £h)

L ’ .
) k>0 §(k) + §(=Fk) (r.712)
ne(£(k)) — ng(&(k — 2ky))
e ’ 71b
' g (k) — &(k — 2ky) (r.71b)
ou ng(g) désigne la fonction de Fermi-Dirac a température 7 = 1/ :
1
l’lF(S) = m (1.72)

Or, le spectre linéaire possede en dimension 1 une propriété bien particuliere,
appelée nesting, C’est-a-dire :

§(k —2kg) = —§(=k). (1.73)

ce qui implique la relation (1.75). Cela signifie d’un point de vue quantique que
l'on a affaire 3 deux amplitudes qui interferent de fagon destructive, et il n'est
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1.3. Systémes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

donc pas possible de traiter un seul canal au détriment de l'autre. C’est cependant
ce que l'on fait lorsque l'on traite la théorie BCS, ce qui est justifié lorsque I'on
considere un matériau de dimensionnalité plus élevée, impliquant une contri-
bution moindre du canal électron-trou par rapport au canal électron-électron.

Linterférence destructive des deux canaux de diffusion n’est cependant pas
le fin mot de I'histoire. Nous n’avons en effet pas mentionné un détail : le calcul
perturbatif est-il correct? Tres schématiquement, le calcul perturbatif de I'am-
plitude de diffusion g donne une expression de la forme suivante :

g~g+Lg*+ .. (r.74)

Pour que ce calcul soit justifié physiquement, il est nécessaire que le terme Lg?
soit suffisamment petit devant g, ce qui demande, certes, que les constantes de
couplage soient petites, mais également que le coefficient L soit suffisamment
petit. Or, apres évaluation des expressions (1.71b), il vient :

Lc=—Lp~log %, (r.75)
ol Ay est typiquement de l'ordre de la largeur de la bande. Ainsi, lorsque la tem-
pérature T tend vers 0, le calcul perturbatif devient incorrect puisque le terme
Lg? peut devenir arbitrairement grand devant g! Comment alors gérer cette si-
tuation ? §’il n’y avait qu’un seul canal, il serait possible d’effectuer une resom-
mation de la série perturbative, qui se réduirait alors essentiellement a la somme
d’une série géométrique, qu’il faudrait ensuite prolonger analytiquement pour
pouvoir aller a des températures arbitrairement basses. La encore, cest exacte-
ment ce que l'on ferait dans la théorie BCS. Mais dans notre cas, I'interférence
des canaux nous empéche pratiquement deffectuer cette simple resommation ™.
Le groupe de renormalisation, expliqué au chapitre suivant, est une méthode qui
permet d’effectuer cette resommation compliquée en intégrant progressivement

les états intermédiaires.

12. Il est tout de méme envisageable d’effectuer cette resommation, au prix d’une technicité
élevée [17], avec la méthode des diagrammes parquet.
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

1.4 Modele de Fermi-Hubbard étendu

Le but du présent projet est d'obtenir le diagramme de phase du modele de
Fermi-Hubbard étendu unidimensionnel 4 une bande en fonction du remplis-
sage. Le hamiltonien que nous allons donc considérer a la forme suivante :

H=—t Z Bxy—l-UanTnN-l—Vanan. (.76)
X

{x,¥) x

Les effets de chacun des termes de ce hamiltonien sont illustrés 4 la figure 1.5. Le
premier terme, 3 un corps, est cinétique, il décrit des sauts d’¢lectrons de plus
proches voisins en plus proches voisins : c’est le hamiltonien de liaisons fortes.
Les deux derniers termes sont quartiques, c’est-a-dire qu’ils décrivent des inter-
actions a deux corps. Le terme en U est le terme de Hubbard, qui correspond
aux interactions sur un méme site atomique. Le second terme d’interaction en
V' décrit une interaction électronique de type densité-densité, sur des sites plus
proches voisins.

Le diagramme de phase cherché sera tracé dans le plan (U/t, V/t), avec des
coupes en . Il est possible de se faire une intuition quant a I'allure d’une partie
du diagramme de phase de ce modele 4 demi-remplissage (soit 4 = 0). On peut
en effet examiner trois cas distincts, illustrés a la figure 1.6 :

— Supposons tout d’abord que le terme cinétique est dominant, dans ce
cas, on a simplement un systeme d’électrons libres avec une bande demi-
remplie, c’est-a-dire un métal.

— Maintenant supposons que le terme U est dominant et positif. Dans
ce cas, les configurations électroniques avec double occupation des sites
atomiques sont largement défavorisées. De plus, la présence du terme ci-
nétique que l'on peut considérer comme une perturbation a pour effet
de créer un couplage antiferromagnétique entre les spins des électrons se
situant sur des sites voisins [4]. Ainsi, dans cette situation, Iétat fonda-
mental devrait donc étre une onde de densité de spin.

— Enfin, considérons le cas ot le terme V' domine et est positif. Dans ce
cas, pour minimiser [énergie, il est nécessaire d’alterner l'occupation des
sites atomiques entre un site doublement occupé, et un site non-occupé.
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F1G. 1.5 — Illustration des différents termes présents dans le ha-
miltonien du modele EH. Le terme cinétique associé au coefficient
t decrit les sauts d electrons entre atomes plus proches voisins et cor-
respond aun bamiltonien de liaisons fortes. Le terme d’interaction
en U est le terme de Hubbard. 1l décrit simplement 'interaction
de deux electrons (ayant des spins ayant des orientations opposées)
sur un méme atome. Enﬁn, le terme en V décrit une interaction
de type densite-densite entre clectrons situcs sur des atomes plus
proches voisins.

Autrement dit, I¢tat fondamental attendu est une onde de densité de
charge.
Dans la suite, on ne va cependant pas se restreindre a ces seuls états fondamen-

taux, mais on va considérer toutes les possibilités suivantes :
— onde de densité de charge sur site (CDW),
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F1G. 1.6 — Illustration des ondes de densité. La ligne du haut
tllustre une onde de densité de charge centree sur les sites (CDW
pour Charge Density Wave). On voit clairement une modulation
de la densité de charges électrigues. La deuxieme ligne montre une
onde de densité de spin centree sur les sites (SDW pour Spin Den-
sity Wave), gui montre une modulation de l'orientation du spin
des électrons. Le caractére anti-ferromagnétique de cet état est di
a la présence du terme cinétique. La troisieme ligne illustre une
onde de densité de charge centrée sur les liens (BOW pour Bond
Order Wave), gui correspond a une collection de spins dans un ctat
singulet. Enfin, la derniere ligne représente une onde de densité de
spins sur liens (BSDW pour Bond Spin Density Wave) correspon-
dant a une collection de spins dans un état triplet.

— onde de densité de charge sur lien (BOW),
— onde de densité de spin sur site (SDW),
— onde de densité de spin sur lien (BSDW),
— supraconductivité singulet (SS),
— supraconductivité triplet (TS).
Pour chercher ces différents états fondamentausx, il faut que le terme S, [y, ¥/, J |
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

contenant les champs sources soit décomposé en plusieurs termes dont voici la
structure dans l'espace direct et dans 'espace réciproque :

B
Sy #.91 =3 ¥ [ descowi@or v o)
*o

T
= 2N T KDY (K)SE kg, (1.772)

K.k, Q

B
Sl B Al = 5 Y0+ a/2) [ de (V00 Bra(o) + (00" 0(0)
* 0

. UFT

=50 2 QYK UK

K.K',Q
x cos ((k + q/2)a)dg’ ki 9. (L77b)

B
Sl = 3 3 [ de (U@L In0) + U0 00 0)
¥ 0

+ U K) (O UKD gag- (177)

Dans ces expressions, I'indice 4 va de 0 4 4, la valeur u = 0 correspondant aux
excitations "scalaires”. On remarque de plus que le champ source pour Seyp, est
centré sur les liens, d’ou le fait qu’il soit évalué en x + a/2, ot a est le pas du
réseau, que I'on prend (rappelons-le) égal a 1.

Examinons a présent le modele dans I'espace de Fourier. Les quatre termes
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

du hamiltonien se transforment comme suit :

(Z) By: = 2KZcos<k)&c(K>co<K>, (1.78)
inx = kZ I?U(K)wguo, (79)
;(nx)z = % {;} Vo (KD Vo, (K3) Yoy (K)o (KNS 4 s _xyy (1:80)
Z”xnﬁl - %{;}Cos(kl - k1)5§ﬁ+1<2—1<;—1<§

X Vo (KD Vo, (K3 Vo, (K2) Yo, (K1), (1.81)

ce qui nous donne donc (e(k) = —2¢ cos(k)) :
H=> (e(k) = U/2) Yo (K)o (K)
K,o

TTVFE
7 > gk ko, kKO | g, ki —k;
{K.0}

X l:Zm (Ki)lﬁoz (Ké)woz (KZ)Wm (Kl)’ (1'82)

avec :

U |4
+ — cos(k1 — k). (1.83)
2V TUE

g(ki ko, kY) =

La dépendance dela constante de couplage en les impulsions traduit bien la non-
localité des interactions.

Intéressons-nous maintenant plus en détails a la partie cinétique. Pour la
suite, il sera crucial d’introduire écart énergétique au niveau de Fermi (on ab-
sorbe le terme en —U /2 dans le potentiel chimique) :

¢(k) = —2cos(k) — p.

Au niveau de Fermi, £ (kg) = 0, ce qui nous donne donc u = —2 cos(ky), qui
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

est l'expression du potentiel chimique a température nulle. De plus, la vitesse
de Fermi est donnée par vg = |d¢/dk|(kg) = 2|sin(ks)| = 24/1 — u?/4. La

densité d*états (volumique) tenant compte du spin sobtient en écrivant :
L

2 x —dk = LN (§)dE,
2

soit finalement :
1
2my/T— (€ + 1)?/4

En particulier, sur la surface de Fermi on a N'(0) = 1/(mtvg). Dans la pratique,

NE§) = (1.84)

(k)= —2tcos(k) —p N(©)

-

- —al2 0 2 70510
k D.O.S.

F1G. 1.7 — Le panneau de gauche représente la relation de disper-
sion de liaisons fortes pour un remplissage différent de 1. Le pan-
neau de droite montre la densité d’états associée et étendue. De
plus, la coupure UV initiale Ag = 2t + || apparait ainsi gu'une
coupure A < Ag en un point quelcongue du flot de RG.
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

on va avoir besoin d’étendre la densité d¢tats. En effet, jusqu’a présent, on a l'en-
cadrement —2 — 1 < £ < 2 — . A partir de maintenant, on va considérer que
I'on a Pencadrement —Ay < & < Ag, avec A9 = 2¢ + |u|. La densité d*états
étendue est alors donnée par (voir figure 1.7) :

ORL-u—-86)02+u+8)
2ny/1— (5 +p)2/4

Cette densité d¥états est remarquable car elle possede deux singularités situées

%

NE) =

(1.85)

CDW

SDW

-

SS
TS

F1G. 1.8 — Diagramme de phase du modeéle EH dans la limite du
continuum a . = 0. La fronticre COW-SDW est donnée par la
ligneU =2V > 0, la frontiere SDW-TS est quant a elle donné
parla ligne U = =2V > 0, la frontiere SS-TS correspond a la
ligne U = 2V < Oetenfin, la frontiere SS-CDW est donnée par
V =0pourU < 0.

en bord de bande, appelées singularités de van Hove. Uimpact de ces singularités

ainsi que leur traitement numérique sera expliqué dans les chapitres suivants. La
densité détats permet de calculer le nombre d*électrons par site n présents dans
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

le systeme :

0 +kp
0= /_ dEN(E) = 2[_ dk _ 2k (1.86)

ke 2T T

On obtient donc les relations suivantes liant le nombre d*électrons n, le potentiel
chimique 4 température nulle p ainsi que le vecteur d'onde de Fermi kp :

2
kg = gn, u = —2cos(mn/2) <= n = —arccos(—u/2). (1.87)
T

Une question essentielle se pose au sujet du modele EH : I'approximation
du modele de g-ologie est-elle suffisante pour obtenir un diagramme de phase
qualitativement correct? La plupart des études menées jusqu’a présent se sont
concentrées sur le cas du demi-remplissage (1 = 0). Dans ce cas, le diagramme
de phase tel que prédit dans la limite du continuum a I'allure telle que décrite ala
figure 1.8. On constate la présence de quatre phases, a savoir deux ondes de den-
sité centrées sur les sites, et deux phases supraconductrices. Pourtant, les modeles

1.0 . T . = 4
(b) X/1=0 BCDW -
05 | CDW = CDW
§ 00?929++
= 00 ] o
< 55 ¢ g Sbw BCDW
05| = 1 . SDW
PS
10,5 05 0.0 05 1.0 % ' 4 U/I 8
U/(|U| + 41) !

F1G. 1.9 — Diagramme de phase du modele EH a p = 0. Figures
tirées de [14] pour le panneau de gauche, et [59] pour le pannean
de droite.

plus généraux discutés a la deuxieme section dévient du modele de g-ologie, ce
qui est particulierement clair dans le cas du modele EH. En effet, les interactions
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1.4. Modele de Fermi-Hubbard étendu

sont généralement non-locales, ce qui pose la question de leurs effets sur le dia-
gramme de phase. D’un point de vue du groupe des renormalisation (les détails
seront donnés au chapitre suivant), ces interactions sont non-pertinentes, ce qui
signifie que leurs contributions n’ont lieu qu’aux hautes énergies, suggérant qu’il
est possible de les négliger des le début, en cohérence avec le modele de g-ologie.
Cependant, comme expliqué dans I'introduction, des résultats obtenus par dia-

— 1.0
--- SDW-BOW (strong coupling) —e— SDW-BCDW
§ | — SDW/BOW-CDW (strong coupling) —o— BCDW-CDW
-0 SDW-BOW (QMC) 0.8 A
&—e BOW-CDW,; continucus (QMC,
mBOW-CDW; ﬁzs:irdu (gMC)) <— — BCDW
47 oSDW-CDW (QMC)
0.6 1 CDW
>3 =
0.4 1
SDW
2
0.2 4
1 s
0.0 . r : , . . .
0% 2 4 6 8 10 00 02 04 06 08 10 12 14 16
v U

F1G. 1.10 — Diagramme de phase du modéle EH a p = 0. Figures
tirées de [50] pour le pannean de gauche, et [57] pour le pannean
de droite.

gonalisation exacte [44], mais aussi avec le groupe de renormalisation wilsonien
[s9], puis par des méthodes Monte Carlo [50], par le groupe de renormalisation
fonctionnel [57] et enfin 4 nouveau par le groupe de renormalisation wilsonien
[37] ont montré un désaccord qualitatif avec la limite du continuum, exprimé
par l'existence d’une phase BOW (parfois nommée BCDW dans la littérature)
existant dans le voisinage de la ligne U = 2V dans le secteur répulsif. Larticle
de Ménard et al.[37] en particulier, a permis d'expliquer lorigine de cette phase
comme résultant de leffet aux hautes énergies de constantes de couplage non-
locales. Ces processus de haute énergie sont suffisants pour stabiliser la phase
BOW, comme cela sera expliqué plus en détail au chapitre 4. Ainsi, pour espérer
obtenir un diagramme de phase a potentiel chimique quelconque qui soit qua-
litativement correct, il est nécessaire de prendre en compte ces couplages non-
locaux. Enfin, le spectre possede en général de la courbure. Ainsi, 4 remplissage
quelconque, le nesting est en général (au moins partiellement) détruit, et il existe
alors une asymétrie entre les états occupés et les états vacants. Quels sont les effets
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3 T T - ———r
(CDW)
(BSDW) Q,O A
]
S ﬁ
:
SDW
NG - (BOW)
G\ - ]
,2 [ -
-3 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

U/t

F1G. 1.11 - Diagramme de phase du modéle EH a p = 0. Figure ti-
réede [37]. Les pointillés indiquent les frontiéres déterminées dans
la limite du continuum.

de cette asymétrie sur le diagramme de phase ? De fagon immédiate, étant donné
les expressions des bulles (1.71b), il est clair que la bulle de Peierls sera affectée, car
sa divergence logarithmique est conditionnée par le zesting. On peut donc anti-
ciper que cette chute de la bulle de Peierls favorisera la bulle de Cooper, dont la
divergence logarithmique est quant a elle seulement liée a 'invariance par renver-
sement du temps (qui se traduit dans notre cas par la propriété & (k) = £(—k)).
Cela peut-il favoriser la supraconductivité? Les résultats présentés au chapitre
4 permettront de répondre par l'affirmative, et mettront en lumi¢re un phéno-
mene d’écrantage des interactions similaire a 'écrantage de I'interaction coulom-
bienne par le mécanisme de Morel-Anderson [41].
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2

Groupe de renormalisation fonctionnel

« Tout est changement, non pour ne plus étre mais pour devenir ce
qui n’est pas encore. »

EPICTETE

Dans ce chapitre le groupe de renormalisation (RG) est présenté. Les idées générales du RG
wilsonien sont abordées et illustrées brievement avec la méthode de Wegner-Houghton ainsi
que celle de Wilson-Polchinski. Puis le RG a la Wetterich est exposé plus en détails, car Cest
cette méthode qui a été utilisée dans le reste du travail. Cette version du RG est puissante
car elle permet de traiter des systémes fermioniques mais permet également détudier des
effets non-perturbatifs dans les systémes bosoniques. Avant de passer a des considérations
formelles dans le cadre de théories de champs, un exemple simple est donné, pour illustrer
la généralité de l'idée a la base du RG a la Wetterich.

2.1 Un exemple introductif

Avant de traiter le cas de la théorie des champs, nous allons expliquer a 'aide
d’un exemple trivial le principe général a l'origine du groupe de renormalisation.
Supposons que l'on s’intéresse aux solutions réelles de 'équation du second degré
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2.1. Un exemple introductif

suivante :
X?>+bX +e=0.

Naturellement, pour ¢ < b?/4 on sait écrire les solutions de cette équation :

_ —b + Vb2 —4¢

X
* 2

Cependant, supposons que 'on ne sache résoudre le probleme que pour ¢ = 0,
et que ¢ reste petit (disons que 'on a |¢| < b?/4). La premiere idée que lon
pourrait avoir consiste  effectuer un développement perturbatif en e. Ainsi, on
écrit X = Xo + €X1 + ..., o Xj est une solution du probleme 2 ¢ = 0. On
injecte cette forme dans notre équation, ce qui nous conduit a :

et nous permet de déterminer X, en demandant que tous les termes devant les
puissances de ¢ soient identiquement nuls :

-1
X =—,
YT 2X, + b
soit :
£
X=Xg——+....
S A

Il s’agit de la solution perturbative "pure". Cette approximation est de moins en
moins précise au fur et 2 mesure que ¢ s€¢loigne de 0. Cependant, il y a mieux.
En effet, en dérivant équation par rapport a ¢, on obtient une équation diffé-
rentielle :

—1

0:Xg = ———.
ET2X, 4+ b

Cette équation de flot est exacte. Il s’agit du genre déquation que l'on obtient
dans des schémas de groupe de renormalisation fonctionnel tels que ceux de
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Wegner-Houghton, Wilson-Polchinski ou encore Wetterich. Pour que ces équa-
tions soient utiles, il faut utiliser des méthodes d’approximation, basées sur des
anstaz€ par exemple. Dans notre cas, nous allons plutét utiliser une méthode
d’approximation utilisant la théorie des perturbations. Pour cela, plagons-nous
anouveau au voisinage de Xo. On peut alors écrire X, = X¢ + x,. L¥équation de
flot pour x; est donc :

—1
C2x, +2Xo+ b

0eXg

On peut ensuite effectuer un développement perturbatif dans [ équation de flot
en remarquant que X,/ (2X+b) devrait rester petit devant 1. Cela nous conduit

\

a:

—1 -1 4 2Xx,
2%, +2Xo+b  2Xo+b  (2Xo + b)?

asxe =

+....

Cette derniere équation de flot peut étre qualifiée d’équation a une boucle, en
ceci quelle a été obtenue en se restreignant au premier terme non-trivial dans
le développement perturbatif. En prenant en compte le fait que 'on doit avoir
xo = 0, on obtient une solution perturbative améliorée :

1
Xe = Xo + 5(2X0 +b)[1 - e28/(2Xo+b)2]_

Ainsi, au premier ordre en &, on retrouve (sans surprise) le résultat purement
perturbatif :

&

Xo=Xo— — 4 ...
e 20 2)(0+bJr
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Considérons le cas b = 1, et plagons-nous explicitement autour de Xy = 0. On

a alors :

X(CX) . _1 + \/1_48
& - 2 ’

XM = ¢,

x10 = %[1 -,

\ . 1 . , .
ou X ,fex) est la solution exacte, X e( ) correspond au premier ordre de la théorie des
. 14 . ’ . " "
perturbations, et X A9 et 1a solution de Iéquation de flot "a une boucle”. Ces
fonctions sont tracées a la figure 2.1.

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
3

F1G. 2.1 - Les solutions de I équation X* + X + ¢ = 0 sont mon-
trées pour des petites valeurs de € de part et dautre de 0. Dans
cette figure, X ) st la solution exacte, XV correspond a la solu-
tion perturbative a lordre 1 en € et X O o5t [a solution obtenue 4
partir de 'équation de flot a une boucle. La solution a une boucle
améliore significativement le résultat purement perturbatif.
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Pourquoi Iéquation de flot permet-elle d’améliorer la méthode perturba-
tive? La réponse est que la solution de I'¥quation de flot est en fait une resom-
mation partielle de la solution perturbative. En effet, plutdt que de se contenter
de perturber le syst¢me autour de ¢ = 0, on peut écrire £,41 = &, + 8¢, puis
résoudre perturbativement Iéquation de flot autour de &,. Autrement dit, on
prévilégie les petits pas aux grands bonds. Ainsi, on remplace notre probleme de
départ par une famille de problemes :

X2+ X, +¢&, =0.
Puis on écrit :
Xn—H =X, + San,

que l'on injecte dans I'équation a n + 1, ce qui nous donne, au premier ordre en
de :

0= X2+ 28X, X, + X, 4+ 86X, + €011 + ...
= 0= —&, + &np1 + 86Xu(2X0 + 1) + ...
== 0:85(1+Xn(2X,,+1))+...

1

2X, +1

Dans la limite 8¢ — 0, on a donc retrouvé ’équation de flot. Si l'on écrit les
q
premiers termes de cette suite, on obtient :

Se
X1 =Xo— 5o
2X, + 1
de de
Xo=Xo—oy "7~ 5¢ ’
0
2(X——> 1
" oxo11/) T

ce qui apparait bien comme une resommation de la série perturbative. Nous
pouvons illustrer ce phénomene de resommation en reprenant la discussion du
chapitre précédent a propos du modele de g-ologie, en la simplifiant quelque
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2.1. Un exemple introductif

peu. Larticle écrit par B. Delamotte [14] discute dans le détail ces questions ainsi
que le groupe de renormalisation, en évitant le cadre technique de la théorie des
champs. En supposant que l'on n’ait affaire qu’a un seul canal, on a vu que le
développement perturbatif pour une amplitude de diffusion g7 évaluée a tem-
pérature T sexprime en fonction de la constante de couplage g 4, sous la forme
suivante ' :

A
gr = ga, + log (70) gio + ... (2.1)

Or, sile développement perturbatif est poursuivi, on se rend compte que les dia-
grammes menant 2 la divergence logarithmique réapparaissent a tous les ordres
et conduisent a une série géométrique (mais ce développement ignore beaucoup
d’autres diagrammes qui contribuent cependant moins, et qui sont qualifiés de
sous-dominants) :

oo AO n gA
= ga, + 840 lo (—) 0:| = 0 ) 2.2
8T =8ao + 84 nEZI[ g\ 7 )84 =g log (Ao/ T) (2.2)

On peut cependant retrouver ce résultat en connaissant seulement (2.1), en éta-
blissant une équation de flot. Pour cela, il faut comprendre que si 'on avait coupé
Iintégration sur les états virtuels a une échelle A telle que T < A < Ay, alors on
aurait obtenu une amplitude notée g 4 donnée par :

A
g4 = ga, + log (70) gflo + ... (2.3)

On peut introduire une autre échelle A’ un peu plus petite que A, qui nous
conduit a une autre amplitude g 4/ ayant une expression analogue, et qui nous

permet d’¥écrire :
/
A

A — 8 = log( )gio + ... (2.4)

Or, on peut tres bien "inverser” la relation (2.1) pour écrire au premier ordre

1. les facteurs numériques sont ignorés étant donné que la discussion est avant conceptuelle.
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

84, = 84, ce qui fait disparaitre A¢ de la relation précédente, ne laissant alors
que les échelles A et A”:

/

A
8A—8n = log (7) gf, + ... (2.5)

En divisant cette derniére relation par A — A’ et en prenant la limite A’ — A on
obtient alors une équation de flot, prototype des équations que l'on dérivera par
la suite d’une fagon systématique :

Adaga = —g5. (2.6)

Onintegre aisémentde Ao a T, etlasolution redonne alors exactement le résultat
(2.2)! L¥quation de flot obtenue nous a permis d’effectuer la resommation de la
série perturbative en nous basant seulement sur le développement au deuxieme
ordre de la théorie des perturbations. Comme a cet ordre il n’y a qu’une impul-
sion sur laquelle on intégre dans les diagrammes de Feynman correspondant, on
dit que I'on a obtenu une équation de flot a une boucle. Nous allons mainte-
nant passer au groupe de renormalisation tel qu’il est utilisé pour le traitement
des théories de champs de la matiére condensée, ce qui nous permettra d'obtenir
des équations de flot que nous restreindrons a l'ordre d’une boucle, qui seront
suffisantes pour la détermination des diagrammes de phase.

2.2 Groupe de renormalisation : différentes approches

Comme on a vu au chapitre précédent, le calcul analytique de la fonction-
nelle génératrice F[J] est en général impossible, et 'un des seuls cas ot cela est
faisable est celui des théories gaussiennes. Nous allons voir dans cette section
comment mettre en ocuvre I'idée présentée a la section précédente pour par-
venir 4 calculer (au moins partiellement) la fonction de partition ainsi que des
observables d’intérét physique permettant détudier le diagramme de phase du
modele considéré, c’est-a-dire les vertex couplant les observables quadratiques
aux champs sources ainsi que les susceptibilités. Les méthodes issues de ces idées
portent le nom de groupe de renormalisation. 1idée du RG ala Wilson consiste
a effectuer 'intégration des degrés de liberté de fagon progressive. En effet, une
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

intégrale fonctionnelle peut étre vue de fagon intuitive comme une intégrale
multiple que l'on calcule en intégrant progressivement sur toutes les variables.
On verra qu’une implémentation de ce RG conduit a ¥quation de Wegner-
Houghton [62]. De fagon alternative, on peut imaginer une facon de déformer
continiiment la fonctionnelle génératrice F[J] dans le but de dériver une équa-
tion de flot convenable. Deux implémentations utilisent cette idée : le RG 4 la
Wilson-Polchinski [48] et le RG ala Wetterich [63]. Cependant, la fonctionnelle
dont on étudie le flot n’est pas la méme suivant I'approche considérée. En effet,
dans I'approche de Wetterich, qui sera utilisée dans la suite, on regarde plutdt le
flot de 'action effective I"[¢].

Dans tous les cas, on est donc amené a étudier une équation de flot pour une
fonctionnelle A 4[¢]. Cette équation peut elle-méme étre qualifiée de fonction-
nelle. Pourtant, dans la présentation usuelle du RG ainsi que dans deux nom-
breuses applications, I'aspect fonctionnel disparait au profit du concept de flot
de constantes de couplages. Cette "défonctionnalisation” se fait en supposant
que l'on peut systématiquement écrire A 4[¢] comme une combinaison linéaire

de fonctionnelles O [¢] :

Aalg] = Z gi,40'[¢], (2.7)

oti chacune des fonctionnelles O'[¢] est homogene de degré n; en le champ ¢,
cest-a-dire que 'on a pour tout A > 0:

O'[Ag] = 2" O'[¢].

Les coeflicients g; 4 sontles constantes de couplage précédemment mentionnées.
Elles représentent en quelque sorte les coordonnées de la théorie a I'étape A.
L¥équation de flot pour A4[¢] se décompose donc en équations de flot pour
les constantes de couplage :

Adagia = Bi({g).a})- (2.8)

A ce stade, on peut remarquer qu’il est possible de se placer "dans le référentiel”
d’un des termes O'[¢]. La premiere chose a faire est d’adimensionner ces opéra-
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

teurs. Dans la pratique, cela est effectué en utilisant le fait que le parametre A a
en général la dimension d’une impulsion *. Lorsque cet adimensionnement est
fait, on peut alors écrire O'[¢] = A% O'[¢]. Cette écriture est toujours possible
pourvu que les fonctionnelles O [¢] soient convenablement choisies. Il s’agit en-
suite de réécrire le champ sous la forme ¢ = ¢1/? /2@ (ot le facteur positif £ est
a ce stade arbitraire), et d’injecter cette expression dans la fonctionnelle A 4[¢],
laquelle se réécrit alors :

Aalgl =) 8ia0'[Pl. avec Zia=1CY 2 Adig; 4.

Les équations de flot pour les constantes de couplage adimensionnées g; 4 sécrivent
donc :

Adagia = Digia+ P ({g).4})- (2.9)
avec :

; A0 ~ n; —n;/2 4
D =S e fultgal) = AT (G A ).

Ainsi, pour se placer dans un référentiel précis, on choisit un opérateur O°[¢]
et on impose la condition Adsgo 4 = 0 qui fixe alors la valeur du facteur ¢ 4.
En général, le RG est implémenté a I'aide de la théorie des perturbations, et le
terme O°[¢] correspond a la partie gaussienne de I'action autour de laquelle la
perturbation est appliquée. Ainsi, il y a trois cas a distinguer pour D; :

— D; > 0, pour lequel la constante de couplage g; 4 est essentielle (perti-

nentes),

— D; = 0 correspondant a une constante marginale,

— D, < 0 qui est associé aux constantes inessentielles (non-pertinentes).
Les constantes de couplage non-pertinentes ont une tendance a étre supprimées
au cours du flot, et plus elles sont non-pertinentes, plus elles ont tendance a étre
supprimées tot dans le flot*. Le destin des constantes de couplages marginales

2. Dansle RG que nous utiliserons, A aura cependant la dimension d’une énergie.
3. On utilise la tournure de phrase "avoir tendance” dans la mesure ot le premier terme des

équations de flot peut parfois étre contrebalancé par le terme B; qui peut tout de méme pousser
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

est totalement déterminé par le terme B;, tandis que les constantes pertinentes
ont tendance a étre amplifiées au cours du flot. Dans la suite, on ne rencontrera
que des constantes de couplage non-pertinentes et marginales.

Cette dénomination estla méme que celle utilisée pour caractériser les points
fixes du flot de renormalisation. En effet, supposons que 'on trouve un point fixe
de coordonnées {g;}. Au voisinage du point fixe, le flot est alors décrit par un sys-
teme différentiel linéaire. S’il peut étre diagonalisé, les équations de flot prennent
alors la forme simple Ad4A; = [A;]A;. Les nombres [A;] sont analogues aux D;,
dans le sens ot1 les constantes A; peuvent étre qualifiées d’essentielles, marginales
ou inessentielle. Il reste maintenant a présenter les méthodes permettant d’obte-
nir ces équations de flot.

RG wilsonien a la Wegner-Houghton

L’idée de base du RG est de faire une intégration progressive et organisée des
degrés de liberté, une idée qui semble raisonnable si, rappelons-le, on garde en
téte qu’une intégrale fonctionnelle (sans se soucier des aspects rigoureux [12])
peut étre vue comme une intégrale (tres fortement) multiple. Cette intégration
des degrés de liberté est progressive en ceci qu’elle se fait 3 mesure que sécoule
un parametre de controle A, et elle est organisée dans le mesure ot les degrés de
liberté de hautes énergies sont intégrés en premier, permettant ainsi de déduire
la physique des basses énergies, ou ce qui est équivalent, des grandes longueurs
d'onde. Les idées d’intégration progressive des degrés de liberté ont d’abord été
formulées dans l'espace réel avec I'idée de décimation des blocs de spins, due a
Kadanoft [34]. Le probléme était alors de donner des estimations des exposants
critiques apparaissant dans la théorie des phénomenes critiques [27]. Wilson a
introduit le RG de fagon systématique dans une série d’articles parus dans la pre-
miere moitié des années 1970 [64, 65, 67, 68, 66].

Le RG 2 la Wegner-Houghton est wilsonien par excellence, en ceci qu’il
réalise a la lettre le programme d’intégration progressive des degrés de liberté.
L’approche de Wegner-Houghton est succinctement présentée car elle permet
d’illustrer sur un cas concret les idées générales du RG. Une équation de flot

les constantes non-pertinentes vers les couplages forts, auquel cas ces constantes sont qualifiées
de dangereusement non-pertinentes.
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

fonctionnelle est introduite, de laquelle est déduit le développement en vertex.
La pertinence/marginalité des différents termes de I'action est alors présentée.
Enfin, on illustre le calcul du flot dobservables d’intérét en prenant le cas de la
susceptibilité uniforme. Cela permet de comprendre le fait que pour obtenir de
facon minimale le flot d’une susceptibilité, il est nécessaire d'obtenir des équa-
tions de flot pour les constantes de couplage, les vertex champ-champ source et
les vertex quadratiques en les champ sources directement associés aux suscepti-
bilités.

Notre point de départ est la fonctionnelle génératrice des moments d’une
collection d’observables convenablement choisie F[J], associée a une théorie de
champs scalaire (le champ est a valeurs réelles, ¢(X) € R) en dimension d, spéci-
fiée par l'action suivante :

ai 2 2 4
Stol = [ atx(EE 4 1, 52

avec r un parametre réel et g un parametre strictement positif représentant les
interactions. Le choix d’un champ scalaire réel ne nuit pas a la compréhension
de l'exposé car les équations de flot dans le cas fermionique a une boucle telles
qu’elles seront dérivées dans la suite auront essentiellement la méme structure.
Comme cela a été expliqué, la fonctionnelle F[J] est définie par une intégrale
fonctionnelle. En général, la théorie des champs est définie sur I'espace euclidien
IR? ou bien sur un réseau de dimension d. En matiére condensée, les théories de
champs provenant de I'étude des solides, il y a une longueur minimale qui donne
naissance a une impulsion Ay de coupure ultraviolette. On notera ¢(p) notre
champ portant une impulsion p. Cela signifie que la mesure d’intégration D[]
peut étre notée Dy 4, [¢], exprimant qu’elle integre tous les modes ¢ (p) d’impul-
sion 0 < |p| < Ap. L'idée du RG wilsonien part d’une observation tres simple :
il est possible de factoriser la mesure d’intégration de la fagon suivante, avec une
échelle d’'impulsion telle que 0 < A < Ay :

Dosole]l = Doale]D aa,lel]- (2.10)
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

On doit donc faire une séparation du champ de la forme :

9a(P) = 022 (P) + 9L (p), (2.11)

de sorte que :

(2.12)

) pd4(p)  si 0<|p| <
(p(x = - . -
p2(p)  si A <|p| < Ao,

qui nous permet de définir une action a I¥échelle A que 'on note Sy, J], telle
que :

FlJ] =/Dvo[¢>] exp{—Slp, J]} = /DOA[(P] exp{ — Sa[¢**. J]}. (2.13)

autrement dit, on doit avoir :

exp{ —Sa[e®4, J]} = /@AAO[cp] exp { — S[¢*4 + p240, J]}. (2.14)

On peut répéter l'opération cette fois-ci avec une nouvelle échelle d’impulsion
A’ telle que 0 < A’ < A, ce qui nous donne :

Doaole]l = Doar[@]D ar al@]D a4,le], (2.15)

nous conduisant a I'égalité suivante :

exp{ — SA/[goOA/, J|} = / Daalp] exp { — SA[(pOA/ + 24, J1} (2.16)
‘chelle des impulsions ultraviolettes Ag a disparu! On peut donc espérer ob-

tenir une équation de flot pour Sx[g, J] en prenant la limite A’ — A. Dans un

premier temps, on multiplie 'équation précédente par exp {Sa[¢°4", J |}, puis

on prend le logarithme et on multiplie par —1, ce qui nous donne, en simplifiant
quelque peu les notations :

Salp, J1—Salp, J] = log ( / D ar 4[] 541071754 “"“””) : (2.17)
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

avec ¢ = ¢4 et ¢ = 44, Le point important est de comprendre que la li-
mite A" — A implique que 'intégrale fonctionnelle qui reste a calculer devient
essentiellement gaussienne. Considérons I'action Sa[¢ + @, J]. Lors du passage
alalimite A" — A, il y a de moins en moins de modes ¢ disponibles, tant et si
bien que si I'on fait un développement de Taylor :

884 _  1_ 8284

Sale +¢,J] =Ssle, J1+ — -0+ =¢-
7% 27 §p?

7 S (2.18)

on s’apercoit que les termes en O(¢") onten fait nécessairement une dépendance
en A et A’ delaforme ~ (A — A')" A"@~D en raison d’une intégrale sur 1 im-
pulsions k; telles que A" < |k;| < A. On peut donc faire un développement en
puissance de A — A’, qui nous donne (on fait usage de I'intégrale fonctionnelle
gaussienne (1.36) et de I'identité Trlog = log det):

1. 88, _ 8Sa4 _
Sale. J1=Sale. J1= log{/ Daal@] exp (——<p 8¢A @+ 8—; -w)} ¥ ...

§2S 8S4 (82S,4\ " &S
= —— TrA’ {log 8 ;} + { A ( ZA) . A} . (2.19)
A A

8¢ 8¢ %

ou I'indice A’ A est la pour rappeler que les intégrales se font sur le domaine des
impulsions p telles que A" < |p| < A. Le premier terme dans cette expression
est dordre A — A’ car il contient une intégrale sur les impulsions, mais le second
terme contient une intégrale double, et il est donc d’ordre (A — A’)?, ce qui im-
plique que I'on peut le négliger. En conclusion, on obtient une équation de flot
ayant la forme suivante :

Sale. J] = Salep. J]

daSale. /] = = A—A
: 1 8284
== Am A Taa {log e }
82S
= ——BTrA log 50 ZA, (2.20)

TI‘A/A(O) =4 TI‘A(O).

oul’on aintroduit une notation condensée lim 4/, 4 @ A,)
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

Il s’agit de Iéquation de Wegner-Houghton. Comment cette équation de flot
nous est-elle utile? A partir de maintenant, on va se contenter d’une écriture
tres schématique dans le but d’expliquer la structure des équations de flot. Il se-
rait en effet inutile d étre rigoureux dans la mesure ot ce paragraphe se veut avant
tout conceptuel. Ainsi, on va supposer pour simplifier que I'on s’intéresse a une
unique observable 0 ~ ¢2, et qu’il n’y adonc qu’une seule susceptibilité 2 consi-
dérer. De facon minimale, 'action Ss[g, J] doit avoir la structure suivante (les
signe [ et les facteurs numériques sans dimension sont omis dans Iécriture) :

SA[<p,J]~3A[(,0]—|—ZAJ(p2—X7AJZ+... (2.21)

En effet, le flot affecte la partie de I'action "pure” S [g], mais est aussi susceptible
d’alimenter le vertex ~ ¢>J (et nécessite I'introduction d’un vertex spécifique
Z 4), et bien str la susceptibilité y 4. Plus précisément, on peut méme supposer
que laction S, [¢] posséde un développement en vertex de la forme :

Salpl ~9-G1' -0+ gap* + .. (2.22)
On déduit de Iéquation (2.20), en ne faisant apparaitre que les termes utiles :
9S4 ~ 8 Trylog [G;l(l + Galgap® + ZAJ))]

~ 0Try log GZl +0Trs Gagap?

1
—EaTrA Gi(gfl(p“—ZZAgA(sz —|—Z§1J2) + ... (2.23)

ot 'on a utilisé le développement limité usuel log(1 + x) = x — x?/2 + o(x?).
Par identification, on en déduit la forme des équations de flot cherchées :

304G ~3Tra Gaga,

daga ~0Tra GHg5.

04Za ~ 3 Trp GigAZ 4,

daxa~0Tra GLZ7. (2.24)

On peut maintenant adimensionner ces équations. Pour cela, on introduit
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

x = X/A, et on exige que l'action soit sans dimension. En se plagant dans le
référentiel du terme de gradient, on obtient :

/ddx (8_(/)) = Az—dfddfc (a_<p) = o(x) = AYD25(%).

0x; 0x;
De plus, le champ source devrait avoir la dimension de (¢ (x))2 :
J(x) = A2 T (). (2.25)

On en déduit les adimensionnements des autres termes de ’action :

Gyl = A°GH'. ga=A"""8s Za=A""Za ga=A"7a
(2.26)

Ainsi, les équations de flot pour les quantités adimensionnées ont la forme sui-
vante :

AdNGL = —2G ' + A2 A34G,

Adpga=(d—HFs+ A" Adaga,

AIpZa=(d—8Zp+ A% AdAZ4,

Adpfa=(d—Dfs+ AT Adgxa. (2.27)

Ces équations forment les équations de flot a une boucle. Comme cela a été men-
tionné, les équations de flot qui seront dérivées pour des systemes fermioniques
(avec une autre méthode) auront la méme structure. Les calculs qui précedent
nous menent aux enseignements suivants. Tout d’abord, pour déterminer les
fluctuations dominantes, il faut connaitre le flot des vertex "a trois pattes” Z 4
qui sont eux-mémes alimentés par les constantes de couplage g 4. Ensuite, le flot
de ces constantes de couplage 2 une boucle dépend de g2. On reconnait en fait
la théorie des perturbations, et on comprend ce que fait le RG : il effectue pro-
gressivement la somme sur les états intermédiaires. On reconnait le processus de
resommation qui a été esquissé a la section précédente.

Enfin, mentionnons que dans la pratique, on travaille plutdt avec une va-
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

riable que l'on appelle le temps de RG £ définie par :
A= Age™" (2.28)

Ainsi, abaisser la coupure ultraviolette A de A a 0 revient a augmenter le temps
de RGde0a +oo.

Nous nous arréterons ici pour la présentation du RG wilsonien, et nous
allons a présenter une idée alternative pour obtenir des équations de flot, abou-
tissant a deux autres méthodes de RG, que nous appellerons de fagon générique
"RG par déformation”.

Idée générale du RG par déformation

Le RG a la Wilson-Polchinski et celui a la Wetterich sont un peu comme les
deux faces d’'une méme piece. Dans les deux cas, on commence par écrire une
intégrale fonctionnelle avec un terme 4 un corps dépendant d’un parametre A,
ce qui revient a dire que l'action s¥crit :

= 1
Sale. J] = EQU'/CAWP‘FSA[(P,J], (2.29)

et donc la fonctionnelle génératrice des moments s¥écrit :

FalJ] = / Diglexp { - Saly. J1). (2.30)

Clest des ce stade que les deux approches difterent. En effet, dans I'approche de
Wilson-Polchinski, on suppose qu’un changement dans le parameétre de flot A
laisse la fonctionnelle F4[J] inchangée, ce qui implique que Sa[g, J] doit évo-
luer en contre-partie. Léquation en question est/ éguation de Wilson-Polchinsks.
Ainsi, dans cette approche, on considere que I'on s’intéresse 2 un unique sys-
teme, et que l'on calcule progressivement I'intégrale fonctionnelle, tout comme
dans 'approche de Wegner-Houghton. Au contraire, dans 'approche de Wette-
rich, on suppose que l'on regarde une famille de systemes pour lesquels S [, J]
reste inchangée. Le flot ne décrit pas une intégration progressive des degrés de
liberté, mais un écoulement dans l'espace des modeles, dont le point A — 0
correspond au systeme qui nous intéresse. Il faut donc s’intéresser au flot des
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fonctionnelles génératrices, et on verra que le flot pour l'action eftective I'4[¢, J]
conduit a une bonne équation de flot appelée éguation de Wetterich.

On peut ainsi résumer les différentes contraintes imposées aux grandeurs

dépendant de A dans les deux approches du RG :

daFAlJ] =0, (Wilson-Polchinski)
0484lp, J] = 0. (Wetterich)

Il reste maintenant a exploiter ces conditions pour obtenir des équations de flot
intéressantes.

RG a la Wilson-Polchinski

Pour obtenir une équation de flot intéressante dans 'approche de Wilson-
Polchinski [71], on va s’inspirer de 'expression (2.16) qui permet de relier les ac-
tions avec deux coupures A et A’. Cependant, il faut ici adapter cette expression
en exploitant le terme 4 un corps que l'on a ajouté a action. On définit ainsi :

1/2 ) 1. ) )
e Swlel — (detKA’A) /ﬂ[w] exp{_§¢"CA’A'¢_SA[¢+(p,J]}a (2.31)
ou par définition :
Kia=K5' =K. (2.32)

Le facteur (det Kar A) Y2 st la pour compenser la présence du terme a un corps
dans l'action. On peut se convaincre de sa nécessité en prenant le cas trivial ot
lon a Salp, J] = 0, qui implique que I'on doit avoir également Sp/[p, J] = 0
puisqu’il n’y a plus de dépendance en ¢ dans le membre de droite. On est alors
ramené a 'identité

1 = (dethA/A)l/Z/D[gZ)] exp{— %(/_)-ICA’A-@}
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qui est bien vérifiée. Le propagateur K7, est tel que I'on puisse faire la compa-
raison suivante avec I'approche de Wegner-Houghton :

Dlglexp |~ 36 Kua- B} < Davalgl (23)

Exploitons maintenant l'expression (2.31) pour obtenir 'équation de flot vou-
lue. L’idée consiste une fois encore a faire un développement de l'action en puis-
sance de ¢ puis a se limiter a une action gaussienne, les autres termes étant suppri-
més A mesure que A’ — A, ce qui nous donne donc, en multipliant par ¢4 [o,/]
puis en prenant le logarithme (on fait & nouveau usage de l'intégrale (1.36) et de

Iidentité Trlog = logdet) :

1/2 _ 1 _ _
Salp, J] = Salp. J] = log{(dethA/A) /D[sﬁ] eXp[— EW"CA’A‘q’
1_ 8284 35

—§<p 82 et g, S(p ¢]§+

:log{(dethA/A) (ICA/ 828)

)l

2 8
8254
= ——Trlog(l +]CA’A 8 ) )
185, LS4\l 884
58_’( ICA/AS—Z) ’CA/A'S_
1 _ SZSA 3S 4 SSA

Ainsi, on obtient Iquation de Wilson-Polchinski, en divisant par A — A eten
prenant la limite A" — A :

1 8254\ 854 8S
I4Salp. J] = —E{Tr (DA agozA) - SwADA 8;}, (2.35)

59



2.3. Groupe de renormalisation a la Wetterich

avec :

.
Pa= i w=a
Pour finir, il faut montrer que si laction Sx[g, J] est solution de (2.31), alors
la fonction génératrice F4[J] est bien indépendante de A. Ainsi, dans la phi-
losophie, les approches de Wilson-Polchinski et de Wegner-Houghton sont tres
proches. Nous ne pousserons donc pas plus loin I'étude de 'approche de Wilson-
Polchinski, a laquelle nous préférerons celle de Wetterich.

2.3 Groupe de renormalisation a la Wetterich

Le RG 24 la Wetterich est assez récent, introduit en 1993 [63]. Il a depuis
trouvé de tres nombreuses applications (voir I'article de revue [16]) dans des do-
maines tres variés : en physique statistique, matiére condensée, mais également
en physique des hautes énergies (étude des théories de jauge) et méme dans le
domaine de la gravitation quantique. Lapplication aux systéemes fermioniques
est quant 4 elle détaillée dans l'article de revue [38].

Nous introduisons le RG 4 la Wetterich sans faire aucune hypothese quant
a la nature des champs : il peut s’agir d’'un mélange de bosons et de fermions.
Les champs portent un indice a général. La forme spécifique des équations de
flot pour les systemes électroniques unidimensionnels sera déduite a la section
suivante.

Notre point de départ est 2 nouveau la fonctionnelle génératrice des mo-
ments, en présence d’un terme régulateur (il est de tradition d’écrire R 4 dans ce
cas plutét que K 4) :

1
Zaln. 71 = [ Diglexp{ = Slel + 1+ = 50+ Ra-0 + Jubalelf. (230
oulona %go “Ry-¢p = %goal RA,a105Par> AVeC RA 010o = RA, a0, Le régulateur
R 4 doit étre choisi de sorte que Z4—o[n, J] = Z[n. J], ce qui impose que l'on
doit avoir R 49 = 0. Ce régulateur agit comme un terme de masse, et a ce titre,
il a pour role de supprimer les fluctuations. Sa réalisation concrete sera discutée
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2.3. Groupe de renormalisation a la Wetterich

plus loin.

Les deux premieres dérivées de Z4[n, J] par rapport a n donnent :

1
Za,uma[n J] = /®[¢] Pay Pary CXP{_S[(/)]+77'(ﬂ_§§0'RA‘§0+Ja9a[¢]}- (2.37)

Ainsi, Iéquation de flot pour cette fonctionnelle est :

1
aAZA[TI, J] = _EaARA"BlﬂZZAaBlBZ [7”, J] (2’38)

On peut remarquer que cette équation est formellement une équation de la cha-
leur dans I'espace des théories. Introduisons maintenant la fonctionnelle généra-
trice des cumulants Wy[n, J| = log Z4[n, J]. Ses deux dérivées premieres per-
mettent d’*¥établir :

ZA’ BIBZ [77, J]

=Wy i ¥ Wa oW - .
Zaln, J] Abie T Va5V (2:39)

Ainsi, Iéquation de flot pour cette fonctionnelle est quant a elle :

aAZA[U’ J]
Zaln, J]

1
= —EaARA,ﬂlﬂ2 I:WA,BIBZ +WA=B2WA,31]' (2“40)

8AWA[77’ J] =

Enfin, introduisons l'action effective régularisée, au moyen d’une transforma-
tion de Legendre modifiée :

1
FA[¢J]+WA[77,J]=’7‘¢—§¢'RA'¢- (2.41)

Le fait de modifier la transformation de Legendre de la sorte permet de montrer
que la condition initiale de 'action effective est donnée par I'action microsco-
pique , c’est-a-dire que l'on peut écrire I's,[¢p] = S[@], ce qui coincide avec le
calcul de 'action effective en champ moyen, un résultat attendu étant donné
que le régulateur R 4, supprime toutes les fluctuations.
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2.3. Groupe de renormalisation a la Wetterich

Apres une dérivation de (2.41) par rapport a n, il vient :
Wy 5= d8. (2.42)
Au contraire, une dérivation par rapport a ¢ donne :
I'pe = Mg — R a0 Por- (2.43)

On travaille 4 ¢ arbitraire, ce qui a pour conséquence de fixer 7 en fonction de A
et de ¢. Ainsi, I'équation de flot pour action effective, [/ éguation de Wetterich,
est donnée par :

1
04l 4[¢, J] = EaARA,nyZWA,mz[U[¢, J1J]. (2.44)

On peut fermer plus explicitement cette équation, en reliant les dérivées secondes
de Wy et I'4. En effet, les dérivées secondes donnent :

2%‘ =Wy a4 Z%ﬁ =Tapa + Ra.poa = T4, pa. (2.45)
Mais par ailleurs, on a:

T
d’otur :

W gl a.par = Saar. (2.47)

On peut également obtenir les équations pour les vertex, par dérivation de
équation de Wetterich par rapport a ¢, ce qui donne successivement (en omet-
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2.3. Groupe de renormalisation a la Wetterich

tant les arguments et la dépendance en A) :

1 ~
aAFal = EaARh)’zW)}”}ZBlFﬂlm’ (2.4821)
1 - ~
04l e, = EaARVlVZ {WJ'n 723132Fﬂ2azrﬂ1a1 + W)'/l]'fzﬂl Fﬂl(xlaz}’ (2.48b)
1 ~ ~ ~
Il o 0505 = iaARyl J/z{W;}l;}2313233 I'gsas I By 1o

+ WJ./IJ"ZBIBZ (Fﬂ2a2‘x3rﬂlal + Fﬂ2a2Fﬂ1a1a3)
+ W?l}'/zlélﬁ% Igyas Iprarar + WJ‘/U'/231 Fﬂl“lazaa}’ (2‘-48C)

1 ~ ~ ~ ~
IaT o ar0s0s = EaARw y2 {Wyly25'132,é334pﬁ4a4 Igsas L prar g

T Wh)?zﬂleBa (Fﬂwaom I;ﬂzaz fﬁlal + fﬂ3a3 g0y fﬂlal
+ Tpyas Tpoan Tpraras)
+ W7172313254f54“4(F52&2a3 fﬂlal + fﬂzazrﬂ1a1a3)
+ W, 4 (Dpswsases T oy + Tavoas [ Bronas
+ Tgyasae Traras + oo Thrarases)
W 172/31B334f54“4 R
+ W)'/n'/zﬁlﬂg (Fﬂ3a3a4pﬁla1az + ﬁﬂ3a3 Fﬂ1a1a2a4)

+ W)'/ll'/zfjlﬂzx Ipsas I Brenenes + W;'/I)'/Z,él Fﬂlalazasw}
(2.48d)

On obtient donc une hiérarchie déquations de flot : les vertex d’ordre n dé-
pendent des vertex dordres 1, 2,... , n + 1. Pour pouvoir exploiter ces équations,
deux stratégies sont envisageables :
— tronquer la hiérarchie " la main" en effectuant un développement en
puissances du champ. C’est cette stratégie qui sera utilisée dans le projet
portant sur le modele de Fermi-Hubbard étendu, car elle est structurel-
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lement adaptée aux problemes mettant en jeu des fermions.

— remplacer la hiérarchie par une équation de flot pour un ansatz.

— Enfin, mentionnons qu’il est possible de tronquer la hiérarchie (dans
le cas de champs bosoniques) en gardant la dépendance en les impul-
sions, en se restreignant 4 une évaluation des fonctionnelles a champ
uniforme. Ces considérations conduisent aux famille d’approximations
BMW (Blaizot-Mendez-Wschebor) [6, 5] qui ne seront pas utilisées dans
ce travail.

2.4 Equations de flot 3 une boucle pour systémes
fermioniques

A présent, Iétude est spécialisée au cas des fermions. La propriété d’anticom-
mutation des variables de Grassmann contraint fortement la forme de I'action
dans la mesure ot les seules fonctions possibles sont des polyndmes. Ainsi, nous
utiliserons la premiere stratégie, c’est-a-dire celle du développement en vertex,
qui nous amene a écrire la fonctionnelle d’action effective sous la forme suivante :

o0

Talg, 1= I3[, J]
n,p=0
=n*
= > T T o anar.ayPar - benJay - Jay- (2.49)
{LY, 5ak}
Les vertex I'g . 4 a1 4, POssédent les propriétés de symétrie (anti-symétrie)
suivantes :
_ _ o0
FA O ap{agy T _FA,al...aj...ai...(xn;{ak}’ (2"50)
0
FA,{a,-};al...a,-...aj...ap = +FA,{a,~};a1...aj...al-...a,,' (2'51)

Lanti-symétrie exprimée dans la premiere équation provient de la propriété d’anti-
commutativité des variables de Grassmann. En termes de ces vertex, la dérivée
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seconde de l'action effective par rapport a ¢ prend la forme suivante :

=D
Tpplp. J1= Y PR TP prasconiaray @t - - Pandar - Jay.

{a;.ak}

On va a partir de maintenant utiliser la notation 4 pour désigner la matrice
dont les éléments sont donnés par Ayg. On commence par introduire la matrice
r (Az) dont les éléments sont donnés par les I'g, g,[¢, J]. De plus, on définit :

2
r? =

=I'? + Ry
Dans le langage des matrices, I'équation de Wetterich s¥crit :

BARA
PR )
2 r'ylg,J1+ Ra

dalalep, J] = %Tr (0ARA(FS[p.07) ") = . (252)

On décompose la matrice IN“A(Z) en une somme de quatre termes, le premier G ;'
étant indépendant de tous les champs, le deuxieme §I” (Az)[.] ] ne dépendant que
des champs source J, le troisieme M 4[¢] que du champ ¢, et le dernier terme
—8M 4[¢, J] contenant tous les termes croisés restant :

P9, 71 = G5 + 80P — M Alp] — M 4l$, J]. (253)

On écrira également :

Q. 1=63" s J1. (2.54)
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On effectue ensuite une décomposition de ces matrices en mondmes :

sriP=>Y s, (2.55)
n=1
M4l = MYg (2.55b)
n=1
SMalgp. J1= ) SMY"(g. J]. (2:55¢)
n,p=1

A partir de ce point, I'idée est de développer le second membre en puissances des
champs ¢ et J. Pour cela, il suffit de faire apparaitre une série géométrique :

(F2)" = (63 —sry)
=(1-G457) "G4
=3 (GA8FT)"Ga. (2:56)
n=0

Il est maintenant possible d’insérer ce développement dans Iéquation de Wette-
rich et de procéder a I'identification des mon6émes ~ ¢” J™ de part et d’autre de
équation, ce qui donne pour les premiers termes (ceux qui seront utiles pour la
suite) :

IAr%p, J] = % Tr{0aRAG 4}.
0,15, 1) = L1450,
A0, J] = %Tr{SAM[AZ][qﬁ]GAM[AZ]W]}’ (257)

0ar2ig. 7] = =3 Te{S o[ MEGIG 5T V1)
+8r'P11GaM B[]}
3AF[0’2][¢’ J] — —% Tr {SASFE][J]GASFEP[J]}»
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2.4. Equations de flot a une boucle pour systémes fermioniques

avec S 4 = —GIAR 4G 4. Ce propagateur est celui qui permet de "sélectionner”
les modes qui sont intégrés a Iétape A en raison de la présence de la dérivée du
régulateur d 4R 4. On peut a présent revenir a une écriture plus explicite de ces
équations, en n¥écrivant que les vertex impliqués. Pour cela, on commence par
écrire :

SF[I] L] = Fﬂolﬂz;aja’
M2
ﬂlﬁz [¢] = F51ﬂ2a2a34¢0‘3¢“4 (2.58)

Une fois ces expressions insérées dans les équations de flot, il vient :

aAFO = ER(xlolzGOLlOQv

0o _
aAFalaz - _Sﬂlﬂlrﬂm]aldz/z’
Ialy = —Sp,8;Gpps [ g Iy

120304 BiBaaraz” B Brazag

+ FO, ry (2.59)

BiBrarasz” BiBrazay

+ Iy, Iy 1.

1Baaras” BiBronazl’
0 _ 0
aAFmaz;a - _Sﬂlﬁl GﬁZﬂz[ ﬂ ﬂzalazpﬂ2ﬁ1,a + Iy ,32, Fﬁzﬂl“l“Z]/z’
= _Sﬂm{ GﬂZﬂé Fﬁiﬁz;al Fﬂéﬂl a2

Pour la suite, il sera utile d’utiliser une autre implémentation du régulateur.
Celle-ci consiste a utiliser la partie gaussienne de I'action K et a écrire :

K+ R,y=K6;" (2.60)

La matrice 64 sera dans la pratique construite a partir d’une fonction porte dont
la rigidité sera controlée par un parametre libre. Cette construction sera détaillée
au chapitre suivant.

Introduisons a présent la matrice de self-énergie X 4 par :
G, =07'6;'-¥,, (2.61)

avec Q' = K le propagateur libre. Pour la suite, on utilisera également le pro-
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pagateur libre régularisé O , = 64 Q. La matrice de self-énergie représente les
corrections au propagateur libre dues aux fluctuations. Dans les équations de
flot, c’est le propagateur complet G 4 qui intervient. Celui-ci, ainsi que le propa-
gateur § 4, peuvent étre développés en puissances de la self-énergie :

Ga=0,+0(Xy), (2.62a)
Sa ZBAQA-FO(EA), (2.62b)
ot il a été fait usage de I'identité d 464 = —64(9 6, ")64. Pour la suite, on sup-

posera de plus que l'on se place dans une base dans laquelle le propagateur libre
(régularisé) est diagonal, c’est-a-dire que l'on écrira Qp,5, = Op, 85, ,- Lorsque
toutes ces simplifications sont faites, on obtient une nouvelle forme des équa-
tions de flot (on est cependant obligé de conserver le propagateur Sg, lui aussi
supposé diagonal, dans I'équation pour la self-énergie) :

ADAT, o, = —ASpTgpy 0,/2:
ADATY grasas = L8815 poaron | Baprasacs
+ I proras L hoprasas (2.63)
+ I3 provas T poprasas )

0 0 0 0 0
AaAFalaz;a = LﬂlBZ[Fﬁlﬂzalazpﬂzﬁl;a + Fﬂlﬂz;apﬁzﬂlalaz]/z’
AaAFO(zalaz = Eﬂlﬂ2rﬂ()1ﬂz;a1 Fﬂozﬂl;az’

ou la bulle £, g, est donnée par :
Lpp, = _AaA(Qﬂl Qﬂ2)/2- (2.64)

La structure de ces équations est alors claire d’un point de vue heuristique. Pour
les obtenir, il suffit de calculer les diagrammes de Feynman corrigeant un ver-
tex donné a l'ordre 2 en théorie des perturbations, en prenant pour les lignes
internes les propagateurs libres régularisés. Il faut alors dériver ces diagrammes
par rapport 3 A en supposant les vertex constants.
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5

FRG fermionique sur réseau unidimensionnel

« Lintelligence ne se représente clairement que dans le
discontinu. »

Henri BERGSON, L évolution créatrice

Dans ce chapitre les équations de flot sont précisées dans le cas d'un systeme d®€lectrons uni-
dimensionnel. La construction du régulateur intervenant dans les équations de flot est préci-
sée, et il est montré que le choix d'un régulateur dur permet de retrouver les équations de flot
que Lon aurait obtenues avec une méthode purement wilsonienne. On présente ensuite une
hiérarchie des constantes de couplage par ordre de pertinence. Celle-ci permet de prendre
en compte les effets de non-localité des interactions, qui auront des effets qualitatifs sur les
diagrammes de phase calculés dans les chapitres suivants. Cette hiérarchie prend la forme
d'un développement des vertex en puissances de variables & traduisant [écart énergétique
au niveau de Fermi d'un mode d'impulsion k. Un calcul explicite utilisant ce développement
dans le cas de la self-énergie est exposé.

3.1 Fermions avec spin

A ce stade, on effectue la décomposition de I'indice o de sorte qu’il soit
adapté 2 un systeme de fermions chargés de spin 1/2. Cela signifie que I'on doit
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3.1. Fermions avec spin

écrire :
a— (u,0,a), (3.1)

ol u = c,a est associé a la charge électrique, tandis que 0 =1, | est associé
au spin. Enfin, a contient toute I'information restante, c’est-a-dire I'indice de
bande, I'impulsion, et la fréquence de Matsubara. En fait, on utilisera plutot la
notation @, 4o = Vags Pe.as = Vao telle quelle a été introduite dans le premier
chapitre. Les symétries imposées contraignent la forme du vertex a deux corps
qui doit prendre la forme suivante :

0 _
o ahara Eau/l,cgu/z,cguz,a(gul,a (Va/la’zaza180{a1 80202 - Va’za’lazalgoiazacréa]) .

(3.2)

De plus, le propagateur ne peut pas affecter l'orientation du spin et doit conserver
la charge, ce qui implique :

Xﬂ/ﬂ = Xb’b, X == S,G,E. (33)

A présent, discutons les fonctions de réponse. Puisque nous considérons des
électrons, nous devons faire la différence entre les fonctions de réponse particule-
particule et particule-trou. Les premieres sont associées a la supraconductivité,
tandis que les autres sont associées aux ondes de densité. Pour que la distinction
soit claire, il faut donc introduire deux champs sources diftérents. En tenant bien
stir encore en compte de la symétrie U(1) xSU(2), le terme d’action effective pre-
nant en compte le couplage entre les champs source H (associés aux opérateurs
de paires particule-trou) et J (particule-particule) et le champ décrivant les élec-
trons est de la forme suivante :

Tzlg H J = Z&, \Wao HL 0L Vwrer + Zio Vo Hy oo Varor
+ chza’,b‘»}aa Jboﬂgg/ &a’a’ + H.c.
+ Z;a/,b¢aajbﬁoo’¢a’a’ + H.c.. (34)
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De plus, le terme contenant les susceptibilités est donné par une somme de termes
quadratiques en les champs source :

F[H J]_Xb'be/Hb +Xb, Hb/Hb
+ (oI IR+ Hc) + (Xprn i Ty + Hoc). (35)

Enfin, traitons le cas des bulles. Comme les propagateurs ne peuvent pas aftecter
lorientation du spin, il en va de méme pour les bulles qui sécrivent alors :

£ﬂ1ﬁ2 = £b1b250102' (3-6)

Une fois que tous ces changements sont insérés dans les équations (2.63), on
obtient les équations pour la self-énergie X, les vertex V, les susceptibilités y*
ainsi que les vertex a trois pattes Z*. Léquation de flot pour la self-énergie est :

AdpXyq = ASp (Vba/ba/2 — Vabba) - (3-7)
Les vertex V vérifient quant a eux :

A0 4Va ayasar = DS g goar + DL + Deh? + Deh3, (3.8)

ajasaza ajasazai ajasazai ajaazay’
avee

€c

a)ahaza = Lpc Vcbalaz Va’la’zcb,

DZ a2a2a1 = ’Cbc Vba/zc/al VCa/lb’azv
eh2 _
Dalazazal = —2Lp Va/lbcal Vca’zazba
ehs _
ajayazar Loe(Voaierar Veararh + Vajbear Veaspas)- (3.9)
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3.2. Systemes unidimensionnels a température finie

Les susceptibilités évoluent selon les équations suivantes :

ADAxS = LocZso ZSh

chia’

AaAszF:a = ﬁchSp 7P

bc;a’ “chia’
A Xsra = Loc(Zipa) Zspal2
AXara = Lbe cb;a’ chia ’

* 7t

Adaxt, = —LbC(Z;b;a/) cbal 2 (3.10)
Enfin, les équations de flot pour les vertex a trois pattes sont :

AaAZ:Z}/la;d = £chz}2;d(Vca’ba - 2Va’cba)’

AaAZ:lF/)a;d = £bczls,i;d Vca’ba,

AaAZZ/a;d = Ebczzb;d(Vcba’a + Vbca’a)/2

AaAZ;,a;d = —EbCZEb;d(Vcba/a — Vicara)/2. (3.11)

3.2 Systemes unidimensionnels a température finie

A présent, il est temps de spécialiser les équations obtenues au cas des sys-
temes unidimensionnels & température finie, en présence d’une unique bande
pour la suite, ce qui revient 2 donner a I'indice a la structure suivante * :

a— K = (w,, k), (3.12)

en utilisant exactement la notation du premier chapitre, c’est-a-dire queles w, =
(2n + 1)nT (n € Z) sont les fréquences de Matsubara fermioniques a tempéra-
ture T, tandis que k € BZ1 = [—m, nt] est 'impulsion cristalline. Les vertex et

1. On fait les associations suivantes, en terme de lettresa <> K, b < P,c < Q.
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3.2. Systemes unidimensionnels a température finie

AE)AE == —)—m—)— +

F1G. 3.1 — Représentation diagrammatique de ['équation de flot
pour la self-énergie a une boucle. La ligne est associée a la dérivée
du propagateur libre régularisé par rapport a A.

les bulles prennent alors la forme suivante :

Tvgl

Vaiabara, = T Skikaki 51<f+1</ CKp—K»®
Yoa = Ykbgr
Ztczhcsz e = ZChS(Q)SK K'+Q> (3.13)
Zghe = Zi(@) cos ((k +9)/2)8§ kg,
Zdhe = ZE@8 k40
Lye = Lp.o.

Lorsque les expressions de ces vertex sont injectées dans les équations de flot
de la section précédente, on obtient tout d’abord pour la self-énergie :

T
A 5, = F

ASP (gk,p,p/2 - gk,p,k)’ (3-14)

pour les constantes de couplage :

ehl eh2 eh3
AaAgkl k2 k — Dkl kz,k/ + D k2 k/ + D k2 k/ + Dk],kz,k;’ (3.15)

avec :
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Y

+
+
|
,,
,

F1G. 3.2 - Equatz’ons de flot a une boucle pour les constantes de
couplage. La ligne barrée dans les diagrammes est associce au pro-
pagatenr S 4.
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€c

ki,ka, k}

ehr
’Dklak27k/]

eha
,Dkl,kz,k’l -

eh3 _
,Dkl,kz,kﬁ -

AaAXch/sp

AaA)(S/t

FiG. 3.3 — Equations de flot pour les susceptbilités associces anx
ondes de densité de charge/spin et aux états supraconductenrs sin-

ee
‘Cp,k1+k2 8k, ki, —p+ki+k28p,—p+ki+ka, k}»

eh
Ep, —k} +k,8k1, p—k{+k2, p 8ka, p, p—k|+ka>

— ch
_2£p’ kg _klgklap“l‘k/] _kl’k/l gp,kz,p_i_k/l_kl ,

eh
£p, ki —ki (gkl,p+k§ —k1,p 8p.ka, p+ki—ki

+ 8k, p+k|—k1.K, 8ka. p. p+k|—ky)-

G I g Y
- s uoasn + ssonypennn

gulet/triplet.

Les équations pour les susceptibilités sont alors :

Adax™(q)
AdxxP(q)
Adax™(q)
Adax’(q)
Adx"(q)

= Ly o 23 (@) 25 ().
=L ZP D ZF (—q),

=L 728 (q) 28 (—g)[cos(p — q/2)].
=L5_[Z @] 25 ,_(9)/2.

=L [Zy @) 25, (@)/2.
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3.2. Systemes unidimensionnels a température finie

Enfin, les équations pour les vertex a trois pattes sécrivent :

AaAZ,CCh'S(C]) = ﬁ;}jqzlc;h's(q)(gk,p+q,p - 2gk,p+q,k+11)’
AaAZIScp_S(Q) = E;}:qZ;p_S(Q)gk,p+q,p»

i eh ochb, L COS(P +q/2)
ANZEG) = L5020 T

X (gk,p+q,p - 2gk,p+q,k+q), (3-18)
cos(p +q/2)
cos(k +¢q/2) &k, p+a, p:

AdaZ(q) = C;e,—qZZ(Q)(gk,—k—q,—p—q + &k, ~k—q,p)/ 2>
AVAZy(q) = L5y Z,(9)(8k,~k—q,—p—q — k. ~k—a,p)/2-

sp-b e sp-b
ADAZE (@) = L3, 27 ()

Ces équations sont représentées de fagon diagrammatiques aux figures 3.2, 3.3 et

AJpZPP =

Ad Q2 =

: )
+ m< + W
290 0N( ; +  oooK g
FIG. 3.4 — Equations de flot pour les vertex a trois pattes associés
aux susceptibilités de la figure 3.3.
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3.2. Systemes unidimensionnels a température finie

3.3. On voit que ces équations ont la méme structure que celles dérivées de fagon
schématique au chapitre précédent avec la méthode de Wegner-Houghton dans

le cas d’un champ scalaire.

Notons également que dans ces équations, la somme sur les fréquences de
Matsubara p, de la variable interne P = (p,, p) a été faite, ce qui conduit a
la bulle électron-électron £ et i la bulle électron-trou £". Celles-ci sont défi-

nies comme suit, en négligeant la dépendance en les fréquences de Matsubara de

Iimpulsion d¥change O = (¢y.q), c’est-a-dire en prenantg, = 0:

E;e,q = Z‘C(Pn,P),_(PnsP)‘f‘(qu)’

DPn
h
E;,q = Zﬁ(pn,p),(pn,p)Jr(O,q)-
DPn

Tout d’abord, rappelons l'expression du propagateur libre (1.64) :

= Halp)
o= ey

grice a laquelle on obtient, d’apres les expressions (2.64) et (3.6) :

mvpT
Lro=-=7

494(64(p)64(9)) Qr Q0.
La somme sur les fréquences de Matsubara donne alors :

ne(E(p)) —ne(E(p + q))
Ep)—Ep+q)

v
£y = 25 404 (04(0)0a(-p + )

v
L5y = =2 404 (04(0)0a(p +9))

E(p)+E&(p+9)

Il faut a présent discuter le choix du régulateur.
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3.3. Choix du régulateur

1
2a

F1G. 3.5 — Régulatenrry(x) et sa dérivée r)(x), tel que ra—oo(x) =
O(x).

3.3 Choix du régulateur

Décrivons a présent la construction du régulateur. Lidée est de construire
une fonction "marche” lisse qui vaut exactement 0 puis vaut exactement 1 en va-
riant dans une région dont la largeur, aussi faible que désiré, est controlée par un
parametre a. Pour parvenir a ce résultat, on commence par considérer la fonction
suivante :

—1/x

e six > 0,

g(x) =
0 sinon.

Puis on forme une deuxiéme fonction :

_ g(x)
g(x) +g(l—x)’

h(x)
ce qui nous permet de définir notre fonction "marche” par :

rq(x) = h(ax —a+1/2), ro(x) =0(x—1)
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3.4. Développement en &

Finalement, le régulateur est donné par :

Oa(k) = ra([E(K)]/A).

Ainsi, dans la limite @ — oo, on retrouve la coupure dure qui est celle apparais-
sant naturellement dans la version wilsonienne du groupe de renormalisation.

Régularisation de la singularité de van Hove Il est possible d’utiliser les fonctions
construites précédemment pour régulariser la singularité de van Hove. Cette sin-
gularité apparait dans la densité d%états en bordure de bande. Mathématique-
ment, la densité d’états est une fonction de la forme suivante :

O(1 — |x[)
JI—x2 '

ou O(x) estlafonction de Heaviside. L’idée pour la régulariser est de commencer
par définir une fonction porte

flx) =

Mo (x) = ra(x +2)(1 = ra(x)),

avec laquelle il est possible de "couper” la singularité en empéchant x d’atteindre
la valeur 1, c’est-a-dire en faisant le remplacement suivant :

11,(x)

V1= x2M,(x)

Ainsi, 'erreur commise par rapport a la véritable densité d*états est localisée dans

f&x) — falx) =

une petite région autour des singularité de van Hove. Lextension de cette ré-
gion est controlée par le parametre arbitraire a qui est tel que f(x) = fa—oo(X).
Lillustration de cette régularisation est présentée dans la figure 3.6.

3.4 Développement en &

A ce stade, les équations de flot sont encore fonctionnelles dans la mesure
ou elles décrivent le flot de fonctions des impulsions. Ces équations sont dou-
blement difficiles a exploiter. D’une part, il n’est pas aisé de distinguer quels sont

79



3.4. Développement en &

20.0

fx)
17.51 — £

15.01
12.5
10.0
7.5
5.0

2.5

0.0

-15 —-10 -05 00 05 10 15

20.0

fx)
17.51 — fu(x)

15.01
12.5
10.0
7.5
5.0

2.5

0.0— : —/ ‘ ‘ ‘
106 —1.04 —1.02 —1.00 —0.98 —0.96 —0.94
X

F1G6. 3.6 — La singularité de van Hove est régularisée grice a
la fonction de porte lissée T, (x), et la densite d états originelle
f(x) est remplacée par la la densité d’états régularisée f,(x),
dont la rigidité est contrélée par le parametre a, avec lequel on a
Jasoo(x) = f(x). De plus, le panneau du bas montre que l'on a
f(x) # fa(x) seulement sur un intervalle fini autour de la sin-

ularité.
gularité %



3.4. Développement en &

les processus d’interactions qui sont responsables de I'aspect qualitatif du dia-
gramme de phase. D’autre part, ces équations ne se prétent pas en Iétat a une
résolution numérique. Une stratégie possible consiste a effectuer une discrétisa-
tion de la premiére zone de Brillouin qui permet de réduire les équations fonc-
tionnelles 2 une (possiblement grande) collection déquations diftérentielles cou-
plées. Cette stratégie a déja été utilisée avec succes dans des études antérieures [57,
69, 46, 8].

Dans cette section, une autre approche est développée. Elle consiste a établir
une hiérarchie des constantes de couplage par ordre de pertinence, qu’il faudra
interrompre a un ordre souhaité. Pour comprendre l'existence de cette hiérar-
chie, considérons les constantes de couplage gi, k,.x;- Plutdt que de travailler
avec les impulsions, il est judicieux d’utiliser Iécart énergétique au niveau de
Fermi. Autrement dit, on effectue un changement de variable k& — (1, §) avec
n = sgn(k) et & = £(k). On réécrit donc les constantes de couplage ainsi :

-

8k ko k| = g'E). =), &= (ELEE). (3-23)

A présent, on effectue un développement en série entiere > des constantes de cou-
plage en les variables £ au voisinage des deux points de Fermi, c’est-a-dire que 'on
écrit :

g () = Z 162 by g,;, n=(ninany). (3-24)

— 711'”2"11'
L’idée de ce développement est qu’il puisse nous permettre de remplacer des
équations de flot fonctionnelles par des équations diftérentielles couplées. Or,
les bulles £* sont aussi porteuses d’impulsions externes, et il est nécessaire de les

2. Lanalyticité des constantes de couplage ne semble pas étre une hypothese nécessaire, il
est seulement utile de supposer que les constantes de couplage sont suffisamment réguli¢res au
voisinage de la surface de Fermi.
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3.4. Développement en &

développer en puissances des variables £ elles aussi, ce qui nous donne :

E1'EY°
Ly kitks = Z nl'n22 L3 (p), (3.252)
n;=0 '

o0 Snl nys

1—11/, L2 (p). (3.25b)

L’identification des termes ~ &[''§,2&7 est maintenant possible, et elle nous
donne les équations de flot ayant nécessairement la forme suivante (il y a des
sommes implicites sur les indices 771 et 7i12) :

T pidiniz i T2
Adpg: = L1002 gl g2, (3.26)

n,ni,nz gnl gﬂz

En effet, comme on a des équations a une boucle, elles sont forcément quadra-
tiques en les constantes de couplage. C'est a ce stade qu’il est possible de com-
prendre I'intérét physique du développement qui vient d’étre proposé. Pour cela,
considérons les variables adimensionnées § = £/ A, et introduisons de plus les

constantes de couplage adimensionnées gy (§), avec lesquelles on peut écrire :

FE = AEFEL) = ghad) = a8 E), (3.27)

ou [g] est la dimension d*échelle des constantes de couplage. On en déduit I'adi-

mensionnement des constantes g :
n_ +17i| 57 S
g = Alé] |”|gﬁ, n| =ny+ny+ny. (3.28)

Ainsi, les équations de flot sous forme adimensionnées sécrivent sous la forme
suivante :

dg o
no_ n ni.02 =i =2
A Adpg ([g] + |”|)g* ﬁﬁ Jiviin 8ty 8iin (3.29)
£tz plil=li =1z p7e

7 fi1,iin Afiiin "

Cest cette forme des équations qui justifie 'intérét du développement en €. Plus
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3.4. Développement en &

11| augmente, plus les constantes de couplage associées sont non-pertinentes,
constituant la hiérarchie mentionnée plus haut.

Nous avons affaire 2 une hiérarchie infinie d’équations de flot couplées qu’il
est nécessaire de tronquer sil'on veut pouvoir mener une étude numérique. Pour
la suite, nous ne considérerons que les constantes de couplage telles que |71] < 2.
De plus, nous ferons une approximation supplémentaire : nous négligerons les
corrections diagrammatiques aux constantes de couplage non-pertinentes, c’est-
a-dire pour les constantes telles que [71] = 1, 2. Illustrons la forme des équations
de flot dans le cadre de ces approximations. Pour cela, on sépare les constantes de
couplage en deux ensembles. D’une part, on rassemble les constantes marginales
&k et dautre part on collecte les constantes non-pertinentes g :

{8k} = {8000} (g} =1{g; | Il €{1,2}}. (3.30)
Les équations de flot ont donc la forme suivante :

dgx _ 7

W = Eg?’)Ug]ng + 2231J§1§J + E%}]]é[é:r]; (3313')
d§K - =~ =
¢ = leklex,  lexl € 1.2y (3.31b)

Ainsi, seules les équations pour les constantes de couplage marginales sont non
triviales et nécessitent une résolution numériques. Les équations pour les constantes
non pertinentes s’inteégrent trivialement :

gx(0) = gx(0)e &I, (3:32)

Pour la suite, on utilisera les notations simplifiées suivantes :

gg,o,o =8

glﬁ,o,o = g?’ gg,l,o = g;i’ gg,o,l = glﬁ”

gzﬁ,o,o = g7171’ gg,z,o = ggzv gg, 2= g?’l”

g1ﬁ,1,o = g?l” g?o 1= g?l” gg,u = gzﬁy- (3.33)



3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Cette notation sera de plus combinée avec la notation de g-ologie (n = %1):

(+n,—n,—n)

8x = 81.X,
gy T = gy x,
g "t = gy,
gt = gy x. (334)

Maintenant que tous les éléments sont en place, passons en revue quelques
exemples d’utilisation du développementen &, tout d’abord pour 'obtention des
équations de flot pour les constantes marginales, qui représente 4 la fois le cas le
plus simple et le plus important, et ensuite nous examinerons I'équation pour la
self-énergie.

3.5 Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Pour trouver les équations de flot pour les constantes de couplage margi-
nales, on commence par introduire les variables suivantes :

£E=£(p),
e =E(—p+ 0+ n)kp), (3.35)
& =¢&(p+ (n—n)ky).

Ces variables sont utiles dans la mesure ot elles apparaissent comme argument
des constantes de couplage dans les équations de flot. Par exemple, dans le cas du
diagramme (ee), la combinaison suivante est présente :

8p,—p+ki+ka k-

Grice au développement en £, on peut écrire :

X EP)ME(p + k4 ka)"2E (k)™
gP,—P+k1+k2,k1/ - Z nl'nz'n’l'

n;=0

sgn(p), sgn(—p+ki+ka),sgn(kys) (3 36)

’
ni,na,n
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3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Il faut maintenant faire un développement de Taylor en les variables &, &, et &;/.
Le terme d’ordre 0 correspond a la projection sur la surface de Fermi. On notera
[-]¢ cette projection. Ainsi, il vient :

[gp,—p+k1+k2,k1/] = gp —p+(mi+n2)ke,ny ks
e (e, )"
Z m n2 n,sgn(—=p+(m1+n2)kg), m
ni

gn n>2,0 (3-37)
| 1-12,
n;=0 n2

La série dans 'équation précédente est tronquée par notre approximation consis-
tant a sarréter a lordre 2 en §. Maintenant que la démarche est expliquée, voici
les contributions a tous les diagrammes :

— diffusion (ee) :

. . 1 -
[gp,—p+k1+kz,k1/]F = gg,o,o + g?,o,oé + —82,0,052

1
+g010 . nz+2g020( . 772) +81105 a2

| 2
[gkz,kl,—p+k1+kz] = gooo + goo 15771 m T 2gooz( 561 nz) ’

n.sgn (— p + (01 + n2)ke), ny),

n2.n1.sgn (— p + (n + nz)kF)), (3.38)

7

Il
AN N

]’):

— diftusion (ehr) :

- . 1 =
_ i i 7 2
[gkl,p—k1/+kz,p]F = 80,00 T g0,0,lg + _go,o,zé

1
+ gO 1 Oénz Ny + 2g0 2 0( n2, 7]1/) + gO 1 1§§U2 Ny
1 eh 2
[gkz,p,p—karkz] gooo + goo 157;2,"1, + zgooz( 2, 771/) ’
= (m,sgn (p + (=nv + n2)ks), 77>,

= (772» n.sgn (p + (=nv + ’Iz)kF))’ (339)
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3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

— diftusion (eh2) :
[ Je = 8loo + &haobin + 5820l 0)’
8ki,p+ky—ki,ky go 0,0 go 1,057,/ 2g0 2,008n,,.m) -
_ 7’ 7 eh
[gp,kz,p+k1/—k1]y = 80,00 T gl,0,0g + £0,0,150,,,m

1 = 1 =
+ Egg,o,oéz + Egg,o,z( N, m) + 81 0, 15 n1sm1°

n= (m,sgn (» + (v — n)ke), mf),
n = (n, n2.sgn (p + (n — m)kF)), (3.40)

— diffusion (eh3) :

- - 1 -
[gkl,p+k1/—k1,p]1: = gg,o,o + gg,o,1§ + —gg,o,zgz
1 1 oh
+ 2go 1 ofnl/,m + 2gozo( nl/,m) + gol 155771/,711

_ 7 7’ 7 eh
[8p.2.p+kv—k1 |; = 80,00 T 810,05 + 80,0150 .1

1 5 1 5 eh

2
+ Eggo 052 + Egg,o,z( mum)

+g101§fel/ ne

/
[gkl,p+kw—k1,k1/] gooo + go 1,0 m/,m + goz 0( m,,m) )

a7

_’///
[gkz,p,p+k1/—k1]}: = 80,00 T go 0,1 7;1/ m T 80 0 2( m/,m) )

= (m,sgn (» + (v — n)ke), )
i = (n, n2.sgn (p + (n — m)kl:)),
N’ = (771, sgn (p + (nr — n1)ke), 771/),
7" (nz, n.sgn (p + (n — m)kF))- (3.41)

Dans toutes ces expressions, la présence des constantes non-pertinentes vient ap-
porter des corrections aux constantes marginales, marquant ainsi une différence
nette avec le modele de g-ologie dans la limite du continuum.
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Les bulles doivent aussi étre développées en puissance de €. En fait, pour les
constantes de couplage marginales, seules les projections des bulles sur la surface
de Fermi contribuent aux équations de flot. Par exemple, pour le diagramme

e h . .
(ee), labulle £, ., apparait, ce qui signifie que la projection sur la surface de
Fermi donne :

[ ;e,kl-i-kz]F = 'C;e, (m+n2)ke* (342')

5.6 Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Dans cette section, on s’intéresse en guise de second exemple a I'équation
pour la self-énergie. Pour cela, on suppose que les corrections de self-énergie res-
tent petites et n’affectent que la dépendance en impulsion cristalline, ce qui re-
vient a faire 'approximation suivante dans le calcul du propagateur § 4 :

(K—X404) 'K ~1, (3-43)

ce qui nous permet de conserver la forme de nos équations, en effectuant le rem-
placement formel K~' — (K — X 40 4)~'. Le propagateur S 4 prend la forme
suivante :

Sa= —8A0A(K—Z‘A0A)‘1/2. (3.44)

A présent, repartons de I‘équation pour la self-énergie (3.14) :

mugpT
043 = LF > Sp(8kpp/2 — gpik)- (3.45)

Dn, P

cest-a-dire, en explicitant le propagateur Sp :

g 0404(p)
2L Z ipn —§(p) — Xp

DPn,D

042k = — (gk,p,p/2 - gk,p,k)v (3-46)



3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

A présent, on utilise la somme sur les fréquences de Matsubara fermioniques

[3] :
TZ

= ng(e), gn = (2n + DT, netz, (3.47)
ig, — &

qui nous permet de réécrire I‘équation pour la self-énergie :

ATk = ——— ans E(P) = £p)3404(P)(8k,p.0/2 — 8k.pk)- (3.48)

La contribution en gi, , « est celle de Hartree (diagramme avec la bulle fermée), et
celle en gg, p, » est celle de Fock (bulle ouverte). Ainsi, on peut écrire, au premier
ordreen £ (k) :

Skpk = 8o (P) + &I (PEK),  gropp = &1 (D) + &1 (p)E(K),

avec 77,7 = sgn p, sgnk. On a négligé le terme en £(p)?, conformément au dé-
veloppement qui suit.

A présent, on peut introduire un développement en £ pour la self-énergie.
Notons que par symétrie, on doitavoir Xy = X _;.De plus, on veut se contenter
de calculer la correction au terme de saut, ce qui nous permet de nous restreindre
alordre 1 en . En définitive, on peut écrire :

Sk = Zo + ZiE(k). (3.49)

On obtient donc par identification les deux équations de flot suivantes (en pre-
nant par exemple n = +):

04%0 = =27 > ne(E(p) = To — TiE(p))

x 0404(P) (g™ (P)/2 — &g T (p)). (3.50)
045 = —% ne(E(p) — Zo — T1E(p))
x 0404(p)(gf " (P)/2 — giiT T (p)). (3-51)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Maintenant on transforme la somme sur les impulsions en intégrale :

0aZ0 == [ dp[me(e () - S0 - 5i6(0)
x 040a(P) (&85 (P) /2 = g™ (p) |.
IaZy = —% / dp :nF(iE(p) — Zo— Zié(p))

x 0404(p) (g7 (P)/2 — giiT +(p))]- (3.52)

On séparel'intégrale sur les deux branches, puis on fait le changement de variable

£ = £(p) do

a0 = =" [ dEN®©)[ne(6(1 = T1) — %0)04(6)
< (8170(8)/2 + 8a.0(6)/2 — £2.110(6) — gamo(8)) |

a1 = = [ EN©)[me(e1 - 20— 0)104(6)

X (g1,r1(5)/2 + gar1(§)/2 — g2, (§) — g4,H1(§))_~
(3:53)

Il reste a expliciter les constantes de couplage apparaissant dans ces équations.
En procédant par identification, il vient :

Srap =80 T8 &t 8 6+ gl g

1 - -
b3 (I + g7 + D)

+ 815 "6k + &11E, + 830 Enkas (3.54)
Spaq =80 + & & +ey e +el T,
1
e e v )
+ 815 Epkq + 811 Epkq 831 5’ (3.55)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

dotr :

gho (6) = g9 " + &3 "E + %g’{é’"éz,

g (&) =g+ & + (gl " + &IV E,

G () = 8™ 4 (& + gV o (1 &I 20 £
g @ =" + (e + &l E,

ce que I'on note également :

gino(§) = gio + (i1 + gi1)é + (gi1 + &iav + gir1)E”
gini(§) = giz2 + (g2 + gi21)§
giro(€) = gio + (gi2 + &) + (122 + gior + gir1)§7
gir(§) = g1+ (g2 + giar)é.

Sil'on utilise les conditions d’initialisation données précédemment, alors les constantes
suivantes sont nulles :

gi2=8i12=gi2r =0,
b
dotr :

gino(§) = gio + (gi1 + gi1)é + (gi1 + iav + gir1)E”
gim(E) =0

giro(€) = gio + givE + g€’

gir(§) = g1+ giaré.

Intéressons-nous maintenant a l'effet de la self-énergie sur les équations de

flot. La prise en compte de la self-énergie revient a écrire les bulles L;hq et L57, et
a les corriger en effectuant le remplacement suivantes :

E—Ea(p) =E(p) + Za(p)Oalp). (3.56)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

soit, de facon explicite :

5, =~ s (0a(patp + ) AL EACD D)
(3.572)
Loy = %AGA (OA(p)GA(p + q)) nF(SgA(f;; — Zi((iAipq;L D), (3.57b)

On fait l'approximation 84(p) = 1, étant donné la forme du cutoff. Cette ap-
proximation est exacte suffisammentloin de la région | (p)| &~ A. Lerreur com-
mise devrait étre petite, et est controlée par Iétroitesse de la dérivée du régulateur.
Dans la limite d’un régulateur dur, I'erreur doit étre nulle. De plus, si 'on ne fait
pas cette approximation, cela complique séverement les calculs, car le change-
ment de variable k. — &4 (k) devient tres compliqué. De facon plus explicite, on
adonc:

Ealk) = =2tpcos(k) — g,
ta=t(1+X41), (3.58)
pa=p(l+Xa1)—Xapo.

Ainsi, le changement de variable k — £, (k) implique 'apparition de la densité
d’états corrigée :

1
V45— €+ a2

Na(§) = (3-59)

La forme de la bulle est donc pratiquement inchangée. Il faut juste ne pas ou-
blier de corriger les régulateurs lorsque le changement de variable est effectué.
Enfin, les bornes d’intégration changent également. Cependant, I'éventuel effet
des bornes d’intégration ne peut avoir lieu qu'au début du flot, lors de I'intégra-
tion des degrés de liberté de hautes énergies, en raison de Iétroitesse de la dérivée
du régulateur. Enfin, on peut calculer la correction 4 la vitesse de Fermi, que 'on
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

note vg(A). De la relation N4 (0) = 1/7mvp(A) on déduit :

VEa = T /413 — u. (3.60)

Il'y a une derniere simplification. En effet, on travaille a remplissage fixé, ce qui
permet de déduire la valeur du potentiel chimique. Le nombre détats quan-
tiques occupés sécrit en effet (apres simplification des facteurs numériques) :

/ / = 66)
A \/4zA (£ + 14)? VA2 — (E+ )
On effectue le changement de variable suivant :
L 2t4p
- TR 6
§=3 T g (3.62)

ce qui donne :

0

dg’
r = / - = (3.63)
2t 2t
T2 42 (—+ o ) — (é' + bl MA)
204+ pa 2tp + o
On obtient ainsi les deux conditions équivalentes suivantes pour fixer le poten-
tiel chimique :

2t +p _ 2t +

— =1 A=, .6
T T (3.64)
ce qui donne finalement :

A = juta/t. (3.65)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Par ailleurs, on a:

pma = pta/t — Xao, (3.66)

ce qui nous donne simplement X4 o = 0. Ainsi, il n’y a besoin que de I'équation
pour X 4 1. De plus, laloi d’évolution de la vitesse de Fermi est particulierement
sympathique, puisqu’elle s¥écrit :

Via = Vpta/t = vp(1 + X4 1). (3.67)

On peut donc remplacer Iquation pour X' 4 ; par une équation pour vg4 :

+ A
davea = —F f dEN (e (52 — vea/v0))3404(E) (g151(E) + 4.1 (6)).

+A0
”F

=5 | EN©n(EQ —vra/vn)da0aE) (811 + Grv + gaan)E).
(3.68)

Considérons la simplification de cette équation 2 demi-remplissage, dans le
cas d’un spectre linéaire et d’un cut-oft dur. Dans ce cas, on a:

g11 =0,
N(E) = —

040() = -8+ A)—38(5—A),
giar =guivA™ gair = gar A7

ce qui donne :

AdpVvEp = _;—;(HF(A@ — vpa/vp)) —ne(— AQ2 - UFA/UF)))(§1,11/ + &av),

= _é)_:[ tanh (ﬂA(2 - UFA/UF)/z) (gl,ll’ + §4,11/). (3.69)

Dans la limite de température nulle, la tangente hyperbolique est remplacée par
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

1,dou:

VUF , . - VF |4 Y
dgVpe = —(81,11/ + g4,11/) =-———¢ 7, (3.70)
81 8T TUE
ou a la derniére égalité on a utilisé les conditions initiales obtenues pour le mo-
dele EH, détaillées au chapitre suivant. Cette renormalisation de la vitesse de
Fermi ne conduit 4 aucun changement qualitatif du diagramme de phase. Par

conséquent, dans la suite, cette correction sera ignorée.
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4

Application au modele EH

« Sil'on sait qu'on ne sait pas, si l'on est attentif a ce que 'on ne
connait pas, sil'on guette ce qui apparait comme inconnu, clest
alors qu’une découverte est possible. »

Pierre SOULAGES

Dans ce chapitre, les effets de réseau sont pris en compte dans le calcul du diagramme de
phase du modele de Fermi-Hubbard étendu unidimensionnel. Linitialisation des équations
de flot est tout d'abord présentée, puis le diagramme de phase a demi-remplissage est éta-
bli. Celui-ci sert a vérifier que la méthode développée jusqu’a présent produit des résultats
corrects, en accord avec les études précédentes. Enfin, les diagrammes de phase en fonction
du remplissage sont présentés. Ils constituent le cceur du travail exposé dans ce manuscrit.
Les effets de la non-localité des interactions jouent un role essentiel a la compréhension de
la déviation des diagrammes de phase par rapport aux diagrammes obtenus avec le modéle
de g-ologie.

4.1 Conditions initiales

Tous les éléments sont en place pour pouvoir déterminer le diagramme de
phase du modele EH. En effet, nous avons les équations de flot prenant en compte
la non-localité des interactions. Il ne reste qu’a déterminer les conditions ini-
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4.1. Conditions initiales

tiales, déterminées par le hamiltonien du modele EH, et obtenues grice au dé-
veloppement en &. Repartons de I'expression des constantes de couplage micro-
scopiques :

U 2V

8ki ok = TE_UF + H—UF cos(ky —ky/). (4.1)

II faut donc faire le développement en £ du cosinus, ce qui nous donne :

2

cos(ky — k) = miny + %(1 —mn) (€ + &r)

1 2
- Tllﬁlf(g — m) (512 + 512/)

1 w?
+ (Z+771771’—16(1_M2/4))51§1'+~-- (4.2)

Ainsi, par identification, on obtient les expressions suivantes :

U 2 2
gr=g=—-—[(1-75),

TTVUFE TTVE 2
U 2V
B=g=—+—,
TTVUFE TTVUFE
Vi
g11—g11/—g31—g31/——
_ _ _ V (1
81,11 = 81,1 = &1,117 = e \2 81— 2/4)
1
83,11 = &3, = 3,11 = ( 8(1 _ 2/4))
g =211 =g = fg41'1 = —— __M—Z
2,11 2,11 4,11 4,11 mop\2  8(1 — u2/4) ’
vV (1 u?
;) = ) = —\| — + . A . I :
82,111 = 84,11 o (2 8(1 — /«L2/4)) (+3)

Toutes les autres constantes de couplage sont nulles.

Notons que comme nous négligeons les corrections diagrammatiques dans
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4.). Limite du continuum

les équations de flot pour les constantes non-pertinentes, celles-ci évoluent selon
une loi de la forme g(¢) = g(0)e™¢
constantes sont nulles au début du flot, alors elles sont nulles tout le long du flot.

,avecn = 1,2, ce qui implique que si ces

Enfin, les vertex a trois pattes Z sont initialisés avec une valeur de 1, tandis
que les susceptibilités x sont nulles au début du flot.

‘algorithme permettant de trouver les fronti¢res du diagramme de phase est
brievement décrit 2 'annexe B.

4.2 Limite du continuum

4.2.1 Equations de flot

Avant de considérer 'effet des constantes de couplages non-pertinentes et
de la courbure du spectre, il est important pour la suite de considérer le cas bien
connu du modele de g-ologie du gaz d’électron, tel qu’il a été décrit au premier
chapitre. Le vertex I'*-% [y, ¥] se simplifie en prenant la projection sur les deux
points de la surface de Fermi [-]r :

- Tl - -
[FM’O][W WL = v|:gk1,k2,k’1i|F8]};?+ké—k2_k1Wk’l,ol wké,ozwkzﬁzwkl,al
mvpl - -
= I Z Z {(g1801,03 - g2502,04)W—nk’1,03w+nk§,04W—nk2,Uzw—l-nkl,01

n k;>0
83+

+ ? (w*‘ﬂkﬁ ,01 W-H?ké, o2 W—nks, 00 V—nk1, 01

+ 1»”—r]k’1 ,01 w—nkg, 02 W+nk2, 02 1»ﬁ-i-nkl ,01 )

84 /- -
? (w—i-nki,al w—i—nké, o2 W+nk2, 12 w+nk1 , 01

+ 1:&—77/61,01 1/_/—77/63,Uzw—ﬂkzaﬂzw—ﬂkl,m)}' (4.4)

+

Dans cette expression on a omis la contrainte de conservation des impulsions
pour simplifier les notations, mais elle est bien stir présente. Les équations de flot
(3.15), en tenant compte de la coupure des processus Umklapp telle que décrite
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4.). Limite du continuum

par I'équation (??), prennent alors la forme suivante :

Adrg1 = —Lpg7 + (Lo + Lp)g182 + L1.8184,

Adpgr = Lcgi/2+ (Lo + L)g5/2 + Lrg3/2 + L184(g1 — 282).
(4-5)
Adpgs = —(Lp+ Lp)g3(g1 —282)/2 + Lorgs(g2 + 84)/2,

Adags = L1(g7 —2g5 + 28182+ 83)/2 + Lo(gs + 83)/2.

Les bulles £x sont les dérivées par rapport a A des bulles associées aux canaux
électron-électron et électron-trou. Pour ce calcul en particulier, un régulateur
dur est choisi, ce qui permet de calculer analytiquement les intégrales. Les bulles
qui en résultent sont classées en deux catégories. Premierement, il y a les dérivées
des bulles qui possedent une divergence logarithmique dans le canal électron-
électron a impulsion d’échange nulle, et dans le canal électron-trou a 2k, et qui
donnent les plus fortes contributions aux équations de flot :

Ao
Lo = —Ad, /dé O] — A) ng(§) _”F(_g)’

i (© = ni(=§)
. _ ng — Nne(—
o= a0s [ d (¢ - 4) SIS, (4.6)
T (&) — ne( — £ (ke + 2kp)
ne(§) —np( — & (ke F
;) = — A
avec kg = arccos ( — (§ + p)/2). La derniére contribution L£p a tendance 4

sannuler lorsque l'on s¥¢loigne du semi-remplissage. Cela est dt a la destruction
du nesting lorsque kr # /2. Deuxieémement, il y a les dérivées des bulles non-
divergentes provenant la encore des canaux particule-particule et particule-trou
lorsque les deux particules sont sur une méme branche. Ces contributions ont
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4.). Limite du continuum

la forme suivante :

Ao
Lo = A, / dt ©(1£] — A) den(©). (47)
—Ao

et ne prennent des valeurs non nulles que lorsque 'ona A S T en raison de la
forme de la distribution de Fermi-Dirac.

Pour calculer le diagramme de phase, il faut utiliser les équations de flot pour
les vertex a trois pattes Z. Dans le cas du modele de g-ologie, on se limite aux ver-
tex Z7, (q) évalués a ¢ = £2ky pour les ondes de densité eta g = 0 pour les
supraconductivités singulet et triplet. On définit alors quatre vertex correspon-
dant aux ondes de densité, et deux vertex associées aux deux phases supracon-
ductrices, ce qui nous donne :

Zcpw = Zf:}j}:(_zk}:) = ZC_}};;(+2kF),
Zipw = 295 (+2kr) = Z%2 (—2k).
Zpow = Zf;j;(—%}f) = ZC_}};E(+2kF),
Zyow = Zf;j;(-l-ﬂ@) = Zi}};i’(—2kF),
Zspw = Z1p (=2ke) = ZF (+2ke). (4-8)
Zipw = Z 35 (+2kp) = Z2) (=2ky),
Zsow = ZFp (=2kg) = ZF0 (+2ky),
Zyspw = fo:;(‘i-%l:) = Zs_pl;};(—%F),
Zss = 274, (0) + 22, (0),
Zrs = Z4,(0) — Z5, (0).
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4.). Limite du continuum

1=0.0, T=1.0x 1077 §=0.1, T=1.0x 1077

Lc
Lp 5
Ly,

Lc
Lp
Ly,

\j

(=}

1=09, T=1.0x10~"

Lp
Ly
Ly

(=}
w

10 15 20 25

F1G. 4.1 — Les bulles de Cooper, Peierls et Landau sont montrées
pour différentes valeurs du potentiel chimique, dans le cas du
spectre de liaisons fortes. Dans cette figure, le parametre £ > 0
est le temps de RG, défini par la relation A = Aget. Lepical
faible est dii a la singularité de van Hove présente dans la densité
détats.
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4.). Limite du continuum

Les équations de flot pour les vertex associés aux ondes de densité sécrivent alors :

1 1

AdaZipy = EEP’(gZ —281)Z¢pw — EﬁPg3ZSDW,
1 I ,

AdpZcpw = Eﬁp(gz —2g1)Zcpw — Eﬁpfg3ZCDw,
1 1

AaAzéDW = EEP’gZZépw + EEPg3ZSDW,

1 I ,
AdpZspw = EﬁPgZZSDW + Eﬁp/ggstW,

/ 1 / 1 »CP
AdaZyow = ELP’(gz —281)Zsow — = g3ZBowW.

2 cos(2kr)

1 1
Ad s Zpow = Eﬁp(gz —2g1)Zow — Eﬁpf cos(2kr) g3 Zgow-
Lp

1
A g Zgspy = iﬁP/gzzﬁsnw + Emgszmm[,

1 1
A0 s Zgspw = EﬁpgzzBSDw + Eﬁp/ cos(2kF) g3 Zpspy -
et celles associées aux phases supraconductrices :
1
A0y Zss = EEC(gl + g2)Zss,

1
AdpZr1s = —Eﬁc(éﬁ — 82)Z7s.

(4.10)

(4.11)

Lexpression pour la susceptibilité normalisée qui vaut pour les deux canaux

est quant 2 elle donnée par :

L
10 = [0 At £,(¢)Z2(0).

(4.12)

Ainsi, la phase pour laquelle y, est la plus singuli¢re correspondra au vertex Z,
possédant la singularité la plus forte. Pour la détermination du diagramme de
phase, on se limitera aux fonctions de réponse qui viennent d%étre présentées.

Pour celles-ci, les expressions des vertex a trois pattes peuvent étre exprimées
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4.). Limite du continuum

comme des lois de puissance Z,({) = exp(yx(£)/2), avec un exposant déchelle
7a(0) = [y dU2(0).

II est utile pour la suite de rappeler les principales caractéristiques du flot
a une boucle de la théorie du continuum a demi-remplissage et en dehors du
demi-remplissage.

4.2.2 Demi-remplissage

On considere tout d’abord le cas 3 demi-remplissage aux basses températures
lorsque = 0.0, clest-a-dire n = 1.0. On obtient alors pour les dérivées des

bulles :

,CC = —ﬁp = —Ep/ = —tanh(,BA/2),
,CC/ = ['L = —2A8§:I’ZF(A). (4.13)

Autrement dit, lorsque A est significativement plus grand que la température,
et que celle-ci tend vers 0 (B — o0) on peut utiliser les valeurs suivantes :

,CC = —,Cp ~ 1,
Lo =L =0. (4.14)

Les équations de flot se simplifient alors et prennent la forme suivante [56, 17,
53] :

% = —gi. (4.152)
% = (&3 —gD)/2. (4.15b)
% = g3(282 — g1). (4.15¢)
% — 0. (415d)

Rappelons que £ est le temps de RG tel que A = Aget.

Le flot de g1 (£) est associé aux degrés de liberté de densité de spin, et est
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4.). Limite du continuum

F1G. 4.2 — Diagramme de phase du modéle de g-ologie a demi-
remplissage, soitn = 1.0.
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4.). Limite du continuum

1 =0.035

F16. 4.3 — Diagramme de phase du modéle de g-ologie pour un
remplissagen = 1.01.
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4.). Limite du continuum

découplée des équations pour g3({) et 2g,(£) — g1(£), qui sont liées a la densité
de charge et a 'invariant déchelle C = g3(£) — (2g2(£) — g1(€))* [17]. Ainsi,
pour un couplage initialement attractif g;(0) < 0, c’est-a-dire dans le domaine
U < 2V, le flot de g1(£) est porté vers les couplages forts avec une singularité
apparaissant 4 un £, fini indiquant la présence d’un gap de spin A, ~ Age.
On ade plus £, = —1/g1(0), car la solution de Iéquation de flot pour g;(£)
sécrit en effet :

21(0)

g1(f) = T+ o (0V + g1(0)0

Pour un couplage initial attractif, soit g1(0) > 0, alors g; (£) devient marginale-
ment non-pertinente 2 mesure que £ augmente, et les degrés de liberté de den-
sité de spin restent sans gap. Pour le secteur de charge, lorsque g1 (0) —2g,(0) >
|g3(0)|,les processus Umklapp g3(€) deviennent marginalement non-pertinents,
et 2g>(£) — g1(£) sécoule vers une valeur non-universelle tandis que les degrés
de liberté de densité de charge restent sans gap. En revanche, lorsque g;(0) —
2g,(0) < |g3(0)[,les processus Umklapp deviennent marginalement pertinents,
et le flot conduit 4 une singularité a la fois pour g3({) et 2g>(£) — g1 (£) a un cer-
tain £, qui est associé 3 un gap de Mott A, ~ Age™% = Age "/VIC dans le
secteur de charge. Finalement, a I'ordre d’une boucle, il n’y a aucune contribu-
tion logarithmique au flot de la constante de diffusion intra-branche g4 () tant
que l'on considere des écarts énergétiques au niveau de Fermi plus grands que la
température, soit A 2 T.

Examinons les conséquences de ce qui précede sur le diagramme de phase.
On distingue quatre phases :

— premi¢rement lorsque U > £2V, de sorte que g1(0) > 0 et g;(0) —
2g>(0) < |g3(0)[,lasusceptibilité yspw présente la plus forte singularité,
yspw étant le plus grand exposant, et 'on a donc un état SDW sans gap
de spin dans les excitations de spin mais avec un gap de Mott.

— Ensuite, lorsque V' < £U/2, ce qui correspond a g1(0) > 0 et g;(0) —
2g,(0) > |g3(0)|, c’est yrs qui devient le plus grand exposant, condui-
sant a la domination des fluctuations associées a la phase TS, sans gap ni
de spin ni de charge.

— Dans la région délimitée par U/2 < V' < 0, correspondant a g4(0) < 0
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4.). Limite du continuum

et g1(0) — 2g2(0) > |g3(0)|, C’est alors yss qui domine, et I'on est en
présence d’un gap de spin, mais il n’y a pas de gap de charge.

— Lorsque U/2 < VetV > 0,0onag;(0) —2g,(0) < |g3(0)| et 'exposant
Ycpw est le plus fort, signifiant que les fluctuations CDW dominent, et
dans ce cas il y a un gap de spin et un gap de charge.

Mentionnons que le long de la ligne U = 2V, soit g,(0) = g3(0) = 0, corres-
pond au modele de Tomonaga-Luttinger, avec yspw = ycpw. Sur la demi-droite
U =2V > 0, les susceptibilités ycpw et yspw possedent des singularités d’égale
importance, tandis que sur la demi-droite U = 2V < 0 on a alors une dégéné-
rescence yss = yrs impliquant une égalité des susceptibilités xss = yts. Enfin,
laligne de symétrie V' = 0 pour U < 0, avec g1(0) < O et gy —2g2(0) > [g3(0)],
conduit a I’égalité ycpw = yss, et donc 2 la coexistence des phases CDW et SS.
Le diagramme de phase bien connu qui résulte de ces considérations a propos
de la théorie du continuum est illustré a la figure 4.2. Il est 2 noter que dans le
cadre de ce modele, la susceptibilité associée a la phase BOW ne possede jamais
la singularité dominante, mais elle est cependant sous-dominante dans le secteur

SDW [s3].

4.2.3 En dehors du demi-remplissage

Examinons a présent le modele de g-ologie a une valeur de y finie. Les équa-
tions (4.5) peuvent étre écrites sous la forme suivante, dans le limite des basses

températures :
dgl _ 2
FT —871: (4.162)
d >
37282 —81) = —Lrgs, (4.16b)
d
= (1+ Le)ga g — g1)/2. (4.16¢)
dga .

Ces équations correspondent aux résultats de Seidel ez al.[s3, 21], et sont égale-
ment cohérentes avec les résultats obtenus par bosonisation dans la limite des
couplages faibles [40, 25, 26].
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4.3, Effets de réseau a demi-remplissage

Le flot de g1(¢), qui, comme on I'a mentionné, est lié aux degrés de liberté
de spin, garde la méme forme que précédemment, et conduit a 'ouverture d’un
gapdespin A, ~ Age™ /81 pour g, (0) < 0, Cest-a-dire, étant donné les condi-
tions initiales (4.3), que le gap de spin est présent dans la région au-dessus de la
ligne V.= U/(2 — p?). La pente de cette droite augmente avec i, comme cela
peut étre constaté a la figure 4.3. Cependant, en ce qui concerne les degrés de li-
berté de charge, 'influence du potentiel chimique u lorsqu’il est non nul affecte
les flots de 2g>(£) — g1(€) et de g3(£) en raison de la suppression de la divergence
logarithmique de la bulle électron-trou Ly, lorsque A({) < w. Ainsi, aux cou-
plages suffisamment faibles, le flot de 2g,(£) — g1 (£) n’est plus singulier, de sorte
qu’il n’est plus possible d'ouvrir un gap de charge A, < u. En conséquence, des
régions sans gap apparaissent dans le secteur de charge montrées a la figure 4.3,
pour lesquelles les fluctuations dominantes donnent des phases CDW ou SDW.

En augmentant u, les régions possédant un gap de charge reculent vers les
domaines de couplages forts. Dans les domaines sans gap de charge, I'influence
des processus Umbklapp se réduit 2 une simple renormalisation de la combinai-
son 2g>(¢) — g1(£), qui devient invariante d’échelle dans le régime des couplages
taibles. Dans la région de la figure 4.3 ou g1(0) > 0, c’est-a-dire lorsque V' <
U/ (2 — u?), leffet de suppression des processus Umklapp par le potentiel chi-
mique apparait également dans la région sans gap oti les fluctuations dominantes
sont de type TS, plutét que SDW. Sur la méme figure, un effet similaire prend
place 2 g1(0) < 0, ou la région SS (dans laquelle les termes Umklapp sont non-
pertinents) prend de l'ampleur au détriment de CDW a mesure que j augmente.

La discussion du modele de g-ologie étant faite, passons a présent a Iétude
prenant en compte les effets de réseau.

4.3 Effets de réseau a demi-remplissage

Le diagramme de phase 2 demi-remplissage a été calculé afin de tester la mé-
thode basée sur le développement en & exposé au chapitre précédent. Il est égale-
mentintéressant de décrire la physique du modele EHa i = 0 pour comprendre
les phénomenes en jeu lorsque I'on considérera un remplissage diftérent dans la
section suivante.
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4.3, Effets de réseau a demi-remplissage

F16. 4.4 — Diagramme de phase du modéle EH a demi-
remplissage. Les lignes pointillées sont celles de la limite du conti-
nuum. Les points A, B, Cet C’sont discutés dans le texte, et les flots
associés apparaissent dans les figures suivantes.
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4.3, Effets de réseau a demi-remplissage

Tout d’abord, notons que le spectre de liaison forte a une pente qui sannule
en bord de bande et également en k = 0, ce qui conduit a I'apparition de singu-
larités de van Hove dans la densité d*états. Ces singularités affectent la forme des
bulles. Cependant 4 demi-remplissage, la symétrie électron-trou est préservée,
car il y a dans ce cas autant d’états vides que d*¥états occupés.

Plusieurs différences sont a noter entre le diagramme de phase de g-ologie
et le modele sur réseau. Toutes ces différences sont imputables a la présence de
termes d’interaction non-locaux. Considérons tout d’abord le voisinage de la
ligne U = —2V pour U > 0. Dans ce cas, on observe que les constantes de
couplage non-pertinentes jouent en faveur de la phase SDW, avec un élargisse-
ment de la portion du diagramme de phase présentant un gap de charge.

Passons maintenant a l'examen du voisinage de laligne U = 2V. Cette ligne
marque un changement de signe dans les conditions initiales de g et g3. Rappe-
lons que dans le cas du modele de g-ologie, le fait que g; soit attractive implique
Pouverture d’un gap de spin. Ainsi, I'observation de la phase SS au-dessous de la
ligne U = 2V signifie que la constante g, pourtant répulsive au début du flot,
est écrantée jusqu’a devenir attractive. Le flot peut étre schématiquement séparé
en deux régimes. Initialement, on a g{(0) > 0, mais la présence des termes non-
locaux fait changer le signe de g;. Le flot continue sa progression et les termes
non-pertinents disparaissent. On peut alors approximer les équations de flot par
celles du modele de g-ologie. Supposons que l'on fasse cette approximation a
partir d’un instant £*. On peut alors utiliser g; (£*) comme nouvelle condition
initiale, et ainsi écrire :

g1(£%)

[+ @)=y (47)

g1(f) =

qui montre qu’un gap de spin souvre a £, = £* — 1/g;(£*). Or, comme en
général |g; (£*)| < 1, on comprend que le gap est tres petit, typiquement Ay ~
A()C_KG .

Pour terminer cette section, examinons le voisinage de laligne U = 2V > 0.
Dans ce cas, une différence qualitative avec le diagramme de g-ologie est 4 noter,
car une phase donde de densité de charge centrée sur les liens (BOW) apparait.
Dans cette région, les constantes de couplages non-pertinentes affectent le flot de
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1u=0.0, n=1.0
7.5 A 2.5 B
— SS m— BOW
TS SDW
2.0 TS

5.0

1.5
2.51

1.04
0.0
—0.21
—_— g1(?)
—0.4] = 20
— s (b)
0 5 0 2 4

4 4

F1G. 4.5 — [(a), (c)] Flot pour les vertex Z. [(b), (d)] Flot des
constantes de couplages. Les points A et B sont ceux apparaissant
dans la figure 4.4.
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1u=0.0, n=1.0
2.5 ¢ 2.0
— CDW CDW
m— BOW SDW
SDW BOW
1151
1.0 (a)
075' —_— ()
— 2
0.501 — O
0.251
0.001
(b)
—0.251 , ,
0 1 2
£

F1G. 4.6 — [(a), (c)] Flot pour les vertex Z,. [(b), (d)] Flot des

constantes de CO%plélg&f. Les])oz'nts C et C’sont ceux ﬂ])p&l}"ﬂl'ﬂdnf

dans la figure 4.4.
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4.4, En dehors du demi-remplissage

g3 qui devient positif, puis diverge a un certain £,. La divergence des processus
Umklapp va de paire avec la divergence de 2g, — g1 qui signale 'apparition d’un

gap de charge (de Mott).

4.4 En dehors du demi-remplissage

Prendre un potentiel chimique non nul implique un déséquilibre entre les
états occupés et les états vides. Ainsi, I'intégration des degrés de liberté n’est plus
symétrique par rapport au niveau de Fermi, sauf bien stir lorsque A <« Ao, cest-
a-dire lorsque la coupure est tres petite par rapport a la largeur de la bande ini-
tiale, ce qui permet de linéariser le spectre.

Le flot de RG peut alors étre divisé en trois régimes. Dans le premier régime,
asymétrie entre les électrons et les trous joue un réle important. Par exemple,
pour u > 0, il est possible d’avoir N'(§ > A) = 0, c’est-a-dire quaucun état fer-
mionique n’est disponible, et d’avoir également N'(§ < —A) # 0. Les contribu-
tions aux bulles électron-électron et électron-trou sont affectées différemment.
Il n’y a pas d’excitations électron-trou a 2k et la bulle électron-trou £ Cannule
dans ce régime. En revanche, les excitations par paires de Cooper qui contribuent
a la bulle £ sont bien présentes pour des impulsions (—k, k) des lors que des
états quantiques sont disponibles, c’est-a-dire pour V' (§) # 0. En fait, lampli-
tude de la bulle de Cooper est affectée en raison de la densité d’états, mais elle
conserve sa propriété de divergence logarithmique. Ces propriétés induisent un
écrantage des interactions en début de flot dont 'impact modifie la structure du
diagramme de phase obtenu dans la limite du continuum. Cet effet est un reli-
quat de Iécrantage de I'interaction coulombienne par les fluctuations de paires
de Cooper dans la théorie de la supraconductivité conventionnelle.

Le second régime correspond 4 la région ot1 A est tel que la densité détats est
presque symétrique, soit N'(—§) &~ N(£), mais le spectre n’est pas encore correc-
tement décrit par deux branches linéaires. Dans ce régime, la singularité logarith-
mique du canal électron-trou est seulement partiellement restaurée, alors que la
singularité logarithmique du canal électron-électron est intacte (voir figure 4.1).
En suivant I'exemple du premier régime, le déséquilibre entre les deux régimes
joue en faveur de l'effet d¥écrantage.

112



4.4, En dehors du demi-remplissage

Enfin, le dernier régime correspond a la limite du continuum obtenue 2 A
faible devant Ag. Dans ce cas, on peut écrire N'(§) ~ N (—=§) ~ 1/mvg pour
& — 0. Cela correspond 4 la densité d*états utilisée dans les modeles de g-ologie.

En plus des effets associés a la densité d*¥¢tats, le potentiel chimique a un im-
pact sur la bulle de Peierls. Celle-ci est constituée de deux termes Lp et L/, dont
un (Lp ) impliquant un vecteur du réseau réciproque. Ce terme sannule car la
relation de zesting est imparfaite en dehors du demi-remplissage (car 4kr n'est
plus un vecteur du réseau réciproque). En conséquence, les équations pour les
processus normaux g; et g, deviennent indépendantes des processus Umklapp.

Ceci étant dit, il est maintenant possible de discuter des effets du dopage,
que l'on sépare en trois régimes : faibles, intermédiaires, et forts.

4.4.1 Dopages faibles

Examinons le diagramme de phase de la figure 4.7 obtenu pour un faible
écart au demi-remplissage (u = 0.035) 4 partir des conditions initiales données
en (4.3), et en intégrant les équations de flot (3.31b).

Dans le secteur localisé autour de la ligne U = 2V (qui rappelons-le est as-
sociée a un changement de signe de gy dans la limite du continuum, et donc
a Pouverture d’un gap de spin au-dessus de cette ligne), on constate que les ré-
gions BOW avec gap de de spin et de charge et SDW avec gap de charge sont
repoussées vers les couplages forts, et existent seulement au dela d’un couplage
seuil U.. En conséquence, une région portant des ondes de densité de charge et
de spin incommensurables et sans gap de charge apparait a faible couplage. Le
gap sannule a une échelle dénergie incommensurable vru qui arréte le flot de
2g> — g1 et g3 qui divergent alors vers les couplages forts lorsque A devient plus
petit que vgu. Larégion ot les fluctuations BOW dominent s’abaisse légerement
par rapport au demi-remplissage. La figure 4.8 présente la forme de U, (1), mar-
quant apparition de la phase BOW gappée de charge en fonction du potentiel
chimique p. Cette fonction est bien représentée par une expression de la forme
Udc(p) = 8.03ub + ¢, avec b ~ 0.53. Notons de plus que 'on obtient ¢ — 0
dans lalimite T — 0. En effet, 2 température finie, méme tres faible, on observe
un gap seulement pour des couplages excédant un certain seuil. La température
induit une échelle {7 au-dela de la laquelle le flot est coupé tandis que l'appari-
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4.4, En dehors du demi-remplissage

4 =0.035

F1G. 4.7 — Diagramme de phase du modeéle EH, en debors du
demi-remplissage, an = 1.01. Le point D est discuté dans le texte.
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2.00 1 [ o

175 -

1.50 -
1.251 e

S 1.00- »
0.75{ o
0.50 1

0.251

0.00 = - - . . :
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

U

F1G. 4.8 — Valeur du couplage U minimale pour pouvoir observer
la phase BOW avec un gap de charge. Par exemple, le point corres-
pondant a . = 0.035 est dllustré par un disque blanc a la figure
4.7. Lajustement de la courbe donne un exposant b = 0.53.
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4.4, En dehors du demi-remplissage

tion du gap de charge est associée 4 une échelle £,(U, V). Par exemple, dans le
cas du modele de Hubbard pur répulsif (U > 0, V' = 0), I¥échelle £,(U, 0) est
décroissante en fonction de U, ce qui signifie que le gap devient de plus en plus
petit 2 mesure que 'on se rapproche du couplage nul. Ainsi, on n’observe cette
ouverture de gap que lorsque I'on a £,(U, V') < £r. Des fluctuations BOW do-
minantes en dehors du demi-remplissage, mais 2 U et V finis au voisinage de la
ligne U = 2V ont été trouvées de fagon numérique avec des simulations Monte
Carlo quantiques [50], et sont en accord avec des résultats présentés dans ce tra-
vail. Si I'on examine la région (U > 0,V < 0) du diagramme représenté en
figure 4.7, on constate qu’un potentiel chimique fini conduit 2 une suppression
de la transition pour le gap de charge a la frontiére entre les phases TS et SDW
qui est présente a demi-remplissage. La phase SDW devient alors non-gappée au
voisinage de cette frontiere.

Enfin, on remarque que la frontiere entre CDW et SS dans la région (U <
0,V > 0) de la figure 4.7 se déplace légerement vers le haut du diagramme par
rapport aux résultats du continuum (qui sont représentés en pointillés). Cela va
dans le sens d’un élargissement de la région de stabilité de la supraconductivité
en raison de 'asymétrie finie dans le spectre entre les électrons et les trous dés lors
que le potentiel chimique est non nul.

4.4.2 Dopages intermédiaires

Les résultats pour le diagramme de phase a remplissage intermédiaire sont
montrés en figure 4.9 pour un potentiel chimique i = 0.3. En raison de l'effet
faible des processus Umklapp a ce remplissage, aucune région du diagramme ne
porte un gap de charge. Cependant, I'influence de g3 au début du flot est tou-
jours présente et va de paire avec un changement de signe de g vers les valeurs
négatives a cause des couplages non pertinents. Cela a pour conséquence la per-
sistance d’une région BOW au voisinage de la ligne U = 2V Lallure du flot des
constantes de couplage dans cette région BOW est comparable au flot illustré a
la figure 4.11, mais avec une amplitude nettement plus faible (voir par exemple

figure 4.5 (c), (d)).

Plus bas dans le diagramme, la fronti¢re entre SS et TS coincide essentielle-
ment avec les résultats du continuum. L’impact faible des processus Umklapp
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et des couplages non pertinents fait que g, ne change pas de signe au cours du
flot, ce qui restaure la stabilité de la phase TS contrairement au cas des tres faibles
potentiels chimiques.

Dans la région (U < 0,V > 0), les déviations par rapport au continuum
sont plus remarquables. La tendance amorcée aux potentiels chimiques faibles
présentée ala figure 4.7 se poursuit et dépasse largement les prédictions du conti-
nuum. L'origine de I'étalement de la phase SS prend racine dans 'asymétrie mar-
quée du spectre par rapport au niveau de Fermi. Au début du flot, c’est-a-dire
pour A grand (proche de Ag) toutes fluctuations de paires électron-trou a 2k
venant des boucles fermées, des diagrammes de correction de vertex et en échelle
sont fortement supprimées en conséquence de I'absence d’¢tats disponibles pour
cetappariement. Cela est dfi ala forte asymétrie entre électrons et trous. Ainsi, ne
survivent que les diagrammes mettant en jeu les fluctuations de paires électron-
électron, cest-a-dire les diagrammes de Cooper, bien qu’elles soient diminuées
en amplitude. Ces diagrammes alimentent les équations pour g; et g,. Au point
E, le couplage g,, bien qu’initialement répulsif, est fortement écranté par les fluc-
tuations de paires de Cooper, jusqu’a devenir attractive, comme cela est illustré
ala figure 4.12. On constate que la phase SS est favorisée au détriment de CDW.
Cet effet est une réminiscence de I'écrantage de I'interaction coulombienne par
les fluctuations de paires de Cooper et conduit a 'apparition de la supraconduc-
tivité dans les métaux isotropes [41].

La forte réduction de la contribution des paires électron-trou a 2kr au dé-
but du flot est également responsable de la suppression des processus Umklapp
dans toute la région CDW présente dans la partie supérieure du diagramme de
phase. Il n’y a pas de gap de charge, contrairement aux prédictions du modele
du continuum (voir la région délimitée par les pointillés espacés de la figure 4.9).

4.4.3 Dopages forts

Considérons a présent le cas d’un remplissage fort, comme illustré 2 la fi-
gure 4.10, avec un potentiel chimique u = 1.03. A un remplissage aussi fort
que celui-ci, les processus Umklapp g3 n’ont plus aucun effet, car ils sont cou-
pés au tout début du flot. Cela se traduit par le fait que les ondes de densité
sont systématiquement incommensurables. De plus il n’y a plus aucune région
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F1G6. 4.9 — Diagramme de phase pour un remplissage n = 1.10.
Le point E, illustrant le phénomene d’écrantage favorisant SS au
détriment de CDW, est discuté dans le texte.
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du diagramme de phase dominée par les fluctuations BOW. Ainsi, il est possible
d’ignorer ces processus dans 'analyse du diagramme de phase. Seul le gap de spin
est 4 considérer. Dans la limite du continuum, on a vu que ce gap est régi par le
flot de g1, comme illustré par I'équation (4.152) ainsi que par la condition initiale
g1 ~ U —V ce quisignifie qu’il faut se placer au-dessus de laligne U ~ V (ligne
en pointillés dans la figure 4.10) pour avoir un processus répulsif. Lexamen du
diagramme de phase montre que cette frontiére est fortement modifiée par les
effets de réseau, qui sont particulierement prononcés dans la région répulsive.
Au point F par exemple, la figure 4.13 montre que g; est en effet attractive au
début du flot, puis bascule vers des valeurs répulsives, et devient marginalement
non pertinente a des valeurs de £ suffisamment élevées.

Cet effet remarquable a ses origines dans 'asymétrie particulierement mar-
quée du spectre, qui, comme cela a déja été mentionné, supprime les contribu-
tions au flot des paires électron-trou a 2ky lorsque A est proche de Ag. Seules les
contributions dues aux fluctuations électron-électron a faible impulsion prove-
nant des diagrammes de Cooper en échelle (voir figure 3.2) alimentent 'équation
de flot pour g;. Ces contributions sont associées a un terme proportionnel au
produit g; g» qui est initialement négatif, ce qui rend les diagrammes correspon-
dant globalement positifs. En conséquence, le flot de g; atteint finalement les
valeurs positives. Cela peut étre vu comme la contre-partie de I'écrantage favori-
sant la phase SS discuté plus haut. Cet anti-écrantage élargit la région de stabilité
de la phase SDW au détriment de la phase CDW, qui perd donc du terrain sur
toutes ses frontieres. L’anti-écrantage est aussi présent dans une moindre mesure
dans le voisinage de laligne U ~ V' mais dans la région attractive, ot dans ce cas
la phase TS gagne du terrain sur la phase SS (on constate bien que la frontiere
TS-SS est au-dessus de la ligne en pointillés).

Enfin, portons notre attention sur la région (U < 0,V > 0) du diagramme
de phase, ot1 nous voyons qu'en comparaison avec les résultats de la figure 4.9,
la région de stabilité de la phase SS est encore augmentée toujours au détriment
de CDW, et atteint environ le double ce que la théorie du continuum prédit.
L¥écrantage de g, vers les valeurs négatives par les fluctuations de paires de Co-
oper est dii au régime de début de flot, régi par la non-linéarité du spectre. On
observe la méme tendance que celle présente a la figure 4.12, mais elle est encore
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renforcée car I'asymétrie du spectre est alors encore plus marquée 2 mesure que
le potentiel chimique prend des valeurs plus fortes. Les calculs menés a des rem-
plissages encore plus forts, notamment a . = V2, Cest-a-dire pour une bande
remplie aux trois quarts, montrent que le diagramme de phase a essentiellement
la méme allure que celui de la figure 4.10, avec toutefois des différences portant
sur les frontiéres de la région de domination de CDW. Par le méme mécanisme
d’écrantage, la région CDW diminue progressivement en faveur des phases SS
et SDW'. Cela conduit a la conclusion que l'asymétrie électron-trou dans une
bande remplie de fagon incommensurable fournit un mécanisme efficace pour
écranter la partie répulsive des interactions coulombiennes, et favorise alors I'ap-
parition d’une phase supraconductrice.

1. Les calculs effectués ne prennent pas en compte I'influence des processus Umklapp a trois
particules & 8k, présents dans le cas d’une bande remplie aux trois quarts [26]. Ces termes sont
non-pertinents dans le secteur a couplage faible car ils seraient en O(£2), mais ils peuvent in-
fluencer le flot des constantes marginales.
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u=103

F16. 4.10 — Diagramme de phase pour un remplissage n = 1.34.
Le point F, illustrant le phénomene danti-écrantage favorisant
SDW au détriment de CDW, est discuté dans le texte.

121



4.4, En dehors du demi-remplissage

1=0.035, n=1.01

61 — CDW
e BOW
SDW ]
5] 0.3
S—
41 0.21 —_
— (0
— g3(2)
3 0.1
2] (@) 0.0 )
\
14 : : : :
0 5 10 0 5 10
4 4

F1G. 4.11 — Flots associés au point D de la figure 4.7. (a) Vertex Z.
(b) Constantes de couplage.

1©=03, n=1.10
1.6 — DV 1 0.00
— SS
1.51 —0.251
1.4‘ _OSOA
1.31 —0.751
1.21
—~1.001
1.1
—21(£)
(a) —125{ — o0 (b)
1.04 — 0
00 025 05 075 00 025 05 075
£ £

F1G. 4.12 — Flots associés au point E de la figure 4.9. (a) Vertex Z.
(b) Constantes de couplage.
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u=103, n=134

1.150 0.5
— CDW —_— g1(f)
SDW —_— 22(%)
1.1251 0.4 —_—
1.100 031
1.0751
0.21
1.050+1
(a) 0.14 b)
1.0251
0.0‘ /‘¥
1.000
0 1 2 0 1 2
4 4

F1G. 4.13 — Flots associés au point F de la figure 4.10. (a) Vertex Z.
(b) Constantes de couplage.
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5

Extensions supplémentaires

« This new learning amazes me, Sir Bedevere. Explain to me again
how sheep’s bladders may be employed to prevent earthquakes. »

Monty Python and the Holy Grail

Ce dernier chapitre donne un apercu de différentes extensions du travail présenté jusqu’a pré-
sent. Dans la premiere section, des interactions aux plus proches voisins autres que densité-
densité sont présentées. Les termes que Lon considere correspondent a des interactions de la
forme saut-saut et saut-densité respectivement. Quelques diagrammes de phase prenant en
compte ces termes sont présentés, d'abord a demi-remplissage pour comparer avec la littéra-
ture existante sur le sujet, et ensuite a potentiel chimique fini. La seconde section esquisse les
autres extensions possibles. Tout d'abord, on traite de la prise en compte de termes supplé-
mentaires dans le spectre a une particule et de termes d’interactions aux seconds voisins et
au-dela. Ensuite, il est brievement question des susceptibilités uniformes. Enfin, le cas d'une
extension aux systemes quasi-unidimensionnels est brievement évoqué.
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5.1 Interactions généralisées aux plus proches voisins

5.1.1 Modéle U-V-W-X(-X")

Jusqu’a présent, les efforts ont été concentrés sur le cas du modele EH, que
l'on peut aussi qualifier de modele U-V pour des raisons évidentes. Cependant,
la méthode qui a été développée peut étre utilisée pour étudier le diagramme de
phase d’autres modeles non-intégrables. On peut en effet considérer des inter-
actions non-locales généralisées [3s, 9, 10, 2, 31], dont les effets ont été étudiés a
demi-remplissage. Des résultats numériques a 4 = 0.0 montrent des déviations
dans les diagrammes de phases par rapport au modele de g-ologie [44].

Le terme d’interaction aux plus proches voisins V n’est pas le seul que I'on
peutécrire. Rappelons en effet la forme générale de 'action a deux corps construite
a partir des opérateurs particule-trou de spin 0 :

Sy, &] = pry,x/yfpxy [V, 175]10)652’[1»”’ 1}] (S-I)

Si on se limite 4 des interactions aux plus proches voisins, avec des couplages
spatialement uniformes, alors il n’y a, en plus du terme V, que deux possibilités,
qui menent au Hamiltonien d’interaction suivant :

Hwx =W Y B, + X Y Byy(ny +ny). (5:2)

{x,) {x,y)

Le terme W décrit une interaction entre sauts d ¢lectrons. Un tel terme peut étre
généré par 'interaction électron-phonon. Sil'on appelle ¢ le champ associé aux
phonons, alors le terme d’interaction électron-phonon est schématiquement de
la forme ~ ¢ By,,. Laction pour les phonons seuls se réduit 4 une théorie gaus-
sienne dans le cas ot les vibrations du réseau sont supposées harmoniques. On
peut donc intégrer les phonons, ce qui meéne a un terme ~ B}, c’est-a-dire un
terme de type W. Le terme X est plus mystérieux quant a son interprétation
physique, et on se contentera de dire qu’il est 2 przors tout a fait permis par l'in-

teraction coulombienne.

Lorsque le terme W-X est transformé dans I'espace de Fourier, les constantes
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(a) u=0.0,W=-0.03, X=0 (b) u=0.0W=-02X=0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 -0.5 0.0 0.5

J . . . . . . J
(C) u=0.0,W=0.03,X=0 (d) u=0.0W=02X=0

F1G. 5.1 - Diagramme de phase a demi-remplissage dans la limite
du continunm en présence du terme d interaction saut-saut W. Les
phases gappées ne sont pas différencices des phases non gappées.

WX - .
de couplage g,/ %, ¥, prennent la forme suivante :

oW ,
gl?;fl(cz,k; = n—vF[cos(kz —k}) + cos(ky + k)]
+ X[ cos(ky) + cos(kz) + cos(k}) + cos(ky + ko — k)] (5.3)

Pour prendre en compte le terme W-X dans les équations de flot précédemment
établies, il suffit donc de dériver les conditions initiales en utilisant le développe-
menten £. La démarche est exactement la méme que pour le modele U-V, illus-
tré a la section 4.1. Contentons-nous d*écrire les contributions marginales aux
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constantes de couplage initiales, en prenant en compte les termes W et X :

U 2V 8w 8X
g1 = — + — cos(2kF) -I— — + —— cos(kg),
TUF TVUF TVF
U 2V 4w 8X
gr = + + (1 + cos(2kF)) + — cos(ky),
TUF TUF TUF TVUF
u 2v 8w 2X
g3 = — + — cos(2kr) +— cos(2kg) + —(3 cos(kr) + cos(3ky)),
TTVE TTVE Ur
U 2V 4w 8X
g4 = + + (1 + cos(ZkF)) + —— cos(kp). (5-4)
TIVE TIVUE TVUE TLVF

On constate ainsi qu’a demi-remplissage, étant donné que cos(kr) = 0, le terme
X n’aaucune contribution marginale. De plus, ce terme brise la symétrie électron-
trou, et introduit une dépendance en le signe du potentiel chimique. Pour des
raisons liées a la technique utilisée, Nakamura ez 4/.[44] ont ajouté un terme
supplémentaire  trois corps X’ de type saut-densité-densité, qui, lorsque l'on
a X' = —2X, permet de restaurer la symétrie électron-trou. Lorsque le terme
X' est traité en champ moyen, il conduit a un terme de type saut-saut qui vient
sajouter au terme W ainsi qu’a un terme de type saut-densité qui vient annuler
exactement le terme X. L'approche qui a été décrite dans ce manuscrit ne né-
cessite cependant pas la présence de la symétrie électron-trou, et les termes X et
X' (ce dernier étant traité en champ moyen comme décrit) peuvent étre étudiés
indépendamment 'un de l'autre.

Dans la suite, on va se concentrer sur le cas du terme W, qui fournit un autre
mécanisme pour favoriser la phase BOW, mais qui permet aussi, lorsque W est
répulsif, de donner naissance a une phase BSDW.

5.1.2 Cas duterme W/

La figure 5.1 donnele diagramme de phase du modele U-V a demi-remplissage
en présence du terme W, pour des valeurs attractives et répulsives, a couplages
faibles et intermédiaires. Dans tous les diagrammes qui suivent, les phases gap-
pées ne sont pas différenciées des phases non gappées. Lorsque W est attractif, la
phase BOW est favorisée dans le voisinage de la ligne U = 2V. L’interaction de
type saut-saut est donc un mécanisme diftérent pour favoriser ce type de phase.
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5.1. Interactions généralisées aux plus proches voisins

Cependant, dans le cas ot W est répulsif, la phase BSDW est alors favorisée.

(a)

(b) u=0 W=-02 X=0.0

u=0, W=-0.03, X=0.0

2.0

1.5

1.0

0.5

-0.5

-1.0

-15

-2.0

(C) =0, W=0.03, X=0.0 (d) u=0,W=02 X=0.0

F1G. 5.2 — Diagramme de phase a demi-remplissage sur résean en
présence du terme W. Les phases gappées ne sont pas différenciées

des phases non gappees.

Ces résultats sont a comparer avec ceux de la figure 5.2, obtenus en prenant
en compte les effets de réseau, a demi-remplissage. On constate les effets de ré-
seau quantitatifs pour le cas out W est attractif, avec un recul marqué de la phase
TS au profit de SS. Pour une valeur faible et répulsive de W (panneau (c) de la
figure 5.2), on constate une différence marquée avec le résultat du continuum.
En effet, pour des couplages U-V tres faibles dans le voisinage de la demi-ligne
U =2V > 0, on retrouve un accord qualitatif avec les résultats du continuum,
mais lorsque lorsque U augmente encore, la phase BSDW se referme au profit
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5.1. Interactions généralisées aux plus proches voisins

de la phase BOW, et I'on retrouve une diftérence qualitative avec le cas du conti-
nuum. Que la phase BOW apparaisse n’est pas surprenant. En effet, W reste fixé,
mais a mesure que U augmente, V' augmente aussi puisque nous sommes tou-
jours dans le voisinage de U = 2V, ce qui signifie que passé un couplage suf-
fisamment grand, on peut presque négliger le terme W, et dans ce cas, on sait
que la phase BOW va dominer. Enfin, lorsque W devient plus répulsif, on ob-
serve un élargissement de la phase BSDW, et la phase BOW disparait alors du
diagramme de phase en couplage faible. De plus, on remarque que les frontieres
BSDW-TS et SS-CDW sont des droites avec une pente faible mais tout de méme
non nulle. Cette pente devrait pourtant étre nulle du fait de la présence de la
symétrie suivante du terme W [44, 55] :

Yt = Vot Y, = (1) Py g (5-5)

Nous interprétons cette pente comme la signification que le développement en
£ brise faiblement cette symétrie, montrant ainsi une limite de l'approche déve-
loppée. On peut cependant penser quen allant 4 des ordre plus élevés en £ les
résultats seraient meilleurs, puisque I'on devrait avoir tendance a rétablir cette
symétrie.

(b)

(a) u =0.035, W=0.03, X=0.0

u=0.035 W=-0.03, X=0.0

-0.5

-1.0

-15

-2.0

-20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 20
u

F1G. 5.3 — Diagramme de phase a un remplissage n = 1.01 en
présence du terme W. Les phases gappées ne sont pas différenciées
des phases non gappées.

Enfin, décrivons brievement la figure 5.3, montrant les diagrammes de phase
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ap = 0.035 prenanten compte les effets de réseau, pour des valeurs W = 40.03.
Les effets sont peu marqués avec un potentiel chimique faible. La phase BOW
persiste lorsque W est attractif, et se maintient lorsque W est répulsif. Enfin,
on devine le début d’un effet décrantage favorisant la phase SS au détriment de
CDW, qui devrait s’accentuer a des potentiels chimiques plus élevés.

5.2 Autres extensions possibles

5.2.1 Termes supplémentaires

Jusqu’a présent, les hamiltoniens explorés comportaient une "dose minimale”
de non-localité, limitée aux liens entre plus proches voisins. Il est cependant pos-
sible détendre les modeles étudiés en considérant des termes encore plus non-
locaux, a commencer par le cas des liens aux seconds voisins *. Les termes d’inter-
action a deux corps ne posent pas de probleme particulier, il suffit de les exprimer
dans l'espace de Fourier puis d’utiliser le développement en £ afin d’obtenir les
conditions initiales.

Il est également possible de considérer un terme de sauts aux seconds voisins :

Y Py = Y 20 (KWo(K),  e2(k) = 12 = 4(cosk)? +2). (5.6)

(xsy)Z K.,o

Le spectre a un corps total & (k) s¥écrit donc :

Sor(k) = e1(k) + e2(k) — . e1(k) = =21 cos(k). (5.7)

La présence du terme ¢, modifie le vecteur d'onde de Fermi, qui est solution de
Péquation & (kr) = 0, clest-a-dire :

—2t; cos(ky) — 4to(coskp)? + 2t, — . = 0. (5.8)

1. On notera (x, y), une paire de points seconds plus proches voisins.
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5.2. Autres extensions possibles

On obtient alors :

5] 8t22 /’LIZ)
cos(k)z—(—l:l: 1+ ——-4—7F). 5.9
YT, 12 12 (59)

Par définition, on a k¢ > 0, ce qui implique que pour certaines valeurs de 7, et
w il y a deux solutions. Autrement dit, cela signifie que le spectre & (k) n’est
pas monotone sur la moitié de premiere zone de Brillouin k£ > 0, et donc il est
possible de trouver une gamme de remplissages telle qu’il existe une poche de
trous dans cette moiti¢ de premiere zone de Brillouin.

Or, la méthode qui a été développée repose notamment sur la monotonie
de la relation de dispersion *. Dans le cas ot1 #, reste suffisamment faible, £, (k)
est monotone, et des modifications techniques minimes sont requises par rap-
porta ce qui a été présenté dans les chapitres précédents. En effet, il est toujours
possible de travailler avec des variables & corrigées de la fagon suivante :

§ = =2t cos(k) — u —3p, (5.10)

ou le terme correctif §u est choisi tel que & (kr) = 0. Le changement de variable
k — & comporte une dose d’arbitraire : on est libre de faire les intégrales avec
les variables de notre choix! Le point important est que la condition £ ~ 0 se
traduise par k & kg. Grice  la derniere équation, on voit qu’il suffit d'adapter la
méthode des chapitres précédents en faisant le remplacement u — p + 8 dans
le programme écrit précédemment, et qu’il faut utiliser la fonction & (k) dans
les expressions des bulles.

5.2.2 Susceptibilités uniformes

Jusqu’a présent, nous nous sommes concentrés sur le cas des fonctions de ré-
ponse associées a des divergences logarithmiques présentes dans le canal électron-
électron inter-branche, et électron-trou a 2kg. Il est cependant possible de s’in-
téresser au cas des fonctions de réponse associées au canal électron-trou intra-

2. Il serait pourtant possible de considérer le cas d’un spectre £.(k) non-monotone, mais
cela nécessiterait d’introduire un indice supplémentaire sur les champs lorsque le changement
de variable k — £ est effectué.
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branche (c’est-a-dire le canal de Landau, donnant lieu a une bulle £y ), alimen-
tées par des contributions intervenant en fin de flot, lorsque 'on atteint le régime
A ~ T.On peut s’intéresser a deux de ces fonctions de réponse. La premicere
correspond a la susceptibilité magnétique uniforme, et la seconde a la compres-
sibilité. Des études de ces fonctions de réponse ont déja été menées, notamment :
— pour le modele de Hubbard dimérisé a quart-remplissage par la méthode
Monte Carlo Quantique [39],
— pour le modele de Hubbard avec une méthode analytique construite a
partir de la matrice de transfert [33],
— pour le modele de Hubbard répulsif par le groupe de renormalisation
[45].
— pour le modele U-V-V; 4 quart-remplissage par le groupe de renormali-
sation dans le cadre du modele de g-ologie [24],
— pour le modele de Hubbard répulsif par des méthodes numériques as-
sociées a 'ansatz de Bethe [20].
Laméthode quia été développée permet d’obtenir ces susceptibilités pour le mo-
dele U-V en prenant en compte les effets de réseau, a travers leur influence sur
le flot des constantes de couplage marginales. Pour dériver les équations pour les
fonctions de réponse, il faut obtenir les équations de flot pour les vertex 4 trois
pattes correspondant. Afin d’y parvenir, on reprend des équations (3.4) pour ch-
setsp-s,aq = 0, cest-a-dire avec un champ source uniforme. Autrement dit,
on définit les deux vertex suivants :

Zc = Z$3(0), Zn = Z; (0). (5.11)

On obtient alors les équations de flot voulues :

dz, 1

— ==L Zx X»

¢~ 2es
gc = &1 — 84— 282, (5.12)
M = &1 1 &4
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Les susceptibilités normalisées sont alors données par :

L
fot(T) = /0 de’ £1.(0)(Z,(0))>. (513

Pour pouvoir tracer les courbes donnant ces susceptibilités uniformes en fonc-
tion de la température, il faut prendre en considération les corrections au poten-
tiel chimique. Le potentiel chimique a température T' doit satisfaire a I'équation
suivante, assurant que le remplissage n est fixé :

+o00
[ denternete—pur) = n. (5.14)

Dans notre cas, la densité d’états est celle correspondant au spectre de liaisons
fortes. Enfin, mentionnons qu’il faut intégrer jusqu’aux grandes valeurs de £ afin
de dépasser la valeur £7 correspondant a I’échelle thermique, que 'on peut défi-
nir grice 3 l'équation ng(Age™7) = 1/2. Ainsi, si l'on prend ¢; > £, >> {7, on
obtiendra ,(T) = e, (T) = 104s(T).

Un exemple de profil de susceptibilité en fonction de la température est donné

a la figure 5.4, pour le cas du modele de Hubbard répulsif U = 1.2, et 2 un tres
fort remplissage n = 1.86 correspondant a un potentiel chimique 1 = 1.95. On
retrouve les principales caractéristiques attendues de ces fonctions de réponse
(voir articles cités plus haut). Tout d’abord aux basses températures, on retrouve
la chute vers une valeurs finie de la susceptibilité magnétique, et I'on retrouve
un profil de type loi de Curie dans le domaine des hautes températures. Aux
températures intermédiaires, on observe de plus un "rebond” des susceptibilités
produit par les effets de réseau. Une étude plus détaillée serait nécessaire pour
obtenir des graphes dans le cas du modele prenant en compte le terme V.

5.2.3 Extensions méthodologiques

Comme on I’a vu, nous nous sommes limités a I'ordre deux dans le déve-
loppement en £. De plus, nous avons négligé les corrections diagrammatiques
apportées au flot des constantes non-pertinentes, réduisant alors drastiquement
le cotit de la résolution numérique. On pourrait cependant gagner en préci-
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p=195 U=12

. * Xc
0.25 A - - Xm
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F1G. 5.4 — Susceptibilités uniformes. La courbe y associce aunx
points jaune corvespond a la bulle de Landau, c’est-a-dire y(T') =

[Ede Ly (), avec > 0r.
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5.2. Autres extensions possibles

sion en prenant en compte ces corrections. De plus, il serait possible d’aller 3 un
ordre plus élevé dans le développement en €. Cependant, ces ajouts ne devraient
conduire qu des modifications quantitatives légeres des diagrammes de phase
obtenus, n’affectant pas les conclusions exposées plus haut, ainsi qu’au chapitre
précédent.

Une autre extension envisageable, beaucoup plus technique a mettre en ceuvre,
serait d’étendre les équations de flot obtenues en prenant en compte les termes
3 deux boucles.

5.2.4 Systéemes quasi-unidimensionnels

Plagons-nous dans le cas quasi-unidimensionnel. On considere donc des chaines
faiblement couplées entre elles. On peut considérer la relation de dispersion sui-
vante :

E(k,ki) = =2t cos(k) —2t, cos(ki) — 1, (5.15)

ou k est 'impulsion le long des chaines, tandis que k; désigne 'impulsion per-
pendiculaire aux chaines. Pour la suite, on va noter (k) = —2t cos(k) — p et
e1 (k) = —2t1 cos(k1). Nous allons esquisser une démarche envisageable pour
traiter le cas quasi-unidimensionnel en suivant la ligne de raisonnement des cha-
pitres précédents. L'intérét est la encore de classer les constantes de couplage par
ordre de pertinence et de réduire le cotit numérique grice au développement en
£. Supposons que lon ait une fonction f(k, k), dans ce cas, on pourrait intro-
duire un développement de la forme suivante :

o g_—nenL
k) = fo, (6, 20) = Zo LT (516)
n,n) =

Maintenant, méme les quantités définies sur la surface de Fermi dépendent de £.
En effet, étre sur la surface de Fermiimplique la contrainte § +¢; = 0. Mais dans
la pratique, étant donné que les sauts inter-chaines sont bien moins probables
que les sauts intra-chaines, ce qui est équivalent a écrire 1} < ¢,onabiené ~ 0,
et les corrections doivent rester petites.

On peut supposer que la procédure de régularisation pourrait étre réalisée
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en utilisant £ = £ + ¢, comme variable d’échelle. Cela modifierait au minimum
la forme des bulles :

ne(E(p)) —ne(— E(=p + )

£ 2= —A04(04()0a(-5 + ) ey L
E(p,)) — E(p+q
chg= ana(onpoas ) "CENEET o

ou le régulateur est donné par une expression similaire au cas purement unidi-
mensionnel :

04(P) = ra(|E(D)|/ A). (5.19)

La somme sur les impulsions pourrait étre remplacée par une intégrale sur £ et
e1. Celaferaitalors apparaitre une densité d’états factorisée de la forme N (§) NV (e 1).

Pour terminer, faisons une estimation du nombre déquations de flot 2 une
boucle pour les constantes de couplage. Cette estimation varie en fonction de
Papproximation considérée :

— dansle cas ot 'on considére toutes les variables £ et les variables € a I'ordre

2, il faut considérer tous les termes suivants :

SOSO’ 5-180’ %-280, éOel’ 5082, %—181,

ce qui, en prenant en compte les signes des impulsions donne au total
8:8-(14+3+4+6+4+3+ 6+ 9) = 1792 constantes. Par symétrie de
réflexion des impulsions, on peut diviser par quatre ce nombre, ce qui
donne dans le pire des cas 448 constantes de couplages. On peut suppo-
ser que les constantes de couplage ne dépendront pas du signe des im-
pulsions transverses, ce qui donne au total 4 - 28 = 112 constantes de
couplage.

— supposons que l'on se place dans une approximation de type g-ologie
pour la partie longitudinale, alors on peut négliger la dépendance en les
g, ce quidonne 4 - (1 4 3 4 6) = 40 constantes de couplage. C’est donc
exactement le méme nombre de constantes de couplage que dans le cas
purement unidimensionnel avec dépendance en les £.

136



«Rien de ce qui est fini n’est jamais complétement achevé tant que
tout ce qui est commencé n'est pas totalement terminé. »
Pierre DAc, Pensées



Conclusion

Dans cette these, un méthode basée sur le groupe de renormalisation fonction-
nel a été développée pour Iétude des modeles fermioniques unidimensionnels
sur réseau. L'exemple du modele EH a été traité, et le diagramme de phase a été
calculé a remplissage arbitraire. On a vu que les effets de la courbure du spectre
a un corps ainsi que les processus non-pertinents modifient systématiquement
les conditions initiales du modele de g-ologie effectif défini dans la limite du
continuum, valable aux basses énergies. Une des conséquences les plus impor-
tantes des effets aux hautes énergies est Iapparition de la phase BOW dans le
voisinage de la ligne U = 2V dans le secteur répulsif. La disparition progres-
sive de cette phase 4 mesure que le potentiel chimique augmente a été étudide.
De la méme fagon, a demi-remplissage, les couplages non-pertinents modifient
le diagramme de phase dans les autres secteurs, favorisant les phases gappées SS
et SDW (8S pour U > 0 et SDW pour U < 0) au détriment de la phase TS
non-gappée. A potentiel chimique fini, on a vu que la symétrie électron-trou du
spectre de liaisons fortes est perdue, induisant une asymétrie dans I'intégration
des degrés de liberté. Cette asymétrie affecte fortement le flot des amplitudes
de diffusion et des susceptibilités, a travers un déséquilibre entre les contribu-
tions des processus électron-électron et électron-trou a 2kg, ayant pour effet de
coupler les degrés de liberté de spin et de charges a haute énergie. Au début du
flot, les vertex a trois pattes pour les ondes de densité ainsi que les diagrammes
alimentant les processus Umklapp sont fortement réduits, au contraire du ca-
nal électron-électron qui conserve sa divergence logarithmique. A la fin du flot,
les constantes de couplage non-pertinentes sont supprimées, ne laissant que les
termes marginaux qui permettent alors de définir un modele de g-ologie dans
la limite du continuum, avec des parametres initiaux renormalisés. En résultent
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des diftérences entre les diagrammes de phase obtenus et ceux prédits par le mo-
dele de g-ologie pur. Lexemple de la phase CDW est particuli¢rement parlant
a cet égard, puisque la région sur laquelle elle domine se réduit & mesure que le
dopage augmente, en faveur de I’état SS dans le secteur U < 0. Cet effet n'est pas
sans rappeler I'écrantage de I'interaction coulombienne par les paires de Cooper
de haute énergie dans les métaux ordinaires, permettant l'existence d’une phase
supraconductrice induite par le couplage attractif retardé résultant de I'interac-
tion électron-phonon [41].

On a également vu que 'approche développée n’est pas limitée au modele
EH, et peut étre transposée au cas d’autres modeles non-intégrables sur réseau.
Le cas d’interactions non-locales généralisées aux premiers voisins a été présenté.
On a notamment vu que le terme W, de type saut-saut, favorise la phase BOW
dansle cas attractif et la phase BSDW dans le cas répulsif. Le devenir de ces phases
a potentiel chimique fini a été brievement présenté. La méthode développée per-
met en outre de calculer les fonctions de réponse uniformes pour les ondes de
densité. Enfin, il semble envisageable détendre la méthode au cas des systemes
quasi-unidimensionnels, en présence d’un terme de saut inter-chaine faible, ce
qui permettrait de faire une étude de ces systemes en couplage faible en dehors
du demi-remplissage, pertinente pour la compréhension de certains matériaux
présentant une phase supraconductrice non-conventionnelle.
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A

Uniteés et conventions

Unités  On travaille dans un syst¢eme d’unités tel que kg = % = 1. De plus,
t désignant le parametre de saut du modele de liaisons fortes est utilisé comme
unité d’énergie. Dans les équations de flot de RG que nous utilisons, le parametre
A ala dimension d’une énergie et non d’une impulsion. Enfin, nous noterons a
le pas du réseau, que nous prendrons comme unité de longueur.

Transformation de Fourier Les conventions pour la transformation de Fourier
sont données par :

T 400 BZ1
f(x,7) = \/; Z Zf(k,a)n) gkx=ient ) = @n + 7T,

n=—o00 k
B
= flk,w,) = \@ > / dr f(x,1)e@nt=ikx, (A1)
X0

De plus, on notera Iégalité suivante :

Y= 3" Loeg=L5", L>1L (A.2)

GeRR
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Algorithme de recherche des frontieres

Les frontieres sont déterminées grice a un algorithme de dichotomie. On
se place dans le plan (U, V) avec une valeur de p fixée, puis on choisit une va-
leur Vi ainsi que plusieurs valeurs —Upax < Ui < Upax. On détermine alors
la phase pour chacun des points (U;, £ Vinax). Ensuite, sur chaque ligne verticale
U = U; on précise le diagramme de phase par dichotomie. Les frontieres appa-
raissent alors dans la limite ot le nombre de générations tend vers I'infini. Dans
la pratique on s’arréte apres 10 générations. Au besoin, il est également possible
de faire un balayage horizontal. Les calculs pour chaque ligne U = U; sont ef-
fectués en parallele pour diminuer le temps de calcul. Ainsi, pour un diagramme
de phase, on prend environ 60 lignes verticales, ce qui donne environ 10? points
calculés.
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C

Quelques remarques théoriques

C.1 Des systemes différentiels linéaires aux intégrales
fonctionnelles

Les intégrales fonctionnelles peuvent étre introduites comme moyen détude
de certains systemes d équations différentielles linéaires. Ces systemes ontla forme
suivante :

dslo(s)) = Dlo(s)),

Clo) =0, (Ca)
|0(0)) = |oo),
oulona:
— |o(s)) un élément d’un IK-espace vectoriel V évoluant selon le parametre
réel s,

— D :V — Vun opérateur linéaire diagonalisable par bhypothese,
— C:V — V un autre opérateur linéaire servant a spécifier des conditions
aux limites qui réduisent I'espace des solutions,

— |oo) une condition initiale.
Naturellement, on doit avoir [D,C] = 0 pour étre stir que si Clog) = 0 alors
Clo(s)) = 0 pour touts > 0. Il est 2 noter qu'en dépit de la notation utili-
sée, le probleme considéré n’a potentiellement rien de quantique. En fait, il y
a essentiellement deux cas 4 considérer. Soit le probleme est classique, et dans
ce cas le vecteur |o) représente en fait une distribution de probabilité. Dans ce
cas, on considere usuellement un vecteur spécial |1) 4 aide duquel on impose
une condition de normalisation (1|o) = 1 (et il faut en plus imposer que les
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coordonnées du vecteur soient positives). En général, une observable sera alors
définie par un opérateur O dont la moyenne est donnée par (O) = (1|O|o). Au
contraire, dansle cas o1 le probleme est quantique, le vecteur |o) représente Iétat
quantique du systeme, et I'on retrouve le formalisme habituel de la mécanique
quantique en imposant la condition de normalisation (o|o) = 1.

Ce type de systeme diftérentiel peut étre résolu de fagon immédiate (mais
seulement formelle) grice a 'application exponentielle, avec laquelle on obtient :

0 (s2)) = 2P o (1)), 52 > 51

Ainsi, si les | yo) sont les vecteurs propres de D associés aux valeurs propres Aq,
alors une solution est donnée par’ :

lo(s5)) =/aae*aS|Xa), 00 €K, Dlya) = Aolxa). (C.2)

Introduisons a présent un objet capital dans Iétude de Iéquation (C.1), a
savoir le propagateur G(s). Celui-ci est un opérateur évoluant avec le parametre
s, il est défini par :

G(s) = O(s) e’”. (C3)
Le propagateur est solution de quation suivante :

0

—g(s) =DG(s) + 4(s).

as

Ainsi, on obtient immédiatement |0 (s2)) = G(s2 — s1)|o(s1)), ce qui explique

I'utilisation du terme propagatenr. Il permet en outre de résoudre I'équation sui-
vante, en présence d’un terme source |J(s)) € V:

0
75106 =Dlo(s)) + |7(5)), (C.4)

1. on utilise une mesure jt, sur lespace &£, dans lequel vivent les étiquettes o et on écrit
Jo fa = J¢, dity(@) fo qui peut donc représenter 2 la fois une somme discréte et une intégrale.
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dont une solution est donnée par :

+o0
0(s)) = loo(s)) + / ds"G(s — s)IJ(s")) = loo(s)) + G * [ (s)),

ol |0g) est une solution de I'¢équation (C.1). Remarquons de plus que cette der-
ni¢re expression explique la présence de la fonction de Heaviside dans la défini-
tion du propagateur : elle est 1a pour assurer la causalité. Ainsi, |o (s)) ne dépend
que des valeurs passées de la source |J(s)).

Le calcul formel du propagateur dans la base | x4) est immédiat, et on ob-
tient :

G(s) = [ O5)¢™ | 1a) (Yol

mais cette forme n’est d’aucun secours pratique, car le spectre n'est en général
pas connu. La difficulté du probléme (C.1) réside en effet dans la diagonalisa-
tion de l'opérateur D. Cependant, pour de nombreux problemes auxquels on
s’intéresse en physique, cet opérateur prend la forme D = Dy + gD; ou gD
représente une perturbation (dont la petitesse est controlée par le parametre g)
de l'opérateur Dy dont le spectre est connu. Une premiere stratégie consiste a
utiliser une méthode des perturbations directement sur Iéquation (C.1). Cela
consiste a supposer que la solution |0 (s)) peut étre décomposée en une série en-
tiere ), g"|0,), avec pour condition initiale |0(0)) = |0¢(0)), |0, (0)) = 0 pour
toutn > 0. Lorsque 'on insere cette forme dans notre équation et que I'on iden-
tifie les termes, on obtient une infinité de nouvelles équations couplées formant
une relation de récurrence différentielle :

a
-10241(5)) = Dolon11(5)) + D1lon(s)),

et avec pour terme initial 3/9s|oo(s)) = Do|oo(s)). On reconnait des équations

avec termes sources, que I'on peut résoudre puisque I'on connait le propagateur
non-perturbé Go(s) = O(s) e*P0. On obtient donc une relation de récurrence
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intégrale :
|0n+1(5)) = Go * D1lon(s)) = GoDi * |on(s)),

avec pour terme initial [09(s)) = Go(s5)|00(0)). En itérant cette relation dans
elle-méme, on détermine |0,,) en fonction de |oy) :

04(5)) = (GoD1)™ * 0o (s)).
Puis en revenant  la série perturbative, on obtient :

0(5) = 3 £"GP)™ * oo()) = (1= G0+ D1)  * Golo ),
n=0

ce qui nous permet d’obtenir la forme du propagateur total :

G=(1-2G0*Di) *Go

En inversant cette derniere équation, puis en multipliant a gauche par Gy et a
droite par G, on parvient a I'équation de Lippmann-Schwinger :

G(s) = Go(s) + gG0D1 * G(s). (Cs)
Dans I'espace de Fourier, le produit de convolution devient un produit :

G(w) = Go(®) + gGo(w)D1G(w).

Cependant, il n’est pas évident de travailler directement avec ces équations.
Le formalisme des intégrales fonctionnelles est particulierement propice a la construc-
tion d’approximations. Il y a plusieurs approches pour parvenir a ce formalisme.
Commengons par décrire 'idée générale. On utilise les éléments de matrice du
propagateur, qui sont donnés par :

G, p:5) = (¥1G(s)lg) € K,
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ol | ) et |¢) sont deux éléments quelconques de V. A présent, remarquons que
le propagateur vérifie I'identité suivante pour tous s3 > s, > 51 :

G(s3 —s1) = G(s3 — 52)G (52 — 51),

ce qui nous donne donc, dans une base orthonormée * |gq)

G(qazsqaris3 —51) = / G(Gus>Gars 53 — 52)G(qars Gays S2 — S1)-
o2

Il s’agit de I'équation de Chapman-Kolmogorov, que 'on a obtenu en appliquant

la définition des éléments de matrice, et en insérant une résolution de I'identité 3.

Cette derniere équation est assez suggestive car elle peut étre injectée dans elle-

méme autant de fois que désiré, ce qui nous permet d¥écrire :

N—
G(Q(vaq%-;s) :/(; ., 1_[ G(qan+l,qan;8), o; = O, oy = an,
10N —1

n=0

—

(C.6)

oulonsestdonné unentier N > 1etavece = s/N. Lexpression qui précede est
une somme sur les chemins a2 N + 1 dans I'espace des étiquettes « commengant
en «; et terminant en of. En effet, un tel chemin est la donnée d’une séquence
Yy = (&, a1, ..., an—1,0r). Ainsi, si lon écrit :

N —_ —eL(x N
G(qan+19qo¢n,8) =e (an ,1+1)’

on obtient :

N-1

Gluroais) = [ exp(=S). Shl=e Y Llmans).
o1 n=0

LN —1

Le but a présent est de trouver l'expression du propagateur dans la limite ¢ —
0. Contentons-nous d’esquisser I'idée en mettant I'accent sur la structure algé-

2. Une base orthonormée est telle que (o |xa’) = Saa’ Ol 8o’ désigne la fonction delta de

Dirag, telle que [, Sao’ fu = for-
3. Cest-a-dire 1 = [ |ga)(gal-
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brique. En général, 'espace V' est une représentation d’une K-algebre d’'opéra-
teurs A unitaire et munie d’une involution f. Autrement dit, I'algebre A peut
étre considérée comme étant une sous-algebre de l'algebre £(V) des endomor-
phismes de V. On se concentre sur le cas ol cette algebre est spécifiée par une
famille de générateurs aq, al € A qui satisfont a un ensemble de relations :

Aay,ay) = Z (A((ylﬂ)yay + A(z) aT) + A(%)aaa,g + A‘(x‘gaﬂaa = Aggg),

afy™y
y
Ty — €)) @ 1 (3) i @ 1., _ p
B(ag,ag) = Z (Baﬂyay + Baﬂyaa) + Bygasag + Bygagaa = By, (C.7)
y
») p»
A% B ¢ K.

Par exemple, dans un systeme fermionique, Ialgebre A est celle des opérateurs
de création/annihilation. On définit alors SU(V) le groupe des automorphismes
intérieurs spéciaux unitaires de £ (V) : il s’agit de I'ensemble des applications u :
LOV) — L) telles qu'il existe U € L(V) tel que u(9) = UOUT,UTU = 1 et
detU = 1. Les morphismes u, en tant que morphismes d’algebres involutives,
possedent les propriétés suivantes pour tous 6y, 6, € Aet touto € KK:

u(l) =1,
u(0; + abr) = u(6,) + au(b,),
u(61605) = u(6;)u(6s),
u(0) = u®)".

Ainsi, les transformations u préservent les relations imposées aux générateurs a;,
clest-a-dire que I'on peut écrire :

u(A(aa,aﬂ)) = A(u(aa),u(a,g)) = Agg,
u(B(aa,aﬂ)) = B(u(aa),u(a;)) = Bé%).

Pour la suite, il sera fondamental de considérer les opérateurs ¢, (1) définis par :

@a(u) = ag —u(ae).
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Autrement dit, on a:
‘Poz(u)U = [aaa U]-

Dans le cas des fermions, les ¢, sont donc les nombres de Grassmann. Cela nous
permet de définir le groupe des operatenrs de déplacements D(A) C SU(V) dont
les éléments d sont tels que :

A(pa(d). pp(d)
A(aa. pp(d)
B(¢a(d). pp(d)"
B(aq.¢p(d)"

)
) =
) =
) =0.

Lorsquele groupe D(A) est muni d’une mesure d’intégration v, telle que [, w dv(d) =
1 et que l'on prend un vecteur |) € V tel que (¢ |¢) = 1, alors on peut former
Popérateur I(y) défini par :

1Y) = dv(d)d(jy){vl) = /@(A) dv(d) Dly){y|D".

D(A)

On montre que I'on a les propriétés suivantes :

aP1(y) = 1)alP,  [1W)] = 1(¥).

Par le lemme de Schur 4, en raison de la premicere propriété, lopérateur 1(y) est
proportionnel aI'identité. En raison de la seconde propriété, 1(y) est un projec-
teur. Ainsi, lopérateur /() est 'identité.

Si |yr) est choisi tel que aq|¥) = 0, alors on obtient, pour tout opérateur de
déplacement D :

ag DY) = (ag D — Day)|¥) = ¢u(d)D]Y).

4. Soient E un IK-espace-vectoriel de dimension finie et L une partie irréductible des endo-
morphismes de E (c’est-a-dire que les seuls sous-espaces stables de E par action des éléments de
L sont E et {0}) et soit / un endomorphisme de E. Si f commute avec tous les éléments de L,
alors f est proportionnel a I'identité.




C.2. Quelques propriétés des intégrales fonctionnelles

En prenant le conjugué, on obtient :

(v|DTal = (y| D pu(d)'.

Ainsi, si 'on considere un opérateur en ordre normal :
f(a,a’) = Z fi(a%)gk(a),
k

on obtient une expression de ses éléments de matrice évalués pour deux états

V1) et ¥ tels que aq ;) = 0

(Y11 D0 (a.a®) Dalya) = > (| D] fic(w(d)") gk (9(d2)) Dal ).

k

L’idée pour obtenir la représentation du propagateur G sous forme d’intégrale
fonctionnelle est d’utiliser le fait que 'opérateur D s¥écrit pour les problemes qui
nous intéressent en ordre normal en fonction des générateurs all. ainsi que la

décomposition suivante en "petits pas de temps” :
G(sr—5i) =G(r —sn=1)-.-G(Sit1 —8i) ... G(s1 — 5).

L’intégrale fonctionnelle est alors obtenue en insérant les identités 7(y;) et en
utilisant la limite s; 41 — s5; — 0lorsque N — oo.

C.2 Quelques propriétés des intégrales fonctionnelles

On considere dans cette section une intégrale fonctionnelle quelconque :

Z = f@[(p] ¢St

Avant d’aller plus loin, il nous chaut de (cauteleusement) ramentevoir que la
nonobstance de la dérivation — dont les linéaments seuls ont été donnés — des
équations de Wegner-Houghton et Wilson-Polchinski est notamment assurée
par I'identité subséquente, souventefois utilisée, et obtenue par le truchement
des propriétés définitoires des fonctions agissant sur les matrices symétriques dé-
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finies positives :
Trlog = logdet. (C.8)

Invariance par changement de variable

La fonction de partition estinvariante par changementde variablep = @[y].
Une telle transformation implique I'apparition d’un jacobien tel que :

Digl =

det ( 5 ) ' Dly].
En particulier, prenons un changement de variable de la forme :

Dx] = x +e¥[xl,

contrdlé par un petit parametre réel . On a donc :

z= / Dlp] ¢S = / D] |det (88%)

Sil'on développe le membre de droite en €, on va trouver que le terme d'ordre 0

=S

est égal au membre de gauche, ce qui implique (en particulier) que le termeen &
est nul. Ainsi, on obtient successivement (en utilisant la propriété det(1+¢4) =
l+eTrAd+...):

/@[X] det(8j>

e~ Slx+e@lxll

=S[P[xl —
e —/9[)(] det(l—l—e8 )

=Z+8/'D[)(] (Tr{—qj

ce qui nous permet d’aboutir a I'identité suivante :

o (] ) -

Cette derniere égalité est importante pour vérifier que la fonctionnelle généra-
trice (2.30) est bien indépendante du parametre A.

- — [)(]) el
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Equations du mouvement

L’identité précédemment établie permet d’obtenir les équations du mouve-
ment pour les fonctions de corrélation. Prenons comme point de départ expres-
sion de la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation :

2l = /9[90] exp { — Slol + 1+ ¢).

Celle-ci est inchangée par un changement de variable de type translation de la
forme ¢ — ¢ + x ol yx est une configuration de champ quelconque. On ob-
tient donc :

3 Z
Z[n]=/D[w]eXP{—3[¢+X]+n-(¢+x)} _, 2z _,

On obtient alors, grice 4 un développement au premier ordre en y :

520 _
Y

[ 2l (nd - S%[wl) exp{—Slgl +1-¢} =0,

soit finalement :

(na — 8% [%D Z[n] = 0. (C.9)

Ce résultat constitue I'équation du mouvement "statistique”, 4 mettre en pers-
pective avec les équations classiques du mouvement. En fait, cette équation est
duale de celle vérifiée par le poids statistique P[g] = ¢S], 4 savoir :

3P 3S

%[fﬂ] = EP[QO]-

Ainsi, Z[n] est essentiellement la transformée de Laplace fonctionnelle de P [¢].

En repartant de I'équation (C.9), et en dérivant par rapport au champ source
autant de fois que nécessaire, on obtient, en annulantle champ source, des équa-
tions couplées vérifiées par les fonctions de Green. En fait, on obtient une récur-
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rence construite avec une suite de fonctionnelles M, (g, 7] telles que :

SMy,
Mn—i—l - 87’]0'!”_’_1 +Mn§0an+1:
3S
My = ngy — —.
1 77 1 8(pa1

Ces fonctionnelles vérifient toutes la propriété (M,), = 0. On obtient alors
les équations de Schwinger-Dyson en prenant n = 0. Les premiers termes de la
suite sécrivent [52] :

My = 8410, + (77d1 - %)%2,

3S

M3 = 5a1a3(pot2 + 80{1052900(3 + (ndl - W)‘paz(pay
ol

8S
Wh=&m%ﬂ%+&mwwm+%m%wm+@m—gfﬁmwww

421

3S

n
M, = Z‘Salai (Do -+ Pay -+ Pay) + (’70’:1 - v)q)az e Pay s
i=2 o

ou la notation ¢, signifie que cet élément est omis. On est donc conduit aux
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équations suivantes :

< S >: 0.
3¢a,

<8§0a1

< ¢a2<pa3> Sy (Pas) + Sy (@3 ) s

0(10525

< (pa2§0a3§0a4 011064 §0a2§0a3> + 80!1&3 (90(12@0!4) + 8051“2 <(p063§0014>’

3S
<$ > Z Salal 90‘3‘2 goan )
o]

Dans le cas ot P’action s®écrit

1
Sly] = Wa’lcot aPa + Vgl

on obtient alors :

3y
8@a,
3%
8q,

Il
o

Kala(¢a§0a2§0a3) + < ara3 (@062) + 80!10!2 (‘pa3)v

|
o

104 (P Pas) + Sy (Pos Pos) + Sy o (D3 Py ) »

%
Kouoc(‘ﬂagoaz) + <_(pa2> = 80{10[2’
¢a2¢a3fpa4>

]Cozla (¢a¢a2(ﬂa3 (Pa4> + <

et plus généralement, au rang n :
tpl | t

3%
Ka o (@ata - - -‘Pan)+<v > Zgalal Pas - .- ¢a,). (C10)
o

Ces équations sont remarquables a bien des égards. Elles peuvent notamment
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constituer le point de départ d’une étude perturbative. Notons en particulier
qu’elles impliquent une hiérarchie dans les fonctions de corrélations, analogue
a la hiérarchie rencontrée dans les équations de flot du RG, ce qui se constate
aisément dans le cas typique ot le terme d’interaction V est d’ordre 4 en ¢. Dans
ce cas, en effet, on voit que la fonction de corrélation a n points set déterminée
par les fonctions de corrélation 2 n — 2 points et par celles an + 1 points.
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