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Résumé

Les systèmes fermioniques unidimensionnels sont connus pour leurs propriétés particulières,
donnant naissance à la théorie des liquides de Luttinger. Le comportement de ces systèmes
de basse dimension est bien connu dans le voisinage de la surface de Fermi, alors réduite à
deux points dans la première zone de Brillouin. Lemodèle deg-ologie dans la limite du conti-
nuum est alors obtenu en projetant les interactions sur ces deux points, et il est possible d’en
calculer le diagramme de phase. Cependant, loin de la surface de Fermi, le spectre possède en
général une courbure, et les interactions dépendent des impulsions, du fait de leur caractère
non-local. Dans cette thèse, un formalisme basé sur le groupe de renormalisation fonction-
nel est développé pour prendre en compte ces effets à un remplissage arbitraire, et calculer
les diagrammes de phase en étudiant les fluctuations quantiques dominantes. Le modèle de
Fermi-Hubbard étendu est pris comme exemple pour tester la méthode. On retrouve les ré-
sultats d’études précédentes à demi-remplissage, et on détermine les diagrammes de phase
pour différentes valeurs du potentiel chimique. Les résultats sont étendus à des modèles
prenant en compte des interactions généralisées dont les effets sont brièvement discutés.

x
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Je puis voir que vous avez deux yeux. » Il n’y a pas lieu de supposer

qu’au terme de notre enquête nous aboutirons à quoi que ce soit

de radicalement différent de cette position non philosophique. Ce

qui sera advenu c’est que nous aurons été amené à voir une struc-

ture compliquée où nous pensions que tout était simple ; que nous

aurons pris conscience de la pénombre d’incertitude entourant les

situations qui n’inspirent pas le moindre doute ; que nous trouve-

rons que le doute se justifie beaucoup plus fréquemment que nous

ne le supposions et que même les prémisses les plus plausibles appa-

raîtront à leur tour susceptibles de comporter des conclusions qui
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minerai pas. »

Bertrand Russell, Signification et vérité

xiii



Introduction

Les exercices de physique de premier cycle universitaire où il est typiquement

question de phénomènes ondulatoires ou de diffusion de la chaleur sont souvent

concentrés sur le cas des systèmes unidimensionnels, dans la mesure où, premiè-

rement, ceux-ci sont techniquement plus simples à traiter, et deuxièmement, les

conclusions auxquelles ils mènent se généralisent trivialement aux dimensions

supérieures. Cette image donne à penser que les systèmes unidimensionnels ne

seraient que des simplifications de la réalité servant à tester le sens physique des

étudiants ! Et pourtant, cette idée est complètement fausse si l’on songe aux sys-

tèmes fermioniques de la matière condensée. En effet, cette physique est tout à

fait spéciale par rapport au cas des dimensions supérieures, notamment en rai-

son du principe d’exclusion de Pauli. Selon ce principe, deux fermions, même

s’ils n’interagissent pas entre eux, peuvent tout de même être corrélés de façon

non-triviale, particulièrement dans le cas unidimensionnel. Dans cette situation

particulière, deux fermions ne peuvent effectivement pas "s’éviter".

En conséquence, la physique des systèmes fermioniques unidimensionnels

se différencie significativement de la théorie des liquides de Fermi, valable pour

les dimensions plus grandes. Les fonctions de corrélation et les temps de relaxa-

tion des excitations de quasi-particules sont données par des lois de puissance

caractérisées par des exposants non-universels. Ces derniers sont déterminés par

un petit nombre de paramètres hydrodynamiques dépendant des interactions, et

sont associés, pour les fermions de spin 1=2, à une séparation des degrés de liberté

de charge et de spin, qui sont alors décrits par des champs bosoniques [19, 56, 51,

60, 7, 26]. Ces éléments forment la base de la phénoménologie des liquides de

Luttinger [28], valable asymptotiquement lorsque le spectre à un corps devient

strictement linéaire et que les interactions à deux corps peuvent être projetées
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sur la surface de Fermi, devenant ainsi indépendante des impulsions. Ces consi-

dérations bien connues mènent à la théorie du continuum, aussi appelée modèle

de g-ologie du gaz de Fermi en interaction.

Cependant, loin de la surface de Fermi, le spectre à un corps possède en géné-

ral une certaine courbure. Celle-ci, ainsi que les interactions dépendant des im-

pulsions, bien que non-pertinentes au sens du groupe de renormalisation (RG)

[28], conduisent à des écarts à la théorie des liquides de Luttinger. Par exemple,

le facteur de structure dynamique pour des fermions sans spin en interaction, et

avec un spectre à un corps courbé, est modifié [49]. Ces effets de non-linéarité

dans les liquides de Luttinger peuvent être étudiés rigoureusement pour les mo-

dèles intégrables de fermions sans spin définis sur réseau [47, 30, 13, 36].

Ainsi, la "projection" des modèles non-intégrables (définis sur réseau) sur

le modèle de g-ologie atteint ses limites, notamment pour ce qui est du calcul

des fonctions de corrélation possédant des singularités, nécessaire à la détermi-

nation des diagrammes de phase. Le cas du modèle de Fermi-Hubbard étendu

unidimensionnel sur réseau pour fermions de spin 1=2 (modèle EH) constitue

un exemple particulièrement parlant de cette limitation. Ceci explique le choix

de ce modèle pour faire la démonstration de la technique du RG sur réseau qui

sera présentée dans ce travail. À demi-remplissage, les simulations numériques

ont vite identifié une modification de la ligne de transition continue entre les

états d’onde de densité de charge et de spin [22, 29]. Le modèle du continuum

prédit pourtant une absence de gap sur la ligne de transition U D 2V , où U est

associé aux interactions locales, et V aux interactions aux plus proches voisins.

L’origine de cette modification résiste, au moins dans le régime des couplages

faibles, à toutes les tentatives d’explication formulées dans le cadre du modèle de

g-ologie avec spectre linéaire [11, 61]. La méthode de diagonalisation exacte uti-

lisée par Nakamura [43] a montré par la suite que la modification à la ligne de

transition était en fait due à la présence d’une troisième phase distincte, à savoir

une onde de densité de charge centrée sur les liens (BOW). Cette phase BOW

est gappée à la fois dans le secteur de charge et de spin, et s’étend dans une ré-

gion située au voisinage de la ligne U D 2V ⩾ 0 [43, 44]. Ces résultats ont été

confirmés par des études utilisant la méthode Monte Carlo Quantique [54, 50],

et également grâce au groupe de renormalisation de la matrice densité [70, 32,
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18].

Par des méthodes analytiques, Tsuchiizu et Furusaki [59, 58] ont montré, en

prenant en compte la dépendance en les impulsions des processus de diffusion à

deux corps aux hautes énergies (c’est-à-dire au-delà de la région où le spectre est

linéaire), à l’aide de la théorie des perturbations, qu’il est possible de définir un

modèle de g-ologie effectif en couplage faible à une énergie arbitrairement basse.

Les paramètres de ce modèles sont alors modifiés par rapport aux données ini-

tiales du modèle sur réseau [1]. Ces modifications sont suffisantes pour montrer

l’émergence de la phase BOW dans le voisinage de la ligne U D 2V ⩾ 0 dans la

limite des couplages faibles. Tam et al.[57] ont montré l’existence de cette même

phase dans la même région du diagramme de phase, au moyen du RG fonction-

nel à l’ordre d’une boucle, en intégrant tous les processus de diffusion pour un

ensemble discret d’impulsions obtenu en partitionnant le spectre de liaison forte

exprimé dans la première zone de Brillouin. Ménard et al.[37] ont ensuite uti-

lisé le RG dans sa version wilsonienne [15] et effectué une classification des cou-

plages non-pertinents ayant une dépendance en les impulsions. Ces couplages

ont une influence sur les amplitudes de diffusion loin de la surface de Fermi et

ont été identifiés comme l’ingrédient permettant à la phase BOW de dominer

dans la région précisée précédemment. De plus, ces couplages sont responsables

de changements quantitatifs dans le diagramme de phase, se traduisant par l’ap-

parition de courbure dans les lignes de transitions entre les différentes phases. Le

modèle de g-ologie comporte effectivement des symétries accidentelles qui sont

alors brisées par les effets de réseau.

Les résultats qui viennent d’être mentionnés, obtenus par le RG, sont limi-

tés au modèle EH à demi-remplissage. La motivation principale du travail ex-

posé dans ce manuscrit est de proposer une formulation plus générale de la mé-

thode du RG en couplage faible, afin de déterminer les états fondamentaux des

phases quantiques pour des modèles de fermions en interaction définis sur ré-

seau. La méthode développée permet en principe d’étudier n’importe quel type

de spectre non-linéaire, tout en prenant en compte la dépendance en les im-

pulsions des interactions, et ce, à un remplissage arbitraire. La méthode retenue

pour mener à bien ce programme est le groupe de renormalisation fonctionnel

(FRG) dans le schéma dit irréductible à une particule [38, 16].
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Les équations de RG à une boucle pour les vertex à quatre points dépendant

des impulsions sont développées jusqu’au deuxième ordre en la différence éner-

gétique au niveau de Fermi (on parlera de développement en �) avec le spectre

de liaisons forte comme exemple. Ces variables énergétiques servent de variable

d’échelle et permettent d’effectuer la classification des termes d’interaction par

ordre de pertinence. Le diagramme de phase du modèle EH est alors obtenu en

déterminant les susceptibilités les plus singulières. Le cas du demi-remplissage

permet de confirmer les résultats précédents obtenus par RG concernant la phase

BOW, et sont également en accord avec les résultats numériques [44]. Le rôle

de la courbure du spectre et des couplages non-pertinents dans la renormali-

sation des conditions initiales pour un modèle du continuum de basse énergie

est confirmé. La méthode est appliquée en dehors du demi-remplissage, et il est

montré que la région correspondant à la phase BOW se réduit progressivement

pour finir par disparaître à mesure que le dopage augmente. Le diagramme de

phase évolue alors dans son ensemble vers un régime dominé par l’incommensu-

rabilité, où des modifications significatives par rapport au modèle du continuum

sont observées. L’intégration par le RG des états électroniques de hautes éner-

gies, asymétriques par rapport au niveau de Fermi du fait de la non-linéarité du

spectre, est responsable d’un effet d’écrantage logarithmique, agissant en faveur

de l’état supraconducteur singulet, au détriment de l’onde de densité de charge

dans le secteur attractif U < 0, et en faveur de l’antiferromagnétisme (toujours

au détriment de l’onde de densité de charge) dans le secteur répulsif.
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Systèmes fermioniques unidimensionnels

« L’abstraction est un devoir, le devoir scientifique, la possession

enfin épurée de la pensée du monde! »

Gaston Bachelard, La Formation de l’esprit scientifique

Ce premier chapitre rappelle brièvement les éléments nécessaires à la compréhension du
travail présenté dans cette thèse. La seconde quantification pour les fermions est le point
de départ de notre étude, à laquelle on substitue rapidement le formalisme des intégrales
fonctionnelles (quelques remarques au sujet des intégrales fonctionnelles et de leurs proprié-
tés sont présentées à l’annexe C). Sont alors introduites les notions de moments, cumulants,
vertex irréductibles à une particule (vertex 1PI), ainsi que les différentes fonctionnelles gé-
nératrices associées, notamment l’action effective, qui sera d’une importance capitale pour la
suite. La question des symétries du problème est ensuite discutée, car celles-ci contraignent
la forme des hamiltoniens à considérer, et indiquent quelles sont les différentes fluctuations
quantiques à sonder. Le modèle de g-ologie mentionné dans l’introduction est alors pré-
senté, et permet de comprendre les principales caractéristiques de la physique des fermions
en une dimension. On utilise ce modèle pour expliquer en quoi le groupe de renormalisation
est un outil bien adapté pour attaquer les questions qui nous occupent. Enfin, le modèle EH,
exemple paradigmatique pour l’étude des fermions sur réseau, est introduit.
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1.1. Représentation des systèmes fermioniques par la théorie des champs

1.1 Représentation des systèmes fermioniques par la théorie
des champs

Poser un problème de physique de la matière condensée à l’équilibre ther-

modynamique nécessite de se donner un cadre ontologique, dynamique, infor-

mationnel et méthodologique. L’ontologie correspond à la nature des degrés

de liberté en présence, c’est-à-dire pour nous les électrons. Les propriétés dy-

namiques sont encodées dans le hamiltonien, dont la donnée définit un mo-

dèle. L’information sur le système considéré est quant à elle équivalente à un

choix d’ensemble statistique, c’est-à-dire l’ensemble grand canonique dans ce tra-

vail. Enfin, la méthode d’étude sera dans notre cas le groupe de renormalisation

fonctionnel. Une fois ce cadre donné, il est alors possible de poser le problème :

quelles sont les observables intéressantes susceptibles d’être calculées, et quelles

sont les approximations nécessaires à effectuer pour y parvenir? Dans notre cas,

nous souhaitons obtenir des diagrammes de phase, qui nécessitent le calcul de

fonctions de réponse, la fonction de réponse dominante donnant la nature de

l’état fondamental de notre système. Les approximations requises sont l’utilisa-

tion de la théorie des perturbations, et la limitation du groupe de renormalisa-

tion à l’ordre d’une boucle, ce qui nécessite de se restreindre au régime des cou-

plages faibles à intermédiaires. D’autres approximations seront toutefois néces-

saires pour réaliser une troncature du modèle choisi, afin d’obtenir un ensemble

d’équations pouvant faire l’objet d’une étude numérique.

Le point crucial est donc le choix du modèle, qui se fait en utilisant différents

critères de classification et de hiérarchisation tels que :

— la dimensionalité (1D, 2D, 3D...),

— les symétries (conservation de la charge, invariance par rotation, symétrie

électron-trou...),

— la géométrie (réseau, continuum),

— la complexité (termes à un/deux/trois corps...),

— la (non)-localité (termes locaux, aux premiers/seconds voisins...),

— la pertinence (termes essentiels/marginaux/inessentiels),

— les paramètres statistiques (température, remplissage).

Une fois le choix de modèle effectué, encore faut-il être en mesure d’en ex-
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traire de l’information physique pertinente, ce qui, dans le cas d’une grande col-

lection de particules, revient à comprendre la structure des corrélations entre

degrés de liberté. Dans le cas de systèmes fermioniques, le point de départ est la

seconde quantification. Celle-ci est amplement décrite dans de nombreux ou-

vrages traitant du problème àN corps quantique [3], et c’est pourquoi son trai-

tement dans cette section est réduit au strict minimum au cas des fermions. L’es-

pace de Hilbert total à considérer est l’espace de Fock, sur lequel on définit l’al-

gèbre des opérateurs de création et annihilation, exprimée par les relations d’anti-

commutation suivantes :

fc˛; cˇ g D 0; fc˛; c
�

ˇ
g D ı˛ˇ ; (1.1)

où l’indice ˛ fait référence aux états à une particule j˛i. L’opérateur n˛ D c
�
˛c˛

compte le nombre de fermions dans l’état ˛. Dans ce qui suit, on va exclusive-

ment considérer des modèles où la charge électrique est conservée, ou, ce qui

ici revient au même, à des modèles où le nombre de particules est conservé, car

on s’intéresse à des systèmes électroniques. Cela revient à considérer des mo-

dèles invariant par action de U.1/, c’est-à-dire tels invariant par la transforma-

tion c˛ ! e
i�c˛, avec � 2 R une phase quelconque. Ainsi, sous ces hypothèses,

le hamiltonien le plus général contenant un terme à un corps ainsi qu’un terme

d’interaction à deux corps a la forme suivante
1
(la convention de sommation sur

les indices muets est utilisée) :

H D t
˛ˇ
c�˛cˇ C U˛1˛2;ˇ1ˇ2c

�
˛1
c�˛2cˇ2cˇ1 : (1.2)

La propriété d’hermiticité de H contraint la forme des matrices de saut t et d’in-

teraction U :

t�˛ˇ D tˇ˛; U �˛1˛2;ˇ1ˇ2 D Uˇ1ˇ2;˛1˛2 : (1.3)

De plus, un changement de base est représenté par une matrice unitaire de com-

posantes u˛˛0 agissant sur les opérateurs d’annihilation par c˛ D u˛˛0 Qc˛0 , ce qui

1. Une remarque concernant les constantes et les unités : ce manuscrit s’inscrit dans la tra-

dition des conventions de la physique théorique, c’est-à-dire que l’on considèrera ¯ D kB D 1.

De plus, il sera question d’un réseau dont le pas a sera également pris égal à 1.
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implique les formes suivantes pour les matrices t et U :

Qt˛0ˇ 0 D t˛ˇu
�
˛˛0uˇˇ 0;

QU˛01˛
0
2;ˇ
0
1ˇ
0
2
D U˛1˛2;ˇ1ˇ2u

�

˛1˛
0
1
u�˛2˛02

uˇˇ 0uˇˇ 0 : (1.4)

Enfin, mentionnons qu’il est possible de travailler avec des opérateurs fermio-

niques de Majorana, définis comme suit :


C˛ D c
�
˛ C c˛; 
�˛ D i

�
c�˛ � c˛

�
; (1.5)

d’où les relations de d’anti-commutation :

f
 �˛; 

�

ˇ
g D 2ı��ı˛ˇ : (1.6)

Le point important est que ces opérateurs coïncident avec leurs opérateurs conju-

gués hermitiens, soit .
˙˛ /
� D 
˙˛ .

Cependant, nous n’utiliserons cependant pas directement le formalisme de

la seconde quantification, auquel nous préférerons celui des intégrales fonction-

nelles, qui se prête bien au développement de méthodes d’approximation telles

que le groupe de renormalisation, qui fera l’objet du chapitre suivant. Comme

cela a été montré à l’annexe C, il est possible de réécrire la fonction de partition

dans l’ensemble grand canonique sous forme d’une intégrale fonctionnelle
2

:

Z D Tr e
�ˇ.H��N /

D

Z
DŒ ; N � e

�SŒ ; N �; (1.7)

où la fonctionnelle d’action SŒ ; N � est donnée par une intégrale sur le temps

imaginaire � allant de 0 à ˇ � 1=T :

SŒ ; N � D
ˇZ
0

d�
�X
x;�

�
N x�.�/@� x�.�/ � � N x�.�/ x�.�/

�
CHŒ ; N �

�
: (1.8)

Dans cette expression, x désigne un indice spatial, � D";# est l’orientation du

spin selon un axe de quantification fixé, et � 2 Œ0; ˇ� est le temps imaginaire. De

2. Permettons-nous de paraphraser Clausewitz : « L’intégrale fonctionnelle est la continua-

tion de la physique théorique par d’autres moyens. »
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plus,� est le potentiel chimique, et N D
P
x;�
N x� x� compte le nombre total

de particules. Enfin,HŒ ; N � correspond au hamiltonien. Étant donné que nous

considérons des fermions, le champ  x�.�/; N x�.�/ prend ses valeurs dans une

algèbre de Grassmann, c’est-à-dire qu’il est soumis aux relations d’anti-commutation

suivantes :

 x�.�/ x0� 0.�
0/C  x0� 0.�

0/ x�.�/ D 0;

N x�.�/ N x0� 0.�
0/C N x0� 0.�

0/ N x�.�/ D 0; (1.9)

 x�.�/ N x0� 0.�
0/C N x0� 0.�

0/ x�.�/ D 0:

Par ailleurs, les variables de Grassmann sont soumises aux relations d’anti-périodicité :

 x�.ˇ/ D � x�.0/; N x�.ˇ/ D � N x�.0/: (1.10)

À présent, discutons de la manipulation formelle de l’intégrale (1.7). Pour cela,

nous allons nous placer dans un cadre plus général et nous allons écrire '˛ au

lieu de  x�.�/, N x�.�/ afin de simplifier les notations. Cela revient en fait à

construire l’intégrale fonctionnelle avec les opérateurs de Majorana plutôt qu’avec

les opérateurs c
.�/
˛ .

L’action SŒ'�, lorsque restreinte à un terme à un corps plus un terme à deux

corps, s’écrit
3

:

SŒ'� D
1

2
K˛1˛2'˛1'˛2 C

1

4Š
V˛1˛2˛3˛4'˛1'˛2'˛3'˛4; (1.11)

où le premier terme décrit les fermions libres tandis que les interactions sont

représentées par le second terme. L’intégrale fonctionnelle s’écrit alors simple-

ment :

Z D
Z

DŒ'� e
�SŒ'�: (1.12)

3. La convention de sommation sur les indices muets est utilisée dans cette expression : les

sommes et les intégrales sont sous-entendues. Cette convention sera abondamment utilisée dans

le reste de ce manuscrit.
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Cette intégrale est effectuée sur les variables de Grassmann '˛ qui vérifient la

relation d’anti-commutation provenant de (1.9) :

'˛'ˇ C 'ˇ'˛ D 0: (1.13)

De plus, la "mesure" d’intégration est donnée par :

DŒ'� D
Y
˛

d'˛; (1.14)

et l’ordre des intégrations est tel que la fonction de partition est positive (en effet,

on a également la relation d'˛d'ˇ C d'ˇd'˛ D 0).

Le formalisme de l’intégrale fonctionnelle permet de calculer des moyennes

statistiques. Considérons une observable �Œ'� (ce sont des observables au sens

statistique et non quantique). Sa moyenne est définie par :

h�Œ'�i D
1

Z

Z
DŒ'� �Œ'� e

�SŒ'�:

Considérons à présent une famille d’observables �aŒ'� satisfaisant aux relations

de commutation �aŒ'��bŒ'� D �ab�bŒ'��aŒ'�, avec �ab D �ba D ˙1. On intro-

duit alors la fonctionnelle génératrice des momentsF ŒJ �de la famille d’observables

considérée :

F ŒJ � D
Z

DŒ'� e
�SŒ'�CJa�aŒ'�; (1.15)

où les champs source Ja vérifient eux aussi les relations de commutation JaJb D

�abJbJa. La fonctionnelle introduite doit son nom à l’identité suivante, obtenue

par dérivations répétées par rapport aux champs source :

h�a1Œ'� : : : �anŒ'�i D Z�1Fa1:::anŒ0�; (1.16)

où l’on a fait usage de la notation raccourcie suivante pour les dérivées :

Fa1:::anŒJ � �
•nF

•Jan : : : •Ja1
ŒJ �: (1.17)
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Les moments sont aussi appelés fonctions de corrélation. Définissons à présent

la fonctionnelle génératrice des cumulants F cŒJ �, en prenant le logarithme de la

fonctionnelle génératrice des moments :

F cŒJ � D logF ŒJ �: (1.18)

Les cumulants de la famille d’observables (aussi appelés fonctions de corrélation

connexes) sont alors obtenus par dérivations répétées par rapport aux champs

source de F cŒJ �. Par exemple, le cumulant d’ordre 2 est donné par :

h�a1Œ'��a2Œ'�i
c
D h�a1Œ'��a2Œ'�i � h�a1Œ'�ih�a2Œ'�i D Z�1F c

a1a2
Œ0�: (1.19)

Dans le cas particulier où a1 D a2, on retrouve bien la variance de l’observable

�a1Œ'�.

Le cas particulier le plus important est celui où les observables correspondent

au champ. On définit alors les deux fonctionnelles génératrices suivantes :

ZŒ�� D
Z

DŒ'� e
�SŒ'�C��'; (1.20)

WŒ�� D logZŒ��: (1.21)

Dans cette expression, on a fait apparaître un produit scalaire entre le champ '

et le champ source �. Ce produit scalaire peut être explicité grâce à une matrice

symétrique définie positive .q˛ˇ / avec laquelle on peut écrire � � ' D �˛q˛ˇ'ˇ .

Pour raccourcir la notation, on écrira � � ' D � P̨'˛
4
. Par exemple, considérons

le cas d’un champ scalaire dans l’espace euclidien de dimension d . Dans l’espace

réel, le produit scalaire s’écrit :

� � ' D

Z
d
dxd

dy �.x/q.x; y/'.y/; q.x; y/ D ı.x � y/;

4. Techniquement, on aurait pu noter plutôt � � ' D �˛'˛ , mais une notation utilisant

exclusivement les indices bas a été préférée.
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1.1. Représentation des systèmes fermioniques par la théorie des champs

mais dans l’espace réciproque, on aura :

� � ' D

Z
d
dpd

dp0 �.p/ Oq.p; p0/'.p0/; Oq.p; p0/ D ı.p C p0/:

Il y a une dernière fonctionnelle que nous allons définir et qui sera capitale pour

la suite. Il s’agit de la fonctionnelle d’action effective� Œ�� définie comme la trans-

formée de Legendre de WŒ��, c’est-à-dire :

� Œ��CWŒ�� D � � �: (1.22)

En dérivant par rapport à � ou par rapport à �, on obtient :

•�

•�˛
D � P̨ ;

•W
•� P̨
D �˛: (1.23)

La dernière égalité exprime que le champ � est la moyenne statistique du champ

microscopique ', c’est-à-dire :

�˛ D h'˛i: (1.24)

On peut travailler avec la fonctionnelle� Œ��, et dans ce cas le champ source � de-

vient une fonctionnelle �Œ��, mais on peut plutôt travailler avec la fonctionnelle

WŒ�� et c’est alors le champ � qui devient une fonctionnelle du champ source

�Œ��. Cela est bien connu en thermodynamique des systèmes magnétiques. Dans

ce cas, le champ microscopique ' est associé aux spins microscopiques présents

dans le matériau, tandis que le champ macroscopique � correspond à l’aimanta-

tion, et le champ source � correspond au champ magnétique.

Pour la suite, nous aurons besoin de prendre des dérivées multiples par rap-

port aux '˛ ou aux � P̨ . On adoptera donc là encore les notations raccourcies

suivantes :

�˛1:::˛nŒ�� D
•n�

•�˛n; : : : •�˛1
Œ��;

W P̨1::: P̨nŒ�� D
•nW

•� P̨n; : : : •� P̨1
Œ��: (1.25)
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1.1. Représentation des systèmes fermioniques par la théorie des champs

Décrivons un peu plus en détails la signification des trois fonctionnelles ZŒ��,
WŒ�� et � Œ��. Toutes trois permettent d’encoder l’information statistique asso-

ciée à la théorie de champs décrite par l’action microscopique SŒ'�. Cette infor-

mation statistique porte sur la structuration des corrélations. Ainsi, la fonction-

nelle ZŒ�� encode les corrélations de la façon la moins fine, à travers les moments

du champ. La fonctionnelle WŒ�� encode les cumulants, qui sont appelés fonc-
tions de corrélation connexes. Enfin, l’action effective � Œ�� génère les vertex irré-
ductibles à une particule (vertex 1PI). Ces vertex peuvent être obtenus de façon

itérative par dérivations successives par rapport à � à partir de la relation sui-

vante :

ı˛˛0 D
•� P̨

•� P̨ 0
D
•� P̨

•�ˇ

•�ˇ

•� P̨ 0
D

•2�

•�ˇ•�˛

•2W
•� P̨ 0•� P̌

D �˛ˇ Œ��W P̌ P̨ 0

�
�Œ��

�
: (1.26)

Pour y parvenir, il faut simplement utiliser l’égalité

•

•�˛
W P̌

1::: P̌n

�
�Œ��

�
D
•� P̌

nC1

•�˛
W P̌

1::: P̌n P̌nC1

�
�Œ��

�
DW P̌

1::: P̌n P̌nC1
�ˇnC1˛; (1.27)

obtenue par simple application de la règle de la chaîne. Par exemple, les premières

dérivations donnent successivement :

0 D �˛ˇ˛2W P̌ P̨
C �˛ˇW P̌ P̨ P̌2

�ˇ2˛2; (1.28a)

0 D �˛ˇ˛2˛3W P̌ P̨
C �˛ˇ˛2W P̌ P̨ P̌3

�ˇ3˛3

C �˛ˇ˛3W P̌ P̨ P̌2
�ˇ2˛2 C �˛ˇW P̌ P̨ P̌2

P̌
3
�ˇ3˛3�ˇ2˛2

C �˛ˇW P̌ P̨ P̌2
�ˇ2˛2˛3 : (1.28b)

Le point important est qu’il existe une hiérarchie de fonctions de corrélations,

et que (généralement) cette hiérarchie ne s’arrête pas, ce qui signifie que pour

connaître totalement la structure des corrélations d’une théorie donnée, il faut

connaître toutes les fonctions de corrélation, ce qui en général n’est pas possible

(et en fait pas nécessaire non plus) d’un point de vue pratique. De façon similaire,

on peut obtenir une hiérarchie d’équations du mouvement pour les moments,

ce sont les équations de Schwinger-Dyson (voir annexe C).
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1.1. Représentation des systèmes fermioniques par la théorie des champs

Pour la suite, nous aurons besoin de considérer des fonctionnelles généra-

trices contenant des termes supplémentaires générant des observables quadra-

tiques en les champs. Nous noterons de façon générique J les champs sources

nécessaires et ZŒ�; J �, WŒ�; J �, � Œ�; J � les fonctionnelles génératrices corres-

pondantes. Considérons deux de ces observables �a1 et �a2 . Par définition, la

susceptibilité �a1a2 est le cumulant d’ordre 2 associé aux deux observables consi-

dérées :

�a1a2 DWa1a2Œ� D J D 0�: (1.29)

Il est possible d’exprimer les susceptibilités en fonction des dérivées de l’action

effective. Pour cela, utilisons la transformation de Legendre, et travaillons à �

fixé, impliquant que � devient une fonctionnelle de � et J :

� Œ�; J �CW
�
�Œ�; J �; J

�
D � � �: (1.30)

Dérivons par rapport à Ja1 :

�a1Œ�; J �C
•�

•Ja1
Œ�; J � �

•W
•�

�
�Œ�; J �; J

�
CWa1

�
�Œ�; J �; J

�
D �a1Œ�; J � � �

H) �a1Œ�; J �CWa1

�
�Œ�; J �; J

�
D 0; (1.31)

où la dernière égalité résulte du fait que l’on a •W=•� D �. À présent, dérivons

par rapport à Ja2 :

�a1a2Œ�; J �C
•�

•Ja2
�
•Wa1

•�

�
�Œ�; J �; J

�
CWa1a2

�
�Œ�; J �; J

�
D 0: (1.32)

Or, dans cette expression le deuxième terme est nul car, étant donné que l’on

travaille à � fixe, on peut écrire :

•Wa1

•�
D

•

•Ja2

•W
•�
D

•

•Ja2
� D 0: (1.33)

En conclusion, on obtient l’égalité voulue :

�a1a2 D ��a1a2Œ�0; J D 0�; (1.34)
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1.1. Représentation des systèmes fermioniques par la théorie des champs

où�0 est la configuration spontanée du champ, telle que •� =•�Œ�0; J D 0� D 0.

Dans le cas des fermions, on aura toujours �0 D 0. La connaissance des suscepti-

bilités sera capitale pour la suite. En effet, plus une susceptibilité est élevée, plus

les fluctuations associées sont fortes. Ce sont les fluctuations dominantes qui

déterminent les diagrammes de phase.

Le calcul de ces fonctionnelles génératrices est bien souvent impossible à

effectuer de façon exacte. Il existe cependant un cas essentiel pour lequel cela

est faisable : il s’agit du cas des théories gaussiennes. Celles-ci sont définies par

les propriétés suivantes, qui expliquent également leur intérêt, même lorsque la

théorie à considérer contient un terme d’interaction :

1. l’action est quadratique, c’est-à-dire qu’elle s’écrit SŒ'� D 1
2
K˛1˛2'˛1'˛2 ,

2. on peut séparer l’action en un terme purement fermionique et un terme

purement bosonique,

3. la matrice .K˛1˛2/ est inversible. Cette propriété est cruciale pour déve-

lopper des méthodes d’approximations basées sur la théorie des perturba-

tions lorsque l’action contient un terme d’interaction. Pour certains sys-

tèmes cependant, cette matrice n’est pas inversible, comme par exemple

dans le cas des théories de Yang-Mills (qui sont cependant des théories

bosoniques, et contiennent en plus des termes d’interaction lorsqu’elles

sont non abéliennes). Dans ce cas, le fait que .K˛1˛2/ soit non-inversible

est étroitement lié à l’invariance de jauge qui introduit une redondance

dans la description des degrés de liberté.

Mentionnons pour finir les expressions des intégrales gaussiennes dans le cas fer-

mionique et bosonique, dans le cas où l’on a :

ZŒ�; �; N�� D
Z

DŒb; Nb; f; Nf � e
�SŒb;f; Nf �C��bCN��fC�� Nf ;

SŒb; f; Nf � D
1

2
b �Kb � b C Nf �Kf � f D

1

2
Kb˛1˛2b˛1b˛2 CKf˛1˛2 Nf˛1f˛2;

DŒb; f; Nf � D
Y
˛

db˛
p
2 

Y
˛0

d
Nf˛0df˛0 :
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1.2. Construction de modèles par les symétries

On obtient alors [3] :

ZŒ�; �; N�� D
det

�
Kf

�q
det

�
Kb
� exp

n
N� �
�
Kf

��1
� �C

1

2
� �
�
Kb
��1
� �
o
: (1.36)

Ces expressions sont utiles pour comprendre la démonstration de certaines équa-

tions de flot
5

pour le groupe de renormalisation, et permettent de comprendre

leur structure, comme on va le voir au chapitre suivant.

1.2 Construction de modèles par les symétries

Discutons à présent de la structuration de l’action SŒ'� 6
. On peut distin-

guer principalement deux chemins pour déduire les modèles traités dans le pré-

sent travail. La première consiste à écrire l’action la plus générale pour des élec-

trons et des noyaux atomiques en interaction coulombienne
7
, puis d’effectuer

les opérations de simplifications successives conduisant au modèle de Hubbard

et à ses extensions. Ici, on privilégie une autre route, qui est celle de la phéno-

ménologie. On considère un système purement fermionique dès le début, puis

l’on se restreint à des actions possédant des structures de plus en plus restrictives

en tenant compte des symétries du problème attendues, qui sont celles des sys-

tèmes électroniques unidimensionnels, nous menant au modèle de Hubbard et

à ses extensions. Les symétries du modèle de Hubbard sont par exemple traitées

dans [23]. Cependant, pourquoi se donner tant de mal à déduire des modèles

si simples? Les considérations à propos des symétries donnent en fait des in-

dications à propos des fluctuations susceptibles de dominer, et permettent de

construire les observables �aŒ'� qu’il faut sonder.

5. Le terme de "flot" est utilisé dans la suite du manuscrit, car il fait référence à la notion de

"flot d’un champ de vecteurs", que l’on rencontre dans la littérature mathématique francophone.

Cependant, on pourrait tout à fait lui préférer le terme d’"écoulement".

6. Cela nécessite un peu de modélisation mathématique. Cette partie est surtout utile pour

avoir une bonne image mentale de la situation, et donner une explication à la classification des

états fondamentaux.

7. On peut en quelque sorte dire que les physiciens de la matière condensée ont le luxe de

connaître la "théorie du tout" de leur discipline résumée en une action, mais il est en pratique

impossible d’en tirer des conclusions directement à partir de celle-ci.
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1.2. Construction de modèles par les symétries

Pour mener à bien ce programme, il est nécessaire de s’intéresser à la struc-

ture de l’espace E auquel appartiennent les indices ˛. Celui-ci possède souvent

une structure d’espace fibré (nous n’entrerons pas dans les détails, voir par exemple

[42]) ce qui signifie essentiellement qu’il existe deux espacesM et F et une sur-

jection � W E ! M telle que ��1.x/ � Fx Š F . On dit que M est l’espace de
base tandis queF est la fibre typique. On considérera uniquement la situation où

la fibre typique est un espace vectoriel de dimension finie. Dans le cas oùM est

une variété différentielle, des conditions de compatibilité avec la structure diffé-

rentielle doivent être ajoutées à la définition des espaces fibrés, mais dans notre

cas la situation est plus simple puisqueM sera un réseau, c’est-à-dire une collec-

tion dénombrable de points de Rd engendrée par un point x 2 Rd ainsi qu’un

sous-groupe discret du groupe des translations
8
. Dans ce cas, on a simplement

E ŠM �F et un point deE s’écrit donc de façon unique ˛ D .x; u/. On va de

plus considérer un groupeG qui agit surE via une collection de représentations

�x W G ! GL.Fx/ pour tout x 2 M . Cela signifie que si les .ui/ forment une

base de Fx, alors on peut écrire pour tout u D aiui 2 Fx :

�x.g/.aiui/ D ai�x.g/.ui/ D ai�x.g/ijuj ; (1.37)

où .�x.g/ij / est la matrice de �x.g/ dans la base .ui/.

Pour faire la connexion avec les systèmes fermioniques, il faut faire appel à

une algèbre A. Dans notre cas, cette algèbre correspond à l’algèbre des variables

de Grassmann. Il s’agit d’une algèbre graduée, c’est-à-dire qu’elle s’écrit comme

une somme directe :

A D
1M
kD0

Ak; A0 D C; (1.38)

et la graduation signifie simplement que l’on a AkAp � AkCp. Cette algèbre est

engendrée par les éléments �; � 0 2 A1 qui satisfont à l’identité suivante (prove-

8. En physique de la matière condensée topologique, la notion de fibré est nécessaire à la

définition de la courbure de Berry, et dans ce cas l’espace de base est donné par la première zone

de Brillouin.
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1.2. Construction de modèles par les symétries

nant bien sûr de la relation (1.9)) :

�� 0 C � 0� D 0: (1.39)

Le lien entre l’algèbreA et le fibréE se fait au moyen d’une application ' W E !

A1 telle que pour tous x 2M , tout a 2 C et tous u1; u2 2 Fx :

'x;au1Cu2 D a'x;u1 C 'x;u2;

et de plus, ' doit impliquer la décomposition suivante :

A1 D
M
x2M

�
A1x � '.x; Fx/

�
; A1x Š Fx Š F: (1.40)

Il faut à présent se demander comment faire agir un groupeG sur l’algèbre A, et

comment utiliser les représentations deG pour produire des modèles possédant

une invariance par action de ce groupe. Soit donc un groupe de Lie (on prend en

fait le même groupe G qui agit sur E). On suppose que l’on connaît toutes ses

représentations irréductibles, et l’on note �j W G ! GL.Vj / ces représentations

(il faut prendre en compte en plus les représentations duales N�j W G ! GL.V �j /

telles que N�j .g/ D �j .g/
�

pour tout g 2 G). On fait de plus l’hypothèse que

la fibre standard F est une somme directe de représentations irréductibles deG.

Une action deG sur l’algèbre A est alors naturellement donnée par une applica-

tion � W G ! Aut.A/, où Aut.A/ désigne les automorphismes
9

de l’algèbre A,

c’est-à-dire que l’on doit avoir pour tout a 2 C, et tous �1; �2; �3 2 A :

�.g/.a�1�2 C �3/ D a�.g/.�1/�.g/.�2/C �.g/.�3/: (1.41)

On cherche alors à déterminer une action de groupe � qui soit compatible avec

l’application ' W E ! A1. On peut en fait définir une action � totalement déter-

minée par la bijection ' et par les représentations �x W G ! GL.Fx/ Š GL.A1x/
qui nous permettent d’écrire, en utilisant les définitions précédentes :

�.g/.'.x;u// � '.x;�x.g/.u// D '.x;ai�x.g/ijuj / D ai�x.g/ij'.x;uj /: (1.42)

9. Pour rappel, un automorphisme deA est un élémentf 2 GL.A/qui préserve la structure

d’algèbre, c’est-à-dire que l’on a f .�1�2/ D f .�1/f .�2/ pour tous �1; �2 2 A.
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1.2. Construction de modèles par les symétries

Dans la suite, pour simplifier l’écriture, on notera :

'˛ D '.x;ui / D 'xi :

Un élément � 2 A est invariant par action de G si l’on a �.g/.�/ D � . Les élé-

ments invariants sont à déterminer impérativement pour pouvoir trouver des la-

grangiens adéquats, on dit alors de façon informelle qu’il "possèdent la symétrie

G". Plus généralement, on s’intéresse aux sous-espaces vectoriels Va de A stables

par action du groupe G. Par définition, Va est stable par action de G s’il existe

une représentation �a W G ! GL.Va/ obtenue par restriction de � à Va, c’est-à-

dire que l’on a �a D �jVa . Par exemple, les sous-espacesA1x sont laissés stables par

action de �, ce qui est précisément l’effet escompté. À présent, intéressons-nous

au cas où Va est un sous-espace de A2. Les éléments d’une base de Va peuvent

être écrits sous la forme Aa� D Aa�Iyj Ixi'yj'xi , avec Aa�Iyj Ixi 2 C. Tout élément

� 2 Va s’écrit � D #�A
a
�, avec #� 2 C. Ainsi, l’action deG sur � s’écrit :

�.g/.�/ D #��V .g/.A
a
�/ D #��.g/��A

a
� D #��a.g/��A

a
�Iyj Ixi'yj'xi ; (1.43)

où .�a.g/��/ est la matrice de �a.g/ dans la base .Aa�/. Par ailleurs, l’action de

�.g/ sur � s’écrit :

�.g/.�/ D #�A
a
�Iyj 0Ixi 0�y.g/j 0j�x.g/i 0i'yj'xi ; (1.44)

ce qui nous conduit à l’identification suivante :

�a.g/��A
a
�Iyj Ixi D �y.g/j 0j�x.g/i 0iA

a
�Iyj 0Ixi 0 : (1.45)

Les représentations �a que l’on peut construire sont classées en deux ensembles :

les représentations "scalaires", c’est-à-dire celles qui produisent des éléments � 2

A2 invariants, et les autres. Les scalaires � servent naturellement à construire des

actions à un corps. En fait, pour tout couple .x; y/ 2M 2
, il sera en général pos-

sible de construire des éléments �ayx (où a est un indice discret) se transformant

comme des scalaires, et qui sont linéairement indépendants. En conséquence,

une action à un corps S1Œ'� aura l’allure suivante (avec utilisation convention de
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1.2. Construction de modèles par les symétries

sommation) :

S1Œ'� D tayx�ayxŒ'�: (1.46)

On utilise ensuite les représentations �a restantes, et on cherche les applications

bilinéairesQa1;a2 W Va1 � Va2 ! A4 qui produisent des invariants, c’est-à-dire :

�.g/
�
Qa1;a2.�1; �2/

�
D Qa1;a2

�
�a1.g/.�1/; �a2.g/.�2/

�
D Qa1;a2.�1; �2/:

(1.47)

Les éléments Qa1;a2.�1; �2/ servent alors à construire des actions à deux corps

décrivant des termes d’interactions. Par exemple, le cas le plus simple est celui

où l’on a Va2 D V et Va1 D V �. Un autre cas est celui pour lequel V est muni

d’un produit scalaire tel que �a.G/ est un sous-groupe du groupe des isométries

associées à ce produit scalaire. Dans la pratique, on rencontrera ces deux cas.

Enfin, discutons de l’inclusion de champs sources pertinents, c’est-à-dire des

termes Ja�aŒ'�. Ces termes se transforment par définition dans la représentation

scalaire. L’idée est de prendre un champ source dans la représentation V �, par

analogie avec ce qui a été expliqué dans le paragraphe précédent.

Traitons à présent le cas utile pour la suite, c’est-à-dire celui des électrons sur

un réseau. On cherche à construire des modèles sur réseau invariants par action

du groupe G D U.1/ � SU.2/. En effet, le groupe U.1/ est lié à la conservation

de la charge tandis que SU.2/ est associé à la conservation du spin. Ce groupe

possède des représentations irréductibles Vj indexées par un demi-entier j ⩾ 0.

Dans le cas où il n’y a qu’un bande, un site atomique ne peut accueillir qu’un

électron par orientation du spin. De façon complémentaire, on peut raisonner

en termes de trous. Ainsi, la fibre standard est donnée par :

F D V1=2 ˚ V
�
1=2: (1.48)

Ainsi, les variables de Grassmann sont de la forme x� et N x� . Cette forme nous

permet de munir l’algèbre A d’une involution .�/� W A! A, telle que, pour tout
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1.2. Construction de modèles par les symétries

˛ 2 C et pour tous �; �1; �2 2 A1 :

.˛�1 C �2/
�
D ˛��

�
1 C �

�
2 ;

.�1�2/
�
D �

�
2�

�
1 ;

.��/� D �; (1.49)

 �x� D
N x� ;

N �x� D  x� :

Un élément A est hermitien s’il est tel que �� D � . Il est de plus pratique d’in-

troduire la notation spinorielle 	x :

	x D

 
 x"

 x#

!
; N	x D

 
N x"
N x#

!
; (1.50a)

	 tx D
�
 x"  x#

�
; 	 �x D

�
N x" N x#

�
: (1.50b)

On peut alors construire les représentations V mentionnées au paragraphe pré-

cédent. Cette construction utilise en fait des propriétés bien connues de la com-

binaison des moments cinétiques. En effet, on souhaite combiner deux parti-

cules de spin 1=2 (un électron ou un trou avec un électron ou un trou), ce qui

donne obligatoirement une paire de spin 0 et une paire de spin 1. Si un élec-

tron porte une charge�e, alors une paire électron-électron porte naturellement

une charge�2e, tandis qu’une paire de trous porte une chargeC2e. Enfin, une

paire électron-trou est électriquement neutre. Pour toute paire de points .x; y/,

on peut donc construire les opérateurs quadratiques S
�
yx D .S0yx D �yx; ESyx/

et�
�
yx D .�

0
yx;
E�yx/ associés respectivement au canal électron-trou et électron-

électron, définis par :

S�yxŒ ;
N � D

1

2

�
N y��

�
�� 0 x� 0 CH:c:

�
D
1

2
	 �y�

�	x CH:c:; (1.51a)

��yxŒ ;
N � D  y��

�
�� 0 x� 0 D 	

t
y�

�	x; (1.51b)

où les matrices �� sont les matrices de Pauli, et de plus �� D i�2��.

Seuls les opérateurs �yxŒ ; N � peuvent être utilisés pour produire une action

21



1.2. Construction de modèles par les symétries

à un corps convenable, car il sont invariants par action de U.1/�SU.2/. On peut

donc écrire de façon générale :

S1Œ ; N � D tyx�yxŒ ; N �: (1.52)

Si l’action est hermitienne, alors on doit avoir :

t�yx D txy : (1.53)

Le terme purement local txx correspond au terme de potentiel chimique. Pour

la suite, on se restreindra à un modèle très simplifié pour lequel seul les premiers

termes non-locaux sont conservés, c’est-à-dire que les seuls termes txy non nuls

sont ceux pour lesquels x et y sont plus proches voisins. De plus, les termes de

saut sont supposés homogènes, c’est-à-dire que l’on a txy D t si txy ¤ 0. On

notera donc, en rétablissant les sommes :

S1Œ ; N � D t
X
hx;yi

ByxŒ ; N � � �
X
x

nxŒ ; N �; (1.54)

où l’on a utilisé les notations standard pour l’opérateur de saut ByxŒ ; N � D

�yxŒ ; N �, et pour l’opérateur nombre de particules au pointx,nxŒ ; N � D �xxŒ ; N �.

Notons que l’opérateur nombre se scinde en deux opérateurs différentiant l’orien-

tation du spin nxŒ ; N � D nx"Œ ; N �C nx#Œ ; N �.

La forme générale d’une action d’interaction hermitienne à deux corps s’écrit

grâce aux opérateursS et�de la façon suivante (où la convention de sommation

sur les indices est utilisée) :

S2Œ ; N � D V t

yx; y0x0
E�yxŒ ; N �

�
� E�y0x0Œ ; N �

C V s

yx; y0x0�
0
yxŒ ;

N ���0y0x0Œ ;
N �

C V ¢yx; y0x0
ESyxŒ ; N � � ESy0x0Œ ; N �

C V
¡
yx; y0x0�yxŒ ;

N � �y0x0Œ ; N �: (1.55)
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Les conditions d’hermiticité de l’action s’écrivent :�
V s

yx; y0x0

��
D V s

y0x0; yx;�
V t

yx; y0x0

��
D V t

y0x0; yx;�
V
¡
yx; y0x0

��
D V

¡
y0x0; yx;�

V ¢yx; y0x0
��
D V ¢y0x0; yx: (1.56)

De plus, les propriétés de symétrie �xy D �yx et ESxy D ESyx impliquent les

égalités suivantes :

V
¡;¢
yx;y0x0 D V

¡;¢
xy;y0x0 D V

¡;¢
yx;x0y0 D V

¡;¢
xy;x0y0 : (1.57)

L’action précédente est en général non locale puisqu’elle couple a priori tous

les points du réseau. Le cas le plus simple est celui d’une action local et homo-

gène, pour laquelle les termes d’interaction sont spécifiés par seulement quatre

constantes réelles gs, gt, g¢ , g¡ telles que :

V s

yx; y0x0 D gs ıyxıy0x0;

V t

yx; y0x0 D gt ıyxıy0x0;

V
¡
yx; y0x0 D g¡ ıyxıy0x0;

V ¢yx; y0x0 D g¢ ıyxıy0x0; (1.58)

ce qui simplifie drastiquement la forme de l’action d’interaction
10

:

S2Œ ; N � D
X
x

gt
E�xŒ ; N �

�
� E�xŒ ; N �C gs�

0
xŒ ;

N ���0xŒ ;
N �

C g¢ ESxŒ ; N � � ESxŒ ; N �
�
C g¡ nxŒ ; N � nxŒ ; N �

�
: (1.59)

Le cas le plus simple est celui où seuleg¢ est non nulle, qui correspond au modèle

de Hubbard. Dans ce travail, cependant, on considérera l’effet de termes non

locaux. Le terme en g¡ est entre parenthèses puisque c’est en fait un terme à un

corps, car pour des fermions, en raison du principe de Pauli, on a n2x D nx.

10. On a simplement notéXxx D Xx .
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Discutons à présent des champs sources qu’il est pertinent d’inclure dans

l’action. Étant donné que l’action d’interaction est restreinte à des termes à deux

corps, il est naturel de sonder les états fondamentaux obtenus par appariement.

Cela nous fait donc quatre champs sources EJ t
, J s

, EJ ¢ , J ¡, qui nous permettent

d’écrire un terme SgŒ ; N ; J � ayant la forme suivante :

SgŒ ; N ; J � D E�yxŒ ; N �
�
� EJ t

yx CH:c:

C
�
�0yxŒ ;

N �
��
J s

yx CH:c: (1.60)

C EJ ¢yx �
ESyxŒ ; N �C J

¡
yx �yxŒ ;

N �:

En résumé, l’action microscopique SŒ ; N ; J � est une somme de trois termes :

SŒ ; N ; J � D S1Œ ; N �C S2Œ ; N �C SgŒ ; N ; J �: (1.61)

1.3 Systèmes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

Nous sommes à présent en mesure de spécialiser la discussion au cas unidi-

mensionnel. Nous considérons donc un réseau unidimensionnel contenant L

atomes régulièrement espacés les uns des autres (à la fin des calculs, on prendra

toujours la limite thermodynamique pour supprimer les éventuels effets de taille

finie, ce qui revient à prendre la limite L ! 1). Dans ce cas, la mesure d’inté-

gration est donnée par :

DŒ ; N � D
Y
K;�

d N �.K/d �.K/: (1.62)

avecK D .k; !n/, où k désigne l’impulsion (cristalline) définie dans la première

zone de Brillouin BZ1 D Œ� ; �, tandis que les !n D .2n C 1/ T sont les

fréquences de Matsubara fermioniques (voir annexe A pour les conventions de

transformation de Fourier). Les deux premiers termes de l’action prennent alors
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la forme suivante :

S1Œ ; N � D
X
K;�

N �.K/
�
Q.K/

��1
 �.K/; (1.63a)

S2Œ ; N � D
 vFT

L

X
fK;�g

g.k1; k2; k
0
1/ı

rr

K1CK2�K
0
1�K

0
2

� N �1.K
0
1/
N �2.K

0
2/ �2.K2/ �1.K1/;

D

X
fK;�g

: (1.63b)

où le propagateur libre Q.K/ est tel que :�
Q.K/

��1
D i!n � �.k/: (1.64)

La dernière ligne contient la représentation diagrammatique de l’action d’inter-

action. La présence de la ligne oscillante se comprend dans la mesure où l’inter-

action considérée conserve l’orientation du spin. Il n’y a pas de dépendance en

la quatrième impulsion du fait de la conservation à un vecteur du réseau réci-

proque près, qui s’écrit :

k1 C k2 � k
0
1 � k

0
2 D G 2 RR;

où RR désigne le réseau réciproque, c’est-à-dire que l’on aG D 2 n, avec n 2 Z.

Par symétrie d’inversion du temps, on peut écrire :

g.k1; k2; k
0
1/ D g.�k1;�k2;�k

0
1/:

De plus, la fonction ırr
k

est un "peigne de Kronecker" :

ırrk D
X
G2RR

ık;G :
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1.3. Systèmes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

La relation de dispersion �.k/ s’écrit en général �.k/ D ".k/ � �, où ".k/

donne le spectre à un corps, tandis que � est le potentiel chimique. Le vecteur

d’onde de Fermi kF ⩾ 0 est par définition solution de l’équation �.kF/ D 0. Il

marque donc la séparation entre états occupés et états vides (lorsque la tempé-

rature tend vers 0). La relation de dispersion �.k/ sera supposée monotone sur

Œ0;  �. De plus, la vitesse de Fermi vF est définie par :

vF D
@�

@k

ˇ̌̌̌
kF

: (1.65)

L’existence de la surface de Fermi (qui est bien sûr réduite à deux points dans

le cas 1D à une bande avec relation de dispersion monotone) implique que les

propriétés de basse énergie de tous les modèles devraient se réduire à l’étude d’un

même modèle.

Tout d’abord, au voisinage de la surface de Fermi, on peut écrire k D �kFC

.k � �kF/ avec � D sgn k. Le spectre �.k/ peut alors être linéarisé en �kF :

�.k/ D
@"

@k

ˇ̌̌̌
�kF

.k � �kF/ D �vF.k � �kF/ D vF.jkj � kF/C :::

Plus précisément, le spectre linéarisé prend la forme suivante (il faut en effet pou-

voir considérer une impulsion quelconque, que l’on ramène dans la première

zone de Brillouin) :

�.k/ D

(
vF

�
jkj � kF

�
si k 2 BZ1;

vF

�
jk � �2 j � kF

�
sinon:

(1.66)

Ensuite, les processus de basse énergie se déroulant nécessairement dans le

voisinage de la surface de Fermi, cela implique que les impulsions des électrons

sont localisées autour de˙kF. Il en résulte une classification des différents pro-
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1.3. Systèmes fermioniques unidimensionnels et g-ologie

Diffusion
vers l’arrière

Diffusion
vers l’avant

Diffusion
vers l’avant

Processus Umklapp

Fig. 1.1 – Processus de diffusion à deux électrons aux basses éner-
gies. L’existence des deux points de Fermi montre que ces processus
peuvent être divisés en trois types : diffusion vers l’arrière associée
à g1, diffusion vers l’avant associée à g2 et g4 et enfin processus
Umklapp associés à g3.

cessus de diffusion que voici :

g1 � gCkF;�kF;�kF
D g�kF;CkF;CkF

; (diffusion vers l’arrière)

g2 � gCkF;�kF;CkF
D g�kF;CkF;�kF

; (diffusion vers l’avant)

g3 � gCkF;CkF;�kF
D g�kF;�kF;CkF

; (processus Umklapp)

g4 � gCkF;CkF;CkF
D g�kF;�kF;�kF

: (diffusion vers l’avant)

Ces processus sont ainsi classés en trois types (diffusion vers l’avant, vers l’arrière

et processus Umklapp). Ils sont illustrés à la figure 1.1. Les processus Umklapp

sont le seul vestige du réseau. Ils ne sont en effet possibles que parce que les im-

pulsions sont conservées à un vecteur du réseau réciproque près, qui nous per-

met d’ailleurs de faire les identifications suivantes :

3kF $ �kF; �kF $ 3kF: (1.67)

Précisons la représentation diagrammatique des constantes de couplage. Tout

d’abord, nous pouvons différencier les branches, c’est-à-dire les voisinages des
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deux points de Fermi, ce qui nous donne :

k � CkF ⇝ ; k � �kF ⇝ : (1.68)

En conséquence, les constantes de couplage g1, g2, g3, et g4 sont représentées

de la façon suivante (on devrait aussi considérer l’échange des branches $

) :

g1 � ; g2 � ;

(1.69)

g3 � ; g4 � :

Lorsque le spectre linéaire est extrapolé jusqu’aux bords de la bande (en par-

ticulier, on a kF D  =2 à demi-remplissage), et que les constantes de couplage

sont systématiquement projetées sur la surface de Fermi, on obtient alors le mo-
dèle de g-ologie 11

[17]. La linéarisation du spectre est illustrée à la figure 1.2. No-

Basses énergies

Spectre de liaison forte Spectre linéaire

Fig. 1.2 – Linéarisation du spectre autour du niveau de Fermi ef-
fectuée pour simplifier l’étude. Cependant dans ce travail, la cour-
bure du spectre sera prise en compte.

tons que pour ce modèle, les couplages sont purement locaux puisqu’ils sont

évalués sur la surface de Fermi. Le modèle de g-ologie permet de comprendre les

11. On parle également de limite du continuum.
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� C

C C C :::

Fig. 1.3 – Premières corrections diagrammatiques à l’amplitude
de diffusion vers l’arrière où tous les diagrammes ne sont pas re-
présentés, mais le point important est que la somme sur les états in-
termédiaires se scinde en deux contributions : celle due aux paires
électron-électron (en rouge) et celle due aux paires électron-trou (en
bleu).

phénomènes spécifiques aux cas unidimensionnel. Pour les mettre en exergue,

considérons le cas d’un couplage faible, pour lequel les méthodes perturbatives

sont a priori pertinentes. Supposons en particulier que l’on s’intéresse à l’ampli-

tude de diffusion vers l’arrière de deux électrons. D’un point de vue diagramma-

tique, cette amplitude s’écrit (schématiquement) comme représenté à la figure

1.3. Cette expression fait apparaître une structure présente dans la somme sur les

états intermédiaires provenant de la théorie des perturbations : cette somme se

scinde en deux contributions. La première est due aux paires électron-électron

virtuelles, identifiées par la couleur rouge, et la deuxième est liée aux paires vir-

tuelles électron-trou. Les sommes sur les états intermédiaires sont représentées à

la figure 1.4. La bulle rouge LC, appelée bulle de Cooper, correspond aux paires

électron-électron, tandis que la bulle bleue LP, appelée bulle de Peierls, corres-

pond aux paires électron-trou. L’existence de ces deux canaux n’est absolument

pas spécifique au cas unidimensionnel, car elle résulte simplement de ce que nous

avons affaire à des fermions de spin 1=2 portant une charge électrique. Cepen-
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LC D LP D

Fig. 1.4 – Bulles de Cooper (en rouge) et de Peierls (en bleu). Dans
le cas unidimensionnel, lorsque le spectre possède la propriété de
nesting, on obtientLC D �LP � log.�0=T /.

dant, le rapport de ces amplitudes est remarquable dans le cas unidimensionnel,

dans la mesure où les deux bulles sont égales à un signe près :

LC D �LP: (1.70)

D’où vient cette égalité? Un simple calcul pour les bulles avec des paires por-

tant des impulsions a priori quelconques révèle que leur amplitude est maximale

lorsque les paires (on considère k > 0) sont de la forme .Ck;�k/ dans le cas de la

bulle de Cooper, et .k; k � 2kF/ dans le cas de la bulle de Peierls. Les expressions

de ces deux bulles sont de la forme suivante :

LC �

X
k⩾0

nF

�
�.k/

�
� nF

�
� �.�k/

�
�.k/C �.�k/

; (1.71a)

LP �

X
k⩾0

nF

�
�.k/

�
� nF

�
�.k � 2kF/

�
�.k/ � �.k � 2kF/

; (1.71b)

où nF."/ désigne la fonction de Fermi-Dirac à température T D 1=ˇ :

nF."/ D
1

e
ˇ" C 1

: (1.72)

Or, le spectre linéaire possède en dimension 1 une propriété bien particulière,

appelée nesting, c’est-à-dire :

�.k � 2kF/ D ��.�k/: (1.73)

ce qui implique la relation (1.75). Cela signifie d’un point de vue quantique que

l’on a affaire à deux amplitudes qui interfèrent de façon destructive, et il n’est
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donc pas possible de traiter un seul canal au détriment de l’autre. C’est cependant

ce que l’on fait lorsque l’on traite la théorie BCS, ce qui est justifié lorsque l’on

considère un matériau de dimensionnalité plus élevée, impliquant une contri-

bution moindre du canal électron-trou par rapport au canal électron-électron.

L’interférence destructive des deux canaux de diffusion n’est cependant pas

le fin mot de l’histoire. Nous n’avons en effet pas mentionné un détail : le calcul

perturbatif est-il correct? Très schématiquement, le calcul perturbatif de l’am-

plitude de diffusion Ng donne une expression de la forme suivante :

Ng � g C Lg2 C ::: (1.74)

Pour que ce calcul soit justifié physiquement, il est nécessaire que le terme Lg2

soit suffisamment petit devant g, ce qui demande, certes, que les constantes de

couplage soient petites, mais également que le coefficient L soit suffisamment

petit. Or, après évaluation des expressions (1.71b), il vient :

LC D �LP � log

�0

T
; (1.75)

où�0 est typiquement de l’ordre de la largeur de la bande. Ainsi, lorsque la tem-

pérature T tend vers 0, le calcul perturbatif devient incorrect puisque le terme

Lg2 peut devenir arbitrairement grand devant g ! Comment alors gérer cette si-

tuation? S’il n’y avait qu’un seul canal, il serait possible d’effectuer une resom-

mation de la série perturbative, qui se réduirait alors essentiellement à la somme

d’une série géométrique, qu’il faudrait ensuite prolonger analytiquement pour

pouvoir aller à des températures arbitrairement basses. Là encore, c’est exacte-

ment ce que l’on ferait dans la théorie BCS. Mais dans notre cas, l’interférence

des canaux nous empêche pratiquement d’effectuer cette simple resommation
12

.

Le groupe de renormalisation, expliqué au chapitre suivant, est une méthode qui

permet d’effectuer cette resommation compliquée en intégrant progressivement

les états intermédiaires.

12. Il est tout de même envisageable d’effectuer cette resommation, au prix d’une technicité

élevée [17], avec la méthode des diagrammes parquet.
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1.4 Modèle de Fermi-Hubbard étendu

Le but du présent projet est d’obtenir le diagramme de phase du modèle de

Fermi-Hubbard étendu unidimensionnel à une bande en fonction du remplis-

sage. Le hamiltonien que nous allons donc considérer a la forme suivante :

H D �t
X
hx;yi

Bxy C U
X
x

nx"nx# C V
X
x

nxnxC1. (1.76)

Les effets de chacun des termes de ce hamiltonien sont illustrés à la figure 1.5. Le

premier terme, à un corps, est cinétique, il décrit des sauts d’électrons de plus

proches voisins en plus proches voisins : c’est le hamiltonien de liaisons fortes.

Les deux derniers termes sont quartiques, c’est-à-dire qu’ils décrivent des inter-

actions à deux corps. Le terme en U est le terme de Hubbard, qui correspond

aux interactions sur un même site atomique. Le second terme d’interaction en

V décrit une interaction électronique de type densité-densité, sur des sites plus

proches voisins.

Le diagramme de phase cherché sera tracé dans le plan .U=t; V=t/, avec des

coupes en �. Il est possible de se faire une intuition quant à l’allure d’une partie

du diagramme de phase de ce modèle à demi-remplissage (soit � D 0). On peut

en effet examiner trois cas distincts, illustrés à la figure 1.6 :

— Supposons tout d’abord que le terme cinétique est dominant, dans ce

cas, on a simplement un système d’électrons libres avec une bande demi-

remplie, c’est-à-dire un métal.

— Maintenant supposons que le terme U est dominant et positif. Dans

ce cas, les configurations électroniques avec double occupation des sites

atomiques sont largement défavorisées. De plus, la présence du terme ci-

nétique que l’on peut considérer comme une perturbation a pour effet

de créer un couplage antiferromagnétique entre les spins des électrons se

situant sur des sites voisins [4]. Ainsi, dans cette situation, l’état fonda-

mental devrait donc être une onde de densité de spin.

— Enfin, considérons le cas où le terme V domine et est positif. Dans ce

cas, pour minimiser l’énergie, il est nécessaire d’alterner l’occupation des

sites atomiques entre un site doublement occupé, et un site non-occupé.
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Fig. 1.5 – Illustration des différents termes présents dans le ha-
miltonien du modèle EH. Le terme cinétique associé au coefficient
t décrit les sauts d’électrons entre atomes plus proches voisins et cor-
respond au hamiltonien de liaisons fortes. Le terme d’interaction
en U est le terme de Hubbard. Il décrit simplement l’interaction
de deux électrons (ayant des spins ayant des orientations opposées)
sur un même atome. Enfin, le terme en V décrit une interaction
de type densité-densité entre électrons situés sur des atomes plus
proches voisins.

Autrement dit, l’état fondamental attendu est une onde de densité de

charge.

Dans la suite, on ne va cependant pas se restreindre à ces seuls états fondamen-

taux, mais on va considérer toutes les possibilités suivantes :

— onde de densité de charge sur site (CDW),
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s s s s

t t t t

Fig. 1.6 – Illustration des ondes de densité. La ligne du haut
illustre une onde de densité de charge centrée sur les sites (CDW
pour Charge Density Wave). On voit clairement une modulation
de la densité de charges électriques. La deuxième ligne montre une
onde de densité de spin centrée sur les sites (SDW pour Spin Den-

sity Wave), qui montre une modulation de l’orientation du spin
des électrons. Le caractère anti-ferromagnétique de cet état est dû
à la présence du terme cinétique. La troisième ligne illustre une
onde de densité de charge centrée sur les liens (BOW pour Bond

Order Wave), qui correspond à une collection de spins dans un état
singulet. Enfin, la dernière ligne représente une onde de densité de
spins sur liens (BSDW pour Bond Spin Density Wave) correspon-
dant à une collection de spins dans un état triplet.

— onde de densité de charge sur lien (BOW),

— onde de densité de spin sur site (SDW),

— onde de densité de spin sur lien (BSDW),

— supraconductivité singulet (SS),

— supraconductivité triplet (TS).

Pour chercher ces différents états fondamentaux, il faut que le terme SgŒ ; N ; J �
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contenant les champs sources soit décomposé en plusieurs termes dont voici la

structure dans l’espace direct et dans l’espace réciproque :

SehsŒ ; N ; Js� D
1

2

X
x

ˇZ
0

d� Js.x/	
�
x .�/�

�	x.�/

D
vFT

2L

X
K;K0;Q

J �
s
.Q/	 �.K 0/��	.K/ırrK�K0CQ; (1.77a)

SehbŒ ; N ; Jb� D
1

2

X
x

J �
s
.x C a=2/

ˇZ
0

d�
�
	 �x .�/�

�	xCa.�/C 	
�
xCa.�/�

�	x.�/
�

D
vFT

2L

X
K;K0;Q

J
�

b
.Q/	 �.K 0/��	.K/

� cos

�
.k C q=2/a

�
ırrK�K0CQ; (1.77b)

SeeŒ ; N ; Jsc� D
1

2

X
x

ˇZ
0

d�
�
	 �x .�/

�
J �

sc
.x/��

��
N	x.�/C 	

t
x.�/J

�.x/��	x.�/
�

D
vFT

2L

X
K1;K2;Q

n�
	 �.K1/

�
J �

sc
.Q/��

��
N	.K2/

C 	 t.K2/J
�.Q/��	.K1/

o
ırrK1CK2CQ: (1.77c)

Dans ces expressions, l’indice � va de 0 à 4, la valeur � D 0 correspondant aux

excitations "scalaires". On remarque de plus que le champ source pour Sehb est

centré sur les liens, d’où le fait qu’il soit évalué en x C a=2, où a est le pas du

réseau, que l’on prend (rappelons-le) égal à 1.

Examinons à présent le modèle dans l’espace de Fourier. Les quatre termes
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du hamiltonien se transforment comme suit :X
hx;yi

Byx D 2
X
K;�

cos.k/ N �.K/c�.K/, (1.78)X
x

nx D
X
k; �

N �.K/ �.K/, (1.79)

X
x

.nx/
2
D
1

L

X
fK;�g

N �1.K
0
1/
N �2.K

0
2/ �2.K2/ �1.K1/ı

rr

K1CK2�K
0
1�K

0
2
, (1.80)

X
x

nxnxC1 D
1

L

X
fK;�g

cos.k1 � k
0
1/ı

rr

K1CK2�K
0
1�K

0
2

� N �1.K
0
1/
N �2.K

0
2/ �2.K2/ �1.K1/, (1.81)

ce qui nous donne donc (".k/ � �2t cos.k/) :

H D
X
K;�

�
".k/ � U=2

�
N �.K/ �.K/

C
 vF

L

X
fK;�g

g.k1; k2; k
0
1/ı

rr

K1CK2�K
0
1�K

0
2

� N �1.K
0
1/
N �2.K

0
2/ �2.K2/ �1.K1/; (1.82)

avec :

g.k1; k2; k
0
1/ D

U

2 vF

C
V

 vF

cos.k1 � k
0
1/: (1.83)

La dépendance de la constante de couplage en les impulsions traduit bien la non-

localité des interactions.

Intéressons-nous maintenant plus en détails à la partie cinétique. Pour la

suite, il sera crucial d’introduire l’écart énergétique au niveau de Fermi (on ab-

sorbe le terme en �U=2 dans le potentiel chimique) :

�.k/ D �2 cos.k/ � �:

Au niveau de Fermi, �.kF/ D 0, ce qui nous donne donc � D �2 cos.kF/, qui
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1.4. Modèle de Fermi-Hubbard étendu

est l’expression du potentiel chimique à température nulle. De plus, la vitesse

de Fermi est donnée par vF D jd�=dkj.kF/ D 2j sin.kF/j D 2
p
1 � �2=4. La

densité d’états (volumique) tenant compte du spin s’obtient en écrivant :

2 �
L

2 
dk D LN .�/d�;

soit finalement :

N .�/ D
1

2 
p
1 � .� C �/2=4

: (1.84)

En particulier, sur la surface de Fermi on a N .0/ D 1=. vF/. Dans la pratique,

/2 0 /2
k

0

1

0

1

0

(k) = 2tcos(k)

0 5 10
D. O. S.

( )

Fig. 1.7 – Le panneau de gauche représente la relation de disper-
sion de liaisons fortes pour un remplissage différent de 1. Le pan-
neau de droite montre la densité d’états associée et étendue. De
plus, la coupure UV initiale�0 D 2tCj�j apparaît ainsi qu’une
coupure� < �0 en un point quelconque du flot de RG.
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1.4. Modèle de Fermi-Hubbard étendu

on va avoir besoin d’étendre la densité d’états. En effet, jusqu’à présent, on a l’en-

cadrement �2 � � ⩽ � ⩽ 2 � �. À partir de maintenant, on va considérer que

l’on a l’encadrement ��0 ⩽ � ⩽ �0, avec �0 D 2t C j�j. La densité d’états

étendue est alors donnée par (voir figure 1.7) :

N .�/ D
‚.2 � � � �/‚.2C �C �/

2 
p
1 � .� C �/2=4

: (1.85)

Cette densité d’états est remarquable car elle possède deux singularités situées

SS
TS

CDW

SDW

Fig. 1.8 – Diagramme de phase du modèle EH dans la limite du
continuum à � D 0. La frontière CDW-SDW est donnée par la
ligne U D 2V ⩾ 0, la frontière SDW-TS est quant à elle donné
par la ligne U D �2V ⩾ 0, la frontière SS-TS correspond à la
ligne U D 2V ⩽ 0 et enfin, la frontière SS-CDW est donnée par
V D 0 pour U ⩽ 0.

en bord de bande, appelées singularités de van Hove. L’impact de ces singularités

ainsi que leur traitement numérique sera expliqué dans les chapitres suivants. La

densité d’états permet de calculer le nombre d’électrons par site n présents dans
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1.4. Modèle de Fermi-Hubbard étendu

le système :

n D

Z 0

�1

d�N .�/ D 2
Z CkF

�kF

dk

2 
D
2kF

 
: (1.86)

On obtient donc les relations suivantes liant le nombre d’électronsn, le potentiel

chimique à température nulle � ainsi que le vecteur d’onde de Fermi kF :

kF D
 

2
n; � D �2 cos. n=2/ ” n D

2

 
arccos.��=2/: (1.87)

Une question essentielle se pose au sujet du modèle EH : l’approximation

du modèle de g-ologie est-elle suffisante pour obtenir un diagramme de phase

qualitativement correct? La plupart des études menées jusqu’à présent se sont

concentrées sur le cas du demi-remplissage (� D 0). Dans ce cas, le diagramme

de phase tel que prédit dans la limite du continuum a l’allure telle que décrite à la

figure 1.8. On constate la présence de quatre phases, à savoir deux ondes de den-

sité centrées sur les sites, et deux phases supraconductrices. Pourtant, les modèles

Fig. 1.9 – Diagramme de phase du modèle EH à � D 0. Figures
tirées de [44] pour le panneau de gauche, et [59] pour le panneau
de droite.

plus généraux discutés à la deuxième section dévient du modèle de g-ologie, ce

qui est particulièrement clair dans le cas du modèle EH. En effet, les interactions
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1.4. Modèle de Fermi-Hubbard étendu

sont généralement non-locales, ce qui pose la question de leurs effets sur le dia-

gramme de phase. D’un point de vue du groupe des renormalisation (les détails

seront donnés au chapitre suivant), ces interactions sont non-pertinentes, ce qui

signifie que leurs contributions n’ont lieu qu’aux hautes énergies, suggérant qu’il

est possible de les négliger dès le début, en cohérence avec le modèle de g-ologie.

Cependant, comme expliqué dans l’introduction, des résultats obtenus par dia-

Fig. 1.10 – Diagramme de phase du modèle EH à� D 0. Figures
tirées de [50] pour le panneau de gauche, et [57] pour le panneau
de droite.

gonalisation exacte [44], mais aussi avec le groupe de renormalisation wilsonien

[59], puis par des méthodes Monte Carlo [50], par le groupe de renormalisation

fonctionnel [57] et enfin à nouveau par le groupe de renormalisation wilsonien

[37] ont montré un désaccord qualitatif avec la limite du continuum, exprimé

par l’existence d’une phase BOW (parfois nommée BCDW dans la littérature)

existant dans le voisinage de la ligne U D 2V dans le secteur répulsif. L’article

de Ménard et al.[37] en particulier, a permis d’expliquer l’origine de cette phase

comme résultant de l’effet aux hautes énergies de constantes de couplage non-

locales. Ces processus de haute énergie sont suffisants pour stabiliser la phase

BOW, comme cela sera expliqué plus en détail au chapitre 4. Ainsi, pour espérer

obtenir un diagramme de phase à potentiel chimique quelconque qui soit qua-

litativement correct, il est nécessaire de prendre en compte ces couplages non-

locaux. Enfin, le spectre possède en général de la courbure. Ainsi, à remplissage

quelconque, le nesting est en général (au moins partiellement) détruit, et il existe

alors une asymétrie entre les états occupés et les états vacants. Quels sont les effets
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FIG. 1. (a) Phase diagram of the 1D extended Hubbard model. The bold (thin) lines refer to the boundaries between primary (secondary)
phases indicated in bold (regular) characters. Dashed lines correspond to boundaries of the phase diagram of the electron-gas model in the
continuum limit; (b) zoom in the neighborhood of the (dashed) line U = 2V in the repulsive sector.

the usual negative bare scaling dimension of nearest-neighbor
couplings of the continuum theory.4,23

C. Fermi velocity and coupling constant flow equations

We now proceed to the partial trace operation defining the
first step of the renormalization group transformation (8). At
the one-loop level, this amounts to evaluating the outer-shell
statistical averages 〈SI,2〉0̄,c and 〈S2

I,2〉0̄,c of the recursion
relations (9) and (10). The former contribution 〈SI,2〉0̄,c is
composed of Hartree and Fock self-energy corrections. In
these, enter k-independent or constant terms which correct
the chemical potential, a quantity that can be simply redefined
to keep the filling of the band constant. These terms can be
safely ignored. The presence of nonlocal interactions gives rise
to momentum dependent Fock terms, which at step � of the
iterative RG procedure read

〈SI,2〉0̄,c = T (�)

L(�)

∑
k̄

∑
k̄′

[
ḡ1(�)G0

−p(k̄′) − ḡ4(�)G0
p(k̄′)

]

× cos(kF + δk)ψ∗
p(k̄)ψp(k̄), (14)

where the slashed summation contains an integration over k′
in the outer momentum shell interval (7) at a given p. Fock
terms contribute to the renormalization of the spectrum, that
is, Fermi velocity. Carrying the k̄′ summation, one gets the
flow equation for the velocity,

d� ln v(�) = π

4
[ ˜̄g4(�) − ˜̄g1(�)] tanh[v(�) sin δk�/2T ], (15)

where δk� = k0e
−� and the couplings ˜̄g ≡ ḡ/πv(�) are hence-

forth taken as normalized by the scale dependent Fermi
velocity v(�).

The recursion relations (12) for the local normalized
couplings g̃[≡ g/πv(�)] are obtained from the outer-shell
contractions 〈S2

I,2〉0̄,c in the logarithmically singular Cooper
(electron-electron) and Peierls (2kF electron-hole) channels.

Their insertion in Eq. (12) leads, after rescaling, to the
recursion relations

g̃′
1 = [

g̃1 + ( − g̃2
1 + g̃3 ˜̄g3

)
IP + ˜̄g1(g̃2 + ˜̄g2)IC

]
s−fg , (16)

g̃′
2 = [g̃2 + (g̃1 + ˜̄g1)2IC + (g̃3 + ˜̄g3)2IP ]s−fg , (17)

g̃′
3 = [g̃3 + (g̃2 + ˜̄g2)(2g̃3 + ˜̄g3)IP

−(g̃1 + ˜̄g1)(g̃3 − ˜̄g3)IP ]s−fg , (18)

g̃′
4 = g̃4s

−fg , (19)

0 1 2 3 4 5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

g

g1

g2g3

0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

20

π
vχ

SDW

CDW

BOW

1 2 3 4 5
0.5

0.0

0.5

1.0

d

d
ln z

(a)

(b)

FIG. 2. (a) Flow of the coupling constants g̃1,2,3 at point A (1, 0.4)
of the phase diagram in Fig. 1. (b) Density-wave susceptibilities vs
�; inset: flow of the pair vertices d� ln zμ for μ = SDW, BOW, and
SDW.

075111-4

Fig. 1.11 – Diagramme de phase du modèle EH à� D 0. Figure ti-
rée de [37]. Les pointillés indiquent les frontières déterminées dans
la limite du continuum.

de cette asymétrie sur le diagramme de phase? De façon immédiate, étant donné

les expressions des bulles (1.71b), il est clair que la bulle de Peierls sera affectée, car

sa divergence logarithmique est conditionnée par le nesting. On peut donc anti-

ciper que cette chute de la bulle de Peierls favorisera la bulle de Cooper, dont la

divergence logarithmique est quant à elle seulement liée à l’invariance par renver-

sement du temps (qui se traduit dans notre cas par la propriété �.k/ D �.�k/).

Cela peut-il favoriser la supraconductivité? Les résultats présentés au chapitre

4 permettront de répondre par l’affirmative, et mettront en lumière un phéno-

mène d’écrantage des interactions similaire à l’écrantage de l’interaction coulom-

bienne par le mécanisme de Morel-Anderson [41].
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2

Groupe de renormalisation fonctionnel

« Tout est changement, non pour ne plus être mais pour devenir ce

qui n’est pas encore. »

Epictète

Dans ce chapitre le groupe de renormalisation (RG) est présenté. Les idées générales du RG
wilsonien sont abordées et illustrées brièvement avec la méthode de Wegner-Houghton ainsi
que celle de Wilson-Polchinski. Puis le RG à la Wetterich est exposé plus en détails, car c’est
cette méthode qui a été utilisée dans le reste du travail. Cette version du RG est puissante
car elle permet de traiter des systèmes fermioniques mais permet également d’étudier des
effets non-perturbatifs dans les systèmes bosoniques. Avant de passer à des considérations
formelles dans le cadre de théories de champs, un exemple simple est donné, pour illustrer
la généralité de l’idée à la base du RG à la Wetterich.

2.1 Un exemple introductif

Avant de traiter le cas de la théorie des champs, nous allons expliquer à l’aide

d’un exemple trivial le principe général à l’origine du groupe de renormalisation.

Supposons que l’on s’intéresse aux solutions réelles de l’équation du second degré
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2.1. Un exemple introductif

suivante :

X2
C bX C " D 0:

Naturellement, pour " < b2=4 on sait écrire les solutions de cette équation :

X˙ D
�b ˙

p
b2 � 4"

2
:

Cependant, supposons que l’on ne sache résoudre le problème que pour " D 0,

et que " reste petit (disons que l’on a j"j < b2=4). La première idée que l’on

pourrait avoir consiste à effectuer un développement perturbatif en ". Ainsi, on

écrit X D X0 C "X1 C :::, où X0 est une solution du problème à " D 0. On

injecte cette forme dans notre équation, ce qui nous conduit à :�
.2X0 C b/X1 C 1

�
"C ::: D 0;

et nous permet de déterminer X1, en demandant que tous les termes devant les

puissances de " soient identiquement nuls :

X1 D
�1

2X0 C b
;

soit :

X D X0 �
"

2X0 C b
C : : : :

Il s’agit de la solution perturbative "pure". Cette approximation est de moins en

moins précise au fur et à mesure que " s’éloigne de 0. Cependant, il y a mieux.

En effet, en dérivant l’équation par rapport à ", on obtient une équation diffé-

rentielle :

@"X" D
�1

2X" C b
:

Cette équation de flot est exacte. Il s’agit du genre d’équation que l’on obtient

dans des schémas de groupe de renormalisation fonctionnel tels que ceux de
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2.1. Un exemple introductif

Wegner-Houghton, Wilson-Polchinski ou encore Wetterich. Pour que ces équa-

tions soient utiles, il faut utiliser des méthodes d’approximation, basées sur des

anstazë par exemple. Dans notre cas, nous allons plutôt utiliser une méthode

d’approximation utilisant la théorie des perturbations. Pour cela, plaçons-nous

à nouveau au voisinage deX0. On peut alors écrireX" D X0Cx". L’équation de

flot pour x" est donc :

@"x" D
�1

2x" C 2X0 C b
:

On peut ensuite effectuer un développement perturbatif dans l’équation de flot
en remarquant que x"=.2X0Cb/devrait rester petit devant 1. Cela nous conduit

à :

@"x" D
�1

2x" C 2X0 C b
D

�1

2X0 C b
C

2x"

.2X0 C b/2
C : : : :

Cette dernière équation de flot peut être qualifiée d’équation à une boucle, en

ceci qu’elle a été obtenue en se restreignant au premier terme non-trivial dans

le développement perturbatif. En prenant en compte le fait que l’on doit avoir

x0 D 0, on obtient une solution perturbative améliorée :

X" D X0 C
1

2
.2X0 C b/

�
1 � e

2"=.2X0Cb/
2�
:

Ainsi, au premier ordre en ", on retrouve (sans surprise) le résultat purement

perturbatif :

X" D X0 �
"

2X0 C b
C : : : :
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2.1. Un exemple introductif

Considérons le cas b D 1, et plaçons-nous explicitement autour deX0 D 0. On

a alors :

X .ex/
" D

�1C
p
1 � 4"

2
;

X .1/
" D �";

X .1`/
" D

1

2

�
1 � e

2"
�
;

oùX
.ex/
" est la solution exacte,X

.1/
" correspond au premier ordre de la théorie des

perturbations, et X
.1`/
" est la solution de l’équation de flot "à une boucle". Ces

fonctions sont tracées à la figure 2.1.

0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2 X(ex)

X(1)

X(1 )

Fig. 2.1 – Les solutions de l’équationX2 CX C " D 0 sont mon-
trées pour des petites valeurs de " de part et d’autre de 0. Dans
cette figure, X .ex/ est la solution exacte, X .1/ correspond à la solu-
tion perturbative à l’ordre 1 en " etX .1`/ est la solution obtenue à
partir de l’équation de flot à une boucle. La solution à une boucle
améliore significativement le résultat purement perturbatif.
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2.1. Un exemple introductif

Pourquoi l’équation de flot permet-elle d’améliorer la méthode perturba-

tive? La réponse est que la solution de l’équation de flot est en fait une resom-

mation partielle de la solution perturbative. En effet, plutôt que de se contenter

de perturber le système autour de " D 0, on peut écrire "nC1 D "n C •", puis

résoudre perturbativement l’équation de flot autour de "n. Autrement dit, on

prévilégie les petits pas aux grands bonds. Ainsi, on remplace notre problème de

départ par une famille de problèmes :

X2
n CXn C "n D 0:

Puis on écrit :

XnC1 D Xn C •" PXn;

que l’on injecte dans l’équation à nC 1, ce qui nous donne, au premier ordre en

•" :

0 D X2
n C 2•"Xn

PXn CXn C •" PXn C "nC1 C : : :

H) 0 D �"n C "nC1 C •" PXn
�
2Xn C 1

�
C : : :

H) 0 D •"
�
1C PXn

�
2Xn C 1

��
C : : :

H) PXn D �
1

2Xn C 1
:

Dans la limite •" ! 0, on a donc retrouvé l’équation de flot. Si l’on écrit les

premiers termes de cette suite, on obtient :

X1 D X0 �
•"

2X0 C 1
;

X2 D X0 �
•"

2X0 C 1
�

•"

2
�
X0 �

•"

2X0 C 1

�
C 1

;

ce qui apparaît bien comme une resommation de la série perturbative. Nous

pouvons illustrer ce phénomène de resommation en reprenant la discussion du

chapitre précédent à propos du modèle de g-ologie, en la simplifiant quelque
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2.1. Un exemple introductif

peu. L’article écrit par B. Delamotte [14] discute dans le détail ces questions ainsi

que le groupe de renormalisation, en évitant le cadre technique de la théorie des

champs. En supposant que l’on n’ait affaire qu’à un seul canal, on a vu que le

développement perturbatif pour une amplitude de diffusion gT évaluée à tem-

pérature T s’exprime en fonction de la constante de couplage g�0 sous la forme

suivante
1

:

gT D g�0 C log

�
�0

T

�
g2�0 C ::: (2.1)

Or, si le développement perturbatif est poursuivi, on se rend compte que les dia-

grammes menant à la divergence logarithmique réapparaissent à tous les ordres

et conduisent à une série géométrique (mais ce développement ignore beaucoup

d’autres diagrammes qui contribuent cependant moins, et qui sont qualifiés de

sous-dominants) :

gT D g�0 C g�0

1X
nD1

�
log

�
�0

T

�
g�0

�n
D

g�0

1 � g�0 log

�
�0=T

� : (2.2)

On peut cependant retrouver ce résultat en connaissant seulement (2.1), en éta-

blissant une équation de flot. Pour cela, il faut comprendre que si l’on avait coupé

l’intégration sur les états virtuels à une échelle� telle que T < � < �0, alors on

aurait obtenu une amplitude notée g� donnée par :

g� D g�0 C log

�
�0

�

�
g2�0 C ::: (2.3)

On peut introduire une autre échelle �0 un peu plus petite que �, qui nous

conduit à une autre amplitude g�0 ayant une expression analogue, et qui nous

permet d’écrire :

g� � g�0 D log

�
�0

�

�
g2�0 C ::: (2.4)

Or, on peut très bien "inverser" la relation (2.1) pour écrire au premier ordre

1. les facteurs numériques sont ignorés étant donné que la discussion est avant conceptuelle.
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

g�0 D g�, ce qui fait disparaître �0 de la relation précédente, ne laissant alors

que les échelles� et�0 :

g� � g�0 D log

�
�0

�

�
g2� C ::: (2.5)

En divisant cette dernière relation par���0 et en prenant la limite�0 ! � on

obtient alors une équation de flot, prototype des équations que l’on dérivera par

la suite d’une façon systématique :

�@�g� D �g
2
�: (2.6)

On intègre aisément de�0 àT , et la solution redonne alors exactement le résultat

(2.2) ! L’équation de flot obtenue nous a permis d’effectuer la resommation de la

série perturbative en nous basant seulement sur le développement au deuxième

ordre de la théorie des perturbations. Comme à cet ordre il n’y a qu’une impul-

sion sur laquelle on intègre dans les diagrammes de Feynman correspondant, on

dit que l’on a obtenu une équation de flot à une boucle. Nous allons mainte-

nant passer au groupe de renormalisation tel qu’il est utilisé pour le traitement

des théories de champs de la matière condensée, ce qui nous permettra d’obtenir

des équations de flot que nous restreindrons à l’ordre d’une boucle, qui seront

suffisantes pour la détermination des diagrammes de phase.

2.2 Groupe de renormalisation : différentes approches

Comme on a vu au chapitre précédent, le calcul analytique de la fonction-

nelle génératrice F ŒJ � est en général impossible, et l’un des seuls cas où cela est

faisable est celui des théories gaussiennes. Nous allons voir dans cette section

comment mettre en œuvre l’idée présentée à la section précédente pour par-

venir à calculer (au moins partiellement) la fonction de partition ainsi que des

observables d’intérêt physique permettant d’étudier le diagramme de phase du

modèle considéré, c’est-à-dire les vertex couplant les observables quadratiques

aux champs sources ainsi que les susceptibilités. Les méthodes issues de ces idées

portent le nom de groupe de renormalisation. L’idée du RG à la Wilson consiste

à effectuer l’intégration des degrés de liberté de façon progressive. En effet, une
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2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

intégrale fonctionnelle peut être vue de façon intuitive comme une intégrale

multiple que l’on calcule en intégrant progressivement sur toutes les variables.

On verra qu’une implémentation de ce RG conduit à l’équation de Wegner-

Houghton [62]. De façon alternative, on peut imaginer une façon de déformer

continûment la fonctionnelle génératrice F ŒJ � dans le but de dériver une équa-

tion de flot convenable. Deux implémentations utilisent cette idée : le RG à la

Wilson-Polchinski [48] et le RG à la Wetterich [63]. Cependant, la fonctionnelle

dont on étudie le flot n’est pas la même suivant l’approche considérée. En effet,

dans l’approche de Wetterich, qui sera utilisée dans la suite, on regarde plutôt le

flot de l’action effective � Œ��.

Dans tous les cas, on est donc amené à étudier une équation de flot pour une

fonctionnelle A�Œ��. Cette équation peut elle-même être qualifiée de fonction-

nelle. Pourtant, dans la présentation usuelle du RG ainsi que dans deux nom-

breuses applications, l’aspect fonctionnel disparaît au profit du concept de flot

de constantes de couplages. Cette "défonctionnalisation" se fait en supposant

que l’on peut systématiquement écrire A�Œ�� comme une combinaison linéaire

de fonctionnelles Oi Œ�� :

A�Œ�� D
X
i

gi;�Oi Œ��; (2.7)

où chacune des fonctionnelles Oi Œ�� est homogène de degré ni en le champ �,

c’est-à-dire que l’on a pour tout � > 0 :

Oi Œ��� D �niOi Œ��:

Les coefficientsgi� sont les constantes de couplage précédemment mentionnées.

Elles représentent en quelque sorte les coordonnées de la théorie à l’étape �.

L’équation de flot pour A�Œ�� se décompose donc en équations de flot pour

les constantes de couplage :

�@�gi;� D ˇi
�
fgj;�g

�
: (2.8)

À ce stade, on peut remarquer qu’il est possible de se placer "dans le référentiel"

d’un des termes Oi Œ��. La première chose à faire est d’adimensionner ces opéra-
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teurs. Dans la pratique, cela est effectué en utilisant le fait que le paramètre � a

en général la dimension d’une impulsion
2
. Lorsque cet adimensionnement est

fait, on peut alors écrire Oi Œ�� D �di QOi Œ��. Cette écriture est toujours possible

pourvu que les fonctionnelles Oi Œ�� soient convenablement choisies. Il s’agit en-

suite de réécrire le champ sous la forme � D �
1=2
�
Q� (où le facteur positif �� est

à ce stade arbitraire), et d’injecter cette expression dans la fonctionnelle A�Œ��,

laquelle se réécrit alors :

A�Œ�� D
X
i

Qgi;� QOi Œ Q��; avec Qgi;� D �
ni=2
� �digi;�:

Les équations de flot pour les constantes de couplage adimensionnées Qgi;� s’écrivent

donc :

�@� Qgi;� D Di Qgi;� C Q̌i
�
f Qgj;�g

�
; (2.9)

avec :

Di D
ni

2

�@���

��
C di et

Q̌
i

�
f Qgj;�g

�
D �

ni=2
� �diˇi

�
f�
�nj =2

� ��dj Qgj;�g
�
:

Ainsi, pour se placer dans un référentiel précis, on choisit un opérateur O0Œ��

et on impose la condition �@� Qg0;� D 0 qui fixe alors la valeur du facteur ��.

En général, le RG est implémenté à l’aide de la théorie des perturbations, et le

terme O0Œ�� correspond à la partie gaussienne de l’action autour de laquelle la

perturbation est appliquée. Ainsi, il y a trois cas à distinguer pourDi :

— Di > 0, pour lequel la constante de couplage Qgi;� est essentielle (perti-

nentes),

— Di D 0 correspondant à une constante marginale,

— Di < 0 qui est associé aux constantes inessentielles (non-pertinentes).

Les constantes de couplage non-pertinentes ont une tendance à être supprimées

au cours du flot, et plus elles sont non-pertinentes, plus elles ont tendance à être

supprimées tôt dans le flot
3
. Le destin des constantes de couplages marginales

2. Dans le RG que nous utiliserons,� aura cependant la dimension d’une énergie.

3. On utilise la tournure de phrase "avoir tendance" dans la mesure où le premier terme des

équations de flot peut parfois être contrebalancé par le terme
Q̌
i qui peut tout de même pousser
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est totalement déterminé par le terme
Q̌
i , tandis que les constantes pertinentes

ont tendance à être amplifiées au cours du flot. Dans la suite, on ne rencontrera

que des constantes de couplage non-pertinentes et marginales.

Cette dénomination est la même que celle utilisée pour caractériser les points

fixes du flot de renormalisation. En effet, supposons que l’on trouve un point fixe

de coordonnées fg�i g. Au voisinage du point fixe, le flot est alors décrit par un sys-

tème différentiel linéaire. S’il peut être diagonalisé, les équations de flot prennent

alors la forme simple�@��i D Œ�i ��i . Les nombres Œ�i � sont analogues auxDi ,

dans le sens où les constantes �i peuvent être qualifiées d’essentielles, marginales

ou inessentielle. Il reste maintenant à présenter les méthodes permettant d’obte-

nir ces équations de flot.

RG wilsonien à la Wegner-Houghton

L’idée de base du RG est de faire une intégration progressive et organisée des

degrés de liberté, une idée qui semble raisonnable si, rappelons-le, on garde en

tête qu’une intégrale fonctionnelle (sans se soucier des aspects rigoureux [12])

peut être vue comme une intégrale (très fortement) multiple. Cette intégration

des degrés de liberté est progressive en ceci qu’elle se fait à mesure que s’écoule

un paramètre de contrôle�, et elle est organisée dans le mesure où les degrés de

liberté de hautes énergies sont intégrés en premier, permettant ainsi de déduire

la physique des basses énergies, ou ce qui est équivalent, des grandes longueurs

d’onde. Les idées d’intégration progressive des degrés de liberté ont d’abord été

formulées dans l’espace réel avec l’idée de décimation des blocs de spins, due à

Kadanoff [34]. Le problème était alors de donner des estimations des exposants

critiques apparaissant dans la théorie des phénomènes critiques [27]. Wilson a

introduit le RG de façon systématique dans une série d’articles parus dans la pre-

mière moitié des années 1970 [64, 65, 67, 68, 66].

Le RG à la Wegner-Houghton est wilsonien par excellence, en ceci qu’il

réalise à la lettre le programme d’intégration progressive des degrés de liberté.

L’approche de Wegner-Houghton est succinctement présentée car elle permet

d’illustrer sur un cas concret les idées générales du RG. Une équation de flot

les constantes non-pertinentes vers les couplages forts, auquel cas ces constantes sont qualifiées

de dangereusement non-pertinentes.
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fonctionnelle est introduite, de laquelle est déduit le développement en vertex.

La pertinence/marginalité des différents termes de l’action est alors présentée.

Enfin, on illustre le calcul du flot d’observables d’intérêt en prenant le cas de la

susceptibilité uniforme. Cela permet de comprendre le fait que pour obtenir de

façon minimale le flot d’une susceptibilité, il est nécessaire d’obtenir des équa-

tions de flot pour les constantes de couplage, les vertex champ-champ source et

les vertex quadratiques en les champ sources directement associés aux suscepti-

bilités.

Notre point de départ est la fonctionnelle génératrice des moments d’une

collection d’observables convenablement choisie F ŒJ �, associée à une théorie de

champs scalaire (le champ est à valeurs réelles, '.Ex/ 2 R) en dimension d , spéci-

fiée par l’action suivante :

SŒ'� D
Z

d
dx
�.@i'/2

2
C
r'2

2
C
g'4

4

�
;

avec r un paramètre réel et g un paramètre strictement positif représentant les

interactions. Le choix d’un champ scalaire réel ne nuit pas à la compréhension

de l’exposé car les équations de flot dans le cas fermionique à une boucle telles

qu’elles seront dérivées dans la suite auront essentiellement la même structure.

Comme cela a été expliqué, la fonctionnelle F ŒJ � est définie par une intégrale

fonctionnelle. En général, la théorie des champs est définie sur l’espace euclidien

Rd ou bien sur un réseau de dimension d . En matière condensée, les théories de

champs provenant de l’étude des solides, il y a une longueur minimale qui donne

naissance à une impulsion �0 de coupure ultraviolette. On notera '. Ep/ notre

champ portant une impulsion Ep. Cela signifie que la mesure d’intégration DŒ'�

peut être notée D0�0Œ'�, exprimant qu’elle intègre tous les modes '. Ep/ d’impul-

sion 0 ⩽ j Epj ⩽ �0. L’idée du RG wilsonien part d’une observation très simple :

il est possible de factoriser la mesure d’intégration de la façon suivante, avec une

échelle d’impulsion telle que 0 < � < �0 :

D0�0Œ'� D D0�Œ'�D��0Œ'�: (2.10)
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On doit donc faire une séparation du champ de la forme :

'˛. Ep/ D '
0�
˛ . Ep/C '��0˛ . Ep/; (2.11)

de sorte que :

'˛. Ep/ D

(
'0�˛ . Ep/ si 0 ⩽ j Epj < �;

'��0˛ . Ep/ si � ⩽ j Epj ⩽ �0;
(2.12)

qui nous permet de définir une action à l’échelle � que l’on note SŒ'; J �, telle

que :

F ŒJ � D
Z

D0�0Œ'� exp

˚
� SŒ'; J �

	
D

Z
D0�Œ'� exp

˚
� S�

�
'0�; J

�	
; (2.13)

autrement dit, on doit avoir :

exp

˚
� S�

�
'0�; J

�	
D

Z
D��0Œ'� exp

˚
� S

�
'0� C '��0; J

�	
: (2.14)

On peut répéter l’opération cette fois-ci avec une nouvelle échelle d’impulsion

�0 telle que 0 < �0 < �, ce qui nous donne :

D0�0Œ'� D D0�0Œ'�D�0�Œ'�D��0Œ'�; (2.15)

nous conduisant à l’égalité suivante :

exp

˚
� S�0

�
'0�

0

; J
�	
D

Z
D�0�Œ'� exp

˚
� S�

�
'0�

0

C '��; J
�	
: (2.16)

L’échelle des impulsions ultraviolettes �0 a disparu! On peut donc espérer ob-

tenir une équation de flot pour S�Œ'; J � en prenant la limite�0 ! �. Dans un

premier temps, on multiplie l’équation précédente par exp

˚
S�
�
'0�

0

; J
�	

, puis

on prend le logarithme et on multiplie par�1, ce qui nous donne, en simplifiant

quelque peu les notations :

S�Œ'; J � � S�0Œ'; J � D log

�Z
D�0�Œ N'� e

S�Œ';J ��S�Œ'C N';J �
�
; (2.17)
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avec ' D '0�
0

et N' D '�
0�

. Le point important est de comprendre que la li-

mite�0 ! � implique que l’intégrale fonctionnelle qui reste à calculer devient

essentiellement gaussienne. Considérons l’action S�Œ'C N'; J �. Lors du passage

à la limite �0 ! �, il y a de moins en moins de modes N' disponibles, tant et si

bien que si l’on fait un développement de Taylor :

S�Œ' C N'; J � D S�Œ'; J �C
•S�
•'
� N' C

1

2
N' �
•2S�
•'2

� N' C :::; (2.18)

on s’aperçoit que les termes en O. N'n/ont en fait nécessairement une dépendance

en � et �0 de la forme � .� � �0/n�n.d�1/ en raison d’une intégrale sur n im-

pulsions ki telles que�0 ⩽ jki j ⩽ �. On peut donc faire un développement en

puissance de� ��0, qui nous donne (on fait usage de l’intégrale fonctionnelle

gaussienne (1.36) et de l’identité Tr log D log det) :

S�Œ'; J � � S�0Œ'; J � D log

�Z
D�0�Œ N'� exp

�
�
1

2
N' �
•2S�
•'2

� N' C
•S�
•'
� N'

��
C :::

D �
1

2
Tr�0�

�
log

•2S�
•'2

�
C
1

2

"
•S�
•'
�

�
•2S�
•'2

��1
�
•S�
•'

#
�0�

; (2.19)

où l’indice�0� est là pour rappeler que les intégrales se font sur le domaine des

impulsions Ep telles que �0 ⩽ j Epj ⩽ �. Le premier terme dans cette expression

est d’ordre���0 car il contient une intégrale sur les impulsions, mais le second

terme contient une intégrale double, et il est donc d’ordre .���0/2, ce qui im-

plique que l’on peut le négliger. En conclusion, on obtient une équation de flot

ayant la forme suivante :

@�S�Œ'; J � D lim

�0!�

S�Œ'; J � � S�0Œ'; J �
� ��0

D � lim

�0!�

1

2.� ��0/
Tr�0�

�
log

•2S�
•'2

�
� �

1

2
@Tr� log

•2S�
•'2

; (2.20)

où l’on a introduit une notation condensée lim�0!�
1

.���0/
Tr�0�.�/ D @Tr�.�/.
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Il s’agit de l’équation de Wegner-Houghton. Comment cette équation de flot

nous est-elle utile? À partir de maintenant, on va se contenter d’une écriture

très schématique dans le but d’expliquer la structure des équations de flot. Il se-

rait en effet inutile d’être rigoureux dans la mesure où ce paragraphe se veut avant

tout conceptuel. Ainsi, on va supposer pour simplifier que l’on s’intéresse à une

unique observable � � '2, et qu’il n’y a donc qu’une seule susceptibilité à consi-

dérer. De façon minimale, l’action S�Œ'; J � doit avoir la structure suivante (les

signe

R
et les facteurs numériques sans dimension sont omis dans l’écriture) :

S�Œ'; J � � NS�Œ'�CZ�J'2 �
��

2
J 2 C ::: (2.21)

En effet, le flot affecte la partie de l’action "pure" NS�Œ'�, mais est aussi susceptible

d’alimenter le vertex � '2J (et nécessite l’introduction d’un vertex spécifique

Z�), et bien sûr la susceptibilité ��. Plus précisément, on peut même supposer

que l’action NS�Œ'� possède un développement en vertex de la forme :

NS�Œ'� � ' �G�1� � ' C g�'4 C ::: (2.22)

On déduit de l’équation (2.20), en ne faisant apparaître que les termes utiles :

@�S� � @Tr� log

h
G�1�

�
1CG�.g�'

2
CZ�J /

�i
� @Tr� logG�1� C @Tr�G�g�'

2

�
1

2
@Tr�G

2
�

�
g2�'

4
� 2Z�g�'

2J CZ2�J
2
�
C ::: (2.23)

où l’on a utilisé le développement limité usuel log.1C x/ D x � x2=2C o.x2/.

Par identification, on en déduit la forme des équations de flot cherchées :

@�G
�1
� � @Tr�G�g�;

@�g� � @Tr�G
2
�g

2
�;

@�Z� � @Tr�G
2
�g�Z�;

@��� � @Tr�G
2
�Z

2
�: (2.24)

On peut maintenant adimensionner ces équations. Pour cela, on introduit
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x D Qx=�, et on exige que l’action soit sans dimension. En se plaçant dans le

référentiel du terme de gradient, on obtient :Z
d
dx

�
@'

@xi

�2
D �2�d

Z
d
d
Qx

�
@'

@ Qxi

�2
H) '.x/ D �.d�2/=2 Q'. Qx/:

De plus, le champ source devrait avoir la dimension de

�
'.x/

�2
:

J.x/ D �d�2 QJ . Qx/: (2.25)

On en déduit les adimensionnements des autres termes de l’action :

G�1� D �
2 QG�1� ; g� D �

4�d
Qg�; Z� D �

4�d QZ�; �� D �
4�d
Q��:

(2.26)

Ainsi, les équations de flot pour les quantités adimensionnées ont la forme sui-

vante :

�@� QG
�1
� D �2

QG�1� C�
�2
��@�G

�1
� ;

�@� Qg� D .d � 4/ Qg� C�
d�4
��@�g�;

�@� QZ� D .d � 4/ QZ� C�
d�4
��@�Z�;

�@� Q�� D .d � 4/ Q�� C�
d�4
��@���: (2.27)

Ces équations forment les équations de flot à une boucle. Comme cela a été men-

tionné, les équations de flot qui seront dérivées pour des systèmes fermioniques

(avec une autre méthode) auront la même structure. Les calculs qui précèdent

nous mènent aux enseignements suivants. Tout d’abord, pour déterminer les

fluctuations dominantes, il faut connaître le flot des vertex "à trois pattes" Z�

qui sont eux-mêmes alimentés par les constantes de couplage g�. Ensuite, le flot

de ces constantes de couplage à une boucle dépend de g2�. On reconnaît en fait

la théorie des perturbations, et on comprend ce que fait le RG : il effectue pro-

gressivement la somme sur les états intermédiaires. On reconnaît le processus de

resommation qui a été esquissé à la section précédente.

Enfin, mentionnons que dans la pratique, on travaille plutôt avec une va-
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riable que l’on appelle le temps de RG ` définie par :

� D �0e
�`: (2.28)

Ainsi, abaisser la coupure ultraviolette� de�0 à 0 revient à augmenter le temps

de RG de 0 àC1.

Nous nous arrêterons ici pour la présentation du RG wilsonien, et nous

allons à présenter une idée alternative pour obtenir des équations de flot, abou-

tissant à deux autres méthodes de RG, que nous appellerons de façon générique

"RG par déformation".

Idée générale du RG par déformation

Le RG à la Wilson-Polchinski et celui à la Wetterich sont un peu comme les

deux faces d’une même pièce. Dans les deux cas, on commence par écrire une

intégrale fonctionnelle avec un terme à un corps dépendant d’un paramètre �,

ce qui revient à dire que l’action s’écrit :

NS�Œ'; J � D
1

2
' �K� � ' C S�Œ'; J �; (2.29)

et donc la fonctionnelle génératrice des moments s’écrit :

F�ŒJ � D
Z

DŒ'� exp

˚
� NS�Œ'; J �

	
: (2.30)

C’est dès ce stade que les deux approches diffèrent. En effet, dans l’approche de

Wilson-Polchinski, on suppose qu’un changement dans le paramètre de flot �

laisse la fonctionnelle F�ŒJ � inchangée, ce qui implique que S�Œ'; J � doit évo-

luer en contre-partie. L’équation en question est l’équation de Wilson-Polchinski.
Ainsi, dans cette approche, on considère que l’on s’intéresse à un unique sys-

tème, et que l’on calcule progressivement l’intégrale fonctionnelle, tout comme

dans l’approche de Wegner-Houghton. Au contraire, dans l’approche de Wette-

rich, on suppose que l’on regarde une famille de systèmes pour lesquels S�Œ'; J �
reste inchangée. Le flot ne décrit pas une intégration progressive des degrés de

liberté, mais un écoulement dans l’espace des modèles, dont le point � ! 0

correspond au système qui nous intéresse. Il faut donc s’intéresser au flot des

57



2.2. Groupe de renormalisation : différentes approches

fonctionnelles génératrices, et on verra que le flot pour l’action effective��Œ�; J �

conduit à une bonne équation de flot appelée équation de Wetterich.

On peut ainsi résumer les différentes contraintes imposées aux grandeurs

dépendant de� dans les deux approches du RG :

@�F�ŒJ � D 0; (Wilson-Polchinski)

@�S�Œ'; J � D 0: (Wetterich)

Il reste maintenant à exploiter ces conditions pour obtenir des équations de flot

intéressantes.

RG à la Wilson-Polchinski

Pour obtenir une équation de flot intéressante dans l’approche de Wilson-

Polchinski [71], on va s’inspirer de l’expression (2.16) qui permet de relier les ac-

tions avec deux coupures� et�0. Cependant, il faut ici adapter cette expression

en exploitant le terme à un corps que l’on a ajouté à l’action. On définit ainsi :

e
�S�0 Œ';J � D

�
detK�0�

�1=2 Z
DŒ N'� exp

n
�
1

2
N' �K�0� � N'�S�Œ'C N'; J �

o
; (2.31)

où par définition :

K�1�0� D K�1� �K�1�0 : (2.32)

Le facteur

�
detK�0�

�1=2
est là pour compenser la présence du terme à un corps

dans l’action. On peut se convaincre de sa nécessité en prenant le cas trivial où

l’on a S�Œ'; J � D 0, qui implique que l’on doit avoir également S�0Œ'; J � D 0

puisqu’il n’y a plus de dépendance en ' dans le membre de droite. On est alors

ramené à l’identité

1 D
�

detK�0�
�1=2 Z

DŒ N'� exp

n
�
1

2
N' �K�0� � N'

o
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qui est bien vérifiée. Le propagateur K�1�0� est tel que l’on puisse faire la compa-

raison suivante avec l’approche de Wegner-Houghton :

DŒ N'� exp

n
�
1

2
N' �K�0� � N'

o
 ! D�0�Œ N'�: (2.33)

Exploitons maintenant l’expression (2.31) pour obtenir l’équation de flot vou-

lue. L’idée consiste une fois encore à faire un développement de l’action en puis-

sance de N' puis à se limiter à une action gaussienne, les autres termes étant suppri-

més à mesure que�0 ! �, ce qui nous donne donc, en multipliant par e
S�Œ';J �

puis en prenant le logarithme (on fait à nouveau usage de l’intégrale (1.36) et de

l’identité Tr log D log det) :

S�Œ'; J � � S�0Œ'; J � D log

��
detK�0�

�1=2 Z
DŒ N'� exp

h
�
1

2
N' �K�0� � N'

�
1

2
N' �
•2S�
•'2

� N' C
•S�
•'
� N'
i�
C :::

D log

��
detK�0�

�1=2�
K�0� C

•2S�
•'2

��1=2
� exp

h1
2

•S�
•'
�

�
K�0� C

•2S�
•'2

��1
�
•S�
•'

i�
C :::

D �
1

2
Tr log

�
1CK�1�0�

•2S�
•'2

�
C
1

2

•S�
•'
�

�
1CK�1�0�

•2S�
•'2

��1
K�1�0� �

•S�
•'
C :::

D �
1

2

�
Tr

�
K�1�0�

•2S�
•'2

�
�
•S�
•'

K�1�0�
•S�
•'

�
C ::: (2.34)

Ainsi, on obtient l’équation de Wilson-Polchinski, en divisant par� ��0 et en

prenant la limite�0 ! � :

@�S�Œ'; J � D �
1

2

�
Tr

�
D�

•2S�
•'2

�
�
•S�
•'

D�
•S�
•'

�
; (2.35)
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avec :

D� D lim

�0!�

K�1�0�
�0 ��

:

Pour finir, il faut montrer que si l’action S�Œ'; J � est solution de (2.31), alors

la fonction génératrice F�ŒJ � est bien indépendante de �. Ainsi, dans la phi-

losophie, les approches de Wilson-Polchinski et de Wegner-Houghton sont très

proches. Nous ne pousserons donc pas plus loin l’étude de l’approche de Wilson-

Polchinski, à laquelle nous préférerons celle de Wetterich.

2.3 Groupe de renormalisation à la Wetterich

Le RG à la Wetterich est assez récent, introduit en 1993 [63]. Il a depuis

trouvé de très nombreuses applications (voir l’article de revue [16]) dans des do-

maines très variés : en physique statistique, matière condensée, mais également

en physique des hautes énergies (étude des théories de jauge) et même dans le

domaine de la gravitation quantique. L’application aux systèmes fermioniques

est quant à elle détaillée dans l’article de revue [38].

Nous introduisons le RG à la Wetterich sans faire aucune hypothèse quant

à la nature des champs : il peut s’agir d’un mélange de bosons et de fermions.

Les champs portent un indice ˛ général. La forme spécifique des équations de

flot pour les systèmes électroniques unidimensionnels sera déduite à la section

suivante.

Notre point de départ est à nouveau la fonctionnelle génératrice des mo-

ments, en présence d’un terme régulateur (il est de tradition d’écrireR� dans ce

cas plutôt que K�) :

Z�Œ�; J � D
Z

DŒ'� exp

n
� SŒ'�C � � ' �

1

2
' �R� � ' C Ja�aŒ'�

o
; (2.36)

où l’on a
1
2
' �R� �' D

1
2
'˛1R�;˛1˛2'˛2 , avecR�;˛1˛2 D R�;˛2˛1 . Le régulateur

R� doit être choisi de sorte que Z�D0Œ�; J � D ZŒ�; J �, ce qui impose que l’on

doit avoirR�D0 D 0. Ce régulateur agit comme un terme de masse, et à ce titre,

il a pour rôle de supprimer les fluctuations. Sa réalisation concrète sera discutée
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2.3. Groupe de renormalisation à la Wetterich

plus loin.

Les deux premières dérivées de Z�Œ�; J � par rapport à � donnent :

Z�; P̨1 P̨2Œ�; J � D
Z

DŒ'� '˛1'˛2 exp

n
�SŒ'�C��'�

1

2
' �R��'CJa�aŒ'�

o
: (2.37)

Ainsi, l’équation de flot pour cette fonctionnelle est :

@�Z�Œ�; J � D �
1

2
@�R�;ˇ1ˇ2Z�; P̌1 P̌2Œ�; J �: (2.38)

On peut remarquer que cette équation est formellement une équation de la cha-

leur dans l’espace des théories. Introduisons maintenant la fonctionnelle généra-

trice des cumulants W�Œ�; J � D logZ�Œ�; J �. Ses deux dérivées premières per-

mettent d’établir :

Z
�; P̌1 P̌2

Œ�; J �

Z�Œ�; J �
DW

�; P̌1 P̌2
CW

�; P̌2
W
�; P̌1

: (2.39)

Ainsi, l’équation de flot pour cette fonctionnelle est quant à elle :

@�W�Œ�; J � D
@�Z�Œ�; J �
Z�Œ�; J �

D �
1

2
@�R�;ˇ1ˇ2

h
W
�; P̌1 P̌2

CW
�; P̌2

W
�; P̌1

i
: (2.40)

Enfin, introduisons l’action effective régularisée, au moyen d’une transforma-

tion de Legendre modifiée :

��Œ�; J �CW�Œ�; J � D � � � �
1

2
� �R� � �: (2.41)

Le fait de modifier la transformation de Legendre de la sorte permet de montrer

que la condition initiale de l’action effective est donnée par l’action microsco-

pique , c’est-à-dire que l’on peut écrire ��0Œ�� D SŒ��, ce qui coïncide avec le

calcul de l’action effective en champ moyen, un résultat attendu étant donné

que le régulateurR�0 supprime toutes les fluctuations.
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Après une dérivation de (2.41) par rapport à �, il vient :

W
�; P̌
D �ˇ : (2.42)

Au contraire, une dérivation par rapport à � donne :

��;˛ D � P̨ �R�;˛˛0�˛0 : (2.43)

On travaille à � arbitraire, ce qui a pour conséquence de fixer � en fonction de�

et de �. Ainsi, l’équation de flot pour l’action effective, l’équation de Wetterich,

est donnée par :

@���Œ�; J � D
1

2
@�R�;
1
2W�; P
1 P
2

�
�Œ�; J �; J

�
: (2.44)

On peut fermer plus explicitement cette équation, en reliant les dérivées secondes

de W� et ��. En effet, les dérivées secondes donnent :

•�˛

•� P̌
DW

�; P̨ P̌
;

•� P̌

•�˛
D ��;ˇ˛ CR�;ˇ˛ D Q��;ˇ˛: (2.45)

Mais par ailleurs, on a :

•�˛

•�˛0
D
•�˛

•� P̌

•� P̌

•�˛0
D ı˛˛0; (2.46)

d’où :

W
�; P̨ P̌

Q��;ˇ˛0 D ı˛˛0 : (2.47)

On peut également obtenir les équations pour les vertex, par dérivation de

l’équation de Wetterich par rapport à �, ce qui donne successivement (en omet-
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tant les arguments et la dépendance en�) :

@��˛1 D
1

2
@�R
1
2W P
1 P
2 P̌1

Q�ˇ1˛1; (2.48a)

@��˛1˛2 D
1

2
@�R
1
2

˚
W
P
1 P
2 P̌1 P̌2

Q�ˇ2˛2
Q�ˇ1˛1 CW

P
1 P
2 P̌1
�ˇ1˛1˛2

	
; (2.48b)

@��˛1˛2˛3 D
1

2
@�R
1
2

˚
W
P
1 P
2 P̌1 P̌2 P̌3

Q�ˇ3˛3
Q�ˇ2˛2

Q�ˇ1˛1

CW
P
1 P
2 P̌1 P̌2

�
�ˇ2˛2˛3

Q�ˇ1˛1 C
Q�ˇ2˛2�ˇ1˛1˛3

�
CW

P
1 P
2 P̌1ˇ3
Q�ˇ3˛3�ˇ1˛1˛2 CW

P
1 P
2 P̌1
�ˇ1˛1˛2˛3

	
; (2.48c)

@��˛1˛2˛3˛4 D
1

2
@�R
1
2

˚
W
P
1 P
2 P̌1 P̌2 P̌3 P̌4

Q�ˇ4˛4
Q�ˇ3˛3

Q�ˇ2˛2
Q�ˇ1˛1

CW
P
1 P
2 P̌1 P̌2 P̌3

�
�ˇ3˛3˛4

Q�ˇ2˛2
Q�ˇ1˛1 C

Q�ˇ3˛3�ˇ2˛2˛4
Q�ˇ1˛1

C Q�ˇ3˛3
Q�ˇ2˛2�ˇ1˛1˛4

�
CW

P
1 P
2 P̌1 P̌2 P̌4
Q�ˇ4˛4

�
�ˇ2˛2˛3

Q�ˇ1˛1 C
Q�ˇ2˛2�ˇ1˛1˛3

�
CW

P
1 P
2 P̌1 P̌2

�
�ˇ2˛2˛3˛4

Q�ˇ1˛1 C �ˇ2˛2˛3�ˇ1˛1˛4

C �ˇ2˛2˛4�ˇ1˛1˛3 C
Q�ˇ2˛2�ˇ1˛1˛3˛4

�
CW

P
1 P
2 P̌1ˇ3 P̌4
Q�ˇ4˛4

Q�ˇ3˛3�ˇ1˛1˛2

CW
P
1 P
2 P̌1ˇ3

�
�ˇ3˛3˛4�ˇ1˛1˛2 C

Q�ˇ3˛3�ˇ1˛1˛2˛4
�

CW
P
1 P
2 P̌1 P̌4

Q�ˇ4˛4�ˇ1˛1˛2˛3 CW
P
1 P
2 P̌1

�ˇ1˛1˛2˛3˛4
	

(2.48d)

: : :

On obtient donc une hiérarchie d’équations de flot : les vertex d’ordre n dé-

pendent des vertex d’ordres 1, 2,... , nC 1. Pour pouvoir exploiter ces équations,

deux stratégies sont envisageables :

— tronquer la hiérarchie "à la main" en effectuant un développement en

puissances du champ. C’est cette stratégie qui sera utilisée dans le projet

portant sur le modèle de Fermi-Hubbard étendu, car elle est structurel-
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lement adaptée aux problèmes mettant en jeu des fermions.

— remplacer la hiérarchie par une équation de flot pour un ansatz.

— Enfin, mentionnons qu’il est possible de tronquer la hiérarchie (dans

le cas de champs bosoniques) en gardant la dépendance en les impul-

sions, en se restreignant à une évaluation des fonctionnelles à champ

uniforme. Ces considérations conduisent aux famille d’approximations

BMW (Blaizot-Mendez-Wschebor) [6, 5] qui ne seront pas utilisées dans

ce travail.

2.4 Équations de flot à une boucle pour systèmes
fermioniques

À présent, l’étude est spécialisée au cas des fermions. La propriété d’anticom-

mutation des variables de Grassmann contraint fortement la forme de l’action

dans la mesure où les seules fonctions possibles sont des polynômes. Ainsi, nous

utiliserons la première stratégie, c’est-à-dire celle du développement en vertex,

qui nous amène à écrire la fonctionnelle d’action effective sous la forme suivante :

��Œ�; J � D

1X
n;pD0

�
Œn; p�
� Œ�; J �

D

X
f˛i ;akg

.�1/n

nŠpŠ
� 0
�;˛1:::˛nIa1:::ap

�˛1 : : : �˛nJa1 : : : Jap : (2.49)

Les vertex � 0
�;˛1:::˛nIa1:::ap

possèdent les propriétés de symétrie (anti-symétrie)

suivantes :

� 0
�;˛1:::˛i ::: j̨ :::˛nIfakg

D �� 0
�;˛1::: j̨ :::˛i :::˛nIfakg

; (2.50)

� 0
�;f˛i gIa1:::ai :::aj :::ap

D C� 0
�;f˛i gIa1:::aj :::ai :::ap

: (2.51)

L’anti-symétrie exprimée dans la première équation provient de la propriété d’anti-

commutativité des variables de Grassmann. En termes de ces vertex, la dérivée
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seconde de l’action effective par rapport à � prend la forme suivante :

�ˇ1ˇ2Œ�; J � D
X
f˛i ;akg

.�1/n

.n � 2/ŠpŠ
� 0
ˇ1ˇ2˛3:::˛nIa1:::ap

�˛1 : : : �˛nJa1 : : : Jap :

On va à partir de maintenant utiliser la notationA pour désigner la matrice

dont les éléments sont donnés parA˛ˇ . On commence par introduire la matrice

�
.2/
� dont les éléments sont donnés par les �ˇ1ˇ2Œ�; J �. De plus, on définit :

Q�
.2/

� D �
.2/
� CR�:

Dans le langage des matrices, l’équation de Wetterich s’écrit :

@���Œ�; J � D
1

2
Tr

˚
@�R�

�
Q�
.2/

� Œ�; J �
��1	

D
1

2
Tr

�
@�R�

�
.2/
� Œ�; J �CR�

�
: (2.52)

On décompose la matrice Q�
.2/

� en une somme de quatre termes, le premierG�1�
étant indépendant de tous les champs, le deuxième •�

.2/
� ŒJ � ne dépendant que

des champs source J , le troisième M�Œ�� que du champ �, et le dernier terme

�•M�Œ�; J � contenant tous les termes croisés restant :

Q�
.2/

� Œ�; J � D G
�1
� C •�

.2/
� ŒJ � �M�Œ�� � •M�Œ�; J �: (2.53)

On écrira également :

Q�
.2/

� Œ�; J � D G
�1
� � •

Q�
.2/

� Œ�; J �: (2.54)
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On effectue ensuite une décomposition de ces matrices en monômes :

•�
.2/
� ŒJ � D

1X
nD1

•�
Œn�
� ŒJ �; (2.55a)

M�Œ�� D

1X
nD1

M
Œn�
� Œ�� (2.55b)

•M�Œ�; J � D

1X
n;pD1

•M
Œn;p�
� Œ�; J �: (2.55c)

À partir de ce point, l’idée est de développer le second membre en puissances des

champs � et J . Pour cela, il suffit de faire apparaître une série géométrique :�
Q�
.2/

�

��1
D
�
G�1� � •

Q�
.2/

�

��1
D
�
1 �G�• Q�

.2/

�

��1
G�

D

1X
nD0

�
G�• Q�

.2/

�

�n
G�: (2.56)

Il est maintenant possible d’insérer ce développement dans l’équation de Wette-

rich et de procéder à l’identification des monômes� �nJm de part et d’autre de

l’équation, ce qui donne pour les premiers termes (ceux qui seront utiles pour la

suite) :

@��
Œ0;0�Œ�; J � D

1

2
Tr

˚
@�R�G�

	
;

@��
Œ2;0�Œ�; J � D

1

2
Tr

˚
S�M

Œ2�
� Œ��

	
;

@��
Œ4;0�Œ�; J � D

1

2
Tr

˚
S�M

Œ2�
� Œ��G�M

Œ2�
� Œ��

	
; (2.57)

@��
Œ2;1�Œ�; J � D �

1

2
Tr

˚
S�
�
M

Œ2�
� Œ��G�•�

Œ1�
� ŒJ �

C •�
Œ1�
� ŒJ �G�M

Œ2�
� Œ��

�	
;

@��
Œ0;2�Œ�; J � D �

1

2
Tr

˚
S�•�

Œ1�
� ŒJ �G�•�

Œ1�
� ŒJ �

	
;
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avec S� D �G@�R�G�. Ce propagateur est celui qui permet de "sélectionner"

les modes qui sont intégrés à l’étape � en raison de la présence de la dérivée du

régulateur @�R�. On peut à présent revenir à une écriture plus explicite de ces

équations, en n’écrivant que les vertex impliqués. Pour cela, on commence par

écrire :

•�
Œ1�

ˇ1ˇ2
ŒJ � D � 0

ˇ1ˇ2Ia
Ja;

M
Œ2�

ˇ1ˇ2
Œ�� D

1

2
� 0
ˇ1ˇ2˛3˛34

�˛3�˛4 : (2.58)

Une fois ces expressions insérées dans les équations de flot, il vient :

@��
0
0 D

1

2
R˛1˛2G˛1˛2;

@��
0
˛1˛2
D �Sˇ1ˇ 01�

0
ˇ1ˇ
0
1˛1˛2

=2;

@��
0
˛1˛2˛3˛4

D �Sˇ1ˇ 01Gˇ2ˇ
0
2

�
� 0
ˇ 01ˇ2˛1˛2

� 0
ˇ 02ˇ1˛3˛4

C � 0
ˇ 01ˇ2˛1˛3

� 0
ˇ 02ˇ1˛2˛4

(2.59)

C � 0
ˇ 01ˇ2˛1˛4

� 0
ˇ 02ˇ1˛2˛3

�
;

@��
0
˛1˛2Ia

D �Sˇ1ˇ 01Gˇ2ˇ
0
2

�
� 0
ˇ 01ˇ2˛1˛2

� 0
ˇ 02ˇ1Ia

C � 0
ˇ 01ˇ2Ia

� 0
ˇ 02ˇ1˛1˛2

�
=2;

@��
0
0Ia1a2

D �Sˇ1ˇ 01Gˇ2ˇ
0
2
� 0
ˇ 01ˇ2Ia1

� 0
ˇ 02ˇ1Ia2

:

Pour la suite, il sera utile d’utiliser une autre implémentation du régulateur.

Celle-ci consiste à utiliser la partie gaussienne de l’actionK et à écrire :

K CR� D K�
�1
� : (2.60)

La matrice �� sera dans la pratique construite à partir d’une fonction porte dont

la rigidité sera contrôlée par un paramètre libre. Cette construction sera détaillée

au chapitre suivant.

Introduisons à présent la matrice de self-énergie˙� par :

G�1� D Q
�1��1� �˙�; (2.61)

avecQ�1 D K le propagateur libre. Pour la suite, on utilisera également le pro-
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pagateur libre régularisé NQ� D ��Q. La matrice de self-énergie représente les

corrections au propagateur libre dues aux fluctuations. Dans les équations de

flot, c’est le propagateur completG� qui intervient. Celui-ci, ainsi que le propa-

gateur S�, peuvent être développés en puissances de la self-énergie :

G� D NQ� CO.˙�/; (2.62a)

S� D @� NQ� CO.˙�/; (2.62b)

où il a été fait usage de l’identité @��� D ���.@��
�1
� /��. Pour la suite, on sup-

posera de plus que l’on se place dans une base dans laquelle le propagateur libre

(régularisé) est diagonal, c’est-à-dire que l’on écrira NQˇ1ˇ2 D
NQˇ1ıˇ1ˇ2 . Lorsque

toutes ces simplifications sont faites, on obtient une nouvelle forme des équa-

tions de flot (on est cependant obligé de conserver le propagateur Sˇ , lui aussi

supposé diagonal, dans l’équation pour la self-énergie) :

�@��
0
˛1˛2
D ��Sˇ�

0
ˇˇ˛1˛2

=2;

�@��
0
˛1˛2˛3˛4

D Lˇ1ˇ2
�
� 0
ˇ1ˇ2˛1˛2

� 0
ˇ2ˇ1˛3˛4

C � 0
ˇ1ˇ2˛1˛3

� 0
ˇ2ˇ1˛2˛4

(2.63)

C � 0
ˇ1ˇ2˛1˛4

� 0
ˇ2ˇ1˛2˛3

�
;

�@��
0
˛1˛2Ia

D Lˇ1ˇ2
�
� 0
ˇ1ˇ2˛1˛2

� 0
ˇ2ˇ1Ia

C � 0
ˇ1ˇ2Ia

� 0
ˇ2ˇ1˛1˛2

�
=2;

�@��
0
0Ia1a2

D Lˇ1ˇ2� 0
ˇ1ˇ2Ia1

� 0
ˇ2ˇ1Ia2

;

où la bulle Lˇ1ˇ2 est donnée par :

Lˇ1ˇ2 D ��@�
�
NQˇ1
NQˇ2

�
=2: (2.64)

La structure de ces équations est alors claire d’un point de vue heuristique. Pour

les obtenir, il suffit de calculer les diagrammes de Feynman corrigeant un ver-

tex donné à l’ordre 2 en théorie des perturbations, en prenant pour les lignes

internes les propagateurs libres régularisés. Il faut alors dériver ces diagrammes

par rapport à� en supposant les vertex constants.
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3

FRG fermionique sur réseau unidimensionnel

« L’intelligence ne se représente clairement que dans le

discontinu. »

Henri Bergson, L’évolution créatrice

Dans ce chapitre les équations de flot sont précisées dans le cas d’un système d’électrons uni-
dimensionnel. La construction du régulateur intervenant dans les équations de flot est préci-
sée, et il est montré que le choix d’un régulateur dur permet de retrouver les équations de flot
que l’on aurait obtenues avec une méthode purement wilsonienne. On présente ensuite une
hiérarchie des constantes de couplage par ordre de pertinence. Celle-ci permet de prendre
en compte les effets de non-localité des interactions, qui auront des effets qualitatifs sur les
diagrammes de phase calculés dans les chapitres suivants. Cette hiérarchie prend la forme
d’un développement des vertex en puissances de variables � traduisant l’écart énergétique
au niveau de Fermi d’un mode d’impulsion k. Un calcul explicite utilisant ce développement
dans le cas de la self-énergie est exposé.

3.1 Fermions avec spin

À ce stade, on effectue la décomposition de l’indice ˛ de sorte qu’il soit

adapté à un système de fermions chargés de spin 1=2. Cela signifie que l’on doit
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3.1. Fermions avec spin

écrire :

˛ ! .u; �; a/; (3.1)

où u D c; a est associé à la charge électrique, tandis que � D";# est associé

au spin. Enfin, a contient toute l’information restante, c’est-à-dire l’indice de

bande, l’impulsion, et la fréquence de Matsubara. En fait, on utilisera plutôt la

notation �a;a� D  a� ; �c;a� D N a� telle qu’elle a été introduite dans le premier

chapitre. Les symétries imposées contraignent la forme du vertex à deux corps

qui doit prendre la forme suivante :

� 0
˛01˛
0
2˛2˛1

D
1

2
ıu01;cıu

0
2;c
ıu2;aıu1;a

�
Va01a

0
2a2a1

ı� 01�1ı�
0
2�2
� Va02a

0
1a2a1

ı� 01�2ı�
0
2�1

�
:

(3.2)

De plus, le propagateur ne peut pas affecter l’orientation du spin et doit conserver

la charge, ce qui implique :

Xˇ 0ˇ D Xb0b; X D S;G;˙: (3.3)

À présent, discutons les fonctions de réponse. Puisque nous considérons des

électrons, nous devons faire la différence entre les fonctions de réponse particule-

particule et particule-trou. Les premières sont associées à la supraconductivité,

tandis que les autres sont associées aux ondes de densité. Pour que la distinction

soit claire, il faut donc introduire deux champs sources différents. En tenant bien

sûr encore en compte de la symétrie U.1/�SU.2/, le terme d’action effective pre-

nant en compte le couplage entre les champs sourceH (associés aux opérateurs

de paires particule-trou) et J (particule-particule) et le champ décrivant les élec-

trons est de la forme suivante :

�Z Œ�;H; J � D Z
ch

aa0;b
N a�H

0
b �

0
�� 0 a0� 0 CZ

sp

aa0;b
N a� EHb � E��� 0 a0� 0

CZs

aa0;b
N a�J

0
b �

0
�� 0
N a0� 0 CH:c:

CZt

aa0;b
N a� EJb E��� 0 N a0� 0 CH:c:: (3.4)
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3.1. Fermions avec spin

De plus, le terme contenant les susceptibilités est donné par une somme de termes

quadratiques en les champs source :

��ŒH; J � D �
ch

b0bH
0
b0H

0
b C �

sp

b0b
EHb0 � EHb

C

�
�s

b0b.J
0
b0/
�J 0b CH:c:

�
C

�
�t

b0b
EJ �b0 �
EJb CH:c:

�
: (3.5)

Enfin, traitons le cas des bulles. Comme les propagateurs ne peuvent pas affecter

l’orientation du spin, il en va de même pour les bulles qui s’écrivent alors :

Lˇ1ˇ2 D Lb1b2ı�1�2 : (3.6)

Une fois que tous ces changements sont insérés dans les équations (2.63), on

obtient les équations pour la self-énergie ˙ , les vertex V , les susceptibilités �x

ainsi que les vertex à trois pattesZx
. L’équation de flot pour la self-énergie est :

�@�˙a0a D �Sb .Vba0ba=2 � Va0bba/ : (3.7)

Les vertex V vérifient quant à eux :

�@�Va01a
0
2a2a1

D Dee

a01a
0
2a2a1

CDeh1
a01a
0
2a2a1

CDeh2
a01a
0
2a2a1

CDeh3
a01a
0
2a2a1

; (3.8)

avec :

Dee

a01a
0
2a2a1

D LbcVcba1a2Va01a02cb;

Deh1

a01a
0
2a2a1

D LbcVba02c0a1Vca01b0a2;

Deh2

a01a
0
2a2a1

D �2LbcVa01bca1Vca02a2b;

Deh3

a01a
0
2a2a1

D Lbc.Vba01c0a1Vca02a2b C Va01bca1Vca02ba2/: (3.9)
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

Les susceptibilités évoluent selon les équations suivantes :

�@��
ch

a0a D LbcZch

bcIa0Z
ch

cbIa;

�@��
sp

a0a D LbcZ
sp

bcIa0
Z

sp

cbIa
;

�@��
s

a0a D Lbc
�
Zs

cbIa0

��
Zs

cbIa=2;

�@��
t

a0a D �Lbc
�
Zt

cbIa0

��
Zt

cbIa=2: (3.10)

Enfin, les équations de flot pour les vertex à trois pattes sont :

�@�Z
ch

a0aId D LbcZch

bcId .Vca0ba � 2Va0cba/;

�@�Z
sp

a0aId
D LbcZ

sp

bcId
Vca0ba;

�@�Z
s

a0aId D LbcZs

cbId .Vcba0a C Vbca0a/=2

�@�Z
t

a0aId D �LbcZ
t

cbId .Vcba0a � Vbca0a/=2: (3.11)

3.2 Systèmes unidimensionnels à température finie

À présent, il est temps de spécialiser les équations obtenues au cas des sys-

tèmes unidimensionnels à température finie, en présence d’une unique bande

pour la suite, ce qui revient à donner à l’indice a la structure suivante
1

:

a! K D .!n; k/; (3.12)

en utilisant exactement la notation du premier chapitre, c’est-à-dire que les!n D

.2nC 1/ T (n 2 Z) sont les fréquences de Matsubara fermioniques à tempéra-

ture T , tandis que k 2 BZ1 D Œ� ; � est l’impulsion cristalline. Les vertex et

1. On fait les associations suivantes, en terme de lettres a$ K, b $ P , c $ Q.
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

�@�˙ D C

Fig. 3.1 – Représentation diagrammatique de l’équation de flot
pour la self-énergie à une boucle. La ligne est associée à la dérivée
du propagateur libre régularisé par rapport à�.

les bulles prennent alors la forme suivante :

Va01a
0
2a2a1

D
 vFT

L
gk1;k2;k01 ı

rr

K01CK
0
2�K2�K2

;

˙a0a D ˙Kı
rr

K0�K ;

Zchs

a0aIc D Z
chs

k .q/ı
rr

K�K0CQ; (3.13)

Zchb

a0aIc D Z
chb

k .q/ cos

�
.k C q/=2

�
ırrK�K0CQ;

Zchs

a0aIc D Z
ee

k .q/ı
rr

KCK0CQ;

Lbc D LP;Q:

Lorsque les expressions de ces vertex sont injectées dans les équations de flot

de la section précédente, on obtient tout d’abord pour la self-énergie :

�@�˙k D
 vFT

L
�SP

�
gk;p;p=2 � gk;p;k

�
; (3.14)

pour les constantes de couplage :

�@�gk1; k2; k01 D Dee

k1; k2; k
0
1
CDeh1

k1; k2; k
0
1
CDeh2

k1; k2; k
0
1
CDeh3

k1; k2; k
0
1
; (3.15)

avec :
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

�@�g D C

C C

C C

C C

C C

Fig. 3.2 – Équations de flot à une boucle pour les constantes de
couplage. La ligne barrée dans les diagrammes est associée au pro-
pagateur S�.
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

Dee

k1; k2; k
0
1
D Lee

p;k1Ck2
gk2; k1;�pCk1Ck2gp;�pCk1Ck2; k01;

Deh1

k1; k2; k
0
1
D Leh

p;�k01Ck2
gk1; p�k01Ck2; p gk2; p;p�k

0
1Ck2

;

Deh2

k1; k2; k
0
1
D �2Leh

p;k01�k1
gk1; pCk01�k1; k

0
1
gp;k2; pCk01�k1; (3.16)

Deh3

k1; k2; k
0
1

D Leh

p;k01�k1
.gk1; pCk01�k1; p gp;k2; pCk

0
1�k1

C gk1; pCk01�k1; k
0
1
gk2; p;pCk01�k1/:

�@��
ch=sp
D C

�@��
s=t
D C

Fig. 3.3 – Équations de flot pour les susceptbilités associées aux
ondes de densité de charge/spin et aux états supraconducteurs sin-
gulet/triplet.

Les équations pour les susceptibilités sont alors :

�@��
ch-s.q/ D Leh

p;�qZ
ch-s

p�q.q/Z
ch-s

p .�q/;

�@��
sp-s.q/ D Leh

p;�qZ
sp-s

p�q.q/Z
sp-s

p .�q/;

�@��
ch-b.q/ D Leh

p;�qZ
ch-b

p�q.q/Z
ch-b

p .�q/Œcos.p � q=2/�2; (3.17)

�@��
s.q/ D Lee

p;�q

�
Zs

p.q/
��
Zs

�p�q.q/=2;

�@��
t.q/ D Lee

p�q

�
Zt

p.q/
��
Zt

�p�q.q/=2:
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

Enfin, les équations pour les vertex à trois pattes s’écrivent :

�@�Z
ch-s

k .q/ D Leh

p; qZ
ch-s

p .q/
�
gk;pCq;p � 2gk;pCq; kCq

�
;

�@�Z
sp-s

k
.q/ D Leh

p; qZ
sp-s

p .q/gk;pCq;p;

�@�Z
ch-b

k .q/ D Leh

p; qZ
ch-b

p .q/
cos.p C q=2/

cos.k C q=2/

�
�
gk;pCq;p � 2gk;pCq; kCq

�
; (3.18)

�@�Z
sp-b

k
.q/ D Leh

p; qZ
sp-b

p .q/
cos.p C q=2/

cos.k C q=2/
gk;pCq;p;

�@�Z
s

k.q/ D Lee

p;�qZ
s

p.q/.gk;�k�q;�p�q C gk;�k�q;p/=2;

�@�Z
t

k.q/ D �L
ee

p�qZ
t

p.q/.gk;�k�q;�p�q � gk;�k�q;p/=2:

Ces équations sont représentées de façon diagrammatiques aux figures 3.2, 3.3 et

�@�Z
ch=sp
D C

C C

�@�Z
s=t
D C

Fig. 3.4 – Équations de flot pour les vertex à trois pattes associés
aux susceptibilités de la figure 3.3.
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3.2. Systèmes unidimensionnels à température finie

3.3. On voit que ces équations ont la même structure que celles dérivées de façon

schématique au chapitre précédent avec la méthode de Wegner-Houghton dans

le cas d’un champ scalaire.

Notons également que dans ces équations, la somme sur les fréquences de

Matsubara pn de la variable interne P D .pn; p/ a été faite, ce qui conduit à

la bulle électron-électron Lee
et à la bulle électron-trou Leh

. Celles-ci sont défi-

nies comme suit, en négligeant la dépendance en les fréquences de Matsubara de

l’impulsion d’échangeQ D .qn; q/, c’est-à-dire en prenant qn D 0 :

Lee

p;q D

X
pn

L.pn;p/;�.pn;p/C.0;q/;

Leh

p;q D

X
pn

L.pn;p/;.pn;p/C.0;q/: (3.19)

Tout d’abord, rappelons l’expression du propagateur libre (1.64) :

NQP D
��.p/

ipn � �.p/
; (3.20)

grâce à laquelle on obtient, d’après les expressions (2.64) et (3.6) :

LP;Q D �
 vFT

2L
�@�

�
��.p/��.q/

�
QPQQ: (3.21)

La somme sur les fréquences de Matsubara donne alors :

Leh

p;q D
 vF

2L
�@�

�
��.p/��.�p C q/

�nF

�
�.p/

�
� nF

�
�.p C q/

�
�.p/ � �.p C q/

;

Lee

p;q D �
 vF

2L
�@�

�
��.p/��.p C q/

�nF

�
�.p/

�
� nF

�
� �.p C q/

�
�.p/C �.p C q/

: (3.22)

Il faut à présent discuter le choix du régulateur.
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3.3. Choix du régulateur

1 1
2a

1 1 + 1
2a

x

0

1
2

1

2a

ra(x)
ra(x)

Fig. 3.5 – Régulateur ra.x/ et sa dérivée r 0a.x/, tel que raD1.x/ D
‚.x/.

3.3 Choix du régulateur

Décrivons à présent la construction du régulateur. L’idée est de construire

une fonction "marche" lisse qui vaut exactement 0 puis vaut exactement 1 en va-

riant dans une région dont la largeur, aussi faible que désiré, est contrôlée par un

paramètrea. Pour parvenir à ce résultat, on commence par considérer la fonction

suivante :

g.x/ D

(
e
�1=x

si x > 0;

0 sinon.

Puis on forme une deuxième fonction :

h.x/ D
g.x/

g.x/C g.1 � x/
;

ce qui nous permet de définir notre fonction "marche" par :

ra.x/ D h.ax � aC 1=2/; r0.x/ D ‚.x � 1/

78



3.4. Développement en �

Finalement, le régulateur est donné par :

��.k/ D ra.j�.k/j=�/:

Ainsi, dans la limite a!1, on retrouve la coupure dure qui est celle apparais-

sant naturellement dans la version wilsonienne du groupe de renormalisation.

Régularisation de la singularité de van Hove Il est possible d’utiliser les fonctions

construites précédemment pour régulariser la singularité de van Hove. Cette sin-

gularité apparaît dans la densité d’états en bordure de bande. Mathématique-

ment, la densité d’états est une fonction de la forme suivante :

f .x/ D
‚.1 � jxj/
p
1 � x2

;

où‚.x/ est la fonction de Heaviside. L’idée pour la régulariser est de commencer

par définir une fonction porte

˘a.x/ D ra.x C 2/
�
1 � ra.x/

�
;

avec laquelle il est possible de "couper" la singularité en empêchant x d’atteindre

la valeur 1, c’est-à-dire en faisant le remplacement suivant :

f .x/ �! fa.x/ D
˘a.x/p

1 � x2˘a.x/
:

Ainsi, l’erreur commise par rapport à la véritable densité d’états est localisée dans

une petite région autour des singularité de van Hove. L’extension de cette ré-

gion est contrôlée par le paramètre arbitraire a qui est tel que f .x/ D fa!1.x/.

L’illustration de cette régularisation est présentée dans la figure 3.6.

3.4 Développement en �

À ce stade, les équations de flot sont encore fonctionnelles dans la mesure

où elles décrivent le flot de fonctions des impulsions. Ces équations sont dou-

blement difficiles à exploiter. D’une part, il n’est pas aisé de distinguer quels sont
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3.4. Développement en �

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

20.0
f(x)
fa(x)

1.06 1.04 1.02 1.00 0.98 0.96 0.94
x

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

20.0
f(x)
fa(x)

Fig. 3.6 – La singularité de van Hove est régularisée grâce à
la fonction de porte lissée ˘a.x/, et la densité d’états originelle
f .x/ est remplacée par la la densité d’états régularisée fa.x/,
dont la rigidité est contrôlée par le paramètre a, avec lequel on a
fa!1.x/ D f .x/. De plus, le panneau du bas montre que l’on a
f .x/ ¤ fa.x/ seulement sur un intervalle fini autour de la sin-
gularité.
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3.4. Développement en �

les processus d’interactions qui sont responsables de l’aspect qualitatif du dia-

gramme de phase. D’autre part, ces équations ne se prêtent pas en l’état à une

résolution numérique. Une stratégie possible consiste à effectuer une discrétisa-

tion de la première zone de Brillouin qui permet de réduire les équations fonc-

tionnelles à une (possiblement grande) collection d’équations différentielles cou-

plées. Cette stratégie a déjà été utilisée avec succès dans des études antérieures [57,

69, 46, 8].

Dans cette section, une autre approche est développée. Elle consiste à établir

une hiérarchie des constantes de couplage par ordre de pertinence, qu’il faudra

interrompre à un ordre souhaité. Pour comprendre l’existence de cette hiérar-

chie, considérons les constantes de couplage gk1;k2;k01 . Plutôt que de travailler

avec les impulsions, il est judicieux d’utiliser l’écart énergétique au niveau de

Fermi. Autrement dit, on effectue un changement de variable k ! .�; �/ avec

� D sgn.k/ et � D �.k/. On réécrit donc les constantes de couplage ainsi :

gk1;k2;k01 D g
E�.E�/; E� D .�1; �2; �

0
1/;

E� D .�1; �2; �10/: (3.23)

À présent, on effectue un développement en série entière
2

des constantes de cou-

plage en les variables � au voisinage des deux points de Fermi, c’est-à-dire que l’on

écrit :

g E�.E�/ D

1X
niD0

�
n1
1 �

n2
2 �

n10

10

n1Šn2Šn10Š
g
E�

En
; En D .n1; n2; n10/: (3.24)

L’idée de ce développement est qu’il puisse nous permettre de remplacer des

équations de flot fonctionnelles par des équations différentielles couplées. Or,

les bulles Lx
sont aussi porteuses d’impulsions externes, et il est nécessaire de les

2. L’analyticité des constantes de couplage ne semble pas être une hypothèse nécessaire, il

est seulement utile de supposer que les constantes de couplage sont suffisamment régulières au

voisinage de la surface de Fermi.
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3.4. Développement en �

développer en puissances des variables � elles aussi, ce qui nous donne :

Lee

p;k1Ck2
D

1X
niD0

�
n1
1 �

n2
2

n1Šn2Š
Lee�1;�2
n1;n2

.p/; (3.25a)

Leh

p;k10�k1
D

1X
niD0

�
n1
1 �

n10

10

n1Šn10Š
Leh�1;�10
n1;n10

.p/: (3.25b)

L’identification des termes � �
n1
1 �

n2
2 �

n10

10 est maintenant possible, et elle nous

donne les équations de flot ayant nécessairement la forme suivante (il y a des

sommes implicites sur les indices E�1;2 et En1;2) :

�@�g
E�

En
D LE�;E�1;E�2

En;En1;En2
g
E�1
En1
g
E�2
En2
: (3.26)

En effet, comme on a des équations à une boucle, elles sont forcément quadra-

tiques en les constantes de couplage. C’est à ce stade qu’il est possible de com-

prendre l’intérêt physique du développement qui vient d’être proposé. Pour cela,

considérons les variables adimensionnées
Q� D �=�, et introduisons de plus les

constantes de couplage adimensionnées Qg
E�
�.
QE�/, avec lesquelles on peut écrire :

g
E�
�.
E�/ D �Œg� Qg

E�
�.
E�=�/ ” g

E�
�.�
QE�/ D ��Œg� Qg

E�
�.
QE�/; (3.27)

où Œg� est la dimension d’échelle des constantes de couplage. On en déduit l’adi-

mensionnement des constantes g
E�

En
:

g
E�

En
D �Œg�CjEnj Qg

E�

En
; jEnj D n1 C n2 C n10 : (3.28)

Ainsi, les équations de flot sous forme adimensionnées s’écrivent sous la forme

suivante :

�
d Qg
E�

En

d`
D �@� Qg

E�

En
D
�
Œg�C jEnj

�
Qg
E�

En
C QLE�;E�1;E�2

En;En1;En2
Qg
E�1
En1
Qg
E�2
En2
; (3.29)

QLE�;E�1;E�2
En;En1;En2

D ��jEnj�jEn1j�jEn2jLE�;E�1;E�2
En;En1;En2

:

C’est cette forme des équations qui justifie l’intérêt du développement en �. Plus
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3.4. Développement en �

jEnj augmente, plus les constantes de couplage associées sont non-pertinentes,

constituant la hiérarchie mentionnée plus haut.

Nous avons affaire à une hiérarchie infinie d’équations de flot couplées qu’il

est nécessaire de tronquer si l’on veut pouvoir mener une étude numérique. Pour

la suite, nous ne considérerons que les constantes de couplage telles que jEnj ⩽ 2.

De plus, nous ferons une approximation supplémentaire : nous négligerons les

corrections diagrammatiques aux constantes de couplage non-pertinentes, c’est-

à-dire pour les constantes telles que jEnj D 1; 2. Illustrons la forme des équations

de flot dans le cadre de ces approximations. Pour cela, on sépare les constantes de

couplage en deux ensembles. D’une part, on rassemble les constantes marginales

QgK et d’autre part on collecte les constantes non-pertinentes QNgK :

f QgKg D f Qg
E�
0;0;0g; f QNgKg D

˚
Qg
E�

En

ˇ̌
jEnj 2 f1; 2g

	
: (3.30)

Les équations de flot ont donc la forme suivante :

d QgK

d`
D QL.0/K;IJ QgI QgJ C QL

.1/
K;IJ QgI

QNgJ C QL.2/K;IJ QNgI QNgJ ; (3.31a)

d QNgK

d`
D �Œ NgK � QNgK ; Œ QNgK � 2 f1; 2g: (3.31b)

Ainsi, seules les équations pour les constantes de couplage marginales sont non

triviales et nécessitent une résolution numériques. Les équations pour les constantes

non pertinentes s’intègrent trivialement :

QNgK.`/ D QNgK.0/e
�Œ NgK �`: (3.32)

Pour la suite, on utilisera les notations simplifiées suivantes :

g
E�
0;0;0 D g

E�;

g
E�
1;0;0 D g

E�
1 ; g

E�
0;1;0 D g

E�
2 ; g

E�
0;0;1 D g

E�
10;

g
E�
2;0;0 D g

E�
11; g

E�
0;2;0 D g

E�
22; g

E�
0;0;2 D g

E�
1010;

g
E�
1;1;0 D g

E�
110; g

E�
1;0;1 D g

E�
110; g

E�
0;1;1 D g

E�
210 : (3.33)
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3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Cette notation sera de plus combinée avec la notation de g-ologie (� D ˙1) :

g
.C�;��;��/
X D g1;X ;

g
.C�;��;C�/
X D g2;X ;

g
.C�;C�;��/
X D g3;X ;

g
.C�;C�;C�/
X D g4;X : (3.34)

Maintenant que tous les éléments sont en place, passons en revue quelques

exemples d’utilisation du développement en �, tout d’abord pour l’obtention des

équations de flot pour les constantes marginales, qui représente à la fois le cas le

plus simple et le plus important, et ensuite nous examinerons l’équation pour la

self-énergie.

3.5 Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Pour trouver les équations de flot pour les constantes de couplage margi-

nales, on commence par introduire les variables suivantes :

� D �.p/;

�ee

�;�0 D �
�
� p C .�C �0/kF

�
; (3.35)

�eh

�;�0 D �
�
p C .� � �0/kF

�
:

Ces variables sont utiles dans la mesure où elles apparaissent comme argument

des constantes de couplage dans les équations de flot. Par exemple, dans le cas du

diagramme (ee), la combinaison suivante est présente :

gp;�pCk1Ck2;k10 :

Grâce au développement en �, on peut écrire :

gp;�pCk1Ck2;k10 D

1X
niD0

�.p/n1�.�p C k1 C k2/
n2�.k10/

n01

n1Šn2Šn
0
1Š

� g
sgn.p/; sgn.�pCk1Ck2/; sgn.k10 /

n1; n2; n
0
1

: (3.36)
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3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

Il faut maintenant faire un développement de Taylor en les variables �1, �2 et �10 .

Le terme d’ordre 0 correspond à la projection sur la surface de Fermi. On notera

Œ��F cette projection. Ainsi, il vient :�
gp;�pCk1Ck2;k10

�
F
D gp;�pC.�1C�2/kF;�10kF

D

1X
niD0

�n1
�
�ee

�1;�2

�n2
n1Šn2Š

g
�; sgn.�pC.�1C�2/kF/; �10

n1; n2;0
: (3.37)

La série dans l’équation précédente est tronquée par notre approximation consis-

tant à s’arrêter à l’ordre 2 en �. Maintenant que la démarche est expliquée, voici

les contributions à tous les diagrammes :

— diffusion (ee) :�
gp;�pCk1Ck2;k10

�
F
D g

E�
0;0;0 C g

E�
1;0;0� C

1

2
g
E�
2;0;0�

2

C g
E�
0;1;0�

ee

�1;�2
C
1

2
g
E�
0;2;0

�
�ee

�1;�2

�2
C g

E�
1;1;0��

ee

�1;�2
;�

gk2;k1;�pCk1Ck2
�

F
D g

E�0

0;0;0 C g
E�0

0;0;1�
ee

�1;�2
C
1

2
g
E�0

0;0;2

�
�ee

�1;�2

�2
;

E� D
�
�; sgn

�
� p C .�1 C �2/kF

�
; �10

�
;

E�0 D
�
�2; �1; sgn

�
� p C .�1 C �2/kF

��
; (3.38)

— diffusion (eh1) :�
gk1;p�k10Ck2;p

�
F
D g

E�
0;0;0 C g

E�
0;0;1� C

1

2
g
E�
0;0;2�

2

C g
E�
0;1;0�

eh

�2;�10
C
1

2
g
E�
0;2;0

�
�eh

�2;�10

�2
C g

E�
0;1;1��

eh

�2;�10
;�

gk2;p;p�k10Ck2
�

F
D g

E�0

0;0;0 C g
E�0

0;0;1�
eh

�2;�10
C
1

2
g
E�0

0;0;2

�
�eh

�2;�10

�2
;

E� D
�
�1; sgn

�
p C .��10 C �2/kF

�
; �
�
;

E�0 D
�
�2; �; sgn

�
p C .��10 C �2/kF

��
; (3.39)
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3.5. Exemple 1 : identification sur la surface de Fermi

— diffusion (eh2) :�
gk1;pCk10�k1;k10

�
F
D g

E�
0;0;0 C g

E�
0;1;0�

eh

�10 ;�1
C
1

2
g
E�
0;2;0

�
�eh

�10 ;�1

�2
;�

gp;k2;pCk10�k1
�

F
D g

E�0

0;0;0 C g
E�0

1;0;0� C g
E�0

0;0;1�
eh

�10 ;�1

C
1

2
g
E�0

2;0;0�
2
C
1

2
g
E�0

0;0;2

�
�eh

�10 ;�1

�2
C g

E�0

1;0;1��
eh

�10 ;�1
;

E� D
�
�1; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

�
; �10

�
;

E�0 D
�
�; �2; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

��
; (3.40)

— diffusion (eh3) :�
gk1;pCk10�k1;p

�
F
D g

E�
0;0;0 C g

E�
0;0;1� C

1

2
g
E�
0;0;2�

2

C
1

2
g
E�
0;1;0�

eh

�10 ;�1
C
1

2
g
E�
0;2;0

�
�eh

�10 ;�1

�2
C g

E�
0;1;1��

eh

�10 ;�1�
gp;k2;pCk10�k1

�
F
D g

E�0

0;0;0 C g
E�0

1;0;0� C g
E�0

0;0;1�
eh

�10 ;�1

C
1

2
g
E�0

2;0;0�
2
C
1

2
g
E�0

0;0;2

�
�eh

�10 ;�1

�2
C g

E�0

1;0;1��
eh

�10 ;�1
;�

gk1;pCk10�k1;k10
�

F
D g

E�00

0;0;0 C g
E�00

0;1;0�
eh

�10 ;�1
C
1

2
g
E�00

0;2;0

�
�eh

�10 ;�1

�2
;�

gk2;p;pCk10�k1
�

F
D g

E�000

0;0;0 C g
E�000

0;0;1�
eh

�10 ;�1
C
1

2
g
E�000

0;0;2

�
�eh

�10 ;�1

�2
;

E� D
�
�1; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

�
; �
�
;

E�0 D
�
�; �2; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

��
;

E�00 D
�
�1; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

�
; �10

�
;

E�000 D
�
�2; �; sgn

�
p C .�10 � �1/kF

��
: (3.41)

Dans toutes ces expressions, la présence des constantes non-pertinentes vient ap-

porter des corrections aux constantes marginales, marquant ainsi une différence

nette avec le modèle de g-ologie dans la limite du continuum.
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Les bulles doivent aussi être développées en puissance de �. En fait, pour les

constantes de couplage marginales, seules les projections des bulles sur la surface

de Fermi contribuent aux équations de flot. Par exemple, pour le diagramme

(ee), la bulle Lee

p;k1Ck2
apparaît, ce qui signifie que la projection sur la surface de

Fermi donne :�
Lee

p;k1Ck2

�
F
D Lee

p; .�1C�2/kF

: (3.42)

3.6 Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Dans cette section, on s’intéresse en guise de second exemple à l’équation

pour la self-énergie. Pour cela, on suppose que les corrections de self-énergie res-

tent petites et n’affectent que la dépendance en impulsion cristalline, ce qui re-

vient à faire l’approximation suivante dans le calcul du propagateur S� :

.K �˙���/
�1K � 1; (3.43)

ce qui nous permet de conserver la forme de nos équations, en effectuant le rem-

placement formel K�1 ! .K � ˙���/
�1

. Le propagateur S� prend la forme

suivante :

S� D �@���.K �˙���/
�1=2: (3.44)

À présent, repartons de l’équation pour la self-énergie (3.14) :

@�˙k D
 vFT

L

X
pn; p

SP
�
gk;p;p=2 � gk;p;k

�
; (3.45)

c’est-à-dire, en explicitant le propagateur SP :

@�˙k D �
 vFT

2L

X
pn; p

@���.p/

ipn � �.p/ � ṗ

�
gk;p;p=2 � gk;p;k

�
; (3.46)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

À présent, on utilise la somme sur les fréquences de Matsubara fermioniques

[3] :

T
X
qn

1

iqn � "
D nF."/; qn D .2nC 1/T; n 2 Z; (3.47)

qui nous permet de réécrire l’équation pour la self-énergie :

@�˙k D �
 vF

2L

X
p

nF

�
�.p/ � ṗ

�
@���.p/

�
gk;p;p=2 � gk;p;k

�
: (3.48)

La contribution engk;p;k est celle de Hartree (diagramme avec la bulle fermée), et

celle en gk;p;p est celle de Fock (bulle ouverte). Ainsi, on peut écrire, au premier

ordre en �.k/ :

gk;p;k D g
���
H0 .p/C g

���
H1 .p/�.k/; gk;p;p D g

���

F0 .p/C g
���

F1 .p/�.k/;

avec �; � D sgnp; sgn k. On a négligé le terme en �.p/2, conformément au dé-

veloppement qui suit.

À présent, on peut introduire un développement en � pour la self-énergie.

Notons que par symétrie, on doit avoir˙k D ˙�k. De plus, on veut se contenter

de calculer la correction au terme de saut, ce qui nous permet de nous restreindre

à l’ordre 1 en �. En définitive, on peut écrire :

˙k D ˙0 C˙1�.k/: (3.49)

On obtient donc par identification les deux équations de flot suivantes (en pre-

nant par exemple � D C) :

@�˙0 D �
 vF

2L

X
p

nF

�
�.p/ �˙0 �˙1�.p/

�
� @���.p/

�
gC��

F0 .p/=2 � gC�C
H0 .p/

�
; (3.50)

@�˙1 D �
 vF

2L

X
p

nF

�
�.p/ �˙0 �˙1�.p/

�
� @���.p/

�
gC��

F1 .p/=2 � gC�C
H1 .p/

�
: (3.51)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Maintenant on transforme la somme sur les impulsions en intégrale :

@�˙0 D �
vF

4

Z
dp
h
nF

�
�.p/ �˙0 �˙1�.p/

�
� @���.p/

�
gC��

F0 .p/=2 � gC�C
H0 .p/

�i
;

@�˙1 D �
vF

4

Z
dp
h
nF

�
�.p/ �˙0 �˙1�.p/

�
� @���.p/

�
gC��

F1 .p/=2 � gC�C
H1 .p/

�i
: (3.52)

On sépare l’intégrale sur les deux branches, puis on fait le changement de variable

� D �.p/ d’où :

@�˙0 D �
vF

4

Z
d�N .�/

h
nF

�
�.1 �˙1/ �˙0

�
@���.�/

�
�
g1;F0.�/=2C g4;F0.�/=2 � g2;H0.�/ � g4;H0.�/

�i
;

@�˙1 D �
vF

4

Z
d�N .�/

h
nF

�
�.1 �˙1/ �˙0

�
@���.�/

�
�
g1;F1.�/=2C g4;F1.�/=2 � g2;H1.�/ � g4;H1.�/

�i
:

(3.53)

Il reste à expliciter les constantes de couplage apparaissant dans ces équations.

En procédant par identification, il vient :

gp;q;p D g
���
0 C g

���
1 �p C g

���
2 �q C g

���
10 �p

C
1

2

�
g
���
11 �2p C g

���
22 �2q C g

���
1010 �

2
p

�
C g

���
12 �p�q C g

���
110 �

2
p C g

���
210 �p�q; (3.54)

gp;q;q D g
���
0 C g

���
1 �p C g

���
2 �q C g

���
10 �q

C
1

2

�
g
���
11 �2p C g

���
22 �2q C g

���
1010 �

2
q

�
C g

���
12 �p�q C g

���
110 �p�q C g

���
210 �

2
q ; (3.55)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

d’où :

g
���
H0 .�/ D g

���
0 C g

���
2 � C

1

2
g
���
22 �2;

g
���
H1 .�/ D g

���
1 C g

���
10 C .g

���
12 C g

���
110 /�;

g
���

F0 .�/ D g
���
0 C .g

���
2 C g

���
10 /� C

1

2

�
g
���
22 C g

���
1010 C 2g

���
210

�
�2;

g
���

F1 .�/ D g
���
1 C .g

���
12 C g

���
110 /�;

ce que l’on note également :

gi;H0.�/ D gi;0 C .gi;1 C gi;10/� C .gi;11 C gi;110 C gi;1010/�
2;

gi;H1.�/ D gi;2 C .gi;12 C gi;210/�

gi;F0.�/ D gi;0 C .gi;2 C gi;10/� C .gi;22 C gi;210 C gi;1010/�
2;

gi;F1.�/ D gi;1 C .gi;12 C gi;110/�:

Si l’on utilise les conditions d’initialisation données précédemment, alors les constantes

suivantes sont nulles :

gi;2 D gi;12 D gi;210 D 0;

d’où :

gi;H0.�/ D gi;0 C .gi;1 C gi;10/� C .gi;11 C gi;110 C gi;1010/�
2;

gi;H1.�/ D 0

gi;F0.�/ D gi;0 C gi;10� C gi;1010�
2;

gi;F1.�/ D gi;1 C gi;110�:

Intéressons-nous maintenant à l’effet de la self-énergie sur les équations de

flot. La prise en compte de la self-énergie revient à écrire les bulles Leh

p;q et Lee

p;q et

à les corriger en effectuant le remplacement suivantes :

� ! ��.p/ D �.p/C˙�.p/��.p/; (3.56)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

soit, de façon explicite :

Lee

p;q D �
 vF

2L
�@�

�
��.p/��.�p C q/

� nF

�
��.p/

�
� nF

�
� ��.�p C q/

�
��.p/C ��.�p C q/

;

(3.57a)

Leh

p;q D
 vF

2L
�@�

�
��.p/��.p C q/

� nF

�
��.p/

�
� nF

�
��.p C q/

�
��.p/ � ��.p C q/

: (3.57b)

On fait l’approximation ��.p/ D 1, étant donné la forme du cutoff. Cette ap-

proximation est exacte suffisamment loin de la région j�.p/j � �. L’erreur com-

mise devrait être petite, et est contrôlée par l’étroitesse de la dérivée du régulateur.

Dans la limite d’un régulateur dur, l’erreur doit être nulle. De plus, si l’on ne fait

pas cette approximation, cela complique sévèrement les calculs, car le change-

ment de variable k ! ��.k/ devient très compliqué. De façon plus explicite, on

a donc :

��.k/ D �2t� cos.k/ � ��;

t� D t .1C˙�;1/; (3.58)

�� D �.1C˙�;1/ �˙�;0:

Ainsi, le changement de variable k ! ��.k/ implique l’apparition de la densité

d’états corrigée :

N�.�/ D
1q

4t2� � .� C ��/
2

: (3.59)

La forme de la bulle est donc pratiquement inchangée. Il faut juste ne pas ou-

blier de corriger les régulateurs lorsque le changement de variable est effectué.

Enfin, les bornes d’intégration changent également. Cependant, l’éventuel effet

des bornes d’intégration ne peut avoir lieu qu’au début du flot, lors de l’intégra-

tion des degrés de liberté de hautes énergies, en raison de l’étroitesse de la dérivée

du régulateur. Enfin, on peut calculer la correction à la vitesse de Fermi, que l’on
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

note vF.�/. De la relation N�.0/ D 1= vF.�/ on déduit :

vF� D  
�1

q
4t2� � �

2
�: (3.60)

Il y a une dernière simplification. En effet, on travaille à remplissage fixé, ce qui

permet de déduire la valeur du potentiel chimique. Le nombre d’états quan-

tiques occupés s’écrit en effet (après simplification des facteurs numériques) :

r D

0Z
�2t����

d�q
4t2� � .� C ��/

2

D

0Z
�2t��

d�p
4t2 � .� C �/2

: (3.61)

On effectue le changement de variable suivant :

� 0 D
2t C �

2t� C ��
�; (3.62)

ce qui donne :

r D

0Z
�2t��

d� 0s
4t2�

�
2t C �

2t� C ��

�2
�

�
� 0 C

2t C �

2t� C ��
��

�2 : (3.63)

On obtient ainsi les deux conditions équivalentes suivantes pour fixer le poten-

tiel chimique :

t�
2t C �

2t� C ��
D t;

2t C �

2t� C ��
�� D �; (3.64)

ce qui donne finalement :

�� D �t�=t: (3.65)
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

Par ailleurs, on a :

�� D �t�=t �˙�;0; (3.66)

ce qui nous donne simplement˙�;0 D 0. Ainsi, il n’y a besoin que de l’équation

pour˙�;1. De plus, la loi d’évolution de la vitesse de Fermi est particulièrement

sympathique, puisqu’elle s’écrit :

vF� D vFt�=t D vF.1C˙�;1/: (3.67)

On peut donc remplacer l’équation pour˙�;1 par une équation pour vF� :

@�vF� D �
v2

F

8

Z C�0
��0

d�N .�/nF

�
�.2 � vF�=vF/

�
@���.�/

�
g1;F1.�/C g4;F1.�/

�
;

D �
v2

F

8

Z C�0
��0

d�N .�/nF

�
�.2 � vF�=vF/

�
@���.�/

�
g1;1 C .g1;110 C g4;110/�

�
:

(3.68)

Considérons la simplification de cette équation à demi-remplissage, dans le

cas d’un spectre linéaire et d’un cut-off dur. Dans ce cas, on a :

g1;1 D 0;

N .�/ D
1

 vF

;

@��.�/ D �ı.� C�/ � ı.� ��/;

g1;110 D Qg1;110�
�2; g4;110 D Qg4;110�

�2:

ce qui donne :

�@�vF� D �
vF

8 

�
nF

�
�.2 � vF�=vF/

�
� nF

�
��.2 � vF�=vF/

���
Qg1;110 C Qg4;110

�
;

D �
vF

8 
tanh

�
ˇ�.2 � vF�=vF/=2

��
Qg1;110 C Qg4;110

�
: (3.69)

Dans la limite de température nulle, la tangente hyperbolique est remplacée par
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3.6. Exemple 2 : équation pour la self-énergie

1, d’où :

@`vF` D
vF

8 

�
Qg1;110 C Qg4;110

�
D
vF

8 

V

 vF

e
�2`; (3.70)

où à la dernière égalité on a utilisé les conditions initiales obtenues pour le mo-

dèle EH, détaillées au chapitre suivant. Cette renormalisation de la vitesse de

Fermi ne conduit à aucun changement qualitatif du diagramme de phase. Par

conséquent, dans la suite, cette correction sera ignorée.

94



4

Application au modèle EH

« Si l’on sait qu’on ne sait pas, si l’on est attentif à ce que l’on ne

connait pas, si l’on guette ce qui apparait comme inconnu, c’est

alors qu’une découverte est possible. »

Pierre Soulages

Dans ce chapitre, les effets de réseau sont pris en compte dans le calcul du diagramme de
phase du modèle de Fermi-Hubbard étendu unidimensionnel. L’initialisation des équations
de flot est tout d’abord présentée, puis le diagramme de phase à demi-remplissage est éta-
bli. Celui-ci sert à vérifier que la méthode développée jusqu’à présent produit des résultats
corrects, en accord avec les études précédentes. Enfin, les diagrammes de phase en fonction
du remplissage sont présentés. Ils constituent le cœur du travail exposé dans ce manuscrit.
Les effets de la non-localité des interactions jouent un rôle essentiel à la compréhension de
la déviation des diagrammes de phase par rapport aux diagrammes obtenus avec le modèle
de g-ologie.

4.1 Conditions initiales

Tous les éléments sont en place pour pouvoir déterminer le diagramme de

phase du modèle EH. En effet, nous avons les équations de flot prenant en compte

la non-localité des interactions. Il ne reste qu’à déterminer les conditions ini-
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4.1. Conditions initiales

tiales, déterminées par le hamiltonien du modèle EH, et obtenues grâce au dé-

veloppement en �. Repartons de l’expression des constantes de couplage micro-

scopiques :

gk1;k2;k10 D
U

 vF

C
2V

 vF

cos.k1 � k10/: (4.1)

Il faut donc faire le développement en � du cosinus, ce qui nous donne :

cos.k1 � k10/ D �1�10 C .1 � �1�10/
�2

4
C
�

4
.1 � �1�10/.�1 C �10/

� �1�10

�
1

8
�

�2

32.1 � �2=4/

��
�21 C �

2
10

�
C

�
1

4
C �1�10

�2

16.1 � �2=4/

�
�1�10 C : : : (4.2)

Ainsi, par identification, on obtient les expressions suivantes :

g1 D g3 D
U

 vF

�
2V

 vF

�
1 �

�2

2

�
;

g2 D g4 D
U

 vF

C
2V

 vF

;

g1;1 D g1;10 D g3;1 D g3;10 D
V�

 vF

;

g1;11 D g1;1010 D g1;110 D
V

 vF

�
1

2
�

�2

8.1 � �2=4/

�
;

g3;11 D g3;1010 D g3;110 D
V

 vF

�
1

2
�

�2

8.1 � �2=4/

�
;

g2;11 D g2;1010 D g4;11 D g4;1010 D �
V

 vF

�
1

2
�

�2

8.1 � �2=4/

�
;

g2;110 D g4;110 D
V

 vF

�
1

2
C

�2

8.1 � �2=4/

�
: (4.3)

Toutes les autres constantes de couplage sont nulles.

Notons que comme nous négligeons les corrections diagrammatiques dans
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4.2. Limite du continuum

les équations de flot pour les constantes non-pertinentes, celles-ci évoluent selon

une loi de la forme g.`/ D g.0/ e
�n`

, avec n D 1; 2, ce qui implique que si ces

constantes sont nulles au début du flot, alors elles sont nulles tout le long du flot.

Enfin, les vertex à trois pattes Z sont initialisés avec une valeur de 1, tandis

que les susceptibilités � sont nulles au début du flot.

L’algorithme permettant de trouver les frontières du diagramme de phase est

brièvement décrit à l’annexe B.

4.2 Limite du continuum

4.2.1 Équations de flot

Avant de considérer l’effet des constantes de couplages non-pertinentes et

de la courbure du spectre, il est important pour la suite de considérer le cas bien

connu du modèle de g-ologie du gaz d’électron, tel qu’il a été décrit au premier

chapitre. Le vertex � Œ4;0�Œ ; N � se simplifie en prenant la projection sur les deux

points de la surface de Fermi Œ��F :h
� Œ4;0�Œ ; N �

i
F

D
 vFT

8L

h
gk1; k2; k01

i
F

ırr
k01Ck

0
2�k2�k1

N k01; �1
N k02; �2 k2; �2 k1; �1

D
 vFT

L

X
�

X
ki>0

n
.g1ı�1; �3 � g2ı�2; �4/ N ��k01; �3

N C�k02; �4 ��k2; �2 C�k1; �1

C
g3

2

�
N C�k01; �1

N C�k02; �2 ��k2; �2 ��k1; �1

C N ��k01; �1
N ��k02; �2 C�k2; �2 C�k1; �1

�
C
g4

2

�
N C�k01; �1

N C�k02; �2 C�k2; �2 C�k1; �1

C N ��k01; �1
N ��k02; �2 ��k2; �2 ��k1; �1

�o
: (4.4)

Dans cette expression on a omis la contrainte de conservation des impulsions

pour simplifier les notations, mais elle est bien sûr présente. Les équations de flot

(3.15), en tenant compte de la coupure des processus Umklapp telle que décrite
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4.2. Limite du continuum

par l’équation (??), prennent alors la forme suivante :

�@�g1 D �LPg
2
1 C .LC C LP/g1g2 C LLg1g4;

�@�g2 D LCg
2
1=2C .LC C LP/g

2
2=2C LP

0g23=2C LLg4.g1 � 2g2/;

(4.5)

�@�g3 D �.LP C LP
0/g3.g1 � 2g2/=2C LC

0g3.g2 C g4/=2;

�@�g4 D LL.g
2
1 � 2g

2
2 C 2g1g2 C g

2
4/=2C LC

0.g23 C g
2
4/=2:

Les bulles LX sont les dérivées par rapport à � des bulles associées aux canaux

électron-électron et électron-trou. Pour ce calcul en particulier, un régulateur

dur est choisi, ce qui permet de calculer analytiquement les intégrales. Les bulles

qui en résultent sont classées en deux catégories. Premièrement, il y a les dérivées

des bulles qui possèdent une divergence logarithmique dans le canal électron-

électron à impulsion d’échange nulle, et dans le canal électron-trou à 2kF, et qui

donnent les plus fortes contributions aux équations de flot :

LC D ��@�

�0Z
��0

d� ‚.j�j ��/
nF.�/ � nF.��/

2�
;

LP D �@�

�0Z
��0

d� ‚.j�j ��/
nF.�/ � nF.��/

2�
; (4.6)

LP
0 D �@�

�0Z
��0

d� ‚.j�j ��/
nF.�/ � nF

�
� �.k� C 2kF/

�
� � �.k� C 2kF/

;

avec k� D arccos

�
� .� C �/=2

�
. La dernière contribution LP

0 a tendance à

s’annuler lorsque l’on s’éloigne du semi-remplissage. Cela est dû à la destruction

du nesting lorsque kF ¤  =2. Deuxièmement, il y a les dérivées des bulles non-

divergentes provenant là encore des canaux particule-particule et particule-trou

lorsque les deux particules sont sur une même branche. Ces contributions ont
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4.2. Limite du continuum

la forme suivante :

LL;C0 D ˙�@�

�0Z
��0

d� ‚.j�j ��/ @�nF.�/; (4.7)

et ne prennent des valeurs non nulles que lorsque l’on a � ≲ T en raison de la

forme de la distribution de Fermi-Dirac.

Pour calculer le diagramme de phase, il faut utiliser les équations de flot pour

les vertex à trois pattesZ. Dans le cas du modèle de g-ologie, on se limite aux ver-

tex Zx

�kF

.q/ évalués à q D ˙2kF pour les ondes de densité et à q D 0 pour les

supraconductivités singulet et triplet. On définit alors quatre vertex correspon-

dant aux ondes de densité, et deux vertex associées aux deux phases supracon-

ductrices, ce qui nous donne :

ZCDW D Z
ch-s

CkF

.�2kF/ D Z
ch-s

�kF

.C2kF/;

Z0
CDW
D Zch-s

CkF

.C2kF/ D Z
ch-s

�kF

.�2kF/;

ZBOW D Z
ch-b

CkF

.�2kF/ D Z
ch-b

�kF

.C2kF/;

Z0
BOW
D Zch-b

CkF

.C2kF/ D Z
ch-b

�kF

.�2kF/;

ZSDW D Z
sp-s

CkF

.�2kF/ D Z
sp-s

�kF

.C2kF/; (4.8)

Z0
SDW
D Z

sp-s

CkF

.C2kF/ D Z
sp-s

�kF

.�2kF/;

ZBSDW D Z
sp-b

CkF

.�2kF/ D Z
sp-b

�kF

.C2kF/;

Z0
BSDW

D Z
sp-b

CkF

.C2kF/ D Z
sp-b

�kF

.�2kF/;

ZSS D Z
s

CkF

.0/CZs

�kF

.0/;

ZTS D Z
t

CkF

.0/ �Zt

�kF

.0/:
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Fig. 4.1 – Les bulles de Cooper, Peierls et Landau sont montrées
pour différentes valeurs du potentiel chimique, dans le cas du
spectre de liaisons fortes. Dans cette figure, le paramètre ` > 0

est le temps de RG, défini par la relation � D �0e
�`. Le pic à `

faible est dû à la singularité de van Hove présente dans la densité
d’états.
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4.2. Limite du continuum

Les équations de flot pour les vertex associés aux ondes de densité s’écrivent alors :

�@�Z
0
CDW
D
1

2
LP
0.g2 � 2g1/Z

0
CDW
�
1

2
LPg3ZSDW;

�@�ZCDW D
1

2
LP.g2 � 2g1/ZCDW �

1

2
LP
0g3Z

0
CDW

;

�@�Z
0
SDW
D
1

2
LP
0g2Z

0
SDW
C
1

2
LPg3ZSDW;

�@�ZSDW D
1

2
LPg2ZSDW C

1

2
LP
0g3Z

0
SDW

; (4.9)

�@�Z
0
BOW
D
1

2
LP
0.g2 � 2g1/Z

0
BOW
�
1

2

LP

cos.2kF/
g3ZBOW;

�@�ZBOW D
1

2
LP.g2 � 2g1/ZBOW �

1

2
LP
0 cos.2kF/g3Z

0
BOW

;

�@�Z
0
BSDW

D
1

2
LP
0g2Z

0
BSDW

C
1

2

LP

cos.2kF/
g3ZBSDW;

�@�ZBSDW D
1

2
LPg2ZBSDW C

1

2
LP
0 cos.2kF/g3Z

0
BSDW

: (4.10)

et celles associées aux phases supraconductrices :

�@�ZSS D
1

2
LC.g1 C g2/ZSS;

�@�ZTS D �
1

2
LC.g1 � g2/ZTS: (4.11)

L’expression pour la susceptibilité normalisée qui vaut pour les deux canaux

est quant à elle donnée par :

�x.`/ D

Z `

0

d`0 Lx.`
0/Z2

x
.`0/: (4.12)

Ainsi, la phase pour laquelle �x est la plus singulière correspondra au vertex Zx

possédant la singularité la plus forte. Pour la détermination du diagramme de

phase, on se limitera aux fonctions de réponse qui viennent d’être présentées.

Pour celles-ci, les expressions des vertex à trois pattes peuvent être exprimées
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4.2. Limite du continuum

comme des lois de puissance Zx.`/ D exp.
x.`/=2/, avec un exposant d’échelle


x.`/ D
R `
0

d`0 Qgx.`
0/.

Il est utile pour la suite de rappeler les principales caractéristiques du flot

à une boucle de la théorie du continuum à demi-remplissage et en dehors du

demi-remplissage.

4.2.2 Demi-remplissage

On considère tout d’abord le cas à demi-remplissage aux basses températures

lorsque � D 0:0, c’est-à-dire n D 1:0. On obtient alors pour les dérivées des

bulles :

LC D �LP D �LP
0 D � tanh.ˇ�=2/;

LC
0 D LL D �2�@�nF.�/: (4.13)

Autrement dit, lorsque � est significativement plus grand que la température,

et que celle-ci tend vers 0 (ˇ !1) on peut utiliser les valeurs suivantes :

LC D �LP � 1;

LC
0 D LL � 0: (4.14)

Les équations de flot se simplifient alors et prennent la forme suivante [56, 17,

53] :

dg1

d`
D �g21; (4.15a)

dg2

d`
D .g23 � g

2
1/=2; (4.15b)

dg3

d`
D g3.2g2 � g1/; (4.15c)

dg4

d`
D 0: (4.15d)

Rappelons que ` est le temps de RG tel que� D �0e
�`

.

Le flot de g1.`/ est associé aux degrés de liberté de densité de spin, et est
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4.2. Limite du continuum

Fig. 4.2 – Diagramme de phase du modèle de g-ologie à demi-
remplissage, soit n D 1:0.
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4.2. Limite du continuum

Fig. 4.3 – Diagramme de phase du modèle de g-ologie pour un
remplissage n D 1:01.
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4.2. Limite du continuum

découplée des équations pour g3.`/ et 2g2.`/ � g1.`/, qui sont liées à la densité

de charge et à l’invariant d’échelle C D g23.`/ � .2g2.`/ � g1.`//
2

[17]. Ainsi,

pour un couplage initialement attractif g1.0/ < 0, c’est-à-dire dans le domaine

U < 2V , le flot de g1.`/ est porté vers les couplages forts avec une singularité

apparaissant à un `¢ fini indiquant la présence d’un gap de spin �¢ � �0e
�`¢

.

On a de plus `¢ D �1=g1.0/, car la solution de l’équation de flot pour g1.`/

s’écrit en effet :

g1.`/ D
g1.0/

1C g1.0/`
:

Pour un couplage initial attractif, soit g1.0/ > 0, alors g1.`/ devient marginale-

ment non-pertinente à mesure que ` augmente, et les degrés de liberté de den-

sité de spin restent sans gap. Pour le secteur de charge, lorsque g1.0/� 2g2.0/ ⩾
jg3.0/j, les processus Umklappg3.`/deviennent marginalement non-pertinents,

et 2g2.`/ � g1.`/ s’écoule vers une valeur non-universelle tandis que les degrés

de liberté de densité de charge restent sans gap. En revanche, lorsque g1.0/ �

2g2.0/ < jg3.0/j, les processus Umklapp deviennent marginalement pertinents,

et le flot conduit à une singularité à la fois pour g3.`/ et 2g2.`/� g1.`/ à un cer-

tain `¡ qui est associé à un gap de Mott �¡ � �0e
�`¡ D �0e

�1=
p
jC j

dans le

secteur de charge. Finalement, à l’ordre d’une boucle, il n’y a aucune contribu-

tion logarithmique au flot de la constante de diffusion intra-branche g4.`/ tant

que l’on considère des écarts énergétiques au niveau de Fermi plus grands que la

température, soit� ≳ T .

Examinons les conséquences de ce qui précède sur le diagramme de phase.

On distingue quatre phases :

— premièrement lorsque U > ˙2V , de sorte que g1.0/ > 0 et g1.0/ �

2g2.0/ < jg3.0/j, la susceptibilité�SDW présente la plus forte singularité,


SDW étant le plus grand exposant, et l’on a donc un état SDW sans gap

de spin dans les excitations de spin mais avec un gap de Mott.

— Ensuite, lorsque V < ˙U=2, ce qui correspond à g1.0/ > 0 et g1.0/ �

2g2.0/ > jg3.0/j, c’est 
TS qui devient le plus grand exposant, condui-

sant à la domination des fluctuations associées à la phase TS, sans gap ni

de spin ni de charge.

— Dans la région délimitée par U=2 < V < 0, correspondant à g1.0/ < 0
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et g1.0/ � 2g2.0/ > jg3.0/j, c’est alors 
SS qui domine, et l’on est en

présence d’un gap de spin, mais il n’y a pas de gap de charge.

— Lorsque U=2 < V et V > 0, on a g1.0/� 2g2.0/ < jg3.0/j et l’exposant


CDW est le plus fort, signifiant que les fluctuations CDW dominent, et

dans ce cas il y a un gap de spin et un gap de charge.

Mentionnons que le long de la ligne U D 2V , soit g1.0/ D g3.0/ D 0, corres-

pond au modèle de Tomonaga-Luttinger, avec 
SDW D 
CDW. Sur la demi-droite

U D 2V > 0, les susceptibilités �CDW et �SDW possèdent des singularités d’égale

importance, tandis que sur la demi-droite U D 2V < 0 on a alors une dégéné-

rescence 
SS D 
TS impliquant une égalité des susceptibilités �SS D �TS. Enfin,

la ligne de symétrie V D 0 pourU < 0, avec g1.0/ < 0 et g1� 2g2.0/ > jg3.0/j,

conduit à l’égalité 
CDW D 
SS, et donc à la coexistence des phases CDW et SS.

Le diagramme de phase bien connu qui résulte de ces considérations à propos

de la théorie du continuum est illustré à la figure 4.2. Il est à noter que dans le

cadre de ce modèle, la susceptibilité associée à la phase BOW ne possède jamais

la singularité dominante, mais elle est cependant sous-dominante dans le secteur

SDW [53].

4.2.3 En dehors du demi-remplissage

Examinons à présent le modèle de g-ologie à une valeur de� finie. Les équa-

tions (4.5) peuvent être écrites sous la forme suivante, dans le limite des basses

températures :

dg1

d`
D �g21; (4.16a)

d

d`
.2g2 � g1/ D �LP

0g23; (4.16b)

dg3

d`
D .1C LP

0/g3.2g2 � g1/=2; (4.16c)

dg4

d`
D 0: (4.16d)

Ces équations correspondent aux résultats de Seidel et al.[53, 21], et sont égale-

ment cohérentes avec les résultats obtenus par bosonisation dans la limite des

couplages faibles [40, 25, 26].
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Le flot de g1.`/, qui, comme on l’a mentionné, est lié aux degrés de liberté

de spin, garde la même forme que précédemment, et conduit à l’ouverture d’un

gap de spin�¢ � �0e
�1=g1.0/

pourg1.0/ < 0, c’est-à-dire, étant donné les condi-

tions initiales (4.3), que le gap de spin est présent dans la région au-dessus de la

ligne V D U=.2 � �2/. La pente de cette droite augmente avec �, comme cela

peut être constaté à la figure 4.3. Cependant, en ce qui concerne les degrés de li-

berté de charge, l’influence du potentiel chimique� lorsqu’il est non nul affecte

les flots de 2g2.`/�g1.`/ et de g3.`/ en raison de la suppression de la divergence

logarithmique de la bulle électron-trou LP
0 , lorsque �.`/ ≲ �. Ainsi, aux cou-

plages suffisamment faibles, le flot de 2g2.`/�g1.`/ n’est plus singulier, de sorte

qu’il n’est plus possible d’ouvrir un gap de charge�¡ < �. En conséquence, des

régions sans gap apparaissent dans le secteur de charge montrées à la figure 4.3,

pour lesquelles les fluctuations dominantes donnent des phases CDW ou SDW.

En augmentant �, les régions possédant un gap de charge reculent vers les

domaines de couplages forts. Dans les domaines sans gap de charge, l’influence

des processus Umklapp se réduit à une simple renormalisation de la combinai-

son 2g2.`/�g1.`/, qui devient invariante d’échelle dans le régime des couplages

faibles. Dans la région de la figure 4.3 où g1.0/ > 0, c’est-à-dire lorsque V <

U=.2 � �2/, l’effet de suppression des processus Umklapp par le potentiel chi-

mique apparaît également dans la région sans gap où les fluctuations dominantes

sont de type TS, plutôt que SDW. Sur la même figure, un effet similaire prend

place à g1.0/ < 0, où la région SS (dans laquelle les termes Umklapp sont non-

pertinents) prend de l’ampleur au détriment de CDW à mesure que� augmente.

La discussion du modèle de g-ologie étant faite, passons à présent à l’étude

prenant en compte les effets de réseau.

4.3 Effets de réseau à demi-remplissage

Le diagramme de phase à demi-remplissage a été calculé afin de tester la mé-

thode basée sur le développement en � exposé au chapitre précédent. Il est égale-

ment intéressant de décrire la physique du modèle EH à� D 0pour comprendre

les phénomènes en jeu lorsque l’on considérera un remplissage différent dans la

section suivante.
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4.3. Effets de réseau à demi-remplissage

Fig. 4.4 – Diagramme de phase du modèle EH à demi-
remplissage. Les lignes pointillées sont celles de la limite du conti-
nuum. Les points A, B, C et C’ sont discutés dans le texte, et les flots
associés apparaissent dans les figures suivantes.
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4.3. Effets de réseau à demi-remplissage

Tout d’abord, notons que le spectre de liaison forte a une pente qui s’annule

en bord de bande et également en k D 0, ce qui conduit à l’apparition de singu-

larités de van Hove dans la densité d’états. Ces singularités affectent la forme des

bulles. Cependant à demi-remplissage, la symétrie électron-trou est préservée,

car il y a dans ce cas autant d’états vides que d’états occupés.

Plusieurs différences sont à noter entre le diagramme de phase de g-ologie

et le modèle sur réseau. Toutes ces différences sont imputables à la présence de

termes d’interaction non-locaux. Considérons tout d’abord le voisinage de la

ligne U D �2V pour U > 0. Dans ce cas, on observe que les constantes de

couplage non-pertinentes jouent en faveur de la phase SDW, avec un élargisse-

ment de la portion du diagramme de phase présentant un gap de charge.

Passons maintenant à l’examen du voisinage de la ligneU D 2V . Cette ligne

marque un changement de signe dans les conditions initiales de g1 et g3. Rappe-

lons que dans le cas du modèle de g-ologie, le fait que g1 soit attractive implique

l’ouverture d’un gap de spin. Ainsi, l’observation de la phase SS au-dessous de la

ligne U D 2V signifie que la constante g1, pourtant répulsive au début du flot,

est écrantée jusqu’à devenir attractive. Le flot peut être schématiquement séparé

en deux régimes. Initialement, on a g1.0/ > 0, mais la présence des termes non-

locaux fait changer le signe de g1. Le flot continue sa progression et les termes

non-pertinents disparaissent. On peut alors approximer les équations de flot par

celles du modèle de g-ologie. Supposons que l’on fasse cette approximation à

partir d’un instant `�. On peut alors utiliser g1.`
�/ comme nouvelle condition

initiale, et ainsi écrire :

g1.`/ D
g1.`

�/

1C g1.`�/.` � `�/
; (4.17)

qui montre qu’un gap de spin s’ouvre à `¢ D `� � 1=g1.`
�/. Or, comme en

général jg1.`
�/j � 1, on comprend que le gap est très petit, typiquement�¢ �

�0e
�`¢

.

Pour terminer cette section, examinons le voisinage de la ligneU D 2V > 0.

Dans ce cas, une différence qualitative avec le diagramme de g-ologie est à noter,

car une phase d’onde de densité de charge centrée sur les liens (BOW) apparaît.

Dans cette région, les constantes de couplages non-pertinentes affectent le flot de
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Fig. 4.5 – [(a), (c)] Flot pour les vertex Zx. [(b), (d)] Flot des
constantes de couplages. Les points A et B sont ceux apparaissant
dans la figure 4.4.
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constantes de couplages. Les points C et C’ sont ceux apparaissant
dans la figure 4.4.
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4.4. En dehors du demi-remplissage

g3 qui devient positif, puis diverge à un certain `¡. La divergence des processus

Umklapp va de paire avec la divergence de 2g2�g1 qui signale l’apparition d’un

gap de charge (de Mott).

4.4 En dehors du demi-remplissage

Prendre un potentiel chimique non nul implique un déséquilibre entre les

états occupés et les états vides. Ainsi, l’intégration des degrés de liberté n’est plus

symétrique par rapport au niveau de Fermi, sauf bien sûr lorsque�� �0, c’est-

à-dire lorsque la coupure est très petite par rapport à la largeur de la bande ini-

tiale, ce qui permet de linéariser le spectre.

Le flot de RG peut alors être divisé en trois régimes. Dans le premier régime,

l’asymétrie entre les électrons et les trous joue un rôle important. Par exemple,

pour � > 0, il est possible d’avoir N .� > �/ D 0, c’est-à-dire qu’aucun état fer-

mionique n’est disponible, et d’avoir également N .� < ��/ ¤ 0. Les contribu-

tions aux bulles électron-électron et électron-trou sont affectées différemment.

Il n’y a pas d’excitations électron-trou à 2kF et la bulle électron-trou Leh
s’annule

dans ce régime. En revanche, les excitations par paires de Cooper qui contribuent

à la bulle Lee
sont bien présentes pour des impulsions .�k; k/ dès lors que des

états quantiques sont disponibles, c’est-à-dire pour N .�/ ¤ 0. En fait, l’ampli-

tude de la bulle de Cooper est affectée en raison de la densité d’états, mais elle

conserve sa propriété de divergence logarithmique. Ces propriétés induisent un

écrantage des interactions en début de flot dont l’impact modifie la structure du

diagramme de phase obtenu dans la limite du continuum. Cet effet est un reli-

quat de l’écrantage de l’interaction coulombienne par les fluctuations de paires

de Cooper dans la théorie de la supraconductivité conventionnelle.

Le second régime correspond à la région où� est tel que la densité d’états est

presque symétrique, soitN .��/ � N .�/, mais le spectre n’est pas encore correc-

tement décrit par deux branches linéaires. Dans ce régime, la singularité logarith-

mique du canal électron-trou est seulement partiellement restaurée, alors que la

singularité logarithmique du canal électron-électron est intacte (voir figure 4.1).

En suivant l’exemple du premier régime, le déséquilibre entre les deux régimes

joue en faveur de l’effet d’écrantage.
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4.4. En dehors du demi-remplissage

Enfin, le dernier régime correspond à la limite du continuum obtenue à �

faible devant �0. Dans ce cas, on peut écrire N .�/ � N .��/ � 1= vF pour

� ! 0. Cela correspond à la densité d’états utilisée dans les modèles de g-ologie.

En plus des effets associés à la densité d’états, le potentiel chimique a un im-

pact sur la bulle de Peierls. Celle-ci est constituée de deux termes LP et LP
0 , dont

un (LP
0 ) impliquant un vecteur du réseau réciproque. Ce terme s’annule car la

relation de nesting est imparfaite en dehors du demi-remplissage (car 4kF n’est

plus un vecteur du réseau réciproque). En conséquence, les équations pour les

processus normaux g1 et g2 deviennent indépendantes des processus Umklapp.

Ceci étant dit, il est maintenant possible de discuter des effets du dopage,

que l’on sépare en trois régimes : faibles, intermédiaires, et forts.

4.4.1 Dopages faibles

Examinons le diagramme de phase de la figure 4.7 obtenu pour un faible

écart au demi-remplissage (� D 0:035) à partir des conditions initiales données

en (4.3), et en intégrant les équations de flot (3.31b).

Dans le secteur localisé autour de la ligne U D 2V (qui rappelons-le est as-

sociée à un changement de signe de g1 dans la limite du continuum, et donc

à l’ouverture d’un gap de spin au-dessus de cette ligne), on constate que les ré-

gions BOW avec gap de de spin et de charge et SDW avec gap de charge sont

repoussées vers les couplages forts, et existent seulement au delà d’un couplage

seuil Uc. En conséquence, une région portant des ondes de densité de charge et

de spin incommensurables et sans gap de charge apparaît à faible couplage. Le

gap s’annule à une échelle d’énergie incommensurable vF� qui arrête le flot de

2g2 � g1 et g3 qui divergent alors vers les couplages forts lorsque� devient plus

petit que vF�. La région où les fluctuations BOW dominent s’abaisse légèrement

par rapport au demi-remplissage. La figure 4.8 présente la forme de Uc.�/, mar-

quant l’apparition de la phase BOW gappée de charge en fonction du potentiel

chimique �. Cette fonction est bien représentée par une expression de la forme

Uc.�/ D 8:03�b C c, avec b � 0:53. Notons de plus que l’on obtient c ! 0

dans la limite T ! 0. En effet, à température finie, même très faible, on observe

un gap seulement pour des couplages excédant un certain seuil. La température

induit une échelle `T au-delà de la laquelle le flot est coupé tandis que l’appari-
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4.4. En dehors du demi-remplissage

Fig. 4.7 – Diagramme de phase du modèle EH, en dehors du
demi-remplissage, à n D 1:01. Le point D est discuté dans le texte.
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0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

U
c

Uc( ) = a b + c

Fig. 4.8 – Valeur du couplageU minimale pour pouvoir observer
la phase BOW avec un gap de charge. Par exemple, le point corres-
pondant à � D 0:035 est illustré par un disque blanc à la figure
4.7. L’ajustement de la courbe donne un exposant b D 0:53.
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4.4. En dehors du demi-remplissage

tion du gap de charge est associée à une échelle `¡.U; V /. Par exemple, dans le

cas du modèle de Hubbard pur répulsif (U ⩾ 0, V D 0), l’échelle `¡.U; 0/ est

décroissante en fonction de U , ce qui signifie que le gap devient de plus en plus

petit à mesure que l’on se rapproche du couplage nul. Ainsi, on n’observe cette

ouverture de gap que lorsque l’on a `¡.U; V / < `T . Des fluctuations BOW do-

minantes en dehors du demi-remplissage, mais à U et V finis au voisinage de la

ligneU D 2V ont été trouvées de façon numérique avec des simulations Monte

Carlo quantiques [50], et sont en accord avec des résultats présentés dans ce tra-

vail. Si l’on examine la région .U > 0; V < 0/ du diagramme représenté en

figure 4.7, on constate qu’un potentiel chimique fini conduit à une suppression

de la transition pour le gap de charge à la frontière entre les phases TS et SDW

qui est présente à demi-remplissage. La phase SDW devient alors non-gappée au

voisinage de cette frontière.

Enfin, on remarque que la frontière entre CDW et SS dans la région .U <

0; V > 0/ de la figure 4.7 se déplace légèrement vers le haut du diagramme par

rapport aux résultats du continuum (qui sont représentés en pointillés). Cela va

dans le sens d’un élargissement de la région de stabilité de la supraconductivité

en raison de l’asymétrie finie dans le spectre entre les électrons et les trous dès lors

que le potentiel chimique est non nul.

4.4.2 Dopages intermédiaires

Les résultats pour le diagramme de phase à remplissage intermédiaire sont

montrés en figure 4.9 pour un potentiel chimique � D 0:3. En raison de l’effet

faible des processus Umklapp à ce remplissage, aucune région du diagramme ne

porte un gap de charge. Cependant, l’influence de g3 au début du flot est tou-

jours présente et va de paire avec un changement de signe de g1 vers les valeurs

négatives à cause des couplages non pertinents. Cela a pour conséquence la per-

sistance d’une région BOW au voisinage de la ligneU D 2V . L’allure du flot des

constantes de couplage dans cette région BOW est comparable au flot illustré à

la figure 4.11, mais avec une amplitude nettement plus faible (voir par exemple

figure 4.5 (c), (d)).

Plus bas dans le diagramme, la frontière entre SS et TS coïncide essentielle-

ment avec les résultats du continuum. L’impact faible des processus Umklapp
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4.4. En dehors du demi-remplissage

et des couplages non pertinents fait que g2 ne change pas de signe au cours du

flot, ce qui restaure la stabilité de la phase TS contrairement au cas des très faibles

potentiels chimiques.

Dans la région .U < 0; V > 0/, les déviations par rapport au continuum

sont plus remarquables. La tendance amorcée aux potentiels chimiques faibles

présentée à la figure 4.7 se poursuit et dépasse largement les prédictions du conti-

nuum. L’origine de l’étalement de la phase SS prend racine dans l’asymétrie mar-

quée du spectre par rapport au niveau de Fermi. Au début du flot, c’est-à-dire

pour � grand (proche de �0) toutes fluctuations de paires électron-trou à 2kF

venant des boucles fermées, des diagrammes de correction de vertex et en échelle

sont fortement supprimées en conséquence de l’absence d’états disponibles pour

cet appariement. Cela est dû à la forte asymétrie entre électrons et trous. Ainsi, ne

survivent que les diagrammes mettant en jeu les fluctuations de paires électron-

électron, c’est-à-dire les diagrammes de Cooper, bien qu’elles soient diminuées

en amplitude. Ces diagrammes alimentent les équations pour g1 et g2. Au point

E, le couplageg2, bien qu’initialement répulsif, est fortement écranté par les fluc-

tuations de paires de Cooper, jusqu’à devenir attractive, comme cela est illustré

à la figure 4.12. On constate que la phase SS est favorisée au détriment de CDW.

Cet effet est une réminiscence de l’écrantage de l’interaction coulombienne par

les fluctuations de paires de Cooper et conduit à l’apparition de la supraconduc-

tivité dans les métaux isotropes [41].

La forte réduction de la contribution des paires électron-trou à 2kF au dé-

but du flot est également responsable de la suppression des processus Umklapp

dans toute la région CDW présente dans la partie supérieure du diagramme de

phase. Il n’y a pas de gap de charge, contrairement aux prédictions du modèle

du continuum (voir la région délimitée par les pointillés espacés de la figure 4.9).

4.4.3 Dopages forts

Considérons à présent le cas d’un remplissage fort, comme illustré à la fi-

gure 4.10, avec un potentiel chimique � D 1:03. À un remplissage aussi fort

que celui-ci, les processus Umklapp g3 n’ont plus aucun effet, car ils sont cou-

pés au tout début du flot. Cela se traduit par le fait que les ondes de densité

sont systématiquement incommensurables. De plus il n’y a plus aucune région
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Fig. 4.9 – Diagramme de phase pour un remplissage n D 1:10.
Le point E, illustrant le phénomène d’écrantage favorisant SS au
détriment de CDW, est discuté dans le texte.
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4.4. En dehors du demi-remplissage

du diagramme de phase dominée par les fluctuations BOW. Ainsi, il est possible

d’ignorer ces processus dans l’analyse du diagramme de phase. Seul le gap de spin

est à considérer. Dans la limite du continuum, on a vu que ce gap est régi par le

flot de g1, comme illustré par l’équation (4.15a) ainsi que par la condition initiale

g1 � U �V ce qui signifie qu’il faut se placer au-dessus de la ligneU � V (ligne

en pointillés dans la figure 4.10) pour avoir un processus répulsif. L’examen du

diagramme de phase montre que cette frontière est fortement modifiée par les

effets de réseau, qui sont particulièrement prononcés dans la région répulsive.

Au point F par exemple, la figure 4.13 montre que g1 est en effet attractive au

début du flot, puis bascule vers des valeurs répulsives, et devient marginalement

non pertinente à des valeurs de ` suffisamment élevées.

Cet effet remarquable a ses origines dans l’asymétrie particulièrement mar-

quée du spectre, qui, comme cela a déjà été mentionné, supprime les contribu-

tions au flot des paires électron-trou à 2kF lorsque� est proche de�0. Seules les

contributions dues aux fluctuations électron-électron à faible impulsion prove-

nant des diagrammes de Cooper en échelle (voir figure 3.2) alimentent l’équation

de flot pour g1. Ces contributions sont associées à un terme proportionnel au

produit g1g2 qui est initialement négatif, ce qui rend les diagrammes correspon-

dant globalement positifs. En conséquence, le flot de g1 atteint finalement les

valeurs positives. Cela peut être vu comme la contre-partie de l’écrantage favori-

sant la phase SS discuté plus haut. Cet anti-écrantage élargit la région de stabilité

de la phase SDW au détriment de la phase CDW, qui perd donc du terrain sur

toutes ses frontières. L’anti-écrantage est aussi présent dans une moindre mesure

dans le voisinage de la ligneU � V mais dans la région attractive, où dans ce cas

la phase TS gagne du terrain sur la phase SS (on constate bien que la frontière

TS-SS est au-dessus de la ligne en pointillés).

Enfin, portons notre attention sur la région .U < 0; V > 0/ du diagramme

de phase, où nous voyons qu’en comparaison avec les résultats de la figure 4.9,

la région de stabilité de la phase SS est encore augmentée toujours au détriment

de CDW, et atteint environ le double ce que la théorie du continuum prédit.

L’écrantage de g2 vers les valeurs négatives par les fluctuations de paires de Co-

oper est dû au régime de début de flot, régi par la non-linéarité du spectre. On

observe la même tendance que celle présente à la figure 4.12, mais elle est encore
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renforcée car l’asymétrie du spectre est alors encore plus marquée à mesure que

le potentiel chimique prend des valeurs plus fortes. Les calculs menés à des rem-

plissages encore plus forts, notamment à � D
p
2, c’est-à-dire pour une bande

remplie aux trois quarts, montrent que le diagramme de phase a essentiellement

la même allure que celui de la figure 4.10, avec toutefois des différences portant

sur les frontières de la région de domination de CDW. Par le même mécanisme

d’écrantage, la région CDW diminue progressivement en faveur des phases SS

et SDW
1
. Cela conduit à la conclusion que l’asymétrie électron-trou dans une

bande remplie de façon incommensurable fournit un mécanisme efficace pour

écranter la partie répulsive des interactions coulombiennes, et favorise alors l’ap-

parition d’une phase supraconductrice.

1. Les calculs effectués ne prennent pas en compte l’influence des processus Umklapp à trois

particules à 8kF, présents dans le cas d’une bande remplie aux trois quarts [26]. Ces termes sont

non-pertinents dans le secteur à couplage faible car ils seraient en O.�2/, mais ils peuvent in-

fluencer le flot des constantes marginales.
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Fig. 4.10 – Diagramme de phase pour un remplissage n D 1:34.
Le point F, illustrant le phénomène d’anti-écrantage favorisant
SDW au détriment de CDW, est discuté dans le texte.
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Fig. 4.11 – Flots associés au pointD de la figure 4.7. (a) Vertex Z.
(b) Constantes de couplage.
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Fig. 4.12 – Flots associés au pointE de la figure 4.9. (a) Vertex Z.
(b) Constantes de couplage.
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5

Extensions supplémentaires

« This new learning amazes me, Sir Bedevere. Explain to me again

how sheep’s bladders may be employed to prevent earthquakes. »

Monty Python and the Holy Grail

Ce dernier chapitre donne un aperçu de différentes extensions du travail présenté jusqu’à pré-
sent. Dans la première section, des interactions aux plus proches voisins autres que densité-
densité sont présentées. Les termes que l’on considère correspondent à des interactions de la
forme saut-saut et saut-densité respectivement. Quelques diagrammes de phase prenant en
compte ces termes sont présentés, d’abord à demi-remplissage pour comparer avec la littéra-
ture existante sur le sujet, et ensuite à potentiel chimique fini. La seconde section esquisse les
autres extensions possibles. Tout d’abord, on traite de la prise en compte de termes supplé-
mentaires dans le spectre à une particule et de termes d’interactions aux seconds voisins et
au-delà. Ensuite, il est brièvement question des susceptibilités uniformes. Enfin, le cas d’une
extension aux systèmes quasi-unidimensionnels est brièvement évoqué.
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5.1 Interactions généralisées aux plus proches voisins

5.1.1 Modèle U -V -W -X (-X 0)

Jusqu’à présent, les efforts ont été concentrés sur le cas du modèle EH, que

l’on peut aussi qualifier de modèle U -V pour des raisons évidentes. Cependant,

la méthode qui a été développée peut être utilisée pour étudier le diagramme de

phase d’autres modèles non-intégrables. On peut en effet considérer des inter-

actions non-locales généralisées [35, 9, 10, 2, 31], dont les effets ont été étudiés à

demi-remplissage. Des résultats numériques à � D 0:0montrent des déviations

dans les diagrammes de phases par rapport au modèle de g-ologie [44].

Le terme d’interaction aux plus proches voisins V n’est pas le seul que l’on

peut écrire. Rappelons en effet la forme générale de l’action à deux corps construite

à partir des opérateurs particule-trou de spin 0 :

S2Œ ; N � D V ¡xy;x0y0�xyŒ ; N ��x0y0Œ ; N �: (5.1)

Si on se limite à des interactions aux plus proches voisins, avec des couplages

spatialement uniformes, alors il n’y a, en plus du terme V , que deux possibilités,

qui mènent au Hamiltonien d’interaction suivant :

HWX D W
X
hx;yi

B2xy CX
X
hx;yi

Bxy.nx C ny/: (5.2)

Le termeW décrit une interaction entre sauts d’électrons. Un tel terme peut être

généré par l’interaction électron-phonon. Si l’on appelle � le champ associé aux

phonons, alors le terme d’interaction électron-phonon est schématiquement de

la forme� �xBxy . L’action pour les phonons seuls se réduit à une théorie gaus-

sienne dans le cas où les vibrations du réseau sont supposées harmoniques. On

peut donc intégrer les phonons, ce qui mène à un terme � B2xy , c’est-à-dire un

terme de type W . Le terme X est plus mystérieux quant à son interprétation

physique, et on se contentera de dire qu’il est a priori tout à fait permis par l’in-

teraction coulombienne.

Lorsque le termeW -X est transformé dans l’espace de Fourier, les constantes
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Fig. 5.1 – Diagramme de phase à demi-remplissage dans la limite
du continuum en présence du terme d’interaction saut-sautW . Les
phases gappées ne sont pas différenciées des phases non gappées.

de couplage gWX
k1;k2;k

0
1

prennent la forme suivante :

gWXk1;k2;k01
D
2W

 vF

�
cos.k2 � k

0
1/C cos.k1 C k2/

�
CX

�
cos.k1/C cos.k2/C cos.k01/C cos.k1 C k2 � k

0
1/
�
: (5.3)

Pour prendre en compte le termeW -X dans les équations de flot précédemment

établies, il suffit donc de dériver les conditions initiales en utilisant le développe-

ment en �. La démarche est exactement la même que pour le modèleU -V , illus-

tré à la section 4.1. Contentons-nous d’écrire les contributions marginales aux
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constantes de couplage initiales, en prenant en compte les termesW etX :

g1 D
U

 vF

C
2V

 vF

cos.2kF/C
8W

 vF

C
8X

 vF

cos.kF/;

g2 D
U

 vF

C
2V

 vF

C
4W

 vF

�
1C cos.2kF/

�
C
8X

 vF

cos.kF/;

g3 D
U

 vF

C
2V

 vF

cos.2kF/C
8W

 vF

cos.2kF/C
2X

 vF

�
3 cos.kF/C cos.3kF/

�
;

g4 D
U

 vF

C
2V

 vF

C
4W

 vF

�
1C cos.2kF/

�
C
8X

 vF

cos.kF/: (5.4)

On constate ainsi qu’à demi-remplissage, étant donné que cos.kF/ D 0, le terme

X n’a aucune contribution marginale. De plus, ce terme brise la symétrie électron-

trou, et introduit une dépendance en le signe du potentiel chimique. Pour des

raisons liées à la technique utilisée, Nakamura et al.[44] ont ajouté un terme

supplémentaire à trois corps X 0 de type saut-densité-densité, qui, lorsque l’on

a X 0 D �2X , permet de restaurer la symétrie électron-trou. Lorsque le terme

X 0 est traité en champ moyen, il conduit à un terme de type saut-saut qui vient

s’ajouter au termeW ainsi qu’à un terme de type saut-densité qui vient annuler

exactement le terme X . L’approche qui a été décrite dans ce manuscrit ne né-

cessite cependant pas la présence de la symétrie électron-trou, et les termesX et

X 0 (ce dernier étant traité en champ moyen comme décrit) peuvent être étudiés

indépendamment l’un de l’autre.

Dans la suite, on va se concentrer sur le cas du termeW , qui fournit un autre

mécanisme pour favoriser la phase BOW, mais qui permet aussi, lorsque W est

répulsif, de donner naissance à une phase BSDW.

5.1.2 Cas du termeW

La figure 5.1 donne le diagramme de phase du modèleU -V à demi-remplissage

en présence du terme W , pour des valeurs attractives et répulsives, à couplages

faibles et intermédiaires. Dans tous les diagrammes qui suivent, les phases gap-

pées ne sont pas différenciées des phases non gappées. LorsqueW est attractif, la

phase BOW est favorisée dans le voisinage de la ligne U D 2V . L’interaction de

type saut-saut est donc un mécanisme différent pour favoriser ce type de phase.
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5.1. Interactions généralisées aux plus proches voisins

Cependant, dans le cas oùW est répulsif, la phase BSDW est alors favorisée.

Fig. 5.2 – Diagramme de phase à demi-remplissage sur réseau en
présence du terme W . Les phases gappées ne sont pas différenciées
des phases non gappées.

Ces résultats sont à comparer avec ceux de la figure 5.2, obtenus en prenant

en compte les effets de réseau, à demi-remplissage. On constate les effets de ré-

seau quantitatifs pour le cas oùW est attractif, avec un recul marqué de la phase

TS au profit de SS. Pour une valeur faible et répulsive de W (panneau (c) de la

figure 5.2), on constate une différence marquée avec le résultat du continuum.

En effet, pour des couplages U -V très faibles dans le voisinage de la demi-ligne

U D 2V > 0 , on retrouve un accord qualitatif avec les résultats du continuum,

mais lorsque lorsque U augmente encore, la phase BSDW se referme au profit
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5.1. Interactions généralisées aux plus proches voisins

de la phase BOW, et l’on retrouve une différence qualitative avec le cas du conti-

nuum. Que la phase BOW apparaisse n’est pas surprenant. En effet,W reste fixé,

mais à mesure que U augmente, V augmente aussi puisque nous sommes tou-

jours dans le voisinage de U D 2V , ce qui signifie que passé un couplage suf-

fisamment grand, on peut presque négliger le terme W , et dans ce cas, on sait

que la phase BOW va dominer. Enfin, lorsque W devient plus répulsif, on ob-

serve un élargissement de la phase BSDW, et la phase BOW disparaît alors du

diagramme de phase en couplage faible. De plus, on remarque que les frontières

BSDW-TS et SS-CDW sont des droites avec une pente faible mais tout de même

non nulle. Cette pente devrait pourtant être nulle du fait de la présence de la

symétrie suivante du termeW [44, 55] :

 x;" !  x;";  x;# ! .�1/x N x;": (5.5)

Nous interprétons cette pente comme la signification que le développement en

� brise faiblement cette symétrie, montrant ainsi une limite de l’approche déve-

loppée. On peut cependant penser qu’en allant à des ordre plus élevés en � les

résultats seraient meilleurs, puisque l’on devrait avoir tendance à rétablir cette

symétrie.

Fig. 5.3 – Diagramme de phase à un remplissage n D 1:01 en
présence du terme W . Les phases gappées ne sont pas différenciées
des phases non gappées.

Enfin, décrivons brièvement la figure 5.3, montrant les diagrammes de phase
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à� D 0:035prenant en compte les effets de réseau, pour des valeursW D ˙0:03.

Les effets sont peu marqués avec un potentiel chimique faible. La phase BOW

persiste lorsque W est attractif, et se maintient lorsque W est répulsif. Enfin,

on devine le début d’un effet d’écrantage favorisant la phase SS au détriment de

CDW, qui devrait s’accentuer à des potentiels chimiques plus élevés.

5.2 Autres extensions possibles

5.2.1 Termes supplémentaires

Jusqu’à présent, les hamiltoniens explorés comportaient une "dose minimale"

de non-localité, limitée aux liens entre plus proches voisins. Il est cependant pos-

sible d’étendre les modèles étudiés en considérant des termes encore plus non-

locaux, à commencer par le cas des liens aux seconds voisins
1
. Les termes d’inter-

action à deux corps ne posent pas de problème particulier, il suffit de les exprimer

dans l’espace de Fourier puis d’utiliser le développement en � afin d’obtenir les

conditions initiales.

Il est également possible de considérer un terme de sauts aux seconds voisins :

�t2
X
hx;yi2

�xy D
X
K;�

"2.k/ N �.K/ �.K/; "2.k/ D t2

�
� 4.cos k/2 C 2

�
: (5.6)

Le spectre à un corps total �tot.k/ s’écrit donc :

�tot.k/ D "1.k/C "2.k/ � �; "1.k/ D �2t1 cos.k/: (5.7)

La présence du terme t2 modifie le vecteur d’onde de Fermi, qui est solution de

l’équation �tot.kF/ D 0, c’est-à-dire :

�2t1 cos.kF/ � 4t2.cos kF/
2
C 2t2 � � D 0: (5.8)

1. On notera hx; yi2 une paire de points seconds plus proches voisins.
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On obtient alors :

cos.kF/ D
t1

4t2

�
� 1˙

s
1C

8t22
t21
� 4

�t2

t21

�
: (5.9)

Par définition, on a kF > 0, ce qui implique que pour certaines valeurs de t2 et

� il y a deux solutions. Autrement dit, cela signifie que le spectre �tot.k/ n’est

pas monotone sur la moitié de première zone de Brillouin k ⩾ 0, et donc il est

possible de trouver une gamme de remplissages telle qu’il existe une poche de

trous dans cette moitié de première zone de Brillouin.

Or, la méthode qui a été développée repose notamment sur la monotonie

de la relation de dispersion
2
. Dans le cas où t2 reste suffisamment faible, �tot.k/

est monotone, et des modifications techniques minimes sont requises par rap-

port à ce qui a été présenté dans les chapitres précédents. En effet, il est toujours

possible de travailler avec des variables � corrigées de la façon suivante :

� D �2t1 cos.k/ � � � •�; (5.10)

où le terme correctif •� est choisi tel que �.kF/ D 0. Le changement de variable

k ! � comporte une dose d’arbitraire : on est libre de faire les intégrales avec

les variables de notre choix ! Le point important est que la condition � � 0 se

traduise par k � kF. Grâce à la dernière équation, on voit qu’il suffit d’adapter la

méthode des chapitres précédents en faisant le remplacement�! �C •� dans

le programme écrit précédemment, et qu’il faut utiliser la fonction �tot.k/ dans

les expressions des bulles.

5.2.2 Susceptibilités uniformes

Jusqu’à présent, nous nous sommes concentrés sur le cas des fonctions de ré-

ponse associées à des divergences logarithmiques présentes dans le canal électron-

électron inter-branche, et électron-trou à 2kF. Il est cependant possible de s’in-

téresser au cas des fonctions de réponse associées au canal électron-trou intra-

2. Il serait pourtant possible de considérer le cas d’un spectre �tot.k/ non-monotone, mais

cela nécessiterait d’introduire un indice supplémentaire sur les champs lorsque le changement

de variable k ! � est effectué.
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branche (c’est-à-dire le canal de Landau, donnant lieu à une bulle LL), alimen-

tées par des contributions intervenant en fin de flot, lorsque l’on atteint le régime

� � T . On peut s’intéresser à deux de ces fonctions de réponse. La première

correspond à la susceptibilité magnétique uniforme, et la seconde à la compres-

sibilité. Des études de ces fonctions de réponse ont déjà été menées, notamment :

— pour le modèle de Hubbard dimérisé à quart-remplissage par la méthode

Monte Carlo Quantique [39],

— pour le modèle de Hubbard avec une méthode analytique construite à

partir de la matrice de transfert [33],

— pour le modèle de Hubbard répulsif par le groupe de renormalisation

[45].

— pour le modèle U -V -V2 à quart-remplissage par le groupe de renormali-

sation dans le cadre du modèle de g-ologie [24],

— pour le modèle de Hubbard répulsif par des méthodes numériques as-

sociées à l’ansatz de Bethe [20].

La méthode qui a été développée permet d’obtenir ces susceptibilités pour le mo-

dèle U -V en prenant en compte les effets de réseau, à travers leur influence sur

le flot des constantes de couplage marginales. Pour dériver les équations pour les

fonctions de réponse, il faut obtenir les équations de flot pour les vertex à trois

pattes correspondant. Afin d’y parvenir, on reprend des équations (3.4) pour ch-

s et sp-s, à q D 0, c’est-à-dire avec un champ source uniforme. Autrement dit,

on définit les deux vertex suivants :

ZC D Z
ch-s

˙kF

.0/; ZM D Z
sp-s

˙kF

.0/: (5.11)

On obtient alors les équations de flot voulues :

dZx

d`
D
1

2
LLZxgx;

gC D g1 � g4 � 2g2; (5.12)

gM D g1 C g4:
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Les susceptibilités normalisées sont alors données par :

�x;`.T / D

Z `

0

d`0 LL.`
0/
�
Zx.`

0/
�2
: (5.13)

Pour pouvoir tracer les courbes donnant ces susceptibilités uniformes en fonc-

tion de la température, il faut prendre en considération les corrections au poten-

tiel chimique. Le potentiel chimique à température T doit satisfaire à l’équation

suivante, assurant que le remplissage n est fixé :

C1Z
�1

d"N ."/ nF." � �T / D n: (5.14)

Dans notre cas, la densité d’états est celle correspondant au spectre de liaisons

fortes. Enfin, mentionnons qu’il faut intégrer jusqu’aux grandes valeurs de ` afin

de dépasser la valeur `T correspondant à l’échelle thermique, que l’on peut défi-

nir grâce à l’équation nF.�0e
�`T / D 1=2. Ainsi, si l’on prend `1 > `2 � `T , on

obtiendra �x.T / D �x;`1.T / D �x;`2.T /.

Un exemple de profil de susceptibilité en fonction de la température est donné

à la figure 5.4, pour le cas du modèle de Hubbard répulsif U D 1:2, et à un très

fort remplissage n D 1:86 correspondant à un potentiel chimique� D 1:95. On

retrouve les principales caractéristiques attendues de ces fonctions de réponse

(voir articles cités plus haut). Tout d’abord aux basses températures, on retrouve

la chute vers une valeurs finie de la susceptibilité magnétique, et l’on retrouve

un profil de type loi de Curie dans le domaine des hautes températures. Aux

températures intermédiaires, on observe de plus un "rebond" des susceptibilités

produit par les effets de réseau. Une étude plus détaillée serait nécessaire pour

obtenir des graphes dans le cas du modèle prenant en compte le terme V .

5.2.3 Extensions méthodologiques

Comme on l’a vu, nous nous sommes limités à l’ordre deux dans le déve-

loppement en �. De plus, nous avons négligé les corrections diagrammatiques

apportées au flot des constantes non-pertinentes, réduisant alors drastiquement

le coût de la résolution numérique. On pourrait cependant gagner en préci-
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Fig. 5.4 – Susceptibilités uniformes. La courbe � associée aux
points jaune correspond à la bulle de Landau, c’est-à-dire�.T / DR `
0

d`0LL.`
0/, avec `� `T .
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sion en prenant en compte ces corrections. De plus, il serait possible d’aller à un

ordre plus élevé dans le développement en �. Cependant, ces ajouts ne devraient

conduire qu’à des modifications quantitatives légères des diagrammes de phase

obtenus, n’affectant pas les conclusions exposées plus haut, ainsi qu’au chapitre

précédent.

Une autre extension envisageable, beaucoup plus technique à mettre en œuvre,

serait d’étendre les équations de flot obtenues en prenant en compte les termes

à deux boucles.

5.2.4 Systèmes quasi-unidimensionnels

Plaçons-nous dans le cas quasi-unidimensionnel. On considère donc des chaînes

faiblement couplées entre elles. On peut considérer la relation de dispersion sui-

vante :

E.k; k?/ D �2t cos.k/ � 2t? cos.k?/ � �; (5.15)

où k est l’impulsion le long des chaînes, tandis que k? désigne l’impulsion per-

pendiculaire aux chaînes. Pour la suite, on va noter �.k/ D �2t cos.k/ � � et

"?.k/ D �2t? cos.k?/. Nous allons esquisser une démarche envisageable pour

traiter le cas quasi-unidimensionnel en suivant la ligne de raisonnement des cha-

pitres précédents. L’intérêt est là encore de classer les constantes de couplage par

ordre de pertinence et de réduire le coût numérique grâce au développement en

�. Supposons que l’on ait une fonction f .k; k?/, dans ce cas, on pourrait intro-

duire un développement de la forme suivante :

f .k; k?/ D f��?.�; "?/ D

1X
n;n?D0

f ��?nn?

�n"
n?
?

nŠn?Š
: (5.16)

Maintenant, même les quantités définies sur la surface de Fermi dépendent de �.

En effet, être sur la surface de Fermi implique la contrainte �C"? D 0. Mais dans

la pratique, étant donné que les sauts inter-chaînes sont bien moins probables

que les sauts intra-chaînes, ce qui est équivalent à écrire t? � t , on a bien � � 0,

et les corrections doivent rester petites.

On peut supposer que la procédure de régularisation pourrait être réalisée
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en utilisantE D �C"? comme variable d’échelle. Cela modifierait au minimum

la forme des bulles :

Lee

Ep; Eq
D ��@�

�
��. Ep/��.� Ep C Eq/

� nF

�
E. Ep/

�
� nF

�
�E.� Ep C Eq/

�
E. Ep/CE.� Ep C Eq/

; (5.17)

Leh

Ep; Eq
D �@�

�
��. Ep/��. Ep C Eq/

� nF

�
E. Ep1/

�
� nF

�
E. Ep C Eq/

�
E. Ep/ �E. Ep C Eq/

; (5.18)

où le régulateur est donné par une expression similaire au cas purement unidi-

mensionnel :

��. Ep/ D ra
�
jE. Ep/j=�

�
: (5.19)

La somme sur les impulsions pourrait être remplacée par une intégrale sur � et

"?. Cela ferait alors apparaître une densité d’états factorisée de la formeN .�/N?."?/.

Pour terminer, faisons une estimation du nombre d’équations de flot à une

boucle pour les constantes de couplage. Cette estimation varie en fonction de

l’approximation considérée :

— dans le cas où l’on considère toutes les variables � et les variables " à l’ordre

2, il faut considérer tous les termes suivants :

�0"0; �1"0; �2"0; �0"1; �0"2; �1"1;

ce qui, en prenant en compte les signes des impulsions donne au total

8 � 8 � .1 C 3 C 6 C 3 C 6 C 9/ D 1792 constantes. Par symétrie de

réflexion des impulsions, on peut diviser par quatre ce nombre, ce qui

donne dans le pire des cas 448 constantes de couplages. On peut suppo-

ser que les constantes de couplage ne dépendront pas du signe des im-

pulsions transverses, ce qui donne au total 4 � 28 D 112 constantes de

couplage.

— supposons que l’on se place dans une approximation de type g-ologie

pour la partie longitudinale, alors on peut négliger la dépendance en les

�, ce qui donne 4 � .1C 3C 6/ D 40 constantes de couplage. C’est donc

exactement le même nombre de constantes de couplage que dans le cas

purement unidimensionnel avec dépendance en les �.
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Conclusion

Dans cette thèse, un méthode basée sur le groupe de renormalisation fonction-

nel a été développée pour l’étude des modèles fermioniques unidimensionnels

sur réseau. L’exemple du modèle EH a été traité, et le diagramme de phase a été

calculé à remplissage arbitraire. On a vu que les effets de la courbure du spectre

à un corps ainsi que les processus non-pertinents modifient systématiquement

les conditions initiales du modèle de g-ologie effectif défini dans la limite du

continuum, valable aux basses énergies. Une des conséquences les plus impor-

tantes des effets aux hautes énergies est l’apparition de la phase BOW dans le

voisinage de la ligne U D 2V dans le secteur répulsif. La disparition progres-

sive de cette phase à mesure que le potentiel chimique augmente a été étudiée.

De la même façon, à demi-remplissage, les couplages non-pertinents modifient

le diagramme de phase dans les autres secteurs, favorisant les phases gappées SS

et SDW (SS pour U > 0 et SDW pour U < 0) au détriment de la phase TS

non-gappée. À potentiel chimique fini, on a vu que la symétrie électron-trou du

spectre de liaisons fortes est perdue, induisant une asymétrie dans l’intégration

des degrés de liberté. Cette asymétrie affecte fortement le flot des amplitudes

de diffusion et des susceptibilités, à travers un déséquilibre entre les contribu-

tions des processus électron-électron et électron-trou à 2kF, ayant pour effet de

coupler les degrés de liberté de spin et de charges à haute énergie. Au début du

flot, les vertex à trois pattes pour les ondes de densité ainsi que les diagrammes

alimentant les processus Umklapp sont fortement réduits, au contraire du ca-

nal électron-électron qui conserve sa divergence logarithmique. À la fin du flot,

les constantes de couplage non-pertinentes sont supprimées, ne laissant que les

termes marginaux qui permettent alors de définir un modèle de g-ologie dans

la limite du continuum, avec des paramètres initiaux renormalisés. En résultent
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des différences entre les diagrammes de phase obtenus et ceux prédits par le mo-

dèle de g-ologie pur. L’exemple de la phase CDW est particulièrement parlant

à cet égard, puisque la région sur laquelle elle domine se réduit à mesure que le

dopage augmente, en faveur de l’état SS dans le secteurU < 0. Cet effet n’est pas

sans rappeler l’écrantage de l’interaction coulombienne par les paires de Cooper

de haute énergie dans les métaux ordinaires, permettant l’existence d’une phase

supraconductrice induite par le couplage attractif retardé résultant de l’interac-

tion électron-phonon [41].

On a également vu que l’approche développée n’est pas limitée au modèle

EH, et peut être transposée au cas d’autres modèles non-intégrables sur réseau.

Le cas d’interactions non-locales généralisées aux premiers voisins a été présenté.

On a notamment vu que le terme W , de type saut-saut, favorise la phase BOW

dans le cas attractif et la phase BSDW dans le cas répulsif. Le devenir de ces phases

à potentiel chimique fini a été brièvement présenté. La méthode développée per-

met en outre de calculer les fonctions de réponse uniformes pour les ondes de

densité. Enfin, il semble envisageable d’étendre la méthode au cas des systèmes

quasi-unidimensionnels, en présence d’un terme de saut inter-chaîne faible, ce

qui permettrait de faire une étude de ces systèmes en couplage faible en dehors

du demi-remplissage, pertinente pour la compréhension de certains matériaux

présentant une phase supraconductrice non-conventionnelle.
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A

Unités et conventions

Unités On travaille dans un système d’unités tel que kB D ¯ D 1. De plus,

t désignant le paramètre de saut du modèle de liaisons fortes est utilisé comme

unité d’énergie. Dans les équations de flot de RG que nous utilisons, le paramètre

� a la dimension d’une énergie et non d’une impulsion. Enfin, nous noterons a

le pas du réseau, que nous prendrons comme unité de longueur.

Transformation de Fourier Les conventions pour la transformation de Fourier

sont données par :

f .x; �/ D

r
T

L

C1X
nD�1

BZ1X
k

f .k; !n/ e
ikx�i!n� ; !n D .2nC 1/ T;

” f .k; !n/ D

r
T

L

X
x

ˇZ
0

d� f .x; �/ e
i!n��ikx: (A.1)

De plus, on notera l’égalité suivante :X
x

e
ikx
D

X
G2RR

Lık;G � Lı
rr

k , L� 1: (A.2)
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B

Algorithme de recherche des frontières

Les frontières sont déterminées grâce à un algorithme de dichotomie. On

se place dans le plan .U; V / avec une valeur de � fixée, puis on choisit une va-

leur Vmax ainsi que plusieurs valeurs �Umax ⩽ Ui ⩽ Umax. On détermine alors

la phase pour chacun des points .Ui ;˙Vmax/. Ensuite, sur chaque ligne verticale

U D Ui on précise le diagramme de phase par dichotomie. Les frontières appa-

raissent alors dans la limite où le nombre de générations tend vers l’infini. Dans

la pratique on s’arrête après 10 générations. Au besoin, il est également possible

de faire un balayage horizontal. Les calculs pour chaque ligne U D Ui sont ef-

fectués en parallèle pour diminuer le temps de calcul. Ainsi, pour un diagramme

de phase, on prend environ 60 lignes verticales, ce qui donne environ 103 points

calculés.
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C

Quelques remarques théoriques

C.1 Des systèmes différentiels linéaires aux intégrales
fonctionnelles

Les intégrales fonctionnelles peuvent être introduites comme moyen d’étude

de certains systèmes d’équations différentielles linéaires. Ces systèmes ont la forme

suivante :

@sj�.s/i D D j�.s/i;
Cj�i D 0; (C.1)

j�.0/i D j�0i;

où l’on a :

— j�.s/i un élément d’unK-espace vectoriel V évoluant selon le paramètre

réel s,

— D W V ! V un opérateur linéaire diagonalisable par hypothèse,

— C W V ! V un autre opérateur linéaire servant à spécifier des conditions

aux limites qui réduisent l’espace des solutions,

— j�0i une condition initiale.

Naturellement, on doit avoir ŒD; C� D 0 pour être sûr que si Cj�0i D 0 alors

Cj�.s/i D 0 pour tout s ⩾ 0. Il est à noter qu’en dépit de la notation utili-

sée, le problème considéré n’a potentiellement rien de quantique. En fait, il y

a essentiellement deux cas à considérer. Soit le problème est classique, et dans

ce cas le vecteur j�i représente en fait une distribution de probabilité. Dans ce

cas, on considère usuellement un vecteur spécial j1i à l’aide duquel on impose

une condition de normalisation h1j�i D 1 (et il faut en plus imposer que les
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coordonnées du vecteur soient positives). En général, une observable sera alors

définie par un opérateur O dont la moyenne est donnée par hOi D h1jOj�i. Au

contraire, dans le cas où le problème est quantique, le vecteur j�i représente l’état

quantique du système, et l’on retrouve le formalisme habituel de la mécanique

quantique en imposant la condition de normalisation h� j�i D 1.

Ce type de système différentiel peut être résolu de façon immédiate (mais

seulement formelle) grâce à l’application exponentielle, avec laquelle on obtient :

j�.s2/i D e
.s2�s1/D j�.s1/i; s2 ⩾ s1:

Ainsi, si les j�˛i sont les vecteurs propres de D associés aux valeurs propres �˛,

alors une solution est donnée par
1

:

j�.s/i D

Z
˛

�˛e
�˛sj�˛i; �˛ 2 K; Dj�˛i D �˛j�˛i: (C.2)

Introduisons à présent un objet capital dans l’étude de l’équation (C.1), à

savoir le propagateur G.s/. Celui-ci est un opérateur évoluant avec le paramètre

s, il est défini par :

G.s/ D ‚.s/ e
sD: (C.3)

Le propagateur est solution de l’équation suivante :

@G
@s
.s/ D DG.s/C ı.s/:

Ainsi, on obtient immédiatement j�.s2/i D G.s2 � s1/j�.s1/i, ce qui explique

l’utilisation du terme propagateur. Il permet en outre de résoudre l’équation sui-

vante, en présence d’un terme source jJ.s/i 2 V :

@

@s
j�.s/i D D j�.s/i C jJ.s/i; (C.4)

1. on utilise une mesure �� sur l’espace E� dans lequel vivent les étiquettes ˛ et on écritR
˛
f˛ D

R
E� d��.˛/f˛ qui peut donc représenter à la fois une somme discrète et une intégrale.
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dont une solution est donnée par :

j�.s/i D j�0.s/i C

C1Z
�1

ds0 G.s � s0/jJ.s0/i � j�0.s/i C G � jJ.s/i;

où j�0i est une solution de l’équation (C.1). Remarquons de plus que cette der-

nière expression explique la présence de la fonction de Heaviside dans la défini-

tion du propagateur : elle est là pour assurer la causalité. Ainsi, j�.s/i ne dépend

que des valeurs passées de la source jJ.s/i.

Le calcul formel du propagateur dans la base j�˛i est immédiat, et on ob-

tient :

G.s/ D
Z
˛

‚.s/es�˛ j�˛ih�˛j;

mais cette forme n’est d’aucun secours pratique, car le spectre n’est en général

pas connu. La difficulté du problème (C.1) réside en effet dans la diagonalisa-

tion de l’opérateur D. Cependant, pour de nombreux problèmes auxquels on

s’intéresse en physique, cet opérateur prend la forme D D D0 C gD1 où gD1
représente une perturbation (dont la petitesse est contrôlée par le paramètre g)

de l’opérateur D0 dont le spectre est connu. Une première stratégie consiste à

utiliser une méthode des perturbations directement sur l’équation (C.1). Cela

consiste à supposer que la solution j�.s/i peut être décomposée en une série en-

tière

P
n g

nj�ni, avec pour condition initiale j�.0/i D j�0.0/i, j�n.0/i D 0 pour

tout n > 0. Lorsque l’on insère cette forme dans notre équation et que l’on iden-

tifie les termes, on obtient une infinité de nouvelles équations couplées formant

une relation de récurrence différentielle :

@

@s
j�nC1.s/i D D0j�nC1.s/i CD1j�n.s/i;

et avec pour terme initial @=@sj�0.s/i D D0j�0.s/i. On reconnaît des équations

avec termes sources, que l’on peut résoudre puisque l’on connait le propagateur

non-perturbé G0.s/ D ‚.s/ e
sD0

. On obtient donc une relation de récurrence
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intégrale :

j�nC1.s/i D G0 �D1j�n.s/i D G0D1 � j�n.s/i;

avec pour terme initial j�0.s/i D G0.s/j�0.0/i. En itérant cette relation dans

elle-même, on détermine j�ni en fonction de j�0i :

j�n.s/i D .G0D1/�n � j�0.s/i:

Puis en revenant à la série perturbative, on obtient :

j�.s/i D

1X
nD0

gn.G0D1/�n � j�0.s/i D
�
1 � gG0 �D1

��1
� G0j�.0/i;

ce qui nous permet d’obtenir la forme du propagateur total :

G D
�
1 � gG0 �D1

��1
� G0:

En inversant cette dernière équation, puis en multipliant à gauche par G0 et à

droite par G, on parvient à l’équation de Lippmann-Schwinger :

G.s/ D G0.s/C gG0D1 � G.s/: (C.5)

Dans l’espace de Fourier, le produit de convolution devient un produit :

G.!/ D G0.!/C gG0.!/D1G.!/:

Cependant, il n’est pas évident de travailler directement avec ces équations.

Le formalisme des intégrales fonctionnelles est particulièrement propice à la construc-

tion d’approximations. Il y a plusieurs approches pour parvenir à ce formalisme.

Commençons par décrire l’idée générale. On utilise les éléments de matrice du

propagateur, qui sont donnés par :

G. ; 'I s/ D h jG.s/j'i 2 K;

145



C.1. Des systèmes différentiels linéaires aux intégrales fonctionnelles

où j i et j'i sont deux éléments quelconques de V . À présent, remarquons que

le propagateur vérifie l’identité suivante pour tous s3 ⩾ s2 ⩾ s1 :

G.s3 � s1/ D G.s3 � s2/G.s2 � s1/;

ce qui nous donne donc, dans une base orthonormée
2 jq˛i :

G.q˛3; q˛1I s3 � s1/ D

Z
˛2

G.q˛3; q˛2I s3 � s2/G.q˛2; q˛1I s2 � s1/:

Il s’agit de l’équation de Chapman-Kolmogorov, que l’on a obtenu en appliquant

la définition des éléments de matrice, et en insérant une résolution de l’identité
3
.

Cette dernière équation est assez suggestive car elle peut être injectée dans elle-

même autant de fois que désiré, ce qui nous permet d’écrire :

G
�
q
f̨
; q˛i I s

�
D

Z
˛1:::˛N�1

N�1Y
nD0

G
�
q˛nC1; q˛nI "

�
; ˛i D ˛0; f̨ D ˛N ;

(C.6)

où l’on s’est donné un entierN > 1 et avec " D s=N . L’expression qui précède est

une somme sur les chemins àN C 1 dans l’espace des étiquettes ˛ commençant

en ˛i et terminant en f̨ . En effet, un tel chemin est la donnée d’une séquence


 D .˛i ; ˛1; : : : ; ˛N�1; f̨ /. Ainsi, si l’on écrit :

G
�
q˛nC1; q˛nI "

�
D e

�"L.˛n;˛nC1/;

on obtient :

G
�
q
f̨
; q˛i I s

�
D

Z
˛1:::˛N�1

exp

�
� SŒ
�

�
; SŒ
� D "

N�1X
nD0

L.˛n; ˛nC1/:

Le but à présent est de trouver l’expression du propagateur dans la limite " !

0. Contentons-nous d’esquisser l’idée en mettant l’accent sur la structure algé-

2. Une base orthonormée est telle que h�˛j�˛0i D ı˛˛0 où ı˛˛0 désigne la fonction delta de

Dirac, telle que

R
˛
ı˛˛0f˛ D f˛0 .

3. c’est-à-dire 1 D
R
˛
jq˛ihq˛j.
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brique. En général, l’espace V est une représentation d’une K-algèbre d’opéra-

teurs A unitaire et munie d’une involution �. Autrement dit, l’algèbre A peut

être considérée comme étant une sous-algèbre de l’algèbre L.V/ des endomor-

phismes de V . On se concentre sur le cas où cette algèbre est spécifiée par une

famille de générateurs a˛; a
�
˛ 2 A qui satisfont à un ensemble de relations :

A.a˛; a˛/ �
X



�
A
.1/

˛ˇ

a
 C A

.2/

˛ˇ

a�

�
C A

.3/

˛ˇ
a˛aˇ C A

.4/

˛ˇ
aˇa˛ D A

.0/

˛ˇ
;

B.a˛; a
�

ˇ
/ �

X



�
B
.1/

˛ˇ

a
 C B

.2/

˛ˇ

a�˛
�
C B

.3/

˛ˇ
a˛a

�

ˇ
C B

.4/

˛ˇ
a
�

ˇ
a˛ D B

.0/

˛ˇ
; (C.7)

A
.
/

˛ˇ
; B

.
/

˛ˇ
2 K:

Par exemple, dans un système fermionique, l’algèbre A est celle des opérateurs

de création/annihilation. On définit alors SU.V/ le groupe des automorphismes

intérieurs spéciaux unitaires de L.V/ : il s’agit de l’ensemble des applications u W

L.V/ ! L.V/ telles qu’il existe U 2 L.V/ tel que u.�/ D U�U �
, U �U D 1 et

detU D 1. Les morphismes u, en tant que morphismes d’algèbres involutives,

possèdent les propriétés suivantes pour tous �1; �2 2 A et tout ˛ 2 K :

u.1/ D 1;

u.�1 C ˛�2/ D u.�1/C ˛u.�2/;

u.�1�2/ D u.�1/u.�2/;

u
�
��
�
D u.�/�:

Ainsi, les transformations u préservent les relations imposées aux générateurs ai ,

c’est-à-dire que l’on peut écrire :

u
�
A.a˛; aˇ /

�
D A

�
u.a˛/; u.aˇ /

�
D A

.0/

˛ˇ
;

u
�
B.a˛; aˇ /

�
D B

�
u.a˛/; u.a

�

ˇ
/
�
D B

.0/

˛ˇ
:

Pour la suite, il sera fondamental de considérer les opérateurs '˛.u/ définis par :

'˛.u/ D a˛ � u.a˛/:
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Autrement dit, on a :

'˛.u/U D Œa˛; U �:

Dans le cas des fermions, les '˛ sont donc les nombres de Grassmann. Cela nous

permet de définir le groupe des opérateurs de déplacements D.A/ � SU.V/ dont

les éléments d sont tels que :

A
�
'˛.d/; 'ˇ .d/

�
D 0;

A
�
a˛; 'ˇ .d/

�
D 0;

B
�
'˛.d/; 'ˇ .d/

�
�
D 0;

B
�
a˛; 'ˇ .d/

�
�
D 0:

Lorsque le groupeD.A/ est muni d’une mesure d’intégration�, telle que

R
D.A/ d�.d/ D

1 et que l’on prend un vecteur j i 2 V tel que h j i D 1, alors on peut former

l’opérateur I. / défini par :

I. / D

Z
D.A/

d�.d/ d
�
j ih j

�
D

Z
D.A/

d�.d/Dj ih jD�:

On montre que l’on a les propriétés suivantes :

a.�/˛ I. / D I. /a
.�/
˛ ;

�
I. /

�2
D I. /:

Par le lemme de Schur
4
, en raison de la première propriété, l’opérateur I. / est

proportionnel à l’identité. En raison de la seconde propriété, I. / est un projec-

teur. Ainsi, l’opérateur I. / est l’identité.

Si j i est choisi tel que a˛j i D 0, alors on obtient, pour tout opérateur de

déplacementD :

a˛Dj i D .a˛D �Da˛/j i D '˛.d/Dj i:

4. Soient E un K-espace-vectoriel de dimension finie et L une partie irréductible des endo-

morphismes deE (c’est-à-dire que les seuls sous-espaces stables deE par action des éléments de

L sontE et f0g) et soit f un endomorphisme deE. Si f commute avec tous les éléments de L,

alors f est proportionnel à l’identité.
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En prenant le conjugué, on obtient :

h jD�a�˛ D h jD
�'˛.d/

�:

Ainsi, si l’on considère un opérateur en ordre normal :

�
�
a; a�

�
D

X
k

fk
�
a�
�
gk.a/;

on obtient une expression de ses éléments de matrice évalués pour deux états

j 1i et  2 tels que a˛j j i D 0 :

h 1jD
�
1�
�
a; a�

�
D2j 2i D

X
k

h 1jD
�
1fk

�
'.d1/

�
�
gk
�
'.d2/

�
D2j 2i:

L’idée pour obtenir la représentation du propagateur G sous forme d’intégrale

fonctionnelle est d’utiliser le fait que l’opérateur D s’écrit pour les problèmes qui

nous intéressent en ordre normal en fonction des générateurs a
.�/
˛ , ainsi que la

décomposition suivante en "petits pas de temps" :

G.sf � si/ D G.sf � sN�1/ : : :G.siC1 � si/ : : :G.s1 � si/:

L’intégrale fonctionnelle est alors obtenue en insérant les identités I. i/ et en

utilisant la limite siC1 � si ! 0 lorsqueN !1.

C.2 Quelques propriétés des intégrales fonctionnelles

On considère dans cette section une intégrale fonctionnelle quelconque :

Z D
Z

DŒ'� e
�SŒ'�:

Avant d’aller plus loin, il nous chaut de (cauteleusement) ramentevoir que la

nonobstance de la dérivation — dont les linéaments seuls ont été donnés — des

équations de Wegner-Houghton et Wilson-Polchinski est notamment assurée

par l’identité subséquente, souventefois utilisée, et obtenue par le truchement

des propriétés définitoires des fonctions agissant sur les matrices symétriques dé-
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finies positives :

Tr log D log det : (C.8)

Invariance par changement de variable

La fonction de partition est invariante par changement de variable' D ˚Œ��.

Une telle transformation implique l’apparition d’un jacobien tel que :

DŒ'� D

ˇ̌̌̌
det

�•˚
•�

�ˇ̌̌̌
DŒ��:

En particulier, prenons un changement de variable de la forme :

˚Œ�� D �C "	Œ��;

contrôlé par un petit paramètre réel ". On a donc :

Z D
Z

DŒ'� e
�SŒ'�

D

Z
DŒ��

ˇ̌̌̌
det

�•˚
•�

�ˇ̌̌̌
e
�SŒ	Œ���:

Si l’on développe le membre de droite en ", on va trouver que le terme d’ordre 0

est égal au membre de gauche, ce qui implique (en particulier) que le terme en "

est nul. Ainsi, on obtient successivement (en utilisant la propriété det.1C"A/ D

1C "TrAC : : : ) :Z
DŒ��

ˇ̌̌̌
det

�•˚
•�

�ˇ̌̌̌
e
�SŒ˚Œ���

D

Z
DŒ��

ˇ̌̌̌
det

�
1C "

•	

•�

�ˇ̌̌̌
e
�SŒ�C"	Œ���

D Z C "
Z

DŒ��

�
Tr

�
•	

•�

�
�
•S
•�
� 	Œ��

�
e
�SŒ��

C :::

ce qui nous permet d’aboutir à l’identité suivante :Z
DŒ��

�
Tr

�
•	

•�

�
�
•S
•�
� 	Œ��

�
e
�SŒ��

D 0:

Cette dernière égalité est importante pour vérifier que la fonctionnelle généra-

trice (2.30) est bien indépendante du paramètre�.
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Équations du mouvement

L’identité précédemment établie permet d’obtenir les équations du mouve-

ment pour les fonctions de corrélation. Prenons comme point de départ l’expres-

sion de la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation :

ZŒ�� D
Z

DŒ'� exp

˚
� SŒ'�C � � '

	
:

Celle-ci est inchangée par un changement de variable de type translation de la

forme ' �! ' C � où � est une configuration de champ quelconque. On ob-

tient donc :

ZŒ�� D
Z

DŒ'� exp

˚
� SŒ' C ��C � � .' C �/

	
H)

•ZŒ��
•�
D 0:

On obtient alors, grâce à un développement au premier ordre en � :

•ZŒ��
•�˛

D

Z
DŒ'�

�
� P̨ �

•S
•'˛

Œ'�

�
exp

˚
� SŒ'�C � � '

	
D 0;

soit finalement :�
� P̨ �

•S
•'˛

�
•

•�

��
ZŒ�� D 0: (C.9)

Ce résultat constitue l’équation du mouvement "statistique", à mettre en pers-

pective avec les équations classiques du mouvement. En fait, cette équation est

duale de celle vérifiée par le poids statistique P Œ'� D e
�SŒ'�

, à savoir :

•P

•'˛
Œ'� D

•S
•'˛

P Œ'�:

Ainsi, ZŒ�� est essentiellement la transformée de Laplace fonctionnelle de P Œ'�.

En repartant de l’équation (C.9), et en dérivant par rapport au champ source

autant de fois que nécessaire, on obtient, en annulant le champ source, des équa-

tions couplées vérifiées par les fonctions de Green. En fait, on obtient une récur-
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rence construite avec une suite de fonctionnelles MnŒ'; �� telles que :

MnC1 D
•Mn

•� P̨nC1
CMn'˛nC1;

M1 D � P̨1 �
•S
•'˛1

:

Ces fonctionnelles vérifient toutes la propriété hMni� D 0. On obtient alors

les équations de Schwinger-Dyson en prenant � D 0. Les premiers termes de la

suite s’écrivent [52] :

M2 D ı˛1˛2 C
�
� P̨1 �

•S
•'˛1

�
'˛2;

M3 D ı˛1˛3'˛2 C ı˛1˛2'˛3 C
�
� P̨1 �

•S
•'˛1

�
'˛2'˛3;

M4 D ı˛1˛4'˛2'˛3 C ı˛1˛3'˛2'˛4 C ı˛1˛2'˛3'˛4 C
�
� P̨1 �

•S
•'˛1

�
'˛2'˛3'˛4;

: : :

Mn D

nX
iD2

ı˛1˛i h'˛2 : : : O'˛i : : : '˛ni C
�
� P̨1 �

•S
•'˛1

�
'˛2 : : : '˛n;

où la notation O'˛i signifie que cet élément est omis. On est donc conduit aux
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équations suivantes :�
•S
•'˛1

�
D 0;�

•S
•'˛1

'˛2

�
D ı˛1˛2;�

•S
•'˛1

'˛2'˛3

�
D ı˛1˛3h'˛2i C ı˛1˛2h'˛3i;�

•S
•'˛1

'˛2'˛3'˛4

�
D ı˛1˛4h'˛2'˛3i C ı˛1˛3h'˛2'˛4i C ı˛1˛2h'˛3'˛4i;

: : :�
•S
•'˛1

'˛2 : : : '˛n

�
D

nX
iD2

ı˛1˛i h'˛2 : : : O'˛i : : : '˛ni:

Dans le cas où l’action s’écrit

SŒ'� D
1

2
'˛0K˛0˛'˛ C VŒ'�;

on obtient alors :

K˛1˛h'˛i C
�
•V
•'˛1

�
D 0;

K˛1˛h'˛'˛2i C
�
•V
•'˛1

'˛2

�
D ı˛1˛2;

K˛1˛h'˛'˛2'˛3i C
�
•V
•'˛1

'˛2'˛3

�
D ı˛1˛3h'˛2i C ı˛1˛2h'˛3i;

K˛1˛h'˛'˛2'˛3'˛4i C
�
•V
•'˛1

'˛2'˛3'˛4

�
D ı˛1˛4h'˛2'˛3i C ı˛1˛3h'˛2'˛4i C ı˛1˛2h'˛3'˛4i;

et plus généralement, au rang n :

K˛1˛h'˛'˛2 : : : '˛niC
�
•V
•'˛1

'˛2 : : : '˛n

�
D

nX
iD2

ı˛1˛i h'˛2 : : : O'˛i : : : '˛ni: (C.10)

Ces équations sont remarquables à bien des égards. Elles peuvent notamment
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C.2. Quelques propriétés des intégrales fonctionnelles

constituer le point de départ d’une étude perturbative. Notons en particulier

qu’elles impliquent une hiérarchie dans les fonctions de corrélations, analogue

à la hiérarchie rencontrée dans les équations de flot du RG, ce qui se constate

aisément dans le cas typique où le terme d’interaction V est d’ordre 4 en '. Dans

ce cas, en effet, on voit que la fonction de corrélation à n points set déterminée

par les fonctions de corrélation à n � 2 points et par celles à nC 1 points.
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