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1.1 Milieu à une échelle de porosité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2 Calcul par FFT de la perméabilité macroscopique de solides poreux

contenant des macrocavités elliptiques et ellipsöıdales. 37
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3.2.1 Principe général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.2 Solution générique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.2.3 Estimation de Mori-Tanaka . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Notations

• Notations tensorielles

a scalaire, a vecteur,

A tenseurs d’ordre deux, A tenseurs d’ordre quatre,

I tenseur identité d’ordre 2, I tenseur identité d’ordre 4,

”.” produit une fois contracté, ” : ” produit doublement contracté,

δij symbole de Kronecker.

(A⊗B)ijkl = AikBjl

(A⊗B)ijkl = AilBjk

(A⊗B)ijkl=
1
2
(AikBjl + AilBjk)

• Autres notations

v champ de vitesse,

d taux de déformation,

V vitesse macroscopique,

p pression

σ tenseur des contraintes,

s déviateur des contraintes,

J gradient de pression macroscopique,

W = −J opposé du gradient de pression,

k perméabilité scalaire,

h résistivité hydraulique scalaire,

K tenseur de perméabilité,

H tenseur de résistivité hydraulique,

Khom tenseur de perméabilité homogénéisé,

Hhom tenseur de résistivité hydraulique homogénéisé,

µ viscosité dynamique,

µe viscosité dynamique équivalente (de Brinkman),
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Introduction générale

La détermination du tenseur de perméabilité dans le cadre de l’homogénéisation
est une question ancienne qui a été abordée dans de nombreux travaux, à partir
des travaux pionniers de Auriault et Sanchez-Palencia [4], Levy [39], Sanchez-
Palencia [72] dans le contexte des structures périodiques et par Whitaker [81, 82]
en considérant les méthodes de moyenne de volume appliquées aux milieux po-
reux aléatoires. Le tenseur de perméabilité est un ingrédient clé pour de nombreux
problèmes physiques allant de la mécanique des sols à l’acoustique des structures
poreuses. La détermination du tenseur de perméabilité à partir de la géométrie
de la microstructure a été abordée dans de nombreux travaux et le lecteur peut
se référer aux ouvrages de Boutin et al. [14] et Hornung [33] par exemple.

Les écoulements dans les milieux poreux continuent de susciter beaucoup d’in-
térêt car ils couvrent une grande variété de sujets scientifiques et d’ingénierie.
Un axe de recherche a fait l’objet de nombreux travaux ces trentre dernières an-
nées et concerne la détermination du tenseur de perméabilité en considérant des
microstructures avec des échelles de porosité multiples tels que les milieux po-
reux fracturés. Les fractures peuvent agir comme des voies de circulation pour les
fluides, augmentant ainsi la perméabilité globale du milieu. Auriault et al. [5, 6, 7]
ont étudié les propriétés de filtration de milieux poreux fracturés dans le cadre
des techniques d’homogénéisation périodique. Il convient de préciser la nature
des fissures, ce sont des cavités aplaties mais de volume non nul dans lequel peut
s’écouler librement le fluide. Il est donc nécessaire de distinguer ces fissures avec
celles considérées en élasticité pour lesquelles on parle parfois de fissures fermées,
deux surfaces libres en contact mais de volume nul. Le problème d’écoulement est
macroscopiquement décrit à l’aide de la loi de de Darcy avec une perméabilité qui
dépend des deux échelles de porosité. Toutefois, le processus d’homogénéisation
fait apparâıtre une échelle intermédiaire, caractéristique du réseau de fissures et à
laquelle on doit résoudre un problème d’écoulement couplant l’équation de Darcy
et l’équation de Stokes. Dans la matrice poreuse (contenant le réseau initial de
micropores) on utilise donc l’équation de Darcy pour décrire l’écoulement. Dans
les fissures, c’est l’équation de Stokes qui décrit l’écoulement du fluide. Ce pro-
blème a fait l’objet de nombreux travaux notamment sur les questions relatives au
raccordement des champs à l’interface des deux régions. Effectivement, La nature
des équations régissant l’écoulement dans chacune des phases est différente, et la
nature des conditions aux bords est par conséquent également de nature diffé-
rente. Dans le milieu poreux où l’on applique la loi de Darcy, les conditions aux
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limites s’écrivent pour la pression et la vitesse normale. Pour le domaine occupé
par les fissures, les conditions aux limites sont des conditions pour le champ de
vitesse total et le vecteur contrainte. Se pose alors la nature des conditions de
raccordement pour les contraintes de cisaillement et la vitesse tangentielle. On
peut distinguer trois approches différentes pour traiter le problème d’écoulement
à l’échelle des fractures.

L’approche de base, utilisée avec succès à certaines occasions (voir, par exemple,
[60, 64]), consiste à étendre la validité de la loi de Darcy partout, même dans
les fissures. Une valeur de perméabilité effective est ainsi attribuée à chaque
phase (matrice poreuse et fissures). Cette approche présente plusieurs avantages,
d’abord le problème de raccordement des champs à l’interface des deux régions ne
se pose plus. Ensuite, on peut utiliser des schémas d’homogénéisation classiques
et les méthodes numériques usuelles pour résoudre le problème puisque la nature
des équation de Darcy est la même que celle de la conductivité thermique dans
les composites déjà largement documenté dans la littérature scientifique. Ce mo-
dèle peut être utile si l’on n’est pas intéressé par une description précise de la
solution locale mais plutôt par des grandeurs moyennes telle que la perméabilité
macroscopique. Mais il soulève cependant la question de la valeur de perméabilité
effective à utiliser dans le domaine occupé par les fissures. Il existe des résultats
lorsque l’on considère des macrocavités de forme cylindrique ou sphérique au lieu
de fissures (voir par exemple [40, 52]).

La seconde approche consiste à intercaler entre les deux régions une interface
imparfaite. C’est généralement le modèle de Beavers-Joseph qui est utilisé [9].
Les expériences effectuées par Beavers et Joseph sur un écoulement unidirection-
nel dans un canal adjacent à un milieu poreux ont indiqué que le débit dans
le canal augmentait par la présence du milieu poreux et ont conclu par l’exis-
tence d’une condition de ”glissement” à la paroi avec le milieu poreux, analogue
à celle observée sur les gaz raréfiés (voir, par exemple, [19]). Les expériences plus
perfectionnées menées trois en plus tard par Beavers et al. [10] ont fourni une
vérification quantitative plus précise. Les expériences ont été effectuées pour des
canaux de différentes largeurs et avec des milieux poreux de différentes perméa-
bilités. Ils ont alors montré la validité du modèle proposé par Beavers et Joseph
[9]. Le lecteur pourra également se référer à l’article de Nield [58] pour une dis-
cussion et une analyse critique du modèle de Beavers-Joseph. On peut également
mentionner une variante du modèle de Beavers-Joseph proposé par Saffman [70]
mieux adaptée pour l’intégration numérique par la méthode des éléments finis
(voir notamment Layton et al. [38], Discacciati et al. [21], Celle et al. [18])

Une dernière approche également largement utilisée consiste à utiliser la loi de
Brinkman [16, 17] au lieu de la loi de Darcy pour décrire l’écoulement dans la
matrice poreuse et les équations de Stokes dans les fissures. Les équations Brink-
man consiste à combiner l’équation de Stokes à la loi de Darcy et à utiliser une
viscosité équivalente différente de celle du fluide en écoulement. Il existe plusieurs
travaux visant à justifier d’un point de vue théorique le modèle de Brinkman (voir
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notamment [27, 61, 82, 2]). Du point de vue pratique, le modèle de Brinkman peut
simplement être considéré comme un modèle de transmission permettant de re-
lier des régions poreuses et des régions fluides où l’écoulement est décrit par les
équations de Stokes. De plus, en considérant l’équation de Stokes comme un cas
particulier de l’équation plus générale donnée par Brinkman, la milieu composite
fluide/poreux peut être traitée comme un seul domaine mais avec des proprié-
tés locales différentes. De cette manière, on peut mettre en oeuvre les méthodes
numériques basées sur la transformée de Fourier rapide en introduisant la fonc-
tion de Green associée à l’équation de Brinkman comme cela a été proposé par
Mezhoud et al. [45]. L’équation de Brinkman a également été implémentée numé-
riquement par la méthode des éléments finis [65, 55, 59]

Le modèle de Brinkman a également été mis en oeuvre pour décrire les écou-
lements et les propriétés de filtrations dans différentes situations. Mezhoud et
al. [45] ont utilisé l’équation de Brinkman pour le calcul de la perméabilité de
milieux biporeux à matrice polymère avec des pores de forme quasi-sphérique.
La perméabilité macroscopique a été déterminée à l’aide simulations par FFT
sur des images obtenues par tomographie à l’échelle des macropores. Griebel et
al. [28] ont calculé la perméabilité de textiles composés de fils perméables, utile
pour la simulation du procédé de moulage des composites dans la fabrication
de composites à renforts textiles. D’autres auteurs ont utilisé la loi de Brink-
man pour étudier les écoulements dans un milieu poreux contenant des sphères
imperméables (Rudraiah et et al. [69]) puis perméables (Grosan et al. [29]). Ce
problème a une grande variété d’applications technologiques telles que l’élimina-
tion des impuretés dans les circuits intégrés des ordinateurs, la lubrification dans
les roulements poreux, etc (voir, par exemple, Rudraiah et et al. [69]).

Dans ce travail, on propose des contributions à la modélisation des milieux mul-
tiporeux. Le mémoire est contitué de quatre chapitres.
Le premier chapitre est dédié à l’état de l’art. On rappelle dans un premier temps
le cadre théorique de l’homogénéisation des milieux poreux en vue de la détermi-
nation de la perméabilité macroscopique. On présente également la méthode de
résolution basée sur la FFT proposée par Monchiet et al. [51]. Ensuite, on pré-
sente le cadre d’homogénéisation pour les milieux contenant plusieurs porosités.
On décrit les différentes approches possibles, basées sur l’équation de Darcy avec
perméabilité équivalente, l’approche couplant les équations de Darcy et Stokes
et utilisant le modèle d’interface de Beavers-Joseph [9], enfin l’approche reposant
sur l’équation de Brinkman [16, 17]. L’approche retenue étant celle fondée sur
l’équation de Brinkman, on présente l’approche numérique par FFT proposée par
Mezhoud et al. [45].
Au second chapitre, on propose de mettre en oeuvre la méthode FFT pour calculer
la perméabilité de milieux poreux contenant des macrocavités de forme elliptique
et sphéröıdale. On compare deux approches : celle basée sur l’équation de Darcy
avec une perméabilité équivalente pour les macropores, celle basée sur le modèle
de Brinkman. Les calculs sont réalisés sur différentes microstructures constitutées
de pores de formes, de tailles et d’orientations aléatoires.
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Au chapitre trois, on propose d’établir des estimations de la perméabilité de mi-
lieux poreux consitués de deux phases poreuses. Les milieux étudiés sont consti-
tués d’une matrice poreuse contenant des inclusions poreuses de forme cylindrique
et sphérique. Pour ce type de géométrie simple, on peut reconduire les approches
usuelles en homogénéisation des composites conducteurs de la chaleur et élas-
tiques : l’estimation de Mori-Tanaka et les assemblages de cylindres et sphères
composites. Les estimations obtenues sont ensuite comparées à des simulations
numériques par FFT.
Au dernier chapitre, on propose de nouveaux schémas de résolution numérique
basés sur la FFT et utilisant la méthode itérative du gradient conjugué afin d’amé-
liorer la vitesse de convergence. En particulier, on examine le cas des inclusions
imperméables pour lequel le schéma existant de Mezhoud et al. [45] n’est pas
convergent. Les solutions obtenues avec les nouveaux schémas itératifs sont com-
parées avec des solutions analytiques.
On termine par une conclusion des travaux et on en donne quelques perspectives.
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Chapitre 1

Etat de l’art

1.1 Milieu à une échelle de porosité

Dans cette première section, on rappelle l’approche par homogénéisation des mi-
lieux poreux en vu du calcul de la perméabilité macroscopique. On se place dans
le cadre classique des techniques d’homogénéisation basées sur les méthodes des
développement asymptotiques pour les milieux poreux périodiques [4, 39, 72] ou
les milieux aléatoires [81]. Le lecteur pourra également se référer aux ouvrages de
Boutin et al. [14], Hornung [33] pour plus de détails sur les techniques d’homogé-
néisation appliquées aux problèmes d’écoulement en milieux poreux. On rappelle
ici les résultats théoriques les plus importants et on présente aussi les méthodes de
résolution numérique basées sur la transformée de Fourier rapide (communément
appelées méthodes FFT pour Fast Fourier Transform).

1.1.1 Principes d’homogénéisation

1.1.1.1 Le problème d"écoulement de Stokes

On considère un milieu poreux périodique saturé par une fluide visqueux de vis-
cosité dynamique µ. On définit une cellule élémentaire notée Ω, de volume |Ω|,
contenant un fluide occupant le domaine Ω1 dont le volume est noté |Ω1| et un
squelette rigide occupant le domaine Ω2 dont le volume est noté |Ω2|. On note S
la surface de contact entre la phase fluide et la phase solide. La cellule étudiée est
schématisée sur le figure 1.1.

Ω2

Ω1

S

Figure 1.1 – Schématisation de la cellule élémentaire du milieu poreux.
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L’écoulement du fluide est incompressible et suffisamment lent (faible nombre de
Reynolds). A l’échelle locale, les équations du problème sont constituées (i) de
l’équation de Stokes, (ii) avec la condition d’incompressibilité et (iii) la condition
d’adhérence à la paroi :





(i) µ∆v(x)−∇p(x) ∀x ∈ Ω1

(ii) div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω1

(iii) v(x) = 0 ∀x ∈ S

(1.1)

où v(x) et p(x) désignent respectivement le champ de vitesse et la pression locale.
On considère une cellule parallépipédique (pour les problèmes 3D) ou rectangu-
laire (pour les problèmes 2D) et on impose les conditions de périodicité pour
le champ de vitesse et, pour le champ de pression, on admet la décomposition
suivante :

p = p∗ + J .x (1.2)

où p∗ est un champ périodique et J est le gradient de pression macroscopique
imposé. L’écoulement est généré en imposant à la cellule élémentaire le gradient
de pression J uniforme dans la phase fluide. La solution du problème dépend
linéairement de J , il existe donc un tenseur de localisation noté A(x), tel que le
champ de vitesse s’écrive sous la forme :

v(x) = −1

µ
A(x).J (1.3)

On définit par V la vitesse macroscopique définie par la moyenne du champ de
vitesse local sur la cellule Ω :

V =< v(x) >Ω=
1

|Ω|

∫

Ω

v(x)dV (1.4)

La vitesse macrosopique est une mesure du débit à travers les surfaces extérieures
de la cellule élémentaire Ω (cf. Boutin et al. [14]). En introduisant le champ de
vitesse donné par l’équation (1.3) dans (1.4), il vient :

V = −1

µ
K.J (1.5)

Où K est le tenseur de perméabilité défini par :

K =< A(x) >Ω (1.6)

L’équation (1.5) est la loi de Darcy. Le tenseur de perméabilité K dépend uni-
quement de la géométrie du réseau de pores mais ne dépend pas de la nature du
fluide.
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1.1.2 Calcul de la perméabilité par FFT

La méthode FFT a été introduite par Moulinec et Suquet [53, 54] pour le calcul
des propriétés des matériaux composites élastiques ou régis par des lois de com-
portement non linéaires. Son extension pour traiter le problème d’écoulement de
Stokes a été proposée plus tard par Monchiet et Bonnet [51]. Cette extension s’ap-
puie sur la similitude entre les équations de Stokes et les équations de l’élasticité
avec toutefois une spécificité liée à la nature du terme source pour le problème
d’écoulement (un gradient de pression macroscopique imposé dans la phase fluide
seule).

1.1.2.1 Reformulation du problème

En assimilant le champ de vitesse au champ des déplacements, la phase fluide
à une matrice incompressible élastique et le squelette à des inclusions rigides, le
problème d’écoulement présente une grande similitude avec le problème d’homo-
généisation des composites élastiques. Le problème définit par les équations (1.1)
peut s’écrire sous la forme équivalente :





d(x) = ∇sv(x) ∀x ∈ Ω

σ(x) = 2µ(x)d(x)− p(x)I ∀x ∈ Ω

div(σ(x)) = f (x) ∀x ∈ Ω

σ(x).n antipériodique

v(x) périodique

(1.7)

Avec la définition suivante pour µ(x) :

µ(x) =





µ ∀x ∈ Ω1

+∞ ∀x ∈ Ω2

(1.8)

L’expression de la force de volume, f (x), est :

f (x) =





J ∀x ∈ Ω1

? ∀x ∈ Ω2

(1.9)

Il convient de signaler que nous avons effectué un prolongement par continuité
dans la phase solide Ω2 du problème de Stokes qui était initialement défini dans
la phase fluide Ω1. Ceci est nécessaire pour une résolution du problème avec des
séries de Fourier sur la cellule Ω.
Dès lors, on peut reconduire les méthodes de Fourier utilisées pour les compo-
sites élastiques, on utilisera plutôt une approche en contrainte qui utilise qui fait
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intervenir dans la locale l’inverse de la viscosité dynamique (qui est nul dans la
phase solide). Toutefois une spécificité concerne la force de volume. Celle-ci est
connue uniquement dans la phase fluide où elle est égale au gradient de pression
imposé J . Dans la phase solide, elle est a priori indéterminée, elle décrit les forces
de trâınée qui dépendent des actions du fluide sur la paroi et donc de la solution
du problème. L’introduction de ces forces de trâınée est inhérent à l’utilisation
des méthode basées sur la FFT. Effectivement, lorsque l’on résoud les équations
de Stokes par la méthode des éléments finis, seule la phase fluide est considérée
et la condition d’adhérence apparâıt comme une condition de Dirichlet pour le
champ de vitesse. Il n’y a donc pas de nécessité à décrire ces forces de trâınées
avec la méthode des éléments finis.
Pour mettre en oeuvre la méthode FFT, il convient donc de donner une expres-
sion à la force de volume dans la phase Ω2. En partant de l’équation d’équilibre
et en utilisant le théorème de la divergence il vient :

∫

∂Ω

σ(x).ndS =

∫

Ω

f (x)dV (1.10)

Le vecteur σ(x).n étant antipériodique, la première intégrale est nulle et, en
divisant par |Ω|, la relation ci-dessus se réduit à :

< f (x) >Ω= 0 (1.11)

Les forces de volume dans la partie fluide étant égale au gradient de pression
imposé J , on va introduire des forces de volume dans la phase solide pour assurer
l’équilibre de la cellule. En utilisant une force de volume constante dans Ω2 il
vient alors :

f = −c2
c1
J , ∀x ∈ Ω2 (1.12)

où ci pour i = 1, 2 représentent les fractions volumiques de la phase fluide et
solide respectivement :

ci = −|Ωi|
|Ω| (1.13)

1.1.2.2 Le schéma itératif

Nous allons maintenant rappeler les étapes qui conduisent au schéma de résolution
par la transformée de Fourier rapide. Le problème initial, décrit par les équations
(1.7) est un problème d’inhomogénéité dans le sens où l’on peut utiliser les même
équations dans Ω1 et Ω2 mais avec des viscosité différentes. Introduisons dans
les équations un milieu fictif de viscosité µ0 et le taux de déformation libre η(x)
défini par :

η(x) =

[
1

2µ(x)
− 1

2µ0

]
s(x) (1.14)
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où s(x) est le déviateur des contraintes défini par :

s(x) = σ(x) + p(x)I (1.15)

On aboutit alors au problème suivant :





d(x) = ∇sv(x) ∀x ∈ Ω

σ(x) = 2µ0(d(x)− η(x))− p(x)I ∀x ∈ Ω

div(σ(x)) = f (x) ∀x ∈ Ω

σ(x).n antipériodique

v(x) périodique

(1.16)

Pour toute fonction f on associe f̂ sa transformée de Fourier définie par :

f̂(ξ) =
1

|Ω|

∫

Ω

f(x) exp(−iξ.x)dV (1.17)

où i est le nombre complexe tel que i2 = −1 et ξ est le vecteur d’onde. On note
en particulier que pour ξ = 0 la transformée de Fourier devient la moyenne de la
quantité f , i.e f̂(0) =< f(x) >Ω.
Dans le domaine de Fourier, le problème (1.16) devient :





v̂(ξ).ξ = 0

d̂(ξ) = iv̂(ξ)⊗s ξ

σ̂(ξ) = 2µ0(d̂(ξ)− η̂(ξ))− p̂(ξ)I

iσ̂(ξ).ξ = f̂(ξ)

(1.18)

La solution pour le déviateur des contraintes lorsque η̂(ξ) et f̂ (ξ) sont donnés
est :

ŝ(ξ) = Υ̂(ξ)− ∆̂(ξ)0 : η̂(ξ) (1.19)

Υ̂(ξ) est défini par :

Υ̂(ξ) = − 2i

‖ξ‖2 (Q(ξ).f̂(ξ))⊗s ξ, ∀ξ 6= 0 (1.20)
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et Υ̂(ξ) = 0 lorsque ξ = 0. Le tenseur d’ordre deux Q(ξ) est défini par :

Q(ξ) =





I − P (ξ) ∀ξ 6= 0

0 si ξ = 0

P (ξ) =





1

‖ξ‖2ξ ⊗ ξ ∀ξ 6= 0

0 si ξ = 0

(1.21)

Le tenseur d’ordre quatre ∆̂(ξ)0 a pour expression :

∆̂(ξ)0 = 2µ0(Q(ξ)⊗P (ξ) + P (ξ)⊗Q(ξ)), ∀ξ 6= 0 (1.22)

et ∆̂(ξ)0 = 0 lorsque ξ = 0 et où ⊗ est le produit tensoriel symmétrisé de deux
tenseurs d’ordre deux : (a⊗b)ijkl = (aikbjl + ailbjk)/2.
La déformation libre η est donnée par l’équation (1.14). En posant :

1

2µ(x)
=

1

2µ
I1(x), I1(x) =





1 si x ∈ Ω1

0 si x ∈ Ω2

(1.23)

On aboutit alors à une équation intégrale pour le déviateur des contraintes :

ŝ(ξ) = Υ̂(ξ)− ∆̂
0(ξ) :

[
1

2µ
Î1(ξ) ∗ ŝ(ξ)−

1

2µ0
ŝ(ξ)

]
(1.24)

où ”*” désigne le produit de convolution.
Cette équation intégrale est résolue à l’aide du schéma itératif :

ŝk+1(ξ) = Υ̂(ξ)− ∆̂
0(ξ) :

[
1

2µ
Î1(ξ) ∗ ŝk(ξ)−

1

2µ0

ŝk(ξ)

]
(1.25)

Ce schéma peut-être simplifié en utilisant l’identité suivante pour tout champ de
contrainte en équilibre avec la force de volume f :

∆̂(ξ)0 :

[
1

2µ0

ŝk(ξ)

]
= ŝk(ξ)− Υ̂(ξ) (1.26)

Il vient alors finalement :

ŝk+1(ξ) = ŝk(ξ)− ∆̂(ξ)0 :

[
1

2µ
Î1(ξ) ∗ ŝk(ξ)

]
(1.27)

Le schéma itératif est alors initialisé avec la contrainte :

ŝk=1(ξ) = Υ̂(ξ) (1.28)
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A convergence du schéma, le taux de déformation est défini par :

d̂(ξ) =
1

2µ
Î1(ξ) ∗ ŝ(ξ) (1.29)

Par intégration dans le domaine de Fourier, on déduit le champ de vitesse :

v̂(ξ) =





− 2i

‖ξ‖2 d̂(ξ).ξ ∀ξ 6= 0

V si ξ = 0

(1.30)

La vitesse macroscopique V est indéterminée puisqu’il s’agit de la grandeur re-
cherchée pour l’identification de la perméabilité macroscopique. Le champ de
vitesse est donc connu pour toute valeur de ξ excepté pour ξ = 0. Une autre ma-
nière d’exprimer cela est de dire que le champ de vitesse obtenu par intégration
est défini à une constante près et cette constante est V . Elle est identifiée avec la
condition v(x) = 0 pour tout x ∈ Ω2. En pratique, on calcule le champ de vitesse
périodique à moyenne égale à 0. Ce champ noté, v∗(x) est obtenu en utilisant
l’équation (1.30) dans laquelle on pose V = 0. Le champ de vitesse total est donc
v = V + v∗(x). Finalement en considérant un point x0 appartenant à la phase
solide on déduit que V = −v∗(x0).

1.1.2.3 Procédure

On décrit ici un peu en plus en détail la procédure d’intégration numérique du
schéma itératif. On remplace la transformée de Fourier continue par une trans-
formée de Fourier discrète. Pour cela, on discrétise le vecteur d’onde ξ avec N
nombre d’ondes :

ξ =

(
2πn1

L1
,
2πn2

L2
,
2πn3

L3

)
(1.31)

où n1, n2 et n3 sont les nombres d’onde, ce sont des entiers naturels, n1, n2, n3 ∈ N

qui varient de −N/2 à N/2 − 1 soit N nombre d’ondes dans chaque direction
de l’espace.. Pour les problèmes tridimensionnels, on discrétise donc à l’aide N3

vecteurs d’ondes.
On note ξn les vecteurs d’ondes discrets définis par l’équation (1.31). Ainsi, avec
un léger abus de language, mais pour des raisons de simplicité d’écriture, on utilise
un seul indice n bien qu’il corresponde à deux indices n1, n2 pour les problèmes
bidimensionnels et trois indices n1, n2, n3 pour le cas 3D. On note, pour tout
champ f(x), sa transformée de Fourier discrète par :

f̂n = f̂(ξn) (1.32)

Sous la forme discrète, le schéma de résolution s’écrit donc :
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Initialisation : σ̂0
n = Υ̂n

Itération i : d̂k
n = 1

2µ

∑N/2
m=−N/2 Î1(ξn−m) : σ̂

k
m, ∀n ∈ N,

critère de convergence

σ̂k+1
n = σ̂k

n − ∆̂
0
n : d̂k

n, ∀n ∈ N

A chaque iétration, on doit donc réaliser un produit de convolution discret entre
la transformée de Fourier de la fonction caractéristique I1 et la contrainte. Deux
stratégies peuvent être mises en oeuvres :

• La première consiste à calculer la transformée de Fourier inverse à σ̂k
n pour

obtenir les σk
n avec n = −N/2..N/2 − 1 qui représentent les valeurs de la

contrainte sur une grille régulière dans l’espace réel. On effectue ensuite le
produit avec la fonction caractéristique I1 en discrétisant la cellule élémen-
taire en pixels et on détermine les valeurs du taux de déformation dans
chaque pixel. On calcule ensuite d̂k

n avec la transformée de Fourier rapide.
Il s’agit de l’approche proposée par Moulinec et Suquet [53].

• La seconde stratégie repose sur l’utilisation des fonctions de forme intro-
duites dans le cadre des méthodes FFT par Bonnet [13]. Les fonctions de
forme sont les expressions analytiques exactes des transformées de Fourier
des fonctions caractéristiques des phases, connues pour un certain nombre
de géométries simples. La transformée de Fourier rapide est encore uti-
lisée pour réaliser le produite de convolution. L’utilisation des fonctions
de forme présentent plusieurs avantages, notamment elles améliorent très
significativement la vitesse de convergence de la méthode.

Dans ce travail, nous utilisons la seconde méthode basée sur les fonctions de
forme. Rappelons quelques propriétés essentielles et expressions pour des géomé-
tries usuelles. Le coefficient de forme associé à la phase Ωα est donc défini par :

Îα(ξ) =
1

|Ω|

∫

Ωα

exp(−ix.ξ)dV (1.33)

Notons tout d’abord que pour ξ = 0 on a :

Îα(0) =
|Ωα|
|Ω| = cα (1.34)

où cα est la fraction volumique de la phase α.
Par ailleurs, les fonctions caractéristiques des phases satisfont à l’équation :

2∑

α=1

Iα(x) = 1 (1.35)

Dans le domaine de Fourier cette équation devient :

2∑

α=1

Îα(ξ) = Y (ξ) (1.36)
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où Y (ξ) est la fonction qui est nulle pour toute valeur de ξ 6= 0 et qui prend la
valeur 1 lorsque ξ = 0.
Ainsi, pour un milieu à deux phases, le coefficient de forme du second constituant
est connu si le coefficient du premier constituant est lui même connu.
Le coefficient de forme d’une ellipse est :

I2(ξ) =





2c2
J1(η)

η
∀ξ 6= 0

c2 si ξ = 0

, η =
√
ξ.a.ξ, c2 =

πa1a2
|Ω| (1.37)

où a est le tenseur d’ordre deux qui a pour valeur principales a21 et a22 où a1, a2
sont les demi-axes de l’ellipse.
Pour une inclusion ellipsöıdale, le coefficient de forme a pour expression :

I2(ξ) =





3c2
sin(η)− η cos(η)

η3
∀ξ 6= 0

c2 si ξ = 0

, η =
√

ξ.a.ξ, c2 =
4πa1a2a3

3|Ω| (1.38)

où a a pour valeurs principales a21, a
2
2 et a23 où a1, a2, a3 sont les demi-axes de

l’ellipsöıde.

1.1.2.4 Exemple : Ecoulement autour d’un cylindre

Le problème de l’écoulement de Stokes à travers des réseaux périodiques de cy-
lindres a déjà été largement étudié dans la littérature [76, 8, 74, 22, 36, 37, 80],
une liste plus exhaustive des travaux portant sur les calculs analytiques et/ou
numériques de la perméabilité peut être trouvée dans [14]. On considère un ré-
seau périodique de cylindres. La cellule élémentaire est représentée sur la figure
ci-dessous. Elle est définie par un carré contenant un inclusion circulaire de rayon
R. En résolvant un problème plan et un problème anti-plan, on peut déterminer
toutes les composantes du tenseur de perméabilité.

2R

L

L

Figure 1.2 – Réseau tétragonal de cylindres de section circulaire.
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Pour le problème plan on simule l’écoulement dans la direction x1 en imposant le
gradient de pression J1 et on pose J2 = 0 et J3 = 0. La force de volume dans la
direction x1 a pour expression dans la phase solide :

f1 = −1− πR2

πR2
J1, f2 = f3 = 0, ∀X ∈ Ω2 (1.39)

Pour le problème antiplan, on impose un gradient de pression J3 dans la direction
x3 et la force de volume vaut :

f3 = −1− πR2

πR2
J3, f1 = f2 = 0, ∀X ∈ Ω2 (1.40)

Sur la figure 1.3 on donne les résultats obtenus par [51] pour la perméabilité
transverse (K11) et longitudinale (K33) en fonction du rayon de l’inclusion. Les
résultats obtenus par la FFT sont comparés à ceux de Sparrow and Loeffler [76]),
Sangani and Acrivos [74] et Wang [80]. Les calculs sont réalisés sur une cellule
élémentaire normalisée, c’est à dire de dimension 1 dans chaque direction de
l’espace. Les perméabilités affichées sont donc des perméabilités adimensionnées
Kij/L

2 où L est la distance réelle entre le centre séparant deux cylindres voisins.

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a/b

0.1

0.2

0.4

0.3

Wang (2001)

Sangani et al. (1982)

Solution basée sur la TFR

Sparrow et al. (2003)

K33/S

K11/S

Figure 1.3 – Perméabilité longitudinale (K11/L
2) et transverse (K33/L

2) en
fonction du rapport 2R/L pour un écoulement à travers un réseau de cylindres
de rayon R.

1.2 Milieu multiporeux

Un milieu multiporeux est un milieu contenant plusieurs échelles de porosité ou
plusieurs phases poreuses. Dans cette section présente les modélisations par chan-

20



gement d’échelle pour le calcul de la perméabilité macroscopique de ces milieux
multiporeux.

1.2.1 Milieux poreux à plusieurs échelles de porosité

1.2.1.1 Positionnement du problème

On considère un milieu poreux à deux échelles de porosité décrit sur la figure
1.4 à travers lequel s’écoule un fluide visqueux newtonien. L’écoulement est in-
compressible et à faible nombre de Reynolds. Ce problème fait apparâıtre trois
échelles caractéristiques :

• L’échelle microscopique dont la taille caractéristique est notée l2, c’est
l’échelle des plus petits pores,

• L’échelle des macropores ou échelle mésoscopique, avec la taille caractéris-
tique l1,

• L’échelle macroscopique où l’on définit des grandeurs homogénéisées, en
particulier la perméabilité macroscopique qui dépend des deux populations
de pores.

La figure 1.4 fait aussi apparâıtre une longueur l′2 caractéristique de la couche
limite à la paroi entre la matrice contenant les micropores et les macrocavités.
Cette zone de transition et son rôle dans la description des phénomènes de trans-
ports en milieux poreux a fait l’objet de nombreux travaux dans la littérature sur
lesquels nous reviendrons par la suite.
La modélisation par homogénéisation des propriétés de transport de milieux à
deux échelles de porosité nécessite donc une procédure par double homogénéisa-
tion. La première homogénéisation consiste à déterminer la perméabilité associée
à la matrice contenant les micropores. Cette démarche a déjà été décrite dans la
section précédente. Dans cette section on se focalise donc essentiellement sur la
seconde homogénéisation, partant de l’échelle mésoscopique (ou échelle intermé-
diaire) pour obtenir la perméabilité homogénéisée.

Echelle macroscopique

Echelle mésoscopique Echelle microscopique

l′2

l1 l2

Figure 1.4 – Schématisation du milieu à deux échelles de porosité.
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Le processus de double homogénéisation a été étudié par homogénéisation pério-
dique par Auriault et Boutin [5, 6, 7], Royer et al. [67], Boutin et al. [15], Olny et
Boutin [63], Royer et Boutin [68]. On admet que l’écoulement dans les micropores
et les macropores est régi par les équation de Stokes. A l’échelle intermédiaire,
après une première procédure d’homogénéisation, la matrice poreuse contenant
les plus petits pores est remplacée par un milieu homogène équivalent de Darcy
de perméabilité K. On admet que la porosité est isotrope et on pose K = kI.
Nous la distinguerons de la perméabilité macroscopique ou homogénéisée en no-
tant cette dernière Khom. La vitesse d’écoulement dans la matrice poreuse est
donc solution des équations suivantes :

v(x) = −1

µ
K.∇p(x), ∀x ∈ Ω1

div(v(x)) = 0, ∀x ∈ Ω1

(1.41)

où µ est la viscosité dynamique du fluide, Ω1 désigne le domaine occupé par la
matrice poreuse, p(x) est la pression.
Dans les macropores, la vitesse satisfait aux équations de Stokes :

µ∆v(x)−∇p(x) = 0 ∀x ∈ Ω2

div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω2

(1.42)

Dans ces équations, Ω2 est le domaine occupé par les macropores.
Il reste à clarifier les conditions aux bords de la cellule ainsi que les conditions
d’interface entre les deux domaine Ω1 et Ω2. La cellule est constituée de deux mi-
lieux où la vitesse et la pression satisfont à des équations de nature différente. En
particulier, les conditions à la frontière de la matrice poreuse Ω1 sont des condi-
tions pour la pression p(x) et la vitesse normale v(x).n. Pour les macropores,
les conditions à la frontière sont des conditions en vitesse v(x) et pour le vecteur
contrainte σ(x).n. La contrainte dans les macropores est donnée par :

σ(x) = 2µd(x)− p(x)I, ∀x ∈ Ω2 (1.43)

où d(x) est le taux de déformation que l’on rappelle ci-dessous :

d(x) = ∇sv(x), ∀x ∈ Ω2 (1.44)

Dès lors, la nature des conditions à l’interface se pose pour fermer le problème.
Deux modélisations sont usuellement employées pour décrire les phénomènes
d’écoulement à la jonction des deux milieux : le modèle d’interface de Beavers-
Joseph [9] et le modèle de Brinkman [16, 17]. Une autre approche consiste à
contourner la difficulté en remplaçant les équations de Stokes par l’équation de
Darcy dans les macropores. On détaille chacune de ces approches.
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1.2.1.2 Approche simplifiée utilisant uniquement l’équation de Darcy

Une approche simplifiée pour estimer la perméabilité consiste à utiliser l’équation
de Darcy dans les macropores (à la place de l’équation de Stokes) et en considérant
une perméabilité équivalente. Le problème s’écrit donc :

−µh(x)v(x)−∇p(x) = 0 ∀x ∈ Ω (1.45)

div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω (1.46)

avec :

h(x) =





h x ∈ Ω1

heq x ∈ Ω2

(1.47)

où h = 1/k est la résisitivité hydraulique de la matrice poreuse.
Il reste alors à choisir la valeur de la resisitivité équivalente, heq pour les macro-
pores. Le choix le plus simple consiste à considérer la valeur 0 pour la résistivité
équivalente, ce qui correspond à une perméabilité infinie. D’autre choix sont pos-
sibles, voir par exemple [40] ou [52], mais les valeur proposées ne sont admissibles
que pour des géométries circulaires et sphériques de ces macropores.

1.2.1.3 Le modèle d’interface de Beaver-Joseph

Les conditions à l’interface entre le milieu de Darcy et le milieu de Stokes sont
données par les équations du modèle de Beavers-Joseph [9] qui s’écrivent :

∀x ∈ Γ :





v(1)(x).ν = v(2)(x).ν

ν.σ(2)(x).τ = 2µν.d(2)(x).τ = λ(v(1)(x)− v(2)(x)).τ

ν.σ(2)(x).ν = 2µν.d(2)(x).ν − p(2)(x) = −p(1)(x)

(1.48)

Dans ces équations, les exposants ”(1)” est ”(2)” font référence à la quantité prise
dans la phase poreuse Ω1 et fluide Ω2 respectivement. Les vecteurs ν et τ sont
respectivement le vecteur normal et tangentiel à l’interface S. La première équa-
tion résulte de la conservation de la masse qui se traduit par la continuité de
la vitesse normale. La seconde équation donne le saut de la composante tangen-
tielle de la vitesse à l’interface qui est proportionnel à la composante tangentielle
du vecteur contrainte. Dans cette équation λ est un paramètre du modèle de
Beavers-Joseph. La dernière équation est la continuité de la composante normale
du vecteur contrainte.
Le paramètre λ est généralement choisis sous la forme :

λ =
µ√
k
δ (1.49)

où k est la perméabilité du milieu poreux et δ est appelé coefficient (sans di-
mension) de glissement. Cette forme a été validée avec des expriences menées par
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Beavers et al. [10]. L’introduction du facteur
√
k au dénominateur permet de tenir

compte de la géométrie du milieu poreux. Pour un milieu poreux très perméable
le coefficient λ est petit et le saut du champ de vitesse est important. Inversement,
si k est petit, alors λ est grand, le saut est faible. Dans le cas limite où le milieu
est imperméable, k = 0 alors λ = +∞, la vitesse dans la région poreuse est nulle
et on retrouve alors la condition d’adhérence à la paroi :

v(2)(x) = 0, ∀x ∈ S (1.50)

Le coefficient de glissement a été déterminé expérimentalement par Beavers et
Joseph [9] pour une mousse métallique de Nickel et ont identifié des valeurs égales
à 0.78, 1.45 and 4.0 pour des microstructures avec des tailles de pores moyens
de 0.016, 0.034 and 0.045 inches respectivement. Pour l’Aloxite c’est une valeur
de 0.1 qui a été déterminée pour des pores de taille moyenne égale 0.013 et
0.027 inches. D’autres travaux se sont basés sur des simulation numériques pour
obtenir le coefficient de glissement, ainsi Sahraoui et Kaviany [71] un coefficient
de glissement égal à 2 pour un réseau poreux périodique de cylindres.

1.2.1.4 Modélisation avec l’équation de Brinkman

Une approche alternative consiste à remplacer l’équation de Darcy par l’équation
de Brinkman [16, 17] :

µe∆v(x)− µ

k
v(x)−∇p(x) = 0 ∀x ∈ Ω1 (1.51)

div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω1 (1.52)

Le terme diffusif est accompagné d’un coefficient de viscosité dynamique équi-
valent µe dont la valeur est différente de µ. On pose :

µe = µα (1.53)

où α est un coefficient (sans dimension) à ajuster pour tenir compte des effets
de couche limite à la paroi entre la matrice poreuse et les macropores. La déter-
mination du coefficient k ne pose auncune ambiguité, il peut être déterminé par
exemple par homogénéisation numérique à partir de l’image de la microstrutre en
suivant la démarche présentée dans la première partie de ce chapitre. S’agissant
du coefficient α, sa détermination est plus délicate et il n’existe pas à ce jour de
consensus sur la méthode d’identification. En utilisant, les approches par dévelop-
pement asymtotique, Auriault [2] introduit les termes d’ordres supérieurs dans la
loi de filtration macroscopique et montre l’équivalence avec l’équation de Brink-
man lorsque l’on conserve tous les termes jusqu’à l’ordre trois. Notons toutefois
que cette approche suppose que la microstructure à coeur du matériau et près de
la surface est identique. Les processus de fabrications de matériaux multiporeux
peuvent produire des matériaux avec des porosités plus grandes ou plus faibles
près des interfaces/surfaces libres qu’à coeur du matériau. Ceci a notamment été
observé par Mezhoud [43] Mezhoud et al. [44] sur des polymères à deux échelles
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de porosité.
Dans de nombreuses applications impliquant des réseau périodiques de particules
solides fixes (voir par exemple Freed et Muthukumar [25], Muthukumar et Greed
[56], Sanchez-Palencia [73], Levy [39], Allaire [1]), les auteurs utilisent α = 1. Des
études numériques et expérimentales de Givler et Altobelli [26], Martys et al. [41],
Nabovati et Amon [57] ont été fournies dans la littérature et donnent des valeurs
de α qui peuvent être plus grandes ou plus petites que 1. Par exemple, Taut [77]
a identifié le paramètre de Brinkman α pour des écoulements à travers un milieu
poreux constitué d’une couche vide et d’une couche constituée de particules cir-
culaires fixes. Les résultats montrent que le coefficient α dépend fortement de la
porosité et que sa valeur varie entre 0 (matériau dont la porosité est proche de 0)
et 0.5 (pour un milieu fortement poreux).
Les conditions d’interface entre les deux milieux (milieu poreux de Brinkman et
milieu fluide avec l’équation de Stokes) s’écrivent :

v(1)(x) = v(2)(x), σ(1)(x).ν = σ(2)(x).ν ∀x ∈ S (1.54)

qui représentent la continuité du champ de vitesse et du vecteur contrainte à
l’interface. La contrainte dans la matrice poreuse est donnée par :

σ(x) = 2µed(x)− p(x)I, ∀x ∈ Ω1 (1.55)

où d(x) est le taux de déformation calculé avec la vitesse dans la matrice poreuse.
Dans les macropores, la contrainte a pour expression (1.43).
Il est à noter que certains auteurs ont proposé une condition de saut pour le
vecteur contrainte à l’interface entre deux régions de Brinkman et de Stokes [61,
62]. Nous n’utilisons pas cette condition dans ce travail.

1.2.2 Cas général : milieu à deux phases poreuses

L’équation de Brinkman permet aussi de traiter des situations plus générales
que la modélisation couplant les équations de Darcy et Stokes avec la condition
d’interface de Beavers-Joseph. Par exemple : un milieu poreux contenant des
inclusions imperméables, un écoulement autour d’inclusions perméables ou encore
un milieu constitué de deux phases poreuses. Toutes ces situations sont des cas
limites d’une modélisation d’un écoulement en milieu multiporeux avec l’équation
de Brinkman. La figure 1.5 montre un exemple de milieu à deux phases poreuses.
Ce type de configuration a notamment été étudié par Auriault et al. [3] dans le
contexte des méthodes d’homogénéisation périodique.
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Echelle macroscopique

Echelle mésoscopique

Echelle microscopique
l1

Figure 1.5 – Schématisation d’un milieu à deux phases poreuses.

Considérons donc un milieu à deux phases poreuses, l’une a la perméabilité k1 et
occupe le domaine Ω1, la seconde a pour perméabilité k2 et occupe le domaine
Ω2. On note également h1 = 1/k1 et h2 = 1/k2 les resistivités hydrauliques
des phases. On note ensuite µα1 et µα2 les coefficients de viscosité dynamique
équivalents dans chacune des phases. Le problème à résoudre s’écrit :

µe(x)∆v(x)− µh(x)v(x)−∇p(x) = 0 ∀x ∈ Ω (1.56)

div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω (1.57)

Avec les définitions suivantes pour les quantités µe(x) et h(x) :

µe(x) =





µα1 x ∈ Ωf

µα2 x ∈ Ωs

, h(x) =





h1 x ∈ Ωf

h2 x ∈ Ωs

(1.58)

Comme nous le verrons dans la suite, l’utilisation de l’équation de Brinkman dans
l’ensemble du milieu poreux est beaucoup plus adapté pour la résolution numé-
rique par la méthode FFT. En effet, les équations de Stokes et de Darcy sont de
natures différentes. Or, les approches par FFT s’appliquent plutôt à des milieux
hétérogènes, c’est à dire des milieux régis par les mêmes équations mais avec des
propriétés différentes. Typiquement, pour les composites, on utilise les équations
d’élasticité dans toutes les phases, seules les propriétés élastiques différent d’une
phase à l’autre. De cette manière on peut introduire un milieu de référence et
l’opérateur de Green qui lui est associé.
Par ailleurs, la condition de Beaver-Joseph nécessite de considérer des champs
discontinus et d’inclure une loi de comportement d’interface. La méthode FFT,
sous sa forme standard, ne permet pas de traiter ce type de problème. Notons
toutefois que la méthode FFT a récemment été étendue pour tenir compte de dis-
continuités d’interfaces dans les composites conducteurs de la chaleur [47] ou dans
les composites élastiques [78] mais cela nécessite d’introduire un enrichissement
pour tenir compte des sauts à l’interface. Nous n’abordons pas cette probléma-
tique dans ce travail de thèse.
Les conditions à l’interface des deux milieux de Brinkman restent inchangées et
données par les équations (1.54).
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1.3 Homogénéisation du problème de Brinkman

1.3.1 Reformulation du problème

Nous allons reformuler le problème sous une autre forme, mieux adaptée pour sa
résolution par la méthode FFT. Tout d’abord, introduisons le vecteur ω(x) defini
par :

ω(x) = µh(x)v(x), ∀x ∈ Ω (1.59)

La contrainte en tout point de la cellule s’écrit :

σ(x) = 2µe(x)d(x)− p(x)I, ∀x ∈ Ω (1.60)

Son déviateur, s(x) a donc pour expression :

s(x) = 2µe(x)d(x), ∀x ∈ Ω (1.61)

On peut donc réécrire le problème sous la forme :




div(σ(x)) = ω(x)

σ(x) = s(x)− p(x)I

s(x) = 2µe(x)d(x)

ω(x) = µh(x)v

d = ∇sv

div(v) = 0

(1.62)

Etablissons quelques propriétés utiles pour la suite.
Le champ de vitesse étant à divergence nulle (écoulement incompressible), il vient
alors :

v = div(x⊗ v) (1.63)

En utilisant le théorème de la divergence, on peut formuler la propriété suivante :

< v(x) >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

(v(x).n)xdS (1.64)

Calculons la moyenne de la quantité ω(x). En partant de la première équation
dans (1.62) on peut écrire :

< div(σ) >Ω=< ω >Ω (1.65)

En utilisant le théorème de la divergence il vient alors :

< ω >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

σ.ndS (1.66)
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1.3.2 Les conditions au bord

Nous allons maintenant clarifier les conditions au bord de la cellule élémentaire
Ω. Effectivement, plusieurs types de conditions aux limites ont été utilisées dans
la littérature. Des modèles fondés sur des cellules simples (cylindre/sphere solide
entourée d’une couche de fluide de forme cylindrique/sphérique) a été proposé à
l’origine par Happel [30] et Kuwabara [34] pour décrire l’écoulement de Stokes
dans un réseau de cylindres et de sphères solides. Les deux approches différent
dans le type de conditions aux limites adoptées sur la surface extérieure de la
cellule. Ainsi Happel a proposée une condition de contrainte de cisaillement nulle
sur le bord tandis que Kuwabara a utilisé une condition de rotation nulle sur
la cellule, également reprise par Silva et Ginzburg [75]. D’autres conditions ont
été par la suite proposée : vitesse tangentielle imposée (Mehta et Morse [42]), sa
dérivée radiale nulle (Kvashnin [35])...
Dans cette section nous proposons d’utiliser trois types de conditions au bord qui
respectent le Lemme de Hill Mandel (étendu ici pour des milieux poreux dont
l’écoulement est régi pas l’équation de Brinkman).

1.3.2.1 Conditions périodiques

On admet que le champ de vitesse total peut se décomposer en une vitesse
moyenne V , et une fluctuation périodique notée v∗(x) qui est à moyenne nulle
sur la cellule, i.e. < v∗(x) >Ω= 0. De la même manière, le champ de pression se
décompose en deux termes, la fluctuation périodique p∗ et un second terme J .x
où J est le gradient de pression macroscopique. En résumé, on a donc :

v(x) = V + v∗(x), p(x) = J .x+ p∗(x) (1.67)

Le champ de contrainte σ(x) avec la décomposition (1.67), s’écrit donc :

σ(x) = σ∗(x)− (J .x)I (1.68)

Où σ∗(x) est défini par :

σ∗(x) = 2µe(x)d(v
∗(x))− p∗(x)I (1.69)

On admet que σ∗(x).n est antipériodique sur les bords de la cellule, avec n la
normale unitaire prise sur le bord de la cellule.
En utilisant l’équation (1.66), on déduit donc que :

< ω(x) >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

σ∗(x).ndS − J .

[
1

|Ω|

∫

∂Ω

x⊗ ndS

]
(1.70)

La première intégrale à droite de l’égalité est nulle puisque σ∗(x) est antipério-
dique et la seconde intégrale est égale au tenseur identité d’ordre deux. Il vient
donc :

< ω(x) >Ω= −J (1.71)
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On note W la moyenne de la quantité ω(x) sur la cellule qui est donc égal à −J .
Par un léger abus de langage, on appelle également W , le gradient de pression
(mais en fait, il s’agit de l’opposé du gradient de pression). En résumé, et compte
tenu de l’Eq. (1.68), on a σ∗(x) = σ(x) + (J .x)I qui est antipériodique et en
remplaçant J par −W , les conditions de périodicité sont :

v périodique

σ(x).n− (W .x)n antipériodique
(1.72)

Si on impose à la cellule une vitesse moyenne V , par linéarité, il existe un tenseur
de localisation A(x) tel que :

ω(x) = µA(x).V (1.73)

Il vient alors :

W =< ω(x) >Ω= µHhom.V (1.74)

où Hhom est la resistivité hydraulique macroscopique définie par :

Hhom =< A(x) >Ω (1.75)

Si on impose le gradient de pression W , alors il existe un tenseur de localisation
B(x) tel que :

v(x) =
1

µ
B(x).W (1.76)

Et il vient alors :

V =< v(x) >Ω=
1

µ
Khom.W (1.77)

où Khom est la perméabilité macroscopique définie par :

Khom =< B(x) >Ω (1.78)

On reconnait la loi de Darcy dans les relations (1.74) et (1.77). Les deux problèmes
d’homogénéisation périodique (V ou W imposés) sont équivalents, c’est à dire
que la resistivité Hhom obtenue en imposant V est l’inverse de la perméabilité
Khom obtenue en imposant W . Même si les deux problèmes sont rigoureusement
équivalents, d’un point de vue numérique, on peut choisir un pilotage en vitesse
myenne imposée V dans une formulation primale ou un un pilotage en gradient
de pression imposé, via W , dans une formulation duale.
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1.3.2.2 Conditions homogènes au contour

La condition de Dirichlet au bord de la cellule s’écrit :

v = V , ∀x ∈ ∂Ω (1.79)

A partir de l’équation (1.64), on déduit donc que :

< v(x) >Ω= V (1.80)

On déduit ensuite la resistivité macroscopique en utilisant les relations (1.73) et
(1.74).
La condition de Neumann au bord de la cellule s’écrit :

σ(x).n = (W .x)n, ∀x ∈ ∂Ω (1.81)

En utilisant l’équation (1.66) on déduit que :

< ω(x) >Ω= W (1.82)

On déduit ensuite la perméabilité macroscopique avec les relations (1.76) et (1.77).

1.3.3 Lemme de Hill-Mandel

Les conditions aux limites périodiques et les conditions homogènes au contour
vérifient le lemme de Hill-Mandel, ou plutôt sa généralisation dans le contexte
d’un milieu poreux hétérogène dans lequel l’écoulement est régi par l’équation de
Brinkman. Partons de la première équation dans (1.62), on peut écrire :

< ω(x).v(x) >Ω=< div(σ(x)).v(x) >Ω (1.83)

En utilisant l’égalité :

div(σ(x)).v(x) = div(σ(x).v(x))− σ(x) : d(x), (1.84)

ainsi que le théorème de la divergence, il vient alors :

< σ(x) : d(x) + ω(x).v(x) >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

(σ(x).n).v(x)dS (1.85)

Considérons les conditions aux limites périodiques (1.72). Le champ de vitesse
v(x) est périodique tandis σ(x).n− (W .x)n est antipériodique. On déduit donc
que :

< σ(x) : d(x) + ω(x).v(x) >Ω= W .
1

|Ω|

∫

∂Ω

x(v(x).n)dS (1.86)

En utilisant la propriété (1.64), il vient finalement :

< σ(x) : d(x) + ω(x).v(x) >Ω= W .V (1.87)
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Considérons maintenant les conditions homogènes au contour. Pour la condition
de Dirichlet, puisque v = V sur le contour et en utilisant l’équation (1.66), on
retrouve l’égalité (1.87). De même, avec la condition de Neumann, on remplace
dans (1.85), σ(x).n par (W .x)n et on utilise la propriété (1.66).
L’égalité (1.87) est donc une généralisation du Lemme de Hill-Mandel pour le
problème de Brinkman, égalité qui est satisfaite pour les trois types de conditions
utilisées : périodique, Dirichlet et Neumann.

1.4 Résolution du problème de Brinkman par FFT

1.4.1 Opérateur de Green

Un des points clés de la méthode FFT repose sur l’utilisation d’un opérateur
de Green associé à un milieu de référence. Pour le problème de Brinkman nous
considérons un milieu fictif de propriétés homogènes α0 et h0. Dans le contexte
de l’utilisation de la méthode FFT, ce sont les conditions périodiques au bord de
la cellule qui sont considérées.
Considérons donc un milieu de Brinkman homogène et nous allons imposer des
champs de polarisation s∗(x) et ω∗(x) de la manière suivante :





div(σ(x)) = ω(x)−W

σ(x) = s(x)− p(x)I

s(x) = 2µα0d(x) + s∗(x)

ω(x) = µh0v(x) + ω∗(x)

d(x) = ∇sv(x)

div(v(x)) = 0

(1.88)

La solution de ce problème, pour s∗(x) et ω∗(x) donnés, s’écrit sous la forme :

v(x) = −G0(x) ∗ ω∗(x)−Ω
0
(x) ∗ s∗(x) (1.89)

où ”*”désigne le produit de convolution et où Ω
0
est le transconjugué de Ω0, c’est

à dire Ω
0

kij est le conjugué de Ω
0
ijk qui est invariant par la permutation des indices

i et j. Les opérateurs de Green G0(x) et Ω0(x) ont les expression suivantes dans
le domaine de Fourier, pour tout ξ 6= 0 :

Ω̂0
ijk(ξ) =

iλ(ξ)

2
(Qik(ξ)ξj +Qjk(ξ)ξi), (1.90)

Ĝ0
ij = λ(ξ)Qij(ξ), (1.91)

λ(ξ) =
1

µ(α0‖ξ‖2 + h0)
(1.92)
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et où Q(ξ) est le projecteur défini par l’équation (1.21). Lorsque ξ = 0, les
opérateurs de Green sont nuls si bien que le champ de vitesse défini par l’équation
(1.89) est à moyenne égale à zéro.

1.4.1.1 Le schéma itératif

Si on considère les expressions suivantes pour les champs de polarisation ω∗(x)
et s∗(x) par :

s∗(x) = 2µ(α(x)− α0)d(x), ω∗(x) = µ(h(x)− h0)v(x) (1.93)

Alors on obtient une équation intégrale pour le champ de vitesse :

v(x) = V −G0(x) ∗ [µ(h(x)− h0)v(x)] (1.94)

+Ω
0
(x) ∗ [2µ(α(x)− α0)d(x)] (1.95)

Dabs cette équation, le taux de déformation d(x) dérive du champ de vitesse
v(x) (c’est à dire que d(x) = ∇sv(x)) de telle manière que l’équation ci-dessus
est une équation intégro-différentielle pour v(x).
Notons que dans cette équation on a ajouté le champ de vitesse moyen V . On
peut résoudre cette équation en utilisant le schéma itératif suivant :

vk+1(x) = V −G0(x) ∗
[
µ(h(x)− h0)v

k(x)
]

−Ω
0
(x) ∗

[
2µ(α(x)− α0)d

k(x)
] (1.96)

avec dk(x) = ∇sv
k(x).

Des simplifications de ce schéma itératif peuvent être effectuées pour faciliter son
intégration numérique. D’abord, on montre que pour tout champ dk(x) qui dérive
du champ de vitesse vk(x), on a la propriété :

G0(x) ∗
[
µh0v

k(x)
]
+Ω

0
(x) ∗

[
2µα0d

k(x)
]
= vk(x)− V (1.97)

Si bien que le schéma itératif (1.96) peut se réécrire sous la forme plus simple :

vk+1(x) = vk(x)−G0(x) ∗ ωk(x)−Ω
0
(x) ∗ sk(x) (1.98)

et dans lequel on a posé :

ωk(x) = µh(x)vk(x), sk(x) = 2µα(x)dk(x) (1.99)

Une deuxième simplification est réalisée en notant que l’on a dans l’espace de
Fourier :

Ĝ0(ξ).ω̂k(ξ) +Ω
0
(x) : ŝk(ξ) = −λ(ξ)Êk(ξ) (1.100)

avec :

Êk(ξ) = Q(ξ).(iŝ(ξ).ξ − ω̂k(ξ)) (1.101)
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De cette manière il n’est pas nécessaire de calculer et de stocker les composantes
des opérateurs de Green. Sous sa forme finale, le schéma itératif utilisé pour
résoudre le problème de Brinkman est décrit ci-dessous :

Initialisation : v̂(ξ) = 0, ∀ξ 6= 0, v̂(0) = V

d̂(ξ) = 0, ∀ξ

Itération : ω̂k(ξ) = µĥ(ξ) ∗ v̂k(ξ), ŝk(ξ) = 2µα̂(ξ) ∗ d̂k(ξ)

Êk(ξ) = Q(ξ).(iŝk(ξ).ξ − ω̂k(ξ))

v̂k+1(ξ) = v̂k(ξ) + λ(ξ)Êk(ξ)

d̂k+1(ξ) = iv̂k+1(ξ)⊗s ξ

(1.102)

Le schéma itératif est initialisé avec la vitesse macroscopique, V , le taux de
déformation associé, d est alors nul. A chaque itération la vitesse vk et le taux
de déformation dk sont connus dans l’espace de Fourier. On peut alors calculer
les quantités ωk(ξ) et sk(ξ) qui dans l’espace de Fourier s’expriment à l’aide
du produit de convolution avec les fonctions de forme associées à chacune des
phases. Ce produit est effectué en utilisant l’algorithme FFT. On calcule ensuite
la quantitéEk qui a été introduit par l’équation (1.101). Notons que cette quantité
est une mesure de la distance à l’équilibre de la solution calculée à l’itération k.
Ainsi, on peut appliquer le critère de convergence suivant :

‖Ek(ξ)‖
‖W k‖ ≤ δ (1.103)

Où W k est la valeur moyenne de ωk calculée à l’étape k que l’on détermine dans
l’espace de Fourier par W k = ω̂k(0).
Si le test de convergence n’est pas vérifié, on incrémente le champ de vitesse
v̂k+1(ξ) et on détermine le taux de déformation associé d̂k+1(ξ).
Comme pour l’élasticité, on utilise pour les coefficients du milieu de référence, α0

et h0, les valeurs moyennes :

α0 =
α1 + α2

2
, h0 =

h1 + h2

2
(1.104)

1.4.2 Procédure d’intégration numérique

Comme en section 1.1.2.3, on utilise la trasnformée de Fourier discrète, le schéma
itératif s’écrit :
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initialisation : σ̂0
n = 0, σ̂0

0 = V , d̂0
n = 0

iteration i : ω̂k
n =

∑
p µhp

∑N/2
m=−N/2 Îp(ξn−m) : v̂

k
m, ∀n ∈ N,

ŝkn =
∑

p µαp

∑N/2
m=−N/2 Îp(ξn−m) : d̂

k
m, ∀n ∈ N,

Êk
n = Qn.(iŝ

k
n.ξn − ω̂k

n)

critère de convergence

σ̂k+1
n = σ̂k

n − ∆̂
0
n : d̂k

n, ∀n ∈ N

v̂k+1
n = v̂k

n + λnÊ
k
n

d̂k+1
n = iv̂k+1

n ⊗s ξn

A nouveau, on utilise ici les fonctions de forme pour Îp et on effectue le produit
de convolution discret avec la transformée de Fourier rapide

1.4.3 Illustration

A t̂ıtre illustratif on considère un milieu biporeux constitué d’une matrice poreuse
de perméabilité k1 et de macropores de forme circulaire de rayon R. Dans le
macropore, l’écoulement du fluide est régi par les équations de Stokes, on pose
donc α2 = 1 et h2 = 0. On pose également :

k1 = 1Darcy, µ = 10−3Pa.s, α1 = 1, L = 10µm (1.105)

où L représente la longueur de la cellule élémentaire.
Dans cet exemple, la perméabilité macroscopique est isotrope et on pose Khom =
KhomI. On impose la composante V1 de la vitesse macroscopique pour déterminer
Khom. On présente les résultats pour la perméabilité adimensionnée Khom/k sur
la figure 1.6 en faisant varier le rayon de l’inclusion R/L. On observe que la
perméabilité macroscopique augmente avec la taille du macropore qui montre
l’influence de la seconde porosité, associée aux macropores, sur les propriétés de
transport.
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Chapitre 2

Calcul par FFT de la perméabilité
macroscopique de solides poreux
contenant des macrocavités
elliptiques et ellipsoïdales.

2.1 Formulation du problème avec des variables adi-

mensionnées

2.1.1 Modélisation avec l’équation de Brinkman

On considère un milieu à deux phases, on désigne par Ω1 et Ω2 les domaines oc-
cupés par le solide poreux et les macrocavités. Dans chacune des phases, l’écoule-
ment est décrit par l’équation de Brinkman. Dans la matrice poreuse la viscosité
effective est µα1 et la resistivité est h1. Dans les macropores la resisitivité est
nulle est la viscosité effective est µ, la viscosité du fluide. La méthode FFT est
appliquée pour le problème écrit sous forme adimensionnelle. La méthode FFT
de Mezhoud et al. [45] permet de résoudre le problème de Brinkman avec les
conditions aux limites périodiques et la condition sur la moyenne < v >Ω= V

(vitesse macroscopique prescrite). Nous introduisons dans l’équation de Brinkman
le changement de variables :

v = vcv, x = Lx, p = pcp (2.1)

Où L est la dimension de la cellule élémentaire carrée/cubique utilisée pour les
calculs FFT et vc, pc sont une vitesse et une pression caractéristique du problème.
Avec ces définitions, le problème de Brinkman devient :

α(x)∆v − h(x)v −∇p = 0 ∀x ∈ Ω (2.2)

divv = 0 ∀x ∈ Ω (2.3)
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où α(x) est défini par :

α(x) =





α1 x ∈ Ω1

α2 x ∈ Ω2

(2.4)

et où ∆ et ∇ sont les opérateurs différentiels par rapport aux coordonnées adi-
mensionnées x. Les expressions de α(x) et h(x) sont :

α(x) =
µvcα(x)

pcL
, h(x) =

µvcLh(x)

pc
(2.5)

Puisque le champ de vitesse est imposé à la cellule élémentaire, on choisit pour la
vitesse caractéristique vc = ‖V ‖ qui est la norme du champ de vitesse macrosco-
pique V . Ainsi, on peut aussi introduire la vitesse macroscopique sans dimension :

V =
V

‖V ‖ (2.6)

où V est un vecteur unitaire. Nous choisissons, pour la pression caractéristique,
pc = µvcLh1, si bien que :

α(x) =
α(x)

h1L2
, h(x) =

h(x)

h1
(2.7)

Rappelons que α(x) est sans dimension, h1 est la résistivité de la matrice poreuse,
l’inverse de la perméabilité k1. La résistivité h1 a pour unitésm

−2, si bien que h1L
2

est aussi sans dimension. La resistivité h1 a pour ordre de grandeur h1 ≃ 1/l22
où l2 est une longueur caractéristique de la première échelle de porosité. Avec
ces notations, le schéma itératif basé sur la FFT est initialisé avec la vitesse
adimensionnée V . A convergence, on détermine la moyenne de ω définit par
l’équation (1.59) du chapitre 1. Cette moyenne permet d’identifier la resistivité
hydraulique macroscopique à partir de la relation (1.74) du chapitre 1. La variable
ω étant homogène à un gradient de pression, on note :

ω =
L

pc
ω (2.8)

Et on définit :

W =< ω(x) >Ω=
Lµ‖V ‖

pc
Hhom.V (2.9)

En remplaçant pc par son expression pc = µvcLh1 avec vc = ‖V ‖, il vient alors :

W = H
hom

.V (2.10)

Avec :

H
hom

=
1

h1
Hhom (2.11)
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A convergence du schéma itératif, on déduit donc la résisitivité adimensionnée

H
hom

. En pratique, on réalise donc les calculs sur une cellule de dimension 1 dans
chacune des directions de l’espace et on considère une matrice poreuse ayant pour
resistivité 1. Les autres paramètres sont :

α(x) =





α1

h1L2
x ∈ Ω1

α2

h1L2
x ∈ Ω2

, h(x) =





1 x ∈ Ω1

h2

h1

x ∈ Ω2

(2.12)

Pour le problème qui nous intéresse ici, l’écoulement est régit par l’équation de
Stokes dans les macropores, on pose donc h2 = 0 et donc h2 = 0 tandis que
α2 = 1. Dans la matrice poreuse, on pose α1 = 0 si bien que l’écoulement est
régit par l’équation de Darcy. On a donc :

α(x) =





0 x ∈ Ω1

ǫ2 x ∈ Ω2

, h(x) =





1 x ∈ Ω1

0 x ∈ Ω2

(2.13)

où l’on a posé :

ǫ =
1√
h1L

=

√
k1
L

(2.14)

ǫ peut s’interpréter comme un facteur d’échelle entre la population de micropores
et de macropores puisque, comme déjà exprimé plus haut, k1 ∼ l2 la longueur
caractéristique des micropores alors que L est caractéristique de l’échelle des
macropores.

2.1.2 Modélisation avec l’équation de Darcy seule

Une approche simplifiée du problème consiste à utiliser l’équation de Darcy à la
fois dans la matrice poreuse et dans les macropores. Cette approchée déjà décrite
au chapitre 1 présente deux avantages, la première est que sa résolution numé-
rique est facilement mise en oeuvre avec les méthodes FFT classiques puisque
les équations de Darcy sont formellement identiques au problème de conduction
thermique. Il existe plusieurs schémas itératifs basés sur la FFT et qui permettent
de résoudre efficacement le problème de conduction y compris dans les situations
de contrastes infinis (voir par exemple Monchiet et Bonnet [50]). Par ailleurs,
on peut utiliser les estimations usuelles en homogénéisation linéaire pour estimer
la perméabilité tel que le schéma Mori-Tanaka. Le problème de Darcy, sous sa
forme adimensionnée, peut être obtenu à partir de l’équation (2.2) dans laquelle
on retire le terme diffusif :

h(x)v −∇p = 0 ∀x ∈ Ω (2.15)

divv = 0 ∀x ∈ Ω (2.16)
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2.2 Macropores elliptiques

2.2.1 Etude de convergence

On considère un macropore de forme elliptique de rayons a et b dans les directions
x1 et x2 respectivement. On propose d’étudier l’influence du nombre de vecteurs
d’ondes sur la précision de la perméabilité macroscopique.
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Figure 2.1 – Perméabilité macroscopique adimensionnée en fonction du rayon
de l’ellipse b pour diverses valeurs du rayon a et du nombre de couches d’ondes
Icou.

Les composantes de la perméabilité macroscopique adimensionnée calculée avec
l’équation de Brinkman sont notées KBij tandis que l’on notera KDij celles
obtenues en utilisant la loi de Darcy à la fois pour la matrice poreuse et les
macrocavités. Danc chaque direction de l’espace on considère 2×Icou nombres
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d’ondes, ce qui correspond, dans l’espace réel, à représenter les champs sur une
grille régulière de dimension (2×Icou)2. On choisit pour Icou les valeurs 128, 512
et 2048. Les calculs sont réalisés en considérant ǫ = 0.001 ce qui correspond a un
rapport d’échelle très petit entre les micro et les macropores. Les comparaisons
sont effectuées sur la figure 2.1. On représente la perméabilité macroscopique adi-
mensionnée en fonction du rayon b et pour diverses valeurs de a. On constate,
pour de nombreux cas, que Icou=128 est suffisant pour atteindre la convergence
sur les propriétés homogénéisées. Cependant, certaines différences sont observées
pour la composante 11 de la perméabilité dans le cas d’une ellipse aplatie (b ≤ 0.1)
dans la direction x2 ou dans la direction x1 (lorsque a ≥ 0.4). Pour ces cas, une
bonne précision est obtenue avec 512 nombres d’ondes.
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Figure 2.2 – L’influence de la précision δ sur la perméabilité macroscopique en
utilisant la loi de Brinkman (en haut) et celle de Darcy (en bas).

Le critère de convergence utilisé est donné par l’équation (1.103) du chapitre 1
dans laquelle on doit définir la valeur de la précision δ. La convergence de la
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perméabilité effective adimensionnée avec le choix de δ est étudiée pour diverses
formes et dimensions de la cavité elliptique. Dans cet exemple, nous considérons
toujours une cavité centrée à l’origine de rayons a et b. Les résultats sont représen-
tés sur la figure 2.2. On fait varier la valeur de δ de 10−2 à 10−8. On observe que
les résultats obtenus avec le modèle de Darcy (KD11 et KD22) convergent rapi-
dement avec la précision et que l’on peut utiliser pour le critère d’arrêt, la valeur
δ = 10−3. Avec le modèle Brinkman, la vitesse de convergence avec la précision
δ est plus lente. On observe, pour de nombreux cas, qu’il faut atteindre la valeur
δ = 10−6 pour obtenir la convergence sur la perméabilité macroscopique. Les va-
leurs δ = 10−3 et δ = 10−6 sont donc celles utilisées dans l’ensemble de ce chapitre
pour les schémas de résolution utilisant Darcy et Brinkman respectivement.

2.2.2 Effet de l’orientation

Nous étudions l’effet de l’orientation de la cavité elliptique sur la perméabilité
macroscopique. Pour réaliser les simulations, nous considérons toujours une cellule
unitaire contenant un seul macropore comme décrit sur la figure 2.3. Les calculs
sont réalisés en faisant varier l’angle θ. Les résultats pour les composantes de la
perméabilité sont représentées sur la figure 2.4. Sur chaque figure, la perméabilité
macroscopique est représentée en fonction de l’orientation θ.

x1

x2

θ

Figure 2.3 – Cellule unitaire contenant une cavité elliptique orientée d’un angle
θ.

Nous observons des différences importantes pour la perméabilité calculée avec la
loi de Brinkman et de Darcy pour des cavités très aplaties (a = 0.01 ou b = 0.01)
correspondant à une fissure. Par exemple, lorsque a = 0.01 et b = 0.45, on observe
que la composante 11 de la perméabilité est proche de 1 avec les deux approches
lorsque θ = 0, c’est à dire que la fissure est perpendiculaire à l’écoulement. Alors,
la fissure n’affecte pas la perméabilité macroscopique. Toutefois, lorsque θ = 90◦,
c’est à dire que la fissure est parrallèle à l’écoulement, la perméabilité est for-
tement affectée et les valeurs obtenues avec les deux approches (Darcy/Stokes
ou Darcy seul) sont très éloignées. Lorsque la cavité a une forme quasi sphé-
rique, alors les resultats obtenus avec les deux approches sont similaires, on peut
l’observer par exemple dans le cas où a = 0.25 et b = 0.21 ou b = 0.33.
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Figure 2.4 – Perméabilité macroscopique adimensionnée en fonction de l’orien-
tation de la macrocavité elliptique.

2.2.3 Le rôle du facteur d’échelle

Dans cette section, on étudie l’effet du facteur d’échelle ǫ introduit dans l’équation
(2.14). Il traduit le rapport entre l’échelle caractéristique des micropores consti-
tuant la matrice poreuse et la taille caractéristique des macropores elliptiques. On
considère une cellule contenant un pore elliptique avec deux situations a = 0.25,
b = 0.125 et a = 0.4 et b = 0.1. Sur la figure 2.5, on représente les variations de la
perméabilité macroscopique en fonction du rapport d’échelle ǫ. Ce dernier varie
de 10−6 à 1. Seules les valeurs obtenues avec le modèle de Brinkman sont repré-
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sentées puisque la modélisation utilisant l’équation de Darcy ne rend pas compte
de ces effets d’échelle. On observe que la composante KB11 est affectée par le
rapport d’échelle. Le pore elliptique est aplati selon la direction x2 et affecte la
perméabilité de manière plus notable dans la direction x1. lorsque l’on augmente
ǫ la perméabilité macroscopique diminue. On peut noter que l’effet de ǫ devient
significatif lorsque le rapport d’échelle devient supérieur à 10−2.
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Figure 2.5 – Variation de la perméabilité macroscopique KB en fonction du
rapport d’échelle ǫ entre les deux populations de pores.

2.2.4 Comparaison avec des estimations analytiques

Lorsque l’on utilise la loi de Darcy pour les deux phases, le milieu poreux et les
macropores elliptiques, alors on peut estimer la perméabilité macroscopique en
utilisant des estimations classiques comme le schéma d’homogénéisation de Mori-
Tanaka. Pour des macropores elliptiques de rayons a, b et orientés d’un angle θ
par rapport à l’axe x1, les composantes du tenseur de perméabilité sont :

K11 = k1

{
1 +

f(a+ b)

1− f

[
cos2(θ)

b
+

sin2(θ)

a

]}
(2.17)

K22 = k1

{
1 +

f(a+ b)

1− f

[
sin2(θ)

b
+

cos2(θ)

a

]}
(2.18)

K12 = k1
f(a+ b)

1− f

[
1

b
− 1

a

]
cos(θ) sin(θ) (2.19)

où f désigne la fraction volumique des macropores.
Il n’existe pas de résultats équivalents pour le modèle de Brinkman. La déter-
mination d’estimations analytiques aavec le modèles de Brinkman est étudié au
chapitre suivant pour des hétérogénéités de forme cylindrique et sphérique.
Les comparaisons sont effectuées avec des simulations par FFT sur une cellule
contenant un macropore elliptique. On considère le cas θ = 0◦ et nous considérons
différentes valeurs des rayons de l’ellipse. Les calculs sont menés en considérant
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ǫ = 10−3. La comparaison entre les solutions FFT et l’estimation de Mori-Tanaka
est effectuée sur les figures. 2.6 et 2.7 pour a = 0.2 et a = 0.49 respectivement
et on fait varier le rayon b de l’ellipse. On observe, pour les petites valeurs de
b et pour a = 0.2, que l’estimation de Mori-Tanaka est en bon accord avec les
solutions numériques. Pour des plus grandes valeurs de b on note des différences
très significatives. Pour la valeur a = 0.49, on observe que l’estimation de Mori-
Tanaka pour la composante 11 de la perméabilité est très éloignées des solutions
numériques.
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Figure 2.6 – Comparaison de l’estimation de Mori-Tanaka (KA) avec les solu-
tions numériques pour a = 0.2.
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Figure 2.7 – Comparaison de l’estimation de Mori-Tanaka (KA) avec les solu-
tions numériques pour a = 0.49.

2.3 Populations de macropores elliptiques

On considère des cellules avec des populations de macropores elliptiques. On dé-
termine la perméabilité homogénéisée pour une distribution de pores de même
taille et de même orientation (cf. figure 2.8). Les calculs sont réalisés en consi-
dérant quatre orientations : θ = 0◦, 30◦, 60◦ et 90◦. Un total de 100 pores sont
considérés dans la cellule unitaire avec les dimensions a = 0.03 et b = 0.015.
Pour chaque orientation, on effectue 1000 tirages et on détermine la perméabilité
moyenne statistique avec les deux approches numériques. Les résultats pour la
perméabilité macroscopique sont représentés sur la figure 2.9. On représente la
moyenne cumulée de la perméabilité macroscopique en fonction du nombre de ti-
rages. On peut observer que les deux approches (Brinkman et Darcy) conduisent
au même résultat lorsque pour la composante 11 et pour des ellipses orientées
d’un angle θ = 0◦ mais conduisent à des différences significatives lorsque θ = 90◦

(ellipses aplaties).
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Figure 2.8 – Cellules contenant 100 pores elliptiques d’orientation θ = 0◦, 30◦,
60◦ et 90◦.
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Figure 2.9 – Perméabilités moyennes statistiques pour une population de pores
elliptiques d’orientation θ = 0◦, 30◦, 60◦ et 90◦.

On considère maintenant des pores elliptiques de même taille mais avec des orien-
tations aléatoires. Les cellules unitaires sont présentées sur la figure 2.10 où l’on
a considéré 25, 50, 75 puis 100 pores elliptiques. Les valeurs de a et b sont respec-
tivement de 0.03 et 0.015. Les résultats pour la perméabilité moyenne statistique
sont représentés sur la 2.11 en fonction du nombre de tirages. On observe que les
perméabilités obtenues avec les deux approches sont proches. Dans ces exemples,
les fractions volumiques de pores sont faibles et les différences entre les approches
semblent s’estomper pour les faibles fractions volumiques. Par ailleurs, l’effet de
l’orientation observé dans l’exemple précédent semble aussi s’estomper du fait
que les ellipses ont des orientations aléatoires.
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Figure 2.10 – Cellules unitaires avec des pores elliptiques orientés aléatoirement.
Population avec 25, 50, 75 et 100 pores elliptiques.
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Figure 2.11 – Perméabilités moyennes statistiques pour une population de pores
elliptiques d’orientation aléatoire.

2.4 Macropores sphéroidaux

On détermine la perméabilité d’un milieu biporeux avec des macrocavités de forme
sphéröıdale. Par sphéröıde, on désigne les ellipsöıdes qui ont un axe de symétrie
de révolution. Ainsi, en notant a1 < a2 < a3 les rayons de l’ellipsöıde, pour un
sphéröıde, on a deux rayons de même longueur. Dans le cas où a1 < a2 = a3,
la sphéröıde est aplatie. Dans le cas où a1 = a2 < a3, alors la sphéröıde est
allongée. Dans les applications proposées ici, les sphéröıdes sont aplaties. Les
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microstructures sont générées en choisissant des cavités aléatoirement distribuées
dans la cellule élémentaire et avec des orientations et des rapports d’aspect choisis
de manière aléatoire. Le rapport d’aspect d’une sphéröıde aplatie est défini par
le rapport a1/a2 qui est compris dans l’intervalle [0, 1]. Les microstructures sont
générées en contrôlant deux paramètres : le nombre d’inclusions et la porosité.
Sur les figures 2.12 et 2.13, on montre diverses microstructures de milieux biporeux
avec des cavités sphéröıdales. Sur la figure 2.12, on donne des réalisations pour
des porosités de f = 5%, 10%, 15%. Sur la figure 2.13, on représente des cellules
élémentaires correspondant à une porosité de f = 15% et contenant 5, 10, 15 et
20 macropores.

f=5% f=10% f=15%

Figure 2.12 – Cellules élémentaires du milieu biporeux avec 10 macropores de
forme sphéröıdale et diverses valeurs de la porosité.
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(a) 5 cavités (b) 10 cavités

(a) 15 cavités (b) 20 cavités

Figure 2.13 – Cellules élémentaires du milieu biporeux avec 5,10,15,20 macro-
pores de forme sphéröıdale et une porosité f = 15%.

Sur la figure 2.14, on représente les moyennes statistiques des composantes K11,
K22 et K33 du tenseur de perméabilité homogénéisé en fonction du nombre de
réalisations. On observe peu de dispersion dans les résultats et une convergence
rapide avec le nombre de réalisations. On observe également que les deux ap-
proches conduisent à des résultats très proches.
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Figure 2.14 – Moyennes statistiques de la perméabilité homogénéisée en fonc-
tion du nombre de réalisation pour une cellule contenant 10 macropores et pour
diverses valeurs de la porosité.

Sur la figure 2.15, on représente des résultats similaires mais en fixant la porosité
à f = 15% et en faisant varier le nombre de macropores. Ainsi, ce sont les effets
de taille qui sont étudiés ici. On observe une différence notable entre les deux
approches utilisant l’équation de Darcy et de Brinkman. On observe par ailleurs
une plus forte dispersion des résultats, ce qui se manifeste par une convergence
statistique plus lente.
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Figure 2.15 – Moyennes statistiques de la perméabilité homogénéisée en fonction
du nombre de réalisation pour une cellule avec une porosité f = 15% et pour
diverses valeurs du nombre de macropores.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de mettre en oeuvre des méthodes de ré-
solution numérique basées sur la transformée de Fourier rapide pour calculer la
perméabilité homogénéisée d’un milieu biporeux contenant des inclusions ellip-
tiques et sphéröıdales. Deux approches ont été considérées. La première consiste
à utiliser l’équation de Brinkman avec des propriétés différentes pour la matrice
poreuse et les macropores. La seconde approche, plus simple, utilise l’équation
de Darcy, y compris dans les macropores dans lesquels la résistivité hydraulique
est nulle. Les deux approches ont été appliquées à diverses microstructures : des
arrangements périodiques de macropores elliptiques, puis des populations de ma-
cropores aléatoirement distribuées dans la cellule élémentaire. Nous avons fait
varier divers paramètres microstructuraux tels que l’orientation des macropores,
leur taille, leur forme, etc. Les résultats montrent que l’approche plus simple
utilisant l’équation de Darcy dans l’ensemble de la cellule fournit une bonne ap-
proximation de la perméabilité macroscopique, au regard des résultats obtenus
avec l’équation de Brinkman. Ceci est particulièrement vrai lorsque la porosité
associée au système de macropores est petite. Lorsque la taille des macropores
est grande et lorsque les macropores sont très aplatis, on a observé des différences
importantes entre les deux modélisations.
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Chapitre 3

Estimations analytiques de milieux
biporeux avec inclusions
cylindriques et sphériques

Dans ce chapitre on propose de déterminer la perméabilité macroscopique de
milieux poreux contenant des inclusions poreuses. Pour atteindre cet objectif,
nous établissons d’abord des résultats analytiques aux problèmes élémentaires
suivants : inclusion noyée dans un milieu infini, cylindre et sphère composites
avec conditions en vitesse ou en gradient de pression homogène au contour. Ces
solutions sont ensuite utilisées pour obtenir des estimations des propriétés macro-
scopiques du milieu poreux contenant des inclusions poreuses, d’abord on établit
le modèle de Mori-Tanaka puis les modèles de cylindre/sphère composites. Les
estimations obtenues sont alors comparées avec des simulations numériques obte-
nues avec la méthode FFT. On généralise ensuite nos résultats analytiques pour
des milieux multicouches et avec interfaces imparfaites.

3.1 Equations du problème

Reprécisons les équations du problème étudié, déjà détaillées au chapitre 1. Nous
considérons un solide multiporeux constitué de deux phases : une matrice poreuse
Ω1 contenant des inclusions poreuses occupant le domaine Ω2. L’écoulement du
fluide dans chaque domaine obéit à l’équation de Brinkman :

µe(x)∆v(x)− µh(x)(x)v(x)−∇p(x) = 0 ∀x ∈ Ω (3.1)

div(v(x)) = 0 ∀x ∈ Ω (3.2)

où µe(x) est la viscosité équivalente de Brinkman et h(x) est la résistivité hy-
draulique qui ont les expressions suivantes dans chacune des phases :

µe(x) =





µα1 ∀x ∈ Ω1

µα2 ∀x ∈ Ω2

, h(x) =





h1 ∀x ∈ Ω1

h2 ∀x ∈ Ω2

(3.3)
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α1, α2 sont deux coefficients sans dimension et h1 = 1/k1, h2 = 1/k2 sont les résis-
tivité hydrauliques. A l’interface entre les deux phases, on considère la continuité
du champ de vitesse et du vecteur contrainte :

v(1)(x) = v(2)(x), σ(1).n = σ(2).n, ∀x ∈ S (3.4)

où v(1),σ(1) et v(2),σ(2) représentent la vitesse et le vecteur contrainte de chaque
coté de l’interface S et n est le vecteur unitaire normal à S, dirigé de Ω2 vers Ω1.
L’expression du champ de contrainte est donné par :

σ(x) = 2µe(x)d(x)− p(x)I (3.5)

où I est le tenseur identité et d)(x) est le tenseur des taux de déformation, défini
par :

d(x) = ∇sv(x) =
1

2
(∇v(x) +∇Tv(x)) (3.6)

qui est à trace nulle compte tenu de l’imcompressibilité de l’écoulement.
Introduisons la variable ω définie par :

ω(x) = µh(x)v(x) (3.7)

L’équation (3.1) peut être ainsi écrite sous la forme :

div(σ(x)) = ω(x) (3.8)

Pour résoudre le problème, des conditions aux limites doivent être ajoutées à la
frontière du volume Ω. Ces conditions sont :





Dirichlet : v(x) = V , ∀x ∈ ∂Ω

Neumann : σ(x).n = (W .x)n, ∀x ∈ ∂Ω

Périodique : v(x) (périodique), σ(x).n− (W .x)n (antipériodique)

(3.9)

3.1.1 Hiérarchisation des solutions

Introduisons Ψ(v) le potentiel des vitesses par :

Ψ(v) =
1

2
< 2µe(x)∇sv(x) : ∇sv(x) + µh(x)v(x).v(x) >Ω (3.10)

Le potentiel Ψ(v) est convexe si µe(x) ≥ 0 et µh(x) ≥ 0 pour tout x ∈ Ω. Les
solutions calculées avec les conditions périodiques, de Dirichlet et de Neumann
sont respectivement notées avec les indices ”P”, ”D” et ”N”. Nous cherchons à
comparer ces solutions pour le potentiel Ψ(v) et ensuite à établir une hiérarchie
pour les tenseurs de perméabilité macroscopiques obtenus avec les différentes
conditions au bord de la cellule. A cette fin, notons doncKhom

P la solution calculée
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avec les conditions périodiques. Nous faisons de même avec les conditions de
Dirichlet et de Neumann : Khom

D et Khom
N . Pour un volume Ω suffisamment grand,

statistiquement représentatif du solide poreux considéré, il est attendu d’obtenir
le même tenseur de perméabilité macroscopique : Khom

P = Khom
D = Khom

N , de
sorte que la solution soit indépendante du choix des conditions prises au bord du
domaine Ω. Pour un volume Ω quelconque (non nécessairement statistiquement
représentatif du milieu poreux considéré), les tenseurs de perméabilité obtenus
avec les trois types de conditions au bord conduisent à des estimations différentes.
Nous allons d’abord comparer les solutions avec les conditions périodiques et la
condition de Dirichlet. Nous notons vP et vD les champs de vitesse locaux obtenus
avec ces deux conditions aux limites. On utilise la même notation pour les autres
variables du problème, σP (x) et σD(x) pour la contrainte etc. Puisque le potentiel
Ψ(v) est quadratique, on a tout d’abord :

Ψ(vD − vP ) = Ψ(vD) + Ψ(vP )

− < σP (x) : dD(x) + ωP (x) : vD(x) >Ω

(3.11)

Le taux de déformation dD(x) dérive du champ de vitesse vD(x). Par ailleurs, le
champ de contrainte σP (x) est en équilibre avec ωP (x), i.e :

div(σP (x)) = ωP (x) (3.12)

En utilisant l’égalité :

σP (x) : dD(x) = div(vD(x).σP (x))− vD(x).ωP (x), (3.13)

ainsi que le théorème de la divergence, on obtient :

< σP (x) : dD(x) + ωP (x) : vD(x) >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

(σP (x).n).vD(x)dS (3.14)

A la frontière du domaine ∂Ω, le champ de vitesse vD(x) satisfait à la condition
de Dirichlet vD(x) = V . En utilisant la propriété (1.66) établie au chapitre 1, il
vient alors :

< σP (x) : dD(x) + ωP (x) : vD(x) >Ω=< ωP (x) >Ω .V (3.15)

Le terme à droite de l’égalité dans (3.15) est égal à 2Ψ(vP (x)) en vertue du lemme
de Hill-Mandel (voir la section 1.3.3 du chapitre 1). En revenant à l’équation Eq.
(3.11), on peut donc déduire :

Ψ(vD)−Ψ(vP ) = Ψ(vD − vP ) (3.16)

Ψ étant un potentiel convexe, alors Ψ(vD −vP ) est positif quelque soit vD et vP .
On déduit donc :

1

2
V .Hhom

D .V ≥ 1

2
V .Hhom

P .V (3.17)
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Pour un même volume Ω la resistivité apparente obtenue avec la condition de Di-
richlet sera plus grande que celle obtenue avec la condition périodique. S’agissant
de la perméabilité (inverse de la résistivité), elle sera plus petite avec la condition
de Dirichlet que celle obtenue avec la condition périodique.
Nous allons maintenant comparer les propriétés apparentes obtenues avec les
conditions périodiques et la condition de Neumann. Nous désignons par l’indice
”N” la solution calculée avec la condition de bord de Neumann et par l’indice ”P”
la solution calculée avec les conditions périodiques. La démonstration est assez
analogue à celle effectuée avec la condition de Dirichlet, on ne détaille donc pas
certaines étapes intermédiaires. Débutons par l’égalité :

Ψ(vN(x)− vP (x)) = Ψ(vN(x)) + Ψ(vP (x))

− < σN (x) : dP (x) + ωN(x) : vP (x) >Ω

(3.18)

Puisque dP (x) dérive de vP (x), que σN(x) est en équilibre avec ωN(x) on peut
donc écrire :

< σN (x) : dP (x) + ωN(x) : vP (x) >Ω=
1

|Ω|

∫

∂Ω

(σN (x).n).vP (x)dS (3.19)

Sur le bord ∂Ω, le champ de contrainte satisfait à la condition de Neumann,
σN(x).n = (W .x)n. En utilisant la propriété (1.64) du chapitre 1, il vient donc :

< σN (x) : dP (x) + ωN(x) : vP (x) >Ω= 2Ψ(vP ) (3.20)

Et finalement :

Ψ(vN(x))−Ψ(vP (x)) = Ψ(vN(x)− vP (x)) ≥ 0 (3.21)

Et par conséquent :

1

2
W .Khom

N .W ≥ 1

2
W .Khom

P .W (3.22)

Pour résumer, le tenseur de perméabilité (resp. de resisitivité) apparent obtenu
par les conditions aux limites périodiques est encadré par les propriétés apparentes
obtenues avec les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann :

Khom
N ≥ Khom

P ≥ Khom
D ou Hhom

D ≥ Hhom
P ≥ Hhom

N (3.23)

Cette relation doit être considérée au sens des valeurs propres des tenseurs obtenus
avec chacune des conditions au bord. Il convient également de mentionner que
cette égalité n’a de sens que si les propriétés apparentes sont calculées pour le
même volume Ω mais avec des conditions aux limites différentes. Typiquement, le
calcul avec des conditions aux limites périodiques est réalisé sur des cellulés carrées
(en 2D) ou cubiques (en 3D) en utilisant l’alogithme FFT. Afin d’obtenir des
estimations analytiques des propriétés apparentes, les calculs avec conditions aux

56



limites de Dirichlet et Neuman sont réalisés pour des géométries simples consistant
en des cylindres/sphères composites. La comparaison des résultats par FFT avec
ces solutions analytiques ne peuvent donc pas être être effectuées sur la base
du théorème d’encadrement (3.23). S’agissant du modèle Mori-Tanaka, il s’agit
d’une estimation des propriétés apparentes du milieu poreux, et non pas d’une
solution exacte du problème avec conditions de Dirichlet ou de Neumann. Une
approche plus rigoureuse est celle conduisant aux bornes de Hashin-Shtrikman,
non abordée dans ce chapitre.

3.2 Estimations pour des inclusions cylindriques et

sphériques

3.2.1 Principe général

Dans cette section, nous fournissons des estimations analytiques des propriétés
de filtration d’un solide poreux à deux phases avec des inclusions cylindriques et
sphériques. L’écoulement de fluide dans les inclusions poreuses et dans la matrice
poreuse environnante obéit à l’équation de Brinkman. Deux procédures d’homo-
généisation sont considérées pour estimer la perméabilité globale :

• Le schéma de Mori-Tanaka, qui utilise la solution exacte d’une inclusion
isolée Ω2 noyée dans un solide infini ayant les propriétés de filtration de
la matrice poreuse Ω1 (voir Fig. 3.1(a)) et soumise à l’infini à une vitesse
homogène notée V ∞.

• Le modèle d’assemblage de cylindres/sphères composites pour lequel le
volume élémentaire représentatif est constitué de cylindres et de sphères
concentriques qui sont soumis sur leur bord extérieur à la condition de
Dirichlet ou de Neumann (voir Fig. 3.1(b)).

Nous allons maintenant rechercher la solution exacte de ces problèmes.

a a

b

Ω2 Ω2

Ω1

Ω1

v = V
ou (W .x)n

V ∞ V ∞

(a)

(b)

Figure 3.1 – (a) inclusion isolée dans un milieu infini, (b) cylindre/sphère com-
posite soumis aux conditions de Dirichlet/Neumann.
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3.2.2 Solution générique

Compte tenu de la symétrie des problèmes étudiés, le tenseur de perméabilité
macroscopique est isotrope pour le cas sphérique et isotrope dans le plan pour
le cas cylindrique. Les conditions de Dirichlet et de Neumann sont utilisées à la
frontière du cylindre/sphère composite avec la vitesse macroscopique appliquée
V = V1e1 (pour Dirichlet) et le gradient de pression W = W1e1 (pour Neumann)
où e1 est le premier vecteur du repère cartésien (e1, e2, e3). Pour le problème de
l’inclusion noyée dans un solide infini, le champ de vitesse appliqué est pris sous
la forme V ∞ = V ∞

1 e1. Nous utilisons le système de coordonnées polaires (r, θ) et
le système de coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) ainsi que les bases orthonormales
associées (er, eθ) et (er, eθ, eϕ).
La condition de Dirichlet au bord de la cellule s’écrit :





vr(r = b) = V1 cos(θ),

vθ(r = b) = −V1 sin(θ)
(cylindre) (3.24)





vr(r = b) = V1 cos(θ) sin(ϕ),

vθ(r = b) = −V1 sin(θ),

vϕ(r = b) = −V1 cos(θ) cos(ϕ)

(sphère) (3.25)

La condition de Neumann au bord de la cellule s’écrit :




σrr(r = b) = bW1 cos(θ),

σrθ = 0
(cylindre) (3.26)





σrr(r = b) = bW1 cos(θ) sin(ϕ),

σrθ = σrϕ = 0
(sphère) (3.27)

Et finalement, pour le milieu infini, les conditions aux limites sont :





vr(r = ∞) = V ∞

1 cos(θ),

vθ(r = ∞) = −V ∞

1 sin(θ)
(cylindre) (3.28)





vr(r = ∞) = V ∞

1 cos(θ) sin(ϕ),

vθ(r = ∞) = −V ∞

1 sin(θ),

vϕ(r = ∞) = −V ∞

1 cos(θ) cos(ϕ)

(sphère) (3.29)

Considérons un sous-domaine Ωk (avec k = 1 pour la matrice poreuse et k = 2
pour l’inclusion) ayant pour coefficients de Brinkman hk, αk. En raison de la di-
rection privilégiée de l’écoulement e1, la solution est choisie sous la forme générale
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suivante :




vr = Uk(r) cos(θ),

vθ = −Vk(r) sin(θ),

p = µPk(r) cos(θ)

(cylindre) (3.30)





vr = Uk(r) cos(θ) sin(ϕ),

vθ = −Vk(r) sin(θ),

vϕ = −Vk(r) cos(θ) cos(ϕ),

p = µPk(r) cos(θ) sin(ϕ)

(sphere) (3.31)

où Uk(r), Vk(r) et Pk(r) sont des fonction de la coordonnée r. Ce champ de
vitesse permet de satisfaire les conditions de Dirichlet et les condition aux limites
du problème avec le solide poreux infini. Comme nous le verrons par la suite
le champ de contrainte obtenu permet également de satisfaire la condition de
Neumann.
Le champ de pression et le champ de vitesse satisfont dans la phase Ωk à :

µαk∆v − µhkv = ∇p (3.32)

Le champ de vitesse étant à divergent nul, il vient donc pour p :

∆p = 0 (3.33)

p est donc une fonction harmonique. Le champ de vitesse peut s’écrire sous la
forme :

v = − 1

µhk
∇p+ v′ (3.34)

où v′ est la solution générale de l’équation de helmholtz :

∆v′ − γ2
kv

′ = 0 (3.35)

Où l’on a posé :

γk =

√
hk

αk
(3.36)

La solution de ces équations pour les fonctions Uk(r), Vk(r), Pk(r) sont :

Uk(r) = Ak +Bk
an+1

rn+1
+ CkP11(γkr) +DkP12(γkr), (3.37)

Vk(r) = Ak −
Bk

n

an+1

rn+1
− CkP21(γkr)−DkP22(γkr), (3.38)

Pk(r) = −hkr

(
Ak −

Bk

n

an+1

rn+1

)
(3.39)
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Avec n = 1 pour le cylindre et n = 2 pour la sphère. Ak, Bk, Ck, Dk sont quatre
constantes à déterminer. Dans les expressions ci-dessus, les fonctions Pij(x) sont
définies par :





P11(x) =
In+1

2

(x)

x
n+1

2

, P12(x) =
Kn+1

2

(x)

x
n+1

2

,

P21(x) =
1

n

[
In+1

2

(x)

x
n+1

2

−
In−1

2

(x)

x
n−1

2

]
,

P22(x) =
1

n

[
Kn+1

2

(x)

x
n+1

2

+
Kn−1

2

(x)

x
n−1

2

]
(3.40)

Où In(x) et Kn(x) sont les fonctions de Bessel modifiées de première et deuxième
espèce, respectivement. Les composantes du vecteur contrainte sur le cylindre de
rayon r (resp. la sphère de rayon r) sont :





σrr = µNk(r) cos(θ),

σrθ = −µTk(r) sin(θ)
(cylindre) (3.41)





σrr = µNk(r) cos(θ) sin(ϕ),

σrθ = −µ

2
Tk(r) sin(θ),

σrϕ = −µ

2
Tk(r) cos(θ) cos(ϕ)

(sphere) (3.42)

Avec :

Nk(r) = hkr

[
Ak −

Bk

n

an+1

rn+1

]
− 2nαk

r
[Uk(r)− Vk(r)] , (3.43)

Tk(r) = −hkr

[
Ak +Bk

an+1

rn+1
− Uk(r)

]
+

2nαk

r
[Uk(r)− Vk(r)] (3.44)

Compte tenu de la complexité des solutions et du nombre de coefficients à déter-
miner, une stratégie de résolution des problèmes étudiés devra être adoptée pour
aboutir à des expressions analytiques explicites des propriétés apparentes.

3.2.3 Estimation de Mori-Tanaka

Le principe de la méthode formulée par Mori-Tanaka appliquée aux composites
élastiques consiste à relier la déformation moyenne dans les inclusions à la défor-
mation moyenne dans la matrice et à utiliser la solution d’Eshelby pour estimer
cette relation. En suivant la même méthodologie, nous supposons que la moyenne
de la vitesse sur Ω1 est < v >Ω1

= V ∞ et nous posons < v >Ω2
= T .V ∞. Ici, le

tenseur d’ordre deux T doit être déterminé à partir de la solution du problème de
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l’inclusion dans un solide infini et soumise à la vitesse V ∞

1 . Lorsque T est identifié
on déduit la résistivité macroscopique par la formule :

Hhom = (c1h1I + c2h2T ) . (c1I + c2T )−1 (3.45)

Le tenseur T est maintenant déterminé en considérant le problème d’une l’inclu-
sion isolée de rayon a avec pour coefficients de Brinkman h2, α2 plongée dans la
matrice poreuse infinie qui a pour coefficients de Brinkman h1, α1. La solution
générique dans chacune des phases est donnée par les équations (3.30) et (3.41)
pour le cas cylindrique et (3.31) et (3.42) pour la sphère. Dans l’inclusion, les
constantes B2 et D2 sont nulles car associées à des fonctions qui divergent en
r = 0. Dans la matrice, le coefficient C1 est nul car associé à une fonction qui
diverge lorsque r tend vers l’infini. Il reste donc à identifier les constantes A1,
B1, D1, A2 et C2. La condition à l’infini s’écrit U1(+∞) = V1(+∞) = V ∞

1 . Pour
cette condition, on peut noter que les fonctions associées aux constantes B1 et
D1 tendent vers zéro à l’infini, il résulte donc que A1 = V ∞

1 . Il reste donc quatre
coefficient à déterminer : B1, D1, A2 et C2. Les conditions utilisées sont : la conti-
nuité du champ de vitesse : U1(a) = U2(a) et V1(a) = V2(a), la continuité du
vecteur contrainte : N1(a) = N2(a) et T1(a) = T2(a),
Afin de poursuivre la résolution analytique du problème, on décompose le pro-
blème en deux sous problèmes :

• Sous-problème 1 : une inclusion cylindrique/sphérique de rayon a conte-
nant un milieu de Brinkman avec les coefficients α2 et h2 est soumis sur
son bord extérieur aux vitesses Ua, Va telles que U2(a) = Ua et V2(a) = Va.

• Sous-problème 2 : un solide poreux infini avec un trou cylindrique/sphérique
contenant un milieu de Brinkman avec les coefficients α1 et h1 est soumis
à la vitesse V ∞

1 et à Ua, Va (telles que U1(a) = Ua et V1(a) = Va) à la
surface du trou.

a

Ua, Va

Ua, Va

Ω2

Ω1

V ∞ V ∞

Figure 3.2 – Decomposition du problème de l’inclusion isolée dans un milieu
infini

La solution dans l’inclusion implique les deux constantes A2 et C2 qui sont ex-
primées en fonction de Ua et Va. Ensuite, les composantes de la traction sont
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calculées avec les équations (3.41) et (3.42) et nous posons :

Na =
1

a
N2(a), Ta =

1

a
T2(a) (3.46)

En éliminant A2 et C2, on obtient une relation liant Na, Ta à Ua,Va. Cette relation
s’écrit :


 Na

Ta


 = h2C(τ2a)


 Ua

Va


 (3.47)

OùC(τ2a) est une la matrice symétrique 2×2 donnée dans l’annexe A, elle dépend
du paramètre τ2a = γ2a (où γ2 est donné par (3.36) pour k = 2).
Dans le sous-problème 2, on exprime A1, B1 et D1 en fonction des paramètres
imposés V ∞

1 , Ua, Va puis on détermine les valeurs de Na = N1(a)/a et Ta =
T1(a)/a. Cela conduit à :


 Na

Ta


 = h1A(τ1a)


 Ua

Va


− h1B(τ1a)V

∞

1 (3.48)

Où A(τ1a) est une matrice 2×2 et B(τ1a) est un vecteur de dimension 2 dont les
expressions sont fournies dans l’annexe A, ils dépendent du paramètre τ1a = γ1a
(où γ1 est donné par (3.36) pour k = 1).
En combinant les équations (3.47) et (3.48), cela conduit aux expressions suivantes
pour Ua, Va :


 Ua

Va


 = ΛV ∞

1 , Λ =

[
A(τ1a)−

h2

h1

C(τ2a)

]
−1

B(τ1a) (3.49)

Le tenseur d’ordres deux T dans l’équation (3.45) est isotrope pour l’inclusion
sphérique et isotrope dans le plan pour le cas cylindrique. De plus, en considérant
que< v >Ω2

= Uae1 avec Ua = Λ1V
∞

1 , nous déduisons que Tii = Λ1 pour i = 1, 2, 3
(pas de somme sur i) pour le cas sphérique et pour i = 1, 2 pour le cas cylindrique.
La perméabilité macroscopique du schéma Mori-Tanaka est :

Hhom =
c1h1 + c2h2Λ1

c1 + c2Λ1
(3.50)

où Λ1 est la première composante du vecteur Λ défini par l’équation (3.49).

3.2.4 Modèle du cylindre/sphère composite

La perméabilité macroscopique est calculée en considérant maintenant le cy-
lindre/sphère composite avec les conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann.
Nous allons suivre la même stratégie pour aboutir à des expressions analytiques
explicites. On décompose le problème :
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• Sous-problème 1 : une inclusion cylindrique/sphérique de rayon a conte-
nant un milieu de Brinkman avec les coefficients α2 et h2 est soumis sur
son bord extérieur aux vitesses Ua, Va telles que U2(a) = Ua et V2(a) = Va.

• Sous-problème 2 : la couche cylindrique/sphérique de rayon interne a et
de rayon externe b contenant un milieu de Brinkman avec les coefficients
α1 et h1 est soumis à sa surface interne r = a aux vitesses Ua, Va, à la
traction Na et au cisaillement Ta.

aa

b

Ua, Va

Ω1

Ω2Ua, Va, Na, Ta

Figure 3.3 – Decomposition du problème du cylindre (la sphere) composite.

Le premier sous-problème a déjà été étudié dans la section précédente (voir équa-
tion (3.47)). La solution du sous-problème 2 implique quatre coefficients A1, B1,
C1, D1 qui sont exprimés en fonction de Ua, Va, Na et Ta par les conditions
Ua = U1(a), Va = V1(a), Na = 1

a
N1(a), Ta = 1

a
T1(a). Ensuite, nous calculons

Ub = U1(b), Vb = V1(b), Nb = 1
b
N1(b), Tb = 1

b
T1(b) pour obtenir les relations

suivantes :


 Ub

Vb


 = L(τ1a, τ1b, f)


 Ua

Va


+

1

h1
M(τ1a, τ1b, f)


 Na

Ta


 ,


 Nb

Tb


 = h1N(τ1a, τ1b, f)


 Ua

Va


 +Q(τ1a, τ1b, f)


 Na

Ta




(3.51)

Dans lesquelles L, M , N et Q sont des matrices 2× 2 dont les expressions sont
fournies dans l’annexe A et dépendent de trois paramètres : τ1a = γ1a, τ1b = γ1b
et f , la fraction volumique de l’inclusion définie par :

f =





a2

b2
(cylindre)

a3

b3
(sphère)

(3.52)
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En éliminant Ua, Va, Na, Ta dans les équations (3.51) avec (3.47), nous obtenons :


 Nb

Tb


 = h1Π


 Ub

Vb


 , (3.53)

Π =

[
N(τ1a, τ1b, f) +

h2

h1
Q(τ1a, τ1b, f)C(τ2a)

]
(3.54)

[
L(τ1a, τ1b, f) +

h2

h1
M(τ1a, τ1b, f)C(τ2a)

]
−1

(3.55)

où Π est une matrice symétrique 2× 2.
Lorsque le cylindre/sphère composite est soumis à la condition de Dirichlet, nous
posons Ub = Vb = V1, V1 étant la première composante de la vitesse macrosco-
pique V . Avec la propriété (1.66) du chapitre 1 et les expressions pour le vecteur
contrainte données par l’équation (3.41) pour le cylindre et l’équation (3.42) pour
la sphère, nous déduisons que < ω >Ω= µ(Nb + Tb)e1. Alors, la perméabilité
macroscopique est donnée par :

Khom
D =

k1
Π11 + 2Π12 +Π22

(3.56)

Si la condition de Neumann est appliquée sur le bord du volume, on pose Nb =
W1/µ et Tb = 0. De plus, avec la propriété (1.64) combinée avec l’équation (3.30)
pour le cylindre et l’équation (3.31) pour la sphère, nous déduisons que < v >Ω=
Ube1. Ainsi, la perméabilité macroscopique est donnée par :

Khom
N = k1

Π22

Π11Π22 −Π2
12

(3.57)

La perméabilité effective dépend des propriétés locales h1, h2, α1, α2 et deux pa-
ramètres de microstructuraux : le rayon de l’inclusion et la fraction volumique
des inclusions f . Dans le modèle de cylindre/sphère composite, le rayon extérieur
b est fixé lorsque le rayon de l’inclusion a et la fraction volumique f sont connus
(voir équation (3.52)).

3.3 Comparaisons avec les solutions numériques

Nous proposons maintenant de comparer les estimations avec les solutions nu-
mériques obtenues avec le schéma itératif utilisant la FFT de Mezhoud et al.
[45]. Les calculs sont effectués sur des cellules élémentaires avec des conditions
aux limites périodiques. Les comparaisons sont effectuées pour le problème adi-
mensionné déjà décrit au chapitre 2 (voir section 2.1.1). La cellule élémentaire a
pour longueur 1 le long de chaque direction de l’espace et la matrice poreuse a la
résistivité h1 = 1. Les comparaisons sont effectuées en faisant varier le contraste
entre les phases, c’est à dire h2 = h2/h1, ainsi que les valeurs de α1 = α1/(h1L

2),
α2 = α2/(h1L

2). Egalement, nous faisons varier la taille des inclusions a = a/L,
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Dans le cas d’une cellule élémentaire avec une inclusion centrée, la fraction volu-
mique est directement relié à la taille de l’inclusions puisque f = πa2 (en 2D) et
f = 4πa3/3 (en 3D). Pour une population d’inclusions, f = Nπa2 (en 2D) où N
est le nombre d’inclusions dans la cellule élémentaire.

3.3.1 Résultats

La perméabilité est d’abord calculée pour une cellule unitaire carrée contenant
une inclusion circulaire centrée à l’origine. Les comparaisons entre les solutions
numériques et les estimations analytiques sont illustrées sur les figures 3.4, 3.5
et 3.6. Par exemple, sur la figure 3.4, nous représentons les variations de la per-
méabilité en fonction du rayon de l’inclusion. Le contraste de résistivité entre
l’inclusion et la matrice est h2/h1 = 10, dans ce cas, l’inclusion est 10 fois moins
perméable que la matrice. Les calculs sont effectués en considérant α1 = α2 et
pour lesquels différentes valeurs sont testées. Sur la figure 3.5, nous affichons les
mêmes résultats mais pour le contraste h2/h1 = 100.
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Figure 3.4 – Variations de la perméabilité macroscopique adimensionnée en
fonction du rayon de l’inclusion a = a/L pour h2/h1 = 10 et différentes valeurs
de α1 = α2. Comparaison des estimations analytiques avec les solutions FFT dans
le cas d’une inclusion circulaire centrée à l’origine.
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Sur la figure 3.6, le cas d’une inclusion moins résistive est considéré avec h2/h1 =
0.01, l’inclusion est donc très perméable en comparaison de la matrice puisque
k2/k1 = 100. Pour une meilleure lisibilité, nous représentons les variations de
la résistivité macroscopique en fonction du rayon de l’inclusion alors que sur les
figures précédentes nous avons représenté les variations de la perméabilité avec le
rayon de l’inclusion.
Sur chacune des figures, on compare les solutions numériques (FFT) avec les trois
estimations analytiques obtenues : le schéma de Mori-Tanaka (MT), le modèle du
cylindre composite avec la condition de Dirichlet (CCA-V) et avec la condition de
Neumann (CCA-J). On peut observer sur les figures 3.4 et 3.5 que la perméabilité
diminue lorsque l’on augmente le rayon de l’inclusion. L’inclusion étant moins
perméable (donc plus résistive), la perméabilité effective est donc plus faible que
la perméabilité de la matrice. Sur la figure 3.6, l’inclusion a une perméabilité
plus grande que la matrice. Ainsi, lorsque l’on augmente le rayon, la perméabilité
homogénéisée augmente et donc la résistivité homogénéisée diminue.
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Figure 3.5 – Variations de la perméabilité adimensionnée en fonction du rayon
de l’inclusion adimensionné a = a/L pour h2/h1 = 100 et diverses valeurs de
α1 = α2. Comparaison des estimations analytiques avec les solutions FFT. Cellule
avec une inclusion circulaire.
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On peut observer que la solution périodique est comprise entre les deux solu-
tions calculées avec le modèle de cylindre composite et les conditions de Dirichlet
(CCA-V) et Neumann (CCA-J) conformément à l’inégalité (3.23). Toutefois cette
inégalité n’est valable que si les conditions aux limites sont appliquées au même
volume Ω, ce qui n’est pas le cas dans cette application (cellule rectangulaire pour
les conditions périodiques et cellule cylindrique pour les conditions de Dirichlet et
Neumann). Il est donc intéressant de noter que l’encadrement de la solution pério-
dique est retrouvée pour des volumes Ω de formes différentes et sur un intervalle
pour le rapport a/L allant jusqu’à a/L = 0.5, c’est à dire lorsque les inclusions se
touchent. Notons toutefois que certains points numériques ne sont pas encadrés
par les deux solutions analytiques, comme on peut l’observer sur les figures 3.5
et 3.6 (en haut, à gauche), lorsque α1 = α2 = 0.001 et lorsque a/L = 0.49.
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Figure 3.6 – Variations de la résistivité macroscopique adimensionnée en fonc-
tion du rayon d’inclusion adimensionné a = a/L pour k2/k1 = 100 et diverses
valeurs de α1 = α2. Comparaison des estimations analytiques avec les solutions
FFT. Cellule avec une inclusion circulaire.

On peut également observer que le schéma Mori-Tanaka (MT) n’est pas encadré
par les solutions avec conditions homogènes au bord. Elle conduit à une estima-
tion des propriétés homogénéisées plus perméable que les solution numériques. De
plus, la meilleure estimation est celle obtenue sur la cellule cylindrique composite
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et la condition de Neumann au bord (CCA-J). Pour certaines valeurs particulières
des coefficients de Brinkman, les trois estimations sont très proches, c’est le cas
lorsque α1 et α2 sont très grands ou très petits. Pour des valeurs intermédiaires
de α1 et α2, les trois solutions analytiques montrent des différences notables.
La précision des solutions analytiques est maintenant examinée lorsque les cal-
culs FFT sont effectués sur une cellule élémentaire contenant une population
d’inclusions circulaires aléatoirement distribuées. Le problème est toujours bidi-
mensionnel et nous considérons 10 inclusions identiques en taille et distribuées
aléatoirement dans la cellule. La moyenne statistique de la perméabilité effective
est calculée avec 100 réalisations. Cette perméabilité moyenne est représentée sur
la figure 3.7 en fonction du nombre de réalisation. Nous avons choisi le contraste
h2/h1 = 100 et nous considérons différentes valeurs du rayon des inclusions. Nous
avons également choisi différentes valeurs des coefficients α1 et α2, y compris des
cas où α1 6= α2. On peut observer que pour chaque cas considéré, on obtient une
convergence sur la moyenne statistique.
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Figure 3.7 – Moyenne statistique de la perméabilité macroscopique en fonction
du nombre de réalisations pour une population de 10 inclusions. Sur chaque figure,
les résultats en partant du haut sont obtenus avec les valeurs α1 = 0.01 et α2 =
0.01, α1 = 0.01 et α2 = 0.1, α1 = 0.1 et α2 = 0.01, α1 = 0.1 et α2 = 0.1.

La perméabilité moyenne statistique sur 100 réalisations est comparée aux solu-
tions analytiques sur la figure 3.8, les conclusions sont assez similaires à celles
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données pour le cas d’une cellule avec une seule inclusion. Dans tous les cas pré-
sentés sur les figures, les solutions FFT sont comprises entre les deux estimations
obtenues avec les conditions de Dirichlet et Neumann et sont plus proches de
l’estimation avec la condition de Neumann.
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Figure 3.8 – Variations de la perméabilité macroscopique adimensionnée en
fonction du rayon des inclusions pour h2/h1 = 100 et diverses valeurs de α1 =
α2. Comparaison des estimations analytiques avec les solutions FFT obtenues
pour des cellule avec une population de 10 inclusions circulaires aléatoirement
distribuées.

Enfin, nous proposons de comparer les solutions analytiques aux solutions FFT
pour un milieu poreux contenant des inclusions sphériques poreuses. Les calculs
sont effectués sur des cellules élémentaires cubiques avec une seule sphère centrée
à l’origine. Les résultats sont présentés sur la figure 3.9 pour diverses valeurs des
coefficients de Brinkman. Encore une fois, les solutions FFT se situent entre les
deux solutions avec la condition de Dirichlet au bord (CCS-V) et la condition de
Neumann (CCS-J).
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Figure 3.9 – Variations de la perméabilité macroscopique adimensionnée en
fonction du rayon de l’inclusion pour h2/h1 = 10 et h2/h1 = 100 et diverses
valeurs de α1, α2. Comparaison des estimations analytiques avec les solutions
FFT. Cas d’une inclusion sphérique.

3.4 Cellules multicouches

On propose de généraliser les résultats en considérant un cylindre / une sphère
composite constitué de n solides de Brinkman concentriques : le noyau a pour
rayon a1 et les coefficients de Brinkman h1 et α1, des couches successives ont
pour rayons internes et externes ak−1 et ak et les coefficients de Brinkman hk, αk

pour k = 2..n. La dernière couche a pour coefficients de Brinkman hn, αn et rayon
extérieur an. A la frontière de la cellule, nous considérons encore les conditions
de Dirichlet ou de Neumann. Des couches supplémentaires sont introduites pour
tenir compte, par exemple, de la présence d’une zone de transition autour des
inclusions qui est plus ou moins perméable, ou possédant une viscosité dynamique
apparente plus petite ou plus grande que dans les deux milieux avoisinants.

70



a1

an−1

an

Ω1

Ωn−1

Ωn

v = V
or σ.n = (W .x)n

Figure 3.10 – Cellule cylindrique/sphérique multicouche.

Avec l’introduction des matrices de transfert dans la section (3.2.4), le problème
avec n couches peut être facilement résolu. Nous isolons une couche avec les rayons
intérieur et extérieur ak−1 et ak. Le résultat donné par l’équation (3.51) est alors
adapté pour la couche k comme suit :


 Uak

Vak


 = L(k)


 Uak−1

Vak−1


+

1

hk

M (k)


 Nak−1

Tak−1


 ,


 Nak

Tak


 = hkN

(k)


 Uak−1

Vak−1


+Q(k)


 Nak−1

Tak−1




(3.58)

où L(k) = L(γkak−1, γkak, fk) et fk est donné par l’équation (3.52) en remplaçant
les rayons a et b par les rayons ak−1 et ak respectivement. Nous faisons la même
chose avec les matrices M (k), N (k) et Q(k). Par un processus itératif, la matrice
Π

(n) associée à la cellule composite à n couches est calculée avec la formule :

Π
(k) =

[
N (k) +

hk−1

hk
Q(k)

Π
(k−1)

] [
L(k) +

hk−1

hk
M (k)

Π
(k−1)

]
−1

(3.59)

Le processus itératif débute à k = n et diminue jusqu’à k = 2, où l’on pose
Π

(1) = C(γ1a1) pour le noyau.

Examinons maintenant le cas d’une interphase très fine entourant une inclusion
de rayon a. Nous posons a1 = a et a2 = a + e où la largeur de la couche e est
supposée très petite par rapport à la taille de l’inclusion, e << a. Nous désignons
par he et αe les coefficients de Brinkman de l’interphase. Evidemment, lorsque
e → 0, l’interphase disparâıt. Cependant, lorsque des hypothèses appropriées sont
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faites sur l’amplitudes des propriétés de filtration de l’interphase, il est possible de
la remplacer par une interface imparfaite insérée entre les deux régions poreuses
voisines. Ce problème a été largement étudié dans le cas des composites conduc-
teurs de la chaleur et des composites élastiques par Hashin [31], Benveniste [11]
notamment.

a

e

b

Ω1
Ωe

Ω2

v = V

ou σ.n = (W .x)n

Figure 3.11 – Cylindre/sphere composite avec interphase mince.

Dans le cas d’une interphase très fine, une série de Taylor par rapport au petit
paramètre ǫ = e/a donne :

Ua+e = Ua + n(Va − Ua)ǫ+ o(ǫ2)

Va+e = Va +

(
Va − Ua +

a2

nαe
Ta

)
ǫ+ o(ǫ2)

Na+e = Na +

(
heUa +

2n(n+ 1)αe

a2
(Ua − Va) + Ta −Na

)
ǫ

+o(ǫ2)

Ta+e = Ta +

(
nheVa −

2n(n + 1)αe

a2
(Ua − Va)− (n+ 2)Ta − nNa

)
ǫ

+o(ǫ2)

(3.60)

Lorsque ǫ → 0, on retrouve Ub = Ua, Vb = Va, Nb = Na et Tb = Ta qui cor-
respondent à la continuité de la vitesse et du vecteur contrainte en r = a. Dans
certaines situations très particulières, le terme en O(ǫ) ne disparâıt pas lorsque ǫ
tend vers zéro. Par exemple, une de ces situations apparâıt lorsque la couche fine
est constituée d’un solide Brinkman poreux de faible viscosité dont la magnitude
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est en o(ǫ). Nous posons alors αe = αsǫ où αs prend une valeur finie non nulle
lorsque ǫ → 0. Il est clair que le produit entre 1/αe et ǫ reste fini lorsque ǫ → 0
dans l’expression de Va+e. Cependant, dans l’expression de Ua+e, Na+e et Ta+e, le
terme en o(ǫ) disparâıt. En conséquence, la couche fine de faible viscosité peut
être remplacée par une interface imparfaite qui se caractérise par une disconti-
nuité de la vitesse tangentielle. Il est à noter que la vitesse normale reste continue,
ce qui est la conséquence de la conservation de la masse à travers l’interface entre
les deux milieux poreux. En notant par V +

a et V −

a les valeurs prises par la vitesse
tangentielle des deux côtés de l’interface, nous avons :

[Va] = V +
a − V −

a =
a2

nαs

Ta, (3.61)

Une formulation plus pratique pour les conditions du saut du champ de vitesse
est :


 U+

a

V +
a


 =


 U−

a

V −

a


+

a2

αs
S


 Na

Ta


 , S =


 0 0

0 1
n


 (3.62)

La perméabilité macroscopique est toujours calculée à partir des composantes de
la matrice Π donnée par l’équation ((3.55)), mais dans ce cas, la matrice C(τ2a)
doit être remplacée par la matrice C∗(τ2a, τsa) définie par :

C∗(τ2a, τsa) = C(τ2a)(I + τ 2saSC(τ2a))
−1, τsa =

√
h2

αs

a (3.63)

Il convient de noter que dans ce type d’interface imparfaite, le saut de la vitesse
tangentielle est proportionnel à la contrainte de cisaillement, la vitesse normale
et la vecteur contrainte restent continus, ce qui est très similaire aux conditions
d’interface de Beavers-Joseph [9] utilisées à la frontière entre une région poreuse
de Darcy et une région de Stokes.
Pour poursuivre nos investigations sur d’autres modèles d’interface possible, nous
examinons maintenant le cas d’une couche mince hautement visqueuse et suppo-
sons que αe = αs/ǫ. Dans ce cas, on retrouve la continuité de la vitesse, Ua+e = Ua

et Va+e = Va, cependant, dans l’expression de Na+e et Ta+e, le produit entre αe

et ǫ reste fini. Le modèle d’interface équivalent implique alors un saut du vecteur
contrainte qui peut être écrit :

[Na] = −[Ta] =
2n(n + 1)αs

a2
(Ua − Va) (3.64)

Enfin, un troisième cas correspond à une couche mince hautement résistante,
ceci correspondant à he = hs/ǫ. La vitesse reste continue à travers l’interface
équivalente mais les composantes du vecteur contrainte sont discontinues :

[Na] = hsUa, [Ta] = nhsVa (3.65)
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Pour résumer, il existe deux types d’interfaces imparfaites équivalentes impliquant
un saut du vecteur contrainte (hautement visqueuse ou hautement résistante).
Dans les deux cas, le saut du vecteur contrainte est pris en compte en remplaçant
dans la définition de Π la matrice C(τ2a) par la matrice C∗∗(τ2a, τsa) avec la
définition suivante :




C∗∗(τ2a, τsa) = C(τ2a) +
2n(n + 1)

τ 2sa


 1 −1

−1 1


 , (très visqueuse)

C∗∗(τ2a, hs/h2) = C(τ2a) +
hs

h2


 1 0

0 n


 , (très résisitive)

(3.66)

A des fins d’illustration, nous calculons la résistivité macroscopique dans le cas
d’un solide poreux à deux phases avec une inclusion sphérique et une interface im-
parfaite hautement résistante. Il est à noter que le cas de parois plus résistantes
a été observé expérimentalement, par exemple par Mezhoud et al. [44] sur des
polymères biporeux. Les images obtenues par synchrotron révèlent trois caracté-
ristiques différentes dans le solide biporeux : les macropores, la matrice polymère
poreuse et les parois polymères minces. A proximité des grands pores, les parois
minces sont moins perméables que dans le volume, ce qui est attribué à l’élabo-
ration chimique du polymère biporeux. On peut deviner que ces parois jouent
un rôle significatif sur les propriétés de filtration macroscopiques et peuvent être
simulées par une interface imparfaite hautement résistante. Nous proposons ici
une étude qualitative de l’influence de ce type d’interface imparfaite sur la per-
méabilité homogénéisée. Les paramètres du modèle de Brinkman pour l’inclusion
et la matrice sont h1 = 1, α1 = 1, h2 = 0.01 et α2 = 1. Différentes valeurs du
paramètre adimensionnel de l’interface hs = hs/h1 sont considérées : hs = 0 (in-
terface parfaite), hs = 0, 2, hs = 0, 5 et hs = 1. Les résultats sont présentés sur la
figure 3.12 dans laquelle la résistivité macroscopique adimensionnelle Hhom/h1 est
représentée en fonction de la fraction volumique f . La résistivité macroscopique
diminue avec la fraction volumique f car l’inclusion est moins perméable que la
matrice. Cependant, en présence d’une interface imparfaite hautement résistante,
le milieu biporeux peut avoir une résisitivité plus élevée que celle de la matrice. Il
est observé que les deux modèles (avec condition de Dirichlet et Neumann) sont
équivalentes pour des faibles fractions volumiques, mais des différences impor-
tantes sont observées pour hs = 1 et pour des valeurs plus élevées de la fraction
volumique. L’évaluation des solutions analytiques ne peut pas être effectuée par
comparaison avec la solution FFT car la méthode ne permet pas de simuler les
problèmes avec des discontinuités d’interface.
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Figure 3.12 – Variations de la perméabilité macroscopique en fonction de la
fraction volumique f pour un milieu poreux contenant des inclusions sphériques
faiblement résistives entourées d’interfaces hautement resistives.

3.5 Conclusion

Le schéma de Mori-Tanaka et le modèle d’assemblage de cylindres/sphères com-
posites ont été utilisés pour obtenir des estimations de la perméabilité macrosco-
piques de solides à deux phases poreuses. L’écoulement dans chaque milieu poreux
est décrit avec l’équation de Brinkman et des solutions analytiques ont été éta-
blies pour des inclusions cylindriques et sphériques. Le modèle de cylindre/sphère
composite est développé en considérant une vitesse prescrite (condition de Diri-
chlet) ou un gradient de pression prescrit (condition de Neumann) sur le bord de
la cellule conduisant ainsi à deux estimations différentes de la perméabilité macro-
scopique. De plus, une hiérarchie entre les solutions a été établie, y compris celle
calculée avec les conditions périodiques au bord. Les différentes estimations ont
été comparées aux solutions numériques basées sur la FFT (solutions périodiques),
aboutissant à deux résultats essentiels. Tout d’abord, dans de nombreux cas, les
solutions numériques sont comprises entre les deux estimations obtenues avec les
cellules de cylindre/sphère composite. Deuxièmement, l’estimation analytique la
plus proches avec les solutions numériques est celle obtenue avec la condition de
Neumann (gradient de pression prescrit au bord). Enfin, les résultats analytiques
établis permettent également la résolution de problèmes physiques plus complexes
correspondant à des cellules cylindroques/sphèriques composites multicouches ou
la présence d’interfaces imparfaites entre les inclusions et la matrice.
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Chapitre 4

Nouveaux schéma itératifs basés sur
la FFT pour le calcul de la
pérméabilité de milieux multiporeux

Dans ce chapitre, on propose de nouveaux schémas itératifs basés sur la FFT pour
le calcul de la perméabilité macroscopique de milieux multiporeux. A l’échelle lo-
cale, on admet que l’écoulement dans chacune des phases est incompressible et
décrit par l’équation de Brinkman. Un schéma de résolution pour l’équation de
Brinkman a déjà été proposé par Mezhoud et al [45] et a été rappelé au premier
chapitre et mis en oeuvre aux chapitres 2 et 3. L’objet de ce quatrième chapitre
est de formuler d’autres schémas possédant une meilleure vitesse de convergence
dans des situations de forts contrastes des propriétés locales. Plus spécifiquement,
c’est le cas des inclusions fortement imperméables (grande résistivité hydraulique)
pour lequel le schéma de résolution proposé par Mezhoud est divergent. Les nou-
veaux schémas proposés s’inspirent de la méthode en polarisation proposée par
Monchiet et Bonnet [49] pour traiter les composites élastiques à forts contrastes
de propriétés (inclusions très souples ou très rigides). Comme montré plus tard
par Monchiet [46], on peut formuler également un schéma pour la déformation
libre (forme duale du schéma en polarisation) toutefois ce schéma conduit à des
résultats équivalents au schéma en polarisation.
Dans ce chapitre, on propose donc d’étendre la méthode de résolution en polarisa-
tion ainsi que sa forme duale pour traiter des écoulements en milieux poreux régis
par l’équation de Brinkman. Contrairement à Monchiet et Bonnet [49], l’équation
de Lippman-Schwinger pour la polarisation est résolue avec la méthode du gra-
dient conjugué (et non pas la méthode de point fixe). Les capacités des méthodes
proposées sont illustrées et comparées avec le schéma de Mezhound et al. pour
diverses situations.
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4.1 Première équation intégrale

Le problème d’homogénéisation à résoudre a déjà été détaillé au premier cha-
pitre de la thèse. Rappelons qu’il s’agit de résoudre le problème d’écoulement de
fluide régit par l’équation de Brinkman dans un milieu multiporeux constitué de
p phases. Chaque phase a pour propriétés αp et hh. Le point de départ de ce
chapitre est la reformulation du problème avec les champs de polarisation s∗(x)
et ω∗(x) et un milieu de référence homogène de propriétés α0 et h0. Les équations
sont (voir section (1.4) du chapitre 1) :





div(σ(x)) = ω(x)−W

σ(x) = 2µα0d(x)− p(x)I + s∗(x)

ω(x) = µh0v(x) + ω∗(x)

d(x) = ∇sv(x)

div(v(x)) = 0

(4.1)

où s∗(x) et ω∗(x) sont définis par

s∗(x) = 2µ(α(x)− α0)d(x), ω∗(x) = µ(h(x)− h0)v(x) (4.2)

Le principe de la méthode consiste à écrire une équation intégrale pour les champs
de polarisation et non plus pour la vitesse comme cela a été proposé par Mezhoud
et al. [45].
La solution du système d’équations (4.1) pour s∗(x) et ω∗(x) peut être résolu
dans le domaine de Fourier. La solution s’écrit pour tout ξ 6= 0 :


 d̂(ξ)

v̂(ξ)


 = −Ĝ0(ξ)


 ŝ∗(ξ)

ŵ∗(ξ)


 (4.3)

où G0(x) est l’opérateur de Green associé au milieu de référence de propriétés α0

et h0 qui a pour expression :

Ĝ0(ξ) =


 Γ̂

0(ξ) Ω̂
0(ξ)

Ω̂

0

(ξ) Ĝ0(ξ)


 (4.4)

où Γ̂
0(ξ), Ω̂0(ξ) et Ĝ0(ξ) sont respectivement des tenseurs d’ordre quatre, trois

et deux qui ont pour expression :

Γ̂0
ijkl(ξ) =

λ(ξ)‖ξ‖2
4

(Qip(ξ)Pjq(ξ) + Qiq(ξ)Pjp(ξ) (4.5)

+Pip(ξ)Qjq(ξ) + Piq(ξ)Qjp(ξ)), (4.6)

Ω̂0
ijk(ξ) =

iλ(ξ)

2
(Qik(ξ)ξj +Qjk(ξ)ξi), (4.7)

Ĝ0
ij(ξ) = λ(ξ)Qij(ξ) (4.8)
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où les tenseurs d’ordre deux Q(ξ) et P (ξ) sont donnés au chapitre 1, équation
(1.21).
λ(ξ) est défini par :

λ(ξ) =
1

µ(α0‖ξ‖2 + h0)
(4.9)

Ω̂

0

(ξ) est le transconjugué de Ω̂
0(ξ).

Notons que Ω̂0(ξ) et Ĝ0(ξ) ont déjà été donnés au chapitre 1 pour la formulation
du schéma itératif de Mezhoud et al. [45]. Dans le nouveau schéma itératif, on

utilise également un tenseur supplémentaire d’ordre quatre Γ̂0(ξ). La raison vient
du fait que le nouveau schéma proposé utilise deux champs pour inconnues, le
vecteur ω∗ et le tenseur d’ordre deux s∗.
L’équation (4.3) est maintenant réécrite dans le domaine réel. Rappelons que

cette équation est valables pour tout ξ 6= 0. Les valeurs de d̂(ξ) et v̂(ξ) lorsque
ξ = 0 correspondent aux moyennes des quantités d(x) et v(x) sur la cellule Ω.
La moyenne du champ de vitesse sur la cellule avec les conditions périodiques
au bord est V (voir chapitre 1, section 1.3.2.1). Le taux de déformation d(x)
dérive du champ de vitesse périodique, en conséquence sa moyenne sur la cellule
est égale à zéro. Il vient donc :


 d(x)

v(x)


 =


 0

V


− G0(x) ∗


 s∗(x)

w∗(x)


 (4.10)

Ensuite, les équations (4.2) sont réécrites sous la forme :

 s∗(x)

w∗(x)


 = (C(x)− C0)


 d(x)

v(x)


 (4.11)

où l’on a introduit C(x) et C0 qui sont définis par :

C(x) =


 2µα(x)K 0

0 µh(x)I


 , C0 =


 2µα0K 0

0 µh0I


 (4.12)

Et où K est le projecteur d’ordre quatre pour les tenseurs déviatoriques, c’est à
dire tel que s = K : σ et d = K : d tandis que I est l’identité d’ordre deux.
En combinant les équations (4.10) et (4.11), il vient :

(C(x)− C0)−1


 s∗(x)

w∗(x)


+ G0(x) ∗


 s∗(x)

w∗(x)


 =


 0

V


 (4.13)

Qui est une équation intégrale pour les champs de polarisation. Il convient de
résoudre cette équation, c’est à dire rechercher les valeurs de s∗(x) et ω∗(x) pour
V donné.
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4.2 Seconde équation intégrale

Nous pouvons formuler une seconde équation intégrale en introduisant des champs
de polarisation duaux et un opérateur de Green dual. Pour cela, repartons de
l’égalité (4.3). Introduisons les champs de polarisation duaux (d̂∗(ξ), v̂∗(ξ)) définis
par :


 d̂∗(ξ)

v̂∗(ξ)


 = −S0


 ŝ∗(ξ)

ŵ∗(ξ)


 (4.14)

Où S0 est l’inverse de C0 et s’écrit :

S0 = (C0)−1 =




1

2µα0

K 0

0
1

µh0
I


 (4.15)

On a donc également :


 ŝ∗(ξ)

ŵ∗(ξ)


 = −C0


 d̂∗(ξ)

v̂∗(ξ)


 (4.16)

En remplaçant dans l’équation (4.3), on obtient pour tout ξ 6= 0 :


 d̂(ξ)

v̂(ξ)


 = Ĝ0(ξ)C0


 d̂∗(ξ)

v̂∗(ξ)


 (4.17)

On peut ensuite noter que le déviateur s(x) et ω(x) dans l’équation (4.1) sont
définis par :





s(x) = 2µα0d(x) + s∗(x)

ω(x) = µh0v(x) + ω∗(x)
(4.18)

Relations que l’on peut écrire dans le domaine de Fourier sous la forme suivante :


 ŝ(ξ)

ŵ(ξ)


 = C0


 d̂(ξ)

v̂(ξ)


+


 ŝ∗(ξ)

ŵ∗(ξ)


 (4.19)

Ou encore, en utilisant la relation (4.14) :


 ŝ(ξ)

ŵ(ξ)


 = C0


 d̂(ξ)

v̂(ξ)


− C0


 d̂∗(ξ)

v̂∗(ξ)


 (4.20)

80



Puis enfin, en utilisant l’équation (4.17), on a pour tout ξ 6= 0 :

 ŝ(ξ)

ŵ(ξ)


 = −D̂0(ξ)


 d̂∗(ξ)

v̂∗(ξ)


 (4.21)

Où l’on a introduit le tenseur de Green Dual défini par :

D̂0(ξ) =





C0 − C0Ĝ0(ξ)C0 ∀ξ 6= 0

0 si ξ = 0
(4.22)

Puisque C0 est un opérateur symétrique, D̂0(ξ) est aussi un opérateur Hermitien.
Si l’on transpose l’équation (4.21) dans l’espace réel, il convient d’ajouter les
moyennes de chaque quantité :


 s(x)

w(x)


 =


 < s(x) >Ω

W


−D0(x) ∗


 d∗(x)

v∗(x)


 (4.23)

La moyenne de w(x) est W , cela signifie que sous cette forme duale, c’est un
pilotage en W qui est appliqué. La moyenne du déviateur des contraintes est
indéterminée. L’équation (4.23) doit donc être complétée avec la condition <
d(x) >Ω= 0. Notons que :

< s(x) >Ω= 2µα0 < d(x)− d∗(x) >Ω= −2µα0 < d∗(x) >Ω (4.24)

On peut donc introduire un opérateur de Green dual modifié D0′(ξ) qui est défini
dans l’espace de Fourier par :

D̂0′(ξ) =





C0 − C0Ĝ0(ξ)C0 ∀ξ 6= 0

A0 si ξ = 0
(4.25)

où A0 a pour expression :

A0 =


 2µα0K 0

0 0


 (4.26)

La solution pour d∗(x) et v∗(x) donnés, s’écrit donc :

 s(x)

w(x)


 =


 0

W


−D0′(x) ∗


 d∗(x)

v∗(x)


 (4.27)

Reprenons l’équation (4.20) qui s’écrit dans l’espace réel :

 s(x)

w(x)


 = C0


 d(x)

v(x)


− C0


 d∗(x)

v∗(x)


 (4.28)
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Ou encore :

 s(x)

w(x)


− C0S(x)


 s(x)

w(x)


 = −C0


 d∗(x)

v∗(x)


 (4.29)

où S(x) est l’inverse de C(x). On a donc finalement :


 s(x)

w(x)


 = (S(x)− S0)−1


 d∗(x)

v∗(x)


 (4.30)

La seconde équation intégrale pour les champs de polarisation d∗(x) et v∗(x)
s’écrit donc :

(S(x)− S0)−1


 d∗(x)

v∗(x)


 +D0′(x) ∗


 d∗(x)

v∗(x)


 =


 0

W


 (4.31)

4.3 Resolution avec la méthode du gradient conjugué

4.3.1 Principe général

Nous avons établis une intégrale pour les champs de polarisation (s∗,ω∗) et une
seconde intégrale pour les champs de polarisation duaux (d∗, v∗). Ces équations
intégrales sont respectivement données par les équations (4.13) et (4.31) et que
l’on peut écrire formellement :

H(x) · U(x) = B(x) (4.32)

où H(x) est un opérateur intégral, U(x) regroupe les inconnues du problème et
B(x) est le second membre dont le valeur est imposée.
Par exemple, pour la première équation intégrale (4.13), on a :

U(x) =


 s∗(x)

w∗(x)


 ,

H(x) ·


 s∗(x)

w∗(x)


 = (C(x)− C0)−1


 s∗(x)

w∗(x)


+ G0(x) ∗


 s∗(x)

w∗(x)


 ,

B(x) =


 0

V




(4.33)
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Pour la seconde équation intégrale (4.31), on a :

U(x) =


 d∗(x)

v∗(x)


 ,

H(x) ·


 d∗(x)

v∗(x)


 = (S(x)− S0)−1


 d∗(x)

v∗(x)


+D0′(x) ∗


 d∗(x)

v∗(x)


 ,

B(x) =


 0

W




(4.34)

Le système linéaire (4.32) est résolu avec une méthode itérative. Nous faisons le
choix de la méthode du gradient conjugué. Notons que la plupart des schémas
de résolution basés sur la méthode FFT utilisent la méthode du point fixe. C’est
le cas de la méthode FFT basique proposée par Moulinec et Suquet [53, 54], du
schéma en contrainte de Bhattacharya et Suquet [12], Bonnet [13], du schéma
accéléré de Eyre et Milton [23], du schéma en polarisation de Monchiet et Bonnet
[49]...
La méthode du gradient conjugué a été utilisée pour la première fois dans le
cadre des approches par FFT par Zeman et al. [84] sur un problème de conduc-
tion électrique dans un composite à deux phases isotropes. Les résultats montrent
que le taux de convergence de la méthode est proportionnel à la racine carrée du
contraste entre les phases alors que dans le schéma de base de Moulinec et Su-
quet [53] le taux de convergence de la méthode est proportionnel au contraste
des phases. Par ailleurs, le coût d’une itération reste comparable au schéma de
base puisqu’à chaque itération une FFT et une FFT inverse sont requises. Enfin,
la méthode est insensible au choix du milieu de référence ce qui ne nécessite pas
de rechercher le milieu de référence optimal, c’est à dire menant au plus petit
nombre d’itérations pour obtenir la convergence.
La méthode du gradient conjugué a également été utilisée par Brisard et Dor-
mieux pour la résolution du problème de composites élastiques. L’approche repose
sur l’approche variationnelle de Hashin-Shtrikman [32] avec une discrétisation du
champ de polarisation constant par pixel. Le système linéaire ainsi obtenu est
résolu avec la méthode du gradient conjugué. Dans leur approche, les auteurs
indiquent que le milieu de référence choisi à un effet sur la vitesse de convergence
du schéma itératif.
La méthode du gradient conjugué a également été utilisée par Taut [77], Taut
et Monchiet [78] pour traiter des composites conducteurs de la chaleur et des
composites élastiques avec discontinuités d’interfaces. Les résultats obtenus avec
la méthode du gradient conjugué montrent clairement une meilleure convergence
que la méthode du point fixe. Par ailleurs, pour les composites conducteurs de la
chaleur, la vitesse de convergence est indépendante du choix du milieu de référé-
rence. La vitesse de convergence est quasiment indépendante du choix du milieu
de référence pour le composite élastique avec discontinuité d’interface.
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Rappelons l’algorithme du gradient conjugué. Tout d’abord, on définit par R le
résidu du système linéaire :

R = H(x) · U(x)− B(x) (4.35)

On initialise le schéma itératif en posant :

Uk=1 = 0, Rk=1 = −B, Pk=1 = B (4.36)

A chaque itération, on effectue les opérations suivantes :

1. αk =
Rk · Rk

Pk · H · Pk

2. Uk+1 = Uk + αkPk

3. Rk+1 = Rk + αkH · P k

4. βk =
Rk+1 · Rk+1

Rk · Rk

5. Pk+1 = −Rk+1 + βkPk

(4.37)

Pour stopper le schéma itératif, on utilise un critère de convergence basé sur la
norme du résidu du système linéaire :

√
Rk · Rk < ǫ (4.38)

A chaque itération, on doit effectuer le calcul de H · Pk ce qui va nécessiter une
FFT et une FFT inverse. Nous allons expliciter le produit de H par Pk pour
chaque équation intégrale.

4.3.2 Calcul du produit avec H pour la première équation inté-
grale

A chaque étape du schéma itératif, nous devons effectuer le produit entre l’opé-
rateur intégral H et P. On pose, pour P :

P =


 a

b


 (4.39)

où a est un tenseur d’ordre deux déviatorique et b un vecteur.
Le produit de H avec P est effectué dans le domaine de Fourier. On note P̂ la
tranformée de Fourier de P qui s’écrit donc :

P̂ =


 â

b̂


 (4.40)
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H(x) est constitué de deux termes, un premier terme faisant intervenir les proprié-
tés locales, il s’agit du terme (C(x)−C0)−1, un second correspondant à l’opérateur
de Green G0(x). Nous devons trâıter séparément ces deux termes.
Le produit avec (C(x)− C0)−1 s’écrit :

p=K∑

p=1

(Cp − C0)−1


 Îp(ξ) ∗ a(ξ)

Îp(ξ) ∗ b(ξ)


 (4.41)

Les Îp(ξ) sont les fonctions de forme des phases. Dans les applications que nous
proposons, nous appliquons les algorithmes du gradient conjugués à des cellules
contenant des inclusions de forme cylindrique. Pour ce type de géométrie, les
fonctions de forme exactes sont connues et déjà données au chapitre 1.
Le produit avec la fonction de Green peut s’écrire sous la forme plus simple :

Ĝ0(ξ)


 â(ξ)

b̂(ξ)


 = −λ(ξ)


 iÊ(ξ)⊗s ξ

Ê(ξ)


 (4.42)

où le vecteur Ê(ξ) est défini par :

Ê(ξ) = Q(ξ).(iâ(ξ).ξ − b̂(ξ)) (4.43)

De cette manière il n’est pas nécessaire de calculer et de stocker les composantes
des opérateurs de Green.

4.3.3 Calcul du produit avec H pour la seconde équation inté-
grale

Comme pour le premier schéma itératif, nous devons calculer à chaque itération
le produit entre l’opérateur H et P où H est défini par l’équation (4.34) et P
est toujours choisi sous la forme (4.39). L’opérateur H est lui aussi constitué de
deux termes, un premier terme faisant intervenir les propriétés locales, le terme
(S(x)− S0)−1, un second correspondant à l’opérateur de Green D0′(x).
Le produit avec (S(x)− S0)−1 s’écrit :

p=K∑

p=1

(Sp − S0)−1


 Îp(ξ) ∗ a(ξ)

Îp(ξ) ∗ b(ξ)


 (4.44)

Il fait toujours intervenir les fonctions de forme et on utilise à nouveau la FFT
et son inverse pour effectuer le produit de convolution.
Le produit avec l’opérateur de Green D0′ s’écrit ∀ξ 6= 0 :

D̂0′(ξ)


 â(ξ)

b̂(ξ)


 = C0


 â(ξ)

b̂(ξ)


− C0Ĝ0(ξ)C0


 â(ξ)

b̂(ξ)


 (4.45)
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En tenant compte de l’équation (4.42), on a ∀ξ 6= 0 :

D̂0′(ξ)


 â(ξ)

b̂(ξ)


 =


 2µα0(â(ξ) + iλ(ξ)Ê′(ξ)⊗s ξ)

µh0(b̂(ξ) + λ(ξ)Ê′(ξ))


 (4.46)

où l’on a introduit :

Ê′(ξ) = Q(ξ).(2µiα0â(ξ).ξ − µh0b̂(ξ)) (4.47)

Lorsque ξ = 0 :

D̂0′(ξ)


 â(ξ)

b̂(ξ)


 =


 2µα0â(0)

0


 (4.48)

A nouveau, sous cette forme, il n’est pas nécessaire de calculer et de stocker les
composantes de l’opérateur de Green.

4.4 Choix du milieu de référence

Le milieu de référence est le milieu qui a pour propriétés α0 et h0. C’est un milieu
fictif, c’est à dire qu’il est introduit de manière artificielle pour réécrire le sys-
tème d’équation différentielles sous la forme d’une équation intégrale. Il convient
de préciser que la solution du problème est indépendante du choix du milieu de
référence, toutefois, la vitesse de convergence du schéma itératif employé pour
résoudre l’équation différentielle dépend souvent du choix du milieu de référence.
Dans cette section, nous proposons une étude numérique de la vitesse de conver-
gence des schémas itératifs basés sur le gradient conjugué en fonction du choix des
propriétés du milieu de référence. Pour cela, nous faisons varier les coefficients α0

et h0 et nous relevons le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la conver-
gence des schémas de résolution.
Tous les calculs dans cette section sont menés en considérant une cellule élémen-
taire contenant une inclusion centrée à l’origine de rayon a/L = 0.25. Par ailleurs,
on considère le problème adimensionné pour lequel la cellule a pour côté L = 1
et la matrice a une résistivité hydraulique h1 = 1. Sur la figure 4.1, on considère
une inclusion de résistivité h2 = 100 et on pose α1 = α2 = 0.001. On représente
le nombre d’itérations à convergence en fonction de α0 et pour trois valeurs de
h0 égales à −1,−10,−100. Sur les figures du haut, α0 varie avec des valeurs né-
gatives et avec des valeurs positives sur les figures du bas. On peut noter que
les coefficients du milieu de référence ont une influence importante sur la vitesse
de convergence. Il est à noter aussi que les schémas itératifs sont stoppés après
1000 itérations si la convergence n’est pas obtenue, ceci pour éviter des temps de
calcul prohibitifs. Lorsque sur les figures on observe un nombre d’itération égal
à 1000 cela signifie que le schéma est soit non convergent, soit converge à des
valeurs au-delà de 1000 itérations. On observe que certaines courbes présentent
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un minimum local, c’est le cas notamment pour h0 = −1 et h0 = −10. Pour la
valeur h0 = −100 il n’y a pas de minimum local clairement identifié. Les courbes
sont quasiment indépendantes de α0 sur les plages de valeurs correspondant à
α0 < −100 ou α0 > 100 et les valeurs du nombre d’itérations deviennent ex-
cessives lorsque −1 < α0 < 1. On peut également noter que pour les valeurs
de α0 = α1 = α2, les schémas itératifs sont systématiquement non convergents,
ceci s’explique par le fait que les opérateurs (C(x)− C0)−1 et (S(x)−S0)−1 sont
singuliers pour ces valeurs particulières de α0.
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Figure 4.1 – Nombre d’itérations à convergence en fonction de α0 pour diffé-
rentes valeurs de h0 et pour a/L = 0.25, h1 = 1, h2 = 100, α1 = α2 = 0.001.

Sur la figure 4.2, on présente les mêmes résultats mais en posant α1 = α2 = 0.1.
On retrouve des résultats qualitativement équivalents. En particulier, pour la
valeur h0 = −100, on observe que le nombre d’itérations est à nouveau constant
lorsque α0 < −100 ou α0 > 100 pour le premier schéma à gradient conjugué. Pour
le second schéma à gradient conjugué, toutes les courbes sont indépendantes du
nombre d’itérations lorsque α0 < −1 et α0 > 1.
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Figure 4.2 – Nombre d’itérations à convergence en fonction de α0 pour diffé-
rentes valeurs de h0 et pour a/L = 0.25, h1 = 1, h2 = 100, α1 = α2 = 0.1.

On étudie maintenant la convergence des schémas itératifs avec les valeurs de h0

égales à −0.1, −0.01 et −0.001. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure
4.3 pour α1 = α2 = 0.001 et sur la figure 4.4 pour α1 = α2 = 0.1. Pour le premier
schéma basé sur le gradient conjugué et pour les valeurs α1 = α2 = 0.001 (figure
4.3 en haut à gauche), on observe que le nombre d’itérations devient excessif dès
que α0 < −10. Les courbes présentent un minimum local pour des valeurs de α0

comprises entre −0.01 et −0.001 puis, pour des valeurs inférieures à −0.001 pour
α0, le nombre d’itérations à convergence augmente significativement. Lorsque α0

est positif (figure 4.3 en bas à gauche), la convergence du schéma est obtenue
sur une plage de valeurs de α0 restreinte, comprise entre −0.01 et −1. S’agissant
maintenant du second schéma basé sur le gradient conjugué, on observe une bonne
convergence lorsque α0 est négatif (figure 4.3 en haut à droite) avec notamment
des minima locaux pour des valeurs de α0 comprises entre −0.01 et −0.001. On
observe également une bonne convergence lorsque α0 > 0.01 (figure 4.3 en bas à
droite).
Lorsque α1 = α2 = 0.1, on retrouve des résultats similaires. Tout particulière-
ment, pour le second schéma à gradient conjugué, on retrouve une bonne conver-
gence lorsque α0 < −0.01 et lorsque α0 > 1.
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Figure 4.3 – Nombre d’itérations à convergence en fonction de α0 pour diffé-
rentes valeurs de h0 et pour a/L = 0.25, h1 = 1, h2 = 100, α1 = α2 = 0.001.
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Figure 4.4 – Nombre d’itérations à convergence en fonction de α0 pour diffé-
rentes valeurs de h0 et pour a/L = 0.25, h1 = 1, h2 = 100, α1 = α2 = 0.1.
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Pour conclure sur cette étude de convergence avec le choix du milieu de référence,
nous avons choisi α0 = −10 et h0 = −100 pour le premier schéma itératif et
α0 = −0.1 et h0 = −0.001 pour le second schéma itératif. Certes, il ne s’agit
pas des coefficients optimaux, au sens où ils minimisent absolument le nombre
d’itérations pour une situation donnée. Mais la recherche du milieu de référence
optimal est numériquement coûteuse, d’autant qu’elle dépend des valeurs des
coefficients de Brinkman de chacune des phases, mais aussi de la microstructure
étudiée. Le choix adopté permet d’obtenir une convergence satisfaisante pour tous
les problèmes étudiés par la suite.
Par exemple, nous avons étudié la convergence des schémas itératifs : le schéma
de Mezhoud et al. [45] qui utilise la méthode du point fixe (PF) ainsi que les deux
schémas basés sur le gradient conjugué (GC1 et GC2) en faisant varier le rapport
de résistivité des phases h2/h1. Nous avons choisi pour le rayon de l’inclusion
a/L = 0.25 et différentes valeurs de α1 = α2. Pour le schéma de Mezhoud et al.,
rappelé au premier chapitre, nous avons utilisé le milieu de référence optimal
donné par l’équation (1.104). Les résultats sont donnés sur la figure 4.5. On
observe que le schéma basé sur le point fixe n’est pas convergent lorsque l’inclusion
est très résistive. Par ailleurs, des deux schémas basés sur le gradient conjugué,
c’est le second schéma qui possède la meilleure vitesse de convergence lorsque h2

est très grand.
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Figure 4.5 – Nombre d’itérations à convergence en fonction du contraste h2/h1

pour a/L = 0.25, et différentes valeurs de α1 = α2.
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4.5 Milieu poreux avec inclusions imperméables

4.5.1 Procédure

On détermine les propriétés homogénéisées d’un milieu poreux contenant une
inclusion imperméable en augmentant progressivement la valeur de h2. La cellule
étudiée est carrée et contient une seule inclusion circulaire centrée à l’origine.
Sur la figure 4.6, on trace la permabilité homogénéisée calculée avec les deux
schémas itératifs en fonction du rapport h2/h1 pour plusieurs valeurs α1 = α2.
Il convient de noter que la valeur de α2 pour une inclusion imperméable n’a pas
d’influence sur la perméabilité homogénéisée puisque la vitesse dans l’inclusion
est nulle. On effectue les calculs en prenant α2 = α1 car on obtient une meilleure
convergence des schémas itératifs toutefois la perméabilité homogénéisée obtenue
reste la même avec d’autres valeurs de α2. Sur la figure 4.6, on observe que la
perméabilité homogénéisée atteint une limite lorsque l’on augmente le contraste,
lorsque h2/h1 > 104 les valeurs de la perméabilité atteignent un plateau et ne
varient plus avec le contraste. La perméabilité du milieu poreux avec inclusions
imperméables peut donc être calculée en choisissant le contraste h2/h1 = 106.
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Figure 4.6 – Perméabilité homogénéisée en fonction du contraste h2/h1 pour
a/L = 0.25, et différentes valeurs de α1 = α2.
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4.5.2 Estimations analytiques

Les estimations analytiques d’un milieu poreux contenant des inclusions imper-
méables peuvent être obtenues à partir des résultats du chapitre 3 en considérant
la limite lorsque h2 → +∞, Pour l’estimation de Mori-Tanaka, quelques précau-
tions doivent être prises pour calculer la limite. Tout d’abord, lorsque h2 → +∞
dans la formule (3.49) du chapitre 3, la matrice C(τ2a) tend vers une valeur finie.
On rappel que τ2a = γ2a où γ2 =

√
h2/α2. En conséquence, lorsque h2 → +∞

alors τ2a → +∞. Par ailleurs :

C(+∞) =


 0 1

1 −1


 (4.49)

il résulte donc (en se réferrant aux équations de l’annexe A) :

lim
h2→+∞

Λ1 = 0, lim
h2→+∞

h2Λ1 = h1(1 + n)
P22(τ1a) + P12(τ1a)

nP22(τ1a) + P12(τ1a)
(4.50)

On trouve alors pour l’estimation de Mori-Tanaka :

Hhom = h1

[
1 + (1 + n)

c2
c1

P22(τ1a) + P12(τ1a)

nP22(τ1a)− P12(τ1a)

]
(4.51)

Et la perméabilité macroscopique vaut :

Khom =
k1

1 + (1 + n) c2
c1

P22(τ1a)+P12(τ1a)
nP22(τ1a)−P12(τ1a)

(4.52)

Pour le modèle du cylindre composite, on peut astucieusement calculer la per-
méabilité macroscopique sans effectuer le calcul de la limite lorsque h2 → +∞.
Pour cela, on reprend l’équation (3.51) du chapitre 3 et on pose Ua = Va = 0
(vitesse nulle sur le contour de l’inclusion). On élimine Na et Ta pour obtenir la
nouvelle expression de la matrice Π pour une inclusion imperméable :

Π = Q(τ1a, τ1b, f) [M(τ1a, τ1b, f)]
−1 (4.53)

La perméabilité homogénéisée avec les conditions de Dirichlet ou de Neumann
sont alors toujours données par les formules (3.56) et (3.57) respectivement mais
en utilisant l’expression ci-dessus pour Π.

4.5.3 Comparaison des résultats

Les calculs par FFT sont toujours réalisés sur une cellule carrée contenant une
inclusion circulaire. Sur la figure 4.7, on représente les variations de la perméabi-
lité homogénéisée en fonction de a/L, a étant le rayon de l’inclusion et L la taille
de la cellule élementaire pour le calcul par FFT. Les résultats sont comparés avec
les estimations analytiques. Sur chaque figure on compare la solution obtenue par
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FFT avec le second schéma iétratif (GC2), l’estimation de Mori-Tanaka (MT), les
deux estimations obtenues avec le cylindre composite et la condition de Dirichlet
au bord (CCA-V) et la condition de Neumann (CCA-J). On observe que la per-
méabilité homoégnéisée diminue avec la taille de l’inclusion. Lorsque α1 = 0.001,
la perméabilité apparente vaut k1 (la perméabilité de la matrice) lorsque le rayon
de l’inclusion est nul. La perméabilité diminue et tend vers 0 lorsque le rayon
de l’inclusion tend vers L (c’est à dire a/L = 1) auquel cas il y a percolation
des inclusions imperméables, la perméabilité homogénéisée est donc nulle. On
observe une forte influence du paramètre α1 sur la perméabilité homogénéisée.
Lorsque l’on augmente ce paramètre, ce qui correspond à une matrice poreuse
de viscosité équivalente de plus en plus grande, alors la perméabilité diminue.
Par exemple, sur la figure en haut à gauche, on observe que pour une inclusion
de petite taille a/L = 0.05 la perméabilité homogénéisée est déjà très faible en
comparaison de celle obtenue avec le même rayon mais pour α1 = 0.001. En consé-
quence, on peut donc conclure sur cet exemple, que le choix de la perméabilité
équivalente du modèle de Brinkman a une influence très importante lorsque le
milieu poreux contient des inclusions imperméables. A ce titre, on peut noter que
la détermination du coefficient de viscosité équivalente du modèle de Brinkman
a été beaucoup discutée lorsque le milieu poreux est en contact avec une région
fluide mais les questions relatives aux effets de couche limite à l’interface avec un
milieu imperméable n’a pas l’objet d’étude. Au vu des résultats obtenus, il serait
essentiel d’étudier ce type de situation pour guider le choix de la valeur adéquate
du coefficent de viscosité équivalente.
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Figure 4.7 – Perméabilité macroscopique en fonction du rayon de l’inclusion
pour différentes valeurs de α1. Comparaison des solutions numériques par FFT
avec les estimations analytiques.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux nouveaux schémas itératifs basés sur la
FFT pour le calcul des milieux poreux contenant des inclusions perméables. Ces
nouveaux schémas sont formulés avec les champs de polarisation et résolus par
la méthode itérative du gradient conjugué. Les études de convergence ont montré
que le second schéma est particulièrement bien adapté pour résoudre le problème
d’écoulement dans un milieu poreux contenant des inclusions imperméables. Les
résultats obtenus pour la perméabilité homogénéisée ont ensuite été comparés
avec les estimations analytiques établies au chapitre 3. A nouveau, nous avons
montré que les solutions FFT sont comprises entre les deux estimations obtenues
sur la cellule cylindrique composite avec la condition de Dirichlet et de Neumann
au bord. Et c’est le modèle obtenu avec la condition de Neumann qui conduit à
l’estimation la proche des solutions numériques.
L’étude de ces nouveaux schéma devra être poursuviie en étudiant des micro-
structures tridimensionnelles et plus complexes pour valider les capacités de la
nouvelle méthode de résolution proposée.
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Conclusion générale

Dans ce travail de thèse nous avons proposé de nouvelles contributions à la modé-
lisation du comportement homogénéisé de milieux à plusieurs échelles de porosité.
Dans un premier chapitre, on s’est attaché à rappeler un certain nombre de contri-
butions et de résultats de la littérature. Après avoir rappelé le cadre général de
l’homogénéisation des milieux à une échelle de porosité, nous avons présenté les
modélisations permettant d’estimer la perméabilité macroscopique des milieux
multiporeux qui est le thème central de ce travail. En particulier, les différentes
modélisations à l’échelle intermédiaire ont été présentées et c’est celle fondée sur
l’utilisation de l’équation de Brinkman qui a été retenue pour deux raisons essen-
tielles. La première est sa généralité, puisque qu’elle permet de traiter une grande
variété de situations allant des milieux poreux contenant des macropores aux mi-
lieux poreux constitués de plusieurs phases poreuses ou contenant des inclusions
imperméables. La seconde raison et que l’équation de Brinkman est bien adaptée
pour une intégration numérique avec les méthodes FFT.

A chapitre 2, nous avons proposé de mettre en oeuvre la méthode FFT pour
traiter des milieux poreux contenant des macrocavités de forme elliptique et el-
lipsöıdale. Nous avons suivi deux stratégies d’intégration numérique. La première
consiste à utiliser l’équation de Darcy en tout point de la cellule et à appliquer une
perméabilité infinie dans les macrocavités. La seconde, est basée sur l’utilisation
de l’équation de Brinkman à la fois dans le milieu poreux et dans les macropores
et d’appliquer une resistivité nulle dans les macropores. Les calculs ont été menés
d’abord sur des situations simples correspondant à une seule inclusion centrée à
l’origine et nous avons fait varier certains paramètres géométriques tel que les
rayons de la macrocavité et son orientation. Par la suite, nous avons déterminé
la perméabilité pour des populations de macropores de forme, de taille, d’orien-
tations aléatoires.

Dans le troisième chapitre nous avons proposé des estimations analytiques des
propriétés de filtration de milieux poreux contenant des inclusions poreuses avec
des propriétés de filtrations différentes de la matrice. Les estimations sont ob-
tenues pour des inclusions de forme cylindrique et sphérique. Nous avons ainsi
étendus quelques modèles classiques de l’homogénéisation, d’abord le modèle de
Mori-Tanaka, puis les modèles du cylindre/sphère composite en appliquant sur
le bord de la cellule des conditions de Dirichlet ou de Neumann, c’est à dire des
conditions en vitesse ou en gradient de pression homogènes. Les estimations obte-
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nues ont ensuite été comparées avec des simulations numériques par FFT pour des
arrangements périodiques de cylindres et de sphères et des distributions aléatoires
des inclusions. Nous avons montré sur un grand nombre de situations différentes
que ces solutions numériques sont encadrées par les deux estimations issues du
modèle de cylindre/sphère composite. Et c’est le modèle avec un gradient de pres-
sion homogène au contour qui est la plus proche de la solution numérique avec
les conditions périodiques au bord. Le modèle Mori-Tanaka conduit à une estima-
tion parfois éloignées des solutions numériques dans certaines situations. Dans ce
chapitre, nous avons également étendu les résultats pour un milieu multicouches,
permettant par exemple de traiter des matériaux contenant des inclusions po-
reuses entrourées d’une zone de transition plus poreuse ou plus résistive que l’in-
clusion et la matrice poreuse. Nous avons ensuite étudié les interfaces imparfaites
comme cas limite d’une interphase très fine avec des forts contrastes de proprié-
tés. Quelques résultats qualitatifs ont mis en évidence le rôle important des ces
interfaces sur les propriétés homogénéisées. Toutefois, nous n’avons pas effectué
de comparaisons avec des simulations numériques puisque la méthode FFT consi-
dérée dans ce travail ne permet pas de traiter les problèmes avec interphases très
fines. Ceci est lié à la méthode FFT, les phénomènes très localisés en espace, telle
que les problème d’interphase très fine, nécessitent d’utiliser un nombre prohibitif
de vecteurs d’ondes. Et en cas limite, les problèmes avec discontinuités d’inter-
face, ne peuvent pas être trâıtés puisque la méthode repose sur la discrétisation
à l’aide de séries de Fourier qui sont des champs continus. Une approche alterna-
tive consiste à traiter le problème avec des interfaces imparfaites en utilisant par
exemple des fonctions d’enrichissement pour décrire les discontinuités d’interfaces
comme cela a été fait dans la thèse de L. Taut [77].

Enfin, au chapitre quatre, nous avons proposé deux nouveaux schémas de résolu-
tion numérique pour calculer les propriétés de milieux multiporeux en situation
de fort contraste. A l’échelle locale, l’écoulement est toujours décrit par l’équation
de Brinkman dans chacune des phases, mais nous examinons la situation extrème
pour laquelle les inclusions sont très imperméables, le cas limite étant celui d’une
inclusion totalement imperméable plongée dans une matrice poreuse perméable.
Ce type de situation échappe au schéma de résolution déja proposé dans la thèse
de Mezhoud [43] que nous avons présenté au chapitre 1 et utilisé aux chapitres
deux et trois. Ce schéma de résolution n’est pas convergent pour des inclusions
imperméables. C’est donc deux nouveaux schémas basés sur la polarisation et
utilisant l’algorithme du gradient conjugué qui sont proposés. Nous avons étudiés
la convergence de ces schémas et en particulier le choix du milieu de référence
optimal afin d’obtenir la meilleure vitesse de convergence. Nous avons montré,
pour les inclusions très résistives, que c’est le second schéma en polarisation qui
possède la meilleure vitesse de convergence pour les inclusions très resistives et
qu’il reste convergent y compris pour une inclusion imperméable (resistivité in-
finie). Les solutions numériques obtenues avec les schémas en polarisation ont
été ensuite comparées avec les solutions analytiques établies au chapitre 3. Ces
comparaisons ont permis de mettre en évidence la qualité du modèle de cylindre
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composite, en particulier celui obtenu avec le gradient de pression homogène au
contour.

Les perspectives à ce travail sont multiples et nous donnons ici quelques pistes
visant à compléter les résultats ou à étendre à d’autres phénomènes physiques.

Les résultats au chapitre 2 pourraient être employés pour valider les estima-
tions des propriétés de milieux poreux contenant des cavités de forme ellipsöı-
dales. Il existe peu de résultats pour ce type de géométries. Des estimations
semi-analytiques ont été proposées par Rasoulzadeh et Kuchuk [66] pour des ma-
cropores de forme sphéröıdale mais en utilisant le modèle d’interface de Beavers-
Joseph [9]. Plus récemment, Monchiet [48] a proposé des estimations explicites de
la perméabilité pour le même type de géométrie en utilisant toujours le modèle
d’interface de Beavers-Joseph et en considérant des cellules sphéröıdales avec des
conditions en vitesse ou en gradient de pression homogènes au contour. Il existe
également quelques résultats avec le modèle de Brinkman, notamment certains
auteurs [85, 20] ont étudié l’écoulement de Stokes à travers un réseau de sphé-
röıdes poreux en utilisant l’équation de Brinkman dans les inclusions. Le problème
de l’écoulement dans un milieu poreux contenant des inclusions poreuses sphéröı-
dales a été étudié avec l’équation de Brinkman [83].
Parmi les différentes extensions possibles à ce travail, le cas dynamique pourrait
être étudié à la fois analytiquement et numériquement. Le calcul de la perméa-
bilité dynamique est à la base des modélisations des propriétés acoustiques des
milieux poreux. Il existe des travaux récents sur le sujet de l’acoustique des mi-
lieux multiporeux, notamment ceux de Venegas et al. [79] qui ont montré des
interactions acoustiques entre les constituants poreux et des propriétés de dissi-
pation d’énergie sonore supplémentaires dans des situations de forts contrastes
des propriétés locales.
Un autre piste d’investigation concerne les écoulements en milieux multiporeux
à plus forts débits. Les effets inertiels de l’équation de Navier-Stokes ne sont
plus négligeables et peut être introduits à l’échelle intermédiaire en remplaçant
la loi de Darcy par celle de Forchheimer [24] ou une équation Darcy-Brinkman-
Forchheimer pour écrire les conditions à l’interfaces de deux milieux poreux. Les
propriétés de filtration d’un milieu poreux contenant des inclusions perméables
a notamment été étudié par Auriault et al. [3] en considérant la loi de Forchhei-
mer [24] dans chaque phase. Dans ce contexte on peut à la fois estimer la loi de
filtration macroscopique de manière analytique en utilisant des modèles de cy-
lindre/sphère composite dans le cadre de l’homogénéisation non linéaire. On peut
également estimer la loi homogénéisée en étendant les approches numériques par
FFT.
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104



[78] L. Taut and V. Monchiet. Numerical homogenization with fft method
for elastic composites with spring-type interfaces. Composite Structures,
305 :116426, 2023.
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Matrices de transfert

Coque cylindrique/sphérique

Les conditions Ua = U1(a), Va = V1(a), Na = 1
a
N1(a), Ta = 1

a
T1(a) sont les

suivantes :





A1 +B1 + C1P11(τ1a) +D1P12(τ1a) = Ua,

A1 −
B1

n
− C1P21(τ11a)−D1P22(τ1a) = Va,

A1 +B1f + C1P11(τ1b) +D1P12(τ1b) = Ub,

A1 −
B1f

n
− C1P21(τ1b)−D1P22(τ1b) = Vb

(4.54)

Inversement, les définitions Ub = U1(b), Vb = V1(b), Nb = 1
b
N1(b), Tb = 1

b
T1(b)

donnent :




Na = h1

(
A1 −

B1

n

)
− 2α1

a2
(Ua − Va),

Ta = −h1 (A1 +B1 − Ua) +
2α1

a2
(Ua − Va),

Nb = h1

(
A1 −

B1f

n

)
− 2α1

b2
(Ub − Vb),

Tb = −h1 (A1 +B1f − Ub) +
2α1

b2
(Ub − Vb)

(4.55)
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En éliminant les constantes A1, B1, C1, D1 dans les équations ((4.54)) et ((4.55)),
on obtient :




L11 =
1 + nf

1 + n
+

2n(1 + S11 + S12)

τ 21a

L12 = −2n(1 + S11) + (2n+ τ 21a)S12

τ 21a

L21 =
1− f

1 + n
+

2n(1 + S21 + S22)

τ 21a

L22 = −2n(1 + S21) + (2n+ τ 21a)S22

τ 21a



M11 =
n(1− f)

(n+ 1)
+ S12

M12 = −(1 + nf)

(n + 1)
− S11

M21 =
n + f

(n+ 1)
+ S22

M22 = −(1− f)

(n+ 1)
− S21





N11 =
1− f

1 + n
+ 2n

(
1

τ 21a
− f

τ 21b

)
+

4n2(S22 + S21 − S11 − S12)

τ 21aτ
2
1b

N12 = − 2n

τ 21a
+

2n((2n+ τ 21a)(S12 − S22) + 2n(S11 − S21))

τ 21aτ
2
1b

N21 =
2nf

τ 21b
+

2n((2n+ τ 21b)(S11 + S12)− 2n(S21 + S22))

τ 21aτ
2
1b

N22 = −2n(2n + τ 21b)S11 − 4n2S21 + (2n+ τ 2a )(2n+ τ 21b)S12 − 2n(2n+ τ 21a)S22

τ 21aτ
2
1b





Q11 =
n + f

n + 1
+

2nf

τ 21b
+

2n(S22 − S12)

τ 21b

Q12 = −1 − f

n + 1
+

2nf

τ 21b
+

2n(S11 − S21)

τ 21b

Q21 = −2nf

τ 21b
+

(2n+ τ 21b)S12 − 2nS22

τ 21b

Q22 = −2nf

τ 21b
− (2n+ τ 21b)S11 − 2nS21

τ 21b

(4.56)
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Dans lesquelles les coefficients Sij sont définis par :

S11 = nτn+1
1a [P12(τ1b)P21(τ1a)− P11(τ1b)P22(τ1a)]

S12 = nτn+1
1a [P12(τ1b)P11(τ1a)− P11(τ1b)P12(τ1a)]

S21 = nτn+1
1a [P21(τ1b)P22(τ1a)− P22(τ1b)P21(τ1a)]

S22 = nτn+1
1a [P21(τ1b)P12(τ1a)− P22(τ1b)P11(τ1a)]

(4.57)

Il est à noter également que ces expressions ont été obtenues en considérant la
propriété suivante :

nxn+1(P11(x)P22(x)− P12(x)P21(x)) = 1 (4.58)

pour toute valeur de x.

L’inclusion

Les conditions Ua = U1(a), Va = V1(a) donnent :




A2 + C2P11(τ2a) = Ua,

A2 − C2P21(τ2a) = Va

(4.59)

Les conditions Na =
1
a
N1(a), Ta =

1
a
T1(a) s’écrivent :





Na = h2A2 −
2nα2

a2
(Ua − Va),

Ta = −h2(A2 − Ua) +
2nα2

a2
(Ua − Va)

(4.60)

En éliminant les constantes A1 et C1, on obtient les expressions suivantes pour
les composantes de la matrice C (en considérant que α2 = h2a

2/τ 22a) :

C11 =
P21(τ2a)

P11(τ2a) + P21(τ2a)
− 2n

τ 22a

C12 = C21 = −C22 =
P11(τ2a)

P11(τ2a) + P21(τ2a)
+

2n

τ 22a

(4.61)

Milieu infini

Les conditions Ua = U1(a), Va = V1(a) donnent :




V ∞

1 +B1 +D1P12(τ1a) = Ua,

V ∞

1 − B1

n
−D1P22(τ1a) = Va

(4.62)
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Les conditions Na =
1
a
N1(a), Ta =

1
a
T1(a) s’écrivent :





Na = h1

(
V ∞

1 − B1

n

)
− 2nα1

a2
(Ua − Va),

Ta = −h1(V
∞

1 +B1 − Ua) +
2nα1

a2
(Ua − Va)

(4.63)

En éliminant les constantes B1 etD1 dans les équations (4.62) et (4.63), on obtient
l’expression donnée par l’équation (3.48) avec les expressions suivantes pour les
composantes des matrices A et B :

A11 =
P22(τ1a)

P12(τ1a)− nP22(τ1a)
− 2n

τ 21a
, (4.64)

A12 = A21 =
P12(τ1a)

P12(τ1a)− nP22(τ1a)
+

2n

τ 21a
, (4.65)

A22 =
nP12(τ1a)

P12(τ1a)− nP22(τ1a)
− 2n

τ 21a
, (4.66)

B1 =
(1 + n)P22(τ1a)

P12(τ1a)− nP22(τ1a)
, (4.67)

B2 =
(1 + n)P12(τ1a)

P12(τ1a)− nP22(τ1a)
(4.68)
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Résumé

Résumé en français : Ce travail concerne la modélisation des propriétés de transport de mi-
lieux à plusieurs échelles de porosité ou contenant plusieurs phases poreuses. L’objectif est de
déterminer le tenseur de perméabilité dans le cadre des techniques de changement d’échelle en
proposant des approches analytiques et numériques par transformée de Fourier. Dans le premier
chapitre, on s’attarde sur les différentes modélisations issues de la littérature et c’est en particu-
lier celle fondée sur l’équation de Brinkman qui est retenue. Au deuxième chapitre, on propose de
déterminer la perméabilité d’un milieu biporeux contenant des macropores de forme elliptique
et sphéröıdale. On compare numériquement deux approches : l’une, plus riche, basée sur l’équa-
tion de Brinkman, une seconde approche simplifiée utilisant l’équation de Darcy, y compris
dans les macropores. Au chapitre trois, on propose de déterminer la perméabilité macrosco-
pique d’un milieu poreux contenant des inclusions poreuses de forme cylindrique et sphérique.
À nouveau, c’est l’équation de Brinkman qui est utilisée pour décrire l’écoulement rampant
dans les deux phases. Des expressions analytiques sont obtenues en considérant des cellules
cylindriques/sphériques composites, et les résultats sont ensuite comparés avec des solutions
numériques obtenues par FFT. Enfin, dans le dernier chapitre, nous proposons de nouveaux
schémas itératifs basés sur la FFT pour résoudre le problème de la cellule élémentaire avec
plusieurs phases de Brinkman et tout particulièrement dans des situations de forts contrastes
de propriétés locales. Ainsi, deux nouveaux schémas en polarisant et utilisant l’algorithme du
gradient conjugué sont proposés, mis en oeuvre et comparés pour des inclusions très fortement
imperméables.

Abstract : This work concerns the modeling of transport properties of porous media with mul-
tiple porosity scales or containing multiple porous phases. The objective is to determine the
permeability tensor within the homogenization framework considering analytical methods and
numerical approaches based on fast Fourier transforms. In the first chapter, various modeling
from the literature are presented and discussed, with particular emphasis on the Brinkman
equation-based approach. In the second chapter, the permeability of a biporous medium contai-
ning elliptical and spheroidal macropores is determined using two numerical approaches : a more
comprehensive approach based on the Brinkman equation, and a simplified approach using the
Darcy equation, including in the macropores. In chapter three, the macroscopic permeability of
a porous medium containing cylindrical and spherical porous inclusions is determined. Again,
the Brinkman equation is used to describe the creeping flow in both phases. Analytical expres-
sions are obtained by considering composite cylindrical/spherical cells, and the results are then
compared with numerical solutions obtained by FFT. Finally, in the last chapter, we propose
new iterative schemes based on FFT to solve the problem of the Brinkman’s multi-phase ele-
mentary cell, especially in situations of strong local property contrasts. Two new polarization
schemes that use the conjugate gradient algorithm are implemented and compared for highly
impermeable inclusions.
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