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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Problématique et Cadre théorique

Le travail que nous présentons trouve son origine dans nos préoccupations d’harmo-
nisateur de I’épreuve de mathématiques aux différents baccalauréats depuis 2017 et aux
concours d’entrée & 'Ecole Normale Supérieure de Libreville ; d’enseignant d’analyse 1,2
et 3, d’analyse pour I’économie et la gestion, d’algébre 1, d’analyse numérique et d’analyse
de Fourier en DUTEII au collége, au lycée, a 'Ecole normale supérieure et en classes
préparatoires mathématiques physiques sciences pour I'ingénieur et a 1’Université. D’en-
seignant d’analyse en master 1 d’économie
Nous cherchons & identifier les connaissances mobilisées (savoirs faire et savoirs exprimés),
des éléves du secondaire sur les fonctions. En master, une étude avait déja été entreprise
avec des éléves de seconde a ce sujet et les premiéres conclusions étaient les suivantes :

1. tous les éléves mobilisent des connaissances de ’algébre et de ’analyse fonction-
nelle ;

2. les éléves de France mobilisent des connaissances de géométrie analytique;
3. les éléves d’Afrique francophone mobilisent des connaissances de géométrie pure.

Aussi, devant une situation de modélisation avec une fonction, tous mobilisent des connais-
sances hors programme & un niveau de seconde. Ils arrivent a manipuler les nombres et les
lettres pour construire des fonctions a plusieurs variables, ils le font également avec des
fonctions qui ont pour arguments d’autres fonctions, des fonctionnelles, a valeurs dans R,
or ces objets ne leur sont pas encore enseignés (cf. annexe. A.0.1 page 221). Bien qu’'une
telle performance soit remarquable, considérant en allant dans le méme sens que Kant, que
connaitre une fonction va dépendre de la structure a priori de 'entendement de 1’éléve,
c’est-a-dire que le fait de connaitre une fonction va dépendre non de la fonction elle-méme,
mais de la facon dont I’éléve la comprend ou la rencontre, nous avons le sentiment d’un
travail non abouti en master. Nous n’avons pas pu a ce niveau, trouver d’explications
logiques devant certaines difficultés des éléves du secondaire a définir ou a résoudre des
problémes liés aux fonctions. Comment se décrivent les difficultés, les conceptions et des
représentations des enseignants ?

Sachant que dans les deux systémes éducatifs, la notion de fonction ou d’application est
enseignée et étudiée a tous les niveaux du secondaire. Elle est cachée dans les calculs
économiques ou financiers, les algorithmes, les programmes, les études de phénomeénes
variables, et ce, indépendamment des séries et des filiéres. Le constat fait, en notre qualité

12



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE Fonctions au secondaire

d’enseignant, est que les fondamentaux sur cette notion qui devraient étre acquis & un
niveau du secondaire ne sont pas maitrisés par les éléves et les étudiants. Raison pour
laquelle nous nous sommes engagés a faire cette recherche pour tenter de comprendre
ce phénoméne. Pour exemple, au Gabon, lors d'un devoir en « analyse pour la gestion »
donné a des éléves de premiére année, ou nous leur avons demandé de déterminer les
extréma de la fonction f définie par : f(z,y) = 22° + 62y, tous les étudiants n’ont pas
pu calculer la 53—;2(23:3 + 6xy). Ils trouvent 6 en lieu et place de 0. Le probléme étant de
dériver 6z par rapport a y. Ils confondent le fait de dériver 6x par rapport & x qui donne
6 a dériver 6x par rapport a y. En deuxiéme année a I’école normale, le constat est celui
de la non-maitrise de 'intégration par partie par plus de la moitié des étudiants. En effet,

P £1 8 . . +oo 42 .
nous avons demandé a des éléves d’étudier la convergence de fo e~ dt, puis de calculer

f0+oo te~tdt, Tls arrivent tous a démontrer que 'intégrale converge, mais échoue pour le
calcul de la valeur de cette intégrale.

En d’autres mots, au baccalauréat officiel, les résultats des candidats ne sont pas satisfai-
sants en mathématiques. Quelle est la raison principale de la non-réussite en mathéma-
tiques des candidats 7 Nous pensons que le probléme portant sur I’étude de fonction en
est une des causes. Nous allons tenter dans la suite de notre travail de mieux analyser ces
résultats. La situation générale sus-mentionnée nous invite-t-elle indirectement a regarder
la notion de fonctions de plus prés, a revoir nos idées recues a travers 'histoire de ce
concept, son enseignement et sa définition. Afin de mieux comprendre ce qui peut expli-
quer les obstacles auxquels sont confrontés les éléves, une étude des problémes rencontrées
et identifiées par les enseignants est également nécessaire du coté de l'institution sur la
notion de fonction. La question des difficultés des éléves & comprendre cette notion que
nous avons choisie est posée et mes connaissances scientifiques ne me permettent pas de
répondre complétement a cette problématique.

1.2 Questionnement et hypothéses préalables a ’expé-
rimentation

Partant des difficultés des éléves a résoudre des problémes liés aux fonctions dans le
secondaire, mon questionnement de départ est de savoir qu’elles sont les connaissances
mobilisées par les éléves sur les fonctions 7 Pour cela, je me suis permis en premier de com-
prendre des travaux déja faits sur les fonctions, la connaissance, la connaissance mobilisée,
les difficultés des éléves a connaitre une fonction, les conceptions et représentations des
enseignants des fonctions, les caractéres outil, objet, formalisateur, unificateur ou généra-
lisateur de la fonction enseignée au secondaire, les points de vue condensation, réification,
Iintériorisation, 'encapsulation et I’objectivation du concept de fonction, les niveaux de
fonctionnement visés : technique, mobilisable ou disponible par les enseignants, etc. La
notion de connaissance mobilisée est discutée, le travail consiste & en tirer une définition
qui cadre avec notre recherche de la notion de connaissance mobilisée par les éléves sur
les fonctions. Aprés avoir répondu & notre préoccupation premiére qui était de savoir
comment les fonctions nous sont-elles données ? (par les ostensifs associés) Et, une fois en
classe de troisiéme ou de seconde, lors de 'introduction de la notion de fonctions par les
enseignants, quelles sont les savoirs historiques de fonctions qui sont transposés par les
enseignants et mobilisées par les éléves devant des taches mettant en jeu des fonctions?
Nous faisons I'hypothése que les connaissances mobilisables par les éléves du secondaire
sur la notion de fonction, au programme scolaire, ne sont pas bien identifiées ou rensei-
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gnées par I'institution et sont mal utilisées par les éléves. Toutefois, connaitre un objet de
savoir tel que la fonction n’est pas aisé & ce niveau de la scolarité. Aussi, pour savoir ce que
les éléves connaissent sur les fonctions, il faut bien que nous comprenions ce qu’on entend
par connaissance et par connaitre une fonction. Les outils théoriques de Vergnaud et de
Chevallard[43], sur la connaissance, la compréhension, les pratiques et les praxéologies en
matiére de (types de) taches (types de) techniques, technologies et théories nous seront
utiles. La lumiére des points de vue épistémologique et didactique de la connaissance et
de la connaissance mobilisée étudiée dans notre cadre théorique nous aide également pour
émettre d’autres hypothéses.

1.3 Meéthodologie

L’étude des savoirs mobilisés par les éléves du secondaire sur une notion en mathé-
matiques, en particulier en fin de lycée, conduit la didactique a puiser a des sources de
nature variées : disciplinaires, épistémologique, cognitive, linguistique, anthropologique,
etc. Les travaux sur lesquels nous nous appuyons ici, outre les sources précitées concernant
les fonctions sont : ceux de Krysinska et Schneider (2010), Sfard (1991), Bloch (2006),
dont nous exploitons notamment les synthéses qu’elles ont effectuées dans : Emergence
de modéles fonctionnels, Operational origins of mathematical objects and the quandary
of reification — the case of function et dans sa thése, 'enseignement de 'analyse a la
charniére lycée-université. Savoirs, connaissances et conditions relatives a la validation
ainsi que des analyses de divers auteurs : (Artigue (1990), Anna Sfard (1991,1992), Du-
binsky et Harel, Breidenbach[12] et al (1992), Sierpinska (1992), Thompson (1994), Gray
and Tall (1994) Confrey et Smith (1994), Schwarz et Dreyfus (1995), Borba et Confrey
(1996), O’callaghan (1998), Yerushalmy et Shternberg (2001), Bloch (2003), Arzarello et
Robutti (2004), Kieran et Yerushalmy (2004), Nathalie Gaudin (2005), Radford (2005)
Comin (2005), Ilyas Yavuz (2005), Falcade, Laborde et Mariotti (2007), Coppé, Dorier
et Yavuz (2007), Michéle Artigue (2008), , Maschietto (2008), Aldon et al (2008), White
(2009), ALEXANDER Briceno Montoy (2009) Maggy Schneider (2010), Weigand et Bi-
chler (2010), Minh Tran Kiem (2011)). De ces travaux, différents éléments se dégagent
comme jouant un role primordial dans 'apprentissage des fonctions, I'enseignement de
cette notion par des enseignants et son appréhension par des éléves. Pour bien faire les
choses, la bonne entrée commande de clarifier trois concepts :

1. la fonction, objet de la premiére partie histoire des fonctions;

2. la connaissance mobilisable d’une fonction (institution), objet du chapitre 3, les
contenus aux différents programmes ;

3. la connaissance mobilisée par ’éléve, objet du chapitre 3, le corpus.

La méthodologie que nous avons élaborée pour répondre a nos questions de recherche est
propre a cette recherche. Elle s’articule autour de notre idée principale qui est, pour le
rappeler, I'identification des connaissances mobilisées par les éléves du secondaire sur les
fonctions & partir d’'un corpus. Nous repérons et analysons, comme le propose la TCC
(Théorie des Champs Conceptuels), les filiations et les ruptures entre connaissances des
fonctions du point de vue de leur contenu conceptuel. Puis, nous explicitons nos outils
de recueils de données. Notre méthode est critique. En effet, nous avons créé un systéme
fondé sur les résultats des éléves pour répondre & notre hypothése principale. Avant d’exa-
miner la cohérence de la réponse de 1’éléve, il faut bien en amont connaitre ce qu'un éléve
peut connaitre. Nous avons dont visité les programmes et les manuels au programme,
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posé des questions aux enseignants et lu leurs cours. Ainsi, nous avons catégorisé ce qu'un
éléve peut produire en termes de savoirs et ainsi, nous munir d’un outil pouvant nous
permettre d’identifier ce qu'un éléve peut connaitre sur les fonctions. Les résultats et
discussions issues de 'analyse du corpus viennent en quelque sorte faire le point sur ce
que savent les éléves du secondaire sur les fonctions, leurs connaissances mobilisées. Nous
avons analysé les taches des manuels et celle qui sont choisies par les enseignants sur la
notion de fonction. Nous avons observé en particulier les copies des éléves ainsi que diffé-
rentes situations et taches au programme au cas par cas. Le but est d’identifier I'existence
des choses singuliéres, les connaissances propres des éléves. L’histoire de la notion de fonc-
tion susmentionnée nous aide & nous prononcer sur ces connaissances. La transposition
didactique ainsi que les choix épistémologiques opérés et présents dans les programmes
d’Afrique francophone et de France ont également été étudiés. Nous avons avant tout,
analysé les taches et de I'activité des éléves.

La recherche est faite avec les éléves du secondaire de France et surtout d’Afrique franco-
phone (Gabon), & un niveau du secondaire. Nous avons pour plus de précisions, identifié
exclusivement les conceptions sur la notion de fonction chez les éléves de terminale série
C, au baccalauréat. Nous présentons les résultats des entretiens avec les enseignants et les
productions des éléves de seconde et d’autres séries de terminale (voir corpus de thése), et
ce, entre 2017 et 2023. Nous entreprenons dans cette recherche de développer les éléments
d’une méthode de didactique qui nous semble devoir constituer dans ’avenir un référen-
tiel de connaissances des fonctions. Commencons, pour savoir ce que nous connaissons des
fonctions, par son histoire.

1.4 Cadre théorique

Pour les identifier les connaissances des éléves, nous nous appuyons sur les définissons
du concept fonction. Pour cela, il s’agit d’examiner les travaux antérieurs qui permettent
d’éclairer la question de connaissance mobilisée par les éléves sur les fonctions, dans un
contexte d’enseignement ot nous nous situons uniquement au moment de 'introduction
de cette notion par les enseignants. Nous nous appuyons également sur des programmes
et les manuels. Ils pourront nous aider a mieux comprendre la nature des connaissances
sur les fonctions données aux éléves, dans le contexte d’apprentissage. Ceci nous conduit
a explorer différents cadres théoriques. Nous faisons référence a la triple approche de la
théorie de la connaissance et du savoir en épistémologie, en psychologie et en didactique
des mathématiques pour cerner ce qu’est une connaissance mobilisée. Nous avons choisi de
nous appuyer, pour mener cette recherche, sur des activités avec lesquelles les enseignants
introduisent la notion de fonction en classes de troisiéme et de seconde, les copies de de-
voirs corrigées des éléves et des vidéos a l'oral au baccalauréat qui sont associées a une
expérimentation pilotée par trois groupes d’enseignants et élaborée dans un cadre théo-
rique précis : celui de la théorie des champs conceptuels. Il nous semble particuliérement
intéressant de confronter les analyses qui président a ’analyse de taches et conceptions des
éléves & celles offertes par d’autres cadres théoriques & savoir : celui centré sur I’étude des
potentialités de approche anthropologique, celles de la théorie des situations didactiques,
celle de la dialectique outil-objet et des jeux de cadres et enfin celle de la structuration
du milieu. Toutefois, nous avons passé en revue la majorité des travaux récents sur les
notions de fonction, de connaissance et de cadre. Ceci dit, d’autres travaux et non des
moindres ont été utiles pour définir notre concept et pour construire la problématique de
notre travail. Dans son livre Foundations of constructive analysis, paru & New York en

15/279



Fonctions au secondaire CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1967 (p 312-315), Errett Bishop et McGraw-Hill trouvent dans le cadre constructiviste
les fondamentaux pour tenter de construire une fonction. Ils font remarquer qu’en ma-
thématiques constructives, le travail se fait souvent en dehors de tout cadre formel. Leurs
travaux seront donc étudiés et utilisés pour mieux comprendre le lien qui pourrait exis-
ter entre d’'une part la position de Kant qui affirme que connaitre, c’est construire et les
difficultés pour connaitre et construire une fonction coté éléves en classe qu’Anna Sfard
et Maggy Schneider tentent de présenter dans leurs travaux sur les origines opération-
nelles des objets mathématiques, le cas des fonctions et sur la modélisation fonctionnelle.
D’autres travaux toujours pour mieux nous situer par rapport a notre travail nous ont
éclairées et nous en ferons une présentation sommaire.

1.4.1 La théorie des champs conceptuels

1.4.2 L’histoire

Gérard VERGNAUD définit, on le sait, une théorie absolument originale des champs

conceptuels[86] comme une théorie psychologique et didactique. Il porte un intérét tout
particulier a la notion de connaissance. Il essaye de prendre en charge la question du dé-
veloppement et de Papprentissage a long terme des connaissances. A moins de considérer
qu’il est possible d’envisager et d’apprendre ex nihilo n’importe quel concept ou n’importe
quel savoir-faire, la didactique des mathématiques est confrontée au probléme essentiel
des formes primitives de la connaissance, des filiations et des ruptures dans un champ
donné. Nous allons pour notre part essayer de reformuler certaines de ses théses. C’est
une maniére pour nous de nous approprier sa pensée.
Quelles situations sont-elles d’abord comprises et maitrisées par I’éléve de seconde et de
troisiéme 7 Et constituent de ce fait un premier et important ancrage du sens des concepts
fonctions impliquées dans ces situations 7 Comment de nouvelles classes de situations, et
par conséquent de nouvelles procédures, de nouveaux aspects des concepts fonctions et
de nouveaux concepts sont-ils abordés par les éléves de troisiéme et de seconde, et pro-
gressivement maitrisés par eux 7 Quelles filiations peut-on observer entre situations, entre
procédures, entre concepts 7 Et quelles ruptures 7 Au cours de ce chapitre, nous essaierons
de montrer que ce cadre théorique qui est loin d’étre d’un accés facile nous conduit & des
questions tout a fait actuelles sur la mobilisation des connaissances sur les fonctions par
les éléves a la transition cycle 4- lycée.

1.4.3 La variété

Selon Gérard VERGNAUD, l'analyse d’'un champ conceptuel repose nécessairement
sur le contenu de la discipline. C’est la raison pour laquelle, nous nous intéressons aux
contenus, au programme sur les fonctions. Il ajoute qu’une part importante revient aux
faits de conduites observés chez I’éléve : complexité relative des problémes, erreurs, in-
terprétation des énoncés, des symbolismes et des explications. Nous avons a partir des
conduites observées chez les éléves une base théorique suffisante pouvant nous permettre
d’identifier ce que les éléves savent des fonctions et savent faire avec elles. De par leurs er-
reurs, leur interprétation des énoncés, leurs explications, la tache nous reviens plus simple
pour dire avec précision quelles sont les connaissances qui sont mobilisées par les éléves.
Plusieurs concepts jouent un role essentiel dans la théorie : situation, schéme et algo-
rithme, signifiant et signifié, concept-en-acte et théoréme-en acte (invariants opératoires).
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Le concept de situation est pris dans un sens plus simple que le concept de situation
didactique, en amont de celui-ci : Brousseau parlerait de situation adidactique, car elle ne
contient encore ni I'idée de mise en scéne, ni 'idée d’enseignement. Les deux sens ne s’op-
posent nullement, mais s’appuient 'un 'autre. Deux théses sont essentielles & la théorie
des champs conceptuels.

1. Tl faut une théorie de référence, a la fois pour analyser les conduites et les procédures
utilisées par un éléve dans une situation donnée, et pour comprendre les différents
sens d’un concept ;

2. Il faut analyser et classer les situations les unes par rapport aux autres pour iden-
tifier les filiations et les ruptures entre connaissances.

C’est le concept de schéme (organisation invariante des conduites du sujet pour une classe
de situations) qui est au centre de 'analyse de la connaissance du sujet, et de Ianalyse
du signifié. Les algorithmes forment une sous-classe de schémes, qui ont pour caractéris-
tique principale d’étre effectifs (alors que les schémes ne le sont pas toujours) et composés
de régles explicitables , sinon explicites (les schémes demeurent souvent implicites. Le
concept de classe de situations est essentiel pour référer un schéme et ses dérivés (procé-
dure, stratégie, régle d’action...). Une classe de situations est définie en premier lieu par
la structure mathématique de la relation ou des relations qui permettent de ’analyser;
en second lieu par le domaine d’expérience physique, technologique, économique ou social
dans lequel cette structure est instanciée (pour la méme structure de proportionnalité,
coiits et productions, grandeurs spatiales, calorimétrie et électrocinétique soulévent des
problémes de conceptualisation spécifiques trés différents).

C’est aussi un fait que les valeurs numériques des variables de situation jouent un role trés
important, du point de vue de la mobilisation des schémes, non seulement dans 1’émer-
gence de nouveaux savoirs, mais aussi dans le traitement par l'adulte (ou par 1'éléve-
expert) d’un méme probléme. Des sous-classes de problémes doivent donc étre distinguées
en fonction des valeurs numeériques. Enfin d’autres paramétres interviennent, comme la
forme et I'ordre des énoncés et des informations symboliques.

La classification est une tache essentielle de la science, dans tous les domaines. La re-
cherche en didactique ne peut y échapper. Cependant, comme on peut aboutir & une
explosion exponentielle de classes et de sous-classes, il est en méme temps décisif de re-
pérer les distinctions les plus pertinentes pour la recherche et pour 'enseignement. Les
plus pertinentes sont celles qui permettent d’identifier conceptions et schémes primitifs,
filiations et ruptures.

Un schéme

Un schéme est composé de régles (implicites ou explicites), mais ces régle sont elles-
mémes nécessairement déterminées par la représentation (implicite ou explicite) des re-
lations en jeu dans la situation traitée, c’est-a-dire par une analyse d’ordre catégoriel :
objets, propriétés, relations. C’est cela qui rend nécessaire, dans la théorie psychologique,
et de ce fait dans la théorie didactique, le concept d’invariant opératoire.

Les invariants opératoires

Les invariants opératoires peuvent relever de plusieurs types logiques :

1. des fonctions propositionnelles & un ou plusieurs arguments : propriétés relations
binaires, relations ternaires...
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2. des propositions composées de une ou plusieurs fonctions propositionnelles et sus-
ceptibles de vérité ou de fausseté. Les fonctions propositionnelles n’en sont pas
susceptibles : "le ciel est bleu" est une proposition, "bleu" est une fonction propo-
sitionnelle,

Quand fonctions propositionnelles et propositions sont explicites, on peut parler de concepts
et de théoréemes. Quand elles sont seulement implicites et doivent étre inférées a partir des
conduites du sujet, on peut parler d’invariants opératoires, ou encore de concepts-en-acte
et de théorémes en-acte.

Or d’une part les éléves sont capables d’expliciter certaines de ces connaissances,
d’autre part l'enseignement fait usage de représentations explicites : qu’il s’agisse des
énoncés en langage naturel du maitre et des manuels, ou des différentes formes de re-
présentations symboliques utilisées en mathématiques. Ces signifiants sont donc partie
intégrante du champ d’analyse. Ils ne peuvent étre confondus avec la connaissance, mais
en méme temps, ils jouent un role trés important dans la connaissance :

1. ils sont la matiére principale de la communication didactique, qui est faite princi-
palement de mots et de symboles;

2. ils permettent de distinguer, de marquer et de controler des ¢léments pertinents de
la situation et de contribuer ainsi a l'efficacité du raisonnement et de ’action en
situation : accompagnement par le langage oral ou par des signes graphiques de la
conduite de résolution de probléme. Le concept de script-algorithme en algébre est
un exemple-limite de schéme accompagné par le symbolisme. ;

3. ils sont la condition nécessaire (mais non-suffisante) de transformation des concepts-
outils en concepts-objets (Douady) : transformation des instruments de pensée mis
en dans le traitement des situations en objets du discours scientifique.

La théorie des champs conceptuels modélise les conditions sous lesquelles les étres
éléves produisent, communiquent et apprennent les connaissances que nous reconnaissons
comme mathématiques. Ces conditions sont modélisées par des systémes appelés situa-
tions, qui conduisent des éléves en interaction avec elles & manifester cette connaissance.
Elles sont donc spécifiques de la connaissance en jeu. Les situations se distinguent par
leur structure, leurs régles, leur fonctionnement, les formes de connaissances produites,
etc. Nous les regroupons aujourd’hui en deux grands types :

les situations mathématiques au cours desquelles aucune intervention didactique n’est
envisagée ;

et les « situations didactiques », qui comprennent une situation mathématique, en-
chassée dans un systéme de conditions qui ne conduisent le sujet a ’adoption directe des
comportements déterminés que par l'intervention du professeur, que I’éléve en apercoive
ou non la nécessité mathématique.

Les situations mathématiques ont pour objet de représenter les conditions minimales
nécessaires pour expliquer ou justifier la mise en ceuvre d’un énoncé mathématique par
un éléve ou un groupe d’éléves, sans intervention didactique extérieure. Les formes de
situations mathématiques les plus simples utilisées dans I’enseignement depuis des siécles
sont les exercices et les problémes
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1.4.4 La théorie des situations didactiques
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Fi1a. 1.1 — Théorie des situations

La théorie des situations illustre les diverses maniéres dont les mathématiques inter-
viennent en didactique ‘il s’agit d’une approche théorique des processus d’apprentissage
qui consiste a les analyser en décomposant en différentes phases 1'utilisation du savoir.
Selon les phases, ce savoir n’a pas la méme fonction et I’éléve n’a pas le méme rapport
avec lui. On en distingue quatre :

1. la dialectique de I'action : Elle consiste a placer ’éléve devant un probléme présen-
tant plusieurs caractéristiques : la solution est la connaissance visée. L.’éléve peut
agir sur cette connaissance. Il doit posséder un ou des modéles, lui permettant
de s’engager dans la recherche. La situation doit renvoyer a I’éléve de 'informa-
tion sur son action lui permettant d’affiner sa stratégie. Il peut ainsi améliorer son
modéle initial et en fabriquer un nouveau. C’est un apprentissage par adaptation
alternant entre essais et erreurs. Cette dialectique favorise la création de modéles
non-formulables et non structurés;

2. la dialectique de formulation : Afin d’obtenir de 1’éléve une explicitation de son
nouveau modeéle construit dans le cadre de la dialectique d’action et que cette
formulation ait du sens pour lui, il est nécessaire que cette nouvelle connaissance
soit utilisée sous forme de langage oral ou écrit. L’éléve peut échanger avec d’autres
des informations sous forme de messages écrits ou oraux rédigés dans un langage
qui sera lui-méme objet d’étude. Parmi ces situations, on peut citer celles ou les
éléves communiquent entre eux lorsqu’ils travaillent par groupe;

3. la dialectique de validation : L’explicitation d’un nouveau modéle ne suffit pas a
valider. Il est important de faire en sorte que I’éléve soit amené & argumenter et
a prouver en quoi ce modeéle est pertinent. Il revient & ’enseignant de mettre en
place une situation dont I'enjeu est de convaincre quelqu’un d’autre afin que le
débat s’instaure;

4. la dialectique d’institutionnalisation : Aprés avoir construit et validé une nouvelle
connaissance, il faut lui donner un statut de savoir. La connaissance acquiert une

1. comme objet d’étude (les « mathématiques didactiques », mathématiques aménagées pour l’en-
seignement), comme source d’ingénierie (pour produire de nouvelles organisations, problémes et des
situations mathématiques), comme moyen de modélisation (didactique mathématique), comme moyen
d’analyse (statistique, épistémologie, sémiologie, etc.) La didactique des mathématiques fait partie des
sciences mathématiques, comme la logique ou ’économie mathématique, et au moins au méme titre que
I’histoire et que I’épistémologie des mathématiques.
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place dans le référentiel mathématique de la classe. Ainsi, les éléves pourront I'utili-
ser et la réinvestir dans des exercices d’entrainement et d’application. L’articulation
entre ses différentes phases n’est pas systématique. La réalité s’avére parfois plus
complexe, faisant intervenir des allers et retours entre elles.

Synthése et intérét pour notre recherche

La théorie des situations didactiques permettant une observation plus affinée des pro-
cessus d’apprentissage et une analyse des pratiques de classe, pour notre recherche, elle
va étre un fil conducteur, car il s’agira de mettre les éléves devant des taches présentant
plusieurs caractéristiques. D’obtenir d’eux des explications et la validation de leurs nou-
veaux modéles et ainsi construire une nouvelle connaissance. Savoir si cette derniére n’est
pas dans les capacités attendues du programme.

De méme, selon (“ Apprentissages et didactique. Ou en est-on? ” Hachette 1994). Un
champ conceptuel étant un ensemble de situations dont le traitement implique des schémes,
concepts et théorémes, en étroite connexion, ainsi que les représentations langagiéres et
symboliques susceptibles d’étre utilisées pour les représenter. En seconde, les fonctions
sont non seulement présentes dans tous les chapitres, elles constituent par la méme occa-
sion un champ conceptuel vaste de par ses ostensifs et de par sa capacité d’étre de temps
en temps outil ou objet selon 'angle sous lequel on les étudie.

Le champ de la didactique des mathématiques est au sens de Guy Brousseau celui de
« I’étude des phénoménes d’enseignement qui sont spécifiques a la connaissance enseignée
sans étre réductible au domaine du savoir auquel elle appartient ». Et Philippe Meirieu
note : qu’a travers les nombreux débats qui opposent la pédagogie centrée sur 'enfant et
la didactique centrée sur les savoirs, se réfractent un trés vieux probléme philosophique en
méme temps que des oppositions stériles, parce que 'apprentissage, c’est précisément la
recherche, la prospection permanente dans ces deux domaines et 1’effort pour les mettre en
contact. Il faudrait enfin qu’on arrive a sortir de cette méthode qui consiste a penser tou-
jours sur le mode de la variation en sens inverse. Point de vue complété par Guy Avanzini
qui écrivait : la recherche en didactique a toute sa portée et son ampleur, mais elle ne ’at-
teint que prise en compte dans un ensemble plus vaste, et & condition d’accepter le facteur
d’irrationalité, de fortuité, que 'approche expérimentaliste prétend en vain réduire, mais
que la considération des situations réelles oblige a introduire dans la compréhension de la
réussite ou de ’échec scolaire. Cela s’accorde avec notre conception de la didactique des
mathématiques dans sa complexité en prenant en compte la dimension psychologique : le
sujet apprenant agit selon une logique d’appropriation des connaissances, soumise aux ca-
ractéristiques affectives et cognitives individuelles. De méme, le sujet enseignant conduit
son activité d’enseignement selon une logique empreinte de sa propre logique d’appren-
tissage, elle-méme soumise & ses caractéristiques affectives et cognitives. Ce qui doit étre
la régle en didactique des mathématiques aujourd’hui pour optimiser notre processus de
transmission et d’acquisition des connaissances est la prise en compte des intuitions.
L’idée est déja dans « Le cognitif en didactique des mathématiques » de GISELE LE-
MOYNE et FRANCOIS CONNE ou il est bien repris le passage de KANT suivant : « Si
comme il convient nous ne considérons les objets de sens que comme de simples phéno-
meénes, cependant nous reconnaissons aussi par la qu’ils ont comme fondement une chose
en soi, bien que nous ignorions comment elle est constituée en elle-méme et que nous n’en
connaissions que le phénoméne, c’est-a-dire la facon dont nos sens sont affectés par cette
chose inconnue » aussi on voit intervenir la notion de sous-systéme ( éléve, enseignant
et savoir) surtout et c’est d’ailleurs ce qui est intéressante : la place du cognitif en di-
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dactique des mathématiques. Ruhal Floris de I'Université de Genéve nous dit « qu’une
connaissance scientifique suppose d’abord un dédoublement de la réalité en un vécu, qui
est ’expérience concreéte, actuelle ou virtuelle du connaissant et en une « image » plus ou
moins abstraite du connu.

1.4.5 Les hypothéses de Mariza KRYSINSKA et Maggy SCHNEI-
DER

Une fois le probléme de la construction d’une fonction identifié et en nous appuyant
sur leurs résultats, nous pouvons affirmer avec Maggy Schneider et Mariza Krysinska que
les éléves sont en difficulté lors de la résolution des taches de modélisation fonctionnelle
du fait que tout ce travail reste a I'initiative de ’éléve et le degré d’autonomie qu’on lui
donne apparait trés important (identifier les différentes étapes a effectuer, déterminer les
techniques a utiliser pour résoudre, anticiper sur la pertinence du choix de ’écriture, se
convaincre que son choix pourra le mener sans risque, deux sous-taches plus loin, & la
solution de la deuxiéme question. Cela montre déja d’'une part que ce qui est demandé
en premier a I’éléve ou au candidat de mobiliser n’est pas tout simplement d’utiliser ou
de savoir manipuler les ostensifs fonctions. C’est plutot tout le processus c’est-a-dire du
choix du modéle en entrée pouvant I’amener deux sous-taches plus loin au résultat final
en fonction des étapes proposées par la tache. Elles font remarquer qu’il existe un déca-
lage non-négligeable entre les exigences du sujet et les attentes chez les éléves. En plus
le décalage important entre les pratiques enseignantes et I'évaluation dans le nombre et
la gestion de symboles algébriques. Voltaire et Rogalski (2003) nuancent I'importance du
découpage du probléme en sous-taches, critiquent et ne partagent pas du tout I'analyse
des difficultés dues a la présence des paramétres, sauf si les enseignants n’ont pas joué leur
role en classe. Artigue (2005, exposé & Namur p. 19) citée par Maggy Schneider, invoque
une autre rupture : il s’agit d’analyser un long texte. Entretemps, les annales de cette
année ne contenaient pas ce genre d’exercices. Elle critique la fagon dont le texte a été
inutilement compliqué dés le début par 'introduction de plusieurs paramétres. D’autre
part ce texte ne respecte pas la tradition qui veut que le début de chaque partie du pro-
bléme soit relativement facile et que la complexité aille croissant. Elles font remarquer que
I'introduction de perturbations apparemment anodines dans des taches qui semblent rai-
sonnablement familiéres aux éléves fait perdre & leurs connaissances toute efficacité. Dans
le cas du probléme des bactéries proposé au baccalauréat, les données n’étaient pas numé-
riques mais littérales. Il faut avouer que ce n’est pas facile pour les candidats de résoudre
ce type de tache sans au préalable avoir manipulé ou visionné le phénomeéne. La transpo-
sition didactique que suppose cette formulation des sujets fait perdre de vue les aspects
proprement expérimentaux. Le probléme de jeux? de role aussi entre mathématiciens et
physiciens est soulever par Ferrier (2006 p. 23). Ce dernier pour des problémes posés en
physique regrette lors des débats avec d’autres physiciens ’absence d’un mathématicien
dans la salle dont le regard plus théorique peut permettre un traitement mathématique
plus simple pouvant étre simulé a posteriori. Tout comme le lien entre le discret (aspect
macroscopique) et le continu (aspect microscopique), la physique utilise I’équation dif-
férentielle dans des situations ou il n’y a pas de dérivée. Il parait aussi évident que le
manque de clarté de certaines taches issues des expériences empéchent les mathémati-
ciens a intégrer d’avantage la modélisation en classe. Un second fait divers est la question
suivante posée a des enseignants de T'S et refusée par ces derniers :

2. changements de cadre et de registre
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« La plupart des produits pharmaceutiques, comme la pénicilline par exemple,
s’éliminent du sang a une vitesse proportionnelle a la quantité de produit y ré-
manente dans le sang (c’est-a-dire la quantité de produit y présent dans le
sang & Uinstant t). Le coefficient de proportionnalité est une constante stricte-
ment positive, caractéristique du produit administré. Le produit est donné au
patient en une seule dose yo en milligrammes. On note y = f(t) la quantité de
produit rémanente dans le sang en fonction du temps t, exprimé en secondes.
Déterminez la fonction. f » (p. 24).

. La forme de I’énoncé sus-mentionné ainsi que les mots utilisés peuvent poser des pro-
blémes pour la construction d’une fonction. Les deux chercheuses expliquent par la suite
que « ce qui n’est pas considéré comme travail d’un mathématicien, c¢’est précisément celui
qui permet de traduire les observations dans les termes « le produit s’élimine du sang a
une vitesse proportionnelle a la quantité de produits dans le sang ». L’hypothése est celle
d’un manque didactique qui se traduit par l'inexistence d’un discours justifiant la tech-
nique de modélisation. Nous ajoutons a cela qu’au-dela du discours, il manque un cadre
fonctionnel (un domaine construit pour connaitre les fonctions). Ce dernier (le discours)
appartient 4 un domaine non-mathématique et différe fortement d’un discours relevant
d’un systéme hypothético-déductif, cadre habituel du travail d’un mathématicien selon les
deux auteures. Et c’est I’absence d’un tel discours « technologique ; biologique qui handi-
caperait, la viabilité d’une organisation praxéologique utile pour le travail de modélisation
parce que le travail de traduction mathématique est mal assuré. »

La fonction qui est 'objet d’étude, lorqu’on en parle sommes-nous dans le cadre algébrique,
celui des nombres, de la géométrie ou de 'analyse 7 Cauchy dans soncours d’analyse de
[’école polytechnique, en parlant de fonction algébrique nous laisse encore la possibilité de
penser a un cadre fonctionnel.

Nous partirons de la facon dont la modélisation fonctionnelle est décrite par Hittlet (1992)
et par les deux chercheuses. Pour Hittlet, le choix d’un modéle adéquat suppose des savoirs
théoriques : en premier, il faut penser au modéle. Ensuite il faut ’associer a une certaine
forme graphique, un tableau numérique, une progression arithmétique ou géométrique,
etc. Enfin, il faut maitriser des notions au programme.

Nous privilégions ainsi comme Maggy Schneider, 1’étude d’aspects théoriques liés a la
modélisation pour construire le cadre fonctionnel, et nous laissons de coté tout ce qui est
expérimental ou lié¢ & 'approximation. Car comme 'affirment les deux chercheuses, c’est
Iexistence du modéle théorique qui commande ou suggére les expérimentations et en ce
sens les modéles fonctionnels standard sont des « idéaux-type » au sens du sociologue
Weber (cité par Bourdieu et al. 1983) qui structurent le regard que 'on porte sur les
phénomeénes a modéliser tout en nécessitant un complément de sens lorsqu’on les exploite
dans un contexte déterminé.

Peut-on trouver une situation fondamentale nous permettant de clarifier toutes les connais-
sances du cadre fonctionnel 7 En effet, le concept de situation fondamentale de Brousseau
(1996) permet de penser le probléme indépendamment du contexte : tout comme s’il n’y
a pas besoin par exemple de comprendre la radioactivité pour associer une formule au ta-
bleau numeérique, la modélisation fonctionnelle doit étre acceptée pour les deux auteures.
Le fait de ne pas étre obligé de connaitre la radioactivité pour associer une formule au
tableau suppose qu’on doit mobiliser une autre connaissance (un savoir), le processus par
exemple. Il faut connaitre toutes les étapes du début (formule) au résultat (le tableau),
pour le cas cité précédemment. Ceci n’est pas une tache didactique facile selon Maggy
Schneider.
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Modes de fonctionnement

Pour Sfard (1992) citée par Maggy SCHNEIDER , « le lien entre formule et graphique
fonctionne seulement en association globale, (p. 111)» c’est-a-dire que la donnée d’un gra-
phique est en quelque sorte équivalente a celle d’une formule pour les éléves. Sierpinska et
Chauvat (1997 p. 111) évoquent la notion de courbe comme un obstacle épistémologique
a celle de fonction. Car pour eux, certains éléves identifient les fonctions aux diagrammes
géométriques qui servent a les représenter dans le sens o ils percoivent celles-ci avant
tout comme des objets géométriques ®. D’autres éléves ont une conception plus analytique
des choses : une fonction? est une équation qui représente la courbe plutét que de voir
la courbe comme modéle géométrique de 1’équation au sens du lieu de points dont les
coordonnées sont liées par cette équation. Pour ’ensemble de ces éléves, le graphique re-
présente la fonction d’une maniére indirecte et symbolique en une représentation statique
qui en cache tout le dynamisme (la conception de la fonction comme courbe dans I’ap-
préhension d’une fonction linéaire dont la signification se perd dans I'algorithmisation de
son équation et le tracé de son graphique, banalisé par I'usage de la régle.) Ces résultats
nous apportent encore un peu plus sur les représentations des éléves.

Nature de I’obstacle, courbe-fonction

commencons par rappelé la citation de Chauvat p.112

Dés lors le procédé (application linéaire) disparait dans la procédure de
représentation (le tracé a la régle). Un point de la droite n’est pas vu comme
représentant, pour un certain x, de la correspondance x fleche ax, mais comme
un élément d’un objet géométrique familier, aligné (au sens de la perception
sensible) avec deux points particuliers de la feuille. C’est le paradoze de la
représentation graphique de Uapplication linéaire : Il est hors de question de
tracer la droite point par point, mais ['instrument-régle tue la relation entre
les coordonnées. (Chauvat p.112)

Je pense que ce passage est assez clair pour justifier la nécessité de construire un cadre
ol tous les ostensifs qui peuvent d’une maniére ou d’une autre servir pour la représen-
tation d’une fonction sont enseignés. C’est la raison pour laquelle, nous nous intéressons
aux obstacles étudiés par Maggy Schneider. D’aucuns peuvent penser que les éléves ne
comprennent rien, ¢’est-a-dire que la notion de fonction leur est inaccessible ou qu’ils n’ar-
rivent pas a résoudre les problémes liés aux fonctions. Entretemps le probléme peut ne
pas étre la fonction elle-méme & étudier. Mais plutdt 'ostensif par lequel elle est donnée.
L’obstacle qui consiste & associer fonction et courbe est-il bien un obstacle de nature épis-
témologique comme le prétendent les deux chercheurs précités (Sierpinska et Chauvat).
Elles se demandent aussi en regardant dans I’histoire des fonctions pourquoi les mathéma-
ticiens ont eu du mal & séparer ’étude de fonctions du cadre géométrique. Nous pensons
a ce niveau aujourd’hui que les cadres connus (nombres, algébre, analyse, géométrie, etc.)
sont bien établis et qu’il est nécessaire de créer un cadre fonctionnel d’autant plus que
les fonctions sont utilisées dans la plupart de ces cadres mathématiques : par exemple en
géomeétrie, les fonctions sont évoquées sous forme de transformations géométriques parmi
lesquelles on peut citer :

3. Fonction égale courbe représentative
4. Fonction égale équation algébrique représentée par la courbe
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1. les transformations ® ponctuelles et déplacements comme la translation, la symétrie
par rapport & un point, le retournement, la rotation ou la symétrie axiale.

2. ’homothétie : une transformation dans laquelle, étant donnée un point O (centre

ou pole d’homothétie) et un rapport k (rapport d’homothétieﬁ)homologue d’un
point M est un point M; de la droite (OM) tel que OM; = EOM

3. les similitudes : une transformation produit d’une homothétie positive et d’un
déplacement (pas au programme du cycle 4 et en seconde)

4. T'affinité et 'inversion en géométrie plane : une transformation ponctuelle dans
laquelle, étant donné dans le plan une droite 2’z (axe d’affinité), une direction (9),
un point M a pour transformer le point M; défini par la construction suivante :
On méne par M la paralléle & (0) qui rencontre 2’z en pu, sur la doite (uM), on
porte m: kpM pour affinité qui comme l'inversion n’est pas au programme du
cycle 4.

L’intérét de cette énumération ici est de comprendre que les fonctions ne sont pas que
numériques comme dans les programmes du secondaire. bien que ce soit la tendance avec
les fonctions trigonométriques, algébriques, etc. ou les antécédents et les images sont des
nombres. Il faut bien comprendre lorsqu’on analyse en profondeur nos manuels du se-
condaire qu’il y a bien d’autres fonctions encore. Mais a part celles énumérées plus haut
on peut ajouter des fonctionnelles qui sont demandées a étre construites dans certaines
taches au programme en France et en Afrique francophone. Un exemple est donné dans
le chapitre analyse de tdaches.

Revenant sur nos obstacles, cette difficulté d’identifier une fonction avec sa courbe

représentative est induite par I’enseignement lui-méme puisqu’il n’existe pas de chapitre
dans les programmes portant sur les ostensifs comme objets d’étude. On est en face d'un
obstacle de nature didactique selon Maggy Schneider car en effet, « la fonction (ou plutot
sa courbe représentative) y est trop souvent considérée comme un objet d’étude en soi,
non comme mode de représentation d’une loi de variation p. 112 ». Est-ce plutét « un
obstacle métissé aux origines épistémologiques et didactiques Chauvat (1997) ». La notion
de fonction s’initialise dans les programmes actuels par la notion d’application linéaire et
par les graphiques.
Les chercheurs dénoncent encore le poids exagéré, dans les pratiques scolaires, de ’exercice
dit de « wariation de fonction p. 113 qui va demander aux éléves de mobiliser d’autres
connaissances, d’autres ostensifs que sont les tableaux de valeurs, tableaux de variations,
dérivées, etc. C’est 14, selon Lacasta et Chauvat p.113 du livre émergence de modeéles
fonctionnels, 'origine du malentendu entre éléve et professeur qu’ils décrivent en ces
termes :

les professeurs utilisent les graphiques cartésiens avec 'illusion que ce qu’ils
considerent comme évident graphiquement, mais qui n’est évident que parce
qu’ils ont construit ou déchiffré le dessin avec un certain nombre de connais-
sances qui leur sont propres, sera tout aussi évident, et aura une valeur €vi-
dente explicative, aux yeux de [’éléve qui, lui, ne posséde pas encore ces connais-
sances. C’est en particulier le cas dans le recours idéogrammatique, ou symbo-
lique, au graphique ow les courbes ont des formes standard (sinusoides « mon-
tagneuses », parabole avec son extremum...) mettant en évidence le comporte-
ment global et les singularités de relations représentées.

5. fonctions géométriques
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Cette partie de leur recherche nous ouvre déja la porte de ce que nous appellerons des
possibilités et ou propositions c’est-a-dire des choses qui peuvent permettre a 1’éléve de
percer le mystére (anticiper, prédire, etc.) Pour terminer, nous avons d’autres modes
de représentation d’une fonction tels que les diagrammes en batonnets utilisés par les
chercheurs et qui jouent un role dans 'interprétations de certaines transformations du
plan et de leurs effet graphiques par exemple a la fonction y = f(x) on fait correspondre
la fonction y = 2f(x), peut étre décrite en parlant d’élongation de segment.

1.4.6 Les divers fonctionnements graphiques : tels qu’on peut les
enseigner

Dans le cadre fonctionnel que nous construisons dans ce travail, les graphiques seront
présentés a la manieére de Maggy Schneider. Pour elle, « on a deux différents fonctionne-
ments des graphiques : abaques lorsqu’ils précisent des valeurs particuliéres de la fonction
ou idéogrammes lorsqu’ils rendent compte globalement de leur allure graphique. » Et Chau-
vat(1992, p. 115.) distingue : abaque, message topologique ou idéogramme. Ce travail a
faire par les enseignants est consigné dans le chapitre curriculum du cadre fonctionnel.

1.4.7 Intérét pour notre recherche

Que de difficultés pour construire une fonction ! L ’émergence de modéles fonctionnels vient
de nous baliser le chemin et nous montre simplement qu’il y a beaucoup d’obstacles
pour la mobilisation des connaissances liées aux fonctions. C’est dire qu’il y a encore a
dire et a faire sur les fonctions. Au Gabon par exemple cette année on a 3% de réus-
site au baccalauréat sur l'exercice 3 c’est-a-dire a 'étude de fonction sur 1200 candi-
dats de mon centre. Il faut une nouvelle organisation didactique et épistémologique pour
I'enseignement-apprentissage des ostensifs liés aux fonctions. C’est un manque® pour le
travail de modélisation a enseigner aux enseignants d’abord puis aux éléves. Notre but
n’est pas de produire un modéle type de construction de fonctions mais d’en proposer un
qui délimite (ordonne) les connaissances nécessaires lorsque la question de construction
d’une fonction se pose ou se propose a nous ou a un éléve. Les taches qui seront au centre
de notre travail de recherche nous permettront de connaitre ce nouveau cadre et de le
construire (fabriquer, batir) et ont pour finalité de résoudre des problémes liés & 'intro-
duction de la notion de fonction au programmes du cycle 4 et en seconde en France et en
Afrique francophone. Nous allons & chaque fois partir de leurs caractéristiques. Ils s’agit
en premiére analyse des taches de changement de cadre et de registre mais dont la résolu-
tion par une fonction obéit aux mémes régles de construction de fonction dans un cadre &
déterminer. Concrétement, lorsqu’on change de cadre, qu’est-ce qui ne change pas? Voila
la question fondamentale. La répondre a cette question est un ordre de la connaissance.
Ensuite, une fois que cette connaissance est mobilisée, pour passer d'un modéle & un autre
les éléves pourront faire le choix du modéle adéquat qui suppose des savoirs théoriques :
penser au modéle, I'associer & une certaine forme graphique, tableau numérique, progres-
sion arithmétique ou géométrique, la maitrise des notions au programme. La modélisation
pour nous est le meilleur moyen de faire ressortir les connaissances des éléves, ces connais-
sances pouvant étre aussi bien enseignées qu’intuitives. Les travaux de Maggy Schneider
nous ont permis ainsi d’identifier la majorité les constituants de la premiére connaissance

6. lenseignement-apprentissage des ostensifs liés aux fonctions
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de notre nouveau cadre (domaine) et que nous appellerons systématiquement tout au long
de notre travail cadre fonctionnel. Il s’agit comme premiére connaissance de ce cadre Le
processus en ce sens qu’elle (le processus|80]) permet 'enchainement ordonné de faits ou
de phénomeénes. Il s’agit d’une suite continue d’opérations, d’actions constituant la ma-
niére de faire, de fabriquer quelque chose répondant a un certain schéma et aboutissant a
quelque chose d’autre. Pour les fonctions numériques (un nombre, antécédent admet pour
image un autre nombre). Le passage du premier au second nombre impose la mobilisation
du processus. C’est le cas dans la résolution du calcul de la valeur intermédiaire, du calcul
de 'antécédent, de 'image, de I'extrémum ou de la détermination du signe d’une fonction.
Nous demandons aux lecteurs de bien distinguer le processus des process ou procédure
c’est-a-dire de la forme, des instructions(l’ensemble des régles qui doivent étre respectées,
la marche & suivre, I’ensemble de formalités, de démarches & accomplir pour obtenir tel
ou tel résultat qui est synonyme de sous-programme).

1.4.8 Outils sémiotiques pour analyser les phénoménes didac-
tiques

Nous nous appuierons sur les « Outils sémiotiques pour analyser les phénoménes di-
dactiques dans la classe de mathématiques » de Ferdinand Arzarélo[24] ou il s’intéresse
aux :

1. mots (oralement ou par écrit) ;

2. modes d’expression extralinguistiques (gestes, regards, ...) ;

3. différents types d’inscriptions (formules, dessins, esquisses, graphiques, ...);
4. instruments (du crayon aux appareils numériques les plus sophistiqués)

pendant le cours de mathématiques. En effet, ce regard sera le notre pour comprendre par
quels mots, expressions, formule, instrument etc... Les professeurs introduisent la notion
de fonction en France et en Afrique francophone. leurs regards sur la covariation dans les
mathématiques pour tenter de définir une fonction nous semble aussi d’un grand intérét.
[’auteur dit a ce sujet ce qui suit :

Nous soulignons que le raisonnement covariant continu, ou le raisonnement
sur les valeurs de deux quantités ou plus variant simultanément, a joué un role
crucial dans I'invention par les mathématiciens des concepts qui ont conduit
a la définition moderne de la fonction, de l'utilisation d’équations pour re-
présenter une variation contrainte a des représentations explicites de relations
déterministes entre des quantités. (P.W. Thompson and M.P. Carlson, 2017) ;
traduction de |24, p. 423]

Nous nous posons la question de savoir par quels signes les enseignants introduisent-ils la
notion de fonction 7 Nous identifions des pistes pour un autre probléme dans ses travaux.
C’est celui sur la discussion entre ’algébre et les fonctions.

Au début du X7X¢ siécle, on a pu résumer ce probléme comme suit :
L’algébre prise dans le sens le plus étendu, est ’art de déterminer les inconnues
par des fonctions des quantités connues, ou qu’on regarde comme connues.
(Lagrange, 1808, p. vii).
L’auteur pense que cette maniére fondamentale de raisonner a été négligée dans les
écoles car 'algébre est enseignée comme une arithmétique généralisée, les fonctions sont
souvent enseignées aussi suivant la définition statique de Bourbaki, qui géle leur nature
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dynamique dans le langage statique de la théorie des ensembles. et il soutient que le rai-
sonnement variant et covariant est fondamental pour le développement mathématique des
éléves. Il fonde cette affirmation sur des recherches qui mettent en évidence les difficultés
éprouvées par les étudiants en ce qui concerne les relations fonctionnelles, car ils n’ont
pas la capacité de raisonner de facon variante ou covariante et dans des recherches mon-
trant des changements productifs dans les conceptions et utilisations des fonctions par les
enseignants et les éléves, quand ils utilisent le raisonnement covariant.

Cela nous encourage a chercher & construire ce cadre fonctionnel qui permettra aux
éléves et aux enseignants de construire et de raisonner de fagon variante et covariante avec
les fonctions ou des fonctionnelles. Ce qui suppose une mobilisation du processus ainsi
que la nature de la fonction.

1.4.9 Intérét pour notre recherche

Nous n’allons pas nous étaler sur tous les travaux de Ferdinand Arzarelo, mais a par-
tir des programmes institutionnels, nous allons regarder comment les enseignants intro-
duisent la notion de fonction en classes de troisiéme et de seconde. Ce regard entreprend
de questionner un probléme qui nous préoccupe, depuis quelques années : "le role du
professeur dans une situation didactique, et les outils dont il dispose pour piloter la si-
tuation". Les travaux de F.Arzarello, dans Actes du séminaire national de didactique des
mathématiques 2017, didactique des mathématiques, témoignent de cette préoccupation.
Cette recherche tente aussi d’esquisser ou de comprendre comment se crée un modéle
de milieu avec lequel interagit le professeur lorsqu’il gére une situation adidactique ou
comportant une dimension adidactique. Le modéle d’Arzarello que nous adoptons dans
cette phase d’observation du cours fait par 'enseignant se fonde sur les travaux sur le
milieu, mais aussi sur les recherches « des connaissances mobilisées (savoirs-faire) et les
savoirs » dans la transposition didactique, ainsi que dans une moindre mesure sur les ana-
lyses de taches ou situations complexes transversales et l'activité de 1’éléve. Nous avons
choisi cette approche pour la simple raison qu’elle permet de faire vivre en méme temps
les savoirs (connaissances propositionnelles ou de faits) et les savoirs-faire ( connaissances
pratiques). Cette question de la différence entre savoir et connaissance sera aussi explici-
tée. Le plus important pour 'enseignant du point de vue didactique est de comprendre
que le savoir est externe a [’éléve et la connaissance interne. En mettant ’accent sur I'ac-
tivité mathématique conjointe du professeur et de 1’éléve, cette approche nous permet de
mieux analyser les contraintes et les libertés réelles du professeur qui cherche & gérer une
situation adidactique visant & introduire la notion de fonction. Comment il fait en classe 7
333 enseignants ont été observés pendant six années dans les lycées et colléges francais
et africains. Les différentes séances d’enseignement de la notion de fonction, en classe de
troisiéme et de seconde ont été observées et analysées a 'aide de ce modéle. Le plus gros
du travail a été l'observation a travers les cahiers de cours éléves, les évaluations et les
entretiens.

1.4.10 L’objet fonction selon Anna Sfard

Dans l'article [84, p. 59-84] Anna Sfard, professeur & I'Université d'Haifa tente de nous
expliquer en premier ce qu’est un mathématicien idéal. Notre démarche ici est de faire
en premier un tout petit résumé de son travail pour permettre a ceux qui nous lisent de
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mieux comprendre ce dont on parle et ce qu’on construit. Ainsi nous présenterons en quoi
son travail a un intérét pour le notre. C’est dans le cadre de la didactique que nous nous
appuyons sur son texte qui a une forte connotation épistémologique. Nous cherchons les
points communs & toute fonction donnée. Comment Anna Sfard décrit t-elle ce chemin
qui méne a connaitre une fonction chez les éléves du secondaire indépendamment du
contexte 7

1.4.11 Dualité ontologique des objets mathématique

Anna Sfard commence par décrire ce qu’est un mathématicien idéal[50].
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FIG 1 2 — extrait du livre [50, p. 35]

il étudie des objets dont I'existence est insoupgonnée de tous sauf une poi-
gnée de ses semblables. En effet, si celui qui n’est pas initié lui demande ce
qu’il étudie, il lui sera difficile de montrer ou de dire de quoi il s’agit. Il faut
passer par un apprentissage laborieux de plusieurs années pour comprendre la
théorie a laquelle il est dévoué. Ce n’est qu’a partir de 14 que esprit est prét a
recevoir I'explication de ce qu’il étudie. En dehors de cela, on pourrait donner
une définition qui pourrait étre si obscure que toutes les tentatives de com-
préhension seraient impossibles. Les objets que nos mathématiciens étudient
étaient inconnus avant le XXe siécle; trés probablement, ils étaient inconnus
il y a encore trente ans. Ils sont aujourd’hui le principal intérét de la vie de
quelques dizaines (au plus quelques centaines) de ses camarades. Lui et ses ca-
marades ne doutent cependant pas que les hypersquares non-riemanniens aient
une existence réelle aussi définie et objective que celle du Rocher de Gibraltar
ou de la cométe de Halley. En fait, la preuve de ’existence d’hypersquares non-
riemanniens est I'une de leurs principales réalisations, alors que I'existence du
rocher de gibraltar est trés probable, mais pas rigoureusement prouvée. Il ne
lui est jamais venu & l'esprit de remettre en question la signification du mot
"exister". On pourrait essayer de découvrir sa signification en 1'observant au
travail et en observant ce que le mot «exister» signifie opérationnellement.

En fait, un mathématicien idéal est celui qui peut étudier les objets dont 'existence est
insoupconnée par les autres. Méme les entités abstraites étranges, tout en étant scrutées et
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manipulées, paraissent aux mathématiciens idéal comme incontestablement réelles comme
la plume avec laquelle ils écrivent sur du papier. Cette premiére remarque nous intéresse
dans la mesure ou le concept de fonction est abstrait pour nous. Il s’agit d’un concept
mathématique qui est enseigné a partir du quatriéme cycle. Nous allons donc vérifier si les
éléves de seconde et de troisiéme peuvent étre considérés comme mathématiciens idéaux
par la fagon donc ils construisent les fonctions. L’auteure ajoute sur la base de ses résultats
que les étudiants bien que généralement loin d’étre des mathématiciens (et encore moins
idéal), n’ont pas d’autres choix que de se comporter comme tel lorsqu’ils sont confrontés
a des concepts mathématiques de base. C’est a dire que les éléves sont souvent obligés de
scrupter et de manipuler des objets mathématiques du fait du programme sans peut étre
mesurer la porter. C’est particuliérement ce qui se fait avec le concept de fonction. ou
peu de temps aprés 'introduction de cette notion importante. Anna Sfard affirme qu’a ce
niveau de la scolarité, les éléves arrivent a analyser et a manipuler cette nouvelle entité
avec une confiance qui ne peut étre atteint que par ceux qui peuvent la traiter comme
si ¢’était une chose réelle. Selon elle, beaucoup de nos éléves, semblent manquer de cette
capacité. Elle fait remarquer au passage que d’autres études 'ont démontré et peuvent
servir de preuves. Elle pense que La prise de conscience des processus longs (difficiles) preé-
cédant la naissance d’un objet mathématique peut étre la clé pour comprendre certaines
des difficultés rencontrées par tant d’apprenants. La genése des objets mathématiques est
le théme central, alors que le concept de fonction sert d’illustration et de pierre de touche
pour des aspects purement théoriques.

Nous avons donc a travers ce travail cherché a comprendre les processus sous-jacents a
toute construction d’objet mathématique et par la suite 'appliquer & notre recherche.
C’est-a-dire ; est ce que la fonction, telle que construite aujourd’hui par un éléve respecte
le méme processus proposé par Anna Sfard 7 La premiére partie de son étude est un cadre
conceptuel dans lequel le concept de fonction est présenté. C’est dans la deuxiéme partie
qu’elle énonce les affirmations relatives a la dualité ontologique des conceptions mathéma-
tiques qu’elle fait suivre de plusieurs hypothéses concernant la formation de notions telles
que nombre, ensemble et de fonction. Au regard de sa construction, nous voyons déja
que la notion de fonction intervient aprés celle du nombre et d’ensemble. Les fonctions
de par cette construction viendraient ou devraient étre enseignées si nous suivons sa lo-
gique, aprés les nombres et les ensembles de nombres donc apres ’arithmétique, l'algébre
et les ensembles. Son analyse aboutit a un schéma en phase d’arbre de développement de
concepts. Ce modéle est utilisé dans la seconde partie de son article pour

1. analyser;
2. catégoriser et
3. expliquer

les difficultés largement rencontrées par les éléves qui apprennent le concept de fonc-
tion d’une maniére traditionnelle (structurelle). Dans la derniére partie de son article,
une étude empirique est présentée dans laquelle certaines conjectures sont testées sur les
possibilités de surmonter les difficultés en simulant la formation d’objets mathématiques.

1.4.12 Genése des objets mathématiques

Les conceptions mathématiques selon Anna Sfard ont une double natures. Elle s’ex-
plique dans les lignes qui suivent :
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Nous définissons un nombre complexe comme étant une paire ordonnée
(x,y) de nombres réels disent les auteurs d’un manuel de mathématique mo-
derne (Stewart et Tall, 1983), Aujourd’hui, c’est la maniére standard d’intro-
duire de nouveaux concepts mathématiques. Un objet abstrait est construit
avec un autre. Le message ontologique tacite de cette approche est que les
entités mathématiques sont trés semblables aux choses réelles : elles sont per-
manentes, leur existence ne dépend pas du jugement humain ou de la volonté,
elles peuvent étre manipulées selon certaines régles et elles peuvent étre combi-
nées en structures complexes tout comme des morceaux de lego. Plus souvent,
cependant, le traitement des notions mathématiques comme si elles se réfé-
raient a des entités semblables a des objets n’est pas la seule possibilité. Bien
que ce type de conception, qui dans ce papier sera appelé structurelle semble
prévaloir dans les mathématiques modernes, il faut accepter des définitions
mathématiques qui révéelent une tout autre approche. Une notion est concue
comme un processus de calcul plutét que comme une construction statique.
Une telle dualité peut certainement étre trouvée dans le cas de la fonction qui,
une fois, selon Harel et Kaput,(1991) ainsi que d’autres numéros font aussi des
remarques des liens entre ses différents modes de pensée mathématiques. En
effet, les conceptions de processus et d’objet de Dubinsky et Harel, les entités
conceptuelles de Kaput et Harel (1991) et les procédures de raisonnement, les
interprétations dynamiques et statiques de Goldenberg, Lewis et O’keeffe, et
méme les points de vue de Monk etc.ra décrite comme un processus de calcul
et sur une autre comme une relation statique. [84, p. 60]

Anna Sfard nous invite a accepter le fait que les différents auteurs utilisent une termi-
nologie différente pour exprimer des idées semblables avec tolérance et compréhension et,
comme étant naturel & un stade précoce dans le développement d’une théorie. C’est dire
que toutes les définitions que chaque enseignant ou manuel peut donner sur la fonction
est & accepter. Son travail fait ressortir ou met en relief, la diversité (la richesse) linguis-
tique et constitue un pas important vers I'unification. La fonction doit de ce fait, si on
regarde de plus prét, tous les ostensifs indépendement des différents cadres et registres
peuvent étre unifiés par la fonction. C’est peut-étre pour cette raison qu’il n’est pas rare
de trouver dans les différents programmes, la fonction étre définie & partir d’un tableau,
d’une formule ou d’une représentation graphique. C’est ainsi que les manuels présentent
cette notion.

1.4.13 L’approche promue : conceptions opérationnelle et struc-
turelle

Afin de bien comprendre les vues et les contributions individuelles de chaque chercheur,
Anna Sfard commande d’étre sensible aux différences de contenus et d’intentions signa-
lées par les différences de termes. Elle mentionne deux aspects particuliers de I’approche
promue : tout d’abord, en parlant de conceptions opérationnelles et structurelles, elle se
référe aux croyances implicites des apprenants sur la nature des constructions mathéma-
tiques plutot que sur leurs capacités ou leurs compétences. Ce point de vue impose une
distinction délicate entre les termes objet et entité qui semblent étre utilisés par d’autres
auteurs comme synonymes. Un objet se référe, selon 'auteure a la maniére de transmettre
I'information et ne signifiera pas beaucoup plus que la totalité, la généralité alors que la
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premiére (entité) transmettra un message ontologique et donc une portée plus restreinte.
Il faut comprendre selon I'auteure qu'un objet abstrait est une entité conceptuelle, mais
il doit aussi étre clair que c’est beaucoup plus que cela : ¢’est une métaphore qui fait une
construction mathématique a I'image de la chose matérielle. Nous gardons pour la suite
de notre travail la nature des constructions mathématiques qu’Anna Sfard utilise et qui
sera développé dans le cadre épistémologique. Les termes processus et objet doivent étre
compris ici comme des facettes différentes, des composantes distinctes de la méme chose
(un peu comme les deux faces d’une piéce de monnaie) plutot que comme des composantes
totalement distinctes, et distinctes de I'univers mathématique. En d’autres termes, selon
Anna Sfard, les modes de pensée opérationnels et structurels, bien que manifestement
incompatibles, sont en fait complémentaire. Elle explique que la résolution efficace des
problémes est habituellement fondée sur des alternances fréquentes entre les approches
opérationnelles et structurelles des concepts abstraits. Habituellement, la dualité ontolo-
gique des notions mathématiques est implicite dans le langage utilisé par le mathématicien
et dans la facon dont il traite les concepts & la main, mais les représentations symboliques
et graphiques ont aussi beaucoup a offrir a cet égard.

Bien qu’une propriété telle que la structure se trouve aux yeux du spec-
tateur plutot que dans les symboles eux-mémes, certaines notations semblent
étre plus susceptibles d’interprétation structurelle que d’autres. Dans le cas de
la fonction, I’éléve serait probablement plus & méme de la concevoir comme
un objet en regardant son graphe que pendant la lecture ou 'exécution d’un
programme pour le calcul de ses valeurs. Dans le processus de la pensée, les
images mentales peuvent étre censées jouer des roles similaires a des images
réelles. [84, p. 61]

Dans ce court passage nous voyons une petite partie de ce qui se trouve dans le programme
francais sur la notion de fonction en seconde ou les mots et groupes de mots suivants se
retrouvent :

1. processus;
2. images mentales

In fine on retiens de I'analyse des travaux d’Anna Sfard que les graphes et les programmes
peuvent permettre aux éléves de mobiliser les processus indépendamment du point de vue
structurel ou opérationnel de la fonction. C’est la raison pour laquelle & partir des travaux
de Maggy Schneider, d’Anna Sfard et des programme nous avons appelé la premiére
connaissance du cadre fonctionnel processus

1.4.14 Les origines des fonctions selon Anna Sfard

Notre recherche a deux dimensions : didactique et épistémologique. Nous nous intéres-
sons donc a I'histoire de la notion de fonction. Le regard d’Anna Sfard sur ’histoire de ce
concept nous est donc utile. Elle se pose une question importante, celle qui concerne les
origines des objets mathématiques : le cas des fonctions. Elle se demande d’oli viennent
ces entités abstraites a la fois en termes historiques et psychologiques ? Dans notre travail
nous nous posons la méme question mais d’un point de vue différent a savoir historique
et épistémologique. Cette différence est capitale et il est trés important de le dire. En
effet chaque didacticien peut faire le choix de vouloir s’intéresser dans le processus de
transmission des connaissances mathématiques au sens de la connaissance mathématique
telle que construite empiriquement et d’en observer les choix faits par les programmes et
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les enseignants(le point de vue épistémologique) ou, il peut s’intéresser aux mécanismes
producteurs de connaissances enseignées. Il peut de ce fait regarder les méthodes de réso-
lution de taches, les techniques, les erreurs, les difficultés des éléves, le fonctionnement de
leurs neurones, etc. (coté psychologique et cognitif). Dans son développement Anna Sfard
pense que quiconque se penche sur un texte mathématique standard peut-étre tenté de
donner a cette question (origine des mathématiques, origine des fonctions) une réponse
simple. Une telle réponse, cependant serait trop facile. Méme si les mathématiciens es-
timent que la leur est de I’ordre ou du pouvoir divin d’introduire des objets abstraits dans
'existence juste en disant « let it be » ('acte de création), en fait, cela n’est pas aussi
simple. Aprés tout,

Construire des connaissances est une chose, et présenter les résultats est
tout autre. Reconstruire le processus de construction n’est jamais facile. En
mathématiques, la tache peut étre particuliérement difficile car beaucoup d’écri-
vains semblent partager la conviction de gauss : quand on a construit un bel
édifice, I’échafaudage ne devrait plus étre visible [84, p. 61]

Cette partie du travail d’Anna Sfard nous a permis de prendre la mesure de ce que
nous sommes en train de faire a savoir construire un cadre fonctionnel. En méme temps,
construire une fonction ou une fonctionnelle.

En dépit des inévitables difficultés méthodologiques, elle tente, dans cet article, de dé-
terrer les racines historiques et psychologiques du concept de fonction. Dans Sfard (1987,
1991), une affirmation générale a été faite, selon laquelle les conceptions structurelles se
développent habituellement hors du fonctionnement, ou, en d’autres termes, les objets abs-
traits émergent de certains processus informatiques. Cette thése s’applique au concept de
fonction, que ce soit par son développement historique ou son acquisition par les éléves.
Nous comprenons par la que le concept de fonction est extrémement lié aux processus
informatiques. C’est déja ce que nous avons observé dans notre étude qui cherchait & dé-
limiter les cadres dans lesquels les fonctions étaient sollicitées. Nous avons de cette étude
remarqué qu’a la base Leibniz pensait & une machine a calculer, un sous programme de
lordinateur, le calculatrice aujourd’hui méme si ce dernier ne pensait pas uniquement aux
calculs avec les nombres mais également aux propositions (discours) pour mesurer si ce
que vous dites est vraie ou pas. L’auteure se permet de se tourner vers ’histoire d’abord.
Ansi dans( Sfard (1988a, 1991), une analyse de plusieurs exemples a abouti a la conclusion
que de nombreuses notions mathématiques avaient été congues opérationnellement bien
avant que leurs définitions et représentations strictes soient formulées.

1.4.15 Analyse théorique du modéle proposé

L’analyse théorique du modeéle proposé par Anna Sfard sur I’histoire des fonctions (ou
des nombres - voir Sfard , 1991) montre que on peut identifier un modéle de graphe
construit pas a pas tel un arbre de calcul ou une suite a pas constant dans les transitions
successives de la conception qu’elle nomme opérationnelle & la conception structurale de
la fonction : elle montre qu’il doit y avoir un processus réalisé sur ’objet déja familier,
puis I'idée de transformer ce processus en un processus plus compact, un ensemble auto-
nome devrait émerger, et enfin une capacité a considérer cette nouvelle entité comme un
objet permanent en soi doit étre acquise. Ces trois composantes du développement des
concepts seront appelées respectivement intériorisation, condensation et réification. La
condensation et la réification peuvent sembler pour le lecteur sembler quasiment confus
similaires, mais il y a une différence subtile entre eux selon Anna Sfard.
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1. Condensation signifie un changement d’approche plutét technique, qui s’exprime
dans une capacité a traiter un processus donné en termes d’imputation et de sortie
sans considérer nécessairement ses étapes constitutives. La condensation peut donc
étre comparée a transformer certaines parties d’un programme informatique en
procédures auto-entretenues qui, a partir de maintenant, peuvent étre évoquées,
manipulées et désignées par leurs noms ;

2. La réification est la prochaine étape : dans l'esprit de I’éléve, elle convertit le
processus déja condensé en une entité semblable a un objet. En d’autres termes,
alors que la condensation est un changement quantitatif graduel, la réification doit
étre comprise comme un saut qualitatif soudain dans la facon de regarder les choses

Pour notre enquéte de terrain les idées suivantes d’Anna Sfard nous ont aussi inté-
ressées & savoir : Le fait que nous manquions encore d’outils pleinement satisfaisants (
en recherche en didactique et en épistémologie) ne doit pas nous décourager de pour-
suivre des recherches prometteuses en matiére d’enseignement des mathématiques, nous
devrions simplement nous abstenir de trop nous pencher sur un type d’instrument pour
essayer plutot de sonder le terrain de différentes maniéres. Les entretiens, les question-
naires, les observations en classe et ’analyse approfondie des stratégies de résolution des
problémes des éléves et de la langue qu’ils utilisent, méme s’ils ne sont pas trés convain-
cants lorsqu’ils sont considérés séparément, peuvent étre vraiment puissants lorsqu’ils sont
combinés. Dans une étude, c’est ce mélange de méthodes qui nous peut nous permettre
d’identifier certaines tendances claires, certaines connaissances des éléves.

1.4.16 Le dilemme de la réification

Une attention toute particuliére est accordée aux obstacles qui doivent étre surmontés
par I’étudiant sur sa facon de comprendre comme objet un concept mathématique comme
fonction.Qu’est-ce que nous gagnons donc, de pouvoir traiter une fonction non seulement
comme un processus de calcul mais aussi comme une entité semblable & un objet ? Selon
Lakoff et Johnson (1980)cité par Anna Sfard, « les objets mathématiques ne sont que des
exemples typiques de 1’énorme collection de métaphores qui imprégnent notre systéme
conceptuel » (p.115). Notre recours fréquent aux métaphores s’explique aisément : parce
que tant de concepts qui sont importants pour nous sont soit abstraits, soit bien délimités
dans notre expérience, nous devons les saisir par d’autres concepts que nous comprenons
plus clairement (Relations spatiales, objets, etc.). Une idée assez capitale pour notre
travail est le fait qu’Anna Sfard pense que les objets mathématiques sont nos outils pour
mettre le sens et 'ordre dans la connaissance mathématique. Elle fait donc le différence
entre objet mathématique et connaissance mathématique. Cette déclaration de sa part
peut également étre présentée comme une implication de certaines hypotheéses plausibles
sur la facon dont « I'information mathématique est traitée par I'esprit humain. Il a été
souligné dés le début de ce chapitre que la conception opérationnelle et structurelle sont
complémentaires, a savoir que les deux sont nécessaires et que les deux doivent étre utilisés
dans le processus d’apprentissage et de résolution des problémes. »

« En résolvant un probléme mathématique complexe, un éléve doit passer
d’un mode de pensée a un autre (voir Sfard, 1987), 'approche opérationnelle
est indispensable pour trouver des « réponses finales » a la question mathéma-
tique, mais c’est ’approche structurelle qui tourne Les longues chaines d’in-
formations congues opérationnellement en unités beaucoup plus compactes, ce

33,279



Fonctions au secondaire CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

qui a grandement facilité la contrainte cognitive (voir Harel et Kaput, 1991),
combinant diverses procédures et les appliquant a la résolution de problémes
devient une tache beaucoup plus simple. Les objets abstraits sont pour les pro-
cessus ce que les images et les symboles sont pour les descriptions verbales :
les moyens pour saisir de grandes quantités de données « d’un coup d’ceil »
équipé d’une telle « vue générale », un éléve est plus apte de faire face aux
problémes qu’il n’a jamais vu. Bref, c’est la conception structurelle qui rend
tous les processus cognitifs réellement efficaces.

On peut donc dire que les objets abstraits rendent certains processus ma-
thématiques plus significatifs. En effet, méme si un éléve peut composer et
décomposer des fonctions en utilisant uniquement 1’approche opérationnelle
(traiter des fonctions comme des calculs), il sera probablement plus compé-
tent s’il peut penser a la tache aussi en terme structurel. Un éléve a besoin
d’un objet mathématique « solide » pour s’appuyer en toute confiance dans
ses actions. Sans aptitude a penser sur le plan structurel, I’éléve est souvent
perdu : s’il ne manipule rien, parce que, du point de vue de celui-ci, les objets
en question n’existent pas. Exemple : Quelle est la solution de I’équation fonc-
tionnelle f(x +y) = f(z) + f(y) ? Un éléve, pour qui le terme « fonction »
ne se référe pas a une « chose » imaginable et bien définie, aurait beaucoup
de difficulté a répondre a cette question. En fait, la propre expérience d’Anna
Sfard en tant qu’enseignante indique que des proportions étonnamment im-
portantes d’éléves du secondaire éprouvent une telle difficulté. Pour certains
d’entre eux, cela semble presque insurmontable. Les éléves qui ne sont pas ca-
pables de traiter les fonctions comme des entités permanentes I’ont eux-mémes
confirmeés »

Les sources possibles des difficultés liées a la réification sont :

1. la sémantique : Le plus souvent, un nouvel objet abstrait vient de la généralisation
d’une idée déja bien développée qui peut étre interprétée en termes de processus
bien connu. Par exemple :la création de rationaux, d’irrationnels et de négatifs
a successivement ¢largi le concept de nombre, les définitions données par Euler,
Dirichlet et Bourbaki ont graduellement élargi la portée de la notion de fonction ;

2. les transitions : Dans chaque transition, certaines propriétés de la premiére version
plus étroite du concept sont perdues. Comme 1'ont montré Piaget et Garcia (1989,
p. 204) cité par Anna Sfard, lorsque nous avancgons dans la hiérarchie des notions
mathématiques, certaines propriétés initiales des objets ne peuvent plus étre ac-
ceptées, ou bien elles conduisent & des contradictions dans les interprétations. « Le
probléme est que ces concessions inévitables » sont parfois trés difficiles a faire. En
effet, ce qui doit étre abandonné en passant d’un objet mathématique a sa version
plus avancée peut étre le processus méme qui était jusqu’a présent la principale
source de son sens et, par conséquent, le trait qui semblait jusqu’a présent le plus
essentiel attribut du concept en question, par exemples : dans les temps anciens les
chiffres étaient quelque chose a compter. Pas étonnant alors que les mathématiciens
grecs étaient préts a se débarrasser d’une personne qui a mentionné l'irrationalité
plutot que de reconnaitre une telle chose comme /2. Similairement, 'une des rai-
sons de la résistance a la notion de nombre complexe provient du fait que : ces
nouveaux nombres ne pouvaient pas étre utilisés pour mesurer des quantités et ne
pouvaient pas étre ordonnés de maniére a préserver les relations entre nombres. En
d’autres termes, il s’agissait de nombres sans grandeur!
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3. caractére algorithmique : de la fonction qui, dans le cas général, a di étre finalement
abandonné. Pour beaucoup de mathématiciens (et aujourd’hui pour la majorité des
éléves), une expression « fonction non-algorithmique » apparait comme idée contra-
dictoire. Une affirmation aussi dépourvut de sens que 'idée de « bruit silencieux
ou solide liquide »

4. les mutations : la seconde source de la difficulté évidente de la réification peut étre
encore plus grave que la premiére selon Anna Sfard. Il y a un probléme de cercle
vicieux inhérent. Un écart apparent entre deux conditions qui semblent nécessaires
pour qu’un nouvel objet abstrait soit. D’une part, il apparait que la réification
doit précéder toute mention des manipulations de niveau supérieur, mais aussi des
manipulations a exécuter sur le concept en question

1.4.17 Intérét pour notre recherche

Pour notre recherche, les travaux d’Anna Sfard représentent une suite logique des
travaux de Maggy Schneider. En effet, les deux chercheuses bien que partant de deux
différents types de problémes & savoir la réification (aspect ou conception structurel et
procédural d’une fonction) pour la premiére et la question de la modélisation fonctionnelle
pour la seconde utilise un mot dans différents contextes mais pour dire la méme chose.
Elle utilise le mot processus qu’on distingue de la procédure ou du processus dans leurs
travaux pour parler des fonctions. Ceci nous améne a construire notre vision que nous
portons la connaissance des fonctions. Ensuite les deux parlent de structure et de modéle
que nous allons considérer comme une autre connaissance. Enfin Anna Sfard parle de
nature d’une fonction, une autre connaissance pour notre recherche. Ce travail d’ordre
épistémologique sera fait sur la conception des fonctions par Leibniz dans ses rapports
avec Descartes. Anna Sfard pense que ’enseignant ne peut pas simplement mettre ’ob-
jet abstrait dans les idées des éléves; Il ou elle ne pourra pas faire pour les éléves ce
qu’ils ne veulent pas faire pour eux-mémes. Elle a introduit la distinction entre un statut
« structural et un statut procédural » du concept de fonction. Selon elle, les conceptions
précédurales préceédent les conceptions structurales, ces derniéres pouvant étre considérées
comme le stade le plus avancé du développement du concept de fonction ceci constitue
sa premiére approche. Ensuite elle considére qu’il existe une hiérarchie des concepts, ce
qui est considéré comme procédural & un certain niveau peut étre concu structurellement
4 un niveau plus avancé la dialectique entre les deux statuts du point de cognitif. Elle
transpose ’antériorité des conceptions procédurales sur les conceptions structurales en
les considérant comme un invariant dans le processus d’apprentissage et pour cela elle
distingue trois étapes, correspondant a trois degrés de structuration, dans le processus de
formation d’une fonction : Intériorisation (familiarisation), condensation et réification

1.4.18 Modéle de connaissances pour le calcul de situations di-
dactiques

De NICOLAS BALACHEFF ET CLAIRE MARGOLINAS cKc MODELE DE CONNATS-
SANCES POUR LE CALCUL DE SITUATIONS DIDACTIQUES p1-18
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Point de vue préliminaire sur la modélisation des connaissances et son réle en
didactique

ils mettent en évidence la pluralité des points de vue possibles sur un méme objet ma-
thématique, et demandent de différencier les représentations et modes de traitement qui
lui sont associés, pour ensuite mettre en évidence leur adaptation plus ou moins bonne a
la résolution de problémes. Pour eux les connaissances locales|27| sont des connaissances
limitées. Au titre de connaissances, elles sont : wvalides, cohérentes et efficaces (Léonard
et Sackur 1991, p. 211). Les travaux de Castela (1995), illustrent bien, en analyse, ce
phénomeéne. Lorsque l’éléve aborde le cours d’analyse sur la dérivation, sa conception est
largement centrée sur les spécificités de la tangente au cercle d’ou il découle de nombreuses
erreurs (par exemple dans la tdche de reconnaissance. Mais celte conception disparait au
cours de Dapprentissage. Cependant, note Castela, les éléves manifestentune extréme ré-
ticence a accepter la configuration courbe et tangente localement confondue.
L’analyse fonctionnelle ou de facon plus limitée les fonctions de 'analyse scolaire, offre
un excellent terrain de mise a I’épreuve de la modélisation proposée par cK¢ en raison de
I'importante diversité des registres mobilisés : registre numérique, graphique, symbolique,
etc. Et donc potentiellement, la grande diversité des opérateurs et des controles associés.
La disponibilité de ces systémes de représentation et leur utilisation dépendent pour la
plus grande part du milieu qui sera dévolu par la situation. Ainsi Trouche et Guin (2002)
relévent- ils l'effet suivant selon que des éléves disposent ou non d’une calculatrice gra-
phique : la question : « La fonction f(z) = Inz + 10sinz admet-elle pour limite -oo en
+00? “dpendfortementdel’ environnement.Sileslvesdisposentd ungrapheur( figurelb), lareprsentation

1.4.19 Intérét

Il serait intéressant de mettre les éléves dans le temps devant des situations différentes,
sachant qu’il n’y a pas de transfert qui aille de soi d’une situation a une autre, méme si,
aux yeux de 'observateur, ces situations peuvent apparaitre isomorphes." N.Balacheff.
Connaissance, conception et concept. Les états observés de connaissances seront donc
classés de la méme facon en fonction des critéres, ainsi on parle volontiers de connaissance
qu’a I'éléve des tableaux de valeurs, de la représentation graphique, des expressions algeé-
briques, des fonctions affines, de la covariation etc... En diversifiant les situations éventuel-
lement, qu’elles soient incohérentes. Nous chercherons avec cette approche a diagnostiquer
les états de connaissances contradictoires réfutant le principe théorique d’une structure
mentale construite dans un processus d’adaptation réglé par des critéres de fiabilité et
d’adéquation a la résolution d’un probléme ou & l'accomplissement d’une tache. Nous
parlons ici d’écarts entre les attendus et ce que I’éléve fait ou sait faire. « La connaissance
rationnelle est libre ou ne l'est pas » Vergnaud, 1991, p.136. La connaissance rationnelle
de I’éléve est libre de contradictions, ou si des contradictions sont attestées elle ne peut
survivre qu’en les dépassant. C’est a ce niveau qu’on parlera de connaissances autres que
celles enseignées. 11 s’agit aussi il faut déja le signaler du paradigme de misconceptions
qui revient, en vérité, a donner un statut épistémologique particulier & des connaissances
qui se révéleraient erronées chez les éléves. De plus, la reconnaissance de l'existence de
misconceptions a pour corollaire celle de connaissances qui seraient intrinséquement cor-
rectes, proposition aujourd’hui clairement réfutée par l'analyse critique de 'histoire du
développement des connaissances, en particulier scientifiques. La proposition voisine, celle
de reconnaitre 'existence de connaissances locales de Léonard et Sackur (1991, p.209) qui
proposent une caractérisation par deux propriétés " deux critéres d’évaluations de la com-

36,279



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE Fonctions au secondaire

pétence "

1. la connaissance utilisée par 1’éléve est une connaissance correcte dans certaines
limites,

2. I’éléve ignore ces limites.

Le concept de connaissance locale a marqué une évolution épistémologique, il s’agira
dans notre travail de connaissances. Cependant, parce qu’il a pour corollaire I'existence
de connaissances globales, nous 'associons au paradigme des misconceptions (dans I’ac-
ception de Confrey)

1.4.20 Une praxéologie

Toute activité mathématique, selon Yves chevallard peut étre vue a travers un systéme

de taches qui permet de 'analyser. L’accomplissement de toute tache résulte de la mise
en oeuvre d’une technique. C’est une maniére de résoudre une tache, éventuellement
composée de « sous taches » et/ou des raisonnements routinisés. Il y a, autour de cette
technique, un discours qui la rend compréhensible, qui la justifie, I’explique, la controle,
la décrit. C’est la « technologie » de la technique. Enfin, la technologie, & son tour,
trouve en général sa justification au sein d’une théorie dans laquelle elle s’inscrit. Les
pratiques sont ainsi décrites soit par des praxéologies en termes de (types de) taches, (types
de) techniques, technologies et théories. Ainsi, pour connaitre un objet d’une institution
donnée, il faut identifier les praxéologies dans lesquelles il est investi, en particulier les
techniques qui lui sont attachées. Le cadre permet de mettre ainsi I’accent sur le réle joué
par les techniques dans la construction de connaissances mathématiques.
En effet, la lecture de ce passage nous a amené a chercher & mieux comprendre en quoi
une praxéologie peut-elle nous aider a savoir ce que les éléves connaissent d'une fonction 7.
Selon cette approche, les techniques peuvent jouer un role dans ’entretien des relations
vers les taches et vers les théories. C’est la raison pour laquelle nous nous sommes engagés a
aller regarder les taches, les techniques et les théories au programme lors de 'introduction
de la notion de fonction en seconde.

1.4.21 Connaitre une fonction pour ce travail

1. c’est élaborer les mécanismes pour construire cette fonction ;
2. c’est décrire ses propriétés;

3. c’est la définir et de fournir ses ostensifs associés qui permettent d’ordonner et de
résoudre toute une classe de problémes dans différents cadres mathématiques;

4. C’est la créer, 'exhiber, la sortir d’autres ostensifs ou d’autres fonctions pour le
cas des fonctionnelles. Un exemple : étant d’un tableau de valeurs et d’une repré-
sentation graphique cartésienne qu’on puisse en sortir une expression algébrique.

1.4.22 Le probléme de I'objectivation des connaissances ma-
thématiques

Par cette approche, nous avons un exemple de combien de fois il est complexe
de voir un objet ou un certain état de choses, une propriété ou un ostensif d’une
fonction. Il ne suffit pas de se tenir devant une situation de modélisation par une
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fonction, un ostensif et de le regarder. Les mémes ostensifs que les éléves utilisent
en classe peuvent leur apparaitre soudainement sous une nouvelle forme, on peut
prendre 'exemple de f ou de g qui peuvent désigner la méme chose (la fonction).
La recherche ici est celle de savoir comment les enseignants apprennent a des éléves
de seconde a voir ce qu’il ne pouvait pas voir avant 7 Comment ils arrivent a faire
ou voir e la fonction quelque chose de nouveau, quelque chose qui leur échappait
jusqu’alors ? "Les éléves ont aussi besoin d’apprendre a voir au-dela de la percep-
tion brute et a trouver quelque chose qui a été inapercu précédemment. Mais pour
rendre les objets mathématiques apparemment évidents, méme le geste ostensif
le plus précis ne serait pas assez bon, car, comme 1’a observé Gottlob Frege, les
objets mathématiques ne sont ni palpables ni perceptibles". Nous allons donc voir
comment les éléves évoquent d’autres ostensifs a partir de ceux introduits par leur
enseignant. Comment les éléves de troisiéme e de seconde traitent 1’objet fonc-
tion qui ne peut pas étre directement percu? Frege répond : avec les symboles
(1892/1977, p.144). Alors quels sont les symboles qui sont utilisés par les éléves ?
Radford se pose encore d’autres questions. Dans quel sens les objets mathéma-
tiques sont-ils des signes connus? Et peut-on assimiler les objets théoriques aux
symboles qui les représentent 7 Frege répondit encore catégoriquement, non ; affir-
mant que : nous devons éviter le danger des objets avec leurs symboles. Nous ne
voulons pas prendre des décisions hatives. Nous allons demander aux éléves s’il
existe une différence entre une fonction et un de ses ostensifs associés. Nous atten-
dons de voir et d’analyser leurs réponses. C’est dans ce contexte de la distinction
entre les objets conceptuels et leur représentation que Radford voudrait suggérer
que l'idée des moyens sémiotiques d’objectivation peut étre intéressante. Nous al-
lons restreindre notre étude sur les connaissances mobilisées par les éléves a leur
production de symboles pour représenter la fonction. Les stratégies et les articula-
tions des enseignants aussi seront nos critéres d’observation. Nous avons sollicité
cette approche & cause de la contraction sémiotique (un terme de Duval). En effet
"La contraction sémiotique examine ce qui se produit lorsque ce qui a été dit, vu
et agi est transformé en une forme symbolique écrite. S’il est vrai que les symboles
jouent un réle important dans notre processus de production ou de familiarisation
avec des objets mathématiques, restreindre un tel processus aux symboles est trés
utile. Il existe d’autres moyens qui jouent un role fondamental dans le traitement
et 'objectivation des objets mathématiques, des moyens tels que les artefacts (par
exemple : les régles, les calculatrices, les ordinateurs) et les dispositifs linguistiques
(comme les métaphores et les métonymies).

L’apport de la dialectique outil-objet

Une notion mathématique ici la fonction peut étre envisagée comme outil pour la
résolution d’un probléme ou comme objet d’étude propre. Le mot objet fait réfé-
rence au savoir institué & un moment donné, & sa représentation formelle, a I'aspect
culturel et ce de différents points de vue. Comme objet, un concept est défini sans
référence a un contexte particulier. Le mot outil fait référence au fonctionnement
des notions mathématiques explicitement ou implicitement, notions constituées en
objets ou seulement en voie de I'étre. Comme outil, un concept est impliqué dans
un contexte problématique par quelqu’un a un moment donné. Un méme outil peut
étre adapté a différents contextes. Le mot "dialectique" fait référence aux change-
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ments de statut des connaissances et a la fagon dont ces changements interviennent
dans l'organisation du savoir culturellement reconnu. La dialectique "outil-objet"
est donc un processus oil interviennent de facon alternée et interactive les aspects
outil pour résoudre un probléme et objet prenant place dans la construction d’un
savoir des concepts.

Intérét pour notre recherche

Pour notre travail on va regrouper les taches par pole les deux premiers étant
I’ensemble des taches ou la fonction est outil et 'autre ou elle est objet ainsi il va
étre question d’identifier les connaissances mobilisées selon les situations.

Apport de Kant : I’intuition, intérét pour notre recherche

Pourquoi Kant ? Pour lui, « connaitre c’est construire s P.42-47 dans les théories
de la connaissance de Jean-Michel Besnier. Aprés Hume, Kant a eu la tache diffi-
cile de chercher a sauver la science du scepticisme en réhabilitant la causalité qui
sans elle, il n’y a plus de possibilités de connaissances empiriques des phénoménes.
C’est-a-dire que Pexpérience dérive du concept de cause (pour notre recherche de
I'ensemble de départ ou d’entécédants), et non de la tendance psychologique a as-
socier les événements. La théorie de la connaissance dans I'oeuvre de Kant satisfait
a des exigences et offre une solution au scepticisme en expliquant dans les prolé-
gomenes a toute métaphysique future, une version pédagogique de la théorie de la
raison pure|69] ce qui I'a conduit « & résumer ses préoccupations théoriques en une
question fondamentale, d’apparence trés technique. Comment des jugements syn-
thétiques a priori sont-ils possibles ¢ » Les énoncés mathématiques selon ce dernier
s'imposent avant toute expérience; ils sont fondés sur l'intuition pure du temps
et de ’espace, lesquels déterminent la forme de tous les phénoménes susceptibles
d’étre communiqués a nos sens. Kant nous a permis de comprendre que les mathé-
matiques (les fonctions pour notre travail) expriment des jugements synthétiques
en ce sens qu’elle lient nos intuitions a des concepts.

Dans certaines taches au programme, il est question de faire des conjectures. c’est
a cet instant que l'intuition des éléves est sollicitée et c’est elle qui nous a fourni
les connaissances premiéres des éléves sur les fonctions qu’on a en master appelée
intuitions premiéres. 'intuition est un déclencheur de I’action : Pour ce travail nous
nous referons aux évidences qu’on peut assimiler aux croyances et représentations,
mais, on peut les voir dans les pré-acquis (intuition de base) des éléves, les pre-
miéres impressions et observations sans se concentrer. Ces premiére représentations
sont pour certains enseignants difficiles & comprendre mais utiles. ce sont pour nous
des connaissances fonctionnelles qu’on peut a travers des actions précises en classe
collecter et regrouper en un recueil de représentation. Un deuxiéme probléme a
pu étre élucidé par la lecture des oeuvres de Kant sur I'intuition, celui de savoir
comment connaitre les intuitions des éléves? Et a qui servent-elles 7 Nous pensons
a cet effet que :

(a) la modélisation permet une meilleure connaissance des représentations des éléves
sur les fonctions et permet & 'enseignant d’agir dessus. bien que les rares ac-
tivités de modélisations qu’on donne aux éléves leurs posent des problémes
majeurs
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(b) la forme de I’énoncé stimule U'intuition des éléves. D’oul la nécessité de bien
poser les problémes a ces derniers en respectant la matrice institutionnelle et
en se rapprochant des modéles montrer en classe.

(c) le niveau de langage aussi doit étre celui des éléves. Il faut éviter des mots
compliqués.

Apport de la théorie de Ed DUBINSKY

la conceptualisation de ’objet fonction

Ed DUBINSKY développe de son coté une épistémologie des fonctions proche de
celle d’Anna SFARD. Il tente de déterminer la nature des objects et des processus
spécifiques qui sont construits et comment ils s’organisent lorsqu’on étudie les fonc-
tions 7 Il nomme sa modélisation abstraction réflective, I’adjectif réflective étant a
prendre au sens des lentilles de 'optique. Il désigne par action n’importe quelle ma-
nipulation physique ou mentale qui transforme des objets (ostensifs) pour obtenir
d’autres choses. Ensuite il parle d’action intériorisée celle qui peut prendre place
entiérement dans ’esprit du sujet c’est-a-dire une action intériorisée pour devenir
un processus. D’aprés sa théorie, il n’y a qu’une facon de construire un objet ma-
thématique : par encapsulation et il est essentiel selon lui d’étre capable de faire
marche arriére, de 'objet au processus. PIHOUE fait des rapprochements évidents
entre ces deux théories, en identifiant les phases de réification et d’encapsulation.
Le stade de condensation n’est pas explicitement noté chez ce dernier. Il désigne les
diverses maniéres de produire des processus sans isoler cet ensemble pour le consi-
dérer comme une étape de structuralisation des connaissances dans la construction
du concept de fonction. Aussi, 'encapsulation et la dé-encapsulation expriment les
processus permettant de passer du statut procédural au statut structural de cette
notion mathématique illustrant ainsi la dualité des deux statuts signalée par A.
SFARD.

Les deux auteurs utilisent les mots structures, procédure, opérationnel, processus,
encapsulation, intériorisation, dans le développement du concept de fonction. Aussi
ils se prononcent suivant trois points de vue, historique, cognitif et épistémologique.
C’est le point de vue didactique qui nous intéresse dans cette recherche : comment
la fonction est enseignée, intériorisée, condensée, réifiée par les éléves? A la lec-
ture de ce qui précéde, nous pouvons voir que la dimension processus est beaucoup
employé par ces deux auteurs ainsi que la conceptualisation dans ’aspect structurel.

1.4.23 Phénomeénes de rupture entre cycles : les fonctions

L’auteur indique qu’il s’agit des ruptures entre cycles, du cycle 4 au lycée. La
question est de savoir si cette transition est gérée de fagon cohérente? Au sujet
des fonctions (Bloch, 1995) elle trouve une fonction quelconque, en d’autres termes
une pseudo-définition. Dans le cours de mathématiques en seconde elle constate
essentiellement, suivant en cela les manuels, une introduction des fonctions par
une définition formelle, suivie de quelques exercices, en variant parfois un peu les
cadres; il faut remarquer que les programmes n’incitent, eux, pas a donner cette
définition formelle ; elle est proscrite en troisiéme, et n’est nullement recommandée
en Seconde. Elle fait remarquer qu’on lit :
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(a) familiariser les éléves avec la description de phénoménes continus a l'aide de
fonctions ;

(b) acquérir une bonne maitrise des fonctions usuelles.

Mais fait remarquer dans la totalité des manuels (en France), et dans la pratique
des enseignants, une insistance a donner cette définition ; et ce n’est pas que le fait
d’enseignants ayant connu le programme des années 70. elle donne I'exemple d’un
professeur-stagiaire en Seconde dans un lycée de la cote basque, aprés quelques
activités d’introduction, annonce : la notion de fonction et tente de la définir, dé-
finition : « une fonction f définie sur un intervalle ou une réunion d’intervalles
I, associe a chaque nombre de I un unique nombre noté f(x). Puis en remarque :
qu’est-ce que c’est une fonction ? p. 32 » Effectivement le professeur a conscience
de la faiblesse de cette « définition » qui dit ce que fait une fonction, mais pas ce
que c’est. et de sa vacuité pour les éléves, puisqu’on a besoin d’une remarque pour
essayer encore de le dire d’autres choses. Nous sommes bien heureux de constater
que cette rupture montre bien que la définition de la notion de fonction en seconde
ne permet pas de la connaitre. La question mérite alors d’étre posée : qu’est-ce
qu’'une fonction pour les enseignants et pour les éléves? D’autre part 'auteur ne
nous dit pas qui doit connaitre la fonction encore moins ce qu’est connaitre une
fonction. L’auteur continue sa démonstration en décrivant le travail de ’enseignant
qui, suite & la remarque, fait prendre place un petit dessin : deux « patates », I'une
notée I, autre R | avec des fleches entre les deux (réminiscence de diagramme
de Venn qui ne fait pas partie de la culture actuelle des éléves du secondaire).
En 2020, on la retrouve encore dans le programme de mathématiques en Afrique
francophone. Dans le livre CIAM Seconde S pour définir une fonction. Enfin, le
professeur énonce : « c’est un processus ». Nous pensons que 1’ enseignant, effec-
tivement, ne sait pas lui-méme ce qu’est une fonction au moment ou il I’a défini
comme un processus. En effet il vient de présenter deux objets, deux patates. Quel
est le lien entre les deux ? Il veut lui donner une structure et constate qu’il faut
un minimum de temps pour passer d’'une patate a 'autre. Il veut en méme temps
construire une patate a partir de I'autre.

Le mot processus nous interroge, qu’est ce qu’un processus ? Qu’est-ce qui a amené
I'enseignant & définir la fonction tel un processus? Nous allons répondre a cette
question dans notre cadre fonctionnel. Dans le programme de Seconde continue
Pauteure, I'enseignant passe trés vite aux fonctions « de référence » z, 22, /z, 23, 1
. Le but est que I’éléve apprenne & « reconnaitre » les représentations graphiques de
ces fonctions, moyennant éventuellement une transformation simple du plan (trans-
lation, affinité...).Elle indique qu’il n’y a la plus de souci formel. Elle se pose alors
les questions de savoir comment peut-on s’expliquer I'insistance mise par les ma-
nuels (et les enseignants) a formuler une définition d’une fonction quelconque, alors
que le programme ne la sollicite pas? C’est trés important pour notre recherche de
s’appuyer sur les analyses d’Isabelle Bloch, en effet, le fait de reconnaitre certaines
caractéristiques d’une fonction signifie : mobiliser certaines connaissances sur les
fonctions. Elle se pose encore plusieurs questions qui nous semblent fondamentales
pour poursuivre notre recherche a complétant la sienne a savoir :

Quelle interprétation peut-on proposer de ce phénoméne ? Est-ce que la
rupture collége/lycée semble 'exiger 7 Les professeurs de mathématiques ne
se sentent-ils pas en charge de gérer 'entrée des éléves dans les mathéma-
tiques abstraites? On peut remarquer que cette entrée est gérée par des
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déclarations formelles, et non par des problémes : elle n’est donc pas trai-
tée dans le domaine mathématique, mais en termes de contrat : 1’éléve est
prié d’avoir compris que les mathématiques du lycée ne sont plus celles du
collége ; le positionnement des mathématiques par rapport au réel a changé,
mais sans que 1’éléve en soit averti explicitement ; au collége, il était sup-
posé n’avoir pas quitté le réel, en lycée, il n’y est plus du tout : dans les
deux cas ou est la modélisation 7 Dans ce cas pourquoi cette rupture se
porte-t-elle sur la notion de fonction, c’est-a-dire sur l'enseignement des
premiers concepts de 'analyse ? Est-ce que cela pourrait concerner la géo-
métrie 7 En lycée la part consacrée a celle-ci diminue par rapport au collége
ou elle est majoritairement convoquée pour l'initiation au raisonnement ; ce
n’est donc probablement pas un objet d’enseignement assez neuf; de plus
la part qui lui est réservée va aller en s’amenuisant encore en premiére, sauf
dans les sections scientifiques; par contre les fonctions sont en seconde un
objet nouveau; de plus ’étude des limites, des tableaux de variations, des
représentations graphiques, constitue une part importante du programme
des classes suivantes, du moins celles (S, ESetL?A, B,C, D, E, etc. avec op-
tion mathématiques) qui ont un enseignement mathématique significatif.|?,
p. 32

1.4.24 Connaissances exacte, explicite, pseudo-explicites et
implicite d’une fonction

L’introduction & l'analyse numérique|30| dans son deuxiéme tirage de 1983 nous a
permis de mieux comprendre ce qu’est connaitre une fonction en effet, a la page 5
de son ouvrage, on peut lire ce qui suit :

Le prabléne ast d"approcher Tan miauy™

des polpts par une parabole.

Ex .1 : Home cadre ; calzuler

— R P Vo |
S ""ll!h"l""*-'r_"'“. PEDT sarvir 3 appricier 21l #cait ou

pen Talsennable d'approchey res POLDCE 23T uné pa—ahale
- E paz 1.

F1G. 1.3 — connaissance exacte d’une fonction

En laissant de coté toute discussion « philosophique » 'auteur commence par préciser ce
que signifie connaissance numérique d’'un nombre. Il indique que connaitre numériquement
un nombre c’est disposer de son écriture dans la base 10. c’est-a-dire qu’on ne connait que
les nombres décimaux. Les autres nombres tels que v/2, e, etc. ne nous sont pas connus
puisque nous ne pouvons pas écrire tous les chiffres de leur développement décimal bien
qu’on puisse écrire autant que ’on veut. les réels ne sont donc connus numériquement
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qu’a travers un certain nombre de chiffres de leur développement décimal et la précision
(usage d’algorithme, de calculatrice, d’ordinateur, etc) avec laquelle ce développement est
donné. 'auteur ajoute que dans la pratique, lorsque le probléme est simple on travaille
avec une précision fixée et controlée au cours du calcul. Si le probléme est complexe,
on ne connait méme pas la précision on a seulement les croyances sur la validité du
résultat. L’auteur fait remarquer que nous avons des pseudo connaissances explicite des
nombres lorsque que nous les considérons comme bien connus, lorsqu’on peut en trouver
une valeur approchée raisonnable dans une table. Maintenant, le chemin est tout tracé
pour les fonctions numériques qu’on étudie au niveau du secondaire. Un chemin qu’on
voit déja assez complexe puisque les nombres sur lesquels les fonctions vont opérer ou
se mouvoir sont déja assez difficiles a cerner. Aprés ces pseudo connaissances explicites,
ils existent des connaissances implicites de nombres dont voici une liste d’exemples non
exhaustive :

1. racines d’une équation ou d’un systéme d’équation ;
2. les suites
3. les intégrales

4. la valeur d’une fonction usuelle sin 1.035 on peut regarder dans la table puis inter-
poler, on peut aussi se servir actuellement d’algorithme, de calculatrices et d’ordi-
nateurs. Ceci étant construit, on en vient aux connaissances sur les fonctions

1.4.25 Connaissances numériques d’une fonction

Une fonction est dans le sens du nombre, connue numériquement si I'on dispose des
valeurs d’entrées et des correspondants (valeurs de sorties) de chacune d’elles. exemple le
tableau de proportionnalité

1 2 3 4 3
6 9 12 15

est une connaissance numérique de la fonction f qui a x associe 3z. En s’appuyant sur les
travaux de J. Baranger dans son livre Introduction a ’analyse numérique page 5, « un
éléve connait numériquement une fonction s’il peut calculer sa valeur en tout point de son
domaine de définition. Nous voyons dans son développement ce qui suit : »

1 = LES POYC)LONS,

Ll a'egit de fancrliens définics gur une pareie  de B ou €Y B

wvalour davns: M ou £,

; PRy
Jdal - Covnaissance pumérique «o'une Fonction.

Poe fonction est conows nunEriquensat =3 1'an prat anlenler, an
gens Ze L.l za valaur eo tout polot (da ). En oes 5603, les scules
fobclivns connueg exzcbanent sont leg Funccions valiommelles

i i, - = -~ ., '
plxdfqlx) v p or 0 sont dos polyoBmes 5 coelfizionte ddelimeax (L.

Fi1G. 1.4 — Connaissance exacte
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FiG. 1.5 — Pseudo connaissance explicite

En ce sens, toutes les fonctions au programme de troisiéme et de seconde sont connues
numériquement. En effet, les éléves du secondaire peuvent :

avoir une table (connaissance arithmétique)

un algorithme (connaissance algorithmique)

un algorithme en machine (connaissances informatique ou intelligence artificielle)
une formule ou une fonction usuelle (connaissance algébrique)

une représentation graphique cartésienne (connaissance géométrique)

AN S

connaitre la valeur d’'une fonction aux points d’un maillage de I’espace. Pour connaitre
la valeur de la fonction en d’autres points on interpolera

7. un développement de la fonction cherchée f(z) sur une base de fonctions usuelle w,,(z)

oo

f(x) = anun(x)

Fi1G. 1.6 — Pseudo connaissance explicite

f est alors connue numériquement si ’on connait un nombre fini de a,, avec I'idée que
I’'on peut en calculer autant que 1’on veut.

8. une connaissance implicite d’'une fonction

i i m It
. o * ” K
sin x = E (=13 . e - ] =
am] (Zn+1)! — n!

FiG. 1.7 — Connaissance implicite
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On retrouve dans cette catégorie les fonctions dites spéciales telle que er f(x)

1.4.26 Connaissances des éléves

1. la solution optimale et découvrable au probléme posé;
2. ce qui réalise I’équilibre entre le sujet et le milieu;

3. ce que le sujet met en jeu quand il investit une situation ;

caractérisation d’une fonction

Aprés avoir lu les deux programmes du secondaire de France et d’Afrique francophone,
nous retenons pour ce travail qu'une fonction est caractérisée par :

1. un ensemble de départ : les antécédents (non vide);
2. un ensemble d’arrivée : les images;
3. un graphe symbolisant un processus.

Cette phrase ne doit pas étre considérée comme une définition, mais comme un résumé
de ce que nous allons présenter : ’histoire et 'enseignement des fonctions en France et en
Afrique francophone.

1.4.27 Comment construire une fonction : apport d’ Errett Bi-
shop

Dans son livre Foundations of constructive analysis, paru & New York en 1967 p
312-315, Errett Bishop et McGraw-Hill, trouvent dans le cadre constructiviste les fonda-
mentaux pour tenter de construire une fonction. ils montrent en méme temps que dans
le cadre classique, ces fondamentaux sont d’ordre générale. Ils font remarquer qu’en ma-
thématiques constructives, le travail se fait souvent en dehors de tout cadre formel. Dans
le cadre de notre recherche les travaux de ces derniers nous on aider & construire notre
cadre fonctionnel. En effet, nous avons mieux compris la difficulté rencontrée 4 un niveau
de seconde a donner une forme, une formule a notre fonctionnelle de 'exercice du livre
ciam visant a construire une fonctionnelle.

X 10 20 30
f f(x) f(10) f(20) f(30)
g g(x) g(10) | g(20) | g(30)
h h(x) h(10) | h(20) | h(30)
H H(f,g,h)(x)((x)) h(10) | g(20) | £(30)

Selon ces derniers, pour ce qui est des fonctions, on doit initialement avoir en esprit le
concept trés général d’ensemble sans pour autant s’inquiéter sur ses paradoxes. Nous no-
tons donc que la toute premiére connaissance & mobiliser est la notion d’ensemble. En
effet, elle évoque les paradoxes de la théorie de Cantor qui tente de montrer que ces para-
doxes résident, non dans le concept d’un ensemble particulier, mais plutét dans les notions
plutdt vagues d’existence et d’égalité qui sont classiquement attribuées aux nombres (car-
dinal) de tout ensemble. Qu’est-ce que le paradoxe de Cantor? Nous y reviendrons avec
le paradoxe du grand cardinal. Les mathématiques constructives sont selon Errett Bishop
de portée générale, mais il reconnait en méme temps que, généralement, c’est plutot le
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contraire qui est affirmé” Errett Bishop pense qu’habituellement cela est causé par la
confusion dans la réponse a la question de définir un ensemble et de construction des
éléments de celui-ci. Il en donne un exemple : ’ensemble composé de 5 si le dernier théo-
réeme de Fermat est vrai et 7 s’il est faux n’est pas bien défini, selon Brouwe tel qu’il se
présente, cela ne définit pas un entier. Mais il définit un sous-ensemble de {5, 7}
contenant tout au plus un entier. Cette méme remarque se fait dans le cadre des ma-
thématiques classiques, nous sommes selon Errett Bishop dans la méme situation lorsque
nous tenons compte de I'ensemble de solutions y — y(x) d’une équation fonctionnelle par-
ticuliére f(z,y) = 0 sans solution particuliére, et méme sans savoir s’il y en a. De méme,
ce dernier fait remarquer que définir un ensemble constructivement signifie uniquement
d’indiquer précisément ce qui doit étre fait pour construire un de ses éléments, et quoi
d’autre doit étre fait pour établir que deux éléments donnés soient égaux. C’est ce prin-
cipe que nous développons ici a savoir, pour construire une fonction (une fonctionnelle)
il faut au préalable savoir identifier dans ’ensemble de départs quels sont les rapports ou
liens entre éléments de cet ensemble et surtout comment on peut les générer. Il faut faire
remarquer que nous ne sommes pas obligés, dans la définition d’un ensemble, d’avoir tout
moyen de construire des éléments ou tout moyen de décider si deux éléments sont égaux.
D’une certaine facon, il s’agit de chercher une procédure finement réalisable (& portée de
main) selon eux. Dans certains cas, la trouver (le procédé, le processus : la fonction) est un
probléme majeur en mathématique. C’est la raison pour laquelle ils cherchent dans leurs
travaux a les construire dans le cadre scolaire tout en sachant bien stire que de la facon
dont il est facile de définir les ensembles de maniére constructive, il est réciproquement dif-
ficile de construire des fonctions. Leur tentative, de mettre en relation deux ensembles par
la définition d’une fonction est formulée ainsi : la définition d’une fonction d’un ensemble
A 4 un ensemble B doit fournir un moyen explicite de convertir la construction de tout
élément de A dans la construction d’un élément défini de B. Cela décrit le concept d’une
opération. Nous 'avons d’ailleurs remarqué aprés une enquéte aupres des éléves de termi-
nales a l'oral du Baccalauréat a qui on demandait de définir une fonction, ces derniers la
définissent comme une opération. Errett Bishop ajoute que dans la tentative de construire
une fonction, il faut également prouver que les nombres égaux de A se transforment en
nombres égaux de B. Pour étre complet. La définition de la fonction doit également étre
accompagnée d’une vérification que le procédé est réalisable. Cette vérification pouvant
étre validé par d’autres fonctions qui se sont déja avérées bien définies et précisées pour
chaque élément spécifique.

A titre d’exemple, auteur du livre réfléchis sur ce qu’il faut faire pour définir construc-
tivement une fonction & valeur réelle sur l'intervalle fermé, [0, 1 |, en ce qui concerne ce
qui doit étre fait pour définir une fonction & partir de la positivité de la valeur abso-
lue, de I'intégrale, de la distance, etc. Comment partir des nombres entiers vers d’autres
nombres entiers, c’est-a-dire, en termes de séquences des nombres entiers. En essayant
d’étre explicites. Il n'y a aucune restriction a ne considérer que les nombres réels de la
forme z = (z(w)/2") ou (x(n)) est une séquence de nombres entiers et, pour chaque
n, x(n + 1) differe de 2z(n) par au plus 1. La relation d’égalité x = y entre les réels
est ensuite exprimée par le condition, pour tout n, |x(n)- y(n) | < 2conditionquex€|0,
1]signi fieque, pourtousn,- 1 < x(n) < 2n-+1 . Par conséquent, nous voyons que la défini-
tion de toute fonction f : [0, 1] — R doit fournir, premiérement, une méthode performante
pour trouver la bonne définition d’une séquence des nombres entiers (x(n)) qui satisfait
(a) pour chaque n, |x(n+1)- 2x(n)| < 1,et(b)—1 <x(n)<2" + 1, dans la définition d’une

7. c’est la base de la plupart des difficultés du constructivisme.

46,279



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE Fonctions au secondaire

autre séquence particuliére des nombres entiers (u,(n)) qui satisfont |u,(n + 1) — 2u,(n)
| < 1. si on prouve ensuite que pour tout nombre n, |x(n)- y(n)| < 2 alors, pour tous n, |
u,(n) — uy(n)| < 2. Pour aller plus loin et pour définir une fonction uniformément conti-
nue nous devons fournir un module de continuité. Cela revient a définir une séquence
de nombre entiers positifs (k(n)) et fournir la preuve que, pour tout n, si |(kn)) -
y(k(n))| < 28;alors |uy(n) —uy(n)| < 2.

1.4.28 La croyance que les mathématiques constructives sont vagues
et imprécises

Les deux auteurs pensent que pour chaque n spécifique on pourra faire une vérification
directe. C’est un travail assez compliqué de chercher & mettre de la précision dans les ma-
thématiques constructives. Une construction d’un concept n’est pas simple. Cette facon,
de voir est aussi partagée par les constructivistes de I’école russe et les autres, qui estiment
qu’il est nécessaire de fonder la construction de ce concept de fonction par la construction
de fonction récursive. Pour trouver dans notre exemple du tableau donné en début de
paragraphe, la formule la mieux adaptée qui peut nous permettre de donner directement
en comparer f(10), g(10) et h(10) & partir des fonctions en entrées le bon résultat. Clest
en effet de cette facon que les fonctions sont enseignées. Ne pas arriver a trouver cette
unique formule (fonction) qui permette d’arriver au résultat est un changement radical
dans la facon dont les mathématiques regardent,
comie interprétation Errett Bishop écrit les mathématiques constructives ont commencé
a étre développées avec succés seulement au milieu des années 1930. Et la notion de
fonction, avait commencé a étre travaillée précisément sous le concept d’algorithme arith-
métique (fonction arithmétique calculable). Ils ajoutent pour mieux comprendre le cadre
dans lequel les fonctions sont travaillées que I'introduction en mathématique de la pré-
cision avec la notion d’algorithme arithmétique créé une base satisfaisante pour le trai-
tement de l'interprétation constructive d’une proposition mathématique et de la notion
fondamentale (fonction) des mathématiques constructives en analyse|?].

Observations extra-mathématiques

Les observations extra-mathématiques peuvent avoir ou ont une grande valeur en tant
que principes directeurs plus ou moins provisoires; principes dans le développement des
mathématiques constructives. Certains, les plus importants, sont basés sur des « contre-
exemples dans le style de Brouwer,fgrévélent les phénoménes de non-construction, et nous
conseillent de ne pas essayer de faire certaines choses de maniére constructive, par exemple
définir une fonction continue. D’autres suggérent que si nous pouvons prouver de maniére
constructive un certain type de résultat alors nous pouvons en fait le prouver dans une
forme forte, par exemple que si nous pouvons prouver (r = 0) — (0 = 1), ou r est un
nombre réel défini de maniére constructive, alors nous pouvons réellement construire un
entier positif k£ et prouve que |r| > %

De telles observations, basé sur un examen des mathématiques qui a déja été fait, sont
d’une importance évidente.

Dans cet esprit, Bishop passe en revue son propre livre de mathématiques, langage
numérique et, guidé par un important ouvrage de (Godel, il formule plusieurs obser-
vations générales sur la forme des énoncés mathématiques et sur la signification des
implications,P — ().
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A cet égard, il s’est également engagé & réinterpréter les mathématiques de son livre, en
quelque sorte en accord avec son sens, dans un certain systéme formel de Godel, concu
pour tenir compte de 'arithmétique constructive et pour lequel certaines de ces observa-
tions réapparaissent comme des métathéorémes valablement constructif. (C’est aussi un
bon endroit que quiconque puisse dire - §’il faut le dire - que définir des systémes formels de
maniére constructive et prouver des théorémes.) Donc peu importe le contenu constructif,
ou I'absence de contenu, dans les idées que le systéme est concu pour formaliser.

Intérét pour cette recherche

Soit(a, b, G) avec G un sous-ensemble quelconque de Az B satisfaisant la propriété de
fonctionnalité, la notion de sous-ensemble étant trés problématique; on cherche I'origine
la cause, c’est-a-dire la notion principale de la théorie des ensembles qui la rend tellement
importante. La notion de fonction est une notion qui peut faire vivre un ensemble. Elle
peut étre cet élément cherché de la théorie des ensembles. Comme c’est cet ensemble qui
crée des paradoxes tels que celui des grands cardinaux, il y a donc ici un probléme sérieux.
Mais ce n’est pas pour résoudre ce probléme qu’on va définir la notion de fonction qui est
autonome et repose toute seule. Dans les mathématiques constructives, les choses doivent
avoir une signification, cela est de nature & contaminer certains enseignements. Comment
les choses se passent en mathématiques classique ? Il parait évident qu’il faut :

1. commencer par les pratiques;

2. parler d’ensemble, pour que cette notion ait un sens;

3. avoir acquis un certain nombre d’expériences, pour sortir des contradictions
4. savoir ce qu’est un ensemble d’entiers naturels,

Pour définir ’ensemble des entiers naturels, En 1888, Dedekind dans son Was sind und
was sollen die Zahlen (Que sont et que doivent étre les nombres.), définis la fonction
comme base ( fonction successeur). Il a déja la notion d’entiers naturels. Intuitivement,
ce qu’on va dire est brute de décoffrage® c¢’est-a-dire qu’on reste ouvert & la critique si je
ne me trompe. Une fonction, pour la construire nécessite qu’on parte d’un ensemble A et
de deux choses :

1. ce qu’on doit faire pour construire des éléments de A;

2. ce qu’on doit faire pour identifier deux éléments de A.

Une fois que les éléments de A sont construits, il faut connaitre évidemment ce qu’on doit
faire pour identifier deux éléments de A idem pour construire un autre ensemble que nous
appelons B.

On définit alors une fonction comme une régle (mécanique) qui permet de transformer
une construction. d’un élément de A en une construction d’un élément de B On dira que
f est une fonction si ¢a se comporte bien avec I'opération. Voila le grand apport d’Errett
Bishop pour notre recherche.

1.5 Quelle théorie de la connaissance d’une fonction
pour cette recherche ?

Nous partons du contenu de Que sais-je, de Jean-Michel Besnier dans lequel il présente
ce que peut bien vouloir dire connaitre. Son travail nous a permis de mieux cerner ce qu’est

8. terme de Stefan N.
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une connaissance mobilisée. Nous partons du principe que la connaissance est un objet
d’étude de I'épistémologie. Pour chercher & mieux comprendre ce qu’elle peut bien vouloir
dire, nous analysons les conceptions des philosophes avant celles des didacticiens.

1.5.1 La formulation philosophique du probléme de la connais-
sance qui met au premier plan la notion de représentation

Je fais en premier dans cette partie un état des lieux sur les définitions de la notion
de connaissance. En effet dans son ouvrage sur la théorie de la connaissance, Jean-Michel
Besnier|33| en fait une étude qui nous semble exhaustive sur la volonté de comprendre
ce concept. Avant d’en tirer ce qu’est une connaissance pour notre travail analysons son
développement de fagon chronologique. Pour chaque définition nous allons montrer en quoi
cela peut-il étre intéressant pour comprendre ce qu’est une fonction. Seules les définitions
que nous trouverons tout a fait limpides seront présentées. Dans la premiére partie de
son ceuvre, il pense que la connaissance ne peut étre envisageable, que lorsqu’on peut
clairement distinguer le sujet qui connait et I'objet & connaitre. Cela sous-entend qu’il
faut une expérience cognitive qui doit amener I’éléve a éprouver la résistance de 1’objet
et se trouver en quelque sorte en difficulté sur ses dispositions a comprendre. Dans cette
expérience, il y a en quelque sorte une séparation, a la limite douloureuse, qui consacre
la révélation du doute.« La conscience qui s’éprouve d’abord dans la certitude sensible
en vient a désespérer d’elle-méme, découvrant I’'extréme précarité de son savoir, et elle se
résout a la nécessité d’une réflexion théorique sur son pouvoir de connaitre » Besnier.|33,
p. 13-24|. La connaissance est dans ce sens un probléme théorique et non plus seulement
une activité tournée vers le monde. Il se pose la question de savoir : comment s’effectue
cette élaboration qui a conduit au savoir et par quels prismes la réalité est passée avant
de devenir un objet pour le sujet qui connait ? Cette question peut étre reformulée pour
ce qui nous concerne par les questions suivantes : quel est le lien entre les fonctions et
ses représentations ? Existent-ils des fonctions sans signes pour interpréter les situations ?
Peut-on connaitre les fonctions autrement que par les signes? Kant et Hegel, dans la
méme veine se posent des questions allant dans ce sens : comment nos concepts, qui sont
des synthéses peuvent-ils synthétiser des représentations sensibles d’une nature différente
de la leur YKant. Comment ce qui est en-soi, peut-il devenir pour-moi ¢ Hegel. Telle est
bien la formulation philosophique du probléme de la connaissance qui met au premier plan
la notion de représentation. Afin de résoudre ce probléme, nous allons présenter quelques
philosophes pour tacher de surmonter ou neutraliser I'espace qui sépare sujet et objet.
« Penseurs du systéme ou théoriciens de 'expérience mystique, ils associeront la finitude
a la représentation et la philosophie a la quéte de I'unité absolue. » Besnier [33, p. 13|

1.5.2 Jean Piaget et la formulation cognitive, sujet-objet-structure
opératoire ou cognitive

Jean Piaget caractérise le processus cognitif dans son article Logique et connaissance
scientifique, Paris, Gallimard, « Encyclopédie de la Pléiade, 1967 ». Chaque fois qu’on
énonce une proposition traduisant un savoir, ces trois éléments c’est-a-dire le sujet, 'objet
et la structure se trouvent mobilisés. Piaget propose deux exemples qu’il est commode
de reprendre, & savoir : « Une truite est un poisson ». Tout d’abord, c’est un énoncé qui
manifeste qu'un sujet a procédé a une opération de classification au terme de laquelle il
peut identifier un objet comme appartenant au genre « poisson ». Le second exemple de
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lauteur est plus complexe mais satisfait a la méme description : « Les corps s’attirent en
raison directe de leur masse et en raison inverse de leur distance » est une proposition
qui suppose un sujet (Newton) ayant mis les objets du monde en relation, grace a des
structures telles que des fonctions, des nombres ou des coordonnées spatiales sollicités
pour décrire 'objet auquel il est confronté. Il est dés lors loisible d’envisager les cadres
généraux d’une typologie des approches de la connaissance. En effet, les structures en
question pourront appartenir :

au sujet ;

a l'objet ;

1.

2.

3. a la fois au sujet et a I'objet ;
4. exclusivement & leurs relations ;
5.

ou bien ne relever ni de I'un ni de 'autre.

Autant de théories résulteront de ces possibilités, que auteur qualifie sommairement pour
I'instant : d’idéalisme ? ; d’empirisme '* et de constructivisme '!.

distinction entre logique et théorie de la connaissance

Résolument attachée a I'espace intermédiaire entre sujet et objet, la logique se définit
comme « ’étude des conditions formelles de la vérité ». Ce qui distingue une théorie de la
connaissance d’une simple logique, dans le sens qu’il vient de suggérer, c’est qu’elle ne se
borne pas a décrire la structure qui conditionne la production de la vérité ; elle cherche en
outre a évaluer la part qui revient au sujet et & 'objet dans la constitution d’un savoir.
C’est ainsi que la réflexion philosophique sur 'acte de connaitre a eu tot fait de poser
une alternative : ou bien la connaissance n’est que le résultat de 'enregistrement dans
le sujet d’informations déja organisées dans le monde extérieur, ou bien elle est produite
par le sujet qui posséde la faculté d’agencer les données immédiates de la perception.
Descartes, Locke, Leibniz, Hume et Kant sont les protagonistes des débats ouverts par
cette alternative devenue canonique dans I'histoire de la philosophie [33, p. 24-26]

Débats ouverts : opposition entre le réalisme et I’idéalisme devenue canonique
dans ’histoire de la philosophie

L’opposition entre le réalisme et 'idéalisme figure la version la plus schématique du
conflit entre, d’une part, la thése de la réceptivité du sujet qui accueille passivement les
informations extérieures et, d’autre part, 'antithése qui atteste l'initiative du sujet dans
la production de ses connaissances. Le point commun entre ces positions antinomiques

9. « doctrine dont la matrice est souvent identifiée chez Platon et qui localise la vérité hors du monde
sensible, dans un Ciel habité de Formes ou d’Idées. L’idéalisme en est ainsi venu & s’opposer au réalisme
ou au matérialisme et & désigner ’attitude accordant au sujet de la connaissance les pleins pouvoirs
pour « informer » la réalité. Absolu, il conduit ce sujet & se croire producteur du monde lui-méme;
transcendantal, il suppose en lui des formes a priori destinées & s’appliquer au matériau de 1’expérience
sensible. Dans ce dernier sens, il s’accommode d’un réalisme empirique. [5, p. 116] »

10. « Communément opposé a « rationalisme », pour désigner la doctrine selon laquelle toute connais-
sance s’enracine dans l’expérience sensible. Le probléme posé par ’empirisme consiste a comprendre
comment le sujet, d’abord dépourvu de toute idée, pourra acquérir un savoir des choses qui composent
le monde[5, p. 115] »

11. « désigne d’abord la théorie issue de Kant selon laquelle la connaissance des phénoménes résulte
d’une construction effectuée par le sujet. Les travaux de Piaget ont mis en lumiére, en un sens voisin, les
opérations de l'intelligence dont résultent les représentations du monde. [5, p. 115] »
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consiste & minimiser — sinon a ignorer — le role joué par les structures qui s’interposent
entre sujet et objet.[5, p. 26-30|. Le premier considére que notre connaissance du monde
s’acquiert en ouvrant les yeux et en le regardant ou, plus généralement, par I’observation ;
le second n’hésite pas a soutenir que le monde n’est rien d’autre que notre réve. Attitudes
naives et dogmatiques tout a la fois, le réalisme et I'idéalisme sont examinés par Karl
Popper|79] dans le cadre des théories de la connaissance du sens commun. « Ce sont des
opinions » Relevant de la simple opinion, ils sont « abstraits », au sens ot ils ne se laissent
pas engager dans des arguments démonstratifs. Hegel disait « qu'une opinion nue en vaut
une autre » : de fait, on peut sans doute discuter les choix qui portent & privilégier le
réalisme plutot que l'idéalisme ou l'inverse, mais il est vain de vouloir les réfuter, car
tous deux se dérobent a I’épreuve de la démonstration et de 'expérience qui offrent seules
leurs critéres a la démarche scientifique. Et, au bout du compte, lui-méme s’avoue réaliste
plutdt qu’idéaliste — « réaliste métaphysique » 33, p. 27-30]

Jean Michel Besnier pense que le réalisme posséde au moins certaines affinités avec
la science, alors que 'idéalisme nous enferme facilement dans absurde illusion que nous
sommes créateurs de toute réalité ou, du moins, dans le vain constat qu’aucune réa-
lité indépendante ne saurait étre affirmée correspondre & nos sensations. Finalement, la
connaissance n’est qu'une information regue par l'intermédiaire des sens selon 'auteur;
elle finit par instruire une conception qui accorde au sujet une part des plus actives dans
I’élaboration de son savoir. La théorie de I« esprit-seau » a d’abord ’ambition de suggérer
la pauvreté de la thése sensualiste qu’il a rencontrée dans le Théététe de Platon : « Notre
esprit est un seau; & l'origine, il est vide, ou & peu prés; el des matériaur entrent dans
le seau par Uintermédiaire de nos sens (ou éventuellement a travers un entonnoir pour le
remplir par en haut) ; ils s’accumulent et sont digérés. [33, p. 28-30]

La théorie de la connaissance en premier montre que la connaissance est une infor-
mation recue par l'intermédiaire de nos sens. Cependant selon I'auteur, il n’est pas trop
difficile de dessiner les limites de cette théorie vers laquelle penche le sens commun, sur-
tout quand il (Besnier) se pique de pédagogie. La connaissance y est réduite & un pur
réceptacle d’idées, d’impressions ou d’expériences censées rendre compte directement du
réel, comment expliquera-t-on, par exemple, les erreurs 7 Assurément pas en les imputant
au monde extérieur qui est a la source des informations transmises grace aux sens. Le
sujet est en effet seul responsable de la bonne réception des connaissances : il peut mal
les digérer, les relier maladroitement ou les mélanger. De toute facon, 'erreur est en lui.
Sur ce point encore, on rejoint les résultats de la thése de Locke pour qui connaitre n’est
rien d’autre que bien percevoir la liaison et la convenance entre les idées, et se tromper,
échouer dans cette opération. Besnier [33, p. 29-30]

Qu’est-ce qu’on retient de ce passage ?

Nous pouvons remarquer dans ce passage que la connaissance n’est qu’une information
recue par I'intermédiaire de nos sens aussi, elle peut étre la perception de la liaison et
la convenance entre les idées. Par exemple : un éléve a une idée de fonction et une idée
de variation. Il peut devant une situation avoir la connaissance de la fonction croissante.
Il peut se tromper, échouer dans son étude de fonction. Ce passage nous ameéne a ’évi-
dence. C’est-a-dire qu’il ne suffit pas de regarder ou d’entendre pour savoir, ainsi, ce qui
conduit I'éléve a se tromper parfois doit aussi intervenir positivement dans I’élaboration
de ses connaissances. Cela signifie que les erreurs sont aussi des connaissances. Il en fait
la preuve avec la théorie de « 1’ esprit-seau », Il s’agit du degré zéro de ’analyse de la
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connaissance, impose des réquisits '? qui dépassent trés largement le niveau des obser-
vations dont tout savoir est sens¢, dériver intégralement. Le réalisme du sens commun
conduit & une philosophie de 'esprit, sinon & une métaphysique susceptible de fonder nos
facultés de connaitre.

Réflexions sur le pouvoir de connaitre : réle joué par I’expérience dans la
constitution du savoir : empirisme et rationalisme

La théorie de la connaissance nous apprend que la réflexion sur le pouvoir de connaitre
mobilise les esprits autour d’une grande question : Quel est le role jouer par 'expérience
dans la constitution du savoir? Concrétement, qu’entend-t-on par esprit-seau?, et les
camps se sont affronté : d’un coté, ceux pour qui la connaissance :

1. dérive intégralement de I'expérience, de l'autre ;
2. doit solliciter, pour se constituer, des instruments non déductibles de I’expérience.

Les théoriciens de la connaissance ont, dans ce contexte affiché des attitudes tranchées
voici un résumé de leurs débats [5, p. 30-33] :

Opter pour une démarche extravertie ou introvertie

Opter pour une démarche extravertie, soucieuse de clarifier les données de 'expérience,
puisque nos sens sont frappés par des objets extérieurs qui engendrent les idées de notre
esprit (Locke), ou bien assumer une démarche introvertie, tournée vers les certitudes
du sujet cognitif, car il est bien plus aisé de connaitre I'esprit que le corps (Descartes).
Analyser la connaissance consiste dés lors a dresser ’anatomie de ’entendement humain
ou bien a s’engager dans une méditation introspective.

Le statut réel ou imaginaire des idées innées

Le statut réel ou imaginaire des idées innées, c’est-a-dire la nature de ces ¢léments de
I’entendement réputés premiers et que Descartes décrivait en termes de « vérités éternelles
», mais qu’on pourra aussi désigner, de maniére plus neutre, comme « lois de la pensée
». Si on les admet, on minimise forcément le role de I'expérience ; si on les refuse, il faut
confier a celle-ci la totalité de nos connaissances ;

Position empiriste et position rationaliste

Locke a su trouver dans la tradition scolastique ’expression propice a qualifier la
position empiriste : «Nihil est in intellectu, quod non fuerit in sensu[75].» En amendant
cette expression, Leibniz, quant a lui, caractérise la position rationaliste : «Nihil est in
intellectu, quod non fuerit in sensu, nisi ipse intellectus[72].» La formule résume avec
précision 'opposition doctrinale entre Locke et Leibniz : « rien n’est dans 'esprit qui ne
vienne des sens (empirisme), si ce n’est 'esprit lui-méme (rationalisme) ». Cet esprit qui,
selon Leibniz, renferme les notions primitives sans lesquelles les données de 1'expérience
nous seraient incompréhensibles, par exemple : I’étre, la substance, I'un, le méme, la cause,
la perception, le raisonnement. Il faut assurément préter a ’esprit des facultés propres, un

12. Ce qui est nécessairement requis pour une fin donnée“ (Aur.-Weil 1981). Une exposition, une dis-
cussion, un enseignement quelconques présupposent des étres humains qui pensent, qui se communiquent
plus ou moins imparfaitement leurs pensées et qui les comparent : que de connaissances déja, et que
d’assertions, méme métaphysiques, dans ces simples requisits ! (Lalande, Raison et normes, 1948, p. 21).
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fonctionnement autonome, si 'on veut qu’il explique, qu’il assimile et exploite les données
qu’il ingurgite. L’auteur soupc¢onne alors volontiers les tenants des idées innées de vouloir
entraver I’émancipation promise par le développement des sciences : invoquer des « vérités
éternelles » pour fonder notre savoir, qu’est-ce d’autre que s’en remettre a Dieu qui les
a créées pour Sa plus grande gloire et les dispense selon Son bon plaisir 7 En revanche,
refuser toute innéité, qu’est-ce d’autre que s’adresser a la seule « nature des choses » sinon
a la seule matiére. La cause des hommes apparait mieux servie par la thése qui accorde
tout a l'expérience que par celle qui requiert le pouvoir transcendant d’un Dieu ou méme
d’une Nature providentielle ; [33, p. 29-30]

Comment acquérons-nous la connaissance de la cause et de l’effet ?

Pour Hume : connaitre, c’est croire. en effet, si toute connaissance dérive de 'expé-
rience, comment expliquer que nos concepts dépassent de trés loin les renseignements
donnés par nos sens ? De quel droit pouvons-nous affirmer, dans des lois scientifiques, des
relations universelles et nécessaires entre les phénoménes 7 Ces questions se posent a ’em-
piriste davantage qu’au rationaliste qui les écarte en soutenant, on I'a dit, que I'expérience
est déchiffrée a I'aide des compétences innées de notre esprit, lesquelles sont porteuses des
concepts universels que la science se charge d’organiser et d’exploiter. Philosophe empi-
riste, Hume interroge le principe de causalité qui est le nerf de toute entreprise scientifique.
Expliquer un phénoméne, qu’est-ce d’autres, pour ’homme de science, que le considérer
comme effet d’une cause ou bien comme cause d’un effet qu’il permet de prévoir? La
causalité pose bel et bien a 'empiriste le probléme de savoir comment il est possible de
dépasser ainsi le strict plan de 'observation. Puisqu’on ne voit jamais ni une cause ni un
effet, mais seulement des phénomeénes contigus. Pour étre précis, suivons quelque temps
le questionnement que Hume engage dans son enquéte sur I'entendement|65] : comment,
acquérons-nous donc la connaissance de la cause et de 'effet 7 La méthode expérimentale
caractéristique de la science moderne doit ainsi reconnaitre sa précarité : une démonstra-
tion mathématique emporte la conviction aprés qu’elle s’est appliquée sur un cas unique
(elle est déductive) ; le raisonnement expérimental, quant a lui, requiert une certaine quan-
tité de cas (il est inductif) et il ne peut malgré cela offrir de conclusions que probables.
Enfin, force est d’admettre que le lien entre les expériences qui forment le tissu de la
science est bien énigmatique : si nous inférons a partir de 'expérience, n’est-ce pas que
nous avons déja établi ce lien (qui rattache le passé et le futur). De toute évidence, les
questions posées a la conception empiriste de la connaissance sont dérangeantes. Elles ont
mobilisé Kant qui disait avoir été réveillé par Hume de son « sommeil dogmatique ».

Pour Kant : connaitre, c¢’est construire. Aprés Hume, la tache s’impose a Kant de
sauver la science du scepticisme. Rien de moins. Il lui faudra pour cela réhabiliter la cau-
salité, sans laquelle il n’est plus de connaissance empirique des phénomeénes, c’est-a-dire
affirmer contre Hume que I'expérience dérive du concept de cause, et non pas de la ten-
dance psychologique a associer les événements. En 1783, Kant publie les Prolégoménes a
toute méta-physique future qui constituent la version « pédagogique » de la Critique de la
raison pure[69]. Il y explique ce qui I’a conduit a résumer ses préoccupations théoriques en
une question fondamentale, d’apparence trés technique : Comment des jugements synthé-
tiques a priori sont-ils possibles 7 Pourquoi la métaphysique n’est-elle pas encore parvenue
a se constituer comme science, & la différence des mathématiques et de la physique? La
réponse fait intervenir la question centrale de la théorie de la connaissance que Jean Bes-
nier a rappelé : les énoncés mathématiques s’imposent avant toute expérience; ils sont
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fondés sur l'intuition pure du temps et de 'espace, lesquels déterminent la forme de tous
les phénoménes susceptibles d’étre communiqués a nos sens. On dira des mathématiques
qu’elles expriment des jugements « synthétiques » parce qu’elles lient ces intuitions a des
concepts. Un jugement est dit « analytique » quand la liaison établie par lui entre un pré-
dicat et un sujet est pensée sur le mode de I'identité. Kant écrit : « Lorsque je dis que tous
les corps sont étendus, j’énonce un jugement analytique, car je n’ai pas besoin de sortir
du concept que je lie au mot corps pour trouver I’étendue unie a lui. En revanche, un ju-
gement sera dit « synthétique » quand la liaison du sujet au prédicat apparait comme une
adjonction. Lorsque je dis, continue Kant, que tous les corps sont pesants, ici le prédicat
est tout a fait différent de ce que je pense dans le simple concept d’un corps en général.
Cette réponse fait appel a une notion qui implique 'essentiel des théses kantiennes sur
la connaissance : la notion d’« expérience possible ». Pour s’exprimer briévement selon
I’auteur, les jugements synthétiques a priori des mathématiques ou de la physique sont
scientifiques parce qu’ils satisfont les exigences d'une « expérience possible ».

Le probléme de Hume est mal posé : l'induction n’explique pas le développement
de nos connaissances. Le probléme de Kant ne ’est pas mieux : l'esprit n’a pas pleins
pouvoirs pour faire la loi dans le champ du savoir scientifique. Vers qui donc se tourner
pour justifier nos dispositions & connaitre? L’auteur ne rentre pas dans le détail des
analyses de la théorie de la connaissance. Karl Popper s’est destinée a montrer que les
théories philosophiques de la connaissance ont toutes échoué. Est-ce par induction que
nous connaissons ? La réponse de Hume est sans détours : c’est peut-étre grace a elle,
mais ce n’est pas logiquement justifiable. Est-ce donc parce que nous possédons un savoir
a priori que nous connaissons ? En un sens seulement : 'entendement prescrit sans doute
ses lois aux phénomeénes et il offre ainsi a la science sa grille de lecture, mais, ajoute
Popper, celle-ci n’est pas forcément efficace, et il arrive que la nature la refuse ; [33, p. 62|

Pas d’observation sans une théorie implicite

contre I'apriorisme kantien qui s’étalait sur la physique newtonienne, Popper a beau
jeu d’invoquer les développements ultérieurs de la science qui contestent la validité a priori
des lois de la dynamique. I'histoire selon 'auteur accordera néanmoins a Kant quelques
points : l'expérience suppose pour étre déchiffrable que nous ayons des attentes a son
endroit. Auguste Comte le disait a sa facon : pas d’observation sans une théorie implicite,
et Gaston Bachelard aussi : pas d’expérience sans la formulation préalable d’un probléme.
Si ’on assimile le kantisme & la thése générale selon laquelle notre perception implique une
construction plus ou moins consciente du réel, alors il faut le donner gagnant. Mais ce serait
confondre apriorisme et innéisme, ce que Popper ne fait pas; Ce passage nous apprends
qu’il va falloir mettre en place une grille d’analyse pour identifier les connaissances chez
les éléves. Avec Popper, la théorie de la connaissance sera « objectiviste », c’est-a-dire
qu’elle interrogera les contenus des conceptions scientifiques davantage que les modalités
qui les rattachent au sujet connaissant. Einstein disait :

Si vous voulez étudier chez I'un quelconque des physiciens théoriciens les
méthodes qu’il utilise, je vous suggére de vous tenir a ce principe de base :
n’accordez aucun crédit a ce qu’il dit, mais jugez ce qu’il a produit [33, p. 53-54]
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La connaissance se transforme en vue de se rapprocher toujours davantage de
cette vérité

Dans le droit-fil de cette consigne, Popper se propose d’élaborer la théorie de I'expé-
rience scientifique. C’est 1'une des raisons pour lesquelles 'opposition traditionnelle [5,
p. 54|. Comment se développe la connaissance de ce sujet? Tout simplement grace a
I’épreuve qu’il fait du réel, par modification, élimination et substitution de la forme de
connaissance qui préexiste en lui. Popper ne renonce pas a ’antique théorie selon laquelle
la vérité consiste dans la correspondance de nos idées avec la réalité. C’est pourquoi il
soutient que la connaissance se transforme en vue de se rapprocher toujours davantage de
cette vérité. Quelle différence y a-t-il donc entre Einstein et une amibe 7 Tous deux font
usage de la méthode des essais, mais, tandis que I’amibe cherche a tout prix a éliminer I’er-
reur, Einstein en fait son miel dans 'espoir d’apprendre quelque chose sur le monde, grace
a elle. Le physicien essaie consciemment de mettre en échec des théories qu’il passe son
temps a reformuler, 'amibe résout inconsciemment des problémes & partir d’hypothéses
qui font corps avec elle. De 'un a l'autre, il n’y a qu'un pas, qui marque cependant la
conquéte de l'esprit critique auquel s’attache la science. Avec Popper s’achéve sans doute
I’age d’or des conceptions philosophiques de la connaissance. 1l est désormais archaique
de considérer que « la connaissance la plus certaine que nous puissions avoir est celle qui
porte sur nous-mémes et sur nos expériences d’observation et de perception ». L’approche
subjectiviste de la connaissance a fait son temps, et la méthode critique décrite par Popper
entend bien mettre un terme a la recherche de la justification des démarches conduisant
au savoir. Les béhavioristes qui ne se prononcent pas sur I’existence ou la non-existence
de ce qui ne s’observe pas, ceux-ci réclament en effet qu’on en finisse définitivement avec
cet ceil intérieur inventé par Descartes, dont la fonction aurait été d’inspecter I’« espace
interne » — véritable théatre — ou défilent les représentations, c¢’est-a-dire les reproductions
du réel toujours plus ou moins parfaites, plus ou moins claires et distinctes. L’esprit n’est
pas, selon Rorty, le « miroir de la nature », dont le philosophe devrait chercher a évaluer
la fidélité et dont il pourrait rectifier par la méthode les imperfections, et la connaissance
vraie ne se confond pas avec une collection de représentations adéquates.

Métaphysique de la connaissance : Connaitre, c’est computer (calculer), connec-
ter, sélectionner, faire émerger

La théorie de la connaissance précise en derniére analyse que connaitre, ce n’est jamais
plus qu’affirmer des raisons de croire dans la vérité d’un énoncé. c’est computer (calcu-
ler, estimer, etc... se rapproche de l'ordinateur). La question suivante se pose : comment
lordinateur a-t-il pu devenir le modéle d’explication du fonctionnement de la connais-
sance ? Il a d’abord fallu rompre avec certains préjugés que 'on impute en général au
cartésianisme, par exemple celui qui porte a soutenir que les hommes sont seuls capables
de connaitre, parce qu’ils posséderaient une ame. Ainsi la théorie de la connaissance ra-
joute que connaitre, c¢’est connecter. En effet, I'esprit n’est rien d’autre que le cerveau,
ce pourquoi il pourrait étre intégralement simulé par une « machine neuromimétique ».
John von Neumann a, parmi les premiers, entrepris de montrer que le cerveau fonctionne
comme une machine digitale. Sa démonstration est désormais bien connue : le neurone
propage de l'influx nerveux, lequel consiste en une perturbation électrique et s’accom-
pagne de modifications chimiques aussi, on peut connaitre par sélection naturelle.

Les promesses issues des recherches sur la cognition sont & peu prés sans limites, au point
que le questionnement philosophique paraitra bientot nul et non avenu. Les sciences du
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cerveau se présentant, d’'une part, comme des « sciences de la recognition ». La théorie
de la connaissance se termine par les affirmations suivantes : connaitre, c’est faire émer-
ger, c’est déléguer a U'intelligence artificielle. Ainsi, a force de recourir a I'ordinateur pour
décrire et expliquer les actes cognitifs, on a fini par en faire le modéle de I'intelligence
elle-méme. Celui-ci résout des problémes, comme nous le faisons; il établit des relations,
comme nous cherchons a toujours mieux le faire. De 1a a souhaiter en imiter les vertus,
toujours plus fiables que les notres, la tentation était facile. Oubliées, les réserves concer-
nant son incapacité & produire du sens ou a disposer de l'intention de faire ce qu’il fait !
Si ’essentiel pour un étre intelligent est de parvenir & ses fins, en prenant les bonnes
décisions ou en adoptant les bons comportements, il n’importe pas qu’il soit conscient. In
fine, connaitre, c¢’est réduire a I'unité [33, p. 103]

Synthése

Pour identifier les connaissances mobilisées par les éléves sur les fonctions en nous ap-
puyant sur la théorie de la connaissance sus décrite, nous allons nous en tenir uniquement
chez les éléves et les enseignants aux différentes possibilités de connaitre que ce cadre
théorique nous a permis de construire : c¢’est-a-dire :

1. Par la croyance;

2. par l'intuition et par la construction ;
3. par I'induction ;

4. par la possession d’'un savoir a priori;
5

par les affirmations.

1.5.3 Formulation didactique de la connaissance d’une fonction

Pour faire simple, dans le cadre didactique, la connaissance est une construction, un
moyen, mais non nécessairement explicitables. Elle (la connaissance) est du coté de ’éléve.
Cette formulation est évoquée dans de nombreux travaux a travers des mots tels que : les
conceptions ; les connaissances a acquérir ; les connaissances a faire acquérir ; les théorémes
en acte; les modéles implicites d’action ; les intuitions. Nous présentons dans la suite
I’approche didactique de la connaissance qui nous a servi de fondement pour cerner les
connaissances mobilisées par les éléves sur les fonctions

Savoirs et connaissances dans ’enseignement d’une théorie

Dans les travaux d’Isabelle Bloch [35, p. 48] linventaire des théories didactiques
sur la connaissance a été fait. Quels sont les différentes approches et problémes d’ordre
didactique de la notion de connaissance? C’est cette étude que nous allons mener dans
les lignes qui suivent.

Savoirs convertis en connaissances dans une théorie

Les savoirs sont dans certaines situations converties en connaissances. Aussi, certaines
connaissances construites lors d'une confrontation avec un milieu peuvent étre institu-
tionnalisées en savoirs. Cela nous améne & penser que les ostensifs tableaux, formules,
courbes, etc. sont des connaissances institutionnalisées en savoirs sur l'objet fonction. de
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ce point de vue, tous les ostensifs sont des connaissances losqu’ils sont évoqués par 1’éléve
devant une tache.

) Savedrs of eonneissances dans Censeirnement d une theorie

Dans Penscignement d'une théore. les savoirs sont converiis en connaissances, o
cemaines  formes do sevoir sont plus  favorables an  développement de  cemaines
connaissances | par excmple le savoir sur fa décomposition des enticrs en Facicurs premicrs o
II'|iI1IirI.'."\-|I.: II.!th Ii.l f.m,_'-.'\-ll I.II.J h'-IIIIEi‘IirII'r Il.::ﬁ [Iiﬂ'rillll!\.. ﬂu Sl e "iH"a'l!:lil saif ks Ijl"li:'l-l\.?L:BI- 1 Bt
penie o B langenie & e conrbe g manifesie conmne connaissines dans la rEsoluion
praphiene des Coprations dilfEenticlles (of Arige of Gantherm, 1953)

e meme, ks connaissances qui e menilestent dons uae siuation =ont en 2énérol ke
retlet d'un savoirn, Inteme ou externe 4 lo théore éudife; ou bien les connoissances
constmites lors de o confrontation avec un miliew vont e instituticnnalisées comme des
KAV,

Ce qui semble important, €'t que vien ne prouve quune géncration lngigue, qu ek
soit de type analytique ou productf, soit eno méme temps une géndration cogmitive @ oates los
mthodes axiomatigues peavent @i inelTiaees pour Gine foncionner les connassimees o
de opprentssage, 1 est connu guun apprenti=agze peul pardzilement s appuyer sur des
declurntions fuusses, s1oes déclarations ensendzem des questions, qui elbs-memes produisent
une penese dies conmaissanees gui est dun aotre type gue la génerndion loggue. I s o &
faire une place aux conses d'apprenriszage, lesquelles ne se confondent pas avec les raisony
e savoir.

Fi1Gg. 1.8 — Les savoirs convertis en connaissances

Dans la suite [35, p. 54|, nous voyons que l'intuition est souvent mise en avant pour
I'enseignement de certaines notions de l’analyse (les prémisses de I'analyse) donc des
fonctions. L’éléve peut construire des connaissances qui lui permettent de résoudre les
taches auxquelles ils sera confrontées. Ce sont ces connaissances construites et mobilisées
qui font 'objet de notre étude.

IV, 2.4 Les connassances de Peleve

L'enscionement des prémisses de Uanalyse, dans les deux dernidqres années de Iycée,
st Tt waans reecasnir au formelis o od ans dEfimigions i ="agin 0 un apprentissige gui se el
base sur I intuiticn, o nepoese sur osension & quelpees o embRmsnigues (voir chpiine 2)
Dans cez conditions de quol peut-on disposer pour analyser octivité mothématique de
Uéléve Y Les savoirs étant absents, élve peut constnure éventuellement des conpaissances
qu Im permetient de répondre oux demondss de Uinstitution concernanl o résolution
d'exercices ef les relations avee les savoirs mathérmatiques oliéricuars,

F1G. 1.9 — Les savoirs convertis en connaissances

Il y a une nécessité théorique de I’étude des connaissances

L’introduction des connaissances se justifie pour plusieurs raisons, théoriques et em-
piriques. Il y a une nécessité théorique de I’étude des connaissances pour rendre compte
de l'activité mathématique des éléves, et plus généralement du couple enseignant / ensei-
gné. Conne (1997)., cette activité mathématique se traduit en connaissance avant de se
traduire en pratiques mathématiciennes ; pour analyser le milieu.

Elle donne comme exemple : les passages entre registres différents relatifs & un méme
concept : en effet, les passages entre registres différents (conversions sémiotiques) ne sont
pas tous objets de savoirs dans l’enseignement ; ils sont pris en charge de facon treés
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différenciée suivant la nature du registre ou de la conversion, et certains restent sous
forme de connaissance privée du mathématicien. Par exemple les conversions graphique —
algébrique ne font pas partie explicitement du savoir sur les graphiques et fonctions dans
I'enseignement secondaire. Duval (1994). Autre exemple : des connaissances sur l'infini
peuvent étre a I’oeuvre dans des calculs de limites, alors que la méthode de validation ne
prévoit pas de traitement mathématique de l'infini. La prise en compte de la distinction
connaissances/savoirs est donc nécessaire a deux niveaux :

1. fonction empirique : rendre compte de la contingence ;
2. fonction théorique : modéle d’analyse didactique.

Elle se pose ensuite les questions des savoir : si dans le milieu il n’y a pas de savoirs
pour la validation, peut-on y mettre des connaissances? ces connaissances peuvent-elles
jouer un role satisfaisant pour engager cette validation 7 (au sens ou le savoir présent dans
la situation sera bien identifié, mobilisé, et éventuellement pourra étre institutionnalisé).
Elle propose d’examiner les études publiées en didactique sur les savoirs et connaissances,
et de retenir un modéle théorique utile pour notre étude. Nous avons choisi la théorie de
champs conceptuels.

ALHEIEILN

BSTTLTECHEALSEE N MUBILSLY

A SR L g

F1G. 1.10 — Triangle de la mobilisation de connaissances

Le milieu : connaissance-action, savoir-validation

Dans la suite du travail sur le milieu (Brousseau et Centeno, 1991), les définitions
données placent clairement les connaissances du coté de 'action, et les savoirs du coté de
la validation et la communication.

Les connaissances sont les moyens transmissibles (par imitation, initiation,
communication, etc.), mais non nécessairement explicitables, de controler une
situation, et d’y obtenir un certain résultat conformément & une attente et
& une exigence sociale. Le savoir est le produit culturel d’une institution qui
a pour objet de repérer, d’analyser et d’organiser les connaissances afin de
faciliter leur communication, leur usage sous forme de connaissance ou de
savoir, et la production de nouveaux savoirs. (Brousseau et Centeno 1991,
note p. 176)

Dans la théorie des situations, effectivement, les connaissances se situent du coété du
controle de la situation par 1’éléve, tandis que les savoirs sont du coté du controle de
la situation par l'institution, ainsi que le remarque G. Chauvat (Chauvat 1997). Dans
sa thése (Lacasta, 1995) E.Lacasta insiste sur le caractére nécessaire de la distinction
connaissances /savoirs :
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Cette distinction va étre catégorique en didactique si on montre que, dans
une activité, il y a une partie des connaissances qui doivent rester opaque au
savoir (Lacasta 1995 p.46).

Cela signifie bien que, dans une situation, il reste toujours un point aveugle pour le savoir
du professeur : ce sont les connaissances mises en ceuvre par les éléves pour traiter le savoir
que celui-ci (le professeur) a mis en jeu dans la situation. Cela signifie que les éléves ont
des croyances, des intuitions, des affirmations, etc. qui étonne parfois I’enseignant. Nous
pensons a ce niveau que les activités proposées par les professeurs peuvent nous permettre
d’identifier certaines des connaissances mobilisées par les éléves.

Connaissance : situation agie ou réfléchie

Isabelle Bloch montre que plusieurs auteurs (Brousseau, Rouchier, Conne) s’accordent
pour remarquer que le savoir et les connaissances ont des fonctionnements culturels diffé-
rents. Ils ne sont pas traités de la méme maniére par les institutions. Nous le remarquons
par la facon dont la notion de fonction est introduite en France et en Afrique franco-
phone. Les connaissances sont souvent trés fortement contextualisées, et elles restent en
général du coté du rapport privé au savoir, alors que les savoirs sont triés par des ins-
titutions comme celle des mathématiciens afin de garder les énoncés utiles, et ont une
forte composante publique, voire exclusivement publique. Pour Rouchier par exemple, les
connaissances sont du coté de la situation agie (niveau I) c’est-a-dire ce que fait I'éléve
pour résoudre la tache, alors que dés qu’on aborde la situation réfléchie c’est-a-dire lors-
qu’il fait appel aux propriétés, théorémes, etc., on est dans 'ordre des savoirs.

L’enseignant transporte dans le milieu de la situation une partie de ses savoirs,
sous forme de connaissances

Nous retenons des prédécesseurs, la différence pointée dans les textes de Brousseau,
d’une part entre connaissances et savoirs, d’autre part entre connaissances de I'éléve et
connaissances de ’enseignant, a un méme moment de la situation; en ce sens, de méme
que le milieu a-didactique est une nécessité pour l'organisation de la transmission du
savoir dans une perspective d’extinction du contrat didactique, la distinction connais-
sances/savoirs est une nécessité de ’étude du milieu a-didactique : en effet,

I’enseignant transporte dans le milieu de la situation une partie de ses sa-
voirs, sous forme de connaissances afin que I’éléve puisse les rencontrer et les
utiliser pour controler son action dans la situation; en méme temps 1’ensei-
gnant emploie, lui, des connaissances (différentes de celles de 1’enseigné) pour
controler que I'éléve utilise bien les connaissances adéquates au controle de
I’action dans le milieu a-didactique aménagé grace aux savoirs de ’enseignant.

La connaissance est une condition nécessaire du savoir. Cela ne veut pas
dire que temporellement il doit y avoir connaissance avant savoir. Cela veut
dire qu’il ne saurait y avoir d’installation d’un savoir (pour un sujet) s’il ne
visait pas ou s’il n’était pas conséquent de I’établissement d’un rapport de
connaissance (effectif ou potentiel). La nécessité, pour la connaissance, se joue
en cet endroit précis dans sa capacité a assurer le maintien de la relation
entre le sujet et le milieu, finalisé par la situation. Cette nécessité... devra étre
transportée dans le savoir. (Rouchier 1991, p. 37)
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1.5.4 Le modéle d’analyse ascendante et descendante de Margo-
linas

Dans le modéle d’analyse ascendante et descendante de Margolinas (Margolinas 1994).
Il d’agit de préciser les connaissances des acteurs impliqués dans la situation, a chaque
niveau de celle-ci. En reliant cette analyse a celle du temps didactique, il apparait que les
connaissances de ’enseignant sur la situation ne dépendent pas de ce temps (contraire-
ment aux connaissances de 1’éléve) et donc que cette a-temporalité des différentes positions
du professeur aux différents niveaux de milieu, et des connaissances afférentes, est ce qui
caractérise la place de 'enseignant dans la structuration du milieu. (Margolinas, 1997,
Séminaire National de Didactique). Ces connaissances sont d’ailleurs une caractéristique
de ce que Chevallard appelle son topos, sa place dans le milieu, et ne caractérisent pas une
évolution de son rapport au savoir : “ Ceci implique (..) qu’il (I’enseignant) reconnaisse
ce milieu a-didactique comme territoire de référence culturelle et de fonctionnement des
savoirs qu'il enseigne 7, ainsi que le dit Brousseau. (Brousseau, 1990) Si donc les connais-
sances de I'enseignant ne sont pas ce qui controle I’évolution de sa position, dans I'analyse
du milieu, c’est que ces connaissances sont d’une nature différente de celles de ’éléve, et
ne s’en distinguent pas simplement par un décalage temporel (les connaissances de ’éléve
“ rattrapant ” presque celles du professeur en fin d’apprentissage). En quoi ce passage
nous intéresse t-il 7 Nous comprenons qu’a la fin de ’apprentissage, les connaissances de
I’éléve se rapprochent de celle du professeur. Cela signifie que les renseignements donnés
par le professeur peuvent nous permettre de cerner les connaissances mobilisées des éléves.
Nous pouvons méme aller plus loin en disant en pensant que les connaissances mobilisées
par les éléves sont a la frontiére des savoirs mobilisés par I'enseignant.

Existence d’une transposition didactique intermédiaire

Isabelle Bloch en 1997, a essayé de pointer la spécificité des connaissances de ’ensei-
gnant pour I'enseignement, c¢’est-a-dire justement celles qui lui permettent de controler la
situation vécue et agie par ’éléve. Une hypothése faite alors par elle était qu’il existerait
une “ transposition didactique intermeédiaire ” qui serait celle de I’enseignant (et qu’il reste
trés largement a étudier). Elle pense qu’on peut faire hypothése que ce qui distingue les
connaissances de ’enseignant tient :

1. & leur nature (dans Bloch 1997 elle disait que ces connaissances étaient “ la part
mathématique du didactique ) ;

2. aleur genése (dans 'activité mathématique d’enseignement justement, par une trans-
position spécifique) ;

3. a leur fonction, et en conséquence a leur fonctionnement.

L’étude des connaissances que le professeur manifeste dans la situation, pour la controler,

et particuliérement dans les phases a-didactiques, apparait donc comme une nécessité liée
a celle de I'étude du milieu.

Distinguer connaissances et différents types de savoirs

Pour Conne, la didactique se caractérise donc par une (nécessairement) double réfé-
rence & la réalité. Cependant, il y a lieu de faire des distinctions plus fines que celles
exposées plus haut, et de distinguer connaissances et différents types de savoir :
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Je propose que I'on distingue le cas ot le controle de la relation sujet /situation

se trouve du coté de la situation, ce sera I'ordre de la connaissance, du cas ol
ce controle se trouve du coté du sujet (et de la représentation) ce sera 1'ordre
du savoir. (...) le savoir est de I'ordre de 'utilité des connaissances pour trans-
former les situations.

L’ordre de la connaissance et l’ordre du savoir ne sont pas régis par des pro-
cessus identiques, la situation les départage. (...) Enseigner, ¢’est travailler le
savoir, pour induire dans un cadre situationnel choisi, un processus cognitif
supportant 'apprentissage dont le produit sera en retour institué en savoir. “
Un savoir est une connaissance utile. Utile est & prendre dans le sens le plus
large possible : utilisable, a utiliser, etc. (Conne, 1992. p.249).

Conne distingue ensuite savoir-faire, savoirs réfléchis et savoirs savants — et parmi ces
derniers, certains sont des savoirs institués :

En résumé, le savoir-faire est une connaissance utile en regard d’une situation donnée
et du produit qui résulte de l'interaction. Le savoir-réfléchi est une connaissance utile
en regard de la représentation & l'ccuvre dans cette interaction. (...). La finalité d’un
savoir savant sera I’organisation et le développement des savoirs eux-mémes. ... Les savoirs
savants sont des savoirs sur les situations. ” (idem p. 255)

Un double investissement de connaissances

Isabelle Bloch retrouve les connaissances du professeur, qui a “ [reconnu| ce milieu a-
didactique comme territoire de référence culturelle et de fonctionnement des savoirs qu’il
enseigne 7, et qui pourra reconnaitre (et éventuellement institutionnaliser) les connais-
sances et objets enseignés lors de leur remontée. Ce qu’il est important de noter ici, c’est
qu’il apparait clairement que la transposition didactique ne peut fonctionner sans un
double investissement de connaissances, coté éléve et coté professeur. Si les connaissances
du coté de Péléve ont été évoquées dans de nombreux travaux (& travers les conceptions,
ou les connaissances a acquérir — faire acquérir par I’éléve, ou les théorémes en acte et
modéles implicites d’action) il n’en va pas de méme pour les connaissances du profes-
seur, qui sont moins étudiées (voir cependant les travaux de C. Margolinas a ce sujet;
M. Legrand a également évoqué ces connaissances de l’enseignant en parlant de controle
épistémologique du professeur sur la situation : cf Legrand, 1991 et Di Martino, 1992.
Surtout, il apparait a l'issue de cette étude qu’il peut étre intéressant d’étudier conjoin-
tement ces différentes connaissances, au lieu de les disjoindre. C’est pourquoi, suivant
en cela F.Conne, nous parlerons de connaissances du couple enseignant/enseigné, dans le
travail de la classe qui est identifié comme une activité mathématique propre aux deux
composantes de ce couple : I’éléve et le professeur. |35, p. 48-64]

1.5.5 Connaissance mobilisée : définition, les trois approches

1.5.6 La premiére approche

La premiére approche est celle de considérer une connaissance mobilisée comme un
« programme de traitement disponible ».
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1.5.7 La seconde approche

Une seconde approche considére une connaissance mobilisée comme celle que 1'éléve
utilise ou applique. Mobiliser une connaissance, ce n’est pas seulement '« utiliser » ou
I’« appliquer », c’est aussi adapter, différencier, intégrer, généraliser ou spécifier, combiner,
orchestrer, coordonner, conduire un ensemble d’opérations mentales complexes qui, en les
connectant aux situations, transforment les connaissances plutot que les « déplace ».

1.5.8 La troisiéme approche

La troisiéme approche considére la mobilisation des connaissances comme réinvestis-
sement des acquis des éléves. Ainsi, les connaissances (savoirs) que nous allons considérer
comme mobilisées par I'éléve devant une tache sur les fonctions sont : les acquis, les
moyens qu’ont les éléves pour résoudre la tache, les programmes de traitement disponible,
des compétences devant une tache, sans se poser la question du temps nécessaire pour la
résoudre.

1.5.9 La notion de connaissance mobilisée sur les fonctions

Dans cette partie nous apportons quelques éclaircissements sur certaines des notions
que nous utilisons telles que : la connaissance mobilisée, la connaissance d’une fonction
enseignée et le domaine des fonctions. Ce sont des concepts clés pour notre travail. Ils
méritent d’étre étudiés. Nous partons des différents sens que la notion de connaissance
peut prendre pour, en déduire le sens que nous gardons pour notre travail.

1.5.10 Etymologie et histoire du mot connaissance

Source : www.cnrtl.fr/etymologie/connaissance

1. Ca 1100 conoisance « acte de connaitre ; idée, notion de quelque chose » (Roland, éd.
J. Bédier, 3987);

2. . ca 1265 cognoissance « faculté de connaitre, intelligence » (B. Latini, Li livres dou
tresor, éd. F.-J. Carmody, II, 68);

3. 1283 dr. connoissance « droit de juger certaines personnes, de connaitre de certaines
questions » (Ph. de Beaumanoir, Coutumes de Beauvaisis, éd. A. Salmon, t. 1, P. 39);

4. 1491 congnoissance « expérience, habileté » (Commynes, Mémoires, éd. J. Calmette,
Prologue, t. 1, p. 2);

5. 1595 plur. « contenu de la connaissance, ensemble de ce que I'on sait » (Montaigne,
Essais, 1. I, chap. XII, éd. Gallimard, p. 599);

6. . av. 1650 « état de celui qui a le sentiment de son existence » (Vaugelas, Quinte-Curce,
1. II1, chap. 5 ds Littré) ;

7. 1494 congnoissance « relation avec quelqu'un » (Arch. Nord, B 1708, fol. 52 vods
IGLF)

8. 1554 « relation sexuelle » (Gruget, Diverses legons, t. II, p. XXVIII ds Gdf. Compl.);

9. ) 1656 « personne que 'on connait » (Pascal, Provinciales, 5 ds Littré); b) 1852 p.
ext. pop. « galant, maitresse » (J. Humbert, Nouv. Glossaire genevois, p. 110) ; 4. 1823
faire connaissance avec qqc. (Las Cases, Le Mémorial de Sainte-Héléne, t. 1, p. 308).
Dér. du rad. du part. prés. de connaitre.
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Dans cette premiére partie nous pouvons retenir que la notion de connaissance provient
de l'idée d’un éléve sur les fonctions ou de la notion de fonction elle méme. C’est-a dire
que les connaissances sur les fonctions sont : soient les idées des éléves sur cette notion,
soit le contenu sur la notion de fonction enseigné.

Le mot « connaissance », dans le dictionnaire de frangais Larousse|?]|, prend plusieurs
sens. Dans un premier temps, la connaissance est une action, le fait de comprendre, de
connaitre les propriétés, les caractéristiques, les traits spécifiques de quelque chose. |?]
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Chapitre 2

L’histoire du concept de fonction

2.1 Introduction

Nous nous intéressons a la notion de fonction enseignée au secondaire. Notre regard
entreprend de questionner un probléme qui nous préoccupe depuis quelques années :
comment les fonctions nous sont-elles données 7 L’histoire de ce concept du professeur A.P
YOUSCHKEVITCH de I"Université de Moscou contenu dans son article The Concept of
Function up to the Middle of the 19th Century, témoigne de cette préoccupation. Nous
adoptons le contenu de son article et nous en présentons dans la premiére partie ce premier
chapitre, un résumé. Puis nous présentons les évolutions dans des conceptions de cette
notions dans les programmes récente Cette approche nous permet de mieux analyser
les contraintes et les libertés réelles du professeur qui cherche a introduire la notion de
fonction, les programmes et les contenus des manuels scolaires. « Le concept de fonction
jusqu’au milieu du XIX¢ siécle » d’aprés A. P. Youschkevitch.

Nous rendons compte de cet article section par section.

2.2 Remarques préliminaires.

Youschkevitch commence par focaliser son étude sur la « fonctionnalité » et plus
précisément sur le concept de « dépendance fonctionnelle ». Il note que les historiens
discordent sur la genése de ces notions. Le probléme est que nous pouvons facilement
traduire les mathématiques d’époques trés reculées grace a ces concepts, mais que cela ne
prouve pas qu’ils y sont réellement présents. Youschkevitch estime méme que

ce fait trivial est stérile en ce qui concerne notre recherche sur la formation
de l'idée de fonction, sa généralisation et sa compréhension graduée, la si-
gnification concréte qu’elle acquiert avec le progrés de la pensée scientifique
et philosophique et, finalement le role qu’elle a joué au cours des différentes
étapes de sa progression. [85, page 10]

Une analyse historique est d’autant plus nécessaire.
Il propose une premiére structuration de I'histoire de la dépendance entre deux quan-
tités comme suit.
— Antiquité. La dépendance entre certaines quantités n’est pas encore concue comme
dépendance entre variables.
— Moyen Age. La dépendance s’exprime sous une forme géométrique et mécanique.
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— Période moderne. La dépendance s’exprime de maniére analytique par des séries infi-
nies jusqu’a ce que cette présentation s’avére inadéquate et qu’une nouvelle définition,
qui prévaut encore aujourd’hui, soit introduite.

2.3 Les tables de fonctions et les « symptomes » des
sections coniques.

Les mathématiques babyloniennes utilisent largement des tables, par exemple pour
le calcul des carrés et des cubes, des racines carrées et cubiques, en particulier pour les
calculs astronomiques. Otto Neugebauer (1957) repére deux types de tables pour lesquels
il emploie la terminologie anachronique mais parlante de « step-function [fonction étagée|
» et « linear zigzag-function [fonction linéaire en zigzag| ».

Les mathématiques grecques donnent lieu & un développement de la trigonométrie,
et on trouve une table des cordes (la corde d'un angle « est égale a 2sin(a/2)) dans
I’ Almageste de Ptolémée (2° siécle).

La description des coniques par leurs « symptomes » est un autre cas de dépendance
que nous lisons comme une relation fonctionnelle paramétrée de la forme 3% = 2px £ §x2
(ou de la forme dégénérée y? = 2px pour la parabole).

Mais il n’y a chez les Grecs aucune formule algébrique, aucun calcul littéral, mis a
part peut-étre chez le « dernier mathématicien de la période d’Alexandrie », Diophante.

2.4 Une notion générale de fonction dans I’Antiquité.

Par ailleurs, il n’y a pas dans les mathématiques grecques d’allusion a une idée qui
unifierait les dépendances concrétes isolées qui y apparaissent. Notons aussi qu’elles ont
une propension a éviter systématiquement les images cinématiques.

2.5 Représentation cinématique et géométrique des re-
lations fonctionnelles. Théorie des calculs et des La-
titudes des Formes.

Les sciences arabes n’apportent pas de progrés qualitatif & ’égard de la fonctionnalité,
avec selon Youschkevitch la seule exception notable de I'analyse du mouvement accéléré
par Al-Biruni dans Le Canon Mas <udi (11° siécle).

Au 14¢ siécle, un progrés décisif est fait avec la théorie « des configurations des qua-
lités » encore appelée « des latitudes des formes » avec en particulier Nicole Oresme.
On y considére la dépendance de maniére générale et non concréte : soit on la définit
verbalement soit on la décrit en construisant une succession de points d’une courbe.

En Angleterre, avec William Heytesbury et Richard Swineshead, la théorie « des cal-
culations » s’intéresse particuliérement a la dépendance par rapport au temps et au mou-
vement uniformément accéléré.
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2.6 La quantité variable de Descartes ; les fonctions al-
gébriques.

Youschkevitch reléve alors une étape cruciale : celle de la « méthode analytique pour
introduire les fonctions au moyen de formules et d’équations », franchie indépendamment
et simultanément par Fermat et Descartes vers 1637. Descartes écrit :

Prenant successivement infinies diverses grandeurs pour la ligne y, on en
trouvera aussi infinies pour la ligne x, et ainsi on aura une infinité de divers
points tels que celui qui est marqué C, par le moyen desquels on décrit la ligne
courbe demandée.[85, page 17]

C’est, cette révolution qui a installé la «pensée fonctionnelle» en mathématiques. Un
peu plus tard, P. Mengoli, N. Mercator, J. Gregory et I. Newton découvrent indépendam-
ment le développement des fonctions en série entiére.

2.7 Le concept de fonction selon Newton (1670) et Leib-
niz (1673-1694).

Le développement du calcul différentiel et intégral se fait dans un cadre géométrique
(les aires, le triangle caractéristique infiniment petit). Chez Newton, ceci s’articule avec
une cinématique qui pose le temps comme quantité de base par rapport a laquelle les
autres quantités s’« écoulent ».

C’est chez Leibniz que le mot « fonction » apparait pour la premiére fois, mais pour
désigner des segments définis en relation avec la courbe étudiée, et qui sont les « fonctions
» de cette courbe.

2.8 Une fonction en tant qu’expression analytique arbi-
traire : Jean Bernoulli (1694-1718) et Euler (1748).

Le mot « fonction » devient central pour I’analyse mathématique a 'orée du 18° siécle
seulement : c’est Jean Bernoulli qui en 1686 considére « diverses quantités données d'une
fagon ou d’une autre par une [quantité| indéterminée x et par des constantes. . . [soit] de
maniére transcendante, soit algébriquement », et qui en 1698 utilise le mot « fonction »
pour cette « maniére ». C’est & Leibniz qu’on doit la distinction algébrique/transcendant
encore en cours aujourd’hui. Elle remplace la distinction géométrique/mécanique de Des-
cartes. Simultanément, l'usage des mots « constante », «variable», «paramétre», «coor-
donnée» s’affermit.

En 1718, Jean Bernoulli formule la définition suivante :

Définition. On appelle fonction d’une grandeur variable une quantité composée

de quelque maniére que ce soit de cette grandeur variable et de constantes.|85,

page 35|

On observe simultanément que la « maniére » en question quitte toujours davantage le

registre géométrique, mécanique, cinématique pour se recentrer sur l’expression « analy-
tique » de la fonction, c’est-a-dire par série entiére. Le temps perd son statut de fondement
pour I'analyse mathématique; la figure géométrique est reléguée a un role illustratif et
pédagogique.
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Euler précise la définition de Bernoulli en 1748 :

Une quantité variable est une quantité indéterminée ou, si l'on veut, une
quantité universelle, qui comprend toutes les valeurs déterminées.

[...] Ainsi, une [quantité variable] comprend tous les nombres tant positifs
que négatifs, les nombres entiers et fractionnaires, ceux qui sont rationnels,
irrationnels et transcendants; on ne doit pas méme en exclure zéro, ni les
nombres imaginaires.

Une fonction de quantité variable est une expression analytique composée,
de quelque maniére que ce soit, de cette méme quantité et de nombres, ou de
quantités constantes.|85, page 36]

2.9 Fonctions analytiques.

Toute fonction, est-elle développable en série entiére 7 Euler exprime que c’est le cas
en pratique, mais voit néanmoins le besoin d’inclure les séries de Puiseux (dans lesquelles
les puissances « désignent n’importe quels nombres » ).

2.10 Les fonctions continues et discontinues (mixtes)
au sens d’Euler ; la controverse au sujet des cordes
vibrantes.

Euler congoit aussi qu’une fonction peut étre introduite par distinction de cas (c’est-
a~dire par morceaux), ce pour quoi il utilise les termes de « mixte » et, en contradiction
avec la terminologie actuelle, de « discontinu ».

Cependant, Euler est amené a agrandir I'extension du concept de fonction pour les
besoins de la physique mathématique et tout particuliérement I’étude des cordes vibrantes.
En réponse a D’Alembert, il écrit en 1748 que la forme initiale de la corde est quelconque.

[...] La premiére vibration dépend de notre bon plaisir, puisqu’on peut,
avant de lacher la corde, lui donner une figure quelconque ; ce qui fait que le
mouvement vibratoire de la méme corde peut varier & 'infini, suivant qu’on
donne a la corde telle ou telle figure au commencement du mouvement.|85,
page 40]

2.11 La définition générale d’une fonction par Euler.

Voici la définition générale d’une fonction par Euler (1755) :

Si certaines quantités dépendent d’autres quantités de telle maniére que
si les autres changent, ces quantités changent aussi, alors on a I’habitude de
nommer ces quantités fonctions de ces derniéres; cette dénomination a la plus
grande étendue et contient en elle-méme toutes les maniéres par lesquelles
une quantité peut étre déterminée par d’autres. Si, par conséquent, x désigne
une quantité variable, alors toutes les autres quantités qui dépendent de z
de n’importe quelle maniére, ou qui sont déterminées par z, sont appelées
fonctions de z.[85, page 48]
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Il s’agit dés lors de caractériser les fonctions analytiques parmi ’ensemble des fonctions.
En 1791, Arbogast introduit la notion de fonction « discontigiie », ¢’est-a-dire discon-
tinue au sens d’aujourd’hui.

2.12 La critique du concept de fonction « mixte » ;
Charles (1780) et Fourier (1807-1821).

J. Charles remarque en 1780 qu’une fonction introduite par distinction de cas peut
alternativement étre introduite par une seule et méme équation, et que la notion de
fonction mixte n’est donc pas bien définie. Cauchy donnera en 1844 ’exemple trés simple
de la fonction valeur absolue qui peut étre introduite par y = v/2.

La théorie générale des sommes trigonométriques issue des travaux de Joseph Fourier
sur la propagation de la chaleur méne a ’abandon de la classe des fonctions « mixtes ».
Celui-ci écrit ceci en 1805 :

Il résulte de mes recherches sur cet objet que les fonctions arbitraires méme
discontinues peuvent toujours étre représentées par les développements en si-
nus ou cosinus d’arcs multiples, et que les intégrales [des équations aux dérivées
partielles| qui contiennent ces développements sont précisément aussi générales
que celles ot entrent les fonctions arbitraires d’arcs multiples. Conclusion que
le célébre Euler a toujours repoussée.|85, page 53]

2.13 Une digression : la représentation analytique des
fonctions.

La question de la représentation des fonctions par séries « de Fourier » occupe les
mathématiciens tout au long du 19° siecle et jusqu’a nos jours.

En méme temps, la théorie de la représentation par série entiére se précise avec le
célébre contre-exemple de la fonction exp(—1/z?) prolongée par 0 pour x = 0. Ce genre
de questions méne jusqu’aux travaux de René Baire.

2.14 La définition générale d’Euler est reconnue : Condor-
cet (1778), Lacroix (1797), Fourier (1821), Lobat-
chevski (1834), Dirichlet (1837).

Condorcet semble étre le premier, vers 1778-1782, & reconnaitre I'importance de la
définition d’Euler, suivi de Lacroix (1797).
Notons en particulier la définition de Cauchy (1821) :

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que la valeur
de 'une d’elles étant donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes les
autres, on concoit d’ordinaire ces diverses quantités exprimées au moyen de
I’'une d’entre elles, qui prend alors le nom de wvariable indépendante ; et les
autres quantités exprimées au moyen de la variable indépendante sont ce qu’on
appelle des fonctions de cette variable.[85, page 55]

La méme année, Fourier écrit dans sa Théorie analytique de la chaleur :
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En général, la fonction f(x) représente une suite de valeurs ou ordonnées
dont chacune est arbitraire.[85, page 58]

Lobatchevski et Dirichlet proposent une décennie plus tard les définitions suivantes.
— Lobatchevski (1834) :

La conception générale exige qu'une fonction de x soit appelée un nombre
qui est donné pour chaque x et qui change graduellement en méme temps
que x. La valeur de la fonction peut étre donnée soit par une expression analy-
tique, soit par une condition qui donne un moyen pour tester tous les nombres
et sélectionner 'un d’eux; ou, finalement, la dépendance peut exister, mais
reste inconnue.[85, page 59|

— Dirichlet (1837) :

Désignons par a et b deux valeurs fixes et par x une grandeur variable,
située entre a et b. Si & tout = correspond une valeur finie y = f(x) qui varie
de fagon continue lorsque x varie lui-méme de fagon continue de a a b, nous
dirons que y est une fonction continue pour cet intervalle. Ici, il n’est pas du
tout nécessaire que y s’exprime en fonction de x selon une méme loi sur tout
I'intervalle ; il n’est méme pas nécessaire d’envisager une expression algébrique
explicite entre z et y. D’un point de vue géométrique, c’est-a-dire en envisa-
geant x et y comme abscisse et ordonnée d'un point et ou a chaque valeur de z
de l'intervalle considéré correspond une valeur et une seule de ¥, la continuité
d’une fonction est a4 mettre en paralléle avec le fait que la courbe soit d’un seul
tenant. Cette définition ne prescrit en aucune facon aux différentes parties de
la courbe une quelconque propriété commune et on peut se représenter les dif-
férents raccordements de maniére totalement arbitraire, ou méme s’imaginer
une courbe simple tracée graphiquement, sans aucune contrainte préalable. Il
résulte de cela qu’'une telle fonction ne sera définie sur tout un intervalle que
si chacune de ses parties est soit donnée graphiquement, soit mathématique-
ment. Par contre si elle n’est définie que sur une partie de 'intervalle, alors
elle reste totalement libre de prendre ou de ne pas prendre n'importe quelles
valeurs arbitraires sur la partie restante de 'intervalle.[85, page 60|

Ces définitions visent les fonctions continues. Cependant, leur formulation trés générale
autorisera les mathématiciens ultérieurs a aller au-dela de cette classe. Ce sera le cas en
particulier de Cournot (1841) qui écrira « Nous concevons qu’une grandeur peut dépendre
d’une autre sans que cette dépendance soit de nature a pouvoir étre exprimée par une
combinaison des signes de 1’algébre » et suggérera « d’imaginer une théorie qui aurait
pour objet la discussion des propriétés générales des fonctions ».

2.15 La fonctionnalité chez Hankel.

Mais ce n’est pas & Lobatchevski, Dirichlet ou Cournot qu’on doit d’avoir popularisé
en mathématiques le concept moderne de fonction : c’est 4 Hankel (1870).

On dit que y est fonction de z si a chaque valeur de z d’un certain intervalle
correspond une valeur bien définie de y sans que cela exige pour autant que y
soit définie sur tout l'intervalle par la méme loi en fonction de x, ni méme que
y soit définie par une expression mathématique explicite de x.[85, page 61|

Hankel attribue cependant cette définition a Dirichlet.
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2.16 Le role historique de la définition générale d’Euler.

Pour Hankel, le point principal est la définition de Dirichlet plutét que sa formula-
tion littérale. D’autre part, en opposant la définition de Dirichlet & la vision d’Euler,
Hankel était certainement en erreur. Le concept de fonction d’Euler a évolué, et si I'un
ou autre nom doit étre lié a la définition d’une fonction en correspondance biunivoque,
ce nom doit étre celui d’Euler; C’est Euler dont le concept, décrit en 1755, a été déve-
loppé par de nombreux savants, Lobatchevsky et Dirichlet inclus. Le coté faible de la
définition d’Euler n’a pas échappé & Hankel qui, pour sa part, la considérait comme une
pure définition nominale. Il souligne que les fonctions ainsi définies universellement ne
possédent aucune propriété commune. Les expressions analytiques composées au moyen
d’opérations de calcul relativement simples ayant été presque le seul sujet d’étude pen-
dant environ deux siécles, elles n’ont jamais perdu leur importance. Ensuite, il est devenu
nécessaire d’étudier différentes classes de fonctions (continues, différentiables, a variation
finie, ponctuellement discontinues, mesurables, etc.) introduites au moyen de telle ou telle
propriété fondamentale qui définit toute la structure d’une classe donnée indépendamment
du fait de savoir si les fonctions de cette classe sont représentables analytiquement. La
principale différence entre les méthodes d’étude des fonctions dans le cadre de I'analyse
mathématique et [alternativement| de la théorie des fonctions est que I’analyse déduit les
propriétés de toute fonction & partir des propriétés de I'expressions et formules analytiques
par lesquelles cette fonction est définie, tandis que la théorie des fonctions détermine les
propriétés de la fonction a partir de propriété, qui distingue a priori la classe de fonctions
considérée.
les descriptions verbales du comportement des fonctions sur 'un ou 'autre ensemble de
valeurs de la variable indépendante deviennent généralement utilisées. La logique mathé-
matique moderne a découvert des difficultés essentielles inhérentes a la définition univer-
selle, donc non-algorithmique, d’une fonction. Youschkevitch termine par une citation de
Hermann Weyl (1927) :

Personne n’a jamais su expliquer ce qu’est une fonction. Mais « une fonc-
tion f est définie si par un moyen quelconque, on peut associer & un nombre a,
un nombre b. .. On dit alors que b est la valeur de la fonction f pour la valeur a
de Pargument ».|85, page 63|

2.17 1902 : justification des fonctions dans le programme
francais

En 1902, I'étude de phénoménes naturels nécessitent I'étude de variations de gran-
deurs, ce qui justifie 'étude de la notion de fonction qui jusque la était enseignée de
maniére disparate (Boyé, 2007)...Des allégements sont proposés en mai 1912 et un nouvel
aménagement en 1925 du programme des classes de terminales scientifique. Cette période
est une période charniére pour la transposition didactique(Chevallard, 1985) de la défini-
tion de fonction ou d’équation de droite : il y a une hésitation entre une axiomatique liée a
I’analyse et une application des théories algébriques. En effet, les mémes contenus peuvent
apparaitre sous le titre « algébre » comme celui de « fonction d’une variable ». Dans le
manuel « Enseignement secondaire, Algébre et notions de trigonométrie, classes de 2° et
17¢ » (Brachet et Dumarque, 1942) on peut trouver dans le livre 1T : le Premier Degré,
chapitre IV page 97, la définition de la fonction linéaire en ces termes : Définition : On
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appelle fonction linéaire un bindéme du ler degré : y = ax + b ot a et b sont des nombres
donnés.

Plus loin on précise I'origine de la dénomination. C’est pour rappeler que sa représentation
graphique est une ligne droite que la fonction y = ax + b est appelée linéaire

x étant une lettre susceptible de prendre diverses valeurs numériques, on dit que y est
une fonction de z si a une valeur donnée de = correspond une valeur déterminée de y. x
s’appelle la variable indépendante.

Pour représenter graphiquement la variation d’une fonction, on porte en abscisse une va-
leur de la variable indépendante et en ordonnée la valeur correspondante de la fonction.
On obtient ainsi autant de points représentatifs que 1'on veut. Les points représentatifs
forment un arc de courbe AB.

Dans « Algébre Arithmétique et géométrie classe de troisiéme » de Lebossé et Hémery
de 1964, on trouve un chapitre intitulé : Fonctions et graphes. La notion de fonction est
définie ainsi : « un nombre y est fonction d’un nombre variable z quand a chaque valeur de
x correspond une valeur déterminée de y. » On définit ensuite son ensemble de définition,
son sens de variation, les coordonnées des points d’un plan pour arriver a la représentation
graphique d’une fonction.

Les théories de Piaget apportent des éléments a la mise en place des nouveaux pro-
grammes. L’idée de stades (intuitif, opératoire concret, opératoire formel) ameéne a struc-
turer ’enseignement suivant ce principe. Le terme « analyse » apparait pour la premiére
fois au lycée sous la rubrique « Algébre, et notions d’analyse » dés les classes de seconde
et premiére dans 'arrété du 6 mars 1962, on estime qu’a cet age on peut aborder des
notions plus formelles. Les publications de TAPMEP de I'époque témoignent de 'appui
de I'association au nouveau programme.

2.18 1968 : conception de la notion de fonction en se-
conde

La notion de fonction est congue comme correspondance. On retrouve les notions
suivantes : fonction d’une variable ; notation y = f(x); notion d’accroissement ; fonction
croissante ; décroissante ; fonction constante sur un intervalle ; transformation du binéme
ax + b conduisant a la forme a(x — p); fonctions y = ax,y = ax + b, de la variable z :
existence, sens de variation, étude lorsque z tend vers 'infini; signe.

2.19 1968 : La notion de fonction est introduite dans le
programme de quatriéme

Dans le manuel de 4° cours Bredif de chez Hachette, on retrouve dans le chapitre 16 :
expressions algébriques, mondémes, polynomes, la définition d’une fonction suivante : « On
appelle fonction une relation qui, & chaque élément d’un ensemble de départ A associe au
plus un élément d’un ensemble d’arrivée B. ». Puis vient celle d’une fonction monome :
« On appelle fonction monéme une fonction comportant uniquement comme opérations
sur la ou les variables, des multiplications ou des élévations & une puissance positive. »
Aucune application concréte n’est proposée, les instructions officielles vont bien dans ce
sens donnant a ’enseignement 'objectif de « faire saisir le sens et la vie profonde des
étres de la mathématique ». Il s’agit bien de séparer les étres mathématiques du monde
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empirique

2.20 1972-1986 : La notion de fonction au programme
de troisiéme et de quatriéme

Nous voyons apparaitre les dénominations encore utilisées aujourd’hui : fonctions li-
néaires et affines; la structure de ’ensemble des réels R (applications de R dans R) qui
permet ensuite de définir les fonctions polynémes, les « applications linéaires et pro-
portionnalité : représentation graphique d’une application linéaire, notion de coefficient
directeur, de pente » et en classe de 3° « applications affines : représentation graphique
d’une fonction affine »

2.21 1981-1989 : Définition d’une fonction selon Vin-
ner, Dreyfus et Tall (Tall et Vinner, 1981, Vinner
et Dreyfus, 1989)

Dans le cas de la définition de fonction, Vinner et Dreyfus ont examiné les réponses a
un questionnaire proposé a un groupe de 236 étudiants et 36 enseignants. Ils ont identifié
et distingué six catégories de définitions :

fonction comme « correspondance » (au sens bourbakiste),

comme « relation de dépendance » (avec mention du domaine et image),
comme « loi » (sans mention du domaine et image),

comme « opération ou manipulation de nombres »,

comme « formule ou expression algébrique »

ou comme « représentation » (Vinner et Dreyfus, 1989).

En outre, ils ont trouvé que, méme les étudiants qui étaient capables de donner
une définition de fonction de type ensembliste correcte (« correspondance »),
préféraient utiliser des images intuitives, portant sur d’autres définitions, pour
répondre aux questions posées. Par exemple, environ 40 % des étudiants exa-
minés, pensaient que le graphe de fonction pour étre congu comme tel devait
posséder des caractéristiques comme la continuité, la régularité, un caractére
stable sur le domaine entier (en rejetant ainsi les fonctions définies différem-
ment sur deux intervalles divers)

C’est dans ce esprit que nous avons & nouveau posé la méme question a des éléves de
terminale pour savoir comment ces derniers deffinissent-ils la fonction entre 2017 et 2021.

2.22 1988 :La notion de graphe pose probléme selon
Markovits et al., Barnes

Si 'on pose aux étudiants la question de savoir combien de graphes de fonctions est-il
possible de tracer par les points donnés ? Les éléves répondaient en évoquant seulement le
graphe d’une droite lorsque les points sembles alignés dans un systéme d’axes. Ils consi-
déraient par contre de répondre & la question lorsque les points ne sont pas alignées, car il
leur semble qu’il y avait deux ensembles de points sur des droites diverses. Barnes (1988)
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a trouvé que la majorité d'un groupe d’éléves du secondaire et du début d’université, ne
considéraient pas y = 4 comme I'expression d’une fonction, car y ne dépendait pas expli-
citement de z, et cela, a la différence de 22 +9% = 1, qui, & cause de sa familiarité majeure
et de la présence explicite dans 'expression de x et de y, était retenue une fonction.

2.23 1990 : la notion de fonction dans le programme de
seconde

Le programme du 25 avril 1990 modification de 'arrété du 14 mars 1986, BO N°20 du
17 mai 1990, classe de seconde, prévoit a la page 40 ce qui suit :

Fonctions usuelles : On mettra en valeur la diversité du comportement des
fonctions. Dans ce cadre, il est important que les éléves soient entrainés a
mieux maitriser les situations de proportionnalité, dont ’étude a été abordée
au college, en relation avec ’étude des fonctions linéaires et des fonctions af-
fines. Variation et représentation graphique des fonctions : © — ax +0b. Arrivés
en seconde, les éléves associent le mot « fonction » aux propriétés de linéarité.
Il devient difficile d’aborder le concept de fonction tant la représentation des
fonctions affines est intégrée. L’étude de 'application linéaire sera donc bien-
tot abandonnée en 4° au profit d’une pratique plus importante de « problémes
mettant en oeuvre la proportionnalité » (vitesse, changement d’unités, gran-
deurs quotients. .. ). Le mot « application » semble abandonné au profit de la
terminologie « fonction », « en fonction de » qui correspond mieux a 'objet
mathématique considéré. On peut parler de fonction de proportionnalité ou
de fonction & accroissements proportionnels (Bulletin APMEP décembre 1996
n°407. P 40)

Le programme précise : « Objectif : étudier quelques fonctions de références préparant a
Ianalyse. » et dans le cadre : Calcul et fonctions, on trouve : le contenu, les modalités
de mise en oeuvre et les commentaires sur les fonctions linéaires et affines qui sont carac-
tériser par le fait que l'accroissement de la fonction est proportionnel & ’accroissement
de la variable. Puis on donne des exemples de non-linéarité en faisant remarquer que les
fonctions carré, inverse,... ne sont pas linéaires. On retrouve également les « Fonctions
affines par morceaux conforme & un tableau de variation ou un tableau de valeurs et des
problémes d’interpolation linéaire. »

2.24 1992, Dubinsky et Harel, Breidenbach et al.,la concep-
tualisation de ’objet fonction

Ed DUBINSKY développe de son coté une épistémologie des fonctions proche de celle
d’Anna Sfard. Il tente de déterminer la nature des objects et des processus spécifiques qui
sont construits et comment ils s’organisent lorsqu’on étudie les fonctions 7 Il nomme sa
modélisation abstraction réflective, ’adjectif réflective étant a prendre au sens des lentilles
de loptique. Il désigne par action n’importe quelle manipulation physique ou mentale qui
transforme des objets (ostensifs) pour obtenir d’autres choses. Ensuite il parle d’action
intériorisée celle qui peut prendre place entiérement dans 'esprit du sujet c’est-a-dire une
action intériorisée pour devenir un processus. D’aprés sa théorie, il n’y a qu’une facon de
construire un objet mathématique : par encapsulation et il est essentiel selon lui d’étre
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capable de faire marche arriére, de 'objet au processus. Aussi, ’encapsulation et la dé-
encapsulation expriment les processus permettant de passer du statut procédural au statut
structural de cette notion mathématique illustre ainsi la dualité des deux statuts signalée
par A. Sfard.

Ed DUBINSKY s’intéressent ainsi, aux transitions entre trois niveaux : actions — processus
— objets : le processus d’apprentissage commence d’abord par des actions sur des objets.
Lorsque I'action totale peut avoir lieu dans 'esprit du sujet sans courir a travers toutes les
étapes spécifiques, nous disons que I'action a été intériorisée en processus. Ensuite, le sujet
peut utiliser ce processus pour obtenir un nouveau processus, par exemple, en l'inversant,
le transformant ou le combinant avec d’autres processus. Lorsqu’il est possible d’opérer de
cette facon sur un processus, nous disons que le processus a été encapsulé en un objet. Au
niveau « processus », la fonction est dépendante du processus, c’est-a-dire deux processus
différents peuvent donner les significations différentes chez des éléves d’un méme objet
fonctionnel. Par exemple, deux formules algébriques équivalentes définissent le méme objet
« expression », mais correspondent a des processus de calcul différents. L’acquisition d’une
conception « processus » des fonctions n’est pas triviale pour les éléves, et elle suppose
un enseignement prenant explicitement en charge son développement.

2.25 1992, Sierpinska : obstacles épistémologiques rela-
tifs aux fonctions et d’actes de compréhension

Sierpinska appuie son travail sur une étude épistémologique et historique du concept
de fonction, ainsi que sur 'observation de l'activité d’étudiants. Ces analyses ont permis
de dégager un certain nombre d’obstacles épistémologiques relatifs aux fonctions et d’actes
de compréhension. Les obstacles épistémologiques et les actes de compréhensions sont dé-
crits comme des connaissances. Sierpinska envisage la compréhension en mathématique au
travers des sauts cognitifs nécessaires a 'apprentissage. Pour le tableaux de valeurs d’'une
fonction, I'obstacle épistémologique est la considération qu’'une fonction est une suite de
valeurs. [’acte de compréhension étant la distinction entre les notions de fonction et de
suite. Un autre obstacle épistémologique est celui du graphe d’une fonction comme un
modéle géométrique d’une relation fonctionnelle. Or, il n’est pas nécessairement précis ; il
peut contenir des points (x,y) tels que la fonction n’est pas définie en x. Un autre obstacle
est 'attraction de l'algébre, I'expression analytique d’une fonction. En effet, il existe une
grande confiance dans le pouvoir des opérations sur les expressions algébriques en pensant
que seules les relations que 'on peut décrire par des expressions analytiques sont suscep-
tibles d’étre appelées fonctions. Dans ce sens, ’acte de compréhension est la distinction
entre une fonction et les outils analytiques utilisés pour la représenter. Concernant le
concept méme de fonction, une définition est une description d’un objet par ailleurs ap-
préhendable par les sens. Or, Ce n’est pas la définition qui détermine 1’objet, mais ’objet
qui détermine la définition. L’acte de compréhension dans ce cas est la distinction entre la
définition et la description d’un objet. Les autres obstacles épistémologiques sont les sui-
vants : le concept de fonction comme un objet ; discrimination entre les différents moyens
de représenter une fonction et la fonction elle-méme ; les différents moyens de représenter
une fonction et de parler d’une fonction.

Sierpinska montre que certains étudiants identifient la fonction avec la ligne qui la repré-
sente, les axes n’ont parfois pas de sens particulier pour ces éléves.
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2.26 1994 : Tompson, Gray, Tall, Confrey et Smith ap-
proche des fonctions par les éléves

dans I'approche des fonctions par un éléve, la conception « processus » de fonctions
précéde la conception « objet » chez Tompson. Par contre Gray et Tall ont introduit la
notion de « procept » pour exprimer une compréhension supérieure et flexible sur les
fonctions. Les éléves acquiérent la conception « procept » lorsqu’ils peuvent montrer leur
flexibilité pour la compréhension des fonctions entre processus et objets. Confrey et Smith
expliquent la notion de co-variation par le mouvement entre des valeurs successives d’une
variable en coordination avec le mouvement entre des valeurs successives correspondantes
d’une autre variable.

Thompson (1994) a mis en évidence que, parmi les images de fonction les
plus répandues chez les éléves, il y avait celle d’'une expression écrite séparée
par un signe d’égalité, et cela, parfois, sans un controéle réel du sens de cette
écriture. |?, p. 64|

2.27 1995 : Schwarz et Dreyfus, ’acquisition des fonc-
tions par des éléves

Schwarz et Dreyfus ont analysé ’acquisition des fonctions par des éléves grace a un lo-
giciel de multireprésentation appelé Triple Representation Model (T'RM). Cet environne-
ment informatique permet une étroite interrelation dynamique entre registres algébrique,
graphique et numérique. Il a été demandé aux éléves d’explorer et d’identifier les pro-
priétés invariantes par des actions de la fonction examinée. Ces activités ont permis une
compréhension assez profonde des fonctions chez des éléves.

2.28 1996 : Borba et Confrey, les transformations de
fonctions

Borba et Confrey avaient développé et utilisé le logiciel Function Probe pour enseigner
les transformations de fonctions grace a sa capacité de modifier le graphe d’une fonction
par translation, déformation et réflexion.

2.29 1997 : Chauvat et la représentation graphique

Chauvat (1997) dans sa thése met en évidence que les objets impliqués dans la mani-
pulation d’une représentation graphique sont :

une fonction numérique f, son graphe (fonctionnel et ensembliste), un repére
cartésien du plan affine R, un graphe géométrique de f relatif au repére R
(c’est-a-dire P'objet géométrique défini lui - aussi de maniére ensembliste),
le graphe figural contenant le graphe géométrique (c¢’est-a-dire ’ensemble des
graphes géométriques équivalents), la courbe représentative de f dans R (c¢’est-
a~dire le tracé), la courbe figurale contenant toutes les courbes représentatives
équivalentes a la courbe représentative donnée.
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2.30 1998 : O’callaghann, conception objet de la fonc-
tion

Selon O’callaghan, la conception « objet » de la fonction semble difficile & acquérir
méme parmi les éléves ayant des connaissances algébriques avancées.

2.31 2001 : Yerushalmy et Shternberg

Yerushalmy et Shternberg ont utilisé des environnements spécialement cong¢us pour
soutenir une variété d’expériences avec des représentations visuelles des fonctions comme
modéles pour construire une représentation symbolique.

2.32 2002 : Programme de seconde

la notion de fonction qui n’est pas travaillée au collége dans un cadre général. Il faut
initier les éléves a la lecture et a l'utilisation de représentations graphiques. C’est le début
d’une nouvelle conception des mathématiques comme outil de modélisation. I’entrée de
Iinformatique et des outils numériques modifie aussi considérablement la maniére dont
Iinformation est communiquée et nécessite de nouveaux apprentissages.

2.33 2002 : Robert et Rogalski

La notion de fonction affine n’est pas disponible (Robert et Rogalski, 2002), pour bon
nombre d’éléves malgré un enseignement par les problémes.

2.34 2003 :Bloch, différents cadres pour la notion de
fonction

Isabelle Bloch distingue différents cadres pour la notion de fonction : numérique, al-
gébrique, géométrique, graphique, formel et analytique. Elle insiste particuliérement sur
Iinteraction des cadres graphique et formel pour une ingénierie portant sur la validation
des propriétés des fonctions. Elle souligne également qu’au moment de son étude, le cadre
géométrique est peu utilisé dans I'enseignement et qu’elle estime que sa réintroduction
serait « cotteuse » d’apreés leur étude sur la place des tableaux de valeurs et de variations
pour I'enseignement des fonctions dans le curriculum francais.

2.35 2004 : Arzarello, Robutti, Yerushalmy et Shtern-
berg interprétation des graphes
Arzarello et Robutti ont demandé aux éléves d’interpréter les graphes et les tableaux

de valeurs donnés par la calculatrice en termes de mouvement. Les co-variations et les
dépendances entre temps et distance dans le systéme physique ont été ensuite modélisées
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en fonctions mathématiques. Yerushalmy et Shternberg visent particuliérement a déve-
lopper ou utiliser des environnements informatiques spécifiques offrant les capacités de
multi-représentations pour I'apprentissage des fonctions.

2.36 2005 : Radford, Comin, Ilyas Yavuz, fonction et
expérience sensuelle, relations fonctionnelles

Louis Radford, propose des situations dans lesquelles le concept de fonction s’appuie
sur ’expérience « sensuelle » de dépendances au sein d’un systéme physique et se construit
a partir des variations mutuelles de ses objets. La méme année, Comin affirme que la notion
de fonction est fondée sur I'idée de relation de dépendance et ne peut prendre du sens que
par I'étude des relations fonctionnelles entre grandeurs. Dans le cadre didactique, Ilyas
Yavuz étudie les évolutions récentes de I'enseignement de la notion de fonction en France
en classe de seconde ainsi que l'utilisation des tableaux de valeurs et de variations.

2.37 2007 : Falcade,Laborde, Mariotti, Coppé, Dorier
et Yavuz, amener les éléves & comprendre la notion
de fonction

Falcade, Laborde, Mariotti ont choisi la géométrie dynamique comme domaine d’ap-
plication afin de fournir aux éléves une expérience qualitative de co-variations et de dépen-
dances fonctionnelles. Leur étude a montré que les outils propres a la géométrie dynamique
(déplacement des objets, visualisation de leurs traces, définition de macros etc.) appliqués
a différents objets géométriques (segments, demi-droites, figures, etc.) peuvent étre utili-
sés pour amener les éléves a comprendre la notion de fonction. Dans le cadre didactiques,
Coppé, Dorier et Yavuz mettent I'accent sur un usage accru des divers modes de repré-
sentation des fonctions dans le curriculum et tentent de caractériser comment sont pris
en compte, par les différents acteurs de l'institution, ces récentes modifications.

2.38 2008 : Maschietto, Aldon et al, point de vue global
et local approcher la notion de dérivée

Maschietto a porté une attention particuliére sur I'interaction entre deux points de vue
global et local dans le contexte d’usage des potentialités de visualisation des TICE (les
calculatrices symboliques). Il s’agit d’approcher la notion de dérivée a travers 'identifica-
tion perceptive d’un processus de linéarisation locale. Un point de vue global considére
les fonctions comme identités définies par une ou plusieurs formules ou représentations
graphiques ainsi que leurs propriétés sur un intervalle. Un point de vue local sur les fonc-
tions est lié a ce qui se passe en un point spécifique et dans son voisinage. Selon 'auteur,
la considération de ce « jeu global/local » est essentielle pour la transition entre algébre
et analyse. Adon et Al, ont la méme année expérimenté et testé les nouvelles potentialités
ainsi que les contraintes d’une nouvelle calculatrice TI-nspire pour les apprentissages des
éléves. Cette calculatrice est innovante, intégrant un logiciel de calcul formel et un envi-
ronnement de géométrie.
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L’entrée des programmes de 2008 (BO HS N°6 du 19 avril 2007) collége propose les conte-
nus suivants : Organisation et gestion de données, fonction : Maitriser différents traite-
ments en rapport avec la proportionnalité ; Approcher la notion de fonction (exemples des
fonctions linéaires et affines); S’initier a la lecture, a I'utilisation et a la production de
représentations, de graphiques, et a 'utilisation d’un tableur.

2.39 2009 : White

White a concu un environnement logiciel dédié a l'introduction des fonctions dans
le contexte de la cryptographie. Les taches données aux éléves dans cet environnement
mettent en jeu différents aspects de la notion de fonction. La résolution des problémes
donnés dans cet environnement peut aider les éléves a atteindre une compréhension flexible
des fonctions. Il y a I'affirmation qu'une dualité dialectique processus/objet est nécessaire
a une compréhension profonde des fonctions.

2.40 2010 : Maggy Schneider, Mariza Krysinska, Wei-
gand et Bichler, Emergence de modéles fonction-
nels et compréhension des fonctions

Nous allons accorder un peu plus de place a leurs travaux car, un certain travail de
nature théorique sur la modélisation fonctionnelle participe grandement a ’apprentissage
du concept de fonction. Ainsi, notre recherche, du point de vue didactique et épistémo-
logique, s’appuie sur la modélisation fonctionnelle [70, p. 7-298]. En effet, les travaux
réalisés par Maggy Schneider et Mariza Krysinska présentent les caractéristiques et dif-
ficultésa priori d'une démarche de modélisation fonctionnelle. Par contre, elles pensent
que l'apprentissage concerné dans la modélisation fonctionnelle se situe en amont d’une
quelconque ritualisation procédurale! [70, p. 29]. En effet, Penseignement de méthodes ne
propose que la somme des savoirs utiles a la résolution des problémes et non la théorie
(connaissance) mathématiques du champ de problémes a résoudre. C’est le méme constat
que font Corine Castella et Alain Mercier dans leur article|76] Peut-on enseigner des mé-
thodes ? Comment les éléves apprennent-ils des méthodes ? p. 3. La méthode standard
enseignée ou utilisée pour résoudre un certain type de tache faisant appel aux fonctions
doit étre accompagnée ou précédée de la mobilisation des connaissances conceptuelles.
Apprendre ou se servir d’'une méthode, utiliser les outils sémiotiques tels que le tableau
numérique, la formule, ou le graphique nécessitent avant tout, ’appréhension du concept
méme de fonction. Tl faut donc en premier savoir ce qu’est une fonction avant de I'utiliser
a travers ses ostensifs associés. L’observation montre que les pratiques enseignantes sont
peu orthodoxes. Certains enseignants voire certains programmes et manuels ne mettent
pas souvent ’accent sur la connaissance, la définition des objets mathématiques. Ils es-
timent qu’on peut s’en passer puisque de toute facon les éléves sont rarement évalués a
cet égard aux examens (propos d’un inspecteur pédagogique au Gabon et d’un chercheur
en France). C’est donc dire qu'’il y a un probléme au vu des difficultés rencontrées par les
éléves devant des taches liées aux fonctions. Ce probléme pour nous est plutot de nature
épistémologique puisqu’il s’agit de la connaissance des fonctions en amont qui n’est pas

1. lapprentissage des méthodes, fiches d’aide méthodologique, liste des procédures, descriptions d’ac-
tions & effectuer
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assurée par l'institution, avant les transpositions et les pratiques. On peut se poser la
question de savoir : qu’est ce qu’on doit d’abord connaitre sur les fonctions avant toute
modélisation fonctionnelle? Voici en un mot, de maniére simple, le point de départ de
notre travail. Nous pensons pour le moment qu’il faut d’abord connaitre I'objet fonction
avant de 'utiliser. c’est la raison pour laquelle, nous allons nous retourner vers les éléves
pour chercher ce qu’ils savent de la fonction.

Comment se décline ’enseignement-apprentissage de la modélisation actuel-
lement ?

Au regard des curricula actuels, ’enseignement-apprentissage de la modélisation au
sens de Beckers (2002), se décline de la maniére suivante : il s’agit de choisir et mener
a terme une procédure mathématique pour représenter et modéliser un probleme, un phé-
nomene dans le cadre de [’étude des fonctions, la fonction de référence étant fournie.
Représenter, modéliser sont les finalités des taches et le but étant d’évaluer la compétence
modéliser des problemes de maniére a les traiter au moyen des fonctions de référence en
se limitant auz problémes proches de ceur qui sont exercés en classe (p. 10).

Elles donnent par la suite quelques exemples de taches de modélisation portant sur les
problémes tels que : dans une citerne contenant de ['eau pure, on introduit, avec un dé-
bit constant, de la saumure qui contient une certaine quantité de sel par litre. En méme
temps, la solution de l’eau et du sel mélangés dans la citerne s’écoule de la citerne @ méme
débit (p. 26) La question est ici de savoir comment évolue avec le temps la solution du sel
dans I’eau. Un second probléme est celui de savoir comment évolue la désintégration des
atomes dans le temps (p. 27). En effet, il faut aller plus loin car selon les deux auteures,
une telle ritualisation, si efficace soit-elle sans en douter qu’elle puisse I’étre, ne permet
pas de faire I’économie de ’apprentissage fondamental envisagé ici car elle participe pre-
miérement a I'appréhension du concept méme de fonction et de sa portée unificatrice
dans le traitement des problémes divers. Aussi, ajoutent-elles, il faut qu’on évite le phé-
nomeéne de calculateurs aveugles dans la mesure ou les éléves ne font jamais référence a
une signification quelconque des ostensifs fonctions lorsqu’ils sont devant des taches des
changements de registre. Cela est d’autant plus inquiétant lorsque les professionnels de
I’éducation soutiennent cette fagon d’enseigner. En effet, il nous est revenu durant les
entretiens chez une minorité d’inspecteurs au Gabon, de chercheurs en mathématiques
en France et de quelques enseignants de mathématiques qu’on a pas du tout besoin de
connaitre ce qu’est une fonction. Le plus important pour eux est de pouvoir utiliser ses
ostensifs pour pouvoir résoudre des problémes & un niveau du secondaire. Ils pensent qu’il
suffit de donner aux éléves des méthodes de résolution (des recettes standard) permettant
de résoudre des problémes.

Ce qu’on se propose de faire pour cette recherche est la construction d’un ensemble de
connaissances a enseigner avant toute modélisation avec les fonctions. Les mots processus,
régles, opérations, propositions ont été identifiés comme fondamentaux pour connaitre la
fonction (le concept et ses ostensifs). I s’agit donc pour nous d’organiser tout ce qui
permet de caractériser une fonction par catégorie de connaissance. Pour nous, chacune
des connaissances identifiée s’exprime toujours de la méme fagon pour toute fonction
indépendamment des situations).
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Les rares activités de modélisation fonctionnelle proposées dans l’enseigne-
ment secondaire posent aux éléves des problémes majeurs

Les deux auteures se sont appuyées sur les témoignages d’éléves, de professeurs et
de chercheurs ainsi que sur quelques faits qui attestent que « les rares activités de mo-
délisation fonctionnelle proposées dans l’enseignement secondaire posent aux éléves des
problémes majeurs (p. 7) » Elles tentent ensuite de disséquer cette démarche de modélisa-
tion pour mieux cerner ses enjeux, ses difficultés et les apprentissages associées possibles
a différents moments de la scolarité (du primaire au secondaire), et elles arrivent a distin-
guer plusieurs difficultés et obstacles au chapitre 7, (p. 289-293). Aussi, elles présentent
I'intérét de la modélisation. En quoi est-elle importante pour notre recherche ?

En fait, elle permet de mobiliser certaines connaissances telles que : les variations qui
dans le contexte de grandeur ne sont pas toujours faciles & concevoir. En effet, lorsque
quelque chose varie, il y automatiquement un processus. La notion de variable aussi pose
probléme pour la modélisation. En effet, elle est ambigué car elle contient deux concepts
opposés : larbitraire (quelconque) et le fixé (singulier) pour un méme nombre variable.
Le temps aussi, variable par excellence, favorise la perception d’une variation et joue un
role important dans le cas ou il est variable transparente c’est-a-dire dont on peut ne pas
en parler. Mais cette transparence constitue une autre difficulté pour la modélisation. En
effet, il est difficile pour les éléves d’expliciter le temps comme une variable indépendante
et de faire évoluer une variable temporelle vers une fonction du temps selon les deux au-
teures.

La modélisation est selon les deux auteures, une source d’économie de pensée? car elle
permet de catégoriser les problémes diversifiés se posant a l'intérieur des mathématiques
ou dans d’autres disciplines et ainsi de les traiter catégorie par catégorie® au moyen de
mémes techniques.

La modélisation fonctionnelle suppose entre autre une double algébrisation*. En effet, la
double algébrisation se caractérise par le fait de mettre en jeu non seulement des variables
mais aussi des paramétres : dans ax, a joue le role de paramétre et x celui d’inconnue
lorsqu’on se situe dans le cadre algébrique. Ce méme z jouera dans le cadre de I'analyse
le role de variable. La construction du cadre fonctionnel se justifie donc par cette diffi-
culté a passer du cadre de I'algébre au cadre de 'analyse avec des expressions algébriques
et analytiques. Outre la maitrise des formules paramétrées, cette démarche de modéli-
sation demande d’appréhender d’autres instruments sémiotiques que sont les tableaux
numériques, les graphiques a partir desquels on peut adapter les modéles fonctionnels
paramétreés : polyndmes, exponentiels, sinusoidaux.

L’analyse des résultats de leurs recherches sur la modélisation fonctionnelle obtenus en
Belgique et en France leur ont permis de comprendre les caractéristiques d’'un environ-
nement didactique propice a de tels apprentissages et, par 1a, d’indiquer comment faire
fonctionner, dans le quotidien des classes, les idéologies d’enseignement véhiculées par
les programmes scolaires, les référentiels de compétences et outils d’évaluation associés.
Nous en déduisons des travaux de Maggy Schneider qu’il n’est pas du tout évident au-
jourd’hui (dans I'état actuel des programmes) que les éléves arrivent & modéliser par des

2. Elle permet de généraliser, par exemple : tous les problémes de proportionnalité peuvent étre traités
par la formule y = ax au collége. C’est un gain de temps énorme.

3. catégoriser les fonctions spécifiques en classes de fonctions ou modéles fonctionnels par exemple :
affines ; linéaires ; harmoniques et du second degré (p. 290)

4. C’est-a-dire qu’on joue d’abord avec les variables (les inconnues du cadre algébrique) puis sur les
parametres
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fonctions du moins sans l'aide du professeur. Les programmes ainsi que les enseignants
ne permettent pas aux éléves de travailler suffisamment dans un cadre propice pour la
mobilisation des fonctions. Nous tentons dans ce travail de mettre en place un tel cadre
sur la base des résultats des travaux de Mariza Krysinska qui a la page 15 du livre émer-
gence de modéles fonctionnels avait déja en 2007 étayé une hypothése selon laquelle « les
difficultés avérées des éléves a résoudre cette question relative a la modélisation par une
fonction (cas de la radioactivité) sont les indices d’une absence d’enseignement relatif a
la modélisation fonctionnelle et d’un rapport institutionnel inadéquat aux signes qui per-
mettent de loutiller, soit les graphiques, tableauz et formules paramétrées. » Nous pensons
ensuite comme elle que généralement, le travail effectif tel qu’enseigné actuellement au
secondaire sur les fonctions se réduit a une seule démarche que 'on peut résumer comme
suit : déterminer I'allure graphique d’une fonction donnée par son expression analytique
en suivant, pour chacune d’elles isolément, un schéma d’étude immuable : domaine de
définition, racines, parité, imparité ou périodicité éventuelles, limites et asymptotes, cal-
cul des dérivées, tableau de variation et tracé d’un graphique comme produit final. Le
paramétrage (le travail avec les variables et paramétres) aussi est rarement enseigné. Un
tel enseignement ne rend pas forcément les éléves aptes a résoudre des problémes de mo-
délisation comme en témoigneraient leurs difficultés a traiter certains problémes. C’est le
cas du probléme donné comme exemple par Mariza Krysinska et Maggy Schneider a la
page 16 de leur livre ou elles traitent d’une question au baccalauréat qui a fait scandale.

« Dans les instants qui suivent l’ensemencement du milieu de culture, on considére
que la vitesse d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries en
présence. Dans ce premier modéle, on note f(t) le nombre de bactéries a Uinstant t (ex-
primé en millions d’individus). La fonction f est donc solution de I’équation différentielle :
y' = ay (ot a est un réel strictement positif dépendant des conditions expérimentales).

1. Résoudre celte équation différentielle, sachant que f(0) = Ny.

2. On note T le temps de doublement de la population bactérienne. Démontrer que,
pour tout réel t positif : f(t) = No2T
»

Dans la premiére partie, on traite dans cette tache d’un modéle qui convient pour les
instants qui suivent ’ensemencement pour ensuite se polariser sur le modéle logistique
qui rend compte d’une longue période. Ce probléme a provoqué un grand désarroi chez
les éléves et professeurs de France pourtant; ce dernier semble étre en conformité avec
le curriculum. Comment expliquer le caractére scandaleux de cette situation ? Matheron
et Schneider (2003) interprétent le phénoméne en termes de rupture de contrat entre le
niveau de complexité du probléme et le rapport institutionnel aux notions du nouveau
programme qui s’était construit ’année 2003 au sein des pratiques enseignantes ou les
taches sont décomposées en sous-taches : décomposition dont la responsabilité incombe
davantage a 1’éléve lors de I'épreuve du baccalauréat que pendant les cours et travaux
dirigés associés. Il faut quand méme noter qu’en 2016 lors des expérimentations sur le
terrain en France, les éléves de seconde montraient déja une grande capacité a travailler
avec les paramétres en modélisant par une fonction a plusieurs variables le temps nécessaire
pour vider un immeuble, pour remplir d’eau un bidon avec un robinet en jouant sur les
débits, etc. Ces résultats sont présentés dans le chapitreAnalyses de résultats en France
et en Afrique Francophone.
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2.41 2011 : Minh Tran Kiem, fonctions comme modéles
de dépendances

Minh Tran Kiem considére les fonctions comme modéles de dépendances dans un cadre
géométrique tel que défini par Bloch (2003) et utilisé par Falcade, Laborde et Mariotti
(2007). La modélisation fonctionnelle permet de relier ce cadre aux autres cadres et repré-
sentations des fonctions. Son hypothése est donc que les activités fondées sur I’étude des
dépendances entre grandeurs ou mesures permettent aux éléves de comprendre les fonc-
tions comme modéles de ces dépendances. Ces activités s’inscrivent dans les dialectiques
« locales-globales » et « processus-objet ». Les fonctions sont introduites sous tous ses
aspects : numérique, graphique, algébrique. Le type de tache de modélisation fonction-
nelle des situations géométriques est encouragé pour 'approche des fonctions. Pour ces
situations, il est souvent demandé aux éléves d’expérimenter et d’observer la co-variation
et la relation de dépendance entre grandeurs ou mesures impliqués dans la figure. Ensuite,
les éléves doivent reconnaitre une dépendance fonctionnelle parmi des co-variations puis
I'exprimer en une fonction mathématique. L’étude de sa variation et de ses extremums
permet aux éléves de trouver la résolution du probléme.

2.42 Histoire des fonctions selon Anna Sfard

Je me permets de reproduire telle que fait par Anna Sfard I’histoire de la notion de
Fonction afin de mieux comparer du point de vue épistémologique nos deux récits. En
effet je pense que ce qui est connu aujourd’hui 'est sous cette fagon pour la simple raison
que le récit de telle ou telle notion nous a bien été conté telle qu’elle. Selon Anna sfard,
tout en scrutant le développement long et difficile du concept de nombre, nous sommes
arrivés a quelque chose de récurrente : & maintes reprises, les processus réalisés sur des
nombres déja acceptés avaient été convertis en des ensembles compacts, ou réifiés (de la
chose (latine), Pour devenir un nouvel objet mathématique auquel de nouveaux procédés
pourraient étre appliqués. C’est ainsi que des nombres rationnels, par exemple, sont issus
d’opérations de mesure qui étaient habituellement codées comme des paires de nombres
entiers (ratios).

La longue histoire du concept de fonction peut servir d’illustration supplémentaire de la
prétention a la préséance des conceptions opérationnelles sur les structures. Comme I’a
montré Sfard (1991), la biographie turbulente de la fonction peut étre considérée comme
une lutte de trois siécles pour la rectification. La notion centrale des mathématiques d’au-
jourd’hui a émergé au XV ¢ siécle comme un sous-produit d’une tentative de mathé-
matisation des phénoménes physiques (en fait, comme le montre Sierpinska, ses racines
remontent & l'antiquité, pendant une longue période. Cependant, au cours de laquelle
I'idée de fonction a été utilisée selon les termes de Piaget que de facon implicite. Avec
moins de pertinence comme dans ce contexte présent, méme si, le compte historique plus
large et plus complet donné par Sierpenska, donne des observations qui peuvent ajou-
ter des points de vue a notre analyse tout en renforcant nos conclusions initialement, le
concept était étroitement lié au processus informatique.

Les premiéres descriptions de ce qui a été intuitivement congu comme une algébre symbo-
lique invincible invente la quantité de Jean Bernouilli composée d’une maniére quelconque
d’une variable et d’une constante (1718), et I'expression analytique d’Euler (1747), toutes
deux destinées a définir des fonctions, utilisaient des entités algébriques pour imposer une
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permanence et une stabilité a des quantités variables. Identifier des fonctions avec des
courbes bidimensionnelles était une autre facon de fournir des processus informatiques
avec une physionomie (I'expression d’Hadamard (1949)) d’une chose réelle.

Le piége insaisissable

Le concept insaisissable de la fonction défiait cependant ces tentatives naives de réifica-
tion. Pendant longtemps, ni les expressions algébriques, ni les représentations graphiques
solidifiées ne semblaient trés efficaces pour convertir le processus en objets. Les problémes
et les difficultés se cachaient a chaque coin de rue. Les définitions algébriques de Bernoulli
et d’Euler s’appuyaient sur le concept de variable. Initialement, étre variable et constante
ont été probablement congus comme des signes sur papier. Les symboles et les variables
étaient déja identifiés et semblaient déja étre des objets réels sur lesquels des processus
(fonctions) pouvaient étre réalisés. Cette conception naive de la variable, cependant, in-
vitait & I’examen et a la critique. Les penseurs sérieux devaient penser qu’il n’était pas
mathématiquement saint et digne de parler des lettres comme des choses réelles, et qu’il
devait y avoir une entité abstraite cachée derriére le symbole. La nature de cette entité,
cependant, n’était pas du tout claire pour eux. Il ne fallut pas longtemps avant qu’Euler ne
réalisat lui-méme qu’en raison de 'imprécision des notions sous-jacentes, son simple «ex-
pression analytique ne pouvait fonctionner.» En 1755, il substitua sa définition originale a
une autre, espérant évidemment faire avec des variables. Selon cette nouvelle description,
«une quantité ne devrait étre appelée fonction que si elle dépend d’une autre quantité
comme si, en changeant celle-ci, la fonction subissait le changement elle-mémeyx. Il est a
noter que dans cette nouvelle version, 'approche d’Euler est explicitement opérationnelle.
Au regard de ce paragraphe les fonctions ont été construites suivant les étapes suivantes :

1. le développement du concept de nombre ;

2. processus réalisés sur les nombres acceptés

3. ensembles compacts ( réifiés, chose) ;

4. objet mathématique, nombres rationnels

5. la fonction notion centrale des mathématiques

La notion de fonction a été utilisée de quelle fagon ?

Piaget utilisé de fagon implicite dans 'antiquité

Anna Sfard lutte pour la réification

Sierpinska tentative de mathématisation des phénoménes physiques

Sierpenska processus informatique

Jean Bernouilli algébre symbolique invincible : la quantité composée d’une
maniére quelconque d’une variable et d’une constante
(1718)

Euler I’expression analytique

Hadamard (1949) processus informatiques avec une physionomie

Au fil du temps, de nombreuses interprétations ont été suggérées sur le concept quasiment
peu clair de la variable. A des occasions différentes, on lui a donné des noms « explicatifs
tels que :

1. inconnus;

2. nombre donné;
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3. nombre variable,
4. nombre indéfini, etc. (voir, par exemple, Harper, 1987, Frege 1970)

Aucune des descriptions des inconnus, variables indéterminées mais fixées, etc. ne ré-
pond aux normes élevées de précision mathématique. Aussi tard que les premiéres décen-
nies du X X¢ siécle, la discussion sur la nature exacte de la variable et de la fonction était
encore trés avancée. Les opinions exprimées en 1904 par Frege dans I'article d’Anna Sfard
en ce qu’est une fonction? Nous a beaucoup éclairé sur ce qui se passait & ce moment-1a
du développement de ce concept :

« Il existe encore un doute en ce que représente le mot « fonction » dans ’analyse,
bien qu’il ait été en usage continu pendant une longue période. Dans les définitions, nous
trouvons deuz expressions constamment récurrentes, parfois en combinaison et parfois sé-
parément : « expression mathématique » et « variable ». On note aussi une utilisation
fluctuante : le nom « fonction » est donné parfois a ce qui détermine le mode de dépen-
dance, ou peut-étre au mode de dépendance lui-méme, et parfois auz variables dépendantes
... sont des variables d’analyse. Qu’est ce qui reste le méme quand un nombre varie ? Rien!
... donc il n’y a pas de nombres variables fregel (Frege, 1970; 107-9). Il s’agit d’une ten-
tative de mathématisation des phénomeénes physiques

Frege de légitime de ce fait ’emploi de terme indéfini et conclut : le mot variable n’a
pas de justification en analyse pure ibid, p. 11) La raison premiére de l'éjection éventuel
de la notion était le fait que dés que nous essayons de mentionner une variable, nous
nous heurtons a quelque chose qui varie dans le temps, n’appartient donc pas a l'analyse
pure.idid p.107. Et alors tout ce qui implique le temps est étranger a l'arithmétique et ne
peut étre considéré comme un « objet d’analyse » propre. »

Il est donc intéressant de remarquer que pour Frege pour une conception mathématique,
étre intrinséquement dépendante du temps signifie étre irréductible, pour résumer le travail
d’Anna Sfard, il faut dire que les exemples qu’elle nous présente impliquent la vue des
mathématiques comme une hiérarchie dans laquelle ce qui semble étre un processus a
un niveau doit étre transformé en un objet abstrait complet & un niveau supérieur pour
devenir un élément constitutif. Cette affirmation est semblable & celle de Jean Piaget
(1972, p. 20) dans le constructivisme, bien que non identique. En effet chez Jean Piaget
les entités mathématiques se déplacent d’un niveau a un autre. Il s’agit d’une opération
sur ces « entités » qui deviennent a leur tour objets de la théorie, et ce processus est répété
jusqu’a ce que nous atteignons des structures qui sont alternativement des structures plus
« solide ».

2.43 Conclusion

Deux fonctions définies différemment sont considérées comme identiques si, pour toutes
les valeurs possibles de a, les valeurs correspondantes de b coincident. la définition générale
(nominale) d’Euler d’une fonction est devenue nécessaire dés le milieu du XV IT1¢ siécle.
Elle a été utilisé avec succés pour des constructions de plus en plus complexes dans la
théorie des fonctions et, aussi, a ouvert de nouveaux horizons dans le développement de
nombreuses branches de 'analyse et de ses applications. Les difficultés mémes, inhérentes a
la définition, ont joué un role positif dans la formulation et I’étude de nombreux problémes
sur les fondements des mathématiques et la logique mathématique.
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Différents mots utilisés par les mathématiciens pour définir la fonction

date nom mot
1325 - 1382 Oresme Nicolas relation entre, Chose mesurable
1540-1603 Viete Francois expression littérale
1596 — 1650 Descartes dépend de
1637 Fermat dépendance entre
1670 Newton quantité corrélé
1673 Leibniz courbe, fonctionnant
1718 Jean BERNOULLL quantité composée
1748 Euler expression analytique
1737-1813 Lagrange expression de calcul
1839 Cauchy quantités exprimées
1837 Dirichlet régle variable
1792 Lobatchevski correspondance arbitraire
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Chapitre 3

La notion de fonction aux programmes
du secondaire en France et d’Afrique
francophone.

3.1 Introduction

Le terme concept de fonction, présenté dans le chapitre précédent et celui de notion de

fonction, au programme ont de subtiles différences quant a leur signification. Nous allons
en tenir en compte dans la suite de notre travail. En effet, la différence entre notion de
fonction et concept de fonction est que la notion de fonction renvoie a une idée abstraite
ou globale, généralement implicite au sens commun propre des mathématiciens , tandis
que le concept de fonction est une idée tout autant abstraite, mais définie et produite
avec plus d’exactitude, résultant d’une pratique et élément substantiel d’une théorie. Le
concept de fonction dit ce que la chose (objet fonction) est en soi, non pas ce que 'on en
a appris, ni ce que I'on en pense, tandis que la notion de fonction implique une étude et
un jugement, une vue générale acquise avec un peu de travail, et dit ce que 'on sait de la
chose (fonction).
La notion de fonction est présente dans les programmes d’enseignement secondaire en
France et en Afrique francophone ot le programme est commun a ce niveau de la scolarité.
Nous remarquons que le programme frangais (cf. annexe. D page 232) embrasse plus
de notions que celui d’Afrique francophone (cf. annexe. E page 234. Si pour la France
les programmes sont accessibles en ligne, les progressions sont par contre laissées a la
volonté et au choix des enseignants. En Afrique francophone, au Gabon en particulier,
une progression spiralée nationale est imposée a tous les enseignants (cf. annexe. L page
252). On parle parfois de segment de connaissances pour imposer aux enseignants, la
progression nationale. Dans le programme frangais, les fonctions sont appelées & étre
définies par une courbe, un tableau de données ou une formule; comment est-elle censée
étre définie selon les programmes et manuels scolaires en Afrique francophone ?[83] Nous
présentons dans cette section une progression nationale de mathématiques de I’année 2018
qui est toujours d’actualité. On remarquera dans cette progression que les fonctions sont
introduites et définies dés la troisiéme semaine de cours comme le montre la progression de
seconde dans le systéme éducatif gabonais. Les figures suivantes nous présentent comment
les fonctions sont définies dans les différents manuels.
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FiG. 3.1 — Définitions de la notion de fonction en seconde. Reproduite a partir de Le

manuel sésamath seconde avec ses compléments numériques », par Gringoz, H. et Weyer-
mann, F. (2010), [63, p. 82] et de CIAM par Saliou. T (dir.). (1997) [83, p. 156]

Au regard de ces deux définitions, issus de manuels scolaires, 'une réalisé par une

association de maniére collaborative (Sesamath) l'autre dans un manuel du Gabon. La
définition en seconde de la fonction en Afrique pose la question de la correspondance
arbitraire sus mentionnée entre des éléments de deux ensembles. En effet, le schéma évoque
plutot une application entre deux ensembles discrets et méme une application bijective si
on regarde le diagramme. j’ai ressenti que quelque chose n’était pas claire. Pourtant ’objet
fonction reste le méme qu’on soit en France ou en Afrique, mais pourquoi les approches
et définitions changent-elles d’un systéme éducatif & un autre? Nous nous sommes donc
concentrer sur I’enseignement de cette notion qui semble centrale et importante aux deux
systémes éducatifs.
S’intéresser aux fonctions et a son enseignement en France et en Afrique francophone
suppose, comparer deux systémes éducatifs. D’autre part, avant de penser a construire
quelque chose de commune aux deux systémes éducatifs en lien avec les fonctions, il nous
a paru assez intéressant de mieux connaitre chacun des systémes éducatifs. Les objectifs et
les milieux sont différents. Les variables (critéres et indicateurs) sont trés difficiles a fixer
pour évaluer puis comparer ces deux systémes éducatifs. Lorsqu’on s’engage a étudier
ce que savent faire les éléves dans chacun des systémes, 'idée sous-jacente est bien de
pouvoir les comparer. Je trouve assez délicat de fixer des critéres qui permettront a la fin
de mon étude de démonter qu'un des systémes éducatifs est mieux que I'autre. Comment
procéder 7 Pour comparer les deux systémes éducatifs, c’est-a-dire le systéme éducatif
francais et celui d’Afrique francophone, il m’a fallu en premier chercher un modéle de
référence. Suite aux difficultés rencontrées dans cette recherche dues aux manques de
travaux sur la comparaison des systémes éducatifs d'un pays d’Europe avec celui d'un
pays d’Afrique francophone, il m’a semblé nécessaire d’en construire un modéle qui est
tiré des travaux d’Annie Bessot[16] dans le cadre des transitions entre cycle et des travaux
de recherche de Aurelie Chesnais, Nicolas Grenier-Boley, Julie Horoks, Aline Robert dans
le cadre de 'évolution des contenus & enseigne[38|. Dans les premiers travaux, nous avons
retenu trois axes d’analyse lors des transitions a savoir :

1. la rupture culturelle ;
2. la rupture épistémologique ;

3. léchelle de codétermination : civilisation, société, école, pédagogie, discipline,domaine,
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secteur, théeme, sujet

En effet, pour étre simple, sur la base des travaux antérieurs, nous avons choisi neuf
axes pour résumer ce qui caractérise chacun des systémes éducatifs a savoir la culture, la
tradition, la civilisation, la société, ’école, le chomage, la population et I'examen d’entrée
a 'université qu’on résume dans le tableau suivant :

Caracteéres France Afrique Communs

Culture universitaire familiale langue francaise, rites

Tradition intellectuelle et | transcendante | enseignement
morale et impartiale

Civilisation valorisation stabilité langue

Société le monde entier | africaine le droit

Ecole de la confiance | réussite obligatoire dés 3 ans

Chomage 9% 16% jeunes

Population 66,99 (2019) 90,531 (2016) cultivée

Fonction plus outil plus objet outil-objet

Baccalauréat fonction fonction fonction 60%

La motivation est celle de comprendre comment chacun des systémes est constitué et
surtout de voir quelle est la place reversée a 1’école et pourquoi ? Notre seconde source pour
cette comparaison qui peut étre améliorée est celui des travaux de recherches d’Aurelie
Chenais, Nicolas-Boley, Julie Horoks et d’Aline Robert. Nous avons essayé de comprendre
les transitions. Pour notre recherche les axes suivants énoncés dans leurs travaux nous
semblent pertinents. Nous avons donc comparé en amont les deux systémes éducatifs en
choisissant la lettre (I) pour des critéres (caractéristiques) identiques aux deux systémes
éducatifs et (D) pour les critéres ou indicateurs différents). Ainsi, nous avons comme
premiers résultats :

1. laspect institutionnel : ordre d’enseignement (), la structure (D), orientation (D),
la sélection (D), la formation des enseignants (D), le recrutement(D);

2. Iaspect didactique : les programmes (D), les contenus (D), la formation des ensei-
gnants (D), les difficultés des éléves (1), les attentes (I), les déroulements des scénarios
(D), le taches (D), etc.

3. lobjet (fonction) de savoir & enseigner : sa définition (D), sa représentation des deux
cotés de la transition, c’est en dire de la troisiéme en seconde (7). Ce qui permet
aux éléves de seconde de reconnaitre la notion de fonction déja abordée en troisiéme,
c’est-a-dire les moyens de controle qu’ont les éléves. (1)

4. les taches : une augmentation dans la complexité des taches en seconde (I), les dif-
férentes adaptations demandées, et les initiatives potentiellement laissées aux éléves
dans la résolution (D), nombre de taches proposées et variété (D)

5. les niveaux de conceptualisation visés : Les programmes (D), Objectif d’apprentis-
sage (D). Les autres aspects du concept de fonction sont abordés par les enseignants,
exemple, I'aspect variations, covariation, relation, etc. ( )

6. le formalisme : le domaine de définition d’une fonction (I), de nouveaux problémes,
liés a I'étude qualitative des fonctions (variations, extremums sur un intervalle)(/), de
nouveaux objets : les fonctions carrées, inverse, polynomiales de degré 2 ou homogra-
phiques en 3¢ et en seconde, les fonctions affines (I) dans les deux niveaux
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7. les cadres et registres : de nouveaux outils en 2°, lors de la résolution graphique d’équa-
tions et d’inéquations, pour résoudre des problémes déja abordés (D), le niveau de ri-
gueur attendu (), le vocabulaire employé (D) le statut et la généralité de ce que I'on
affirme dans chaque systéme éducatif (I), les liens entre ancien et nouveau, tant au
niveau des notions que des taches et des modes de raisonnement (I), la complexité des

taches proposées aux éléves (D), la richesse de ce qui leur est proposé pour apprendre.
(D)

8. les difficultés : (1)

nombre de critéres | identiques différents
33 13 20

Aprés avoir constaté sur la base du résultat sus mentionné que les deux systémes sont
différents, ce que nous avons fait dans la suite est de laisser de coté les aspects institu-
tionnels des transitions écoles, colléges et collége lycée, mais plutot privilégier les points
de vues didactiques et épistémologiques sur des connaissances mobilisées par les éléves
sur les fonctions dans chacun des systémes éducatifs. Il s’est agit de suivre fidélement
les orientations de Aurelie Chesnais, Nicolas Grenier-Boley, Julie Horoks, Aline Robert a
savoir :

1. la caractérisation de la notion de fonction en troisiéme et en seconde (nature, place
dans le programme, attentes, difficultés, évolutions entre la troisiéme et la seconde)

2. réflexion sur les scénarios possibles et analyses des déroulements en classe. Nous nous
limitons aux cahiers d’éléves pour observer par quelles activités les fonctions sont
introduites en classe.

3. les différents cadres et registres dans lesquels les fonctions sont évoqués : algébrique,
formule, numérique, graphique, formel, etc.

4. la définition de la notion de fonction dans chaque systéme.

En collaboration avec Frangoise Caratini, édition : Jean René Gombert, Borda Encyclopie
1985), il est souvent demandé aux éléves dans les deux systémes éducatifs, de passer en
revue sept stades pour étudier une fonction

3.2 Présentations des programmes de mathématiques
en France et en Afrique francophone

Dans cette partie, nous présentons simplement les programmes officiels. L’enseigne-
ment de la notion de Fonction en seconde, nous a permis de connaitre les connaissances
sollicitées et potentiellement mobilisables par des éléves du secondaire. Nous analysons in-
tégralement le programme sur les fonctions en France en y ajoutant les légéres différences
avec le programme sur la méme notion en Afrique, au Caraibe et au Pacifique. Source :
Fonctions. Les publications du Conseil supérieur des programmes (CSP), Mathématiques
Classe de seconde, enseignement commun, Elaboration des projets de programme du nou-
veau lycée programmes - contenus des enseignements - Publication du CSP - 15/10/2018,
P.1-15
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3.2.1 Objectifs généraux en France
au cycle 4 (en France et au collége en Afrique francophone), les éléves ont découvert
progressivement la notion de fonction, manipulé différents modes de représentation :
1. expression algébrique,
2. tableau de valeurs,
3. représentation graphique,
4. programmes de calcul.

Ils connaissent le vocabulaire de base variable, fonction, antécédent, image et la notation
f(z). Selon le mode de représentation choisi, ils déterminent une image ou des antécédents
d’un nombre par une fonction. Ils ont étudié les fonctions linéaires, les fonctions affines et
leur représentation graphique.

3.2.2 Objectifs généraux dans le programme HPM

La seconde est une classe de détermination, elle assure la continuité avec le premier
cycle et prépare d’une maniére privilégiée les éléves aux filiéres littéraires, économique et
tertiaires Al, A2, B, STT,STMG. Le programme de mathématiques y a pour fonction :

1. de conforter 'acquisition par chaque éléve de la culture mathématique nécessaire a la
vie en société et a la compréhension du monde;

2. d’assurer et de consolider les bases de mathématiques nécessaires aux poursuites
d’étude du lycée;

3. d’aider I’éléve & construire son parcours de formation.

Pour chaque partie du programme, les capacités attendues sont clairement identifiées

et I'accent est mis systématiquement sur les types de problémes que les éléves doivent

savoir résoudre. L’acquisition de contenus, de méthodes et de techniques est indispensable,

mais doit étre au service de la pratique du raisonnement qui est la base de 'activité

mathématique des éléves. Il faut, en effet, que chaque éléve, quels que soient ses projets,

puisse faire I'expérience personnelle de Defficacité des concepts mathématiques et de la

simplification que permet la maitrise de I'abstraction. I’objectif de ce programme est de

former les éléves a la démarche scientifique sous toutes ses formes pour les rendre capables

. modéliser et s’engager dans une activité de recherche;
. conduire un raisonnement, une démonstration ;
. chercher, expérimenter (en particulier a I'aide d’outils logiciels) ;

1
2
3
4. appliquer des techniques et mettre en ceuvre des algorithmes ;
5. faire une analyse critique d’un résultat, d’'une démarche ;

6

. pratiquer une lecture active de Pinformation (critique, traitement), en privilégiant les
changements de registre (graphique, numérique, algébrique, géométrique) ;

7. utiliser les outils logiciels (ordinateur ou calculatrice) adaptés a la résolution d’un
probléme ;

8. raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective;

Ne}

. expliquer oralement une démarche, communiquer un résultat par oral ou par écrit;
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Dans la mesure du possible, les problémes posés s’inspirent de situations liées a la
vie courante ou a d’autres disciplines. Ils doivent pouvoir s’exprimer de fagon simple et
concise et laisser dans leur résolution une place a I’autonomie et a l'initiative des éléves.
Au niveau d’une classe de seconde de détermination, les solutions attendues sont aussi en
général simples et courtes.

3.2.3 Objectifs spécifiques en seconde en France

En seconde, les objectifs sont les suivants :

1. consolider la notion de fonction, comme exprimant la dépendance d’une variable par
rapport a une autre;

2. exploiter divers registres, notamment le registre algébrique et le registre graphique ;
3. étendre la panoplie des fonctions de référence ;
4. étudier les notions liées aux variations et aux extremums des fonctions.

Les fonctions définies sur un intervalle de R permettent de modéliser des phénomeénes
continus. On peut confronter les éléves & des exemples de fonctions définies surN pour
modéliser des phénomeénes discrets. La notation u(n) est alors utilisée. La modélisation
d’une dépendance par une fonction apparait dans des domaines trés variés : géométrie dans
le plan ou dans ’espace, biologie, économie, physique, sciences sociales. La modélisation
de phénoménes dépendant du temps, la variable étant alors notée ¢ est mise en évidence.
Les outils numériques sont mis a profit en France :

1. un logiciel de géométrie dynamique, pour la représentation graphique et I'utilisation
de curseurs;;

2. Python, le tableur ou la calculatrice, pour mettre en évidence I'aspect de programme
de calcul.

Dans un premier temps, les éléves découvrent, manipulent et verbalisent certaines proprié-
tés (parité, monotonie sur un intervalle ...) sur les fonctions de référence. Ces propriétés
se généralisent peu a peu aux fonctions quelconques. Leur maitrise est un objectif de fin
d’année. Leur formalisation est 'occasion d’un travail sur les quantificateurs.

3.2.4 Objectifs spécifiques dans le programme HPM

L’objectif est de rendre les éléves capables d’étudier :

1. un probléme se ramenant & une équation du type f(x) = k et de le résoudre dans
le cas on la fonction est donnée (définie par une courbe, un tableau de données, une
formule) et aussi lorsque toute autonomie est laissée pour associer au probléme divers
aspects d’une fonction ;

2. un probléme d’optimisation ou un probléme du type f(z) > ket de le résoudre, selon les
cas, en exploitant les potentialités de logiciels, graphiquement ou algébriquement, toute
autonomie pouvant étre laissée pour associer au probléme une fonction. Les situations
proposées dans ce cadre sont issues de domaines trés variés : géométrie plane ou dans
I'espace, biologie, économie, physique, actualité etc. Les logiciels mis a la disposition
des éleves (tableur, traceur de courbes, logiciels de géométrie dynamique, de calcul
numérique, de calcul formel, etc.) peuvent étre utilement exploités. Par ailleurs, la
résolution de problémes vise aussi a progresser dans la maitrise du calcul algébrique
et a approfondir la connaissance des différents types de nombres, en particulier pour
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la distinction d’un nombre de ses valeurs approchées. Il s’agit également d’apprendre
aux éléves a distinguer la courbe représentative d’'une fonction des dessins obtenus
avec un traceur de courbe ou comme représentation de quelques données. Autrement
dit, il s’agit de faire comprendre que des dessins peuvent suffire pour répondre de
fagon satisfaisante a un probléme concret mais qu’ils ne suffisent pas a démontrer
des propriétés de la fonction. Nous remarquons qu’il s’agit 1a des connaissances du
programme francais.

3.2.5 Fonctions de référence, courbes représentatives, parité, va-
riations et extremum

Les éléves en France doiventse constituer un répertoire d’images mentales des courbes
représentatives des fonctions de référence, sur lesquelles s’appuyer lors de I'étude des
propriétés des fonctions.

3.2.6 Connaissances aux programmes sur les fonctions

1. Fonctions carré, inverse, racine carrée, cube : définitions et courbes représentatives,
Fonction & valeurs réelles définie sur un intervalle ou une réunion finie d’intervalles de
R, Courbe représentative : la courbe d’équation y = f(x) est I'ensemble des points
du plan dont les coordonnées (z,y) vérifient y = f(z), Fonction paire, impaire. Tra-
duction géométrique; Croissance, décroissance, monotonie d’une fonction définie sur
un intervalle ; Tableau de variations; Maximum, minimum d’une fonction sur un in-
tervalle ; Pour une fonction affine, interprétation du coefficient directeur comme taux
d’accroissement, variations selon son signe; Variations des fonctions carré, inverse,
racine carrée, cube

2. Capacités associéesdeur nombres a et b donnés et une fonction de référence f, com-
parer f(a) et f(b) numériquement ou graphiquement, pour les fonctions affines, carré,
wmverse, racine carrée et cube, résoudre graphiquement ou algébriquement une équa-
tion ou une inéquation du type f(x) = k, f(x) < k; Ezploiter I’équation y = f(x)
d’une courbe : appartenance, calcul de coordonnées; Modéliser par des fonctions des
situations issues des mathématiques, des autres disciplines. Résoudre une équation ou
une inéquation du type f(x) =k, f(x) < k, en choisissant une méthode adaptée :
graphique, algébrique, logicielle ; Résoudre une équation, une inéquation produit ou
quotient, a l'aide d’un tableau de signes; Résoudre graphiquement ou a l'aide d’un ou-
til numérique une équation ou inéquation du type f(x) = g(x), f(x) < g(z); Etudier
la parité d’une fonction sur des exemples; Relier représentation graphique et tableau
de variations ; Déterminer graphiquement les extremums d’une fonction sur un inter-
valle ; Fxploiter un logiciel de géométrie dynamique ou de calcul formel, la calculatrice
ou Python pour décrire les variations d’une fonction donnée par une formule ; Relier
sens de variation, signe et droite représentative d’une fonction affine.

3. Etudier la position relative des courbes d’équation y = x, y = 2% , y= 2% , pour = > 0.

3.2.7 Exemples d’algorithmes

Pour une fonction dont le tableau de variations est donné, algorithmes d’approxima-
tion numérique d’un extremum (balayage, dichotomie). Algorithme de calcul approché de
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longueur d’une portion de courbe représentative de fonction. Approfondissement ; Relier
les courbes représentatives de la fonction racine carrée et de la fonction carré sur R

3.2.8 Les chapitres du programmes HPM
Dans le programme HPM, on retrouve des chapitres sur les fonctions le premier cha-
pitre Ensemble des nombres réels vise a :
1. Maitriser les calculs dans R
2. Définir la notion de valeur absolue en la reliant a celle de la distance
3. Initier au raisonnement par I’absurde
4. Développer I'usage de la calculatrice scientifique.
le deuxiéme chapitre Fonctions vise & :
1. Faire découvrir la notion de fonction
2. Mettre en place le vocabulaire relatif aux fonctions numériques.
3. Utiliser les représentations graphiques pour résoudre certains problémes
4. Dresser des tableaux de variations, caractériser des points remarquables.

le troisiéme chapitre Fonctions de références vise a : Initier I’éléve a la démarche d’une
étude de fonctions

3.3 Le point commun entre les deux systémes didac-
tiques

Dans les manuels aux programmes en France et dans le HPM, on peut remarquer
quelques points communs; En effet a la page 7 du livre Odyssée (2014), mathématiques
seconde et dans le programme HPM & la page 9 du programme de seconde scientifique on
retrouve le tableau identique suivant :

] Contenus \ Capacité attendues \ commentaires ( HPM) ‘

Ce constat nous améne a nous poser la question de savoir ou sont passées les connais-
sances au programme ? Nous proposons et ce en phase avec le programme francais le
nouveau tableau suivant :

‘ contenus ‘ connaissances ‘ capacités, compétences ‘ cadre fonctionnel

3.4 Etapes au programme pour étudier une fonction
dans les deux systémes éducatifs

3.4.1 Domaine de définition

L’éléve est amené a déterminer le domaine de définition de la fonction a étudier (le plus
souvent, le domaine de définition est donné.). Pour ce, il lui est demandé d’avoir une bonne
connaissance de la notion de variable & valeur dans R (variable réelle), dans C' (variable
complexe pour les séries scientifiques) ou dans N pour les suites ou pour les cas discrets,
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puis de I'intervalle avec ses bornes inférieures et supérieures sans oublier 'amplitude d’un
intervalle et la différence entre intervalle fermé et intervalle ouvert a gauche ou a droite avec
leurs notations. Aussi, I’éléve doit définir la fonction, chose pas trés évidente puisque sa
définition fait toujours appelle & d’autres mots difficilement définissables comme la notion
d’application. Dans ce premier bloc, I’éléve doit pouvoir étre capable de travailler avec les
fonctions en respectant leurs domaines de définitions ; Il devra s’intéresser uniquement aux
valeurs de x pour lesquelles la fonction f est définie c¢’est-a-dire au domaine de définition
de la fonction f. Cette tache est simple ou compliquée suivant le type de fonction a étudier
surtout si elle est donnée de facon implicite. Dans tous les cas, le programme est clair,
ici, il s’agit pour I'éléve de déterminer les domaines de définitions de fonctions algébriques
et non transcendantes jusqu’en seconde. Les fonctions a plusieurs variables ne sont pas
au programme. Enfin, I’éléve peut étre conduit a étudier la parité et la périodicité de la
fonction, prévoir si elle admet des axes ou un centre de symétrie.

3.4.2 Calcul de limite

La tache qui vient aprés la détermination du domaine de définition est le calcul des
limites. De quoi s’agit-il exactement ? Et & quoi doit-on s’attendre? Les taches données
aux éléves sont complexes. Il faut dans un premier temps que 1’éléve arrive a mieux cerner
les notions suivantes : variable prenant successivement des valeurs qui tendent vers un
nombre fini ou infini, un infiniment petit, 'infini, la variable qui tend vers a a gauche ou
4 droite ; nous voyons que de facon implicite, il doit pouvoir étre capable d’associer a la
notion de variable celle de suite, de continuité et de limite, les suites et les sommes, la
périodicité et la parité, les intégrales, le théoréme de la valeur intermédiaire, le théoréme
des accroissements finis, le calcul différentiel pour les séries scientifiques. Cette tache
associe également, la construction de suite convergentes, et 1’équivalence entre I'existence
d’une limite et la convergence d'une suite. C’est difficile parce qu’on voit apparaitre le
signe epsilon dans certaines formules visant & définir une limite, des valeurs absolues et
un certain rang a partir duquel la suite converge. Alors une fois que c’est claire pour x
(la construction, la maniére de Papprocher) quoi de plus simple que 1'éléve soit capable
de I'appliquer & y ou f(z). Ainsi, il va étre amené & montrer que f(x) tend vers telle
valeur lorsque z tend vers une autre, & montrer que les limites (f(x)) sont finies ou
infinies, a utiliser les propriétés des limites (somme, produits, quotient, composée), a
lever 'indétermination pour trouver la valeur-limite correspondante ou pour trouver la
vraie valeur que prend l'expression pour un x donné. L’éléve doit utiliser les fonctions
équivalentes (cas des polyndmes, croissance comparée, théoréme de gendarme et la régle
de 1 Hopital) afin de trouver les asymptotes, les nombres dérivés, a prouver qu’une fonction
est dérivable en un point, est continue ou tout simplement, admet une limite.

3.4.3 Sens de variations de la fonction

Suivant le type d’énoncé, les programmes demandent a ’éléve de pouvoir étre capable
de montrer que la fonction est soit croissante (ou strictement croissante), soit décroissante
(ou strictement décroissante) soit constante suivant les intervalles appropriés. Le probléme
peut le conduire & travailler sur des restrictions de f & un intervalle aussi a déterminer les
extremums (minimum et maximum) tout dépendant des suites d’intervalles consécutifs
dans lesquels on peut trouver des maximums ou des minimum absolue ou globaux. Il
faut ici dire que le programme commande que 1’éléve fixe dans chaque intervalle le sens de
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variation d’une fonction en calculant le taux de variation de la fonction a partir de variables
fixées. Kt d’en déduire les variations des fonctions associées & la premiére, connaissant
les sens de variations de deux fonctions I’éléve doit pouvoir aussi déterminer le sens de
variation des composées de fonctions. Enfin, pour ce bloc, il est demandé a 1’éléve de
résoudre graphiquement des inéquations a partir de variables fixées.

3.4.4 Deérivabilité

Il Faut d’abord que 1’éléve mobilise la notion de dérivée d’une fonction a savoir : la dé-
rivée en un point, le nombre dérivé, la dérivée a droite et la dérivée a gauche, la dérivabilité
en un point et sur un intervalle I de R, taux de variation et interprétation géométrique
de la dérivée : qu’il comprenne que 'existence de la dérivée et I'existence de la tangente
sont des conditions équivalentes, I’équation de la tangente et le cas particulier concernant
les points anguleux, d’inflexion, de rebroussement et d’extremum. I’éléve doit pouvoir étre
capable de faire une idée générale, un concept, un symbole, une vue d’ensemble (un effort
personnel). Il doit pouvoir faire la distinction entre dérivée d'une fonction (outil) et la
fonction dérivée (objet) et étre capable de déterminer la dérivée d’une fonction compo-
sée. Ensuite il faut pouvoir calculer les dérivées au programme a savoir : la dérivée d’une
fonction algébrique et transcendante en utilisant les propriétés relatives a la dérivée d’une
somme, d’un produit, d’un carré , d’'une puissance, d’un quotient, de la réciproque d’une
fonction donnée ainsi que les représentations graphiques associées, il faut calculer les déri-
vées des fonctions circulaires, les dérivées seconde et d’ordre trois, des fonctions composées
enfin, I’éléve peut étre devant une détermination des dérivées partielles dans certaines cas
hors programme du secondaire et doit pouvoir étudier le signe de la dérivée pour déter-
miner les variations de la fonction d’une part et trouver les conditions de validation du
théoréme des accroissements finis et de Rolle. Certaines taches peuvent 'amener & utiliser
les différentes écritures du nombre dérivée afin d’interpréter intuitivement soit géométri-
quement, soit graphiquement ’existence d’une tangente paralléle a 'axe des abscisses ou
d’un point ¢ tel que f'(c) soit égal au nombre dérivée sous les conditions imposées a la
dérivée par le théoréme de Rolle. Enfin il doit pouvoir étre capable de montrer a partir
de la dérivée qu’une fonction est soit constante, soit identiquement nulle, soit croissante
ou décroissante.

3.4.5 Continuité

L’éléve doit pouvoir étre capable d’étudier la continuité ou la discontinuité en un point
d’une fonction f définie sur un intervalle I de R, a partir de la définition (domaine de
définition), établir qu’une fonction est continue en tout point de cet intervalle et se fami-
liariser avec la fonction polynéme qui est continue par évidence (donné et non démontré
au secondaire) sur R. Utiliser les propriétés des fonctions continues pour démontrer I’exis-
tence d’une valeur intermédiaire, tracer les représentations graphiques cartésiennes des
fonctions (si le tracé est en un seul trait ou en plusieurs), vérifier si une fonction est paire,
impaire en déterminant les coordonnées du centre de symétrie ou I’équation de ’axe de
symétrie. Dans cette partie, lorsque la continuité d’une fonction est établie sur un inter-
valle, on étudie des fonctions de fonctions ou fonctions composées, cela conduit également
au calcul intégral. Enfin, la mobilisation, il doit pouvoir résoudre des équations et des
inéquations.

95,279



CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
Fonctions au secondaiieCONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHONE.

3.4.6 Propriété de certaines fonctions particuliéres

Les programmes considérent cette partie comme celle de la modélisation. L’éléve va
déterminer et étudier les caractéristiques des fonctions particuliéres a savoir les fonctions
logarithmes népériennes, les logarithmes décimaux, les fonctions exponentielles et leurs
applications & savoirs : la fonction exponentielle comme réciproque de la fonction loga-
rithme népérienne, les fonctions puissance, le calcul des intéréts composés, 'annuité (de
placement ou de remboursement, d’amortissement), les fonctions circulaires, les lois de
probabilités, les courbes paramétrées.

3.4.7 Primitives, intégration

L’éléve est amené & déterminer la ou les primitives de fonctions avec ou sans conditions
initiales. Il doit pouvoir faire attention a la notion primitive (cadre général) et fonction pri-
mitive qu’il doit pouvoir déterminer. Il faut utiliser les régles tirées du calcul des dérivées
et d’autres techniques de calcul pour déterminer les primitives de différentes fonctions.
Connaitre par coeur le tableau de primitives simples. Ensuite, il faut étre & mesure d’uti-
liser les primitives pour le calcul d’aire qui fait intervenir la notion de continuité, de
croissance et de positivité de l'intégrale pour déterminer I'aire limitée par deux courbes,
de généraliser la formule relative aux aires suivant le signe de f(z) dans le premier cas
et selon les repéres et des variations de f. Il faut ensuite que 1’éléve puisse calculer les
volumes d’une pyramide, d'un tronc de pyramide, d’un polyédre, d’un céone ou d’un tronc
de cone, d’une sphére, d'un segment sphérique, d’un segment a une base, d’un solide de
révolution, il faut connaitre la formule des trois niveaux (qui permet de calculer le volume
d’un solide déformé dans le cas d’un axe oblique par rapport aux plans sécants)(cf. an-
nexe. M page 256). Dans le calcul intégral, 1’éléve doit étre capable de définir I'intégrale
en la rattachant a sa représentation par ’aire limitée par une courbe. Calculer les limites
de l'intégrale lorsque le résultat dépend de n comme c’est souvent le cas dans des taches
proposées en terminale C', écriture d’une intégrale indéfinie, calculer une intégrale avec
changement de variable, par intégration par partie, utiliser d’autres techniques de calcul
intégral, la rectification d’une courbe et sa formule pour les courbes gauches, calculer la
longueur d’une courbe en coordonnées polaire (terminales scientifiques). Enfin, on va dans
cette tache étre amené a résoudre des équations différentielles linéaires du premier et du
second ordre.

3.5 Les taches, ostensifs et connaissances au programme

Pour répondre o la question : « de quoi est faite une technique donnée ¢ de quels «
ingrédients » se compose-t-elle ? Et encore : en quoi consiste la « mise en oeuvre » d’une
technique ? » Chevallard et Bosch ont introduit le concept d’Ostensif et de non-ostensif

Nous parlons d’objet ostensif — du latin ostendere, « montrer, présenter avec
insistance » — pour nous référer a tout objet ayant une nature sensible, une
certaine matérialité, et qui, de ce fait, acquiert pour le sujet humain une réalité
perceptible. Ainsi qu’en est-il d’un objet matériel quelconque, et notamment,
de ces objets matériels particuliers que sont les sons (parmi lesquels les mots de
la langue), les graphismes (parmi lesquels les graphémes permettant I’écriture
des langues naturelles ou constitutifs des langues formelles), et les gestes.
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Nous présentons dans le paragraphe qui suit le résumé de tous les ostensifs que nous

avons pu identifier dans les nouveaux programmes. Nous nous sommes appuyé sur les
nouveaux outils pour les mathématiques CM1 cycle 3, programme 2016, sésamaths, pro-
gramme 2019 cycles 3,4 et lycée, math’x programme 2011 premiére S, programme 2012,
2016 terminale S, Cian 2014, I’excellence en mathématiques seconde A et SES programme
du Cameroun, collection Terracher terminale S, le manuel maths collection édition ha-
chette, kiwi, Zéniu troisiéme édition Magnard.
Les ostensifs par lesquels sont données les fonctions, dans ces ressources actuellement
sont : Les symboles - les écritures - les notations - les graphes - tableaux numériques -
graphiques cartésiens — les équations et les notions (Limite, plus ou moins U'infini, dérivabi-
lité et continuité, asymptotes). On retrouve dans les manuels scolaires, des généralités sur
les fonctions, en collége et lycée et les mots suivants qui nous placent directement dans
le champ conceptuel des fonctions, notion de fonction : ensemble de définition, coinci-
dence de deux fonctions sur un ensemble, restriction, composition, injection et surjection ;
bijection réciproque, composée de bijections. Ensuite, on retrouve le titre : fonctions re-
présentation graphique, image directe et réciproque d’un intervalle (étude graphique),
maximum, minimum d’une fonction sur un ensemble, sens de variation, opérations, fonc-
tions associées et représentation graphique, comparaison de fonctions, fonctions majorées,
minorées, bornées. Représentation graphique de deux bijections réciproques, parité, pério-
dicité, éléments de symétrie d’une courbe, ensemble d’étude d’une fonction. Juste apres
on retrouve le titre : Etude de fonctions numériques, dont le premier sous-titre est :
limites ; (notion, limite & gauche, limite & droite, limites de fonctions élémentaires, pro-
priétés de comparaison, opérations, limites & I'infini de fonctions polynome ou rationnelle,
limite infinie en a, limite a I'infini, composition, fonction monotone sur un intervalle ou-
vert, forme indéterminée la continuité étant le second sous-titre des limites (Notion de
continuité, prolongement par continuité, continuité en a, critére de continuité, continuité
sur un intervalle, opération, compositions, image d’un intervalle, théoréme des valeurs
intermédiaires, fonction strictement monotone, fonctions puissance d’exposant rationnel,
prolongement par continuité).

Les grandes familles de taches

Dans les deux systémes éducatifs, en étude de fonctions les éléves éprouvent des diffi-
cultés a résoudre des problémes portant sur des taches faisant appel aux fonctions (voir
résultats de 1’étude réalisée a Besancon, a Toulouse, a Montpellier et a Libreville dans le
chapitre expérimentations. C’est pourquoi, nous avons cherché a savoir si ce qu’on leur
demande de faire est au-dessus de leurs connaissances (de leurs potentialité). Nous allons
donc dans le paragraphe suivant analyser, dire et écrire ce qui est dans les programme car,
il y a trop a dire et a écrire. Singuliérement, notre observation est la suivante : Les éléves
sont plus en difficutés devant des taches ou les questions sont dépendantes et successives.
Ces taches sont construites autour des connaissances suivantes :

. les définitions et généralités de la notion de fonction;
. les variables et fonction ;
. les limites ;

1
2
3
4. le sens de variation d’une fonction et sa représentation graphique cartésienne;
5. le tableau de valeurs;

6

. Iexpression analytique, I’expression algébrique;
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7. la dérivabilité, la continuité, I'intégration ;
8. la résolution des équations, 'optimisation, la modélisation ;
9. les suites et les propriétés de certaines fonctions particuliéres.

Le parcours de toutes ses connaissances dans une méme tache pose énormément de diffi-
cultés aux candidats lors de la résolution du probléme sur les fonctions du baccalauréat.

3.6 Les cadres mathématiques qu secondaire qui évoquent
les fonctions

sources : Roger Caratini, Bibliothéque pratique de ’enseignant, mathématiques, Bordas,
Paris 1985, ISBN 2-04-012207-9, Volume de l’édition remanié de : Les nombres et [’espace,
il a été publié pour la premiére fois auzr Editions Bordas en 1971, dans la collection
« Bordas-Encyclopédie », Le manuel Sésamaths avec ses compléments numérique et le
livre de mathématiques Ciam de la classe de sixieme en classe de seconde

3.6.1 La géométrie

La notion de fonction est utilisée en géométrie qui se définie aujourd’hui comme science
de la mesure et de la position des figures dans 'espace. Ib. P11. Elle a été développée
dans un monument de perfection trente-cing propositions fondamentale (axiomes au sens
large), un important corpus de corollaire établi. Les corollaires, c’est-a-dire les régles et
définitions de base de la géométrie semblent sans reproche. La difficulté : les problémes de
géométrie sont difficiles a résoudre, car il n’existe pas de méthode générale de résolution
pour les traiter. Autrement dit, chaque probléme exige qu’on invente une méthode de
résolution. C’est ce que se propose de faire dans certaines conditions, la fonction telle que
retrouvée dans les programmes du secondaire. En effet plusieurs problémes posés dans le
cadre géométrique trouvent des solutions avec les fonctions.

3.6.2 L’arithmétique

Nous retrouvons des notions indispensables au domaine des fonctions construite en
arithmétique. Simplement, pour comprendre ce qu’est ce cadre qui nous semblent étroite-
ment lié aux autres et qui occupent une place assez importante dans les programmes du
secondaire, regarder comment il a été construit par I’histoire des mathématiques. Dans le
livre de Roger Caratini a la page 7 a 15 ou nous trouvons le titre Théorie des ensembles,
arithmétique, algébre De facon chronologique, il s’est agi :

1. des problémes de numérotations : c’est Archiméde qui, dans 'arénaire, généralise le
procédé de la notation par myriade et laisse entendre que la suite des nombres ainsi
notés peut étre prolongée indéfiniment. (10.000) fois (10.000) donne (100.000.000) donc
108.

2. importance des entiers naturels : avec au début les Pythagoriciens (systéme attique),
qui représentaient les nombres entiers par des points, qui selon leur disposition, per-
mettaient de parler de nombres linéaires, carrés, triangulaires, oblongs , rectangulaire,
tétraédrique, palindromes, ou simplement nombre figuré contraire de proméque.

3. l'infini : les mathématiciens grecs n’ont raisonné que sur les nombres entiers sans
se poser la question de leur infinité. Ils y pensaient mais s’en méfiaient, n’étant pas
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capable de préciser le concept. Euclide dans son livre VII, Proposition 35; op. cit.,
p. 206) dit & ce sujet :« tant de nombres qu’on voudra étant donnés, trouvez les plus
petits de ceux qui ont la méme raison (le méme rapport) avec eux », Archiméde aussi
a eu lintuition de l'infini numérique.

4. les nombres irrationnels : issue du fait que les pythagoriciens se sont retrouvé obligé
d’avouer que la diagonale était incommensurable avec le coté du carré.

Le cadre de la théorie des nombres peut étre défini comme le corpus, 'ensemble convena-
blement ordonné des comparaisons des nombres, de la recherche de leurs diviseurs, de leurs
multiples, d’étude de leur caractére premier ou non, de leurs propriétés et la description
de leurs propriétés, leur représentation par des segments de droite, et leurs constructions
géométrique. Dans la mesure ou la géométrie, est certaine, elle confére donc & la théorie
des nombres cette certitude. Bombelli et Descartes ont insisté sur la signification géomé-
trique des opérations sur les nombres. Exemples : tracer un segment unité, ensuite deux
autres tels que le premier mesure a et le second b. Calculer la somme ¢ = a+b, la différence
d=a—boub— a,le produit ab ou la racine de a se fait en manipulant les segments de
longueurs aetb. Une fois cette correspondance assurée, le mathématicien peut calculer a
loisir et faire confiance a la combinatoire numérique : elle ne le trahira jamais, puisqu’elle
est le reflet abstrait de la géométrie.

Lorsqu’on parle du nombre, nous pensons immédiatement au cadre de la théorie des
nombres qui commence avec le grand théoréme de FERMAT qui avait affirmé en 1630,
que I'équation z" + y" = 2" n’admet aucune solution entiére non nulle lorsque n est su-
périeur a 2. Est ce qu’on trouve des taches au programme visant a générer une liste de
nombres & un niveau du secondaire ? Oui & travers des expressions littérales (le cadre al-
gébrique) qui sont représentées comme quelque chose (une relation) qui permet a un éléve
de cinquiéme ou de classe de quatriéme de créer une liste de nombres a partir d’une autre
liste de nombres et si nous poussons notre analyse plus loin, en considérant " comme
une fonction et y™ comme une autre fonction, la fonction 2™ qui est construiste a partir
des deux premiéres donc a partir de leur somme est-elle aussi enseignée 7 Du moins, une
telle construction, on retrouve des fonctions de la forme az et d’autres de forme z? mais
aussi des fonctions de forme générale ax + x%. Qu’est ce qui change et pourquoi cela nous
intéresse tant 7 C’est tout simplement la facon donc une fonction peut étre fabriquée, soit
& partir des nombres ou soit a partir d’autres fonctions.

Lorsque Euler en 1740 parle des partitions des entiers : exemple la partition de n en k
parts, on peut se poser la méme question de I’existence d’une fonction issue de la recherche
d’une fonction p tel que : p(n) = p(n—1,k—1)+p(n—Fk, k) et d'une autre égale au rapport
% cette maniére de travailler sur les nombres peut permettre aux éléves de pouvoir
additionner ou multiplier deux suites ce qu’on appelera plus tard, les séries formelles dé-
finies par : U(x) = up + uix + ugz?.... + u,z... avec u(n) une suite numérique quelconque.
On peut aussi parler de waring « En théorie des nombres, le probléme de Waring, proposé
en 1770 par Edward Waring qui consiste a déterminer si, pour chaque entier naturel k, il
existe un nombre s tel que tout entier positif soit somme de s puissances k—imes d’entiers
positifs. La réponse affirmative, apportée par David Hilbert en 19093, est parfois appelée
théoréme de Hilbert-Waring|?]. » Nous voulons tout simplement montrer qu’il existe un
cadre dans lequel il est possible de mettre par construction des fonctions arithmétiques et
bien d’autres ayant pour arguments une ou plusieurs autres fonctions. Pour le moment le
plus important est de démontrer 'existence de telle constructions de fonctions arithmé-
tiques dans un cadre ou les nombres sont les éléments avec lesquels toute construction est
possible. Nous ne pouvons pas quitter le cadre des nombres sans pour autant dire un mot
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sur les travaux de DEDEKIND qui en 1888 dans son « Was sind und was sollen die Zahlen
(Que sont et que doivent étre les nombres.) » construit I'ensemble N et d’autres encore. Ce
qu’il faut surtout regarder, c’est la construction d’un ensemble formé de nombres ayant
une certaine régularité. Les fonctions sont enseignées au secondaire dans ce cadre.

3.6.3 L’algeébre

Les expressions algébriques sont utilisées pour définir et pour étudier plusieurs fonc-
tions au secondaire. L’algébrique est a l’origine une arithmétique selon Diophante, une
succession de problémes, dans lesquels on doit trouver un nombre inconnu z, rattaché a
des quantités connues par certaines relations. En d’autres termes, le nombre x est donné
par une équation que Diophante nous enseigne a résoudre. Nous voyons dans les exemples
que Diophante donne qu’il part : de la dépendance des taches successives :

1. de la théorie des nombres : « tous les nombres sont formés d’une certaine quantité
d’unités, op.cit.,p.1, »

2. du calcul d’'un nombre inconnu qu’il désigne par « arithme », contrairement a Euclide
dont le probléme était de déterminer les propriétés d’un ou de plusieurs nombres

3. de la définition axiomatique des entiers comme ensemble possédant deux lois opé-
ratoires : 'addition et la multiplication et dont les éléments peuvent étre comparés
par des relations « plus grand que, plus petit que, égale » inconnue (voyelle), connue,
paramettre (consonne);

4. il admet que les fractions et les quantités irrationnelles peuvent étre traitées comme
des nombres, ¢’est-a-dire introduite dans les calculs sans se poser la question de cette
assimilation. Toutefois, il n’a pas compris que les entiers, les rationnels et les irration-
nels constituent un ensemble homogéne ( I'ensemble des réels), il n’a pas établi les
axiomes qui permettent cette généralisation. Cette maniére hative et naive va obliger
Cauchy a construire « une théorie des réels » généralisant et consolidant la théorie des
entiers d’Eudoxe et d’Euclide.

Les Arabes et les Persans, avec al-Harizmi et Umar Hayyam sont d’un apport formel,
hérité des Indiens (la numération décimale de position, 'usage du trait de fraction entre
le numérateur et le dénominateur, le calcul automatique. Ils perfectionnent les méthodes
algébriques de Diophante relatives aux équations du premier et du second degré (apport
purement technique) il faut 'avouer, les méthodes de Diophante sont quand méme assez
difficile. Il n’y a aucun progrés théorique, les mathématiciens indiens invente le zéro comme
un nombre et nom comme un symbole de numération et se servent du nombre négatif.
Un nombre est désormais considéré comme un étre mathématique dans le cadre de
I’algébre. On peut sur lui faire deux opérations I'ajouter a ou le multiplier par un autre
nombre. On peut dire que toute la symbolique moderne y est née : les expressions litté-
rales, le calcul littéral, les opérations telles que la division de deux nombres entiers dont
le diviseur est plus grand que le numérateur sont désormais possible a condition qu’il
soit différent de zéro (les fractions). Euclide et les autres ont certes utilisés les fractions,
mais ils ne les considéraient pas comme des nombres, Euclide les appelait des rapport qui
peuvent étre considéré aujourd’hui comme des opérateurs c’est a dire comme des proces-
sus qui & un nombre N entier fait correspondre un autre nombre entier N’. Ils n’ont pas
justifiés cette extension d’une maniére logique.
Gérard de Crémone ou Léonard de Pise au X11¢ siécle (traducteurs), ont transmis I’hé-
ritage gréco-arabe & I’Occident et, 'algébre, peu a peu, se définira comme la science qui
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permet de résoudre des équations (une phrase par laquelle on exprime qu’une quantité
inconnue est reliée & des quantités connues), en utilisant un symbolisme opératoire (les
abréviations car le calcul verbal est tres difficile & manier. Les calculs de plus en plus
compliqués sont désormais possibles a faire sans trop de difficulté, 'usage des lettres re-
présentant des nombres quelconques, connus ou inconnus donna au calcul algébrique une
plus grande généralité. C’est une partie de I'histoire de 1'algébre qu’on peut reconnaitre
les mathématiciens de la Renaissance.

3.6.4 Tableau récapitulatif des apports a la construction du cadre

algébrique

origine apport année

Nicolas Chuquet le nombre est précédé du signe, régle de | 1484
signes et de puissances

Johann Widmann +ou— pour marquer le surplus 1489

les Italiens nomment 'inconnue cosa chose, res en latin | 1494
, CO, CU =

Ch.Rudolff coss(algebre), symbole racine carré et cu- | 1524
bique

Stifel progressions, exposant négatif 1544

Stifel représente les inconnues par les lettres | 1544
A, B,C...AA signifie A?

Simon Stevin puissance notée a 'aide d’un cercle 1585

Frangois Viéte symbolisme algébrique moderne, inconnue | 1591
(voyelle), connue,paramettre (consonne)

Descartes perfectionnement de la symbolique algé- | 1619
brique

Aprés les notations, le symbolisme, I’algébre se fait avec les nombres et les opérations
sur les nombres. la résolution des équations, dés que I'on quitte le domaine des problémes
concrets pour aborder les cas généraux, impose de considérer d’autres nombres que les
nombres entiers positifs, les nombres réels et imaginaires. A partir de cet instant, la no-
tion de nombre évolue, « il n’est plus nécessaire, pour qu’une notion soit appelée nombre,
qu’elle représente quelque chose (qu’elle serve a compter des objets concrets ou & mesurer
des longueurs géométrique ; il suffit qu’on puisse faire sur elle certaines opérations fonda-
mentales ».

Le cadre algébrique se définit comme le cadre de la théorie des équations ou les inconnues
sont désignées par les derniéres lettres de 'alphabet z, v, z, ... .Les quantités connues par
les premiéres lettres de 'alphabet selon Descartes qui a perfectionné le symbolisme de
Viéte, les opérations par les symboles 4+, —, z, et par la barre de fraction, la notation
exponentielle et celle des radicaux, des extrations de racines. On retrouve toutes les équa-
tions du premier, du second, du troisiéme et du quatriéme degré pour 'enseignement du
collége et du lycée, les techniques de résolutions des équations font aussi partir du cadre
algébrique. On admet pour les besoins des calculs et pour la résolution des problémes, les
nombres négatifs et les nombres imaginaires, car personne n’a su encore déterminé leur
équivalent géométrique, qui leur donnerait la méme garantie axiomatique qu’aux nombres
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positifs. (entiers, fractionnaires ou irrationnels )

3.6.5 En quoi ce cadre algébrique nous intéresse 7

Nous pouvons répondre par une phrase : Il s’agit de la théorie des équations et leurs
méthodes de résolution, la fonctionnalité et la dépendance entre x et y. Descartes, en
inventant la géométrie analytique en 1637, crée une méthode permettant de traduire alge-
briquement, par des équations, les propositions géométriques, une découverte a laquelle a
participé le Francais Fermat dans I'existence d’un lieu comme le montre son idée a savoir :

Toutes les fois que dans une équation finale, on trouve deux quantités
inconnues on a un lieu, 'extrémité de I'une d’elle décrivant une ligne droite
ou courbe[59|. (Fermat, (Euvres 3, 1896, P. 85)

Il ne s’agit pas selon Roger Caratini d'un progrés méthodologique, mais un grand pas
en avant vers l'unification des mathématiques. Qu’est-ce qui peut bien unifier toutes les
mathématiques en une seule ?

Avant de répondre a cette question regardons comment les choses ont évolué aprés Des-
cartes. L’analyse infinitésimale est inventé par Leibniz et Newton simultanément , I’his-
toire sus mentionnée raconte que les premiers éléments de ce calcul avaient été posés
quelque deux mille ans auparavant par Eudoxe et Archiméde (méthode d’exhaustion :
exemple 1" aire du disque est proportionnelle au carrée du diamétre). Ce n’est pas ce qui
nous intéresse. Plutét la naissance des fonctions et de 'analyse.

3.6.6 L’Analyse

Ce cadre peut simplement se définir comme un élargissement du champ de 1'algébre
traditionnelle et de la géométrie analytique. Il porte sur des grandeurs infiniment petites
et non sur les nombres réels et imaginaires et il est I'auxiliaire indispensable de ’étude des
fonctions d’une variable réelle. elle permet de résoudre des probléme posés dans le cadre
algébrique, mais aussi d’autres problémes tels que ceux mettant en ccuvre des équations
différentielles, le calcul intégral, le nombre ¢ introduit par Euler. Le nombre i a une portée
importante en analyse ainsi qu’en algeébre, dans les calculs trigonométriques.

3.6.7 La théorie des ensembles

Pour ce travail, il s’agit des ensembles qu’on étudie dans le cadre scolaire « ensemble de
points possédant une méme propriété » et d’ensemble de valeurs d’une variable comprise
entre deux limites a et b finies ou infinies. Le point pouvant représenter n’importe quel
objet étudié.

Aprés 'annonce de la théorie des idéaux par DEDEKING, en 1871 Georg CANTOR
dans son premier mémoire annonce la théorie des ensembles. Pour ne pas aller dans les
détails inutile pour ce travail, il s’agit & nouveau d’un cadre d’étude finement construit
et qui sera bien évidement suivit des travaux de PEANO ébauche de la théorie de la
mesure des ensembles, de LEBESQUE qui introduit la notion de fonction mesurable de
I’axiomatisation en logique de premier ordre de ZERMELO qui avait permis d’éclaircir le
concept d’ensemble et permet sa généralisation au cadre des fonctions en étant capable
de passer d’une classes & une autre, d’un ensemble de définition & un autre qui peut étre
une fonction, un nombre ou autre chose. ici nous pouvons étendre cette conception en
partant d’un ensemble de fonctions & un autre constitué de nombres. C’est déja possible
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de concevoir I'existance de telle construction.
Pour définir une fonction ou du moins pour 1’étudier, on fait souvent appel en premier a
deux ensembles. la plupart du temps au secondaire & deux ensembles de nombres.

3.7 Les cadres qui interviennent au cycle 3

3.7.1 Cadre d’étude au quatriéme cycle du secondaire

Nous présentons uniquement les cadres d’étude du quatriéme cycle, le but ici est de
chercher & comprendre comment les cadres sont construits au collége de fagon hiérar-
chique. Nous avons un sérieux probléme qui est celui de savoir quel cadre est construit
avant 'autre est ce que l'algébre est antérieure a l'analyse, a la géométrie, & I'analyse
de données, aux « calculus ratiocinator », etc. Mais surtout, la fonction a quel moment
intervient-elle dans nos programmes ? Avant, pendant ou aprés la construction des autres
cadres. Nous voulons savoir si la notion de fonction est introduite comme méthode al-
gébrique pendant qu’on construit les objets a ce cadre ou un instrument extérieur qui
appartiendrait a un autre cadre et qui est évoqué par 'algébre pour faciliter la résolution
de certains de ses problémes de maniére efficace. Le polynéme du premier degré le plus
général, y = ax +b avec a non nul, définit pour toutes les valeurs de = appartenant & R
UNE FONCTION f, appelée fonction polynome. Une fois ce probléme posé, le polynome
renvoyant au cadre algébrique, le méme polynoéme définissant une fonction, alors, la fonc-
tion serait-elle un constituant du cadre algébrique 7 Nous pensons een seconde analyse que
non et ce en nous placant du point de vue épistémologique. Mais comment cette réalité
est-elle présentée dans nos programmes ?

3.7.2 Progression du cycle 4

103/279



CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
Fonctions au secondaiieCONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHONE.

ostensif

cadre scolaire

cadre mathématique

reférences

Nombre,
nombres
cimaux

dé-

décomposition, nom  des
chiffres, repérage sur une
droite, droite graduée, com-
paraison et rangement,
addition, soustraction, mul-
tiplication ( per gélosia,
russe, égyptienne), division
euclidienne (avec un tableur),
recherche de diviseurs, calcul
sur les durées

théorie des nombres (arith-
métique) , algébre

p-15, R p7

opération

les quatre opérations

logique abstraite, arithmeé-

tique, algébre

p 15

fractions,
nombres
cimaux

dé-

fraction et partage, nombre
fraction, comparaison, en-
cadrement , décomposition
d’une fraction, droite et demi-
droite graduée

théorie des nombres (arith-
métique), algébre

p 38-39

Proportionnali

téigrandeurs  proportionnelles,
calculs dans une situation de
proportionnalité,  pourcen-
tage

théorie des nombres (rapport
et proportions, moyennes),
fonctionnel

p-93

gestion
données

des

tableaux, représentation
graphique et interprétation,
graphique cartésien un gra-
phique cartésien permet de
représenter 1’évolution dune
grandeur en fonction dune
autre, diagramme en batons
ou en barres, circulaire, semi
circulaire

théorie des nombres, fonc-
tionnel

p-105

éléments
géométrie

de

droites, demi-doite, segment,
points alignés, droites sé-
cantes, distances et cercles,
longueur d’un segment, mi-
lien d’'un segment, droites,
triangles, symétrie axiale (
transformation ), quadrila-
téres, parallélépipéde, pers-
pective cavaliére, patron de
pavé droit

Géométrie, fonctionnel

p.117

Angles

notion, type d’angle, utilisa-
tion du rapporteur, bissec-
trice d’'un angle

trigonométrie

p-219

Périmétre,
aire et
lume

VO-

unité d’aire, périmétre et aire
de figure particuliére, volume
d’un solide, unité de volume (
m3 et de capacité L)

géométrie, fonctionnel

p.247
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notions cadres cadre dans D'his- | ostensifs au pro- | niveau
au  pro- | toire gramime
gramme
Nombres | arithmétiqgueyombres, algébre les quatre opéra- | tout le
géomé- tions, tableau de | cycle
trie, valeurs, tableur,
algébre repére, graphique
(p.51 et une photo
de Descartes liée
a linvention des
coordonnées dans
le manuel de cin-
quiéme a la page 53
), les expressions
littérales, les figures
géométriques, barre
de fraction, mots,
calculatrices,
calcul lit- | algébre algébre expression littéral tous le
téral cycle
Proportionnabibébres | nombres, algébre, | nombres, tableau | tous les
fonctionnel de valeurs, gra- | niveaux
phique,
Statistique| statistique | statistique nombres, tableau, | tous les
diagramme niveaux
symétrie, | géométrie | géométrie tableau tous les
triangle, niveaux
parallélo-
gramme,
angle
Prismes géométrie | géométrie figures tous les
et cy- niveaux
lindres
aire, pé- | géométrie | géométrie nombres, lettres tous les
rimeétre, niveaux
volume
Puissances| nombres, | algébres, nombres tableau de valeurs, | 4%t3°
et gran- | algébre nombres et lettres
deurs
équation | algébre, algébre nombres, lettres, | 4%t3°¢
et ordre nombre tableau de valeurs,
figures géomé-
triques
distance géométrie | topologie, analyse points, droites, | 4°et3°
et  tan- nombres
gente
cosinus, trigonométrieigonométrie, géo- | figures, nombres,
pyramide | géométrie | métrie dans les- | lettres, cos, sin,tan
et cone dans l’es- | pace
pace 105/279
racine algébre, algébre, nombre et | nombres, tableau, | troisiéme
carré, nombres | analyse expressions  algé-
inégalité, | et  ana- brique
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Programmes de premiére

En premiére, 'unique notion qui est abordée en France et non en Afrique francophone
est celle de la fonction exponentielle qui est étudiée tot en France. Les points communs
et les différences sont consignés dans le tableau ci-dessous.

106/279



Premiére

En France En Afrique francophone Notions singuliéres
Programme Concepts abordés Programme Concepts abordés
Etude de fonctions Transformation Fonctions Fonction
- Fonctionracine | Composition - Généralités : fonction et | Transformation
carrée, fonction Dérivation application, Composition
valeyrfibsolue Restriction - Restr!ctmn, prolongement d’une Dérivation
- Variations, L fonction, L.
. . Injection . . Restriction
représentations o - Composition de fonctions o
) Surjection Injection
graphiques. o o
- Transformations lelt'e o Applications particuliéres S'urJ.ectlon
de fonctions Continuité Injection, surjection, bijections, Limite
(translation, Prolongement bijection réciproque d’une Continuité
homothétie), Exponentielle bijection, composé de deux Prolongement
composition Rationnelle bijections Rationnelle
avec la fonction Ftude Fonctions numériques Etude
racine carrée, Tangente Tangente

inverse, .
Dérivation

- Nombre dérivé
d'une fonction
en un point.

- Tangente a la
courbe
représentative
d'une fonction
dérivable en un
point

- Fonction
dérivée, dérivées
des fonctions

usuelles
connues,
dérivées d'une
somme, d'un
produit, d'un
quotient.

- Lien entre signe
de la dérivée et
variation de la
fonction,
extremum.

Approximation

Opérations sur les fonctions,
fonctions associées, comparaison
de fonctions : minoration
majoration, représentations
graphiques de deux bijections
réciproques,
Limites et continuité

- Approche intuitive de la notion de
limite : limite d’une fonction en
I'infinie, en xo, limite finie, limite a
gauche, limite a droite, limite de
fonctions usuelles

- Calcul de limites: propriété de

comparaison, encadrement,
comparaison de limite, opérations
sur les limites (fonction
polynébme, rationnelle, racine
carée

- Continuité : définition et
propriété, continuité en xo de
fonctions élémentaires,
prolongement d’une fonction par
continuité,

Dérivation

Approximation




Composition de
fonctions et
dérivation
Variations et courbes
représentatives d’une
fonction
- Variation d’une
fonction
- Nombre dérivé
et extremum
locaux
Fonction exponentielle
- Propriétés
algébriques
- Nouvelle
notation de e
- Lien avecles
suites
géométriques
- Propriétés
analytiques
- Courbe
représentative
de fonctions
exponentielles
Fonctions
trigonométriques
- Repérage sur le
cercle
trigonométrique
- Cordonnées
d’un point du
cercle
trigonométrique
- Fonctions
cosinus et sinus
Suites
- Mode de génération
d'une suite.
- Suite arithmétique,
suite géométrique
p. 111-222 111 pages

Dérivation en x0 : nombre dérivé
d’une fonction en x0,
interprétation graphique,
dérivabilité et continuité en x0,
dérivabilité a gauche et a droite,
demi tangente parallele a I'axe
des cordonnés, fonction dérivée
Calcul de dérivées: fonctions
élémentaires, cos et sin, dérivée
et opérations sur les fonctions
Application de la dérivation : sens
de variations d’une fonction,
extrémum relatif d’'une fonction,
approximation d’une fonction par
une fonction affine, application
aux calculs numérique

Etudes de fonctions

Généralités sur les fonctions :
parité, périodicité, éléments
de symétrie, notion
d’asymptote

Fonction polyndme, fonctions
rationnelles

Fonctions trigonométriques




CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
SECONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHOMGnctions au secondaire

Programmes de Terminale scientifique en en MPSI

En terminale scientifique S ou C, le programme est le méme en France et en Afrique
francophone. Le méme constat est fait pour les programmes sur les fonctions de classes pré-
paratoires scientifiques filiere Mathématique Physiques, Sciences pour I'ingénieur (MPSI).
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Terminale

Programme en France

Concepts abordés

Programme en France en Afrique
francophone

Concepts abordés

Limites et continuité

- Limites en
I'infini : limite
finie, limite de
fonction
élémentaires

- Limiteenun
point

- Opération sur
les limites

- Déterminer une
limite par
encadrement et
par comparaison

Continuité d’une
fonction
- Continuité enun
point
- Continuité sur
un intervalle
- Propriété de la
continuité :
théoréme,
dérivabilité et
valeurs
intermédiaires

Convexité
- Convexité d'une
fonction :
sécantes,
convexité et
concavité,
fonctions

Primitives
Logarithme
Népérien

Intégrale

Linéarité

Positivité

Relation de

Chasles

Valeur moyenne
Fonctions convexes

Limite et continuité

- Limites d’une fonction

- Etude d’une branche infinie

- Continuité d’une fonction
Dérivation, étude de fonctions

- Dérivation

- Etude de fonctions
Primitives, fonction logarithme
népérien

- Primitive d’une fonction

- Fonction logarithme népérien

- Fonction comportant Ln

- Logarithme décimal
Fonctions exponentielles fonctions
puissances

- Fonction exponentielle

- Fonction comportant exp

- Fonctions puissances
Suites
Intégration

Intégration d’une fonction

continue
Techniques de calculs intégrales
Applications du calcul intégral

Equations différentielles

p. 193-295 102 pages

Fonctions convexes
Primitives
Logarithme
Népérien

Intégrale

Linéarité

Positivité

Relation de

Chasles

Valeur moyenne




usuelles,
position par
rapport aux
sécantes,
concavité,

- Fonctions
convexes et
dérivées
premiere et
seconde

- Tangente et
point d’inflexion

- Dérivée seconde
et tangente

- Point d’inflexion

Fonction logarithme
népérien

Primitives et équations
différentielles

p. 49-276
227 pages




Les fonctions en CPGE filiere MPSI

Partie

Chapitre

Techniques de
calculs

Fonctions d’une 1. Inégalités dans R
variable réelle p.73

Opérations et relation d’ordre (Partie positive (resp. Négative) de x, Valeurs
absolues de x)
Inégalité triangulaire (intervalle, partie minorée, majorée, bornée)

2. Généralité sur les
fonctions

Définition : Une fonction est la donnée d’un ensemble de départ I, d’un
ensemble d’arrivée J et d’une correspondance qui a tout élément x de
I’ensemble I associe un unique élément de 'ensemble J.

Graphe

Parité

Périodicité

Fonction croissante, décroissante, monotone.

Fonction minorée, majorée, bornée, maximum, minimum

Composée de deux fonctions

Fonction bijective, réciproque

3. Dérivation

Dérivation : fonction dérivable, taux d’accroissement, limite, dérivée, équation
de la tangente, opérations sur les dérivées,

Théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque

Fonction dérivable et sens de variations (croissance, décroissante, constante)

4. Fonctions usuelles

Fonctions usuelles : logarithme népérien (définition et propriété), propriété de
la fonction exp, propriété de la fonction puissance, théoréme de croissance
comparée

Fonction cosinus, sinus et tangente (propriétés des fonctions trigonométriques,
cas d’égalité des fonctions trigonométriques), fonctions cosinus hyperbolique,
sinus hyperbolique, tangente hyperbolique

5. Fonctions a valeurs
complexes

Dérivabilité
Opérations sur les dérivées

Méthodes

- Savoir dériver une fonction

- Savoir étudier une fonction (ensemble de définition, restriction de f ), parité, périodicité, dérivabilité, calcul de la dérivée, tableau de signe,
de variations, valeurs particuliéres de f, limites, allure du graphe de la fonction, asymptotes, tangentes,
- Exploiter les dérivées pour montrer une égalité, une inégalité. Savoir montrer qu’une fonction est bijective : méthode pratique ; méthode

théorique
- Savoir dériver la réciproque d’une fonction bijective
- Savoir résoudre une équation trigonométrique

Savoir manipuler les fonctions trigonométriques réciproques.

Analyse réelle

Ensembles de
nombres




Suites réelles

Limites et continuité 1. Généralité - Voisinage, notion de limite

- Unicité de la limite

- Fonction bornée au voisinage de a

- Caractérisation séquentielle de la limite

- Opérations sur les limites

- Passage aux limites des inégalités larges

- Théoréme des gendarmes (ou d’encadrement)
- Théoréme de la limite monotone

2. Continuité - Fonction continue en a, a gauche (a droite)
- Prolongement par continuité

- Caractérisation séquentielle de la continuité
- Opérations sur les fonctions continues

3. Image d’un intervalle par - Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaire
une fonction continue - Application bornée

- Application continue et injective (monotone)

- Continuité de la réciproque

4. Extension aux fonctions - Limite en a de f(x)
complexes

Méthode a maitriser : Savoir déterminer la limite d’une fonction, exploiter la caractérisation séquentielle, exploiter la définition de la limite, savoir étudier la
continuité d’une fonction, exploiter le théoréme des valeurs intermédiaires, savoir montrer qu’une fonction admet un maximum sur un segment, savoir généraliser
des énoncés a l'infini

Dérivation 1. Dérivée en un point, - Définition

fonction dérivée - Développement limité a 'ordre 1

- Opération sur les dérivées

- Théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque
- Extrémum et points critiques

2. Accroissements finis et - Théoréme de Rolle

conséquences - Théoréme des accroissement finis
- Fonction k-lipschitzienne
- Inégalité des accroissements finis
- Application aux suites récurrentes
- Théoréme de prolongement C*

3. Fonctions de class C* - Définition
- Opérations sur les fonctions de classe C
- Théoréme de prolongement C




Analyse 4. Extension aux fonctions
asymptotique complexes p.379

Les méthodes : Savoir montrer qu’une fonction est dérivable ou C*, savoir exploiter les propriétés de ', savoir utiliser le théoréme de Rolle, Savoir calculer une
dérivée n*m, Savoir-faire un prolongement C*/ C*
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En analysant les programmes de mathématiques sur les fonctions de la fin du cycle
4 en terminale en France et en Afrique Francophone, nous constatons que les contenus
sont identiques a un niveau de fin de cycle 4 et les manuels accordent & peu prés le méme
nombre de pages pour aborder cette notion. Certes les mots utilisés ne sont pas toujours
les mémes mais les connaissances restent identiques en troisiéme, en seconde, en premiére
et en terminale. Les quelques différences sont négligeables. On retrouve : les fonctions en
troisitme en France en lieu et place des application en Afrique francophone, la bijection
en fin de cycle 4 en Afrique francophone, la fonction exponentielle en premiére en France
ainsi que les fonctions convexes et concaves en France.
Sur la base des documents officiels analysés, le programme francais est non seulement plus
riche en ce qui concerne la notion de fonction, mais également plus consistant. En effet,
I’écart en terme de contenu et de place accordée aux fonctions s’agrandit de la troisiéme en
terminale et ce qui est fait en France est plus dense par rapport a ce qui est fait en Afrique
francophone avec les fonctions. Cela est clairement illustré sur la figure sus mentionnée ou
nous pouvons observer I’évolution des contenus enseignés de la fin de cycle 4 en terminale
en France et en Afrique francophone.

3.7.3 Que disent le BO et le HPM & propos des fonctions ?

Les fonctions sont présentes dans les programmes d’enseignement en France et en
Afrique francophone & un niveau du secondaire.

I France Bakan ]

Ei-""'. HPM : Harmanizatien des programenes de
L) | mathématiques {Gaban)

Filieres scientiligues et bachmiques (C, O E, 51 T,
Pl 5T

Progranimd di malhdhiaigues 84 ssbands geresle &l
lsctaologiqua

Orpgamisalion il programn

Zcarcain Le prograsame st divise en troes partios |
Petami i % {opelsons |
+  peoméine

+ sfatistiques et probabilibés.

Fage 3 sur 2]

Fn:-grarm'ue e mathematigue en secands
au Gaksan anredss 2020

FiG. 3.2 — Organisation du programme
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1. 2. Fonclions

CRFECTIT ; Co chapitre viss f
o Taire déeonvric la notion de fonction
e Melloe en place le voesbulabne relodil aux Bosebiong munadelgees,

e Ultiliser les représentations graphiques pour réaoudre certains problimes

& Diresser des tableauy de varigtions, caractériser des points remarguables.

Dans le programme francais, les fonctions sont appelées a étre définies par une courbe,

Cinien Capacités exigibles | Commentaires
1-Géndralités sur les | L'Eléve dait ébre capable de |Les fonctions aboerdées seal
Teprscions s Revoningitre i'nne mﬂllﬁ;gﬁn&:al&nlunl des  [amctions
- Winition donnée edl ow  nan la |ewmériques  dore  variabla
- Dégerminaton 4 Vaide de représentation gruphique dune [réefle . pour  lesquelles
talles, e farmales, fanctioa. [Fersemble de définition et
ealenlatrice, o DiEtertiner  on  ensemble  de | donne Quelines exemplos da
- Ensemble  de  ddfinition, défigltbon, ineee d'un réel, les [fbetiong définies sy i
inarge e ancdcddant dam rel, nostée il erets dham riel. | erisamnlle fini ow sur B semt &
- Image direcgn, mAge Ty
reciproague d'un intervalia On msisers sur = mani=ment
Ruprisertition graphigue. { e Ta caloalatrice.

=-Etndde graphique

Image « antéeident d'un

noathre révl riel graphiguemnsent les
lmage  directe el ImOgC |, pBiperminer praphiguement |fonctlons, Le professenrs
réciprogque d'un mbervilbe. Vimage directe d'un intervalle, |fournica lus

Resalition  graphique  ides
Spuatban fixr= ylfx}
(Tespectivement

indquations fx) = QI:I::'}-

*  Lire praphiguement Dimage 4'on | L'objectif de o chapitre
ponsibes péel, b anléeddents dun [n'est pas de Feprbsenter

Viznage réciproque d'um imtermlbs | r-e-préuaenlallnm que s

i une fonctica,

[#liwes anront § explolter.

iy it lghinser Jes dldvas &

lire k= orepoSsentations

praphigues et donmer lex

viuciabons  de lo fooclion
_imeptkmentle
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F1G. 3.4 — Variations d’une fonction HPM
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un tableau de données ou une formule, la question qu’on s’est donc posée est celle de
savoir comment est-elle demandée d’étre définie par les programmes et manuels scolaires
en Afrique francophone ?
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Fic. 3.5 — fonction dans le BO 2009

Le plus important ici est d’avoir observé qu’aprés le programme, la notion de fonction
est introduite par sa définition dés la troisiéme semaine de cours en seconde comme le

montre la progression suivante :
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F1G. 3.6 — progression spiralée en Afrique francophone

Au regard de ses deux définitions, j’ai ressenti que quelque chose n’était pas clair.
La fonction reste la méme qu’on soit en France ou au Gabon, pourquoi sa définition
change-t-elle d’un systéme a 'autre, d’un manuel a un autre?

3.7.4 Les taches et les méthodes au programme

Les fonctions sont définies de plusieurs maniéres en Afrique francophone et en France
(tables : calendrier perpétuel, calculatrice, formule, représentation graphique, graphe,
équations, tableau de valeur, tableau de variation) I’introduction de la notion de fonction
est faite a partir d’exemples tirés de la géographie, de la biologie, de la physique et de 1’éco-
nomie (diagrammes de température, de consommation, circuit d’automobile, d’évolution
des prix, etc.) Pour I'étude des maxima et minima, on se limite aux exercices conduisant
a la résolution d’inéquations du premier degré et du second degré. On insiste sur les prio-
rités de calcul et sur le maniement correct de la calculatrice surtout. Dans les manuels,
I’objectif de cette étude des fonctions a travers les cours , les exercices et les problémes
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n’est pas de représenter graphiquement ces derniéres uniquement, mais de réfléchir sur
cette notion et sur ses modes de représentations dans un contexte donné, de 1'utiliser pour
résoudre un probléme de facon graphique et algébrique, d’introduire les variations d’une
fonction et la notion de maximum et minimum, de conjecturer les réponses & un probléme
géométrique en construisant dynamiquement sa représentation graphique, d’approcher la
courbe de la fonction carré lors de ’étude d’'un probléme d’aire, d’approcher la courbe de
la fonction inverse lors de ’étude d’une situation de physique, de développer la démarche
d’investigation pour résoudre un probléme du type f(x)=k ou un probléme d’optimisation,
de modélisation et confronter les stratégie, enfin pour développer des stratégie basées sur
I’observation des courbes . Le professeur joue un réle important, il fournit les représen-
tations que les éléves auront a exploiter. il habitue les éléves a lire les représentations
graphiques et & donner les variations de la fonction représentée. Pour les fonctions déter-
minées par une formule explicite, le programme exige qu’on commence par des exemples
simples ce qui n’est pas le cas dans les manuel d’Afrique Francophone on peut le voir a la
page 159 du livre CIAM seconde S » ensemble de définition : présentation et on peut voir
que la fonction proposée est difficile. Les messages d’erreur affichés par les calculatrices
servent a introduire la notion d’ensemble de définition. dans tous les cas on commence
par déterminer les ensembles de définition des fonctions élémentaires. Une courbe étant
donnée, les éléves doivent savoir reconnaitre si elle est la représentation graphique d’une
fonction et, dans l'affirmative, lire I’ensemble de définition de cette fonction. Concernant
I’étude graphique, pour gagner du temps, les lecons sont faites a livre ouvert ou fermé
en fonction de l'enseignant. En effet, concernant la détermination graphique de I'image
directe ou réciproque d’un intervalle de IR les films de constructions et les travaux dirigés
du livre CTAM devraient permettre aux éléves d’assimiler ces savoir-faire. en France le
complément numérique permettent aux éléves de pratiquer des activités expérimentales,
d’utiliser des outils logiciels avec un tableur, une calculatrice, logiciel avec le calcul formel,
algorithme. Pour les variations des fonctions, on évite les fonctions dont I'expression est
trop complexe.

Les courbes de températures, par exemple, se prétent a l'introduction de la notion de
maximum, de minimum et de variations. De plus, elles donnent du sens a ces notions. On
ne demandera pas aux éléves de rechercher algébriquement un extrémum sauf en France
en étudiant les fonctions polynomes de degré 2 : coordonnées du sommet de la parabole,
mais on leur demandera de démontrer qu’un réel donné est un extremum de la fonction.
On retrouve, dans les manuels au programmes des d’exercices varier du type (calculatoire,
géométrique, graphique, économique. .. ) au professeur de choisir des exercices d’appren-
tissage accessibles aux éléves.

Les taches au programme en France et en Afrique francophone sont naturellement simples
et complexe selon les niveaux de difficultés : exigeant d’articuler plusieurs taches simples
non précisées. il s’agit entre autre de définir une fonction, de résoudre graphiquement
,algébriquement ou avec une calculatrice une équation ou une inéquation, de raisonner
puis démontrer parfois , de faire des analyses critiques, communiquer a I’écrit et a l'oral,
s’initier a la logique pour se préparer au controle par des QCM, réviser en travaillant des
exercices d’approfondissement, des problémes ouverts, des défits et des sujets d’exposés.
Les taches sont majoritairement outil de modélisation, d’optimisation et de résolution
d’équations. en France constat est le méme en Afrique francophone. Une tache com-
plexe est une tache mobilisant des ressources internes (culture, capacités, connaissances,
vécu...) et externes (aides méthodologiques, protocoles, fiches techniques, ressources do-
cumentaires. .. ). Chaque éléve peut adopter une démarche personnelle de résolution pour
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Taches aux programmes

En France En Afrique Francophone
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taron graghigue au algebrigue

Fia. 3.7 — taches aux programmes 1

réaliser la tache. Une tache complexe ne se réduit pas a l'application d’une procédure
automatisée. Dans ce contexte, complexe ne veut pas dire compliqué. Une tache com-
plexe est une tache mettant en ceuvre une combinaison de plusieurs procédures simples,
automatisées, connues. Elle nécessite I’élaboration par ’éléve d’une stratégie (et non pas
de la stratégie experte attendue) et fait appel a plusieurs ressources. La notion de tache
complexe fait partie intégrante de celle de compétence, comme le rappelle le préambule
du socle commun : « Maitriser le socle commun, c’est étre capable de mobiliser ses acquis
dans des taches et des situations complexes, a ’école puis dans la vie ». On compte sur
la tache complexe, pas toujours mais souvent, pas systématiquement mais a bon escient,
pour motiver les éléves et les former a gérer des situations concrétes de la vie réelle en
mobilisant les connaissances, les capacités et les attitudes acquises. Dans la vie courante,
les situations sont toujours complexes, a un degré plus ou moins important. Les résoudre
ne se réduisent pas a les découper en une somme de taches simples effectuées les unes aprés
les autres sans lien apparent. Les taches simples incitent davantage a des reproductions
de procédures laissant peu d’initiative a 1’éléve alors que les taches complexes permettent
une stratégie de résolution propre a chaque éléve

A quel moment de la scolarité et dans quels cadres les fonctions sont enseignées
dans les deux systémes ?

Les fonctions telles que données dans les différents manuels scolaires ont un coté algé-
brique considérable dans les deux programmes. Si bien qu’il est, a plusieurs reprises arrivé
de penser qu’on a méme pas besoin de parler de fonction au colléege plutot d’algébre.
Aprés plusieurs années de recherches, j’ai finalement compris qu’il s’agit de deux choses
bien différentes. L’algébre est un cadre mathématique tandis que la fonction est un objet
et outil mathématique. Il peut étre évoqué en algébre tout comme en analyse et dans bien
d’autres cadres encore de par ses définitions et utilisations. La question qu’on s’est plutot
alors posée est celle de savoir & quel moment les enseignants commencent a enseigner
I’algébre ou du moins a quel moment cet enseignement est-il envisagé et en quoi l'algébre
est-elle nécessaire pour connaitre une fonction au primaire ol au secondaire? En effet,
on a besoin au regard des deux programmes des structures algébriques pour construire
les fonctions (entrée par les inconnues, généralisation par des expressions algébriques, les
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FiGg. 3.10 — taches aux programmes 5

Fia. 3.11 — taches

fonctions simples selon Cauchy) et, nous n’avons pas trouvé assez d’outils dans les deux
systémes pour décrire de facon globale comment se fait cet apprentissage de ’algébre qui
pourrait aider autrement les éléves sur les fonctions que par les devinettes, les opérations,
le calcul mental depuis le primaire, les suites de nombres figurés, les suites arithmétiques,
géométriques, le calcul littéral et les puissances (23, x?) au secondaire quoique ces notions
peuvent déja étre introduites au primaire et les expressions algébriques (calcul littéral)
plus tot en sixiéme par exemple.

Au secondaire, nous avons aussi remarqué dans mes travaux de master, que les éléves
dans les deux systémes éducatifs utilisent spontanément plusieurs lettres a partir du mo-
ment ol ils ont déja utilisé une précédemment aire du carrée égale : coté fois coté, ¢ X ¢
depuis le primaire et d’autres formules comme L X |; v X t..., cela ne les géne pas d’en
utiliser d’autres dans des problémes de double références, & doubles inconnues si ce sont
des équations, en y mettant du sens a 'articulation entre les deux parce que ce n’est pas
au programme de collége dans les deux systémes. Par contre les éléves mobilisent cette
connaissance indépendamment du programme (le paramétrage), résultats de recherche
mémoire master 2. Ainsi, nous pouvons dire que les difficultés rencontrées par les éléves
en algébre dans le secondaire ne sont pas du tout lié¢ a ’arsenal sémiotique, mais plutot a
la multiplicité d’opérations, a Particulation et liens entre elles (multiplicité, distributivite,
priorité, etc.) Ce serait donc intéressant d’avoir des situations qui seraient effectivement
de lordre de la pensée fonctionnelle pour construire des fonctions au secondaire. Un effort
remarquable est observé dans les programmes de troisiéme en France ou un accent particu-
lier est mis sur la notion de fonction dans le cadre de ’analyse en se servant des structures,
formes et régularité algébriques et fonctionnelle. Par contre en Afrique francophone, & un

123 /279



CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
Fonctions au secondaiieCONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHONE.

niveau de troisiéme, les fonctions sont uniquement travaillées dans le cadre de ’algébre.
Nous pouvons le remarquer dans la progression de mathématique de 'année 2017-2018
ou Gabon ou cet enseignement est demandé & étre fait aprés le travail algébrique, c’est
du moins ce qui se lit dans la progression suivante :

1. Séquence 1 : calcul littéral partie A, Quotients; exposants; parenthéses et régles de
priorité ;

2. Séquence 3 : calcul littéral partie B, Développement d’un produit ; factorisation

3. Séquence 6 : calcul littéral partie A, Racines carrées

4. Séquence 8 : calcul littéral partie C, Egalités remarquables : produit nul; nombres de
mémes carrés;

5. Séquence 10 : calcul littéral (numérique) partie A, Inégalités strictes, inégalités larges ;
comparaison de nombres ;

6. Séquence 12 : ensemble des nombres réels partie A, Nombres rationnels, nombres
irrationnels

7. Séquence 15 : calcul littéral (numérique) partie B, Racines carrées : opérations sur les
racines carrées, expressions conjuguées ;

8. Séquence 17 : calcul littéral (numérique) partie B, Valeur absolue et distance de deux
points sur une droite graduée, entrée dans le monde fonctionnel

Dans les deux systémes éducatifs, une remarque est que les apprentissages algébriques en
générales, le gros du temps, leurs travaux sont souvent mis dans 'ordre du procédural. Il
faut donc étre habile (pour les éléves) dans cet ordre afin de pouvoir faire des exercices
de mise en équation; manipuler des expressions trés compliquées telles que somme des
carrés d’une somme de nombres (x + b)? 4+ (y + d)? ou tout se joue a Dattention (expres-
sion de Maggy Schneider). Ces situations se retrouvent plus dans le programme francais
au moment d’introduire les expressions littérales. Ce n’est pas un exercice mental, mais
de l'algébre, une expression algébrique, in fine une classe de fonction paramétrées. Le
seul probléme est qu’au moment de cette introduction les éléves ne savent pas dans quel
cadre ils opérent, ainsi que certains enseignants. C’est la raison premiére de notre idée de
construction d’un cadre fonctionnel pour ce travail de recherche.

Aussi, ces régles demandent & 'apprenant de faire des efforts. Nous pensons que c’est
embétant de travailler sur ce genre d’exercices pour certains éléves. Ils n’y trouvent aucun
intérét a le faire, cela leur demandant de mobiliser trop de choses et ils peuvent finir par
relacher leurs efforts. C’est peut-étre a partir de cet instant qu’on commence réellement &
remarquer que les éléves sont en difficulté dans les deux systémes éducatifs : trouver une
expression algébrique rendant compte d’une certaine régularité, une certaine dépendance,
dans des taches de changements de cadres et registres.

Dans notre comparaison de I’enseignement des fonctions dans les systémes éducatifs, de
tout ce qui est connecté aux fonctions, il ne s’agit pas uniquement des types d’erreurs
des éléves devant certains types de problémes dans chaque systéme éducatif, mais de la
nécessité de travailler tot les fonctions pour donner un sens a 1’algébre, a ses expressions
et opérations. Ce sont des effets de contrats®, c’est-a-dire qu’a un moment donné, faute
de mettre du sens dans les régles qu’on impose aux éléves dans les deux systémes, ces
derniers s’en créent eux mémes et font des erreurs. Et on ne sait pas s’il y a un intérét
a les classer. Existe-t-il une logique derriére les erreurs des éléves & modéliser par une

1. Mercié
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fonction ?

Le travail sur les fonctions est donc de ce fait mal introduit ou du moins trés tard dans
les deux systémes éducatifs et devrait se préparer depuis le primaire & travers ’algébre.
La seule différence se trouve ici dans le fait qu’en France les programmes préparent I'éléve
a une étude qualitative de la fonction en intégrant déja les mots variations, les tableaux
de valeurs, les représentations graphiques depuis le primaire. Par contre en Afrique fran-
cophone, I'accent est mis sur les ensembles et les relations entre les ensembles, correspon-
dances avant les variations a partir de la cinquiéme.

Les changements de cadres et registres dans les deux programmes

La volonté de rechercher le modeéle fonctionnel global est développée dans les deux sys-

témes avec l'idée selon laquelle, il faut créer des représentations analytiques soit & partir
des représentations graphiques (Descartes) ou d’autres (expressions algébriques, Fermat),
(algorithme, Programme actuels) qui servent a représenter le modéle. On joue en perma-
nence et c’est ce qui semble étre recherché chez les éléves dans les deux systémes. Qu’en
est-il exactement 7 Comment se fait 1’enseignement du changement de registre dans les
deux systémes ? Dans chacun des deux programmes, on est constamment dans les registres
tableau, graphique, expression algébrique, algorithme pour la France tandis qu’en Afrique
francophone I'algorithme n’est pas encore bien enseigné. D’ailleurs, on ne voit pas 'utilité.
En ma qualité de Censeur pédégogique des classes préparatoires j’ai pu observé que les
jeunes bacheliers de séries C' et ¥ du Gabon n’avaient jamais appris la programmation au
lycée, Pyton. Ils ne connaissent aucun langage de programmation. Ils découvrent pyton
et camel en maths sup et spé filiere M PSI.
La difficulté pour nous est de savoir comment 1’éléve évoque-t-il, dans chaque cadre, les
ostensifs fonctions les mieux adaptés pour résoudre une tache? En effet, lorsqu’on ana-
lyse les effets et les programmes. Les éléves devraient arriver & manipuler des réductions
ostensives avec des calculs a partir de la cinquiéme en Afrique francophone et en France
ou on rajoute les tableurs (feuille de calculs pour aller encore plus vite, la facilité). Le
recours au tableau numérique, est utilisé et enseigné en France chaque fois qu’il est ques-
tion de travailler la dénotation, pour justifier les régles de calcul algébrique (cela parait
important) lorsqu’il y a des retours a certains moments. Il faut aussi faire remarquer que
les enseignants en France et en Afrique francophone ne disent pas souvent aux éléves
qu’ils ne sont pas obligés de recourir a chaque fois aux tableaux numériques. S’ils ont un
critére qui leur permet de reconnaitre un modéle qu’ils continuent avec ce dernier. C’est
une obligation dans les deux programmes qu’on les éléves a faire les tableaux numériques
surtout avec les situations de proportionnalité, de statistique, de calculs de distances,
des nombres, des conversions, etc. Le but du jeu est de s’en débarrasser en changeant de
cadre et de registre. On ne dit pas souvent aux éléves du cycle 4 et de seconde en France
et en Afrique francophone, qu’en mathématiques, on cherche une économie de pensée,
donc on ne s’encombre pas de choses ; il faut réduire les ostensifs. C’est plus ergonomique.
Voila un peu ce qu’on a pu observer et quelques difficultés sur ’environnement propice a
I’enseignement des fonctions dans les deux systémes éducatifs.

les obstacles didactiques dans les deux systémes éducatifs sur les fonctions

Pour les décrire, les idées de Maggy Schneider nous ont mis le pied & I'étrier Un
rsix >0

v sip < > LePpassepas chez des éléves dans les deux

exemple : la fonction va?2 =
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systémes. Autour du concept de fonction, c’est vrai qu’ils se passent des choses (calcul
infinitésimal, continuité, etc.). Les programmes demandent surtout aux éléves de ne tra-
vailler qu’avec des fonctions exprimées en une seule expression algébrique au collége et
analytiques au lycée, du coup, nous pensons qu’il faut élargir a ce moment-la et aller vers
le coté unificateur de ce concept?. I faut que les éléves sachent que les fonctions sont
utilisées dans d’autres domaines. Ce travail doit se faire autrement et c’est 'occasion au
rstx >0
—zrsir <0
fonction, c’est dire qu’en changeant de registre, on travaille toujours sur le méme concept
ceci est juste un exemple visant a montrer la nécessité de travailler sur les changements
de registres.

Un autre obstacle repéré est celui des fonctions affines par morceaux. Les éléves ren-
contrent trop de problémes avec cette derniére dans les deux systémes éducatifs. Cela
n’a peut-étre pas d’incidence directe si 'éléve pense qu’il s’agit de plusieurs fonctions
et de plusieurs formules (cela peut subsister dans sa téte.). Donc & un certain moment,
comment les enseignants réglent-ils ce probléme ? En disant qu’on va définir une fonction
ainsi, c’est-a-dire avec plusieurs expressions 7 Méme quand on a plusieurs formules, il peut
arriver qu’il s’agisse de la méme fonction. C’est le principe de la régle variable de Dirichlet.
Que le mathématicien a intérét a élargir son spectre.

Avant ce travail, je me suis étonné de voir ce qui est souvent demandé aux candidats &
I’épreuve de mathématique au baccalauréat. Des chercheurs en analysant les difficultés des
éléves dans les deux systémes éducatifs se disent qu’on demande aux éléves de mobiliser
certaines classes de fonctions en classe. Et, lors du baccalauréat, il ne s’agit que des
inégalités, des inéquations, des limites, etc. Les éléves peuvent se tromper facilement en
cherchant & les résoudre. Ceci pour dire que le probléme ne se pose peut-étre pas au
niveau de la fonction, mais a celui de 'algébre et de I'analyse avec les changements de
registres (graphique, formule, équation, limites, etc.). Le tableau de variation étant la
béte noire des éléves pourtant, il semble facile & faire. On a fait le méme constat chez les
éléeves du cycle 4 et de seconde qui ne sont pas souvent convaincu devant un graphe pour
comprendre qu’on a défini une fonction sur les intervalles ]O, % [ U } %, n[

secondaire de le dire. Que nous considérons que vVa? et ; est une méme

Ils veulent toujours qu’on leur donne une formule de la forme f(z) = 1 — n—lx + %
pour étre convaincu qu’on travaille sur les fonctions. La définition du concept de fonction
de maniére globale se justifie telle par le fait justement qu’on aimerait englober tous les
registres, dans un méme objet et pour des raisons d’économie de pensée, pour parvenir
a des théories plus simples. Plus on regroupe dans un théoréme (structure), les retombés
sont énormes. L’intérét & montrer aux éléves qu’on peut appeler fonction tous ces ostensifs
et non-ostensifs utilisés dans n’importe quel cadre et registre avec ou sans formule est réel.
Le probléme : ce n’est pas un exigible dans les deux programmes.

Une fonction ou plusieurs fonctions, quel est cet arbitraire ?

Pour les éléves aprés analyses des deux curricula, Il s’agit de plusieurs formules disent
certains éléves a la limite tant qu’on ne leur a pas encore montré des raisons autres
qu’une fonction peut étre constitué de plusieurs autres fonctions. Et bien que ce ne sera
pas la définition du mathématicien, mais une définition comme argument d’autorité. En
France, on demande de ne plus introduire les fonctions par les expressions algébriques
comme au Cameroun par exemple, plutét comme un processus qui & un nombre fait

2. A; Robert
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correspondre un notre nombre. Personnellement, je suis tout a fait soucieux de connaitre
la facon dont on peut introduire la fonction autrement que comme boite noire. La formule
devant intervenir plus tard. Cela reste assez compliqué pour les enseignants. Introduire
une fonction comme ensemble de couples (étude qualitative, étude de phénoménes, par des
représentations graphiques, des formules de calculs, etc.) importe peu. Si on se référe aux
taches des manuels formulées autour des courbes de température, de tableau de valeurs,
représentant la distance de freinage, etc. On se rend hien vite compte que la question de
variation se pose. Qu’est-ce qui varie? x en fonction de y, y en fonction z, f ou f(z),
c’est quoi une fonction croissante 7 On constate qu’il n’est pas toujours évident de partir
d’étude qualitative. Alors, on a déja dans la modélisation fonctionnelle un peu cette idée
que lorsqu’on a des = et y on peut obtenir une fonction donnée par une formule qui
va approcher celle qui n’a pas de formule, ¢’est mettre en rapport deux fonctions : une
avec formule et 'autre sans formule. Quasiment toutes les notions sur les fonctions dans
les deux programmes sont des notions de généralités. Ce qui est fondamental dans les
programmes de France et du HPM est la décomposition des caractéristiques des fonctions
avec :

. domaine de définition ;
. calculs de limites aux bornes;

. variations, continuité ;

1
2
3
4. équations;
5. représentation graphique ;
6

. calcul d’aire.

Les enseignants se sentent obligés de faire travailler les éléves sur des exercices types par
rubrique (une planche de travaux dirigés sur la détermination du domaine de définition
par exemple). Nous voyons sous cet angle que les programmes dans les deux systémes édu-
catifs sont trés contraignants et induisent des pratiques enseignantes. Chaque enseignant
peut toutefois faire comme il veut, pour dérouler le programme. Le plus difficile étant de
le faire lorsqu’on a une classe d’examen ou il y a des types d’exercices a avoir déja fait
par exemple, la démarche consistant a aller de la formule au graphe. La démarche inverse
restant plus intéressante. Le graphe n’étant pas un outil de résolution de probléme, plutot
un obstacle avant un certain age.

Qu’est-ce qui est respecté dans les deux différents systémes éducatifs ?

Je ne pouvais pas parler de I'enseignement des fonctions en France et en Afrique
francophone sans pour autant m’intéreser aux deux systémes éducatifs dans lesquels ces
enseignements sont dispensés. Nous avons dans cette partie focalisé notre étude sur la
dimension institutionnelle, ¢’est-a-dire, comparer les deux systémes éducatifs en regardant
comment l'institution fonctionne pour essayer de mieux en mieux comprendre ce qu’est
un programme, comment il est mis en place, pourquoi et par qui? Nous pouvons dire en
guise de comparaison des deux systémes éducatifs pour chacun des indicateurs I : pour
identique et D : pour différents que : les enjeux sont(D), les buts (D), les finalités (D), les
objectifs (I), rapport(lien) qui existe entre, le systéme éducatif et les attendus de fin de
cycles (I), les profils de sorties (D), les socles communs de compétences et de connaissances
(D), les programmes et la société (D). Ensuite, nous nous sommes intéressé a la dimension
socio-éducative, c’est-a-dire qu’on a regardé et chercher & comprendre comment se font

127/279



CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
Fonctions au secondaiieCONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHONE.

les orientations en France et en Afrique francophone? Pour étre plus simple, qu’est ce
qui détermine D'orientation d’un éléve dans chacun des systémes éducatifs a ces deux
niveaux ? Les ordres d’enseignement et les niveaux ont de ce fait été regardés lors de
la transition collége-lycée. Aprés cette clarification, nous avons suivi, 'organisation des
contenus toujours dans une perspective comparative. Notre regard étant sur trois éléments
a savoir : les cours, tels que proposé dans les manuels officiels, les manuels ; leur nombre et
leur utilisation et enfin les ressources; quelles sont les ressources mis a la disposition des
enseignants, des éléves et des parents dans chaque systéme éducatif? Cette recherche va
nous ramener a mieux se poser les questions sur les curricula c’est-a-dire, la planification
des enseignements, d’un co6té les programmes, les progressions, les savoirs a enseignés et
de autre les certifications et les contréles de connaissances. Cette étude du point de vu
didactique se termine par la prise en compte de la formation des enseignants. Comment
les enseignants sont-ils formés, recrutés et suivis dans les deux systémes ?

Quels sont les points respectés dans les deux systémes éducatifs durant le
parcourt cycle 4 et lycée?

1. linstitution

2. les programmes

3. trois poles du systéme didactique|73| ontologique (savoir), fonctionnel (formateur) et
génétique (apprenant)

les évaluations ;
les examens;
la rémunération des enseignants

le recrutement et la formation des enseignants.

® N o

le niveau et I'age de I’éléve

Qu’est-ce qu’un systéme éducatif ?

Pour comparer ces deux institutions, il nous a semblé d’abord nécessaire de définir ce
qu’est un systéme éducatif en s’appuyant sur les définitions des dictionnaires, regarder
leurs structures, leurs compositions et leur puissance c’est-a-dire qu’on va calculer le rap-
port entre le nombre de chomeurs et le nombre d’éléves admis au baccalauréat ’année n
que j’appelle Indice de Puissance du Systéme Educatif IPSE. Toutefois, nous regarderons
la place de chacun des pays dans le classement mondiale des meilleurs systémes éducatifs
au monde®. Enfin, nous présenterons les éléments du systéme éducatif francais qui n’existe
pas en Afrique francophone. Cette étude nous a conduit & voir les points communs au
niveau de l'institution et les différences.

Un systéme éducatif est, un ensemble de procédés, de pratiques organisées,
destinés a assurer une fonction définie ou encore un ensemble de pratiques, de
méthodes et d’instruction formant a la fois une construction théorique et une
méthode pratique. Le Petit Robert2012

Les deux systémes éducatifs sont structurés de la maniére suivante :

1. le pré-primaire

3. http :etudiant.lefigaro.fr /les-news/palmares/detail /article/la-france-6eme-meilleur-systeme-
educatif-au-monde-20461/

128 /279



CHAPITRE 3. LA NOTION DE FONCTION AUX PROGRAMMES DU
SECONDAIRE EN FRANCE ET D’AFRIQUE FRANCOPHOMgnctions au secondaire

. le primaire

. le collége

2
3
4. le lycée
5. les centres de formations
6

. Puniversité

Les différences se trouvent ici au niveau des cycles, en France la classe de sixiéme est
encore rattachée au cycle 3 ce qui n’est pas encore le cas en Afrique francophone. Il faut
quand méme le signaler, au niveau du Gabon le ministre actuel tente de le faire pour des
écoles primaires des zones défavorisées. Aussi, dans certaines localités, on retrouve plus
en Afrique francophone des complexes allant de la classe de sixiéme en classe de terminale
qu’on appelle lycée, ce qui est un peu rare en France dans la conception du mot lycée.
En effet, le collége est bien distinct du lycée. Le principe reste le méme dans les deux
systémes éducatifs.

structure France Afrique francophone | durée

cycle 1 maternelle maternelle 3 ans

cycle 2 CP, CE1,CE2 Annéel,2,3 3 ans

cycle 3 CM1,2 ;6iéme Années 4,5 3-2 ans

cycle 4 college collége 3-4 ans

lycée lycées lycées 3 ans

centres de formations CFP CFP 2 ans
université université université 7 ans

Les deux systémes éducatifs sont dirigés chacun par un ministre de I'Education na-
tionale et/ou de I'Enseignement supérieur et de la recherche?, un Secrétaire général®,
un inspecteur général de I'éducation en France et un inspecteur général des services en
Afrique francophone®; un inspecteur générale de ’administration, de I’éducation natio-
nale et de la recherche en France, poste qui n’existe pas dans ’organigramme du Ministére
de I’Education nationnale des pays d’Afrique francophone, un directeur de cabinet du mi-
nistre, des directeurs centraux et leurs adjoints, les chefs de services, les médiateurs et les
représentants des organismes rattachés”. En Afrique, francophone le C'SP n’existe pas
encore. C’est encore en projet au ministére de ’'Education nationale du Gabon.

En Afrique francophone, il existe par contre des IPN (Inspection Pédagique nationale) qui
s’occupent de valider les programmes au niveau national. Il faut signaler qu’a ce niveau
rien ne marche comme cela se doit pour la simple raison que les inspecteurs pédagogiques
de certains pays d’afrique francophone n’ont pas un dipléme de troisiéme cycle. Concer-
nant 'enseignement des mathématiques, il existe un programme commun a tous les pays

4. le ministre est notamment en charge de ’enseignement, de l’accés de chacun aux savoirs, de la
jeunesse et de la vie associative.

5. assiste le ministre pour ’administration de leur ministére.

6. qui assure le suivi des méthodes pédagogiques et des politiques éducatives. Evalue également leurs
résultats pour ’enseignement primaire et secondaire.

7. La loi d’orientation et de programmation pour la refondation de I’Ecole de la République a institué
le Conseil supérieur des programmes. Ouvert a la représentation nationale et sociale, il réunit des uni-
versitaires, des chercheurs, des spécialistes du systéme éducatif et des représentants élus de la Nation et
de la société
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d’Afrique francophone ®. On retrouve également en France les Cniré? et les DIOPM ',

Dimension socio-éducative, ’orientation

Nous rappelons que dans cette partie, nous nous référons aux informations des cites
officiels des ministéres de I’éducation nationale des pays concernés et des entretiens avec
les responsables des ministéres et des chefs d’établissements. Ainsi, nous observons que
lorientation est surtout fait dans les deux systémes éducatifs dés troisiéme pour entrer
dans les lycées techniques et professionnels, méme s’ils existent des concours d’entrées en
lycées techniques dés la classe de cinquiéme. Les procédures mises en ceuvres dans chaque
systéme éducatif sont différentes, on retrouve en France :

1. entre octobre et novembre : le temps de la réflexion

entre décembre et janvier : le premier bilan scolaire

entre janvier et février : les demandes provisoires d’orientation
en mars : la proposition provisoire du conseil de classe

en mai : le choix de Dorientation et les demandes d’affectation

S Ot W

en juin : la décision d’orientation et 'affectation

Par contre, en Afrique francophone, I'orientation est faite en fin d’année par le conseil
de classe et sur avis du conseiller d’orientation et actuellement des vceux des éléves.
Les conseillers d’orientation n’étant pas dans tous les colléges, cette responsabilité est
laissée au conseil de classe qui décide. Le critére ici est la note en mathématique et en
sciences physiques, et il faut une moyenne annuelle supérieure & 14 sur 20 pour étre
orienté en seconde scientifique en Afrique francophone. Il faut déja dire qu’effectivement,
contrairement & ce qui se fait en France, en Afrique francophone, dans 1’enseignement
général, ils n’existent que deux secondes, une seconde S et une seconde LE. l'avis des
parents n’est pas pris en compte encore moins celui de éléve, sauf pour des éléves ayant été
orientés en seconde scientifique qui refusent d’y aller, dans ce cas ces derniers sont parfois
obligés de terminer le premier trimestre en seconde scientifique ayant éventuellement, si les
résultats ne suivent pas d’étre réorientés en seconde littéraire, toutefois il leur est proposé
de terminer I'année en seconde scientifique afin d’étre orienté en premiére littéraire s’ils
atteignent une moyenne de 9 sur 20 en seconde scientifique ;

la sélection

Dans les deux systémes éducatifs, les critéres de sélection sont les mémes, on regarde
les notes, les moyennes et la progression du niveau ou des capacités de 1’éléve, il faut
parfois passer des concours pour entrer dans des lycées techniques ou professionnels et
des entretiens. Souvent, on organise des tests pour décider si un éléve est apte a entrer
dans un ordre d’enseignement ou pas. L’age aussi intervient & un certain moment de la

8. les pays francophones d’Afrique et de ’Océan Indien ont manifesté depuis 1983 leur volonté d’unir
leurs efforts dans un vaste projet inter-africain visant & harmoniser les programmes de mathématiques.
Progressivement et patiemment, ils ont réussi & travers un certain nombre de séminaires & élaborer un
noyau commun pour les programmes des premier et second cycles

9. le Conseil national de I'innovation pour la réussite éducative (Cnire) qui travaille & donner une
dynamique nouvelle & la création d’une politique publique de réussite éducative. Il est composé de quarante
membres et réunit des représentants des acteurs institutionnels, associatifs, économiques et des experts.

10. le délégué a l'information et & 'orientation auprés du Premier ministre, est chargé de mettre en
place avec les régions et les partenaires sociaux le service public de l'orientation tout au long de la vie
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scolarité. Le sexe aussi n’est pas un facteur limitant pour les deux systémes, il importe
peu de savoir si un éléve est un garcon ou une fille pour I'évaluer, sauf en EPS!! ou la
grille d’évaluation change en fonction du sexe. Les filles restent minoritaires certes dans
les filiéres scientifiques.

3.7.5 Organisation des contenus, les cours de mathématiques en
France et en Afrique francophone

Voici un petit tableau simple nous permettant de comparer les structures des cours
tels que fait par les enseignants en France et en Afrique francophone

étape France Afrique F durée

titre titre séquence 1 minute
activité 1 activité activité 5 minutes
propriété propriété propriété 10 minutes
démonstration | démonstration | démonstration | 15 minutes
activité 2 méthode application 15 minutes
exercice conseils exercice 9 minutes

Nous remarquons & partir de ce tableau que les cours ne sont pas déroulés de la méme
facon qu’on soit en France ou en Afrique francophone, ceci est expliqué par I'institution
qui forme les enseignants et produit les manuels qu’ils utilisent. I’orientation pédagogique
joue aussi un role fondamental dans cette histoire. En effet, dans un systéme ot on utilise
une approche par compétence comme actuellement en France, on va faire appel & une
orientation didactique différente a celle qu’on utilise en Afrique francophone ou I’approche
pédagogique est encore soit par les contenus, soit par les objectifs. Dans la partie activité
1 : on retrouve des objectifs qu’on fixe en Afrique francophone, la liberté étant laissée a
I’enseignant en France de les énoncer ou pas au début de la lecon, du vocabulaire et on
peut proposer quatre activités aux éléves en France ce qui n’est pas possible en Afrique
francophone, pourquoi? Tout simplement parce qu’on a pas dans les salles de classes des
vidéos projecteurs ou des tableau numérique interactifs encore moins la possibilité de faire
des copies tous les jours en fonction du besoin. Le cours (propriétés, définition, théorémes
et démonstrations) reste le méme dans une certaine mesure, il s’agit la du savoir. La
grande différence revient au niveau de la résolution de l'activité 2 ol on voit apparaitre
les méthodes et algorithmes de résolution en France alors qu’en Afrique francophone, on
n’enseigne pas souvent les méthodes encore moins les algorithmes. A la fin de chaque lecon,
ils est demandé a chaque éléve d’aller faire des exercices de maisons soit pour approfondir
ses connaissances, soit pour prendre des initiatives, en moyenne quatre exercices par jour
en Afrique francophone et un par jour en France. Les QCM sont privilégiés en France pour
faire le point chez I’éléve et pour évaluer ses capacités avant une évaluation sommative.
En Afrique, francophone les QCM sont encore considérés par certains enseignants de
mathématiques comme des cadeaux faits aux éléves! Nous ne rentrons pas dans trop de
détails. Nous présentons simplement comment se fait ou du moins comment est structurée
le cours dans chaque systéme éducatif en nous référant aux cahiers d’éléves et aux cahiers
de textes.

11. Education physique et sportive
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les manuels au programmes et leur utilisation dans chaque systéme éducatif

Nous ne donnerons pas une liste exhaustive des manuels au programme. Il nous parait
important de dire qu’ils en existent plusieurs manuels en France et un seul identique a tous
les pays de I’Afrique francophone & la base. Toutefois, il faut rappeler que dans certains
pays un effort particulier est fait par des enseignants locaux visant & produire leurs propres
manuels. Généralement, il s’agit des cahiers d’éléves (un recueil d’exercices). En Afrique,
francophone en toute rigueur. Il est vrai qu’on laisse aux enseignants d’Afrique la liberté
d’utiliser tous les livres qu’ils veulent pour préparer leur lecon. Le seul probléme qui se pose
est au niveau de la définition d’un concept. Pour le concept de fonction qui nous intéresse
par exemple, les inspecteurs, ont toujours demandé aux jeunes professeurs de leur donner
les définitions telles que dans le livre, c’est-a-dire telle que dans 'unique manuel CIAM,
unique manuel issue de 'harmonisation des programmes en Afrique francophone pour le
moment. Nous retrouvons pour la méme collection en France, un cahier de mathématiques
pour les éléves, un livre d’accompagnement pour le professeur, un cahier d’algorithme, une
version du manuel numérique pour enseignant et pour éléve ainsi que d’autres ressources.

La nature des problémes que les éléves doivent savoir résoudre en France

Les objectifs a atteindre sont déclinés en termes de nature des problémes que les éléves
doivent savoir résoudre, et précisent également le degré d’autonomie attendu. Ces objectifs
sont ambitieux, le degré d’autonomie que les éléves doivent montrer pouvant étre maxi-
mal : autonomie du choix de la démarche, de la nature du traitement a apporter, de la
modélisation & mettre en ceuvre. Construire chez tout éléve cette autonomie nécessite une
formation adaptée incluant une confrontation fréquente a des problémes posés sous une
forme ouverte. Le programme Francais fixe comme objectif la maitrise de deux familles
de problémes : problémes se ramenant a une équation du type f(x) = k dans le cas ou la
fonction est donnée, mais aussi dans le cas ol toute autonomie est laissée pour associer au
probléme divers aspects d’une fonction. Seconde famille : problémes d’optimisation ou du
type f(z) > k. Dans un premier temps, un éléve doit pouvoir résoudre un tel probléme,
de facon exacte ou approchée, a I'aide d’un graphique et de fagon exacte si les variations
de la fonction et les antécédents de k sont connus. Dans un second temps, cette étude
peut étre faite, selon les cas, en exploitant les potentialités de logiciels, graphiquement
ou algébriquement, toute autonomie pouvant étre laissée pour associer au probléme une
fonction.

Nous voyons simplement que les objectifs du programme sur les fonctions en France sont
centrés sur 'autonomie du choix d’une démarche donc la procédure, la modélisation a
mettre en ceuvre, la résolution d’équation et 'optimisation. La formation mathématique
au lycée général et technologique vise deux objectifs : 'acquisition de connaissances et de
méthodes nécessaires & chaque éléve pour construire son avenir personnel, professionnel
et citoyen, et préparer la poursuite d’études supérieures. Le développement de compé-
tences transversales (autonomie, prise d’initiative, adaptabilité, créativité, rigueur...) et
de compétences spécifiques aux mathématiques, explicitées comme suis : chercher, ana-
lyser un probléme. Extraire, organiser et traiter l'information utile. Observer, s’engager
dans une démarche, expérimenter en utilisant éventuellement des outils logiciels, chercher
des exemples ou des contre-exemples, simplifier ou particulariser une situation, reformu-
ler un probléme, émettre une conjecture. Valider, corriger une démarche, ou en adopter
une nouvelle. Modéliser. Traduire en langage mathématique une situation réelle (a I’aide
d’équations, de suite, de fonctions, de configurations géométriques, de graphes, de lois de
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probabilité, d’outils statistiques ... ). Utiliser, comprendre, élaborer une simulation nu-
mérique ou géométrique prenant appui sur la modélisation et utilisant un logiciel. Valider
ou invalider un modéle. Représenter Choisir, un cadre (numérique, algébrique, géomé-
trique. .. ) adapté pour traiter un probléme ou pour représenter un objet mathématique.
Passer d’'un mode de représentation a un autre. Changer de registre. Calculer, effectuer,
un calcul automatisable & la main ou & l'aide d’un instrument (calculatrice, logiciel).
Mettre en ceuvre des algorithmes simples. Exercer I'intelligence du calcul : organiser les
différentes étapes d’un calcul complexe, choisir des transformations, effectuer des simplifi-
cations. Controler les calculs (au moyen d’ordres de grandeur, de considérations de signe ou
d’encadrement). Raisonner, utiliser les notions de la logique élémentaire (conditions néces-
saires ou suffisantes, équivalences, connecteurs) pour batir un raisonnement. Différencier
le statut des énoncés mis en jeu : définition, propriété, théoréme démontré, théoréme ad-
mis. .. Utiliser différents types de raisonnement (par analyse et synthése, par équivalence,
par disjonction de cas, par 'absurde, par contraposée, par récurrence. .. ). Effectuer des
inférences (inductives, déductives) pour obtenir de nouveaux résultats, conduire une dé-
monstration, confirmer ou infirmer une conjecture, prendre une décision. Communiquer :
opérer la conversion entre le langage naturel et le langage symbolique formelle. Développer
une argumentation mathématique correcte a 'écrit ou a l'oral. Critiquer une démarche
ou un résultat. S’exprimer avec clarté et précision a ’oral et a I’écrit. Cadre de mise en
ceuvre, la résolution de problémes est un cadre privilégié pour développer, mobiliser et
combiner plusieurs de ces compétences. Cependant, pour prendre des initiatives, imaginer
des pistes de solution et s’y engager sans s’égarer, I’éléve doit disposer d’automatismes.
En effet, ceux-ci facilitent le travail intellectuel en libérant I'esprit des soucis de mise en
ceuvre technique et élargissent le champ des démarches susceptibles d’étre engagées. L’'ins-
tallation de ces réflexes nécessite la mise en ceuvre directe, sur des exercices aux objectifs
circonscrits, de procédures de base liées a chacune de ces compétences. Il n’y a pas d’ordre
chronologique imposé entre 'entrainement sur des exercices et la résolution de problémes.
Cette derniére peut en effet révéler le besoin de s’exercer sur des taches simples, d’ordre
procédural, et motiver ainsi la nécessité de s’y engager. Les commissions d’élaboration de
sujets peuvent se référer a ces compétences afin que les exercices et questions proposés les
mobilisent de facon équilibrée et permettent de les observer.

Objectifs du programme en Afrique francophone

Pour étudier une fonction en seconde en Afrique francophone, ’objectif du programme
est de gérer des situations concretes a l'aide de tableaux, de diagrammes et de graphiques.
La notion de fonction, d’ensemble de définition et de représentation graphique d'une fonc-
tion sont des thémes nouveaux et délicats. Elles sont abordées avec beaucoup d’attention.
L’utilisation d’une représentation graphique permet de déterminer l'image et les anté-
cédents d’'un nombre, 'image directe et 'image réciproque d’'un ensemble. Lorsqu’une
fonction est définie par une formule explicite, on veillera a ce que les études visant a dé-
terminer I’ensemble de définition, une image ou des antécédents, ou & établir un sens de
variation, se raménent & la résolution d’équations ou d’inéquations du premier degré. Il
est important ici que les éléves sachent reconnaitre les phénomeénes linéaires et saisissent
le caractére spécifique des fonctions linéaires et des fonctions affines, et leur lien avec la
proportionnalité. Aussi, 'apprentissage de la logique, saupoudré et renforcé tout au long
de 'année, améliore I'acquisition par I’éléve de la rigueur dans ses démonstrations. L’usage
des quantificateurs et des tables de vérité qui ne donnent pas plus de sens a la logique
est hors programme. Dans le cadre des fonctions, le professeur a toute liberté pour son
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enseignement. En particulier, il lui revient de déterminer, selon le niveau de sa classe,
les résultats qui seront & démontrer et ceux qui seront admis. Toutefois, il est indispen-
sable que soit clairement exprimé le statut des résultats présentés aux éléves (admission,
constat, conjecture, vérification, etc.). L'implication active, individuelle ou en groupe, des
éléves dans le travail en classe doit les entrainer a la pratique de la démarche scienti-
fique. Ceux-ci doivent continuer & découvrir des méthodes, & améliorer leurs capacités a
communiquer leurs arguments : tout cela s’acquiert essentiellement par la résolution de
problémes. . On évite cependant les exigences prématurées de formulation. Enfin, il est
intéressant que les éléves se rendent compte que les mathématiques se sont construites
peu & peu, a travers des recherches et des découvertes. Les notes historiques introduites
dans le manuel de Seconde S CIAM peuvent étre développées par le professeur qui s’y
intéresse et qui juge sa classe réceptive.

En classe de seconde, ou pourra entrainer les éléves a utiliser une calculatrice en étude de
fonctions, sur quelques exemples simples, le calcul de valeurs numériques d’une fonction
d’une variable. Il est conseillé dés la seconde de choisir un modéle de machine répondant
aux objectifs et couvrant tout le cycle. Nous voyons ici que les objectifs du programme
sur les fonctions en Afrique francophone sont non seulement centrés sur la modélisation
a mettre en ceuvre, la résolution d’équation et I'optimisation, mais aussi mettent en pers-
pective 'apprentissage des notions. Les programmes de seconde accordent la priorité aux
exercices graphiques. En Afrique, francophone, on peut dire au vu des taches au pro-
gramme que la seconde est une classe de détermination, elle assure la continuité avec le
premier cycle (seconde littéraire) mais pas trop en seconde scientifique. Il faut revoir les
programmes de troisiéme en étude de fonction afin de préparer d’une maniére privilégiée
les éléves aux filiéres scientifiques, social, économique, technologique et a s’adapter plus
facilement aux exigences nouvelles de la société actuelle comme en France avec les logi-
ciels et les compétences de bases. L’utilité et la pérennité des mathématiques ne sont plus
a prouver. Néanmoins, chaque éléve, & son niveau doit faire 'expérience personnelle de
Pefficacité des concepts mathématiques et de la simplification que permet la maitrise de
I’abstraction. Les éléves doivent pouvoir prendre le temps de faire des mathématiques, de
batir un ensemble cohérent de connaissances et d’accéder au plaisir de la découverte et a
I’expérience de la compréhension. Les recherches a la limite en France prennent le pat des
éléves. Entre temps pour que 1’éléve puisse définir son orientation en fin de classe de 2m%,
il doit avoir pris conscience de la diversité de 'activité mathématique. Chercher, trouver
des résultats partiels, se poser des questions, appliquer des techniques bien comprises,
étudier une démonstration qu’on n’aurait pas trouvée soi-méme, expliquer oralement une
démarche, rédiger au brouillon puis encore au propre, etc. Sont quelques-unes des taches
de cette activité. Il importe donc que cette diversité se retrouve dans les travaux proposés
a la classe; parmi ceux-ci, les travaux écrits a la maison restent absolument essentiels a
toute progression de I’éléve. A l'issue de la seconde, I’éléve devra avoir acquis une expé-
rience lui permettant de commencer a détacher les principes de la logique formelle de ceux
de la logique du langage courant, et par exemple, & dissocier implication mathématique
et causalité. Le programme est une trame a partir de laquelle le professeur construit son
enseignement. Il ne doit pas perdre de vue que, par le choix des exemples traités et de la
progression suivie, par le vocabulaire imagé employé, par sa maniére personnelle de ra-
conter 'histoire de certaines idées, il transmet une image des mathématiques importante
pour 'avenir de ses éléves.
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Le probléme de la situation de référence

Les quatre dimensions d’analyses des manuels au programme et utilisés par les ensei-
gnants et par les éléves en France et en Afrique francophone que nous avons pu identifier
sont issues des travaux de recherche d’Aline Robert qui & son tour s’est inspirée des re-
cherche de Vygosky, dans sa derniére thése trés populaire, celle de la modélisation d’une
phase de l'apprentissage en référence a une Zone Proximale de Développement qui ca-
ractérise certaines connaissances « ¢ venir » des éléves. Pour elle, trés schématiquement,
les éléves peuvent s’approprier des connaissances par une sorte d’initiation intelligente de
I’enseignant, si celle-ci sont suffisamment proche des connaissances qu’ils ont déja, d’ou
le mot utilisé. Le probléme de la situation de référence se pose en permanence dans les
manuels, la conceptualisation dans les situations proposées aussi. Pour les notions en-
seignées, dans les différents manuels aux programmes et dans les deux institutions nous
avons identifié les connaissances :

1. & acquérir par probléme et par niveau de difficulté ;
2. qui présentent un degré de généralisation.
3. qui sont dans la continuité des acquis,

4. qui se retrouve dans les contenus : les notions et les modes de résonnements attendues,
les capacités attendues, les méthodes, les exercices et problémes.

Les dimensions sur lesquelles nous allons nous appuyer sont des caractéristiques stricte-
ment liées a la notion de fonction a savoir :

1. son domaines d’application telle qu’elle est introduites et
2. sa mise en fonctionnement dans des problémes.

Il s’agit a ce niveau des types d’exercices et méthodes au programme qu’on retrouve dans
les manuels. Pour faire simple. Le monde étant déja connecté, nous savons que certains
enseignants d’Afrique utilisent les manuels en ligne. Pourtant, ils sont fait sur la base
du programme francais pour le plus grand nombre. Certes la contexte sanitaire actuel
causé par la covid 19 a amené les autorités des pays d’Afrique francophone a motiver les
enseignants a produire des manuels numériques. Ceci pour dire que les contenus bien que
légérement différents tendent vers I'uniformisation.
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Le corpus

4.1 Configuration matérielle du corpus

Selon la formulation d’Elena Tognini-Bonelli[49, p. 4-5] « la premiére approche d’un
corpus, corpus-based, utilise le corpus pour vérifier une théorie ou une hypothése afin de
la valider, la réfuter ou 'améliorer. La seconde,corpus-driven, plus inductive, revendique
une exploration sans a priori du corpus faisant émerger depuis lui-méme des hypothéses ».
C’est la deuxiéme approche qui est notre pour cette recherche.

Afin de mieux cerner ce qui peut expliquer les phénoménes'® que nous pourrions ob-

server chez les éléves du secondaire lors de la résolution par eux-méme, des taches liées a
la notion de fonction, nous avons décidé de partir d’un corpus représentatif et exhaustif.
Il nous sert de base de données pour tenter via sa composition, ses délimitations et son
analyse, de mieux connaitre ce que font ou savent les éléves lorsqu’ils sont confrontés a
des taches sur les fonctions.
Des devoirs sur table donnés en classe, au baccalauréat blanc et au baccalauréat offi-
ciel & des éléves de fin de cycle 4, de seconde et de terminale en France et en Afrique
francophone feront partir de ’ensemble de taches du corpus. Ces taches portant sur les
fonctions au programme officiel & chacun des niveaux considérés seront traitées par les
éléves. C'est 1’analyse des productions? des éléves et des candidats au baccalauréat blanc
et officiel, c’est-a-dire, du corpus, qui est I'objet de notre thése. Ainsi, nous allons mettre
en exergue des connaissances qui sont mobilisées par les éléves en les comparant avec les
connaissances nécessaires précisées dans des manuels au programme pour résoudre des
taches liées aux fonctions au secondaire, c¢’est-a-dire le corpus des contenus identifiables
dans les manuels au programme.

4.1.1 Les critéres choisis

Les critéres choisis pour constituer ce corpus et qui nous ont semblé & méme de nous
permettre de se faire une idée de 'activité des éléves d’un point de vue didactique sont :

1. les rapports, les écarts, les différences entre les taches et D'activité éléve sur les fonctions au pro-
gramme dés la fin du cycle 4 jusqu’en terminale
2. leurs activités présumées ou induites des copies, traces écrites
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le niveau d’enseignement 3 ; les types de taches?; les réponses des éléves®

Les enseignants qui ont bien voulu nous accompagner sont tous en activités entre 2017 et
2021 et sont titulaires d’une maitrise de mathématiques et ou d’un CAPES en mathéma-
tiques et 'expérimentation a eu lieu au Gabon et en France : a Paris; a Besancon et a
Toulouse.

En ce qui concerne 'analyse de la tache et de 'activité, nous avons fait le choix d’ana-
lyser en amont trois premiéres copies pour identifier les régularités qui nous ont permis
d’analyser les autres copies. Pour ce faire, nous avons pris en compte tout ce qu’on a
pu identifier. Le travail dans la suite est de lire et de corriger toutes les autres copies,
la moindre différence entre ce qu’on a pu trouver sur les trois premiéres copies et les
nouvelles est signifiante. C’est d’ailleurs ce qu’on a essayé en espérant trouver quelque
chose de particuliére. Enfin, nous allons décrire d’une maniére simple les différences. Nous
allons étre sur le volet de l'interprétation, c’est-a-dire savoir a travers ce qui est écrit,
ce qui est fait. Non pas ce qui a voulu étre fait, mais, ce qui conduit a ce qui est fait.
Toutefois, lorsque nos idées seront limitées, nous nous contentons & présenter simplement
la situation, le rendu des éléves, sans en ajouter de commentaire.

Nous avons ainsi construit notre corpus. Pour identifier des connaissances des éléves dans
chacun des niveaux considérés, nous allons faire des analyses par dossier. Puis, nous allons
confronter les résultats de chaque dossier aux autres pour en repérer les différences et les
jeux de renvois des uns aux autres.

Dans la suite de notre étude, nous ne faisons de différence entre dossier et corpus. Aussi,
nous avons fait le choix de commencer par le corpus de terminale pour finir avec celui de
seconde.

4.2 Inventaire du corpus

Le corpus qui nous sert de fondement est constitué de 11 dossiers & savoir : le dossier
001, fait & Toulouse, & Besangon,a Paris, a Libreville et a Lastourville (années scolaires
2016-2022 avec 250 éléves.) ; les dossiers 002, 003 et 004 des Baccalauréats blancs de la
session 2020 série A, B, C' et D au Gabon; du dossier 005, fait & Libreville & partir de
I’épreuve orale du baccalauréat officiel sessions 2017-2021; du dossier 006 fait & partir
des copies du baccalauréat officiel C' session 2021 ; du dossier 007 des résultats aux bac-
calauréats officiels sur les taches liées a la notion de fonction session 2021 ; du dossier
008 portant sur des questions des enseignants aux sujets des fonctions de ’année 2017
a lannée 2022 ; des dossiers 009, 010 et 011 portant sur les cadres, les programmes, les
progressions sur la notion de fonction.

Ce corpus sera mis progressivement a disposition sur le site http ://epiphymaths.univ-
fcomte.fr/corpus-fonctions.

3. Nous avons tout un ensemble d’éléments composés de différents niveaux d’enseignement : la troi-
siéme, la seconde et la terminale

4. Nous pouvons faire des rapprochements entre les taches

5. Nous pouvons faire des confrontations entre les différentes réponses, des projections et identifier
des écarts, mais aussi des différences entre niveau et entre systémes éducatifs.
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Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

4.2.1 Dossier 001, Le corpus de seconde, Toulouse, Besangon, Pa-
ris, Libreville, Lastourville (2016-2022)

Nous avons envoyé en version pdf a quatre lycées, un ensemble de taches sous forme
de devoir & faire passer a des éléves de classes de secondes. Des copies distinctes de 30
éléves de seconde S au Gabon et de 27 éléves de seconde générale en France nous ont
été renvoyées par les collégues en version numeérique (fichier pdf ou jpeg). Pour la France,
le travail a été fait par Monsieur Gildas Antoine (contact : 0033758508729) , professeur
de mathématiques en poste au Lycée Bernard Palissy et par Monsieur OBIANG Thierry
en poste avant au Lycée Charles Naudier mais actuellement au collége Saint Exupéry de
Lons le Saunier, puis par Monsieur ABOUROU ELLA Appolinaire, docteur en analyse et
enseignant de lycée (contact : 0033684661358) en poste a Toulouse. Du coté de I’Afrique
francophone, nous nous sommes limités au Gabon du Lycée national Léon MBA, le plus
grand lycée du Gabon avec 20 classes de seconde, 7 classes de seconde S. M. NNANG
ASSEKO Alex (actuellement en stage pour devenir conseiller pédagogique) nous y a ac-
compagné ainsi que M. ONDO NDONG Jean Arséne en poste au Lycée public Jean Arséne
Bounguendza de Lastourville (contact : 0024177840228).

4.2.2 Dossiers 002, 003 et 004. Bac blanc 2020 série A, B, C et D

Nous avons également un corpus de terminale littéraire et économique composé de
deux épreuves de mathématiques au baccalauréat blanc en version pdf. Une épreuve de
série A2 et une épreuve commune des séries Al et B. Le département de mathématiques
du Lycée National Léon MBA a bien voulu proposer une épreuve commune aux candidats
des deux séries cette année 2021. Les copies distinctes et corrigées par les enseignants de
30 éléves de chaque terminale série A2, Al et B nous ont été transmises. Celles des séries
A et B ont été égarées. Nous avons par contre des copies en version pdf de 30 éléves de
terminale série C' (dossier 04 baccalauréat blanc de terminale C') et des copies de 50 éléves
de terminale série D (corpus 05 baccalauréat blanc de terminale D) ce dernier dossier de
terminale D a été fait dans un autre Lycée de Libreville. Le Lycée Paul Idjendje Gondjou.
Les copies distinctes en version pdf nous avaient été envoyées en version pdf par le chef
de département de mathématiques dudit lycée en 2020. Aussi, nous avons pu obtenir 30
copies au baccalauréat officiel dans chacune des séries A B et D.

4.2.3 Dossier 005, Orale 2017-2021

Lors des épreuves orales de second tour aux différents baccalauréats officiels, des ré-
ponses a la question :« qu’est-ce qu'une fonction 7 »| ont été collectées auprés de 60 éléves
de série C' & l'orale de mathématiques au baccalauréat 2021 (dossier 06 baccalauréat offi-
cie). Il devaient non seulement répondre oralement mais en plus écrire leurs réponse sur
la copie qui leur servait de broullion. Cette méme question a été posée aux candidats
interrogés a 1’épreuve orale de 2018 a 2021 dans les autres séries.

Nous présentons ci-dessous douze réponses majoritaires des candidats admis au second
tour du baccalauréat.
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Corpus orale au baccalauréat série C, session 2021

Question: Qu’est-ce qu’une fonction?

Réponse candidat 001: une fonction peut étre un polyndme

Réponse candidat 002: une fonction est une expression mathématique

Réponse candidat 003: une fonction est une application

Réponse candidat 004: une fonction est calcule




Réponse candidat 005: une fonction ne peut étre définie que sur un intervalle

Réponse candidat 006: Une fonction est tout point associé a un autre

Réponse candidat 007: une fonction est un ensemble de polynémes et de variant x
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Réponse candidat 009: une fonction est toute opération
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Réponse candidat 010: une fonction est une transformation
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Réponse candidat 011: une fonction est un ensemble

- L)
Vas )(-grn-." o a una Qrapm i q
¢ WY

O™ {-?i.:»" Q"-‘.‘ wk O
A Uns wu\'\-\i'. ot RV USRI PSR U
> wE <

i)
Lt TARTRE A

Réponse candidat 012: une fonction est une association d’éléments
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Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

4.2.4 Dossier 006, copies BAC ( session 2021

Aprés 'examen du baccalauréat officiel au Gabon, nous avons demander au Directeur
de I’Office national des examens et concours de mettre & notre disposition les copies des
éléves de série C' pour analyse. Suite & son accord, des copies de 492 candidats au baccalau-
réat officiel série C' du centre unique de Libreville nous ont été données. Ses copies sont dis-
ponibles via http ://epiphymaths.univ-fcomte.fr/corpus-fonctions /dossierg06.opiesyac.sessiony021.pdf .1

4.2.5 TAache de dérivabilité d’une fonction
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CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

4.2.6 Tache de dérivation d’une fonction
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Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

4.2.7 TAache du tableau de variations d’une fonction
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CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

4.2.8 Tache de représentation graphique d’une fonction

157/279



P |

[_ll.i."'-ull"n; .L.:. E&.l.all-".-..{”"], ——
I TP TR TPENLY TR T PP e
s o Vi H '\.1.‘::-: k. J T‘-'!I'.,; A‘E"II.,-". =
Loav K3 T o o ,.Eq" " "= Lt i

W ol NS : o

e bty

s ——Y
oy ABUA wAp -'1{.-1’.'1,,.\,.'1 .f|r;£‘||.i e e —
Wdg 0 i o




[

: TY “ Mmﬁ: I_"LQ v |

!;??!HWHMH .""
composmionoe P ATREMAL i s,

.l
i A
| ] —
r _'“‘"-.1 | | o :ﬂ s R
| i | I| !..-
7 = l 7
[ = A
i 'xJ /
# €,
/ 7

& (ﬁzzﬂ .[ pealt S Ehoe !1 #ggi dy
| B/
.'- a ) = I!I’L_‘Mj_ﬁ_iﬂ Mnﬁlﬂ'{f;&w_d qu' :/rq Jcllufd

il T
nen” ef aere nel1,&]

—

P F"-'l o
ZI,LJ_LJ_MM --'I'_ﬂ*"’f {ifé]{] E’T .-,i'a-i'-.iﬂ‘.r_\‘] bt

A i
', i m [-: HJ C.M‘-"“‘"" N

S

N.B: l est formeliemant interdit aux candidats de mettre sur la cople un signe quelconque permettant d'identifier sa provenance.



k"

W.B" Il st formeliement inferdit aux candidats de mettre sur fa copie un signe quelcongue permettant didentifier sa provenance.

4



e

ey . i

T B A o .I:“:'i;'_',‘ll'ii h ill.:l-'ln".. B :I

—_—
-

- i) 1
T =T T T A - O L ST T —
Ljx .._|'.:.I"_'I"_.'__.I'I _-.!'J' . ;'l:ll.":i.ilg-; P T g -':|.E" .I'III : |:,.r"l|-" LT "';éb‘-‘i. i ls ,?_.L-"'

! G -IrI o == ——:
1 ] | 4 ; ’ \l L __——_
= = —
T e
S I - _.I'r i | L -'. __
Lo { e P.T?'J.-rLéﬂﬂedr&"JFf:- Wit { Lm Jot [ L/
o A - ‘1 — ] I | R 3, e 7
- .'I. _,.l‘r Ilr _ F
R
L | L i . 2 :
S : .:""IE""F o A 2
' L X = —
[ \ ===
[ | : e

I:L'H:Ilu“.l

— L

arreellemen il aug candidats de mesive s 1s cople un aigne quaicenzus sermatiar: o el s JiTanae



Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

4.2.9 Dossier 007, résultats aux baccalauréats officiels sur la no-
tion de fonction session 2021

Nous avons une base de données gérée par I'enseignant de mathématiques OLLOMO
Seraphin. Ce dernier a mis en place une application qui présente les résultats aux baccalau-
réats exercice par exercice de chaque série et par centre d’examens. Ainsi nous disposons
de cet outil pour analyser et pour comparer les résultats par série sur les taches liées aux
fonctions.

4.2.10 Dossier 008 : questions des enseignants aux sujets des fonc-
tions

Différents points de vues issues des discussions en rapport avec 1’enseignement appren-
tissage de la notion de fonction et ce, sous le controle des Inspecteurs, administrateurs
d’un groupe de 423 enseignants de mathématiques, sont recensés depuis 2017. Ce corpus
n’est pas fixe, puisque les débats varient en fonctions des besoins de tout un chacun.
Mais chaque année des questions liées & la notion de fonction sont discutées. Si cela a un
interét pour notre question de recherche, on fait la transcription sans orienter les idées,
puis on fait une petite analyse tout en sachant que les enseignants ne sont pas tout a fait
libre. Ils savent que Monsieur ONDJILA Inspecteur et ancien Directeur Général de 1'Of-
fice National des examens et concours lit chaque message posté dans le groupe. Monsieur
ONDJILA est également le président de I'association des Professeurs de mathématiques.
C’est d’ailleurs ce dernier qui nous avait donné les copies des éléves aprés le baccalauréat
officiel. Il répond au 0024166719451. Nous présentons ci-dessous la nature des discussions
cOté enseignant.

Voici ce que dit la collection Monge ,ouvrage ayant précédé CIAM du moins
dans certains pays de ’Afrique subsaharienne. En ce moment, les fonctions
s’appelaient relations. Définition. Soit deux ensembles A et B.on appelle re-
lation R de A vers B tout triplet (A, B,G), ou G est une partie du produit
cartésien AX B. A est appelé ensemble de départ de la relation R ,I.’ensemble
B est appelé ensemble d’arrivée de R. Voici ce que dit le méme ouvrage au
sujet de 1’égalité de deux relations R1 et R2. Il est écrit : considérons deux
ensemble Al et B1, et une partie G1 du produit cartésien AlxB1.Soit R1 la
relation définie par le triplet (Al, B1,G1),D’une fagon analogue, définissons
une relation R2 par le triplet (A2, B2, G2). Définition. Deux relations R1 et
R2 sont égales si et seulement si elles ont le méme ensemble de départ ,le méme
ensemble d’arrivée et le méme graphe. Il m’est arrivé de trainer les erreurs pen-
dant des années pour me rendre compte trés tardivement, je crois que cette
plate forme nous permet de découvrir aussi certaines de nos erreurs.On aura
tous gagné en levant le voile sur une notion qui nous divise certainement de
facon inconsciente depuis des années. Les gagnants seront alors nos apprenants
(P.28).
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L o N UR

10.
11.
12.
13.
14.

Enquéte aupres des enseighants

A quel moment une fonction est-elle une application ?

Pourquoi tu ne donnes pas ta définition pour que le débat soit instructif
A cette question je répondrai : quand un élément de I'ensemble de départ a plus d’une

image dans |I'ensemble d'arrivée
@&&Severin je n'ai pas de définition. Il en existe une.

La ca signifie qu'il ne s'agit ni d'une fonction, ni d'une application

Pas du tout.

Ici on ne parlera plus d'une fonction

Le "ta définition" ici signifie celle que tu connais

Les documents n'en parlent presque pas voila pourquoi je voudrais qu'on en débatte. Seul le
livre CIAM seconde LE en parle. Il y a longtemps que j'ai enseigné cette classe.je crois que
dans ce livre, on fait appel a I'ensemble de départ aussi

Le n'ai pas parlé de "ma définition" mais de" la définition"

Tchouooh®@®) mais qui t'a dit que tu en a parlé

Tu as eu une réponse. A toi de réagir si tu n'es pas convaincu

J'ai parlé de ceci dés mon introduction dans le débat

Mon frere : fonction, application, bijective : CES termes veulent dire la méme chose. Sauf
que quand on parle de bijective c'est un antécédent associé a une unique image



15.
16.

17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.

24,

25.
26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

J'attendais plutdt la suite de ceci &

Ta réponse est correcte M.TCHAPGA. seulement je voudrais savoir si tu corrobore a la
définition de M.Lamiri au sujet des conditions d'égalité de deux fonctions ? Il serait bien de
chercher a comprendre pourquoi les conditions énoncées par M.Lamiri et M.Sanoussi ne
tiennent pas.A partir de la,on peut trouver ce qui manque

Je pense qu'il devait précisé s'il s'agit d'une fonction ou d'une application

M Sanoussi, es tu sérieux ? Il faut peut étre revoir les définition de ces termes? (14)

Il serait bien de nous le dire@®&) c'est I'objectif des échanges, explique aux autres ce que tu

reproches a la definition qu'il propose, prquoi jouer a cache cache cher Boni?

Vous avez ceci est une plate forme d'échange. Faut pas jouer avec l'intelligence des gens. Soit
vous connaissez vous donnez et on se corrige tous . Ou garde tous le silence désormais aux
guestions posées.Excusez moi d'étre aussi dur .mais je suis ainsi

L 3

&@&)e voudrais prendre cet exemple. f est une fonction de R vers R définie par f(x)=Vx et g
est une fonction de R+ vers R telle que f(x)= Vx. DF= DG. f(x) = g(x).D'apreés les conditions
énoncées ci dessus,f=g. f est une fonction qui n'est pas une application, g est une
application. On déduit que f est une application. Ce qui est absurde.

J'ai choisi une méthode pour aborder le sujet.elle consiste a poser au préalable des
guestions. Pourquoi voulez vous biaiser cette démarche?

Le pb ce n'est pas que tu ais raison ou pas frére le pb c'est que tu joue a cache-cache, et on
s'éterniser sur des choses non essentielles©©

Peut etre parsk comme tu peux le constater parfois on.ne sait pas ou tu veux en venir©®©
Je suis désolé. Nous ne sommes pas vos éléves a qui vous voulez donner des 1/2 points
pour celui qui trouve la réponse. Moi Je suis la pour apprendre. Si ma réponse ne vous
convient pas, proposer moi alors une réponse.

6666

Vous me faites un procés d'intention Séverin. Je n'ai pas la définition. Je suis a le recherche
de la définition.@&@&malheureusement, je suis incompris.c'est pas grave.

Il'y a aucun proces, nous disons que ton approche des débat donne I'impression aux autres
collegues de passer un.test, je crois que tu peux changer xa

Justement celui qui refuse une définition c'est qu'il a la définition recherchée ou des indices
qui peuvent nous mener la définition. Mais vous ne proposer rien et vous bottez tout en
touche . Mon ainé excuse moi d'étre aussi dur sincérement excuse

M.Sanoussi, ne vous emportez pas svp.Je n'ai nullement cette intention. Et si un collegue se
comportait ainsi envers moi,j'oposerai juste mes arguments contre les siens sans le juger.svp
je ne vaut rien pour jouer ce role.

Je m'excuse aussi

Le pb c'est que tout le monde ne réagit pas comme toi@®), il faut tenir compte de nos
différence, c'est essentielle dans un forum

Merci infiniment pour la remarque mon ainé

C'est normal que dans une famille qu'on se chauffe parfois©@©©

En résumé

Boni dit que dans la definition de fonctions egale il faut ajouter que les ensembles de départ

sont les meme
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Les deux conditions de cette definition sont suffisantes.

Maintenant avec votre permission j'aimerais savoir la différence entre : fonction,
application, bijection

En attendant n'est il pas bien de nous éclairer sur la différence entre une application et une
fonction ? Cela semble encore un peu flou et comme le disait Sanoussi nous sommes la pour
s'entraider et apprendre.

I manque quoi?

Regardez bien la définition que vous méme avez postes. Vous avez omis de préciser que les
deux fonctions ont le méme ensemble de départ et d'arrivée

Voici ma contribution. Je crois que CIAM 2nde LE en parle. Pour une application de A dans B,
chaque élément de A a une seule image dans B. Alors que pour une fonction chaque élément
de AaOoulimage dans B

En réalité la.comparaison des deux fonction se fait sur D, C'est pour ca que la premiere
condition n'est pas necessaire

Quelle différence faites-vous entre ensemble de définition et ensemble de départ ? Méme
ensemble d'arrivée est réglé par f (x)=g (x)

C'est pour appuyer ceux qui disent que les deux dernieres conditions suffisent

Vous ne faites aucune différence entre ensemble de départ et ensemble de définition ?
Regardez bien

Malheureusement, vous étes dans l'erreur

Explication

Ce qui a été posté est une remarque et donc ne peut pas faire office de définition Et puis
les éléments caractéristiques d'une fonction sont :

L'ensemble de définition

L'ensemble des images

L'expression de la fonction.

Je vois @&

Ensemble de départ c'est pour les applications

Ensemble de définition c'est pour les fonctions.

La fonction étant un cas particulier d'applications

@eaw

C'est I'application qui est un cas particulier des fonctions. Car toute application est une
fonction

Ensemble des images? Je crois que non.ensemble de départ et ensemble d'arrivée

@&®&oui oui

Donc peut on dire alors que une application est une fonction bijective ?

C'est trop fort pour moi M.BOUKALA |&&)je ne comprends rien

Non.

Une application est une fonction dont I'ensemble de départ est égale a I'ensemble de
définition. Par conséquent, toute application est une fonction



150. J'ai valide celle postee par Dieudonne

151. W cite nous seulement la source sauf si vous étes chercheur en
mathématiques

152. La source?

153. Ce n'est pas des intentions Boni, tes postes parles d'eux memes

154. Lamiri, ce n'es pas un bras de fer.Je suis qu'en méme surpris que lorsque CIAM

propose quelque chose ,vous rejettez et des que vous tombez sur un cours dont j'gnore la
source,vous etes satisfait

155. La source est au bas de page

156. Sincerment je cherche a comprendre la question

157. C'est un site créé certainement par un prof.comme nous

158. liveboard.com

159. Ou est la fiabilité par rapport a un livre comme CIAm

160. CIAM ne dit pas le contraire de ce que nous avons avanc

161. Donc nous devons inventer nos définitions ?

162. L3 3]

163. On n'invente pas les définition. On ne les donne pas par intuition. Elles sont connues.

164. Essayons de reconsidérer ce que dit Boni . Peut étre ne le comprenons nous pas. Ce
gue CIAM a remarqué est il faux?

165. Je ne sais pas si nous lisons la méme chose

166. Des livres peuvent comporter des écrits inexacts.ca peut arriver. L'erreur est humaine
dit on.

167. Voila tout le PB.

168. Tu n'as pas fais |'effort de nous expliquer mon frere

169. Et pourtant on t'a poser la,question clairment

170. Quand vous montrerez un livre fiable qui contredit ce que dit CIAM,je vous croirai. Je
suis vraiment surpris que vous parliez d'erreur

171. Je ne suis pas dépositaire de la définition. Elle se trouve dans les ouvrages credibles

172. Quelle definition?

173. Je suis d'accord. En tant que remarque j'ai comme l'impression cette remarque porte
sur l'introduction.Mais s'en servir comme définition c'est ce que je ne comprends pas.

174. Les conditions d'égalité de deux fonctions

175. Le CIAM est ecrit par Dieu???©8Q

176. Malheureusement il ne suffit pas de lire une definition, il faut la comprendre aussi

177. Autant chercher la c'est écrit définition et aprés on va débattre.

178. CIAM est claire et c'est ce qui se trouve aussi ailleurs. Deux conditions suffisent pour
demontrer I'egalite de deux fonctions.

179. Voir ici aussi

180. Merci pour votre remarque. L'argument de la force ou la force de I'argument ?

181. CIAM parle bien de deux conditions ? Dans ce cas vous avez tous raison

182. Et puis une remarque en général est relative a ce qui a été dit précédemment. Faut

pas la sortir de son contexte.
183. Je n'ai pas vu quelqu'un poste la definition de CIAM



307. Pardonner moi je commence a avoit mal au mains. Je suis au sol

308. comme par hasard

3009. Doucement Lamiri

310. Tu peut'arreter chez moi

311. je comprend mais donc fait une note vocal je vais ecouter mon frére@&&

312. Chaque fonction a un ensemble de départ et un ensemble d'arrivée. L'ensemble de

départ n'est pas forcément Df c'est dans Df que la fonction f est utile mais ce n'est pas Df qui
définit la fonction

313. tu n'as pas repondu a ma question©S©

314. Qu'en pense tu mon Yametcheu.

315. J'ai envie de savoir ce qui va faire la différence entre fet g

316. A partir des graphiques

317. Les graphiques ne different pas sur Df mais les fonctions sont différentes

318. la nuit porte conseil je suis sur que demain on sera tous d'accord, j'ai deja sommeil
bonne nuit les gars

319. Bonne nuit a tous

320. Ne partez pas ! Vous n'avez pas encore raison&@&&

321. Une image qui peut aider. Une fonction : Libreville , son ensemble de définition :
LPIG. Une autre fonction : I'estuaire, son ensemble de définition LPIG . A vous de réfléchir

322.

323. Ce qui la différence entre f et g c'est justement ce qui n'est pas dans Df, Mr Babeleme

regarde bien. Tu verras !

324. Ca c'est pour I'ensemble de départ ¢a ne regarde pas la fonction.Les ensembles sont
des accessoires.Le principal c'est la fonction, Si justement ! Peut tu définir une application
sans son ensemble de départ ? Du moment qu'une application est une fonction pourquoi
négliger cet ensemble ? Accessoires ne veut pas dire c'est négligeable,La vision graphique du
probléme est mieux,Surtout pour les fonctions numériques que tu as choisi. Heureusement
gue nous cet angle de vision,C'est Si deux fonctions sont égales sur |, alors pour savoir si
elles sont différentes ils faut les regarder ailleurs que sur I! Mais ol alors si ce n'est dans les
ensembles de départ

325. Ces deux ne peuvent plus se dérouler ailleurs .

326. Comment défini t on I'ensemble de définition d'une fonction ? D'abord, Il faut au
préalable I'ensemble de dépar, Ensuite on parle de Df, Cela suppose un ensemble A/Df ou A
est I'ensemble de départ de f

327. Une fonction est une relation d'un E vers un F telle que tout élément de E soit en
relation avec au plus un élément de I'arrivée

328. Que représente E ? Ce n'est pas le Df? Le Df vient apres ! Donc f existe avant son Df

329. Ca c'est la philosophie que je vois venir, Ce n'est parce que tu es le premier né que
cela fait de toi la premiére place dans la vie. Tu peux perdre ta place au profit de ton cadet.

330. c'est toi qui fait maintenant de la philosophie |a

331. C'est un peu l'histoire de I'ensemble de départ et I'ensemble de définition. Des qu'il

apparait I'ensemble de départ s'éclipse, C'est lui qui vient déterminer la fonction.
332. Tres sincerement Mr Babeleme. Il faut bien revoir ¢a . Boni voyait quelques choses
gue nous refusions



432. Malheureusement non.tu fais toujours ce glissement vers la courbe alors qu'il n'ya
pas équivalence. si f= g,alors les courbes de f et g sont confondues. La réciproque n'est pas
vraie

433, Pourquoi la réciproque n'est pas vraie ? D'autant plus on a tout pris dans les
ensembles de définition je ne vois pas ce qui fera la différence. Nous comparons avant tout
des fonctions mais pas des ensembles. C'est vraie que les fonctions dépendent des
ensembles pas jusqu'a ce point

434, M.Babeleme, mettez cote a cote la définition dune fonction et de sa courbe. Vous
verrez que la réciproque n'est pas vraie.

435. Le PB c'est que vous ne voulez pas prendre en compte tous les éléments constitutifs
de la définition. A partir de |a, on ne peut pas s'entendre. Pour appréhender une fonction on
peut la représenter graphiquement si cela est possible c'est une démarche mathématique
gue tu ne peux pas rejeter. Sinon on est entrain de remettre en cause beaucoup de choses.

436. La base d'une discussion saine est le consensus au niveau de la définition. Vous faites
fi de certains éléments qui interviennent pourtant dans cette définition. A partir de I3, c'est
presque impossible de trouver un cobsensus.

437. Si je rejette car il n'ya pas équivalence comme j'expliquais plus haut. Pourquoi veux
tu considérer I'aspect physique qui entre dans la définition d'une fonction au lieu ce qui en
fait la valeur.? L' égalité ici ces en termes de valeur.

438. Tout est utile dans la définition méme si certaines choses sont plus importante que
d'autre. Ma batterie est plat.Désolé qu'on ne puisse pas s'accorder.excellente journée.

439. Bonne journée a toi aussi

440. M.Babeleme, pour le bien de tous,je souhaiterais qu'une conclusion soit tirée au

sujet de I'égalité de deux ensembles.
Voici ce que dit la collection Monge ,ouvrage ayant précédé CIAM du moins dans certains
pays de I'Afrique subsaharienne.
En ce moment, les fonctions s'appelaient relations.
Définition. Soit deux ensembles A et B.on appelle relation R de A vers B tout triplet (A,B,G),
ou G est une partie du produit cartésien AXB.
A est appelé ensemble de départ de la relation R,L'ensemble B est appelé ensemble d'arrivée
de R.
Voici ce que dit e méme ouvrage au sujet de I'égalité de deux relations R1 et R2.
Il est écrit. Considérons deux ensemble Al et B1, et une partie G1 du produit cartésien
Al1xB1.Soit R1 la relation définie par le triplet (A1,B1,G1),D'une fagon analogue, définissons
une relation R2 par le triplet ( A2,B2,G2).
Définition. Deux relations R1 et R2 sont égales si et seulement si elles ont le méme ensemble
de départ ,le méme ensemble d'arrivée et le méme graphe.
Il m'est arrivé de trainer les erreurs pendant des années pour me rendre compte tres
tardivement, je crois que cette plate forme nous permet de découvrir aussi certaines de nos
erreurs.On aura tous gagné en levant le voile sur une notion qui nous divise certainement de
fagon inconsciente depuis des années. Les gagnants seront alors nos apprenants.

441. Egalité de deux fonctions svp

442. Je vous poste les pages y afférentes.



La relation R(x,y) est appelée une relation fonctionnelle de type (T x U) si elle satisfait a la
condition suivante : quel que soit x, il existe au plus un y tel R(x,y). A toute relation
fonctionnelle, on attache un objet nouveau que I'on appelle une fonction[8];
On appelle champ de définition de la fonction f I'ensemble des éléments x de E pour lesquels
il existe y tel que R(x,y). C'est une partie E de E. On dit que f est définie sur E et dans E[9].I

454, Au lieu de parler d'une fonction définie sur E et prenant ses valeurs dans F, on parle
d'une application de E dans F[10].
Méme si, dans la rédaction finale des Eléments de 1970[11] la fonction est toujours définie
sur son ensemble de départ, cette distinction est reprise dans I'enseignement frangais du
secondaire, premier et second cycle, quand, a la suite de la Commission Lichnerowicz, se
mettent en place les nouveaux programmes, a partir de 1968. Ainsi voit-on dés la 6e,
illustrées par des diagrammes sagittaux, les définitions suivantes[12]:

455, Voila M.Babeleme, il est trés bien écrit que f et g sont les fonctions de A vers B.donc
elles ont le méme ensemble de départ et d'arrivée @@E®

456. les relations telles que, de chaque élément de I'ensemble de départ, il part au plus
une fleche, s'appellent des fonctions ;
les relations telles que, de chaque élément de I'ensemble de départ, il part exactement une
fleche, s'appellent des applications.
En pratique, le fait qu'il suffise de réduire I'ensemble de départ d'une fonction a son
ensemble de définition pour la transformer en application rend peu utile ce distinguo.
Cette distinction ne commence a disparaitre des ouvrages scolaires qu'a partir de 1985, a
I'adoption de nouveaux programmes mais on trouve encore des ouvrages récents dans
lesquels cette distinction est présente[13],[14],[15].

457. Répondez moi M.Babeleme !!!

458, Source:https://fr.m.wikipedia.org/wiki/Application (mathématiques)

459. Vous voyez que tous ouvrages sérieux ont la méme définition

460. Le document parle bien d'ensemble de définition Df=Dg . Et tous les collegues sont
unanimes sauf Mr Boni.

461. ©©©lisez trés bien la définition M.BOUKALA

462. Pour parler de fonctions il faut qu'il y ait un ensemble de départ et un ensemble

d'arrivée .pour qu'on ait la chance que Df = DG
C'est pourquoi cette hypothese apparait. Si l'ensemble de départ de f est disjoint de celui de
g on ne pourra pas prétendre a une égalité.

463. Pourquoi a t on choisi les méme ensemble de départ et d'arrivée ? M.Babeleme, je
vous connais comme un mathématicien rigoureux. Pour le bien de la communauté
mathématique, pliez vous aux définitions concordantes de Monges, Irma et Ciam



Soit f : I = R une fonction continue et strictement monotone sur /
alors f établit une bijection de / dans l'intervalle image J = f(/)

PR

@ D'aprés le lemme précédent, f est injective sur /

® En restreignant son ensemble d'arrivée 3 son image J = f(/), f . | = Jest
automatiquement surjective

@ On obtient que f établit une bijection de / dans J

@ Comme f est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, |'ensemble
J est un intervalle

DJ
506.
Soit f .| — R. Si f est strictement monotone sur /, alors f est
injective sur /

@ Soient x, x" € I tels que f(x) = f(x"). Montrons que x = x’

° Si on avait x < x’
' alors on aurait f(x) < f(x") si f strictement croissante
ou f(x) > f(x') si f strictement décroissante
Comme c'est impossible, on en déduit que x > x’

@ En échangeant les roles de x et de x', on montre de méme que x < x’

@ On en conclut que x = x’ et donc que f est injective

507.
508. Mais M.BOUKALA, c'est aussi une propriété. Si vous voulez la propriété des fonctions

continues et strictement monotones.C'est vrai qu'une propriété n'est pas toujours un
lemme, mais vous conviendrez avec moi qu'il s'agit d'un lemme qui est également une
propriété

509. Voila comment je comprends ¢a : Soit f une fonction définie de | vers J. Si f est
monotone alors f est injective. Si f est continue f est surjective et alors f(l)=J. On aurait pu
énoncer la propriété ainsi : Soit f une fonction de | vers J.Si f est continue et monotone sur |
alors f est bijective et f(l)=)

510. La continuité peut étre utilisée au travers du théoreme des valeurs intermédiaires
permettant de démontrer la surjectivité.



CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

4.2.11 Dossiers 009, 010 et 011 : les cadres, les programmes, les
progressions sur la notion de fonction

Les corpus 010, 011 et 012 sont constitués des contenus des manuels aux programmes
officiels actuels (des connaissances nécessaires pour résoudre des taches au programme en
rapport avec les fonctions). Ce corpus s’interresse plus aux manuels officiels entre 2017
et 2022 en France et en Afrique francophone. Nous présentons également les programmes
de mathématiques de France (bulletin officiel) et d’Afrique francophone (HPM) et des
progressions.

Les fonctions sont présentes dans les deux différents programmes d’enseignement a un
niveau du secondaire. Le programme francais (cf. annexe. D page 232) embrasse plus de
notions que celui de I’Afrique francophone (cf. annexe. E page 234). Les progressions sont
laissées a la liberté des enseignants. En Afrique francophone, une progression spiralée
nationale est imposée a tous les enseignants (cf. annexe.L page 252). Cela est observé au
Gabon ou on parle parfois de segment de connaissances pour imposer aux enseignants, la
progression nationale.

Dans le programme frangais, les fonctions sont appelées & étre définies par une courbe,
un tableau de données ou une formule ; comment sont-elles censées étre définies selon les
programmes et manuels scolaires officiels d’Afrique francophone ?[83]. Les figures suivantes
nous présentent comment les fonctions sont définies dans les différents manuels.

1. Définitions

nefintticn de la fonctlon an France  sdsamath, po 82
H CEFIMITICN - Faneiion

. 4
Soat 17 un ersemble de nonvhees réels Defovr une bonctdon £ sur T reviens & assecler §

© pat 'enaemble de défnbiton de £ 7 pet 8re U ensemible des neonbees

sdels, nowt R, oo dlre cevetiud O e oo plissicues pactics de B

odba £ L LT Wi e e P L Bonction §oesl s o fal,

pludse bt Foade g D parkakion sunvanbe s remoombee gggakernient e -+ e

B gt Viniaighes oo o, o Pidgalald Fa ) o= B ot a oal i die b opor la foswfien F
A et B sont des ensembles non vides. g i - I': X
BT appEJI-L- lonctivn de A vers B toube 1;nr'n|,15|'_||;|r||;,|41;|11;|1 i, : s

3 1 | |
& chaque dldment de A, assocke un ou séeo dément de B, o *E N
I S 2 oikifil] i AT r 1
4] (1]

nefirtian de la fenctian en Afrique francepbone CIEM secarde & e

F1G. 4.1 — Définitions de la notion de fonction en seconde. Reproduite a partir de Le
manuel sésamath seconde avec ses compléments numériques », par Gringoz, H. et Weyer-
mann, F. (2010), [63, p. 82] et de CIAM par Saliou. T (dir.). (1997) [83, p. 156]
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Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

4.3 Analyse du corpus

4.4 Corpus 001 du Baccalauréat blanc 2021

4.4.1 Le corpus de terminale ('

Il est demandé a des éléves de terminale C' d’approcher la racine as de 1’équation
f(z) = x de trois maniéres différentes. Dans la premiére partie, il s’agit d’utiliser une
fonction auxiliaire g, qui est une somme de fonctions. L’éléve doit montrer que la racine
de léquation g, (x) = 0 est proche de 0. Pour cela des sous taches consistant a dresser le
tableau de variation de g, ; & montrer que pour tout x € R% on a \/x>Inz, que % <a, <
\/iﬁ et que «, tend vers 0 lorsque n tend vers plus l'infini. Cette tache peut étre résolue
sans passer par les sous taches sus mentionnées. En effet, ’éléve peut toutefois tracer les
courbes représentatives de g1, g2, g3, etc. Et vérifier que les courbes représentatives de
chacune des questions coupe 'axe des abscisse proche de 'origine. La tache qui consiste a
dresser le tableau de variations ne sert a rien pour résoudre cette tache. L’attendu ici est
d’utiliser Montrer que 1’équation f(z) = 0 admet une solution ; Montrer que % <a, < \/iﬁ ;
En déduire que lim, ,,, a, = 0; étudier la dérivabilité de f en 0 puis d’interpréter
graphiquement le résultat obtenu ; Calculer lim, ., f(x) puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu; Montrer que pour tout réel z € J0;400 [, on a f'(z) = 2 f(x) et
dresser le tableau de variations de f; montrer que | f'(z) |< 2 ; montrer une équivalence &
savoir : [x = ag <= (Vo > Oetf(z) = x) |, ol a3 est la solution de 1’équation g3(z) = 0;
montrer que u, € I, montrer que | u,41—ag |<| uy—ag |. Montrer que | un4q —ag [< (3)"
Montrer que la suite (u,),>0 est convergente et de calculer sa limite.

4.4.2 Correction
4.4.3 Partie A

1) Soit n > 3, la fonction g, : x — nx + 2lnx est définie et dérivable sur R’ comme

somme de fonctions dérivables sur R%. On a Vo € RY, g, (z) = n+ 2 = 222 > ( donc g,
est strictement croissante sur R*. de plus lim, 9 z~0 gn(7) = —00 et lim,_, o gn(2) = +00

d’ou le tableau de variations suivant :
x/1,g,(x)/20,400 D-/—00,+/+00

2) soit d(z) = /x — Inz, la fonction d : © — \/x — Inx est définie et dérivable sur R*

comme différence de fonctions définies et dérivables sur R . On a Vo € RY, d'(x) — ﬁi—%

=2 et d(1) =000 —20/r=061=2/1% /r =2z =14 Pour

r>4 d(z)>0
r<4 d(z)<0

z/1,9n(2)/20,4,400 D+/+00,-/d(4) = 2 — 2In2,+ /400

Comme d(4) = 2 —In2 = 2(1 —In2) = 2In(5) > 0 car § > 1 et lim,d(z) =
limg 400 d(x) = 00. On observe que Vo € RY ,d(x)> d(4)>0,cest — — direVo € R
vz > lnz. 3) g, est continue et monotone sur RY, elle réalise une bijection de R’ vers

gn(R%) = R. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires ou en introduisant la fonction
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réciproque g, ' de g,, il existe un «a, € R tel que g,(a,) = 0. En fait o, = g, (0) b)

1 1
montrons que - <ap < Tn

gn(: =nxt=2In(n) =1-2In(n) < Oet gn(\lf) = \%—2[?1(71)2 = /n—In(n) > 0, d’aprés
d’apreés question 2. On a ainsi gn( < 0et gn(\/lﬁ > 0 donc gn(% < 0 < gn(14y/n. D’apreés le
théoréme de la bijection =< gn H0)=a, < \/iﬁ ¢) comme limxﬁﬁo% = lim,_, ;o \/iﬁ =0,
d’aprés le théoréme d’encadrement dit « des gendarmes » on a donc lim, ., a,, = 0.

4.4.4 Partie B

1) quelque soit = > 0, K x) f(o) = gFe T = e_'”_%l"””, la limite du taux de variation
lorsque z tend vers 0 par valeurs positive est +o0o. f n’est donc pas dérivable en 0. Sa
courbe représentative admet une tangente verticale en 0 2) Par croissance comparée, on
a immédiatement la limite de f(z) lorsque z tend vers plus 'infini égale a 0. On dit que
la fonction exponentielle domine la fonction puissance au voisinage de plus I'infini ou que
la fonction puissance qui a x associe T3 est négligeable devant la fonction qui a x associe
la fonction e®. Ainsi 'axe des abscisses, i.e la droite d’équation y = 0 est asymptote a la
courbe représentative de le fonction f en 400

3)On a , quelque soit x appartenant a l'intervalle ouvert de 0 & plus l'infini, f(z) =

2 P . - . s .
e~*73!"%  f est dérivable sur cet intervalle comme composée de fonctions dérivables et

Fl(x) = (=14 & )emomalne = =Sebl) £(q)

4) la fonction f : x +— z3¢™ est bien définie sur 10; 400 [ car par définition T3 = e3
Elle est par contre prolongeable par continuité en 0 car lim, o Inz—— et lim, , . €*
0 , soit par composition puis par multiplication avec lim, ,ge™™ = 0, on en vient a
lim, 4 o0 z5¢~® = 0. On admet la définition suivante : f:]0;400 [ R tel qui & z as-
socie

x3e”® six >0
0 six=0
a f(z) et 522 de méme signe. On a donc

ln:c

—z+1ina

} desortequefsoitcontinueench) Puisquef(x)=e est positif on

0 ] : 1 - 1
L f(x):=0siz=3,>0si0<x <3 <0siz>g
Ainsi :

2/1,gn()/20,3, 400 D-/—00,+/f(%) = 0.5,-/0

4.4.5 Partie C

1)a) f est strictement décroissante sur ]3;+o00 [, d’aprés le tableau de variations, il
en découle sur [3;1]. Par monotonie et continuité : f([3;1]) = [f(1); f(5)] car [ est
strictement décroissante. On a f(1) =e™ =1 > 1 et f(3 = 0.5 < L donc f(I)UI b) la
limite de f’(z) lorsque = tend vers 0 est infinie. son encadrement peut se faire sur 7. On
avu que | f(z) |< 1. En posant h(z) = 1522, On sait que h est dérivable sur R*. dont sur
[3;1[=1 et W(x) = 5 < 0. h est donc continue et strictement décroissante sur I. On a

donc

x/1,h(x)/25.1 D+/0,-/F
Donc, quelque soit x appartenant a I, | h(z) |< 3 2 d’ou finalement, quelque soit = appar-
tenant a 1, | f'(z) |=| 525 f (2 ) =15 S x| fa )|<10u|QfT ) 1<%
)Vz >0 [f(z) = z) < z3e™® <:>e T — g3 :eﬁlm<:>3:c—|—21n:c—0<:>g3( )=0<= 2=
3 a) par récurrence :
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1. Initialisation : ug = 5 € I;
2. Hérédité : soit n € N et supposons u, € lau rang n + 1 on u,.1; = f(u, et puisque
f(I) est dans I et que par hypothése de récurrence u,, € I, on u, 1 € f(I)UI;

3. conclusion : d’aprés le principe de récurrence, il vient, Vn € N, u,, € I. b) soit n € N,
d’aprés I’égalité des accroissements finis, il existe un a € [min(u,, az); max(u,, az) [sup [

flun)—flas _ 1 1 1 . . / 2.

tel que == = fas. (5 < a3 < Jictieancr OF asestunpoint fizeet| f'(x) [< £

donc | upyy — as |<| f'(z) | X |un—a3|puis|un+1—a3|§§|un—a3|

c¢) Par récurrence.

wino

1. Initialisation : ug = % :on a % <y < \/ig < 1donc | upy —az |< % :
2. hérédité : soit n € N et supposons que | u,11 — az [< (%)”Jrl au rang n + 1, on a par

hypothése de récurrence | u, 1 — a3 |[< 2 | u, —ag |[< 2 x (3)"F = 2)n+2

D’apres le principe de raisonnement par récurrence | u, — a3 [< (3)"! d) On reconnait
une suite géométrique de raison inférieure a 1 donc limx_,o(g)wrl = (. Par le théoréme
des gendarmes, la suite (u, — a3)men est convergente et de limite nulle. Par somme, on

3
déduit que la suite (uy,),en est convergente de limite s

4.4.6 Analyse de tache et d’activité des éléves de la terminale C

Nous avons fait le choix d’analyser en premier la tache donnée aux éléves de série C.
En effet, la terminale C' est une classe ou nous retrouvons comme enseignants, que ceux
ayant validé au moins une maitrise en mathématiques d’une part et d’autre part, des
éléves qui ont fait le choix de faire des mathématiques une priorité. Seuls les meilleurs
en mathématiques sont orientés en terminal C. Dés lors, nous pensons que les difficultés
rencontrées par les éléves de terminale C' sont les mémes que celles rencontrées par tout
autre éléve d’une autre série de terminale. Partant de cette idée, les taches de terminale
C' vont nous servir de socle. Elles vont étre analysées en premier. A chacune des questions
posées & des éléves en rapport avec les fonctions (exercice 4 de T'C'), nous allons en premier
regarder s’il s’agit d’une tache qui pour la résoudre, nécessite des sous-taches ou si I'éléve
n’a pas besoin, pour la résoudre, des sous-taches. Par exemple, on peut bien tracer le
tableau de variations sans qu’apparaissent les traces de I’é¢tude du signe de la dérivée.
Cela signifie, la reconnaissance des taches a effectuer. Cela nous renvoie en amont a une
analyse a priori qui nous conduit a préciser : le type de tache; le degré d’ouverture de
I’énoncé ; le niveau de fonctionnement des connaissances visées ; 'inscription de la tache
dans les attendus, c¢’est-a-dire, est-ce une tache prototypique? (une tache inhabituelle),
les différentes procédures, les prérequis, les variables didactiques, la réponse attendue, la
modélisation, les intrus, les erreurs, le cadre de travail, les registres, les perspectives; les
différents points de vues : ponctuel ou global de la fonction en jeu, etc., dans le sens d’Aline
Robert. Cette premiére analyse, a priori, est faite sans les copies des éléves. Nous avons eu
besoin de reconnaitre les taches et les sous-taches avant de regarder ce que font les éléves
du secondaire dont nous allons que nous allons analyser 1'activté de fagon heurustique.
C’est notre choix pour ce travail.

4.4.7 tache 1 : Dresser le tableau de variation de g,
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Exercice 4.

Partie A

(8 points)

Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3. On considere la fonction g, définie sur R

par
gn(x) =nx+2Inx

1. Dresser le tableau de variation de g,.

2. Montrer que pour tout z € R%, on a /x >1Inx .

3. (a) Montrer que l’équation g,(x) =0 admet dans R une unique solution notée o, .

1 1
b) Mont — < < —=.
(b) Montrer que - < an Tn
(¢c) En déduire que lim oy, =0
n—-+00

Partie B
Soit f la fonction définie sur [0 ;+o0[ par

-,

On désigne par (€5) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,;,j) .
On prendra ||i] = ||j]| = 3 ¢m .

1. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2. Calculer lirf f(x) . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—r+00

3. (a) Montrer que pour tout réel x € ]0 ;+o0[, on a

ot f' est la fonction dérivée de la fonction f.

(b) Dresser le tableau de variation de f.

1
4. tracer (€5). On prendra f <3> ~0,5.
Partie C

1
On pose I = [3;1].

1. (a) Montrer que f(I) C I.

2
(b) A Uaide de la question 3) a) de la partie B, montrer que |f'(x)] < 3

(¢c) Monirer que [t = a3 <= (Vx>0 et f(z) =x)], ot a3 est la solution de I’équation gs(x) = 0.

1
2. Soit (up)n>0 la suite définie par ug = 3 et pour tout entier naturel n , up+1 = f(uy).

3. (a) Montrer que pour tout entier naturel n , u, € I.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n |
2
|un+1 - 053‘ < g‘un — a3
(c) En déduire que pour tout entier naturel n ,

D) n+1
|un_a3| < ( )
3

(d) Montrer que la suite (un)n>0 est convergente et donner sa limite.
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4.4.8 Analyse de la tache de terminale C

Nous n’allons pas étre exhaustif sur ’analyse de tache, car nous supposons que nous
ne savons rien de ce qui est attendu des éléves pour résoudre la tache.

analyse de la sous tache 1, Partie A question 1

Il est demandé a la premiére tache de la partie A aux éléves, de dresser le tableau de
variations de la fonction g,. Cette tache est ouverte et le niveau de mise en fonctionnement
de la connaissance est technique, car, méme si la méthode n’est pas donnée, 1’éléve a
peut-étre appris une technique en classe pour résoudre cette tache donc pour étudier les
variations de la fonction g,. La fonction est ici 'objet d’étude dans une perspective globale
sur g,. Le cadre de travail est fonctionnel et les registres qui peuvent étre utilisés sont le
tableau de signe, le tableau de variations et I’expression algébrique. De maniére générale,
pour étudier les variations de la fonction g, dans le cadre général,les attentes pour dresser
le tableau de variations d’une fonction sont les suivantes : il faut trouver le domaine de
dérivabilité de la fonction g,, puis calculer sa dérivée, puis étudier le signe de la dérivée
pour en déduire les variations de g,,. La fonction g,, est définie comme somme de fonctions
définies et dérivables sur son domaine d’étude. Le théoréme : dérivée d’une somme peut
étre évoqué a savoir :

Siual v sent deva lanebioes dérivaldes sur ury inbervalla | alees la Ioncisnm « samrims s
= i = A + vl est dérivable sur 1, EX o oa, pour tout edel g |, D+ ol = 0 ld + 'l Onopesut
ausH nater (o + ¥ = u’ v

F1G. 4.2 — Théoréme : dérivée d’une somme en France

Une fois que la dérivée de g, est trouvée, c’est-a-dire ¢/ (x) = n + % > (il va rester
a 1’éléve de trouver son signe qui est positif sur le domaine d’étude avant d’en déduire
que la fonction g, est croissante sur R,. Une autre méthode sera en Afrique francophone
cette introduite & un niveau de premiére scientifique, il ne s’agit pas d'un théoréme comme
c’est le cas en France pour calculer la dérivée d’une somme de fonctions. En effet, nous
retrouvons dans le livre au programme CIAM de la classe de premiére a la page 27 un
tableau qui donne la formule de dérivation de la somme de deux fonctions dérivables &
savoir :
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emmmmmn Dérivées et opérotions sur les fonclions
Le tableau ci-dessous donne les formules de dérivetion do la somme, du produit et du quotient dé deux
fonctions dérivables.

Vomction | J+s | WEeR fg 1 L
: | g ¥
Dérivée feg’ ! k" f'g +fg’ - & e

Bamsie

Détarminer, fur Iintervallo J0 ; + ={, la dérivée do la fonctlon f:x=x®+ -i; p

La fonction x — x? est dérivable sur 0 ; + ={ et sa dérivée est Ia fonctlon x — 2¢ ;
Ia ln-n::tiun.t'—-% est darivable sur |0 : + =[ ot a0 dérivde est la fonction J."—"—% t

done, |8 fonction [ est dérivable sur J0; + = ot sa dérivée est la fonction I ::--m-—%.

F1G. 4.3 — Dérivée d’une somme de fonctions en Afrique francophone

4.4.9 La tache 2 : Montrer que pour tout z € R* on a /x>Inx

Il est demandé a la deuxiéme tache de la partie A aux éléves de monter que pour
tout « € R on a y/z > Inz . Cette tache est ouverte également et le niveau de mise
en fonctionnement de la connaissance est disponible et mobilisable, la méthode n’est pas
donnée. L’éléve a appris la théorie en classe pour comparer deux nombres ou étudier la
différence de deux fonctions. La fonction est ici outil pour en déduire celle qui domine
lautre dans une perspective globale sur le domaine de définition. Le cadre de travail est
fonctionnel et les registres qui peuvent étre utilisés sont le tableau de signe, le tableau
de variations et I’expression algébrique ou le représentation graphique. En régle générale,
comparer deux fonctions f et g, ¢’est comparer f(z) =+/z et g(x) = Inx en fonction des
valeurs de x. Pour z appartenant & D; N D, pour notre cas. C’est-a-dire, déterminer les
valeurs de x pour lesquelles f(z) > g(z). La méthode au programme est celle d’étudier le
signe de la différence f(x) g(x). On peut s’attendre aussi pour résoudre cette tache que
les éléves disent qu’au voisinage de 0, la fonction puissance 'emportent sur lq fonction
logarithme.

4.4.10 La tache 3 : Montrer que 1’équation f(z) = 0 admet une
solution

Il est demandé a la deuxiéme tache de la partie A aux éléves de monter que ’équation
f(x) = 0 admet une solution. Cette tache est ouverte également et le niveau de mise
en fonctionnement de la connaissance est technique et mobilisable, la méthode n’est pas
donnée. I.’éléve a appris la technique en classe pour localiser une racine. La fonction est
ici outil pour trouver approcher une solution connaissant I'image dans une perspective
locale au voisinage de f~'(0). Le cadre de travail est de 'analyse fonctionnelle, la mé-
thode permettant d’approcher la racine n’est pas indiquée et les registres qui peuvent
étre utilisés sont le tableau de signe, le tableau de variations et I’expression algébrique ou
le représentation graphique. En régle générale, 1’exigence pour résoudre cette tache, est
d’utiliser I'un des deux théorémes suivants :
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Le théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, et a et b deux réels distincts
de I; pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe (au moins) un réel ¢ compris
entre a et b tel que f(c) = k. Une autre formulation se trouve dans 'image qui suit :

[ = T T Iriterrreacle 3 i i

Fomw e swerns o Dnasfoars Wl 58 i Lk AT G b il il e mpailamn dans B
Adarl e es Fodrsdmaminen s oo rwm=B ol a¥ s 1=

La ibierd g o impry perrwsel choam orin ki v hs d@eea e Prsbsiars de solvalra]s] dhaps dqieias

Hasi ] oewe Baovad ban cnsdiane var sk drEr el BLos om0 b deso dlibmene e K
Tol ienakre ridwl coagus srdie Sob a0 fbi B s reres o endeifon par S cadia s eadee el s

Fdmonarabian T
Tl sl mep (o s B v D 52 i
Brl, PrREEbE rdal pampee e e Sl vl - E

Ho b
Dun: ey o Ok done y, T F, |
(] o i) i g i L HL ne
o oma b d e ) wsmn e m e e bl Sl e 1
Siliean b EFRE JYE T
|
i

FiG. 4.4 — Copie théoréme de la valeur intermédiaire, Ciam terminale sm

Le théoréme de la bijection

Le Théoréme de la bijection dit ceci : On considére une fonction f : I — R, définie
sur un intervalle I. Si f continue et strictement croissante (décroissante) sur I alors,

1. f(I) est un intervalle
2. f: I — f(I) est bijective;

3. f71: f(I) — I est continue et strictement croissante (décroissante) sur f(I).

4.4.11 La tache 4 : Montrer que % < < =

NG

Il est demandé aux éléves d’encadrer la racine «,, entre % et \/%7 Cette tache est ouverte
également et le niveau de mise en fonctionnement de la connaissance est disponible, la
méthode n’est pas donnée. L’éléve a appris la technique en classe pour encadrer un nombre
ou une expression. La fonction réciproque est 'outil pour trouver réaliser cet encadrement.
Le cadre de travail est de l'analyse fonctionnelle, la méthode permettant d’approcher
la racine n’est pas indiquée et les registres qui peuvent étre utilisés sont le tableau de
valeurs, le tableau de variations et l'expression algébrique. En régle générale, 'exigence
pour résoudre cette tache. Pour résoudre cette tache, il faut en amont remarquer que
les images des réels qui encadrent la racine sont de signe contraire. Ainsi, 0 est compris
entre ces deux images. Enfin, d’aprés le théoréme de la bijection, f=1 : ] — 0co; 00 [ —
]0; +0o [ est strictement croissante. En appliquant f~! & I'inégalité des images, on obtient
ce qu’il faut démontrer

4.4.12 La tache 5 : En déduire que lim, .. a, =0

Il est demandé aux éléves de déduire la limite de «,, & partir de ce qu’il a fait précé-
demment. Cette tache est non seulement liée aux autres, mais reste trés fermée. Le niveau
de mise en fonctionnement de la connaissance technique et mobilisable, la méthode est
presque donnée. L’éléve a appris la technique en classe pour déduire de % < a, < \/Lﬁ, la

limite de «,. Il peut calculer les limites de % puis de y/n en +00. Dans le cas ou elles sont
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les mémes, il peut en conclure que la limite de «a,, est aussi égale a la limite commune
trouvée. Le cadre de travail est de I’analyse. Les registres qui peuvent étre utilisés sont le
tableau de valeurs, le tableau de variations et I’expression algébrique. Le point de vue est
ponctuel.

4.4.13 tache 6 : étudier la dérivabilité de f en 0 puis d’interpréter
graphiquement le résultat obtenu

F1G. 4.5 — Dérivabilité de f en 0

4.4.14 Analyse de la sous tache 6, Partie B question 1

Nous n’allons pas étre exhaustifs sur I'analyse de tache, car nous supposons que nous
ne savons rien de ce qui est attendu des éléves pour résoudre la tache 6.

Analyse de la sous tache 6, Partie B question 1

I est demandé a la sixiéme tache (premiére de la partie A), d’étudier la dérivabilité
de f en 0 puis d'interpréter graphiquement le résultat obtenu. Cette tache est fermée et
le niveau de mise en fonctionnement de la connaissance est technique, car, la méthode est
pas donnée, ’éléve sait qu’il doit calculer la limite du taux de variation. Il I’a peut étre
appris en classe pour étudier la dérivabilité de f en 0. La fonction est ici outil, dans une
perspective local sur en 0. Le cadre de travail est celui du calcul différentiel et le registre
qui peuvent étre utilisés est ’expression algébrique et la représentation graphique. De
maniére générale, pour étudier la dérivabilité de f en 0, il suffit de vérifier que le nombre
[ de f en 0 qui se note f/(0) est fini ou, si 'on veut, on peut vérifier graphiquement que
f admet en 0 une seule tangente non verticale. Le résultat auquel on peut s’attendre est
de dire que la limite du nombre dérivée étant infinie, la tangente en 0 de f est verticale
donc f n’est pas dérivable en 0.
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4.4.15 Tache 7 : Calculer lim, . f(z) puis interpréter graphi-
quement le résultat obtenu

Analyse de la tache

La fonction f étant donnée avec f(x) = z3e~® calculer sa limite en +00 est une tache
assez simple a réaliser. En effet, elle est ouverte, car la méthode n’est pas indiquée et la
réponse est unique. Le niveau de fonctionnement de la connaissance visé ici est du mo-
bilisable, voire technique. Il suffit que ’éléve utilise le fait que la fonction exponentielle
domine la fonction puissance. La variable didactique est —x en exposant, si elle est mal
interprétée peut amener 1’éléve a retrouver une forme indéterminée (+oofois0. La ré-
ponse attendue est tout simplement que la limite est nulle en plus l'infini et que la droite
horizontale d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a la courbe représentative de

f.

4.4.16 Tache 8 : Montrer que pour tout réel = € ]0;4+c0 [, on a
f'(z) = 52 f(x) et dresser le tableau de variations de f

Analyse de tache

A la différence de la tache 1 ou la question du calcul de la dérivée était & la charge de
I’éléve, puisque la question n’était pas posée. Ici, elle est implicitement posée lorsqu’on
leur demande de montrer que f'(z)= %f(:z:) et dresser le tableau de variations de f.
Il s’agit d’une tache fermée. Le niveau de fonctionnement est disponible chez ’éléve qui
doit en premier calculer f'(x) pour comparer I'expression trouvée avec celle demandée.
La fonction est dans ce cas outil et en méme temps objet d’étude. La variable didactique
a laquelle il faut préter attention est le fait qu’il s’agit d’une fonction composée d’un
produit de fonctions. Il faut donc connaitre la régle a utiliser pour calculer la dérivée
d’'un produit de fonction d’une part et d’autre part celle qui justifie qu’une égalité est
vraie. Les sous taches aprés avoir traversé cette étape sont les suivantes : étude du signe
de 1522 connaissant celui de f(z); étude du signe de f'(x) et construction du tableau de
variations de f. La dérivée est d’abord positive En effet, La dérivée est d’abord positive
pour z € ]0; 3 [ puis négative de # € |3;+o00 [. Tout ce travail devra étre fait dans le
cadre algébrique pour revenir au cadre de 'analyse et pour établir ou en déduit que f
est strictement. croissante sur x € ]0; % [ et strictement décroissante sur x € ]%, +o00 [. Le
tout devra étre inscrit dans un tableau de variation.
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4.4.17 Tache 9 : résoudre ’équation f(z) ==z
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F1G. 4.6 — Le point fixe

Analyse de la tache

Cette tache consiste a trouver le point fixe par f. Elle est subdivisée en plusieurs sous-
taches assez intéressantes, dans un premier temps, I’éléve doit étudier la stabilité de I par
f c’est-a-dire qu’il doit montrer que si 'on prend des nombres quelconques dans [ leurs
images par f sont aussi dans I (f(I) C I). Une méthode peut partir de : soient z et y des
éléments de I, montrons que f(z) et f(y) sont aussi dans I. La premiére tache est assez
complexe, car plusieurs méthodes peuvent étre utilisées. Il peut utiliser les variations de
fsur I. Si f est continue et strictement décroissante sur I, I’éléve peut éventuellement
calculer les images des bornes de I pour conclure que f(I) C I ou pas. Ensuite, ’éléve
devra, a l'aide de l'expression de f'(z), montrer que | f/(z) |< § c’est la sous-tache 2.
Cette fois, il sait que f admet un maximum en %, que ce maximum est plus petit que 1. Il
peut donc en déduire que | f'(z) |< % Comme c’est vraie pour tout x de I, I’éléve peut
en tirer le résultat de la deuxiéme sous tache. La sous tache suivante demande quant a elle,
a 1'éléve de montrer une équivalence a savoir : [x = a3 <= (Vo > Oetf(z) = x) |, o ag
est la solution de I’équation g3(z) = 0. Le but étant de montrer qu’il s’agit de la racine de
I'équation g3(x) = 0 qui est le point fixe par f et solution de 'équation f(z) = z. L’éléve
peut ainsi procéder par équivalences successives et montrer que f(z) = x < r3e" = 1.
Puis en composant avec la fonction [n puisque les deux fonctions sont continues et positives
sur I Péléve pourra avoir 3z + 2lnx = 0 qui se trouve étre par équivalence gs(z) = 0
méme si en toute rigueur, il ne s’agit pas des équivalences. Ainsi, I’éléve peut montrer
I'équivalence [z = a3 <= (Vo > Oetf(z) = z) |. Cela signifie pour étre plus simple que
g3 est la fonction qui donne assez d’informations sur g,. La tache suivante améne 1’éléve
a montrer que a3 peut étre approchée par une autre méthode en utilisant sa formule
de récurrence. Ainsi pour tout n, I’éléve devra montrer que wu,, € I, triviale sachant que
les hypothéses donnent uy = % et up11 = f(u,) qui est dans I. Par la suite, la dérivée
étant majorée par un nombre k < 1 la fonction est donc contractante. Puis, comme
f(I) € I, I un segment stable par f, alors ’éléve peut se servir du théoréme du point
fixe pour montrer que | u,11 — ag |<| u, — ag |. En effet, comme f'(3) est différent de
0, alors | u,11 — a3 | est équivalent en plus Uinfini & f'(3) | u, — ag | qui découle aussi
du théoréme des accroissement finis or f'(3) = & donc | upy1 — a3 |< 2 | u, — a3 |- Le
point fixe étant attractif, I’éléve peut remarquer de plus que, pour tout ug € I, la suite
définie par u,.; = f(u,) converge vers az, que, | U1 — asz |< (%)” | up, — g | qui est le
résultat attendu. La derniére sous tiche demande a I’éléve de montrer que la suite (u,)n>0
est convergente et de calculer sa limite. L’éléve pourra le montrer aisément a partir des
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informations sus mentionnées. In fine, si | un1 —as |< (3)" | u, — a3 | on peut par passage
a la limite déduire que la suite u,, converge vers as.

4.4.18 Analyse de 'activité des éléves

Les éléves, avant de dresser le tableau de variations commencent par indiquer que la
fonction étudiée est dérivable sur le domaine de définition, comme somme de fonctions
élémentaires, toutes dérivables. Ensuite, ils calculent la dérivée et étudient son signe en
cherchant a identifier les nombres pour lesquels cette dérivée s’annule. Une fois le signe ou
les signes que prend la dérivée connus, ils calculent les limites de la fonction aux bornes
du domaine de définition avant de dresser le tableau de variations.

Ce que les éléves écrivent

Les deux éléves commencent par donner I'intervalle I dans lequel la fonction g, est
dérivable. Ils identifient par la suite, d’aprés le théoréeme de dérivation des fonctions de
références que g, est dérivable comme somme de fonctions dérivables, la fonction linéaire
qui & x associe nx et la fonction logarithme népérien & base e qui a = assoie ninx. Les
formulations sont tout de méme différentes. En effet, certains utilisent la formulation
« toutes dérivables sur I » tandis que d’autres écrivent « dérivable sur I ». Ils utilisent
par la suite le quantificateur universel V avant de donner la dérivée sans aucune trace
de calcul pour certain. Par la suite, ils donnent le signe de dérivée en utilisant le signe
d’inégalité g, > 0 et les mots strictement positive. Une fois le signe de la dérivée donnée,
les éléves déduisent de ce signe, le sens de variation de la fonction. Par contre, nous avons
remarqué que certains des éléves utilisent la conjonction de coordination « donc » pour
conclure que la fonction est croissante sur I. De plus, ils donnent les limites dans le méme
esprit que la dérivée, c’est-a-dire, sans exhiber les calculs, comme quelque chose de triviale.
On peut remarquer une volonté chez les éléves d’écrire I’expression de la fonction entre
parenthéses devant le symbole limite. Pour finir, les tableaux de variations sont dressés. Il
est constitué de deux lignes et de deux colonnes chez certains et de trois lignes et de deux
colonnes chez d’autres. Certains éléves font le choix de g, pour exprimer ce qui varie dans
la deuxiéme ligne du tableau de variations alors que pour les autres g, (z) est choisie. Le
fait que 0 n’appartienne pas au domaine de définition est précisé par une double barre
dans le tableau par quelques éléves tout comme le fait de préciser I'existence d’un nombre
qui annule la dérivée

Ce que les éléves reconnaissent

Les éléves reconnaissent la nature ainsi que le type de fonction & dériver. Ils savent
qu’il s’agit d’une fonction somme. Aprés le calcul de la dérivée, ils reconnaissent a nouveau
la fonction % qui est la dérivée de la fonction Inz.
Ce que les éléves ont fait avec présomption

Les éléves on fait excessivement confiance a la dérivée calculer, d’autres a son signe
trouvé, pour tirer des conclusions sur les variations de g,
Les incomplétudes

Les incomplétudes sont de trois natures :
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calcule de la dérivée sans préciser le domaine de dérivabilité ;
donner du tableau de signe sans traces d’étude du signe;

donner du tableau de variations sans trace de calculs de limites ;

- o=

donner du tableau de variations a la place de la rédaction qui doit préciser les variations
de la fonction.

4.4.19 Synthése analyse de Pactivité 1

Une copie éléve parmi les trois premiéres copies analysées
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F1G. 4.7 — copie éléve sur ’étude de variation d’une fonction

Les erreurs

Les éléves ont non seulement fait des erreurs de logique dans leurs rédactions. Mais
aussi, nous avons identifié :

1. des fleches vers moins l'infini;

2. Fonction g, (z);

3. signe négatif pour la dérivée dans le tableau de variations alors qu’il est positif;
4

. écriture (nx)’ et (nlnz)" pour exprimer la dérivée

4.4.20 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre cette
tache
Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :
1. limite d’une fonction en 'infini et en 0;
2. limite infinie en un réel;

3. opérations sur les limites ;
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limite d’une fonction composée

limites d'une fonction aux bornes de son domaine de définition ;

le tableau de signe;

dresser le tableau de variations en utilisant les variations de la fonction ;

calculer la dérivée d’une fonction ;

© 0N U

le signe de la dérivée;
10. le sens de variations d’une fonction

4.4.21 Analyse de 'activité

Ce que les éléves écrivent

Les éléves, pour résoudre cette tache tatonnent. Ils affirment des inégalités sans justifi-
cations. Nous pouvons voir quelques traces de décomposition avec la fonction logarithme,
la tentative de majorer x par la fonction e*. Dans cette erreur, ’éléve tente de retrouver
le résultat en utilisant la continuité. Ce qui peut lui permettre de composer la fonction
exponentielle avec la fonction logarithme. Il traduisent le résultat de la croissance compa-
rée utilisé en plus l'infinie dans la plus part du temps, au voisinage de 0 par ces derniers
pour la fonction exponentielle et la fonction logarithme.

Nous remarquons que les éléves commencent par donner implicitement le domaine de va-
lidité. Nous pouvons lire dans des copies « soit z », « quel que soit x » par la suite, ils
précisent le domaine sur lequel ils étudient la fonction qui est en fait, la différence de deux
fonctions de x, y/retlnz. Certains éléves tentent de montrer que la fonction est d’abord
décroissante, puis croissante. Elle admet dans ce cas un minimum en 4. Le probléme est
qu’ils donnent une valeur exacte de ce minimum. Rien ne permet aprés le calcul de la
drivée. Ils affirment que la fonction prend des valeurs toutes positives. Cette conclusion
devrait venir a la limite aprés le tableau de variations qu’ils exhibent. Tout un travail
de clarification devrait étre fait en amont. Certains conclus aussi d’une maniére un peu
sombre que la fonction admet un maximum négatif pour x = 4. Le tableau de signe n’a pas
été utile pour nombre d’éléves, car tout leur raisonnement tient sur des implications et des
déductions. Le travail reste d’ordre algébrique et les équivalences sont un peu douteuses.

Ce que les éléves reconnaissent

Les éléves reconnaissent I'inégalité et I'inéquation a résoudre sur R’

Ce que les éléves ont fait avec présomption

Il faut reconnaitre qu’ils ne sont pas nombreux a avoir écrit des choses sur cette
activité. Les éléves, on fait excessivement confiance a la croissance comparée sans pour
autant respecter la régle.

Les incomplétudes

Les incomplétudes sont de deux natures :

1. utilise la continuité dans ’écriture eV® > z puis décompose les deux membres par In,
puis écrivent « croissance comparée » avant d’écrire \/x > Inz sans justifier pourquoi
ev® > 1

2. procéde par des implications sans aboutir au résultat et efface toute leur traces écrites;
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4.4.22 Synthése analyse de Pactivité 2

Une copie éléve parmi les trois premiéres copies analysées
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F1G. 4.8 — copie éléve sur la comparaison de deux fonctions

Les erreurs

nous avons identifié que :

1. les éléves partent du fait que la fonction exponentielle majore la fonction puissance.
Par une composition avec la fonction [n, ils aboutissent au résultat.

2. plusieurs raisonnements sont faux, Il s’agit plutot de chercher la différence de deux
fonctions et pour le faire, plusieurs éléves n’arrive pas a bien étudier la fonction h(z) =
f(z)”g(z) pour les mémes raisosn identifiées pour la premiére tache;

4.4.23 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre cette
tache

Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :
étude du signe d’une différence ;

croissance comparée ;

opérations sur les limites;

le tableau de signe;

dresser le tableau de variations en utilisant les variations de la fonction ;
calculer la dérivée d’une fonction ;

le signe de la dérivée et de 'extrémum ;

o N ot W

le sens de variations d’une fonction

4.4.24 Analyse de ’activité
Ce que les éléves écrivent

Les éléves, pour résoudre cette tache écrivent en premier que la fonction est dérivable
et strictement croissante sur [ et d’autres écrivent qu’elle est continue et strictement
croissante sur I. Le mot « continue » maque dans le début de la rédaction de certains
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éléves. Ils continuent par déterminer les intervalles : antécédent et image et montrent que
I’ensemble image contient zéro ou que 0 appartient a ’ensemble image. Si certains éléves
utilisent le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires pour conclure que 1’équation
admet une solution, d’autres citent la bijection sans pour autant fixer rigoureusement les
hypothéses. Le constat général est que des éléves commencent leurs rédactions de diffé-
rentes maniéres : par la continuité, par la dérivabilité ou par le domaine de définition de
la fonction. Ils concluent dans leur rédaction en précisant que la fonction réalise une bijec-
tion strictement croissante. Le théoréme de la bijection est présenté comme un corollaire
du T'V 1. Toutefois, citer le TV I au lieu du théoréme de la bijection est considéré comme
une erreur de rédaction : les hypothéses et résultats du théoréme de la bijection sont plus
précis. Dire en amont que f est continue et strictement croissante suffit pour utiliser le
théoréme de la bijection ou son corollaire : en considérant une fonction f : I — R définie
sur un intervalle I, si f est continue et strictement monotone sur I, alors pour tout y
ef(l), 'quationy = f(x)admetuneuniquesolutionx € I.

Ce que les éléves reconnaissent

Les éléves reconnaissent une tache classique qui est celle de localiser ou de chercher
une solution de 'équation f(x) = 0, une équation & résoudre sur R, la solution n’est pas
accessible par les méthodes classiques.
Ce que les éléves ont fait avec présomption

Les éléves écrire que I'équation admet une solution dans I'intervalle considéré dés qu’ils
ont écrit « f réalise une bijection »
Les incomplétudes

Les incomplétudes sont de deux natures : la rédaction n’est pas rigoureuse, en effet,
on s’attend a ce que les éléves écrivent : D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction
f réalise une bijection de ]0;+oo [ dans | — oo; 400 [. Or 0 € | — 00; 400 [. On en déduit
que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution z € ]0;+o0 |

4.4.25 Synthése analyse de ’activité 3

Une copie éléve parmi les trois premiéres copies analysées
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F1G. 4.9 — copie éléve sur la résolution de 'équation f(z) =0

Les erreurs

nous avons identifié que des éléves rencontrent des difficultés pour partir de la crois-
sance de la fonction aux calculs et interprétations des limites aux bornes. Certains d’entre
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eux qui n’arrivent pas a calculer des limites écrivent que 0 appartient a 'intervalle image
et annoncent un théoréme puis 'existence de la solution dans I'intervalle des antécédents.
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F1G. 4.10 — copie éléve 2 sur la résolution de 1'équation f(z) =0

4.4.26 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre cette
tache

Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :

1. résoudre une équation comprenant une fonction ;
2. opérations sur les limites;

3. signe de f(z);

4. le sens de variations d’une fonction.

4.4.27 Analyse de 'activité

Ce que les éléves écrivent, reconnaissent et font avec présomption et les in-
complétudes

Les éléves, pour résoudre cette tache calculent les images de nombres en encadrer,

puis le signe du produit gn(%))gn(\%ﬁ Ils évoquent par la suite le théoréme des valeurs
intermédiaires et conclus.

Le constat général est que les éléves, pour résoudre cette tache font des erreurs. Ils
énoncent sans rigueur, le théoréme de la valeur intermédiaire.
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4.4.28 Synthése analyse de Pactivité 4

Une copie éléve parmi les trois

premiéres copies analysées

S

1 I o e ' I
= (150 P e . S i
AN . .

-
T —i

A

T — .
— }_-“:-.-'."ﬁ"_ R | C- =
g

B

3 [ P = e
__-..l_r|_i' = O b | ) "-I'I|
e s —_— —_— | | e s N ;
L o — S
=l TR L = =
— s | _I_'_ T Ak o e f §
o i T
— —rr i ety by ¢ k
= [ . 5 T e
et ceola Gl
SR LR o . K
T :‘—I_I.I- *T—1 :h_dlh AT .-I .
T o LY Ty PR 2 s
o v s o Tl Uy
.3 - L zo=t II
RESHENL A bt T T ——
AN Temiae iy A '
T 2 J a1 et e . o
{_._-:.,.-_ :.' .‘.3._ ; 535 .'\'.I . 7 '_'q-l.l et —

e
Ay

F1G. 4.11 — copie éléve sur 'encadrement

4.4.29 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre

tache

cette

Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :

. continuité d’une fonction

. résoudre une inéquation comprenant une fonction ;
. théoréme de comparaison des limites ;
. théoréme d’encadrement dit « des gendarmes ou sandwich » ;

. le sens de variations d’une fonction ;

. exploiter le théoréme des valeurs intermédiaires

4.4.30 Analyse de l'activité 5

Ce que les éléves écrivent, reconnaissent et font avec présomption et les in-

complétudes

Les éléves, pour résoudre cette tache calculent les limites de 1
fini, puis ils continuent leur rédaction en utilisant les termes

— et de Ln en plus l'in-
: par le théoréme des gen-

darmes, d’autre effacent le mot comparaisons, et certains utilisent plutot I'expression
d’apres le théoreme d’encadrement, une fois que la propriété est évoquée, chacun conclut

=0

que limg, o
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4.4.31 Synthése analyse de Pactivité 5

deux copies éléves parmi les trois premiéres copies analysées
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Fi1G. 4.12 — copie éléve sur le théoréme de gendarme

4.4.32 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre cette
tache

Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :
1. théoréme de comparaison des limites;
2. théoréme d’encadrement dit « des gendarmes ou sandwich » ;

3. continuité d’une fonction

4.4.33 Analyse de 'activité des éléves ?

Les éléves, avant d’étudier la dérivabilité de ff en 0 commencent par reproduire
I'énoncé. Ensuite, certains calculent f(0)
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F1G. 4.13 — Dérivabilité copie 1

Le calcul de f(0) est trés mal fait car 1’éléve trouve 1. Logiquement, si f(0) est fini,
I’éléve peut continuer son travail. Aprés s’étre trompé, il ne s’arréte pas la et continue a
écrire : taux de variations puis, il calcule sa limite avec f(0) = 1 et & nouveau se trompe
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dans le calcul de limite. Il s’agit cette fois d’une limite de fonctions composées. Il faut
faire un changement de variables et connaitre les limites usuelles. L’éléve 2, sans aucune
trace de recherche affirme que f est dérivable en 0. et I’éléve 3 commence par calculer la
limite du taux de variations, puis écrit f(0) = 0 juste avant de reprendre le calcule de la
limite du taux de variations et trouve 0. Les traces de la troisiéme copie sont présentées
sur le document sus mentionné.

Les incomplétudes

Les incomplétudes sont de deux natures :

1. la décomposition de I'expression du nombre dérivée sans en tirer profit lors du calcul
de la limite ;

2. la donnée de 'expression du taux de variation sans suite ;

Les erreurs

1. confusion dans le calcule de limite d’une fonction composée ;
2. mauvais calcul de f(0), I’éléve trouve 1;

3. la mauvaise gestion du de ’exposant rationnel.

4.4.34 Ce qui est mobilisée par les éléves pour résoudre cette
tache

Les éléves ont mobilisé pour résoudre cette tache les connaissances suivantes :

limite infinie d’une fonction en 0;

Tangente en un point a une courbe

la position de la courbe C}, par rapport aux droites (D) et (D);

limite infinie en un réel;

opérations sur les limites;

limite d’une fonction composée

N e W=

le taux de variation et sa limite

Pour savoir si la fonction est dérivable en 0, les éléves ont calculé la limite du taux de
variations en précisant l'intervalle de x; la limite en 0 du taux de variation est plaquée
chez certains alors que d’autres utilisent un changement de variables. La limite en 0 étant
infinie, une tangente verticale existe en 0. Les changements de variables sont utilisés par
les uns tandis que d’autres se servent de la croissance comparée. Elle est évoquée par ces
derniers avant d’en déduire que I’équation z = 0 est asymptote a la courbe. Il s’agit d’une
asymptote verticale précisent les éléves.

Analyse de l’activité

Les éléves pour résoudre cette tache écrivent ce qui suit :
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Fi1G. 4.14 — Dérivabilité copie 1

En effet, certains ne justifient pas la régle utilisée pour aboutir au résultat. La réponse
leur semble triviale. Ils en déduisent de la limite nulle trouvée lorsque z devient de plus
en plus grand que la courbe représentative de f admet en 400 une branche parabolique
de direction (OI); que la droite d’équation y = 0 est une asymptote verticale a C'y.

Analyse de Pactivité 8

Les éléves pour résoudre cette tache sautent la premiére sous-tache qui est celle d’éta-
blir égalité f/(z) = 122 f(x)

puis, écrivent : dressons le tableau de variations de f puis étudient le signe de f’(x)
en résolvant 'équation 1 — 3x = 0 et font le tableau de signe de 1 — 3z d’autre affirme que
le signe de f’(x) est celui de 1 — 3z puis comme dans la tache 1 de la partie A, dressent
le tableau de variations de f. Les difficultés sont de deux ordres, certains n’y arrivent pas
pour établir I’égalité et d’autre aprés le calcul de la dérivée échouent pour étudier le signe.
Nous pouvons lire les tracent de leurs productions dans I’élément qui suit :
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Les connaissances nécessaires pour résoudre cette tache sont les mémes que celles
identifiées pour la tache 1 auxquelles ont ajoute la dérivée d’un produit et mise en raison

F1aG. 4.15 — dérivée et sens de variations

visant a montrer une relation d’équivalence.

4.4.35 Activité 8 : Tracer de Cy en prenant f(

Un repére orthonormé tantdonn, (O, 1,7), avec | i |=| j |= 1 les éléves ont produit une
courbe qui semble se rapprocher a celle attendue

s
)

n’ont pas abordés cette tache.

Analyse de Pactivité

Ce que font les éléves pour résoudre cette tache est présenté dans les éléments suivants :

F1G. 4.16 — courbe représentative

1
3

) ~ 0.5

. I faut remarquer que plusieurs éléves
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Fi1c. 4.17 — Ce que les éléves 1, 2 et 3 écrivent pour montrer la stabilité

Les éléves pour résoudre cette tache, commencent par déterminer 'image de 'intervalle
I en précisant qu’ils le font, car f est décroissante pour certains et sans aucune précision
pour d’autres. Par la suite, ils donnent les valeurs approximatives de f(%) et de f(1) qu’ils
comparent avec % et 1, puis montre que f(I) est inclu dans I aprés avoir montrer que
L pour le premier et de 1 pour le second. C’est une

f(3) et f(1) sont plus petits que 3
garantie pour montrer que f admet un point fixe. Dans la suite, les éléves utilisent les
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propriétés de 'encadrement d’un produit, d’une somme, d’une différence et d’un quotient
pour montrer que la valeur absolue de la dérivée est plus petite que % Ils essaient de
prendre en compte le fait que f(z) soit positif. Mais cette précision n’est pas suffisante
pour montrer que la dérivée est plus petite que % en valeur absolue. La tache qui consiste
a montrer que [r = a3 <= (Vz > Oetf(z) = x) ] n’a pas été traitée par la quasi-totalité
des éléves et par la suite, tente de montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
, U, € I. Voici une des productions d’un éléve (T22) sur cette tache

| L:ﬁ:‘E '
P !

L)

L=
.

L Loy R
i1

ay

-

FiG. 4.18 — Comment les éléves montre que u, €

La derni¢re production des éleves est celle de montrer que | tn—as [< (3)" | up—a |
pour en déduire que | up1 — a3 [< (3)"F! puis la convergence de la suite ainsi que sa
limite en plus l'infini. Les éléves, pour résoudre cette tache ont utilisé le théoréme des
accroissements finis appliqué & f sur I. Ensuite, le fait que f soit décroissante et minorée
par a3 pour conclure qu’elle est convergente. Qu’elle converge vers as.

4.4.36 Savoirs utilisés par les éléves pour résoudre les taches de
terminale

Apreés avoir analysé 'activité des trois éléves choisis a travers les trois premiéres copies,
nous avons élargie cette analyse au reste des copies de terminale C', puis de terminal D
et enfin nous avons observé si la tendance, c’est-a-dire, les mémes qualité et difficultés
se retrouvaient dans les traces des éléves de terminale A;, Ay, et B. Dans la suite, nous
présentons la synthése de tout ce qui a été fait par les éléves de terminale.

4.4.37 Les taches communes aux différentes séries

En terminale A et B les taches données sont de 'ordre de la recherche, d’études, d’es-
timation, de calcul ou de la détermination de I'image par une fonction, des variations, des
tangentes, des fonctions a 2 variables, des graphiques, des courbes, d’estimations d’images,
de dérivées, de signe de la dérivée, d’extremum, de limites, d’asymptotes, de sens et de
tableaux de variations.

194/279



CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

En terminale on retrouve : des taches concernant, des images, des variations, des tan-
gentes, des expressions algébriques en fonction de la variable, d’estimations, des limites,
de décomposition en éléments simples, d’asymptote, de positions relatives des courbes, de
dérivée et de signe dérivé, de sens de variations et de courbes représentatives.

En terminale D on retrouve des taches portant sur des primitives, le domaine de définition,
la courbe, 'asymptote, 'extremum, 'image, ’antécédent, les extremums, la monotonie, la
convergence, la nature d’une application, I’expression d’une suite, la limite, les variations,
la majoration, le signe de la fonction, la dérivabilité, la continuité, I'étude d’une fonction,
le tableau de variations, la tangente et la représentation graphique.

En terminale C' on retrouve parmi les taches qui ont été données aux éléves et qui ont
servi de base pour notre recherche : les suites de fonctions, le récurrence, la domination, le
convergence, le sens de variations, le calcul de limites, les suites adjacentes, le tableau de
variations, la valeur intermédiaire, I’extremum, la limite et I’encadrement, la dérivabilité
et son interprétation graphique, la limite et son interprétation graphique, le calcul de déri-
vée, le tableau de variations, la représentation graphique, les images directe et réciproque,
la majoration de la dérivée, le point fixes, les formule de récurrence pour approcher une
racine, ’ensemble de définition et image, I'accroissement fini, application k£ contractante,
le sens de variations et limite d’une suite de fonctions.

Aprés avoir identifié toutes les taches données aux éléves de terminales dans chaque série,
nous présentons notre synthése des taches communes. Elles nous serviront par la suite de
points d’encrage pour identifier les connaissances qui sont mobilisées par les éléves de ter-
minale dans le sens de niveau de réussite de I'éléve devant la tache. Quelles sont les taches
qui ont été bien traitées par les éléves? C’est le travail que nous allons présenter dans la
suite. Bien avant, nous donnons quelques précisions sur le niveau de fonctionnement de
la connaissance qui a été sollicité par la tache chez les éléves.

4.4.38 Sur les limites

L’éléve de terminale détermine la limite d’une somme, d’un produit, d’'un quotient
de deux fonctions par comparaison, par encadrement et par croissance comparée. Il fait
le lien entre limites et comportement asymptotique; appréhende la notion de continuité
d’une fonction ; exploite le théoréme des valeurs intermédiaires; approcher une solution
d’équation par 'algorithmique qui peut étre une formule de récurrence consistant a prou-
ver qu’'une fonction converge vers sa limite finie en +oo. Il 1éve une indétermination pour
étudier une limite.

4.4.39 Sur la dérivée et la continuité

L’éléve calcule la dérivée d’une fonction. Il détermine certaines caractéristiques d’une

fonction a partir de sa dérivée. Dérive une fonction composée ; dérive une fonction avec
les puissances. Il détermine le domaine de dérivabilité d’une fonction.

4.4.40 Sur les fonctions

I’éléve utilise les calcules avec les puissances ; détermine une limite de fonction ; étudie
la continuité et la dérivabilité d’une fonction; calcule la dérivée d’une fonction ; étudie
les variations d’une fonction ; applique les théorémes des valeurs intermédiaires ; de la bi-
jection et de gendarme. Il utilise la croissance comparée ; calcule des limites aux bornes;
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calcule des limites du taux d’accroissement ; résout des équations et des inéquations com-
prenant les fonctions; utilise les relations fonctionnelles en composant les suites avec des
fonctions. Connait I’allure de la courbe et trace la représentation graphique de la fonction ;
étudie des fonctions composées.

4.4.41 Quelques chiffres sur les savoirs utilisées par les éléves de
terminale

4.4.42 Niveau de fonctionnement des connaissances visées en ter-
minales littéraires

Nous présentons ici, les résultats de notre analyse du niveau de mise en fonctionnement
des connaissances visées chez les éléves de terminales littéraires pour résoudre la tache
sur les fonctions. Les résultats sont consignés dans un tableau dans lequel vous pouvez
lire pour chaque sous tache, le niveau de fonctionnement visé. Pour ce niveau, les taches
sollicitent 58% de techniques 31% du mobilisable et 12% du disponible.

Miveran deemise on fonctionnemant des connaissances sar

Ies tomctions en terminale literairs

LT [EeHET AN E B P

F1G. 4.19 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en terminales Al et B

Les données qui nous ont permis de réaliser cette représentations graphique sont consi-
gnées dans le tableau ci-dessous
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HivaaLx de mise en fonctionnement
Sere A et 2| Tickes techrigque |pachilisabie | Dispariblo
4 . 1. . -
E] 1
4 1 1
Fxarcloa 2 | |
2.0 1 1
2. b 1 i
Exercica 3
A
b
4.4
4. b

— = |

Lwurcice 4
1.3
1.b
1.c
1.d
7.8
.h

2.0
2. i

Total 15 B 3
Uourcentage | 58% 31% 1%

= == = =

F1G. 4.20 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en Terminale littéraire

Pour la classe de terminale A2 nous observons que le niveau mobilisable est plus
sollicité qu’en terminale Al et B. Cela montre a suffisance que les éléves de terminale A2
peuvent étre en difficulté pour rapport a ceux de terminale BetAl

Milveal g mise en lorclionieement des connaissardas sdr e

fanctians en termingia &2

Fechnese Felririginle

F1G. 4.21 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en terminales A2

Les données qui nous ont permis de réaliser cette représentations graphique sont consi-
gnées dans le tableau ci-dessous
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Fi1G. 4.22 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en Terminale A2

En terminale D cette tendance reste maintenue. Le niveau de fonctionnement visé
reste plus des domaines mobilisables et technique.

M2l de mise an fonctionnemsant des ConnaiEsances sur les
faretions en termdnale 0

Bririppe Foh 1hi= Lyl

F1G. 4.23 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en terminales D

Les données qui nous ont permis de réaliser cette représentations graphique sont consi-
gnées dans le tableau ci-dessous
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Miveaux do misa en fanchannement
Série D Taches Technigue | Mobilisazle | Disponitile
Exargice 1
1a,b,c,d 1
2.8,b, g, d 1
N 1 1
b 1 1
4rC 1 1
i :
Exerpice 2
151 1 1
12 1 1 1
1L 3 b} 1 1
Fxerclce 3
1.3 1
1. b 1
.G 1 1
2.8 1 1
ihb 1 1
Lo 1 1
Exercice 4
1.3 1 1
1kb 1 1
1. 1 1
La 1 1
Z.4 1 1
b 1 1
Tolal i3 23 3
Pourcentane a7 3 57 B 21.05%

FiG. 4.24 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en Terminale D

En terminale C le niveau de fonctionnement visé est disponible. Nous pouvons le
remarquer sur le courbe ci dessous :

Mireemau de mise en fonctichnement des connaissances s

r :
ex fonciiore e berminabe ©

N

BT LE Womhzabia Fsponibee

F1G. 4.25 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en terminales D

Les données qui nous ont permis de réaliser cette représentations graphique sont consi-
gnées dans le tableau ci-dessous
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Hiveaue de rize en fonclicnrement

Seme O Taches Techaigqize | Mokilisable | Disponible
1 1 1
2
La 1
L b 1
2
2 i
1.a 1 1
1.hb 1 1
L.t 1
Partie 4 _
1 1 1 1
3 :
.8 1 i
b 1 1
R 1
FPartle 8
1 1 1
2 1 1 i
F.a I 1
3.b 1 1
st 1 1
Parkie C
1.3 1
1.k 1 1
Le 1 1
5 5
L@ 1
Zh 1 1
3.t 1 i ]
3. 0 1 !
atal | B =
Pourcentape | 47 ,36% 5785 21,055

FiG. 4.26 — Fonctionnement des connaissances sur les fonctions en Terminale D
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4.5 Corpus 001 de de seconde

4.5.1 Analyse de la tache 1 et de 'activité
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Fia. 4.27 — Exercice donné & des éléves de troisiéme en France

4.5.2 Analyse de la tache

Il s’agit d’une interrogation écrite donnée a des éléves de troisieme aprés le BEPC
blanc en France. Ces copies ont été égarées aprés analyse. Nous prsenton juste ce que
nous avons pu observé sans toutefois considérer ces résultats pour cette recherche. Les
questions 1 : déterminer pour quelles valeurs de AM 'aire de M N PQ est égale & 10 cm?;
2 : Déterminer 'aire de MNPQ lorsque AM = 0.5¢m et 3 : Pour quelle valeur de AM I'aire
de M N P(Q) est-elle minimale ? Sont fermées et bien formulées. La technique est indiquée.
En effet, on demande a 1’éléve de résoudre le probléme par lecture graphique et non par une
autre méthode. Au début de la tache, on peut observer une figure géométrique qui peut
étre considérée comme intru ou moyen de controle du résultat. Juste aprés, on retrouve
une représentation graphique cartésienne. La méthode de résolution est donnée. Il s’agit
d’utiliser la représentation graphique. L’éléve doit non seulement trouver l'antécédent
connaissant I'image, mais également I'image connaissant ’antécédent et enfin identifier
les extrémums pour donner le minimum, l'aire minimale, graphiquement. Le repére ne
semble pas étre orthonormé. La figure géométrique donnée au début de I’énoncé peut
juste aider pour valider le résultat si 1’éléve cherche a trouver les solutions avec une
expression littérale ou par les nombres en utilisant les propriétés métriques. X varie de
0 a 5 et 'aire est positive, ’allure de la courbe montre que I’aire diminue pour ensuite
augmenter lorsque x prend les valeurs allant de 0 & 5. Le niveau de fonctionnement ici est
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de l'ordre de la familiarité, purement technique. Il s’agit de lire ’abscisse et 'ordonné d’un
point. Une simple modélisation est a faire. Elle nécessite la mobilisation de la variation,
des extremums, de la courbe, du processus qui a z associe f(z) ainsi que de la dépendance,
de la représentation graphique, des notions de croissance, de décroissance, de monotonie
d’une fonction, de maximum, de minimum d’une fonction sur un intervalle, de courbe
représentative, de courbe d’équation y = f(z) est 'ensemble des (z;y).

4.5.3 Analyse de I’activité de fin de cycle 4

Ce corpus a été égaré suite a nos multiples déplacement et n’a qu’une valeur indicative
pour ce travail. Pour résoudre la premiére sous tache, les réponses a la questions 1 des
éléves interrogés sont les suivantes : C'L écrit : d’aprés le graphique, pourque 'aire de
MNPQ soit égale & 10 em? AM doit mesurer 3cm. sans annoncé qu’il lit directement CG
écrit contrairement a CL : les valeurs de AM quand MNPQ est égale & 10 cm? sont 1 ¢cm
et 3 cm. V E tente justifier sa réponse en écrivant : les valeurs sont de 3cm et 1em car on
voit que sur le graphique 1 et 10 sont alignés et que la courbe passe sur la ligne 1 et 10.
Elle passe également sur la ligne et colonne 3 et 10. F'L utilise « si, alors, est de, ou » dans
sa réponse, il écrit : Si I'aire de MNPQ est égale & 10 em?, alors la longueur du segment
AM est de 3 cm ou de lem. GH utilise la formulation L’aire de MNPQ est égale & 10 cm?
quand AM est égale & 1 cm ou 3 cm. LA commence par écrire, les valeurs de AM, snas
une suite logique écrit : I'aire de MNPQ est égale & 10 cm? est de 1em. Donc conclut-il,
AM = lem et AM = 3em. MJ commence par écrire : aire de M N P(Q) sa valeur et
de 1 cm car 10 em? égal 1 cm. ce qui est totalement ambigu. GE quant a lui répond a
la question dans le méme sens que CL. dans sa rédaction, il précise que la réponse a été
donnée d’aprés la représentation, graphique. FBC choisit d’écrire : Quand 'aire de MNPQ
fait 10 cm?, AM fait 1em ou 3em. I'usage du ou est assez intéressante car indique la donnée
des deux solutions d’une équation de degré deux. ZS donne directement la réponse 3cm
car MNPQ égale 10 em?. Il confond aussi MNPQ et I'aire M NPQ.V M, FH, TN donnent
AM a partir des mesures de 'aire de MNPQ sans justification.AA a redu une copie vierge.
OB Commence par utiliser le mot « quand » : quand AM est égale & 1em ou 3em, 'aire
de MNPQ est égale a 10cm?. AM doit faire 1emou3cem pour obtenir 10 em? d’aire est la
formulation choisie par ZJ.MO écrit : I'aire du carrée M N PQ est égale a 10cm? lorsque
la longueur AM mesure 3 cm. DC donne une seule valeur parmis les deux qui vérifie une
aire égale & 10 em?. Il donne seulement la valeur 1em. Pour SM, SNa, SNi, KJ, CE nous
retrouvons la formulation : la (les) valeur de AM pour que M N PQ est (soit) égale & 10
em? sont lem et 3em.

Pour la deuxiéme sous tache (réponses questions 2) les éléves écrivent : C'L : d’aprés le
graphique, lorsque AM est égale & 0.5 cm 'aire de MNPQ est 12cm. L’éléve CG, VE
n’introduit pas sa réponse par, d’aprés le graphique, il écrit : 'aire de MNPQ lorsque
ADM est égal & 0.5cm est de 12em?. VE répond a la question comme CG.EL utilise la
méme formulation que CL en prenant le soin d’ajouter "alors". Il écrit : lorsque AM est
égale & 0.5cm, alors aire du carrée MNPQ est de 12 em?. GH écrit : L’aire de MNPQ
est de 12cm? lorque AM est égal & 0.5¢cm. LA pour répondre a la question écrit ceci :
L’aire de MNPQ lorsque AM est égale & 0.5¢m est d’un peu prés 13.5¢m, puis il efface ce
résultat pour enfin garder la réponse 12 cm?. sans préciser qu’il utilise le graphique, MJ
écrit que Iaire de MNPQ en cm? lorsque AM est égale & 0.5cm est de 12cm. GE écrit :
selon le graphique, 'aire de MNPQ est d’environ 12 ¢m? lorsque AM est égale & 0.5cm,
contrairement a CL qui utilise le mot « d’aprés ». Quand AM fait 0.5¢m, 'aire de MNPQ
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fait 12 cm? est la formulation de FBC. ZS répond de la maniére suivante : Quand AM égale
0.5c¢m, I'aire de MNPQ est 12em. VM,FH, TN, ZJ donnent l'aire a partir des mesures
de AM sans justifications. Pour la deuxiéme tache, il utilise le théoréme de Phytagore,
sachant que le triangle MBN est rectangle en B. Il écrit dans la suite : sachant qu’on
veut l'aire du carrée, on peut s’arréter ici. L’aire du carré MNPQ lorsque AN = 0.5¢m
est 12.5cm? alors que d’aprés le graphique cette aire serait....Il1 ne termine pas sa phrase.
Plus loin en fin de copie, il écrit : approximativement. pour dire dire que le graphique
nous donne une valeur approximative. MO répond sans donner d’indications par : 'aire
du carré MNPQ est égale & 12cm? lorsque la longueur AM mesure 0.5¢m. Pour répondre
a la deuxiéme question, DC utilise le symbole sensiblement égale & 12 cm?. Il n’utilise pas
I’élément de controle qu’est le carré donné plus haut. SM, SNa, SNi, KJ,CE écrivent :
'aire, de MNPQ lorsque AM est égale a 0.5 cm est de 12 cm?

Enfin pour la troisiéme sous tache (réponse question 3), les éléves écrivent ; C'L : aire de
M N PQ est minimale lorsque AM est égale & 2cm. Daire est 8 cm?. Sans faire référence
dans sa rédaction au graphique, I’éléve C'G écrit : ’aire minimale de M N PG c’est quand
ADM est égal & 2cm. Donc laire est de 8cm?. VE écrit : La valeur de AM est de 2 et la
valeur minimale est de 8. La réponse de FEL est la suivante : 'aire du carrée M N P() est
minimale lorsque AM est égale a 2cm. L’aire de M N PQ est alors de 8 em?. GU utilise
la formulation : L’aire de M N P( est minimale pour AM égale a 2cm. Elle fait donc
8cm?.Pour LA, laire de M N P(Q est minimale quand AM est égale & 2cm. Cette aire est :
MN PQ = 8cm?, il confond évidement 1'aire de M N PQ et M NPQ. M J utilise plutot la
formulation suivante : La valeur de AM pour laquelle 'aire de M N P() est minimale est
de 4cm alors I'aire est de —15¢m?. 11 donne une valeur négative a une aire. Contrairement
a CL, GE commence par écrire : I’aire minimale de M NPQ est 8 cm?. Pour conclure de
la maniére suivante : La longueur AM, elle, & ce moment 1a est de 2cm. Pour répondre
a la derniére question F'BC ecrit : L’aire de M N P(Q) est minimale quand AM fait 2cm.
Cette aire fait 8 cm?. Pour laire minimale de M N PQ écrit ZS, AM égale 2cm et M N PQ
égale 8 cm? . le méme soucis concernant la distinction en M N PQ et I'aire de M N PQ se
fait également sentir auprés de ZS;V M écrit que I'aire minimale du carré M N P() est
obrenue lorque AM mesure 2cm. cette aire est de 8 em?. FH écrit : pour AM = 2cm
l'aire de M N PQ est minimale, cette est alors de 8 cm?. 1l a oublié le mot aire. TN quant
a lui répond : La valeur de AM la plus basse est AM = 2cm car Daire de M N PQ) est
de 8 em?. ZJ écrit : AM doit faire 2cm pour que Paire de M N P(Q soit minimale. On
observe alors que I'aire ' M N PQ fait 8 cm?. Pour la tache 3, MO écrit que I'aire du carrée
M N PQ est minimale lorsque la longueur AM mesure 2cm. L’aire est alors de 8 em?. MR
a rendu une copie vierge. DC, répond simplement & la question en écrivant que 'aire est
minimale pour AM égale 2 cm?. Elle est égale a 8 em?. SE,SM,SNa, SNi, KJ écrivent
pour répondre & cette question : La valeur de AM pour lair (e) minimale de M N PQ et
de 2cm. cette aire est de 8 em?. CE ajoute aprés une formulation identique & celle de KJ
que cette aire est alors 15cm? ce qui est évidement faux. Il termine sa rédaction par : Je
n’ai pas bien compris de ce qu’il fallait faire.

La connaissance pour cette tache

La connaissance ici est le modéle de la courbe. Grace a cette courbe, a ce modéle,
on peut résoudre en un seul coup, non pas un seul probléme, mais plusieurs. C’est une
tache qui permet & I'éléve de comprendre la dimension modéle (possibilité, proposition)
d’une fonction dans sa capacité a donner des résultats approchés et généraux. Les éléves
utilisent la courbe représentative comme un algorithme. Si nous reprenons la réponse de
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Fonctions au secondaire CHAPITRE 4. LE CORPUS

I’éléeve V E : les valeurs sont de 3 et 1 ¢cm car on voit que sur le graphique, 1 et 10 sont
alignés et que la courbe passe sur la ligne 1 et 10. Elle passe également sur la ligne et
colonne 3 et et 10.

4.5.4 Analyse de la tache 2 et de ’activité éléve
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Fi1G. 4.28 — Courbe et fonction

4.5.5 Analyse de la tache 3 et de 'activité éléve

Sl o Fearben b B pa i) - - B0
SRR s ondras ek ke oo
LU E T O R T L

Mavsa cemiie ] -Meimie - ool g o 2 T
e b b ket

ACsapm e ceddn con e T e
L el WLt (R e i RE= 1 (R |

F1G. 4.29 — Variations d’une fonction

La tache 3 rentre dans le contexte d’étude d’une fonction polyndéme de degré 2. Par
définition, elle est définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ on a, b et ¢ sont des nombres
réels donnés avec a différent de 0. Pour étudier ses variations, les éléves devraient avoir
comme connaissances disponibles le fait que :

1. si a est positif, f est d’abord croissante, puis décroissante.

2. si a est négatif, f est d’abord décroissante, puis croissante.

C’est la démonstration de cette propriété qui est la tache a réaliser. En effet, soit f une
fonction polynome de degré 2 définie sur R par f(z) = az® + bz + ¢ avec a non nul.
L’éléve doit montrer que f est croissante pour certaines conditions réalisées par x; et par
x5 sur les intervalles [ — 2= +00 [ et ] — oo; 2= |. Ainsi il doit étudier les variations de f
en calculant f(z1) — f(z2) et donner le résultat sous la forme a(z1 — z2)(z2 + 2 + ). Or
pour a positif par exemple, 1 — x5 et x5 + x5 + g strictement positif donc f(x; — f(x9
est positif [ — %; +oo [. L’éléve peut montrer de la méme maniére le sens de variation de
f sur 'autre intervalle. Le cas a négatif étant similaire.

Nous allons dans la suite montrer ce que les éléves de seconde de France écrivent pour
résoudre cette tache et faire une toute petite comparaison avec ce que les éléves de seconde
S du Gabon écrivent pour la tache pour enfin identifier les connaissances mobilisées par
les éléves de seconde sur les questions de variations.
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CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

4.5.6 Activité de ’éléve de seconde en France

Fi1G. 4.30 — Copie élével de seconde en France
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Fi1G. 4.31 — Copie éléve2 de seconde en France
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FiG. 4.32 — Copie éléve2 suite seconde de en France

4.5.7 réponse éléves 1, 2, 3
Question 2.a
ce que I’éléve 1 de France écrit

Nous remarquons que éléve 1, pour résoudre la tache, commence par écrire une pro-
position assez difficile & comprendre a strictement inférieur b implique f(a) supérieure ou
égale & b on a x; > z, ensuite,il se trompe dans le calcul de f(z3) — f(x1) mais plaque
pourtant le résultat attendu. Pour résoudre la sous tache 2.a, il écrit : soit xietrs deux
nombres tels que z; inférieur ou égal & x5 on a donc xy — xy strictement positif. Alors
qu’au départ l'inégalité était large. Il continue sa rédaction par : avec x; + 1 supérieur
ou égal a 1 et x5 + 1 supérieur ou égal a 1 alors x; + x5 + 2 est supérieur ou égal a 0.
Il écrit une ligne plus bas que f(z2) — f(z1) est supérieur ou égal a 0. Il ne s’arréte pas
la. C’est-a-dire & la donnée de la réponse a la question posée. Il précise a nouveau les
intervalles auxquels appartiennent xqetxs et écrit a la suite : donc —1 < x; < x5 alors

f(x2) — f(z1) > 0.
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CHAPITRE 4. LE CORPUS Fonctions au secondaire

ce que I’éléve 2 de France écrit

I’éléve 2 écrit : on sait que xo — x1 est positif ou nul et que x9 4+ 21 est positif ou nul
car To > —1 et 1 > —1 donc (v — x1)(x2 + 21 +2) >0
Sizy > x> —1alors f(rz) — f(21) >0
Ce que 1’éléve 3 de France écrit

Si zy < @y alors f(x1) < f(xe2) donc f(xe — f(x1) >0

Question 2.b
Ce que 1’éléve 1 de France écrit

Ty < gy <= f(x2)— f(x1) > 0 On peut en déduire que f est croissante sur [ — 1; 400 [.

Ce que 1’éléve 2 de France écrit

Je peux en déduire que la fonction f(x9) > f(z1) donc la fonction est croissante sur
Iintervalle | — 1;+o0 [.
Ce que 1’éléve 3 écrit

Sur [ — 1; 400 [.la fonction est croissante

Sous tache 3
Ce que 1’éléve 1 écrit
Sachant que f est croissante sur [ — 1; 400 [ & l'inverse sur | — co; —1 |, elle sera for-
cément décroissante.
Ce que 1’éléve 2 écrit

11 < x9 < —1 on sait que x9 — x1 est positif ou nul et que x9 + 71 est positif ou nul
car xy > —letx; > —1 donc (z9 — x1)(xe + 21 + 2) > 0 donc la fonction est décroissante
sur lintervalle | — oo; —1 |

Ce que 1’éléve 3 écrit

Si f est sur | —oo;—1] alors x; < x5 mais f(z; > f(zy la fonction inverse Iordre.
Elle est donc décroissante.
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Chapitre 5

Résultats : les connaissances mobilisées
par les éléves

5.1 Résultats 01 : la définition de la notion de fonction
n’est pas assimilée par les éléves du secondaire

La fonction est définie comme : une application : affine, doté d’un lieu, du plan dans le
plan (23%) ; forme numérique (0.9%) ; correspondance (1.8%) ; suite (0.9%); un nombre
(0.9%) ; un réel (1.8%); un ensemble de réels (1.8%), d’éléments (03%) une composée
(0.9%) ; un nombre imaginaire (0.9%) ; un élément (0.9%); un calcul qui se fait (0.9%);
une expression mathématique (1.8%) ; un polynome (3.6%) ; un outil (0.9%) ; une équation
(1.8%) ; je ne connais pas (2.7%) ; une variable (0.9%) ; une opération (1.8%) ; une droite
(0.9%) ; une association d’éléments (0.9%) et le reste sans aucune réponse.

5.2 Reésultat 02 : les éléves du secondaire sont arrivés a
un niveau algorithme de 1'utilisation des fonctions

L’algorithme, lorsque les éléves du secondaire utilisent les fonctions, est, ce qui repré-
sente I’organisation de leur activité. Face a une tache d’une certaine classe et pour laquelle
on va aboutir aprés un nombre fini de pas soit & une solution s’il existe une, soit a4 une
démonstration s’il n’existe pas de solution, les algorithmes utilisés par tous les éléves sont
les suivants :

5.2.1 Pour étudier la dérivabilité en 0

Les éléves du secondaire commencent par écrire la formule permettant le calcul de la
limite du taux de variation. Puis, ils calculent cette limite. Exemple, le candidat 716255
écrit ce qui suit :
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ELEVES Fonctions au secondaire
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Fi1G. 5.1 — calcul du taux de variation du candidat 716255, Bac C' 2021.

11 utilise les mots « par somme » ; « alors », pour donner la valeur de la limite. Ensuite,
si la limite du taux de variation est finie, Il conclut que le fonction est dérivable en 0.
Sinon, il conclut que la fonction n’est pas dérivable en 0. Exemple
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FiG. 5.2 — Conclusion candidat 716255 sur la dérivabilité en 0, Bac C 2021
. Enfin, I’algorithme utilisé par le candidat précise si la courbe représentative de la
fonction admet une tangente ou une demie tangente en 0.

5.2.2 Pour donner les points fixes

Tous les candidats observés ont utilisé le méme algorithme pour répondre & une ques-
tion qui demande un algorithme différent. En effet, la notion de point fixe n’est pas
mobilisées par les éléves et par les enseignants. Cette question a posé de débats chez les
éléves et chez les enseignants. Voici ce que les éléves mobilisent comme connaissance pour
répondre a cette question :
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Fi1G. 5.3 — Points fixes de deux courbes, Bac C' 2021

Les candidats, pour étudier les points fixes commencent par écrire une égalité entre
les deux fonctions représentées par les courbes étudiées (f(x) = g(x). puis résolvent une
équation (f(x) — g(z) = 0), qui admet pour racines, les abscisses des points fixes.

5.2.3 Pour calculer la dérivée

Les algorithmes utilisés par les candidats dans ce cas sont assez différents. Ils dépendent
de la question d’une part, du candidat et de 'institution d’autre part. En effet, il se peut
qu’on demande aux candidats de montrer que la dérivée est égale a celle qui leur est donnée
dans le sujet. C’est une formulation récente de la tache, car les éléves qui ne parvenaient
pas a trouver la dérivée avaient du mal a continuer le probléme. Dans ce premier cas,
le calcul de la dérivée est direct. Le candidat n’a pas besoin d’écrire une longue phrase
précédente le calcul de la dérivée. Cette phrase apparait dans le cas ot la tache serait
le calcul de la dérivée pour I’étude des variations de la fonction. Voici un exemple de
Ialgorithme éléve.
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F1G. 5.4 — Calcul de la dérivée, Bac C 2021

Les candidats commencent par identifier le type de fonction (somme, produit, com-
posée, etc.). Puis, ils écrivent la fonction sous la forme (UV pour le cas observé. Puis
écrivent la forme de sa dérivée U'V + UV'. Puis calculent la dérivée.

5.2.4 Pour dresser le tableau de variations

Les éléves, pour dresser le tableau de variations, commencent par écrire la fonction
dérivée. Puis, étudient sont signe, dresser le tableau de variations en indiquant les signes
de la dérivée, les variations de la fonction par des fléches, les limites de la fonction aux
bornes ainsi que certaines valeurs remarquables. Ils existent plusieurs variantes. Nous
présentons dans la ci-dessous les algorithmes de quarante candidats.
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F1G. 5.5 — Dresser le tableau de variations, Bac C' 2021

Le candidat 716561 a utilisé une procédure différente de celle des autres candidats. Il
a étudié le signe de la dérivée et fait le tableau de signe en comme suit :
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F1G. 5.6 — étude du signe de la dérivée, Bac C' 2021

Plus loin, il donne les variations de la fonction qui est d’abord strictement décroissante
puis strictement croissante avant de dresser le tableau de variations. Puis calcule les limites
aux bornes. Ce qui est intéressant est qu’il fait dresse juste aprés un tableau de variation
bienque plus haut, il avait déja donné les variations de la fonction
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F1G. 5.7 — tableau de variations version 2, Bac C' 2021

Le candidat 716561 utilise, comme la majorité des candidats f,(x) dans la ligne trois
du tableau. Seuls les candidats 716581, 716516, 716413 utilisent f,,. Les candidats 716287,
716340,716446 et 716321 n’ont rien renseigné dans la ligne 3.

5.2.5 Pour tracer des courbes

Pour construire des courbes, les éléves commencent par écrire les fonctions étudiées.
Puis tracent les deux axes du repére, tracent les tangentes et placent les extremums locaux.

Puis tracent les courbes.
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Fic. 5.8 — Tracer des courbes, Bac C' 2021

5.3 Résultat 03 : les erreurs des éléves sont imprévi-

sibles.

Les éléves font trop d’erreurs, ce constat est d’ordre général. Ils se trompent plus sur :
la manipulation des notations; l'utilisation de la croissance comparée; 'interprétation
graphique d’un résultat, 'utilisation du théoréme de la bijection.

5.3.1 Reésultats 04 : L’entrée par les taches, pour identifier les
savoirs mobilisés par les éléves est la meilleure.

Au regard des observations et analyses des différents corpus surtout cété enseignants,
les enseignants font eux-mémes face, & des difficultés sur la notion de fonction. Il serait
donc souhaitable d’éviter 'entrée par les définitions, mais plutdt par la tache & un niveau
du secondaire en ce qui concerne les fonctions. Les définitions peuvent étre introduites au
moment de I'institutionnalisation.
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5.3.2 Résultat 05 : la conformité de voir f ou f(x) dans un tableau

la conformité de voir f ou f(x) dans un tableau de variations n’est pas forcément en
rapport avec une épistémologie, mais plutot avec une histoire. Et si tu ne connais pas
I'histoire, tu es dans la croyance que f ou f(z) est mieux indiquée. C’est aussi le cas du
corollaire de la bijection a partir du moment ou les éléves ne pouvant pas parler de la
bijection de maniére rigoureuse, utilisent le théoréme des valeurs intermédiaires.
Qu’est ce qui varie g ou g(z), f, ou f/ 7 Dans un sens, ¢’est bien la variation d’un réel, ¢’est
bien un réel qui bouge, c’est g(x) qui bouge quand x bouge. Il s’agit d’une représentation
schématique de la courbe, la lecture de g(z) se fait suivant celle de x. Que ce soit g(x) ou g
ne géne pas. De plus dans les manuels, les deux notations sont utilisées. En effet, il y a une
vérité sous-jacente la-dedans, nous ’avons évoqué dans la partie portant sur I’histoire des
fonctions qui est que, dans 'analyse, x, y, z sont des quantités qui décrivent un phénomeéne
qui lui-méme dépend du temps. Il y’avait une variable sous-jacente qui dépend du temps
t et x était aussi une variable. Ce qu’on précise ici, c’est comment y, un certain y, une
certaine quantité y, varie en fonction de z. Sachant que, d’'une maniére implicite tant z
que y varient en fonction de ¢. Mais ce qui nous intéresse, ce n’est pas la maniére donc
chacune varie en fonction de ¢, mais la maniére dont I'une varie relativement a ’autre.
Donc ce qui s’est passé est qu’'une tradition bien ancrée voulait que z puisse devenir a
un certain moment une valeur. Dans ce cas, il fallait écrire précisément la phrase, pour
une valeur de x donnée (x0 chez Cauchy, valeur donnée). A 'opposé, x pouvait également
étre une variable. Du coup, lorsqu’on écrit g(z), g(x), c’est la fonction. Sachant que z est
une variable, ¢’est une autre variable g(z) qui est décrite comme une fonction de x. Le
gros probléme, ce & quoi nous sommes confrontés, le probléme rencontré est qu’il y a eu
une volonté du groupe Bourbaki de vraiment mettre de l'ordre. A partir de cet instant,
I'objet, c’est g. Nous oublions le temps et si jécris quelque chose en fonction d’autres
choses, ce que je suis en train d’identifier, c’est un objet. Je lui donne un nom qui est g.
Et lorsque j’écris g(x), il faut comprendre que ce que j’obtiens, c’est que g étant congue
comme une fonction, dans ¢ il y a quelque part une case vide et cette case vide, si je la
rempli avec une valeur, j'aurai un nombre réel x, alors j’obtiens un notre nombre réel que
je peux appeler y. Il y’a eu cette volonté qu’on peut défendre. Le probléme, c’est qu’elle
n’a pas eu lieu a 100% comme pour la plus part des grandes réformes. Ce type d’histoire
au sens des événements a toujours comme conséquence, de créer des comportement valides
ou pas, des maniéres de faire, des praxéologie qui sont vraies ou pas.

5.3.3 Résultat 06 : I’écriture des éléves est non standard pour
valider les résultats.

Tous les éléves & partir de la classe de seconde, bien que dans la méme classe ou dans
le pays ou dans le méme systéme éducatif, n’écrivent pas la méme chose pour répondre a
une méme question. Ce résultat englobe en quelque sorte tout ce que nous avons observé
chez tous les candidats.

5.3.4 Reésultat 07 : la dérivation différentie suite et fonction.

Méme si les suites peuvent étre considérées comme des fonctions, mais il y a des
techniques particuliéres pour les suites et pour les fonctions, les fonctions sont un préalable
a des questions comme la dérivation.
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CHAPITRE 5. RESULTATS : LES CONNAISSANCES MOBILISEES PAR LES
Fonctions au secondaire ELEVES

5.4 Résultat 08 : Le passage du calcul de la dérivée au
tableau de variation d’une d’apparence si simple
reste le probléme des éléves de terminale

Les éléves échouent sur ’étude de fonction tout simplement parce que les deux objets
intermédiaires a ce niveau ne sont pas maitrisés en méme temps par la majorité les éléves.
Le passage du calcul de la dérivée au tableau de variations d’une d’apparence si simple,
reste le probléme des éléves de terminale. En effet, ils réussissent les deux difficilement.
Si échec il y a, c’est précisément a ce niveau que tout se détermine.

5.4.1 Reésultat 09 : les candidats ne parviennent pas & résoudre
les problémes en analyse au baccalauréat.

Sur ’étude de fonction, seuls les candidats 716433, 716418, 716438, 716484,716586,716592,
716446, 716537, 716536 ont 20,/20 au probléme d’analyse portant sur 1’étude de fonction
soit 1 éléve sur 3 parmi les meilleurs éléves et 9/766 soit 2 éléves sur 10 parviennent a
étudier comme attendu la fonction. L’enseignement de la notion de fonction est donc a
revoir et & prendre au sérieux. Les choses ne sont pas aussi simples pour les éléves comme
cela parait. Les erreurs sont plus d’ordre calculatoire.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Revenons sur notre questionnement initial. Notre préoccupation premiére est celle de
la définition du concept fonction, des savoir-faire et des savoirs-exprimés des éléves du
secondaire sur cette notion, les raisons et les conditions historiques et épistémologiques
des évolutions de la conception de la fonction ainsi que les conditions et les contraintes de
'enseignement de la fonction dans les classes. Hermann Weyl (1927) dit je cité : « Personne
n’a jamais su expliquer ce qu’est une fonction ».

Analyse Historique

Nous avons tout d’abord mené une analyse historique de la notion de fonction dans
une perspective épistémologique et didactique pour dégager les différentes évolutions de la
définition de la notion de fonction. En effet, nous constatons que les descriptions verbales
du comportement des fonctions sur I’'un ou ’autre ensemble de valeurs de la variable indé-
pendante sont généralement utilisées et que la logique mathématique moderne a découvert
des difficultés essentielles inhérentes a la définition universelle, donc non-algorithmique,
dune fonction.

Une analyse historique de la construction de la notion de fonction nous a montré que,
pour ce qui est des fonctions, on doit initialement avoir en esprit les concepts trés généraux
de correspondance, de relation de correspondance, de régle, d’expression, de dépendance,
de covariation et d’ensemble sans pour autant s’inquiéter sur ses paradoxes. Nous no-
tons donc que la toute premiére connaissance & mobiliser par les éléves est « la notion de
fonction comme reliant deux ensembles ». C’est la base de la plupart des difficultés des
éléves. En effet, le formaliste introduit le concept de fonction, totalement dénué de sens
pour certains éléves, comme exemples : ensemble dont les éléments sont les points d’es-
pace ; variations d’une fonction ; fonctions d’une variable ; variation d’une constante, etc.
Cette situation est causée par la confusion dans la réponse a la question de définir un en-
semble, une fonction avec celui de construire des éléments d’un ensemble et de construire
une fonction. c¢’est ce principe que nous proposons ici est celui de la construction de la
fonction dans le cadre scolaire tout en sachant bien siire que : de la facon dont il est
facile de définir les ensembles de maniére constructive, il est réciproquement difficile de
construire des fonctio