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MIRANTSOA AIMÉ RASOLOFOMANANA

Composition du Jury :
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans le contexte actuel de recherche d’un mix énergétique limitant l’impact sur
l’environnement et le dérèglement climatique, le secteur du nucléaire se place en troisième
position comme source de production d’électricité dans le monde. Il représente 10% de la
production mondiale d’électricité en 2018 [14] et 67,1% de la production totale d’électricité
en France en 2020 [15]. Jusqu’à ce jour, c’est la fission nucléaire qui est utilisée pour
produire de l’électricité à grande échelle 2. L’énergie dégagée lors de la fission d’un noyau
est accompagnée d’une production de rayonnement radioactif et d’une libération de 2 ou 3
neutrons qui peuvent à leur tour provoquer une autre fission d’un noyau lourd. C’est le
mécanisme de réaction en chaîne, phénomène mis en œuvre et contrôlé dans les centrales
nucléaires pour produire de l’électricité.

Dans le passé, des accidents dits “graves”ont pu toucher certaines installations nucléaires
comme le réacteur n°2 de la centrale de Three Mile Island (TMI-2) [17] et quelques réacteurs
de la centrale de Fukushima Daiichi [18]. Ces accidents que peuvent subir les centrales
doivent être étudiés dans une approche de défense en profondeur tout en tenant compte
des évènements passés. Plus particulièrement, en cas d’accident grave, la fusion partielle
ou totale du cœur du réacteur conduit à la formation du corium. C’est un mélange
multicomposant hautement radioactif de combustible et de matériaux fondus qui peut
percer la cuve du réacteur et se répandre dans l’environnement. La rétention en cuve est
une des stratégies de mitigation des conséquences d’un tel accident. Le comportement du
corium en cuve est complexe car les phases liquides immiscibles en présence ne sont pas

2. La fusion nucléaire est encore au stade de la démonstration de sa faisabilité avec, en particulier,
la construction du tokamak du projet de réacteur thermonucléaire expérimental international ITER
(International Thermonuclear Experimental Reactor) sur le site de Cadarache, France [16].
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forcément chimiquement inertes. Aux interfaces réactives entre phases s’opère un transport
de masse qui peut avoir un impact déterminant sur la thermohydraulique de ce bain. Ce
transfert interphase conduit en particulier à une modification locale de la masse volumique
de part et d’autre de l’interface de telle sorte que, sous certaines conditions, des instabilités
de Rayleigh–Taylor (RT) peuvent se développer et conduire à un changement de topologie
des phases en présence. La présente thèse s’inscrit dans la démarche de modéliser ces
phénomènes couplés de transfert de masse et d’hydrodynamique observés en transitoire de
stratification en développant un code CFD (Computational Fluid Dynamics).

Pour faciliter la lecture de ce rapport, le corps du texte est allégé en renvoyant éven-
tuellement en annexes quelques détails pour une meilleure compréhension. En conséquence,
ce document comprend cinq chapitres accompagnés de six annexes structurés comme suit :

• Le Chapitre 1 est dédié à la compréhension du contexte général et les enjeux
scientifiques du travail de recherche développé dans cette thèse. Un état de l’art des
connaissances ainsi que les objectifs y sont également présentés.

• Le Chapitre 2 contient une présentation globale de certaines méthodes de traitement
d’interface suivie d’une discussion plus détaillée de la méthode du champ de phase,
notamment le modèle de Cahn–Hilliard utilisé dans ce travail. L’Annexe A qui
montre la solution analytique d’un modèle de Cahn–Hilliard binaire est accessoire à
ce chapitre.

• Le Chapitre 3 présente l’étude sur la diffusion multicomposant dans le système
ternaire U-O-Zr. Les problématiques de modélisation par champ de phase d’un
système multicomposant ainsi que la structure de l’interface dans le contexte de la
modélisation d’écoulements macroscopiques (avec un élargissement de l’interface) y
sont exposées. L’Annexe B sur la démonstration de la linéarité du potentiel chimique
à l’équilibre thermodynamique et l’Annexe C portant sur le potentiel chimique
analytique à partir du produit de deux paraboloïdes sont complémentaires à ce
chapitre.

• Le Chapitre 4 décrit le couplage du modèle de Cahn–Hilliard avec l’hydrodynamique
accompagné de quelques résultats de simulations sur le couplage dans un système
binaire. La contribution apportée au modèle CFD et le travail de développement réa-
lisé dans le code TrioCFD [19, 20] y sont discutés afin de caractériser les phénomènes
couplés dans un système multicomposant. Les détails sur ces développements et la
résolution numérique des équations sont disponibles en Annexe D et Annexe E.
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• Enfin, le Chapitre 5 présente des simulations qui mettent en évidence la capa-
cité du modèle développé dans cette thèse à reproduire qualitativement et semi-
quantitativement des résultats expérimentaux dans un système régi par les mêmes
phénomènes physiques que le corium lors du transitoire de stratification. Il s’agit
de la dynamique d’une goutte soumise à un changement de densité par transfert
de masse avec la phase continue. À la fin de ce document, une conclusion générale
et des perspectives à ce travail seront présentées. L’Annexe F récapitule toutes les
communications scientifiques effectuées au cours de cette thèse.
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CHAPITRE 1

CONTEXTE ET OBJECTIFS

Ce chapitre a pour but de préciser le contexte général et l’enjeu de la présente thèse.
À cet égard, dans ce chapitre, nous présentons en premier lieu les différents réacteurs
nucléaires dans le monde de manière générale en mettant l’accent sur le réacteur à eau
pressurisée. Puis, nous décrivons le principe de fonctionnement de ce type de réacteur avant
de parler de la notion d’accident grave et son processus d’évolution jusqu’à la formation
du corium. Ensuite, nous discutons de la gestion de ces accidents, du comportement du
corium en cuve ainsi que des phénomènes physiques associés à sa stratification. Enfin, dans
la dernière partie du chapitre, nous présentons l’état actuel des connaissances avant de
terminer par les objectifs de la thèse.

1.1 Les réacteurs nucléaires de fission

Majoritairement, les réacteurs nucléaires sont à vocation commerciale mais quelques-
uns sont destinés à la recherche. Selon le spectre énergétique des neutrons mis en jeu, les
réacteurs commerciaux peuvent être classés en deux grandes familles à savoir les réacteurs
à neutrons thermiques et les réacteurs à neutrons rapides.

I– Les réacteurs à neutrons thermiques (ou à neutrons lents) utilisent des
neutrons ralentis par un modérateur pour provoquer la fission des matériaux fissiles.
Un modérateur est un matériau servant à ralentir les neutrons jusqu’à l’état thermique
du modérateur (ou la vitesse correspondant à l’agitation thermique des atomes du
milieu diffusant) par chocs successifs en limitant l’absorption. Plus un neutron est
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Chapitre 1. Contexte et objectifs 1.1. Les réacteurs nucléaires de fission

lent, plus la probabilité qu’il soit capté par un atome fissile (U235 par exemple) est
grande. La réaction est ainsi facilitée et le modérateur joue un rôle important dans le
maintien de la réaction en chaîne. La vitesse des neutrons varie selon le modérateur
utilisé. Dans cette famille de réacteurs, on peut parler de :

(i) réacteurs à eau légère (en anglais “LWR Light Water Reactor”) pour ceux qui
utilisent l’eau ordinaire (H2O) comme fluide caloporteur et modérateur. Ces
réacteurs à eau légère fonctionnent essentiellement avec de l’uranium enrichi 1.
Cet enrichissement permet d’obtenir une plus grande quantité de U235 fissile
nécessaire à la fission nucléaire dont l’énergie est par la suite transportée par un
fluide caloporteur. Il existe deux types de réacteurs à eau légère : les réacteurs
à eau pressurisée (REP) et les réacteurs à eau bouillante (REB). Les REP
constituent les 2/3 des réacteurs nucléaires de puissance dans le monde et la
totalité des réacteurs en activité en France tandis que les REB sont implantés
notamment aux Etats-Unis et au Japon ;

(ii) réacteurs à eau lourde pour ceux qui utilisent l’eau enrichie (oxyde de deutérium
D2O) comme fluide caloporteur et modérateur. Cette eau lourde absorbe moins
les neutrons que l’eau « ordinaire », ce qui permet d’utiliser l’uranium naturel
comme combustible, sans avoir à l’enrichir. Néanmoins, à taille égale, ce type
de réacteur produit moins d’énergie qu’un réacteur à eau légère. Ces réacteurs
à eau lourde se trouvent principalement au Canada et en Inde ;

(iii) réacteurs au graphite pour ceux qui utilisent le graphite comme modérateur.
Dans ce cas, le fluide caloporteur peut être du gaz ou liquide. Les réacteurs
à caloporteur gaz utilisent le CO2 comme fluide caloporteur et le graphite
comme modérateur sont généralement de faible puissance (100-300MW) et
se trouvent tous au Royaume-Uni. Les réacteurs RBMK (Reaktor Bolshoy
Moshchnosti Kanalnyy) de conception soviétique utilisent de l’eau légère comme
fluide caloporteur et le graphite comme modérateur. Les réacteurs RBMK en
activité se trouvent tous dans les pays de l’ex-URSS.

II– Les réacteurs à neutrons rapides (RNR) n’utilisent pas de modérateur et
permettent, par une conversion efficace des isotopes fertiles du combustible en
isotopes fissiles, une utilisation optimale de la ressource en uranium. Autrement dit,

1. À titre indicatif, dans 1kg d’uranium naturel (directement issu de l’extraction minière), on peut
trouver 993g de U238 (fertile) et 7g de U235. Seul l’uranium 235 est fissile mais sa quantité est insuffisante
pour être utilisable dans la plupart des réacteurs d’où la nécessité de son enrichissement.
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1.1. Les réacteurs nucléaires de fission

ils ont l’avantage d’utiliser pleinement l’uranium naturel (U238 fertile et U235 fissile).
Grâce à un cycle de combustible fermé, la technologie de neutrons rapides permet de
réduire considérablement les déchets nucléaires et de faciliter leur gestion. Quant au
caloporteur, les RNR peuvent être refroidis au sodium, au plomb, au plomb-bismuth
et au gaz. Cependant, le sodium est le plus utilisé dans le monde. Actuellement, trois
RNR refroidis au sodium (RNR-Na) fonctionnent dans le monde pour produire de
l’électricité en l’occurrence les réacteurs russes Beloyarsk-3 (BN-600) et Beloyarsk-4
(BN-800) ainsi que le réacteur chinois CEFR 2.

Par ailleurs, il existe d’autres réacteurs innovants qui font l’objet de travaux de recherche
et développement (R&D) et de conception à l’heure actuelle tels que :

(i) les réacteurs à sels fondus (MSR ou Molten Salt Reactor) qui utilisent un combustible
liquide, dissous dans du sel fondu à haute température (600-900°C) et à pression
ambiante servant de fluide caloporteur. Ils ont la particularité de pouvoir faire partie
des deux familles de réacteurs : à neutrons thermiques avec du graphite ou du sel
fondu comme modérateur et à neutrons rapides sans modérateur ;

(ii) les petits réacteurs modulaires (SMR ou Small Modular Reactors) qui sont de taille
et puissance plus faibles que les réacteurs conventionnels. Ils sont notamment utilisés
par les militaires dans les sous-marins ou les portes-avions. Ils ont l’avantage de
pouvoir être fabriqués en usine et être transportés sur leur site d’implantation. Ils
ont également des versions à neutrons thermiques et à neutrons rapides comme les
MSR.

Dans le cadre de cette thèse, ce sont les réacteurs à eau légère (REL) qui nous intéressent,
plus précisément les réacteurs à eau pressurisée (REP). La section suivante est consacrée
au principe de fonctionnement de ces REP.

1.1.1 Principe de fonctionnement d’un réacteur à eau pressuri-
sée (REP)

Pour les réacteurs de fission, la production d’énergie se passe dans le cœur du réacteur
nucléaire à partir de la fission des combustibles nucléaires. Il existe plusieurs combustibles
tels que le combustible UOX (“Uranium diOXyde”) constitué de dioxyde d’uranium UO2,
le combustible ThO2 ou dioxyde de thorium et le combustible MOX (“Mixed OXides”)

2. CEFR ou China Experimental Fast Reactor est un réacteur de démonstration chinois.
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qui est un mélange de dioxyde de plutonium PuO2 et de dioxyde d’uranium UO2. Le
combustible principalement utilisé dans les réacteurs nucléaires actuels est l’UOX. Il est
fabriqué à partir de l’uranium naturel préalablement enrichi.

Dans un REP, on distingue deux circuits fermés : un circuit primaire et un circuit
secondaire (Figure 1.1). Le circuit primaire contient globalement la cuve, le générateur
de vapeur et l’enceinte de confinement tandis que le circuit secondaire regroupe le turbo-
alternateur, le condenseur et la pompe.

Dans le circuit primaire, les combustibles nucléaires notamment de l’uranium enrichi
sont placés dans une cuve en acier remplie d’eau jouant le rôle de modérateur ou ralentisseur
de neutrons. Ces combustibles sous forme de pastilles sont enfilés dans des tubes métalliques
en zircaloy (alliage de zirconium) pour former un crayon. Ces crayons sont rassemblés dans
un assemblage avec des tubes vides positionnés entre eux. Des barres de contrôle, situées
au-dessus du cœur pour les REP et servant à contrôler le flux neutronique d’un réacteur
sont glissées dans ces tubes vides. Elles sont, le plus souvent, en alliages d’argent-indium-
cadmium (Ag-In-Cd) pour les REP.

Figure 1.1 : Représentation d’une centrale nucléaire. Figure tirée de [1].

De la chaleur est produite à partir de la réaction en chaîne qui s’effectue dans le cœur
du réacteur. Ainsi, la température du combustible augmente puis celle de l’eau circulant
autour du réacteur à circuit fermé. Cette eau est maintenue à l’état liquide sous pression
d’environ 155 bars grâce au pressuriseur l’empêchant de bouillir. En effet, elle entre dans
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le cœur à une température autour de 275°C et en sort à une température d’environ 315°C.
Servant de fluide caloporteur, elle transporte la chaleur de la cuve vers le générateur de
vapeur qui a pour fonction d’échanger la chaleur entre le circuit primaire et le circuit
secondaire. Par l’intermédiaire du générateur de vapeur, l’eau du circuit secondaire est
portée à ébullition. De la vapeur se dégage afin d’alimenter le turbo-alternateur qui produit
par la suite de l’électricité.

La vapeur sortant de la turbine passe ensuite dans un condenseur dans lequel elle est
refroidie grâce à un circuit de refroidissement qui la retransformera en eau liquide avant
de la renvoyer vers le générateur de vapeur.

1.1.2 Niveau de protection dans les réacteurs nucléaires

Le combustible du cœur du réacteur est hautement radioactif. Les noyaux instables
retournent à l’état stable en émettant des rayonnements ionisants. L’exposition à ces
matières radioactives est très dangereuse pour la santé des êtres vivants et pour l’environ-
nement. Afin d’empêcher l’émission de ces produits radioactifs, les réacteurs nucléaires
disposent de trois niveaux de protection :

1. la première barrière de protection est constituée d’une gaine métallique en zircaloy
entourant les éléments de combustibles. Elle est destinée à piéger les produits
radioactifs dans les pastilles de combustible ;

2. la deuxième barrière de protection est le circuit primaire fermé. Cette enveloppe doit
être capable de retenir les produits radioactifs en cas de défaillance de la première
barrière ;

3. la troisième barrière est la dernière enceinte étanche en acier et/ou en béton armé
qui abrite le circuit primaire. Elle est conçue pour résister à des importants chocs,
température et pression en cas d’accident et est censée empêcher toute fuite non
contrôlée vers l’extérieur.

Des dispositifs de sûreté sont pris en compte dès la conception des réacteurs et des
améliorations régulières sont effectuées pour assurer la sûreté de la centrale en cas d’incident
ou d’éventuelle défaillance qui mène à l’arrêt du réacteur. Cependant, la chaleur dégagée
par ces produits de fission en cours de désintégration continue d’être produite même en
cas d’arrêt de la réaction en chaîne. Il s’agit de la puissance résiduelle, un effet thermique
de la désintégration naturelle pouvant mener jusqu’à la fusion du cœur du réacteur. Dans
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le cadre de la sûreté nucléaire, des scénarios dits incidentels ou accidentels sont étudiés à
partir d’un ensemble de causes présupposées pour améliorer leurs prévention et mitigation.

1.2 Notion d’accidents graves

On peut classer les accidents dans les centrales nucléaires en deux niveaux suivant la
gravité de leurs conséquences : les accidents de dimensionnement et les accidents graves.

D’une part, selon l’IAEA 3, un accident de dimensionnement regroupe “toute situation
accidentelle à laquelle une centrale nucléaire est conçue pour résister conformément à des
critères de conception spécifiés et dans laquelle l’endommagement du combustible et le rejet
de matières radioactives sont maintenus en dessous des limites autorisées” [21]. Autrement
dit, cela concerne tous les incidents et anomalies dont les conséquences n’affectent ni le
cœur du réacteur ni les barrières de confinement et les conséquences environnementales
sont en dessous du seuil autorisé.

D’autre part, on entend par “accidents graves” tous les accidents plus graves qu’un
accident de dimensionnement, c’est-à-dire tout accident qui conduit à une dégradation
partielle ou totale du cœur du réacteur accompagnée de la perte de l’intégrité d’une ou
plusieurs barrières de confinement et d’un rejet de radioactivité dans l’environnement [22].

Dans cette thèse, nous nous intéressons exclusivement aux accidents graves dans les
réacteurs à eau légère. Ceux-ci peuvent être classés en deux grandes catégories selon qu’ils
soient d’origine neutronique ou thermohydraulique :

• l’accident de réactivité ou Reactivity Insertion Accident (RIA) peut provenir d’une
augmentation de la réactivité dans le cœur du réacteur suite à un dysfonctionnement
ou à une éjection d’une grappe de commande servant à ajuster la puissance du
réacteur et à contrôler les réactions. L’augmentation rapide de la puissance provoque
une surchauffe jusqu’à fusion du cœur ;

• l’accident de refroidissement survient lorsqu’il y a une défaillance du mécanisme
d’évacuation de la chaleur. Pour les REP en particulier, cette perte de refroidissement
peut provenir de ce qu’on appelle communément APRP ou Accident de Perte de
Réfrigérant Primaire (LOCA Loss Of Coolant Accident en anglais). Il s’agit d’une
situation provoquée par une fuite d’eau dans le circuit primaire suite à une petite

3. IAEA ou International Atomic Energy Agency est une organisation internationale, sous l’égide de
l’ONU qui œuvre pour la promotion des usages pacifiques de l’énergie nucléaire et la protection de tout
un chacun contre les effets radioactifs.
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ou grande brèche dans les canaux (SBLOCA et LBLOCA 4) et/ou par une perte
d’alimentation du réseau électrique interne et externe à la centrale (Station BlackOut
SBO) comme le cas de l’accident de Fukushima (Japon 2011). La dépressurisation
du circuit primaire entraîne l’arrêt automatique du réacteur mais malgré l’arrêt de
la réaction en chaîne, la puissance résiduelle continue de faire monter la température
du cœur et potentiellement jusqu’à sa fusion.

Depuis l’utilisation du nucléaire comme source d’énergie, différents événements ont pu
toucher les installations nucléaires parmi lesquels les trois accidents graves ci-après avec
fusion partielle ou totale du cœur des réacteurs :

(i) l’accident de Three Miles Island-2 (TMI-2) [17] aux Etats-Unis en 1979 suite à la
perte d’eau d’alimentation des générateurs de vapeur entraînant leur assèchement et
l’arrêt de l’évacuation de la chaleur du cœur jusqu’à sa fusion partielle ;

(ii) l’accident de Tchernobyl en Ukraine (à l’époque de l’URSS) en 1986 à la suite
d’un échec d’un test expérimental effectué lors d’une maintenance annuelle du
réacteur type RBMK. Le contact du combustible fondu avec l’eau dans les canaux
de refroidissement a provoqué une explosion de vapeur et la rupture de l’enceinte
de confinement du cœur jusqu’à la destruction du réacteur et dissémination directe
(projection de combustible fondu) et indirecte (fumées de l’incendie) des éléments
radioactifs dans l’environnement [22, 23] ;

(iii) l’accident de Fukushima au Japon le 11 mars 2011 suite à un séisme de magnitude 9
suivi d’un tsunami accompagné d’une vague jusqu’à environ 24 m de haut provoquant
le noyage des trois réacteurs de la centrale et la perte d’alimentation du réseau interne
et externe à la centrale (blackout) [18, 24]. Le refroidissement du cœur du réacteur
n’est plus assuré tandis que la puissance résiduelle a continué de chauffer le cœur
jusqu’à sa fusion totale et la probable relocalisation de matériaux fondus hors de la
cuve.

Ces accidents historiques ont montré qu’un accident grave pouvait arriver à tout
moment. Riches d’enseignement, ils ont conduit à des exigences de sûreté accrue et de la
R&D sur les accidents graves en support. Les systèmes de sûreté d’un réacteur nucléaire
sont conçus pour résister à une défaillance unique et éviter un accident grave dans lequel
le cœur du réacteur pourrait être endommagé.

4. SBLOCA (resp. LBLOCA) signifient Small pipe (resp. Large pipe) Break Loss Of Coolant Accident
et désignent littéralement les accidents de perte de réfrigérant causée par une petite (resp. grande) brèche
dans les canaux.
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Dans cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement à l’accident de perte de
refroidissement en commençant par l’étude du déroulement d’un accident grave dans une
logique de défense en profondeur dans la section suivante.

1.2.1 Processus d’évolution d’un accident grave

Suivant la température, deux phases peuvent être distinguées dans le processus de
dégradation du cœur [25]. La première phase correspond à une température inférieure à
2230°C relative à la limite liée uniquement aux dommages locaux du cœur et la seconde
phase à partir de 2230°C jusqu’à environ 2850°C correspondant à la température de fusion
du cœur où tout le combustible et les structures internes de la cuve sont fondus.

Durant la première phase, à partir de 700°C, les gaines en zircaloy qui entourent les
combustibles commencent à se déformer par effet thermomécanique. En fonctionnement
normal, elles sont à température inférieure ou égale à 350°C. La température augmente
jusqu’à la fusion des barres de contrôle en alliage argent-indium-cadmium (Ag-In-Cd)
vers 830°C. Une fissuration des gaines en zircaloy (première barrière de confinement)
est observée à partir de 930°C avant qu’une réaction d’oxydation du zirconium Zr ne
commence à partir de 1030°C. Cette réaction devient très exothermique et s’accompagne
d’une production significative d’hydrogène à partir de 1200°C. La température augmente
rapidement de l’ordre de 1-10K/s jusqu’à la formation de deux eutectiques 5 : un eutectique
acier inoxydable-Zr à 1230°C et un autre eutectique Ag-In-Cd-Zr à 1400°C. Le processus
de dégradation se poursuit avec un début de fusion de la structure en acier inoxydable à
partir de 1460°C et du Zr à partir de 1760°C. La chaleur dissipée par la puissance résiduelle
continue de chauffer les structures internes de la cuve. À partir de 2230°C, le combustible
fond partiellement et sa fusion peut entraîner un blocage des canaux du cœur. Tout cet
enchaînement constitue la première phase de dégradation qui se limite aux dommages
locaux du cœur.

La seconde phase de dégradation comprend tout le processus de fusion des structures
internes restantes jusqu’à la formation d’un bain liquide issue de la fusion du cœur. Cela se
manifeste par un début de fusion du B4C des barres de contrôle à partir de 2450°C et de
dissolution du mélange UO2 + ZrO2 à partir de 2530°C. Le système atteint la température
de fusion du dioxyde de zirconium ZrO2 à 2700°C et celle du dioxyde d’uranium UO2 à
2850°C. L’existence d’eutectiques avec le Zr et l’acier des barres de contrôle peut déjà

5. Un mélange eutectique se comporte comme un corps pur avec une température de fusion inférieure
à celle des deux composés le constituant (compositions non-eutectiques).
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entraîner des coulées de matériaux fondus mais à des températures plus faibles. La masse
de liquide en cœur ne commence à augmenter significativement qu’à partir du moment
où la température de liquidus du mélange UO2+ZrO2 est atteinte. Cela conduit à une
formation d’un bain liquide, mélange de combustible et de structures de la cuve, appelé
“corium” (vient de core qui signifie cœur). Ce corium peut se relocaliser in fine, au fond de
la cuve.

1.2.2 Stratégie de mitigation et gestion des accidents graves

La mitigation est l’étude des scénarios accidentels permettant de prévoir et anticiper
les dommages causés par l’accident afin d’ajouter des systèmes permettant de réduire les
conséquences qu’ils pourraient engendrer s’ils devaient se produire. Le principal objectif
dans la gestion de ces accidents est d’éviter l’émission de particules radioactives dans
l’environnement.

Le renoyage du cœur par une injection d’une grande quantité d’eau peut permettre de
ralentir, voire d’arrêter la progression de la fusion du cœur. Ce renoyage du cœur pourrait
néanmoins provoquer d’autres phénomènes physiques tels que :

• un risque d’explosion vapeur provenant d’une forte production de vapeur conduisant
à une augmentation importante de la pression dans le circuit primaire à l’issue de
l’injection d’eau,

• un risque de flamme ou d’explosion d’hydrogène produit par oxydation des gaines
en zircaloy par la vapeur d’eau qui peut provoquer un relâchement plus rapide de
produits de fission.

Les crayons combustibles peuvent rester intacts ou subir une moindre dégradation.
Dans le cas contraire, des fragments de combustibles formant un milieu poreux, appelés lit
de débris, s’accumulent au fond de la cuve. Selon l’inventaire d’eau et le système disponible
pour refroidir le cœur, ce refroidissement peut redevenir insuffisant au bout d’un certain
temps [25]. Le processus de dégradation du cœur reprend avec un retard qui aura permis
à la puissance résiduelle de décroître. S’il arrive jusqu’à la formation du corium, le cœur
fondu (de manière partielle ou totale) se relocalisera au fond de la cuve.

L’IAEA distingue principalement deux types de stratégie de mitigation et de gestion
de l’accident grave [26] :

• la stratégie de rétention du corium en cuve communément appelée IVR ou “In-Vessel
Retention” et

13



Chapitre 1. Contexte et objectifs 1.2. Notion d’accidents graves

• la stratégie de refroidissement du corium hors cuve, aussi connu sous le nom “Ex-
Vessel Corium Cooling” ou EVCC.

La stratégie IVR a été introduite pour la première fois en 1989 par Theofanous [12]
pour équiper les réacteurs VVER-440 de deuxième génération de la centrale nucléaire
de Loviisa en Finlande. Elle consiste à retenir et confiner le corium au fond de cuve en
effectuant un noyage du puits de cuve afin d’extraire la puissance résiduelle dissipée par le
combustible depuis l’extérieur. Ceci est dans le but de stabiliser l’accident et d’éviter le
percement de la deuxième barrière de confinement (cuve). Le risque majeur lié à l’échec de
l’IVR est l’interaction corium/eau [27, 28]. Étant donné que le puits de cuve est noyé, le
corium peut rentrer en contact avec l’eau hors de la cuve en cas de percement de celle-ci.
Cela peut conduire à un phénomène d’explosion vapeur accompagné de pics de pression
très violents pouvant compromettre l’intégrité mécanique des structures (dont la cuve).

Si le puits de cuve n’est pas renoyé dans une logique de la stratégie IVR, le percement
de la cuve sera inévitable et le corium va se déverser sur le radier. Dans ce cas, une stratégie
de mitigation EVCC est mise en oeuvre pour collecter, stabiliser et refroidir le corium sorti
de la cuve sur un récupérateur de corium hors cuve. Le but est de garder l’intégrité de la
dernière barrière de confinement (enveloppe en béton) et d’éviter la dispersion radioactive
dans l’environnement. La technologie EVCC est déjà utilisée dans l’EPR 6 de Framatome
(ex-AREVA) [29] doté d’un récupérateur avec étalement de corium (“catcher with melt
spreading”) et le VVER-1000 avec un récupérateur type creuset (“crucible-type catcher”)
[30]. Si le réacteur n’est pas doté d’un dispositif de récupération, le corium se retrouve sur
le radier en béton et l’interaction corium/béton [31] est à étudier en détail afin d’évaluer
l’ablation du béton qui peut mener au percement du radier avec libération de produits
radioactifs dans l’environnement dans le pire des cas.

Quelque soit la stratégie de mitigation adoptée, la question de la production d’hydro-
gène et le risque d’explosion associé de par son caractère inflammable se posent dans toute
phase de l’accident. Lors de la phase de dégradation du cœur, la production d’hydrogène
est principalement due à l’oxydation des gaines en alliage de zirconium et des structures
des éléments combustibles, éventuellement des structures métalliques de la cuve. Lorsque
le corium ne peut plus être retenu dans la cuve, l’oxydation de Zr résiduel et des structures
métalliques par la vapeur d’eau provoque une importante production d’hydrogène. En

6. EPR ou “Evolutionary Power Reactor” est un type de réacteur nucléaire à eau pressurisée de
troisième génération GenIII.
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France, l’ensemble des réacteurs en exploitation sont munis de Recombineurs Autocataly-
tiques Passifs (RAP) [32]. Il s’agit d’un dispositif permettant de transformer l’hydrogène
en eau par recombinaison avec l’oxygène de l’air et d’éviter son accumulation. C’est la
stratégie de mitigation utilisée pour réduire la concentration d’hydrogène. En tout cas,
les réacteurs de troisième génération (GenIII) 7 intègrent, dès leur conception, la question
de la mitigation des accidents graves. Dans cette thèse, nous nous limitons au cas où le
corium est retenu à l’intérieur de la cuve dans le cadre de la stratégie IVR.

1.2.3 Conditions de réussite de la stratégie IVR

Le noyage du puits de cuve par la stratégie IVR doit permettre de refroidir la cuve de
l’extérieur par circulation d’eau (ERVC - “External Reactor Vessel Cooling”) bien avant
que le corium ne se relocalise au fond de cuve et d’éviter sa rupture. Dans les réacteurs de
troisième génération (GenIII), un espace peut être aménagé pour canaliser la circulation
de l’eau pour le noyage du puits de cuve. Une mitigation réussie passe par l’extraction
de la chaleur du corium afin d’en limiter la propagation et d’en assurer le confinement.
La cuve fait face à deux grands risques vis-à-vis de la perte de son intégrité : une fusion
localisée sur toute son épaisseur à cause d’un flux thermique imposé par le bain trop grand
et une rupture mécanique à cause de la charge du corium à laquelle s’ajoutent d’éventuelles
surpressions.

D’une part, l’eau en puits de cuve garantit l’extraction de la chaleur du corium en cuve
tant que le flux critique (CHF “Critical Heat Flux”) n’est pas atteint. Ce flux critique est
le flux correspondant à la limite d’assèchement de la face externe de la cuve. En d’autres
termes, la stratégie IVR se base sur la vérification que le flux de chaleur en tout point de
la cuve peut être extrait sans risque d’assèchement. C’est pourquoi l’évaluation des flux
de chaleur du bain à la cuve est d’une importance majeure pour mieux comprendre les
transferts thermiques qui s’y opèrent et ainsi évaluer le risque d’assèchement.

D’autre part, la tenue mécanique de la cuve est indissociable de la stratégie IVR. La
présence du corium au fond de cuve conduit à l’ablation de la cuve, qui est d’autant
plus grande dans les zones soumises aux chargements thermiques plus importantes. Son
épaisseur se retrouve réduite et elle devient moins résistante mécaniquement.

À titre informatif, la stratégie IVR est déjà retenue pour les réacteurs de petite et
moyenne puissance type VVER-440 en Finlande [33]. Des réacteurs de plus fortes puissances

7. Les réacteurs de troisième génération (GenIII) sont des réacteurs conçus après 1990 pour prendre en
compte les accidents de TMI et de Tchernobyl.
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comme l’AP1000 (extension par Westinghouse du réacteur APR600 [12] qui restait un
design “papier”), l’APR1400 (Corée) et les réacteurs avancés chinois HPR1000 et CAP1400
[34, 35] adoptent la stratégie IVR et sont certifiés dans certains pays. Cependant, le succès
d’une telle stratégie pour ces types de réacteurs supérieurs à 1000MWe reste incertain.
La R&D dans la sûreté nucléaire pour étudier et améliorer l’efficacité de la stratégie IVR
dans les réacteurs de grande puissance se poursuit et le projet IVMR 8 (achevé en 2020) du
programme européen H2020 [36] y a grandement contribué, en particulier, en dégageant
un consensus sur les axes de recherche prioritaires. À noter que pour des réacteurs de
forte puissance, les résultats globaux de ce projet ont montré que plus le rapport entre la
masse des structures en acier présentes dans le corium et la masse de combustible est élevé,
plus la stratégie IVR devient une option viable. C’est l’une des raisons pour lesquelles les
réacteurs AP1000 et HPR1000 comportent des structures d’acier de grande dimension de
par sa conception liée à la stratégie IVR.

1.3 Comportement du bain de corium en cuve

Le corium est un mélange à très haute température de matériaux fondus du cœur
composé essentiellement des éléments U, O, Zr et d’autres éléments d’acier inoxydable
comme Fe, Ni, Cr. Le comportement thermochimique de ce mélange multiconstituant
est complexe, au sens, des phases immiscibles qu’il peut mettre en jeu. Ce système est
fortement influencé par le degré de sous-stœchiométrie en oxygène du mélange. Le fait
qu’il soit multicomposant et à température élevée rajoute ainsi une complexité à son étude.
Globalement, le comportement du corium est régi par deux types de phénomènes couplés :

• les phénomènes thermique/thermohydraulique : au travers des échanges et transferts
thermiques au sein du bain et au niveau de la paroi, de la distribution de chaleur
entre chacune des phases, des écoulements en convection naturelle et d’instabilités
hydrodynamiques qui résultent des variations des propriétés physiques des phases
(en particulier la masse volumique) suivant leurs compositions et températures ;

• les phénomènes d’interaction thermochimique : au sens du transfert de masse et
partitionnement des espèces entre les phases constituants le bain de corium, de la
ségrégation des phases liquides (immiscibles) et/ou solide.

8. Le projet IVMR ou “In-Vessel Melt Retention” du programme Horizon 2020 dont l’objectif est
d’analyser l’applicabilité et la faisabilité technique de la stratégie IVR pour les réacteurs de grande
puissance, tant pour les réacteurs existants que pour les futurs réacteurs.
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1.3.1 Phénomènes thermiques et thermohydrauliques

Le bain de corium en cuve est multiphasique dans le sens où différentes phases liquides
immiscibles peuvent être présentes, en particulier

• une phase “oxyde” qui est la couche de liquide avec une quantité plus importante en
oxygène et

• une ou plusieurs phases “métalliques” pauvres en oxygène.

Les termes “oxyde” et “métallique” sont utilisés pour qualifier la nature d’une couche
d’un bain de corium stratifié mais il faut souligner que ces couches ne sont pas “pures”
car la couche métallique n’est pas dépourvue d’oxygène et la couche oxyde est sous-
stœchiométrique en oxygène (avec un indice d’oxydation inférieur à 1).

Le corium en fond de cuve a d’abord été représenté dans une configuration simple
stationnaire dite “enveloppe” (“stationnary bounding case”) en particulier dans la dé-
monstration de sûreté pour les réacteurs AP600 et AP1000 [12]. Elle se veut enveloppe
au sens où elle cherche à maximiser la charge thermique appliquée à la cuve de manière
à couvrir tous les chargements observables durant le déroulement de l’accident au fond
de cuve. En d’autres termes, la configuration enveloppe permet de mieux évaluer les flux
thermiques et la répartition des couches en condition stationnaire. Il s’agit également
de l’approche standard adoptée par plusieurs auteurs [12, 37, 38]. La version initiale de
cette configuration enveloppe sans prendre en compte l’interaction thermochimique entre
le corium oxyde et l’acier fondu est représentée par une configuration à deux couches
correspondant à un bain oxyde sur lequel se trouve une couche d’acier selon l’illustration à
la Figure 1.2.

Du point de vue thermique, on peut rencontrer les trois types de transfert dans le cas
d’un bain composé de deux phases liquides (voir Figure 1.2) :

• la conduction au travers de la paroi solide de la cuve et éventuellement au travers de
la croûte réfractaire 9 aux interfaces du bain de corium,

• le transfert par rayonnement au niveau de la surface supérieure du bain de corium et

• la convection naturelle au sein des différentes phases liquides.

9. La croûte réfractaire est une couche solide entourant la phase oxyde formée par solidification de la
phase oxyde liquide à l’interface avec la cuve refroidie
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Figure 1.2 : Transfert de chaleur dans la cuve - stratégie IVR (extrait de [2]).

Le corium oxyde qui contient la majeure partie du combustible fondu est chauffé en
volume par la puissance résiduelle issue de la désintégration naturelle des combustibles
fondus du cœur. Ce fluide à très haute température échange de la chaleur par convection
naturelle au travers de sa frontière i.e. croûte réfractaire à la paroi de la cuve et à une
éventuelle couche métallique plus légère au-dessus. En ordre de grandeur, la moitié de
la chaleur libérée du bain oxyde est transférée vers la couche d’acier supérieur et l’autre
moitié est transférée dans les parois de la cuve [2].

Dans la couche métallique au-dessus, il existe un gradient de température entre sa
surface supérieure et son interface avec le bain oxyde. La couche supérieure reçoit l’autre
moitié de la chaleur libérée du bain oxyde par le bas mais elle est refroidie par rayonnement
par le haut. Cette configuration s’apparente à celle de Rayleigh Bénard 10 à la différence
de conditions aux limites sur les parois verticales (voir Figure 1.3). Dans le cas du corium
en cuve, les parois sont constamment refroidies par le côté au travers de la circulation
d’eau (noyage du puits de cuve). En d’autres termes, les parois verticales ne sont pas
adiabatiques, ce qui fait la différence avec l’écoulement dans une cavité de Rayleigh-Bénard
classique. En première approche, l’écoulement est considéré comme la juxtaposition de
cellules de convection de Rayleigh-Bénard (écoulement conditionnellement instable suivant
la valeur du nombre de Rayleigh [39]) accompagnée d’une recirculation du haut vers le bas
le long de la paroi verticale refroidie (écoulement inconditionnellement instable) [40, 41].

10. La convection dite de Rayleigh–Bénard correspond à la situation où les températures sont imposées
sur les parois horizontales avec la paroi la plus chaude en bas, les parois verticales sont adiabatiques.
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Figure 1.3 : Représentation schématique de la thermohydraulique de la couche métal-
lique supérieure - stratégie IVR (extrait de [3]).

La répartition des flux de chaleur au niveau des parois se fait de manière non-uniforme
comme cela a pu être caractérisé au travers de diverses expériences [42, 43]. Il a été montré
que le flux de chaleur varie suivant l’angle de courbure de la cuve avec un flux nettement
plus faible en partie basse du bain [44] et un maximum de flux sur les deux parois latérales
supérieures. Cette observation est bien cohérente avec l’épaisseur de la croûte qui est plus
épaisse au fond de la cuve que sur les parois latérales, ce qui explique cette non uniformité
des flux de chaleur. Dans une configuration enveloppe à deux couches, tout le flux de
chaleur va directement dans les parois de la cuve, contrairement au bain oxyde où il y
a la présence d’une croûte réfractaire solide jouant le rôle d’une résistance thermique à
l’interface avec la cuve. Comme l’acier possède une conductivité thermique plus élevée
comparée au bain oxyde, le flux de chaleur échangé avec sa frontière latérale est donc plus
important.

Par ailleurs, si cette couche d’acier est suffisamment fine, le phénomène de “focusing
effect” ou concentration de flux peut se produire aux parois latérales en contact avec la
couche d’acier supérieur. Cela présente le principal risque de percement de la cuve. En
première approximation, le flux de chaleur transféré à la paroi de la cuve est inversement
proportionnel à l’épaisseur de la couche métallique dans une configuration enveloppe 11.
Ce “focusing effect” augmente lorsque l’épaisseur de la couche métallique diminue jusqu’à
une certaine épaisseur minimale comme mentionné dans [45], d’où l’intérêt d’avoir des
structures d’acier de grande dimension pour les réacteurs conçus avec la stratégie IVR.
11. L’épaisseur de la couche de métal supérieure est fine et conduit à un maximum de flux latéral,

d’autant plus que la conductivité thermique de la couche d’acier est, en ordre de grandeur, 5 fois plus
importante que celle du bain oxyde
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Pour éviter ce percement thermique, cette concentration de flux doit rester en dessous
de la limite d’assèchement. Pour les réacteurs de faibles puissances notamment les VVER-
440, l’approche enveloppe est suffisante pour évaluer ces flux car il y a suffisamment de
marge entre le flux critique CHF (flux correspondant à la limite d’assèchement) et le
flux de chaleur transféré du bain de corium vers la paroi [46, 47]. Cette marge peut être
considérablement réduite si la quantité d’acier présent n’est pas suffisante pour obtenir
une couche d’acier plus épaisse et ainsi éviter le “focusing effect”. C’est particulièrement
le cas pour les réacteurs à plus forte puissance où cette approche enveloppe peut devenir
problématique. En effet, la quantité d’acier fondu en fond de cuve varie au cours du
transitoire et les hypothèses de découplage dans une approche stationnaire enveloppe
sont difficilement justifiables. Par conséquent, il est nécessaire d’étudier et de prendre en
compte les phénomènes observés en transitoire notamment la thermochimie qui devient
très importante.

1.3.2 Phénomènes de thermochimie : Stratification

Lors d’un accident grave, la thermochimie joue à plusieurs niveaux mais dans l’étude
du comportement du corium en cuve, on s’intéresse particulièrement au phénomène de
premier ordre : la stratification. Le corium étant multicomposant, il est souvent modélisé
avec le système (Uy,Zr1−y)O2−x et d’éléments majoritaires (Fe, Ni, Cr). Du point de vue
thermodynamique, ce système U-O-Zr-acier présente une lacune de miscibilité à l’état
liquide en condition d’équilibre de telle sorte que deux phases (une oxyde et une métallique)
coexistent.

Du point de vue expérimental, le programme MASCA [4] a fait l’étude et la carac-
térisation de la stratification des phases liquides dans un bain de corium en cuve. Les
deux phases (oxyde et métal) ont des masses volumiques différentes et ont tendance à
se stratifier sous l’action de la gravité. La répartition de ces couches dépend de certains
paramètres [48] tels que

• la température T du système,

• le ratio molaire U/Zr (RU/Zr),

• le degré d’oxydation de Zr (Cn),

• le rapport de masse entre l’acier et le corium oxyde présent dans le système.

Pour des température, ratio molaire U/Zr et degré d’oxydation Cn fixés, la ségrégation
des couches est conditionnée uniquement par le rapport de masse d’acier présent dans le
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système. Suivant l’inventaire des éléments en présence, la couche oxyde peut être plus
lourde ou plus légère que la phase métallique. À titre d’exemple, la Figure 1.4 illustre la
variation de la masse volumique des deux phases liquides en fonction de la masse d’acier
dans le système qui est toujours loin de l’équilibre thermodynamique. Deux types de
stratification peuvent apparaître selon la quantité d’acier ajoutée au système :

• une couche oxyde au dessus d’une couche métallique : si la quantité d’acier versée
xsteel est inférieure à la quantité seuil d’inversion xseuil qui correspond à l’intersection
des deux courbes de variation des deux phases en Figure 1.4 et

• une couche métallique au dessus d’une couche oxyde : si la quantité d’acier dépasse
la quantité seuil d’inversion xseuil.

Figure 1.4 : Masse volumique des phases en fonction de la quantité d’acier xsteel
(T=3000K, Cn=32%, RU/Zr=1.2), représentative de l’essai MASCA-RCW [4].

Pendant le transitoire accidentel en fond de cuve, de l’acier fondu issu de l’ablation des
structures internes et de la paroi de la cuve vient s’ajouter progressivement au mélange.
Suivant la cinétique d’apport d’acier fondu dans le système, on peut, par conséquent, s’at-
tendre à deux transitoires de stratification [49, 50] qui se succéderont : une première phase
de formation d’une couche métallique lourde et une seconde phase transitoire d’inversion
de stratification par la remontée du métal lourd à la surface. Ces deux transitoires sont
illustrés par la Figure 1.5.
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métal léger

métal lourd

oxyde(1) (2)

Figure 1.5 : Schéma illustratif des transitoires de stratification : (1) formation du métal
lourd, (2) remontée du métal lourd à la surface.

1.4 Transitoire de stratification

Cette thèse porte principalement sur les deux transitoires de stratification. Dans cette
section, nous discutons plus en détail dans un premier temps de la formation du métal
lourd puis dans un second temps de la remontée du métal lourd à la surface.

1.4.1 Formation d’une couche métallique lourde

La première phase du transitoire de stratification est la formation d’une couche métal-
lique lourde lorsque la quantité d’acier fondu ajoutée dans le système est inférieure à la
quantité seuil d’inversion. L’ajout progressif d’acier fondu entraîne un transfert de masse
à son interface avec le bain oxyde. Autrement dit, le système cherche à trouver un état
d’équilibre thermodynamique en échangeant U et Zr avec l’acier. Ce transfert d’éléments
métalliques à l’interface s’accompagne de phénomènes d’oxydo-réduction de telle sorte que
la stœchiométrie en oxygène du bain oxyde augmente au cours de ce transitoire.

Dans cette phase de formation d’une couche métallique lourde, le système étudié est
hors équilibre thermodynamique et le processus de diffusion en transitoire de stratification
est complexe dans ce système. Lorsque l’acier xsteel ajouté au système reste en dessous de la
quantité seuil d’inversion xseuil, la phase métallique plus dense se trouve momentanément
au dessus de la phase oxyde plus légère. Cette situation conduit à l’apparition d’une
instabilité de type Rayleigh–Taylor (RT) au niveau de l’interface oxyde-métal. Ce type
d’instabilité caractérisée par une déformation de l’interface apparaît lorsque deux fluides
non miscibles sont placés l’un en dessous de l’autre (le fluide du haut étant plus dense que
le fluide du bas). Des globules métalliques se forment, viennent se détacher de l’interface
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puis coulent progressivement au fond de cuve [51]. L’ensemble de ces phénomènes couplés
(transfert de masse inter et intra-phase, instabilité de RT suivi d’un détachement de
goutelettes métalliques,...) conduit à la formation d’une couche métallique lourde en
dessous de la phase oxyde. De ce fait, la configuration initiale à deux couches devient dans
cette phase transitoire à trois couches composées d’une couche oxyde au milieu de deux
couches métalliques comme le montre la Figure 1.6.

couche d’acier

oxyde

métal lourd

Focusing Effect

cuve

croûte réfractaire

(Fe)

(U,Zr)

Figure 1.6 : Formation de la couche métallique lourde.

Ce mécanisme de formation du métal lourd avec une configuration à 3 couches a été
observé dans l’essai MASCA-RCW [4] à moyenne échelle où environ 45 kg de corium
sous-oxydé ont été mis en contact avec environ 5 kg d’acier. Il s’agit du seul et unique
essai expérimental où l’on a pu observer cette partie du transitoire de stratification. Sur la
coupe du lingot post-mortem représenté sur la Figure 1.7, on peut observer la présence de
deux phases métalliques dont une légère au-dessus du bain oxyde et une lourde en dessous
de la phase oxyde, provenant des gouttelettes de métal enrichies en U et Zr qui se sont
détachées par instabilité de RT. L’instabilité de RT se fait sur des temps de l’ordre de la
seconde, courts comparés au temps de diffusion de U et de Zr dans la phase métallique
[52]. Dans le cas des réacteurs, le temps caractéristique associé à cette première phase du
transitoire de stratification est de l’ordre de l’heure.
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Figure 1.7 : Etat post-mortem de l’essai MASCA-RCW. Figure adaptée de [4].

1.4.2 Remontée du métal lourd

Lorsque la quantité d’acier relocalisé dans le fond de cuve dépasse le seuil d’inversion
xseuil, la phase métallique à l’équilibre thermodynamique devient plus légère comme l’illustre
la Figure 1.4. Le métal lourd remonte au-dessus de la phase oxyde du fait que la couche
métallique devient moins dense que la couche oxyde. C’est l’inversion de stratification.
Dans une configuration à trois couches, cette remontée du métal lourd vers la surface
concerne deux interfaces : une interface qui sépare la couche d’acier supérieur du bain
oxyde et une autre qui sépare le bain oxyde de la couche métallique lourde. À l’interface
entre le bain oxyde et la couche métallique lourde, un transfert d’U et Zr depuis la couche
métallique lourde s’opère jusqu’à conduire à une inversion des masses volumiques tandis
qu’à l’interface supérieure du bain d’oxyde, un transfert d’U et Zr plus limité vers la couche
métallique s’opère également sans conduire à une inversion de masse volumique. Ensuite,
par instabilité de RT, la phase métallique inférieure va remonter et vient s’ajouter à la
couche métallique légère. La configuration à 3 couches redevient une configuration à 2
couches avec un bain oxyde au fond et une couche métallique légère au dessus comme
illustré en Figure 1.8. Cette remontée du métal lourd à très haute température (∼ à celle
du bain oxyde) vers la surface peut présenter un risque de percement de la cuve de par
l’apport associé important d’énergie à la couche de métal léger qui doit être dissipé et qui
peut amener à une augmentation transitoire mais significative du flux de chaleur imposé à
la cuve.
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Il faut noter qu’aucun essai expérimental n’a été réalisé pour caractériser ce transitoire
de remontée du métal lourd, contrairement à la formation de la couche métallique lourde.
Ces analyses sont obtenues à partir des modèles intégraux 12 qui servent au calcul complet de
la séquence accidentelle relative à la rétention du corium en cuve mais avec des hypothèses
qui varient selon les auteurs [53, 54]. Dans tous les cas, ces modèles sont encore en manque
de validation et de calage faute de données expérimentales. Dans le cas des réacteurs, le
temps caractéristique de cette deuxième étape du transitoire de stratification est évalué à
quelques heures.

métal léger

oxyde

métal lourd

Focusing Effect

cuve

croûte réfractaire

(O)

(U,Zr)

Figure 1.8 : Remontée du métal lourd.

Selon la quantité d’acier fondu relocalisé dans la cuve, on peut s’attendre à au moins
un de ces deux transitoires de stratification d’où l’importance de les étudier plus en
détail à l’aide de la simulation numérique d’écoulement multiphasique ou approche CFD
(Computational Fluid Dynamics) afin de caractériser par une modélisation détaillée les
phénomènes observés aux interfaces entre les différentes phases. Cette approche par
simulation numérique est complémentaire d’investigation expérimentales supplémentaires,
étudiées dans le cadre du projet d’un nouveau dispositif d’essai. Celui-ci reprendrait les
grandes lignes de l’essai MASCA-RCW en ajoutant une instrumentation permettant d’avoir
en ligne des informations sur la répartition spatiale des phases [55]. Cette approche par
modélisation fine va de pair avec le développement de modèles intégraux plus détaillés
dans [56] et doit permettre la “remontée d’échelle” pour obtenir et améliorer la fermeture
de ces modèles macroscopiques.

12. La simulation de l’ensemble de l’accident grave dans le réacteur se fait en utilisant des codes qui sont
généralement composés de modules ou composants couplés entre eux pour représenter certains phénomènes
physiques de l’accident grave. Dans ce cadre, les modèles sont souvent des modèles intégraux (appelés
parfois modèle 0D).
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1.5 Vers une modélisation fine du transitoire de stra-
tification

Dans l’objectif de modéliser le transitoire de stratification du corium en cuve, plusieurs
méthodes permettent de caractériser les grands phénomènes rencontrés à l’interface dans
un bain de corium en cuve parmi lesquelles la méthode du champ de phase basée sur
l’approche à interface diffuse. Nous discutons plus en détail de cette méthode et les raisons
de ce choix parmi d’autres méthodes existantes dans le prochain chapitre. Dans cette
section introductive, nous nous limitons à la présentation de ce qui a été fait et la méthode
utilisée dans le cadre de la modélisation du corium en cuve en phase transitoire. Dans un
premier temps, nous discutons des travaux effectués dans le cadre de la modélisation du
transitoire de stratification du corium en cuve, en particulier la diffusion multicomposant
multiphasique. Puis, dans un second temps, nous abordons les objectifs de cette thèse au
vu des travaux antérieurs pour aller vers une modélisation détaillée de ce transitoire de
stratification.

1.5.1 Travaux antérieurs

Un premier travail a été initié par C. Cardon [57] dans le cadre de sa thèse (2013-2016)
sur la diffusion multicomposant multiphasique en utilisant la méthode du champ de phase
de type Cahn–Hilliard 13 [58] développée dans la plateforme PROCOR 14 [59]. Le corium
étant multicomposant, ses travaux étaient orientées vers la modélisation de la diffusion des
espèces à l’interface oxyde/métal en utilisant les données d’une base thermodynamique
sans considérer la partie hydrodynamique.

Le système représentatif du corium en cuve est {U-O-Zr-Fe(acier)}. Dans ses travaux, C.
Cardon est passé d’abord par le système binaire U-O [49] puis par le système ternaire U-O-
Zr pour arriver finalement à un modèle général appliqué au système quaternaire U-O-Zr-Fe
tout en restant dans une configuration isotherme. Tous ces systèmes présentent une lacune
de miscibilité à l’état liquide comme le système U-O-Zr-acier d’intérêt pour le corium en
cuve. Ce travail de C. Cardon a été un premier pas vers la modélisation “fine” envisagée.
Ainsi, la diffusion multicomposant multiphasique a pu être modélisée pour ces systèmes par

13. Le modèle de Cahn–Hilliard est un des modèles dans la méthode du champ de phase. Des détails
sur ce modèle est disponible dans le chapitre 2 de ce manuscrit.
14. PROCOR ou PROpagation de CORium est une plateforme logicielle développée au CEA pour l’étude

de la propagation du corium dans le cadre scénario des accidents graves des réacteurs nucléaires.
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un modèle de Cahn–Hilliard qui prend en compte un élargissement de l’interface diffuse de
manière à le rendre compatible avec des simulations à l’échelle mésoscopique (autrement dit,
l’interface est bien plus grande que son épaisseur physique nanométrique). Dans le travail
de C. Cardon [57], le paramétrage d’un tel modèle pour un système n > 2-aire a suscité des
questions qui n’étaient pas complètement résolues. De ce fait, l’effet d’adsorption inhérent
à ces systèmes peut conduire à des profils de compositions non-monotones au travers de
l’interface. Si ce phénomène est physique à l’échelle de l’interface nanométrique, il devient
problématique pour des interfaces mésoscopiques puisqu’il peut conduire à des profils de
masse volumique non monotones qui modifieraient le comportement hydrodynamique du
bain de corium et son interface.

Faisant suite à ces travaux de modélisation de la diffusion multicomposant à l’interface,
R. Zanella [7, 51], dans le cadre de son post-doc (2018-2020), a initié le couplage du
modèle du champ de phase (en se limitant au cas binaire) avec l’hydrodynamique dans
une configuration isotherme en utilisant un code pseudo-spectral. Ce travail avait pour
objectif au travers des simulations de l’instabilité de Rayleigh–Taylor de montrer la
faisabilité d’un tel couplage pour la résolution d’un problème couplé de transfert de masse
et d’hydrodynamique. Des premières simulations en considérant un système pseudo-binaire
Fe-(U,Zr,O) avec un potentiel thermodynamique analytique ont permis de décrire le
transitoire de formation d’un métal lourd et de démontrer “qualitativement” ce transitoire
de stratification. Cependant, les résultats de cette étude restent insuffisants pour la
caractérisation du transitoire de stratification à la manière de l’essai MASCA-RCW [4].
Pour aller vers des simulations quantitatives, il est nécessaire de représenter le corium dans
un système plus que binaire, idéalement quaternaire composé de U-O-Zr-Fe, pour pouvoir
quantifier et caractériser les phénomènes couplés en transitoire de stratification du bain de
corium.

1.5.2 Objectifs de cette thèse

La présente thèse est dans l’optique de poursuivre les travaux de C. Cardon [57] sur
la modélisation de la diffusion multicomposant et de R. Zanella [7, 51] sur le couplage
du modèle avec l’hydrodynamique afin de mieux caractériser les phénomènes observés
en transitoire de stratification. Le premier objectif de cette thèse est d’apporter des
éléments de réponses aux questions qui restaient en suspens dans la thèse de C. Cardon
sur la compréhension du modèle n > 2-aire, sur les effets des paramètres du modèle de
champ de phase vis-à-vis des profils de composition et du comportement de l’interface
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dans un système ternaire. La présence d’une non-monotonie du profil d’interface et l’effet
d’adsorption peuvent présenter un obstacle pour notre modélisation fine. Un bon choix des
valeurs des paramètres du modèle est nécessaire et constitue un des critères importants
pour satisfaire la monotonie des profils. D’où l’importance de répondre, dans un premier
temps, à ces questions en suspens au travers d’une optimisation des paramètres pour mieux
comprendre le système n > 2-aire avant de passer au couplage d’un tel système n > 2-aire
avec l’hydrodynamique par la CFD.

Dans un second temps, tout en restant dans la configuration isotherme, il est important
de traiter le couplage des équations relatives au transfert de masse et à l’hydrodynamique
dans un système multicomposant. Pour le corium, l’étude dans un système quaternaire
U-O-Zr-Fe est indispensable afin d’obtenir des simulations quantitatives et représentatives
du transitoire de stratification. Pour ce faire, un modèle de type Cahn–Hilliard limité au cas
binaire est disponible dans l’outil TrioCFD 15 [19, 20]. Dans cette thèse, un des objectifs est
d’étendre le modèle binaire existant dans TrioCFD vers un modèle permettant de résoudre
le système n > 2-aire et de le coupler avec les équations de l’hydrodynamique. L’extension
du modèle vers n > 2-aire permettra d’une part, de lever les hypothèses pseudo-binaire
utilisées dans le travail de R. Zanella [51] et d’autre part, d’apporter des améliorations au
modèle du champ de phase de l’outil TrioCFD afin de caractériser de manière quantitative
les phénomènes couplés d’hydrodynamique et de transfert de masse, au-delà de l’application
industrielle nucléaire. Ceci est dans le but de considérer le caractère multicomposant du
corium et de construire un modèle “complet” dans une configuration isotherme capable
de prendre en compte les phénomènes thermochimique et hydrodynamique observés en
transitoire de stratification.

15. TrioCFD est un code de calcul CFD développé au CEA pour simuler différents types d’écoulements
dont les écoulements multiphasiques.
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CHAPITRE 2

MÉTHODES

Le corium en cuve est composé de deux phases liquides immiscibles bien distinctes
séparées par une interface à travers laquelle des phénomènes thermochimiques et hydrody-
namiques sont observés en transitoire de stratification. La modélisation détaillée par le
biais de la simulation numérique d’écoulements multiphasiques permet de caractériser en
détail ces phénomènes. À cet égard, dans ce chapitre, nous présentons dans un premier
temps le principe de modélisation des interfaces en proposant un panorama large et non-
exhaustif des modèles numériques de traitement d’interface communément utilisés dans
les écoulements multiphasiques en discutant de leur adéquation avec la modélisation du
corium. Ensuite, nous présentons le choix de la méthode du champ de phase retenue pour
ce travail en particulier le modèle de Cahn–Hilliard. Enfin, nous discutons plus en détail
de ce modèle dans un premier temps dans le cas binaire, puis dans le cas multicomposant
avant de présenter brièvement dans la dernière partie de ce chapitre son couplage avec
l’hydrodynamique.

2.1 Modélisation des interfaces

Les écoulements multifluides multiphasiques regroupent tous les écoulements qui font
intervenir plusieurs fluides et/ou phases séparés par une interface à travers laquelle les
propriétés physiques des fluides changent fortement. Dans la littérature, il existe plusieurs
modèles pour traiter cette interface suivant le type d’écoulement étudié et la précision de
calcul souhaitée. Dans le cas des écoulements diphasiques (à deux phases), selon la manière
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de décomposer le domaine des phases et le nombre d’ensembles d’équations mis en jeu
pour décrire le système, on peut distinguer deux approches différentes pour modéliser les
fluides :

• le modèle à deux fluides ou “two-fluid model” où l’on considère que le domaine
est composé de deux phases distinctes modélisées séparément. Autrement dit, chaque
phase est traitée séparément avec un ensemble d’équations de bilan (masse, quantité
de mouvement et énergie) différent. Des conditions de saut sont utilisées à l’interface
entre les deux fluides pour assurer le couplage des solutions de ces deux ensembles
d’équations. Ce modèle a l’avantage de pouvoir décrire chacun des fluides avec ses
propres vitesses et pressions. Ainsi, cela permet éventuellement de tenir compte
des déséquilibres locaux [60]. Pour l’application de cette thèse où la dynamique est
somme toute lente, l’équilibre local à l’interface sera supposé. En conséquence, étant
donné la complexité et le coût supplémentaire d’un tel modèle, cette approche n’est
pas pertinente dans notre cas.

• le modèle à un fluide ou “one-fluid model”, contrairement au modèle à deux
fluides, un seul ensemble d’équations de bilan (masse, quantité de mouvement et
énergie) avec un terme supplémentaire (de tension de surface en l’occurrence) pour
prendre en compte les interactions entre les deux fluides est suffisant pour décrire
l’ensemble du domaine d’écoulement. Les différentes phases sont traitées comme un
seul fluide avec des propriétés physiques qui varient selon les phases. Comparé au
modèle à deux fluides, celui à un fluide est plus simple et moins coûteux en termes
de calculs.

Au vu de la nature de notre problème et de l’échelle de modélisation souhaitée (en se
plaçant dans un cadre où l’on considère une résolution spatiale suffisamment fine pour
qu’il n’y ait pas de phase dispersée intra-maille), dans ce manuscrit, nous nous intéressons
particulièrement au modèle à un fluide. Cela s’adapte bien à notre problématique du corium
en cuve car il prend en considération l’équilibre local (pression, vitesse, ...) dans les mailles
où coexistent plusieurs phases. Un ensemble d’équations différentielles de Navier–Stokes
similaires à celles de l’écoulement monophasique suffit pour décrire l’ensemble du système.
Selon les techniques de description de l’interface dans le domaine fluide, on peut classer le
modèle “one-fluid” en deux grandes approches : les méthodes de suivi d’interface et de
capture d’interface (voir Figure 2.1).
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2.1.1 Les méthodes de suivi d’interface ou “interface-tracking”

Les méthodes de suivi d’interface consistent à suivre explicitement l’interface discrétisée
dans un maillage lagrangien. Elles se basent sur l’utilisation des marqueurs lagrangiens
transportés par l’écoulement pour définir l’interface. Cela permet de déterminer avec
précision la position exacte et la forme prise par l’interface. La méthode de Front Tracking
(FT) est l’une des méthodes de suivi d’interface les plus connues. Elle a été introduite par
Unverdi et Tryggvason [61] en 1992 pour traiter les écoulements multifluides incompressibles
et visqueux. Dans cette méthode, deux types de maillage sont utilisés : un maillage eulérien
discrétisant le domaine de calcul sur lequel les équations de bilan (masse, quantité de
mouvement et énergie) sont résolues et un maillage lagrangien discrétisant l’interface
ou le “front” (d’où le nom Front Tracking) représenté par un ensemble de marqueurs
interconnectés permettant le suivi de l’interface. L’interaction entre les deux maillages se
manifeste en particulier par la position du front sur la grille fixe et par le champ de vitesse
eulérien pour le déplacement des marqueurs.

L’avantage de la méthode de FT est sa précision au sens du suivi de l’interface et
sa robustesse pour les écoulements à surface libre avec ou sans changement de phases
[62]. Elle est aussi bien adaptée aux fluides compressible qu’incompressible. Cependant, ce
type de méthode peut être problématique pour les écoulements à grandes déformations
et déplacements importants car la gestion du maillage est complexe et la conservation de
la masse est difficile à satisfaire en grandes déformations. La variation de topologie est
difficile à caractériser selon le schéma numérique utilisé car elle entraîne généralement une
déformation du maillage qui nécessite une mise à jour par remaillage dynamique au fur et
à mesure de l’évolution de l’écoulement.

2.1.2 Les méthodes de capture d’interface ou “interface-
capturing”

Les méthodes dites de capture d’interface consistent à capturer l’interface sans la suivre
explicitement. Elles se basent sur un domaine spatial fixe dans lequel se trouve l’interface
considérée comme un champ scalaire qui sera, par la suite, transportée par le champ de
vitesse grâce à une équation d’advection. Contrairement aux méthodes de suivi d’interface,
elles sont bien adaptées aux problèmes à grandes déformations et grands déplacements
mais ne permettent pas de connaître explicitement la position et la forme de l’interface.
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Dans les méthodes de capture d’interface, on peut citer la méthode Volume Of Fluid [63],
la méthode Level-Set [64] et la méthode du champ de phase [58].

2.1.2.1 Volume Of Fluid (VOF)

La méthode VOF a été introduite par Hirt et Nichols [63] en 1981 pour traiter la
dynamique des problèmes à frontière libre. Elle se base sur l’utilisation d’une fonction C
qui quantifie le volume occupé par l’un des fluides dans une maille. En d’autres termes,
pour un point ~x du domaine composé de deux fluides A et B, la fonction C s’écrit :

C(~x) =


1 dans A

0 dans B

vAM
vM

sinon

(2.1)

avec vAM et vM sont respectivement le volume de la maille et le volume de liquide A présent
dans cette même maille. L’évolution de C(~x) est modélisée par l’équation de transport :

∂C

∂t
+∇ · (uC) = 0 (2.2)

où u est la vitesse d’advection du fluide. Il faut souligner que l’Eq. 2.2 n’est valide que
pour des fluides incompressibles et sans transfert de masse. Dans le cas contraire, des
termes sources doivent y être ajoutées. Les autres propriétés du fluide telles que la masse
volumique et la viscosité sont définies en faisant une moyenne pondérée au prorata de C.

Lorsque C prend une valeur comprise entre 0 et 1, cela signifie que deux liquides sont
présentes dans la maille telle que la proportion de l’un d’eux est donnée par C. Cette
méthode peut être sujet à des parasites importants inhérents au maillage et au schéma
numérique de résolution utilisé en particulier la diffusion numérique et l’étalement de la
zone diphasique d’interface. Afin de prévenir cette diffusion numérique et d’avoir plus de
précision, il est souvent proposé dans la littérature de reconstruire l’interface à partir de
la méthode de type SLIC (Simple Linear Interface Calculation) [65] ou PLIC (Piecewise
Linear Interface Calculation) [66, 67]. Pour plus de détails sur ces variantes, on peut se
référer à [65, 66].

Dans tous les cas, la méthode VOF garantit la conservation de masse et est plus simple
à implémenter que les méthodes de suivi d’interface, en particulier pour les écoulements
de fluides immiscibles et à surface libre [68]. Néanmoins, l’extension de la méthode en 3D
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n’est pas évidente avec une possible apparition de diffusion numérique assez importante
sur certains schémas notamment pour la méthode VOF sans reconstruction.

2.1.2.2 Level Set (LS)

La méthode LS initiée par Osher et Sethian [64] en 1988 et étendue par Sussman et al.
[69] en 1994 repose sur l’introduction d’une fonction continue level set φ caractérisant la
distance à l’interface. Dans cette méthode, l’interface est définie de manière implicite et
correspond à φ = 0. L’équation de transport de φ est donnée par :

∂φ

∂t
+∇ · (uφ) = 0 (2.3)

où u est la vitesse d’advection. L’Eq. 2.3 n’est valide que pour des fluides incompressibles
et sans transfert de masse. Dans le cas contraire, des termes sources doivent être ajoutées.

La méthode LS est généralement utilisée dans le traitement de l’interface dans les
écoulements incompressibles immiscibles avec ou sans transfert de masse [70, 71] car elle
est, conceptuellement, plus simple et facile à implémenter. Cependant, dans sa formulation
classique, elle ne conserve pas forcément la masse due à la présence d’erreurs numériques
dissipatives entraînant des pertes de masse [69] et cela pose problème pour certains
écoulements.

2.1.2.3 Champ de phase

La méthode du champ de phase ou “Phase field” trouve son origine dans la thermo-
dynamique hors équilibre et la théorie de Landau des transition des phases [72] avant
d’être étendue, par la suite, aux sciences des matériaux [73, 74], à la biomécanique [75],
au traitement d’image [76], aux écoulements multiphasiques [7, 77–79] et récemment à
l’intelligence artificielle [80]. Elle se base sur la description locale de la matière au tra-
vers d’un paramètre d’ordre. Celui-ci prend deux valeurs différentes dans chacune des
phases et varie continûment dans la zone d’interface d’épaisseur ε. Pour un écoulement
diphasique, le système est décrit dans cette méthode par une fonctionnelle d’énergie qui
est fonction d’une énergie libre ayant deux minima correspondant aux points d’équilibre
thermodynamiques du système. La consistance avec la thermodynamique est garantie, c’est
une des raisons pour lesquelles elle est principalement utilisée en science des matériaux
pour décrire l’évolution des microstructures lors d’un changement de phase [81]. Cette
méthode a également l’avantage d’assurer la conservation de la masse, d’être compatible
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avec l’hydrodynamique à l’échelle mésoscopique, facilement extensible en 3D et adaptée
aux systèmes thermodynamiques complexes [77, 82, 83].

Figure 2.1 : Différentes méthodes numériques de traitement de l’interface pour les
écoulements diphasiques. Le fond gris indique les modèles à interface diffuse et le fond

blanc ceux à interface raide. Figure adaptée de [5].

Chacune de ces méthodes a ses avantages et ses inconvénients selon le type de problème
à résoudre. Les méthodes de suivi d’interface s’avèrent plus précises mais complexe à
implémenter car elles peuvent nécessiter une reconstruction et une mise à jour du maillage
entraînant un coût de calcul élevé. Par contre, les méthodes de capture d’interface sont
plus facile à implémenter mais peuvent présenter, dans certains cas, une précision moindre
que celles de suivi d’interface.

2.1.3 Interface raide vs interface diffuse

Au delà des approches de suivi d’interface et de capture d’interface, il existe une autre
classification des modèles selon que l’interface possède une épaisseur ou non. On distingue :

• le modèle à interface raide (“sharp interface”) qui repose sur la description discontinue
des quantités physiques dans la zone qui sépare les deux fluides. Ce modèle représente
les interfaces comme des limites raides entre différentes phases ou matériaux en
supposant un changement abrupt des propriétés à travers l’interface. À l’échelle
macroscopique, l’interface peut apparaître raide et il n’y a pas de notion d’épaisseur
d’interface. Les méthodes FT, VOF avec reconstruction et LS sont à interface raide.
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• le modèle à interface diffuse (“diffuse interface”) qui repose sur la description
continue du système à l’échelle microscopique avec une interface décrite comme
une couche ayant une épaisseur ε suivant l’illustration à la Figure 2.2. Ce modèle
représente les interfaces comme des zones de transition avec des variations régulières
des propriétés. L’idée de base remonte à Van der Waals [84] qui a proposé qu’une
fonction varie continûment dans l’interface et qu’elle prenne des valeurs constantes
loin de l’interface. Ce modèle à interface diffuse est souvent utilisé lorsqu’il existe des
interactions complexes entre les phases, comme dans les écoulements multiphasiques,
le transfert de masse ou la diffusion des matériaux. Le champ de phase fait partie de
ces modèles à interface diffuse.

phase α phase β

interface

va
ria

bl
e

domaine
(a) interface raide

interface

phase α phase β
va
ria

bl
e

domaine

ε

(b) interface diffuse

Figure 2.2 : Représentation schématique des modèles à interface raide et à interface
diffuse dans un domaine contenant deux phases α et β.

2.1.4 Choix de la méthode

L’étude du transitoire de stratification du corium en cuve est complexe de par sa
particularité où suivant l’apport d’acier au système, le transfert de masse entre ses deux
phases liquides immiscibles induit une modification de leur masse volumique entraînant des
instabilités hydrodynamiques type Rayleigh–Taylor (RT) au niveau de l’interface. Bien que
la stratification de deux liquides non miscibles soit un phénomène connu, le couplage entre
les échanges de masse à travers la diffusion multicomposant (thermochimie) et l’écoulement
(convection naturelle et stratification) reste un processus délicat à modéliser. La méthode
utilisée devrait être capable de traiter ces deux grands phénomènes.
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Parmi les différentes méthodes susmentionnées, le choix de la méthode utilisée dans ce
manuscrit est porté sur la méthode du champ de phase afin de décrire le comportement
transitoire de stratification du corium en cuve. Sa consistance avec la thermodynamique
est un grand atout étant donné que la méthode du champ de phase est basée sur la
thermodynamique [85, 86]. Elle a déjà fait sa preuve d’efficacité dans la simulation de la
diffusion multicomposant à l’interface [87, 88] et dans la simulation des verres nucléaires
[78, 89]. Faisant suite aux travaux de thèse précédente de C. Cardon [57], cette approche a
permis de bien caractériser les phénomènes thermochimiques avec une méthode de capture
d’interface et à interface diffuse, plus simple numériquement par rapport au modèle à
interface raide et à la vision lagrangienne qui nécessite un suivi explicite de l’interface.
Ainsi, le couplage de cette méthode avec la CFD est direct [90–92] dans le cadre du
modèle “one-fluid” qui est bien adapté à notre problématique de séparation de phases. Par
exemple, la méthode du champ de phase est utilisée pour comprendre le mécanisme de
séparation de phase induite par le transfert de masse accompagné d’une variation de masse
volumique dans un système ternaire dans [93]. Cette séparation de phase est fortement
liée à la thermodynamique au travers du diagramme de phase et cette étude montre la
capacité d’une telle méthode à résoudre des problèmes couplant transfert de masse et
hydrodynamique. Pour notre cas du corium en cuve, ce choix est appuyé par les travaux
de R. Zanella [7, 51] qui confirment au travers des simulations du corium pseudo-binaire
sa compatibilité avec l’hydrodynamique. Pour toutes ces raisons et au vu de la nature de
notre problème et de la littérature, la méthode du champ de phase s’avère un bon candidat
pour la simulation du problème de transitoire de stratification.

2.2 La méthode du champ de phase

Cette section est consacrée à la présentation de la méthode du champ de phase, les
équations associées et les différents paramètres physiques nécessaires à la compréhension de
ce manuscrit de thèse. Pour cela, nous présentons dans un premier temps une description
générale de la méthode du champ de phase avec les principes fondamentaux. Puis dans un
second temps, nous discutons de son utilisation dans un contexte exclusivement transfert
de masse avant de parler du couplage du modèle avec l’hydrodynamique.
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2.2.1 Description générale

Historiquement, la méthode du champ de phase trouve son origine dans la théorie de
Landau des transitions des phases qui se base sur la thermodynamique hors équilibre [72].
Les transitions de phases sont des phénomènes par lesquels des changements qualitatifs et
quantitatifs des propriétés macroscopiques de la matière sont observés lorsqu’on varie un
paramètre de contrôle du système. La première équation d’état représentant une transition
de phase a été proposée par Van der Waals en 1873. Pour décrire les transitions de
phase, Landau a introduit en 1937 la notion de paramètre d’ordre noté φ dans sa théorie
phénoménologique des transitions de phase ordre-désordre [72] afin d’écrire l’énergie libre
du système.

Dans sa théorie, Landau propose de développer l’énergie du système comme une
fonction polynomiale du paramètre d’ordre φ et de la température T pour décrire les
transitions de phases mais cette description se limite aux transitions de phases dites du
second ordre 1. Par la suite, en 1949, Devonshire [94] a étendu cette théorie de Landau
pour décrire les transitions de phases du premier ordre 2. Cependant, ces théories ne
prennent pas en compte les variations spatiales qui existent en permanence au travers
des mouvements locaux des molécules. Pour un système présentant des inhomogénéités
spatiales du paramètre d’ordre, la théorie de Landau a été étendu à Ginzburg-Landau telle
que la description du système est obtenue à partir de la fonctionnelle d’énergie libre de
Ginzburg-Landau F

F[φ] =
∫
V
F(φ,∇φ,T )dV (2.4)

avec

F(φ,∇φ,T ) = FH(φ,T ) + κ

2 ||∇φ||
2 (2.5)

Le premier terme représente l’énergie de volume (“bulk energy” en anglais) comprenant
la densité d’énergie libre homogène FH exprimée en J.m−3. À température constante et
pression constante (resp. à volume constant), cette énergie libre correspond à l’énergie

1. La transition de phase est du second ordre lorsque le paramètre d’ordre reste continu au passage de
la transition de phases et il n’y a pas de dégagement de chaleur latente

2. La transition de phase est du premier ordre lorsque le paramètre d’ordre est discontinu à la transition
de phases avec libération de chaleur latente
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libre de Gibbs (resp. de Helmholtz) [95]. Dans ce manuscrit, nous nous limitons au cas
isotherme i.e. l’énergie libre considéré est celle de Gibbs.

Le deuxième terme κ2 ||∇φ||
2 est l’énergie de gradient qui représente la pénalisation

énergétique associée à la création d’interface avec κ un coefficient positif appelé coefficient
de gradient.

Dans la littérature, la densité d’énergie libre de Ginzburg-Landau en Eq. 2.5 est parfois
écrite comme

F(φ,∇φ,T ) = f̃(φ,T ) + κ?

2 ||∇φ||
2 (2.6)

avec f̃ = λFH , κ? = κ

λ
et λ un paramètre constant positif. Nous discutons ultérieurement

de l’intérêt de cette écriture en Section 2.2.2.3.3.
Dans la suite, nous discutons dans un premier temps du système binaire où un

seul paramètre d’ordre est considéré avant de développer le cas multicomposant qui fait
intervenir plusieurs paramètres d’ordre.

2.2.2 Cas d’un système binaire

Dans toute la section, nous considérons le cas d’un système présentant un seul paramètre
d’ordre. Nous présentons de façon succincte dans un premier temps les deux grandes classes
de modèles dans la méthode du champ de phase. Ensuite, nous discutons en détail du
modèle choisi pour cette thèse en introduisant brièvement l’énergie libre avant de présenter
dans la dernière partie les différents paramètres associés au modèle.

2.2.2.1 Cahn–Hilliard vs Allen–Cahn

Suivant le problème étudié, le paramètre d’ordre φ peut être distinguée en deux
catégories selon qu’il est conservé ou non. On dit qu’il est conservé lorsque l’intégrale de
φ sur tout le domaine spatial reste constante. Dans le cas contraire, on dit qu’il est non
conservé. L’évolution temporelle du paramètre d’ordre φ peut être donnée par :

• l’équation d’Allen–Cahn pour un paramètre d’ordre non conservé

∂φ

∂t
= L

(
κ∇2φ− ∂FH

∂φ

)
(2.7)

avec L un paramètre cinétique associé au temps de relaxation du système, κ le
coefficient de gradient d’énergie et FH la densité d’énergie libre de Gibbs obtenus à
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partir de la fonctionnelle d’énergie de Ginzburg–Landau. L’équation 2.7, communé-
ment appelée équation d’Allen–Cahn ou modèle A de Hohenberg et Halperin dans
[96], est formulée sous la forme d’une équation de type Langevin qui fait évoluer le
paramètre d’ordre φ de manière à minimiser l’énergie libre totale (ou, inversement, à
maximiser l’entropie totale du système) et traduit la relaxation du système vers son
état d’équilibre thermodynamique correspondant à ∂φ

∂t
= 0. Pour plus de détails sur

l’équation d’Allen–Cahn, on peut se référer à [97–99].

• l’équation de Cahn–Hilliard pour un paramètre d’ordre conservé

∂φ

∂t
= ∇ ·

[
M∇

(
∂FH
∂φ
− κ∇2φ

)]
(2.8)

avecM un paramètre cinétique appelé mobilité, κ le coefficient de gradient d’énergie
et FH la densité d’énergie libre de Gibbs. Cette équation est déduite de l’équation
de conservation des flux et est connue sous le nom de Cahn–Hilliard ou modèle B
selon la classification de Hohenberg et Halperin [96]. Nous discutons en détail de
cette équation de Cahn–Hilliard dans Section 2.2.2.2.

Les équations de Cahn–Hilliard et d’Allen–Cahn sont très similaires mais présentent
des différences tant au niveau numérique que physique. L’équation de Cahn–Hilliard vient,
en effet, d’une équation de conservation et nécessite la résolution d’une équation d’ordre 4
au travers du bilaplacien tandis que celle d’Allen–Cahn est une équation de relaxation,
non conservative et n’est que d’ordre 2.

Dans les écoulements multiphasiques, la méthode du champ de phase est souvent utilisée
comme une méthode de suivi implicite d’interface telle que rapportée dans [91, 100, 101].
Dans cette thèse, au delà de son rôle de suivi implicite d’interface dans l’écoulement
diphasique, nous utilisons la méthode du champ de phase pour caractériser les transferts de
masse observés au niveau de l’interface. Autrement dit, les paramètres d’ordre du problème
désignent les compositions (ou fractions molaires) des composants du système dans le but
de décrire les échanges de masse à l’interface.

Le modèle le plus pertinent pour notre objectif de modélisation dans un système
multicomposant reste la méthode du champ de phase conservé car elle permet d’assurer la
conservation de la masse 3, permet une gestion simple des changements topologiques et une
description des transferts de masse dans un système complexe. Notons que pour traiter du

3. Il existe une variante du modèle d’Allen–Cahn (modèle d’Allen–Cahn conservatif [89, 102, 103])
mais n’est pas développée ici. Des détails sur cette méthode sont disponibles dans [89, 104–106].
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transfert de masse multicomposant entre deux phases, l’équation d’Allen–Cahn couplée à
des équations de diffusion est une alternative à Cahn–Hilliard. Un tel modèle a été étudié,
entre autres, pour la lacune de miscibilité liquide du binaire U-O dans [107] ou pour la
séparation liquide/liquide d’un verre ternaire dans [89]. En soi, un tel modèle n’est valide
que lorsque les deux phases restent proches de leur compositions d’équilibre et, suivant le
paysage thermodynamique, peut imposer des contraintes fortes sur la séparation d’échelle
entre épaisseur de l’interface et taille caractéristique macroscopique des phases [107].

Dans ce manuscrit, dans la poursuite des travaux de C. Cardon [57], nous avons fait le
choix naturel d’utiliser le modèle de Cahn–Hilliard qui est l’équation principale de cette
thèse, discutée plus en détail dans la prochaine section.

2.2.2.2 Modèle de Cahn–Hilliard

Pour un paramètre d’ordre conservé φ dans un système binaire composé de deux
composants A et B, on considère souvent φ = φB − φA comme la différence entre les
concentrations (ou fractions molaires) des deux composants. L’évolution temporelle de φ
est déduite de l’équation de conservation des flux :

∂φ

∂t
+∇ · J = 0 (2.9)

avec J le flux associé au paramètre d’ordre φ. Dans le modèle du champ de phase, ce flux
J est soumis au principe d’Onsager qui stipule que le flux peut s’exprimer comme une
fonction linéaire de la force thermodynamique. Par conséquent, J peut s’écrire comme :

J = −M∇µ̂ (2.10)

M étant un paramètre cinétique appelé mobilité qui peut être une constante positive
ou fonction de φ. La force thermodynamique est identifiée au gradient d’un potentiel
scalaire µ̂, appelé potentiel chimique 4 et se définit comme la dérivée variationnelle de la
fonctionnelle d’énergie F :

µ̂ = δF
δφ

(2.11)

Pour un système binaire, le potentiel chimique µ̂ peut s’écrire comme

4. Dans la littérature, le potentiel chimique µ̂ peut parfois porter le nom de potentiel de diffusion.
L’appellation varie selon les auteurs.
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µ̂ = µB − µA (2.12)

avec µA et µB sont les potentiels chimiques “standard” des éléments A et B définis par

µi = ∂FH
∂Ni

∣∣∣∣∣
T ,V ,Nj 6=i

(2.13)

avec Ni la quantité de matière (en nombre de moles) de l’espèce i.
En prenant l’expression de la fonctionnelle d’énergie de Ginzburg-Landau en Eq. 2.4,

on obtient :
δF =

∫
V

[
∂FH
∂φ

δφ+ κ (∇φ) δ (∇φ)
]
dV (2.14)

En considérant uniquement le deuxième terme dans l’intégrale en Eq. 2.14 et en
l’intégrant par partie, on obtient :

∫
V
κ (∇φ) δ (∇φ) dV = [κ∇φδφ]+∞−∞ −

∫
V
κ∇2φδφdV (2.15)

Le premier terme vaut nul car φ ne varie pas aux bords (loin de l’interface). En effet,
le paramètre d’ordre φ est soumis à des conditions aux limites de Neumann homogènes.
La dérivée variationnelle de F est donnée par

δF
δφ

= ∂FH
∂φ
− κ∇2φ (2.16)

Les conditions aux bords pour le potentiel µ̂ = δF
δφ

sont également de type Neumann
homogènes car aucun flux de diffusion ne doit traverser le bord du domaine et à l’équilibre
thermodynamique, sa valeur vaut µ̂eq. En ce sens, pour un système qui tend vers les
compositions d’équilibre φα,eq et φβ,eq, deux conditions doivent être satisfaites à l’équilibre
thermodynamique [108] :

• une condition d’égalité du potentiel chimique dans les deux phases à l’équilibre
thermodynamique

µ̂α,eq = µ̂β,eq = µ̂eq (2.17)

• une condition d’égalité du grand potentiel dans les deux phases à l’équilibre thermo-
dynamique
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Ω̂α,eq = Ω̂β,eq = Ω̂eq (2.18)

avec µ̂α,eq et Ω̂α,eq (resp. µ̂β,eq et Ω̂α,eq) sont les potentiels chimiques et grand potentiel
de la phase α (resp. de la phase β). Pour k ∈ {α, β}, le grand potentiel Ω̂k,eq est
donné par

Ω̂k,eq = FH(φk,eq)− µ̂eqφk,eq (2.19)

Du point de vue géométrique, ces deux équations décrivent une tangente commune à la
courbe d’énergie libre aux deux points d’équilibre φα,eq et φβ,eq. Finalement, en injectant
les Eqs. 2.10 et 2.16 dans l’équation de conservation en Eq. 2.9, on obtient

∂φ

∂t
= ∇ ·

[
M∇

(
∂FH
∂φ
− κ∇2φ

)]
(2.20)

Cette équation non linéaire au travers de ∂FH
∂φ

est connue sous le nom de l’équation de
Cahn–Hilliard ou modèle B selon la classification de Hohenberg et Halperin [96]. Dans le
cadre des matériaux multicomposants, l’énergie libre est généralement obtenue à partir
des bases de données thermodynamiques comme CALPHAD [13, 109] mais peut s’exprimer
également de façon analytique. Pour un système diphasique, la variation de l’énergie
libre prend la forme d’un double puits qui peut être exprimé par une fonction de type
logarithmique [58, 88, 95]

FH = aφ(1− φ) + kBT (φ)lnφ+ (1− φ)ln(1− φ) (2.21)

avec kB la constante de Boltzmann ou par une approximation par un polynôme d’ordre 4
[91, 100, 110] :

FH = a(φ− φα,eq)2(φβ,eq − φ)2 (2.22)

avec φα,eq et φβ,eq sont les compositions d’équilibre. Cette forme d’un polynôme d’ordre 4
est la forme la plus utilisée car il s’agit à la fois de la forme avec l’ordre le plus bas dans la
formulation de Landau car il existe une solution analytique à l’interface (voir Annexe A).

2.2.2.3 Paramètres du modèle de Cahn–Hilliard

Les paramètres principaux associés à l’équation de Cahn–Hilliard sont l’énergie libre
FH , le coefficient d’énergie κ et la mobilitéM. Dans cette section, nous discutons de ces
paramètres en commençant par une discussion brève sur l’énergie libre. Ensuite, nous
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discutons de la tension de surface et de l’épaisseur d’interface afin d’obtenir le coefficient
d’énergie κ. Enfin, nous parlons de la mobilité dans la dernière partie.

2.2.2.3.1 Quelques mots sur l’énergie libre

La méthode du champ de phase est initialement utilisée pour décrire les transitions de
phase avant d’être élargie vers l’étude des phénomènes de transfert de masse dans les fluides.
Avant de discuter de son application à ce dernier, il est important de présenter quelques
notions de base sur la séparation de phase notamment le diagramme des phases et la
variation de l’énergie libre du système qui jouent un rôle important dans la compréhension
du modèle de champ de phase. Le système étudié dans cette section est celui qui tend à se
séparer vers deux phases distinctes i.e. un système diphasique.

Tout d’abord, le diagramme de phase est une représentation graphique permettant de
caractériser l’état physique d’un système à composition donné suivant une variable ther-
modynamique comme la température ou la pression. La Figure 2.3 montre un diagramme
de phase isobare et représente les différents états que peut prendre le système en fonction
de la température. Il y a deux zones bien distinctes : une zone de lacune de miscibilité
et une zone hors de cette lacune. La zone de lacune de miscibilité correspond à la zone
à l’intérieur de la courbe de coexistence appelée aussi ligne binodale (ligne orange de la
Figure 2.3) dans un diagramme de phase. Il s’agit d’une zone où coexistent deux phases
de même structure mais de compositions différentes.

φα,eq φβ,eqφα? φβ?

Région
spinodale

Zone
métastable

T1

T0

Figure 2.3 : Diagramme de phase.
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Considérons un système dans lequel deux éléments A et B tel qu’à la température T0,
le système est constitué d’un seul liquide (mélange d’éléments A et B). Si on fait varier la
température du système de T0 à T1, le système va se retrouver dans la lacune de miscibilité
ou non selon la composition de l’élément A. Hors de la lacune de miscibilité, le système va
rester monophasique tandis que si la composition initiale est dans la lacune de miscibilité,
il va se séparer en deux phases dont les compositions d’équilibre sont données par les
extrémités de la conode. La conode ou “tie-line” est la ligne qui connecte les deux phases
à l’équilibre. Notons que tous les points sur la conode ont la même composition globale.

Suivant la composition initiale de l’élément A dans la lacune de miscibilité, cette
séparation de phase pour un système hétérogène peut se présenter sous deux mécanismes :

• par décomposition spinodale lorsqu’il existe une fluctuation infinitésimale de com-
position qui diminue l’énergie libre FH . La séparation se développe spontanément
jusqu’à ce qu’un minimum d’énergie correspondant à l’état d’équilibre soit atteint.

• par nucléation croissance, dans le cas contraire, la baisse d’énergie n’est possible
qu’après que l’amplitude de la fluctuation a dépassé un seuil. Ceci implique de
surmonter la barrière énergétique de nucléation.

Pour mieux comprendre ces deux mécanismes, nous montrons en Figure 2.5 une
illustration graphique de l’énergie libre, de sa dérivée et de sa dérivée seconde par rapport
au paramètre d’ordre φ pour une densité d’énergie libre FH en Eq. 2.22. L’énergie libre
FH possède deux minima correspondant aux deux points d’équilibre du système i.e. φα,eq

et φβ,eq. La pente de la tangente commune à ces deux phases correspond au potentiel
chimique à l’équilibre µ̃eq (une constante aux deux phases). En d’autres termes, il existe
une solution de front telle que ∇µ = 0 à l’équilibre thermodynamique. L’excès d’énergie
entre ces deux phases est associée à l’énergie d’interface σ (appelée aussi tension de surface)
comme illustré en Figure 2.4. Nous discutons plus en détail de la tension de surface en
Section 2.2.2.3.2.
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f̃

φ
φα,eq φβ,eq

excès
d’énergie σ

f̃β,eq

f̃α,eq tangente commune de pente µ̃eq

Figure 2.4 : Densité d’énergie libre homogène f̃ et excès d’énergie libre à l’interface.

Le calcul de ses points d’inflexion au travers de sa dérivée seconde met en évidence les
deux zones de l’énergie libre : un domaine concave (resp. convexe) correspondant à tout
point de la composition initiale qui mène vers une séparation de phase par décomposition
spinodale (resp. nucléation croissance) qu’on peut identifier à partir du sens de la dérivée

seconde. En effet, si d
2FH
dφ2 < 0, le domaine est concave alors toute composition initiale

à l’intérieur de cette zone instable i.e. φ ∈
]
φα? ,φβ?

[
qu’on appelle également région

spinodale va tendre vers un système séparé par le mécanisme de décomposition spinodale.
Inversement, si d

2FH
dφ2 > 0, le domaine est convexe et correspond à la région métastable

i.e. φ ∈ ]φα,eq,φα? [ ∪
]
φβ? ,φβ,eq

[
où la séparation s’effectue par le mécanisme de nucléation

croissance. La lacune de miscibilité comprend alors une zone instable et une zone métastable
séparée entre elles par la limite spinodale (courbe en bleu de la Figure 2.3).

45



Chapitre 2. Méthodes 2.2. La méthode du champ de phase

f̃

aλ
16(φα,eq + φβ,eq)2(φβ,eq − φα,eq)2

d
f̃

d
φ

d
2
f̃

d
φ

2

φα,eq φβ,eqφα
⋆ φβ

⋆

0

Figure 2.5 : Variation de l’énergie libre donnée par l’Eq. 2.22, de sa dérivée première
et de sa dérivée seconde par rapport au paramètre d’ordre φ.

Pour résumer, le système est représenté par la fonctionnelle d’énergie libre de Ginzburg-
Landau qui prend en compte à la fois le caractère diffus de l’interface ainsi que les conditions
d’équilibre et de coexistence des phases. En effet, il est important de bien définir l’énergie
libre homogène FH dans le modèle de Cahn–Hilliard car elle contient les informations
associées au nombre de phases présentes et les valeurs du paramètre d’ordre à l’équilibre
thermodynamique auquel va tendre le système. Dans un écoulement diphasique, cette
séparation de phases se manifeste par la création d’une interface séparant le système en
deux avec une énergie liée à sa création.

2.2.2.3.2 Tension de surface

La tension de surface (appelée aussi tension interfaciale) est définie comme l’excès
d’énergie libre par unité de surface associée à la création d’interface entre deux phases. Elle
correspond à l’équipartition de l’énergie d’excès entre le grand potentiel Ω̂ du système avec
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une interface entre les phases {α, β} et le grand potentiel Ω̂eq (à l’équilibre) en l’absence
d’interface par unité de surface S [88], soit

σ = Ω̂− Ω̂eq

S
(2.23)

avec Ω̂eq défini en Eq. 2.19 et le grand potentiel Ω̂ défini par

Ω̂ = FH − µ̂eqφ+ 1
2κ||∇φ||

2 (2.24)

Dans cette description des paramètres du modèle, nous considérons un domaine à
interface plane de longueur L, soit une tension de surface σ

σ =
∫ L

0

FH − FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq) + 1
2κ

(
dφ

dx

)2
 dx (2.25)

tel que φ(x = 0) = φα,eq et φ(x = L) = φβ,eq.
Nous rappelons que nous avons à l’équilibre thermodynamique la relation suivante

κ
d2φ

dx2 = dFH
dφ
− µ̂eq (2.26)

En multipliant les deux membres par dφ
dx

puis en l’intégrant entre 0 et x, on obtient

∫ x

0
κ
d2φ

dx2
dφ

dx
dx =

∫ x

0

dFH
dφ

dφ

dx
dx−

∫ x

0
µ̂eq

dφ

dx
dx (2.27)

ce qui donne
1
2

∫ ( dφ
dx

)2

0
2κdφ
dx
d

(
dφ

dx

)
=
∫ FH(φ)

FH(φα,eq)
dFH −

∫ φ

φα,eq
µ̂eqdφ (2.28)

On obtient donc

1
2κ

(
dφ

dx

)2

= FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq) (2.29)

soit la tension de surface σ donnée par

σ =
∫ L

0
κ

(
dφ

dx

)2

dx =
∫ φβ,eq

φα,eq
κ

(
dφ

dx

)
dφ (2.30)
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avec
dφ

dx
=
√

2
κ

√
FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq) (2.31)

Finalement, en injectant l’Eq. 2.31 dans l’Eq. 2.30, on obtient l’expression de la tension
de surface

σ =
√

2κ
∫ φβ,eq

φα,eq

√
FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq)dφ (2.32)

2.2.2.3.3 Épaisseur d’interface

Comme la méthode du champ de phase est un modèle à interface diffuse, l’interface
a une certaine épaisseur non-nulle correspondant à l’espace à l’intérieur duquel il existe
une variation non négligeable du paramètre d’ordre. Il faut noter que l’épaisseur physique
de l’interface est de l’ordre du nanomètre [111], ce qui correspond à l’échelle spatiale
des interactions atomiques et nécessite, par conséquent, des tailles de grille extrêmement
petites pour capturer cette interface. Afin de contourner cette difficulté au vu des échelles
spatiales mises en jeu, le modèle du champ de phase propose l’avantage de pouvoir gérer
cette interface à une échelle plus large que celle de l’interface physique tout en gardant la
même propriété physique telle que la tension de surface. En ce sens, nous introduisons le
paramètre d’upscaling λ tel que

ε? = ε

λ
(2.33)

avec ε l’épaisseur physique réelle de l’interface, et ε? l’épaisseur numérique du modèle
de champ de phase. L’épaisseur d’interface ε? introduite en donnée d’entrée devient
un paramètre numérique fixé par le maillage afin de résoudre le problème à l’échelle
macroscopique. En pratique, la taille de cette interface “numérique” est de l’ordre de 4 à 5
mailles. Pour plus de clarté dans la suite, tous les paramètres numériques sont munis d’un
exposant ?.

La définition de cette épaisseur d’interface est “arbitraire” et varie selon les auteurs.
Dans [91], par exemple, l’épaisseur d’interface est définie comme la distance correspondant
à 90% de la variation du paramètre d’ordre soit

ε? ' 4.164
λ

√
κ (2.34)

avec ε = 2× tanh−1(0.9)
√

2κ ' 4.164
√
κ.
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Dans [49, 100], l’épaisseur d’interface physique ε se définit à partir du maximum de la
pente (voir Figure 2.6) en première approximation

max

(
dφ

dx

)
'

∣∣∣φβ,eq − φα,eq
∣∣∣

ε
(2.35)

ce qui donne

ε =

∣∣∣φβ,eq − φα,eq
∣∣∣

max

(
dφ

dx

) (2.36)

φβ,eq

x

φ

φα,eq

ε

max
(
dφ

dx

) ∣∣∣φβ,eq − φα,eq
∣∣∣

Figure 2.6 : Illustration de la définition de l’épaisseur d’interface.

Dans ce manuscrit, nous avons fait le choix d’utiliser la définition en Eq. 2.36. En
remplaçant dφ

dx
par son expression en Eq. 2.31, on peut écrire l’épaisseur d’interface

numérique ε?

ε? = 1
λ

√
κ

2

∣∣∣φβ,eq − φα,eq
∣∣∣

max
(√

FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq)
) (2.37)

Afin de mettre en évidence le paramètre d’upscaling λ tout en gardant la même tension
de surface σ, nous pouvons introduire un autre paramètre numérique κ? = κ

λ
qui représente

le coefficient de gradient numérique lorsque l’interface est élargie. La tension de surface σ
et l’épaisseur d’interface numérique ε? deviennent

σ =
√

2λκ?
∫ φβ,eq

φα,eq

√
FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq)dφ = Aeqσ

√
2λκ? (2.38)
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ε? =
√
κ?

2λ

∣∣∣φβ,eq − φα,eq
∣∣∣

max
(√

FH(φ)− FH(φα,eq)− µ̂eq(φ− φα,eq)
) = Aeqε

√
κ?

2λ (2.39)

À ce stade, nous avons pu définir l’épaisseur d’interface ε? et la tension de surface σ en
fonction de λ et κ? de la fonctionnelle d’énergie. La tension de surface est proportionnelle

à
√
λκ? tandis que l’épaisseur d’interface numérique ε? est proportionnelle à

√
κ?

λ
. Afin

de mettre en évidence les paramètres σ et l’épaisseur d’interface numérique ε?, dans la
littérature, certains auteurs proposent une écriture de la fonctionnelle d’énergie libre F
sous la forme :

F =
∫
V

[
A
σ

ε?
FH(φ,T ) +Bσε?||∇φ||2

]
dV (2.40)

ou également en mettant en évidence λ, l’interface physique ε et la tension de surface σ
par

F =
∫
V

[
A
σ

ε
λFH(φ,T ) +B

σε

λ
||∇φ||2

]
dV (2.41)

avec A et B sont des coefficients constants tels que

A = Aeqε?

2Aeqσ
(2.42)

et
B = 1

Aeqε?A
eq
σ

(2.43)

Par conséquent, nous pouvons écrire

λ = σAeqε
2Aeqσ ε?

= A
σ

ε?
(2.44)

κ? = σε?

Aeqε A
eq
σ

= Bσε? (2.45)

2.2.2.3.4 Mobilité

Physiquement, la mobilité M est un paramètre cinétique qui traduit la vitesse du
processus de transfert de masse ou de diffusion. Dans la méthode du champ de phase,
elle peut être une constante positive ou fonction du paramètre d’ordre φ (appelée aussi
mobilité dégénérée). Le choix d’une mobilité constante est souvent fait pour des raisons de
simplification, en particulier du point de vue numérique car elle reste constante dans tout
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le domaine et dans toute la simulation. Néanmoins, l’utilisation d’une mobilité constante
peut être problématique dans certains cas notamment lorsque la fonction d’énergie libre
est de type polynomiale ou ayant une singularité [110, 112]. En effet, si l’on considère
le paramètre d’ordre φ comme la différence entre la fraction volumique d’un élément A
et celle d’un élément B, on devrait obtenir φ ∈ [−1, 1]. Or, l’utilisation d’une mobilité
constante autorise φ à prendre des valeurs au delà de cet intervalle [−1, 1], cela n’a pas
vraiment de sens physique. Pour remédier à ce problème, on utilise une mobilité dégénérée
i.e. une mobilité dépendant du paramètre d’ordre φ. Dans la littérature, on peut trouver
différentes expressions de la mobilité dégénérée suivant le type de problème, des conditions
aux limites et de l’énergie libre tout en assurant la consistance avec la thermodynamique
[112, 113]. À titre d’exemple, une des formes que peut prendre cette mobilité dégénérée est

M(φ) = 1− φ2 (2.46)

Le grand intérêt d’utiliser une mobilité dégénérée est d’assurer que les valeurs des φ
obtenues se trouvent dans l’intervalle de φ ayant un sens physique.

Par ailleurs, en définissant les grandeurs adimensionnelles x̃ = x

L
, t̃ = t

τ
et F̃ ′ =

∂FH
∂φ

F ′0
où L, τ et F ′0 désignent respectivement la longueur, le temps et la densité d’énergie libre
caractéristique du système, on peut obtenir l’équation de Cahn–Hilliard adimensionnée

∂φ

∂t̃
= ∇ ·

[
M̃∇

(
F̃ ′ − κ̃?∇2φ

)]
(2.47)

avec
M̃ = λτMF ′0

L2 (2.48)

et
κ̃? = κ?

λF ′0L
2 (2.49)

Le temps caractéristique d’atteinte du régime stationnaire τ s’exprime donc comme

τ = L2

λF ′0 M
(2.50)

Ce temps macroscopique de diffusion est dépendant du paramètre λ i.e. il varie avec
l’élargissement d’interface. Afin de préserver ce temps macroscopique de diffusion dans
notre modèle tout en prenant en compte l’élargissement d’interface par λ, nous introduisons
une mobilité numériqueM? de telle sorte que le temps τ est conservé indépendamment de
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la taille de l’interface. Cette mobilité numérique s’écrit en conséquence commeM? = M
λ

.
L’équation de Cahn–Hilliard devient

∂φ

∂t
= ∇ ·

[
M?∇

(
λ
∂FH
∂φ
− κ?∇2φ

)]
(2.51)

oùM? la mobilité numérique et κ? le coefficient de gradient en considérant l’interface
élargie. Un récapitulatif des paramètres physiques et numériques du modèle de Cahn–
Hilliard est présenté dans le Tableau 2.1.

Tableau 2.1 : Tableau récapitulatif des paramètres physiques et numériques dans le
modèle du champ de phase.

Paramètres Physique Numérique
fonctionnelle F = FH + κ

2 ||∇φ||
2 F = λFH + κ?

2 ||∇φ||
2

épaisseur ε ε? = ε
λ

gradient d’énergie κ κ? = κ
λ

tension de surface σ σ? = σ

mobilité M M? = M
λ

2.2.3 Cas d’un système multicomposant

Dans cette section, nous considérons le cas d’un système multicomposant i.e. un
ensemble de plusieurs paramètres d’ordre. Dans cette thèse, ceux-ci sont des variables
conservées, en l’occurrence les compositions des N éléments du système et sont soumis à
la contrainte

N∑
i=1

φi = 1 (2.52)

Ainsi, le degré de liberté nécessaire pour décrire la composition locale du système se
réduit à Nc = N − 1 variables conservées. La fonctionnelle d’énergie de Ginzburg-Landau
correspondante s’écrit

F[φ1, ...,φNc ] =
∫
V
λFH(φ1, ...,φNc) + 1

2

Nc∑
i=1

Nc∑
j=1

κ?∇φi · ∇φj dV (2.53)

où le terme 1
2

Nc∑
i=1

Nc∑
j=1

κ?∇φi · ∇φj représente la pénalisation énergétique liée à la création

d’interface étant donné que celle-ci coûte de l’énergie au système.

52



2.2. La méthode du champ de phase

2.2.3.1 Cahn–Hilliard multicomposant

De la même manière que dans le cas d’un système binaire, on peut décrire l’évolution
des paramètres d’ordre conservés à partir de l’équation de conservation des flux. Tout en
prenant en compte l’expression de la fonctionnelle d’énergie en Eq. 2.53 et la contrainte en
Eq. 2.52, l’évolution des paramètres d’ordre conservés φi tels que i ∈ [1,Nc] est donnée
par les équations de Cahn–Hilliard


∂φi
∂t

= ∇ ·
 Nc∑
j=1

Mi,j

λ
∇µ̃j


µ̃j = λ

(
∂FH
∂φj

)
φl6=j

−
Nc∑
l=1

κ?j,l∇2φl

(2.54)

avec ¯̄M = {Mi,j}i,j∈{1,...,Nc} la mobilité chimique, ¯̄κ = {κ?i,j}i,j∈{1,...,Nc} les coefficients de
gradient d’énergie numérique qui deviennent des matrices carrés d’ordre N dans le cas
multicomposant. Ces deux matrices ont la particularité d’être symétrique (i.e. κ?i,j = κ?j,i

etMi,j =Mj,i). Comme dans le cas binaire, le potentiel de diffusion µ̃i peut être écrit en
fonction des potentiels chimiques “standard” µi. Dans le cas multicomposant et sous la
contrainte en Eq. 2.52, le potentiel de diffusion µ̃i s’écrit

µ̃i = λ (µi − µN) (2.55)

avec N l’élément choisi pour réduire le degré de liberté du système à N − 1 paramètres
d’ordre. Les conditions aux bords pour le paramètre d’ordre φi et le potentiel de diffusion
µ̃i sont les mêmes que dans le cas binaire i.e. du type Neumann homogène. Il n’y a pas
de flux de diffusion qui traverse le bord du domaine et le système est fermé au sens de la
contrainte de conservation donnée par

d

dt

∫
V
φidV = 0 (2.56)

Les conditions de coexistence de phases α et β se généralisent facilement. À l’équilibre
thermodynamique, comme dans le cas d’un système binaire, on a :

 µ̃α,eq
i = µ̃β,eq

i = µ̃eqi

Ω̃α,eq
i = Ω̃β,eq

i = Ω̃eq
i

(2.57)
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tel que pour la phase k ∈ {α, β}, le grand potentiel Ω̃eq
i de φi à l’équilibre est donné par le

plan cotangent

Ω̃eq
i = λ FH

(
φk,eq

1 , ...,φk,eq
Nc

)
−

Nc∑
i=1

µ̃eqi φ
k,eq
i (2.58)

2.2.3.2 Mobilité

Comme discuté dans le cas d’un système binaire, la mobilité peut être une constante
ou dégénérée. Dans le cas d’un système multicomposant, la mobilité constante désigne
une matrice dont les coefficients sont fixes dans tout le domaine et tout au long de la
simulation. Dans le cas d’une mobilité dégénérée, celle-ci est fonction de φi et permet
d’assurer que les paramètres d’ordre φi calculés sont dans un intervalle physique bien
déterminé. Sous l’hypothèse d’un volume molaire constant, la mobilité dégénérée pour un
système multicomposant est donnée dans la littérature [93, 114–116] par

Mi,j = Vm
Nc+1∑
k=1

(δi,k − φi) (δj,k − φj)φkMk (2.59)

avec Vm le volume molaire, δi,k le symbole de Kronecker tels que δi,k = 1 si i = k et
δi,k = 0 si i 6= k, Mk la mobilité atomique de l’élément k ∈ {1, ...,Nc + 1} obtenues dans
les bases de données de mobilités atomiques [117, 118]. Il est important de mentionner ici
que les mobilités atomiques de toutes les Nc + 1 variables conservées sont nécessaires pour
construire cette matrice de mobilité dégénérée en Eq. 2.59.

2.2.3.3 Paramètres de l’interface

En considérant la fonctionnelle d’énergie d’un système multicomposant en Eq. 2.53
et en suivant le même processus de développement qu’en système binaire, la tension de
surface σ pour les systèmes multicomposants peut s’exprimer comme

σ =
∫ L

0

Nc∑
i=1

Nc∑
j=1

λκ?i,j

(
dφi
dx

)(
dφj
dx

)
dx (2.60)

et l’épaisseur d’interface associé à φi est donnée par

ε?i = 1
λ

∣∣∣φβ,eq
i − φα,eq

i

∣∣∣
max

(
dφi
dx

) (2.61)
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La matrice κ = {κi,j} est symétrique et positive. Dans un système à Nc paramètres
d’ordre, il faut alors Nc(Nc− 1)/2 coefficients de gradient κi,j indépendants. Physiquement,
ces coefficients κi,j représentent les interactions interatomiques des différentes espèces
constituant le système. Comme aucune information détaillée sur ces dernières n’est gé-
néralement disponible, il n’y a aucun moyen de les déterminer a priori. À la différence
du système binaire, on ne peut plus exprimer analytiquement la tension de surface σ et
l’épaisseur d’interface numérique ε?i en fonction uniquement des coefficients de gradients
κ?i,j et du paramètre d’upscaling λ (sauf cas particulier dans [100] où une autre forme
d’énergie libre est adoptée). Dans le cas du corium en cuve, l’énergie libre est souvent
obtenue à partir des bases de données thermodynamiques telle que CALPHAD [109] et en
l’occurrence, la seule relation qu’on peut obtenir est celle dans le cas d’un système binaire
où le gradient d’énergie est un scalaire non pas une matrice carré d’ordre Nc.

La construction d’une matrice ¯̄κ? capable de représenter les paramètres d’interface à
savoir la tension de surface et l’épaisseur d’interface n’est donc pas évidente. Dans la thèse
de C. Cardon [57], le choix de ¯̄κ? a suscité des questions qui restaient en suspens. Un des
objectifs de ce manuscrit est le paramétrage du modèle du champ de phase au travers
de ¯̄κ? pour un système multicomposant afin, d’une part, d’assurer la consistance avec la
thermodynamique et la cohérence avec le système binaire vis-à-vis de la tension de surface
et de l’épaisseur d’interface, et d’autre part, d’explorer les subtilités qu’on peut observer
dans le cas multicomposant et qu’on ne retrouve pas dans le cas d’un système binaire.
Nous en discutons plus en détail dans les prochains chapitres consacrés au développement
des modèles à interface diffuse pour un système multicomposant.

2.2.4 Couplage avec l’hydrodynamique

Jusque là, nous avons présenté la méthode du champ de phase dans un cadre purement
diffusif. Dans cette section, nous discutons brièvement du couplage de ce modèle par les
équations de Cahn–Hilliard avec celles de Navier–Stokes afin de prendre en compte à la
fois les phénomènes thermochimiques au travers du transfert de masse entre les phases
et les phénomènes hydrodynamiques lorsqu’on considère un écoulement de fluide dans le
système.

Le corium en cuve est considéré comme un fluide newtonien dans la gamme de
composition d’intérêt. Par ailleurs, on se place dans le cadre des fluides quasi-incompressibles
où la masse volumique ne dépend pas de la pression et est ici fonction de la composition en
éléments. En ce sens, dans la littérature, différentes formulations du couplage des équations

55



Chapitre 2. Méthodes 2.2. La méthode du champ de phase

de Cahn-Hilliard et Navier-Stokes (CHNS) existent pour les écoulements diphasiques
quasi-incompressibles 5 à densité variable [96, 119–122]. Suivant la définition de la vitesse
dans la formulation du modèle couplé, nous pouvons distinguer ces modèles comme un
modèle à vitesse moyennée en volume ou un modèle à vitesse moyennée en masse. Pour
des raisons de simplification, pour présenter succinctement ces modèles, nous considérons
le cas d’un système à deux phases pures immiscibles décrit par un seul paramètre d’ordre
φ associé à la fraction volumique des fluides (la fraction volumique d’une des phases ou la
différence entre les fractions volumiques suivant le modèle).

D’une part, pour le modèle à vitesse moyennée en volume i.e. u = ι1u1 + ι2u2 avec
ιj la fraction volumique et uj la vitesse de la phase j ∈ {1, 2}, nous pouvons discuter du
modèle de Ding et al. [121] dans lequel la formulation provient des équations de bilan de
masse pour chaque phase j de masse volumique ρj, soit

∂ρj
∂t

+∇ · (ρjuj) = 0 (2.62)

Avec la vitesse moyennée en volume, cela conduit à l’équation de continuité (divergence
nulle de la vitesse)

∇ · u = 0 (2.63)

Dans ce modèle de Ding et al. [121], les équations de Navier–Stokes s’écrivent comme

ρ(φ)
(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + FS + FB +∇τ (2.64)

et celle de Cahn–Hilliard comme
∂φ

∂t
+ u · ∇φ = ∇ · (M?∇µ̃)

µ̃ = λ

(
∂FH
∂φ

)
− κ?∆φ

(2.65)

avec P la pression, ρ(φ) la masse volumique, FS représente la force de tension de surface,
FB la force liée à la gravité et τ le tenseur des contraintes visqueuses. Ce modèle proposé
par Ding et al. [121] a l’avantage d’être plus facile à résoudre numériquement grâce à la
relation d’incompressibilité à divergence nulle (Eq. 2.63) mais sa formulation n’est pas
thermodynamiquement consistante.

5. Le terme quasi-incompressible signifie que la masse volumique est indépendante de la pression
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D’autre part, pour le modèle à vitesse moyennée en masse i.e. ρu = ρ1u1 + ρ2u2 avec
ρj la masse volumique de la phase j, nous pouvons discuter du modèle de Lowengrub et
Truskinovsky [120] dont l’équation de continuité s’écrit

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (2.66)

La dérivation thermodynamiquement consistante de ce modèle conduit à une écriture
modifiée des équations de Cahn–Hilliard avec un ajout du terme en pression dans la
définition du potentiel chimique


ρ
∂φ

∂t
+ ρu · ∇φ = ∇ · (M?∇µ̃)

µ̃ = − 1
ρ2
∂ρ

∂φ
P + λ

(
∂FH
∂φ

)
− κ?∆φ

(2.67)

Bien que cette formulation soit thermodynamiquement consistante, la vitesse n’est plus à
divergence nulle dans le modèle de Lowengrub et Truskinovsky [120], ce qui complique la
résolution numérique des équations couplées de CHNS.

Afin de tirer parti des avantages de chacun de ces deux modèles susmentionnés, Abels
et al. dans [119] propose un modèle thermodynamiquement consistant pour les écoulements
diphasiques quasi-incompressibles à densité variable basé sur un champ de vitesse solénoidal
(à divergence nulle). En l’occurrence, les équations de CHNS s’écrivent comme



∂φ

∂t
+ u · ∇φ = ∇ · (M?∇µ̃)

µ̃ = λ

(
∂FH
∂φ

)
− κ?∆φ

ρ(φ)∂u
∂t

+ ((ρ(φ)u+ J) · ∇)u = −∇P + FS + FB +∇τ

∇ · u = 0

(2.68)

où (J · ∇)u est un terme supplémentaire dans les équations de Navier–Stokes avec J le
flux de masse associé au paramètre d’ordre φ.

Tableau 2.2 : Propriétés physiques typiques du corium et de l’eau [12].

Phase Oxide Métallique Eau à 25°C, 1bar
Viscosité cinématique typique (m2s−1) 5× 10−7 5× 10−7 8.9× 10−7

Masse volumique ρ (kg.m−3) 8000 7000 997
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Dans le cas du corium en cuve, certaines hypothèses sont utilisées vis-à-vis de ses
propriétés physiques dans le Tableau 2.2. En ordre de grandeur, la viscosité cinématique
typique de la phase oxyde est comparable à celle de la phase métallique. Il n’y a donc pas
de contraste de viscosité important. Par ailleurs, l’écart relatif de masse volumique entre
les deux phases est faible i.e. ∆ρ

ρ
� 1. L’hypothèse d’approximation de Boussinesq peut

alors être utilisée. En conséquence, la distinction entres les modèles précédents disparait et
les équations de CHNS s’écrivent pour un système multicomposant :



∂φi
∂t

+ u · ∇φi = ∇ ·
 Nc∑
j=1
M?

i,j∇µ̃j


µ̃j = λ

(
∂FH
∂φj

)
φl 6=j

−
Nc∑
l=1

κ?j,l∇2φl

ρ?
(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P +

Nc∑
i=1

µ̃i∇φi + ρ(φi)g + η∆u

∇ · u = 0

(2.69)

avec ρ? une masse volumique de référence, ρ(φi) désigne la loi de densité et η la viscosité
dynamique 6.

2.3 Synthèse du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans un premier temps un panorama des méthodes
numériques communément utilisées dans la littérature pour modéliser les interfaces dans
un domaine fluide. On peut classer ces méthodes selon la manière dont on suit l’interface
(méthodes de suivi ou de capture d’interface) et selon que l’interface possède une épaisseur
ou non (modèle à interface raide ou à interface diffuse). Dans cette thèse, au vu de la
nature de notre problème et des travaux antérieurs, le choix s’est porté sur la méthode
du champ de phase qui est une méthode de capture d’interface et à interface diffuse
pour décrire le comportement du corium en cuve. Cette méthode du champ de phase est
compatible avec la CFD et permet de capturer à la fois les phénomènes thermochimiques
et hydrodynamiques. Le lien avec la thermodynamique est direct et permet l’utilisation
d’une base thermodynamique pour obtenir les fermetures du modèle.

6. L’hypothèse sur la viscosité constante est utilisée dans la suite du manuscrit mais l’implémentation
dans le code CFD (voir dans le Chapitre 4) n’est pas limitée à cette hypothèse.
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Dans un second temps, nous avons discuté de la méthode du champ de phase en donnant
une description générale de la méthode et en abordant la notion de fonctionnelle d’énergie
libre et de paramètres d’ordre. Dans la méthode du champ de phase, l’évolution du système
est décrite par l’équation de Cahn–Hilliard pour les paramètres d’ordre conservés et par
l’équation d’Allen–Cahn pour les paramètres d’ordre non conservés. Pour être plus clair
dans le raisonnement, nous avons considéré en premier lieu le cas d’un système binaire
(à un seul paramètre d’ordre) avant de traiter le cas multicomposant. Les paramètres
cinétiques et les paramètres d’interface sont relativement facile à définir dans le cas d’un
système binaire mais il s’avère plus complexe dans le cas multicomposant.

Enfin, dans la dernière partie du chapitre, nous avons traité le couplage du modèle
de Cahn–Hilliard avec les équations de Navier–Stokes pour prendre en compte des effets
hydrodynamiques. La méthode du champ de phase étant un modèle à un fluide, alors, un
seul ensemble d’équations de Navier–Stokes est nécessaire pour décrire l’écoulement dans
tout le domaine.
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CHAPITRE 3

DIFFUSION MULTICOMPOSANT DANS LE SYSTÈME
TERNAIRE U-O-ZR

Un des objectifs de cette thèse est d’apporter des éléments de réponses aux questions
qui étaient restées en suspens dans la thèse de C. Cardon [57] en particulier sur la diffusion
multicomposant des espèces chimiques dans le système ternaire et quaternaire. Pour y
répondre, nous nous intéressons au cas “le plus simple” dans le contexte du corium i.e. le
système ternaire U-O-Zr dans ce chapitre qui sera structuré comme suit : tout d’abord,
nous discutons en premier lieu de la description thermodynamique d’un tel système U-
O-Zr avant de modéliser la diffusion multicomposant par le champ de phase. Puis, nous
présentons les différents cas d’étude ainsi que les différentes questions posées vis-à-vis des
profils de composition et de l’adsorption d’interface. Ensuite, nous discutons des résultats
et apportons des éléments de réponses par rapport à ces questions. Enfin, dans la dernière
partie du chapitre, nous proposons une expression analytique de l’énergie libre pour l’étude
de la stratification du corium en cuve.

Il est important de préciser que toutes les études présentées dans ce chapitre ont été
effectuées dans le cas isotherme en 1D à l’aide du code maquette développé dans la thèse
de C. Cardon et étendu au cours de la présente thèse dans la plateforme logicielle PROCOR

[59].
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Chapitre 3. Diffusion multicomposant dans U-O-Zr 3.1. Le système U-O-Zr

3.1 Le système U-O-Zr

Dans cette section, nous présentons dans un premier temps l’énergie libre de Gibbs dans
un système U-O-Zr, en particulier la méthode de calculs d’équilibre thermodynamique et les
modèles existants pour écrire les termes de l’énergie libre de Gibbs ainsi que les notations
utilisées dans ce chapitre. Puis dans un second temps, nous discutons de l’hypothèse
d’équilibre local afin de pouvoir décrire le système à partir de deux variables conservées
uniquement.

3.1.1 Description thermodynamique du système

La méthode du champ de phase se base sur la thermodynamique, en particulier la
fonctionnelle d’énergie via l’énergie libre de Gibbs pour une bonne description du système.
Du point de vue thermodynamique, cette énergie libre de Gibbs est une grandeur permettant
de décrire les équilibres de phases dans un système multicomposant et constitue une des
données d’entrée d’une modélisation par champ de phase. Une base thermodynamique
construite à l’aide de la méthode CALPHAD (CALculation of PHAse Diagram) [123] permet au
travers des calculs d’équilibre thermodynamique de modéliser le diagramme de phase et
de déterminer cette énergie libre de Gibbs pour chacune des phases. Étant une grandeur
extensive, l’énergie libre de Gibbs total Gtot du système s’obtient par

Gtot =
∑
θ

nθG
θ (3.1)

avec nθ la fraction de volume occupé par la phase θ dans le système et Gθ l’énergie libre
de Gibbs de la phase θ donné par

Gθ = refGθ + exGθ + idGθ + phyGθ (3.2)

où refGθ l’énergie libre de référence, exGθ le terme d’excès dans l’énergie de Gibbs, idGθ

l’entropie du mélange dans le système et phyGθ la contribution éventuelle à l’énergie libre
de Gibbs des autres propriétés physiques (par exemple les propriétés magnétiques) .

Les différents termes dans Eq. 3.2, en particulier refGθ et exGθ sont obtenus à partir
du modèle quasi-chimique [124, 125] ou d’un modèle issu du formalisme “Compound
Energy Formalism” (CEF) [126]. Pour le corium, les deux principales bases, NUCLEA [127]
et TAF-ID [128] existantes utilisent le formalisme CEF qui présente différents modèles
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afin d’écrire les termes de l’énergie libre de Gibbs en fonction des compositions. Pour les
liquides, ces bases utilisent deux modèles différents : le modèle associé pour la base NUCLEA

[127]et le modèle du liquide ionique pour la base TAF-ID [128].
Comme dans la thèse de C. Cardon [57], nous avons utilisé la base NUCLEA construite

avec le modèle associé. Elle est directement liée à la plateforme PROCOR (PROpagation
of CORium) [59] dans laquelle nous développons le modèle du champ de phase pour la
compréhension de la stratification du corium en cuve. Pour ce modèle associé, l’énergie
libre des phases est décrite à partir d’un seul sous réseau qui prend en compte l’interaction
à courte distance entre les éléments pour former des constituants. En l’occurrence, pour un
système composé des éléments U, Zr et O, les constituants formés dans le sous réseau sont
composés de {U, Zr, O, UO2 et ZrO2}. Dans le cas du modèle associé, ces constituants
correspondent à la notion de “end members” servant à construire l’énergie libre de Gibbs.
Nous nous limitons à cette succincte présentation du formalisme CEF. Pour plus de détails,
on peut se référer au chapitre 5 du livre de Lukas et al. [123].

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes pour plus de clarté :

• {xi}i∈E pour les fractions molaires des éléments i dans l’ensemble des éléments
E = {U ,O,Zr} tels que ∑

i∈E
xi = 1 (3.3)

• {yi}i∈S pour les fractions molaires des constituants (qui sont également des “end
members”) i dans l’ensemble S = {UO2,ZrO2,U ,Zr,O} du système avec

∑
i∈S

yi = 1 (3.4)

• l’énergie libre molaire des constituants Gliq
M (en J·mol−1) est donnée par

Gliq
m : {yi}i∈S 7−→ G (3.5)

Avec les contraintes sur les fractions molaires des éléments et des constituants en Eqs. 3.3
et 3.4, on peut réduire le degré de liberté du système en substituant la composition yk par1−

∑
i 6=k

yi

 tel que k est un constituant arbitraire. Nous faisons le choix de substituer

le constituant UO2 et le système réduit obtenu est donné par S̃ = {ZrO2,U ,Zr,O}.
L’énergie libre molaire de Gibbs des constituants devient G̃liq

m (yZrO2 , yU , yZr, yO).
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3.1.2 Hypothèse d’équilibre local

Tout d’abord, on se place dans le cas où O est sous stœchiométrique. Le calcul d’équilibre
thermodynamique réalisé avec OpenCalphad [129] 1 montre que le système est dépourvu
d’oxygène libre à l’équilibre thermodynamique i.e. yO = 0 (les fractions d’oxygène libre
de l’ordre de 10−6 dans le Tableau 3.1 correspondent à la convergence numérique de
l’algorithme de minimisation). Sous cette condition, l’état thermodynamique du système
est complètement défini par les trois compositions : yU , yZr et yZrO2 qui sont des variables
non conservées. Comme les fractions molaires xU et xZr dépendent des fractions molaires
yj où j∈ {ZrO2,U ,Zr}, la seule connaissance des compositions xU et xZr ne permet pas
de décrire tout le système. Une relation supplémentaire sur la quantité yZrO2 est nécessaire
pour fermer le système.

Tableau 3.1 : Fraction molaire des espèces yα,eq
i à l’équilibre thermodynamique pour

xU = 0.35, xZr = 0.25 et T = 3000K dans la lacune de miscibilité.

Phase α yα,eq
UO2 yα,eq

ZrO2 yα,eq
U yα,eq

Zr yα,eq
O

oxyde 0.363 0.156 0.222 0.259 <5.0×10−6

métallique 0.046 0.066 0.463 0.425 <5.0×10−7

L’énergie libre molaire de Gibbs s’écrit comme G̃liq
m (xU ,xZr, yZrO2) et le système est

décrit uniquement par les variables conservées xU , xZr et non-conservée yZrO2 . L’évolution
des variables conservées xU , xZr est naturellement obtenue à partir des équations de
Cahn–Hilliard. Pour la variable non-conservée yZrO2 , son évolution peut être obtenue à
partir de l’hypothèse d’équilibre local. En effet, ce degré de liberté supplémentaire associé
à yZrO2 provient du fait que le transfert de masse des composants entre les deux phases
dans la lacune de miscibilité d’un tel système sous-oxydé peut induire des modifications
de l’équilibre local de la réaction d’oxydo-réduction (redox)

UO2 + Zr
(1)−−⇀↽−−
(2)

ZrO2 + U

où le sens (1) est associé à la réduction de UO2 par le Zr et le sens (2) correspond à
l’oxydation de l’uranium métallique U. L’évolution temporelle de ZrO2 doit donc suivre
un modèle cinétique de réaction locale mais la formulation d’un tel modèle pour yZrO2

nécessiterait de connaître la constante cinétique de la réaction chimique d’oxydo-réduction.

1. OpenCalphad est un logiciel de calcul d’équilibre thermodynamique basé sur la méthode CALPHAD.
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Dans la littérature, des expériences antérieures portant sur l’oxydation du corium par
une atmosphère gazeuse, comme indiqué dans [130, 131] ont montré que le processus
d’oxydation est limité par l’apport des espèces oxydantes et non pas par cette cinétique de
la réaction chimique. En d’autres termes, la connaissance de cette constante cinétique de
réaction n’est plus indispensable car la réaction d’échange de l’oxygène entre l’uranium
et le zirconium s’effectue à l’équilibre chimique local instantané. Nous pouvons faire
l’approximation que cet équilibre local de la réaction redox est maintenu à tout moment.
Ceci est cohérent avec le fait que les mécanismes locaux d’échange d’oxygène associés se
produisent à l’échelle atomique et garantit l’ensemble des contraintes telles que la positivité
des fractions molaires, la cohérence avec le système binaire dans une configuration initiale
où il y a uniquement les espèces oxydées dans la phase oxyde et les espèces U et Zr dans
la phase métallique comme en Figure 3.3.

Cette hypothèse d’équilibre local instantané de la réaction d’oxydo-réduction se traduit
par

∂G̃liq

∂yZrO2

(xU ,xZr, yZrO2) = 0 (3.6)

La résolution de cette équation revient à trouver les valeurs de xU et xZr où la
dérivée partielle de G̃liq par rapport à yZrO2 est nulle. Une telle fonction peut se résoudre
numériquement à partir de la méthode de Brent [132] au travers de l’algorithme de recherche
de zéro. La Figure 3.1 montre l’évaluation numérique de yZrO2 dans le plan (xU ,xZr) dans
son domaine d’existence. La limite supérieure xU + xZr = 1 découle de l’Eq. 3.3 dans le
cas où le système ne contient que les éléments métalliques U et Zr. La limite inférieure
xU + xZr = 1

3 vient du fait que le système est dépourvu d’oxygène libre, donc la somme
xU + xZr ne peut être inférieure à 1

3 .
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y

Figure 3.1 : Valeurs de yZrO2 = Y eq
ZrO2

(xU ,xZr) associé à l’équilibre de la réaction
d’oxydo-réduction dans le système U-O-Zr.

3.2 Système d’équations

Sous l’hypothèse d’équilibre local, la seule connaissance de xU et xZr permet de décrire
tout le système. L’évolution de ces variables conservées est donnée par les équations de
Cahn–Hilliard. Dans cette section, nous présentons dans un premier temps ces équations de
Cahn–Hilliard pour un système ternaire. Puis, dans un second temps, nous discutons des
différents paramètres associés à ces équations, en particulier la mobilité et les coefficients
de gradient.

Dans tout ce chapitre, pour des raisons de simplification, nous adoptons les notations
ε et κ pour désigner l’épaisseur d’interface numérique ε? = ε

λ
et le coefficient de gradient

κ? = κ

λ
du chapitre 2 lorsqu’on considère le paramètre d’upscaling λ.

3.2.1 Cahn–Hilliard ternaire

L’évolution de xU et xZr est régie par les équations de Cahn–Hilliard :

∂xi
∂t

= ∇ ·

 ∑
j∈{U ,Zr}

Mi,j

λ
∇µ̃j

 (3.7)

µ̃i = λ

Vm

∂Ḡliq

∂xi
−

∑
j∈{U ,Zr}

κi,j∆xj (3.8)
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tels que ∀i ∈ {U ,Zr}, on a {Mi,j}i,j∈{U ,Zr} les coefficients de la matrice mobilité, xi la

fraction molaire, µ̃j le potentiel de diffusion, ∂Ḡliq

∂xi
le terme non linéaire dans le potentiel

chimique issue de la dérivée de l’énergie libre de Gibbs par rapport au paramètre d’ordre
xi, λ un paramètre d’upscaling qui permet de traiter l’interface à une échelle plus large
que l’interface physique (voir Chapitre 2), Vm le volume molaire supposé constant et
{κi,j}i,j∈{U ,Zr} les coefficients de gradient κ.

3.2.2 Mobilité

Dans ce travail, afin de garantir que les fractions molaires calculées sont maintenues
dans un intervalle ayant un sens physique dans tout le domaine et à tout moment, nous
avons choisi d’utiliser la mobilité dégénérée de la même forme que l’Eq. 2.59 :

Mi,j = Vm
∑

k={U ,Zr,O}
(δj,k − xj)(δi,k − xi)xkMk (3.9)

avec δ le symbole de Kronecker, Vm le volume molaire et Mk la mobilité atomique. Dans
le système U-O-Zr, les mobilités atomiques Mk ne sont pas disponibles dans la littérature
mais peuvent être obtenues par

Mk = Dk

RT
(3.10)

avec R = 8.314JK−1 mol−1 la constante des gaz parfait, T la température exprimée en
Kelvin et Dk les coefficients d’auto-diffusion issus du calcul de dynamique moléculaire.
Dans le cas du système U-O-Zr, seules les données de coefficients d’auto-diffusion de
l’uranium et de l’oxygène issues des simulations de dynamique moléculaire de l’UO2 à l’état
liquide sont disponibles [133]. Pour le coefficient DZr, nous considérons qu’il a la même
valeur que DU par le fait que le rayon atomique rU de l’uranium et celui de Zr sont assez
proches (rU = 1.65±0.12Å et rZr = 1.55±0.12Å). À titre informatif, le rayon atomique de
l’oxygène est rO = 0.65± 0.12Å. Cela est assez éloigné des ceux des deux autres éléments.
Finalement, à T = 3150K, nous avons les coefficients DU = DZr = 1.9 × 10−9m2s−1 et
DO = 3.5× 10−9m2s−1.

Des tests de vérification vis-à-vis de la cohérence avec le système binaire U-O, U-Zr
et Zr-O ont été rapportés dans la thèse de C. Cardon [57]. Il a été observé que la forme
des mobilités en Eq. 3.9 permet d’assurer cette cohérence typiquement dans le cas du
système binaire U-Zr, le modèle devrait assurer qu’il n’y a pas d’élément oxygène dans le
système et les deux équations de Cahn–Hilliard devrait satisfaire ∂xU

∂t
= − ∂xZr

∂t
. Ceci
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donne MU ,U = −MU ,Zr = −MZr,U = MZr,Zr dans le plan (xO = 0) et nous pouvons
vérifier facilement que l’Eq. 3.9 satisfait ces contraintes. Pour le calcul des configurations
d’équilibre qui va suivre, le choix des mobilités n’a pas d’effet sur les profils d’interface.

3.2.3 Paramètres d’interface

Comme évoqué dans le précédent chapitre, une des difficultés de la méthode du champ
de phase particulièrement dans le cas d’un système multicomposant n > 2-aire est le
paramétrage du modèle. Avec un paysage issu de CALPHAD, nous ne pouvons plus exprimer
de façon analytique la tension de surface σ et l’épaisseur d’interface numérique εi en
fonction uniquement des coefficients de gradient κi,j et du paramètre d’upscaling λ comme
dans le cas binaire.

Dans l’optique d’une modélisation à l’échelle de la CFD, l’interface considérée est
de l’ordre du mm/cm tandis que l’interface physique est de l’ordre du nanomètre. Par
conséquent, il faudra passer par le système binaire pour “caler” ce paramètre λ. Par ailleurs,
la cohérence de ces paramètres vis-à-vis du système binaire devrait également être assurée.
L’étude du cas binaire U-O est rapporté dans [49] et est considéré comme notre cas de
référence binaire pour la construction du système ternaire U-O-Zr. L’idée est d’utiliser
les paramètres de l’interface obtenus dans cette étude pour construire le système ternaire
tout en assurant la cohérence avec le binaire. En d’autres termes, en ne considérant qu’un
seul paramètre d’ordre dans le système ternaire (les autres paramètres étant nuls), on
devrait retomber sur le même résultat qu’un système binaire avec une seule équation.
Typiquement, dans le cas d’un système U-O, imposer MU ,Zr = MZr,U = MZr,Zr = 0
revient à réduire le système d’équations en Eqs. 3.7 et 3.8 à :

∂xU
∂t

= ∇ ·
(MU ,U

λ
∇µ̃U

)
(3.11)

µ̃U = λ

Vm

∂Ḡliq

∂xU
− κU ,U∆xU (3.12)

Dans ce cas, comme mentionné dans le chapitre 2 en Eqs. 2.30 et 2.36, la tension de
surface σ et l’épaisseur d’interface numérique ε sont définies en 1D comme :
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σ = κU ,U

∫
Ω

(
dxU
dz

)2

dz (3.13)

ε = 1
λ

∣∣∣xmet,eqU − xox,eq
U

∣∣∣
maxz∈Ω

(∣∣∣∣∣ dxUdz
∣∣∣∣∣
) (3.14)

soit

σ =
√

2λκU ,UA
eq
σ (3.15)

ε =
√
κU ,U

2λ Aeqε (3.16)

avec Aeqε et Aeqσ sont des constantes dépendant des compositions de U à l’équilibre. On
peut donc facilement obtenir les paramètres κU ,U et λ par :

κU ,U = σε
1

Aeqε A
eq
σ

(3.17)

λ = σ

ε

Aeqε
2Aeqσ

(3.18)

Ici, σ est la tension de surface du système binaire U-O [49], soit σUO évalué à partir du
modèle de Girifalco [134] sous l’hypothèse du volume molaire constant

σUO = σUO2/G + σU/G − 2√σUO2/GσU/G (3.19)

avec σUO2/G (resp. σU/G) est la tension de surface pour l’interface UO2 liquide et le gaz
(resp. de U et le gaz) obtenue dans la littérature [135]. À T ' 3000K, la tension de surface
est σUO = 0.1N.m−1.

À ce stade, en fixant une tension de surface et une épaisseur d’interface numérique ε,
nous pouvons déterminer λ et κU ,U mais il reste encore à définir κZr,Zr et κU ,Zr = κZr,U .
Dans la suite, nous construisons la matrice κ à partir de κU ,U et observons l’influence de
cette matrice de gradient d’énergie sur les profils d’interface.
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3.3 Cas d’étude

Afin de pouvoir analyser cette séparation de phase dans le système U-O-Zr et le
transfert de masse qui s’y opère, nous avons défini trois configurations selon les inventaires
initiaux dans la lacune de miscibilité tels que

• le cas n°1 est situé dans la région centrale du diagramme de phase où la quantité
d’uranium et celle de zirconium sont à peu près équivalentes,

• le cas n°2 se trouve dans la région où l’uranium est majoritaire par rapport au
zirconium correspondant à la région proche du cas limite binaire U-O et

• le cas n°3 se trouve dans la région où le zirconium est majoritaire par rapport à
l’uranium correspondant à la région proche du point critique.

cas n°1

cas n°2

cas n°3

Figure 3.2 : Diagramme de phase du système ternaire U-O-Zr à température T =
3073.15K et pression P=1bar (figure adaptée de [6]) ainsi que les positions des 3 cas de
configuration considérés. Les zones “hachurées” désignent la lacune de miscibilité du
système et les lignes joignant les deux extrémités représentent les conodes (tie-line).

Les valeurs des compositions initiales des différentes configurations sont répertoriées
dans le Tableau 3.2. Le domaine de simulation 1D est de taille L où l’état initial du système
correspond à une phase oxyde au-dessus d’une phase métallique séparée par une interface
plane comme montré en Figure 3.3.

70



3.3. Cas d’étude

Tableau 3.2 : Paramètres définissant l’état initial du système pour les 3 cas.

cas phase oxyde phase métallique taille
xU xZr xU xZr L (10−2m)

n°1 0.209 0.125 0.506 0.494 4.71
n°2 0.313 0.020 0.735 0.265 8.4
n°3 0.123 0.210 0.390 0.610 10.17

Dans toutes les simulations, la température est fixée à T = 3000K et la tension de
surface σUO = 0.1N.m−1. Dans la suite, pour la clarté du document, tous les profils de
composition sont présentés par rapport à la variable adimensionnée z? = z

L
.

UO2, ZrO2
(phase oxyde)hsup

U, Zr
(phase métallique)

hinf

z

Figure 3.3 : Schéma en 1D du système initial.

La matrice gradient d’énergie κ du système ternaire U-O-Zr s’écrit comme :

κ =
κU ,U κU ,Zr

κZr,U κZr,Zr

 (3.20)

avec κU ,Zr = κZr,U et κU ,U le coefficient de gradient d’énergie obtenu à partir du système
binaire U-O. Il s’agit du seul coefficient parmi les 3 coefficients indépendants de κ qu’on
peut obtenir au préalable via le système binaire U-O afin de garder la cohérence du système
ternaire avec le binaire. De ce fait, la matrice gradient d’énergie κ est construite à partir
du coefficient κU ,U . Dans les deux sous-sections suivantes, nous reproduisons les résultats
obtenus dans la thèse de C. Cardon [57] et analysons les profils de composition des éléments
U et Zr à l’état d’équilibre afin d’illustrer les questions qui restaient en suspens avant d’y
répondre dans la suite.
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3.3.1 Non monotonie des profils de composition à l’interface

Avant toute chose, nous précisons que dans toutes les figures de profils de composition
présentées dans ce chapitre, la région métallique se trouve à droite et correspond à une
faible valeur de xO.

Dans un premier temps, nous avons pris quelques formes du gradient d’énergie avec la
même épaisseur d’interface numérique ε = 4mm et montrons sur les Figure 3.4, Figure 3.5
et Figure 3.6 les profils de composition des éléments U et Zr à l’état stationnaire avec ces
différentes valeurs de κ pour les 3 cas d’étude mentionnés dans le Tableau 3.2.
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Figure 3.4 : Profils de concentration des éléments U et Zr à l’état stationnaire pour le
cas n°1 pour différentes formes de κ.
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Figure 3.5 : Profils de concentration des éléments U et Zr à l’état stationnaire pour le
cas n°2 pour différentes formes de κ.

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
z⋆

0.21

0.22

0.23

0.24

0.25

0.26

0.27

x
U

κ = κU,U

[
1 0
0 1

]

κ = κU,U

[
1 0
0 1

2

]

κ = κU,U

[
1 1

1 1

]

(a) Profil de concentration de U.

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
z⋆

0.300

0.325

0.350

0.375

0.400

0.425

0.450

x
Z

r

κ = κU,U

[
1 0
0 1

]

κ = κU,U

[
1 0
0 1

2

]

κ = κU,U

[
1 1

1 1

]

(b) Profil de concentration de Zr.

Figure 3.6 : Profils de concentration des éléments U et Zr à l’état stationnaire pour le
cas n°3 pour différentes formes de κ.

Ces figures montrent que des comportements différents du profil de composition
peuvent apparaître suivant la forme de κ, en particulier pour les cas n°2 et n°3. À l’état

stationnaire, lorsque κ =
1 0

0 1

, on remarque un léger enrichissement en Zr dans la

phase métallique pour le cas n°2 et un appauvrissement en U dans la phase oxyde pour
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le cas n°3. Cette non monotonie a déjà pu être observée dans [136] où des profils non
monotones peuvent apparaître suivant la valeur du paramètre de régularisation dans la
fonctionnelle d’énergie dans le modèle de Cahn–Hilliard ou dans [137] sur l’étude de stabilité
des phases à l’interface UO2/βZr dans le système U-O-Zr. À l’échelle microscopique, ce
comportement représente un phénomène physique mais à l’échelle de notre modélisation
(avec l’élargissement d’interface), il peut induire des comportements non physiques. En effet,
dans l’optique du couplage avec l’hydrodynamique, ce comportement non-monotone du
profil de composition peut devenir problématique pour la caractérisation des phénomènes
hydrodynamiques dans le sens où il peut conduire à des profils de masse volumique non
monotones qui induisent des instabilités hydrodynamiques à l’interface. Il va modifier le
terme source dans les instabilités de Rayleigh–Taylor et peut transformer la dynamique
générale lors du transitoire de stratification.

En outre, dans le cas n°1 correspondant à la zone centrale du diagramme de phase,
ce comportement non monotone du profil de composition n’est pas observé pour les deux
formes de κ considérées. Dans cette étude, nous ne nous limitons qu’au système ternaire
U-O-Zr qui n’est qu’une étape vers le système minimal U-O-Zr-Fe représentatif du corium.
Dans une gamme de composition d’intérêt dans le système quaternaire, une telle non-
monotonie est également observée, en particulier pour l’élément Zr comme rapporté dans
[57].

3.3.2 Ecart entre les positions d’interface en U et Zr

Par ailleurs, d’après les profils de composition présentés précédemment, les positions
de l’interface en U et Zr sont légèrement décalées entre elles comme l’illustre la Figure 3.7.
Dans une approximation idéale d’un modèle à interface raide, comme souhaité pour la
description hydrodynamique, la position d’interface de chacun des éléments doit être
identique, ce qui n’est pas le cas dans un modèle à interface diffuse notamment pour
les systèmes multicomposants. En effet, la présence d’une telle différence est associée à
l’adsorption d’interface, un phénomène d’accumulation d’un ou plusieurs composants à
l’interface. En l’occurrence, une quantité de U ou de Zr est adsorbée à l’interface.
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Figure 3.7 : Illustration du phénomène d’adsorption et des positions de l’interface dans
les profils de composition en U et Zr.

Nous introduisons ∆zG comme l’écart entre la position de l’interface en U et celle en
Zr, soit

∆zG = zGU − zGZr (3.21)

avec zGU et zGZr les positions de l’interface en U et Zr.
Afin d’expliquer cet écart, nous reprenons le profil de composition de l’élément i à

l’équilibre thermodynamique et définissons xi comme la valeur moyenne de la fraction
molaire de l’élément i par :

xi = 1
L

∫ L

0
xidz (3.22)

ce qui donne au sens de l’interface de Gibbs (∼ à interface raide)

xi = zGi
L
xoxi + L− zGi

L
xmeti (3.23)

Pour les éléments U et Zr, l’Eq. 3.23 s’écrit :
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xU = zGU
L
xox,eq
U + (1− zGU

L
)xmet,eqU (3.24)

xZr = zGZr
L
xox,eq
Zr + (1− zGZr

L
)xmet,eqZr (3.25)

En prenant comme référence la position zint = zGU et en insérant l’écart ∆zG dans
Eq. 3.25, on obtient

xZr =
[
zint
L
xox,eq
Zr + (1− zint

L
)xmet,eqZr

]
+ ∆zG

L

(
xmet,eqZr − xox,eq

Zr

)
(3.26)

L’écart ∆zG est bien mis en évidence dans Eq. 3.26, ce qui signifie que la position de
l’interface en Zr est ainsi décalée de ∆zG par rapport à celle de U sur la conode dans le
triangle de Gibbs. Ce décalage est absent (i.e. les positions de l’interface zGU = zGZr) si et
seulement si

zint
L

= xZr − xU − (xmet,eqZr − xmet,eqU )
(xox,eq

Zr − x
met,eq
Zr )− (xox,eq

U − xmet,eqU )
(3.27)

Tout comme la non monotonie des profils, cet effet physique d’adsorption peut présenter
un obstacle dans les simulations numériques par la CFD. Il devrait idéalement être supprimé
ou du moins être réduit s’il devait être présent. La monotonie des profils sans adsorption
(ou très faible adsorption) devient une condition nécessaire pour mener à bien ce couplage
du modèle de Cahn–Hilliard avec l’hydrodynamique par la CFD. Le choix de la matrice
κ devient d’une grande importance car il conditionne la monotonicité et la quantité
d’adsorption à l’interface.

Ces observations ont suscité des questions qui étaient restées sans réponse dans la thèse
de C. Cardon [57]. Pour y répondre, nous proposons une investigation plus détaillée de ce
problème en imposant comme conditions aux limites les potentiels chimiques à l’équilibre
thermodynamique. Subséquemment, la résolution du système est simplifiée car l’on se
place à l’état où loin de l’interface, les compositions sont à l’équilibre thermodynamique.
Cela facilite l’exploration des possibilités de κ pour obtenir un choix optimal de κ pour
notre modélisation.
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3.4 Calcul stationnaire à potentiel imposé

Nous avons discuté des conditions aux limites de Dirichlet pour le potentiel de diffusion
et des équations d’évolution à résoudre dans la première partie. Maintenant, nous abordons,
dans cette section, l’adsorption d’interface dans un système multicomposant avant de
détailler des différentes étapes pour la recherche du profil “optimal” pouvant satisfaire les
conditions de monotonie avec une faible adsorption à l’interface. Dans la dernière partie,
nous discutons des effets de ce choix sur les autres grandeurs physiques comme la tension
de surface et le paysage thermodynamique.

3.4.1 Conditions aux limites

Une des conditions d’équilibre thermodynamique pour une coexistence de deux phases
est l’égalité du potentiel de diffusion loin de la zone de l’interface. Pour un domaine de
taille L, à l’état d’équilibre thermodynamique, cette condition se traduit par :

µ̃i(z = 0) = µ̃i(z = L) = µ̃eq (3.28)

avec µ̃eq le potentiel de diffusion à l’équilibre thermodynamique qui reste constant dans
tout le domaine (voir Annexe B). Les équations de Cahn–Hilliard à résoudre dans cette
section sont

0 = ∇ ·

 ∑
j∈{U ,Zr}

Mi,j

λ
∇µ̃j

 (3.29)

µ̃i = λ

Vm

∂Ḡliq

∂xi
−

∑
j∈{U ,Zr}

κi,j∆xj (3.30)

Imposer des conditions aux limites de type Dirichlet aux bords pour le potentiel de
diffusion µ̃i revient à résoudre uniquement l’Eq. 3.30 à l’état stationnaire de telle sorte que
le système n’est plus fermé au sens des contraintes de conservation globale des compositions.
Les conditions aux limites de Neumann homogène sont utilisées pour les paramètres d’ordre
xi soit :

dxi
dz

∣∣∣∣∣
z=0

= dxi
dz

∣∣∣∣∣
z=L

= 0 (3.31)
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Dans ce problème stationnaire à potentiel imposé, les potentiels de diffusion µ̃i de-
viennent des données d’entrée introduites par l’utilisateur. Ils sont obtenus à partir des
calculs d’équilibre via OpenCalphad tels qu’à l’équilibre thermodynamique :

µ̃i
eq = λ

Vm
(µeqi − µ

eq
O ) (3.32)

avec µeqi et µeqO sont respectivement les potentiels chimiques “standard” (voir Chapitre 2)
de l’élément i et de l’élément O obtenus par calcul d’équilibre depuis OpenCalphad.

Tous les calculs présentés dans cette section sont obtenus à partir du modèle stationnaire
de Cahn–Hilliard à potentiels imposés développé dans le cadre de cette thèse sur la
plateforme PROCOR [59]. Dans la section suivante, nous discutons et apportons des éléments
de réponses aux questions posées dans la section précédente, en particulier sur l’adsorption
d’interface et la non-monotonie des profils d’interface.

3.4.2 Adsorption d’un composant à l’interface

Comme évoqué précédemment, l’excès de masse associé à l’écart ∆z entre les positions
de l’interface en U et en Zr représente l’adsorption d’interface. À titre d’exemple, pour le

cas n°3 avec un gradient d’énergie de la forme κd = κU ,U

1 0
0 1

, les valeurs de zGU , zGZr et
l’écart ∆zG sont répertoriées dans le Tableau 3.3.

ε(10−3m) 2 4 8
zGU 0.027625 0.03367 0.04457
zGZr 0.02648 0.03138 0.03999

∆zG 0.001145 0.00229 0.00458
∆zG
ε

0.5725 0.5725 0.5725

Tableau 3.3 : Valeurs des positions d’interface pour κd.

Ce Tableau 3.3 montre que l’écart ∆zG est amplifié par la mise à l’échelle de l’interface.
Du point de vue numérique, plus l’épaisseur d’interface est large, plus cet effet d’adsorption
est important. En effet, il est important de noter que pour notre problème à potentiels
de diffusion imposés, si l’on introduit le changement de variable z̃ = z

ε
dans l’équation

de Cahn–Hilliard en Eq. 3.30, on obtient un système d’équations pour xU et xZr qui
ne dépend plus directement de l’épaisseur de l’interface ε. En conséquence, la quantité
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adimensionnelle associée ∆z̃G = ∆zG
ε

ne dépend que du paysage thermodynamique (au
travers des µ̃i) et de la matrice κ. Elle est constante comme le montre le Tableau 3.3. La
dépendance linéaire associée de ∆zG à ε est illustrée à la Figure 3.8 pour les trois cas
d’étude.

0.00 0.05 0.10 0.15
ǫ/L

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

∆
zG

/L

case n◦1
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Figure 3.8 : Variation de l’écart entre la position de l’interface de U et celle de Zr ∆zG
en fonction de ε/L pour les 3 cas d’étude avec κ = κd.

L’Eq. 3.26 peut donc s’écrire en fonction de ∆z̃G comme

xZr =
[
zint
L
xox,eq
Zr + (1− zint

L
)xmet,eqZr

]
+ ε

L
∆z̃G

(
xmet,eqZr − xox,eq

Zr

)
(3.33)

Dans cette expression, le terme ε

L
∆z̃G

(
xmet,eqZr − xox,eq

Zr

)
correspond à la contribution

de l’adsorption de Zr à l’interface et qui varie linéairement avec ε

L
. Pour un modèle à

interface diffuse (i.e. avec une épaisseur d’interface ε 6= 0), cette adsorption d’interface
est inévitable mais peut être minimisée au travers de ∆z̃G. Sachant que ∆z̃G dépend
uniquement de κ et du paysage thermodynamique au travers de µ̃, ∆z̃G devient une
caractéristique du modèle. Pour notre problème à potentiel imposé, il est nécessaire de
trouver la bonne forme de κ qui puisse à la fois donner des profils monotones et réduire
∆z̃G le plus possible. Pour cela, afin de voir si les profils monotones riment obligatoirement
avec faible adsorption ou non, nous comparons ∆z̃G pour deux profils différents et obtenons
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• pour κ = κU ,U

1 0
0 1

 correspondant à un profil non-monotone, ∆z̃G = 0.572 et

• pour κ = κU ,U

1 1
1 1

 correspondant à un profil monotone, ∆z̃G = 0.77.

Ces valeurs de ∆z̃G indiquent a priori que non monotonie et faible ∆zG ne sont pas
corrélés au sens où il existe un profil non monotone possédant un ∆zG plus faible que celui
d’un profil monotone. Il faudrait par conséquent chercher un compromis afin d’obtenir
un profil monotone de faible adsorption. Dans la suite, nous nous focalisons sur ces deux
points : l’adsorption et la monotonicité des profils afin de dégager un compromis sur le
choix de κ.

3.4.3 Recherche du profil optimal

Cette section s’intéresse à la procédure d’optimisation de κ afin de satisfaire les
conditions de monotonicité avec une faible adsorption. Pour cela, nous utilisons un simple
paramétrage de κ par rotation afin d’explorer toutes les possibilités de la forme de la
matrice et d’étudier les effets de κ sur l’adsorption. En effet, κ est une matrice symétrique
positive, celle-ci est donc diagonalisable et peut être décomposée comme

κ = αRDRT (3.34)

tels que

R(θ) =
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (3.35)

D(d) =
2 0

0 d

 (3.36)

α = κU ,U
bin

2 cos2 θ + d sin2 θ
(3.37)

avec R une matrice de rotation d’angle θ, RT sa transposée, D une matrice diagonale et α
un préfacteur choisi pour que κ soit cohérent avec κU ,U

bin du système binaire U-O.
En plus de κU ,U , les deux paramètres d’entrée nécessaires pour construire κ sont le

coefficient d et l’angle θ. Il est clair d’après Eq. 4.19 que κ est une fonction périodique
de période π et qu’on peut restreindre d ∈ [0, 2] sans perdre d’informations puisque
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κ(θ+π, 4/d) = κ(θ, d). Tenant compte de cela, nous faisons varier d ∈ [0, 2] et θ ∈ [0,π] en
enlevant la singularité (lorsque d = 0 pour θ = π

2 ) due à l’expression de α afin de conserver
la cohérence avec le binaire. Sans cette contrainte, la singularité serait absente.

Comme l’adsorption est inévitable dans le cas d’un modèle à interface diffuse, nous
avons donc choisi la monotonie des profils de composition comme notre premier critère
pour choisir κ. En d’autres termes, nous recherchons d’abord toutes les valeurs de d et
θ où les profils de composition sont monotones puis sélectionnons parmi ces valeurs le
cas correspondant à la plus faible adsorption. Cela nécessite de réaliser des calculs pour
toutes les valeurs de d et de θ, ce qui est assez contraignant au vu des valeurs possibles à
considérer. Pour y arriver, nous procédons par quatre étapes :

1. On fait varier le paramètre d ∈ [0, 2] pour un angle θ donné (par exemple θ = π

4 )
afin d’identifier la gamme de d où les profils sont monotones ;

2. On compare les valeurs de ∆z̃G dans l’intervalle de d obtenu dans l’étape 1 (les
profils monotones) et on désigne par dl la valeur de d correspondant au minimum de
∆z̃G ;

3. On fait varier l’angle θ ∈ [0,π] pour d = dl de l’étape 2 afin d’identifier l’intervalle
de θ où les profils sont monotones ;

4. Enfin, on compare ∆z̃G dans l’intervalle de θ obtenu dans l’étape 3 avec d = dl et on
désigne par θl la valeur de θ correspondant au minimum de ∆z̃G. Le choix optimal
pour la construction de κ est d = dl et θ = θl.

Notons que la manière dont nous avons procédé avec ces quatre étapes ne permet pas
forcement d’obtenir un minimum global. En effet, nous effectuons uniquement deux pas
de minimisation dans le plan (d,θ). En d’autres termes, il peut y avoir d’autres valeurs
de d et de θ où le profil est monotone avec une plus petite adsorption que celui proposé.
Cependant, cette procédure d’optimisation permet d’obtenir assez bien un profil optimal
dans les gammes de d et θ considérées.

Dans la suite, nous discutons une à une de ces étapes pour in fine dégager les choix
optimaux sur d et θ pour les cas n°2 et n°3 où l’on a observé des profils non monotones.

3.4.3.1 Etape 1 : Identification des profils monotones

Dans cette première étape, notre objectif est de trouver la gamme de d où les profils
sont monotones pour un θ donné. Pour cela, nous avons choisi de fixer θ = π

4 pour pouvoir
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montrer les deux formes principales de κ qui sont κ = κU ,U

1 1
1 1

 pour d = 0 et θ = π

4

et κ = κU ,U

1 0
0 1

 pour d = 2 et θ = π

4 . Les diverses simulations effectuées montrent

que quelque soit la valeur de d, les profils de composition des éléments majoritaires (U
pour le cas n°2 et Zr pour le cas n°3) restent monotones comme le montre les Figures 3.9a
et 3.10b. Quant aux compositions minoritaires, suivant la valeur de d, les profils peuvent
être monotones ou non monotones (Figures 3.9b et 3.10a). En effet, on constate d’après
ces figures que l’augmentation de d favorise l’apparition de ces profils non monotones. En
l’occurrence, pour θ = π

4 , ces non-monotonies s’observent à des valeurs de d > 0.5 pour le
cas n°2 et d > 0.2 pour le cas n°3. Cela se traduit par l’existence d’une valeur seuil de d
au dessus de laquelle tous les profils deviennent non-monotones indépendamment de θ.
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Figure 3.9 : Profils de composition en U et Zr à l’état stationnaire pour différentes
valeurs de d tout en gardant θ = 45◦ pour le cas n°2 avec ε = 4mm.
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Figure 3.10 : Profils de composition en U et Zr à l’état stationnaire pour différentes
valeurs de d tout en gardant θ = 45◦ pour le cas n°3 avec ε = 4mm.

3.4.3.2 Etape 2 : Détermination de dl

Maintenant que nous avons déterminé les intervalles de d où les profils sont monotones,
dans cette deuxième étape, nous observons la variation de ∆z̃G pour ces valeurs de d. La
Figure 3.11 confirme que les profils ayant la plus faible adsorption ne sont pas monotones,
du moins dans les cas n°2 et n°3 avec θ = π

4 . En effet, pour ces deux cas, l’adsorption
diminue avec d tandis que la non monotonie des profils croît avec d. Par conséquent,
pour le cas n°2 (resp. n°3), l’adsorption la plus faible dans la limite des profils monotones
correspond à dl = 0.5 (resp. dl = 0.2).
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Figure 3.11 : Variation de l’écart adimensionné ∆z̃G entre la position de l’interface en
U et celle en Zr en fonction de d pour la même valeur de θ = 45°.

3.4.3.3 Etape 3 : Identification des profils monotones pour d = dl

Dans cette étape, nous faisons varier l’angle θ pour d = dl obtenue dans l’étape 2
afin d’identifier les valeurs de θ où les profils sont monotones. Les Figures 3.12 et 3.13
montrent les différents profils de composition en U et Zr respectivement dans les cas n°2
et n°3. Selon l’angle θ, on peut observer des profils non monotones avec un enrichissement
en Zr dans la phase métallique (éventuellement avec un appauvrissement en Zr dans la
phase oxyde en particulier pour θ = 150°) pour le cas n°2 et un appauvrissement en U
dans la phase oxyde (éventuellement avec un enrichissement en U dans la phase métallique
typiquement pour θ = {120°, 150°}) pour le cas n°3. Les profils qui nous intéressent sont
ceux monotones soit

• pour le cas n°2, θ ∈ [40°, 70°] et

• pour le cas n°3, θ ∈ [0°, 40°].
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Figure 3.12 : Profils de composition en U et Zr à l’état stationnaire pour différentes
valeurs de θ tout en gardant dl = 0.5 pour le cas n°2 avec ε = 4mm.
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Figure 3.13 : Profils de composition en U et Zr à l’état stationnaire pour différentes
valeurs de θ tout en gardant dl = 0.2 pour le cas n°3 avec ε = 4mm.

3.4.3.4 Etape 4 : Détermination de θl

Enfin, la dernière étape consiste à déterminer θl correspondant à l’angle où l’adsorption
est minimale parmi les profils monotones. Pour cela, nous comparons les valeurs de ∆z̃G

pour différents angles θ comme montré en Figure 3.14 pour les cas n°2 et n°3. Les allures
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de ces variations sont différentes pour les deux cas selon la valeur de θ. Pour le cas n°2,
∆z̃G diminue lorsque θ ∈ [0°, 100°] et augmente lorsque θ ∈ [100°, 180°] tandis que pour le
cas n°3, ∆z̃G augmente lorsque θ ∈ [0°, 90°], diminue lorsque θ ∈ [90°, 150°] et augmente
légèrement lorsque θ ∈ [150°, 180°]. Dans l’intervalle de θ où les profils sont monotones, les
tendances sont encore différentes. En effet, pour le cas n°2, ∆z̃G diminue avec θ tandis
que pour le cas n°3, celui-ci augmente dans cette zone.
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Figure 3.14 : Variation de l’écart adimensionné ∆z̃G entre la position de l’interface en
U et celle en Zr en fonction de θ en fixant d = 0.5 pour le cas 2 et d = 0.2 pour le cas 3.

D’après ces graphes, l’amplitude de variation de ∆zG est plus faible (jusqu’à environ
25%) lorsqu’on fait varier d ∈ [0, 2] que lorsqu’on fait varier θ ∈ [0,π] où la valeur maximale
de ∆z̃G peut être 8 fois plus grande que sa valeur minimale, en particulier pour le cas n°3
correspondant au point plus proche du point critique. Tenant compte des résultats de ces
quatre étapes pour assurer la monotonie des profils avec une faible adsorption, notre choix
optimal de κ devient cas dépendant et correspond à

• d = 0.5 et θ = 70° pour le cas n°2 et

• d = 0.2 et θ = 0° pour le cas n°3.

Dans la suite, nous discutons des effets de ce choix sur d’autres grandeurs physiques
comme la tension de surface et sur la trajectoire de l’interface dans le paysage thermody-
namique.
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3.4.4 Effet sur la tension de surface

Jusqu’à présent, toutes nos discussions ont porté sur la convergence du modèle vis-à-vis
de l’adsorption et la monotonie des profils dans l’optique d’une modélisation fine par la
CFD. Cependant, il existe d’autre paramètre important tel que la tension de surface en
particulier comme montré en Section 4.3.2 au travers du critère de stabilité du modèle
vis-à-vis des instabilités de Rayleigh–Taylor dans l’étude de la stratification du corium en
cuve 2. Pour cela, dans cette section, nous discutons principalement dans un premier temps
de la variation de la tension superficielle en fonction de d puis dans un second temps de
son influence sur l’angle θ.

La tension de surface σ pour le système ternaire U-O-Zr peut être définie comme

σ =
∫ L

0

∑
i∈{U ,Zr}

∑
j∈{U ,Zr}

κi,j

(
dxi
dz

)(
dxj
dz

)
dz (3.38)

Premièrement, nous comparons les tensions de surface pour différentes valeurs de d
lorsqu’on fixe l’angle θ. La Figure 3.15 montre qu’en fixant θ = 45°, la tension de surface
σ décroît avec d dans les cas n°2 et n°3. Indépendamment de d, les valeurs des tensions de
surfaces sont en dessous de la valeur de référence σUO = 0.1N.m−1 obtenue en Eq. 3.19 à
partir des tensions interfaciales liquide/gaz (par manque de données sur les tensions de
surface liquide/liquide particulièrement pour les matériaux multicomposants à très haute
température). Pour le cas n°3 qui est proche du point critique (à tension de surface nulle),
les tensions de surfaces calculées sont à 10 fois plus petites que cette tension de surface de
référence. Pour le cas n°2, cette différence est moins importante car celle-ci est jusqu’à
35% plus faible. Cela est cohérent avec le fait que le cas n°2 est proche du cas de référence
binaire U-O et lorsqu’on met κU ,Zr = κZr,Zr = 0, la cohérence avec le binaire est assurée
et cette tension de surface de référence est bel et bien reproduite.

2. Plus largement, dans d’autres applications au delà du contexte d’accident grave et du corium en
plus des instabilités de Rayleigh–Taylor ou Rayleigh–Plateau qui dépendent de la tension de surface, des
phénomènes de convection de Marangoni comme dans [41, 116] peuvent être observés lorsqu’il y a un
gradient de tension de surface par rapport à la température ou la concentration.
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Figure 3.15 : Variation de la tension de surface pour différentes valeurs de d avec le
même angle de rotation θ = 45◦.

Deuxièmement, lorsqu’on fait varier les angles de rotation θ en fixant d à dl, nous
observons que les tendances sont différentes pour les deux cas n°2 et n°3. Pour le cas n°2,
la tension de surface décroît entre θ = 70° et θ = 140° tandis que pour le cas n°3, elle
décroît entre θ = 90° et θ = 160°. Comme κ est périodique de période π, la tension de
surface l’est également pour d donné. Par ailleurs, l’amplitude des variations de tension
de surface est du même ordre de grandeur pour les deux cas (environ 4.10−2N.m−1 pour
le cas n°2 et 3.10−2N.m−1 pour le cas n°3). La tension de surface pour le cas n°3 reste
très faible comparée à la tension de référence σUO = 0.1N.m−1, ce qui est normal par sa
position proche du point critique.
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Figure 3.16 : Variation de la tension de surface pour différentes valeurs de θ pour
d = 0.5 pour le cas n°2 et d = 0.2 pour le cas n°3.

3.4.5 Dynamique de l’interface dans le paysage thermodyna-
mique

La monotonie ou non des profils de composition peut être représentée dans la surface
d’énergie (appelée aussi paysage thermodynamique) définie par le grand potentiel

1
Vm

Ḡliq (xU ,xZr)−
∑

i∈{U ,Zr}
(µeqi − µ

eq
O )xi

 (3.39)

La Figure 3.17 montre que le paysage thermodynamique du cas n°3 est plus aplati
par rapport à celui du cas n°2. Avec des lignes de niveaux régulièrement espacées de
6.0× 105J·m−3 pour les deux cas, la distance entre les deux minima est plus courte pour
le cas n°3. Ceci est cohérent avec le diagramme de phase en Figure 3.2 où le cas n°3 est
proche du point critique.

Par ailleurs, la même figure montre les différents profils d’interface à l’équilibre xZr en
fonction de xU . Ces profils s’identifient comme la trajectoire de l’interface pour passer de
la phase oxyde à la phase métallique. Par analogie au triangle de Gibbs, la conode est la
droite qui relie les compositions d’équilibre. Afin de mettre en évidence la différence entre
les trajectoires vis-à-vis de la forme des profils à l’interface, les trajectoires correspondant
à un profil monotone (d = 0, θ = 45°), un profil non monotone (d = 2) et le choix optimal
de la section précédente par rapport à la conode sont tracées en Figure 3.17. Ces profils
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passent par un point selle (commun pour ceux ayant le même d) et présentent une petite
courbure au niveau du puits associé à la phase où il y a la non monotonie du profil. Cette
petite courbure peut être expliquée par le fait que il est plus favorable au système de passer
par ce chemin plutôt que de prendre le chemin le plus court (ligne droite), augmentant
ainsi localement sa composition notamment pour le cas n°3.
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Figure 3.17 : Profils d’interface xZr en fonction de xU à l’état stationnaire dans le
paysage thermodynamique défini par Eq. 3.39 pour différentes formes de κ à ε = 4mm -
les lignes de contour correspondant à la densité d’énergie sont régulièrement espacées

d’une valeur de 6.0× 105J·m−3

3.5 Calcul d’un système fermé

Tous les calculs effectués dans la section précédente pour un problème à potentiel
chimique imposé sont à épaisseur fixe et les compositions à l’équilibre ne dépendent pas
de l’épaisseur ε. Dans cette section, nous revenons au cas d’intérêt qui est le corium en
cuve où aucun flux de diffusion ne passe aux bords de la cuve du réacteur. Il faut résoudre
les équations instationnaires en Eqs. 3.7 et 3.8 avec des conditions aux limites de type
Neumann homogène pour les potentiels de diffusion µ̃i. Dans ce cas, les compositions à
l’équilibre varient suivant l’épaisseur d’interface ε considérée.

On s’intéresse particulièrement au cas n°3 car c’est le cas où les effets de non monotonie
sont les plus prononcées mais les mêmes comportements sont observés pour les autres

cas. Pour cela, nous fixons la matrice κd = κU ,U

1 0
0 1

 et analysons les compositions

90



3.5. Calcul d’un système fermé

des phases à l’équilibre pour différentes épaisseurs ε0 = 2× 10−3m, ε1 = 4× 10−3m et
ε2 = 8× 10−3m.
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Figure 3.18 : Profils de composition en U et Zr de la configuration 3 avec κd pour
différentes épaisseurs.

Au delà de la taille et la position de l’interface dans le système, les compositions loin
de l’interface sont différentes pour les trois épaisseurs ε0, ε1 et ε2 comme le montre la
Figure 3.18. En comparaison avec la composition à l’équilibre xk,eq

i de l’élément i dans
la phase k donnée par les calculs d’équilibre, on observe une dépendance linéaire de la
composition loin de l’interface avec l’épaisseur d’interface numérique ε. En effet, l’adsorption
d’interface fait que les compositions à l’équilibre ne peuvent être celles données par CALPHAD.
Elles sont décalées des compositions de CALPHAD avec un terme en ε

L
de telle sorte que les

nouveaux points d’équilibre restent sur la conode. Cette dépendance est mise en évidence
par les Figures 3.19 et 3.20 qui montrent les erreurs relatives ∆xki (%) par rapport à la
valeur d’équilibre de référence xk,eq

i obtenue par calcul d’équilibre thermodynamique. Pour
rappel, cette erreur relative s’exprime par

∆xki (%) = 100× (xk,eq
i − xki )
xk,eq
i

(3.40)

avec xki la composition loin de l’interface dans la phase k en régime permanent. Plus
l’épaisseur ε est grande, plus la composition loin de l’interface s’éloigne de la composition
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Chapitre 3. Diffusion multicomposant dans U-O-Zr 3.5. Calcul d’un système fermé

d’équilibre de référence. Lorsque ε

L
→ 0, la composition xki tend vers la composition

de référence xk,eq
i avec une pente positive pour l’élément U et une pente négative pour

l’élément Zr. Par ailleurs, ces mêmes figures montrent que le maillage a une influence sur
ces écarts en particulier lorsque ε

L
→ 0, la convergence vers la composition de référence

xk,eq
i est meilleure avec un maillage suffisamment fin.
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Figure 3.19 : Erreur relative entre la valeur d’équilibre et celle obtenue par champ
de phase pour la composition U à l’état stationnaire en fonction de ε/L avec différents
maillages “fine mesh” (∆z = 10−4 m), “medium mesh” (∆z = 2× 10−4 m) et “coarse

mesh” (∆z = 4× 10−4 m) - cas n°3.
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Figure 3.20 : Erreur relative entre la valeur d’équilibre et celle obtenue par champ de
phase pour la composition Zr à l’état stationnaire en fonction de ε/L avec différents
maillages “fine mesh” (∆z = 10−4 m), “medium mesh” (∆z = 2× 10−4 m) et “coarse

mesh” (∆z = 4× 10−4 m) - cas n°3.

Afin d’analyser cette dépendance linéaire par rapport à ε
L
, nous reprenons les Eqs. 3.24

et 3.33 et considérons la composition loin de l’interface à l’équilibre xki comme fonction de
µ̃U et µ̃Zr (soit xki = Xk,eq

i (µ̃U , µ̃Zr))


x̄U = ΦXox,eq

U (µ̃U , µ̃Zr) + (1− Φ)Xmet,eq
U (µ̃U , µ̃Zr)

x̄Zr = ΦXox,eq
Zr (µ̃U , µ̃Zr) + (1− Φ)Xmet,eq

Zr (µ̃U , µ̃Zr) + ∆z̃G ε
L

[
Xmet,eq
Zr (µ̃U , µ̃Zr)−Xox,eq

Zr (µ̃U , µ̃Zr)
]

(3.41)
avec Φ = zGU

L
. Puis, nous considérons le développement asymptotique en ε

L
� 1 à l’ordre 1

comme point de départ tels que



x̄U = x̄0
U + ε

L
x̄1
U

x̄Zr = x̄0
Zr + ε

L
x̄1
Zr

µ̃U = µ̃eq,0U + ε
L
µ̃eq,1U

µ̃Zr = µ̃eq,0Zr + ε
L
µ̃eq,1Zr

Φ = Φ0 + ε
L

Φ1

(3.42)
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où l’exposant 0 désigne la limite asymptotique des différentes quantités lorsque ε
L

= 0. En
utilisant ces notations, ∀i ∈ {U ,Zr} et ∀k ∈ {ox,met}, par un développement limité à
l’ordre 1, on peut écrire Xk,eq

i comme

Xk,eq
i (µ̃U , µ̃Zr) = xk,eq,0

i + ε

L

(
∂Xk,eq

i

∂µ̃U

∣∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Xk,eq

i

∂µ̃Zr

∣∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
(3.43)

Dans cette relation, la matrice ∂Xk,eq
i

∂µ̃j
est l’inverse de ∂µ̃i

∂Xk,eq
j

= ∂2Ḡliq

∂Xk,eq
i ∂Xk,eq

j

qui

correspond à la hessienne de la fonction énergie libre de Gibbs Ḡliq donnant l’orientation de
la conode dans le triangle de Gibbs. Par conséquent, le taux de convergence est directement
lié à l’énergie libre et de la forme au voisinage des puits du paysage thermodynamique.

En injectant les Eqs. 3.42 et 3.43 dans Eq. 3.41, nous obtenons
 x̄0

U = Φ0xox,eq,0
U + (1− Φ0)xmet,eq,0U

x̄0
Zr = Φ0xox,eq,0

Zr + (1− Φ0)xmet,eq,0Zr

(3.44)

et

x̄1
U = Φ0

(
∂Xox,eq

U

∂µ̃U

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Xox,eq

U

∂µ̃Zr

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
+ (1− Φ0)

(
∂Xmet,eq

U

∂µ̃U

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Xmet,eq

U

∂µ̃Zr

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
+ Φ1(xox,eq,0

U − xmet,eq,0U )
x̄1
Zr = Φ0

(
∂Xox,eq

Zr

∂µ̃U

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Xox,eq

Zr

∂µ̃Zr

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
+ (1− Φ0)

(
∂Xmet,eq

Zr

∂µ̃U

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Xmet,eq

Zr

∂µ̃Zr

∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
+ Φ1(xox,eq,0

Zr − xmet,eq,0Zr ) + ∆z̃G(xmet,eq,0Zr − xox,eq,0
Zr )

(3.45)
Pour un système fermé, la valeur moyenne des compositions xU et xZr est conservé

à tout instant de telle sorte que xU = x0
U et xZr = x0

Zr, autrement dit x1
U = x1

Zr = 0.
Néanmoins, le système d’équations en Eq. 3.45 n’est pas suffisant pour déterminer les
inconnues

{
µ̃eq,1U , µ̃eq,1Zr , Φ1

}
. Une équation supplémentaire est nécessaire pour pouvoir fermer

le système. Pour cela, nous reprenons les notations de Eq. 3.42 et développons au premier
ordre le grand potentiel Ω̃k au voisinage du point d’équilibre de la phase k

Ω̃k = Ω̃k,0 + ε

L

(
∂Ω̃k

∂µ̃U

∣∣∣∣∣
0
µ̃eq,1U + ∂Ω̃k

∂µ̃Zr

∣∣∣∣∣
0
µ̃eq,1Zr

)
(3.46)

Sachant que ∂Ω̃k

∂µ̃i

∣∣∣∣∣
0

= −xk,eq,0
i et qu’à l’équilibre thermodynamique, on a l’égalité des

grands potentiels dans les deux phases i.e. Ω̃ox,0 = Ω̃met,0 et Ω̃ox = Ω̃met. À partir de
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l’Eq. 3.46, on obtient à l’équilibre thermodynamique

xox,eq,0
U µ̃eq,1U + xox,eq,0

Zr µ̃eq,1Zr = xmet,eq,0U µ̃eq,1U + xmet,eq,0Zr µ̃eq,1Zr (3.47)

Cette dernière équation donne naturellement la relation de Clausius-Clapeyron

µ̃eq,1U

µ̃eq,1Zr

= xmet,eq,0Zr − xox,eq,0
Zr

xox,eq,0
U − xmet,eq,0U

(3.48)

Finalement, le système d’équations à résoudre est composé des Eqs. 3.45 et 3.48. La
solution numérique de ce système n’a pas été évaluée mais il suffit de remarquer que cette
solution

{
µ̃eq,1U , µ̃eq,1Zr , Φ1

}
est directement proportionnelle à ∆z̃G et, par conséquent, devient

{0, 0, 0} si ∆z̃G vaut 0. En d’autres termes, le taux de convergence par rapport à ε

L
de

toutes les quantités d’intérêt vers celles de référence à l’équilibre thermodynamique est
proportionnel au terme lié à l’adsorption ∆z̃G. Ceci confirme l’intérêt pour notre choix
de minimiser ∆z̃G dans la recherche du profil optimal via la matrice κ. Dans tous les
cas, les écarts obtenus restent faibles avec une erreur relative maximale autour de 1.2%
pour ε

L
' 8 × 10−2. À titre de comparaison, les simulations qualitatives dans [51] sont

réalisées avec ε

L
∼ 5× 10−2. Pour notre simulation de la stratification du corium en cuve,

la séparation d’échelle que l’on vise reste de cet ordre de grandeur. Somme toute, l’écart
relatif à l’équilibre thermodynamique reste faible sur une vaste gamme de ε

L
et n’est pas

limitant pour notre application, ce qui démontre ainsi la robustesse de notre modèle de ce
point de vue.

3.6 Choix d’un potentiel analytique

Dans les sections précédentes, toutes les grandeurs thermodynamiques sont obtenues
à partir des bases de données construites avec la méthode CALPHAD. Pour les systèmes
binaires, il est d’usage d’exprimer l’énergie libre et le grand potentiel de façon analytique
comme une fonction double puits pour simplifier la résolution du système d’équations
notamment lors du couplage avec l’hydrodynamique. Pour les systèmes multicomposants
n > 2-aire, le branchement de l’outil OpenCalphad pour les bases thermodynamiques
avec les outils CFD n’est pas toujours simple, tant du point de vue informatique (outils
et langages informatiques diférents) que numérique. De ce fait, nous proposons une
expression analytique de l’énergie libre permettant d’approcher au mieux voire reproduire
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les comportements des profils de composition et les propriétés physiques de l’interface
telles que l’adsorption et l’énergie de surface.

Le paysage thermodynamique montré en Figure 3.17 représente deux puits correspon-
dant aux deux points d’équilibre thermodynamique dans la surface définie par le grand
potentiel Ω en Eq. 3.39. La condition d’équilibre thermodynamique impose que les valeurs
du grand potentiel Ω à ces points d’équilibre sont identiques dans les deux phases. Ainsi,
nous définissons le grand potentiel modifié Ω? = Ω− Ωeq comme

Ω? = G−
∑

i∈{U ,Zr}
µ̃eqi xi −

Geq −
∑

i∈{U ,Zr}
µ̃eqi x

eq
i

 (3.49)

tel que G la densité d’énergie libre 3, Geq la densité d’énergie libre à l’équilibre et Ω? = 0
aux deux points d’équilibre dans le plan (xU ,xZr). Les lignes de contour autour de ces
points d’équilibre ont la forme d’un paraboloïde soumis à une rotation d’angle ψ. Cela se
traduit pour chacune des phases k ∈ {ox,met} par

P k =
(

cosψk(xU − xeq,kU ) + sinψk(xZr − xeq,kZr )
akx

)2

+
(
− sinψk(xU − xeq,kU ) + cosψk(xZr − xeq,kZr )

aky

)2

(3.50)

avec P k l’expression d’un paraboloïde autour de la phase k ∈ {ox,met} soumis à une
rotation d’angle ψk, xeq,ki les compositions d’équilibre de l’élément i et akj la largeur du
puits dans les deux directions j∈ {x, y}.

Dans l’optique d’exprimer analytiquement les grandeurs thermodynamiques du système,
nous proposons que ce grand potentiel modifié Ω? soit égal au produit de ces deux
paraboloïdes, soit

Ω? = P ox × Pmet (3.51)

Faisant ainsi, nous pouvons exprimer le terme non linéaire dans les équations de
Cahn–Hilliard comme

3. La densité d’énergie libre Gliq représente directement Ḡ
liq

Vm
des sections précédentes.
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∂G

∂xi
= P ox∂P

met

∂xi
+ Pmet∂P

ox

∂xi
+ µ̃eqi (3.52)

avec µ̃eqi le potentiel à l’équilibre représentant le décalage énergétique pour les deux phases
et est constant à l’équilibre thermodynamique en raison de la suppression du plan tangent.
Par construction, nous fixons µ̃eqi = 0 dans toute la suite. Les détails sur le développement
et l’expression des différents paramètres sont disponibles en Annexe C.

Dans cette section, nous considérons le cas n°3 et ajustons son paysage thermody-
namique dans la surface du grand potentiel modifié Ω? avec l’expression analytique du
produit de deux paraboloïdes en Eq. 3.51 afin de déterminer les paramètres akj et ψk pour
k ∈ {ox,met} et j ∈ {x, y}. Dans cet ajustement (“fit”), nous nous limitons uniquement
aux régions dans un rayon R = 10−2m autour des points d’équilibre. En utilisant l’algo-
rithme Trust Region Reflective des moindres carrés [138], nous obtenons les valeurs des
paramètres d’ajustement répertoriées dans le Tableau 3.4.

Tableau 3.4 : Valeurs des paramètres d’ajustement pour le paysage analytique.

Paramètres Paraboloïde
d’ajustement oxyde métallique

ax 2.594× 10−5 4.084× 10−1

ay 1.651× 10−5 1.644× 10−1

ψ 153.10° 107.42°

Pour notre analyse, nous avons ajouté le cas particulier “cercle” où les petits et
grands axes du paraboloïde sont égaux. Les paramètres de rotation sont en conséquence
sans effet dans le but de montrer l’intérêt ou non de la rotation des paraboloïdes. En
l’occurrence, nous avons fixé akx = aky = 2× 10−3. Les paysages thermodynamiques associés
à la base thermodynamique CALPHAD, au produit de deux paraboloïdes (“paraboloïde”
sur la Figure 3.21) et à celui de deux cercles (“cercle” sur la Figure 3.21) sont montrés
en Figure 3.21. La forme et l’orientation des puits du paysage “paraboloïde” sont assez
similaires à celles du paysage CALPHAD. Les valeurs de Ω? au point selle pour le paysage
de référence CALPHAD et celui du produit de deux paraboloïdes sont proches de l’ordre de
2.4 × 106J·m−3 comparée à celle pour le paysage “cercle” de l’ordre de 3.6 × 106J·m−3.
Cependant, les positions du point selle pour les trois paysages sont assez éloignées entre
elles.
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Figure 3.21 : Profils d’interface xZr en fonction de xU à l’état stationnaire dans le
paysage thermodynamique dans la surface d’énergie du grand potentiel modifié Ω? issus
de (A) CALPHAD, (B) du produit de deux paraboloïdes et (C) du produit de deux cercles.
Les lignes de contour sont régulièrement espacées d’une valeur de 2.0× 105J·m−3 - cas

n°3.

Nous avons implémenté l’expression du produit de deux paraboloïdes ainsi que les
dérivées associées dans PROCOR et comparons les profils de composition des éléments
U et Zr à l’état stationnaire avec ceux de CALPHAD pour une épaisseur ε = 4mm. En
prenant l’hypothèse que les paysages thermodynamiques “paraboloïde” et “cercle” sont
équivalents à celui de CALPHAD, les paramètres d’interface tels que λ et κbinU ,U devraient
être identiques à ceux de CALPHAD. Nous avons pris deux formes de la matrice κ à savoir

κd = κbin

1 0
0 1

 et κopt = κ(d = 0.2, θ = 0°) la forme optimale de κ obtenue dans les

sections précédentes. La Figure 3.22 montre que la non monotonie du profil de composition
est reproduite pour κd avec le paysage thermodynamique “paraboloide” tandis qu’avec le
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paysage thermodynamique “cercle”, les profils sont toujours monotones pour les deux formes
présentées κd et κopt. En outre, pour κopt, une non monotonie du profil de composition xZr
(enrichissement) est observée dans la phase métallique. Cela confirme que le choix optimal
de κ dépend du paysage thermodynamique considéré (cas dépendant). Les trajectoires
de cette interface sont présentées dans le paysage thermodynamique correspondant en
Figure 3.21. Elles sont assez similaires pour les deux paysages CALPHAD et “paraboloïde”
comparées à celles pour le paysage “cercle” où la trajectoire de κd superpose la conode
idéale (la ligne droite reliant les deux compositions d’équilibre).
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Figure 3.22 : Profils de composition à l’état d’équilibre thermodynamique en U et Zr
du cas n°3 avec les paysages thermodynamiques CALPHAD, produit de deux paraboloïdes

et produit de deux cercles pour (A) κd et (B) κopt.

Par ailleurs, il est important de quantifier l’énergie de surface et l’adsorption asso-
ciées à ce paysage thermodynamique analytique et de les comparer à celles du paysage
thermodynamique de référence issu de CALPHAD. Il est montré au Tableau 3.5 que les
tensions de surface du paysage thermodynamique “paraboloïde” et “cercle” sont de même
ordre de grandeur que celles de référence CALPHAD. Néanmoins, l’adsorption d’interface
par ∆z̃G est nulle pour le paysage thermodynamique “cercle” et celle pour le paysage
thermodynamique “paraboloïde” est environ 2 fois plus importante que celle du paysage
thermodynamique de référence CALPHAD. L’objectif initial de notre choix d’utiliser une
expression analytique du paysage thermodynamique est d’approcher au mieux les quantités
physiques de l’interface (adsorption d’interface et tension de surface). L’absence de formules
simples reliant le paysage aux profils et à l’interface rendent le contrôle des propriétés
d’interface très complexe. D’autant plus que les contraintes physiques sont nombreuses
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telles que la tension de surface, l’adsorption, les points d’équilibre. Dans le présent cas, le
paysage “paraboloïde” semble plus adapté que le paysage “cercle” car les propriétés de
l’interface en particulier l’adsorption existe, contrairement à celle du paysage “cercle”. En
outre, il faut noter que les limites de la binodale (lignes de coexistence) dans le cas d’un
paysage “cercle” sont des droites orthogonales à la conode (“tie-line”).

Tableau 3.5 : Valeurs de la tension de surface et de ∆z̃G pour κd et κopt avec différents
paysages thermodynamiques.

CALPHAD Paraboloïde Cercle
κd κopt κd κopt κd κopt

σ(10−3N.m−1) 10.437 4.332 8.433 3.555 9.897 3.912
∆z̃G 0.5725 0.28475 0.9685 0.5 0 0

3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons développé un modèle du champ de phase dans la plateforme
PROCOR [59] afin de décrire et comprendre la diffusion multicomposant dans le système
U-O-Zr. Avec l’hypothèse d’équilibre local, le système peut être décrit par uniquement
deux équations de Cahn–Hilliard. La définition des paramètres d’un tel système n’est pas
trivial. Typiquement pour les coefficients de gradient d’énergie κi,j, un seul coefficient
parmi les trois coefficients indépendants peut être obtenu analytiquement. Suivant les
valeurs de ces coefficients κi,j, la résolution de ce système d’équations a montré qu’à l’état
stationnaire, on peut obtenir des profils de composition non monotones et un écart ∆z
entre les positions de l’interface des deux éléments U et Zr. Ces deux remarques peuvent
être problématiques pour notre modélisation fine par la CFD. Pour en savoir plus, nous
avons étudié trois cas dans le diagramme de phase et avons résolu le problème stationnaire
en 1D.

D’une part, les résultats du problème stationnaire nous ont montré que ces écarts
augmentent avec l’épaisseur d’interface. Ils sont étroitement liés aux effets d’adsorption,
un phénomène d’accumulation d’un ou plusieurs composants à l’interface. Dans le modèle
à interface diffuse, en particulier pour les systèmes multicomposants, ils sont inévitables
mais peuvent être réduit en jouant sur les coefficients κi,j. En ce sens, nous avons proposé
une stratégie de recherche des valeurs optimales de κi,j par rotation de κ pour lesquelles
on obtient des profils monotones avec faible adsorption. Bien que la tension de référence
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considérée dans ce travail est obtenue à partir des tensions de surface liquide/gaz (par
manque de données sur les tensions interfaciales liquide/liquide), les valeurs de tension de
surface données par notre modèle ainsi que la trajectoire de l’interface restent cohérentes
avec les propriétés des cas étudiés dans ce chapitre, en particulier vis-à-vis de leur position
dans le diagramme des phases. Des travaux récents [139] et en cours [140] cherchent à
améliorer l’évaluation des propriétés d’interface liquide/liquide par assimilation de données
de tension de surface et permettront in fine un meilleur calage des coefficients de gradient
κi,j . Dans tous les cas, les coefficients κi,j optimaux pour les 3 cas étudiés dans ce chapitre
sont différents et cas dépendant. Ces calculs stationnaires nous ont permis de répondre aux
questions restées en suspens dans la thèse de C. Cardon [57] et de quantifier l’adsorption
d’interface.

D’autre part, en revenant au problème instationnaire (le cas d’intérêt corium en
cuve), nous avons constaté que les compositions loin de l’interface et les potentiels de
diffusion à l’équilibre dépendent linéairement de l’épaisseur d’interface. Cette dépendance
linéaire est liée à l’adsorption d’interface et à l’énergie libre de Gibbs dans le paysage
thermodynamique. Il a également été montré que le maillage joue sur la pente et la
précision autour de l’épaisseur nulle. Cependant, notre modèle est jugé robuste pour notre
application au corium en cuve car il donne des écarts autour de 1% avec la séparation
d’échelle visée. Dans la dernière partie du chapitre, nous avons proposé une expression
analytique du grand potentiel sous forme de produit de deux paraboloïdes pour simplifier
l’implémentation notamment lorsqu’on passe au couplage avec l’hydrodynamique. Les
calculs effectués à partir de ce paysage thermodynamique polynomial ont montré son
efficacité vis-à-vis des propriétés de l’interface. Cette approche analytique reste dépendante
du cas particulier considéré. Ces travaux sur l’adsorption, la dépendance linéaire des
compositions et l’optimisation du modèle au sens de κ présentés dans ce chapitre ont fait
l’objet d’une publication intitulée “Diffuse-interface modelling of multicomponent diffusion
and phase separation in the U-O-Zr ternary system” [11] dans le journal à comité de
lecture Computational Materials Science.
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CHAPITRE 4

COUPLAGE DU MODÈLE DE CAHN–HILLIARD AVEC
L’HYDRODYNAMIQUE

Dans l’optique d’une modélisation détaillée à l’échelle de la CFD dans un système
multicomposant, l’application Phase_field du code TrioCFD [19, 20] est utilisée dans ce
manuscrit pour résoudre les équations couplées de Cahn–Hilliard/Navier–Stokes (CHNS).
Le dernier développement de ce modèle Phase_field remonte à 2005 où une seule équation
de Cahn–Hilliard (CH) peut être résolue et couplée avec les équations de Navier–Stokes
(NS). D’une part, ce travail de thèse a permis de reprendre en main ce code en étudiant la
capacité de Phase_field à résoudre le problème couplé de CHNS. D’autre part, il porte
en partie sur l’extension du modèle Phase_field (initialement limité à un modèle binaire)
à un modèle n > 2-aire pour une meilleure caractérisation du couplage des phénomènes
thermochimiques et hydrodynamiques observés dans le transitoire de stratification du
corium en cuve.

Dans ce chapitre, nous présentons en premier lieu le modèle Phase_field du code
TrioCFD [19, 20] en insistant sur les équations à résoudre ainsi que la résolution numé-
rique de ces équations. Ensuite, nous étudions deux cas de simulations avec le modèle
Phase_field binaire. Les résultats de ces simulations nous permettent par la suite de
faire le choix de passer à TrioCFD pour les besoins d’extension du modèle binaire vers
n > 2-aire. Enfin, dans la dernière partie du chapitre, nous détaillons l’extension du modèle
Phase_field binaire vers le modèle multicomposant n > 2-aire.

103



Chapitre 4. Couplage avec l’hydrodynamique 4.1. Modèle Phase_field

4.1 Modèle Phase_field dans TrioCFD

Afin de prendre en compte les phénomènes couplés d’hydrodynamique et de transfert
de masse, nous utilisons le code TrioCFD [19, 20] qui est un code open-source développé
au CEA dédié à la résolution des différents problèmes de thermohydrauliques dans le
domaine de l’énergie nucléaire, en particulier les situations incidentelles et accidentelles.
Le code TrioCFD contient plusieurs modèles permettant de traiter des problèmes allant
d’écoulements monophasiques incompressibles (avec des modèles de turbulences ou non)
à des écoulements multiphasiques. Pour ces derniers, en se limitant à une approche
monofluide 1, différents traitements de l’interface sont proposés avec des modèles tels que
le Front Tracking, le VOF/FT [141] et le modèle de Cahn–Hilliard. Tous ces modèles se
basent sur l’architecture modulaire de TRUST [19] qui assure le traitement de toute la partie
numérique entre autres les schémas de résolution, la parallélisation et la discrétisation
spatiale.

Dans TRUST, pour ce qui est d’une approche monofluide, deux discrétisations spatiales
y sont proposées : le VDF (Volumes Différences Finies) pour les maillages structurés carté-
siens et le VEF (Volumes Elements Finis) pour les maillages triangulaires ou tétraédriques.
Dans les deux cas, les équations sont discrétisées et résolues sur des volumes de contrôle
tandis que les flux et les opérateurs différentiels sont évalués par des approximations
différences finies pour le VDF ou éléments finis pour le VEF.

Dans cette thèse, nous nous intéressons au modèle de Cahn–Hilliard qui porte le nom
de Phase_field dans TrioCFD et se base sur la discrétisation VDF. Cette méthode VDF
utilise un maillage décalé où les composantes normales de la vitesse sont portées sur les
faces du volume de contrôle et la pression, la température ainsi que le paramètre d’ordre
(fraction molaire ou concentration, etc...) sont localisés au centre de la maille. Un schéma
représentatif de la structure de la méthode VDF est montré en Figure 4.1.

1. Il existe une architecture pour des modèles multifluides associés à des schémas de discrétisations sur
maillage polyédriques développée récemment dans TRUST.
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4.1. Modèle Phase_field

Figure 4.1 : Schéma représentatif en 2D de la méthode VDF utilisée dans TrioCFD.

Dans la version 1.8.4 de TrioCFD, une seule équation de Cahn–Hilliard peut être résolue
et couplée avec les équations de Navier–Stokes. Dans ce système binaire, ce couplage se
traduit par

• une équation de Cahn–Hilliard advective

∂φ

∂t︸︷︷︸
variation de φ

+ u · ∇φ︸ ︷︷ ︸
advection CH

= ∇ · (M∇µ̃)︸ ︷︷ ︸
source CH

(4.1)

avec
µ̃ = λ

dFH
dφ
− κ∇2φ (4.2)

• les équations de Navier–Stokes pour un fluide incompressible à masse volumique
variable

ρ(φ)

 ∂u

∂t︸︷︷︸
variation de u

+( u · ∇)u︸ ︷︷ ︸
convection NS

 = −∇P︸ ︷︷ ︸
force pression

+ µ̃∇φ︸ ︷︷ ︸
force capillaire

+ ρ(φ)g︸ ︷︷ ︸
force gravite

+ η∆u︸ ︷︷ ︸
force visqueuse

(4.3)

• l’équation de continuité

∇.u = 0 (4.4)

avec M la mobilité, µ̃ le potentiel de diffusion,P la pression, ρ(φ) la masse volumique
qui est fonction du paramètre d’ordre φ, ρ(φ)g la force liée à la gravité et η la viscosité
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dynamique. Le terme µ̃∇φ représente une des formes possibles [101, 142] de la force de
tension de surface dont nous discuterons plus en détail dans la Section 4.4.4.

Dans l’Eq. 4.3, la masse volumique est écrite dans le cas général où elle est fonction
du paramètre d’ordre φ. Dans certaines études, lorsque la différence de masse volumique
entre les deux phases n’est pas très importante, l’approximation de Boussinesq est utilisée.
Les variations de masse volumique ne sont prises en compte que dans le terme de gravité.
Elle peut être écrite sous la forme

ρ(φ) = ρ? (1 + βφ) (4.5)

avec ρ? = ρ(φ?) la masse volumique de référence correspondant à φ? et β = 1
ρ?

∂ρ
∂φ

l’opposé
du coefficient de dilatation liée au paramètre d’ordre φ. Les équations de Navier–Stokes à
résoudre sous l’approximation de Boussinesq s’écrivent

ρ?
(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + µ̃∇φ+ [ρ(φ)− ρ?]︸ ︷︷ ︸

ρ?βφ

g + η∆u (4.6)

où la pression P est redéfinie comme P = P0 + ρ?gz telle que P0 la pression hydrostatique.

4.2 Résolution numérique de l’équation de Cahn–
Hilliard

Dans cette section, nous discutons de la résolution numérique des équations de Cahn–
Hilliard en effectuant une description succincte et non exhaustive de certaines méthodes
rencontrées dans la littérature avant de présenter celle adoptée dans le modèle Phase_field

de TrioCFD.

4.2.1 Description générale

Le caractère non linéaire et son ordre élevé (4 en espace) rendent la résolution numérique
de l’équation de Cahn–Hilliard difficile. En effet, cet ordre élevé de l’équation de CH impose
des sévères restrictions sur le pas de temps pour les méthodes explicites, rendant, en pratique
obligatoire l’utilisation d’algorithmes implicites ou semi-implicites. Le traitement semi-
implicite peut être avantageux pour des mobilités constantes car le terme d’ordre 4 devient
linéaire [143]. En l’occurrence, le terme de dissipation d’ordre 4 est traité de manière
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implicite tandis que le terme non linéaire d’ordre 2 est traité de manière explicite [144].
Cette technique semi-implicite permet d’utiliser un pas de temps plus grand que celui dans
le cas entièrement explicite tout en conservant une méthode numérique simple.

Concernant la résolution implicite, le terme non linéaire peut être résolu avec la
méthode du point milieu comme rapporté dans [145, 146], de Newton-Raphson utilisée
dans la plateforme PROCOR [59] ou dans [147, 148], de JFNK (Jacobian-Free Newton Krylov)
[149] combinée à une méthode itérative type GMRES (Generalized Minimal RESidual) [150]
comme dans les travaux de Zhang et al. [151], des approximations non linéaire de Eyre
[152] ou de Gomez et Hughes dans [153]. Ces méthodes ont l’avantage d’assurer la stabilité
du modèle car l’équation de CH est résolue de manière totalement implicite mais sont plus
difficile à implémenter.

Tout en restant dans la résolution implicite, certains auteurs proposent une linéarisation
du terme non linéaire. On peut citer par exemple les travaux de Guillén-González et al.
[154] qui utilisent une approximation basée sur la méthode de quadrature de Gauss-Hermite
ou de Wu et al. [155] dans un modèle de croissance de tumeur où la linéarisation se fait à
partir d’un développement limité avec un ajout d’une stabilisation par diffusivité artificielle.
Cette technique par linéarisation a l’avantage de réduire le temps de calcul lié au traitement
du terme non linéaire mais donne des résultats moins précis que dans le cas où la non
linéarité est conservée.

Dans la littérature, il existe différentes méthodes pour traiter la non linéarité dans
l’équation de CH. Chacune de ces méthodes présente des avantages et des inconvénients
vis-à-vis de la précision, de la stabilité, de la facilité d’implémentation et du coût de calcul
[156]. Le choix de méthode dépend généralement de la nature du problème, de la méthode
de discrétisation et de l’environnement de calculs utilisés.

4.2.2 Résolution de l’équation de CH dans Phase_field

Dans le modèle Phase_field de TrioCFD, la résolution de l’équation de Cahn–Hilliard
s’effectue en deux étapes. Une première étape associée au traitement uniquement du terme
diffusif et une deuxième étape dans laquelle le terme advectif est pris en compte. Le terme
de diffusion calculé dans la première étape est traité ensuite comme un terme source dans la
deuxième étape. Ce découpage en deux étapes de l’équation de Cahn–Hilliard s’apparente
à la méthode d’“operator splitting” [157–160] qui, lorsque appliquée aux équations de
diffusion-advection a l’avantage de pouvoir utiliser deux schémas et donc deux pas de temps
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différents pour les termes d’advection et de diffusion tout en préservant numériquement
l’équilibre entre ces termes.

D’une manière générale, la résolution implicite est préférée à l’explicite par sa stabilité
inconditionnelle. Ainsi, elle présente l’avantage de pouvoir utiliser un pas de temps plus
grand que celui d’une résolution explicite. Pour un traitement implicite, deux méthodes
de résolution du système non linéaire sont disponibles dans le code Phase_field : la
méthode du point fixe [161] et la méthode JFNK (Jacobian-Free Newton Krylov) [149].
Cette méthode JFNK est également utilisée dans le code de calcul par champ de phase
MARMOT [162], basé sur le framework MOOSE 2 [163] dans lequel les systèmes d’équations
non linéaires associées sont résolues soit par la méthode de Newton inexacte soit par la
méthode JFNK.

La méthode JFNK est privilégiée par rapport à la méthode du point fixe dans les
simulations avec le code Phase_field car elle a l’avantage de pouvoir résoudre le problème
non linéaire sans calculer directement la jacobienne, sans pour autant perdre en précision.
En effet, la méthode JFNK utilise une approximation par différences finies de la jacobienne
avec une résolution inexacte du système linéaire à chaque itérations par une méthode
GMRES (Generalized Minimal RESidual) [150]. Par ailleurs, l’étude de comparaison dans
[151] montre que la méthode de Newton et la méthode JFNK donnent toutes deux la même
solution (et donc la même erreur), mais la méthode JFNK nécessite plus de temps de calcul
en raison des calculs nécessaires à l’approximation de la jacobienne. Le grand avantage
de cette méthode est sa capacité à fournir des résultats corrects même dans le cas où la
matrice jacobienne est incomplète [151]. Pour ces raisons, dans toutes les simulations qui
suivent, la résolution avec la méthode JFNK est utilisée. Les détails sur la résolution de
l’équation de Cahn–Hilliard avec les étapes successives et son couplage avec l’équation de
Navier–Stokes, la discrétisation temporelle des équations ainsi que la mise en place des
systèmes d’équations sous forme matricielle sont discutées en Annexe D et Annexe E.

4.3 Simulations préalables en binaire

Comme évoqué précédemment, ce travail de thèse a permis en partie de redonner
vie au modèle Phase_field de TrioCFD et de vérifier sa capacité à résoudre le problème
couplé de CHNS. Dans cette section, nous partons de ce code binaire et présentons deux

2. MOOSE ou Multiphysics Object-Oriented Simulation Environment est un programme développé en
C++ par le laboratoire national d’Idaho pour traiter différents problèmes multiphysiques à partir de
discrétisation par éléments finis.

108



4.3. Simulations préalables en binaire

cas d’étude afin d’observer sa capacité à traiter de tels problèmes. Pour cela, dans un
premier temps, nous effectuons des simulations des instabilités de Rayleigh–Taylor (RT)
en régime linéaire dans le but de comparer les taux de croissance de ces instabilités avec la
théorie et les résultats issus d’un code pseudo-spectral de R. Zanella et al. [7]. Dans un
second temps, nous effectuons des simulations de la stratification du corium pseudo-binaire
(le mélange U-O-Zr représente la phase oxyde et le fer la phase métallique), de la même
manière que R. Zanella et al. [51] afin de montrer à quel point le modèle de Cahn–Hilliard
de TrioCFD permet de reproduire ces résultats, de voir la limite de ce code binaire pour la
caractérisation du transitoire de stratification du corium et in fine de montrer le besoin
de passer à la résolution du système n > 2-aire pour des simulations quantitatives du
transitoire de stratification. Dans chacun des cas, nous présentons d’abord une petite
description du problème, suivie des paramètres du modèle avant de présenter les résultats
des simulations dans la dernière partie.

4.3.1 Validation vis-à-vis du régime linéaire de croissance de
l’instabilité de Rayleigh–Taylor

L’évolution des instabilités de Rayleigh–Taylor peut être distinguée en deux régimes :
aux premiers instants, un régime linéaire où le mouvement du fluide peut se réduire en
première approximation aux équations linéaires suivi d’un régime non linéaire à temps
long où les effets non linéaires ne sont plus négligeables [164].

Dans cette étude, nous considérons que les fluides sont parfaits et nous nous intéressons
uniquement à la première phase des instabilités de RT (régime linéaire) pour laquelle les
taux de croissance sont connus de manière analytique. Dans ce régime linéaire, l’amplitude
de perturbation augmente exponentiellement avec le temps. Pour deux fluides parfaits
de masse volumique ρ0 (fluide du bas) et ρ1 (fluide du haut) séparés par une interface
horizontale ∆h soumise à une perturbation initiale sous forme exponentielle telle que

∆h(t) = ζ(t)cos(kx) (4.7)

avec
ζ(t) = ζ0e

αt (4.8)
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où k > 0 le nombre d’onde 3, ζ0 = 5× 10−5Λ0 l’amplitude initiale de perturbation, Λ0 la
longueur d’onde de perturbation et α le taux de croissance obtenu à partir de la relation
de dispersion

α =
√
ρ1 − ρ0

ρ0 + ρ1
gk − σ

ρ0 + ρ1
k3 (4.9)

D’après le critère de stabilité, le système est instable si

ρ1 − ρ0

ρ0 + ρ1
gk − σ

ρ0 + ρ1
k3 > 0 (4.10)

De ce fait, dans le cas où ρ1 > ρ0, l’analyse de stabilité linéaire montre que le système
est instable pour tout nombre d’onde k ∈]0, kc[ où kc est le nombre d’onde critique donné
par

kc =
√

(ρ1 − ρ0)g
σ

(4.11)

R. Zanella et al. dans [7] montre une comparaison des taux de croissance théoriques
avec les résultats numériques obtenus par un modèle de Cahn–Hilliard à partir d’un
code pseudo-spectral. Dans la présente étude, notre objectif est de comparer les taux de
croissance obtenus par le modèle Phase_field de TrioCFD avec ceux de la théorie en
Eq. 4.9 et les résultats issus du code pseudo-spectral de R. Zanella et al. dans [7]. En ce
sens, nous nous intéressons uniquement aux nombres d’onde instables et considérons les
mêmes paramètres que R. Zanella et al. [7] pour réaliser cette comparaison.

4.3.1.1 Paramètres du problème

Notre configuration est composée d’un domaine 2D rectangulaire de taille [0,Lx]×[0,Ly]
séparé par une interface horizontale en y = Ly

2 . Dans toutes les simulations, nous supposons

qu’il n’y a qu’un seul mode de perturbation dans le domaine, soit Lx = Λ0 = 1
I0

= 2π
k0

avec I0 un paramètre que nous faisons varier entre 1 et kc
2π . En conséquence, la taille du

domaine diminue lorsque I0 augmente.

3. Le nombre d’onde k est relié à la longueur d’onde Λ par k = 2π
Λ .
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La masse volumique du fluide du bas (resp. du haut) est ρ0 = 1000kg.m−3 (resp.
ρ1 = 1010kg.m−3), ce qui donne un nombre d’Atwood 4 de At ' 5× 10−3. Pour de telles
valeurs du nombre d’Atwood (At � 1), l’approximation de Boussinesq est généralement
utilisée.

La masse volumique s’écrit

ρ(φ) = ρ?(1 + βφ) (4.12)

avec β ' 9.95× 10−3 et ρ? = 1005kg.m−3.
Par ailleurs, les paramètres du modèle sont construits à partir des mêmes grandeurs

physiques que R. Zanella et al. [7] à savoir

• la tension de surface fixée à σ = 5× 10−2N.m−1,

• la mobilitéM = 10−5J−1.m5s−1,

• le terme non linéaire du potentiel chimique défini par dFH
dφ

= 4φ
(
φ− 1

2

)(
φ+ 1

2

)
et

• l’épaisseur d’interface numérique ε = Λ0

64 correspondant à 8 mailles dans l’interface

soit ∆x = ∆y = ε

8.

Le pas de temps associé est défini comme ∆t = 10−2Λ0

4 afin d’assurer la convergence
lorsqu’on augmente I0. Afin d’éviter les effets de bords, nous mettons Ly = 2Lx de telle
sorte que les bords du haut et du bas sont suffisamment éloignés. Des conditions aux
limites de non-pénétration (u · n = 0) sont imposées aux bords. L’état initial est imposé
par

φ(x, y) = 1
2tanh


2
(
y − Ly

2 − ζ0cos(2πI0x)
)

ε

 (4.13)

4.3.1.2 Résultats

L’évolution des instabilités de Rayleigh–Taylor à différents instants pour I0 = 3 est
montrée en Figure 4.2. La faible perturbation imposée à l’état initial croît de manière
exponentielle à t ∈]0, 3.5] suivie d’une formation d’un champignon caractéristique du

4. Le nombre d’Atwood est donné par le rapport de masse volumique At = ρ1 − ρ0

ρ0 + ρ1
.
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régime non linéaire. Dans cette étude, nous nous limitons au cas régime linéaire i.e. entre
t = 0s et t = 3.5s de la Figure 4.2.

t=0 s t=2.5 s t=3.5 s t=6 s

Figure 4.2 : Évolution de la masse volumique dans les instabilités de RT à différents
instants pour I0 = 3.

En régime linéaire, la croissance exponentielle de l’interface induit une croissance
exponentielle de la vitesse avec le même taux de croissance. Autrement dit, la vitesse en
régime linéaire des instabilités de RT est proportionnelle à eαt. Bref, nous pouvons écrire
l’expression de l’énergie cinétique comme proportionnelle à e2αt

Ek =

∫
V

1
2ρ||u||

2dV∫
V dV

∼ e2αt (4.14)

La Figure 4.3 met en évidence l’évolution de cette énergie cinétique à deux échelles
différentes (linéaire et logarithmique) et confirme sa croissance exponentielle en régime
linéaire. À partir d’une régression linéaire en passant à l’échelle logarithmique (voir
Figure 4.3b), nous pouvons déterminer la valeur du taux de croissance de l’instabilité
correspondant à la moitié de la pente de cette courbe.
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Figure 4.3 : Évolution de l’énergie cinétique en fonction du temps pour I0 = 3 à
l’échelle linéaire (A) et à l’échelle logarithmique (B).

Nous présentons en Figure 4.4 la comparaison des taux de croissance des instabilités
de RT pour différentes valeurs de I0 obtenus par TrioCFD avec leurs valeurs théoriques et
numériques obtenues par R. Zanella et al. [7]. Il est montré que les taux de croissance du
modèle Phase_field de TrioCFD sont en bon accord avec ceux de la théorie et du code
pseudo-spectral. L’erreur relative maximale observée est d’environ 7.5% par rapport à
la théorie, ce qui correspond à l’ordre de grandeur des erreurs sur les taux de croissance
vis-à-vis de ε

L
comme rapporté dans R. Zanella et al. [7].
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Figure 4.4 : Comparaison des taux de croissance des instabilités de RT obtenus par
TrioCFD avec ceux de la théorie et de R. Zanella et al. [7].

Les résultats de comparaison des taux de croissance des instabilités de RT démontrent
la capacité de l’implémentation dans TrioCFD du modèle Phase_field à résoudre le
problème d’instabilité de RT et constituent une première étape vers la simulation de la
stratification du corium en cuve.

4.3.2 Calcul démonstratif de la stratification du corium en
pseudo-binaire

Dans cette étude, nous partons d’un système qui est inspiré de l’essai MASCA-RCW
[4] dans lequel un corium sous oxydé d’environ 45 kg est mis en contact avec environ 5
kg d’acier dans un creuset froid à haute température. Cet essai n’a pas atteint le régime
permanent et a été arrêté au bout de 20 minutes. Cependant, l’analyse post-mortem
du lingot a montré le transitoire de stratification, produit du couplage des phénomènes
d’hydrodynamique et de transfert de masse interfacial. Notre objectif est de reproduire cet
essai afin d’observer ce comportement, en particulier la formation du métal lourd.

L’application visée pour le couplage du modèle de Cahn–Hilliard avec les équations de
l’hydrodynamique est l’étude du comportement transitoire de la stratification du corium
en cuve. Le système représentatif du corium est composé des éléments {U,O,Zr,Fe} mais
l’étude de ce système nécessite la résolution de plusieurs équations de Cahn–Hilliard. À
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ce stade, nous considérons le corium comme un système pseudo-binaire i.e. le mélange
(U-O-Zr) représente la phase oxyde et l’élément Fe constitue la phase métallique. Ainsi, une
seule équation de Cahn–Hilliard est suffisante pour décrire le système. Ce calcul permet
de montrer la faisabilité de ce modèle Phase_field de TrioCFD à traiter notre problème
d’intérêt de stratification du corium en cuve dans un système simplifié.

4.3.2.1 Paramètres du problème

Pour cette étude, nous considérons un domaine 2D de taille [0,Lx] × [0,Ly] avec
Lx = 0.18m et Ly = 0.26m séparé par une interface horizontale en yint = 0.23m. Le
système est composé de l’élément fer et le mélange corium oxydé. La composition du fer
noté φFe est pris comme paramètre d’ordre pour notre modèle du champ de phase. Le
terme de flottabilité est écrit sous la forme (ρ − ρ?~g) avec ρ? la masse volumique de la
phase oxyde à l’état initial et ρ une fonction de φFe obtenue par une interpolation linéaire
par morceaux des masses volumiques du Tableau 4.1. Les valeurs de φFe et de la masse
volumique de chacune des phases à l’état initial et à l’équilibre sont récapitulées dans le
Tableau 4.1.

Tableau 4.1 : Composition de l’élément Fe dans chacune des phases et la masse
volumique des deux phases à l’état initial et à l’état d’équilibre obtenues par calcul

d’équilibre thermodynamique sous la base NUCLEA’09 [13] à T = 3000K.

État Initial État d’Équilibre
Phase oxyde Phase métallique Phase oxyde Phase métallique

φFe 0 1 1.88× 10−3 6.16× 10−1

ρ (kg.m−3) 8.25× 103 6.97× 103 7.98× 103 9.01× 103

L’expression du terme non linéaire correspondant est donnée par

dFH
dφ

= 2(φ− φox,eq)(φ− φmet,eq)(2φ− φox,eq − φmet,eq) (4.15)

La tension de surface peut être évaluée à partir du modèle de Girifalco [134] en
supposant l’hypothèse du volume molaire constant 5 par

5. L’hypothèse du volume molaire constant est une hypothèse forte mais admise dans notre cas. Ici,
il est uniquement question d’obtenir un ordre de grandeur de la tension de surface pour réaliser des
simulations démonstratives. Des études dans la littérature [57, 139] montrent qu’en supposant le volume
molaire constant, la tension de surface est comparable et reste du même ordre de grandeur que celle
obtenue avec un volume molaire non constant.

115



Chapitre 4. Couplage avec l’hydrodynamique 4.3. Simulations préalables en binaire

σ = σUO2 + σFe − 2√σUO2σFe ' 0.385N .m−1 (4.16)

Dans le cas du corium, l’épaisseur d’interface est de l’ordre du nanomètre (εref ∼ 10−9m)
et la mobilité est de l’ordre de Mref ∼ 10−18J−1.m5s−1. Cependant, nous ne pouvons pas
atteindre cette épaisseur d’interface, c’est la raison pour laquelle nous introduisons le
paramètre d’upscaling λ discuté dans le Chapitre 2. Dans notre simulation, nous considérons
que

• l’épaisseur d’interface numérique correspond à 5 mailles, soit ε = εref
λ

= 1.125×10−2m
et

• la mobilité numérique est fixée à M = 3.125× 10−11J−1.m5s−1 obtenue à partir de la
relation M = ε

εref
Mref .

Par ailleurs, nous avons constaté que des instabilités numériques peuvent apparaître
lorsqu’on impose la viscosité physique du corium (de l’ordre de [10−3, 10−2]Pa.s). En effet,
la viscosité donne une échelle de coupure en dessous de laquelle la dissipation est efficace.
Avec le maillage considéré ici, cette échelle n’est pas résolue et la cascade d’énergie de
la turbulence s’accumule aux petites échelles entraînant une instabilité numérique du
code comme observée dans [165, 166]. Une des techniques pour résoudre ces instabilités
numériques est la méthode de stabilisation par viscosité entropique pour les écoulements à
faible viscosité qui consiste à calculer une viscosité artificielle considérée comme viscosité de
sous-maille lorsque les échelles ne sont pas suffisamment résolues dans les phases [165, 166].
Dans cette étude, pour raisons de simplification et dans le but de réaliser uniquement des
calculs démonstratifs, nous avons considéré, à la manière des travaux de R. Zanella [51],
une viscosité plus grande η = 0.1 Pa.s tout en assurant la séparation d’échelles entre temps
de diffusion et temps associé à l’hydrodynamique.

Enfin, nous imposons des conditions aux limites de non-glissement (vitesses normale et
tangentielle sont nulles) aux bords du domaine et une condition initiale de la forme

φ(x, y) = 1
2

1 + tanh


2
(
y − yint − ζ0

(
2Rand(x)

x
− 1

))
ε


 (4.17)

avec yint la position de l’interface plane, ζ0 = 5×10−5Lx l’amplitude initiale de perturbation
et Rand(x) un générateur de nombres pseudo-aléatoires qui donne une valeur entre 0 et x
pour permettre la naissance de l’instabilité de RT lorsque l’inversion de masse volumique
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sera suffisante. Cette condition initiale permet d’avoir dès l’instant initial une interface
diffuse dont φ = 0 dans la phase oxyde, φ = 1 dans la phase métallique et φ ∈]0, 1[ à
l’interface.

4.3.2.2 Résultats qualitatifs

Les résultats de simulation à différents instants sont présentés en Figure 4.5. La
configuration initiale est composée de deux couches : une couche de fer (plus légère) au
dessus du mélange sous oxydé (plus lourd). Un transfert de masse par diffusion s’effectue
entre le fer et le mélange du dessous. La concentration du fer dans le mélange augmente
tandis que celle dans la couche de métal supérieur diminue, ce qui modifie la masse
volumique des deux phases. À un moment donné, la phase métallique du dessus devient
plus lourde que la phase oxyde. Cette inversion de stratification induit une instabilité
de Rayleigh–Taylor et crée par la suite des gouttes de métal qui tombent rapidement au
fond de la cuve. L’accumulation de ces gouttes de métal conduit à la formation d’une
deuxième couche de métal lourd en dessous de la phase oxyde. L’état initial à deux couches
devient donc une configuration à trois couches. Le système étant fermé 6, cette couche de
métal lourd provient de la couche supérieure et l’épaisseur de celle-ci se retrouve plus fine,
favorisant ainsi le phénomène de “focusing effect”.

t=0 s t=3579 s t=4116 s t=5029 s

Figure 4.5 : Évolution de φFe dans le bain de corium à différents instants pendant le
premier transitoire de stratification (la formation de la couche métallique lourde).

6. Par opposition au cas réacteur où le système est ouvert dans le sens où un apport d’acier issu de la
structure interne de la cuve vient s’ajouter au système.
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La dynamique globale de la première phase du transitoire de stratification du corium
en cuve observée dans les simulations de R. Zanella [51] a été reproduite qualitativement.
Le transfert de masse à l’interface, l’instabilité de RT, le détachement et chute des gouttes
métalliques et sa coalescence au fond de la cuve constituent le processus de formation de la
couche métallique inférieure. Néanmoins, ces résultats restent qualitatifs et les différences
(en l’occurrence la géométrie, les conditions aux limites,...) ne permettent pas de réaliser
une comparaison avec les résultats de R. Zanella [51]. Les conditions de calcul pour ces
simulations sont conçues de manière ad hoc pour obtenir des résultats qualitatifs semblables
à l’essai MASCA-RCW [4] tout en ne respectant pas la physique du corium. Pour aller
vers des simulations quantitatives, la résolution du système n > 2-aire est indispensable en
considérant le système quaternaire comme représentatif du corium. Pour ce faire, dans
la deuxième partie de ce chapitre, nous améliorons la capacité du modèle Phase_field

de TrioCFD afin qu’il puisse résoudre plusieurs équations de Cahn–Hilliard et prendre en
compte toutes les subtilités liées au modèle multicomposant n > 2-aire.

4.4 Extension du modèle binaire vers n > 2-aire

Dans cette section, nous étendons la capacité du modèle Phase_field binaire à résoudre
plusieurs équations de Cahn–Hilliard dans le but de caractériser de manière quantitative
les phénomènes couplés d’hydrodynamique et de transfert de masse, en particulier dans
la stratification du corium en cuve. Pour ce faire, nous apportons des modifications dans
le code Phase_field binaire de TrioCFD afin qu’il soit capable de résoudre plusieurs
équations de Cahn–Hilliard couplées avec les équations de Navier–Stokes. Pour préserver
le code binaire existant, nous avons décidé de développer le code n > 2-aire à partir
d’un système d’embranchements conditionnels permettant de choisir la version utilisée
(binaire ou n > 2-aire). Faisant ainsi permet de simplifier la vérification du développement
n > 2-aire (lorsque n=1 équation de CH) avec le code binaire. À terme, ce système
d’embranchement sera supprimé dans le code et on ne gardera que la version n > 2-aire.
Les développements discutés dans cette section ont été réalisés avec la version 1.8.4 de
TrioCFD et sont déjà intégrés dans TrioCFD 1.9.2 sorti en juin 2023. Dans la suite, nous
montrons les modifications majeures apportées dans cette version n > 2-aire du modèle
Phase_field de TrioCFD.
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4.4.1 Résolution numérique dans la version n > 2-aire

Le système CHNS est résolu de la même manière que dans le modèle binaire à la
différence que la matrice associée à la résolution du système est de taille (n− 1)× (n− 1)
blocs associés aux n − 1 paramètres d’ordre du système. En effet, la version n > 2-aire
qui permet la résolution de n− 1 équations de CH nécessite de généraliser la construction
de cette matrice de telle sorte que sa taille soit définie par le nombre d’équations de CH
à résoudre contrairement au code binaire où elle est fixée. Les détails sur les différentes
matrices de résolution du système sont donnés en Annexe E.

4.4.2 Matrice des coefficients de gradient

À la différence du cas binaire, le coefficient de gradient devient une matrice κ? de taille
(n− 1)× (n− 1) dans le développement n > 2-aire pour l’évaluation du potentiel chimique
µ̃i

µ̃j = λ

(
∂FH
∂φj

)
φl 6=j

−
Nc∑
l=1

κ?j,l∇2φl (4.18)

En lien avec le chapitre précédent sur la recherche du profil de composition optimal
(profil monotone avec faible adsorption), nous avons implémenté dans ce modèle étendu de
Phase_field une option permettant de prendre en compte la définition de κ? telle que

κ? = αRDRT (4.19)

avec

R(θ) =
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (4.20)

D(d) =
2 0

0 d

 (4.21)

α =
κbinref

2 cos2 θ + d sin2 θ
(4.22)

Si cette option est activée, il faut définir les valeurs du préfacteur α, du paramètre d,
de l’angle de rotation θ et du coefficient de gradient de référence κbinref afin d’assurer la
cohérence avec le modèle binaire.
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4.4.3 Matrice mobilité

La mobilité chimique devient une matrice de taille (n− 1)× (n− 1) également dans le
cas multicomposant. Les coefficients de cette matrice peuvent être fixes tout au long de la
simulation (mobilité constante) ou fonction des paramètres d’ordre φi (mobilité dégénérée).
Dans le cas où la mobilité est constante, ce sont les valeurs de la mobilité numérique
M? = M

λ
qui sont introduites directement par l’utilisateur non pas la mobilité physique

M. L’équation de CH prise en compte dans la résolution numérique est de la forme

∂φi
∂t

+ u · ∇φi = ∇ ·
 Nc∑
j=1
M?

i,j∇µ̃j

 (4.23)

Dans le cas d’une mobilité dégénérée, elle est définie comme

Mi,j = Vm
RT

Nc+1∑
k=1

(δi,k − φi) (δj,k − φj)φkDk (4.24)

avec R = 8.314J.mol−1.K−1 (fixé dans le code). Les valeurs du volume molaire Vm en
m3.mol−1 et de la température T en K, de tous les coefficients d’auto-diffusion Dk (pour
tous les n composants du système) doivent être définis. Dans l’équation de CH à résoudre,
cette mobilité physique sera divisée par λ, soit

∂φi
∂t

+ u · ∇φi = ∇ ·
 Nc∑
j=1

Mi,j

λ
∇µ̃j

 (4.25)

Il faut souligner qu’indépendamment du choix de résolution de l’équation de CH, la
mobilité est toujours évaluée au temps tn dans le code Phase_field de TrioCFD. Cette
évaluation de la mobilité au temps tn simplifie l’algorithme de résolution numérique du
système à résoudre mais peut devenir une contrainte vis-à-vis de la stabilité numérique.

4.4.4 Traitement du terme force capillaire

Dans la littérature [101, 142, 167], la force de tension de surface peut avoir plusieurs
formes. Dans notre modèle n > 2-aire, nous avons choisi d’opter pour la forme proposée
dans [101]

force capillaire =
n−1∑
i=1

µ̃i∇φi (4.26)
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qui nous permet d’obtenir la même expression que dans le système binaire en Eq. 4.3
lorsqu’on ne considère qu’une seule équation de Cahn–Hilliard. Par ailleurs, ce terme
force capillaire apparaît dans

∇
(
n−1∑
i=1

µ̃iφi

)
=

n−1∑
i=1

φi∇µ̃i +
n−1∑
i=1

µ̃i∇φi (4.27)

Avec la résolution par méthode de projection de l’équation de NS dans TrioCFD et en
prenant en compte l’Eq. 4.27, le terme force capillaire peut prendre des formes différentes
modifiant ainsi la pression utilisée dans l’équation de Poisson

−∇P +
n−1∑
i=1

µ̃i∇φi = −∇
(
P −

n−1∑
i=1

µ̃iφi

)
−

n−1∑
i=1

φi∇µ̃i (4.28)

Dans TrioCFD, d’autres formes qui sont équivalentes au niveau continu existent mais
peuvent potentiellement donner des résultats différents au niveau discret du fait de la
discrétisation spatiale et de la résolution numérique. La forme la plus utilisée présen-
tant l’avantage numérique d’avoir un terme source nul à l’équilibre (car µ̃ =cste) est
celle proposée en Eq. 4.28. Quelques autres formes possibles de ce terme de pression et
force capillaire sont données en Annexe D.

4.4.5 Approximation de Boussinesq et loi de densité

Dans la version n > 2-aire de Phase_field, nous nous sommes limités à l’approximation
de Boussinesq dans notre développement pour le traitement de la masse volumique dans
les équations de Navier–Stokes 7. Sous l’hypothèse du volume molaire constant 8 (i.e. le
volume molaire de l’élément i est indépendant de la composition φi pour chaque élément i),
à partir d’un développement limité d’ordre 1 autour d’une masse volumique de référence
ρ? = ρ(φ?1,φ?2, ...,φ?n−1), la masse volumique vaut

ρ(φ1,φ2, ...,φn−1) = ρ? + ∂ρ

∂φ1
(φ1− φ?1) + ∂ρ

∂φ2
(φ2− φ?2) + ... + ∂ρ

∂φn−1
(φn−1− φ?n−1) (4.29)

7. Dans la version binaire, la masse volumique est écrite dans sa forme générale i.e. elle peut être
soumise à l’approximation de Boussinesq ou non.

8. L’hypothèse du volume molaire constant est une hypothèse forte car l’effet des réactions chimiques
est négligé.
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qu’on peut également écrire comme

ρ(φ1,φ2, ...,φn−1) = ρ?


1 + 1

ρ?
∂ρ

∂φ1
(φ1 − φ?1) + 1

ρ?
∂ρ

∂φ2
(φ2 − φ?2) + ... + 1

ρ?
∂ρ

∂φn−1
(φn−1 − φ?n−1)︸ ︷︷ ︸

n−1∑
i=1

βi(φi − φ?i )


(4.30)

où ρ? est la masse volumique de référence et βi = 1
ρ?

∂ρ

∂φi
représente l’opposé du coefficient

de dilatation en fonction de la composition φi.
Comme φ?i est une fonction linéaire de φi, on peut alors écrire

n−1∑
i=1

βi(φi − φ?i ) =
n−1∑
i=1

β?i φi (4.31)

avec β?i = βi dans le cas particulier où φ?i = 0.
L’expression de la masse volumique linéarisée devient

ρ = ρ(φ1,φ2, ...,φn−1) = ρ?
(

1 +
n−1∑
i=1

β?i φi

)
(4.32)

Finalement, sous l’approximation de Boussinesq, l’équation du bilan de quantité de
mouvement s’écrit dans TrioCFD comme

ρ?
(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P +

n−1∑
i=1

µ̃i∇φi + ρ?
n−1∑
i=1

β?i φi︸ ︷︷ ︸
(ρ−ρ?)

g + η∆u (4.33)

avec une redéfinition de la pression P telle que

−∇P = −∇ (P0 + ρ?gz) (4.34)

où P0 est la pression hydrostatique et g dérive d’un potentiel soit g = −∇(gz).

4.4.6 Terme non linéaire du potentiel chimique

Pour ce modèle étendu de Phase_field, le terme non linéaire est obtenu à partir d’une
fonction double puits analytique sous forme de produit de deux paraboloïdes comme discuté
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en Section 3.6

Ω? = Pα × P β (4.35)

avec Ω? le grand potentiel modifié 9, Pα et P β les paraboloïdes associés aux deux phases α
et β. Par conséquent, en considérant µ̃eqi = 0, on a

∂FH
∂φi

= ∂Ω?

∂φi
= Pα∂P

β

∂φi
+ P β ∂P

α

∂φi
(4.36)

tel que pour un système ternaire composé des paramètres d’ordre φA et φB auxquels
on fixe un couple de points d’équilibre (φeq,kA ,φeq,kB ), on a ∀k ∈ {α, β}

∂P k

∂φA
= 2(φA − φeq,kA )

[
cos2 ψk

(ak1)2 + sin2 ψk

(ak2)2

]

+ 2(φB − φeq,kB )
[

cosψk sinψk
(ak1)2 − sinψk cosψk

(ak2)2

]
(4.37)

∂P k

∂φB
= 2(φA − φeq,kA )

[
cosψk sinψk

(ak1)2 − sinψk cosψk
(ak2)2

]

+ 2(φB − φeq,kB )
[

sin2 ψk

(ak1)2 + cos2 ψk

(ak2)2

]
(4.38)

Dans cette section, nous ne présentons que le cas du système ternaire mais dans le
développement n > 2-aire, le terme non linéaire pour un système quaternaire a été
implémenté également. Les détails sur ces équations sont présentés en Annexe C.

4.4.7 Test de vérification de l’implémentation n > 2-aire

Afin de vérifier l’implémentation effectuée dans la version n > 2-aire, nous considérons
un potentiel chimique correspondant à la somme des doubles puits binaires soit

FH =
n−1∑
i=1

(φi − φα,eq
i )2(φi − φβ,eq

i )2 (4.39)

9. Ω? = Ω− Ωeq avec Ω le grand potentiel et Ωeq le grand potentiel à l’équilibre thermodynamique.
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Chapitre 4. Couplage avec l’hydrodynamique 4.4. Extension du modèle vers n > 2-aire

ce qui donne
(
∂FH
∂φi

)
= 2(φi − φα,eq

i )(φi − φβ,eq
i )(2φi − φα,eq

i − φβ,eq
i ) (4.40)

avec φα,eq
i et φβ,eq

i les deux points d’équilibre dans la phase α et la phase β associés à
l’élément i.

La mobilité et la matrice des coefficients de gradient sont de la forme

M? = Mbin

1 0
0 1

 (4.41)

κ = κbin

1 0
0 1

 (4.42)

avec Mbin et κbin la mobilité et le coefficient du gradient de référence dans le binaire.
Faisant ainsi et en gardant les mêmes propriétés physiques pour le système, cela équivaut
à résoudre deux équations de Cahn–Hilliard de manière séparées comme


∂φ1

∂t
= ∇ · (Mbin∇µ̃1)

∂φ2

∂t
= ∇ · (Mbin∇µ̃2)

(4.43)

avec

µ̃1 = λ
dFH
dφ1
− κbin∇2φ1 (4.44)

µ̃2 = λ
dFH
dφ2
− κbin∇2φ2 (4.45)

En effet, comme le terme non linéaire pris dans ce test est sous forme d’une somme
de deux fonctions polynômes et que la mobilité et l’énergie de gradient sont des matrices
diagonales, il n’y a donc pas de couplage entre les 2 équations de Cahn–Hilliard.

En utilisant la version n > 2-aire du code Phase_field de TrioCFD avec ces conditions
de calculs, nous avons obtenu exactement les mêmes résultats que pour le cas de référence
avec le code “binaire”. Ces calculs nous ont permis de vérifier que les matrices de résolution
ainsi que les implémentations effectuées dans cette généralisation sont cohérentes et le
système à plusieurs équations de CH est bien résolu. Dans le prochain chapitre, nous
discuterons des calculs avec le potentiel chimique issu d’un produit de deux paraboloïdes
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en Eq. 4.36 dans lequel le couplage entre les équations de Cahn–Hilliard est inévitable (car
le couplage est inclus directement dans l’expression analytique du terme non linéaire).

4.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré le couplage des équations de CH avec celles de NS
afin de caractériser les phénomènes à la fois de transfert de masse et d’hydrodynamique.
Basé sur la méthode VDF, le modèle Phase_field de TrioCFD a été choisi dans ce travail
pour notre modélisation fine et détaillée du comportement du bain de corium en transitoire
de stratification.

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons discuté du modèle Phase_field

en présentant les méthodes de résolution de CH, en particulier la méthode JFNK [149]
pour traiter le terme non linéaire. Avant ce travail de thèse, l’application Phase_field ne
pouvait résoudre qu’une seule équation de CH couplée avec NS. Cette thèse a permis de
reprendre en main ce code en réalisant deux cas de simulations pour montrer la capacité de
Phase_field à résoudre le problème couplé de CHNS. D’une part, les taux de croissance
des instabilités de Rayleigh–Taylor en régime linéaire obtenus par ce code binaire montre
un bon accord avec les valeurs théoriques et numériques de R. Zanella et al. [7] issues
d’un code pseudo-spectral. Cette étude comparative constitue une première étape vers la
simulation du transitoire de stratification du corium en cuve. Par la suite, la formation du
métal lourd a été reproduit au travers des simulations de la stratification du corium dans
un système pseudo-binaire mais les conditions de calcul sont différentes de la physique
du corium et ces résultats restent qualitatifs à ce stade. Néanmoins, ces résultats nous
ont montré que le code Phase_field pouvait donner des résultats intéressants, ce qui a
appuyé notre choix d’améliorer sa capacité à résoudre plusieurs équations de CH pour aller
vers des simulations plus quantitatives. Les résultats obtenus dans la première partie de
ce chapitre ont fait l’objet d’un article intitulé “Two-dimensional Numerical Simulation
of Rayleigh–Taylor Instabilities in Immiscible Fluids Using the Phase_field Model of
TrioCFD code” présenté à la conférence internationale NUTHOS -13 (Nuclear Reactor
Thermal-Hydraulics, Operation and Safety) [168] et constitue la première communication
sur le modèle Phase_field de TrioCFD.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons montré les différentes modifications
majeures apportées au code Phase_field binaire à savoir la taille des matrices, la généra-
lisation de la résolution numérique, le traitement des différents termes dans les équations
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CHNS et l’ajout d’une nouvelle expression analytique du terme non linéaire sous forme
de produit de deux paraboloïdes correspondant au système ternaire et quaternaire. Des
tests de vérification de l’implémentation du code n > 2-aire avec le cas binaire à partir
d’un potentiel chimique simple sans couplage sont présentés à la fin de ce chapitre. Les
développements implémentés sont déjà disponibles dans la version 1.9.2 de TrioCFD sortie
en juin 2023.
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CHAPITRE 5

SIMULATIONS D’UNE GOUTTE MULTICOMPOSANT
SOUMISE À UN TRANSFERT DE MASSE

Afin de caractériser les phénomènes couplés d’hydrodynamique et de transfert de masse
avec l’implémentation du modèle n > 2-aire de Phase_field de TrioCFD, nous réalisons
des simulations de la dynamique d’une goutte multicomposant soumise à un transfert de
masse dans un domaine fluide. Ce cas de simulation inspiré du travail expérimental de
Rao et al. [8] a été choisi car les phénomènes physiques rencontrés sont similaires à ceux
d’une goutte d’acier dans un bain de corium lors du transitoire de stratification [169].

Ce chapitre est divisé en deux parties. D’abord, une première partie dans laquelle nous
ne simulons pas directement un cas de l’expérience de Rao et al. [8] mais effectuons une
étude paramétrique vis-à-vis de la mobilité en gardant la même configuration générale
que le dispositif expérimental. Elle a pour but d’investiguer et d’analyser les phénomènes
couplés que simule ce modèle n > 2-aire de manière à vérifier son bon comportement. Puis,
dans la seconde partie, à partir de la Section 5.6, nous simulons un cas de l’expérience de
Rao et al. [8] et comparons les résultats numériques avec ceux de l’expérience pour initier
la démarche vers la validation du modèle n > 2-aire de Phase_field.

5.1 Description générale du problème

Les simulations réalisées dans ce chapitre sont inspirées du travail expérimental de
Rao et al. [8] dans lequel une goutte composée d’acétonitrile (élément miscible dans l’eau
et plus léger que l’eau) et de chlorobenzène (élément immiscible dans l’eau et plus lourd
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Chapitre 5. Simulations d’une goutte multicomposant 5.1. Description générale

que l’eau) est éjectée dans une colonne d’eau (Figure 5.1a). La goutte est soumise à un
transfert de masse de l’élément miscible avec la phase continue qui induit par la suite un
mouvement ascendant et descendant de la goutte dans la colonne d’eau.

(a) Dispositif expérimental. (b) Illustration de la trajectoire de la goutte.

Figure 5.1 : (A) Schéma de l’installation expérimentale avec (1) réservoir en verre
rempli d’eau, (2) embout en borosilicate, (3) pompe à seringue, (4) système d’éclairage
et (5) une caméra rapide. (B) Illustration de la trajectoire de la goutte en fonction du

temps. Figure adaptée de Rao et al. [8]

De la même manière que le travail de Rao et al.. [8], nous considérons dans ce chapitre
une goutte composée d’un élément A miscible (plus léger que l’eau) et d’un élément B
immiscible (plus lourd que l’eau) que l’on place dans un domaine rempli d’eau. Selon sa
composition initiale, la goutte peut se déplacer vers le haut ou vers le bas. Ainsi, si la
composition de la goutte est suffisamment riche en élément léger, elle sera poussée vers le
haut par la force de flottabilité. Toutefois, en raison de la diffusion de l’élément miscible
dans l’eau, la quantité d’élément A dans la goutte va diminuer tandis que la quantité
d’élément lourd B reste constante. Cela implique que la masse volumique de la goutte
augmente jusqu’à devenir supérieure à celle de l’eau.

Avec une goutte initiale plus légère que l’eau, cela se traduit schématiquement en
Figure 5.1b par

• une première phase d’ascension de la goutte due à l’effet de la poussée d’Archimède
(entre I et II de la Figure 5.1b),
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5.1. Description générale

• suivie d’une deuxième phase où la goutte atteint un point seuil lorsque les masses
volumiques des deux phases sont égales (zone III de la Figure 5.1b) et

• enfin, une phase descendante où la masse volumique de la goutte augmente jusqu’à
atteindre celle de l’élément B (entre IV et V de la Figure 5.1b).

De ce fait, deux phénomènes couplés sont observés : le transfert de masse au travers
de la diffusion de l’élément A dans l’eau et l’hydrodynamique au travers du mouvement
ascendant et descendant de la goutte. Considérer que le transfert de masse est le même que
pour une goutte au repos est incorrect car cela néglige l’advection qui affecte la composition
autour de la goutte. Inversement, l’approximation où ce transfert de masse est calculé
en considérant une goutte dans l’eau pure conduit à un comportement différent de la
goutte car elle néglige la couche de diffusion qui se forme autour de celle-ci. Ces deux
approximations opposées aboutissent pour la première à une sous-estimation du transfert
de masse et pour la seconde à une surestimation. Pour reproduire quantitativement la
dynamique souhaitée, il faut prendre en compte les phénomènes couplés d’hydrodynamique
avec un changement de masse volumique induit par le transfert de masse des composants.
L’étude du problème entièrement couplé est indispensable en résolvant les équations de
Cahn–Hilliard advectives pour les phénomènes de transfert de masse avec les équations
de Navier–Stokes pour l’hydrodynamique. Avec φi la composition de l’élément i∈{A,B}
comme paramètre d’ordre, on a

∂φi
∂t

+ u · ∇φi = ∇ ·
 ∑
j∈{A,B}

Mi,j∇µ̃j


µ̃i = λ

∂G

∂φi
−

∑
j∈{A,B}

κi,j∆φj (5.1)

ρ?
du

dt
= −∇P +

∑
i∈{A,B}

µ̃i∇φi +
(
ρ(φA,φB)− ρ?

)
g + η∆u (5.2)

avec u la vitesse, µ̃j le potentiel chimique de l’élément j, G l’énergie libre, Mi,j les
coefficients de la matrice mobilité numérique, λ le paramètre d’upscaling, κi,j les coefficients
de gradient. P la pression, η la viscosité dynamique, g la gravité, ρ? la masse volumique
de référence et le terme avec µ̃i représente la force capillaire.
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Chapitre 5. Simulations d’une goutte multicomposant 5.2. Paysage thermodynamique

5.2 Paysage thermodynamique

Pour traiter ce système ternaire, du point de vue du paysage thermodynamique, nous
utilisons le modèle analytique sous forme de produit de deux paraboloïdes introduit dans
le précédent chapitre (et dont les détails sont en Annexe C). Le terme non linéaire ∂G

∂φi
s’écrit

∂G

∂φi
= P dis∂P

cont

∂φi
+ P cont∂P

dis

∂φi
+ µ̃eqi (5.3)

avec µ̃eqi = 0 et

P k =
(

cosψk(φA − φeq,kA ) + sinψk(φB − φeq,kB )
akx

)2

+
(
− sinψk(φA − φeq,kA ) + cosψk(φB − φeq,kB )

aky

)2

(5.4)

où ∀k ∈ {dis, cont}, ∀i ∈ {A,B}, P dis (resp. P cont) correspond à la fonction du paraboloïde
soumis à une rotation d’angle ψdis pour la phase dispersée i.e. la goutte (resp. ψcont pour
la phase continue) et akj les paramètres correspondant aux largeurs du puits de la phase k
dans les deux directions j ∈ {x, y}.

Dans cette première partie d’investigation et d’analyse de la capacité de notre modèle
n > 2-aire, nous considérons le paysage thermodynamique dans sa forme la plus simple
en mettant de côté les difficultés associées au choix du paysage thermodynamique de
l’expérience de Rao et al. [8]. C’est-à-dire que pour chacune des phases k et chaque élément
i, nous imposons ψk = 0° et akj = 1 (Figure 5.2). Cela correspond au paysage “cercle”
discuté en Section 3.6 où les grands et petits axes du paraboloïde sont égaux et l’angle de
rotation ψk n’a plus d’effet sur le paysage thermodynamique. En l’occurrence, les effets
d’adsorption sont absents et les profils de composition restent monotones.
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Figure 5.2 : Paysage thermodynamique représenté à l’échelle logarithmique dans la
surface d’énergie du grand potentiel modifié Ω?. La ligne bleue (resp. rouge) relie les
compositions d’équilibre (resp. compositions initiales) et la ligne noire représente la

limite de la zone spinodale.

Nous montrons sur la Figure 5.2 le paysage thermodynamique “cercle” dans la surface
d’énergie du grand potentiel modifié Ω? dans le plan (φA,φB). La ligne spinodale au travers
de la ligne noire représente la limite de la région instable de la lacune de miscibilité dans
laquelle la séparation de phase peut se produire. Pour rappel, dans le cas binaire discuté
dans le Chapitre 2, cette région spinodale peut être définie comme la zone correspondant à
dG

dφ
< 0 où G(φ) est l’énergie libre de Gibbs fonction de l’unique paramètre d’ordre φ [110].

Par analogie avec le cas binaire, pour un système n > 2-aire, cette zone instable correspond
à la région de compositions dans laquelle toutes les valeurs propres de la matrice hessienne
H de coefficients Hi,j = ∂2G

∂φi∂φj
sont négatives [170, 171]. Dans cette région, toute petite

fluctuation de la composition diminue l’énergie libre et conduit à une séparation spontanée
des phases du mélange vers les compositions d’équilibre par décomposition spinodale.
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Chapitre 5. Simulations d’une goutte multicomposant 5.3. Conditions initiales/équilibre

5.3 Conditions initiales et à l’équilibre

Sous l’hypothèse de volume molaire constant, nous utilisons l’approximation de Boussi-
nesq comme loi de densité telle que

ρ(φA,φB) = ρ?(1 +
∑

i∈{A,B}
β?i φi) = ρ? (1 + β?AφA + β?BφB) (5.5)

où β?A, β?B et ρ? sont déterminés à partir de la masse volumique de chaque élément dans le
système, soit


ρ(φA = 0,φB = 0) = ρ? = ρeau

ρ(φA = 0,φB = 1) = ρ? (1 + β?B) = ρB

ρ(φA = φini,disA ,φB = 1− φini,disA ) = ρ?
(
1 + β?Aφ

ini,dis
A + β?Bφ

ini,dis
B

)
= ρinidis

(5.6)

φini,disA et φini,disB sont respectivement la composition initiale de l’élément A et celle de B
dans la goutte, ρeau est la masse volumique de l’eau, ρB est celle de l’élément B (légèrement
plus dense que l’eau) et ρinidis est celle de la goutte à l’état initial (légèrement plus faible
que l’eau).

Les compositions initiales φini,disA et φini,disB des éléments dans la goutte doivent satisfaire
certaines conditions. La goutte est supposée ne subir aucune déformation, ce qui signifie
qu’aucune séparation de phases ne doit se produire dans la goutte. Par conséquent, les
compositions initiales doivent se trouver en dehors de la région spinodale et la trajectoire
des compositions vers les valeurs d’équilibre ne doivent pas traverser cette région instable.
Si le point (φini,disA ,φini,disB ) se trouve dans la région spinodale, la goutte va se séparer
immédiatement. Par ailleurs, si (φini,disA ,φini,disB ) se trouve hors de la lacune de miscibilité
mais du même côté que le point d’équilibre de la phase continue, le système va tendre
vers un système monophasique. Nous présentons plus en détail avec des exemples dans
la deuxième partie de ce chapitre. Dans tous les cas, des compositions initiales dans ces
zones induisent des changements topologiques de la goutte. En conséquence, pour obtenir
la dynamique souhaitée, les compositions initiales des deux phases doivent nécessairement
se trouver de part et d’autre de la région spinodale.

Dans notre cas, nous imposons φini,disA = 0.15 et φini,disB = 0.85 dont les directions pour
atteindre leurs compositions d’équilibre sont illustrées par les flèches sur la Figure 5.2. Celles-
ci sont obtenues à partir de l’orientation des gradients de Ω? aux points de compositions
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initiales. Ainsi, nous assurons qu’aucune quantité d’eau ne rentre dans la goutte. Pour
des masses volumiques ρeau = 999.5kg.m−3, ρB = 1050kg.m−3 et ρinidis = 980kg.m−3, nous
obtenons β?A = −0.416 et β?B = 0.05.

En outre, d’une part, à l’état d’équilibre, tout l’élément miscible est supposé dissout
dans la phase continue tandis que la goutte est composée uniquement de l’élément B. Dans
ce cas, le volume de la goutte à l’équilibre devient (1− φini,disA )V ini

dis . Avec φ
ini,dis
A = 0.85,

cela correspond à une réduction de volume de 15% et de rayon de 7.8%.
D’autre part, la fraction molaire de l’élément A dans cette phase continue à l’équilibre,

sous l’hypothèse de volume molaire constant et par conservation de la masse, doit dépendre
de la taille du domaine et est donnée par

φeq,contA = φini,disA × V ini
dis

Vtot − (1− φini,disA )V ini
dis

(5.7)

avec Vtot le volume total du domaine, φini,disA la masse volumique de l’élément A dans la
phase dispersée (goutte) à l’état initial et V ini

dis le volume initial de la goutte. Par l’Eq. 5.7,
nous avons φeq,contA → 0 si Vtot/V ini

dis →∞.
Enfin, afin d’éviter le gradient de composition trop élevé dans les premiers instants,

nous imposons comme condition initiale une interface diffuse entre la goutte et la phase
continue. La composition initiale φi dans le domaine est donnée par

φi(x, y, t = 0) = φini,disi + φini,conti

2 + φini,conti − φini,disi

2 tanh

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 −R
ε


(5.8)

avec (x0, y0) les coordonnées du centre de la goutte dans le domaine 2D. Les compositions
des éléments A et B ainsi que la masse volumique de chacune des phases à l’état initial et
à l’équilibre sont récapitulées dans le Tableau 5.1.
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Tableau 5.1 : Récapitulatif des compositions des éléments A et B ainsi que la masse
volumique de chacune des phases à l’état initial et d’équilibre.

phase état initial état d’équilibre
phase dispersée φini,disA = 0.15 φeq,disA = 0

(goutte) φini,disB = 0.85 φeq,disB = 1
ρinidis = 980kg.m−3 ρeqdis = ρB = 1050kg.m−3

φini,contA = 0 φeq,contA = φini,disA ×V inidis

Vtot+(φini,disA −1)V ini
dis

phase continue φini,contB = 0 φeq,contB = 0
ρinicont = 999.5kg.m−3 ρeqcont = ρeau

(
1 + β?Aφ

eq,cont
A

)

5.4 Paramètres de simulation

Dans cette section, nous décrivons les paramètres de simulations en commençant par
la taille du domaine et de la goutte, le maillage et les propriétés du fluide. Ensuite, nous
présentons les paramètres d’interface tels que les coefficients de gradient et le paramètre
d’upscaling avec leurs expressions respectives. Enfin, nous discutons de la matrice de
mobilité utilisée comme paramètre de contrôle dans notre étude.

5.4.1 Configuration

La configuration est constituée d’un domaine rectangulaire 2D de largeur Lx = 54×10−3

m et de longueur Ly = 95 × 10−3 m dans lequel est étudié le mouvement d’une goutte
circulaire de rayon initial R = 3.3×10−3 m. Celle-ci est placée suffisamment loin des parois
pour éviter les effets de bord. La Figure 5.3 montre une image de la goutte afin de mettre
en évidence sa position vis-à-vis des bords latéraux (gauche et droite). Des conditions
aux limites sans glissement (les deux composantes des vitesses sont nulles) sont imposées
aux bords du domaine. Un maillage uniforme est considéré dans cette étude et est fixé à
2× 10−4 m de telle sorte qu’il y a 4 mailles dans l’interface.
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5.4. Paramètres de simulation

Figure 5.3 : Position de la goutte par rapport au largeur du domaine.

Dans cette étude, nous considérons que la diffusion de l’élément A n’affecte pas les
propriétés des deux phases. Ainsi, la viscosité est supposée constante dans tout le domaine
et vaut η = 10−3 Pa.s. Avec une telle viscosité pour une goutte de ∼ 10−3m se déplaçant à
des vitesses de l’ordre de 10−2m/s, le nombre de Reynolds correspondant est de l’ordre
de 10, ce qui signifie que les effets d’inertie ne peuvent pas être négligés. Cela confirme la
nécessité de résoudre les équations de Navier–Stokes car le système ne peut pas être réduit
aux écoulements de Stokes.

135
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Figure 5.4 : Diagramme de Clift [9] décrivant la forme des bulles et gouttes en fonction
des nombres d’Eötvös (Bond), de Morton et de Reynolds. Quelques formes typiques de
goutte issues des calculs réalisés dans le cadre du stage de Clément Plumecocq [10] avec

le modèle Phase_field y sont représentées.

Nous considérons la même tension de surface σ = 36 × 10−3 N/m comme dans le
travail de Rao et al. [8]. Avec ce choix de tension de surface et les propriétés de la goutte,
celle-ci reste circulaire tout au long de son mouvement. Sa forme est conditionnée par le
nombre de Bond Bo (appelé aussi nombre d’Eötvös) qui représente le rapport entre les
forces gravitationnelles et de tension de surface ainsi que le nombre de Morton Mo défini
uniquement par les propriétés du fluide sans dépendre de la taille de la goutte.

Bo = ∆ρgD2

σ
(5.9)

Mo = g∆ρη4

(ρ2
contσ3) (5.10)

avec ∆ρ la différence de masse volumique entre les deux phases, D la longueur caracté-
ristique qui correspond au diamètre de la goutte et ρcont la masse volumique de la phase
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continue. Dans notre cas, nous avons Bo ∼ 10−1 et Mo ∼ 10−10, ce qui correspond au
régime sphérique comme montré en Figure 5.4 à partir du diagramme de Clift [9].

5.4.2 Paramètres d’interface

Comme discuté dans le Chapitre 3, la construction de la matrice des coefficients de
gradient ¯̄κ pour un système n > 2-aire doit assurer la cohérence avec le système binaire.
Pour cela, nous fixons les coefficients de gradient κi,j de la matrice ¯̄κ et le paramètre
d’upscaling λ à partir de la tension de surface σ et l’épaisseur d’interface ε obtenues dans le
cas binaire (i.e. une goutte monocomposant dans une phase continue). Physiquement, ces
coefficients de gradient représentent l’interaction interatomique entre les éléments. Dans
notre cas, comme nous n’avons pas d’information sur cette propriété, nous supposons
qu’il n’y a pas d’interaction interatomique entre l’élément A et l’élément B. Avec le
paysage thermodynamique “cercle” où le profil reste toujours monotone, nous choisissons
de considérer la matrice ¯̄κ sous sa forme diagonale

¯̄κ =
κbin 0

0 κbin

 (5.11)

avec κbin le coefficient de gradient obtenu à partir du cas binaire.
Avec le paysage thermodynamique sous forme de produit de deux paraboloïdes, nous

pouvons obtenir κbin et λ par

κ = σε

ξ1ξ2
(5.12)

λ = ξ2σ

2εξ1
(5.13)

avec ξ1 et ξ2

ξ1 =
√

Γ
(

(φeq,disB )3 − (φeq,contB )3

6 + φeq,disB (φeq,contB )2 − (φeq,disB )2φeq,contB

2

)
(5.14)

ξ2 =
∣∣∣∣∣∣ φeq,contB − φeq,disB

max
(√

Γ(φB − φeq,disB )(φB − φeq,contB )
)
∣∣∣∣∣∣ (5.15)
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où Γ est une constante obtenue à partir des paramètres du paysage thermodynamique
telle que

Γ =
(cosψdis

adisx

)2

+
(

sinψdis
adisy

)2
 (cosψcont

acontx

)2

+
(

sinψcont
aconty

)2
 (5.16)

Les détails des calculs et développements de ces équations sont en Annexe C.

5.4.3 Paramètre cinétique

Les coefficients de la matrice de mobilité doivent être correctement définis, dans le sens
où ce paramètre cinétique donne une mesure des temps de transfert de masse diffusif qui
sont à comparer aux temps hydrodynamiques. Par souci de simplicité, nous utilisons la
forme non dégénérée (constante) dans cette étude de la même manière que pour la matrice
des coefficients de gradient ¯̄κ, soit

M =
M 0

0 M

 (5.17)

avec M un paramètre de contrôle que l’on fait varier entre 10−8 ; 5 × 10−9, 2.5 × 10−9,
1× 10−9 et 5× 10−10. Dans la suite, pour alléger le corps du texte et simplifier la lecture, le
paramètre M est parfois écrit sans unité mais il faut noter qu’il est exprimé en J−1m5s−1.
Nous discuterons plus en détail de l’effet de ce paramètre sur les résultats de simulations
dans la prochaine section.

5.5 Résultats

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulations en commençant par la
trajectoire de la goutte. Ensuite, nous discutons de sa vitesse en soulignant les différences
et similitudes avec un modèle réduit. Enfin, dans la dernière partie, nous discutons de
l’effet de Gibbs–Thomson avec quelques clichés du domaine à différents instants.

5.5.1 Trajectoire

Tout d’abord, la goutte se distingue de la phase continue par la quantité d’élément
immiscible présente puisqu’il n’y a quasiment pas de transfert de masse d’élément immiscible
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vers la phase continue. Ainsi, nous pouvons définir la position de la goutte (xG, yG) à partir
de la position du centre de masse par

xG =

∫
V
φB x dV∫
V
φB dV

(5.18)

yG =

∫
V
φB y dV∫
V
φB dV

(5.19)

Comme prévu, les calculs montrent que xG reste constant durant toute la simulation. La
goutte suit alors une trajectoire rectiligne qui se résume à la variation de yG, comme montré
en Figure 5.5 pour différentes mobilités. Sa trajectoire comprend une phase ascendante
suivie d’une phase descendante. Dans la phase d’ascension, la goutte, initialement plus
légère que l’eau environnante, commence à monter pendant que le composant miscible se
diffuse progressivement dans l’eau. Après un certain temps, la goutte atteint une hauteur
maximale, devient plus lourde que la phase continue et finit par retomber dans celle-ci.
Qualitativement, ce comportement est en bon accord avec les résultats expérimentaux de
Rao et al. [8].
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Figure 5.5 : Position de la goutte en fonction du temps pour différentes mobilités.
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La Figure 5.5 met en évidence le rôle de la mobilité dans la dynamique générale de
la goutte. Celle-ci caractérise la compétition entre les termes d’advection et de diffusion
dans le modèle du champ de phase. En effet, l’amplitude et la durée de son mouvement
dépendent fortement de la mobilité. Pour M = 10−8, la hauteur maximale de la goutte est
d’environ ∼ R/2 (R étant le rayon de la goutte) alors que pour M = 5× 10−10, elle est
d’environ ∼ 20R. Ceci est cohérent avec le fait que le temps caractéristique de diffusion τ
obtenu par adimensionnement des équations de Cahn–Hilliard est proportionnel à l’inverse
de la mobilité i.e. τ ∼ 1

M
. Pour des mobilités plus faibles, la diffusion est plus lente. Par

conséquent, la goutte monte assez haut. Inversement, lorsque la mobilitéM est plus grande,
la diffusion devient plus rapide et la goutte n’a pas le temps de monter plus haut.

5.5.2 Vitesse

Afin de mieux analyser ce comportement vis-à-vis de la mobilité, nous examinons
en détail dans cette section l’évolution de la vitesse de la goutte obtenue à partir de la
courbe d’évolution de la position en Figure 5.5. Pour cela, nous présentons dans un premier
temps une description qualitative du comportement de la goutte avant de discuter de la
variation de la vitesse pour différentes mobilités, en particulier des singularités observées
avec certaines valeurs.

5.5.2.1 Description qualitative

Nous présentons dans un premier temps en Figure 5.6 une courbe typique (en l’occur-
rence M = 5.10−9) de l’évolution temporelle de la vitesse de la goutte. Libérée sans vitesse
initiale, celle-ci subit une phase d’accélération dès les premiers instants, atteint une vitesse
maximale puis décélère jusqu’à atteindre la vitesse terminale. Nous montrons également
sur la même Figure 5.6 les champs de masse volumique aux instants correspondant à l’état
initial, la vitesse maximale, la vitesse nulle et la vitesse terminale. La masse volumique de
la goutte augmente au cours du temps et lorsque la goutte atteint sa vitesse terminale,
sa masse volumique est égale à celle de l’élément immiscible, ce qui est cohérent avec
les conditions à l’équilibre imposées dans notre problème. À ce stade, ces champs de
masse volumique illustrent d’ores et déjà l’interaction entre les phénomènes de diffusion et
d’hydrodynamique dans la dynamique d’une goutte multicomposant.
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Figure 5.6 : Évolution typique de la vitesse de la goutte en fonction du temps avec
le champ de masse volumique correspondant à l’état initial de la goutte, à sa vitesse

maximale, à sa hauteur maximale et à sa vitesse terminale pour M = 5.10−9.

En faisant varier la mobilité M , nous montrons en Figure 5.7 l’évolution de la valeur
absolue de la vitesse verticale de la goutte pour différentes valeurs de M . Comme pour
la trajectoire, la mobilité influe sur la vitesse en particulier son amplitude dans la phase
d’accélération et la durée associée à cette phase. Pour M = 10−8, cette vitesse maximale
est d’environ ∼ 5× 10−3m/s tandis que pour une mobilité plus faible M = 5× 10−10, elle
est autour de 25× 10−3m/s. Par ailleurs, pour des valeurs de M ∈ [5× 10−9, 5× 10−10], des
comportements non monotones de la vitesse sont observés notamment pourM = 2.5×10−9

où cette non monotonie est très prononcée.
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Figure 5.7 : Valeur absolue de la vitesse de la goutte en fonction du temps pour
différentes valeurs de M .

5.5.2.2 Modèle réduit

Afin de mieux comprendre les phénomènes observés dans la dynamique de la goutte,
nous effectuons notre analyse par rapport à t×M comme montré en Figure 5.8a. En effet,
en considérant une goutte immobile (u = 0) et une mobilité sous forme diagonale que
l’Eq. 5.17, l’évolution des compositions φi est régie par les équations de Cahn–Hilliard
purement diffusives

1
M

∂φi
∂t

= ∇ · (∇µ̃i) (5.20)

où 1
M

est proportionnel au temps caractéristique de diffusion de la composition de la
goutte. En d’autres termes, pour différentes valeurs de mobilité M , le même comportement
est attendu après une remise à l’échelle du temps par 1

M
dans le cas où seule la diffusion

est présente dans le système.
Pour cela, à partir de la dynamique d’une sphère 1D dans un écoulement fluide, nous

proposons un modèle “réduit” 1 tel que le mouvement de la goutte est régi par

m
du

dt
= f(Mt)− γu (5.21)

1. Le modèle réduit est un modèle très simplifié permettant de reproduire la phénomènologie générale
d’un solide ayant un mouvement ascendant suivi d’une phase descendante.

142



5.5. Résultats

où m est une masse effective, f(Mt) = a

(
1− Mt

ξ0

)
représente une fonction décrivant les

forces motrices et γ est un coefficient de frottement. Ce modèle simple peut être résolu
analytiquement et a pour solution particulière

up = a

γ

(
1 + mM

γξ0
− Mt

ξ0

)
(5.22)

Avec la condition initiale u(t = 0) = 0, on obtient la solution analytique de l’Eq. 5.21

u(t) = a

γ

[(
1 + mM

γξ0

)(
1− e−γt/m

)
− Mt

ξ0

]
(5.23)

En prenant a = 0.035N, ξ0 = 2.5× 10−9J−1m5, m = 0.04kg et γ = 0.08kg/s, nous obte-
nons les courbes présentées en Figure 5.8b pour différentes valeurs de M . Ces paramètres
ont été choisis de manière à ce que l’instant où la vitesse s’annule pour la mobilité la plus
élevée M = 10−8 soit approximativement le même que dans les calculs numériques et que
la vitesse maximale pour la mobilité la plus faible M = 5× 10−10 soit également en accord
avec les calculs numériques.

Intéressons-nous d’abord au modèle réduit présenté en Figure 5.8b. Dans ce type de
modèle, il y a deux temps caractéristiques : un temps inertiel fixe tinert = m

γ
= 0.5s et

un temps de diffusion dépendant de la mobilité M donné par tdiff = ξ0

M
. Pour M =

5 × 10−9, les temps inertiel et de diffusion sont égaux. Pour des mobilités plus faibles
M = {0.5, 1, 2.5} × 10−9, le temps de diffusion est plus long que le temps inertiel. En
revanche, il est deux fois moins important que le temps inertiel pour la mobilité plus élevée
M = 10−8.
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Figure 5.8 : Valeur absolue de la vitesse en fonction de t×M pour différentes valeurs
de mobilité - (A) calculs effectués avec le modèle Phase_field et (B) avec le modèle

réduit.

En comparant les courbes numériques de notre simulation avec celles du modèle
réduit, on constate qu’indépendamment de M , la vitesse maximale atteinte dans la phase
d’accélération initiale ainsi que le temps associé sont en bon accord avec notre modèle
réduit. Cependant, une fois la phase d’accélération passée, le comportement général est
sensiblement différent en particulier pour les mobilités plus faibles.

D’une part, les temps auxquels la vitesse s’annule dans nos simulations sont plus petits
que ceux du modèle réduit pour M = 10−9 et M = 5× 10−10 tandis qu’ils sont plus grands
que ceux du modèle réduit pour M = 5× 10−9 et M = 2.5× 10−9. En effet, la goutte se
déplace dans de l’eau quasi pure car c’est l’advection qui domine pour des faibles valeurs
de M . La couche de diffusion est fine et le transport diffusif est plus rapide.

D’autre part, une présence de non monotonie de vitesse ou d’un léger plateau de vitesse
est observée dans la phase ascendante pour les valeurs de M = 5× 10−9 et M = 2.5× 10−9,
ce qui retarde l’instant où la vitesse s’annule. Pour illustrer ce comportement, nous traçons
les vecteurs vitesse dans le champ de masse volumique en Figure 5.9 et montrons le champ
de vitesse verticale en Figure 5.10 à différents instants pour M = 2.5 × 10−9. La non
monotonie de vitesse est la plus prononcée à cette valeur de M . À t = 1.2 s, la répartition
de la masse volumique autour de la goutte devient inhomogène en raison de la couche
de diffusion qui se déplace vers le haut plus rapidement que la goutte. Par conséquent,
la distance entre les deux augmente et ainsi crée une force d’aspiration qui tire la goutte
vers le haut réduisant la traînée comme la technique de “drafting” dans un peloton [172].
Ce même effet a été observé dans une étude récente sur les gains procurés par l’effet
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d’aspiration dont bénéficie un coureur de marathon précédé d’un “lièvre” [173]. Cela
entraîne une légère accélération de la goutte à ces instants avant de retomber avec une
vitesse négative jusqu’à sa vitesse terminale lorsque sa masse volumique est suffisamment
plus grande que celle de la phase continue environnante.

Cette étude comparative des résultats de Phase_field avec ceux du modèle réduit
nous montre que les effets mis en jeu dans la goutte sont complexes et dépendent de
la valeur de la mobilité M . Les phénomènes de diffusion sont fortement couplés avec
l’advection et les effets inertiels ne sont pas négligeables. Pour bien modéliser tous ces
effets physiques dans le mouvement de la goutte ainsi que le corium en cuve, nous ne
pouvons pas utiliser le modèle réduit. Le couplage des équations de Cahn–Hilliard et de
Navier–Stokes est nécessaire.

t = 0.5 s t = 1.2 s t = 1.5 s

t = 1.7 s t = 2 s t = 2.7 s

Figure 5.9 : Vecteurs vitesse dans le champ de masse volumique à différents instants
pour M = 2.5× 10−9J−1m5s−1.
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t = 0.5 s t = 1.2 s t = 1.5 s

t = 1.7 s t = 2 s t = 2.7 s

Figure 5.10 : Champ de vitesse verticale à différents instants pour M = 2.5 × 10−9

J−1m5s−1.

5.5.3 Distribution spatiale des paramètres d’ordre

Comme dit précédemment, à t×M fixé, le même comportement devrait être obtenu pour
toutes les valeurs deM si et seulement si seule la diffusion était présente. Dans notre cas, la
diffusion est fortement couplée aux effets advectifs qui modifient le champ de diffusion par
rapport au cas sans écoulement. Cela est mis en évidence sur la Figure 5.11 où le champ de
concentration de l’élément A est montré pour t×M = 10−9J−1m5 à différentes mobilités.
Indépendamment de M (M ∈ [5× 10−10, 10−8]), la goutte est dans sa phase ascendante
à cette valeur de Mt. Cependant, la répartition de l’élément miscible dans la goutte et
sa diffusion dans l’eau sont différentes suivant la valeur de M . En effet, pour des valeurs
de M plus grand (i.e. M = {5× 10−9, 10−8}), c’est la diffusion qui domine et la goutte a
quasiment le même comportement pour ces deux valeurs. En revanche, son comportement
est sensiblement différent par rapport aux plus faibles mobilités M ≤ 2.5 × 10−9 où la
diffusion est plus lente. Le champ de diffusion est alors modifiée par l’écoulement.
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M = 10−8 M = 5× 10−9 M = 2.5× 10−9

M = 10−9 M = 5× 10−10

Figure 5.11 : Champ de concentration de l’élément A pour t ×M = 10−9 J−1m5 à
différentes mobilités.

Nous discutons à présent de l’évolution de la répartition des éléments dans le système
pour M = 2.5× 10−9. À l’état initial, tout l’élément miscible est confiné dans la goutte,
puis se diffuse progressivement dans l’eau de manière non uniforme. La couche diffusive est
plus fine à la base de la goutte qu’à son sommet. Cela conduit à un transport diffusif plus
efficace de l’élément A vers le haut et une diminution rapide de la quantité d’élément A
dans la partie inférieure de la goutte. Cela est mis en évidence à t = 0.5 s sur la Figure 5.12
lorsque la goutte atteint sa vitesse maximale dans sa phase d’accélération. Elle continue
de monter tandis que la couche de diffusion se détache partiellement de la goutte. Par
conséquent, un panache de fluide léger (eau+élément A) se forme et se développe au-dessus
de la goutte. Lorsque celle-ci atteint son altitude maximale, elle commence à descendre
en laissant derrière elle le panache de fluide léger jusqu’à disparaître de la goutte et se
mélanger à la phase continue.
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t = 0s t = 0.5s t = 1.2s

t = 1.6s t = 2s t = 2.7s

Figure 5.12 : Champ de concentration de l’élément A à différents instants pour
M = 2.5× 10−9J−1m5s−1.

5.5.4 Effet de Gibbs–Thomson

Notons que les paramètres du modèle de Cahn–Hilliard ont été définis en considérant
les compositions d’équilibre et la tension de surface pour une interface plane. Pour une
interface courbée, l’énergie de surface est modifiée et les valeurs d’équilibre atteintes
après calculs sont légèrement différentes de celles pour une interface plane. Cet écart de
composition est proportionnel à la courbure moyenne de l’interface résultant de l’effet de
Gibbs–Thomson [113, 174, 175]. L’excès de tension de surface conduit à une surpression
dans la goutte entraînant une augmentation des compositions d’équilibre dans les deux
phases. Autrement dit, les compositions d’équilibre pour une interface courbée ∀i ∈ {A,B}
et ∀k ∈ {dis, cont} deviennent φeq,k,courbée

i > φeq,k,plane
i . Ainsi, lors de sa phase descendante,

φeq,dis,courbéeB peut dépasser la valeur 1 et la composition de l’élément B hors de la goutte
devient non nulle. Une redéfinition des compositions initiales et à l’équilibre en considérant
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une interface courbée permet de garder ces compositions en dessous de 1 durant toute la
simulation. Dans le présent cas, le couplage entre le transfert de masse et le mouvement
de la goutte rend complexe l’évaluation de l’écart dû à l’effet de Gibbs–Thomson. Pour
illustrer notre propos, nous montrons en Figure 5.13 l’évolution de φB le long de la ligne
horizontale y = 0 à différents instants lors de la descente de la goutte. On observe qu’une
petite quantité d’élément immiscible est présente en dehors de la goutte. Sa concentration
décroît avec la distance séparant la goutte de cette ligne horizontale. L’influence de l’effet
de Gibbs–Thomson est alors plus significative aux alentours de la goutte que loin de
l’interface.
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Figure 5.13 : (A) Schéma illustratif du domaine et de la distance d - (B) Évolution de φB
le long de la ligne horizontale y = 0 à différents instants pour M = 2.5× 10−9J−1m5s−1.

5.6 Vers la validation du modèle avec l’expérimental

Dans cette deuxième partie du chapitre, nous nous intéressons à l’expérience n°4 de Rao
et al. [8] où une goutte composée d’acétonitrile (miscible dans l’eau) et de chlorobenzène
(immiscible) se déplace dans un domaine rempli d’eau 2. Le choix du paysage thermody-
namique est effectué selon des critères dépendant des conditions initiales de l’expérience,

2. Les mêmes notations que dans la première partie pour désigner la goutte (phase dispersée), les
éléments miscible (élément A) et immiscible (élément B) sont utilisées.
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contrairement à la première partie où le paysage thermodynamique “cercle” est choisi
avant de définir les conditions initiales. Pour cela, après avoir présenté les conditions de
l’expérience, nous montrons dans cette deuxième partie les difficultés associées au choix de
ce paysage thermodynamique à partir des exemples. Puis, nous discutons de ces critères
de choix avant de donner le paysage choisi pour ce problème. Enfin, nous terminons par
les résultats, l’analyse associée et la conclusion du chapitre.

L’étude présentée dans cette section est le fruit du travail de stage de Clément Plumecocq
[10] que j’ai encadré et constitue ma première expérience d’encadrement dans la recherche.

5.6.1 Conditions de calcul

Comme dans la première partie, la loi de densité implémentée dans le modèle n > 2-aire
de Phase_field sous l’hypothèse de volume molaire constant est

ρ(φA,φB) = ρ?(1 +
∑

i∈{A,B}
β?i φi) = ρ? (1 + β?AφA + β?BφB) (5.24)

où β?A, β?B et ρ? sont déterminés à partir de la masse volumique de chacun des éléments
dans le système présenté dans le Tableau 5.2. Nous avons considéré autant que faire se
peut les mêmes propriétés physiques que celles de l’expérience n°4.

Tableau 5.2 : Masse volumique des éléments dans le système et de la goutte initiale de
l’expérience de Rao et al. [8].

Masse volumique ρeau ρA ρB ρinidis

(kg.m−3) 999.5 791 1104 975

Les masses volumiques des corps purs du système sont données par


ρ(φA = 0,φB = 0) = ρ? = ρeau

ρ(φA = 1,φB = 0) = ρ? (1 + β?A) = ρA

ρ(φA = 0,φB = 1) = ρ? (1 + β?B) = ρB

(5.25)

Avec les valeurs du Tableau 5.2, nous obtenons β?A = −0.208 et β?B = 0.104. À l’état
initial, la goutte est composée d’éléments A et B telle que sa masse volumique est donnée
par

ρ(φA = φini,disA ,φB = 1− φini,disA ) = ρinidis (5.26)
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À partir de l’Eq. 5.26, nous obtenons les compositions initiales des éléments présents
dans la goutte à l’état initial φini,disA = 0.41 et φini,disB = 0.59. Notons que ces compositions
initiales sont différentes de celles dans le travail de Rao et al. [8] où la composition initiale
de l’élément miscible vaut 0.32. Avec cette valeur de Rao et al. [8], en utilisant la loi de
densité linéaire en Eq. 5.24, la masse volumique initiale de la goutte serait 1003kg.m−3, ce
qui est supérieure à celle de la phase continue. La goutte suivrait alors une trajectoire et
aurait une dynamique différente de celle que nous voudrions reproduire dans cette étude.
La loi de densité sous l’approximation de Boussinesq en Eq. 5.24 ne permet pas de garantir
à la fois la même composition initiale de l’élément miscible et la même masse volumique
initiale de la goutte que dans Rao et al. [8]. Dans cette étude, les mêmes masses volumiques
que celles de Rao et al. [8] ont été considérées au détriment de ses compositions initiales
pour pouvoir reproduire la même dynamique générale.

Par ailleurs, la composition initiale φi dans le domaine à l’état initial est répartie
selon l’Eq. 5.8. Tout comme dans la première partie, les compositions à l’équilibre φeq,contA

dépend de la taille du domaine (voir Eq. 5.7). Un récapitulatif des compositions et des
masses volumiques à l’état initial et d’équilibre est donné au Tableau 5.3. La viscosité est
supposée constante dans tout le domaine et est fixée à celle de l’eau η = 10−3Pa.s puisque
les viscosités des éléments du système restent proches dans notre étude.

Tableau 5.3 : Récapitulatif des compositions des éléments miscible et immiscible ainsi
que la masse volumique de chacune des phases à l’état initial et d’équilibre pour le cas

n°4.

phase état initial état d’équilibre
phase dispersée φini,disA = 0.41 φeq,disA = 0

(goutte) φini,disB = 0.59 φeq,disB = 1
ρinidis = 975kg.m−3 ρeqdis = ρB = 1104kg.m−3

φini,contA = 0 φeq,contA = φini,disA ×V inidis

Vtot+(φini,disA −1)V ini
dis

phase continue φini,contB = 0 φeq,contB = 0
ρinicont = 999.5kg.m−3 ρeqcont = ρeau

(
1 + β?Aφ

eq,cont
A

)

Par delà les hypothèses susmentionnées, la principale raison nous empêchant de réaliser
de la vraie validation du modèle Phase_field n > 2-aire est la différence de conditions
de calcul. En effet, nos calculs sont effectués dans une configuration 2D cartésienne
contrairement aux études expérimentales en 3D et numériques de Rao et al. [8] en 2D
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axisymétrique. À ce stade, les calculs ne peuvent se faire qu’en 2D cartésien et les conditions
aux limites de type symétrie ne sont pas encore au point dans le modèle Phase_field.

5.6.2 Paramètres de simulation

Nous réalisons nos simulations dans un domaine rectangulaire 2D cartésien dans lequel
une goutte multicomposant de rayon initial R = 2.45 × 10−3m est libérée sans vitesse
initiale. La goutte est placée au centre du domaine de telle sorte que la largeur du domaine
fait au moins 3 Lx = 10R. Des conditions aux limites sans glissement (les deux composantes
des vitesses sont nulles) sont imposées aux bords du domaine.

Avec les propriétés physiques de l’expérience n°4 de Rao et al. [8], nous avons le
nombre de Bond Bo ∼ 10−1 et celui de Morton Mo ∼ 10−10, ce qui correspond à une
goutte sphérique selon le diagramme de Clift [9] en Figure 5.4. Le maillage est considéré
uniforme dans le domaine avec ∆x = ∆y = 2×10−4m. La tension de surface est fixée à
σ = 36× 10−3N.m−1 et l’interface numérique ε contient 4 mailles.

Comme dans la première partie de ce chapitre, nous considérons des matrices diagonales
pour les matrices de mobilité et de coefficients de gradient

M =
M 0

0 M

 (5.27)

et
¯̄κ =

κbin 0
0 κbin

 (5.28)

avec M un paramètre cinétique de contrôle à ajuster vis-à-vis de l’expérience n°4 et κbin le
coefficient de gradient obtenu à partir du cas binaire. Le coefficient de gradient κbin et le
paramètre d’upscaling λ sont alors obtenus à partir des Eqs. 5.12 et 5.13 dépendant des
paramètres du paysage thermodynamique.

5.6.3 Paysage thermodynamique

Tout d’abord, la base thermodynamique pour le système ternaire {acétonitrile, chloro-
benzène, eau} est inexistante. L’ajustement avec un paysage thermodynamique de référence
issu d’une base thermodynamique comme dans le cas du corium en cuve réalisée dans

3. L’effet de la largeur du domaine est étudié plus en détail en Section 5.6.4.
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le Chapitre 3 ne peut alors être réalisée. De ce fait, un choix convenable du paysage
thermodynamique qui permet de reproduire le comportement général et la physique de la
goutte multicomposant dans un fluide est important. Il doit respecter certains critères afin
d’éviter des comportements non souhaités que nous illustrons avec des exemples dans la
suite.

Dans un premier temps, nous reprenons le paysage thermodynamique “cercle” dis-
cuté précédemment tel que ∀k ∈ {dis, cont} et j ∈ {x, y}, les paramètres akj = 1. En
l’occurrence, l’angle de rotation ψk n’a plus d’effet. À partir d’un calcul sans couplage
avec l’hydrodynamique tout en considérant les compositions initiales φini,disA = 0.41 et
φini,disB = 0.59 dans la goutte, il est montré en Figure 5.14a que dès l’état initial, la goutte
se retrouve dans la lacune de miscibilité, plus précisément dans la région spinodale. Cela
conduit à une séparation de phase de manière spontanée comme le montre la Figure 5.14b
avec une nouvelle goutte contenant de l’eau qui se forme à l’intérieur de la goutte initiale.
Ce paysage thermodynamique “cercle” est alors inadapté à notre cas d’étude d’où l’intérêt
de passer à un paysage plus complexe qui tient compte de la rotation ψk.
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Figure 5.14 : (A) Paysage thermodynamique “cercle” dans la surface d’énergie Ω?

avec akj = 1 (k ∈ {dis, cont} et j ∈ {x, y}). La droite en bleu (resp. rouge) relie les deux
compositions d’équilibre (resp. compositions initiales) dans chacune des phases - (B)

Composition de l’élément immiscible dès les premiers instants.

Dans un second temps, nous utilisons un paysage thermodynamique dont les puits
sont soumis à une rotation de telle sorte que les compositions initiales sont en dehors
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de la région spinodale. Il s’agit de celui montré en Figure 5.15a tel que pour la phase
k, les paramètres akx = 0.5, aky = 1 et ψk = 10°. Avec un tel paysage thermodynamique,
contrairement aux simulations qu’on souhaiterait réaliser, les calculs sans couplage avec
l’hydrodynamique nous montrent que de l’eau rentre dans la goutte dès les premiers instants,
ensuite les compositions de la goutte se retrouvent dans la région spinodale entraînant
une séparation de la goutte en deux avant de converger vers les points d’équilibre imposés
(voir Figure 5.15b). En effet, le chemin que suit la composition initiale vers la composition
d’équilibre dépend de l’orientation du gradient du grand potentiel modifié Ω? dans le plan
(φA,φB). Dans notre cas, le chemin privilégié est celui indiqué par la flèche noire sur la
Figure 5.15a. Idéalement, ce chemin devrait suivre la ligne limite diagonale φB = 1− φA.
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Figure 5.15 : (A) Paysage thermodynamique dans la surface d’énergie Ω? avec akx = 0.5,
aky = 1 et ψk = 10° (k ∈ {dis, cont}. La droite en rouge relie les deux compositions
initiales et la flèche noire indique le chemin que prend le système pour aller vers les
points d’équilibre. La zone en pointillé représente la région spinodale - (B) Profils de

composition de l’eau à différents instants le long de l’axe horizontal x? = x

Lx
.

Au vu des exemples et observations précédentes, le paysage thermodynamique conve-
nable à notre problème doit répondre à certains critères tels que :

1. les compositions initiales doivent être hors de la lacune de miscibilité,

2. les compositions initiales doivent être de part et d’autre de la région spinodale pour
éviter une séparation de phase dans la goutte lors de sa trajectoire vers les points
d’équilibre et
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3. l’orientation du gradient de la surface d’énergie du grand potentiel modifié Ω? doit
limiter l’entrée d’eau en suivant la diagonale φB = 1− φA.

Bien qu’il ne soit pas immédiat de trouver un paysage thermodynamique qui remplit
ces critères, notons tout de même qu’il n’existe pas un seul et unique paysage possible. Une
multitude de paysages thermodynamiques remplissent ces critères parmi lesquels celui en
Figure 5.16. C’est le paysage thermodynamique choisi pour cette étude dont les paramètres
des paraboloïdes sont donnés au Tableau 5.4. Avec ce paysage thermodynamique, aucune
séparation de phases n’apparaît dans la goutte et celle-ci est dépourvue d’eau dans son
chemin vers les compositions d’équilibre.

Tableau 5.4 : Valeurs des paramètres des paraboloïdes pour le paysage thermodyna-
mique choisi.

adisx adisy acontx aconty ψdis ψcont

0.25 1 0.6 1 45° 0°
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Figure 5.16 : Paysage thermodynamique dans la surface d’énergie Ω? avec adisx = 0.25,
adisy = 1, acontx = 0.6, aconty = 1, ψdis = 45° et ψcont = 0° (k ∈ {dis, cont}. La droite en
rouge relie les deux compositions initiales et la flèche noire indique le chemin que prend
le système pour aller vers les points d’équilibre. La zone en pointillé représente la région

spinodale.
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5.6.4 Résultats de simulation

Comme vu dans la première partie, le paramètre cinétiqueM joue un rôle important sur
l’amplitude et la forme de la trajectoire de la goutte. Il s’agit d’un paramètre d’ajustement
pour se rapprocher des résultats expérimentaux de Rao et al. [8]. À cet égard, dans un
domaine de largeur Lx = 10R, nous avons réalisé des simulations avec différentes valeurs
de M et en déduisons la valeur de M qui est cohérente avec l’expérience. Il s’est avéré
qu’avec M = 4× 10−9, le temps auquel la goutte repasse à son point de départ coïncide
avec celui de l’expérience (voir Figure 5.17a). En revanche, la hauteur maximale obtenue
avec notre modèle Phase_field est deux fois moins importante que celle de l’expérience.
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Figure 5.17 : Comparaison de la trajectoire (A) et de la vitesse (B) de la goutte pour
M = 4× 10−9 avec celles de l’expérience n°4 de Rao et al. [8].

Intéressons-nous maintenant à l’impact de la taille du domaine sur la trajectoire de
la goutte. La Figure 5.17 montre l’effet de la largeur Lx du domaine sur sa trajectoire et
sa vitesse 4 en fixant la valeur de M = 4× 10−9. L’amplitude du mouvement ainsi que la
vitesse maximale de la goutte croît avec cette largeur Lx.

D’une part, certes, la composition à l’équilibre dépend de la taille du domaine mais
l’écart sur les compositions à l’équilibre de l’élément miscible reste négligeable dans notre
cas pour modifier significativement le comportement de la goutte. La raison principale est
que pour des domaines moins larges avec une mobilité plus faible M ∼ 10−9, l’écoulement
est confiné et les bords du domaine perturbent le mouvement de la goutte entraînant son

4. Pour la comparaison, la vitesse est représentée en superposant les courbes expérimentales et
numériques à l’instant auquel la vitesse devient nulle.
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ralentissement. À mobilité égale, le temps auquel la goutte revient à sa position initiale est
alors plus long pour un domaine plus large car elle monte plus haut et les effets de bords
sont moins importants.

D’autre part, les courbes de vitesse montrent qu’autour de l’instant où la vitesse
devient nulle, les résultats numériques et expérimentaux sont assez similaires. Les mêmes
comportements que dans la première partie de ce chapitre sont observés avec une phase
d’accélération aux premiers instants. Celle-ci est absente de la courbe expérimentale de Rao
et al. [8] car dans leurs travaux, la vitesse n’est mesurée qu’après cette phase d’accélération.
Une fois la phase d’accélération passée, l’influence de la taille du domaine est bien mise en
évidence sur la Figure 5.17b par la présence d’un léger plateau dans la phase descendante
pour les domaines moins larges. Ce plateau n’est pas observé lorsque le domaine devient
suffisamment large.

Il est important de souligner que la présence de plateau et non monotonie de vitesse
dans la phase ascendante discutée dans la première partie de ce chapitre vient de la force
d’aspiration. Le domaine est suffisamment large pour que les effets de bords n’apparaissent
dans l’étude présentée dans la première partie. Cela prouve encore une fois la complexité du
problème étudié vis-à-vis des phénomènes physiques présents, des paramètres de simulation
et du paysage thermodynamique considéré.

Finalement, rappelons que ces calculs ont été effectués en géométrie 2D cartésienne
de telle sorte que la comparaison aux résultats expérimentaux de Rao et al. [8] reste
limitée. Néanmoins, cette étude nous a permis de reproduire qualitativement et semi-
quantitativement l’expérience de Rao et al. [8]. L’influence d’autres paramètres tels que
la vitesse initiale, les conditions aux bords ou le maillage a été étudiée dans ce stage e
C. Plumecocq [10] mais l’effet de la taille du domaine reste le plus important par delà la
mobilité comme paramètre de contrôle. Cette étude nous a permis de mieux comprendre
le couplage entre les phénomènes de transfert de masse et d’hydrodynamique, ce qui
représente un premier pas vers la validation de notre modèle.

5.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons réalisé des simulations en 2D cartésien de la dynamique
d’une goutte multicomposant dans une colonne d’eau. Composée d’un élément miscible et
d’un élément immiscible, la goutte se déplace verticalement dans le domaine fluide tout en
diffusant l’élément miscible dans l’eau, ce qui induit un changement de masse volumique
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des deux phases. Ce chapitre étudie le couplage des phénomènes de transfert de masse et
d’hydrodynamique à partir de la version n > 2-aire de Phase_field en utilisant le paysage
thermodynamique sous forme de produit de deux paraboloïdes. Sous l’approximation
de Boussinesq, une loi de densité linéaire est utilisée de manière à ce que la goutte soit
initialement plus légère que l’eau environnante, devienne plus lourde avec le temps et
ne contienne que l’élément immiscible à l’équilibre thermodynamique. Les propriétés de
l’interface, du fluide et la taille de la goutte ont été fixées de telle sorte que les nombres de
Bond et de Morton associés correspondent au régime où la goutte reste circulaire durant
toute la simulation.

La première partie de ce chapitre avait pour but d’investiguer et analyser les phénomènes
couplés que simule le modèle n > 2-aire de Phase_field. Le paysage thermodynamique
le plus simple type “cercle” avec des matrices diagonales pour les coefficients de gradient
et de mobilité a alors été utilisé. Plus particulièrement, nous avons réalisé une étude
paramétrique avec différentes mobilités afin de montrer son rôle dans le modèle et son
influence sur le mouvement de la goutte. Il a été montré que l’amplitude du mouvement
et la vitesse de la goutte ainsi que la durée de son trajet dépendent de la mobilité. C’est
un paramètre de contrôle qui donne une mesure des temps de transfert de masse diffusif
et hydrodynamique. Les résultats du modèle Phase_field ont été comparé avec ceux
d’un modèle réduit analytique pour montrer la complexité du problème et l’intérêt de
considérer le modèle de Phase_field par rapport à ce modèle réduit pour le traitement
de tels problèmes couplés. Enfin, nous avons discuté de l’effet de Gibbs–Thomson dû à
l’interface courbée et de son impact notamment sur les compositions d’équilibre.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’expérience n°4
de Rao et al. [8] sur la dynamique d’une goutte composée d’acétonitrile et de chlorobenzène
en vue d’aller vers la validation du modèle n > 2-aire de Phase_field. Faute de base
thermodynamique pour notre système d’intérêt, le choix du paysage thermodynamique
n’est pas immédiat. Il doit satisfaire certains critères vis-à-vis des compositions initiales, de
la région spinodale et de la trajectoire des compositions vers leurs valeurs d’équilibre. Le
choix des paramètres permettant de respecter ces critères restent en partie arbitraire. Une
fois le paysage thermodynamique choisi, nous avons fait varier la mobilité afin d’obtenir une
valeur cohérente avec l’expérience. Les calculs sont effectués en 2D cartésien contrairement
aux études en 2D axisymétrique de Rao et al. [8], ce qui empêche de réaliser une véritable
validation. Toutefois, les résultats numériques obtenus sont en bon accord qualitatif et
semi-quantitatif avec la dynamique dans l’étude de Rao et al. [8]. Ce travail constitue
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un bon point de départ vers la validation quantitative de notre modèle et ultérieurement
vers une application dans l’étude du transitoire de stratification du corium en cuve. Dans
tous les cas, en l’état actuel, les simulations présentées dans ce chapitre démontrent la
capacité du modèle Phase_field n > 2-aire à traiter les phénomènes couplés de transfert
de masse et d’hydrodynamique dans un système multicomposant. Le travail présenté dans
ce chapitre est en cours de préparation pour publication dans une revue à comité de lecture.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans le cadre de la stratégie de rétention du corium en cuve lors d’un d’accident
grave nucléaire, le comportement du corium en transitoire de stratification fait intervenir
le couplage entre les phénomènes thermochimiques au travers du transfert de masse
interphases et des phénomènes hydrodynamiques. Cette thèse s’inscrit dans la démarche
de sûreté des réacteurs nucléaires, en particulier la modélisation et simulation numérique
de tels phénomènes couplés dans un système multicomposant en utilisant la méthode du
champ de phase.

Dans la première partie, nous avons considéré uniquement le transfert de masse dans
le système ternaire U-O-Zr en utilisant le paysage thermodynamique issu de l’outil de
calcul d’équilibre OpenCalphad [129] sous l’hypothèse d’équilibre local. À partir d’un
code maquette développé dans la plateforme logicielle PROCOR [59], nous avons résolu le
problème stationnaire d’un système ternaire de Cahn–Hilliard afin d’apporter des réponses
à certaines des questions restées en suspens dans la thèse de C. Cardon [57]. Il s’agit de
la présence d’un écart entre les positions de l’interface des éléments du système et d’une
non monotonie des profils de composition observée avec certaines formes de la matrice
des coefficients de gradient κ pour les systèmes n > 2-aire. Leurs présences peuvent être
problématiques dans l’optique d’un couplage avec l’hydrodynamique car elles peuvent
conduire à des profils de densité non monotones induisant des instabilités à l’interface et
des comportements non physiques.

D’une part, nous avons montré que ces écarts sont associés aux effets d’adsorption des
éléments à l’interface. Ceux-ci sont inévitables pour les modèles à interface diffuse mais
peuvent être minimisés. D’autre part, la non monotonie des profils dépend fortement de la
forme de κ. Dans cette thèse, nous avons proposé une stratégie de recherche d’une forme
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optimale de κ basée sur une paramétrisation de cette matrice afin de minimiser l’adsorption
d’interface tout en gardant un profil monotone. Avec la procédure de minimisation proposée
dans cette thèse, les résultats de calculs ont montré qu’il n’y a pas de forme optimale
unique pour κ. Celle-ci dépend du cas étudié et du paysage thermodynamique considéré.
En outre, lorsqu’on considère un système fermé au sens des conditions aux limites, une
dépendance linéaire des compositions loin de l’interface avec l’épaisseur d’interface était
observée. Elle est fortement liée à l’effet d’adsorption et à l’énergie libre considérée dans le
paysage thermodynamique. Pour notre application au corium en cuve, notre modèle est
jugé robuste car les écarts obtenus restent très faibles avec la séparation d’échelle visée.

Dans la deuxième partie, nous nous sommes intéressés au couplage des équations de
Cahn–Hilliard avec celles de Navier–Stokes (CHNS) pour prendre en compte les phénomènes
couplés de transfert de masse et d’hydrodynamique en utilisant le modèle Phase_field du
code TrioCFD [20]. Avant cette thèse, le modèle Phase_field ne pouvait résoudre qu’une
seule équation de CH couplée avec NS. Cette thèse a permis d’étendre la capacité de ce
modèle à résoudre plusieurs équations de CH.

D’abord, des calculs de comparaison des taux de croissance des instabilités de Rayleigh–
Taylor en régime linéaire avec une étude numérique de R. Zanella [7] et la théorie ont été
réalisés pour vérifier le bon fonctionnement du modèle Phase_field de TrioCFD utilisé dans
cette thèse. Puis, nous avons effectué un calcul démonstratif (qualitatif) de la stratification
du corium en pseudo-binaire comme preuve de principe à la manière du travail de R.
Zanella [51] réalisé avec un code pseudo-spectral. Cependant, la résolution de plusieurs
équations de CH est indispensable pour aller vers des simulations plus quantitatives.
Cette thèse apporte une nouvelle contribution dans le modèle Phase_field de TrioCFD en
l’étendant vers un modèle n > 2-aire. Dans ce modèle, nous avons proposé une expression
analytique de l’énergie libre sous forme de produit de deux paraboloïdes. Cette approche
analytique permet de simplifier la prise en compte des quantités thermodynamiques dans
TrioCFD sans passer par le branchement de l’outil de calcul d’équilibre thermodynamique
OpenCalphad. Elle a montré son efficacité au sens des propriétés d’interface.

Dans la dernière partie, dans une configuration 2D cartésien, nous avons réalisé des
simulations de la dynamique d’une goutte multicomposant soumise à un transfert de masse
dans un domaine fluide avec la version n > 2-aire de Phase_field. Il s’agit d’une première
étape d’étude sur un système différent du corium issu de la littérature pour lequel il y a
des résultats expérimentaux d’intérêt. En effet, les phénomènes physiques qui interviennent
dans ce cas sont proches de ceux du mouvement d’une goutte d’acier dans un bain de
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5.7. Conclusion du chapitre

corium pendant le transitoire de stratification. Une étude paramétrique au travers de la
mobilité a été effectuée en premier lieu afin de montrer son rôle dans le modèle et son
influence sur le mouvement de la goutte. L’effet de Gibbs–Thomson associé à l’interface
courbée a été mis en évidence dans cette étude. Pour finir, nous avons effectué une première
comparaison des études numériques avec l’expérience. Les résultats numériques sont en bon
accord avec la dynamique globale de l’étude expérimentale. C’est un bon point de départ
pour aller vers la validation quantitative de notre modèle couplé pour une application dans
l’étude du transitoire de stratification du corium en cuve.

Ce travail de thèse a permis de mieux comprendre le paramétrage du modèle de
Cahn–Hilliard et les phénomènes physiques dans les systèmes multicomposants. En l’état
actuel, le modèle Phase_field n > 2-aire permet de traiter des phénomènes couplés de
transfert de masse et d’hydrodynamique dans un système multicomposant.

Par delà les travaux menés dans cette thèse, différents axes de recherche pourront
être explorés. Dans un premier temps, il faudrait entreprendre un travail de débogage et
fiabilisation du code pour assurer son bon fonctionnement pour toutes les géométries asso-
ciées au schéma spatial VDF utilisé (géométrie 2D et 3D cartésiennes, 2D axisymétrique).
Notons que cette version n > 2-aire fonctionne en parallèle mais des vérifications restent à
effectuer.

Par ailleurs, tout en restant dans le cas isotherme, un axe de travail intéressant est
l’amélioration de la résolution numérique des équations de CHNS. D’une part, la mobilité
est toujours explicite dans la résolution des équations de CH dans le modèle Phase_field.
Cela peut être problématique pour des mobilités dégénérées. Ainsi, il serait souhaitable
d’impliciter le terme de mobilité. D’autre part, les équations couplées de CHNS sont
résolues sur la même grille de pas de temps dans l’état actuel du modèle Phase_field.
Cela est très pénalisant dans les phases du transitoire de stratification du corium où le
rôle de la convection est très limité. Une amélioration du schéma en temps de couplage
des équations de CHNS en considérant deux grilles de pas de temps différentes pour CH et
NS serait alors nécessaire.

Nous nous sommes limités au cas ternaire dans cette thèse alors que le système
représentatif visé est le quaternaire U-O-Zr-Fe. Le potentiel analytique sous forme de
produit de deux paraboloïdes pour le cas quaternaire est déjà implémenté dans le modèle
Phase_field n > 2-aire. Une étude plus approfondie pour une meilleure compréhension
de ce type de potentiel analytique pourra être effectuée. Pour les systèmes n ≥ 4-aire,
les contraintes par rapport au paysage thermodynamique et le contrôle des propriétés de
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l’interface vis-à-vis de la forme et de le paramétrage des coefficients de gradient deviennent
plus complexe. Cela permettrait de déterminer dans quel cas ce type de paysage analytique
est adapté et ainsi définir les limites associées.

L’objectif final dans cette démarche serait de fournir un modèle complet capable de
prendre en compte les phénomènes thermohydraulique, thermochimique et hydrodynamique
en transitoire de stratification. À terme, nous pouvons envisager de compléter les équations
de Cahn–Hilliard et de Navier–Stokes avec l’équation de conservation de l’énergie. Pour
cela, d’un côté, nous pourrions rester sur le potentiel analytique en considérant des
paramètres dépendant de la température, ce qui nécessiterait une étude approfondie
d’un tel paysage analytique. De l’autre côté, dans le cas où l’outil OpenCalphad serait
utilisé, son branchement direct avec les outils CFD semble irréaliste pour des calculs 3D
et multicomposant n ≥ 4-aire en terme de temps de calcul et robustesse. En revanche,
d’autres approches sont possibles en particulier la tabulation/interpolation des quantités
thermodynamique d’OpenCalphad ou au travers de l’utilisation de décomposition tensorielle
pour la complétion des bases de données thermodynamiques [176].

Enfin, étant donné l’incertitude forte sur la description thermodynamique du système
U-O-Zr-Fe, il pourrait être intéressant de comparer le modèle de Cahn–Hilliard de cette
thèse à un modèle d’Allen–Cahn couplé à des équations de diffusion. Un tel modèle
présenterait l’avantage de pouvoir utiliser des paysages thermodynamiques simplifiés.
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ANNEXE A

SOLUTION ANALYTIQUE D’UN MODÈLE DE
CAHN–HILLIARD BINAIRE

Il existe un cas particulier d’un système binaire pour lequel une expression analytique
du profil d’interface à l’équilibre peut être obtenue. Il s’agit du cas de l’énergie libre
symétrique

FH = φ2(1− φ)2 (A.1)

tels que les deux minima sont à φα = 0 et φβ = 1.
Du point de vue thermodynamique, la fonctionnelle F (resp. le grand potentiel Ω) doit

décroître au cours du temps jusqu’à atteindre son minimum correspondant à l’équilibre
thermodynamique pour les paramètres d’ordre non conservés (resp. paramètres d’ordre
conservés). Le processus de minimisation se passe par ce qu’on appelle dérivée variationnelle,
telle qu’à l’équilibre thermodynamique :

• pour les paramètres d’ordre conservés :

δΩ
δφ

= 0 (A.2)

• pour les paramètres d’ordre non conservés :

δF
δφ

= 0 (A.3)
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Chapitre A. Solution analytique d’un modèle de Cahn–Hilliard binaire

En reprenant l’expression de la derivée variationnelle de la fonctionnelle F en Eq. 2.16,
nous avons en 1D

δF
δφ

= λ
∂FH
∂φ
− κd

2φ

dx2 (A.4)

Dans cette analyse de la recherche d’une solution analytique, nous supposons que le
paramètre d’ordre φ soit conservé avec un potentiel chimique à l’équilibre nul (µ̃eq = 0)
[177] (la tangente commune aux deux puits a une pente nulle pour la fonction d’éner-
gie libre donnée en Eq. A.1) ou qu’il soit non conservé de telle sorte qu’à l’équilibre
thermodynamique :

λ
∂FH
∂φ
− κd

2φ

dx2 = 0 (A.5)

En multipliant par dφ
dx

des deux côtés puis en intégrant entre -∞ et x, cette équation
peut s’écrire sous la forme :

∫ x

−∞
κ
d2φ

dx′2
dφ

dx′
dx′ =

∫ x

−∞
λ
∂FH
∂φ

dφ

dx′
dx′ (A.6)

Le terme de gauche donne :

∫ x

−∞
κ
d2φ

dx′2
dφ

dx′
dx′ = κ

2

(
dφ

dx

)2

(A.7)

car dφ
dx′

= 0 lorsque x→ −∞.
Le terme de droite s’écrit :

∫ x

−∞
λ
∂FH
∂φ

dφ

dx′
dx′ = λ [FH(φ(x))− FH(φ(−∞))] (A.8)

L’Eq. A.6 devient

κ

2

(
dφ

dx

)2

= λFH(φ) (A.9)

ce qui permet d’obtenir

dφ

dx
=
√

2λ
κ

√
FH(φ) (A.10)

En prenant en compte l’Eq. A.1, on obtient :
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dφ

φ(1− φ) =
√

2λ
κ
dx (A.11)

En intégrant la décomposition 1 de l’Eq. A.11, on a

φ

1− φ = exp
√2λ

κ
x

 (A.12)

Finalement, on obtient l’expression analytique du profil de φ à l’état d’équilibre :

φ(x) = 1

1 + exp
−

√
2λ
κ
x

 =
exp

√2λ
κ
x


1 + exp

√2λ
κ
x

 (A.13)

qui peut être écrite sous la forme 2

φ(x) = 1
2

1 + tanh

√ λ

2κx
 (A.14)

Cette écriture en tanh est caractéristique d’un modèle à interface diffuse. La tension
de surface et l’épaisseur d’interface peuvent ainsi être définies à partir des Eqs. 2.30 et 2.36
comme

σ = 1
6
√

2λκ (A.15)

et
ε = 4

√
κ

2λ (A.16)

D’où l’écriture dans la littérature de la forme

F =
∫
V

[
12σ
ε
FH(φ,T ) + 3

4σε||∇φ||
2
]
dV (A.17)

Dans le cas général où l’énergie libre est donnée par

FH = a(φ− φα)2(φβ − φ)2 (A.18)

1. Par décomposition 1
φ(1− φ) = 1

φ
+ 1

1− φ
2. Par définition tanh(x) = 1− e−2x

1 + e−2x
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Chapitre A. Solution analytique d’un modèle de Cahn–Hilliard binaire

Le profil analytique à l’équilibre s’écrit comme

φ(x) ' φβ + φα
2 + φβ − φα

2 tanh

√aλ
2κx

 (A.19)

La tension de surface et l’épaisseur d’interface sont ainsi définies par

σ =
∣∣∣∣∣φ

3
β − φ3

α

6 +
φβφ

2
α − φαφ2

β

2

∣∣∣∣∣√2aλκ = Aeqσ
√

2aλκ (A.20)

et

ε =
√

κ

2aλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φβ − φα

max

(
dφ

dx

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Aeqε

√
κ

2aλ (A.21)

avec Aeqε et Aeqσ sont des constantes dépendants de la composition φ à l’équilibre thermo-
dynamique.
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ANNEXE B

LINÉARITÉ DU POTENTIEL CHIMIQUE À L’ÉQUILIBRE
THERMODYNAMIQUE

Dans cette section, nous démontrons qu’à l’équilibre thermodynamique, le potentiel
chimique est constant dans tout le domaine afin de ne résoudre que l’équation sur le potentiel
chimique lorsqu’on passe au calcul stationnaire dans le Chapitre 3. Nous nous limitons au
cas binaire 1D mais la conclusion tirée est aussi valable pour le cas multicomposant. Pour
cela, nous étudions les deux cas où la mobilité est constante et dégénérée :

• Si la mobilité est constante, l’équation de Cahn–Hilliard s’écrit


∂φ

∂t
= M∆µ̃

µ̃ = λ

(
∂FH
∂φ

)
− κ∇2φ

(B.1)

La première équation donne à l’équilibre thermodynamique (i.e. en régime permanent)
∂φ

∂t
= 0, soit ∆µ̃ = 0. La résolution de cette équation conduit à µ̃(z) = Az + B.

Sachant qu’à l’équilibre thermodynamique, une des conditions de coexistence des
phases est µ̃α,eq = µ̃β,eq = µ̃eq. En d’autres termes, µ̃(z = 0) = µ̃(z = L) = µ̃eq, ce
qui signifie que A = 0 et B = µ̃eq. Finalement, le potentiel chimique µ̃(z) = µ̃eq à
l’équilibre thermodynamique et ne dépend pas de l’espace.
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Chapitre B. Linéarité du potentiel chimique à l’équilibre thermodynamique

• Si la mobilité est dégénérée, l’équation de Cahn–Hilliard s’écrit

∂φ

∂t
= ∇ · (M(φ)∇µ̃)

µ̃ = λ

(
∂FH
∂φ

)
− κ∇2φ

(B.2)

À l’équilibre thermodynamique, nous avons ∂φ
∂t

= 0, soit M(φ)∇µ̃ = A (A étant

une constante). En 1D, on obtient ∂µ̃
∂z

= M−1(φ)A. En l’intégrant sur le domaine
et en mettant P (φ(z)) =

∫
M−1(φ)dz, on obtient µ̃ = AP (φ(z)) + B. Sachant que

d’après la condition de coexistence des phases, à l’équilibre thermodynamique, on
a µ̃α,eq = µ̃β,eq = µ̃eq, ce qui nous donne A = 0 et B = µ̃eq. On en déduit qu’à
l’équilibre thermodynamique, le potentiel chimique est indépendant de l’espace et
vaut µ̃eq, quelque soit la mobilité (constante ou dégénérée).

Dans les deux cas, le problème à potentiel imposé se réduit à résoudre uniquement la
deuxième équation en fixant une valeur µ̃eq au potentiel chimique.
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ANNEXE C

POTENTIEL ANALYTIQUE - PRODUIT DE DEUX
PARABOLOÏDES

Cette annexe présente les développements des expressions du potentiel analytique, de
leurs dérivées ainsi que les paramètres associées. Nous présentons d’abord dans le système
ternaire puis le système quaternaire.

C.1 Système ternaire

0.18 0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30
xU

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

x
Z

r

ideal tie-line

d = 0.0, θ = 45.0◦

d = 2.0

d = 0.2, θ = 0.0◦

Figure C.1 : Paysage thermodynamique du cas n°3 dans [11])
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Chapitre C. Potentiel analytique-produit de deux paraboloïdes C.1. Système ternaire

Le paysage thermodynamique montré en Figure C.1 représente deux puits correspondant
aux deux points d’équilibre thermodynamique dans la surface définie par le grand potentiel

Ω = 1
Vm

Ḡliq (xU ,xZr)−
∑

i∈{U ,Zr}
(µeqi − µ

eq
O )xi

 (C.1)

La condition d’équilibre thermodynamique impose que les valeurs du grand potentiel Ω
à ces points d’équilibre sont identiques dans les deux phases. Ainsi, nous définissons le
grand potentiel modifié Ω? = Ω− Ωeq comme

Ω? = G−
∑

i∈{U ,Zr}
µ̃eqi xi −

Geq −
∑

i∈{U ,Zr}
µ̃eqi x

eq
i

 (C.2)

tel que G la densité d’énergie libre 1, Geq la densité d’énergie libre à l’équilibre et Ω? = 0
aux deux points d’équilibre dans le plan (xU ,xZr). Les lignes de contour autour de ces
points d’équilibre ont la forme d’un paraboloïde soumis à une rotation d’angle θ

Pour rappel, les coordonnées (xM ′ , yM ′) d’un point M’ image d’un point M de coor-
données (xM , yM) par la rotation d’angle θ autour de son centre I(xI , yI) sont données
par :

−−→
IM ′ = Rθ

−−→
IM (C.3)

avec

Rθ =
 cos θ sin θ
− sin θ cos θ

 (C.4)

Autrement dit
XU − xeq,kU

XZr − xeq,kZr

 =
 cos θk sin θk

− sin θk cos θk

xU − xeq,kU

xZr − xeq,kZr

 (C.5)

avec (XU ,XZr) les coordonnées de l’image par rotation d’angle θk autour des points
d’équilibre.

Dans le cas des paraboloïdes, cela se traduit pour chacune des phases k ∈ {ox,met}
par

1. La densité d’énergie libre Gliq représente directement Ḡ
liq

Vm
dans l’Eq. C.1.
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C.1. Système ternaire

P k =
(

cos θk(xU − xeq,kU ) + sin θk(xZr − xeq,kZr )
akx

)2

+
(
− sin θk(xU − xeq,kU ) + cos θk(xZr − xeq,kZr )

aky

)2

(C.6)

avec P k l’expression d’un paraboloïde autour de la phase k ∈ {ox,met} soumis à une
rotation d’angle θk, xeq,ki les compositions d’équilibre de l’élément i et akj la largeur du
puits dans les deux directions j∈ {x, y}.

Dans l’optique d’exprimer analytiquement les grandeurs thermodynamiques du système,
nous proposons que ce grand potentiel modifié Ω? soit égal au produit de ces deux
paraboloïdes i.e.

Ω? = P ox × Pmet (C.7)

Faisant ainsi, nous pouvons exprimer le terme non linéaire dans les équations de
Cahn–Hilliard comme

∂G

∂xi
= P ox∂P

met

∂xi
+ Pmet∂P

ox

∂xi
+ µ̃eqi (C.8)

avec µ̃eqi le potentiel à l’équilibre représentant le décalage énergétique pour les deux phases
et est constant à l’équilibre thermodynamique en raison de la suppression du plan tangent.

Concrètement, pour ∂G

∂xU
et ∂G

∂xZr
, on a :

∂G

∂xU
= P ox∂P

met

∂xU
+ Pmet∂P

ox

∂xU
+ µ̃eqU (C.9)

∂G

∂xZr
= P ox∂P

met

∂xZr
+ Pmet∂P

ox

∂xZr
+ µ̃eqZr (C.10)

tel que ∀k ∈ {ox,met}

∂P k

∂xU
= 2(xU − xeq,kU )

[
cos2 θk

(akx)2 + sin2 θk

(aky)2

]
+ 2(xZr − xeq,kZr )

[
cos θk sin θk

(akx)2 − sin θk cos θk
(aky)2

]
(C.11)

et
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Chapitre C. Potentiel analytique-produit de deux paraboloïdes C.2. Système quaternaire

∂P k

∂xZr
= 2(xU − xeq,kU )

[
cos θk sin θk

(akx)2 − sin θk cos θk
(aky)2

]
+ 2(xZr − xeq,kZr )

[
sin2 θk

(akx)2 + cos2 θk

(aky)2

]
(C.12)

C.2 Système quaternaire

En partant du même principe que précédemment, nous nous intéressons dans cette
section au système quaternaire (U-O-Zr-Fe) avec 3 variables indépendantes dont U-Zr-Fe,
donc 3 axes avec une matrice de rotation sous la forme suivante :

Rk
θ,φ =


cos θk sin θk 0
− sin θk cos θk 0

0 0 1




1 0 0
0 cosφk sinφk

0 − sinφk cosφk

 =


cos θk sin θk cosφk sin θk sinφk

− sin θk cos θk cosφk cos θk sinφk

0 − sinφk cosφk


(C.13)

avec θk et φk les angles de rotation autour des points d’équilibre respectivement dans le
plan (xU ,xZr) et (xFe,xZr). Avec cette rotation, on peut donc écrire P ox et Pmet comme :

P ox =
(

cos θox(xU − xeq,oxU ) + sin θox cosφox(xZr − xeq,oxZr ) + sin θox sinφox(xFe − xeq,oxFe )
aoxU

)2

+
(
− sin θox(xU − xeq,oxU ) + cos θox cosφox(xZr − xeq,oxZr ) + cos θox sinφox(xFe − xeq,oxFe )

aoxZr

)2

+
(
− sinφox(xZr − xeq,oxZr ) + cosφox(xFe − xeq,oxFe )

aoxFe

)2

(C.14)

Pmet =
(

cos θmet(xU − xeq,metU ) + sin θmet cosφmet(xZr − xeq,metZr ) + sin θmet sinφmet(xFe − xeq,metFe )
ametU

)2

+
(
− sin θmet(xU − xeq,metU ) + cos θmet cosφmet(xZr − xeq,metZr ) + cos θmet sinφmet(xFe − xeq,metFe )

ametZr

)2

+
(
− sinφmet(xZr − xeq,metZr ) + cosφmet(xFe − xeq,metFe )

ametFe

)2

(C.15)
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C.2. Système quaternaire

En utilisant les Eqs. C.14 et C.15, nous pouvons obtenir ∂G
∂xj

(j ∈ {U ,Zr,Fe}) :

∂G

∂xU
= P ox∂P

met

∂xU
+ Pmet∂P

ox

∂xU
+ µ̃eqU (C.16)

∂G

∂xZr
= P ox∂P

met

∂xZr
+ Pmet∂P

ox

∂xZr
+ µ̃eqZr (C.17)

∂G

∂xFe
= P ox∂P

met

∂xFe
+ Pmet∂P

ox

∂xFe
+ µ̃eqFe (C.18)

avec ∀k ∈ {ox,met}

∂P k

∂xU
= 2(xU−xeq,kU )

cos2 θk(
akU
)2 + sin2 θk(

akZr
)2

+2(xZr−xeq,kZr )

cos θk sin θk cosφk(
akU
)2 − cos θk sin θk cosφk(

akZr
)2


+ 2(xFe − xeq,kFe )

cos θk sin θk sinφk(
akU
)2 − cos θk sin θk sinφk(

akZr
)2

 (C.19)

∂P k

∂xZr
= 2(xU − xeq,kU )

sin θk cosφk cosφk(
akU
)2 − sin θk cosφk cosφk(

akZr
)2


+ 2(xZr − xeq,kZr )

sin2 θk cos2 φk(
akU
)2 + cos2 θk cos2 φk(

akZr
)2 + sin2 φk(

akFe
)2


+ 2(xFe − xeq,kFe )

sin2 θk cosφk sinφk(
akU
)2 + cos2 θk cosφk sinφk(

akZr
)2 + sinφ cosφk(

akFe
)2

 (C.20)

∂P k

∂xFe
= 2(xU − xeq,kU )

sin θk sinφk cos θk(
akU
)2 − sin θk sinφk cos θk(

akZr
)2


+ 2(xZr − xeq,kZr )

sin2 θk sinφk cosφk(
akU
)2 + cos2 θk sinφk cosφk(

akZr
)2 − sinφk cosφk(

akFe
)2


+ 2(xFe − xeq,kFe )

sin2 θk sin2 φk(
akU
)2 + cos2 θk sin2 φk(

akZr
)2 + cos2 φk(

akFe
)2

 (C.21)
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Chapitre C. Potentiel analytique-produit de deux paraboloïdesC.3. Paramètres d’interface

C.3 Détermination des paramètres d’interface

La tension de surface est alors définie comme

σ =
∫
V

N∑
i=1

N∑
j=1

κi,j∇φi∇φjdV (C.22)

avec κi,j les coefficients de gradient.
Nous construisons la matrice κ à partir de κbin du système binaire afin d’assurer

la cohérence avec le système binaire. Pour cela, nous revenons au cas binaire pour une
interface plane telle que la tension de surface est donnée par

σ =
∫ L

0
κ

(
dφ

dz

)2

dz (C.23)

À l’équilibre thermodynamique, nous avons

κ
d2φ

dz2 = λ
dG

dφ
− µ̃eq (C.24)

En multipliant l’Eq. C.24 par dφ
dz

et en intégrant entre 0 et z, on obtient :

dφ

dz
=
√

2λ
κ

√
G− µ̃eqφ− (Geq,ox − µ̃eqφeq,ox) (C.25)

La tension de surface en Eq. C.23 devient

σ =
√

2λκ
∫ φeq,met

φeq,ox

√
G− µ̃eqφ− (Geq,ox − µ̃eqφeq,ox)dφ (C.26)

Le terme sous la racine carrée correspond au grand potentiel modifié Ω? en Eq. C.2
pour un seul paramètre d’ordre. En injectant l’Eq. C.6 dans l’Eq. C.2, on peut écrire Ω?

pour le paramètre d’ordre de référence φ :

Ω? =
(cos θox

aox1

)2

+
(

sin θox
aox2

)2
(cos θmet

amet1

)2

+
(

sin θmet
amet2

)2
 (φ− φeq,ox)2(φ− φeq,met)2

(C.27)
Pour simplifier les notations, nous imposons

Γ =
(cos θox

aox1

)2

+
(

sin θox
aox2

)2
(cos θmet

amet1

)2

+
(

sin θmet
amet2

)2
 (C.28)
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C.3. Paramètres d’interface

En combinant les Eqs. C.26 et C.27, pour un seul paramètre d’ordre, nous obtenons
l’expression générale de la tension de surface σ associée au paysage thermodynamique sous
forme de produit de deux paraboloïdes.

σ =
√

2λΓκ
∣∣∣∣∣(φeq,ox)3 − (φeq,met)3

6 + φeq,ox(φeq,met)2 − (φeq,ox)2φeq,met

2

∣∣∣∣∣ (C.29)

Par ailleurs, l’épaisseur d’interface est définie comme

εi =

∣∣∣∣∣∣∣∣
φeq,meti − φeq,oxi

max(dφi
dz

)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (C.30)

En considérant les Eqs. C.2 et C.25, pour un seul paramètre d’ordre, nous obtenons

ε =
√
κ

2λ

∣∣∣∣∣(φeq,met − φeq,ox)max(
√

Ω?)

∣∣∣∣∣ (C.31)

Les Eqs. C.29 et C.31 deviennent

σ = ξ1
√

2λκ (C.32)

ε = ξ2

√
κ

2λ (C.33)

avec ξ1 et ξ2

ξ1 =
√

Γ
(

(φeq,ox)3 − (φeq,met)3

6 + φeq,ox(φeq,met)2 − (φeq,ox)2φeq,met

2

)
(C.34)

ξ2 =
∣∣∣∣∣∣ φeq,met − φeq,ox

max
(√

Γ(φ− φeq,ox)(φ− φeq,met)
)
∣∣∣∣∣∣ (C.35)

Finalement, les paramètres κ et λ sont obtenus par

κ = σε

ξ1ξ2
(C.36)

λ = ξ2σ

2εξ1
(C.37)
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ANNEXE D

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS DE
CAHN–HILLIARD/NAVIER–STOKES DANS PHASE_FIELD

Dans le modèle Phase_field, la résolution du système couplé de Cahn–Hilliard et
Navier–Stokes (CHNS) est effectuée en deux étapes : une première étape de résolution de
l’équation de Cahn–Hilliard pour évaluer φn+1 et µ̃n+1 à l’instant tn+1 = t+∆t suivie d’une
deuxième étape dans laquelle on résout l’équation du bilan de quantité de mouvement
afin d’évaluer la vitesse un+1 et la pression Pn+1 à partir de φn+1 et µ̃n+1 obtenus dans la
première étape.

D.1 Étape 1 : Résolution de l’équation de Cahn–
Hilliard

Dans cette première étape, la résolution de l’équation de CH s’effectue en deux sous-
étapes : une première sous-étape où l’on ne considère que le terme diffusif (i.e. sans le
terme d’advection) et une deuxième sous-étape où cette fois le terme advectif est pris
en compte. Nous utilisons les notations φn∗ et µ̃n∗ (resp. φn+1 et µ̃n+1) pour désigner les
valeurs de φ et µ̃ à l’instant tn+1 lorsqu’on ne considère que le terme diffusif (resp. lorsque
le terme advectif est calculé dans la deuxième étape).
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Chapitre D. Résolution numérique de CHNS dans Phase_field D.1. Résolution de CH

D.1.1 Résolution uniquement du terme source CH

Considéré comme étape intermédiaire, elle permet de résoudre l’équation de Cahn–
Hilliard purement diffusive pour pouvoir déterminer la valeur φn∗ avant d’évaluer φn+1.
Cette première sous-étape peut être résolue de manière explicite ou implicite au travers
d’un θ-schéma.

• Résolution explicite
La résolution explicite pour déterminer φn∗ se fait comme suit :

φn
∗ − φn

∆t = ∇ · (M(φn)∇µ̃n) (D.1)

avec
µ̃n = λ

dFH
dφ

(φn)− κ∇2φn (D.2)

Avec la résolution explicite, la valeur de φn∗ s’obtient facilement à partir de la
connaissance de φn. Néanmoins, ce choix explicite exige des sévères restrictions sur
le pas de temps, rendant ainsi obligatoire le passage vers une résolution implicite.
De manière générale, la résolution implicite est préférée à l’explicite par sa stabilité
inconditionnelle et l’avantage de pouvoir prendre un pas de temps plus grand que
celui d’une résolution explicite.

• Résolution implicite via un θ-schéma
La résolution implicite via θ-schéma du système d’équation de Cahn–Hilliard sans le
terme d’advection dans TrioCFD s’écrit comme

φn
∗ − φn

∆t = ∇ ·
(
M(φn)∇µ̃n∗∗

)
(D.3)

avec
µ̃n
∗∗ = λ

(
dFH
dφ

(φn∗∗)
)
− κ∇2φn

∗∗ (D.4)

Les valeurs φn∗∗ et µ̃n∗∗ sont obtenus à partir d’une discrétisation temporelle type
θ-schéma telle que

φn
∗∗ = θφn

∗ + (1− θ)φn (D.5)

µ̃n
∗∗ = θµ̃n

∗ + (1− θ)µ̃n (D.6)
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D.1. Résolution de CH

où θ est fixé à 0.6 dans le code Phase_field de TrioCFD pour des raisons de stabilité.
À titre informatif, dans le θ-schéma, θ peut être pris entre [0, 1] où l’on obtient le
schéma d’Euler explicite si θ = 0, Euler implicite si θ = 1 et Crank-Nicholson si
θ = 0.5.
En injectant les Eqs. D.5 et D.6 dans Eq. D.3, on peut écrire le système d’équations


φn
∗∗ − φn

θ∆t = ∇ · (M(φn)∇µ̃∗∗)

µ̃n
∗∗ = λ

(
dFH
dφ

(φn∗∗)
)
− κ∇2φn

∗∗
(D.7)

Pour des raisons de simplification du système non linéaire, la mobilité dégénérée
dans le modèle Phase_field de TrioCFD est toujours évaluée au temps tn.
Afin d’obtenir φn

∗∗ et µ̃n
∗∗ , deux méthodes sont proposées dans le modèle

Phase_field pour résoudre l’Eq. D.7 : la méthode du point fixe et la méthode
JFNK [149]. Cette dernière méthode est recommandée pour les simulations effectuées
avec le modèle Phase_field car elle a l’avantage de pouvoir résoudre le problème
non linéaire sans calculer directement la jacobienne, tout en gardant la précision.
En effet, la méthode JFNK utilise une approximation par différences finies de la
jacobienne avec une résolution inexacte du système linéaire à chaque itérations par
une méthode GMRES (Generalized Minimal RESidual) [150].
Une fois φn∗∗ et µ̃n∗∗ obtenus, on revient aux Eqs. D.5 et D.6 pour déterminer φn∗ et
µ̃n
∗ .

D.1.2 Calcul du terme advectif de CH

Cette deuxième sous-étape prend en compte le terme de advection CH dans l’équation
de Cahn–Hilliard afin de déterminer φn+1. Le terme de diffusion calculé dans l’étape
précédente est traité comme terme source dans cette deuxième sous-étape et nous sert à
calculer la valeur de φn+1 à l’instant tn+1. À titre illustratif, un schéma temporel d’Euler
explicite est pris dans l’Eq. D.8 mais des schémas comme Euler implicite, Euler explicite,
Runge-Kutta d’ordre 2, d’ordre 3 [161] sont disponibles dans la base TRUST.

φn+1 − φn

∆t + u · ∇φn = S(φn∗) (D.8)

avec S(φn∗) un terme source qui vient de l’étape précédente.
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Chapitre D. Résolution numérique de CHNS dans Phase_field D.2. Résolution de NS

Par ailleurs, il faut discrétiser l’opérateur d’advection dans l’équation de Cahn–Hilliard.
Pour la méthode VDF, la base TRUST propose les trois schémas suivants : le schéma Upwind
[161], le schéma centré d’ordre 2 et le schéma QUICK (Quadratic Upwind Interpolation
for Convective Kinematics) [178] pour le traitement du terme advectif. Dans la pratique,
le schéma QUICK [178] est recommandé pour sa stabilité et sa précision vis-à-vis de son
ordre élevé.

D.2 Étape 2 : Résolution des équations de Navier–
Stokes

Les équations de Navier–Stokes en Eq. 4.3 sont résolues par une méthode de projection
dans la partie monofluide de TRUST afin de déterminer un+1 et Pn+1. Dans cette section,
nous présentons la méthode de projection dans le cas plus simple de l’approximation de
Boussinesq de telle sorte que les équations de Navier–Stokes s’écrivent

ρ?
(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + µ̃∇φ+ (ρ− ρ?)g + η∆u (D.9)

avec ρ? la densité de référence.
La méthode de projection comprend deux étapes successives :

1. étape de prédiction : on ne résout que le problème d’advection-diffusion (sans le
terme de pression) afin de déterminer la vitesse prédite notée u?. L’équation de NS
sans le terme de pression peut être écrite comme

∂u

∂t
= F (D.10)

avec F toutes les forces autres que la force de pression. À titre illustratif, nous
présentons ici le schéma d’Euler explicite mais d’autres schémas sont disponibles
dans TRUST. En pratique, on privilégie l’utilisation du schéma Runge Kutta 3 pour
son ordre élevé. L’Eq. D.10 est donc discrétisée de manière suivante

u? = un + ∆tF (D.11)

La vitesse obtenue u? est appelée vitesse prédite. Le temps auquel est évalué F n’est
pas précisé car cela peut dépendre des problèmes traités. Cependant, les dépendances
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D.2. Résolution de NS

en u doivent être explicites. La discrétisation du terme de convection est cachée dans
F peut s’effectuer avec un des schémas Upwind [161] ou centré ou QUICK [178]
comme dans la section précédente.

2. étape de correction : le terme de pression est pris en compte dans l’équation afin
d’obtenir la pression Pn+1 par l’équation de Poisson puis la vitesse corrigée un+1 à
partir de la vitesse prédite u? et de la pression P. Autrement dit, nous considérons
l’équation de NS écrite avec le terme de pression, soit en discrétisée

un+1 = −∆t∇P
n+1

ρ?
+ un + ∆tF︸ ︷︷ ︸

u?

(D.12)

En prenant en compte l’Eq. D.11, on obtient

un+1 = u? −∆t∇P
n+1

ρ?
(D.13)

où un+1 est la vitesse corrigée soumise à la condition incompressibilité

∇ · un+1 = 0 (D.14)

En appliquant l’opérateur divergence à l’Eq. D.13, cela donne

∆P n+1 = ρ?

∆t∇ · u
? (D.15)

C’est l’équation de Poisson. Sa résolution dans TRUST passe par un solveur de pression
en utilisant la méthode de Cholesky [161] ou certaines méthodes qu’on peut trouver
dans la librairie PETSC [179] ou de la méthode du gradient conjugué préconditionné
[180].
À partir de la connaissance de P et la vitesse prédite u?, nous pouvons obtenir la
vitesse un+1 en résolvant l’Eq. D.13.

Discutons brièvement du terme source de tension de surface et de la pression dans
Navier–Stokes. Différentes formes pour traiter ces termes existent dans la littérature dont
quatre sont disponibles dans le modèle Phase_field :

• la forme 1
−∇P + µ̃∇φ = −∇(P − µ̃φ)− φ∇µ̃ (D.16)
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Chapitre D. Résolution numérique de CHNS dans Phase_field D.2. Résolution de NS

• la forme 2

−∇P + µ̃∇φ = −∇ (P − FH + φ∇ · (κ?∇φ)) + φ∇ [∇ · (κ?∇φ)] (D.17)

• la forme 3

−∇P+µ̃∇φ = −∇
(
P + FH − κ?

(∇φ)2

2 + φ∇ · (κ?∇φ)
)

+φ∇ [∇ · (κ?∇φ)]−∇
(
κ?

(∇φ)2

2

)
(D.18)

• la forme 4
−∇P + µ̃∇φ = −∇(P + FH)−∇ · (κ?∇φ)∇φ (D.19)

Elles sont équivalentes au niveau continu mais peuvent donner des résultats différents
au niveau discret du fait de la discrétisation spatiale et de la résolution numérique. En
effet, elles modifient la définition de la pression utilisée pour la résolution de l’équation de
Poisson dans la résolution du bilan de quantité de mouvement. La forme 1 en Eq. D.16 est
la plus utilisée dans la littérature [7, 91] car elle présente l’avantage numérique d’avoir un
terme source nul à l’équilibre.
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ANNEXE E

CONSTRUCTION DU SYSTÈME MATRICIEL ET LA
MÉTHODE JFNK

Dans un système multicomposant, la résolution implicite pour déterminer φ? s’écrit
comme suit :

φn
∗
i − φni

∆t = ∇.
 Nc∑
j=1
M?

i,j(φn)∇
(
µ̃n
∗∗

j

) (E.1)

avec
µ̃n
∗∗

j = λ

(
∂FH
∂φj

)
(φn∗∗i )−

Nc∑
l=1

κ?j,l∇2φn
∗∗

l (E.2)

En considérant le θ-schéma dans ces équations, on obtient au temps tn∗∗ le système
d’équations :


φn
∗∗
i − ∆tθ∇.

 Nc∑
j=1
M?

i,j(φn)∇
(
µ̃n
∗∗

j

) = φni

Nc∑
j=1

κ?i,j∇2φn
∗∗

i + µ̃n
∗∗
i = F ′(φn∗∗i )

(E.3)
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Chapitre E. Construction du système matriciel et la méthode JFNK

avec F ′ = λ∂FH
∂φi

le terme non linéaire. Ce système d’équations peut être encore écrit sous
forme matricielle comme :

[A1] [A2]

[A3] [A4]


︸ ︷︷ ︸

A



[
φn
∗∗
i

]

[
µ̃n
∗∗
]


︸ ︷︷ ︸

X

=



[φn]

[
F ′(φn∗∗)

]


︸ ︷︷ ︸

b[X̄]

(E.4)

dont le remplissage de la matrice A se fait par Compressed Sparse Row (CSR, CRS ou
Yale) [161] qui est un format de stockage d’une matrice creuse dans lequel on définit le
vecteur coeff pour stocker les coefficients non-nuls, le vecteur col qui stocke le numéro de
colonnes dans la matrice de ces coefficients ainsi que vecteur rang pour stocker le rang de
l’élément de col pour lequel on change de ligne.

• [A1] et [A4] désignent la matrice de taille [M × (N − 1)] × [M × (N − 1)] avec M
le nombre d’éléments dans le domaine discrétisé avec la méthode VDF et (N-1) le
nombre d’équations de CH à résoudre (système N-aire). Ces matrices sont définies
par blocs avec

[A1] = [A4] =



Id 0 · · · 0
0 Id · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Id


avec Id est la matrice identité :

Id =


1 0

. . .
0 1



et 0 désigne la matrice nulle ;

• [A2] désigne la matrice de taille [M × (N − 1)]× [M × (N − 1)] avec M le nombre
d’éléments dans le domaine discrétisé avec la méthode VDF et (N-1) le nombre
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d’équations de CH à résoudre (système N-aire). Ces matrices sont définies par blocs
avec

[A2] = −∆tθ



∇ · (M1,1∇) ∇ · (M1,2∇) · · · ∇ · (M1,N−1∇)
∇ · (M2,1∇) ∇ · (M2,2∇) · · · ∇ · (M2,N−1∇)

... ... . . . ...
∇ · (MN−1,1∇) ∇ · (MN−1,2∇) · · · ∇ · (MN−1,N−1∇)



où ∇ · (Mi,j∇) est une matrice de taille (2 × dim + 1) ×M − nb_bords telle que
dim la dimension (en 2D, dim=2), M le nombre total d’éléments dans le domaine et
nb_bords le nombre d’éléments sur les bords. Pour un schéma VDF en 2D, chaque
ligne de cette matrice compte au plus 5 valeurs non nulles (la maille principale et ses
4 voisines).

• [A2] désigne la matrice de taille [M × (N − 1)]× [M × (N − 1)] avec M le nombre
d’éléments dans le domaine discrétisé avec la méthode VDF et (N-1) le nombre
d’équations de CH à résoudre (système N-aire). Ces matrices sont définies par blocs
avec

[A3] =



∇ · (κ1,1∇) ∇ · (κ1,2∇) · · · ∇ · (κ1,N−1∇)
∇ · (κ2,1∇) ∇ · (κ2,2∇) · · · ∇ · (κ2,N−1∇)

... ... . . . ...
∇ · (κN−1,1∇) ∇ · (κN−1,2∇) · · · ∇ · (κN−1,N−1∇)


où ∇ · (κi,j∇) est une matrice de taille (2 × dim + 1) ×M − nb_bords comme la
matrice précédente telle que dim la dimension (en 2D, dim=2), M le nombre total
d’éléments dans le domaine et nb_bords le nombre d’éléments sur les bords. Pour
un schéma VDF en 2D, chaque ligne de cette matrice compte au plus 5 valeurs non
nulles (la maille principale et ses 4 voisines).

• les vecteurs
[
φn
∗∗
]
,
[
µ̃n
∗∗
]
, [φn] et

[
NLn

∗∗
]
sont définis comme

[ξ] =



ξ1

ξ2

...
ξN−1


(E.5)
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avec ∀i ∈ [1,N − 1], on a

ξi =



ξ1

ξ2

...
ξM


(E.6)

À ce stade, toutes les matrices constituant le système ¯̄A X̄ = b̄[X̄] sont définies. Ce
système peut être écrit sous la forme d’une fonction nulle H̄[X̄] = 0 telle que

H̄[X̄] = b̄[X̄]− ¯̄A X̄ = 0 (E.7)

En considérant le développement limité d’ordre 1 autour de X̄0, on a

H̄[X̄] ' H̄[X̄0] + ¯̄J [X̄]
(
X̄ − X̄0

)
= 0 (E.8)

avec ¯̄J [X̄] la matrice jacobienne associée à H̄[X̄].
Par itérations successives d’une méthode de Newton, en considérant que X̄0 est

l’estimation initiale, on obtient

¯Xk+1 = X̄k − ¯̄J−1[X̄k]H̄[X̄k] (E.9)

qu’on peut également écrire
¯̄J [X̄k]δX = −H̄[X̄k] (E.10)

avec δX = ¯Xk+1 − X̄k.
Le principe de la méthode JFNK est d’approximer le produit matrice-vecteur ¯̄JV̄ en

utilisant l’approximation par différences finies de telle sorte que

¯̄J [X̄]V̄ ' H̄[X̄ + εV̄ ]− H̄[X̄]
ε

(E.11)

où V̄ désigne un vecteur quelconque de même taille que X̄ utilisée pour résoudre le système
linéaire donnée par l’Eq. E.10 et ε fixé à 10−5 dans Phase_field est un paramètre scalaire
associé au pas de la différence finie.

Dans cette approche par différences finies, le calcul du produit entre la matrice jaco-
bienne et un vecteur ne nécessite pas la construction explicite de cette matrice (l’erreur
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commise est en O(ε)). Ainsi, dans une méthode JFNK, la solution de l’Eq. E.10 à chaque
itération est obtenue de manière avantageuse par une méthode itérative de Krylov qui ne
nécessite pas la construction explicite de la matrice à inverser. Cette famille de méthodes
consiste à chercher la solution du problème linéaire dans l’espace de Krylov associé à
la matrice à inverser. Dans Phase_field, c’est la méthode GMRES minimisant le résidu
r = || − H̄[X̄] − ¯̄J δX||2 qui est utilisée. Plus précisément, à chaque itération k, X̄k+1

est obtenu à partir de la solution inexacte de l’Eq. E.10 après m itérations de GMRES. Le
détail de la méthode GMRES n’est pas donné ici mais on peut se référer à [150] pour plus
de détails.
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ANNEXE F

COMMUNICATIONS SCIENTIFIQUES

Cette section contient toutes les communications scientifiques effectuées dans le cadre
de cette thèse.

F.1 Présentations orales

1. M.A. Rasolofomanana, R. Le Tellier and H. Henry “Diffuse-interface modelling
of multicomponent diffusion and phase separation of U-O-Zr ternary system”, Grou-
pement De Recherche - Transferts et Interfaces (GDR-TransInter), Aussois, France,
June 2022

2. M.A. Rasolofomanana, R. Le Tellier and H. Henry, “Two-dimensional Numerical
Simulation of Rayleigh-Taylor Instabilities in Immiscible Fluids Using the Phase-Field
Model of TrioCFD code”, International Conference NUTHOS-13 (Nuclear Reactor
Thermal-Hydraulics, Operation and Safety), Hsinchu, Taiwan (virtual), September
2022

3. M.A. Rasolofomanana, R. Le Tellier, H. Henry, “Numerical Simulation of the
Dynamics of a Multicomponent Droplet in Water using the Phase-Field Model of
TrioCFD code”, International Conference on Multiphase Flow (ICMF-11), Kobe,
Japan, April 2023
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F.2 Conference Proceedings

1. M.A. Rasolofomanana, R. Le Tellier and H. Henry, “Two-dimensional Numerical
Simulation of Rayleigh-Taylor Instabilities in Immiscible Fluids Using the Phase-Field
Model of TrioCFD code”, International Conference NUTHOS-13 (Nuclear Reactor
Thermal-Hydraulics, Operation and Safety), Taiwan, September 2022 (Full paper)
[168]

2. M.A. Rasolofomanana, R. Le Tellier and H. Henry, “Numerical Simulation of
the Dynamics of a Multicomponent Droplet in Water using the Phase-Field Model
of TrioCFD code”, International Conference on Multiphase Flow (ICMF-11), Kobe
Japan, April 2023 (Extended Abstract)

F.3 Publications dans un journal à comité de lecture

1. M.A. Rasolofomanana, C. Cardon, M. Plapp, T. Philippe, H. Henry and R. Le
Tellier, “Diffuse-interface modelling of multicomponent diffusion and phase separation
in the U-O-Zr ternary system”, Computational Materials Science, 214, November
2022, ISSN 09270256. doi :10.1016/j.commatsci.2022.111650. [11]
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Titre : Modélisation à interface diffuse et simulation numérique de l’hydrodynamique d’un bain liquide diphasique avec transfert
de masse interfacial
Mots clés : Thermodynamique hors équilibre, écoulement polyphasique, modélisation numérique, Champ de phase/Cahn–
Hilliard, système multicomposant, CFD
Résumé : La fusion du cœur d’un réacteur nucléaire lors
d’un accident grave conduit à la formation du corium (un
bain liquide multiphasique multicomposant issu du combus-
tible et des structures internes de la cuve) dont les phases
liquides immiscibles en présence ont tendance à se stratifier
sous l’effet de la gravité. Le comportement transitoire d’un
tel mélange est complexe car il résulte du couplage entre
les phénomènes thermochimiques au travers du transfert de
masse interphase qui peut induire des inversions de densité
et les phénomènes hydrodynamiques, en particulier l’instabi-
lité de Rayleigh–Taylor (RT).
Dans cette thèse de doctorat, on s’intéresse plus parti-
culièrement à l’étude de ce mécanisme par le biais de la
modélisation et la simulation numérique à l’échelle de la CFD
(Computational Fluid Dynamics). La méthode du champ de
phase de type Cahn-Hilliard couplée aux équations de Navier-
Stokes incompressible est utilisée pour caractériser et captu-
rer ces phénomènes.
Dans ce cadre, la définition de certains paramètres du modèle
de Cahn-Hilliard pour un tel système multicomposant (à par-
tir du ternaire) n’est pas triviale. Des phénomènes qu’on ne
retrouve pas dans le cas binaire comme l’adsorption d’inter-
face ou la non monotonie des profils de composition peuvent

être observés ; à l’échelle à laquelle on se place pour le cou-
plage avec l’hydrodynamique, ils sont indésirables. Ainsi, ces
problématiques ont d’abord été étudiées dans le système ter-
naire U-O-Zr pour lequel des études d’optimisation vis-à-vis
des paramètres d’interface sont présentées dans ce travail
pour mieux comprendre le paramétrage du modèle de Cahn-
Hilliard multicomposant.
Ensuite, l’outil TrioCFD est utilisé dans l’optique du couplage
avec l’hydrodynamique. Des simulations sont menées vis-
à-vis des instabilités de RT monomodes en régime linéaire
pour vérifier le bon fonctionnement du code. Des calculs
démonstratifs de la stratification du corium pseudo-binaire
montrent également de manière qualitative la capacité de cet
outil à traiter la problématique d’intérêt de cette thèse. Pour
aller vers des simulations quantitatives, tout en restant dans
le cas isotherme, le modèle binaire est étendu à un modèle
multicomposant en proposant une expression analytique de
l’énergie libre pour simplifier le couplage avec TrioCFD.
Enfin, dans la dernière partie, des simulations de la dyna-
mique d’une goutte multicomposant dans un domaine fluide
couplant les deux phénomènes sont effectuées, permettant
ainsi de montrer les bonnes capacités de TrioCFD à traiter de
tels phénomènes couplés.

Title : Diffuse interface modelling and numerical simulation of two-phase liquid pool hydrodynamic with interfacial mass transfer

Keywords : Out of equilibrium thermodynamics, multiphase flow, numerical modelling, phase field/Cahn–Hilliard, multicom-
ponent system, CFD
Abstract : The core meltdown of a nuclear reactor during a
severe accident leads to the formation of corium (a multiphase
multicomponent liquid pool from the fuel and the internal struc-
tures of the vessel), where the immiscible liquid phases tend
to stratify under the effect of gravity. The transient behaviour
of such a mixture is complex due to the coupling between
thermochemical phenomena through interfacial mass trans-
fer, which can induce density inversions, and hydrodynamic
phenomena, in particular the Rayleigh-Taylor (RT) instabi-
lity. This PhD thesis focuses on the study of this mechanism
through modelling and numerical simulation using CFD (Com-
putational Fluid Dynamics). The Cahn-Hilliard phase field me-
thod coupled to the incompressible Navier-Stokes equations
is used to characterise and capture these phenomena.
In this context, the definition of certain parameters of the
Cahn-Hilliard model for such a multicomponent system (from
the ternary one) is not straightforward. Phenomena that are
not found in the binary case, such as interface adsorption or
the non-monotonicity of composition profiles, can be obser-
ved ; at the scale at which the coupling with hydrodynamics is

considered, they are undesirable. We therefore first studied
these problems by considering the U-O-Zr ternary system,
for which optimisation studies of the model’s interface para-
meters are presented in this work, in order to gain a better
understanding of the parameterisation of the multicomponent
Cahn-Hilliard model.
Then, with a view to coupling with hydrodynamics, the
TrioCFD code is used in this work. Simulations are carried
out on single mode RT instabilities in the linear regime to ve-
rify the code. Demonstrative calculations of the stratification of
pseudo-binary corium also show qualitatively the capability of
this tool to deal with the problem of interest in this thesis. For
the purposes of quantitative simulations, while assuming the
isothermal case, the binary model is extended to a multicom-
ponent one by proposing an analytical expression of the free
energy to simplify the coupling with TrioCFD.
Finally, in the last part, simulations of the dynamics of a multi-
component droplet in a fluid domain are carried out, allowing
us to show the capability of the multicomponent version of the
code to simulate such coupled phenomena.
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