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Chapitre 1

Introduction

Les graphes sont une structure extrémement simple qui est fondamentale en informatique. Un
graphe est composé d’'un ensemble d’éléments, les sommets, et de connexions entre ces sommets,
les arétes. Ils permettent de modéliser un grand nombre de problémes pouvant étre exprimés
comme un ensemble de données ayant des relations entre elles. Nous retrouvons notamment des
problémes de réseaux (par exemple des réseaux routiers, des réseaux sociaux ou encore des réseaux
informatiques) ou de représentation de connaissances dans des bases de données. Ils trouvent aussi
des applications dans le domaine de la biologie, notamment en génétique ou dans le domaine de la
chimie pour la représentation de molécules.

Un premier exemple : le graphe de Petersen.

Une application utilisée dans la vie de tous les jours est par exemple la recherche d’un plus
court chemin pour aller d’'un point A & un point B. Un autre probléme classique est celui du
voyageur de commerce. Dans ce probléme sont données n villes et ’ensemble des distances entre
ces derniéres, et il y est recherché la tournée la plus courte possible qui passe au moins une fois par
chacune des n villes puis revient a son point de départ, et ce sans contrainte d’ordre sur les villes.

Il existe de nombreux algorithmes qui permettent de trouver un plus court chemin d’un point a
un autre de maniére efficace. Ce probléme est considéré comme « facile » a résoudre dans le sens ou
le temps nécessaire pour trouver une solution optimale est au plus polynomial en la taille du graphe
d’entrée, c’est-a-dire son nombre de sommets et d’arétes. Cependant, le probléme du voyageur de
commerce est lui sensiblement plus « difficile » & résoudre. Un algorithme naif consisterait & tester
tous les ordres possibles pour visiter les n villes, ce qui fait n! possibilités. Les meilleurs algorithmes
connus prennent un temps exponentiel en n [6, 11, 82|, ce qui est préférable & un temps factoriel en
n. Toutefois, il n’existe pas a ce jour d’algorithme qui permet de résoudre le probléme du voyageur
de commerce en un temps polynomial en n.

Il semblerait donc que certains problémes n’admettent pas d’algorithme polynomial pour les
résoudre. Cela avait notamment été pressenti dans une longue digression de Jack Edmonds dans
un papier datant de 1965 [62]. Il y constate que pour certains problémes U'existence d’algorithmes
s’exécutant en temps polynomial en la taille de ’entrée n’est en aucun cas évidente et suggére
I’étude de la question suivante :

Does there or does there not exist an algorithm of given order of difficulty for a given
class of problems?



La différence de difficulté entre les problémes est I'un des objets d’étude de la théorie de la
complexité. Elle permet d’organiser les problémes par classe de complexité en fonction du temps
de calcul et de ’espace nécessaires pour les résoudre. Le temps et I’espace sont mesurés en fonction
de la taille de I’entrée, dans les graphes cela correspond au nombre n de sommets et au nombre m
d’arétes. Deux classes de complexité fondamentales sont P et NP :

e P est la classe des problémes pour lesquels on peut décider si une solution existe en temps
polynomial.

e NP est la classe des problémes pour lesquels on peut vérifier qu'une solution proposée en est
bien une en temps polynomial.

Ces classes de complexité concernent les problémes de décision, qui sont les problémes dont
la réponse est soit « oui », soit « non ». Le probléme du voyageur de commerce est lui un
probléme d’optimisation : la tournée la plus courte possible est recherchée. Néanmoins nous
pouvons reformuler ce probléme comme un probléme de décision en remplacant I'objectif par la
question : « existe-t-il une tournée passant par les n villes de longueur au plus D 7 ». Cette version
du probléme appartient a la classe de complexité NP, en effet, étant donné une tournée, il est aisé
de vérifier qu’elle passe par les n villes et qu’elle est de longueur au plus D en temps polynomial.
Notons tout de méme que dans la pratique, nous sommes surtout intéressés par des problémes
d’optimisation, des solutions « optimales » sont recherchées.

Il est clair que la classe P est incluse dans la classe NP, mais nous ne savons pas si NP est inclus
dans P et donc si P = NP ou si P # NP.

Conjecture. P £ NP : Il existe un probléme de la classe NP qui n’appartient pas a la classe P.

C’est sur cette conjecture que se fonde un grand pan de la théorie de la complexité. Cette
conjecture est encouragée par des résultats du début des années 1970 de Cook [38] et Levin [98]
qui ont montré qu’il existe des problémes appartenant & NP qui sont au moins aussi difficiles
que tous les autres problémes de cette classe. Cela implique que si ces problémes admettent un
algorithme polynomial pour les résoudre, alors tous les problémes de NP en admettent un. Les
problémes qui sont au moins aussi difficiles que tous ceux de NP sont dit NP-difficiles, si en plus
ils sont dans NP, alors ils sont dit NP-complets.

Depuis Cook et Levin, de nombreux problémes ont été montrés NP-complets, dés 1972 ou Karp
a démontré la NP-complétude d’un ensemble de 21 problémes [85]. Parmi ces problémes, nous
retrouvons notamment des problémes de graphes classiques tels que :

e VERTEX COVER : Existe-t-il un ensemble de k& sommets qui couvrent toutes les arétes 7

e INDEPENDENT SET : Existe-t-il un ensemble de k sommets deux a deux non adjacents 7

CHROMATIC NUMBER : Est-il possible de colorer les sommets du graphe avec k couleurs de
maniére & ce que deux sommets adjacents n’aient pas la méme couleur 7

HAMILTONIAN CYCLE : Existe-t-il un cycle passant par tous les sommets du graphe exacte-
ment une fois 7

Pour montrer qu’un probléme A est NP-difficile, il suffit de montrer qu’il est au moins aussi difficile
& résoudre qu’'un probléme B déja connu NP-difficile. Par exemple, un algorithme résolvant le
probléme décisionnel du voyageur de commerce permet aussi de résoudre le probléme HAMILTONIAN
CYCLE, si des modifications (en temps polynomial) ont été effectuées au préalable sur le graphe
d’entrée pour 'adapter au probléme. Cela implique que le probléme du voyageur de commerce
décisionnel est lui aussi NP-complet. Notons que si NP porte sur des problémes de décision, les
problémes d’optimisation qui sont au moins aussi durs que tous les problémes de NP sont eux
aussi qualifiés de NP-difficiles usuellement. En résumé, qu’un probléme soit NP-difficile signifie
qu’il n’existe a priori pas d’algorithmes efficaces pour le résoudre.

Malgré leur difficulté apparente, il y a un besoin clair de pouvoir résoudre les problémes NP-
difficiles aussi efficacement que possible. Pour cela différentes approches peuvent étre envisagées.
La premiére est simplement de chercher les meilleurs algorithmes exponentiels possibles pour ré-
soudre ces problémes de fagon exacte. Par exemple pour le probléme MINIMUM VERTEX COVER



un algorithme naif testant toutes les 2" solutions possibles prend un temps O*(2")', mais actuelle-
ment le meilleur algorithme connu, basé sur le principe « mesurer et conquérir », prend un temps
0*(1.1996™) [128]. Une seconde approche est de chercher non pas une solution exacte, mais une
solution approchée en temps polynomial. Pour le probléme MINIMUM VERTEX COVER, il existe
un algorithme simple qui garantit une solution au plus deux fois plus grande que celle optimale.
Il consiste & prendre les deux extrémités d’une aréte, les ajouter dans la solution, puis de les
supprimer, et ce tant que le graphe contient une aréte.

En pratique, on retrouve beaucoup de méthodes que I'on qualifie habituellement d’heuristiques :
elles n’ont pas nécessairement des garanties théoriques sur le temps d’exécution ou sur I'optimalité
des solutions trouvées, mais leur efficacité peut étre observée dans la pratique. Par exemple pour le
probléme MINIMUM VERTEX COVER, une heuristique simple est est de choisir en premier dans la
solution un sommet de grand degré, intuitivement, un tel sommet & de grandes chances d’étre dans
une solution optimale ; cette approche gloutonne peut étre généralisée & de nombreux problémes.
Les techniques de programmation linéaire en nombres entiers ou encore de programmation par
contraintes fournissent en pratique de bons résultats. A titre d’exemple, en combinant diverses
méthodes, au début des années 2000, le probléme du voyageur de commerce a pu étre résolu sur
des instances de plus de 15 000 sommets, correspondant aux villes d’Allemagne [7].

Une derniére approche est celle de la complexité paramétrée, qui a été formalisée par Downey
et Fellows [51] dans les années 1990. Avec cette approche on s’intéresse a la complexité d’un
probléme par rapport a sa taille, mais également par rapport & un autre paramétre, supposé
petit. C’est cette approche que nous adoptons pour étudier les problémes considérés dans cette
thése. Différents parameétres peuvent étre considérés, par exemple un parameétre naturel pour de
nombreux problémes est la taille de la solution. Ce paramétre correspond a la taille de ’ensemble de
sommets sélectionnés dans VERTEX COVER ou au nombre de couleurs autorisées dans CHROMATIC
NUMBER. D’autres paramétres liés & la structure de ’instance peuvent étre considérés, pour un
graphe par exemple, son degré maximum, la taille de sa couverture par sommets minimum, sa
largeur arborescente ou linéaire, ou encore sa profondeur d’arbre. Nous définirons ces paramétres
dans le prochain chapitre. Une instance d’un probléme paramétré est notée (x, k) ot x est 'entrée
du probléme non paramétré, un graphe par exemple, et £ € N un paramétre indépendant de la
taille de x. L’objectif dans le cadre de la complexité paramétrée est de développer des algorithmes
dont les temps d’exécution ont une faible dépendance en la taille de I’entrée x, mais pouvant avoir
une forte dépendance en k, le paramétre.

Définition. Un probléme paramétré admettant un algorithme pour le résoudre en temps f(k) -
poly(|z|) est dit fixed-parameter tractable (résoluble efficacement a paramétre fixé).

Le temps d’exécution d’algorithmes fixed-parameter tractable a une dépendance polynomiale en
la taille de I’entrée x mais qui peut étre exponentielle en fonction du paramétre k. Par exemple le
probléme VERTEX COVER, paramétré par la taille k de la solution, admet un algorithme simple qui
s'exécute en temps 2 - poly(n) et est donc fixed-parameter tractable (cet algorithme est détaille
dans le chapitre 2). La classe des problémes paramétrés fixed-parameter tractable est appelée
FPT. Qu'un probléme paramétré soit dans FPT signifie qu’il peut étre résolu efficacement si le
paramétre est petit.

Cependant, a l'instar des problemes NP-difficiles, il existe des problémes paramétrés qui sont
conjecturés comme n’étant pas dans FPT. C’est le cas par exemple des problémes INDEPENDENT
SET paramétré par la taille de la solution et CHROMATIC NUMBER paramétré par le nombre de
couleurs autorisées. Pour le premier probléme il existe néanmoins un algorithme paramétré qui
s’exécute en temps nd(*), ce probléme est dans la classe de complexité paramétrée appelée XP. Le
second probléme quant a lui n’est méme pas dans XP et ne peut a priori pas admettre d’algorithme
ayant une dépendance polynomiale en la taille de I’entrée, en effet, savoir si un graphe peut étre
coloré par k couleurs est NP-complet dés que £ > 3.

Remarquons que des problémes polynomialement équivalents en complexité classique peuvent
ne pas I'étre en complexité paramétrée. C’est le cas par exemple des problémes VERTEX COVER
et INDEPENDENT SET, ou une solution de taille k& pour 'un donne une solution complémentaire
de taille n — k pour l'autre probléme. Cependant, si nous souhaitons résoudre le probléme INDE-
PENDENT SET, paramétré par la taille k de la solution, a I'aide de 'algorithme fixed-parameter

ILa notation O* omet le facteur polynomial d’une fonction exponentielle, par exemple 27 - poly(n) = O*(2").



tractable pour VERTEX COVER, son temps d’exécution est 2" =% . poly(n). Le temps d’exécution
étant exponentiel en n cela ne permet pas de montrer que INDEPENDENT SET est FPT, et nous
rappelons en particulier que ce probléme est conjecturé comme ne 1’étant pas.

Pour finir, nous présentons un type d’algorithmes paramétrés auxquels nous apportons une
attention particuliére dans cette thése : les algorithmes de noyaux, plus simplement appelés
noyaux. Ce sont des algorithmes de pré-traitement qui permettent de réduire une instance d’entrée
(z, k) en temps polynomial en une instance équivalente (2, k') ayant une taille bornée supérieure-
ment par une fonction g(k). Cette fonction g(k) qui ne dépend que du paramétre k est appelée
la taille du noyau. Les deux instances sont dites équivalentes dans le sens ou (z/,k’) répond
positivement au probléme si et seulement si (z, k) aussi.

L’approche classique pour mettre au point un noyau est d’analyser la structure de l'instance
pour essayer de détecter et simplifier des parties de cette derniére qui contraignent soit faiblement
soit fortement les éventuelles solutions. Prenons par exemple le cas du probléme VERTEX COVER
paramétré par la taille de la solution. Pour une instance (G, k), nous pouvons faire deux observa-
tions simples qui permettent de réduire cette instance et de définir ce que nous appelons des régles
de réduction :

e Un sommet qui n’est incident & aucune aréte n’a besoin d’étre dans aucune solution.
Reégle 1. Si G contient un sommet isolé v, retirer ce sommet du graphe.

e Un sommet qui a au moins k + 1 voisins doit étre dans toute solution de taille au plus k, si
ce n’était pas le cas ses k + 1 voisins devraient étre dans la solution.
Reégle 2. Si un sommet a au moins k + 1 voisins, retirer ce sommet et décrémenter k de 1.

aif><—»\J {

Figure 1.1: Une instance ( (& gauche) et ( son instance réduite par les régles 1 et 2
(a droite). La regle 1 été apphquee sur les sommets u et v. Le sommet w devient isolé aprés
la suppression du sommet u et peut donc étre retiré a l'aide de la régle 2. Cette régle permet
également de retirer les deux sommets isolés.

Ces deux régles sont suffisantes pour définir un noyau pour le probléme VERTEX COVER de
taille k2 + k. En effet, soit une instance (G, k) ott aucune de ces deux régles ne peut étre appliquée.
Chaque sommet est adjacent & au plus k autres sommets. Si le graphe G admet une solution de
taille k, alors il ne peut pas contenir plus de k? + k sommets. En particulier si le graphe contient
strictement plus que k? + k sommets, nous pouvons conclure que l'instance (G, k) ne peut pas
admettre de solution de taille au plus k.

Notons que les algorithmes paramétrés que nous avons mentionnés pour VERTEX COVER ne
sont pas les meilleurs connus. En effet, il existe pour ce probléme un algorithme fixed-parameter
tractable qui s’exécute en temps O(1.2738% + kn) [36] et un noyau de taille 2k — ¢ - log k [97] pour
n’importe quelle constante ¢ > 0.

Une derniére remarque est que la notion de noyau est une définition alternative des algorithmes
fixed-parameter tractable. En particulier, un probléme est FPT si et seulement s’il admet un
noyau [30]. Néanmoins, cela n’indique rien sur la taille de ce noyau qui peut étre exponentielle. La
question pertinente pour les problémes FPT est donc de savoir s’ils admettent un noyau de taille
polynomiale. Malheureusement des résultats mettent en évidence que ce n’est pas toujours le cas
sous certaines hypothéses de complexité classiques [17, 20].

Cette these est divisée en deux parties, chacune dédiée a un type différent de problémes de
graphes abordés sous 'angle de la complexité paramétrée. Dans la premiére partie nous étudions
I’existence de noyaux polynomiaux pour des problémes de modification de graphes. Dans la deux-
iéme partie nous étudions 'existence d’algorithmes fixed-parameter tractable pour des problémes



de couverture de graphes par des plus courts chemins. Dans ce qui suit nous introduisons ces
deux types de problémes et faisons un bref apercu des résultats connus pour ces questions dans le
domaine de complexité paramétrée.

Modification de graphes

Les problémes de modification de graphes sont des problémes ou, étant donné en entrée un graphe
quelconque, nous cherchons & le transformer en un nouveau graphe satisfaisant certaines propriétés
en effectuant un minimum de modifications. Les opérations de modifications les plus classiques sont
: retirer des sommets, retirer des arétes ou ajouter des arétes. De nombreux problémes classiques
sont ou peuvent étre vus comme des problémes de modification de graphes. Par exemple, le
probléeme MINIMUM VERTEX COVER qui peut étre défini comme la recherche du nombre minimum
de sommets a supprimer afin que le graphe obtenu ne contienne aucune aréte. Un autre exemple
de probléeme classique est le MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET ou nous cherchons & obtenir un
graphe sans cycle (une forét) en retirant des sommets du graphe initial. Enfin, un exemple plus
proche de ceux qui seront étudiés dans cette thése est le probléme du MINIMUM FILL-IN, dans
lequel nous cherchons & ajouter un minimum d’arétes pour obtenir un graphe cordal, aussi appelé
graphe triangulé (illustré dans la figure 1.2). Ce sont les graphes dont tous les cycles d’au moins
quatre sommets possédent une aréte (appelée corde) reliant deux sommets non consécutifs.

o= <P

Figure 1.2: Exemple d’ajout d’arétes & un poisson pour qu’il soit cordal.

Pour la plupart des classes de graphes classiques, les problémes de modification d’un graphe
quelconque afin d’obtenir un graphe de cette classe sont NP-complets. Si nous cherchons unique-
ment & supprimer des sommets, Lewis et Yannakakis [99] ont montré que le probléme est NP-
complet pour toute classe de graphes héréditaire non triviale. Une classe est héréditaire si, pour un
graphe appartenant a cette classe, tous ses sous-graphes induits y appartiennent également, et une
classe est non triviale si elle contient et ne contient pas un nombre infini de graphes. Bien que cela
ne couvre pas toutes les classes de graphes, la plupart de celles étudiées dans la littérature sont
héréditaires, certaines exceptions étant par exemple les classes ayant des contraintes de connexité,
de degré ou de densité.

Pour les problémes ot nous cherchons & modifier (ajouter ou supprimer) des arétes, il n’existe
pas de résultat aussi général, mais ils ont été montrés NP-complets pour de nombreuses classes de
graphes. Les rares exemples de classes pour lesquels ces problémes sont faciles sont des graphes
ayant une structure trés simple comme par exemple les arbres et les unions de cliques disjointes.
Un apergu des classes pour lesquelles ces problémes sont connus difficiles a été proposé par Burzyn
et al. [26].

Dans le domaine de la complexité paramétrée, ces problémes ont été principalement étudiés avec
le paramétre « nombre de modifications autorisées ». Ce sera ce paramétre que nous utiliserons.
Commengons par un résultat majeur, montré par Cai [28].

Théoréme 1.1. Tout probléme de modification de graphes vers des classes de graphes héréditaires
qui peuvent étre caractérisées par des familles finies de sous-graphes induits interdits est FPT.

Les sous-graphes interdits sont appelés obstructions. L’idée pour obtenir un algorithme fixed-
parameter tractable pour un tel probléme de modification de graphes est simple : tant que le graphe
contient une obstruction, nous branchons sur ’ensemble fini des possibilités pour détruire cette
obstruction avec les opérations disponibles. Observons qu’il est possible de détecter la présence
d’une obstruction (de taille fixée) dans un graphe en temps polynomial, qu’au plus k& modifications
peuvent étre faites, et qu’il y a un nombre constant d de possibilités pour détruire une obstruction.
La procédure décrite peut étre effectuée en temps O(d¥)-poly(n) et est donc bien FPT, une analyse
détaillée pour obtenir cette complexité est proposée dans la section 2.3.



Pour de nombreuses autres classes, les problémes ont été montrés FPT, notamment pour les
graphes cordaux [33, 69, 109], pour les graphes planaires [87, 111] ou les foréts pour la suppression
de sommets [44]. Les classes de graphes pour lesquelles ces problémes sont connus comme n’étant
pas FPT sont beaucoup plus rares, c’est notamment le cas pour la suppression de sommets et
d’arétes vers les graphes sans roues [102]. Un apergu plus général des résultats FPT pour les
problémes de modification d’arétes a été proposé par Crespelle et al. [41].

Naturellement, comme les problémes de modification de graphes sont en grande partie FPT,
lexistence de noyaux polynomiaux a été particuliérement étudiée pour ces derniers. Pour les
problémes de suppression de sommets, les classes héréditaires caractérisées par des familles finies
de sous-graphes induits interdits, admettent un noyau polynomial. En effet, ces problémes se
raménent au probléme d-HITTING SET, ou étant donné une famille de sous-ensembles de cardinal
au plus d, est cherché un ensemble minimum d’éléments qui intersecte tous ces sous-ensembles,
pour lequel il existe un noyau de taille O(k?~!) [1]. L’existence de noyaux polynomiaux a été
montrée pour de nombreuses autres classes, nous pouvouns citer sans étre exhaustifs les foréts [126],
les graphes cordaux [3], les graphes d’intervalles [4], les graphes blocs [2] et les graphes distances
héréditaires [90].

Pour les problémes de modification d’arétes, ils ne se raménent malheureusement pas au prob-
léme d-HITTING SET, en effet ’ajout ou la suppression d’une aréte pour éliminer une obstruction
peut en créer d’autres, comme illustré dans la figure 1.3.

Figure 1.3: Exemple d’un graphe ot ajouter l'aréte rouge pour éliminer un cycle de longueur 4
créé un nouveau cycle de longueur 4.

Neéanmoins de nombreuses classes pouvant étre caractérisées par des familles finies d’obstructions
admettent des noyaux polynomiaux, nous pouvons citer les cographes [43, 75], les graphes clus-
ter [32, 37, 52|, les graphes split [10] et les graphes threshold [52]. L’existence de noyaux polyno-
miaux est connue pour peu d’autres classes, on y retrouve par exemple les graphes bipartis [94]
et les foréts de chemins [63]. Cependant, la question reste ouverte pour des classes telles que les
graphes planaires, les graphes d’intervalles ou encore pour les graphes cordaux pour lesquels un
noyau polynomial n’est connu que pour 'ajout d’arétes. Nous nous intéresserons particuliérement
a existence de noyaux polynomiaux pour les sous-classes des graphes cordaux et autres classes
proches, les résultats connus sont détaillés dans la table 3.1 du chapitre 3. Un apercu plus général
des résultats connus sur les algorithmes de noyaux pour les problémes de modification d’arétes est
aussi proposé par Crespelle et al. [41].

Terminons en mentionnant qu’il existe des classes des graphes pour lesquelles les problémes
de modifications d’arétes n’admettent pas de noyaux polynomiaux, sous certaines hypothéses de
complexité. C’est notamment le cas pour des classes de graphes H-free, c’est-a-dire caractérisées
par exactement une seule obstruction H [29, 75, 93, 110]. En particulier Cai et Cai [29] ont montré
que c’était le cas quand H est un chemin ou un cycle de longueur au moins 4 ou un graphe
3-connexe non complet.

Contributions Dans cette thése nous nous sommes particuliérement intéressés aux problémes
de modification d’arétes vers des sous-classes des graphes cordaux. Les graphes cordaux sont les
graphes sans trous, c’est-a-dire sans cycles induits de longueur 4 ou plus. Dans ce sens, ils peuvent
donc étre vus comme une généralisation des arbres. Notamment, les graphes cordaux peuvent
étre caractérisés comme les graphes d’intersection de sous-arbres d’un arbre. Cela implique que
les graphes cordaux et leurs sous-classes ont des structures arborescentes, comme nous le verrons
a plusieurs reprises dans ce document. De telles structures sont intéressantes pour mettre au
point des noyaux polynomiaux pour les problémes de modification d’arétes. Nous pouvons aussi
observer que si nous sommes restreints a ’ajout d’arétes, alors les graphes cordaux sont en réalité
caractérisés par une famille finie d’obstructions : un graphe contenant un cycle sans corde de



longueur plus de k + 3 ne peut pas avoir de solution. Par conséquent, le probléme est FPT d’apreés
le théoréme 1.1. En lien avec cette observation et les résultats connus, Bessy et Perez [14] ont
formulé la conjecture suivante portant sur des sous-classes des graphes cordaux.

Conjecture. Soit une classe de graphes caractérisée par une famille d’obstructions contenant les
trous plus un ensemble fini de graphes. Alors le probléme d’ajout d’arétes vers cette classe de
graphes admet un noyau polynomial.

De nombreux résultats positifs allant dans le sens de cette conjecturs ont été obtenus au fil des
années, utilisant souvent des techniques similaires, mais qui dépendent toujours des spécificités de
la classe étudiée. Ces résultats sont présentés plus en détail dans la partie I de ce document.

Notre objectif initial dans cette thése était d’unifier les approches et techniques connues pour en
mettre au point des génériques qui pourraient étre appliquées & un plus grand nombre de classes de
graphes. Pour aller dans ce sens nous avons étudié les problémes de modification d’arétes vers dif-
férentes sous-classes des graphes cordaux. Nous avons mis au point des noyaux polynomiaux pour
plusieurs sous-classes des graphes cordaux. Pour tous ces noyaux nous utilisons une approche trés
similaire, qui se base sur ’exploitation d’une décomposition du graphe en une structure arbores-
cente spécifique a chacune des classes. Néanmoins, 4 chaque fois nous avons besoin de propriétés
structurelles fortes qui dépendent des classes de graphes considérées. En conséquence, nous n’avons
pas réussi a définir de technique générique unifiant tous les résultats.

Nous présentons dans la premiére partie de cette thése les noyaux que nous avons élaborés
pour des problémes de modification d’arétes vers différentes classes de graphes. Nous appelons
G-EDITION le probléme de modification d’arétes vers la classe de graphes G et ot I'ajout et la
suppression sont autorisés. Le probléme G-COMPLETION (resp. G-DELETION) est défini de maniére
similaire en n’autorisant que ’ajout (resp. la suppression) d’arétes. Nos résultats sont les suivants :

e TRIVIALLY PERFECT EDITION ainsi que ses version complétion et délétion admettent un
noyau qui contient O(k?) sommets,

e BLOCK GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH DELETION admettent un noyau qui contient
O(k?) sommets,

e STRICTLY CHORDAL EDITION admet un noyau qui contient O(k*) sommets,

e STRICTLY CHORDAL COMPLETION et STRICTLY CHORDAL DELETION admettent un noyau
qui contient O(k?®) sommets.

Notons qu'un noyau avec un nombre quadratique de sommets était déja connu pour TRIVIALLY
PERFECT COMPLETION [10]. Pour les problémes TRIVIALLY PERFECT EDITION et TRIVIALLY
PERFECT DELETION, notre résultat améliore un précédent noyau qui contient O(k”) sommets [54].
Dans D’article présentant ce noyau, il était laissé comme question ouverte 'existence d’un noyau
avec un nombre cubique de sommets (ou plus petit), nous répondons donc positivement a cette
question. Nous montrons également que les techniques utilisées peuvent étre adaptées de maniére
immeédiate au probléme THRESHOLD EDITION et ses versions complétion et délétion pour obtenir
un noyau avec un nombre quadratique de sommets. Cependant un noyau avec un tel nombre de
sommets était déja connu pour ces problémes [52].

Couverture par plus courts chemins

Parmi les problémes de graphes les plus fondamentaux, nombreux sont des problémes de couverture
de graphes, nous y retrouvons notamment des problémes comme VERTEX COVER, DOMINATING
SET ou encore HAMILTONIAN PATH. Dans ce dernier probléme est recherché un chemin qui passe
exactement une fois par chacun des sommets du graphe. Il peut étre généralisé au probléme PATH
COVER ol est recherché un nombre minimum de chemins permettant de couvrir tous les sommets
du graphe. En ajoutant & ce dernier probléme la contrainte que les chemins soient disjoints les
uns des autres, nous définissons le probléme PATH PARTITION. Ce probléme a particuliérement été
étudié dans le contexte des graphes orientés, par exemple avec le théoréme de Gallai-Milgram [71]



qui montre que la taille minimum d’une partition d’un graphe en chemins est bornée supérieurement
par la taille de son ensemble indépendant maximum. Nous pouvons aussi mentionner la conjecture
de Berge [12, 81], qui relie les partitions en chemins & une collection d’ensembles indépendants.

En retirant la contrainte que tous les sommets du graphe doivent étre couverts, nous définissons
le probléme DISJOINT PATHS ot sont données k paires de sommets, les terminaux, et est recherché
un ensemble de k chemins disjoints les uns des autres, joignant chacun les terminaux d’une paire. Ce
probléme est un probléme fondamental et précurseur dans le domaine de la complexité paramétrée
en raison de l'algorithme FPT, paramétré par le nombre de paires de terminaux, proposé par
Robertson et Seymour [118]. Ce résultat est fondamental pour la théorie des mineurs de graphes
car il permet de montrer que le probléme de tester si un graphe G admet un mineur H fixé est
polynomial en la taille de G. Le graphe H est un mineur de G s’il peut étre obtenu a partir de G
en supprimant des sommets et des arétes, et en contractant des arétes.

Enfin, pour les différents problémes que nous avons présentés, nous pouvons définir tout un
ensemble de variantes en imposant des conditions sur les chemins, comme par exemple que les
chemins soient de taille bornée [122], que ce soient des chemins induits ou encore que ce soient
des plus courts chemins. Un apercu général de différents problémes de couverture ou de partition
par différents types de chemins ainsi que les résultats connus sur ces derniers est proposé par
Manuel [104]. Une étude des problémes de partition par chemins sous I'angle de la complexité
paramétrée est elle proposée par Fernau et al. [64].

Dans cette thése, nous nous intéressons particuliérement & des problémes de couverture de
graphes par des plus courts chemins, parfois appelés chemins isométriques dans la littérature. La
question : « Un graphe peut-il étre couvert par au plus k plus courts chemins 7 » peut étre
déclinée de différentes maniéres, selon que 'on souhaite couvrir toutes les arétes ou seulement
tous les sommets du graphe, selon que les extrémités des chemins sont données en entrée ou non,
ou selon que les plus courts chemins sont disjoints ou non. Cela fait apparaitre une famille de
problémes pour lesquels les réponses en termes d’algorithmique et de complexité paramétrée ne
sont pas forcément identiques.

Le probléme ou est recherché un ensemble de k plus courts chemins couvrant tous les sommets
du graphe est appelé ISOMETRIC PATH COVER (illustré dans la figure 1.4). Ce probléme a été
introduit par Fisher et al. [65] dans le contexte du jeu des gendarmes et du voleur [5]. Dans ce jeu,
des gendarmes tentent d’attraper un voleur, chaque personnage est sur un sommet du graphe et
a chaque tour peut se déplacer vers un sommet adjacent. Une couverture du graphe par des plus
courts chemins permet de définir une stratégie gagnante pour attraper le voleur : chaque gendarme
est assigné a un des plus courts chemins, et a chaque tour un gendarme se rapproche du voleur
tout en restant sur le chemin qui lui est assigné. Cette stratégie permet de garantir I’arrestation du
voleur et implique donc que le nombre de plus courts chemins nécessaires pour couvrir un graphe
est une borne supérieure au nombre de gendarmes nécessaires pour attraper le voleur.

Figure 1.4: Exemple d’un graphe qui peut étre couvert par 3 plus courts chemins (illustré a gauche),
et qui a une solution de taille 4 pour STRONG GEODETIC SET (illustré & droite).

La version du probléme ot les plus courts chemins doivent relier des paires de sommets données
en entrée est appelée ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS. Un probléme proche, STRONG
GEODETIC SET, a été récemment introduit par Manuel et al. [106, 107] (illustré dans la figure 1.4).
Ce probléme est une restriction du probléme GEODETIC SET [80], dans lequel est recherché un
ensemble de k terminaux tel que I’ensemble des plus courts chemins entre chaque paire de terminaux



couvre tous les sommets du graphe. La version « strong » de ce probléme contraint & choisir
un unique chemin pour chaque paire de terminaux. Nous pouvons, cette fois ci encore, définir
une version ou les terminaux sont donnés en entrée, a savoir STRONG GEODETIC SET WITH
TERMINALS.

De maniére surprenante, la complexité algorithmique de ces problémes n’a été étudiée dans la
littérature que trés récemment. Ces problémes ont tous été montrés NP-complets [34, 45, 107],
mais ils peuvent étre résolus en temps polynomial pour certaines classes de graphes [46, 112, 116].
Nous aborderons les résultats connus plus en détail dans 'introduction du chapitre 6.

Contributions Nous montrons dans le chapitre 6 que ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMI-
NALS et STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS admettent des algorithmes FPT paramétrés
par le nombre de terminaux. De ces algorithmes FPT découlent des algorithmes XP pour ISOMET-
RIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET. En effet, il suffit d’appliquer pour tous les ensembles
de k terminaux possibles ’algorithme FPT de la version avec terminaux. De plus, nous montrons
que ces résultats sont aussi vérifiés dans les variantes de ces problémes ot nous cherchons & couvrir
les arétes du graphe ou bien que les plus courts chemins partitionnent le graphe. Nous répondons
donc positivement a une question ouverte posée dans [100], demandant si STRONG GEODETIC SET
WITH TERMINALS est FPT.

Pour obtenir ces résultats, nous montrons des propriétés structurelles sur les graphes dont les
sommets ou les arétes peuvent étre couverts par un nombre fixé k de plus courts chemins. En
particulier, nous montrons que dans un tel graphe G, étant donné un sommet arbitraire a et un
entier D, le nombre de sommets & distance exactement D de a est borné par une fonction de k,
et donc que la borne ne dépend pas de la taille du graphe d’entrée. Ce résultat implique que la
largeur linéaire, et donc que la largeur arborescente de tels graphes est bornée par une fonction de
k, cette borne pouvant étre obtenue via une décomposition construite par un simple parcours en
largeur. C’est cette borne sur la largeur arborescente qui nous permet d’utiliser une extension du
théoréme de Courcelle [8, 39] pour obtenir notre algorithme FPT.

Structure du document

Nous terminons ce chapitre en décrivant la structure de ce document. Dans le chapitre 2, nous
présentons les définitions et notions de graphes qui seront essentielles & cette thése. Nous présentons
également les classes et paramétres de graphes utiles pour la suite. Enfin nous formalisons les
notions de complexité paramétrée évoquées dans 'introduction : les classes de complexité classiques
telles FPT et XP, les algorithmes de noyaux qui seront au centre de la premiére partie de ce
document, ainsi que le « méta-théoréme » de Courcelle qui nous permettra d’obtenir les résultats
algorithmiques de la seconde partie.

La partie I est consacrée & nos résultats d’algorithmes de noyaux pour différents problémes de
modification d’arétes. Dans le chapitre 3, nous commengons par présenter les noyaux polynomi-
aux connus pour les problémes de modification d’arétes vers des sous-classes des graphes cordaux.
Ensuite, nous présentons des régles de réduction classiques pour les noyaux de problémes de mod-
ification d’arétes. Nous finissons par décrire I’approche par « décomposition et sommets affectés »
que nous utilisons pour obtenir tous nos noyaux.

Dans le chapitre 4 nous présentons un noyau avec un nombre quadratique de sommets pour
le probléme TRIVIALLY PERFECT EDITION ainsi que ses variantes complétion et délétion. Un
noyau avec un nombre quadratique était déja connu pour le cas de la complétion [10], cependant
pour ’édition et de la délétion, notre noyau améliore le meilleur noyau connu qui contenait O(k7)
sommets [54]. Nous montrons ensuite que le noyau que nous avons défini peut étre adapté de
maniére presque immeédiate au probléme THRESHOLD EDITION, obtenant ainsi un noyau avec un
nombre quadratique de sommets pour ce probléme. Cependant, ce noyau n’améliore que d’un
facteur constant le meilleur résultat connu [52].

Dans le chapitre 5 nous considérons les problémes BLOCK GRAPH EDITION et sa version délé-
tion, ainsi que STRICTLY CHORDAL EDITION et ses versions délétion et complétion. Nous com-
mencons par montrer que tous ces problémes sont NP-difficiles. Nous présentons ensuite un noyau
avec un nombre quadratique de sommets pour le probléme BLOCK GRAPH EDITION et sa version



délétion. En utilisant des idées similaires, nous montrons un noyau avec O(k*) sommets pour le
probléme STRICTLY CHORDAL EDITION. Ce probléme porte sur les graphes strictement cordaux
qui sont une généralisation des graphes blocs. Enfin, nous montrons que pour les versions de com-
plétion et de délétion de ce probléme, le noyau peut étre aisément amélioré pour obtenir une borne
cubique sur le nombre de sommets.

Nous conclurons la partie I en présentant divers problémes de modification d’arétes vers des
sous-classes de graphes cordaux pour lesquels ’existence de noyaux polynomiaux reste une question
ouverte.

La partie II, composée uniquement du chapitre 6, est consacrée aux graphes dont les sommets
ou les arétes peuvent étre couverts par k plus courts chemins. Nous montrons que dans les graphes
couvrables par k plus courts chemins, le nombre de sommets a une distance donnée d’un sommet
arbitraire est borné par une fonction exponentielle en k. Ce résultat combinatoire nous permet de
conclure simplement que la largeur linéaire de ces graphes est également bornée par une fonction
exponentielle en k. En utilisant une version é¢tendue du théoréme de Courcelle [8], nous montrons
que les problémes ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS et STRONG GEODETIC SET WITH
TERMINALS sont FPT. De ces résultats découlent des algorithmes XP pour ISOMETRIC PATH
COVER et STRONG GEODETIC SET.

Dans le chapitre 7 nous concluons cette thése et rappelons plusieurs pistes de recherche en lien
avec nos travaux, en faisant une synthése des questions ouvertes évoquées dans les parties I et II.

Publications

La majorité des résultats présentés dans ce manuscrit sont publiés ou acceptés pour publication
dans des colloques internationaux, et ont été également soumis ou acceptés a des journaux. Ci-aprés
la liste des publications dans lesquelles j’ai été impliqué au cours de ma thése.

Conférences Internationales :

e [59] A Cubic Vertex-Kernel for Trivially Perfect Editing
Avec Anthony Perez et Ioan Todinca. MFCS 2021.

e [60] Polynomial kernels for strictly chordal edge modification problems
Avec Anthony Perez et Ioan Todinca. IPEC 2021.

e [55] On graphs coverable by k shortest paths
Avec Florent Foucaud, Anthony Perez et Ioan Todinca. ISAAC 2022.

e [57] An improved kernelization algorithm for Trivially Perfect Editing
Avec Anthony Perez. IPEC 2023.

Journaux :

e [61] A cubic vertex-kernel for Trivially Perfect Editing
Avec Anthony Perez et Ioan Todinca. Algorithmica. 2023.
Version compléte de [59].

e On graphs coverable by k shortest paths
Avec Florent Foucaud, Anthony Perez et Ioan Todinca. STAM Journal on Discrete Mathe-
matics (accepté). 2023.

C’est une version améliorée de [55], disponible sur arXiv [56]. Cette version améliore la borne
supérieure sur la largeur linéaire (pathwidth) des graphes qui peuvent étre couverts par k plus
courts chemins. L’ancienne borne était factorielle en k, la nouvelle simplement exponentielle
en k.
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Soumissions en journal :

e Polynomial kernels for edge modification problems towards block and strictly
chordal graphs
Avec Anthony Perez, Mathis Rocton et Ioan Todinca.

C’est une version compléte et étendue de [60], disponible sur arXiv [58]. Cette version
ajoute un noyau polynomial pour les problémes BLOCK GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH
DELETION.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Graphes

Dans cette section nous donnons les principales définitions et notations utilisées pour les graphes
dans ce document. Nous présentons également des classes et parameétres de graphes, ainsi que
les problémes de modification de graphes essentiels au reste du document. Pour une introduction
plus compléte des notions classiques de théorie des graphes, nous renvoyons le lecteur au livre de
Diestel [48].

2.1.1 Deéfinitions générales

Un graphe non-orienté est une paire G = (V, E) d’ensembles finis ott E C [V]? est un ensemble de
paires d’éléments' de V. L’ensemble V est 'ensemble des sommets et E ’ensemble des arétes.
Lorsque le contexte n’est pas clair, nous utilisons respectivement V(G) et E(G) pour désigner
I’ensemble des sommets et des arétes de G. Deux sommets u et v sont dit adjacents ou voisins
si {u,v} € E. Les sommets u et v d’une aréte e = {u, v} sont appelés les extrémités de e, cette
aréte est dite incidente a u et a v.

Le voisinage (ouvert) d’un sommet u € V est 'ensemble Ng(u) = {v € V | {u,v} € E}. Le
voisinage fermé de u est défini comme Ng[u] = Ng(u)U{u}. Pour un sous-ensemble de sommets
S CV, Ng[S] est 'ensemble |, g Na[v] et Ng(S) est 'ensemble Ng[S] \ S. Nous omettons la
mention de G quand le contexte est clair. Le degré d’un sommet u est son nombre de voisins.

Le complémentaire de G est le graphe G = (V,E) tel que E = {{u,v} | w,v € V Au #
v A{u,v} ¢ E}. Une paire de sommets {u,v} est une non-aréte de G si {u,v} ¢ E. Un sous-
graphe H = (Vy,Epy) de G est un graphe tel que Vg C V et Ey C {{u,v} € E | u,v € Vg }.
Le sous-graphe induit par S C V est défini par G[S] = (5, Es) ou Eg = {{u,v} € E | u,v € S}.
Pour faciliter la lisibilité, nous notons G\ S le graphe G[V'\ S] obtenu a partir de G en supprimant
les sommets de S. Soit H un sous-graphe induit de G, nous disons que G contient H.

Un chemin P d’un graphe G est une suite de sommets (ug, ..., u;) de G telle que {u;, ui+1}, 1 <
i < 1—1, est une aréte de G. Un cycle C d’un graphe G est une suite de sommets (uq, ..., u—1,u;)
de G telle que {u;, w41}, 1 <i<1—1, et {ur,u;} sont des arétes de G. La longueur d’un chemin
ou d’un cycle X correspond au nombre de ses arétes, elle est notée |X|. Un plus court chemin
est un chemin de longueur minimum entre deux sommets. La distance entre deux sommets u et
v dans G est notée dist(u,v) et correspond & la longueur d’un plus court chemin entre u et v. Une
corde d’un chemin (d’un cycle) est une aréte entre deux sommets non consécutifs du chemin (du
cycle). Un chemin sans corde sur n sommets est noté P,, un cycle sans corde sur n sommets est
noté C,, (observons que |P,| =n—1et |Cy,| =n). Un cycle sans corde de longueur au moins 4 est
appelé un trou.

Un graphe G est connexe si pour toute paire de sommets u,v de G, il existe un chemin
connectant u et v. Un sous-graphe C' est une composante connexe de G s’il est un sous-graphe
connexe maximal de G. Un graphe est biconneze si le graphe reste connexe aprés la suppression

eci [X]? désigne I’ensemble des paires d’un ensemble X. Nous utilisons X x Y pour désigner 1’ensemble des
paires (non ordonnées) ayant un élément dans X et 'autre dans Y quand les deux ensembles sont disjoints.
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d’un de ses sommets. Un ensemble S C V est un séparateur de G si G\S n’est pas connexe.
Etant donné deux sommets u et v de G, S est un wv-séparateur si u et v se trouvent dans des
composantes connexes distinctes de G\'S. De plus, S est un uv-séparateur minimal si aucun sous-
ensemble propre de S n’est un uv-séparateur. Enfin, un séparateur minimal est un séparateur S
tel qu’il existe une paire {u, v} telle que S est un uv-séparateur minimal. Cette notion est illustrée
dans la figure 2.1.

Y,
b

Figure 2.1: Les séparateurs minimaux de ce graphe sont {a, b} et {a}, en particulier {a,b} est un
yz-séparateur minimal, {a} est un xy-séparateur minimal.

Un sous-ensemble de sommets K C V est une clique si {u,v} € E pour tout u,v € K. Un
graphe dont les n sommets forment une clique est noté K,. Un sous-ensemble de sommets [ C V
est appelé indépendant ou stable si {u, v} ¢ F pour tout u,v € I. Un graphe dont les n sommets
forment un indépendant est noté I,,. Un sous-ensemble de sommets M C V est un module de G
si Ng(u) \ M = Ng(v) \ M pour tout u,v € M.

Deux sommets u et v sont jumeaux si Ng(u) \ {u} = Ng(v)\ {v}. Ce sont des vrais jumeaux
si u et v sont adjacents, des faux jumeaux sinon. Un ensemble maximal de vrais jumeaux K C V
est une clique critique. Remarquons que K est un module clique et que I’ensemble des cliques
critiques d’un graphe partitionne son ensemble de sommets. Un sommet u € V est universel si
Nglu] = V. L’ensemble des sommets universels forme une clique, appelée la clique universelle
de GG. Remarquons que la clique universelle est une clique critique.

Une couverture par sommets de G est un ensemble de sommets S C V tel que pour tout
{u,v} € E, u € Souwv € S. Un ensemble dominant de G est un ensemble de sommets D C V
tel que pour tout v € V, il existe u € D tel que {u,v} € E.

Le graphe d’intersection d’une famille {Si,...,S,} de sous-ensembles d’un ensemble S est
le graphe G = (V, E) tel que V = {v1,...,v,} et E = {{v;,v;} | i # j,5:NS; # 0}. Une famille X
d’ensembles est imbriquée si pour tout A, B € X, A C B ou B C A. Une famille X d’ensembles
est laminaire si pour tout A,Be X, AC Bou B C AouANDB ={. Ces familles sont illustrées
dans la figure 2.2.

@ ©9o0

Figure 2.2: Ilustration a gauche d’une famille imbriquée; a droite d’une famille laminaire.

2.1.2 Classes de graphes

Une classe de graphes G est héréditaire si pour un graphe G € G, tout sous-graphe induit de
G appartient & G. Une classe de graphes G est close pour une certaine opération si tout graphe
obtenu a partir de graphes de G par cette opération est dans G. Par exemple, cette opération peut
étre 'union disjointe de graphes ou encore 'ajout de jumeaux d’un sommet. Soit H une famille
de graphes, éventuellement infinie, un graphe G est dit H-free s’il ne contient aucun graphe de
H comme sous-graphe induit. Une classe de graphes G est caractérisée par une famille de sous-
graphes induits interdits s’il existe une famille de graphes H telle que G est formée précisément des
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graphes H-free. Les sous-graphes interdits de la famille H sont appelés les obstructions de G. La
classe complémentaire d’une classe de graphes G, appelée co-G, est la classe obtenue en prenant
le complémentaire de tous les graphes de G, c’est-a-dire {G | G € G}.

Nous présentons dans ce qui suit une liste des classes de graphes qui sont étudiées ou mention-
nées dans cette thése. La plupart de ces classes sont des sous-classes des graphes cordaux. Nous
commengons par introduire des classes classiques, puis celles que nous étudions dans cette thése et
enfin des classes proches de ces derniéres. La figure 2.4 contient le diagramme des inclusions entre
les classes présentées. Notons que toutes ces classes (& 'exception des arbres) sont héréditaires et
peuvent étre caractérisées par une famille de sous-graphes induits interdits. Un plus grand apercu
des classes de graphes, leurs propriétés et leurs relations d’inclusion peut étre retrouvé dans le livre
de Brandstédt, Le et Spinrad [24].

Py Cy

2Ko trou
diamant dard gemme taureau

camarguats

Figure 2.3: Illustration des petits graphes utilisés pour caractériser les classes de graphes présentées
dans cette section.

Arbre et forét Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un sommet d’un arbre est appelé un
noeud, s’il est de degré 1 c’est une feuille de 'arbre, sinon c’est un noeud interne. Un arbre enraciné
est un arbre dont un sommet est étiqueté comme la racine. La hauteur d’un arbre enraciné est
la longueur du plus long chemin de sa racine a une de ses feuilles. Une forét est un graphe dont
chacune des composantes connexes est un arbre.

Cordal Un graphe est cordal ou triangulé s’il ne contient pas de trou, c’est-a-dire que chacun
de ses cycles de longueur au moins 4 contient une corde. Les graphes cordaux peuvent aussi étre
caractérisés comme les graphes dont tous les séparateurs minimaux sont des cliques ou comme les
graphes d’intersections de sous-arbres d’un arbre. Toutes les classes que nous étudierons dans la
premiére partie de ce document sont des sous-classes des graphes cordaux.

Intervalles Un graphe est d’intervalles s’il est le graphe d’intersection d’intervalles de la droite
réelle. Les graphes d’intervalles peuvent aussi étre caractérisés comme les graphes cordaux sans
triplets astéroidaux, qui sont des ensembles de trois sommets pour lesquels, pour chaque paire de
sommets, il existe un chemin les reliant qui ne passe pas par le voisinage du troisiéme sommet.

Intervalles propres Un graphe est d’intervalles propres ou d’intervalles unitaires s’il est le
graphe d’intersection d’intervalles unitaires de la droite réelle.

Cluster Un graphe est cluster s’il est {P3}-free. Ce sont les graphes formés par une union
disjointe de cliques.

Split Un graphe est split s’il est {2K5, Cy, Cs}-free. Ce sont les graphes qui peuvent étre parti-
tionnés en une clique et un indépendant.
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Distances
Héréditaires

/ >

Cordal

\
Cographe
|
Split Intervalles Ptolemalque 4-leaf power
Trivialement Intervalles Strictement
parfait propres cordal
Threshold Bloc 3-leaf power
Cluster Forét

Figure 2.4: Diagramme d’inclusion des classes présentées dans la section 2.1.2.

Threshold Un graphe est threshold s'il est {Py, Cy,2K5}-free. Les graphes threshold peuvent
aussi étre caractérisés comme les graphes split dont les voisinages des sommets de chacune des
parties forment une famille imbriquée.

Trivialement parfait Un graphe est trivialement parfait il est { Py, Cy}-free. Ces graphes sont
également connus sous le nom quasi-threshold. Les graphes trivialement parfaits peuvent aussi étre
caractérisés comme les graphes tels que chacun de leurs sous-graphes induits connexes posséde un
sommet universel, ou encore comme les graphes d’intervalles oul les intervalles forment une famille
laminaire.

Chaine Un graphe est chaine s'il est {K3,2K5,C5}-free. De maniére similaire aux graphes
threshold, ils peuvent étre partitionnés en deux indépendants tels que les voisinages des sommets
de chacun des indépendants forment une famille imbriquée. Les graphes co-chaines sont les graphes
{I5, Cy, Cs }-free, contrairement aux graphes chaines, ils sont cordaux.

Bloc Un graphe est bloc sl est {trou, diamant}-free. Les graphes bloc peuvent aussi étre car-
actérisés comme les graphes dont les séparateurs minimaux sont de taille 1 et les graphes dont les
composantes biconnexes sont des cliques.

Strictement cordal Un graphe est strictement cordal s'il est {trou,gemme, dard}-free. Ces
graphes sont également connus sous le nom block duplicate. Les graphes strictement cordaux
peuvent aussi étre caractérisés comme les graphes cordaux dont les séparateurs minimaux sont
deux & deux disjoints, en particulier ce sont des cliques critiques.

Cographe Un graphe est un cographe s’il est { P, }-free. Ce sont les graphes ou le complémentaire
d’un sous-graphe induit connexe est non-connexe. Ce sont aussi les graphes ol chaque sous-graphe
induit contient une paire de jumeaux.

Distances héréditaires Un graphe est distances héréditaires si les distances entre ses sommets
sont identiques dans tous ses sous-graphes connexes induits.
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Ptolémaique Un graphe est ptolémaique s'il est {trou, gemme}-free. Ce sont les graphes cor-
daux et distances héréditaires, et les graphes cordaux dont les séparateurs minimaux forment une
famille laminaire.

r-leaf power Un graphe G = (V, E) est r-leaf power $’il existe un arbre T = (Vr, E7) tel que
les feuilles de T sont les sommets de G, et {u,v} € E si et seulement si u et v sont & distance au
plus r dans T'. Notons que les 1-leaf power correspondent aux graphes sans arétes, ou au graphe
formé de deux sommets adjacents. Les 2-leaf power correspondent aux graphes cluster. Les 3-leaf
power sont les graphes {trou, gemme, dard, taureau}-free.

Notons que la plupart des inclusions et non-inclusions présentées dans la figure 2.4 sont im-
médiates par la définition des classes, en particulier en terme de sous-graphes interdits. Pour la
classes des graphes 4-leaf power, il existe une caractérisation en sous-graphes induits interdits [117]
qui permet de conclure sur les non-inclusions avec toutes les classes sur la gauche du diagramme.
En particulier, les graphes suivants sont des obstructions des 4-leaf power : un dard auquel on a
ajouté un faux jumeau aux sommets de degré 2; deux gemmes que ’on a fusionnées sur un sommet
de degré 2. Le premier graphe est threshold, le second est d’intervalles propres.

2.1.3 Modification d’arétes

Les problémes étudiés dans la premiére partie de ce document sont des problémes de modification
d’arétes. Formellement, étant donné une classe de graphes G nous définissons le probléme suivant :

G-EDITION

Entrée : Un graphe G = (V, E), un paramétre k € N.
Question : Existe-t-il un ensemble F' de paires d’éléments de V' de taille au plus k tel que
le graphe H = (V, EAF') appartient a la classe G, ot EAF = (E\F)U(F\E) ?

Le probléme G-COMPLETION (resp. G-DELETION) est défini de maniére similaire en n’autorisant
que I'ajout (resp. la suppression) d’arétes, c’est-a-dire FNE = () (resp. F C E). Etant donné une
instance (G = (V, E), k) de G-EDITION, un ensemble de paires F' C [V]? tel que H = (V, EAF) est
dans la classe G est une édition de G. Quand F' est contraint a étre disjoint de E (resp. contenu
dans F), Uensemble F est une complétion (resp. une délétion) de G. Pour plus de simplicité
les graphes (V, EAF), (V,EUF) et (V, E\ F) sont notés respectivement GAF, G+ F et G — F.
Un sommet est affecté par F' s’il est contenu dans une des paires appartenant & F'. L’ensemble F
est une k-édition (resp. k-complétion, k-délétion) quand |F| < k. Un tel ensemble F est optimal
quand il est de taille minimum.

2.1.4 Paramétres de graphes

Dans cette sous-section nous présentons des paramétres de graphes classiques. Ces paramétres
permettent de mieux comprendre la structure des graphes et sont souvent des outils essentiels
pour la mise au point d’algorithmes (paramétrés) efficaces.

Une décomposition arborescente de G = (V, E) est un couple (T, X) ou T = (Vp, E7) est
un arbre et X’ est une famille {X; CV |t € V} de sous-ensembles de V', appelés sacs, telle que :

1. L’union de tous les sacs de X est égale & V', soit UteVT Xy =V,
2. Pour toute aréte {u,v} € E, il existe t € Vr tel que u,v € Xy,

3. Pour tout sommet u € V, les noeuds de T dont les sacs contiennent u forment un sous-arbre
connexe.

La largeur de (7, X) est max{|X:| — 1 | t € Vp}, et la largeur arborescente (treewidth) de G,
notée tw(G), est la largeur minimum parmi toutes les décompositions arborescentes de G.
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Figure 2.5: Un graphe G et une décomposition arborescente de G de largeur 2.

Les notions de décomposition linéaire et largeur linéaire (pathwidth) sont définies de
maniére analogue en ajoutant la condition que ’arbre T doit étre un chemin. La largeur linéaire
de G est notée pw(G).

Une forét d’élimination de G = (V, E) est une forét enracinée T = (Vr, Er) telle qu'il existe
une bijection f:V — Vp respectant la propriété : pour toute aréte {u,v} € E, f(u) est un
descendant de f(v) dans T ou inversement. La profondeur d’arbre (treedepth), notée td(G),
est la hauteur minimale d’une forét d’élimination de G.

Ces trois parameétres sont reliés par l'inégalité : tw(G) < pw(G) < td(G) — 1 [19]. La premiére
partie est immédiate vu que largeur linéaire est la restriction de la largeur arborescente aux chemins.
Pour la seconde partie, a4 partir d’une forét d’élimination F' de hauteur h pour un graphe G, il
est aisé de construire une décomposition linéaire de largeur h. Soit {vy,...,v;} les feuilles de F,
ordonnées selon un parcours en profondeur de la forét F'. Pour chaque feuille v;, nous créons un sac
X, qui contient tous les ancétres de cette feuille. Alors, le chemin sur [ sommets auquel on associe
les sacs X1, ..., X; est une décomposition linéaire de largeur h. En effet, par définition dans F' les
deux extrémités d'une aréte du graphe G sont associées & des noeuds tels que I'un est ancétre de
lautre. Ainsi, il existe un sac qui contient ses deux extrémités. De plus, par I'ordre sur les feuilles,
il est immédiat que les sacs qui contiennent un sommet forment un sous-chemin connexe. Enfin,
par construction la taille maximale d’un sac correspond a la hauteur h de la forét.

Les valeurs de ces trois paramétres pour certaines classes de graphes simples sont immédiates.
Les cliques sont de largeur arborescente, largeur linéaire et profondeur d’arbre n — 1. Les arbres
sont de largeur arborescente 1, de largeur linéaire et profondeur d’arbre O(logn). Les chemins
sont de largeur linéaire 1 et de profondeur d’arbre O(logn). Les étoiles (arbres de hauteur 1) sont
de profondeur d’arbre 1.

Nous concluons cette section en observant qu’il existe un lien fort entre les paramétres de
graphes présentés et les problémes de modification de graphes. Définissons d’abord w(G) comme
étant la taille maximum d’une clique d’un graphe G. Rappelons qu'un graphe cordal G peut
étre caractérisé comme le graphe d’intersection de sous-arbres {T3,7T5,...,T,} d’un arbre T =
(Vr, Er). Définissons 'ensemble X = {X; | t € V} ot le sac X; contient tous les sommets v; de G
associés aux sous-arbres T; qui contiennent le noeud t¢. Le couple (T, X') est par construction une
décomposition arborescente du graphe G. Une observation immédiate est que la largeur de cette
décomposition est égale 4 la taille de la clique maximum de G moins 1. Ainsi, la largeur arborescente
d’un graphe cordal G est égale & w(G)—1 puisque tous les sommets d’une clique sont contenus dans
un méme sac pour toute décomposition arborescente. Une conséquence est que pour tout graphe
G, sa largeur arborescente est égale a la plus petite valeur prise par w(H) — 1 parmi toutes les
complétions en graphe cordal H de G. Pour observer cela, il suffit de prendre une décomposition
arborescente de largeur minimum de G, et de compléter chaque sac de cette décomposition en une
clique, il en résulte que le graphe H obtenu est cordal et que w(H) — 1 = tw(H) = tw(G). Par
exemple, dans la figure 2.5, le graphe contient un cycle sans corde (¢, d, g, f,e), compléter chaque
sac en clique revient a ajouter les arétes {c, g} et {c, f}, ce qui rend le graphe cordal.
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Une relation similaire peut étre observée pour les deux autres paramétres, en effet, la largeur
linéaire (resp. la profondeur d’arbre) est égale a la plus petite valeur prise par w(H) — 1 parmi
toutes les complétions en graphe d’intervalles (resp. graphe trivialement parfait) H de G.

2.2 Complexité paramétrée

Dans cette section nous définissons formellement des notions centrales de complexité paramétrée
qui sont utiles tout au long de ce document. Nous commencons par présenter les problémes fixed-
parameter tractable et les classes de complexité paramétrée, ensuite nous présentons les algorithmes
de noyau et nous finissons par la présentation du théoréme de Courcelle qui permet d’obtenir des
algorithmes fixed-parameter tractable pour des graphes de largeur arborescente bornée. Pour plus
de détails, nous renvoyons le lecteur au livre de Downey et Fellows [51] pour des notions générales
de complexité paramétrée, et au livre de Fomin et al. [68] pour un apergu plus général sur les
algorithmes de noyau.

Définition 2.1. Un probléme paramétré est un langage L C ¥* x N oit X est un alphabet fini.
Pour une instance (z,k) € £* x N, k est appelé le paramétre.

Tout au long de cette section, nous utiliserons le probléme VERTEX COVER comme exemple
pour illustrer les différentes notions introduites. Ce probléme correspond au langage de 'ensemble
des graphes qui admettent une couverture de sommets de taille au plus k. Nous le définissons
comme suit :

VERTEX COVER

Entrée : Un graphe G = (V, E), un paramétre k € N.
Question : Existe-t-il une couverture par sommets S de G de taille au plus k ?

2.2.1 Classes de complexité paramétrée

Définition 2.2. Un probléme paramétré est fized-parameter tractable s’il existe un algorithme qui
décide si (x, k) € L en temps f(k)-|z|°™1), ot f est une fonction calculable. La classe de complexité
contenant tous les problémes fixed-parameter tractable est appelée FPT.

Une classe de complexité paramétrée plus grande est la classe XP qui contient tous les problémes
qui peuvent étre décidés en temps f(k)-|x|9%), ott f et g sont des fonctions calculables. Cette classe
correspond aux problémes dits polynomial par tranche, c’est-a-dire les problémes pour lesquels il
existe un algorithme polynomial pour les résoudre pour chaque valeur de k, mais dont le polynéme
peut étre différent pour chaque valeur de k.

Nous présentons a présent un exemple d’algorithme FPT pour VERTEX COVER. Par définition,
toute aréte d’un graphe G a au moins une de ses extrémités dans une couverture par sommets de G.
Cette propriété permet de définir un algorithme FPT simple pour ce probléme. Soit I'algorithme
VC(G, k), qui renvoie vrai si le graphe G a une couverture par sommets de taille au plus k, faux
sinon. Nous pouvons le définir comme suit :

Algorithme 1 : VC(G, k)

si G ne contient aucune aréte alors
| renvoyer « vrai »

si k =0 et G contient une aréte alors
| renvoyer « faux »
Choisir {u,v} € E(G)
renvoyer VC(G \ {u},k —1) VVC(G\ {v},k—1)

Analysons maintenant le temps d’exécution de cet algorithme. Soit T'(n, k) le temps d’exécution
de VC(G, k), si k =0, nous avons T'(n,0) = poly(n), sinon

T(n,k) <2-T(n—1,k— 1)+ poly(n).
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Vu que k < n (autrement la réponse est triviale), nous avons : T'(n,k) < 2% - poly(n). Ainsi
cet algorithme est bien FPT. Nous présenterons des outils pour analyser le temps d’exécution
d’algorithmes de branchement de maniére plus détaillée dans la section 2.3.

Certains problémes paramétrés sont conjecturés comme n’étant pas FPT, et plus encore, il
semblerait qu’il y ait différents niveaux de difficultés de complexité paramétrée. Par exemple les
problémes INDEPENDENT SET ou DOMINATING SET sont conjecturés comme n’étant pas FPT,
de plus le second serait plus difficile que le premier. Pour comparer la difficulté de problémes
paramétrés, la notion classique de réduction d’un probléme (non paramétré) a un autre peut étre
adaptée. Soit L et L' deux problémes paramétrés, une réduction paramétrée de L a L’ est un
algorithme prenant (z,k) € L en entrée et qui renvoie une instance (', k') de L' tel que :

1. (z,k) € L si et seulement si (z/, k") € L',
2. k' < g(k) pour une fonction calculable g,
3. son temps d’exécution est f(k) - |2|°() ot f est une fonction calculable.

Pour classifier les problémes paramétrés, Downey et Fellows [51] ont introduit la notion de W-
hiérarchie. Informellement, W[0] correspond a la classe FPT, W1] correspond aux problémes
qui peuvent se réduire depuis INDEPENDENT SET paramétré par la taille de la solution, W/2]
correspond aux problémes qui peuvent se réduire depuis DOMINATING SET paramétré par la taille
de la solution.

Plus formellement, un probléme paramétré L est dans Wt] si toute instance (x, k) peut étre
réduite en temps FPT a un circuit booléen C de profondeur constante (indépendante de 'entrée),
de « weft » au plus ¢ et tel que (z,k) € L si et seulement s’il existe une assignation satisfaisante
assignant 1 a exactement k entrées. La « weft » d’un circuit est le nombre maximum de portes
ayant plus de deux arcs entrants, situées sur un méme chemin d’une entrée vers la sortie. Nous
avons :

FPTCW[]CW[2 CW[]3]C---CXP

Ces inclusions sont conjecturées comme étant strictes. Ainsi, qu’un probléme soit W[1]-difficile est
un fort indicateur qu’il ne soit pas FPT.

Nous terminons en rappelant qu’un probléme non paramétré a autant de versions paramétrées
qu’il existe de parameétres différents. Il existe de nombreux parameétres, comme par exemple la taille
de la solution. C’est notamment le paramétre qui est majoritairement utilisé pour des problémes
de modification de graphes. D’autres paramétres liés & la structure du graphe peuvent aussi étre
considérés comme par exemple le degré maximum, la largeur arborescente, la largeur linéaire, la
profondeur d’arbre, la taille de la couverture par sommets minimum ou bien la somme de plusieurs
paramétres. Le théoréme de Courcelle, présenté dans la section 2.2.3 montre qu’une grande partie
de problémes classiques des graphes sont FPT quand ils sont paramétrés par la largeur arborescente
du graphe en entrée. Ce théoréme permet de montrer en particulier que INDEPENDENT SET et
DoMINATING SET sont FPT quand ils sont paramétrés par la largeur arborescente. Cela nous
permet de remarquer que ’appartenance d’un probléme & une classe de complexité paramétrée
dépend de son paramétrage.

2.2.2 Algorithme de noyau

Définition 2.3. Un algorithme de noyau, ou plus simplement un noyau, pour un probléme
paramétré L est un algorithme qui prend en entrée une instance (x,k) et retourne une instance
(2, k') en temps polynomial en |x| + k tel que :

(z,k) € L < («',K) € L) et |2'|, k" < h(k),

ou h est une fonction calculable. La fonction h est appelée la taille du noyau, si h est polynomiale
alors le noyau est dit polynomial.
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Un noyau est usuellement présenté sous la forme d’un ensemble de régles de réduction, permet-
tant de réduire I'instance en entrée & une instance équivalente. Informellement, elles permettent la
simplification de la structure de I'entrée. Cette réduction est le plus souvent liée & une diminution
de la taille de I'entrée et du parameétre, mais il arrive dans certains cas qu’une régle augmente leur
taille si cela permet d’obtenir des propriétés intéressantes sur la nouvelle instance.

Définition 2.4 (streté¢). Une régle de réduction prenant en entrée une instance (, k) et produisant
en sortie une instance réduite (z’, k') est sdre pour un probléme paramétré L si :

(v, k) € L& (2/,k') € L.

Un ensemble de régles est dit étre appliqué exhaustivement sur une instance si aucune des
régles de cet ensemble ne peut étre appliquée sur linstance réduite. Algorithmiquement, cela
revient généralement a appliquer une régle tant qu’elle est applicable. Cependant, les régles d’un
noyau doivent parfois étre appliquées dans un certain ordre pour garantir que le temps d’exécution
de I’algorithme soit polynomial.

La taille h(k) d’un noyau est définie par la taille maximum d’une instance positive réduite
exhaustivement par I’ensemble des régles. La preuve de la taille d’'un noyau consiste donc a
montrer cette taille maximum. Cela nous permet de conclure que si la taille d’une instance réduite
est plus grande que la taille h(k) du noyau, alors cette instance est nécessairement négative. Nous
pouvons donc définir la régle qui suit.

Reégle. Soit (z, k) une instance d’un probléme paramétré L réduite exhaustivement par un ensem-
ble de régles. Si |x| > h(k), alors renvoyer la plus petite instance (y,0) ¢ L.

Cette régle nous permet de borner la taille de toutes les instances, méme négatives. La preuve
de la taille d’un noyau correspond dans les faits & montrer la siireté de cette régle. Etant implicite,
nous ne mentionnons pas cette régle pour les algorithmes de noyaux que nous présentons.

La notion de noyau peut étre vue comme une définition alternative des algorithmes FPT comme
le montre le théoréme qui suit.

Théoréme 2.1 ([30]). Un probléeme paramétré admet un algorithme FPT si et seulement s’il admet
un noyau.

Preuve. Soit L un probléme paramétré, supposons qu’il admet un noyau s’exécutant en temps
polynomial (|z| 4+ k)¢ pour une instance (z, k) et une constante c. Soit f(k) la taille de I'instance
(2, k') réduite par le noyau. Appliquer un algorithme de décision pour décider si (z/,%k') € L
prend un temps g(|z’|) < g(f(k)) pour une certaine fonction g. Ainsi il est possible de décider si
(z,k) € L en temps g(f(k)) - (|z] + k)© et donc le probléme L est FPT.

Supposons maintenant qu’il existe un algorithme décidant si (z, k) € L en temps f(k)-|z|¢ pour
une certaine fonction f et une constante c. Si |z| < f(k) alors renvoyer (x,k). Sinon |z| > f(k),
appliquer 'algorithme FPT sur I'instance, il s’exécute en temps polynomial f(k) - |x|¢ < |x|¢tL.
Si algorithme répond oui, renvoyer une instance positive de taille constante, sinon renvoyer une
instance négative de taille constante. Cette procédure correspond & un noyau de taille f(k) pour
le probléme L. O

Ce théoréme montre ’existence d’un noyau pour tout probléme FPT. Néanmoins le noyau qui
est construit dans la preuve est de taille exponentielle si le probléme est NP-difficile. Ainsi, étant
donné un probléme FPT, la question pertinente est de savoir s’il admet ou pas un noyau de taille
polynomiale.

Nous terminons cette sous-section par un exemple classique de noyau polynomial pour VERTEX
COVER. Il a été présenté de maniére informelle dans 'introduction de cette thése, nous le décrivons
formellement ici afin de présenter le formalisme que nous utilisons pour les noyaux.

Ce noyau se base sur deux régles intuitives (illustrées dans la figure 1.1). Soit (G = (V, E), k)
une instance de VERTEX COVER. La premieére régle découle de I'observation qu’aucune couverture
par sommets minimale ne contient de sommet isolé, en effet, ce sommet ne permet de couvrir
aucune aréte du graphe. Ainsi, la régle qui suit est trivialement stre.
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Reégle 2.1. Soit v un sommet isolé de G. Retirer le sommet v.

La seconde régle suit de 'observation que si un sommet v a un degré plus grand que k, alors
il doit étre contenu dans toute couverture par sommets de taille au plus k. En effet, si ce sommet
v n’est pas dans une telle couverture par sommets S, alors, tout son voisinage Ng(v) doit étre
contenu dans S, ce qui est une contradiction car |Ng(v)| > k et |S| < k.

Reégle 2.2. Soit v un sommet de degré au moins k+1 de G, retirer le sommet v de G et décrémenter
le paramétre k de 1.

La stireté des deux régles présentées est immédiate, néanmoins pour I’exemple nous montrons
formellement la streté de la régle 2.2.

Lemme 2.1. La regle 2.2 est stre.

Preuve. Soit (G, k) une instance de VERTEX COVER et soit (G \ {v}, k — 1) I'instance obtenue a
partir de (G, k) aprés Papplication de la régle 2.2. Nous devons montrer que (G, k) est une instance
positive si et seulement si (G \ {v},k — 1) est une instance positive.

Supposons d’abord que (G, k) est une instance positive du probléme, il existe .S une couverture
par sommets de taille au plus k& de G. Observons que le degré du sommet v dans G est au moins k+1
par définition de la régle, cela implique que v € S. Observons maintenant que ’ensemble S\ {v}
est une couverture par sommets du graphe G \ {v}, en effet les arétes de G’ sont exactement les
arétes de G qui n’étaient pas incidentes & v et sont donc toutes incidentes & un sommet de S\ {v}.
Nous pouvons conclure que S\ {v} est une couverture par sommets de taille k — 1 de G\ {v} et
donc que (G \ {v},k — 1) est une instance positive.

Supposons maintenant que (G \ {v}, k — 1) admette une couverture par sommets S’ de taille
au plus k — 1. Par définition toutes les arétes de G non incidentes a v sont incidentes a S’. Ainsi,
toutes les arétes de G sont incidentes a S’ U {v}, et donc (G, k) est une instance positive. En
conclusion nous avons montré que (G, k) est une instance positive si et seulement si (G\ {v},k—1)
I’est aussi, et donc que la régle 2.2 est sire.

Les deux régles présentées sont suffisantes pour monter 'existence d’un noyau avec k% + k
sommets pour VERTEX COVER.

Théoréme 2.2. VERTEX COVER admet un noyau avec k? + k sommets.

Preuve. Soit (G', k') une instance de VERTEX COVER obtenue & partir de (G, k) par Papplication
exhaustive des régles 2.1 et 2.2. Vu que les deux régles sont stires, (G', k') admet une couverture
par sommets de taille au plus k¥’ < k si et seulement (G, k) admet une couverture par sommets de
taille au plus k. Supposons que (G', k") est une instance positive de VERTEX COVER, c’est-a-dire
qu’il existe une couverture par sommets de G’ de taille au plus ¥’. Comme G’ a été réduit par
la régle 2.1, il ne contient pas de sommet isolé, ainsi, tout sommet de G’ est contenu dans ou
adjacent a une couverture par sommets. De plus, comme G’ a été réduit par la régle 2.2, chacun
de ses sommets est de degré au plus k’. Ainsi, une couverture par sommets de taille au plus &’
peut étre adjacente a au plus k' - ¥’ sommets. Nous pouvons donc conclure que G’ contient au plus
E' (K" +1) < k(k + 1) sommets, sinon (G’, k') serait une instance négative.

Finalement, nous pouvons constater que les régles 2.1 et 2.2 peuvent étre appliquées exhaus-
tivement a 'instance (G, k) en temps polynomial facilement, il suffit de calculer le degré de chacun
des sommets. O

Rappelons que si la taille d’une instance (G, K) de VERTEX COVER réduite par les régles 2.1
et 2.2 contient plus que k% + k sommets, alors cette instance est négative et peut étre simplement
remplacée par une instance triviallement négative (par exemple (Ko, 0)).

Remarque 2.1. Dans les problémes portant sur des graphes, la taille d’'un noyau est habituelle-
ment donnée qu’en fonction du nombre de sommets, sans prendre en compte le nombre d’arétes.
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2.2.3 Meéta-théorémes

De nombreux problémes classiques qui sont difficiles a résoudre sur des graphes quelconques, sont
en revanche faciles a résoudre sur les arbres. Cela est aussi souvent vérifié dans le cas des graphes
de « petite » largeur arborescente, cette derniére mesurant leur similitude avec des arbres. En
particulier, les propriétés des décompositions arborescentes de « petite » largeur peuvent étre
exploitées pour mettre au point des algorithmes efficaces. Un résultat majeur de théorie des graphes
est le théoréme de Courcelle [39], il garantit que toute propriété pouvant étre exprimée en logique
monadique du second ordre (abrégée MSOs) peut étre vérifiée en temps linéaire pour les graphes de
largeur arborescente bornée. Ce résultat est considéré comme un « méta-théoréme » car il permet
de résoudre toute une classe de problémes exprimés par une certaine logique, pour toute une classe
de graphes caractérisée par un paramétre structurel. Dans le cadre de la complexité paramétrée,
ce théoréme montre que tous les problémes exprimables en logique monadique du second ordre
sont FPT paramétrés par la largeur arborescente. Cette logique permet d’exprimer des problémes
de décision classiques tels que HAMILTONIAN CYCLE ou 3-COLORING, et nous verrons que ce
résultat s’adapte également & de nombreux problémes d’optimisation tels que VERTEX COVER et
DOMINATING SET. Dans cette section nous commengons par présenter MSOs et le théoréme de
Courcelle, puis nous présentons une version de ce théoréme étendue aux problémes d’optimisation.

Dans la logique du second ordre, il est possible de quantifier sur les prédicats. Dans la logique
monadique du second ordre des graphes (abrégée MSOs) cette quantification est restreinte aux
prédicats unaires. Les prédicats unaires correspondent a des sous-ensembles, ainsi, MSOs peut
étre vue comme 'extension de la logique du premier ordre dans laquelle il est possible de quantifier
sur des ensembles d’arétes ou de sommets. Cette logique est composée :

e Des connecteurs logiques V, A, =, & et =,
e De variables pour les sommets, les arétes, les ensembles de sommets et les ensembles d’arétes,
e Des quantificateurs V et 3 qui peuvent porter sur ces variables,
e Des relations :
— adj(u, v), ot u et v sont des variables de sommet et 'interprétation est que u et v sont

adjacents,

— inc(v,e), olt v est une variable de sommet et e une variable d’aréte et l'interprétation
est que v est incident a e,

— v € V', ol v est une variable de sommet et V'’ une variable d’ensemble de sommets,
— e € E’ ou e est une variable d’aréte et E’ une variable d’ensemble d’arétes,
— l’égalité de deux variables de méme nature.
Commencgons par observer qu’avec les relations d’appartenance, il est aisé de définir la relation
X' C X, ou X et X’ sont des variables d’ensembles. Cette logique permet d’exprimer de nom-

breuses propriétés classiques de graphe. Par exemple, la connexité d’un sous-graphe (V’, E’) de G
ot V'’ est une variable d’ensemble de sommets et E’ une variable d’ensemble d’arétes :

Connexe(V',E') = VX C V' VY C V'(Partition(X,Y, V') = Adjacent(X,Y, E))
Partition(X,Y, V') = VeeV'(zeXVzeY)A~(ze XAz €e€Y))
Adjacent(X,Y,E’) = 3z e X,Jy€Y,TJe € E'(inc(z,e) Ainc(y,e))

Ou bien la couverture des sommets du graphe par des ensembles de sommets Vq, V5, ...,V :
Couverture(V1,Va,..., Vi) = VeeV(@eVivVvezelWhV...xeV)

Les prédicats qui ont été présentés ici seront utilisés dans le chapitre 6. Nous présentons main-
tenant le théoréme de Courcelle [39] qui implique que tout probléme exprimable en MSOs est FPT
paramétré par la largeur arborescente du graphe d’entrée.
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Théoréme 2.3 (Courcelle [39]). Tout probleme exprimable en MSOsz peut étre résolu en temps
ftw) - n sur les graphes & n sommets et de largeur arborescente tw et ot f est une fonction
dépendant du probleme.

La preuve de ce théoréme fournit un algorithme qui prend en entrée un graphe et sa décom-
position arborescente (qui peut étre obtenue en temps f(tw) - O(n) [16, 92]) ainsi que la formule
MSO; correspondant au probléme, et calcule la solution. La complexité de cet algorithme dépend
de la largeur arborescente mais également de la formule MSOs, elle dépend donc du probléme.

Les problémes exprimables en MSOs; correspondent a des problémes de décision. Pour cou-
vrir un plus grand ensemble de problémes, Arnborg et Lagergren [8] proposent une preuve alter-
native au théoréme de Courcelle et montrent que des résultats similaires peuvent étre obtenus
pour une extension de la logique monadique du second ordre (abrégée EMSOs), permettant no-
tamment d’exprimer des problémes d’optimisation. Nous présentons une version simplifiée de
EMSOs, qui sera suffisante pour 'utilisation qu’on en fera dans ce document. Cette extension
peut étre définie comme des paires composées d’une formule MSOsy (X7, ..., X)) avec des vari-
ables d’ensembles X1, ..., X; libres et d’une fonction d’évaluation linéaire F(|X1|,...,|X;|) portant
sur les cardinaux des variables d’ensembles libres. Les problémes EMSO5 d’optimisation consistent
donc en la recherche d’une assignation des variables X7, ..., X, satisfaisant ¢(Xi,..., X)) tout en
minimisant ou maximisant I’évaluation de la fonction F'(|X1/,...,|X;|). Prenons comme exemple le
probléme MINIMUM VERTEX COVER, il correspond au probléme EMSOs,, qui cherche & minimiser
F(|S|) = |S| avec S veérifiant la propriété :

VertexCover(S) = Ve e E,3Jv € S,inc(v,e).

Additionnellement, dans la version du théoréme montrée par Arnborg et Lagergren il est permis
d’étiqueter un nombre fini de sommets ou d’arétes du graphe. Cela permet par exemple d’exprimer
la propriété que deux sommets s et ¢ fixés sont dans une méme composante connexe :

MCC() = 3V'CV,3E' C E(Connexe(V',E')Ase V' AteV’).

Le théoréme qui suit montre que le théoréme 2.3 se généralise & un grand nombre de problémes
d’optimisation. Précisons qu’une fonction d’évaluation est dite linéaire si elle est de la forme
F(X1|,..,| X)) = ao + 22:1 a;| X;| pour certaines valeurs ag,as,...,a; € R.

Théoréme 2.4 ([8]). Tout probléeme exprimable en un probléme EMSOqy d’optimisation, ot la
fonction d’évaluation est linéaire, peut étre résolu en temps f(tw) - n sur les graphes @ n sommets
et de largeur arborescente tw et ou f est une fonction dépendant du probléme.

La version plus générale de EMSO, présentée par Arnborg et Lagergren [8] permet notamment
aux fonctions d’évaluation de prendre en compte des poids sur les sommets et les arétes du graphe.
Ils montrent aussi un théoréme similaire pour une classe de fonction d’évaluation plus générale,
mais ol le temps de résolution est de la forme f(tw) - poly(n).

Nous utilisons le théoréme 2.4 dans le chapitre 6, ot nous montrons que le probléme ISOMETRIC
Parn CoVvER WITH TERMINALS peut se réduire a un probléme EMSOs d’optimisation et ainsi
montrer qu’il est FPT.

2.3 Analyse de processus de branchement

Les processus de branchement sont fondamentaux et se retrouvent a la fois pour le développement
d’algorithmes (notamment paramétrés), ou bien pour analyser des structures arborescentes. Nous
présentons dans cette section des techniques classiques pour I'analyse de processus de branchement,
en nous basant sur le livre de Fomin et Kratsch [66, Chapitre 2.

Pour résoudre un probléme, un algorithme de branchement va brancher sur des sous-problémes,
les résoudre récursivement, puis combiner leurs solutions en une solution du probléme initial. Un
tel algorithme peut étre décrit par un ensemble de régles de branchement et de régles d’arrét. Les
régles de branchement réduisent le probléme en différents sous-problémes plus petits. L’exécution
d’un algorithme de branchement peut étre caractérisée par un arbre de recherche, dont chaque
noeud correspond a un probléme (la racine étant le probléme initial) et ses fils aux sous-problémes
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créés par une régle de branchement. Si pour chaque noeud, le temps d’exécution pour appliquer
la régle est borné par f(n), ot n est la taille de l'entrée, alors le temps d’exécution de 'algorithme
peut étre borné par |[V(T)|- f(n). Ainsi pour analyser le temps d’exécution de ces algorithmes, il
est nécessaire de savoir borner la taille de leurs arbres de recherche.

Soit T'(k) le nombre maximum de feuilles d'un arbre de recherche sur une entrée avec un
parameétre k pour un certain algorithme de branchement. Pour borner T'(k) lapproche générale
est d’analyser les différentes régles de branchement indépendamment. Soit R une régle qui branche
en r > 2 sous-problémes de paramétres k — t1,k — ta, ...,k — t,.. Nous appelons (t1,t2,...,t,) le
vecteur de branchement de la régle R. Pour toute valeur de k suffisamment grande, nous pouvons
en déduire la récurrence linéaire suivante :

Tk)<T(k—t1)+T(k—ta)+---+T(k—t).
La solution d’une telle récurrence est de la forme T'(k) = ¥
est I'unique solution réelle positive de I’équation :

ou «, appelé facteur de branchement,

Ainsi, si seule la régle R est appliquée, le nombre de feuilles de 'arbre de recherche est O(a).
Par exemple, dans le cas de ’algorithme pour VERTEX COVER dans la section 2.2.1, la régle
branche en deux sous-problémes de paramétre k — 1, elle a donc pour vecteur de branchement
(1,1). La racine réelle positive de ¥ —22F~1 = 0 est 2, nous en concluons que I’arbre de recherche
a O(2F) feuilles.

Maintenant, si plusieurs régles peuvent étre appliquées, vu que nous cherchons une borne
supérieure & T'(k), il est suffisant de considérer uniquement la régle avec le plus grand facteur
de branchement. Nous en déduisons donc le théoréme qui suit.

Théoréme 2.5 ([66]). Soit un algorithme de branchement A avec les régles R1, Rs, ..., Ry. Soit
«; le facteur de branchement de la régle R;. Le nombre de feuilles de l’arbre de recherche de A est
O(a¥*) ot a = maxigi<q -

Dans I'introduction de ce document, nous avons présenté un algorithme, proposé par Cai [28],
pour résoudre les problémes de modification de graphes vers des classes de graphes héréditaires
qui peuvent étre caractérisées par une famille finie d’obstructions. Le principe de l'algorithme
est simple : tant que le graphe contient une obstruction, nous branchons sur 'ensemble (fini) des
possibilités pour détruire cette obstruction avec les opérations disponibles. Rappelons qu’au plus
k modifications sont autorisées. Pour chaque obstruction H; il existe une régle R;, qui branche sur
d; sous-problémes de parameétre k — 1. Ainsi le facteur de branchement «; de chaque régle est égal
a d;, la racine réelle de zF — d;z~! = 0. Nous pouvons donc conclure, & Paide du théoréme 2.5,
que I'arbre de recherche a O(d*) feuilles ott d = max;d;. Vu qu’il est possible de détecter la
présence d’une obstruction dans un graphe en temps polynomial, I’algorithme s’exécute en temps
O(d*) - poly(n) et est donc bien FPT.

Les outils présentés dans cette section sont usuellement utilisés pour de ’analyse d’algorithmes
de branchement. Néanmoins, dans ce document nous les utilisons dans le chapitre 6 pour borner
la taille d’arbres respectant certaines régles de branchement.
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Partie 1

Noyaux pour la modification d’arétes
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Chapitre 3

Introduction et généralités

Nous commencons ce chapitre en présentant les résultats connus pour les noyaux de modification
d’arétes vers des sous-classes des graphes cordaux et autres classes de graphes proches. Nous
présenterons ensuite des techniques classiques pour élaborer des noyaux pour des problémes de
modification d’arétes. Enfin nous présenterons ’approche que nous utilisons pour mettre au point
les noyaux qui seront présentés dans le reste de cette partie.

Un des premiers noyaux que l'on trouve dans la littérature est un noyau pour MINIMUM FILL-
IN [84], qui est le probléme de la complétion vers les graphes cordaux. Kaplan et al. [84] ont
défini le noyau et ont montré une borne O(k?®) sur sa taille, une analyse plus fine proposée par
Natanzon et al. [115] a ensuite montré que la taille du noyau pouvait étre bornée & O(k?) sommets.
Depuis lors, de nombreux noyaux polynomiaux pour des problémes de modification d’arétes ont été
proposés. La table 3.1 liste les noyaux connus pour des sous-classes de graphes cordaux et autres
classes proches. Cette table s’appuie en grande partie sur I’étude de Crespelle et al. [41]. Notons
que la plupart des classes listées sont présentées dans le diagramme de classes de la figure 2.4.
Nous rappelons que la taille des noyaux désigne le nombre de sommets d’une instance réduite, sans
prendre en compte le nombre d’arétes.

La plupart des problémes de modification d’arétes sont NP-complets, & ’exception de certaines
classes dont la structure est simple. C’est le cas notamment pour la complétion en foréts d’étoiles
ou de chemins ou la réponse est trivialement « oui » ou « non », en effet ajouter des arétes ne
permet pas de faire devenir un graphe une forét s’il ne ’était pas déja. Encore pour la complétion,
le probléme est facile pour les graphes cluster et les graphes bloc, en effet il suffit d’ajouter toutes les
arétes manquantes aux composantes connexes et biconnexes, respectivement, pour les transformer
en cliques. Enfin, de maniére surprenante, le probléme est polynomial pour 1’édition vers les
graphes split [78], alors que dans la version complétion et délétion le probléme est difficile [114].

Observons que pour une classe trés restreinte, a savoir les graphes composés d’une clique et d’un
indépendant, il a été récemment montré qu'il existe un noyau avec O(k/logk) sommets [10], qui
est & notre connaissance le seul noyau avec un nombre sous-linéaire de sommets pour les problémes
de modification d’arétes.

Nous pouvons mentionner un noyau de taille O(k?®) pour le probléme FLIP CONSENSUS TREE
mountré par Komusiewicz et Uhlmann [91]. Ce probléme revient au probléme de I’édition vers des
graphes bipartis G = (V = V., UV,, E) (V. et V, forment des indépendants) ou les voisinages des
sommets de V. forment une famille laminaire. Bien que ces graphes ne soient pas cordaux, ils sont
proches des graphes trivialement parfaits et des graphes chaines. De plus, ’approche utilisée pour
définir le noyau pour P'édition vers ces graphes dans [91] est trés proche de celle que nous utilisons
pour le noyau des graphes trivialement parfaits.

Nous pouvons observer que rares sont les noyaux polynomiaux connus pour des familles de
graphes caractérisées par des ensembles infinis d’obstructions. Rappelons que dans le cas de la
complétion, les trous se comportent comme une famille finie d’obstructions. En effet, tout trou
de longueur au moins k + 4 nécessite au moins k£ + 1 ajouts d’arétes pour étre rendu cordal, ce
qui n’est pas possible pour une complétion de taille k. Ainsi les seules familles caractérisées par
des ensembles infinis d’obstructions qui admettent un noyau polynomial sont, dans le cas édition
et délétion seulement, les graphes blocs, les graphes 3-leaf power, les graphes strictement cordaux
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Classe Complétion Délétion Edition
Cordal O(k?) [84, 115] Ouvert Ouvert
Cographe O(k3) [75] O(K3?) [75] O(k?logk) [43]
Trivialement parfait O(k?) [10] [57] [57]
Threshold O(k?) [52] O(k?) [52] O(k?) [52]
Co-chaine O(k?) [14] O(k?) [52] O(k?) |52]
Split O(k) [10] O(k) [10] P |78

Cluster P 2k [10] 2k [32, 37]
Forét d’étoiles P 4k [10] 4k [10]

Forét de chemins P 9k [63] 9k [63]

Clique + Indépendant p O(k/logk) [10] 2k [41, Table 1]
Bloc P [58] [58]
3-leaf power O(k3) [13] O(K?) [13] O(K®) [13]
4-leaf power Ouvert Ouvert Ouvert
Strictement cordal [60] [60] [60]
Intervalles Ouvert Ouvert Ouvert
Intervalles propres O(k3) [14] Ouvert Ouvert
Distances héréditaires Ouvert Ouvert Ouvert
Ptolémaique O(k*) [42] Ouvert Ouvert

Table 3.1: Liste des tailles des noyaux polynomiaux connus pour les trois problémes de modification
d’arétes vers des sous-classes des graphes cordaux et autres classes proches. P signifie que le
probléme est polynomial & résoudre. Les contributions réalisées au cours de cette thése sont
indiquées en

ainsi que les foréts de chemins. L’existence de noyau polynomial reste ouverte pour des classes
caractérisées par des ensembles infinis d’obstructions, telles que les graphes d’intervalles, les graphes
distances héréditaires ou les graphes cordaux.

3.1 Reégles de réduction classiques

Nous présentons dans cette section des régles de réduction classiques qui seront pour certaines
cruciales pour définir nos noyaux. Nous commengons avec une régle qui permet de supprimer
toutes les composantes connexes appartenant déja a la classe de graphes cible.

Reégle 3.1. Soit C' une composante connexe de G telle que C est dans la classe de graphes G.
Retirer les sommets de C.

Lemme 3.1. La regle 3.1 est sire pour G-EDITION (resp. G-COMPLETION, G-DELETION) ot G
est une classe de graphes héréditaire close par union disjointe.

Preuve. Nous montrons le lemme pour 1’édition, les méme arguments peuvent étre appliqués pour
les problémes de complétion et délétion.

Soit une instance (G, k) et (G', k) Vinstance réduite obtenue par I'application de la régle 3.1.
Nous montrons que (G, k) est une instance positive de G-EDITION si et seulement si (G, k) est
une instance positive de G-EDITION. Puisque G’ est un sous-graphe induit de G et que G est
héréditaire, toute k-édition de G est aussi une k-édition de G”.

Supposons maintenant que G’ admette une k-édition F’ et soit H' = G’ AF’, nous montrons
que F’ est une k-édition de G. Soit C' la composante connexe retirée par la régle 3.1. Rappelons
que C est dans la classe de graphes G. Puisque G est close par union disjointe, le graphe H résultant
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de 'union de H’ et C est dans G. De plus H = GAF’ par construction. Nous concluons que F’
est une k-édition de G. O

Nous présentons maintenant un lemme de Bessy et al. [13] sur les éditions, complétions et
délétions dans les classes de graphes héréditaires closes pour l'ajout de vrais jumeaux. Il montre
que pour ces classes, il existe toujours une édition optimale qui édite de la méme maniére tous les
sommets d’une clique critique.

Lemme 3.2 ([13]). Soit G une classe de graphes héréditaire close pour lajout de vrais jumeau.
Pour tout graphe G = (V, E), il existe une édition (resp. complétion, délétion) optimale F en un
graphe H = GAF (resp. H=G+ F, H=G—F) de G telle que toute clique critique de G est un
module clique de H.

Preuve. Nous prouvons le lemme pour 1’édition, les méme arguments peuvent étre appliqués pour
les problémes de complétion et délétion.

Soit F' une édition optimale de G en un graphe de G, nous allons construire une édition optimale
F* de G en un graphe de G qui respecte I’énoncé du lemme. Soit K une clique critique de G et
soit v un sommet de K contenu dans un nombre minimum de paires de F'. Considérons le graphe
H, =G\ (K\{v}), qui appartient & G par hérédité. Considérons maintenant le graphe H' obtenu
a partir de H,, en rajoutant les sommets de K \ {v} en tant que vrais jumeaux de v. Ce graphe est
dans G car cette classe est close pour 'ajout de vrais jumeaux. Observons que K est un module
clique dans H’ (mais n’est pas nécessairement maximal). Soit F’ I’édition telle que H' = GAF’,
par le choix de v nous avons que |F’| < |F| donc F’ est optimale.

En appliquant ce processus sur chacune des cliques critiques de G, nous pouvons obtenir une
édition optimale F* de G en un graphe de G telle que toute clique critique de G est un module
clique dans H = GAF. O

Une édition, complétion ou délétion qui respecte le lemme 3.2 est dite homogéne. Observons
que pour une édition homogeéne F de G, pour toute paire de cliques critiques K et K’ de G, soit
(K x K') C Fsoit (KxK)nF=4.

Remarque 3.1. Dans le reste de ce document, nous supposons que toutes les éditions (resp.
complétions, délétions) pour les classes de graphes héréditaires closes pour 'ajout de vrais jumeaux
sont homogeénes.

Cette propriété sur les classes de graphes que nous considérons nous permet aussi de montrer
la streté de la régle suivante, qui est cruciale pour nos algorithmes de noyaux.

Reégle 3.2. Soit K C V une clique critique de G telle que |K| > k + 1. Retirer |K| — (k + 1)
sommets de K.

Lemme 3.3 ([13]). La regle 3.2 est sire pour G-EDITION (resp. G-COMPLETION, G-DELETION)
o G est une classe de graphes héréditaire close pour l'ajout de vrais jumeauz.

Preuve. Nous montrons le lemme pour I’édition, les méme arguments peuvent étre appliqués pour
les problémes de complétion et délétion.

Soit une instance (G, k) et (G, k) I'instance réduite obtenue par I’application de la regle 3.2.
Nous montrons que (G, k) est une instance positive de G-EDITION si et seulement si (G, k) est
une instance positive de G-EDITION. Puisque G’ est un sous-graphe induit de G et que G est
héréditaire, toute k-édition de G est aussi une k-édition de G”.

Supposons maintenant que G’ admette une k-édition F’ et soit H' = G’ AF’, nous montrons
que F’ est une k-édition de G. Soit K’ les sommets de K qui n’ont pas été retirés par la ré-
gle 3.2. Observons que K’ est une clique module de H' (rappelons que nous supposons que F’
est homogeéne). Soit H le graphe obtenu a partir de H' en rajoutant les sommets de K \ K’ en
tant que vrais jumeaux des sommets de K’. Ce graphe est dans G car cette classe est close pour
lajout de vrais jumeaux. Puisque |F'| < k et que |K’| > k nous en déduisons que F’ n’affecte
aucun sommet de K’ sinon |F’| > k. Par conséquent F’ est I’édition telle que H = GAF’. Nous
déduisons que F” est une k-édition de G en un graphe de G, ce qui conclut la preuve du lemme. [
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Remarquons que si la classe de graphes est close pour 'ajout de fauz jumeaux, alors une version
de cette régle portant sur les indépendant critiques (modules indépendants maximaux) peut étre
utilisée. Cette version de la régle a été montrée indépendamment de la version vrais jumeaux par
Komusiewicz et Uhlmann [91].

Le lemme qui suit est une conséquence immédiate de la régle 3.2. Il nous permet de borner
simplement le nombre de sommets contenus dans les cliques critiques qui contiennent des sommets
affectés par une k-édition. Notons que ce lemme est aussi vérifié dans le cas de la complétion et
de la délétion.

Lemme 3.4. Soit (G, k) une instance de G-EDITION réduite par la régle 3.2 et F' une k-édition de
G wvers la classe G. Alors le nombre de sommets contenus dans des cliques critiques affectées de

H = GAF est borné par O(k?).

Preuve. Le graphe H contient au plus 2k sommets affectés par F' et donc contient au plus 2k
cliques critiques affectées par F'. Chacune de ces cliques critiques contient au plus k + 1 sommets
non affectés, en effet, ces sommets forment un module clique de G qui a été réduit par la regle 3.2.
Ainsi, les cliques critiques affectées de H contiennent au total 2k(k + 1) + 2k sommets. O

Nous terminons en présentant une régle classique pour les algorithmes de noyaux, qui porte
sur les tournesols (sunflower). Un tournesol F avec r pétales et un centre Y est une collection
d’ensembles non vides {S1,...,S5,} telle que S; N S; = Y pour tout ¢ # j. Une régle dite de
tournesol pour un probléme de modification d’arétes est de la forme suivante :

Reégle 3.3. Soit (G, k) une instance de G-EDITION et soit F = {S1,...,.S;} un tournesol de centre
{u,v} avec r > k. Si Si,...,S, sont des obstructions de la classe de graphes G, alors réduire
I'instance & (GA{{u,v}}, k —1).

Observons que cette régle est stire. En particulier, la paire {u, v} doit étre dans toute k-édition
de G vers la classe G. En effet, une édition doit contenir au moins une paire de sommets de chaque
obstruction du graphe initial. Ainsi, pour une k-édition F' de G vers la classe G, si {u,v} ¢ F,
pour chacune des obstructions S;, il existe deux sommets x,y € S; tels que {x,y} € F. Puisque
S; N S; = {u,v} pour tout ¢ # j, cela implique |F| > r > k, ce qui est une contradiction. Nous
pouvons conclure que F' doit contenir la paire {u, v}.

Dans les noyaux que nous présentons dans les chapitres 4 et 5, I'utilisation de régles de tournesol
n’est pas nécessaire pour obtenir les bornes sur la taille de ces noyaux. Cependant, d’un point de vue
pratique, s’il fallait implémenter les algorithmes, il serait intéressant de s’en servir afin d’obtenir
un noyau plus compact. Cette régle permet notamment de diminuer la taille du paramétre, ce
qui est particuliérement intéressant puisque les algorithmes FPT, qui sont utilisés pour résoudre
une instance réduite par un noyau, ont une dépendance exponentielle en le paramétre. Notons
néanmoins que cette régle n’est pas intrinséquement polynomiale par sa définition, mais il est
souvent possible d’en trouver des déclinaisons polynomiales.

3.2 Reconnaissance et application polynomiale

Dans cette section nous abordons en premier la reconnaissance des classes de graphes en temps
polynomial. Nous présentons ensuite la notion de décomposition modulaire et montrons que les
régles 3.1 et 3.2 introduites dans la section précédente peuvent étre appliquées de maniére exhaus-
tive en temps polynomial. Toutefois, tout au long de cette partie du document qui porte sur les
noyaux, nous n’attachons pas une importance particuliére a l'efficacité de nos algorithmes, pourvu
qu’ils soient polynomiaux (tous nos efforts seront concentrés en revanche pour minimiser la taille
des noyaux).

Dans les noyaux pour les problémes de modifications de graphes, une des idées principale est
de réduire les « parties » des graphes qui appartiennent déja a la classe de graphes cible. C’est par
exemple le cas de la régle 3.1. Il est donc essentiel de pouvoir reconnaitre une classe de graphes G
donnée (c’est-a-dire vérifier 'appartenance d’un graphe a G) en temps polynomial.

Pour détecter la présence d’un sous-graphe induit de taille d dans un graphe, une approche
naive consiste en tester tous les ensembles de d sommets du graphe, ce qui prend un temps O(n?).
Avec cette approche, si une classe de graphes est caractérisée par une famille finie d’obstructions il
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est possible de tester ’appartenance d’un graphe G a cette derniére en temps polynomial. En effet,
il suffit de vérifier la présence ou non de chacune des obstructions dans G. Néanmoins il existe en
général des algorithmes plus efficaces pour tester ’appartenance a ces classes de graphes. Notons
que les classes de graphes que nous avons présentées dans la section 2.1.2 peuvent étre reconnues
pour la plupart en temps linéaire, sinon en temps polynomial. Par exemple les graphes cordaux
et les graphes d’intervalles peuvent étre reconnus en temps linéaire [77, 119]. Il a été récemment
montré que les r-leaf power peuvent étre reconnus en temps polynomial pour tout r fixé [96].

Décomposition modulaire Nous rappelons qu'un module M de G est un ensemble de sommets
qui ont le méme voisinage a Uextérieur de M, c’est-a-dire Ng(u) \ M = Ng(v) \ M pour tout
u,v € M. Un graphe peut contenir un nombre exponentiel de modules, c’est notamment le cas
de la clique ou tout sous-ensemble de sommets est un module. Un module M est dit fort si pour
tout autre module M/, M NM' =@, M C M’ ou M’ C M. Notons que I’ensemble des modules
forts d’un graphe forment une famille laminaire. La décomposition modulaire correspond a l’arbre
d’inclusion des modules forts ou la racine est étiquetée par V et les feuilles par les singletons
{v},v € V. Cette décomposition peut &tre construite en temps O(n + m) [124].

Nous utilisons la décomposition modulaire pour montrer que des régles portant sur des modules
peuvent étre appliquées exhaustivement en temps polynomial. Nous pouvons observer que les
composantes connexes et les cliques critiques d’'un graphe sont des modules forts, il est donc
possible de les énumérer en temps polynomial. Ces observations impliquent le lemme suivant, qui
assure que les régles 3.1 et 3.2 peuvent étres appliquées en temps polynomial. Notons que les
composantes connexes peuvent aussi étre énumérées via des parcours en profondeur. Les cliques
critiques peuvent étre énumérées en partitionnant les sommets en fonction de leurs voisinages
fermés.

Lemme 3.5. La régle 3.1 peut étre appliquée en temps polynomial si la classe de graphes G peut
étre reconnue en temps polynomial. La régle 3.2 peut étre appliquée en temps polynomial pour toute
classe de graphes.

3.3 Approche par décomposition et sommets affectés

Dans cette section nous présentons ’approche que nous utilisons pour élaborer les noyaux qui
sont présentés dans cette partie, que nous appelons « décomposition et sommets affectés ». Cette
approche exploite la structure arborescente des classes de graphes que nous considérons. Elle se
base sur une observation simple mais cruciale, qui est qu’une édition de taille £k d’un graphe n’affecte
pas plus que 2k sommets de ce dernier. Sila classe de graphes est héréditaire, alors le graphe induit
par les sommets qui ne sont pas affectés appartient a la classe de graphes G cible. Dans un sens
cela veut dire qu'une « grande partie » du graphe appartient déja a la classe G. Seulement, nous
ne pouvons pas connaitre ces sommets affectés sans résoudre le probléme. Par conséquent pour
élaborer nos noyaux, nous supposons avoir une édition et, a ’aide d’une décomposition spécifique
a la classe de graphes considérée, nous étudions comment se structurent les sommets affectés par
rapport au reste du graphe. L’objectif est comprendre comment détecter et réduire, dans le graphe
initial, les parties qui seront affectées et les parties qui ne le seront pas.

Pour illustrer 'approche « décomposition et sommets affectés », nous prenons ’exemple du
noyau cubique pour le probléme 3-LEAF POWER EDITION présenté par Bessy et al. [13]. Com-
mengons par rappeler que les graphes 3-leaf power sont les graphes {trou, gemme, dard, taureau}-
free. Ils peuvent également étre caractérisés de maniére simple en fonction de leurs cliques critiques.
Rappelons que les cliques critiques sont des modules cliques maximaux, ce sont aussi des ensembles
de vrais jumeaux maximaux. Remarquons que l'ensemble K(G) des cliques critiques d’un graphe
G partitionne son ensemble de sommets, cela permet de définir le graphe des cliques critiques.

Définition 3.1 (Graphe des cliques critiques). Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe des cliques
critiques de G est le graphe C(G) = (K(G), E¢) avec Ec = {KK' |Vu € K,Yv € K',uv € E}.

Théoréme 3.1 ([23]). Un graphe est 3-leaf power si et seulement si son graphe des cliques critiques
est une forét.
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C’est sur le graphe des cliques critiques que repose la preuve de la taille de leur noyau. Con-
sidérons une instance positive (G = (V, E), k) de 3-LEAF POWER EDITION, F' une k-édition de G
et soit H = GAF. Le graphe G n’est pas 3-leaf power, donc C(G) n’est pas un arbre, néanmoins
C(H) en est un (illustré dans la figure 3.1). Puisque F est de taille au plus k, il existe au plus
2k cliques critiques de C(H) qui contiennent des sommets affectés. Soit A ces cliques critiques
et T le sous-arbre connexe minimal de C(H) qui couvre les cliques critiques de A. Notons que
nous supposons ici que H est connexe, s’il ne I’était pas il suffirait d’appliquer le raisonnement sur
chacune des composantes connexes. Définissons A’ comme I’ensemble des cliques critiques de degré
au moins 3 dans T'. Considérer les cliques critiques de A’ nous permettra de simplifier ’analyse de
la taille de l'instance. Puisque T est un arbre, |A'| < |A] < 2k.

O-0-0-0 %P

i

O e V(T)
OeA
O e (4\ A)
O Type 1

Figure 3.1: Tllustration de la structure du graphe des cliques critiques C(H). Notons que les
composantes de type 1 et type 2 n’ont pas encore été réduites.

Tout d’abord, les graphes 3-leaf power sont clos pour I’ajout de vrais jumeaux, ainsi la régle 3.2
est stire, ce qui permet de borner par k + 1 la taille de chacune des cliques critiques. Ainsi, avec le
lemme 3.4, nous pouvons conclure que les cliques critiques de A et A" contiennent O(k?) sommets.

Maintenant, il reste & borner la taille de C(H) \ (AU A’"). Observons que par le choix de A’,
les composantes connexes de ce graphe sont adjacentes & exactement zéro, une ou deux cliques
critiques de AU A’ dans C(H). De plus, ces composantes connexes induisent toutes des graphes
3-leaf power dans G puisqu’elles ne contiennent pas de sommets affectés par I’édition. Si une de
ces composantes connexes n’est adjacente a aucun sommet de AU A’ dans C(H ), alors elle induit
une composante connexe 3-leaf power dans le graphe initial. Dans ce cas, elle peut étre retirée
simplement & l'aide de la régle 3.1.

Considérons les composantes connexes de C(H)\ (AU A’) adjacentes & une méme clique critique
a de AUA’, nous les appelons composantes de type 1. A I’aide de régles de réduction portant sur des
sous-graphes 3-leaf power, Bessy et al. [13] montrent que le nombre de cliques critiques contenues
dans une composante de type 1 peut étre borné par O(k), et que cette composante contient donc
au total O(k?) sommets. Puisque |[AU A’| = O(k), les composantes de type 1 contiennent au total
O(k3) sommets.

Enfin, considérons les composantes connexes C(H) \ (AU A’) adjacentes a deux sommets de
AU A’ nous les appelons composantes de type 2. Une composante de type 2 contient le chemin
de T d’un sommet de AU A’ & un autre. Puisque T est un arbre il existe au plus |A U A’
composantes de type 2. Bessy et al. [13] montrent que le nombre de cliques critiques contenues
dans une composante de type 2 peut étre borné par O(1), composante qui contient donc au total
O(k) sommets. Puisque |A U A’| = O(k), les composantes de type 2 contiennent au total O(k?)
sommets. Cette analyse permet de montrer un noyau qui contient O(k?) sommets pour le probléme
3-LEAF POWER EDITION.
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L’approche par « décomposition et sommets affectés » que nous utilisons pour élaborer nos
algorithmes de noyaux est similaire a celle de Bessy et al. [13] que nous venons de présenter. Elle
s’adapte aux structures arborescentes spécifiques des sous-classes des graphes cordaux que nous
considérons, mais en suivant la méme démarche. Notamment, dans tous les noyaux que nous
présentons nous ferons apparaitre un sur-ensemble des « sacs affectés » (jouant les mémes roles
que les ensembles A et A’ ci-dessus), puis nous identifierons des parties du graphe dites de « type
1 » ou de « type 2 », au sens ou il s’agit des parties de la décomposition reliées & un ou deux
endroits a des sacs affectés. Le challenge est de comprendre comment les détecter et les réduire.

Dans le reste de cette section, nous présentons briévement divers problémes de modification
d’arétes pour lesquels des noyaux polynomiaux ont été élaborés en utilisant une approche « dé-
composition et sommets affectés ». Cependant précisons que cette approche n’a aucune définition
formelle, et dire qu’un noyau l’'utilise n’est qu'une appréciation de notre part, particuliérement
quand nous ne sommes pas a l’origine des noyaux en question.

Nous commengons avec les noyaux pour les problémes BLOCK GRAPH EDITION et STRICTLY
CHORDAL EDITION que nous présenterons dans le chapitre 5. Les graphes blocs peuvent étre vus
comme des arbres de cliques, les graphes strictement cordaux sont les graphes dont le graphe des
cliques critiques est un graphe bloc. En particulier nous montrerons que les graphes blocs, comme
les arbres, admettent un sous-graphe couvrant tous les sommets affectés qui posséde un nombre
linéaire en k de sommets de degré au moins 3. De plus, les régles de réduction que nous utilisons
pour les graphes strictement cordaux peuvent étre vues comme une généralisation de celles utilisées
par Bessy et al. [13] pour les graphes 3-leaf power.

Dans le chapitre 4, nous exploitons pour le probléme TRIVIALLY PERFECT EDITION une car-
actérisation des graphes trivialement parfaits, qui est la décomposition en clique universelle. Cette
décomposition correspond & un arbre enraciné étiqueté par des ensembles de sommets (qui sont des
cliques critiques), de plus les sommets d’un sac d’un noeud u sont adjacents & tous les sommets dans
les sacs des noeuds descendant de u. Nous montrerons également dans le chapitre que les régles que
nous utilisons pour les graphes trivialement parfaits peuvent étre adaptées de maniére immédiate
aux graphes threshold. Ces derniers sont une restriction des graphes trivialement parfaits ou la
décomposition en clique universelle est un chemin. Enfin nous pouvons également mentionner le
noyau pour le probléme FLIP CONSENSUS TREE, montré par Komusiewicz et Uhlmann [91]. Ce
probléme correspond a un probléme d’édition pour lequel la classe de graphes cible admet une
décomposition proche de la décomposition en clique universelle, a la différence que les sacs corre-
spondent & des indépendants critiques et que I’adjacence entre les sommets des sacs n’est qu’entre
les sommets internes et leurs feuilles descendantes.

Pour le probléme PROPER INTERVAL COMPLETION, Bessy et Perez [14] montrent un noyau avec
O(k3) sommets qui se base également sur une approche « décomposition et sommets affectés ». En
particulier, les sommets des graphes d’intervalles propres peuvent étre décomposés en un ensemble
de chemins de cliques qui partitionne les sommets du graphe de maniére a ce que les voisinages des
sommets d’une clique dans la clique consécutive soient fortement contraints : qu’ils forment une
famille imbriquée. La décomposition étant un ensemble de chemins, les cliques qui ne contiennent
pas de sommets affectés forment des sous-chemins qui peuvent étre adjacents a zéro, une ou deux
cliques affectées. Bessy et Perez montrent que la taille d’une clique qui contient des sommets
affectés, ainsi que les sous-chemins de cliques non affectés peuvent étre bornés.

Un exemple intéressant d’utilisation de ’approche « décomposition et sommets affectés » est
le cas du noyau polynomial pour le probléme PTOLEMAIC COMPLETION présenté par Crespelle et
al. [42]. Rappelons que les graphes ptolémaiques sont cordaux et distances héréditaires, de plus ils
sont une super-classe des graphes strictement cordaux. La différence ici est que la décomposition
qui est exploitée ne partitionne pas les sommets. Cette décomposition est le graphe des cliques
maximales et de leurs intersections, qui, dans le cas des graphes ptolémaliques, est un arbre.
Crespelle et al. réussissent en particulier & borner le nombre de sacs de la décomposition qui
contiennent des sommets affectés. De plus des structures de « type 1 » et de « type 2 » apparaissent
également dans les parties de la décomposition qui ne contiennent pas de sommets affectés.

Un dernier exemple est celui du le noyau avec O(k? log k) sommets pour le probléme COGRAPH
EDITION présenté Crespelle et al. [43]. Ce noyau exploite la caractérisation des cographes par les
coarbres. Pour tout cographe G = (V, E), il existe un arbre enraciné T' = (Vp, E7) tel que les
feuilles de T' correspondent aux sommets de G et que les noeuds internes sont étiquetés avec « U »
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et « ® ». De plus, deux sommets u,v € V sont adjacents dans G si et seulement si leur plus petit
ancétre commun dans T est un noeud étiqueté par « ® ». Un tel arbre est appelé un coarbre.
Pour borner la taille d’une instance réduite, Crespelle et al. utilisent le coarbre d’un graphe édité.
Les « parties affectées » du coarbre correspondent aux sommets affectés par 1’édition, ainsi que les
chemins dans I’'arbre entre chaque paire de sommets affectés. C’est en ¢a que leur approche est
semblable & I’approche « décomposition et sommets affectés ».

Pour terminer, mentionnons que d’autres approches sont utilisées dans la littérature. Pour
certains problémes, des régles de tournesol et des arguments combinatoires suffisent pour obtenir
des noyaux polynomiaux. Par exemple pour le probléme TRIVIALLY PERFECT COMPLETION,
une régle de tournesol ajoutant les non-arétes qui sont contenues dans k + 1 obstructions, ainsi
que la suppression des sommets qui ne sont dans aucune obstruction permet d’obtenir un noyau
avec O(k?) sommets [10]. Cependant, la régle supprimant les sommets qui ne sont dans aucune
obstruction n’est pas stire pour les versions délétion et édition de ce probléme. Une autre approche
est celle du modulateur, qui, informellement, est un sous-ensemble de sommets X tel que le graphe
G\ X appartient a la classe cible. L’objectif est donc de borner G \ X en prenant en compte
ses interactions avec les sommets de X. C’est notamment 'approche utilisée pour les noyaux
TRIVIALLY PERFECT EDITION [54] et THRESHOLD EDITION [52]. Nous estimons toutefois que
I’approche par « décomposition et sommets affectés » est trés générale et peut permettre d’obtenir
des noyaux plus compacts.
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Chapitre 4

Graphes trivialement parfaits

Dans ce chapitre nous présentons un noyau quadratique pour le probléme TRIVIALLY PERFECT
EDITION ainsi que ses variantes complétion et délétion. Les résultats présentés ici ont fait ’objet
de deux publications, une premiére avec Anthony Perez et Ioan Todinca [61] ot nous décrivions un
noyau avec O(k3) sommets. Plus récemment avec Anthony Perez [57] nous avons amélioré ce noyau
4 O(k?) sommets en analysant plus finement les structures introduites dans le premier article.

Les graphes trivialement parfaits, aussi connus sous le nom quasi-threshold sont les graphes
sans Cy ou Py comme sous-graphes induits. Ce sont aussi les graphes ot chaque sous-graphe induit
connexe contient un sommet universel, ¢’est-a-dire un sommet adjacent & tous les autres. La NP-
complétude des problémes de modification d’arétes vers les graphes trivialement parfaits a d’abord
été montrée pour les versions complétion et délétion [27, 121], celle de la version édition a été mon-
trée plus tardivement par Nastos et Gao [113]. Dans leur article Nastos et Gao mettent en évidence
les liens que les graphes trivialement parfaits ont avec certains types de réseaux sociaux. En parti-
culier ils montrent que ces graphes peuvent modéliser ce qu’ils appellent des « groupes familiaux »,
c’est-a-~dire des communautés présentant une structure hiérarchique (comme dans une famille ou
une entreprise). Le probléme TRIVIALLY PERFECT EDITION revient donc & mesurer la différence
d’un réseau social a une structure hiérarchique. Les graphes associés a des réseaux sociaux étant
trés grands, des heuristiques ont naturellement été étudiées, qu’elles soient approchées [21, 22] ou
exactes |73].

Concernant la complexité paramétrée de ces problémes, observons que le théoréme 1.1 implique
que le probléme TRIVIALLY PERFECT EDITION est FPT. Notons que pour TRIVIALLY PERFECT
DELETION il existe un algorithme qui prend un temps O(2.42%(n + m)) [101]. Concernant les
algorithmes de noyaux, pour TRIVIALLY PERFECT COMPLETION un noyau avec O(k3) sommets
avait été annoncé par Guo [76] mais la preuve n’a jamais été publiée. Un premier noyau avec
O(k") sommets a été montré par Drange et Pilipczuk [54] pour les trois versions du probléme.
Plus récemment un noyau avec O(k?) sommets pour la version complétion seulement a été montré
par Bathie et al. [10].

Structure du chapitre Nous présentons dans ce chapitre un noyau avec O(k?) sommets pour
TRIVIALLY PERFECT EDITION qui fonctionne aussi pour les variantes complétion et délétion.
Nous commencons dans la section 4.1 par donner quelques propriétés structurelles des graphes
trivialement parfaits ainsi que d’autres notions qui nous seront utiles. Ensuite dans la section 4.2
nous présentons notre noyau pour TRIVIALLY PERFECT EDITION, en donnant les régles et montrant
leur stireté, puis qu’elles peuvent étre appliquées en temps polynomial, et finissons par borner la
taille des instances réduites. Nous montrons dans la section 4.3 que le noyau présenté pour les
graphes trivialement parfaits peut étre aisément adapté pour le probléme THRESHOLD EDITION et
ses variantes complétion et délétion.
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4.1 Définitions et propriétés

Graphes trivialement parfaits Diverses caractérisations des graphes trivialement parfaits
sont connues, nous donnons dans ce qui suit celles utiles pour notre algorithme de noyau. Nous
rappelons que ce sont les graphes {Cy, Py }-free.

Proposition 4.1 ([129]). La classe des graphes trivialement parfaits peut étre définie récursivement
comme suit :

o un sommet seul est un graphe trivialement parfait,

e gjouter un sommet universel a un graphe trivialement parfait résulte en un graphe triviale-
ment parfait,

e ['union disjointe de deux graphes trivialement parfaits résulte en un graphe trivialement par-
fait.

Cette proposition implique notamment que les graphes trivialement parfaits sont clos par union
disjointe et pour I'ajout de vrais jumeaux. Elle implique également que tout sous-graphe induit
connexe d’un graphe trivialement parfait contient un sommet universel.

La structure que nous définissons maintenant, a savoir la décomposition en clique universelle
caractérise les graphes trivialement parfaits et est la structure centrale pour notre noyau. Elle est
illustrée dans la figure 4.1. Nous rappelons que la clique universelle d’un graphe est I’ensemble de
ses sommets universels.

Définition 4.1 (Décomposition en clique universelle, [53]). Une décomposition en clique uni-
verselle d'un graphe connexe G = (V, E) est une paire T = (T = (Vp, Er), B = {Bi}ievy) ou T est
un arbre enraciné et B est une partition de ’ensemble de sommets V' en sous-ensembles disjoints
non vides telle que :

e sivw € F et veE By, we By alors s et ¢t sont sur un méme chemin d’une feuille & la racine,
avec possiblement s = t,

e pour chaque noeud ¢t € Vi, 'ensemble B; de sommets est la clique universelle du sous-graphe
GlUsev (r,) Bsl, ot Ty désigne le sous arbre de 1" enraciné en ¢.

(®)
@__© & o
©® ©

Figure 4.1: Exemple d’un graphe trivialement parfait et sa décomposition en clique universelle.

Les sommets de T sont appelés noeuds de la décomposition, les ensembles de BB sont appelés
sacs. Nous abuserons parfois de la notation et identifierons les noeuds de T avec les sacs corre-
spondants dans B. Une maniére simple de comprendre la définition 4.1 est d’observer qu’une telle
décomposition peut étre obtenue en supprimant I’ensemble U des sommets universels de G, puis
en répétant récursivement ce processus sur chaque composante connexe de G\ U.

Rappelons que les cliques critiques sont des ensembles maximaux de vrais jumeaux. Nous
pouvons donc remarquer que chaque sac de la décomposition en clique universelle correspond &
une clique critique de G. De plus, remarquons que dans une décomposition en clique universelle,
chaque noeud t de T' qui n’est pas une feuille a au moins deux enfants, sinon B; ne contiendrait
pas tous les sommets universels de G[U ¢y (1, Bsl-

Lemme 4.1 ([53]). Un graphe conneze admet une décomposition en clique universelle si et seule-
ment sl est trivialement parfait. De plus, une telle décomposition est unique & isomorphisme
pres.
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Nous pouvons observer que construire une décomposition en clique universelle peut étre fait
en temps polynomial en identifiant de maniére itérative les cliques universelles et les composantes
connexes. Enfin, la définition 4.1 et le lemme 4.1 peuvent étre naturellement étendus aux graphes
trivialement parfaits non connexes, en considérant une forét enracinée au lieu d’un arbre enraciné.
Plus précisément, la décomposition en clique universelle d’un graphe non connexe G = (V, E)
est une forét enracinée de décompositions en clique universelle de ses composantes connexes. Un
tel graphe est donc trivialement parfait si et seulement s’il admet une décomposition en clique
universelle ayant la structure d’une forét enracinée.

Nous définissons une nouvelle caractérisation des graphes trivialement parfaits en terme de
cliques maximales et familles imbriquées, illustrée dans la figure 4.2.

Lemme 4.2. Soit G = (V,E) un graphe, S C V une cligue mazimale de G et K,...,K, les
composantes connezes de G\S. Le graphe G est trivialement parfait si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) G[SUV(K;)] est trivialement parfait pour tout 1 <1i < r,
(i) {Na(V(K;)) | 1<i<r} est une famille imbriguée,

(iii) les sommets de K; forment un module de G pour tout 1 < i < r.

S

/\

K, K> K3 Ky Ks K., K,

Figure 4.2: Nlustration du lemme 4.2, o1 S est une clique maximale et les K; sont des composantes
connexes trivialement parfaites de G \ S.

Preuve. Nous supposons que G est connexe, s’il ne 1’était pas, nous pourrions utiliser le méme
raisonnement pour chacune de ses composantes connexes (les sommets d’une composante connexe
forment un module avec un voisinage vide). Observons que si G est trivialement parfait, une clique
maximale de G correspond aux sommets contenus dans les sacs sur un chemin allant de la racine
a 'une des feuilles de la décomposition en clique universelle de G.

Nous commencons par supposer que G est un graphe trivialement parfait et soit S C V une
clique maximale de G. La condition (i) est trivialement vérifiée par hérédité des graphes triviale-
ment parfaits. Soit 7 = (T, B) la décomposition en clique universelle de G et p = (t1,...,%;) le
chemin allant de la racine de T' & 'une de ses feuilles tel que S = |, <i<1 Bt.- Observons que pour
chaque composante connexe K;, 1 < ¢ < r, nous pouvons trouver un sous-arbre T, de T tel que
V(K;) = USGV(Tm) B,, ot z est un enfant d’un noeud ¢; du chemin p. Il découle de la définition
d'une décomposition en clique universelle que pour v € V(K;), Na(v)\V(K:) = U, ¢,; Bt., donc
la condition (iii) est vérifice. De plus, cette observation implique que la famille {Ng(V(K;)) | 1 <
i < r}oest égale a la famille {U,¢,¢; Br, | 1 <4 < I} qui est imbriquée par définition. Ainsi la
condition (ii) est vérifiée.

Nous supposons maintenant que G est un graphe qui vérifie les conditions (i), (ii) et (iii).
Nous construisons la décomposition en clique universelle de G. Soit Ny, ..., N; les ensembles de
la famille imbriquée {Ng(K;) | 1 < i < r} avec Ny C --- C N;. De plus, définissons les cliques
Cy = Ny et C; = N; \ N;—q pour i € {2,...,1}. Les cliques C1,...,C) partitionnent S en cliques
critiques de G puisque les sommets de chaque K; forment un module et que par construction
Ng(Cp) C --- € Ng(Cy). Définissons le chemin p = {¢1,...,%} et a chaque noeud ¢; de p asso-
cions le sac By, = C;. Puisque K; est trivialement parfait, il admet une décomposition en clique
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universelle. Pour chaque K;, 1 <14 < r, prenons j € {1,...,{} tel que Ng(V(K;))=C1U---UC}
et attachons la racine de la décomposition universelle de K; au noeud ¢;. Ce processus aboutit &
la décomposition en clique universelle de G (dont la racine est t1), nous pouvons conclure que G
est trivialement parfait. O

Bourrage et substitution Nous définissons maintenant des structures et opérateurs utiles pour
définir nos régles de réduction et prouver leur siireté.

La notion de r-bourrage est utilisée dans les régles de réduction pour assurer la présence de
sommets non affectés dans des ensembles ordonnés de sous-ensembles de sommets tels que des
cliques critiques ou des modules trivialement parfaits.

Définition 4.2 (r-bourrage). Soit S = {C4, ..., C,} une collection ordonnée d’ensembles disjoints.
Le sous-ensemble C = {C1,...,Cp} est un r-bourrage de S si p est le plus petit élément de {1,..., ¢}
tel que Y7 |Ci| > r.

Par un léger abus de notation, nous utilisons C pour désigner a la fois {C1,...,C,} et I'ensemble
UY_, C;. Faisons maintenant une observation simple. Par définition et par choix de p, > ©_, |C;| >
et Zf:_ll |Ci| < r—1. De plus si nous avons |Cp| < ¢ nous pouvons alors conclure que > &_; |C;] <
r+ (c—1).

Observation 4.1. Soit G = (V, E) un graphe et S = {C1, ..., C,} une collection ordonnée de sous-
ensembles disjoints de V telle que |C;| < ¢ pour 1 < j < ¢ et un entier ¢ > 0. Soit C = {C4,...,Cp}
un r-bourrage de S, alors Y 0_ |Ci] <r+ (c—1).

Nous concluons cette section en introduisant une opération de collage sur les graphes triv-
ialement parfaits, a savoir la substitution, qui nous permettra de simplifier la rédaction de nos
preuves.

Définition 4.3 (Substitution). Soit u un sommet de G = (V, E) et soit un graphe H = (Vi, Eyy).
La substitution de w par H dans G, noté G(u — H) est le graphe obtenu en remplacant u par H
dans G. Plus formellement :

Glu— H) = (V\ {u}) UVi, B(G\ {u}) U Ex U (Vi x Ne(u)).

NG(u) u Ng(u)
— —> O H

G G(u— H)

Figure 4.3: Tllustration de G(u — H), la substitution v par H dans G.

Proposition 4.2. Si G = (V,E) est un graphe trivialement parfait, alors pour tout u € V tel
que Ng(u) est une clique et pour tout graphe trivialement parfait H, le graphe G(u — H) est
trivialement parfait.

Preuve.  Soit S C V \ {u} une clique maximale de G contenant Ng(u). Nous appliquons le
lemme 4.2 avec S pour obtenir les composantes {K7,..., K.}, qui correspondent & des modules
tels que G[SUV/(K;)] est trivialement parfait pour tout 1 <i <7 et U, ;< {Na(V(4;))} est une
famille imbriquée. Notons que par construction et sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que K7 = {u}. En remplagant K; par H, par le lemme 4.2, il est immédiat que G(u — H) est
trivialement parfait. O
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4.2 Noyau pour TRIVIALLY PERFECT EDITION

Nous présentons dans cette section un noyau pour le probléme TRIVIALLY PERFECT EDITION
qui contient un nombre quadratique de sommets. Nous commencons en donnant une description
informelle du noyau. Pour borner la taille d’'une instance réduite, nous utilisons la décomposition
en clique universelle qui a été introduite dans la section précédente. Considérons une instance
positive (G = (V, E), k) de TRIVIALLY PERFECT EDITION et F' une k-édition de G. Définissons
T = (T,B) la décomposition en clique universelle du graphe trivialement parfait H = GAF.
Puisque F' est de taille au plus k, il existe au plus 2k sacs de 7 qui contiennent un sommet
affecté (rappelons que B partitionne les sommets de G). Soit A Pensemble des noeuds associés a
ces sacs, et définissons A’ comme la cloture par plus petit ancétre commun de A dans la forét T
(définition 4.6). Ces ensembles sont illustrées dans la figure 4.4. La taille de cet ensemble A’ est
linéaire en k (lemme 4.11). De plus, les graphes trivialement parfaits sont clos pour 'ajout de vrais
jumeaux, nous pouvons donc borner par O(k) la taille de chacun des sacs de B (qui correspondent
a des cliques critiques). Ainsi, les sacs correspondant aux noeuds de A’ contiennent au total O(k?)

somimets.

Type 1

Figure 4.4: Analyse d’une décomposition en clique universelle d’un graphe trivialement parfait
connexe. Les noeuds rouges correspondent aux noeuds de A, les noeuds bleus & A’ \ A. Les
triangles correspondent & des sous-arbres de la décomposition en clique universelle.

Retirer les sommets de A’ de T crée de nouvelles composantes connexes, qui peuvent étre adja-
centes a zéro, un ou deux sommets de A’ dans T'. Nous qualifions ces composantes connexes de type
0, 1 ou 2 respectivement. Les composantes connexes de type 0 correspondent & des composantes
connexes de H qui ne contiennent pas de sommets affectés, ce sont donc des composantes connexes
de G qui sont trivialement parfaites. Elles peuvent étre simplement retirées puisque les graphes
trivialement parfaits sont clos par union disjointe.

Nous pouvons observer que les composantes connexes de type 1 adjacentes & un méme sommet
de A’ forment un module trivialement parfait dans le graphe G par définition de la décomposition
en clique universelle. De plus nous montrerons qu’il est possible de borner la taille des modules
trivialement parfaits par O(k). Il y a autant de modules trivialement parfaits constitués de com-
posantes de type 1 qu'il y a de sommets de A’. Nous pouvons conclure que puisque A" = O(k), le
nombre de sommets dans toutes les composantes connexes de type 1 est borné par O(k?).

Il nous reste & borner le nombre de sommets dans les composantes connexes de type 2. Elles
sont adjacentes dans T' & deux sommets aj,as € A’, I'un étant I'ancétre de Pautre, en particulier
il en existe O(k). Les sommets de ces composantes connexes de type 2 forment ce que nous
appellerons des peignes. L’union des sommets d’un peigne induit un graphe trivialement parfait,
de plus ils peuvent étre partitionnés en un ensemble de cliques critiques et un ensemble de modules
trivialement parfaits. Nous montrerons qu’il est possible de borner linéairement en k le nombre de
sommets dans chacune des parties d’un peigne.

De cette analyse, nous concluons que le nombre de sommets d’un instance réduite exhaustive-
ment par les régles que nous définissons peut étre bornée par O(k?).
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Remarque 4.1. Dans le reste de la section nous supposons que nous avons en entrée une instance
(G =(V,E), k) de TRIVIALLY PERFECT EDITION.

4.2.1 Reégles de réduction classiques

Nous commencgons par redéfinir les régles portant sur les composantes connexes trivialement par-
faites et les cliques critiques. Les graphes trivialement parfaits étant clos par union disjointe et
pour l'ajout de jumeaux, ces régles sont donc stires d’aprés les lemmes 3.1 et 3.3.

Reégle 4.1. Soit C' une composante connexe de G telle que C est trivialement parfaite. Retirer les
sommets de C.

Reégle 4.2. Soit K C V une clique critique de G telle que |K| > k + 1. Retirer |K| — (k+ 1)
sommets de K.

En utilisant une régle de réduction bornant la taille des ensembles indépendants dans les mod-
ules trivialement parfaits, Drange et Pilipczuk [54] avaient montré que la taille des modules triviale-
ment parfaits pouvait étre bornée par O(k?). Pour pouvoir borner la taille des modules trivialement
parfaits par O(k), nous procédons en deux temps. Nous commengons par définir une régle de réduc-
tion qui permet de borner la taille des anti-couplages (définition 4.4) dans les modules trivialement
parfaits. Notons que cette régle généralise celle sur les ensembles indépendants. Néanmoins elle
n’est pas suffisante pour borner linéairement en k la taille de tous les modules trivialement parfaits.
Afin de borner linéairement en k la taille des modules trivialement parfaits ayant un anti-couplage
de taille plus petite que k + 1, nous utiliserons une régle de réduction qui opére sur une structure
plus complexe, appelée peigne, qui induit un graphe trivialement parfait mais pas nécessairement
un module.

Définition 4.4 (Anti-couplage). Un anti-couplage d’un graphe G = (V, E) est un ensemble de
paires {u, v} disjointes de G telles que {u,v} & E.

Par un léger abus de notation, nous désignons par V(D) I'ensemble des sommets contenus dans
les paires d’un anti-couplage D.

Reégle 4.3. Soit M C V un module trivialement parfait de G. Si G[M] contient un anti-couplage
D de taille (k 4 1), alors retirer les sommets M \ V(D).

Lemme 4.3. La régle 4.3 est stire.

Preuve. Soit G’ = (V', E’) le graphe obtenu aprés application de la régle 4.3. Puisque G’ est un
sous-graphe induit de G et que les graphes trivialement parfaits sont héréditaires, toute k-édition
de G est aussi une k-édition de G'.

Supposons que G’ admette une k-édition F’ et soit H' = G'AF’, nous allons construire une
k-édition F* de G a partir de F’. Soit M’ = V(D), ce sont les sommets qui n’ont pas été retirés
par la régle 4.3. Notons que puisque les paires contenues dans un anti-couplage sont disjointes
(définition 4.4), |M'| = 2(k + 1). De plus, puisque |F’| < k, au plus 2k sommets sont affectés par
F. 1l existe donc un sommet u non affecté dans M’.

Affirmation 4.1. Ng/(M') est une clique dans H'.

Preuve. Soit D = {{u;,v;} |1 <i < k+ 1} un anti-couplage de taille (k + 1) de M’. Supposons
par contradiction que Ng/(M’) ne soit pas une clique dans H’' et prenons {z,y} une non-aréte de
H' avec z,y € Ng/(M'). Puisque |F'| < kil existe 1 < j < k+ 1 tel que {u;,v;} ¢ F' et pour
tout z € V(G)\ M’, {uj, z},{v;, 2} ¢ F'. Ainsi {u;,z,v;,y} induit un Cy dans H', ce qui est une
contradiction. o

Le graphe H,, = H' \ (M’ \ {u}) est trivialement parfait par hérédité et Ny, (u) = Ng/(M').
11 en résulte par Paffirmation 4.1 que Np, (u) est une clique et la proposition 4.2 implique que le
graphe H = H, (u — M) est trivialement parfait. Soit F* 1’édition telle que H = GAF*. Puisque
u n’est pas affecté par F et que u est dans M, nous avons que Ny, (u) = Ng(M). Par conséquent,
puisque M est un module dans G, nous avons que Ng(v) = Ng(v) pour tout sommet v € M, ce
qui implique que F* C F’ et donc F™* est bien une k-édition de G. O

42



4.2. NOYAU POUR TRIVIALLY PERFECT EDITION

4.2.2 Peignes : définition et propriétés structurelles

Nous définissons maintenant la structure principale de notre noyau, a savoir les peignes. Notons
que cette structure est similaire & celle définie par Drange et Pilipczuk [54] et nous 'avons donc
nommée de la méme maniére. Cependant, les deux structures ne sont pas strictement identiques,
en particulier leur voisinage avec le reste du graphe était structuré différemment. En effet, Drange
et Pilipczuk [54] définissent les peignes a partir d’'un modulateur de sommets, qui est un ensemble
de sommets intersectant toutes les obstructions. Nous avons néanmoins choisi d’utiliser le méme
nom car nous le trouvons adapté pour illustrer la structure.

Définition 4.5 (peigne). Soit G = (V, E) un graphe. Une paire (C, R) de sous-ensembles disjoints
de V est un peigne de G si :

e G[C] est une clique qui peut étre partitionnée en [ cliques critiques {C1,...,C;},

e R peut étre partitionné en [ modules trivialement parfaits non vides {Ry,..., R;},

Ne(Ci)NR=J._; Rj et No(R;)NC =J;_, Cj pour 1 <i <1,

il existe deux sous-ensembles (éventuellement vides) de sommets Vy,V, C V(G) \ {C U R}
tels que:

— Ve eC, Ng(z)\(CUR) =V, UV},

— Wy e R, No(y)\(CUR) =V,
Etant donné un peigne (C, R), C est appelé le manche du peigne et R les dents du peigne.

La figure 4.5 illustre la structure d’un peigne. La taille d’un peigne est le nombre de sommets qu’il
contient, c’est-a-dire |C' U R|.

Ry

Figure 4.5: Un peigne d’un graphe G = (V, E) avec le manche C et les dents R. Chaque ensemble
C; est une clique critique tandis que chaque ensemble R; induit un module (éventuellement non
connexe) trivialement parfait. Remarquons que les ensembles V), et V; peuvent étre adjacents a
d’autres sommets du graphe G.

Proposition 4.3. Etant donné un peigne (C, R) d’un graphe G = (V, E), le sous-graphe G[C U R]
est trivialement parfait. De plus, les ensembles V, et Vy, et les partitions ordonnées {C1,...,Ci}
de C et {Ry,...,R} de R sont déterminés de maniére unique.

Preuve.  Commencons par observer que V, = Ng(R) \ C et V; = Ng(C) \ (RUV,), donc les

deux ensembles sont déterminés de maniére unique. Puisque (C, R) est un peigne, C' est une union

de I cliques critiques qui sont totalement ordonnées par l'inclusion de leurs voisinages fermés. En

d’autres termes Ng[C)] € -+ © Ng[C1], en effet pour 1 < i < I, Ng[C;] = (ngi R;) UV, UV;.
l—

Enfin, pour tout 1 < ¢ < I, R; = N(C;) \ N(Ci11) et B = R\ Ul:} R; par définition d’un
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peigne. Par conséquent, G[C U R] admet une décomposition en clique universelle, ou chaque
G[R1],...,G[Ri-1] admet une décomposition en clique universelle, et les noeuds correspondant a
C;, 1 <i<1l—1, sont les parents du noeud C;;1 et de la racine de la décomposition de G[R;]. Le
noeud correspondant & C)_; est connecté a la décomposition de G[R;—1] et G[R; U C}], qui admet
une décomposition en clique universelle puisque G[R;] est trivialement parfait et C; est une clique
universelle de G[R; U C]. O

Remarque 4.2. Dans le reste du chapitre, nous supposons que tout peigne (C, R) est donné avec
les partitions ordonnées {C1,...,C;} de C et {Ry,...,R;} de R.

Nous faisons maintenant des observations sur les peignes pour faciliter la compréhension de la
définition 4.5 et en particulier sa relation avec les modules trivialement parfaits. Etant donné un
graphe trivialement parfait G = (V, E) et sa décomposition en clique universelle 7¢ = (7, B), nous
pouvons construire un peigne (C, R) de G en prenant simplement un chemin P d’un noeud v, de T’
4 'un de ses descendants v;. Le manche C' correspond aux sommets dans les sacs de ce chemin, les
dents R correspondent aux sacs des sous-arbres enracinés avec les enfants (qui ne sont pas sur P)
de n’importe quel noeud sur le chemin P. Nous pouvons observer que dans ce cas, V), correspond
aux sommets des sacs du chemin allant du parent de v; & la racine de T" et que Vy est vide.

En particulier, I’ensemble des sommets d’un graphe trivialement parfait connexe peut étre
partitionné en un peigne (C, R) en prenant un chemin de la racine de sa décomposition en clique
universelle & 'une de ses feuilles. Cela signifie que lorsque V,, = Vy = 0, le peigne correspond a
un graphe trivialement parfait connexe. De méme, si seul I’ensemble V; est vide, la définition 4.5
correspond & un module trivialement parfait connexe puisque Ng(R) \ C = Ng(C)\ R =1V,,.

L’observation suivante est immédiate par la définition d’un peigne et est vérifiée que les ensem-
bles V, et V; soient vides ou non.

Observation 4.2. L’ensemble de sommets C' (resp. R) est un module de G\ R (resp. G\ C).

Nous allons montrer que la taille des peignes peut étre réduite a O(k) sommets. Nous nous
concentrons d’abord sur les peignes ayant un grand nombre de sommets dans leur manche, ce qui
nous permettra de borner la taille des modules trivialement parfaits ayant un petit anti-couplage
a O(k) sommets (lemme 4.6). Nous nous intéresserons ensuite aux peignes ayant un grand nombre
de sommets dans leurs dents afin de borner la taille d’un peigne & O(k) sommets (lemme 4.8).

4.2.3 Réduction des manches

La régle 4.4 qui est présentée dans cette section ne conserve que deux ensembles C, et Cj, contenant
un nombre linéaire en k& de sommets au début et a la fin du manche, ce qui permet de borner
la taille de ce dernier linéairement en k. Les deux ensembles C, et C, sont suffisamment grands
pour garantir 'existence de deux sommets qui ne sont pas affectés par une k-édition du graphe.
Nous utilisons ces sommets pour prouver qu’il existe une k-édition du graphe qui n’affecte aucun
sommet du manche situé entre C, et Cp, et ce qui implique donc la siireté de la régle.

Reégle 4.4. Soit (C, R) un peigne de G tel qu’il existe deux ensembles disjoints C, et Cp ou :
e C, est un (2k + 1)-bourrage de {C4,...,C},
e C, est un (2k + 1)-bourrage de {C;,C;_1,...,C1}.

Retirer les sommets de C' = C'\ (C, UCp).

Lemme 4.4. La régle 4./ est stire.

Preuve. Soit G’ = (V', E’) le graphe obtenu aprés application de la régle 4.4. Puisque G’ est un
sous-graphe induit de G et que les graphes trivialement parfaits sont héréditaires, toute k-édition
de G est aussi une k-édition de G'.

Supposons que G’ admette une k-édition F’ et soit H' = G'AF’, nous allons construire une
k-édition F* de G a partir de F’. Puisque F” affecte au plus 2k sommets et que C, et Cp contiennent
respectivement au moins 2k + 1 sommets, il existe des sommets non affectés ¢, et ¢, contenus dans
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C, et Cp respectivement. Soit C, et Cj les cliques critiques de C contenant ¢, et ¢, 1 < a < b <.
De plus, nous définissons les ensembles suivants qui sont illustrés dans la figure 4.6 :

Co == Ca+1U...UCb,1

R, = R,U...URp_q
C< = ClU...UCa
Cs. = CyU...U(C
R, = RyU...UR;
CY< Co C>

Figure 4.6: Illustration du peigne et des ensembles utilisés dans la preuve du lemme 4.4. Les
ronds sont les cliques critiques du manche et les triangles sont les dents. Les sommets rouges
correspondent a ¢, et ¢p, les rectangles bleus clairs correspondent aux ensembles C, et Cp et le
rectangle rose correspond a C’, qui est supprimé par la régle 4.4,

Enfin, définissons G, = G\ C, et H, = H' \ C, et observons que H, est trivialement parfait
et que C' C C,. Soit F, C I la k-édition telle que H, = G, AF, et soit S, une clique maximale
de H, contenant ¢, et ¢,. Puisque ¢, et ¢, ne sont pas affectés, S, est inclus dans Ng, ({cq,cp}) =
CUV,UV;UR-. Nous utilisons le lemme 4.2 avec S, pour obtenir un ensemble de composantes
connexes {K7,..., K.} de H,\ S, tel que K7,..., K, sont des modules dans H, dont les voisinages
(éventuellement vides) dans S, forment une famille imbriquée. Nous commengons par modifier F,
pour obtenir une k-édition de G, ou les sommets de R, sont affectés uniformément.

Affirmation 4.2. Il existe une k-édition F* de G, telle que dans H* = G, AF*, R, est un module
et H*[R,] = G[R,].

Preuve. Nous commencons par plusieurs observations qui nous seront utiles. Tout d’abord, R,
est un module dans G, puisque R O R, est un module dans G \ C' (observation 4.2) et que les
sommets de R, sont adjacents & C- et non-adjacents & C.. Ensuite, puisque les sommets d’une
composante K;, forment un module dans H,, et que ¢, et ¢, ne sont pas affectés par Fi,, nous
avons Ng_ (V(K;)) N{ca, e} = Ng,(V(K;)) N{cq,cp}. En d’autres termes, les sommets d’une
méme composante K; doivent avoir la méme adjacence avec {c,,cp} dans G, et dans H,. De
méme, aucun sommet v € R, n’appartient a S, puisque Ng, (v) N {cy} = 0. De plus, les seuls
sommets de G, qui sont adjacents a ¢, mais pas & ¢, sont exactement ceux de R,. Par conséquent,
pour tout sommet v, € Ro, Np,(vs) C So U R,.

Supposons maintenant que R, n’est pas un module dans H, et que v, € R, est un sommet
contenu dans le plus petit nombre de paires de F, avec 'autre élément de la paire dans S,. Con-
sidérons le graphe H. = H, \ (Ro \ {vo}), qui est trivialement parfait par hérédité. Puisque
Np,(vo) € SoUR,, il s’ensuit que Np: (v,) C S, est une clique. Par conséquent, la proposition 4.2
implique que le graphe H* = H! (v, — G[R,]) est trivialement parfait. Soit F** I’édition telle que
H* = G,AF*. Par le choix de v, nous avons que |F™*| < |F,|. Cela implique que F* est une
k-édition respectant les propriétés voulues, ce qui conclut la preuve de Iaffirmation 4.2. o

Nous considérons désormais H* = G, AF* ot F'* est la k-édition de 'affirmation 4.2. Notons
que les composantes connexes de H, \ So et H*\ S, peuvent étre différentes. Par un léger abus de
notation, nous définissons toujours ces composantes comme K7y, ..., K,. Rappelons que K1, ..., K,
sont des modules dans H* dont les voisinages avec S, forment une famille imbriquée.
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Affirmation 4.3. Le graphe H = GAF™* est trivialement parfait.

Preuve.  Le graphe H correspond a H* ou les sommets de C, ont été ajoutés avec le méme
voisinage que dans GG. Observons d’abord que S = S, U C, est une clique maximale dans H. En
effet, C est une clique par définition et S, C (CUV,UV;URs) € Ny (Cs) = Ng(C,) (rappelons
que C' est adjacent & V,, UV} par la définition 4.5 et que les sommets de C, sont adjacents & tous
les sommets de R-). Par conséquent, les composantes K1,..., K, définies dans H* \ S, sont les
mémes dans H \ S et leurs voisinages forment une famille imbriquée incluse dans S,. Nous divisons
les composantes K1, ..., K, en trois types de composantes en fonction de leurs adjacences avec ¢,
et ¢p, & savoir :

1. a-composantes qui sont non-adjacentes a ¢, et ¢,
2. [B-composantes qui sont adjacentes & ¢, mais pas ¢,

3. d-composantes qui sont adjacentes a ¢, et cp.

Dans ce qui suit, K, K et K5 désignent respectivement une «, 3 et d-composante arbitraire.
Notons que les inclusions Ny« (V(K,)) € Ng-(V(K3g)) € Ny-(V(K5)) C S, sont vérifiées par
construction. Rappelons que puisque ¢, et ¢, ne sont pas affectés par F*, No(V(K;)) N{cqa, b} =
Ny (V(K;)) N{ca,cp} pour tout K;. Nous affirmons que {Ng(V(K;)) | 1 < i < r} est une famille
imbriquée. Notons que le lemme 4.2 impliquera la validité de D'affirmation 4.3 puisque S est une
clique maximale dans H. Rappelons que les voisinages des sommets de C, sont identiques dans G
et H. De plus, Ng[ey] C Ng[Cs] C Nplc,] est vérifié car ces sommets ne sont pas affectés par F*.
Ainsi les a-composantes (resp. les §-composantes) sont non-adjacentes (resp. adjacentes) a tous les
sommets de C, dans H. Cela signifie que les voisinages des « et §-composantes forment une famille
imbriquée incluse dans S. De plus, nous pouvons observer que les sommets des S-composantes sont
exactement ceux de R, puisqu’ils sont les seuls & étre adjacents & ¢, mais pas a ¢, dans G. Par
conséquent, dans H, nous avons encore :

Nu(V(Ka)) € Nu(V(Kp)) € Nu(V(Ks))

Il reste & prouver que les voisinages des S-composantes forment une famille imbriquée incluse
dans S. Sans perte de généralité soit {Ki,...,Kp}, 1 < p < r les S-composantes. Par défini-
tion d’un peigne, les S-composantes (qui sont aussi R,) peuvent étre ordonnées par rapport a
I'inclusion de leur voisinage dans G[C,]. Nous pouvons supposer que I'ordre est Ngic,)(V(K1)) C

. C NG[CO](V(KP)). De plus, nous pouvons observer que pour toute (3-composante K; nous
avons Ngic,](V(K3)) = Nuc,)(V(K;)), 1 < i < p. Puisque R, est un module dans H* par
Paffirmation 4.2 et que les sommets des S-composantes sont exactement ceux de R,, il s’ensuit que
les voisinages des S-composantes forment une famille imbriquée. Par conséquent, { Ny (V (K;)) |
1 <4 < r} est une famille imbriquée et H est un graphe trivialement parfait par le lemme 4.2. ©

Par I’ affirmation 4.3 le graphe H = GAF* est trivialement parfait et puisque |F*| < k, il en
résulte que F'* est une k-édition de G, ce qui conclut la preuve du lemme 4.4. O

La régle 4.4 que nous venons de définir nous permet de borner linéairement en k la taille du
manche des peignes.

Observation 4.3. Supposons que l'instance (G, k) soit réduite par les régles 4.2 et 4.4. Pour tout
peigne (C, R) de G, nous avons |C] < 6k + 2.

Preuve. Puisque G est réduit par la régle 4.2, chaque clique critique C; du manche contient au plus
k 4+ 1 sommets. Par observation 4.1, tout (2k 4+ 1)-bourrage de {C1,...,C;} (resp. {Ci,...,C1})
contient au plus 3k + 1 sommets. Ainsi |C| < 6k + 2, sinon on pourrait trouver deux (2k + 1)-
bourrages disjoints de {C4,...,C;} et de {C},...,C1} et la regle 4.4 pourrait étre appliquée. [

Nous pouvons maintenant montrer comment réduire la taille de tout module trivialement par-
fait. Nous avons besoin du résultat combinatoire qui suit pour obtenir la borne désirée.
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Lemme 4.5. Soit G = (V,E) un graphe trivialement parfait connezxe et « la taille d’un anti-
couplage mazimum de G. Il existe un peigne (C, R) de G tel que V.= CUR et |R| < 4a. De plus,
un tel peigne peut étre calculé en temps polynomial.

Preuve. Nous faisons une preuve constructive qui impliquera directement la derniére partie du
lemme. Rappelons que tout graphe trivialement parfait contient un sommet universel et notons
Uy € V(G) la clique universelle de G. Soit Rj,...,R} les composantes connexes de G\ U
(illustrées dans la figure 4.7). Puisque G ne contient pas d’anti-couplage de taille (a4 1), il existe
au plus un ensemble R}, 1 < i < p; tel que |R}| > « (car il n’y a pas d’aréte entre R} et R},
1<i<j<mp).

Supposons sans perte de généralité que |R{| > «. Nous ajoutons tous les sommets de UL, R}
A un ensemble R_ et nous répétons ce processus sur G[R}] jusqu’a ce que chaque composante
connexe soit plus petite que . Plus formellement, & ’étape j > 1, pour le graphe trivialement
parfait G; = G[RJ 1], soit U; sa clique universelle et soit R7, .. RJ les composantes connexes

de G; \ U;. Soit R{ celle dont la taille est supérieure &
processus et [ est la derniére étape. En particulier, |Ri\ <
et Ry = R{U---URL (illustrés dans la figure 4.7).

si elle ex1ste7 sinon nous arrétons le

,1<i<p. Soit Re = UL U, R

!
! =1

Uy Uy Ui—1 Ui

r' /X Rl Rl R} Ry,

P1

Figure 4.7: Tllustration des structures obtenues & la premiére étape (a gauche) et a la derniére
étape (& droite) par le processus décrit dans la preuve du lemme 4.5.

Rappelons que |Rll_1| > « par construction. Cela implique que |R<| < « car sinon G[R< URll_l]
contiendrait un anti-couplage de taille (o + 1). Nous affirmons que |R~| < 3a. Pour prouver
cette affirmation, considérons le (o + 1)-bourrage {Rll,...,RfI} de {R},.. .,Rél} et définissons
R = UL, Rl Soit R” = R. \ R". Rappelons que [ est la derniére étape du processus et que
IRl < a pour 1 < ¢ < p;. Par conséquent, I'observation 4.1 implique |R'| < 2. Ainsi, nous avons
que |R"| < a car sinon G[R' U R"] contiendrait un anti-couplage de taille (« + 1), ce qui est une
contradiction. Par conséquent |Rs| = |R'| + |R"| € 3a.

Pour construire un peigne pour G, nous considérons ’ensemble C' = {Uy,...,U;} comme le
manche (rappelons que U est la clique universelle de G et que U; désigne la clique universelle
de G[Rj_l] a chaque étape 1 < j < [). De plus, pour chaque 1 < j < [, la dent R; est égale a
RiU...U RJ , la derniére dent R; étant R~. Par construction (C, R = U R;) est un peigne de
G tel que |R| |[R<| 4+ |R>| < 4a, ce qui conclut la preuve. O

Lemme 4.6. Supposons que linstance (G, k) est réduite par les regles 4.1 & 4.4 et soit M un
module trivialement parfait de G. Alors M contient au plus 11k + 2 sommets.

Preuve. Observons que si M contient un anti-couplage de taille plus grande que k, alors il est
réduit par la régle 4.3 et contient 2k + 2 sommets. Supposons donc que M ne contienne pas
d’anti-couplage de taille (k4 1). Supposons d’abord que G[M] est connexe. Soit (C, R) un peigne
obtenu avec le lemme 4.5, tel que C U R = M et |R| < 4k. Par Dobservation 4.3 nous avons que
|C| < 6k + 2, donc |M| < |C| + |R| < 10k + 2.

Pour conclure, il reste a traiter le cas ou G[M] est non connexe. Soit {M,..., My} les com-
posantes connexes de G[M]. Puisque M ne contient pas d’anti-couplage de taille (k + 1), au plus
une de ses composantes connexes a une taille supérieure a k, supposons qu’il s’agit de M; si elle
existe. Soit C le (k + 1)-bourrage de {Mjy,...,M,}. Comme |M;| < 10k + 2 et |M;| < k pour
2 < i < p, nous avons que |C| < 10k + 2. De plus, puisque M ne contient pas d’anti-couplage de
taille (k + 1), cela implique que |M \ C| < k et donc | M| < 11k + 2. O
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4.2.4 Réduction des dents

Nous nous intéressons maintenant au cas ot un peigne donné contient beaucoup de sommets dans
ses dents. Les arguments sont similaires & ceux utilisés pour la preuve de stireté de la régle 4.4. La
principale différence réside dans le fait que les informations fournies par les sommets non affectés
différent lorsqu’ils sont contenus dans les dents plutot que dans le manche.

Reégle 4.5. Soit (C, R) un peigne de G tel qu’il existe trois ensembles disjoints R,, Ry and R, ou :
e R, est un (2k + 1)-bourrage de {Ry,..., R},
e Re={Ry,..., Ry} est un (2k + 1)-bourrage de {R;,...,R1},
e Ry est un (2k + 1)-bourrage de {R;—1,..., R1}.

Retirer les sommets de R = R\ (Rqo U Ry UR,).

Lemme 4.7. La regle 4.5 est stre.

Preuve. Soit G’ = (V', E’) le graphe obtenu aprés application de la régle 4.5. Puisque G’ est un
sous-graphe induit de G et que les graphes trivialement parfaits sont héréditaires, toute k-édition
de G est aussi une k-édition de G'.

Supposons que G’ admette une k-édition F’ et soit H' = G'AF’, nous allons construire une
k-édition F* de G a partir de F’. Soit r,, 13 et 7. des sommets non affectés dans R,, Ry et R,
respectivement. Soit R,, Ry et R., 1 < a < b < ¢ < [, les dents de R contenant r,, 1, et 7y,
respectivement (ces ensembles sont bien définis puisque R,, Ry et R, sont disjoints). De plus,
comme 7,4, Ty et 7. ne sont pas affectés par F”, leurs voisinages sont égaux dans G’ et H’ et donc :

(Na(ra) \ Ra) © (Na(r0) \ Ro) € (N (re) \ Re)
Affirmation 4.4. L’ensemble Ny (rp) \ Ry est une clique dans H'.

Preuve. Supposons par contradiction que Ng/(rp) \ Ry contienne des sommets u et v non adja-
cents. Rappelons qu'’il n’y a pas d’arétes entre Ry, et R, dans G. Ainsi, puisque (Ng(rp) \ Rp) C
(Ng (re) \ Re) les sommets {ry, u,v,r.} induisent un Cy dans H’, une contradiction. o

Nous définissons les ensembles suivants qui sont illustrés dans la figure 4.8 :

Re = Rgp1U...URy_;
Co = Cut1U...UGC
C. = ChuU...UC,
R. = RiU...UR,
R. = RyU...UR,
C. Cs
()CIOO O O ..... O OCO ..... OOCQ

Figure 4.8: Illustration du peigne et des ensembles utilisés dans la preuve du lemme 4.7. Les
ronds sont les cliques critiques du manche et les triangles sont les dents. Les sommets rouges
correspondent a r,, 1 et ¢, les rectangles bleus clairs correspondent aux ensembles R, Ry et R,
et le rectangle rose correspond & R, qui est supprimé par la régle 4.5.
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De plus nous définissons G, = G\ R, et H, = H' \ R,. Nous pouvons observer que H, est
trivialement parfait et que R’ C R,. Soit F, C F’ la k-édition telle que H, = G,AF,. Nous
commengcons par modifier F, pour obtenir une k-édition de G, ot les sommets de C, sont affectés
uniformément.

Affirmation 4.5. Il existe une k-édition F* de G, telle que dans H* = G, AF*, C, est un module
clique.

Preuve. Commengons par remarquer que C, est une clique critique dans G, puisque C' D C, est
un module dans G'\ R (observation 4.2) et les sommets de C, ne sont pas adjacents aux sommets
de R. et sont adjacents aux sommets de R- .

Supposons maintenant que C, n’est pas un module clique dans H, et soit v, € C, un sommet
contenu dans le plus petit nombre de paires de F,. Considérons le graphe H, = H, \ (Co \ {vo}),
qui est trivialement parfait par hérédité, et considérons H* le graphe obtenu a partir de H. en
ajoutant les sommets de C, \ {vo} en tant que vrais jumeaux de v,. Soit F'* 1’édition telle que
H* = G,AF*. Le graphe H* est trivialement parfait car la classe des graphes trivialement parfaits
est close pour 'ajout de vrais jumeaux. La construction implique que C, est un module clique
dans H* et par le choix de v, |F*| < |F,|, ce qui conclut la preuve. o

Nous considérons désormais H* = G, AF* ou IF'* est la k-édition de Daffirmation 4.5. Nous
montrons maintenant que les sommets de R, peuvent étre ajoutés & H* en garantissant qu’il reste
trivialement parfait.

Affirmation 4.6. Le graphe H = GAF™* est trivialement parfait.

Preuve. Nous commengons par supprimer les sommets contenus dans Ry, \ {rp} de H*, cela nous
permet de mieux controler le voisinage de 7, et de faciliter la preuve. Soit Hy = H*\ (R \ {rp}),
qui est trivialement parfait par hérédité. Soit S une clique maximale de H; contenant 7. Par
Paffirmation 4.4, Npy (rp) est une clique et puisque 1, n’est pas affecté par F'* nous avons que
S = Ng;[rp]) = C< UC, UV, U{ry}. Nous utilisons le lemme 4.2 avec S pour obtenir un ensemble
de composantes connexes { K1, ..., K, } de HF\ S tel que K7, ..., K, sont des modules dans H; dont
les voisinages dans S forment une famille imbriquée. Nous divisons les composantes K1, ..., K, en
deux types : K; est une a-composante si Ny (V(K;)) € (Ng; (14) NS) et une S-composante dans
le cas contraire. Puisque N (re) NS =V, UC,, nous avons que, pour toute a-composante K,
Ny (V(Ka)) €V, UC<. De plus, puisque S = N [ry] et que Cs est un module clique dans H
par l'affirmation 4.5, chaque S-composante Kz vérifie Nys (V(Kp)) =V, UC<c UCs = S\ {rp}.
Observons maintenant que (V, UC<) € Ng(R,) € S\ {rp}. En d’autres termes, le voisinage
de toute dent de R, contient le voisinage de toute a-composante et est contenu dans le voisinage
de toute B-composante. De plus, les voisinages des dents de R, forment une famille imbriquée
dans G par définition d’un peigne. Nous en concluons que les sommets de R, peuvent étre ajoutés
& Hy avec le méme voisinage que celui qu'’ils ont dans G et que le graphe Hy qui en résulte est
trivialement parfait. Il reste a rajouter les sommets de R; dans le graphe. Par affirmation 4.4 et
la proposition 4.2, le graphe H = Hy(r, — G[Rp]) est trivialement parfait. o

Par Paffirmation 4.6 le graphe H = GAF* est trivialement parfait et puisque |F*| < k, il en
résulte que F* est une k-édition de G, ce qui conclut la preuve du lemme 4.7. [

Lemme 4.8. Supposons que linstance (G, k) est réduite par les régles 4.1 & 4.5. Soit (C, R) un
peigne de G, alors |C'U R| < 45k + 8.

Preuve. Tout d’abord, notons que |C| < 6k + 2 grace a 'observation 4.3. Nous procédons de
la méme maniére pour borner la taille de R. Puisque les dents d’un peigne sont des modules
trivialement parfaits, le lemme 4.6 garantit que |R;| < 11k +2, 1 <4 < I. Nous en déduisons, par
Pobservation 4.1, que tout (2k + 1)-bourrage de {Ry,..., R;} contient au plus 13k + 2 sommets.
Par conséquent |R| < 39k + 6, sinon on pourrait trouver trois (2k + 1)-bourrages disjoints de R
qui répondent aux exigences de la régle 4.5. Nous concluons que |C U R| < 45k + 8. O
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4.2.5 Reéduction exhaustive du graphe

Nous montrons dans cette section qu’une instance (G, k) peut étre réduite en temps polynomial de
telle maniére qu’aucune des régles 4.1 a 4.5 ne peuvent étre appliquées (lemme 4.10). La procédure
pour réduire une instance commence par I'application exhaustive des régles 4.1 et 4.2, ensuite les
modules sont réduits avec les régles 4.3 et 4.4 et enfin les peignes qui n’ont pas été encore réduits
le sont avec les régles 4.4 et 4.5.

La plus grande difficulté réside en I’énumération de tous les peignes qui doivent étre réduits.
Nous commencons par décrire un algorithme qui énumére tous les peignes critiques en temps
polynomial. Un peigne (C, R) est dit critigue si R U C U Vy n’est pas un module trivialement
parfait et si le peigne est maximal pour l'inclusion, c’est-a-dire qu’aucun autre peigne (C’, R') ne
satisfait C C C’ et R C R’ avec au moins une des inclusions étant stricte. Nous verrons notamment
qu’il est suffisant de réduire tous les peignes critiques pour réduire exhaustivement tous les peignes
d’un graphe qui ne sont pas inclus dans des modules trivialement parfaits. Dans le cas ot RUC UV}
est un module trivialement parfait, le peigne sera réduit en réduisant tous les modules.

Algorithme 2 : Enumération des peignes critiques
Entrée : Un graphe G = (V, E)
Sortie : Une liste contenant tous les peignes critiques de G
1 pour chaque paire de cliques critiques C',C" telles que N[C"] C N[C'] faire
2 R(C',C") = N[C']\ N[C"];
si N(R(C',C")) € N(C") et R(C',C") est un module trivialement parfait non vide alors
L définir C' < C";

[

pour chaque clique critique C' ayant au moins deuz prédécesseurs avec la relation < faire
L supprimer toutes les relations C” < C’;

définir R; = N[Cll \N[Ci_H}, Vi<i< l;
définir X = N(Cl) \ N(Rl_l);
10 définir R; comme 'union des sommets des composantes connexes de G[X] induisant un
module trivialement parfait dont le voisinage est C; U N(R;—1);
11 si (C, R) est un peigne avec les partitions {C1,...,Ci} et {R1,..., R} alors
12 L ajouter (C, R) a la liste des peignes;

5
6
7 pour chaque chemin C; < --- < Cj—1 < C; faire
8
9

Lemme 4.9. L’algorithme 2 énumére un ensemble de peignes du graphe d’entrée, incluant tous
les peignes critiques, en temps polynomial.

Preuve. Intuitivement, nous visons & construire une relation binaire < sur ’ensemble des cliques
critiques de G, ou C’ < C” correspond au fait qu’il existe un peigne de G tel que la premiére clique
C’ est le parent de la seconde clique C” dans la décomposition en clique universelle du peigne.
Nous rappelons que les sacs d’'une décomposition en clique universelle d’un graphe trivialement
parfait correspondent aux cliques critiques de ce dernier.

Les conditions nécessaires pour que C’ soit le parent de C” dans la décomposition universelle
d’un certain peigne de G sont que N[C"] C N[C'], que R(C",C") = N[C']\ N[C"] soit un module
trivialement parfait non vide de G, et que N(R(C’,C")) € N(C"”). Désignons cette relation,
construite par la premiére boucle de 'algorithme 2, par C’ < C”. Nous disons que C’ précede C".

Nous montrons que si C%, C® et C¢ sont trois cliques critiques distinctes telles que C* < C°¢
et C* < (¢, il n'existe pas de peigne de G dans lequel C® précéde C¢ sur le manche. Par
contradiction, supposons l’existence d’un tel peigne (C, R) ou C' est partitionné en cliques critiques
{C1,...,C; = C* Ciy1 = C°...,Cp} et R est partitionné en modules trivialement parfaits non
vides {Rs,...,R; = R(C*,C°),Rit1,...,R,}, avec les ensembles V,, et V; définis comme dans la
définition 4.5. Si C? intersecte une dent R; du peigne (C,R) pour un 1 < j < p, alors R; est
adjacent a V; C N[C¢] C N[C?], ce qui est une contradiction. Si C? intersecte Vy, alors V} est
adjacent & R; 11 C N(C°) C N[C?], ce qui est une contradiction.
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Il reste les cas ot C° est I'une des cliques critiques du manche de (C, R) ou C* C Vp. Notons
que dans les deux cas N[C?] C N[C®]. En effet, si C® est sur le manche, il ne peut pas étre aprés
C® car N[C°] € N[C"], donc C® est avant C* et N[C?] C N[C®]. Si C? est contenu dans V,, il
est adjacent a l’ensemble du peigne (C, R) par définition et aussi & Vj, car V,, C N[C¢] C N[C"].
Nous ne pouvons pas avoir N[C?] = N[C®] car C® et C® étant des modules cliques, C* U C?
serait aussi un module clique, ce qui contredirait le fait que C® et C® sont des modules cliques
maximaux. Par conséquent, N[C? est strictement contenu dans N[C®], et il existe donc un
sommet r° € N[C?] \ N[C?]. Par le fait que C® < C°¢, R(C?, C¢) = N[C?] \ N[C*] est un module.
Néanmoins, ceci est en contradiction avec le fait que R(C?, C°) contient r°, qui ne voit pas C¢,
et contient aussi les sommets de R; = R(C?, C¢), qui voient C,. Il ne peut donc pas y avoir de
peigne contenant C'* et C'° comme cliques critiques consécutives dans son manche.

Par conséquent, si pour une clique critique C° il existe deux autres cliques critiques C* <
C¢ et C® < (C°, nous pouvons supprimer ces deux relations (comme dans la boucle ligne 5 de
Palgorithme 2), sans détruire aucune relation de précédence entre des cliques critiques consécutives
dans un peigne.

A ce stade, la relation < est une forét orientée, et pour tout peigne (C,R) de G avec les
partitions {C4,...,C;} et {Ry,..., R;}, nous avons que C; < Cy < --- < ;. De plus, pour tout
1 <@ <, nous avons obligatoirement R; = R(C;, Ci+1) = N[C;]\ N[Cit1] et R; est une union des
sommets des composantes connexes trivialement parfaites telle que N(R;) = C; U N(Rj_1).

L’algorithme 2 vérifie & la ligne 11 qu’il énumére seulement des peignes. Certains de ces peignes
peuvent ne pas étre critiques, mais nous montrons dans ce qui suit que tous les peignes critiques
sont effectivement énumérés.

Soit (C’,R’) un peigne critique avec les partitions {C{,...,C[} et {R},...,R]} et soit les
ensembles associés V) et V. Deux cliques critiques consécutives C; et C7; de son manche satisfont
C; < Cj,, comme cela a été vu dans la premiére partie de la preuve. En particulier, la boucle
ligne 7 de lalgorithme 2 va considérer le chemin C; < -+ < Cy, avec C; = C} pour tout 1 <4 < I.
Par définition des peignes, nous avons également R; = R} pour tout ¢ < [. L’ensemble X construit
par l'algorithme (ligne 9) est tel que X = Rj U V(. Montrons que I'ensemble R; construit a
la ligne 10 est égal a R;. L’ensemble R; est l'union des sommets des composantes connexes de
G[X] qui induisent un module trivialement parfait de voisinage C; U N(R;_1), en particulier il est
maximal pour cette propriété. Ainsi, R} C R; et puisque (C’,R’) est un peigne critique, donc
maximal pour I'inclusion, nous avons R; = R;. Nous concluons que le peigne (C’, R') est énuméré
par ’algorithme, ce qui prouve la partie combinatoire du lemme.

L’algorithme est clairement polynomial. Une analyse plus détaillée montre qu’il peut étre im-
plémenté pour fonctionner en O(n?m). En particulier, la complexité est donnée par la premiére et
la derniére boucle pour chaque. Toutes deux font O(n?) itérations : par définition il y a au plus
n cliques critiques, et puisque la relation < est une forét, il y a O(n?) chemins. Chaque itération
peut étre exécutée en temps linéaire, en particulier, tester qu'une paire (C, R) est un peigne peut
étre effectué en temps O(n + m). O

Lemme 4.10. [l existe un algorithme en temps polynomial qui produit une instance (G', k) telle
qu’aucune des régles régles 4.1 a 4.5 ne peut étre appliquée.

Preuve. Premiérement, nous appliquons les régles 4.1 et 4.2, ce qui peut étre fait en temps poly-
nomial d’aprés le lemme 3.5. Ensuite nous appliquons les autres régles sur les modules trivialement
parfaits puis sur les peignes. Pour les modules, il suffit de réduire les modules forts. Rappelons
qu’ils peuvent étre énumérés en temps linéaire [124]. Pour chaque module fort M, nous pouvons
vérifier en temps polynomial s’il est trivialement parfait [129]. Nous pouvons en outre vérifier si
M contient un anti-couplage de taille (k 4+ 1) en trouvant un couplage maximum dans le graphe
complémentaire G[M], en utilisant par exemple 'algorithme d’Edmonds [62]. Si M a un grand
anti-couplage, alors nous pouvons appliquer la régle 4.3. Sinon, si [M| > 11k 4 2 alors il peut étre
réduit en utilisant la régle 4.4. En effet, G[M] contient dans ce cas au plus une composante connexe
C avec plus de k sommets, telle que [M \ V(C)| < k (sinon M contiendrait un anti-couplage de
taille (k4 1)). Nous construisons un peigne (C, R) de C avec le lemme 4.5 tel que |R| < 4k. Ainsi
|C| > 6k + 2 et Pobservation 4.3 implique que la régle 4.4 s’applique.

ol



4.2. NOYAU POUR TRIVIALLY PERFECT EDITION

Il reste & prouver que les peignes qui ne sont pas inclus dans des modules trivialement parfaits
peuvent étre réduits en temps polynomial. Pour ce faire nous énumérons tous les peignes critiques
a laide de I’algorithme 2. 11 est suffisant de réduire ces peignes car tous les peignes qui ne sont pas
inclus dans des modules trivialement parfaits sont inclus dans des peignes critiques par définition.
Etant donné un peigne critique les régles 4.4 et 4.5 peuvent y étre triviallement appliquées en
temps polynomial. O

4.2.6 Borner la taille d’une instance réduite

Nous montrons maintenant que toute instance positive de TRIVIALLY PERFECT EDITION réduite
par les régles 4.1 & 4.5 contient O(k?) sommets. Pour obtenir cette borne, nous avons besoin de la
structure et du résultat qui suivent.

Définition 4.6 (PAC-cloture [67]). Soit T = (V, E) un arbre enraciné et A C V(T'). La cloture par
plus petit ancétre commun (PAC-cloture) A’ de A est obtenue comme suit. Initialement, A’ = A.
Ensuite, tant qu’il existe x,y € A’ dont le plus petit ancétre commun w n’est pas dans A’, ajouter
w a A’. La PAC-cloture de A est le dernier ensemble A’ obtenu par cette procédure.

Lemme 4.11 ([67]). Soit T = (V, E) un arbre enraciné, A C V(T') et A" = PAC-cloture(A). Alors
|A’| < 2-|A]| et pour toute composante connexe C de T\ A, [INp(C)| < 2.

Théoréme 4.1. TRIVIALLY PERFECT EDITION admet un noyau avec O(k?) sommets.

Preuve. Soit (G = (V, E), k) une instance de TRIVIALLY PERFECT EDITION réduite par les re-
gles 4.1 & 4.5 et F' une k-édition de G. Soit H = GAF et soit T = (T, B) la décomposition en
clique universelle de H. Le graphe G n’est pas nécessairement connexe, donc 7" est une forét. Soit
A Tensemble des noeuds ¢ € V(T) tel que le sac B, contient un sommet affecté par F. Puisque
|F'| < k, nous avons |A| < 2k. Soit A’ C V(T') 'ensemble contenant les noeuds de PAC-cloture(A)
et la racine de chaque composante connexe de T' (dans le cas ou la cloture A’ ne les contiendrait
pas). Observons que la régle 4.1 implique qu'’il y a au plus 2k composantes connexes dans H et
donc 2k racines. De cette observation et d’aprés le lemme 4.11 nous déduisons que |A’| < 6k.

‘.
.
‘.
‘. .
‘. .
‘ .
. .
. .
. .
. .

Type 1

Figure 4.9: La décomposition en clique universelle d’une composante connexe de H. Les noeuds
rouges sont ceux dont les sacs contiennent un sommet affecté par F. Les noeuds bleus sont les
sommets de A’ \ A.

Soit D une composante connexe de T'\ A’. Par construction de A’ (qui, pour chaque paire de
noeuds, contient également leur plus petit ancétre commun dans T), seuls trois cas sont possibles
(voir la figure 4.9) :

e Nr(D) =0, D est une composante connexe de T,

e Np(D) = {a}, D est un sous-arbre de T' dont le parent a € A’,
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e Np(D) ={a1,as2}, avec un des noeuds aj,as € A’ étant Pancétre de lautre dans T

Nous disons que ces composantes connexes sont respectivement de type 0, 1 ou 2. Pour D une
composante connexe de T\ A’, nous définissons W (D) = (J,.p B: 'ensemble de sommets de G
correspondant aux sacs associés aux noeuds de D.

Observons qu'’il n’y a pas de composante connexe de type 0, sinon W (D) induirait une com-
posante connexe trivialement parfaite de G et la régle 4.1 aurait été appliquée sur D, contredisant
que G est une instance réduite.

Considérons ensuite Uensemble {D1, Da, ..., D, } des composantes de type 1 de T\ A’ attachées
dans T & un méme noeud a € A’. Nous montrons que W, = W(Dy) UW(D3) U --- U W(D,)
est un module trivialement parfait de G. Dans le graphe H, I’ensemble de sommets W, est par
construction un module. Puisque aucun sommet de W, n’a été affecté par ’édition F', W, est aussi
un module trivialement parfait de G par hérédité. Par le lemme 4.6, nous avons |[W,| = O(k). 11y
a au plus |A’| < 6k tels ensembles W,, par conséquent 1’ensemble des sommets de G dans les sacs
de composantes de type 1 est de taille O(k?).

Enfin, considérons les composantes connexes D de type 2 de T'\ A’ qui ont deux voisins dans
T. Soit ay et ay ces voisins tels que a1 est Uancétre de ag. Soit {a1,t1,...,t;, a2} le chemin de a4
a ag dans T. La composante D peut étre vue comme le peigne de manche {By,,..., By, }. Plus
précisément, par construction de la décomposition en clique universelle, W (D) peut étre partitionné
en un peigne (C,R) de H : la partition en cliques critiques de C est {C; = By,,...,C; = By, },
et pour chaque 1 < ¢ < [, R; correspond & 'union des sacs des sous-arbres enracinés avec les
descendants de t; (sauf celui enraciné en t,11). Enfin R; correspond & l'union des sacs des sous-
arbres enracinés avec les descendants de ¢; (sauf celui enraciné en a3). Puisque (C, R) n’a pas été
affecté par F, c’est aussi un peigne de G. Ainsi, pour chaque composante D de type 2, W(D)
contient O(k) sommets par le lemme 4.8. Puisque T est une forét, il y a au plus |A'| — 1 < 6k — 1
telles composantes dans T\ A’. Par conséquent, I’ensemble des sacs contenant des composantes
connexes de type 2 de T'\ A" contient O(k?) sommets.

Il reste & borner ’ensemble des sommets de G qui sont dans des sacs des noeuds de A’. Le
sac d’un noeud de A’ \ A est une clique critique de G, et est donc de taille au plus k + 1 par la
régle 4.2. Ainsi, 'ensemble des sommets contenus dans les sacs des noeuds de A’ \ A est de taille
O(k?). Les sacs des noeuds de A sont des cliques critiques de H mais pas nécessairement de G,
néanmoins, par le lemme 3.4, ’ensemble des sommets contenus dans les sacs des noeuds de A est
de taille O(k?).

Nous concluons que |V (G)| = O(k?). Pour finir, le graphe peut étre réduit par les régles 4.1
a 4.5 en temps polynomial grace au lemme 4.10. O

4.2.7 Noyaux pour la version complétion et délétion

Le noyau pour I’édition vers les graphes trivialement parfaits présenté dans la section 4.2 fonctionne
aussi pour les versions délétion et complétion du probléme. Les preuves de siireté des régles de
réduction sont aussi correctes en remplacant la mention de « édition » par « complétion » ou
« délétion ».

Plus en détail, pour prouver la siireté des régles 4.3 & 4.5, la k-édition F™* pour le graphe original
qui est construite a partir d’une k-édition F” pour l'instance réduite n’utilise que les opérations
qui ont été faites par F’. En particulier, si F’ est une délétion, c’est-a-dire qu’elle ne contient
que des arétes, alors F'* ne contient que des arétes aussi, et donc que F* est effectivement une
délétion. Remarquons que dans la preuve de la régle 4.3, le voisinage du module M doit étre une
clique dans H = GAF pour toute k-édition F' de G. Cela implique que si nous sommes restreints
a la suppression d’arétes et que N (M) n’est pas une clique dans G, alors (G, k) est une instance
négative du probléme délétion.

Lesrégles 4.1 et 4.2 étant elles aussi siires pour les versions complétion et délétion, nous obtenons
le théoréme qui suit.

Théoréme 4.2. TRIVIALLY PERFECT COMPLETION et TRIVIALLY PERFECT DELETION admet-
tent un noyau avec O(k?) sommets.
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Rappelons qu’un noyau quadratique est déja connu pour le probléme TRIVIALLY PERFECT
COMPLETION [10], et bien qu’étant tous deux quadratiques ce noyau est de plus petite taille que
celui que nous avons présenteé.

4.3 Noyau pour THRESHOLD EDITION

Nous expliquons dans cette section comment adapter les régles introduites dans la section précé-
dente pour définir un noyau avec O(k?) sommets pour le probléme THRESHOLD EDITION. Notons
que D’existence d’un noyau avec un nombre quadratique de sommets a déja été montrée pour ce
probléme par Drange et al. [52]. Ils utilisent une approche basée sur un modulateur. Notre noyau
n’ameéliore pas l'ordre sur le nombre de sommets, néanmoins il améliore le facteur constant et
illustre la technique « décomposition et sommets affectés ».

4.3.1 Définition et structures

Les graphes threshold sont une sous classe des graphes trivialement parfaits. Ce sont les graphes
{Py, Cy4,2Ks}-free. Ils sont la restriction des graphes trivialement parfaits aux graphes qui admet-
tent une décomposition en clique universelle dont I’arbre est une chenille (chemin avec des sommets
pendants) et dont les sacs associés aux pattes (sommets pendants) ne contiennent qu’un seul som-
met. Une autre maniére de voir cela est les graphes threshold sont les graphes qui admettent une
partition threshold (C,I) ou C est une clique et I un indépendant.

Définition 4.7 (partition threshold [103]). Soit G = (V,E) un graphe. Une paire (C,I) de
sous-ensembles de V' disjoints est une partition threshold de G si :

e G[C] est une clique qui peut étre partitionnée en [ cliques critiques {C1,...,C;},

e G[I] peut étre partitionné en [ indépendants critiques non-vides {Iy,...,I;},
o Ne(C)NR=_;R; et No(R;)NC =Ji_, C; pour 1 <i <1,

Notons que la troisiéme condition implique que les familles {Ng(u) | u € C'} et {Ng(u) | v € I}
sont des familles imbriquées.

Les propriétés structurelles que nous avons introduites dans la section 4.1, a savoir la proposi-
tion 4.2 et le lemme 4.2, peuvent étre adaptées en remplagant les graphes trivialement parfaits par
des indépendants ou des modules threshold.

Proposition 4.4. Si G = (V, E) est un graphe threshold, alors pour tout u € V tel que Ng(u) est
une clique et pour tout indépendant H, le graphe G(u — H) est threshold.

Preuve. Observons que pour un graphe threshold, ajouter un faux jumeau v & un sommet v dont
le voisinage est une clique résulte en un graphe G’ qui est threshold. En effet, toute obstruction
de G’ doit contenir u et v, autrement le graphe G ne serait pas threshold. Hors, aucune des ob-
structions Py, Cy et 2K5 des graphes threshold ne contient deux sommets qui sont faux jumeau
et ont un voisinage qui est une clique. Nous pouvons donc conclure qu’ajouter un faux jumeaux
A tout sommet dont le voisinage est une clique conserve la propriété d’un graphe d’étre threshold.
Ceci implique que le graphe G(u — H) dans ’énoncé de la proposition est threshold. O

Dans le lemme qui suit, toutes les composantes connexes K; sont des sommets seuls & I’exception
d’une qui peut étre un graphe threshold. Notons que les K; qui correspondent & des sommets seuls
sont trivialement des modules threshold, nous retirons en conséquence cette condition dans la
version du lemme pour les graphes threshold.

Lemme 4.12. Soit G = (V,E) un graphe, S C V une clique mazimale de G et Ky,..., K, les
composantes connexes de G\S. Le graphe G est threshold si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) K, est un sommet seul pour tout 1 < i < r sauf pour éventuellement un K;, ot G[Kj]
contient une aréte et est threshold (s’il existe supposons j =r),
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(i) {Na(V(K;)) | 1<i<r} est une famille imbriguée,

(iii) Si K, n’est pas un sommet seul alors V(K,) est un module de G, No(V(K;)) C Ng(V(K,))
pour tout 1 <i <r et |[Nag(V(K,))|=1|5|—-1.

Preuve.  Nous commengons par supposer que G est un graphe threshold et soit S C V une
clique maximale de G. Un graphe threshold n’admet pas de 2K5 comme sous-graphe induit, ainsi
puisque les composantes connexes Ki, ..., K, sont non-adjacentes deux a deux, au plus une peut
contenir une aréte. De plus si elle existe, supposons sans perte de généralité que ce soit K,, qui
est threshold par hérédité, ainsi la condition (i) est vérifiée. Si K, est un sommet seul, alors tous
les K;,1 < i < r sont des sommets seuls, il existe donc une partition threshold (C,I) de G telle
que C = S et U;¢;c, Ki € I. Par définition, {Ng(u) | u € I} forme une famille imbriquée dans
C, ainsi la condition (ii) est vérifiée dans ce cas.

Supposons maintenant que K, contienne plus d’un sommet, et donc au moins une aréte {u, v}
puisque Kg est connexe. Montrons premiérement que Ng(V(K;)) € Ng(V(K,)) pour tout 1 <
i < r. Supposons que ce ne soit pas le cas pour un Kj, il existe alors une aréte {z,y} € E avec
x € V(K;) et y € S telle que y ¢ No(V(K,)). Les sommets {z,y,u,v} induisent un 2K, dans
G, une contradiction. Par les méme arguments |Ng(V(K,))| > |S| — 1, sinon il existerait une
aréte {x,y} telle que z,y € S et x et y non adjacents a u et v. De plus puisque {u,v} est une
aréte de G nous avons que |Ng(V(K,))| = |S| — 1 sinon S ne serait pas maximum. Montrons a
présent que V(K,.) est un module de G. Supposons qu’il ne soit pas un module, alors il existe deux
sommets u,v € K, et un sommet w € S tels que w est adjacent a u mais pas & v. Soit le sommet
z € S\N¢(V(K,)) qui est non adjacent a u et v. Les sommets {u, v, w, z} induisent un Py, ce qui est
une contradiction. Nous avons montré que la condition (iii) est vérifiée si K, n’est pas un sommet
seul. Enfin en utilisant les méme arguments que dans le cas précédent nous pouvons montrer que
{Na¢(V(K;)) | 1 < i < r} est une famille imbriquée. Puisque Ng(V(K;)) C Ng(V(K,)) pour
i # r, nous pouvons conclure que {Ng(V(K;)) | 1 < i < r} est une famille imbriquée. Ainsi la
condition (ii) est également vérifiée dans ce cas.

Nous supposons maintenant que G est un graphe qui vérifie les conditions (i), (ii) et (iii). Nous
construisons une partition threshold de G. Si tous les K; sont des sommets seuls alors pour C' = S
et I = cic, V(Ki), (C,I) est une partition threshold de G puisque {Ng(V(K;)) | 1 <i <1}
est une famille imbriquée. Supposons maintenant que K, contienne plus d’un sommet. Par la
condition (i), K, est threshold, ainsi il existe (C,., I.) une partition threshold de K,.. Nous affirmons
que (C,I) on C = C, U (SN Ng(V(K,)) et I = V(GQ)\ C est une partition threshold de G.
Observons d’abord que puisque V(K,) est un module de G, C est une clique. De plus puisque
Ng(V(K;)) C Ng(V(K,)) pour i # 7, le sommet z de S\ Ng(V (K,)) n’est adjacent & aucun autre
sommets de I et son voisinage est exactement Ng(V(K,.)). Puisque les sommet de K;, i # r ne
sont pas adjacents & ceux de K, I'ensemble I = I, U{z} U, ,., V(K;) est bien un indépendant.
Enfin, les familles {Ng(V(K;)) | 1 < i < r} et {Ng(u) | v € I} sont imbriquées par définition.
Puisque Ng(V(K;)) C Ng(V(K,)) pour i # 7, nous concluons que la famille {Ng(u) | u € I} est
imbriquée. Nous concluons que (C, I) est une partition threshold et que le graphe G est threshold.

O

4.3.2 Reégles de réduction pour THRESHOLD EDITION

Rappelons que les graphes threshold sont les graphes sans Py, C4 ni 2K5 comme sous-graphe induit.
En particulier la derniére obstruction implique qu’ils sont composés d’une unique composante
connexe non triviale et de sommets isolés. En particulier, nous ne pouvons pas retirer du graphe
les composantes connexes threshold non triviales, car s’il y en a au moins deux, elles induisent un

2K,.
Reégle 4.6. Soit v € V un sommet isolé de G. Retirer le sommet v.

Les graphes threshold ne sont pas clos pour 'ajout de vrais jumeaux ainsi que pour l'ajout de
faux jumeaux. Nous ne pouvons donc pas utiliser notre régle habituelle pour borner les cliques
critiques. Nous utilisons des régles introduites par Drange et al. [52] permettant de borner la taille
des cliques et indépendants critiques dans les graphes threshold.
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Reégle 4.7. Soit K C V une clique critique de G telle que |K| > 2k + 2. Retirer | K| — (2k + 2)
sommets de K.

Régle 4.8. Soit I C V un indépendant critique de G tel que |I| > 2k + 2. Retirer |I| — (2k + 2)
sommets de I.

Lemme 4.13 ([52]). Les regles 4.7 et 4.8 sont stres.

Nous pouvons définir les peignes pour les graphes threshold de maniére analogue a la défini-
tion 4.5 en remplagant les modules trivialement parfaits R; par des indépendants critiques I;. No-
tamment, dans le cas des graphes threshold, un peigne correspond exactement & un sous-chemin de
la décomposition threshold (définition 4.7). Nous pouvons définir les régles portant sur les peignes
exactement de la méme maniére que pour le cas des graphes trivialement parfaits.

Reégle 4.9. Soit (C, R) un peigne de G tel qu’il existe deux ensembles disjoints C, et Cp ot :
e C, est un (2k + 1)-bourrage de {C,...,C},
e C est un (2k + 1)-bourrage de {C;,Cj_1,...,C1}.
Retirer les sommets de C" = C'\ (C, U Cy).
Régle 4.10. Soit (C,I) un peigne de G tel qu’il existe trois ensembles disjoints Z,,Z; et Z. ou :
e 7, est un (2k 4+ 1)-bowrrage de {I1,...,I;},
o I.={I},...,I,} est un (2k + 1)-bourrage de {I;,..., I; },
e T; est un (2k + 1)-bourrage de {I;—1,..., 11},
Retirer les sommets de I' = I\ (Z, UZy UZ,).

Les régles 4.9 et 4.10 peuvent étre montrées de maniére similaire aux régles 4.4 et 4.5. En
particulier, il suffit de remplacer les mentions de « module trivialement parfait » par indépendant
critique, et de remplacer les mentions de la proposition 4.2 et du lemme 4.2 par la proposition 4.4
et le lemme 4.12. Notons que dans le lemme 4.12; les composantes connexes K; (sauf au plus une)
correspondent a des uniques sommets, les dents d’un peigne qui correspondent a des indépendants
critiques sont donc des unions des sommets de K;. De plus dans le cas particulier ou la composante
connexe K, est un module threshold et non un unique sommet, cette composante connexe K, ne
pose pas d’inconvénient dans les preuves car son voisinage dans la clique maximale S contient tous
les voisinages des autres K; d’aprés le lemme 4.12. Plus en détail, elle serait une y-composante dans
la preuve de siireté de la régle 4.9 et une S-composante dans la preuve de streté de la régle 4.10.

Lemme 4.14. Les régles 4.9 et 4. 10 sont sires.
Ces régles permettent de borner & un nombre linéaire les sommets contenus dans un peigne.

Lemme 4.15. Supposons que Uinstance (G, k) est réduite par les regles 4.7 & 4.10. Soit (C,I) un
peigne de G, alors |C'U R| = 20k + 10.

Preuve. Par les régles 4.7 et 4.8, chaque clique critique C; et indépendant critique I; contient au
plus 2k + 2 sommets. Par 'observation 4.1, tout (2k + 1)-bourrage de {C1,...,C;} ou {I1,...,I;}
contient au plus 4k + 2 sommets. Ainsi |C| < 8k + 4, sinon on pourrait trouver deux (2k + 1)-
bourrages disjoints de {C1,...,C;} et de {C},...,C1} et la régle 4.9 pourrait étre appliquée. De
méme, |I| < 12k +6, sinon on pourrait trouver trois (2k+ 1)-bourrages disjoints de I qui répondent
aux exigences de la régle 4.10. Nous concluons que |C U R| < 20k + 10. O

56



4.3. NOYAU POUR THRESHOLD EDITION

4.3.3 Borner la taille d’une instance réduite

Puisque les graphes threshold admettent également une décomposition en clique universelle, nous
pourrions adapter de maniére immédiate la preuve du théoréme 4.1 au probléme THRESHOLD
EDITION. Cependant une analyse plus fine utilisant une partition threshold permet d’obtenir une
borne avec un plus petit facteur constant. Notons que le noyau proposé par Drange et al. [52]
contient au plus 336k2 + 388k + 92 sommets.

Théoréme 4.3. THRESHOLD EDITION admet un noyau qui contient au plus 50k? + 50k + 10
sommets.

Preyve.  Soit (G = (V,E),k) une instance positive de THRESHOLD EDITION réduite par les
régles 4.6 & 4.10 et F une k-édition de G. Soit H = GAF, (C,I) une décomposition threshold de
H et soit {Cy,...,C} et {I1,...,I;} les partitions de C et I, respectivement. Soit A I’ensemble
des paires (C;, I;) telles que C; ou I; contient un sommet affecté par F. Puisque |F| < k, nous
avons |A| < 2k. Le graphe étant réduit d’apreés les régles 4.7 et 4.8, les paires de A contiennent en
tout au plus 2k - 4k + 4 sommets non affectés et 2k sommets affectés, soit 10k? + 10k sommets.

Observons maintenant qu’il existe au plus 2k + 1 sous-séquences (maximales) continues de
{(C1, I),...,(Cy, I})} qui ne contiennent pas d’éléments de A. Une telle sous-séquence

{(Ce, I),...,(Cy, L)} 1<z <y <l

correspond & un peigne (Cy U---UCy, I, U---UI,) de G puisque aucun C; ou I; pour z < j <y
ne contient de sommets affectés. Puisque le graphe est réduit par les régles 4.9 et 4.10, d’apreés le
lemme 4.15, un tel peigne contient au plus 20k + 10 sommets. Nous concluons donc que |V (G)| <
(2k + 1)(20k + 10) + 10k? + 10k = 50k? + 50k + 10.

Pour finir, notons que la régle 4.6 peut étre trivialement appliquée en temps linéaire, que les
régles 4.7 et 4.8 peuvent I'étre également d’aprés le lemme 3.5. Enfin les régles 4.9 et 4.10 peuvent
étre également appliquées en temps polynomial en énumérant les peignes critiques a ’aide d’un
algorithme similaire & celui utilisé pour les graphes trivialement parfaits (algorithme 2). O

Nous pouvons terminer cette section en mentionnant le cas des graphes chaines, définis de
maniére similaire aux graphes threshold. En particulier ces graphes admettent une partition en
deux indépendants ou les voisinages des sommets de chaque partie forment une famille imbriquée.
Drange et al. [52] ont proposé des noyaux avec un nombre quadratique de sommets pour CHAIN
EDITION ainsi que ses versions complétion et délétion, en adaptant leur noyau pour THRESHOLD
EDITION. Le noyau que nous venons de montrer pour THRESHOLD EDITION peut également étre
adapté a ces problémes de modification d’arétes vers les graphes chaines.
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Chapitre 5

Graphes blocs et strictement cordaux

Dans ce chapitre nous présentons des noyaux polynomiaux pour les problémes BLOCK GRAPH
EpiTioN, BLOCK GRAPH DELETION et pour le probléme STRICTLY CHORDAL EDITION et ses
variantes complétion et délétion. Le noyau pour les problémes de modification d’arétes pour les
graphes strictement cordaux a fait ’objet d’une premiére publication avec Anthony Perez et Toan
Todinca [60]. Les résultats pour les graphes blocs ont été ajoutés dans la version compléte de
Particle avec le concours de Mathis Rocton [58].

Les graphes blocs sont les graphes dans lesquels toute composante biconnexe est une clique [79].
Cela implique notamment que les séparateurs minimaux des graphes blocs sont de taille 1. Ces
graphes peuvent aussi étre caractérisés comme les graphes cordaux sans diamants comme sous-
graphe induit [9]. Une généralisation naturelle des graphes blocs sont les graphes strictement
cordauz, aussi définis sous le nom de block duplicate. Ils peuvent étre obtenus a partir de graphes
blocs en choisissant de maniére répétée un sommet séparateur u et en ajoutant un vrai jumeau v
de u, c’est-a-dire un sommet v adjacent a u et & tous les voisins de u [72]. Ils peuvent aussi étre
caractérisés comme les graphes cordaux sans gemmes ou dards comme sous-graphe induit (illustrés
dans la figure 5.1). Les graphes strictement cordaux sont une super-classe des graphes 3-leaf
power [49] et sont une sous-classe des graphes 4-leaf power [89] ainsi que des graphes ptolémaiques.

&L <P )

diamant dard gemme trou

Figure 5.1: Les sous-graphes interdits des graphes blocs et strictement cordaux.

Structure du chapitre Nous présentons dans ce chapitre :

e un noyau avec O(k?) sommets pour les problémes BLOCK GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH
DELETION,

e un noyau avec O(k%) sommets pour le probléme STRICTLY CHORDAL EDITION,

e un noyau avec O(k®) sommets pour les problémes STRICTLY CHORDAL COMPLETION et
STRICTLY CHORDAL DELETION.

Nous rappelons que le probléme BLOCK GRAPH COMPLETION est polynomial & résoudre, il suffit de
compléter toutes les composantes biconnexes en une clique. Nous commencons dans la section 5.1
par donner des propriétés structurelles des graphes blocs et strictement cordaux ainsi que d’autres
notions utiles pour définir nos algorithmes de noyaux. Nous montrons dans la section 5.2 que tous
les problémes étudiés dans ce chapitre sont NP-complets. Nous présentons ensuite le noyau pour
BLOCK GRAPH EDITION et sa variante délétion dans la section 5.3. Enfin, nous présentons le
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noyau pour STRICTLY CHORDAL EDITION dans la section 5.4. Nous terminons par montrer dans
la section 5.4.5 comment adapter et améliorer ce noyau pour STRICTLY CHORDAL COMPLETION
et STRICTLY CHORDAL DELETION.

5.1 Définitions et propriétés

Nous commencons cette section en donnant des propriétés structurelles sur les graphes blocs et
strictement cordaux. Notamment, nous donnons des caractérisations des graphes strictement cor-
daux, nous définissons 'opération de jointure qui permet de construire des graphes cordaux, blocs
ou strictement cordaux sous certaines conditions. Enfin nous donnons un résultat combinatoire
sur les sous-graphes connexes couvrant un ensemble de sommets dans les graphes blocs, ce résultat
est essentiel pour borner la taille de notre noyau.

Rappelons que les sommets du graphe des cliques critiques C(G) correspondent aux cliques
critiques de G, ses arétes aux adjacences entre ces cliques (définition 3.1). Les graphes strictement
cordaux admettent plusieurs caractérisations.

Théoréme 5.1 ([108]). Soit G = (V, E) un graphe. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. G est un graphe strictement cordal,
2. Le graphe des cliques critiques C(G) est un graphe bloc,
8. G ne contient pas de dards, de diamants ou de trous comme sous-graphe induit,

4. G est cordal et les séparateurs minimauz de G sont deux & deux disjoints.

Jointure ® Nous nous intéressons maintenant a la notion de jointure (opération notée ®) entre
deux graphes. Cette opération joue un réle majeur dans les preuves des régles de réduction des
noyaux présentés.

Définition 5.1. Soit G; = (Vi, Eq) et Gy = (Va, E3) deux graphes disjoints et soit S C Vi, S5 C
Va. La jointure de G et Gy sur Sy et Sy, notée (G1,51) ® (G2, S2), est le graphe :

(Vl U ‘/2, E1 U E2 U (Sl X 52))

Figure 5.2: Illustration d’un graphe (G, S1) ® (G, S2).

Nous présentons maintenant des propriétés structurelles pour 'opération de jointure. Le lemme
qui suit concerne les séparateurs minimaux dans un graphe G = (G1,51) ® (G2, S2) ou Gy et G
sont cordaux, et ot S7 et Sy sont des cliques. En particulier les séparateurs minimaux de G sont
ceux de GG et G5 plus éventuellement S; ou Sy sous certaines conditions. C’est par exemple le cas
de S dans la figure 5.2, ou S7 est un séparateur minimal de G mais pas de G;.

Lemme 5.1. Soit G = (V4,Ey) et Go = (Va, Es) deux graphes cordauzr disjoints. Soit deux
cliques non vides S; C V1 et Sy C Vo et soit G = (G1,51) ® (Ga,S2). Le graphe G est cordal, de
plus tout séparateur minimal S de G est aussi un séparateur minimal de G1 ou de G, excepté si
S =8, pouri € {1,2} et S; est strictement inclus dans une clique mazimale de G;.
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Preuve. Le graphe G est cordal puisque tout cycle de G est soit contenu dans I'un de G et Gs
ou, s’il les intersecte tous les deux, il contient au moins trois sommets de S; U Sy qui induisent une
clique dans G. Dans les deux cas, si le cycle a quatre sommets ou plus, alors il contient une corde.

Tout séparateur minimal S d’un graphe cordal G est l'intersection de deux cliques maximales
Q et ' de G (cf. le théoréme 7 et le lemme 5 dans [70]). De plus S est un ab-séparateur minimal
pour tout a € Q\ S, b€ Q' \ S. En particulier, S est strictement inclus dans chacune des cliques.
Par construction de G, n’importe laquelle de ses cliques maximales est soit une clique maximale
de G1 ou de G, soit exactement S; U Ss.

Si S = 0, alors le graphe G n’est pas connexe. Cela n’arrive que si I'un des graphes G ou Ga
n’est pas connexe, puisque S; et Sy ne sont pas vides. Nous concluons que S est un séparateur
minimal de G ou Gs.

Dans ce qui suit nous supposons que S n’est pas vide. Considérons en premier le cas ou ni 2
ni ' n’est égal a S; US,. Alors Q et € sont toutes les deux contenues dans le méme G;, pour
i € {1,2} (sinon leur intersection S serait vide). Supposons qu’elles soient toutes les deux dans G,
nous affirmons que S = QN O est un séparateur minimal de G;. Prenons a € Q\ S et b€ '\ S.
Puisque S sépare a et b dans G, il les sépare aussi dans G1, qui est un sous-graphe de G. Mais S
est dans le voisinage commun de a et b dans G, donc S est minimal parmi les ab-séparateurs de
(1, ce qui implique la conclusion.

Il nous reste le cas ou 2 = S;US; et ' est contenue dans I'un des graphes G et G3. Supposons
sans perte de généralité que ce soit dans G, par conséquent, S C S;. Si cette inclusion est stricte,
nous affirmons que S est aussi un séparateur minimal de G;. En effet, S est un séparateur minimal
dans G pour tout a € Q\ S et b € '\ S, donc nous pouvons choisir @ € S; \ S. A nouveau S
sépare a et b dans le sous-graphe G; de G, et comme S est dans le voisinage commun de a et b
dans (1, il est nécessairement un séparateur minimal de G. Nous en déduisons que, si S n’est pas
un séparateur minimal de G, nous devons avoir S = S;. Nous concluons que S est strictement
inclus dans la clique maximale Q' de G, ce qui prouve le lemme. O

Nous présentons maintenant des conditions suffisantes sur les ensembles Sy et So pour que si
les graphes G1 et G2 sont blocs ou strictement cordaux, alors le graphe (G, 51) ® (Ga, S2) le soit
aussi.

Lemme 5.2. Soit G; = (V1,E1) et Go = (Va, Es) deux graphes blocs disjoints et soit deux sous-
ensembles de sommets non vides S; C Vi et So C V. Le graphe G = (G1,51) ® (G2, S2) est un
graphe bloc si pour i € {1,2}, S; est un sommet ou une cligue mazimale de G;.

Preuve. Observons que les séparateurs minimaux des graphes blocs sont des sommets puisque
les composantes biconnexes des graphes blocs sont des cliques. D’apreés le lemme 5.1, G est cordal
et ses séparateurs minimaux sont ceux de Gy et Ga plus éventuellement Sy (resp. Ss) s'il est
strictement inclus dans une clique maximale de G (resp. G2). Ainsi, si pour i € {1,2}, S; est un
sommet ou une clique maximale de G, les séparateurs minimaux de G sont des sommets et donc
G est un graphe bloc. O

Lemme 5.3. Soit Gy = (V1, E1) et Go = (Va, Es) deux graphes strictement cordauz disjoints et soit
deuz sous-ensembles de sommets non vides S; C Vi et So C Va. Le graphe G = (G1,51) ® (G2, S2)
est un graphe strictement cordal si pour i € {1,2}, S; est une clique critique, une clique mazimale
ou intersecte exactement une clique maximale de G;.

Preuve.  D’apres le lemme 5.1, G est cordal et ses séparateurs minimaux sont ceux de Gy et
G4 plus éventuellement S; (resp. S2) s’il est strictement inclus dans une clique maximale de G
(resp. G3). Si S; intersecte exactement une seule clique maximale de Gj, il est immédiat que S;
n’intersecte aucun séparateur minimal de G;. Si S; est une clique critique, nous affirmons que S;
est un séparateur minimal de G; ou qu’il n’intersecte aucun séparateur minimal de G;. En effet,
¢’il existe un séparateur (clique) minimal S de G; tel que S; C S, alors puisque S; est une clique
critique, il existe u € S;, v € S\ S; et w € V(G;) \ S tels que w est adjacent soit & u soit a
v. Supposons que w soit adjacent & u et non & v, alors u est dans un vw-séparateur minimal qui
intersecte S et qui en est différent. C’est une contradiction puisque G; est strictement cordal et
que le théoréme 5.1 indique que les séparateurs minimaux des graphes strictement cordaux sont
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disjoints deux a deux. Par conséquent les séparateurs minimaux de G sont disjoints deux a deux
et par le théoréme 5.1 G est strictement cordal. O

Dans les preuves de certaines régles pour le noyau pour STRICTLY CHORDAL EDITION et ses
variantes, nous devrons effectuer une jointure de graphes Gs,...,G, avec un graphe G; sur le
méme ensemble de sommets S; C V(G1). L'observation suivante nous garantit que cette opération
peut-étre faite en assurant que le graphe obtenu soit strictement cordal.

Observation 5.1. Soit G; = (V1, E1),...,G,. = (V,., E,) un ensemble de graphes strictement
cordaux disjoints et pour chaque i € {2,...,7} soit S; C V; une clique critique, une clique maximale
ou un ensemble qui intersecte exactement une clique maximale de G;. Si S est une clique critique
ou intersecte exactement une clique maximale de GG, alors S est une clique critique ou intersecte
exactement une clique maximale de (Gp,S1) ® (Go,S52). Cela implique par le lemme 5.3 que
(G1,51) ® (Uacicr GisUagic, Si) est strictement cordal. Cette construction est illustrée dans la
figure 5.3.

Figure 5.3: Illustration d’'un graphe G = (G1, S1) ® (Uacics Gis Uagicy Si) construit comme dans
Pobservation 5.1. Ici, S; intersecte une exactement une clique maximale de G et est une clique
critique de G; S5 intersecte une exactement une clique maximale de Go; S5 est une clique maximale
de G3; Sy est une clique critique de Gy.

Sous-graphe couvrant Nous présentons un résultat combinatoire sur les sous-graphes connexes
couvrant un ensemble de sommets A dans les graphes blocs. Ce résultat est crucial pour borner la
taille des instances réduites des problémes étudiés dans ce chapitre. Pour montrer ce résultat nous
avons besoin de la notion des arbres blocs-séparateurs. Notons qu'un sommet d’un séparateur de
taille 1 est appelé un sommet séparateur.

Définition 5.2. Soit G = (V, E) un graphe, I'arbre blocs-séparateurs Tpc(G) de G est un arbre
ayant deux types de noeuds :

1. les noeuds séparateurs qui correspondent aux sommets séparateurs de G,
2. les noeuds blocs qui correspondent aux composantes biconnexes de G.

11 existe une aréte entre un noeud séparateur et un noeud bloc dans T (G) si le sommet séparateur
correspondant est contenu dans la composante biconnexe correspondante.

Dans un graphe bloc G, les noeuds blocs de Tsc(G) correspondent & des cliques maximales de
G puisque ses composantes biconnexes sont des cliques.

Lemme 5.4. Soit G = (V, E) un graphe bloc connezxe et soit un ensemble A C V. Soit Ta un
sous-graphe induit connexe minimal de G qui couvre tous les sommets de A. Soit f(Ta) Uensemble
des sommets de degré au moins 3 dans T4. Nous avons les propriétés suivantes :
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(i) Le sous-graphe T4 est unique,
(i) [f(Ta) \ Al < 3-|4],
(iii) Le graphe Ta \ (AU f(Ta)) contient au plus 2 - |A| composantes connexes.

Preuve. Observons que les sommets qui ne sont pas des sommets séparateurs de G appartiennent
4 une unique composante biconnexe de GG. Par conséquent, nous pouvons associer & chaque sommet
v de V(G) un unique noeud n(v) de Tpc(G) comme suit : si v est un sommet séparateur, nous
lassocions au noeud séparateur correspondant dans T (G), sinon nous ’associons au noeud bloc
correspondant & I'unique composante biconnexe de G qui contient v. Observons maintenant que,
pour deux sommets u,v € A, tout chemin P de u & v dans G correspond au chemin Pgo de
n(u) a n(v) dans Tpc(G). En particulier, P contient tous les sommets correspondant aux noeuds
séparateurs de Ppo. Par conséquent le sous-graphe couvrant T4 doit contenir tous les sommets
de P. Nous en concluons que les sommets de T4 sont précisément les sommets de A, plus tous les
sommets séparateurs de GG correspondant aux noeuds séparateurs de tels chemins, ce qui implique
I'unicité de Ty4.

Nous définissons Tpc(A) comme le sous-arbre de Tpe(G) couvrant tous les noeuds de n(A) =
{n(a) | a € A}. Nous dénombrons les sommets de f(T4)\ A. Si |A] = 2 alors f(Ta)\ A = 0.
Supposons maintenant que |A| > 3 et soit o’ € f(T4) \ A. Par Pobservation précédente, c’est un
sommet séparateur de G, donc n(a’) est un noeud séparateur de T (A4). Soit v un voisin de a’
dans T4. Par construction de T4 et de T (A), il existe un noeud bloc b adjacent a n(a’) dans
Tpc(A), tel que v et a’ sont dans la clique maximale de G correspondant au noeud b. De plus, v
est dans A, ou v est un sommet séparateur de G tel que le noeud séparateur n(v) est adjacent a b
dans Tgc(A). Nous avons donc :

1. n(a’) est de degré au moins 3 dans Tpc(A), ou

2. n(a’) est le voisin d’un noeud bloc b de degré au moins 3 dans T (A), ou si ce n’est aucun
de ces deux cas,

3. n(a’) a exactement deux voisins b et ¥’ dans Tpc(A), les cliques maximales correspondantes
a b et b’ dans G contiennent au moins p > 1 sommets de A, ou p plus le degré de b et b’ dans
Trc(A) est au moins 3.

Soit k le nombre de feuilles de Tp(A). Observons que pour toute feuille I de T (A), il existe
un a € A tel que n(a) = I. Choisissons pour chaque feuille I un unique sommet a; € A tel que
n(a;) = I, nous appelons a; un sommet feuille. Notons que le nombre de sommets a’ € f(T}4)
correspondant aux deux premiers points ci-dessus est borné par 3k. En effet, n(a’) est incident
a une aréte de T'sc(A), ayant un noeud incident de degré au moins 3. Nous pouvons facilement
vérifier que, dans tout arbre de k feuilles, le nombre de telles arétes est borné par 3k (nous pouvons
le montrer par induction sur le nombre de feuilles de ’arbre, en ajoutant les noeuds feuilles un par
un). Nous dénombrons maintenant les sommets a’ € f(T4) du troisiéme type. Par le troisiéme
point, @’ a au moins un voisin @ € A dans le graphe T4, tel que a n’est pas un sommet feuille.
Observons que a peut étre dans le voisinage d’au plus deux sommets de f(7T4) de ce troisiéme
type, sinon nous serions dans le second cas. Ainsi, il y a au plus |A| — kK sommets semblables & a et
2(]A| — k) noeuds du troisiéme type. Il en résulte donc que |f(Ta) \ A] < 3k+2(|4] — k) < 3-|A].

Pour prouver le troisiéme point, le nombre de composantes connexes de T4 \ (AU f(T4)), nous
examinons & nouveau la situation dans Tpc(A). Rappelons que tout noeud de degré au moins 3
dans Tpc(A) est soit un noeud séparateur, auquel cas il est dans f(T4) (cas 1), soit un noeud
bloc, mais alors tous ses voisins dans Tpc(A) correspondent & des sommets de f(7T4) (cas 2). Par
conséquent, les composantes connexes de T4 \ f(T'4) correspondent aux composantes connexes de
Tpc(A) aprés suppression de tous les noeuds de degré au moins 3. Ainsi, le nombre de telles com-
posantes connexes est borné par 2k. Retirer les sommets feuilles de A n’augmente pas le nombre
de composantes connexes, et retirer les autres sommets de A augmente le nombre de composantes
connexes d’au plus 1. Ainsi Ty \ (AU f(T4)) contient au plus 2 - |A| composantes connexes, ce qui
conclut la preuve du lemme. O
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5.2 NP-complétude

Nous commengons par montrer la NP-complétude de BLOCK GRAPH DELETION et BLOCK GRAPH
EDITION en donnant une réduction depuis CLUSTER DELETION et CLUSTER EDITION qui sont
connus comme étant NP-complets [95, 114, 120]. Rappelons que les graphes cluster peuvent étre
caractérisés comme les graphes qui n’admettent pas de P3; comme sous-graphe induit. De plus
rappelons que probléme BLOCK GRAPH COMPLETION admet un algorithme en temps polynomial
en raison de la nature des graphes blocs : toute composante biconnexe doit étre transformée en
une clique (ces composantes peuvent étre calculées en temps polynomial [83]).

Lemme 5.5. BLOCK GRAPH DELETION et BLOCK GRAPH EDITION sont NP-complets.

Preuve. Nous commencons par prouver que BLOCK GRAPH DELETION est NP-complet en faisant
une réduction a partir de CLUSTER DELETION. Etant donné une instance (G = (V, E), k) de
CLUSTER DELETION, nous construisons une instance de BLOCK GRAPH DELETION en ajoutant
un sommet universel u adjacent & tous les sommets de V. Soit (G' = (V’, E’), k) 'instance
construite.

Nous montrons que le graphe G admet une k-délétion en un graphe cluster si et seulement si
G’ admet une k-délétion dans un graphe bloc. Supposons d’abord qu’il existe une k-délétion F' de
G en un graphe cluster. Le graphe G — F est un graphe sans aucun P3 comme sous-graphe induit.
Considérons maintenant le graphe H' = G’ — F. Par construction, H'[V] ne contient pas de Ps,
donc H' est cordal et ne contient pas de diamant, donc H’ est un graphe bloc.

Supposons maintenant qu’il existe une k-délétion F’ de G’ dans un graphe bloc. Nous affirmons
que soit I’ n’affecte pas le sommet universel u, soit nous pouvons construire une k-délétion F* a
partir de F’ qui n’affecte pas u. Supposons que F’ contient au moins une aréte incidente & u.

Nous considérons tout d’abord le cas ot H' = G’ — F’ n’est pas connexe. Soit C' la composante
connexe qui contient u. Soit C’ une autre composante connexe de H' et un sommet v € V(C").
Définissons la délétion F” = F'\ {{u,v}}. Par le lemme 5.2, (C,{u}) ® (C’,{v}) est un graphe
bloc, et les autres composantes connexes de H' sont inchangées. Par conséquent, G’ — F” est un
graphe bloc et puisque |F”| < |F’|, F" est une k-délétion. On itére cette construction jusqu’a
obtenir une solution intermédiaire Fy* telle que Hy = G’ — Fy soit connexe.

Si FY n’affecte pas u, nous fixons F* = F} et nous avons terminé. Sinon, il existe au moins
un sommet v non adjacent & u dans H;. Puisque H; est connexe, nous pouvons choisir v a une
distance exactement 2 de u. Puisque Hf est un graphe bloc, nous avons N(u) N N(v) = {w}.
Considérons la composante biconnexe C' contenant v et w, et soit ¢’ = C'\ {w}. Puisque Hf est
un graphe bloc, C' (et donc C) est une clique. Soit K, et K, les deux composantes connexes de
Hf — ({w} x C") qui contiennent respectivement les sommets u et v. Ces composantes sont des
graphes blocs par hérédité. Par le lemme 5.2 le graphe H = (K, {u}) ® (K,, {C'}) est un graphe
bloc. Observons que ({u} x C”) C Fy* puisque u est un sommet universel. Soit Fy la délétion telle
que Hi = G' — F§. Par construction, observons que |F5| = |Ff|, donc Fy est une k-délétion de G’
en un graphe bloc. Nous itérons cette construction jusqu’a ce que nous obtenions une k-délétion
F* de G qui n’affecte pas u.

Pour conclure, observons que H = G — F* ne contient aucun Ps sinon il y aurait un diamant
dans G’ — F™* avec le sommet universel u, par conséquent H est un graphe cluster.

La méme réduction peut étre faite pour BLOCK GRAPH EDITION, il suffit d’observer qu’il n’y
a pas d’arétes ajoutées incidentes a u, et nous pouvons utiliser le méme argument que ci-dessus
sur les arétes supprimées : s’il n’y a pas d’aréte supprimée incidente & v nous avons terminé, sinon
nous construisons un autre ensemble d’arétes supprimées de méme taille, mais contenant moins
d’arétes incidentes & u. Si, lors de la construction, nous devons supprimer une aréte qui a été
ajoutée par ’édition, alors la suppression de cette aréte de 'ensemble d’édition se traduit par un
ensemble d’édition strictement plus petit. Ceci conclut la preuve de ce lemme. O

La NP-complétude de STRICTLY CHORDAL COMPLETION résulte directement de la preuve
de NP-complétude pour 3-LEAF POWER COMPLETION de [49, Théoréme 3]. Notamment, ils
montrent la NP-complétude de la complétion vers des classes de graphes caractérisées par une
famille d’obstructions qui contient les trous, les gemmes et d’autres obstructions contenant trois
sommets indépendant (ce qui est le cas du dard).
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Lemme 5.6. STRICTLY CHORDAL COMPLETION est NP-complet.

Nous montrons la NP-complétude de STRICTLY CHORDAL EDITION et STRICTLY CHORDAL
DELETION en donnant une réduction depuis CLUSTER EDITION et CLUSTER DELETION respec-
tivement.

Lemme 5.7. STRICTLY CHORDAL EDITION et STRICTLY CHORDAL DELETION sont NP-complets.

Preuve. FEtant donné une instance (G = (V, E), k) de CLUSTER EDITION, nous construisons une
instance de STRICTLY CHORDAL EDITION en ajoutant une clique U = {uy, ..., ugt1} de taille k+1
adjacente a tous les sommets de V', et pour chaque sommet  dans V', k41 sommets {vf,...,v{ }
adjacents seulement a z. Soit (G’ = (V', E’), k) 'instance construite. Nous montrons que le graphe
G admet une k-édition en graphe cluster si et seulement si G’ admet une k-édition en graphe
strictement cordal. Supposons d’abord qu’il existe une k-édition F' de G en un graphe cluster.
Le graphe GAF est un graphe sans aucun P3; comme sous-graphe induit. Considérons le graphe
H' = G'AF. Par construction, H'[V] ne contient pas de P3, donc H' est cordal et ne contient ni
gemmes ni dards puisque ces obstructions contiennent un P3 induit et un sommet adjacent a tous
les sommets de ce P3. Il en résulte que H’ est strictement cordal.

Supposons maintenant qu’il existe une k-édition F' de G’ en un graphe strictement cordal
H' = G’ AF’. Nous affirmons que H = GAF’ est un graphe cluster. Par contradiction, supposons
que H = H'[V] contienne un Ps {z,y,2} ou z,z sont les extrémités du chemin. Il existe alors
i,j €{1,...,k+ 1} tels que {z,y, 2, u;, v]y} forme un dard dans H’, ce qui contredit le fait que H’
est strictement cordal, et donc H est un graphe cluster.

La méme réduction peut étre faite de CLUSTER DELETION & STRICTLY CHORDAL DELETION,
montrant que ce dernier est NP-complet. O

5.3 Noyau pour BLOCK GRAPH EDITION

Nous présentons dans cette section un noyau pour le probléme BLOCK GRAPH EDITION qui contient
un nombre quadratique de sommets. Nous commencons en donnant une description informelle du
noyau. Considérons une instance positive (G = (V, E), k) de BLOCK GRAPH EDITION, F' une
k-édition de G et soit H = GAF. Puisque F est de taille au plus k, il existe au plus 2k sommets
de H qui sont affectés. Soit A ces sommets et T le sous-graphe induit connexe minimal de H qui
couvre les sommets de A. Définissons A’ comme 1’ensemble des sommets de degré au moins 3 dans
T. D’aprés le lemme 5.4, nous avons |A"\ A| < 3-|A|.

Nous définirons la notion de BG-branche, qui correspond aux sous-graphes de G qui induisent
des graphes blocs. Nous nous intéresserons a deux types de BG-branches : celles dont un seul som-
met est adjacent au reste du graphe, appelées 1-BG-branches, et celles dont exactement deux som-
mets (non adjacents) sont adjacents au reste du graphe, appelées 2-BG-branches. Les sommets de
ces BG-branches adjacents au reste du graphe sont appelés des points d’attache. Nous montrerons
que nous pouvons conserver uniquement les points d’attache des 1-BG-branches. Nous montrerons
également que les 2-BG-branches peuvent étre réduites & un nombre de sommets linéaire en k.

Nous montrerons qu’aprés réduction des BG-branches, il reste deux types de composantes
connexes dans le graphe H \ (A U A’) : celles qui sont adjacentes aux cliques maximales des
sommets de AU A’, correspondant a des cliques critiques (qui peuvent étre réduites & un nombre
linéaire de sommets) et celles qui sont adjacentes & deux sommets non adjacents de AU A’ (qui
correspondent a une 2-BG-branche dans H). Puisque H est un graphe bloc, il contient au plus
|[AU A’| = O(k) cliques maximales de sommets de AU A’. D’aprés le lemme 5.4, il y a au plus
4k composantes connexes dans T \ (A U A’), et chacune correspond & une 2-BG-branche dans le
graphe H. Cela implique que H \ (AU A’) contient un nombre linéaire de composantes connexes,
chacune contenant O(k) sommets. Nous en conclurons que le graphe H contient O(k?) sommets.

Remarque 5.1. Dans le reste de la section nous supposons que nous avons en entrée une instance
(G =(V,E),k) de BLoCcK GRAPH EDITION.
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5.3.1 Reégles de réduction classiques

Les graphes blocs sont clos par union disjointe, nous commencons donc par redéfinir la régle portant
sur les composantes connexes blocs (stire par le lemme 3.1).

Reégle 5.1. Soit C' une composante connexe de G telle que C' est bloc. Retirer les sommets de C.

Cependant remarquons que les graphes blocs ne sont pas clos pour 'ajout de vrais jumeaux.
En effet, il n’est pas possible d’ajouter un jumeau a un sommet séparateur car cela créerait un
séparateur de taille 2. Ceci implique que le lemme 3.2 ne peut pas étre appliqué pour BLOCK
GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH DELETION et donc nous ne pouvons pas réduire directement
la taille des cliques critiques & k£ + 1. Pour remédier & ce probléme, nous formulons une régle de
réduction légérement plus faible.

Reégle 5.2. Soit K C V une clique critique de G telle que |K| > 2k + 2. Retirer | K| — (2k + 2)
sommets de K.

Lemme 5.8. La regle 5.2 est stre.

Preuve.  Soit G’ le graphe obtenu en enlevant |K| — (2k + 2) sommets de K dans G et K’ =
V(G) \ V(G'). Supposons d’abord que G admette une k-édition F. Observons que F est une
k-édition de G’ par hérédité. Inversement, supposons que G/ admet une k-édition F et définissons
H' = G’ AF. Remarquons que puisque F affecte au plus 2k sommets et que |K \ K'| = 2k + 2, il
existe deux sommets non affectés u et v dans K\ K. Nous affirmons que H = GAF” est un graphe
bloc. Supposons par contradiction que H contient une obstruction W. Par construction, W doit
intersecter K’ car sinon H’' contiendrait une obstruction. De plus, remarquons que |W N K’| < 2,
sinon W contiendrait un module clique avec 3 ou 4 sommets, ce qui est impossible dans un cycle ou
un diamant. Supposons donc d’abord que [WNK'| = {a} : dans ce cas, puisque u n’est pas affecté,
nous avons Nyla] \ K’ = N [u] et donc 'ensemble (W \ {a}) U {u} induit une obstruction dans
H’, ce qui est une contradiction. De méme, si [W N K’| = {a,b} I'ensemble (W \ {a,b}) U {u,v}
induit une obstruction dans H’, ce qui implique & nouveau & une contradiction. O

5.3.2 Reéduction des BG-branches

Nous définissons la structure principale que va réduire notre noyau, a savoir les BG-branches.
Elles correspondent & des parties déja blocs du graphe. Notons que nous reprenons la notion de
« branche », ainsi que les notations introduites par Bessy et al. [13] pour les graphes 3-leaf power.

Définition 5.3 (BG-branche). Soit G = (V, E) un graphe, une BG-branche de G est un sous-
graphe induit connexe B de G tel que B est un graphe bloc.

Un sommet v € V(B) est un point d’attache d’une BG-branche B si Ng(v) \ V(B) # 0. Une
BG-branche est une p-BG-branche si elle a exactement p points d’attache. Nous désignons par
B?® le sous-graphe d’une BG-branche B dans lequel tous les sommets des points d’attache ont été
retirés. Nous définissons une premiére régle simple sur les 1-BG-branches qui permet de retirer
tous leurs sommets a ’exception des points d’attaches.

Régle 5.3. Soit B une 1-BG-branche de G telle que B est connexe et non vide. Retirer V(BF).
Lemme 5.9. La regle 5.3 est stre.

Preuve.  Soit B une telle 1-BG-branche et G’ = G \ V(B%). Soit F une k-édition de G en un
graphe bloc. Puisque la classe des graphes blocs est héréditaire F' est une k-édition de G’.
Réciproquement, supposons que F” soit une k-édition de G’. Soit u le point d’attache de B
dans G. Observons que puisque B est connexe et non vide, u n’est pas un sommet séparateur
du graphe bloc B et son voisinage dans B est soit une clique maximale, soit un seul sommet.
Puisque H' = G'AF’ et B sont des graphes blocs et que Ng(u) est un sommet unique ou une
clique maximale de B, le lemme 5.2 garantit que H = (H',{u}) ® (B®, Ng(u)) est un graphe bloc.
Observons que H = GAF’, donc F’ est une k-¢dition de G. O
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Nous traitons maintenant les 2-BG-branches qui demandent plus de technicité. Une 2-BG-
branche B est propre si B® est connexe et si les deux points d’attache ne sont pas adjacents. Pour
une 2-BG-branche propre B, une coupe minimum de B est un ensemble d’arétes M C E(B) de
taille minimum tel que les points d’attache p; et ps ne sont pas dans la méme composante connexe
de B — M. Nous notons par mc(B) la taille d’une coupe minimum de B.

Lemme 5.10. Soit (G, k) une instance positive de BLOCK GRAPH EDITION réduite par la régle 5.3,
et B une 2-BG-branche propre de G. Si |V(B)| = k + 3 alors il existe une k-édition F de G telle
que lensemble des paires de F contenant un sommet de V(BR) est soit vide soit ezactement une
coupe minimum de B.

Preuve. Soit B une 2-BG-branche propre de G avec les points d’attache p; et py telle que
|V(B)| = k + 3. Observons que Np(p1) et Np(p2) sont des cliques maximales de B® ou des
sommets car BT est connexe et que p; et po ne sont pas adjacents dans B puisqu’elle est propre.
Puisque B est réduite par la régle 5.3, observons que les sommets séparateurs de B sont contenus
dans tout chemin 7 de p; & ps. En effet, s’il existe un sommet séparateur z qui n’est pas dans T,
alors p; et ps sont dans la méme composante connexe de B\ {z}, ce qui implique qu’il existe une
composante connexe K de B\ {z} ne contenant ni p; ni ps. Puisque B est une 2-BG-branche,
Ng(K) = {2}, donc G[V(K) U {z}] induit une 1-BG-branche de G avec le point d’attache z, ce
qui est une contradiction. Remarquons en particulier qu’il existe un unique plus court chemin 7,
entre p; et ps qui contient tous les sommets séparateurs de B (illustré dans la figure 5.4). De plus,
puisque les seuls sommets séparateurs de B sont ceux de g, un sommet de B qui n’est pas dans
s se trouve dans exactement une clique maximale de B contenant deux sommets consécutifs de
.

BR

S R aWaY

Figure 5.4: Illustration du cas ot p; et po ne sont pas dans la méme composante connexe de H'
dans le lemme 5.10. Les ronds blancs correspondent & des cliques critiques de B. Les ensembles
bleus correspondent & Ng(Py) et Ng(Ps).

N\

Soit F une k-édition de G, et soit H = GAF et H' = H\V (B?). Considérons d’abord le cas ot
p1 et pa sont dans deux composantes connexes différentes de H'. Soit Hy, Hj les deux composantes
connexes de H’ contenant p; et py, respectivement, et H le reste de H'. Le lemme 5.2 implique
que le graphe H* résultant de 'union disjointe du graphe

(B, Np(p1) @ (H1, {m1})), Np(p2)) ® (Hz, {p2})

et de H} est un graphe bloc (illustré dans la figure 5.4). Soit F* 1’édition telle que H* = GAF*.
Par construction, F'* est un sous-ensemble de F' dont aucune paire ne contient un sommet de
V(BE).

Supposons maintenant que p; et py se trouvent dans la méme composante connexe de H' et
définissons mgs le plus court chemin entre eux. Notons que ce chemin peut étre de longueur
1 si p; et pp sont adjacents dans H’. Nous considérons d’abord le cas ou il existe un chemin
7 = {p1 = ui,uz,...,u, = pa} (pas nécessairement induit) de p; a ps dans B qui existe encore
dans BAF'. Puisque B est une 2-BG-branche propre de GG réduite par la régle 5.3, nous savons
par les arguments précédents que chaque sommet séparateur de B est dans mg. Les chemins my
et mp ne s’intersectent que en leurs extrémités p; et ps et forment donc un cycle dans H. Nous
en déduisons que tous les sommets dans g appartiennent & la méme composante biconnexe de
H, qui est une clique. Nous pouvons donc considérer que wp est le chemin contenant exactement
p1, P2 et les sommets séparateurs de B, qui est le plus court chemin dans B entre p; et ps. Puisque
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les sommets de 75 induisent un chemin dans B (sur au moins 3 sommets puisque p; et ps ne sont
pas adjacents) et une clique dans BAF, alors pour tout ¢ € {1,...,r—2}, nous avons {u;,u,} € F.
Tout sommet v € B\ V (7p) est adjacent dans B a deux sommets wy, ws € V(7wp) et si v reste dans
la méme composante biconnexe que wy et wy dans H, alors {v,p1} € F ou {v,p2} € F. Autrement
F doit contenir {v,w;} ou {v, ws}. Dans tous les cas, F' contient au moins une paire pour chaque
sommet v € B\ {uy—1,u,}. Il résulte des arguments précédents que |F| > |B| — 2. Cependant,
puisque |B| > k 4 3 nous avons que |F| > k + 1, ce qui contredit le fait que F' est une k-édition, il
n’existe donc pas de tel chemin 7p.

Nous pouvons supposer que si p; et py sont dans la méme composante connexe de H', alors F
contient une coupe de B. En effet si ce n’était pas le cas, il y aurait un chemin 75 de p; a po dans
B qui existerait encore dans BAF. Soit M une coupe minimum de B et considérons By (resp.
By) la composante connexe contenant p; (resp. pz) dans BAM. Les sous-graphes Bff = By \ {p1}
et BE = By \ {p2} sont des graphes blocs par hérédité (I'un d’entre eux peut étre vide). Par le
lemme 5.2, le graphe suivant est bloc (illustré dans la figure 5.5)

H* = ((H' {p1}) @ (Bf', Np, (p1)), {p2}) © (B, Np, (p2))

Figure 5.5: Illustration du cas ou p; et ps sont dans la méme composante connexe de H' et F
contient une coupe de B dans le lemme 5.10. Les ronds blancs correspondent a des cliques critiques
de B. Les ensembles bleus correspondent & Ng(P;) et Ng(P2). Les arétes en pointillés rouges
entre By et By sont des arétes d’une coupe de B supprimée par I’édition.

Soit F™* I’édition telle que H* = GAF*, nous avons F* = (F \ (V(BF) x V(G))) U M, puisque
M est une coupe minimum de B, |F*| < |F| et donc F™* est une k-édition de G.
Dans tous les cas, il existe une k-édition I'* de G en un graphe bloc telle que I’'ensemble des

paires de F* contenant un sommet de V(BF) est soit vide, soit exactement une coupe minimum
de B. O

A T'aide du lemme que nous venons de montrer, nous pouvons montrer aisément la siireté de la
régle de réduction suivante.

Reégle 5.4. Soit B une 2-BG-branche propre de GG contenant au moins k + 3 sommets avec les
points d’attache p; et po. Retirer V(B%) de G et ajouter un sommet z adjacent & p; et py, ajouter
une clique de taille min{mc(B)—1, k} adjacente & p; et z, et ajouter une clique de taille k adjacente
apo et x.

Lemme 5.11. La regle 5.4 est sdre.

Preuve. Soit G’ le graphe obtenu par application de la régle 5.4 sur la 2-BG-branche propre B
du graphe G avec les points d’attache p; et pa. Soit S les sommets introduits par cette régle.
Observons que B’ = G'[S U {p1} U {p2}] est une 2-BG-branche propre de G', |V(B’)| > k + 3 et
mc(B’) = min{mc(B), k + 1}.
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Supposons qu’il existe une k-édition F' de G, choisissons-en une qui satisfait le lemme 5.10 et
définissons H = GAF'. Si F contient une coupe minimum de B, observons que mc(B’) = me(B) <
k. Considérons By, i € {1,2} la composante connexe de B’ AF,,, contenant p;, o F,,, est une coupe
minimum de B’ (remarquons qu'une des deux composantes B} peut étre vide). Par le lemme 5.2
le graphe

H' = (H\ V(B®),p) @ (B}, N:(p1)), p2) & (Bl Npr(p2))

est un graphe bloc. Soit F’ I’édition telle que H' = G'AF’. Puisque me(B’) = me(B) < k,
par construction |F'| = |F|, ainsi F’ est une k-édition de G’. Si F ne contient pas de coupe
minimum de B, alors par le lemme 5.10 aucun sommet de B n’est affecté. De plus la preuve de ce
lemme montre également que dans ce cas pi, p2 ne sont pas dans la méme composante connexe de
H\V(B®). Soit H; et Hj les composantes connexes de H \ V(B%) qui contiennent respectivement
p1 et po et Hs les composantes connexes restantes de H \ V/(B®). Par le lemme 5.2 le graphe H’
correspondant & I'union disjointe du graphe

(B, Np:(p1)) ® (Hy, {p1})), Np' (p2)) ® (Hz, {p2}))

et de H3 est un graphe bloc. Observons que H' = G'AF, donc F est une k-édition de G’.
Des arguments symétriques permettent de montrer que toute k-édition de G’ permet de con-
struire une une k-édition de G. O

5.3.3 Borner la taille d’une instance réduite

Nous montrons dans cette section que le probléme BLOCK GRAPH EDITION admet un noyau avec
O(k?) sommets. Nous commengons par montrer que les régles impliquant des BG-branches peuvent
étre appliquées en temps polynomial.

Lemme 5.12. Les régles 5.3 et 5./ peuvent étre appliquées exhaustivement en temps polynomial.

Preuve. Nous montrons que nous pouvons énumérer toutes les 1-BG-branches et 2-BG-branches
en temps polynomial. La reconnaissance des graphes blocs peut étre faite en temps linéaire, en
effet, les composantes biconnexes peuvent étre énumérées en temps linéaire [123]. Toutes les 1-BG-
branches peuvent étre énumérées en supprimant un sommet v € V(G) et en recherchant parmi les
composantes connexes restantes celles qui induisent avec v un graphe bloc connexe. Nous procé-
dons de la méme maniére pour détecter les 2-BG-branches propres en supprimant une paire de
sommets non adjacents u,v € V(G) et en recherchant parmi les composantes connexes restantes
celles qui induisent avec u et v un graphe bloc connexe. O

Nous montrons maintenant que toute instance positive de BLOCK GRAPH EDITION réduite par
les régles 5.1 & 5.4 contient O(k?) sommets.

Théoréme 5.2. BLOCK GRAPH EDITION admet un noyau avec O(k?) sommets.

Preuve.  Soit (G = (V, E), k) une instance positive de BLOCK GRAPH EDITION réduite par les
régles 5.1 a 5.4. Soit F' une k-édition de G et H = GAF'. Nous supposons que G est connexe, les
arguments qui suivent peuvent étre facilement adaptés si ce n’est pas le cas en sommant sur toutes
les composantes connexes de G. Soit A Pensemble des sommets affectés de H. Puisque |F| < k&,
nous avons |A| < 2k. Soit T le sous-graphe induit minimal connexe de H qui couvre tous les
sommets de A, et soit A’ 'ensemble des sommets de degré au moins 3 dans T. Par le lemme 5.4,
|A"\ A] < 3-]A| < 6k.

Tout d’abord, nous pouvons observer que s'il existe un sommet séparateur = € V(H) qui n’est
pas dans V(T), puisque T est le sous-graphe induit minimal connexe de H qui couvre tous les
sommets affectés, il existe une composante connexe K de H \ {z} qui ne contient aucun sommet
affecté. Puisque B = H[V(K) U {z}] est un graphe bloc par hérédité, il en résulte que B induit
une 1-BG-branche avec un point d’attache x et peut étre réduit par la régle 5.3, ce qui est une
contradiction. Ainsi chaque sommet séparateur de H est contenu dans V(7T') et chaque sommet de
V(H)\ V(T) est adjacent a une clique maximale ou & un sommet de V(7). Puisque le graphe est
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Type 1

Q
i s

Figure 5.6: Illustration d’une instance réduite dans la preuve du théoréme 5.2. Les noeuds carrés
correspondent aux sommets de T, ceux en rouge sont des sommets de A, ceux en bleu sont des
sommets de A"\ A. Les noeuds circulaires correspondent aux cliques critiques de G.

réduit par la régle 5.3, le deuxiéme cas ne peut pas se produire, sinon G contiendrait une 1-BG-
branche. Par conséquent, il existe deux types de composantes connexes dans H \ (AU A’), a savoir
celles qui sont adjacentes & une clique maximale de sommets de AU A’ et celles qui sont adjacentes
a deux sommets non adjacents de AUA’. Ces derniéres sont celles qui contiennent des composantes
connexes de T\ (AU A”). Nous disons que ces composantes connexes sont respectivement de type
1 ou de type 2 (illustrées dans la figure 5.6).

Les composantes connexes de type 1 sont des cliques puisque H est un graphe bloc. De plus
elles ont le méme voisinage dans H, ce sont donc des cliques critiques. Elles sont réduites par la
régle 5.2 et contiennent au plus 2k + 2 sommets. Puisque T est un graphe bloc, il contient au
plus |AU A’| < 8k cliques maximales de sommets de AU A’, et contient donc au plus 8k - (2k + 2)
sommets dans des composantes connexes de type 1.

Considérons maintenant les composantes connexes de type 2. Nous pouvons observer qu’une
telle composante K avec ses sommets adjacents =,y € AU A’ forment une 2-BG-branche propre, et
contient donc au plus 2k+3 sommets par la régle 5.4. D’apres le lemme 5.4, T\ (AUA’) contient au
plus 2 - |A| = 4k composantes connexes ce qui est exactement le nombre de composantes connexes
de type 2. Par conséquent ces derniéres contiennent au plus 4k - (2k + 1) sommets.

Nous concluons que |V (G)| = O(k?). Pour finir, une instance peut étre réduite exhaustivement
en temps polynomial. En effet, toutes les régles de réduction peuvent étre appliquées exhaustive-
ment en temps polynomial d’aprés les lemmes 3.5 et 5.12. O

Nous avons présenté un noyau pour BLOCK GRAPH EDITION. Pour le cas de BLOCK GRAPH
DELETION, toutes les régles présentées restent siires. En particulier, la régle 5.4 reste siire en
remplagant simplement dans la preuve « édition » par « délétion ».

Théoréme 5.3. BLOCK GRAPH DELETION admet un noyau avec O(k?*) sommets.

5.4 Noyau pour STRICTLY CHORDAL EDITION

Nous présentons dans cette section un noyau pour le probléme STRICTLY CHORDAL EDITION qui
contient O(k4) sommets. Nous montrerons ensuite que pour les versions complétion et délétion
du probléme, un noyau avec O(k®) sommets peut étre obtenu en renforcant une des régles de
réduction.

Nous commencgons en donnant une description informelle du noyau pour STRICTLY CHORDAL
EpiTiOoN. Considérons une instance positive (G = (V, E), k) de STRICTLY CHORDAL EDITION,
F une k-édition de G et soit H = GAF. Nous utilisons le graphe des cliques critiques C(H) de
H pour borner le nombre de sommets d’une instance réduite. Rappelons que le graphe C(H) est
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un graphe bloc d’aprés le théoréme 5.1. L’approche pour borner la taille du noyau est similaire a
celle utilisée pour les graphes blocs, les régles dans le cas des graphes strictement cordaux étant
cependant plus complexes.

Puisque F est de taille au plus k, il existe au plus 2k cliques critiques de C(H) qui contiennent
des sommets affectés. Soit A ces cliques critiques et T' le sous-graphe induit connexe minimal de
C(H) qui couvre les cliques critiques de A. Définissons A’ comme 'ensemble des cliques critiques
de degré au moins 3 dans T. D’aprés le lemme 5.4, nous avons |A’\ A] < 3-|4].

Nous définirons la notion de SC-branche, correspondant & des sous-graphes strictement cordaux
G, avec des contraintes supplémentaires sur leur structure. Nous nous intéresserons & deux types de
SC-branches : celles qui sont connectées au reste du graphe par une seule clique critique, appelées 1-
SC-branches, et celles qui sont connectées au reste du graphe par exactement deux cliques critiques,
appelées 2-SC-branches. Cette fois-ci, les 1-SC-branches ne pourront étre réduites qu’a une paire
de cliques critiques. Les composantes connexes du graphe T\ (A U A’) correspondent a des sous-
graphes de 2-SC-branches et la longueur de ces 2-SC-branches sera bornée linéairement en k. Il y
a au plus 4k telles composantes connexes, et donc T contient O(k?) cliques critiques.

Enfin, les composantes connexes du graphe C(H)\ V(T') correspondent a des 1-SC-branches ou
a des ensembles de 1-SC-branches. Ce dernier cas nécessitera une régle de réduction spécifique qui
bornera linéairement le nombre de 1-SC-branches ayant le méme voisinage. Ainsi, chaque clique
critique ou clique maximale de T peut avoir un nombre linéaire de 1-SC-branches de C(H) \ V(T)
qui lui sont adjacentes. Nous en déduirons que le graphe C(H) contient O(k?) cliques critiques.
De plus, puisque les graphes strictement cordaux sont clos pour I'ajout de vrais jumeaux, la taille
de chaque clique critique peut étre bornée par k£ + 1, nous en conclurons que le graphe G contient
O(k*) sommets.

Remarque 5.2. Dans le reste de la section nous supposons que nous avons en entrée une instance
(G =(V,E), k) de STRICTLY CHORDAL EDITION.

Les graphes strictement cordaux sont clos par union disjointe et contrairement aux graphes
blocs, les graphes strictement cordaux sont clos pour ’ajout de vrais jumeaux, nous pouvons donc
définir les regles 5.5 et 5.6 qui sont siires d’aprés les lemmes 3.1 et 3.3.

Reégle 5.5. Soit C' une composante connexe de G telle que C' est strictement cordal. Retirer les
sommets de C.

Reégle 5.6. Soit K C V une clique critique de G telle que |K| > k + 1. Retirer |K| — (k + 1)
sommets de K.

5.4.1 SC-branches : définition et propriétés structurelles

Nous définissons les SC-branches de maniére similaire aux BG-branches, mais cette fois ci leur
structure sera plus contrainte.

Définition 5.4 (SC-branche). Soit G = (V, E) un graphe. Une SC-branche de G est un sous-
graphe induit connexe B de G ou V(B) est une union de cliques critiques K7, ..., K, € K(G) telle
que le sous-graphe de C(G) induit par K1,..., K, est un graphe bloc connexe.

Nous insistons sur le fait que notre définition d’une SC-branche B est plus forte que simplement
demander que B soit un sous-graphe induit strictement cordal. Par exemple, si G est un dard,
le sous-graphe obtenu en supprimant le sommet pendant est strictement cordal, mais ce n’est pas
une SC-branche car les cliques critiques correspondantes ne forment pas un graphe bloc dans C(G).
Soit B une SC-branche du graphe G et soit K, ..., K, les cliques critiques de G contenues dans
V(B). Nous disons que K; est un point d’attache de B si Ng(K;)\ V(B) # (. Une SC-branche B
est une p-SC-branche si elle a exactement p points d’attache. Nous notons B le sous-graphe de
B dans lequel tous les points d’attache ont été supprimés.

Nous montrons maintenant deux lemmes qui seront essentiels pour prouver la streté des régles
de réduction portant sur les SC-branches. Nous commencons par donner des propriétés structurelles
sur les voisinages des points d’attaches dans les SC-branches. Ce lemme nous permettra notamment
de réaliser des opérations de jointure entre des SC-branches et des graphes édités. Pour un exemple,
la figure 5.7 illustre la structure d’un voisinage d’une 1-SC-branche.
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Lemme 5.13. Soit G = (V, E) un graphe et B une SC-branche de G. Pour un point d’attache P
de B, notons B’ = B\ P. Considérons les composantes connexes G1,Ga,...,G, de B’ et notons
Q; = Ng(P)NV(G;). Pour chaque 1 < i <, Q; est une clique critique, une clique mazimale ou
intersecte exactement une clique mazximale de G;.

Preuve. Tout d’abord, nous montrons que tous les ensembles (Q; sont des cliques. Supposons que
Q; n’est pas une clique pour 1 < i < r. Soit x et y des sommets non adjacents de Q; et z € P.
Puisque G; est connexe, prenons le plus court chemin 7 entre = et y dans G;. Le sous-graphe induit
par les sommets {z,y, 2z} et ceux de 7 contient soit un cycle de longueur au moins égale a 4 si z
n’est adjacent a aucun sommet interne de 7, ce qui est une contradiction puisque B est un graphe
bloc, soit un diamant dont z est 'un des sommets de degré 3. Dans ce dernier cas, puisque z n’est
pas dans la méme clique critique de C(G) que son vrai jumeau dans le diamant, les cliques critiques
de C(G) qui contiennent les sommets de ce diamant forment aussi un diamant dans C(G). Un tel
diamant est formé par les cliques critiques de GG contenues dans B, ce qui contredit la définition
d’une SC-branche. Dans tous les cas nous avons une contradiction, ainsi ); est une clique dans G.

Maintenant supposons par contradiction que Q;, 1 < i < r n’est ni une clique critique ni une
clique maximale de G; et qu’elle intersecte au moins deux cliques maximales de ;. Supposons
d’abord que ); n’est pas un module, dans ce cas il existe des sommets u,v € @; et un sommet
z € V(G;) \ Q; adjacent a seulement u ou v. Puisque @; n’est pas une clique maximale de G;,
il existe y € V(G;) \ Q; adjacent & u et v. Avec un sommet w € P, les sommets {u,v,w,x,y}
induisent dans B une gemme si x et y sont adjacents et un dard dans le cas contraire, ce qui est une
contradiction. Nous pouvons donc supposer que (; est un module. Puisque @; n’est pas une clique
critique (c¢’est-a-dire un module clique maximal), il existe des sommets u € Q; et v € V(G;) \ Q;
qui sont dans la méme clique critique de G;. Puisque @Q; intersecte deux cliques maximales de
G, il existe deux sommets non adjacents z,y € V(G;) \ Q; qui sont adjacents a la fois & u et
v. Avec un sommet w € P, les sommets {u,v,w,x,y} induisent un dard dans B, ce qui est une
contradiction. Nous pouvons donc conclure que Q; est une clique critique, une clique maximale ou
intersecte exactement une clique maximale de Gj;. O

Nous montrons a présent qu’un point d’attache d’une SC-branche reste un module clique (pas
nécessairement maximal) dans une édition optimale d’un graphe. Nous rappelons que toutes les
éditions que nous considérons dans cette section sont homogénes au sens du lemme 3.2, c’est a dire
qu’elles affectent de maniére uniforme les sommets d’une méme clique critique.

Lemme 5.14. Soit G = (V, E) un graphe et B une SC-branche de G. Soit F une édition optimale
de G, et H=GAF. Pour un point d’attache P de B, soit C la clique critique de H qui contient
PetC' =C\V(B?). Si Ny(C"YnV(BE) # 0, alors C' est une clique critique ou intersecte
ezactement une clique mazimale de H' = H \ V(B%).

Preuve.  Supposons que C’ ne soit pas une clique critique de H’ et intersecte au moins deux
cliques maximales de H'. Puisque C’ C C est un module mais pas une clique critique de H’, ce
n’est pas un module clique maximal et donc il existe u € C’ et v ¢ C’ qui se trouvent dans la méme
clique critique dans H’. Remarquons qu’il doit exister un sommet w € Ng(C’) NV (B%) adjacent
a exactement un des sommets u et v dans H, sinon nous aurions Ny (u)NV(B) = Ng(v)NV(B) et
Ny (u) = N/ (v), ce qui signifierait que C n’est pas une clique critique de H, ce qui est une con-
tradiction. Supposons sans perte de généralité que w soit adjacent a u et non adjacent a v. Puisque
C’ intersecte deux cliques maximales de H', il existe deux sommets non adjacents z,y € V(H') qui
sont adjacents a la fois & u et & v. Les sommets {u, v, w, z,y} induisent un dard dans H si w n’est
adjacent ni &  ni a y, une gemme s’il est adjacent a I'un d’eux, et si w est adjacent a la fois & x
et &y, {w,z,v,y} induit un C4 dans H. Dans tous les cas, nous sommes dans une contradiction.
Nous concluons que C’ est une clique critique de H' ou que C’ est inclus dans exactement une
clique maximale de H' si Ny (C') NV (BT) # 0. O
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()
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Figure 5.7: Ilustration du graphe H* = (U,¢;<, Gi:Uicic, Qi) ® (H',C’) dans la preuve
du lemme 5.15 pour r = 3.

5.4.2 Reéduction des 1-SC-branches

Nous montrons deux régles de réduction sur les 1-SC-branches, la premiére impliquera que toutes
les 1-SC-branches sont uniquement constituées d’un point d’attache et d’une clique adjacente a ce
dernier. La seconde régle permet de borner le nombre de 1-SC-branches qui partagent un méme
voisinage. Nous commencons par montrer qu’il existe toujours une édition optimale qui n’affecte
que le point d’attache d’une 1-SC-branche et son voisinage.

Lemme 5.15. Soit G = (V, E) un graphe et B une 1-SC-branche de G avec le point d’attache P.
1l existe une édition optimale F' de G telle que :

o [’ensemble de sommets de B affectés par F est inclus dans P U Np(P),

e dans H = GAF les sommets de Ng(P) sont tous adjacents aux mémes sommets de V(G) \
V(BE).

Preuve.  Soit F' une édition optimale de G et définissons H = GAF. Soit G1,Gs,...,G, les
composantes connexes de B et notons Q; = Ng(P) N V(G;). Les graphes H' = H \ V(B%) et
G4, ...,G, sont strictement cordaux par hérédité. Ils sont illustrés dans la figure 5.7.

Par le lemme 5.13, @; est une clique critique, une clique maximale ou intersecte exactement
une clique maximale de GG;. Nous définissons  comme un sommet de (1 U --- U @, contenu dans
un nombre minimum de paires {z,b} € F avec b € V(G)\ V(BF%), et notons N = Ny(z) \ V(BFE).
Observons que puisque P est une clique critique et que F est homogéne, PN N =@ ou P C N. Si
P C N, supposons que C est la clique critique de H qui contient P, prenons ¢’ = C'\ V(B%) et
observons que P C C/ C N. Par le lemme 5.14, C' est une clique critique ou intersecte exactement
une clique maximale de H'. Par le lemme 5.3 et 'observation 5.1, le graphe

H=(J 6 |J @)e#H.C)
I<i<r I<ir
est strictement cordal. Si P NN = (), notons H* le graphe strictement cordal correspondant &
l'union disjointe de H’' et des graphes Gi,...,G,. Soit F* 'édition telle que H* = GAF*, dans
les deux cas par construction |F*| < |F| et les propriétés souhaitées sont vérifiées. O

Le lemme 5.15 nous permet de déduire la régle de réduction qui suit.

Régle 5.7. Soit B une 1-SC-branche de G avec le point d’attache P. Retirer les sommets de BF
puis ajouter une clique de taille min{|Ng(P)|, k + 1} adjacente a P.

73



5.4. NOYAU POUR STRICTLY CHORDAL EDITION

Lemme 5.16. La regle 5.7 est sdre.

Preuve. Soit G’ le graphe obtenu par Iapplication de la régle 5.7 sur la 1-SC-branche B. Soit
K la clique qui remplace B dans G’. Commencons par supposer qu’il existe une k-édition F
de G et soit H = GAF. Par le lemme 5.15 nous pouvons supposer que F' n’affecte que les
sommets de PU Np(P) et que tous les sommets de Ng(P) sont adjacents aux mémes sommets de
V(G)\ V(B®). Ceci implique que si [Ng(P)| > k aucune k-édition ne peut affecter ces sommets.
Soit C la clique critique de H qui contient P et soit ¢’ = C'\ V(B%). Par le lemme 5.14, C’ est une
clique critique ou intersecte exactement une clique maximale de H, = H \ V(B%). Si Ng(P) est
adjacent & C’ dans H, considérons le graphe H' = (H,,C") ® (K, K). Puisque K est une clique,
par le lemme 5.3, H' est strictement cordal. Sinon, considérons le graphe strictement cordal H’
correspondant & I'union disjointe de H, et K. Soit F’ ’édition telle que H' = G'AF’. Puisque
|K| = min{|Np(P)|,k + 1}, par construction nous avons |F| = |F’|, donc F’ est une k-édition de
G'.

L’autre sens est similaire, mais ici BT peut contenir plusieurs composantes connexes et donc
appliquer I'opération de jointure avec B demande plus de détails. Supposons qu’il existe une
k-édition F’ de G’ et soit H' = G’ AF’. Par le lemme 5.15, nous pouvons supposer que F’ n’affecte
que les sommets de P U K et que tous les sommets de K sont adjacents aux mémes sommets de
V(G") \ K. Ceci implique que si |K| > k, aucune k-édition ne peut affecter ces sommets. Soit C'
la clique critique de H' qui contient P et soit ¢/ = C'\ K. Par le lemme 5.14, C' est une clique
critique ou intersecte exactement une clique maximale de H, = H' \ K. Soit G1,Gas,...,G, les
composantes connexes de B et notons Q; = Ng(P)NV(G;). Par le lemme 5.13, Q; est une clique
critique, une clique maximale ou intersecte exactement une clique maximale de G;.

Si la clique K est adjacente & C" dans H’, considérons le graphe :

H=@, e ) 6, | @)

1<i<r 1<isr

Par le lemme 5.3 et Iobservation 5.1, H' est strictement cordal. Sinon, considérons le graphe
strictement cordal H correspondant a l'union disjointe de H) et G; pour 1 < ¢ < r. Soit F
lédition telle que H = GAF, puisque |K| = min{|Ng(P)|,k + 1}, par construction nous avons
|F| = |F’], donc F est une k-édition de G. O

Nous montrons maintenant le lemme qui permet de définir la régle bornant le nombre de 1-SC-
branches partageant un méme voisinage. Notamment, si suffisamment de 1-SC-branches partagent
un voisinage N, elles forcent que toute k-édition transforme N en une clique.

Lemme 5.17. Soit (G = (V, E), k) une instance positive de STRICTLY CHORDAL EDITION réduite
par la regle 5.6. Soit By,...,B; des 1-SC-branches disjointes de G avec des points d’attache
Py, ..., P, qui partagent le méme voisinage N dans G\Ui=1 V(B;) et forment une union disjointe
de cliques Q1,...,Q, dans G[P, U---U P]. Pour toute k-édition F de G, définissons H = GAF
et H = H\ Ui:l V(B;). Si ¥t_||Pi| > 2k + 1 alors :

(i) Sir =1 alors N est une clique de H et N est une clique critique, une clique mazimale ou
intersecte exactement une clique mazximale de H',

(i) Sir > 1 et (XL_,|Pi|) — maxi<j<{|Q;|} > k alors N est une clique critique de H et N est
une clique critique ou intersecte exactement une clique mazimale de H'.

Preuve. Soit F une k-édition de G et soit les graphes H = GAF et H' = H \ Ué:l V(B;). Nous
commengons par montrer le cas (i) puis nous montrerons le cas (ii).

Cas (i) : r=1. Nous commencons par prouver que N doit étre une clique dans H. Supposons
que N n’est pas une clique dans H, il existe alors deux sommets =,y € N tels que {x,y} ¢ E(H).
Les points d’attache sont des cliques critiques, donc par la regle 5.6, |P;| < k+1, 1 <14 < I. Nous
pouvons observer qu'il existe au plus une clique critique P; telle que Np,(P;) = 0 (rappelons que
r =1 et donc que tous les points d’attache sont contenus dans la méme clique de G[P, U---U P]).
Ainsi |Q1 \ Pj| > k, donc il existe un sommet « dans un point d’attache P, ¢ # j tel que dans H,
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le sommet u est adjacent & un sommet z € Np, (P;) et aux sommets z et y. Puisque |Q1 \ P| > k,
il existe un sommet v € Q1 \ P; tel qu’il n’existe aucune paire de F' contenant a la fois v et un
sommet de {x,y,z,u}. L'ensemble {z,y,u,v, z} induit un dard si = et y ne sont pas adjacents a
z, une gemme si 'un d’eux est adjacent a z, ou si les deux sont adjacents a z, {z,y, z, v} induit un
C4 dans H, ce qui est une contradiction. Il en résulte que N doit étre une clique.

Nous montrons maintenant que N est une clique critique, une clique maximale ou intersecte
exactement une clique maximale de H’. Supposons que N ne soit ni une clique critique ni une
clique maximale de H’ et intersecte au moins deux cliques maximales de H’'. Supposons d’abord
que N n’est pas un module, donc il existe u,v € N et € V(H’) \ N adjacent a seulement u ou v.
Puisque N n’est pas une clique maximale de H', il existe y € V/(H')\ N adjacent a u et v. Avec un
sommet w € Uf.:l P; non affecté par F', les sommets {u, v, w,z,y} induisent dans H une gemme si
x et y sont adjacents et un dard sinon, ce qui implique une contradiction. Si N est un module et
n’est pas une clique critique, alors IV n’est pas un module clique maximal, donc il existe u € N, un
sommet v dans le méme module que u dans H’ et un sommet w € Uézl P; non affecté par F tel
que vw ¢ E(H). Puisque N intersecte deux cliques maximales de H’, il existe deux sommets non
adjacents z,y € V(H') qui sont adjacents a la fois & u et v. Les sommets {u, v, w,z,y} induisent
un dard dans H puisque w n’est adjacent qu’a u. Nous concluons que si 7 = 1, alors N est une
clique critique, une clique maximale ou est incluse dans exactement une clique maximale de H’.

Cas (ii): r > 1 et (X!_|P)|) — maxi<j<.{|@Q;|} > k. Nous montrons que N est une clique dans
H. Supposons & nouveau, par contradiction, que ce ne soit pas le cas, alors il existe deux sommets
z,y € N tels que zy ¢ E(H). Pour toute paire de sommets u; € Q;,u; € Q4,7 # j, 'ensemble
{z,u;,y,u;} induit un Cy dans H si ni u; ni u; ne sont affectés par F. Cela implique que les
sommets de (); ou @; doivent étre affectés par F' et donc qu’au plus une clique @; n’est pas affecté
par F. Puisque (X!_,;|P;|) —maxi<j<-{|Q;|} > k, nous avons |F| > k, ce qui est une contradiction.
Par conséquent, N doit étre une clique dans H.

Nous montrons ensuite que N est une clique critique de H. Supposons que N n’est pas un
module de H, alors il existe z,y € N et z € V(H) \ N adjacent a un seul des sommets = et y
dans H, supposons que ce soit . Pour toute paire de sommets u; € Q;,u; € Q4,9 # j, si ni
u; ni u; ne sont affectés par F', 'ensemble {z,y, u;, u;, z} induit un dard si u; et u; ne sont pas
adjacents & z, ou une gemme si 'un d’entre eux est adjacent a z. Cela implique qu’au plus un
Q; n'est pas affecté par F et donc comme précédemment nous avons |F'| > k, une contradiction.
Par conséquent, N doit étre un module dans H. Si N n’est pas une clique critique de H, alors N
est strictement contenu dans une clique critique N’. Un sommet 2 € N’ \ N doit avoir le méme
voisinage fermé que les sommets de N dans H. Si z n’est pas contenu dans P; ou Np, (FP;) pour un
1 < <, alors F doit affecter tous les sommets de Py U---U P, ce qui implique que |F| > k, une
contradiction. Si z est contenu dans P; ou N, (P;) pour un 1 < ¢ < [, alors F doit affecter tous les
sommets contenus dans tous les Q; tels que P; ¢ Q;. Puisque (X!_,|P;|) — maxi<;<,{|Q;|} > F,
cela implique |F| > k, une contradiction. Nous concluons que N est une clique critique dans H.

Il reste & montrer que N est une clique critique ou intersecte exactement une clique maximale
dans H' = H \ Uli:l V(B;). Puisque N est un module dans H’, si N n’est pas une clique critique
de H', il existe v € N, un sommet v dans la méme clique critique que v dans H’ et un sommet
w € Uﬁzl P; non affecté par F tel que {v,w} ¢ E(H). Si N intersecte au moins deux cliques
maximales de H’, il existe deux sommets non adjacents x,y € V(H’) qui sont adjacents a la fois
a u et v. Les sommets {u, v, w,z,y} induisent un dard dans H puisque w n’est adjacent qu’a w.
Nous concluons que N est une clique critique ou intersecte exactement une clique maximale de H'.
O

Nous pouvons déduire du lemme 5.17 la régle qui suit, qui permet de borner le nombre de
1-SC-branches ayant le méme voisinage.

Reégle 5.8. Soit By, ..., B; des 1-SC-branches disjointes de G avec des points d’attache Py, ..., P,
qui partagent le méme voisinage N dans G\ Ué:1 V(B;) et forment une union disjointe de cliques
Q1,...Q, dans G[P,U---UP]. Si BL_,|P;| > 2k + 1 alors :

e Sir =1, retirer les sommets Ué:l V(B;), ajouter deux cliques adjacentes K et K’ de taille
k + 1 avec le voisinage N et un sommet ux adjacent aux sommets de K.
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e Sir>1let (S ,|P]) — maxicj< - {|Q;]} > K, retirer les sommets Ui=1 V(B;), ajouter deux
cliques non adjacentes de taille k + 1 avec le voisinage V.

Lemme 5.18. La regle 5.8 est sdre.

Preuve. Soit G’ le graphe obtenu aprés ’application de la régle 5.8 sur les 1-SC-branches
By,...,B;. Soit S les sommets ajoutés par la régle 5.8. Remarquons que le sous-graphe G = G'[5]
est strictement cordal et correspond & deux 1-SC-branches de G’ qui satisfont les conditions du
lemme 5.17. Dans un premier temps, supposons qu'il existe une k-édition F de G, soit H = GAF
et H, = H\ Ui:l V(B;). Par le lemme 5.17, N est une clique critique, une clique maximale (sauf
si r > 1) ou intersecte exactement une clique maximale de H,. Par conséquent, par le lemme 5.3
et Vobservation 5.1 le graphe H' = (H,, N) ® (G, K U K’) est strictement cordal. L’édition F’
telle que H' = G’ AF’ est de taille au plus |F| < k, donc F’ est une k-édition de G’

Inversement, supposons qu’il existe une k-édition F’ de G’, soit H' = G'AF’ et H, = H'\ S.
Remarquons que le sous-graphe G}, = G[Ué:1 V(B;)] est strictement cordal. Par le lemme 5.17,
N est une clique critique, une clique maximale (sauf si » > 1) ou intersecte exactement une clique
maximale de H/,. Soit Q1,...,Q, les cliques de G}, adjacentes & N, en utilisant des arguments sim-
ilaires & ceux du lemme 5.13, il est facile de voir que chaque @Q; est une clique critique, une clique
maximale ou intersecte exactement une clique maximale de Gy. Par conséquent, par le lemme 5.3
et Iobservation 5.1 le graphe H = (H),N) ® (Gp, Q1 U --- U Q,) est strictement cordal. L’édition
F telle que H = GAF est de taille au plus |F’| < k, donc F est une k-édition de G. O

5.4.3 Reéduction des 2-SC-branches

Soit B une 2-SC-branche d’un graphe G réduit par la régle 5.7, avec les points d’attache P; et
P;,. Nous disons que B est propre si B est connexe et définissons la longueur d'une 2-SC-branche
propre comme la longueur du plus court chemin entre les deux points d’attache dans C(B). Une
coupe minimum de B est un ensemble d’arétes M C E(B) de taille minimum tel que P; et P> ne
sont pas dans la méme composante connexe de B — M. Nous notons par mc(B) la taille d'une
coupe minimum de B. Nous pouvons observer qu'une coupe minimum de B contient les arétes
entre une paire de cliques critiques consécutives d’un plus court chemin entre P; et P, et les arétes
entre 'une de ces cliques critiques et les sommets qu’elles ont dans leur voisinage commun. Nous
commengons par 1’observation suivante qui se révélera utile pour réduire les 2-SC-branches.

Observation 5.2. Soit F' une édition optimale de G et F} C F. Si F, est une édition optimale
du graphe GAFy, alors F; U F5 est une édition optimale de G.

Nous montrons & présent que si une 2-SC-branche est suffisamment longue, alors une k-édition
peut éventuellement contenir une coupe minimum et n’affecte autrement que les sommets des
points d’attache et leurs voisinages. En particulier une 2-SC-branche B de longueur au moins &+ 3
permet de faire apparaitre un cycle de longueur au moins k + 3 si les deux points d’attache de B
sont dans la méme composante connexe de G\ V(B). Une édition de taille k ne peut pas compléter
un tel cycle pour qu’il soit cordal, et donc une édition devra soit déconnecter B soit déconnecter
les points d’attache a 'extérieur de B.

Lemme 5.19. Soit (G = (V, E), k) une instance positive de STRICTLY CHORDAL EDITION et B
une 2-SC-branche propre de G de longueur au moins k + 3 avec les points d’attache Py, Py. Alors
il existe une k-édition optimale F' de G telle que :

e si Py et Py sont dans la méme composante connexe de (GAF)\V(B®), alors F contient une
coupe de B, qui est (P; X Ng(P1)), (P2 x Ng(P2)) ou une coupe minimum de B

e les autres sommets de B affectés par F sont inclus dans Py U Ng(Py) U P, U Ng(Py),

o dans GAF les sommets de Ng(Py) (resp. Np(P2)) sont tous adjacents aux mémes sommets
de V(G)\ V(BE).
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Preuve. Soit F' une k-édition optimale de G et H = GAF. Soit C; (resp. Cs) la clique
critique de H qui contient P; (resp. P,). Définissons H' = H \ V(BE), ¢} = C1 \ (V(B%)) et
Ch = Cy\ (V(BR)).

Nous considérons d’abord le cas o P; et P, sont dans des composantes connexes différentes
de H'. Soit H{ et H) les deux composantes connexes de H' contenant respectivement P; et Ps, et
H} le reste de H'. Pour i € {1,2}, puisque B est connexe, le lemme 5.13 implique que Ng(P;)
est une clique critique, une clique maximale ou intersecte exactement une clique maximale de BE.
Par le lemme 5.14, C! est une clique critique ou intersecte exactement une clique maximale de la
composante connexe H] de H' qui contient C]. Par le lemme 5.3, le graphe H* correspondant a
I’union disjointe de

((BR, Np(Py)) & (Hy, C})), Np(P»)) @ (Ha, C)
et Hj est strictement cordal (illustré dans la figure 5.8) et lédition F™* telle que H* = GAF*

vérifie les propriétés souhaitées. Puisque |F*| < |F| par construction, nous concluons que F* est
une k-édition optimale.

BR

/ l

&

Figure 5.8: Illustration du cas ot BAF' est connexe dans le lemme 5.19.

Supposons maintenant que P; et P, sont dans la méme composante connexe de H' et définissons
wg un plus court chemin entre ¢; € P; et ¢o € P>. Notons que ce chemin peut étre de longueur
1 si ¢; et ¢y sont adjacents dans H’. Nous considérons d’abord le cas ou il existe un chemin
g = {c1 = ui,ug,...,u, = co} (pas nécessairement induit) de ¢; & co dans B qui existe encore
dans BAF. Observons que ce chemin 7z est de longueur au moins k+ 3 puisque B est de longueur
au moins k+ 3. Il n’y a pas d’aréte entre les deux chemins dans G, donc H[V (7)) UV ()] admet
au moins un cycle induit de longueur au moins égale a 4, ce qui est une contradiction. Nous en
concluons que si P; et P, sont dans la méme composante connexe de H’, alors F contient une
coupe de B. Sinon, il y aurait un chemin 7g de ¢; & ¢ dans B qui existe encore dans BAF'.

Par conséquent, nous pouvons supposer que F' contient une coupe de B. Premiérement, si
Fy, = (P, x Ng(Py)) C F, considérons le graphe G; = GAF;. Observons que B; = B\ P; est une
1-SC-branche de G avec le point d’attache P,. Par le lemme 5.15, il existe une k-édition optimale
Fy de G1 ou les sommets de By affectés par Fy sont dans P, U N, (P2). Par 'observation 5.2
Fy U F5 est une k-édition optimale et elle vérifie les propriétés souhaitées. Les mémes arguments
peuvent étre utilisés si (P> x Ng(P,)) C F.

Maintenant, si F' ne contient ni (P; x Ng(Py)) ni (Py x Ng(P)), définissons Fy = FN[V(B®)]%.
Il existe deux composantes connexes dans BAF;, définissons By celle qui contient P; et By celle
qui contient P,. Ces composantes connexes sont des 1-SC-branches de G; = GAF} avec les points
d’attache P; et P,. Comme précédemment, le lemme 5.15 s’applique aux 1-SC-branches B; et
B», il existe donc une édition optimale F5 de G7 ou les seuls sommets de By et By affectés sont
inclus dans Py UNg(P;) et P,UNg(P2). Si Fy est une coupe minimum de B, I’édition Fy U Fy est
une édition k-optimale de G qui vérifie les propriétés souhaitées, sinon, en remplagant F} par une
coupe minimum de B, nous obtenons une édition plus petite qui vérifie les propriétés. O

Nous pouvons a présent définir la derniére régle de notre noyau. Pour une 2-SC-branche propre
B de G de longueur au moins k + 3, elle remplace B par un chemin de k& + 2 cliques ayant une
coupe minimum de taille min{mec(B), k + 1}.

Reégle 5.9. Soit B une 2-SC-branche propre de G de longueur au moins k + 3 avec les points
d’attache Py, P,. Retirer les sommets de V (B*), ajouter le chemin de k + 2 cliques suivant :
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k—
Konin{INg (P k413 — Kkt — K1 = Kinep) — Kp g =+ = K77 = Knin{ N5 (Py) ], h+1}

ou K, est une clique de taille n et Kpin{|ng(P1)| k+1} (resp. Kmin“NB(pz)LkH}) est adjacente & Py
(resp. P»).

Lemme 5.20. La regle 5.9 est sdre.

Preuve. Soit G’ le graphe obtenu aprés I'application de la régle 5.9 sur la 2-SC-branche propre B
avec les points d’attache P;, P;. Soit S les sommets ajoutés par la régle 5.9. Observons que B’ =
G'[SUP,UP;] est une 2-SC-branche propre de G’ de longueur k+3 et me(B’) = min{k+1, mc(B)}.

Supposons qu’il existe une k-édition F' de G et soit H = GAF. Nous en choisissons une qui
satisfait le lemme 5.19. Observons que si mc(B) > k + 1, alors F n’affecte pas les sommets de
V(B) autres que Py U Ng(P1) U P, U Ng(Ps) et si |[Ng(P;)| > k, i € {1,2}, alors F n’affecte
pas les sommets de Ng(P;). Soit C; la clique critique de H qui contient P; et C! = C; \ BE.
Par le lemme 5.14, C! est une clique critique ou intersecte exactement une clique maximale de
H, = H\ V(B"). De plus, observons que Np/(P;) est une clique critique de B'.

Nous construisons maintenant une k-édition F’ de G'. Nous considérons d’abord les trois cas
ot F' contient une coupe de B. Supposons sans perte de généralité que (P; x Ng(P;)) C F et
(P2 x Np(Py)) N F = (). Observons que (C] x Np/(P;) C F puisque C; est une clique critique
de H. Par le lemme 5.3 le graphe H' = ((H,,C}) ® (B'®, Np:/(P;)) est strictement cordal. Si
(PyxNp(Py)) C Fet (PoxNp(P,)) C F alors H' le graphe correspondant a ’'union disjointe de H,
et B’ est strictement cordal. Si F' contient une coupe minimum de B, considérons B!, i € {1,2}
la composante connexe de B’AF| contenant P;, ou F] est une coupe minimum de B’. Par le
lemme 5.3 le graphe H' = ((H,,C}) ® (B}, Np/(P1)),C%) @ (Bh, Ng/(P,)) est strictement cordal.

Supposons maintenant que F' ne contient pas de coupe de B. La preuve du lemme 5.19 montre
que dans ce cas, P; et P, ne sont pas dans la méme composante connexe de H,. Soit Hy et Ho
ces composantes connexes et Hj le reste de H,. Par le lemme 5.3, le graphe H’ correspondant a
'union disjointe de ((B'®, Ng/(P1)) ® (Hy,C}), Ng/(Ps)) ® (Ha, Ch) et Hj est strictement cordal.

Pour chacun des cas considérés, définissons F” I’édition telle que H' = G’ AF’, par construction
|F'| < |F|, par conséquent, F’ est une k-édition de G’.

Des arguments symétriques permettent de montrer que toute k-édition de G’ permet de con-
struire une une k-édition de G. O

5.4.4 Borner la taille d’une instance réduite

Nous montrons dans cette section que le probléme STRICTLY CHORDAL EDITION admet un noyau
avec O(k*) sommets. Nous commencons par montrer que les régles portant sur les SC-branches
peuvent étre appliquées en temps polynomial.

Lemme 5.21. Les regles 5.7 a 5.9 peuvent étre appliquées exhaustivement en temps polynomial.

Preuve. Commencons par rappeler que le graphe des cliques critiques peut étre calculé en temps
linéaire, en particulier les cliques critiques sont des modules forts qui peuvent étre énumérés en
temps linéaire [124]. De plus les graphes blocs peuvent étre reconnus en temps linéaire [123].
Nous montrons que nous pouvons énumérer toutes les 1-SC-branches et 2-SC-branches en temps
polynomial. Puisqu’un point d’attache est par définition une clique critique de G, nous pouvons
détecter les 1-SC-branches en supprimant une clique critique de C(G) et en recherchant parmi les
composantes connexes restantes celles qui induisent un graphe bloc connexe avec P (dans C(G)).
En considérant un ensemble maximal de telles composantes connexes plus la clique critique P,
nous obtenons une 1-SC-branche B. Nous procédons de la méme maniére pour détecter les 2-
SC-branches propres en supprimant une paire de cliques critiques non adjacentes Pi, Py de C(G),
et en recherchant parmi les composantes connexes restantes celles qui induisent un graphe bloc
connexe (dans C(G)) avec Py et P». De telles composantes connexes avec Py et P, donnent une
2-SC-branche B propre. Puisqu’il y a O(|V(G)]) cliques critiques, cette énumération peut &tre
faite en temps polynomial. O

Nous montrons maintenant que toute instance positive de STRICTLY CHORDAL EDITION réduite
par les régles 5.5 & 5.9 contient O(k*) sommets.
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Théoréme 5.4. STRICTLY CHORDAL EDITION admet un noyau avec O(k*) sommets.

Preuve. Soit (G = (V, E), k) une instance positive de STRICTLY CHORDAL EDITION réduite par
les régles 5.5 4 5.9. Soit F' une k-édition de G et H = GAF. Nous supposons que G est connexe,
les arguments qui suivent peuvent étre facilement adaptés si ce n’est pas le cas en sommant sur
toutes les composantes connexes de G. Le graphe H est strictement cordal, donc le graphe C(H)
est un graphe bloc. Nous montrons d’abord que C(H) contient O(k3) cliques critiques. Nous
disons qu’une clique critique de C(H) est affectée si elle contient un sommet affecté par F. Soit
A Pensemble des cliques critiques affectées de C(H). Puisque |F| < k, nous avons |A| < 2k. Soit
T le sous-graphe induit connexe minimal de H qui couvre toutes les cliques critiques de A, et A’
I’ensemble des sommets de degré au moins égal & 3 dans T (illustré dans la figure 5.9). Rappelons
qu’un tel sous-graphe est unique d’aprés le lemme 5.4.

C
O—]

|

(]

i g Y
Figure 5.9: Hlustration du graphe des cliques critiques d’une instance réduite dans la preuve du

théoréme 5.4. Les noeuds carrés correspondent aux cliques critiques de T', ceux en rouge sont les
cliques critiques de A, ceux en bleu sont les cliques critiques de A’ \ A.

Nous montrons d’abord que |V (T')| contient O(k?) cliques critiques. Par le lemme 5.4, |A"\ A| <
3 - |A|] < 6k. Les composantes connexes du graphe 7'\ (AU A’) sont des chemins puisque chaque
sommet est de degré au plus 2 et par le lemme 5.4 il y a au plus 4k tels chemins. Soit R I'un de
ces chemins, il est composé de cliques critiques non affectées, il existe donc B une 2-SC-branche
propre de G qui contient R. Les extrémités de R sont les points d’attache de B. Les 2-SC-branches
propres ont été réduites par la régle 5.9. Par conséquent R est de longueur au plus k + 3 et donc
[V(T)| < 2k + 6k + (k + 3) - 4k = O(k?).

Montrons maintenant que C(H) \ V(T contient O(k?®) cliques critiques. Observons d’abord
que chaque composante connexe de C(H) \ V(T') est adjacente & des sommets de T' puisque le
graphe est réduit par la régle 5.5. Puisque C(H) est un graphe bloc, les composantes connexes de
C(H)\ V(T) sont adjacentes soit a une clique critique de T soit & exactement une clique maximale
de T (sinon, il y aurait un diamant dans C(H)).

Nous affirmons qu’il y a O(k?) cliques critiques dans les composantes connexes de C(H)\ V(7))
adjacentes a des cliques maximales de T'. Puisque T est un graphe bloc et que |V (T)| = O(k?),ily a
O(k?) cliques maximales dans T'. De plus, il n’y a qu'une seule composante connexe de C(H)\V (T)
adjacente & chaque clique maximale, sinon il y aurait un diamant dans C(H). Prenons K, une
clique maximale de T, et soit X la composante connexe de C(H) \ V(T) adjacente & K dans C(H)
(illustrée dans la figure 5.9). Observons que X doit étre une union de 1-SC-branches et que leurs
points d’attache forment une clique. Par la régle 5.8, il y a au plus 2k 4+ 1 1-SC-branches dans X
et chacune a été réduite par la régle 5.7, donc X contient au plus 4k + 2 cliques critiques. Nous
en concluons quil y a |V(T)| - O(k) = O(k?®) cliques critiques dans les composantes connexes de
C(H)\ V(T) adjacentes a des cliques maximales de 7.
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Enfin, nous affirmons qu’il y a O(k?) cliques critiques dans les composantes connexes de C(H)\
V(T) adjacentes aux cliques critiques de 7. Prenons d’abord une clique critique de 7'\ A et ses
composantes connexes adjacentes de C(H) \ V(T). Observons qu’elles forment une 1-SC-branche,
qui est réduite par la régle 5.7, donc la composante connexe adjacente consiste en une unique clique
critique. Rappelons que |T'\ A| = O(k?), il existe donc O(k?) telles 1-SC-branches.

Prenons ensuite une clique critique a de A, et soit C1,...,C, les composantes connexes de
C(H)\ V(T) adjacentes & a. Nous notons Y I'union de ces composantes connexes (illustrée dans
la figure 5.9). Observons que chaque C; doit étre une union de 1-SC-branches dont les points
d’attache forment une clique Q;. Soit By,..., B; les 1-SC-branches de Y avec les points d’attache
Py, ..., P. Par la regle 5.8, il y a au plus 2k + 1 1-SC-branches par composante connexe et si
S |P| > 2k + 1, alors (3!_,|P|) — maxi<j<-{|Q;]} < k, impliquant qu’au plus 3k + 1 1-SC-
branches sont contenues dans Y. Chacune de ces 1-SC-branches est réduite par la régle 5.7, par
conséquent Y contient au plus 6k + 2 cliques critiques au total. Puisque |A| = O(k), il y a O(k)
tels ensembles de 1-SC-branches dans C(H) \ V(T). Au total, C(H) \ V(T) contient O(k?) cliques
critiques adjacentes & des sommets de 7.

Nous concluons donc que |V (C(H))| = O(k?). Puisque toutes les cliques critiques non affectées
de H contiennent au plus k + 1 sommets par la régle 5.6 et par le lemme 3.4 celles de A qui sont
affectées contiennent en tout O(k?) sommets, nous pouvons conclure que |V (G)| = O(k*). Pour
finir, une instance peut étre réduite exhaustivement en temps polynomial d’aprés les lemmes 3.5
et 5.21. O

5.4.5 Noyaux pour les versions complétion et délétion

Dans cette section, nous présentons des noyaux pour STRICTLY CHORDAL COMPLETION et STRICTLY
CHORDAL DELETION. Les régles 5.5 et 5.6 sont immédiatement stires pour ces variantes du prob-
léeme. Nous pouvons également observer que les régles 5.7 4 5.8 sont stres pour les variantes
complétion et délétion puisqu’elles sont un cas particulier de 1’édition. Cependant, nous pouvons
utiliser des régles plus fortes pour traiter les 2-SC-branches propres et borner leur longueur a un
nombre constant de cliques critiques. Cela est di au fait que nous n’autorisons que 'ajout ou la
suppression d’arétes.

Dans le cas de STRICTLY CHORDAL COMPLETION, nous pouvons observer que pour un graphe
G, il suffit de considérer les 2-SC-branches B propres de longueur au moins 3 qui ont des points
d’attache qui appartiennent & différentes composantes connexes de G \ V(B®) puisquune SC-
branche reste connexe dans n’importe quelle complétion de G. Le lemme qui suit résulte de cette
observation et sa preuve est contenue dans la preuve du lemme 5.19.

Lemme 5.22. Soit G = (V,E) un graphe et B une 2-SC-branche propre de G de longueur au
moins 3 avec des points d’attache Py, Py qui sont dans des composantes connexes différentes de
G\ V(BE). Alors il existe une complétion optimale F de G telle que :

o les sommets de B affectés par F sont inclus dans Py U Ng(Py) U Py U Ng(Ps),

e dans G+ F les sommets de Ng(Py) (resp. Np(P2)) sont tous adjacents aux mémes sommets
de V(G) \ V(BFE).

A partir de ce lemme, nous pouvons définir une régle plus forte pour la variante complétion et
dont la stireté est immédiate par le lemme 5.20.

Reégle 5.10. Soit (G = (V, E), k) une instance de STRICTLY CHORDAL COMPLETION et B une
2-SC-branche propre de G de longueur au moins 3 avec des points d’attache P, P, qui sont dans
des composantes connexes différentes de G\ V(B%). Retirer les sommets de V (B%) et ajouter deux
nouvelles cliques K et Ky de taille respectivement min{|Ng(Py)|,k + 1} et min{|Np(Ps)|, k+ 1}
avec les arétes (P x K1), (K71 x Ka), (K2 X Ps).

Dans le cas de STRICTLY CHORDAL DELETION, nous pouvons observer que si les deux points
d’attache de B, une 2-SC-branche propre d’une longueur d’au moins 3, sont dans la méme com-
posante connexe de G \ V(B%), alors soit B est déconnectée, soit les points d’attache ne sont pas
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dans la méme composante connexe de (G — F)\ V(B*) pour n’importe quelle suppression F de G.
En effet, si ce n’était pas le cas, nous pourrions trouver un cycle induit de longueur au moins égale
a 4 puisque les ajouts d’arétes ne sont pas autorisés. Le lemme suivant résulte de cette observation
et sa preuve est contenue dans la preuve du lemme 5.19.

Lemme 5.23. Soit G = (V, E) un graphe et B une 2-SC-branche propre de G de longueur au
moins 3 avec les points d’attache Py, Py. Alors il existe une délétion optimale F de G telle que :

e si P, et Py sont dans la méme composante connexe de (G — F)\ V(BT), alors F contient
une coupe de B, qui est (Py X Ng(P1)) ou (P2 X Ng(Py)) ou une coupe minimum de B,

e les autres sommets de B affectés par F sont inclus dans Py U Ng(Py) U P, U N (Py),

o dans GAF les sommets de Ng(Py) (resp. Np(P2)) sont tous adjacents aur méme sommets
de V(G)\ V(B).

Comme précédemment, nous pouvons définir une régle plus forte a partir de ce lemme dont la
stireté découle du lemme 5.20.

Reégle 5.11. Soit (G = (V, E), k) une instance de STRICTLY CHORDAL DELETION et soit B une
2-SC-branche propre de G de longueur au moins 3 avec les points d’attache Py, P,. Retirer les
sommets de V(BF), ajouter le chemin de 5 cliques suivant :

Knin{INg(P)k+1} — Br+1 — K1 — KineB) — Kmin{|N5(Po)],k+1}

ott K, est une clique de taille 7 et Kyingng (P k413 (18P Kming|Ny(P)),k+1}) €St adjacente & Py
(resp. Pz).

Dans la preuve du théoréme 5.4, le nombre de cliques critiques contenues dans C(H) dépend
de la taille de T. En particulier nous montrons que |C(H) \ V(T)| = |V(T)| - O(k). La regle 5.9
borne linéairement en k la longueur des 2-SC-branches, c’est pour cela que dans le cas édition,
|[V(T)| = O(k?). Cependant, avec les régles 5.10 et 5.11, les 2-SC-branches ont une taille constante,
ce qui implique que dans le cas de la complétion et de la délétion, T contient O(k) cliques critiques.
Nous en déduisons que dans le cas de la complétion et la délétion, un graphe réduit contient O(k?)
cliques critiques et a donc O(k%) sommets.

Théoréme 5.5. STRICTLY CHORDAL COMPLETION et STRICTLY CHORDAL DELETION admettent
un noyau avec O(k?) sommets.
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Nous avons présenté dans ce chapitre des noyaux polynomiaux pour divers problémes de modifi-
cation d’arétes :

e TRIVIALLY PERFECT EDITION ainsi que ses versions complétion et délétion admettent un
noyau qui contient O(k?) sommets,

e THRESHOLD EDITION ainsi que ses versions complétion et délétion admettent un noyau qui
contient O(k?) sommets,

e BLOCK GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH DELETION admettent un noyau qui contient
O(k?) sommets,

e STRICTLY CHORDAL EDITION admet un noyau qui contient O(k*) sommets,

e STRICTLY CHORDAL COMPLETION et STRICTLY CHORDAL DELETION admettent un noyau
qui contient O(k?) sommets.

Tous ces noyaux ont été élaborés avec I’approche que nous appelons « décomposition et sommets
affectés ». Cette approche s’avére étre idéale pour la mise au point de noyaux pour des classes de
graphes qui ont une structure arborescente, ce qui est notamment le cas pour des sous-classes des
graphes cordaux. Rappelons, comme cela a été vu dans la section 3.3, que cette approche est utilisée
pour d’autres classes de graphes telles que les graphes 3-leaf power, les graphes ptolémaiques, les
graphes d’intervalles propres ou les cographes. Cependant, comme nous avons pu le voir dans les
chapitres 4 et 5, bien que les idées employées soient similaires, il est nécessaire de les adapter a la
structure spécifique des classes considérées.

L’exemple ot les noyaux sont les plus proches est dans le chapitre 4, pour les graphes triviale-
ment parfaits et les graphes threshold. En particulier, nous y avons défini la structure de peigne,
qui est presque identique dans les deux classes, en effet, « module trivialement parfait » est rem-
placé par « indépendant » pour les graphes threshold. Les régles portant sur cette structure de
peigne ont des énoncés identiques. De plus leur siireté peut étre prouvée de la méme maniére en
choisissant les définitions et lemmes structurels adaptés a la classe considérée. La preuve bornant
la taille d’une instance réduite de TRIVIALLY PERFECT EDITION peut étre également adaptée de
maniére immédiate pour le probléme THRESHOLD EDITION, bien qu’une analyse plus fine permette
d’avoir une borne avec un facteur constant plus petit.

Dans le chapitre 5, pour les graphes blocs et les graphes strictement cordaux nous avons utilisé
la notion de 1-branche et 2-branche. Ces structures correspondent a des sous-graphes appartenant
a la classe considérée, connectés au reste du graphe en un ou deux « points » respectivement.
Notons que cette notion avait été introduite par Bessy et al. [13] dans le noyau pour le probléme
3-LEAF POWER EDITION. Bien que les régles portant sur ces structures utilisent les mémes idées,
la preuve de leur siireté nécessite I'utilisation de la structure propre a chacune des classes.

Perspectives Une des motivations a I’étude de l'existence de noyaux polynomiaux pour des
problémes de modification d’arétes vers des sous-classes de graphes cordaux était la conjecture de
Bessy et Perez [14].

Conjecture. Soit G une classe de graphes caractérisée par une famille d’obstructions contenant
les trous plus un ensemble fini de graphes. Alors le probléme G-COMPLETION admet un noyau
polynomial.

Montrer cette conjecture apparait étre un défi de taille. Cela supposerait d’élaborer un noyau
polynomial générique, un « méta-noyau », qui pourrait s’adapter a toute cette famille de problémes.
Pour ce faire, il serait intéressant d’avoir une décomposition des graphes appartenant a notre famille
de classes. Il est également possible de considérer une famille de classe de graphes plus petits en
ajoutant des restrictions sur ’ensemble d’obstructions. Notons qu’il existe des « méta-noyaux »,
c’est & dire un noyau générique pour des problémes exprimables en logique MSOs , avec certaines
contraintes de couverture, restreints aux graphes planaires ou de genre borné [18]. Cependant, les
problémes de modifications d’arétes que nous considérons ne sont pas couverts par de tels résultats.

82



Inversement, il serait intéressant de chercher & infirmer cette conjecture en montrant l’inexistence
d’un noyau polynomial pour un probléme G-COMPLETION ot la classe graphes G est caractérisée
par une famille d’obstructions contenant les trous plus un ensemble fini de graphes. Rappelons que
de tels résultats existent pour des problémes de modification d’arétes, mais principalement vers
des classes de graphes caractérisées par un seul sous-graphe interdit [29, 75, 93, 110].

Pour de nombreux autres problémes de modifications d’arétes vers des sous-classes des graphes
cordaux, lexistence d’un noyau polynomial reste une question ouverte (cf. table 3.1). Remarquons
que c’est particuliérement le cas pour ’édition et la délétion, cela est en partie dii au fait que
I’ensemble des trous est une famille infinie d’obstruction dans le cas de 1’édition et la délétion, mais
se comporte comme une famille finie dans le cas de la complétion. En conséquence, la complétion
vers des sous-classes des graphes cordaux semble étre en général un probléme plus facile & aborder
que l’édition et la délétion.

Nous listons a présent divers problémes de modifications d’arétes pour lesquels 'existence
d’un noyau polynomial est une question ouverte. Certains de ces problémes sont ouverts depuis
longtemps, les autres ont suscité moins d’attention mais semblent étre de bons candidats pour
poursuivre les travaux entamés dans cette thése.

Le probléme CHORDAL COMPLETION, plus connu sous le nom MINIMUM FILL-IN, fut un des
premiers problémes pour lequel l'existence d’un noyau polynomial a été montrée [84], cependant
la question reste encore ouverte pour CHORDAL EDITION et CHORDAL DELETION. Remarquons
que l'existence d’un algorithme FPT pour ces problémes n’a été montrée que relativement récem-
ment [33].

Probléme ouvert. CHORDAL EDITION et CHORDAL DELETION admettent-ils un noyau polyno-
mial ?

Une grande question ouverte dans le domaine des noyaux est ’existence d’un noyau polynomial
pour le probléme INTERVAL COMPLETION, question qui a été posée a plusieurs reprises [14, 15,
41, 127]. Une idée pour aborder ce probléme peut étre de considérer d’abord des variantes plus
restreintes, par exemple en imposant que le graphe en entrée soit un graphe split ou un graphe
cordal. Exiger de telles contraintes structurelles sur le graphe d’entrée pourrait aider & mettre
au point des outils pour résoudre le probléme plus général. Mentionnons que pour le probléme
INTERVAL EDITION aucun algorithme FPT n’est connu, il en est donc de méme pour 1’existence
d’un noyau, méme exponentiel.

Probléme ouvert. INTERVAL COMPLETION et ses versions édition et délétion admettent-ils un
noyau polynomial ?

Malgré le noyau polynomial pour PROPER INTERVAL COMPLETION [14], la question reste ou-
verte pour les versions édition et délétion. Notons que ces deux problémes sont FPT [31].

Probléme ouvert. PROPER INTERVAL EDITION et PROPER INTERVAL DELETION admettent-ils
un noyau polynomial ?

Des problémes pour lesquels I'approche « décomposition et sommets affectés » semble étre
une bonne candidate pour montrer 1’existence d’un noyau polynomial sont les problémes r-LEAF
PowER COMPLETION et ses versions édition et délétion pour r > 4. Notamment, pour r = 4 le
probléme est FPT [50] et une caractérisation par une décomposition proche du graphe des cliques
critiques est connue [25]. Néanmoins la structure est bien plus complexe que pour les graphes
3-leaf power ou strictement cordaux et les techniques que nous avons utilisées ne peuvent pas étre
adaptées de maniére immeédiate.

Probléme ouvert. r-LEAF POWER COMPLETION et ses versions édition et délétion admettent-ils
un noyau polynomial pour r > 4 7

En s’éloignant légérement des sous-classes des graphes cordaux, nous pouvons considérer les
graphes distances héréditaires, qui n’admettent pas de cycle de longueur 5 sans cordes qui se
croisent. De par cette proximité aux graphes cordaux, il nous semble intéressant de montrer
I’existence ou non d’un noyau polynomial pour le probléme DISTANCE HEREDITARY COMPLETION
ainsi que ses versions édition et délétion. Le probléme est FPT comme 'observent Crespelle et
al. [41, Table 5] en se basant sur un résultat de Courcelle et al. [40].
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Probléme ouvert. DISTANCE HEREDITARY COMPLETION et ses versions édition et délétion
admettent-ils un noyau polynomial 7

Pour terminer cette section, nous demandons s’il est possible de trouver des noyaux de plus
petite taille pour les problémes que nous avons étudiés dans le chapitres 4 et 5. En particulier nous
posons le probléme ouvert suivant :

Probléme ouvert. TRIVIALLY PERFECT EDITION et THRESHOLD EDITION ainsi que leurs ver-
sions complétion et délétion admettent-t-ils un noyau avec O(k?~¢) sommets pour € > 0 ?

Notons que ’approche « décomposition et sommets affectés » ne semble pas permettre d’obtenir
un tel noyau. En particulier avec cette approche, le lemme 3.4 implique une borne quadratique
sur le nombre de sommets affectés dans les cliques critiques. Obtenir une borne sous-quadratique
nécessiterait de borner de maniére sous-linéaire en k la taille des cliques critiques. Il serait égale-
ment intéressant de trouver une borne inférieure sur la taille d’'un noyau pour ces problémes. Il
existe de telles bornes inférieures pour des problémes de suppression de sommets, par exemple les
problémes VERTEX COVER et FEEDBACK VERTEX SET n’admettent pas de noyau avec O(k?~°)
sommets pour tout € > 0 sous 'hypothése coNP ¢ NP / poly [47]. A notre connaissance, aucune
borne inférieure n’est connue sur la taille des noyaux pour les problémes que nous avons considérés.
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Partie 11

Couverture de graphes
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Chapitre 6

Couverture par plus courts chemins

Dans ce chapitre nous nous intéressons a divers problémes de couverture de graphes par des plus
courts chemins. Les résultats présentés dans ce chapitre sont issus de travaux réalisés avec Florent
Foucaud, Anthony Perez et Toan Todinca [55, 56]. Nous commengons par définir formellement
les problémes ISOMETRIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET, qui ont été mentionnés dans
Iintroduction de cette thése et qui sont illustrés dans la figure 6.1.

IsoMETRIC PATH COVER

Entrée : Un graphe G et un entier k.
Question : Existe-t-il un ensemble de k plus courts chemins tel que chaque sommet de G
appartient & au moins un des chemins ?

STRONG GEODETIC SET

Entrée : Un graphe G et un entier k.

Question : Existe-t-il un ensemble de k terminaux et un ensemble de (¥) plus courts
chemins, chaque chemin reliant une paire distincte de terminaux et tel que chaque sommet
de G appartient a au moins un des chemins ?

Nous définissons également les versions de ces problémes avec une donnée supplémentaire en
entrée : les extrémités des chemins pour le premier, les terminaux pour le second.

IsoOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS

Entrée : Un graphe G et k paires de terminaux (s1,%1),. .., (Sk, tk)-
Question : Existe-t-il un ensemble de k plus courts chemins tel que le i-iéme chemin est
un s;-t; plus court chemin et chaque sommet de G appartient & au moins un des chemins 7

STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS

Entrée : Un graphe G et k terminaux.

Question : Existe-t-il un ensemble de (£) plus courts chemins, chaque chemin reliant une
paire distincte de terminaux et tel que chaque sommet de G appartient & au moins un des
chemins 7

Tous les problémes que nous avons définis peuvent étre déclinés en différentes versions, en
demandant de couvrir toutes les arétes du graphe et non uniquement les sommets ou bien en
demandant que les plus courts chemins soient disjoints (dans ce cas, ¢’est un probléme de partition).
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Figure 6.1: Exemple d’un graphe qui peut étre couvert par 3 plus courts chemins (illustré a gauche),
et qui a une solution avec 4 terminaux pour STRONG GEODETIC SET (illustré a droite).

Nous présentons maintenant les résultats de complexité connus pour ces problémes. Il a été
mountré que ISOMETRIC PATH COVER est NP-complet, méme pour les graphes cordaux [34]. Pour
les graphes quelconques, il a été montré que le probléme peut étre approximé en temps polynomial
avec un facteur de O(logd), ot d est le diamétre du graphe d’entrée [125]. Il a été montré que le
probléme peut étre résolu en temps polynomial sur les graphes blocs [116].

Le probléme STRONG GEODETIC SET a été montré NP-complet [107], méme pour les graphes
(co)bipartis, les graphes cordaux et les graphes de diamétre 2 [46] ainsi que pour les graphes
sous-cubiques de maille arbitraire [45]. Cependant il peut étre résolu en temps polynomial sur les
graphes planaires extérieurs [112], les graphes cactus, les graphes blocs et les graphes threshold [46].
La version couverture des arétes du probléme STRONG GEODETIC SET a elle aussi été montrée
NP-compléte [106].

Le probléme STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS a été montré NP-complet [45] et ce
méme pour les graphes bipartis de degré maximum 4 ou diameétre 6, mais il peut étre résolu en
temps polynomial sur les graphes split, les graphes de diamétre 2, les graphes blocs et les graphes
cactus [46]. Nous montrons dans le chapitre 6 que ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS
est lui aussi NP-complet.

La version de ISOMETRIC PATH COVER ou les chemins de la solution doivent étre disjoints a
aussi été étudiée sous les noms de ISOMETRIC PATH PARTITION [105] et SHORTEST PATH PAR-
TITION [64]. Le probléme est NP-complet [105], et il I’est également restreint aux graphes bipar-
tis [64]. Fernau et al. [64] montrent que le probléme est XP paramétré par le nombre de chemins
dans les graphes non orientés ainsi que les graphes orientés acycliques (DAG). De plus, ils mon-
trent que ISOMETRIC PATH COVER et SHORTEST PATH PARTITION sont FPT paramétrés par le
paramétre neighborhood diversity (nombre de classes d’équivalences de voisinages) dans les graphes
non orientés et orientés.

Contributions Nous montrons les théorémes combinatoires suivants qui portent sur les graphes
couvrables par k plus courts chemins (voir la section 2.1.4 pour la définition de largeur linéaire) :

Théoréme 6.1. Soit G un graphe dont I’ensemble d’arétes peut étre couvert par au plus k plus
courts chemins. Alors la largeur linéaire de G est O(3%).

Théoréme 6.2. Soit G un graphe dont l’ensemble de sommets peut étre couvert par au plus k
plus courts chemins. Alors la largeur linéaire de G est O(k - 3).

Nous montrons en particulier le résultat suivant, qui permet d’obtenir simplement les bornes
mentionnées ci-dessus.

Lemme 6.1. Soit G un graphe dont ’ensemble d’arétes (resp. de sommets) peut étre couvert par k
plus courts chemins. Pour tout sommet a de G et tout entier D, le nombre de sommets & distance
ezactement D du sommet a est O(3%) (resp. O(k - 3F)).

De ce lemme découle un algorithme trés simple en temps linéaire basé sur un parcours en
largeur qui fournit une décomposition linéaire. La largeur de cette décomposition est bornée par
le double de la borne sur le nombre de sommets dans un niveau du parcours en largeur. Notons
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que la complexité de cet algorithme ne dépend pas de k (lemme 6.2). Nous pouvons remarquer
que ces bornes sont aussi vérifiées pour le cas ou les plus courts chemins doivent étre disjoints sur
les arétes ou les sommets.

Outre les bornes combinatoires, nous montrons que le probléme ISOMETRIC PATH COVER WITH
TERMINALS peut se réduire & un probléme d’optimisation EMSO,. Rappelons qu’un probléme
EMSO; est un probléme d’optimisation sur une formule de logique monadique du second ordre
paramétrée par des ensembles de sommets et d’arétes (cf. section 2.2.3).

Nous montrons notamment qu’il est possible d’exprimer en EMSOs un ensemble de k sous-
graphes connexes couvrant le graphe tel que chaque paire de terminaux est contenue dans un
de ces sous-graphes. De plus, la somme du nombre des arétes de ces sous-graphes (que nous
minimisons) est égale a la somme des distances entre chaque paire de terminaux si et seulement
si ces sous-graphes sont des plus courts chemins entre les paires de terminaux. Cela nous permet
avec 'aide du théoréme 2.4, qui indique que les problémes EMSQO, peuvent étre résolus en temps
linéaire pour les graphes de largeur arborescente bornée (et donc, de largeur linéaire bornée), en
combinaison avec le théoreme 6.2, d’obtenir les résultats qui suivent.

Théoréme 6.3. ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS et STRONG GEODETIC SET WITH
TERMINALS paramétrés par le nombre de terminauzx sont FPT.

Corollaire 6.4. ISOMETRIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET paramétrés par le nombre
de chemins ou le nombre de terminauz respectivement sont dans XP.

Le corollaire 6.4 est obtenu trés simplement a partir du théoréme 6.3. Pour ISOMETRIC PATH
COVER, on énumeére en temps n?*) les ensembles de k paires de terminaux possibles, et on
applique l'algorithme FPT pour le probléme ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS sur
chaque combinaison. La technique pour STRONG GEODETIC SET est similaire, en énumérant tous
les ensembles possibles de k£ terminaux.

Les algorithmes FPT du théoréme 6.3 pourraient également étre obtenus par programmation
dynamique, sans passer par le théoréme de Courcelle. Toutefois ces algorithmes seraient fasti-
dieux et pas particuliérement efficaces, en raison de la borne exponentielle de la largeur linéaire,
c’est pourquoi nous préférons le cadre plus général proposé par la logique par souci de simplicité.
En effet, grace a la flexibilité de MSOs et au théoréme 6.1, les résultats algorithmiques peuvent
facilement étre étendus aux versions de couvertures des arétes de nos problémes. Ces résultats
s’étendent aussi aux variantes ou les chemins doivent étre disjoints sur les sommets ou les arétes,
qui ont été étudiés dans [64, 105]. La seconde partie du théoréme 6.3 répond positivement a une
question ouverte posée dans [100].

Structure du chapitre Aprés quelques définitions et notions préliminaires dans la section 6.1,
nous montrons le théoréme 6.1 dans la section 6.2. Plus précisément, la section 6.2 fournit une
borne supérieure sur la largeur linéaire des graphes dont les arétes peuvent étre couvertes par
k plus courts chemins, puis dans la section suivante les outils sont étendus a la couverture des
sommets. Les conséquences algorithmiques (théoréme 6.3) sont détaillés dans la section 6.4. Enfin
nous concluons avec quelques questions ouvertes.

6.1 Préliminaires et notations

Pour plus de simplicité, dans ce chapitre, nous supposons les graphes étudiés connexes, cependant
tous les résultats combinatoires et algorithmiques s’étendent pour les graphes non-connexes, en
traitant séparément chaque composante connexe. Un graphe dont les sommets (resp. les arétes)
peuvent étre couverts par k plus courts chemins est dit sommet-couvrable (resp. aréte-couvrable)
par k plus courts chemins.

Chemins et opérateurs de concaténation @ et ® Un chemin (z1,...,;) est appelé un
x1-x; chemin. Les chemins considérés ici sont simples dans le sens ou ils n’utilisent pas le méme
sommet deux fois. Les sommets du chemin P sont notés par V(P) et ses arétes par F(P). Etant
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donné deux sommets z,y € V(P), Plz,y| désigne le sous-chemin de P entre = et y. Dans ce
chapitre les chemins sont implicitement orientés : un a-b chemin est pensé comme un chemin
allant de a a b.

Nous utilisons deux types d’opérateurs sur les chemins, le premier concaténant un chemin aprés
lautre, le second fusionnant une des extrémités des deux chemins. Etant donné deux chemins
disjoints sur les sommets, v = (x1,...,2;) et n = (y1,...,y:) de G tels que {z;,y1} est une aréte
de G, 'opérateur de concaténation ® est défini comme suit :

V@’r]:(x17"'7$l5y17"'7yt)

En particulier, |v®n| = |v| + |n| + 1. De fagon similaire, 'opérateur de collage entre deux chemins
v=_(x1,...,2) et n = (x1,y1,...,4t), avec V(v) NV (u) = {x;}, est défini comme suit :

V@?]:($1,...,$l,y17...,yt)

Dans ce cas 1a |[v ©® | = |v| + |n|. Le lemme suivant décrit comment obtenir une décomposition
linéaire de largeur bornée a partir d’un parcours en largeur, nécessaire a la preuve des théorémes 6.1
et 6.2.

Lemme 6.2. Soit G = (V, E) un graphe, a un sommet de G et K une borne supérieure sur le
nombre de sommets de G a distance exactement D de a, pour tout entier D. Alors, pw(G) < 2K—1.
De plus, une décomposition linéaire de largeur 2K — 1 peut étre calculée en temps linéaire par un
parcours en largeur de G.

Preuve. Soit ecc(a) = maxyey dist(a, z) I'excentricité du sommet a. Pour tout D avec 0 < D <
ecc(a) ensemble de sommets a distance exactement D de a est noté Niveau(D), ce sont les niveaux
d’un parcours en largeur de G a partir de a. En prenant en tant que sacs 'union de deux niveaux
consécutifs Niveau(D)UNiveau(D + 1), pour 0 < D < ecc(a), et en les ordonnant en fonction de D
on obtient une décomposition linéaire de G (voir la figure 6.2). En effet, pour chaque aréte {z,y},
ses deux extrémités sont soit dans le méme niveau, soit dans deux niveaux consécutifs, et donc
apparaitront dans le méme sac. Pour chaque sommet z, il apparait dans au plus deux sacs : si
d = dist(a, x) alors z est dans les sacs Niveau(d — 1) U Niveau(d) et Niveau(d) U Niveau(d + 1) (ou
un seul niveau si d = 0 ou d = ecc(a)), et ces sacs apparaissent consécutivement dans la décompo-
sition. Vu que chaque niveau contient au plus K sommets, la largeur de cette décomposition est

au plus 2K — 1. O

Niveau(0) a

X4
Niveau(1) [ )

Xo
Niveau(2) ¢ » & o

X3
Niveau(3) 5 6 »

X4
Niveau(4) ) [)

Xs

Figure 6.2: Illustration de la construction d’'une décomposition linéaire d’un graphe & partir d’un
parcours en largeur. Les ensembles X; correspondent aux sacs de la décomposition.

NP-complétude Nous terminons cette section en montrant que le probléme ISOMETRIC PATH
COVER WITH TERMINALS est NP-complet. En particulier, nous montrons que le probléme STRONG
GEODETIC SET WITH TERMINALS s’y réduit, ce dernier étant connu NP-complet [45].

Proposition 6.1. ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS est NP-complet.
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Preuve. Notons que le probléme ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS est dans NP. Nous
donnons une réduction depuis STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS. Soit (G = (V, E), k)
une instance de STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS avec les terminaux vq,...vg. Nous
construisons une instance de ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS en considérant toutes
les (%) paires possibles de terminaux, soit (G = (V, E), Usrcicjeri(vi,v;)}). Par définition, (G, k)
est une instance positive de STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS, c’est-a-dire il existe un
ensemble de (g) plus courts chemins couvrant V(G) si et seulement si (G, U;<; ;< {(vi;vj)}) est
une instance positive de ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS, c’est-d-dire un ensemble
de plus courts v;-v; chemins, 1 < i < j < k couvrant V(G). Nous concluons que le probléme
IsoMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS est NP-complet. [

6.2 Couverture des arétes avec k£ plus courts chemins

Dans cette section nous montrons le théoréme 6.1, bornant supérieurement la largeur linéaire
des graphes aréte-couvrables par k plus courts chemins. Un encodage simple des plus courts
chemins permet d’obtenir une borne supérieure factorielle en k, cette preuve sera donnée dans
la section 6.2.1. Une borne simplement exponentielle, obtenue grace a une analyse plus fine de
I’encodage des plus courts chemins sera donnée dans la section 6.2.2.

Dans cette section, G = (V, E) désigne un graphe aréte-couvrable par k plus courts chemins.
Nous fixons un tel ensemble de chemins 1, ..., uk, et les appelons les chemins de base de G. Toutes
les constructions de cette section s’appuient sur cet ensemble de chemins de base particulier (sans
le redéfinir pour chaque lemme afin de simplifier les notations). Nous dotons chaque chemin de
base ., 1 < ¢ < k d’une direction arbitraire. Par exemple, en supposant que les sommets de G
sont numérotés de 1 a n, la direction de P est du plus petit au plus grand sommet de ses extrémités.
Un sous-chemin (orienté) [z, y] de p. est associé a un sens + s'il suit la direction de p., sinon
il lui est associé un sens —. Pour chaque aréte e de G, couleurs(e) est I’ensemble des valeurs
ce{l...,k} tel que e est une aréte de p..

Bonne coloration Soit P un a-b chemin de G. Une coloration du chemin P est une fonction
col:E(P) — {1,...,k} attribuant & chaque aréte e du chemin une de ses couleurs col(e) €
couleurs(e). La coloration col de P est dite bonne si, pour chaque couleur ¢, 'ensemble des
arétes de P utilisant cette couleur forme un sous-chemin connexe P[z,y] de P (vu que nos chemins
sont simples, cette condition implique que Plz,y] = pc[z,y]). Un chemin bien coloré est une paire
(P, col) formée par un chemin P et une bonne coloration de ce chemin.

L’opérateur ® défini dans la section 6.1 s’étend naturellement aux chemins colorés. Etant donné
(P, col), sa restriction au sous-chemin P[z,y] de P est notée (P[z,y], col). Enfin, nous définissons
pour un chemin P et une couleur 1 < ¢ < k la fonction monochr.:E(P) — {c}. Toutes les arétes
du chemin coloré (P,monochr.) ont la couleur c.

Avec ces notations, tout a-b chemin bien coloré (P, col) avec les couleurs (cy,...,¢;) apparais-
sant dans cet ordre la, peut étre écrit comme :

(tie [1, 22],monochr,, ) ® (fie, [2, T3], monochry,) © ... ® (e, [*1, 2141], monochr,, )

pour des sommets a = x1,x2,Z3...,2;, 241 = b. En d’autres termes, les Plx;, x;+1] sont les
sous-chemins monochromatiques de (P, col), colorés c;.

Lemme 6.3 (bonne coloration). Pour toute paire de sommets a et b de G, il existe un a-b chemin
bien coloré (P, col) tel que P est un plus court a-b chemin.

Preuve.  Parmi tous les plus courts a-b chemins, en choisir un qui admet une coloration avec
un nombre minimum de sous-chemins monochromatiques. Soit P ce chemin, et col la coloration
correspondante. Supposons par contradiction que la coloration n’est pas bonne. Alors il existe
trois arétes e; = {y1, 21}, €2 = {y2, 22} and e3 = {ys, 23}, apparaissant dans cet ordre, telles que
col(e1) = col(es) # col(ez). Supposons sans perte de généralité que les sommets apparaissent
dans lordre y1, 21, Y2, 22, Y3, 23 de a & b (il est possible que z; = y2 ou 22 = y3). Soit ¢ = col(e;) =
col(es). En particulier, z; et y3 sont sur le méme chemin de base p.. Soit P’ le chemin obtenu
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a partir de P en remplagant P[z1,ys] par pc[z1,ys] (voir la figure 6.3). Premiérement, P’ n’est
pas plus long que P vu que p.[z1,y3] est un plus court z1-y3 chemin du graphe G (P’ n’a pas
de sommets qui se répétent). Deuxiémement, dans P’ nous pouvons colorer toutes les arétes de
P'[z1,y3] avec la couleur ¢, et garder les couleurs de toutes les autres arétes inchangées. Ainsi P’
a strictement moins de sous-chemins monochromatiques que P, une contradiction. O

Figure 6.3: Illustration de la construction du chemin P’ & partir du chemin P dans la preuve du
lemme 6.3.

Soit (P,col) un a-b chemin bien coloré, avec les couleurs (c1,...,¢) dans cet ordre. Chaque
sous-chemin monochromatique Plx;,z;+1] de P, de couleur ¢;, induit un sens sur le chemin de
base fi, correspondant (positif si P[z;, x;+1] a la méme direction que p.,, négatif sinon). En con-
séquence, nous pouvouns définir le mot couleurs-sens CouleurSens(P, col) = ((¢1, $1), (2, $2), .., (c1, $1))
sur lalphabet {1,...,k} x {4, —}, correspondant aux couleurs et aux sens des sous-chemins
monochromatiques de P, selon 'ordre dans lequel ces sous-chemins apparaissent de a a b.

Nous pouvons observer sur la figure 6.4 qu’un méme a-b chemin peut admettre plusieurs bonnes
colorations (et éventuellement différents mots couleurs-sens), par exemple si un de ses sous-chemins
est contenu dans plus d’un chemin de base. Similairement, deux plus courts chemins distincts entre
des sommets a et b peuvent partager un méme mot couleurs-sens. Enfin, notons qu’un méme mot
couleurs-sens peut étre associé a des chemins ayant des extrémités différentes. Nous verrons dans la
sous-section suivante qu'un mot couleurs-sens permet de définir un unique sommet a une distance
fixée d’un sommet donné.

:
s

Figure 6.4: Deux a-b chemins bien colorés (P, col) et (P’,col’) avec le méme mot couleurs-
sens w = ((rouge,+), (bleu,+)) de méme longueur. Le chemin P peut avoir plusieurs bonnes
colorations, en fonction de col({z,y}) et col({y, z}) qui peuvent étre rouge ou bleu. Le chemin
P’ n’admet qu’une seule bonne coloration.

6.2.1 Borne factorielle

Le mot couleurs-sens d’un chemin bien coloré a au plus k lettres sur un alphabet de taille 2k. Par
conséquent, le nombre de tels mots différents est borné supérieurement par une fonction de k.

Lemme 6.4. Le nombre de mots couleurs-sens possibles, parmi tous les chemins bien colorés, est

borné supérieurement par h(k) = Zle QZﬁ.

Preuve. Nous affirmons que le nombre de mots couleurs-sens de [ lettres est borné supérieurement
par 21%. Observons que les couleurs forment un mot de longueur [ sans répétition sur un
alphabet de taille k. Le nombre de mots est (kkf'l), (en choisissant [ lettres parmi les k possibles,

et en appliquant toutes les permutations possibles). Comme chaque lettre est également composée
d’un sens 4+ ou —, nous multiplions ce nombre par 2!, et la conclusion s’ensuit en additionnant sur
toutes les valeurs possibles de I. O
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Le lemme suivant implique que, étant donné un sommet de départ a, une distance D et un mot
couleurs-sens w, il n’y qu’un seul sommet b a une distance D de a tel qu'un plus court a-b chemin
bien coloré respecte le mot w. Il permet de borner supérieurement le nombre de sommets & distance
D de a par h(k) la fonction du lemme 6.4.

Lemme 6.5 (Encodage couleurs-sens). Soit deux sommets b et ¢ a méme distance d’un sommet
a de G. Soit (P,col) un plus court a-b chemin bien coloré et (P',col’) un plus court a-c chemin
bien coloré. Si CouleurSens(P, col) = CouleurSens(P’, col’), alors b = c.

Preuve. Nous procédons par induction sur le nombre de lettres du mot CouleurSens(P, col), que
nous notons w = ((¢1, $1), (¢2, 82), - . -, (c1, 81)).

Soit Pla,x1] (resp. P'[a,x}]) le sous-chemin maximal de P (resp. P’) de couleur ¢; partant de
a. Supposons sans perte de généralité que Pla, 1] est au moins aussi long que P’[a, 2}]. Puisque
les deux sont des sous-chemins de ., partant de a et ayant le méme sens s; par rapport a p.,,
cela implique que P’[a,z!] est contenu dans Pla,x1], en particulier ) est entre a et 1 dans P et
dans p., (voir la figure 6.5).

/
:131 T o b

> < -
= ° < < °

Pa
Pl < ...c

Figure 6.5: Tllustration des chemins colorés P et P’ dans la preuve du lemme 6.5

YVY

Observons que, si le mot w n’a qu’une seule lettre, Pla, 1] = P et P'[a, 2] = P, ils sont donc
tous les deux de la méme longueur. Comme ils sont de méme sens par rapport & y.,, cela implique
que x1 = x] = b = ¢, ce qui prouve le cas de base de I'induction.

Supposons maintenant que w a [ > 2 lettres et que le lemme est vérifié pour les mots de
longueur [ — 1. Considérons premiérement le cas ou Pla,x1] et P'[a, 2] ont la méme longueur.
Observons que 1 = ] est aussi le premier sommet des sous-chemins de couleur ¢o de P et P’. Par
conséquent, (P[z},b],col) et (P'[z],c],col’) sont des plus courts chemins bien colorés de méme
longueur et ont le méme mot couleurs-sens ((cz, $2), ..., (¢, 1)), avec | — 1 lettres. Ainsi, b = ¢ par
I’hypotheése d’induction.

Traitons maintenant le second et dernier cas, lorsque Pla,x1] est strictement plus long que
P'la,x}]. Soit x4 le dernier sommet du sous-chemin coloré ¢y dans (P, col). En particulier, 2, 2,
et x5 sont tous des sommets de yi.,. Observons que sur p.,, le sommet x; est situé entre z} et xs.
En effet, dans le chemin P, les sommets a, 2} et 1 apparaissent dans cet ordre, et par construction
x1 apparalt entre a et xs. Donc a,z],x1,zs apparaissent dans cet ordre sur P, qui est un plus
court chemin, ce qui implique dist(x], zq) = dist(z],x1) + dist(x1, z2). Puisque les trois sommets
@}, x1,22 sont tous sur le plus court chemin p.,, ils doivent y apparaitre dans cet ordre. Par
conséquent, f.,[z],x2] induit le méme sens sg sur p., que Plry, 2] = pe,[21,22]. En particulier,
dans le chemin :

(P[x},b],col) = (P[z},z1],monochr., ) ® (P[z1,z2],monochr.,) ® (P[zz,b], col)

le premier sous-chemin P[], 1] coloré ¢; peut étre remplacé par p., [z}, 21], coloré ca, sans changer
la longueur totale. Le chemin obtenu est un plus court z-b chemin bien coloré¢ :

(P}, b], col) = (pie, [}, 22], monochr,, ) ® (P[za, b], col).

Son mot couleurs-sens est ((c2,82),...,(c1,5)), le méme que pour le plus court z}-¢ chemin
(P'[z},c],col’). De plus, les deux chemins ont la méme longueur, |P| — |Pla, z}]|, donc par hy-
pothése d’induction, b = ¢, ce qui prouve le lemme. O

Corollaire 6.5. Pour tout sommet a de G et tout entier D, il y au plus h(k) = ZLI QZ(Ikall)!

sommets a distance exactement D de a.
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Preuve. Pour tout sommet fixé a et entier fixé D, grace au lemme 6.5 le nombre de sommets a
distance exactement D de a est borné supérieurement par le nombre de mots couleurs-sens, qui
est lui méme borné supérieurement par h(k) par le lemme 6.4. O

Le corollaire 6.5 et le lemme 6.2 impliquent une version plus faible du théoréeme 6.1 : la largeur
linéaire d’un graphe aréte-couvrable par k plus courts chemins est au plus 2h(k) — 1, donnant une
borne supérieure factorielle.

6.2.2 Borne simplement exponentielle

Dans cette section, nous montrons que le nombre de sommets & distance D d’un sommet a peut
étre borné par O(3%). Dans la section précédente nous avons montré que deux plus courts chemins
bien colorés de longueur D commencant en a et avec le méme mot couleurs-sens aménent au
méme sommet. Nous pouvons observer que des plus courts chemins avec des mots couleurs-sens
différents peuvent aboutir sur un méme sommet, voir la figure 6.6. Dans cette section, nous prenons
un ensemble de plus courts chemins bien colorés allant de a & tous les sommets & distance D de a
et pour pouvoir borner leur nombre, nous essayons de les simplifier, dans le sens ot nous utiliserons
un nombre minimal de couleurs.

a

Vv 8

P, b
P2 < > o C

Figure 6.6: (P, coly) et (Ps, colsy) sont des plus courts chemins bien colorés de méme longueur.
Le sommet = est partagé par les deux chemins. Le sous-chemin ppjey [a, x] in P, peut étre remplacé
par firougela, x] sans augmenter la taille du chemin, prouvant que b = c.

Avant de rentrer dans les détails, nous donnons une description informelle de notre construc-
tion (qui est illustrée dans la figure 6.9). Soit un ensemble P de plus courts chemins bien colorés,
commengcant tous en un sommet a mais terminant en des sommets différents. Ces sommets seront
tous les sommets & une distance D de a. Nous allons transformer P en une nouvelle famille de
chemins, avec les méme propriétés, mais utilisant si possible un plus petit nombre de couleurs.
Soit x,, le sommet le plus éloigné de a, contenu dans tous les chemins de P et tel que ces chemins
partagent tous le méme sous-chemin coloré de a a z,. Nous regardons ensuite ’ensemble C des
couleurs apparaissant sur les arétes juste aprés z,,. Premiérement nous appliquons la transforma-
tion suivante : pour chaque chemin (P, col) € P, nous considérons l’aréte la plus éloignée ayant
sa couleur ¢ dans C (par exemple, dans la figure 6.9, pour le chemin P cette aréte est colorée en
rouge), et nous remplagons tout le sous-chemin de P de x,, & cette aréte par un sous-chemin de
e, de couleur c. Cette nouvelle famille de chemins est ensuite divisée en sous-familles en fonction
de la couleur et du sens de la premiére aréte aprés x,,, puis nous branchons et appliquons la méme
construction a chaque sous-famille. Nous finissons par prouver que ce processus de branchement
correspond & un arbre (que nous appelons arbre de branchement k-étiqueté), dans le sens ou les
chemins construits sont en bijection avec les feuilles de I'arbre. De plus, nous allons borner le
nombre de feuilles de 'arbre, et donc le nombre de chemins, & O(3%).

Nous définissons dans un premier temps les arbres de branchement k-étiquetés et montrons
dans le lemme 6.6 qu'ils ont O(3%) feuilles. Nous décrivons ensuite formellement le processus
de branchement expliqué ci-dessus dans le lemme 6.7, qui nous permet déduire la méme borne
supérieure sur le nombre de sommets & distance D de a.

Nous définissons un arbre enraciné étiqueté comme une paire (T, lab) ou T est un arbre enraciné
et lab: E(T) — CS une fonction d’étiquetage des arétes de T, ou CS = {1,...,k} x {+,—}. Pour
un noeud n de T, le sous-arbre de T enraciné en n est noté T,. Pour un noeud n de T et
ses enfants nq,...,ns, nous définissons les ensembles £(n) = {lab({n,n1}),...,lab({n,n:})} et
LS(n) ={(c,s),(c,3) | (¢,s) € L(n)}, ou S est le sens opposé de s.
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Définition 6.1 (arbre de branchement k-étiqueté). Un arbre enraciné étiqueté (T, 1ab) est appelé
un un arbre de branchement k-étiqueté si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Dans tout chemin de la racine de T & une de ses feuilles, les arétes avec la méme étiquette
forment un sous-chemin connexe,

Et pour tout noeud n de T avec pour enfants ny,...,n; :
(ii) Les étiquettes sur les arétes {n,n;},i € {1,...,t} sont deux a deux distinctes,

(iii) Pour tout ¢ € {1,...,t}, T,,, ne contient pas d’aréte avec une étiquette dans L£S(n) \

{1ab({n,n;})}.

Figure 6.7: Exemple d’'un arbre de branchement k-étiqueté. L’étiquette d’une aréte est la paire
composée de la couleur de I'aréte et du sens + ou — associé.

Tout d’abord, nous montrons une borne combinatoire sur le nombre de feuilles dans un arbre de
branchement k-étiqueté. Nous pouvons mentionner que dans un cadre plus général ou la fonction
d’étiquetage lab est définie sur un alphabet ¥ et ou la deuxiéme condition est remplacée par
« T,,, ne contient aucune aréte avec une étiquette dans £(n)\ {lab({n,n;})} », une borne O(2/*))
peut étre obtenue plus simplement, soit 0(4’“) dans notre cas (dans cette version de la deuxiéme
condition, LS a simplement été remplacé par £). Cependant, en exploitant les spécificités de
I’alphabet CS, nous pouvons obtenir la borne qui suit.

Lemme 6.6. Un arbre de branchement k-étiqueté (T, 1ab) contient O(3%) feuilles.

Preuve.  Soit (T,1lab) un arbre de branchement k-étiqueté, avec la fonction d’étiquetage lab :
E(T) — CS. Soit B(n) 'ensemble des étiquettes qui n’ont pas été interdites dans T, lors de
Papplication de la condition (i) ou (iii) de la définition 6.1 & un ancétre de n dans Parbre T. En
particulier, si n est la racine, alors B(n) = CS, et a tout noeud n, B(n) est un sur-ensemble de
toutes les étiquettes des arétes de T;,. Sin a exactement un enfant n’, par définition B(n') C B(n)
donc |B(n)| < |B(n)].

Affirmation 6.1. Soit n un noeud de T avec t > 2 enfants ni,...,n;. Si n est la racine, alors

|B(n;)| < |B(n)| — (t — 1), sinon |B(n;)| < |B(n)| — max{2,¢t — 1}.

Preuve. Puisque T est un arbre de branchement k-étiqueté, par la condition (ii) les étiquettes des
arétes {n,n;}, 1 < j <t sont distinctes deux a deux. En particulier, les t — 1 étiquettes distinctes
des arétes {n,n;}, j # i, apparaissent dans B(n) mais pas dans B(n;) par la condition (iii). Par
conséquent, |B(n;)| < [B(n)| — (t —1).

Il reste & prouver que si n n’est pas la racine et a exactement deux enfants n; et ns, alors
|B(n;)| < |B(n)| —2 pour i € {1,2}. Soit p le noeud parent de n dans T, et définissons (¢, s) =
lab({p,n}) et (c;, ;) = lab({n,n;}) pour € {1,2} (voir la figure 6.8).

Nous affirmons que si ¢; # ¢ alors (¢;, s;) et (¢;,S;) sont toutes deux dans B(n). En effet, dans
ce cas 1a, la condition (i) implique que létiquette (¢;, s;) n’apparait pas sur le chemin de n a la
racine de T. Par la condition (iii), I’étiquette (¢;,3;) n’apparait pas non plus : cela interdirait
létiquette (¢;, s;) dans 'arbre en dessous et en particulier dans T;,. Les étiquettes (¢;, s;) et (¢;, 57)
n’apparaissent donc pas sur le chemin menant de n & la racine de 7. Par la condition (iii),
pour toute aréte {n’,n"”"} de T telle que n’ est un ancétre de n et n’ n’est pas un ancétre de
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n (voir la figure 6.8), ¢; ne peut pas apparaitre dans I’étiquette lab({n’,n”}) autrement (c;,s;)
et (¢;,s;) seraient interdites dans le sous-arbre de T, contenant n (qui ne contient pas n”). En
particulier,(c;, 8;) ne pourrait pas étre utilisée comme étiquette de {n,n;}. Cela veut dire que la
couleur ¢; n’apparait pas sur les arétes incidentes au chemin allant de n & la racine de T. Nous
pouvons donc en conclure que (¢;, s;) et (¢;,5;) sont dans B(n) puisqu’elles ne peuvent pas étre
interdites par les conditions (i) ou (iii).

Figure 6.8: Illustration de la configuration obtenue quand n n’est pas la racine, a au moins deux
enfants nq, et no et p comme parent. Le noeud n’ est un ancétre de n tandis que n” non.

Supposons sans perte de généralité que ¢ = 1. Si ¢; = ¢ alors nous affirmons que ¢y # c.
En effet, par la condition (ii), si ¢; = ¢o = ¢ alors les sens s; et so sont opposés, donc I'un est
Popposé 5 de s, contredisant que I’étiquette (¢,5) est dans LS(p) et donc a été interdite dans T,
par la condition (iii). Par conséquent (c2,s2) et (co,532) sont dans B(n) et par la condition (iii)
sont interdites dans T),, et donc |[B(n1)| < |B(n)| — 2.

Si c¢; # ¢, alors (¢, s) n’est pas dans B(ny) par la condition (i) mais est dans B(n) et (¢1,37)
n’est pas non plus dans B(nq) par la condition (iii) mais est dans B(n), ainsi |B(n1)| < |[B(n)|—2. ¢

Nous prouvons maintenant que 7' a O(3%) feuilles. Pour un noeud n de I’arbre, nous voyons
|B(n)| comme le budget du sous-arbre T,, et estimons le nombre de ses feuilles en fonction de ce
budget. Nous rappelons que le budget de la racine est 2k. Soit F'(b) le nombre maximum de feuilles
dans n’importe quel arbre de branchement k-étiqueté avec un budget b a sa racine. Nous pouvons
observer que si b = 1 alors F(b) = 1 et pour b < ¥, F(b) < F(¥'). Soit n un noeud de T, alors
F(|B(n)|) est le nombre maximum de feuilles de T},. Si n a exactement un fils, il ne branche pas,
donc F(|B(n1)|) < F(|B(n)|) puisque B(ni) C B(n). Supposons que n a t > 2 enfants ny,...n;.
Si n est la racine, alors par affirmation 6.1 :

F(B(n)]) < F(IB(n1)]) + -+ -+ F(|B(ny)|) < t- F(|B(n)| = (t = 1))
Sinon si n n’est pas la racine :
F(Bm)]) < t- F(B(n)| — maz{2,t - 1}).

A la racine r de l'arbre, puisque B(r) = CS, nous avons |B(r)| = 2k. Nous allons montrer que
F(2k) = O(3%) a I'aide du théoréme 2.5. Nous avons les récurrences F'(b) < t- F(b— (t — 1)), et
F(b) < 2-F(b—2) (sauf a la racine, si la racine a deux enfants). Chacune de ces récurrences donne
un facteur de branchement différent : oy = '/t pour la premiére, et ay = v/2 pour la seconde.
Observons que la valeur maximale de ag = V2 et ap = t~/t, t > 3 est atteinte pour t = 3 avec
a3 = v/3. Par conséquent, d’aprés le théoreme 2.5, F(b) = O(3%/2). Ceci est également valable si
la racine a un ou deux enfants. En effet, pour chaque enfant de la racine, le nombre de feuilles
dans le sous-arbre correspondant est O(Sb/ 2), et comme il y a au plus deux enfants de ce type,
le nombre total de feuilles est O(Sb/ 2). Puisqu’a la racine b = 2k, nous concluons qu'un arbre de
branchement k-étiqueté a O(3%) feuilles.

O
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6.2. COUVERTURE DES ARETES AVEC k PLUS COURTS CHEMINS

Nous détaillons maintenant la description haut niveau donnée au début de la section. Par un
léger abus de notation, pour un chemin coloré (P, col), nous définissons

couleurs(P, col) = {col(e) | e € E(P)}

lensemble des couleurs apparaissant sur (P, col). De la méme maniére, pour un ensemble de
chemins colorés P nous définissons ’ensemble

couleurs(P) = U couleurs(P, col)
(P,col)eP

Pour un a-b chemin coloré (P,col) et un sommet z de P, nous définissons Plx:] = Pz, b
et pour un ensemble de chemins colorés P partageant un sommet x nous définissons Plx:] =

U(P,col)eP(P[x:L COl).

a x
P, " s > « P . b1
P P, LS - . bo
" P3 < .ﬁ_ioulj?’ ..... e« b3
Py — > P o by
a Tn wp
P(bleu,—) Pl* = (3 S « 01
* - wp.
’]D P2 = £ . b2
(rouge,+) p* _ wp, b
3 >
wp
P(bleu,—l—) PI > I S e b4

Figure 6.9: Exemple de la construction dans la preuve du lemme 6.7 pour un ensemble de
chemins P,,. Dans cet exemple, tous les chemins partagent le méme sous-chemin (P [a, z,], col),
Cn = {rouge,bleu, } et il n’y a pas d’arétes avec des couleurs dans C,, dans les chemins
(P;[wp,:], col;). Les ensembles P(,ouge,—y, P 4), P( ) sont vides.

Lemme 6.7. Pour tout sommet a de V(G) et tout entier D, il y a O(3%) sommets a distance
exactement D de a.

Preuve. Soit {b; ..., by} I'ensemble des sommets & distance D de a dans G et soit P un ensemble
{(Py1,coly),...,(Ps,coly)} de plus courts a-b; chemins bien colorés. Notre objectif est de construire
un arbre de branchement k-étiqueté (T, 1ab) tel que :

e chaque noeud n de T est associé a un ensemble de chemins P,,,

e pour chaque sommet b;, il existe une feuille [ de T telle que P; contient un plus court a-
b; chemin bien coloré,

e pour chaque feuille [, P; contient exactement un chemin.

Nous allons construire (7', 1lab) récursivement en commengant par la racine r de T'. Initialement,
P, = P. Pour chaque noeud n de T', P,, sera un ensemble de plus courts chemins bien colorés
allant de a & un sous-ensemble de sommets de {b; ...,bs}. Soit n un noeud déja calculé de T'. Si
|Pn| = 1, ne rien faire : n est une feuille de I’arbre et aucun appel récursif ne sera effectué a partir
de n. Si |P,| > 1, nous développons l’arbre a partir de n. Les ensembles de chemins qui seront
associés aux enfants de n sont construits comme suit :

1. Soit z,, le sommet a la distance maximum de a tel que pour toute paire de chemins colorés
(P,col), (P, col’) € Py, (Pla,zy],col) = (P'la,xn],col’). Lexistence de ce sommet est
garantie, x,, peut étre le sommet a.

97
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2. Soit C,, = {col(zn,yp) | (P,col) € Py} oit {x,,yp} est la premicre aréte de P[zy:].

3. Pour chaque (P, col) € P,, soit {zp,wp} 'aréte la plus éloignée de x,, sur P[z,:] dont la
couleur est dans C,,, et soit cp = col({zp,wp}). Construire le chemin :

(P*,col™) = (Pla, zp], col) ® (tiep [Tn, wp|, monochr,., ) ® (Plwp:],col)

4. Pour chaque (¢, s) € CS,, = (Cp X {+, —}), soit sp le sens de picp, [Ty, wp]. Définir 'ensemble :

Ple,s) = {(P*,col”) | (P,col) € Py, (cp,sp) = (¢, )}

Cette construction est illustrée dans la figure 6.9. Ensuite, pour chaque ensemble non vide
Pe.s)s (¢, 8) € CSp, créer un enfant n' de n associé & P, q), ou aréte {n,n’} est étiquetée (c, s).
Enfin, le processus est appliqué récursivement & chacun des noeuds créés.

Affirmation 6.2. Pour tout noeud n de T, P,, est un ensemble de plus courts chemins bien colorés.

Preuve. L’affirmation est trivialement vérifié pour P, ou r est la racine de 7. Nous montrons
que pour un noeud n de T, si (P,col) € P, est un plus court a-b; chemin bien coloré, alors le
chemin (P*,col*) = (Pla,xy],col) ® (fiep[Tn, wp], monochr,) ® (Plwp:], col;) construit dans le
point 3 est un plus court a-b; chemin bien coloré. Il est clair d’aprés la construction que P’ est
un a-b; chemin, de plus c’est aussi un plus court chemin puisque ficp[2,, wp| est un plus court
T,-wp chemin.

Vu que (P, col) est bien coloré, (Pla, z,], col) et (Plwp:], col) le sont aussi. Puisque {zp,wp}
est la derniére aréte colorée cp de (P, col), cette couleur n’apparait pas dans (Plwp:], col). De
plus, si cp € couleurs(Pla,z,]), il doit s’agir de la derniére couleur & apparaitre, sinon (P, col)
ne serait pas bien coloré. Par conséquent le chemin (P*, col*) est bien coloré. Donc, pour chaque
(¢, 8) € CS,,, Pensemble P(c,s) associé a un enfant n’ de n est un ensemble de plus courts chemins
bien colorés. Ainsi, par induction, pour tout noeud n de T, P,, est un ensemble de plus courts
chemins bien colorés. o

Nous montrons maintenant que la construction se termine. En particulier, nous montrons que
pour tout noeud non feuille n et tout enfant non feuille n;, nous avons dist(a, z,,) < dist(a, z,).
Vu que pour tout noeud n de T, les chemins des ensembles P,, sont des plus courts chemins de
longueur D, cela implique que la construction se termine. Par construction (voir point 3), pour
(P',col’) € P,,, il existe un chemin (P,col) € P, tel que (P, col’) = (P*, col*), impliquant
que (Pla,x,],col) = (P'[a,zy],col’). De plus, supposons que {z,,y} soit la premiére aréte de
(P'[2y:],col’). Par définition de P, = P(c, s,y dans le point 4, tous les chemins de P, partagent
cette méme aréte et donc le sous-chemin (P’[a, y], col’). Par conséquent, dist(a, z,) < dist(a,y) <
dist(a, x,,) puisque les chemins de P,, et P,,, sont des plus courts chemins par laffirmation 6.2. Il
est possible de prouver que la hauteur de T est au plus k, mais ce n’est pas nécessaire.

L’observation suivante est vérifiée si n’ est un enfant de n par les arguments précédents, et donc
est aussi vérifiée pour tout noeud de T,, par induction.

Observation 6.1. Soit n un noeud de T et n’ # n un noeud de T;,. Alors, dist(a, z,,) < dist(a, z,),
et pour (P, col) € P, et (P',col’) € Py, (Pla,xy], col) = (P'[a, z,], col’).

Observation 6.2. Soit {n,n’} une aréte de T et (P,col) € P,. Alors, la premiére lettre de
CouleurSens(P[z,,:],col) est lab({n,n'}). Si n’ est un noeud non feuille, il peut y avoir plus
d’une lettre dans CouleurSens(P[zy, T,/], col).

Affirmation 6.3. (T, 1lab) est un arbre de branchement k-étiqueteé.

Preuve.  Soit n un noeud de T et ny,...,n; ses enfants. La condition (ii) de la définition 6.1
est vérifiée, en effet pour chaque (¢, s) € CS,,, au plus une aréte {n,n;} est étiquetée (¢, s). Nous
allons premiérement prouver la condition (iii), soit que 7, ne contient aucune aréte avec une
étiquette dans £S(n) \ {1ab({n,n;})}. Rappelons que LS(n) = {(c, ), (¢,3) | (¢,s) € L(n)}, ou
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L(n) = {lab({n,n1}),...,lab({n,n:})}. Nous pouvons observer que £LS(n) C CS, (il peut y
avoir des ensembles P(. ) vides), et que CS,, est défini a partir de I’ensemble de couleurs C,, qui
apparaissent sur la premiére aréte aprés x, dans les chemins de P,,.

Soit m; un enfant de n et soit (¢;, s;) = lab({n,n;}). Le cas ou n; est une feuille est trivial,
puisque 7T, n’a pas d’arétes. Supposons donc que n; n’est pas une feuille. Observons que pour
tout (P, col) € P,, par le choix de wp, la seule couleur de C,, utilisée dans (P*[z,:], col*) est cp.

Formellement, nous avons :
couleurs(P*[z,:],col”) C couleurs(P[z,:],col) \ (Cpn \ {cr})
et donc, pour 1 < i< t:

couleurs(Pp,[zn:]) C couleurs(P,lz,:]) \ (Cn \ {ci})

Par induction, cela implique que pour tout noeud n’ de T;,,, nous avons :
couleurs(Py [z,:]) C (couleurs(Py[z,:]) \ (Cn \ {c:})

Par l'observation 6.2, I'étiquette d’une aréte {n’,n"} de T,,, dépend des couleurs qui apparaissent
apreés x,, dans les chemins de P,,, ainsi aucune aréte de T;,, a une étiquette dans (C,\{c;})x{+, —}.

Nous prouvons maintenant que (c¢;, ;) n’est pas utilisée en tant qu’étiquette pour les arétes de
T,,. Soit {n/,n"} une aréte de T,,, et supposons par contradiction que lab({n’,n"}) = (¢;,s;). Soit
(P,col) € Py, et (P',col’) € Py, par Uobservation 6.1, (Plzy, Ty,], col) = (P'[zn,Tn,], col’).
Par lobservation 6.2, la premiére lettre de CouleurSens(P’[x,,:], col’) est (¢4, s;) et la premiére let-
tre de CouleurSens(P’'[x,:],col’) est (¢;,S;), ce qui est une contradiction car le chemin (P’, col’)
est bien coloré (affirmation 6.2). Ainsi, il n'y a pas d’arétes de T, avec des étiquettes dans
CSn \ {(ci,8:)}, prouvant la condition (iii).

Il reste & montrer la condition (i), soit que dans chaque chemin de la racine de T & une de
ses feuilles, les arétes qui partagent la méme étiquette forment un sous-chemin connexe. Soit
r = p1,Pa,...,p =n le chemin de la racine r & un noeud non feuille n de T'. S’il existe un enfant
n’ de n tel que lab({n,n'}) = lab({p;—1,p:}) = (¢,s),i € {2,...,t}, alors nous devons mon-
trer que pour tout ¢ < j < ¢, lab({pj_1,p;}) = (¢, s). Supposons qu’il existe de tels n’ et i. Pour
(P,col) € Pp, et (P’,col’) € Py, par I'observation 6.1, (Plzp, ,,xp,],col) = (P'[zp, ,,Tp,], col’).
Par l'observation 6.2, la premiére aréte de ces sous-chemins est colorée ¢, de méme que la premiére
aréte de (P’[z,:], col’). Puisque (P’, col’) est bien coloré, tout le sous-chemin (P’[zp, ,,z,],col’)
est entierement coloré avec c. Pour tout i < j < t, (P"[xy,_,,xp,],col”) = (P'[xy,_,,3p,], col’),
avec (P",col”) € Py, et cela implique que la premiére couleur de (P"[xp, ,,xp,],col”) est c.
Donc lab({p;—1,pj}) = (¢, s) et ainsi la condition (i) est vérifiée. Par conséquent, (T, col) est un
arbre de branchement k-étiqueté, ce qui conclut la preuve de affirmation 6.3. o

Pour un noeud non feuille n de T, nous pouvons observer que pour tout a-b; chemin dans P,,,
b; € {b1...,bs}, il existe un de ses enfants n’ tel que P, contient un a-b; chemin. Cela implique
que pour tout b;, il existe une feuille [ de T telle que P; contient un plus court a-b; chemin bien
coloré. Puisque T est un arbre de branchement k-étiqueté, par le lemme 6.6, il a O(3F) feuilles et
pour chaque feuille [ de T, |P;| =1 (sinon notre construction aurait créé un enfant pour le noeud
[). Cela implique qu’il y a O(3*) sommets 4 la distance D de a. O

Pour finir la preuve du théoréme 6.1 et montrer que pw(G) = O(3%), il suffit d’appliquer le

lemme 6.2 avec K = O(3%).

6.3 Couverture des sommets avec k plus courts chemins
Dans cette section, G = (V, E) désigne un graphe sommet-couvrable par k plus courts chemins

1y, UK, appelés chemins de base. Nous montrons comment obtenir le théoréme 6.2, bornant
supérieurement la largeur linéaire des graphes sommet-couvrables par k plus courts chemins.
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Comme précédemment, nous dotons d’une direction chaque chemin de base p., mais cette fois
ci les couleurs sont assignées aux sommets. La notion de bonne coloration s’adapte directement
dans le cas de la couverture des sommets. Il est toujours possible de trouver un plus court chemin
bien coloré entre deux sommets (lemme 6.8), définissant ainsi un mot couleurs-sens pour un chemin
bien coloré.

La différence majeure avec le cas de la couverture des arétes est que le lemme 6.5 (encodage
couleurs-sens) n’est pas vérifié. En effet, deux sommets distincts b et ¢ & la méme distance D de
a, et des plus courts chemins bien colorés a-b et a-c peuvent avoir le méme mot couleurs-sens (voir
la figure 6.10). La conséquence de cela est que nous ne pouvons pas directement adapter la borne
factorielle obtenue dans le cas aréte pour le cas sommet.

a

4

Figure 6.10: Deux chemins bien colorés (P, col) et (P’,col’) avec le méme mot couleurs-sens
w = ((rouge,—), (bleu,+)), de méme longueur 5 et méme sommet de départ a mais avec des
sommets d’arrivée différents (b et ¢).

Dans la premiére version des résultats présentés dans ce chapitre [55], seule la borne factorielle
avait été donnée dans le cas des graphes aréte-couvrables. Pour le cas des graphes sommet-
couvrables, une preuve spécifique, utilisant toujours la notion de mot couleurs-sens, avait été
proposée pour obtenir également une borne factorielle. L’idée pour obtenir cette borne est de
définir une fagon unique de construire un chemin étant donné un sommet, un mot couleurs-sens
et une distance. Les chemins ainsi définis ne sont pas nécessairement des plus courts chemins,
mais nous pouvons montrer que leur longueur n’excéde pas celle d'un plus court chemin, plus
2k. Cela permet notamment de garantir qu'un mot couleurs-sens ne peut définir qu’un nombre
linéaire en k£ de sommets & une distance fixée d’un sommet donné. De cette maniére on obtient
une borne factorielle O(k - h(k)) dans le cas des graphes sommet-couvrables, ou h(k) est, comme
précédemment, le nombre de mots couleurs-sens.

Nous présentons ici uniquement la borne simplement exponentielle pour le cas des graphes
sommets-couvrables. L’approche est une généralisation de la preuve pour les cas de la couverture
des arétes, tout en utilisant certaines techniques qui rallongent légérement les chemins, comme
pour la borne factorielle de [55].

Comme dans le cas des graphes aréte-couvrables, pour prouver cette borne dans le lemme 6.9,
nous transformons un ensemble de plus courts chemins bien colorés d’un sommet a vers tous les
sommets & distance D de a en un autre ensemble de chemins bien colorés qui peuvent étre associés
aux feuilles d’un arbre de branchement k-étiqueté. La premiére différence est les chemins obtenus
ne sont plus nécessairement des plus courts chemins. En particulier, & chaque étape de 'algorithme
(et il y en aura au plus k), la taille des chemins peut augmenter d’au plus 2 (voir la figure 6.11).
La conséquence de cela est que I’ensemble de chemins associés & une feuille de I’arbre peut contenir
plus d’un élément. Heureusement, il est possible de borner linéairement en k la taille des ensembles
de chemins associés aux feuilles. La borne obtenue dépend donc du nombre de feuilles de 1'arbre
de branchement k-étiqueté et de la taille des ensembles associés a ses feuilles, soit O(k - 3%).

7N

Figure 6.11: Deux a-b chemins bien colorés (P, col) et (P’,col’) avec le méme mot couleurs-sens
w = ((rouge, +), (bleu,+)), mais tels que |P’| = |P| + 2.
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Bonne coloration Pour chaque sommet v de G, notons couleurs(v) ’ensemble des indices
(couleurs) ¢ € {1...,k} tel que v est un sommet de p.. Soit P un a-b chemin de G, une coloration
de P est une fonction col : V(P) — {1,...,k} attribuant & chaque sommet v de P I'une de ses
couleurs col(v) € couleurs(v). Un chemin coloré est une paire (P, col). La coloration col de P
est dit bonne si, pour toute couleur ¢, le sous-graphe induit par ’ensemble des sommets utilisant
cette couleur ¢ forme un sous-chemin connecté Pz, y| de P (ce qui implique que Pz, y] = pc[z,y]).
Un chemin coloré (P, col) ou col est une bonne coloration est dit bien coloré.

Les opérateurs @ et @ s’étendent naturellement aux chemins colorés (sur les sommets), avec
la précaution que (v, col) ® (1, col’) n'est défini que lorsque leur sommet commun z, le dernier
de v et le premier de 7, satisfait col(z) = col’(x). Etant donné un chemin coloré (P, col), nous
désignons a nouveau par (Pz,yl, col) sa restriction a un sous-chemin P[z,y] de P. Pour chaque
couleur 1 < ¢ < k, nous désignons par (P,monochr,) la coloration monochromatique de V(P) avec
la couleur ¢. Avec ces notations, tout a-b chemin bien coloré (P, col) avec les couleurs (cq,...,¢)
est de la forme :

(fte, [@1,b1], monochr,, ) @ (pe, [ag, b2],monochr,,) & ... & (¢, (a1, bi], monochr,,)
pour des sommets a = a1,b1,a2,ba,...,a;,b; =b.

Lemme 6.8. Pour toute paire de sommets a et b de G, il existe un a-b chemin bien coloré (P, col)
tel que P est un plus court a-b chemin.

Preuve.  Parmi tous les plus courts a-b chemins, en choisir un qui admet une coloration avec
un nombre minimum de sous-chemins monochromatiques. Soit P ce chemin, et col la coloration
correspondante. Supposons par contradiction que la coloration n’est pas bonne. Il existe alors
trois sommets x,y et z, apparaissant dans cet ordre dans P, tels que col(x) = col(z) # col(y).
En particulier z et z sont sur le méme chemin de base p.. Soit P’ le chemin obtenu & partir de
P en remplagant P[z, z] par pc[z, z]. Premiérement P’ n’est pas plus long que P, puisque p.[z, 2]
est le plus court z-z chemin du graphe G. Deuxiémement, dans P’ nous pouvons colorer tous les
sommets de P’[z, z] avec la couleur ¢, et garder toutes les autres couleurs inchangées. Ainsi, P’ a
strictement moins de sous-chemins monochromatiques que P, une contradiction. O

Mot couleurs-sens Soit (P, col) un a-b chemin bien coloré; nous rappelons que nous le con-
sidérons comme dirigé de a vers b. Comme dans la section 6.2, chaque sous-chemin monochro-
matique P’ de P, de couleur ¢, induit un sens (+ ou —) dépendant de sa direction par rap-
port & pu., si P’ contient au moins deux sommets. Si P’ contient seulement un sommet, nous
lui attribuons le sens +. Par conséquent, nous pouvons a nouveau définir le mot couleurs-sens
CouleurSens(P, col) = ((c1, $1), (¢2,82), ..., (1, 8)) sur alphabet {1,...,k} x {4+, —}, correspon-
dant aux couleurs et aux sens des sous-chemins monochromatiques de P selon 'ordre dans lequel
ces sous-chemins apparaissent de a & b.

Nous allons maintenant montrer le lemme 6.9 bornant le nombre de sommets & une distance
donnée d’un sommet. A nouveau, par un léger abus de notation, pour un chemin coloré (P, col)
nous définissons couleurs(P, col) = {col(x) | € V(P)}, ensemble des couleurs qui apparaissent
sur (P, col). Pour un ensemble de chemins colorés P, couleurs(P) = | p co1)ep couleurs(P, col).
Pour un a-b chemin (P, col) et un sommet = de P, nous définissons Pz :] = P[x,b] et pour
un ensemble de chemins colorés P qui partagent le méme sommet x nous définissons Plx :| =

U(P,col)eP(P[m :], COl).

Lemme 6.9. Pour tout sommet a de V(G) et tout entier D, il y a O(k - 3*) sommets a distance
exactement D de a.

Preuve. Soit {by ...,by} ensemble des sommets a distance D de a dans G et soit P un ensemble
{(Py,coly),...,(Ps,coly)} de plus courts a-b; chemins bien colorés. Notre objectif est de construire
un arbre de branchement k-étiqueté (7', 1ab) tel que :

e chaque noeud n de T est associé a un ensemble de chemins P,,
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e pour chaque sommet b;, il existe une feuille [ de T telle que P; contient un a-b; chemin bien
coloré,

e ’ensemble P; correspondant & une feuille [ contient au plus 2k 4+ 1 chemins.

Notons que la troisiéme condition différe du cas aréte-couvrables ou chaque feuille de I’arbre est
associée a exactement un chemin.

Nous allons construire (7', lab) récursivement en commengant par la racine r de T'. Initialement,
P, = P. Pour chaque noeud n de T', P,, sera un ensemble de chemins bien colorés allant de a &
un sous-ensemble de sommets de {b; ...,bs}. Ces chemins ne seront pas nécessairement des plus
courts chemins, mais ils seront au maximum de longueur D + 2d, ou d est la profondeur du noeud
n dans T (la profondeur de la racine étant 0). Soit n un noeud déja calculé de T. S’il existe un
chemin dans P,, tel que tous les autres chemins de P,, sont des sous-chemins colorés de ce chemin,
ne rien faire : n est une feuille de 'arbre et aucun appel récursif ne sera effectué a partir de n. S’il
n’y a pas de tel chemin, nous développons ’arbre & partir de n. Nous construisons maintenant les
ensembles de chemins qui seront associés aux enfants de n.

Nous considérons d’abord le cas ot n est la racine r de T. Notons qu’il peut exister (P, col),
(P',col’) € P, tel que col(a) # col/(a).

1. Soit C,, = {col(a) | (P,col) € P,}.

2. Pour chaque (P, col) € P, soit wp le dernier sommet de P tel que cp = col(wp) € C,.
Construire le chemin :

(P*,col™) = (ficp|a, wp],monochr.,) @ (Plwp :], col)

3. Pour chaque (¢,s) € CS,, = (C, x {+,—}), soit sp est le sens de pc,[a,wp]. Définir
I’ensemble :
Pe,s)y = {(P*,col”) | (P,col) € Py, (cp,sp) = (¢, 5)}

Si n # r, prendre (Pp,colp) le chemin le plus long de P, et soit x,, le dernier sommet de Py tel
que pour tout chemin (P, col) € P, soit (Fyla,zy], coly) = (Pla,zy], col) soit (P, col) est un
sous-chemin coloré de (Pyla, z,], colg). Ce sommet est garanti d’exister, en effet, ce sommet peut
étre a. Nous procédons comme suit :

4. Soit Py l'ensemble de chemins P,, qui sont des sous-chemins colorés de (Fola, zy], colg) et

Po = Pu \ P2

5. Soit C,, = {col(zp) | (P,col) € P,} ou zp désigne le sommet apparaissant aprés ,, sur le
chemin P.

6. Pour chaque (P, col) € 75717 soit wp le dernier sommet de P tel que cp = col(wp) € C,,. Soit
yp le second sommet de p, [Tn, wp] si 2, € V (e, ); sinon yp est défini comme le premier
sommet de p., adjacent & x,,. Construire le chemin :

(P*,col™) = (Pla, zy],col) & (fep [yp, wp],monochr.,) ® (Plwp :],col)

7. Pour chaque (c,s) € CS,, = (C,, X {+,—}) définir 'ensemble :
Pie,s)y = {(P,col”) | (P,col) € Py, (cp,sp) = (¢,8)}

Ici sp est le sens de puq,[yp, wp|, excepté quand yp = wp et col*(x,) = col*(yp), ot dans
ce cas sp est le sens de pic, [Tn, yp)-

8. Ajouter P; arbitrairement & un ensemble P, ) non-vide.
Cette construction est illustrée dans la figure 6.9. Ensuite, pour chaque ensemble non vide

Ple,s)» avece (¢, s) € CSy, créer un enfant n’ de n associé a P, ), ou aréte {n,n'} est étiquetée
(¢, s). Enfin, le processus est appliqué récursivement a chacun des noeuds créés.
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a Tn

Py Zh > <« P o b1
~ P2 ZPy S WPy e b2
Pul e Cam
P4 “Pa > WPy . ..., o b4
Pg P5 | S
P(bleu,—) Pl*a o yp, < wpy .o D1
P(Touge,—i—) PZ* YPy S T e b2
Pék YPs > Wrpy . o U3
P(bleu,—i—) PZ{ Ypry S wpy o b4
P5 b5

Figure 6.12: Exemple de la construction dans la preuve du lemme 6.9 pour un ensemble de
chemins. Dans cet exemple, tous les chemins partagent le méme sous-chemin (P [a,zy,], col),
a l'exception de P; qui est un sous-chemin de ce dernier. De plus, les autres chemins peuvent

avoir des tailles différentes. Nous avons C,, = {rouge, bleu, } et il n’y a pas de sommets avec
des couleurs dans C,, dans les chemins (P;[wp, :], col;) a 'exception des sommets wp,. Les ensem-
bles P ouge,~)> P +), P ,—) sont vides. Les sommets yp, and yp, = yp, sont les mémes si

Ty & V(lpien) €t peuvent étre distincts sinon. Le chemin Pj a la méme longueur que P, les autres
chemins qui ont été modifiés ont pu voir leur longueur modifiée, méme P; puisque zp, peut étre
différent de yp,. Le chemin Ps a été arbitrairement ajouté a Pyey, +)-

Affirmation 6.4. Pour tout noeud n de profondeur d de T, P, est un ensemble de chemins bien
colorés de longueur au plus D + 2d.

Preuve. La propriété est trivialement vérifiée pour P,. oul r est la racine de T'. Nous montrons que
pour un noeud n de T, si (P, col) € P, est un a-b chemin bien coloré, alors le chemin (P*, col*)
construit dans le point 2 ou le point 6 est un a-b chemin bien coloré tel que |P*| < |P| + 2.

Dans les deux cas, il est clair d’aprés la construction que P* est un a-b chemin. Dans le cas
du point 2 ot n = r, puisque (Plwp :],col) est bien coloré et col(wp) = cp, par conséquent
(P*, col*) est bien coloré. De plus, (p,[a, wp],monochr,.,) est un plus court a-wp chemin, donc
|P*| = |P|. Dans le cas du point 6, puisque (P, col) est bien coloré, (P|a, z,], col) et (Plwp :], col)
le sont aussi. Le sommet wp est coloré cp et si cp € couleurs(Pla,x,]) ce doit étre la derniére
couleur & apparaitre, sinon (P, col) ne serait pas bien coloré. Par conséquent le chemin (P*, col*)
est bien coloré.

Nous montrons maintenant que |P*| < |P| + 2. Ceci est vérifié si x,, € V(uc,) puisque yp est
le second sommet du plus court chemin z,-wp pcp [Ty, wp] et donc :

P* = Pla,x,] © pep[Tn, wp] © Plwp :]

et |P*| < |P|. Sinon, dans le cas ot x,, € V(fiep ), yp est le premier sommet de p., adjacent a .
Le chemin p.,[yp, wp] est le plus court yp-wp chemin, donc :

preplyp, wpl| < [(yp) & Plzn, wp]| <14 |Plrn, wel|
Cela implique ce qui suit :

|P*| = |P[av$n] D lhep [yP,wP} O) P[wp ]|
= Plasall + 14 ey [y wp ] + 1Pl )
< |Pla,zn]| 4+ 2 + [Plan, wp]| + [Plwp ]| = |P| + 2
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Ainsi, pour chaque (c,s) € CS,, 'ensemble P, ) associé¢ a un enfant n’ de n est un ensemble
de chemins bien colorés de longueur maximale D’ +2, ot D’ est la longueur maximale des chemins
dans P,,. Par induction, pour tout noeud n de profondeur d de T, P,, est un ensemble de chemins
bien colorés de longueur au plus D + 2d. o

Soit n # r un noeud de T. Nous pouvons observer que pour (¢, s) € CS,, tous les chemins de
P(c,s) partagent le méme successeur de x,, le sommet yp défini dans le point 6. Ainsi, pour chaque
noeud n # r de 1" avec un parent p # r, nous pouvons définir un sommet y,,, le successeur de z,
dans les chemins de 75m voir la figure 6.13. Si n = ou p = r, définissons y,, = a.

Figure 6.13: Structure d’un chemin (P, col) € P,, avec p le parent de n. Il est possible que y,, = x,.

Ensuite, soit n # r un noeud de T et n’ I'un de ses enfants. Pour (P’,col’) € Pp il y a
(P,col) € P, tel que (P’,col’) correspond au chemin coloré (P* col*) construit a partir de
(P, col) dans le noeud n (point 6). Par conséquent, (Pla, z,], col) = (P'[a, z,], col’). De plus, le
sommet y, est le successeur de x, partagé entre tous les chemins de 2 Dong, si n’ n’est pas
une feuille, le sommet x,,, apparait strictement aprés x,, sur les chemins de P puisque Z, est Yp/
ou bien vient aprés lui. Ainsi, I'observation suivante est vérifiée par induction.

Observation 6.3. Soit n # r un noeud de 7', n’ # n un noeud de T}, (P, col) € P, et (P’ col’) €
Ppr. Alors (Pla, xy],col) = (P'[a, z,], col’) et si n’ n’est pas une feuille, x,, apparait strictement
avant x, sur le chemin P’.

L’observation suivante est une conséquence directe de notre construction.

Observation 6.4. Soit {n,n} une aréte de T et (P, col) € P,. Alors 1ab({n,n’}) est une lettre de
CouleurSens(Pla, z,/],col). De plus, la couleur de lab({n,n’}) est la couleur de la premiére lettre
de CouleurSens(P[y, :|,col) (les sens peuvent étre différents, voir I'exception dans la définition
de sp dans le point 7).

L’affirmation suivante implique que la construction termine.
Affirmation 6.5. La hauteur de T est au plus k.

Preuve. Soit n # r un noeud de T et (P, col) € P,,. Nous montrons que la propriété suivante est
vérifiée :
couleurs(P*[yp :]) C couleurs(P[y, :])

D’aprés le choix de wp dans le point 6 nous avons :

couleurs(P*[yp :]) C couleurs(P[y, :]) \ (Cn \ {cp})

=

en effet si ¢ était la seule couleur dans C,, puisque les chemins dans P,, sont bien colorés et que
Yn # Yp, ils partagent tous le sous-chemin (p.[y,, yp], monochr,.), une contradiction avec le choix
de x,. Par conséquent :

Si [Cpn| = 2, alors couleurs(P*[yp :]) C couleurs(Plyy, :]). Si |Cy| = 1, alors ¢ = col(ys) ¢ Cn,

couleurs(P*[yp :]) C couleurs(Ply, :]) \ {c}

Ainsi, pour tout enfant n’ de n, couleurs(?snf [yn :]) & couleurs(Py[yn :]). Nous avons donc pour

un noeud n # r de T, |couleurs(Pylyn, :])| = 1, |couleurs(Pp:[yn :])| < |couleurs(Pply, :])|
pour un enfant n’ de n et |couleurs(P,)| < k. Par conséquent, la hauteur de T est au plus k. <

Affirmation 6.6. (7', 1ab) est un arbre de branchement k-étiqueté.
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Preuve.  Soit n un noeud de T et nq,...,n; ses enfants. La condition (ii) de la définition 6.1
est vérifiée, en effet pour chaque (c,s) € CS,,, au plus une aréte {n,n;} est étiquetée (c, s). Nous
allons premiérement prouver la condition (iii), soit que 7, ne contient aucune aréte avec une
étiquette dans £S(n) \ {1ab({n,n;})}. Rappelons que LS(n) = {(¢, ), (¢,3) | (¢,8) € L(n)}, ou
L(n) = {1ab({n,n1}),...,1lab({n,n:})}. Nous pouvons observer que £LS(n) C CS, (il peut y
avoir des ensembles P, ) vides), et que CS,, est défini a partir de 'ensemble de couleurs C,, qui
apparaissent sur le premier sommet aprés x,, dans les chemins de P,.

Soit n; un enfant de n et soit (¢;,s;) = lab({n,n;}). Le cas oi n; est une feuille est trivial,
puisque T},, n’a pas d’arétes. Supposons donc que n; n’est pas une feuille. Observons que pour tout
(P, col) € Py, par le choix de wp, couleurs(P*[yp :],col*) C (couleurs(Plyy, :],col)\(Cn,\{cp})
(remplacer yp par a si n est la racine). Ainsi :

couleurs(Pp, [yn, :]) C (couleurs(Py[yn :]) \ (Cn \ {c:i})
Par induction, cela implique que pour tout noeud n’ de T;,,, nous avons :
couleurs(P, [yn :|) C (couleurs(Pp[y, :]) \ (Cn \ {c:})

Par I'observation 6.4, I'étiquette d'une aréte {n',n”} de T, contient la couleur de y,» dans les
chemins de P,,~, ainsi aucune aréte de T,,, n’a une étiquette dans (Cp, \ {¢;}) x {+, —}.

Nous prouvons maintenant que (c¢;,5;) n’est pas utilisée en tant qu’étiquette pour les arétes
de T,,,. Soit {n/,n”} une aréte de T,,, et supposons que lab({n',n"}) = (¢;,5;). Soit (P,col) €
P, et (P',col’) € P,r. Par I'observation 6.3, (Pla,zy,],col) = (P’'[a,2n,],col’), donc par
Pobservation 6.4 lab({n,n;}) = (c;, s;) est une lettre de CouleurSens(P’[a,zy,], col’) et (¢;, ;)
est une lettre de CouleurSens(P’, col’). Ceci est une contradiction puisque le chemin (P’,col’)
est bien coloré (affirmation 6.4). Il n’y a donc pas d’arétes de T,,, avec des étiquettes dans CS,, \
{(ci, 8i)}, ce qui prouve la condition (iii).

Il reste & montrer la condition (i), soit que dans chaque chemin de la racine de T & une de
ses feuilles, les arétes qui partagent la méme étiquette forment un sous-chemin connexe. Soit r =
P1,P2,--.,Pt = n le chemin de la racine r & un noeud non feuille n de T. S’il existe un enfant n’ de
n tel que lab({n,n’}) = lab({p;—1,p:}) = (¢, ), € {2,...,t}, alors nous devons montrer que pour
tout @ < j <t, lab({pj—1,p;}) = (¢, s). Supposons qu’il existe de tels n" et i. Pour (P, col) € ﬁpi
et (P',col’) € Py, par Pobservation 6.3 (Pla, xp,],col) = (P'[a, zp,], col’). Par Pobservation 6.4,
le sommet y,, (qui apparait avant x,,) est coloré ¢ dans ces deux sous-chemins, de méme que le
sommet y,, dans (P’,col’). Puisque (P’, col’) est bien coloré, le sous-chemin (P'[y,,, yn’], col’)
est entiérement coloré par c. Pour tout i < j < t, (P"[a,xp,],col”) = (P'[a,xp,],col’), avec
(P",col”) e 75pj. Cela implique que la premiére couleur de (P”[y,, :],col”) est c. Comme il n’y a
pas d’aréte de T),, étiquetée (c, ), cela implique que lab({p,;_1,p;}) = (¢, s) et ainsi la condition (i)
est vérifiée. Par conséquent, (T, col) est un arbre de branchement k-étiqueté, ce qui conclut la
preuve de affirmation 6.6. o

Pour un noeud non feuille n de T, nous pouvons observer que pour tout a-b; chemin dans P,,,
b; € {by...,be}, il existe un de ses enfants n’ tel que P,/ contient un a-b; chemin (il a pu étre
ajouté via l'ensemble P2). Cela implique que pour tout b;, il existe une feuille [ de T telle que
P; contient un plus court a-b; chemin bien coloré. Pour une feuille [ de T', par construction, P;
contient un chemin (P, col) incluant tout autre chemin de P;. De plus, la longueur de P est au
plus D + 2k par les affirmations 6.4 et 6.5. Cela implique que |P;| < 2k + 1, car P; ne contient
que des sous-chemins de P, de longueur comprise entre D et D + 2k. Puisque T est un arbre de
branchement k-étiqueté, par le lemme 6.6, il a O(3%) feuilles. Cela implique qu’il y a O(k - 3%)
sommets a distance D de a. O

Pour finir la preuve du théoréme 6.2 et montrer que pw(G) = O(k - 3F), il suffit d’appliquer le
lemme 6.2 avec K = O(k - 3F).
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6.4 Conséquences algorithmiques

Preuves du théoréme 6.3 et du corollaire 6.4 Rappelons que, par souci de simplicité, nous
supposons que notre graphe d’entrée est connexe, mais tous les résultats s’étendent facilement aux
graphes non connexes. Nous montrons tout d’abord la premiére partie du théoréme 6.3, & savoir que
le probléme ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS est FPT lorsqu’il est paramétré par k, le
nombre de paires de terminaux. Une premiére conséquence est que le probléme STRONG GEODETIC
SET WITH TERMINALS, un cas particulier de ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS avec (’2“)
paires de terminaux, I'est aussi, ce qui montre la deuxiéme partie du théoréme 6.3.

Le corollaire 6.4 affirme que ces mémes problémes dans leur version sans terminaux sont dans
la classe de complexité XP. Il est directement impliqué par le théoréme 6.3 puisque pour ISOMET-
RIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET il suffit d’essayer tous les ensembles de terminaux
possibles et d’utiliser les algorithmes FPT pour les versions avec terminaux. En particulier, pour
IsoMETRIC PATH COVER, ’énumération de toutes les paires de k terminaux possibles se fait en
temps n°*) et il en est de méme pour STRONG GEODETIC SET, d’ou la complexité totale XP
pour chacun des problémes.

Nous nous concentrons sur ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS, avec le paramétre k,
Pentrée G et les k paires de terminaux (s1,¢1),..., (Sg,tx). Nous pouvons supposer que la largeur
linéaire (et donc la largeur arborescente) du graphe d’entrée est bornée supérieurement par une
fonction de k par le théoréme 6.2, et qu’en entrée est fournie une décomposition arborescente d’une
telle largeur. En effet, une telle décomposition peut étre obtenue en prenant une décomposition
linéaire construite a partir d’un parcours en largeur comme vu dans le lemme 6.2 (nous rappelons
qu'une décomposition linéaire est aussi une décomposition arborescente). Si la décomposition
obtenue via le parcours est de trop grande largeur, par le théoréme 6.2, nous pouvons directement
conclure que notre graphe d’entrée est une instance négative.

Le probléme ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS peut étre réduit & un probléme
EMSO; linéaire d’optimisation. Soit ¢(FE4, Es,...,Ex) la formule sur les ensembles d’arétes
Eq,...,Er qui exprime la propriété qu’il existe k sous-graphes connexes (Vi, E1),..., (Vi, Ex)
de G tels que les ensembles Vi, ..., Vi couvrent tous les sommets de G, et qu'un graphe (V;, E;)
contient les terminaux s; et t;, pour tout 1 < ¢ < k. Formellement :

gD(El,Eg,...,Ek) = IV, V...V, [(81 S Vl)/\(tl S Vl)/\~-~/\(5k S Vk)/\(tk S Vk)
A Couverture(Vy, ..., Vi) A Connexe(Vy, Eq) A - - - A Connexe(Vy, Ff)]

Rappelons que les prédicats MSO, Connexe et Couverture ont déja été décrits dans le chapitre
Préliminaires, section 2.2.3.

Considérons la version d’optimisation de ce probléme, ol le but est de trouver des ensembles
d’arétes E1,. .., F}, satisfaisant @(F1, ..., Ey) et minimisant |Ey|+ - -+ |Eg|. Soit CouvertureOpt
cet optimum. D’aprés le théoréme 2.4, ce probléme peut étre résolu en temps linéaire sur des
graphes de largeur arborescente bornée. En d’autres termes, le probléme est FPT paramétré par
la largeur arborescente plus le nombre de terminaux, et le temps d’exécution est linéaire en n.

Nous observons maintenant que notre entrée est une instance positive de ISOMETRIC PATH
COVER WITH TERMINALS si et seulement si :

CouvertureOpt = dist(sy, t1) + dist(sa,t2) + ... dist(sk, tx)

En effet, s’il existe les plus courts s;-t; chemins Py, ..., Py requis couvrant I’ensemble des sommets
du graphe, alors leurs ensembles d’arétes F1, ..., Ej fournissent une solution pour le probléme
d’optimisation dont l'objectif est égal & la somme des longueurs des chemins. Inversement, pour
chacun des k sous-graphes connexes (V;, F;) de G tel que s;,t; € V;, nous avons |E;| > dist(s;, t;).
Donc en vérifiant si CouvertureOpt correspond & la somme des distances entre les paires de ter-
minaux, nous décidons si 'entrée satisfait ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS. Ainsi, ce
probléme est FPT paramétré par k, ce qui conclut la preuve de théoreme 6.3.

Comme mentionné précédemment, la méme approche s’étend (en modifiant la formule MSOs ¢)
aux variantes ou les plus courts chemins doivent couvrir les arétes ou bien partitionnent les arétes
ou les sommets. Pour la couverture des arétes il suffit dans ¢ de remplacer Couverture(Vy, ..., V)
par une version portant sur les arétes. Pour les versions de partition il suffit d’ajouter dans ¢ que
les k ensembles qui couvrent le graphe soient disjoints sur les sommets ou les arétes.
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6.5 Conclusion et perspectives

Nous avons montré que les graphes aréte-couvrables ou sommet-couvrables par k plus courts
chemins ont leur largeur linéaire bornée supérieurement par une fonction exponentielle en k. Na-
turellement, la premiére question ouverte est donc de savoir si elle peut étre améliorée en une borne
polynomiale. Une telle amélioration ne peut pas reposer sur une décomposition linéaire basée sur
les niveaux d’un parcours en largeur arbitraire. En effet, il existe des exemples (voir la figure 6.14)
ol un méme niveau contient 2¥ sommets.

22!

Figure 6.14: Un graphe dont les arétes peuvent étre couvertes par k plus courts chemins et possé-
dant 2¥ sommets a une distance 2¥ — 1 de a. Une décomposition linéaire obtenue par un parcours
en largeur & partir de a a une largeur exponentielle en k. Néanmoins, il peut facilement étre prouvé
que ce graphe a une largeur linéaire d’au plus k.

Nous laissons donc ouverte la question d’une borne polynomiale pour la largeur linéaire ou la
largeur arborescente.

Probléme ouvert. Les graphes aréte-couvrables et sommet-couvrables par k plus courts chemins
ont-ils :

e une largeur linéaire polynomiale en k 7
e une largeur arborescente polynomiale en k 7

Une approche pour répondre & ces questions pourrait étre de montrer que les graphes couvrables
par k plus courts chemins n’admettent pas de grilles k¥ X k en tant que mineur, respectivement
une subdivision d’un arbre binaire complet de hauteur k. En effet, les graphes n’admettant pas de
grilles k x k en tant que mineur ont une largeur arborescente polynomiale en k [35]. Les graphes
qui en plus ne contiennent pas une subdivision d’un arbre binaire complet de hauteur k ont une
largeur linéaire polynomiale en & [74].

Nous pouvons observer que notre résultat ne se généralise pas aux graphes couverts avec un
petit nombre de chemins induits, en effet, les grilles ont une largeur arborescente arbitrairement
large mais sont aréte-couvrables par quatre chemins induits. Pour les graphes orientés sommet-
couvrables ou aréte-couvrables par k plus courts chemins (orientés) nous pouvons nous demander
quelle est la largeur arborescente de leur graphe non-orienté sous-jacent. Dans le cas sommet-
couvrable il existe des exemples pour lesquels la largeur arborescente n’est pas bornée, par exemple,
prenons un chemin orienté (z1,...z,), et ajoutons tous les arcs (z;,x;) avec 1 < j < i < n. Le
graphe orienté obtenu peut étre couvert par le chemin orienté (z1,...z,), cependant le graphe
non-orienté sous-jacent est une clique et est donc de largeur arborescente n — 1. Un autre exemple
permet de montrer que c’est également le cas pour les graphes orientés acycliques. Considérons
deux chemins orientés disjoints de longueur n et ajoutons tous les arcs des sommets du premier
chemin & tous les sommets du second. Le graphe obtenu peut étre couvert par deux plus courts
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6.5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

chemins orientés mais le sous-graphe induit a une largeur arborescente linéaire en n. Les résultats
présentés dans ce chapitre ne peuvent donc pas étre directement étendus aux graphes orientés, ni
méme aux graphes orientés acycliques.

Pour la partie algorithmique, nous avons prouvé que les problémes ISOMETRIC PATH COVER
WITH TERMINALS et STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS sont FPT paramétrés par le
nombre de terminaux. Cela implique directement que les problémes ISOMETRIC PATH COVER
et STRONG GEODETIC SET sont XP par rapport au méme paramétre, en énumérant simplement
toutes les paires (resp. les ensembles) de terminaux possibles. La question ouverte naturelle est
donc de savoir si ces problémes sont FPT.

Probléme ouvert. ISOMETRIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET sont-ils FPT paramétrés
par la taille de la solution ?

D’aprés le théoreme 6.2, cela revient & demander si les problémes sont FPT lorsqu’ils sont
paramétrés par la taille de la solution (c¢’est-a-dire le nombre de chemins/terminaux) plus la largeur
linéaire. En effet, si k est le nombre de terminaux, le théoréme 6.2 garantit que soit la largeur
linéaire pw du graphe d’entrée est bornée par une fonction f(k), soit nous pouvons directement
rejeter ’entrée comme étant une instance négative. Par conséquent, si I'un des problémes est FPT
paramétré par k+pw, nous obtenons un algorithme FPT paramétré par k comme suit. L’algorithme
vérifie que pw < f(k) comme dans le théoréme 6.2, par un simple parcours en largeur a partir
d’un sommet arbitraire. Si l'inégalité n’est pas vérifiée, I'algorithme rejette. Dans le cas contraire,
il suffit d’appliquer l’algorithme paramétré par k + pw sur le paramétre k + f(k). Néanmoins, la
réponse a la question de savoir si ces problémes sont FPT pour le paramétre k 4+ pw ne semble
pas triviale. En effet, alors que de nombreux problémes d’optimisation sont FPT lorsqu’ils sont
paramétrés par la largeur arborescente/linéaire, plusieurs problémes incluant des contraintes sur les
distances restent W[1]-difficiles méme lorsqu’ils sont paramétrés par de tels paramétres structurels,
plus la taille de la solution. Nous pouvons citer des résultats récents de difficulté pour d-SCATTERED
SET [86], dont le but est de trouver un grand ensemble de sommets éloignés (distance d’au moins d
entre chaque paire de sommets de 'ensemble) ou, encore plus proche de nos problémes, GEODETIC
SET [88], ou 'on cherche a trouver un petit ensemble de terminaux du graphe d’entrée tel que
I’ensemble de tous les plus courts chemins entre chaque paire de terminaux couvre tout le graphe.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives de la
thése

Dans cette thése nous nous sommes intéressés a des problémes de modification de graphes et de
couverture de graphes dans le cadre de la complexité paramétrée.

Modification d’arétes Dans la premiére partie de cette thése nous avons présenté des noyaux
polynomiaux pour plusieurs problémes de modifications d’arétes. Plus en détail, nous avons montré
que :

e TRIVIALLY PERFECT EDITION ainsi que ses versions complétion et délétion admettent un
noyau qui contient O(k?) sommets,

e BLOCK GRAPH EDITION et BLOCK GRAPH DELETION admettent un noyau qui contient
O(k?) sommets,

e STRICTLY CHORDAL EDITION admet un noyau qui contient O(k*) sommets,

e STRICTLY CHORDAL COMPLETION et STRICTLY CHORDAL DELETION admettent un noyau
qui contient O(k?) sommets.

Pour élaborer ces noyaux, nous avons utilisé une approche que nous appelons « décomposition
et sommets affectés ». Elle exploite la structure arborescente des classes de graphes considérées.
En particulier, dans chacun de nos noyaux nous avons caractérisé et réduit des « bonnes parties »
du graphe initial qui se rattachent en un ou deux points au reste du graphe ou de sa décomposition.

Cette approche s’avére étre idéale pour la mise au point de noyaux pour des classes de graphes
qui ont une structure arborescente, ce qui est notamment le cas pour des sous-classes des graphes
cordaux. Des approches se basant sur des idées similaires ont notamment été utilisées pour d’autres
classes de graphes telles que les graphes 3-leaf power [13], les graphes ptolémaiques [42], les graphes
d’intervalles propres [14] ou les cographes [43]. Cependant, comme nous avons pu le voir dans la
partie I, bien que les idées employées soient similaires, elles nécessitent une compréhension fine de
la classe de graphes étudiée et les résultats ne s’adaptent pas de maniére automatique d’une classe
a lautre.

Une des motivations a ’étude de l'existence de noyaux polynomiaux pour des problémes de
modification d’arétes vers des sous-classes de graphes cordaux était la conjecture de Bessy et
Perez [14].

Conjecture. Soit G une classe de graphes caractérisée par une famille d’obstructions contenant
les trous plus un ensemble fini de graphes. Alors le probléme G-COMPLETION admet un noyau
polynomial paramétré par la taille de la solution.

Montrer une telle conjecture permettrait d’unifier de nombreux résultats de noyaux polynomi-
aux pour des sous-classes des graphes cordaux. Cela nécessiterait la mise au point d’une approche
générique, d'un « méta-noyau », ce qui semble étre un défi de taille. Inversement, il serait intéres-
sant d’infirmer cette conjecture en montrant la non-existence d’un noyau polynomial pour une
classe de graphes respectant les conditions de la conjecture.
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De nombreux résultats sont connus pour les problémes de modifications d’arétes, mais beaucoup
d’autres restent ouverts. C’est particuliérement le cas pour des problémes d’édition ou de délétion.

Probléme ouvert. Les problémes suivants admettent-ils un noyau polynomial ?
e CHORDAL EDITION et CHORDAL DELETION,
e INTERVAL COMPLETION et ses versions édition et délétion,
e PROPER INTERVAL EDITION et PROPER INTERVAL DELETION,
e r-LEAF POWER COMPLETION et ses versions édition et délétion pour r > 4,
e DISTANCE HEREDITARY COMPLETION et ses versions édition et délétion,

Mentionnons que les problémes 4-LEAF POWER COMPLETION et PROPER INTERVAL EDITION
semblent étre des problémes pour lesquels I’approche utilisée dans cette thése pourrait permettre de
montrer I'existence d’un noyau polynomial. L’existence de noyaux polynomiaux pour les problémes
CHORDAL EDITION et INTERVAL COMPLETION reste une question ouverte majeure.

Pour terminer, nous demandons s’il est possible de trouver des noyaux de plus petite taille
pour les problémes que nous avons étudiés dans la partie [. En particulier nous posons le probléme
ouvert suivant :

Probléme ouvert. TRIVIALLY PERFECT EDITION et THRESHOLD EDITION ainsi que leurs ver-
sions complétion et délétion admettent-t-ils un noyau avec O(k?~¢) sommets pour € > 0 ?

Couverture par plus courts chemins Dans la seconde partie de cette thése nous nous sommes
intéressés a divers problémes de couverture de graphes par des plus courts chemins. Notre résultat
principal est le suivant :

e Soit G un graphe dont I’ensemble d’arétes peut étre couvert par au plus k plus courts
chemins. Alors la largeur linéaire de G est O(3%).

e Soit G un graphe dont I’ensemble de sommets peut étre couvert par au plus k plus courts
chemins. Alors la largeur lindaire de G est O(k - 3%).

En particulier nous avons montré dans le cas de la couverture des arétes (resp. sommets) que le
nombre de sommets & distance D d’un sommet fixé est borné par O(3%) (resp. O(k-3%)). Ces résul-
tats nous permettent de montrer, a P’aide d’une version du théoréme de Courcelle (théoreme 2.4)
étendu aux problémes d’optimisation, que les problémes ISOMETRIC PATH COVER WITH TERMI-
NALS et STRONG GEODETIC SET WITH TERMINALS sont FPT. Une conséquence immédiate est
que les versions sans terminaux de ces problémes, & savoir ISOMETRIC PATH COVER et STRONG
GEODETIC SET sont dans XP. De plus, nos résultats se généralisent de maniére immédiate aux
versions de ces problémes ot les chemins partitionnent les sommets ou les arétes du graphe.

La premiére question naturelle est de demander s’il est possible d’améliorer la borne sur la
largeur linéaire et sur la largeur arborescente.

Probléme ouvert. Les graphes aréte-couvrables et sommet-couvrables par k plus courts chemins
ont-ils :

e une largeur linéaire polynomiale en k 7
e une largeur arborescente polynomiale en k 7

Une seconde question naturelle est de savoir si les problémes ISOMETRIC PATH COVER et
STRONG GEODETIC SET sont FPT quand ils sont paramétrés par le paramétre taille de la solution
ou bien s'ils sont W[1]-difficiles.

Probléme ouvert. ISOMETRIC PATH COVER et STRONG GEODETIC SET sont-ils FPT paramétrés
par la taille de la solution 7

En raison de notre borne sur la largeur linéaire en fonction du nombre de chemins ou de
terminaux, cette question revient & demander si les problémes sont FPT lorsqu’ils sont paramétrés
par la taille de la solution (c’est-a-dire le nombre de chemins/terminaux) plus la largeur linéaire.
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Mael DUMAS

Modification et couverture de graphes : Approches paramétrées

Résumeé : Cette thése traite de problémes de modification d’arétes et de couverture de graphes par des plus
courts chemins dans le cadre de la complexité paramétrée.

Dans un probléme de modification d'arétes nous avons en entrée un graphe quelconque et |'objectif est
d'ajouter et de supprimer un nombre minimum d’arétes a ce graphe de maniére a ce que le graphe modifié
appartienne a une classe de graphes donnée. Ce sont des problémes généralement NP-difficiles & résoudre.
Nous nous intéressons a un certain type d'algorithmes paramétrés pour aborder ces problémes, appelés noyaux.
Etant donné un paramétre k correspondant au nombre maximum de modifications autorisées, un noyau est
un algorithme polynomial, qui transforme le graphe en entrée en une instance réduite équivalente, mais de
taille bornée par une fonction de k (indépendante de la taille de I'entrée). Nous présentons des noyaux
pour plusieurs problémes, tels que TRIVIALLY PERFECT EDITION, BLOCK GRAPH EDITION et STRICTLY
CHORDAL EDITION.

Nous considérons également des problémes de couverture de graphes par des plus courts chemins. Nous
montrons que les graphes dont les sommets ou les arétes peuvent étre couverts par k plus courts chemins
ont une largeur arborescente bornée par une fonction exponentielle en k. Cela nous permet de montrer que
I'on peut décider si un graphe est couvrable par k plus courts chemins en temps XP, c'est a dire en temps
nf %) pour n le nombre de sommets du graphe et une certaine fonction f. Nous montrons que le probléme
IsoMETRIC PATH COVER WITH TERMINALS, ou |'on spécifie en entrée les k paires d'extrémités des plus
courts chemins recherchés, est méme FPT, c'est a dire qu'il admet un algorithme de complexité f(k) - n®™)
pour une certaine fonction f.

Mots-clés : Graphe, Complexité paramétrée, Algorithme de noyau, Modification de graphes, Couverture de
graphes

Graph modification and covering: Parameterized approaches

Abstract: This thesis deals with problems of edge modification and graph covering by shortest paths in the
context of parameterized complexity.

In an edge modification problem we have as input an arbitrary graph and the objective is to add and remove
a minimum number of edges to this graph so that the modified graph belongs to a specified class. These
are generally NP-hard problems. We are interested in a certain type of parameterized algorithm for tackling
these problems, called kernels. Given a parameter k corresponding to the maximum number of modifications
allowed, a kernel is a polynomial algorithm, which transforms the input graph into an equivalent reduced
instance, but of size bounded by a function of k (independent of the size of the input). We present kernels
for several problems, such as TRIVIALLY PERFECT EDITION, BLOCK GRAPH EDITION and STRICTLY
CHORDAL EDITION.

We also consider graph covering problems using shortest paths. We show that graphs whose vertices or edges
can be covered by k shortest paths have a treewidth bounded by an exponential function in k. This allows us
to show that we can decide whether a graph can be covered by k shortest paths in XP time, i.e. in n/®*) time
for n the number of vertices of the graph and a certain function f. We show that the problem ISOMETRIC
PatH COVER WITH TERMINALS, where we specify as input the k pairs of extremities of the shortest paths
sought, is even FPT, i.e. it admits an algorithm of complexity f(k)-n®®) for a certain function f.

Keywords: Graph, Parameterized complexity, Kernelization algorithm, Graph modification, Graph covering
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