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Résumé : Cette thése vise a caractériser les
structures dendritiques obtenues expérimentale-
ment par dépots d'agrégats atomiques a la sur-
face d'un substrat. Au moyen de simulations nu-
mériques, |'auto-organisation et la morphologie de
ces arborescences ont été modélisées et analysées.

La communauté des agrégats a d'ores et déja
bien établi les conditions expérimentales néces-
saires a |'obtention de telles nano-structures, ainsi
que les phénoménes physiques qui entrent en jeu
lors de leurs élaborations. Dans la littérature, il a
ainsi été démontré que I'énergie cinétique avec la-
quelle les agrégats atomiques percutent le substrat,
détermine si oui ou non ces clusters peuvent dif-
fuser 3 la surface de ce dernier. D’autre part cette
communauté a bien identifié les processus, prin-
cipalement responsables de la mobilité d'un corps
a la surface d'un substrat. Bien que toujours liés
a I'agitation thermique, les mécanismes expliquant
le mouvement des agrégats atomiques et ceux a
I'origine des déplacements d’adatomes possédent
entre eux des différences notables.

Le modéle DLA acronyme anglais pour "Diffu-
sion Limited Aggregation" aura souvent été utilisé
pour simuler la construction de ces structures ob-
tenues a l'issue de dépdts d’agrégats atomiques.
Or a l'origine les paramétres physiques, décrivant
les conditions expérimentales de tels dépéts, n'in-
tervenaient pas dans cet algorithme de type auto-
mate cellulaire. Ainsi un des enjeux de ce travail,
a été d'intégrer ces paramétres au modeéle DLA,

Diffusion de Smoluchowski, Modéle DLA, Chronologie de processus irréversible, Théorie
des graphes, Arborescences, Fractales Auto-Affines

en construisant son équation maitresse a partir de
I'équation de diffusion de Smoluchowski.

Actuellement aucun moyen expérimental ne
permet de suivre I'évolution de |'auto-organisation
d'agrégats atomiques d la surface d'un substrat.
Etant un phénomeéne irréversible, a partir d'une
image capturée par microscopie d’'un dépét, il est
impossible de reconstruire avec exactitude étape
par étape les événements d’accrétion ayant abouti
3 'élaboration des structures dendritiques obser-
vées. Néanmoins et cela suivant certaines condi-
tions, nous avons réussi a approcher trés fidéle-
ment cette chronologie. Les agrégats atomiques
ayant tendance a se fixer sur les défauts du sub-
strat, cette approche pourrait notamment per-
mettre de sonder le profil de ses plans cristallins.

La caractérisation morphologique de ces ar-
borescences obtenues par dépots d'agrégats ato-
miques ainsi que I'étude de leur auto-organisation
occupent une place conséquente parmi les sujets
de recherche dans ce domaine. Rarement employée
par la communauté, la théorie des graphes propose
des outils trés performants lorsqu'il s'agit d'étu-
dier en profondeur des réseaux comme ceux ar-
borescents décrits par ces nano-structures. Ainsi
au moyen d’outils a I'origine utilisés en hydrologie
pour caractériser les réseaux fluviaux, nous avons
réalisé une étude approfondie de la nature fractale
et plus particuliérement du caractére auto-affine de
ces arborescences.




Title : Modelization and approximate chronology of the self-organization of deposited atomic aggre-
gates and graph-theory analysis of their fractal trees

Keywords :
structure, Self-affinity fractals

Abstract : This thesis aims at characterizing the
dendritic structures obtained experimentally by de-
positing atomic aggregates on the surface of a
substrate. By means of numerical simulations, the
self-organization and the morphology of these trees
have been analyzed.

The community of aggregates has already well
established the experimental conditions necessary
to obtain such nano-structures, as well as the phy-
sical phenomena that come into play during their
elaboration. In the literature, it has been demons-
trated that the kinetic energy with which the ato-
mic aggregates impact the substrate, determines
whether or not these clusters can diffuse on the sur-
face of the substrate. On the other hand, this com-
munity has well identified the processes, mainly
responsible for the mobility of a body on the sur-
face of a substrate. Although always linked to ther-
mal agitation, the mechanisms explaining the mo-
vement of atomic aggregates and those at the ori-
gin of the displacement of adatoms have notable
differences between them.

The DLA model, acronym for "Diffusion Limi-
ted Aggregation", has often been used to simulate
the construction of these structures obtained from
the deposition of atomic aggregates. But originally
the physical parameters, describing the experimen-
tal conditions of such deposits, did not intervene
in this algorithm of cellular automaton type. Thus

Smoluchowski diffusion, DLA model, Irreversible process chronology, Graph theory, Tree

one of the challenges of this work was to integrate
these parameters into the DLA model, by construc-
ting its master equation from the Smoluchowski
diffusion equation.

Currently, there is no experimental way to fol-
low the evolution of the self-organization of atomic
aggregates on the surface of a substrate. Being an
irreversible phenomenon, from a microscopy image
of a deposit, it is impossible to reconstruct with ac-
curacy step by step the accretion events that led
to the elaboration of the observed dendritic struc-
tures. Nevertheless, and this under certain condi-
tions, we have succeeded in approximating this
chronology very faithfully. As the atomic aggre-
gates tend to be fixed on the defects of the sub-
strate, this approach could allow to probe the pro-
file of its crystal planes.

The morphological characterization of these
trees obtained by deposition of atomic aggregates
as well as the study of their self-organization oc-
cupy a significant place among the research topics
in this field. Rarely used by the community, graph
theory offers very powerful tools when it comes to
study in depth networks such as those described
by these nano-structures. Thus, by means of tools
originally used in hydrology to characterize river
networks, we have carried out an in-depth study of
the fractal nature and more particularly the self-
affine character of these trees.
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Introduction

L'étude des agrégats atomiques, composés de dizaines voire des milliers d’atomes mé-
talliques ou faisant partie des métalloides, aura fait I'objet de nombreux travaux ces trente

1 ou en solution?, de nombreuses équipes

derniéres années. Que cela soit en phase vapeur
auront proposé des méthodes expérimentales permettant |'élaboration de tels clusters. Ainsi au
travers de ces différentes méthodes, des caractéristiques comme : la forme, la charge électrique
ainsi que la distribution de tailles de ces agrégats atomiques, pourront étre pilotées par |'expéri-
mentateur. L'intérét porté a ces objets physiques réside notamment dans le fait que ces derniers
possédent un trés bon rapport "surface sur volume" et donc un potentiel chimique élevé. En
les laissant s'auto-organiser a la surface d'un substrat, sous la forme de structures dendritiques
nanoscopiques comme dans [3], leurs propriétés physico-chimiques seront décuplées. En ef-
fet, contrairement a |'état massif duquel ces clusters pourraient &tre issus, I'excellent rapport
"surface sur volume" sera conservé par ces structures ramifiées a la géométrie fractale. Dans
son travail de thése [118], portant notamment sur les propriétés de mouillage observées pour
différents films métalliques électrodéposés, Yanpeng Xue explique que ce bon rapport peut étre
exploité lors de I'élaboration de surfaces super-hydrophobes. D'un point de vue applicatif ces
films rugueux a I'échelle nanométrique, permettraient notamment la conception de revétements
auto-nettoyants. Pour obtenir les arborescences décrites dans [3], ces clusters devront d’ores
et déja atre déposés a la surface d’un substrat : soit par ICB3 "ionized cluster beam", soit
par ECI* "energetic cluster impact". D’aprés [32], I'énergie cinétique des agrégats atomiques
définira alors un paramétre capital dans ces expériences de dépots. Si I'on veut conserver la
forme initiale des agrégats atomiques au moment de leurs impacts avec le substrat, les dé-
pots devront s'effectuer a basse énergie cinétique ~ 0.1 eV /atome. Dans ces conditions on
parle alors de LECBD acronyme anglais pour "low energetic clusters beam deposition". A cela,
d’aprés [50], il faut rajouter la tendance des petits clusters (composés seulement de cinq a dix
atomes) a coalescer et dés lors perdre leurs formes initiales. Ainsi le contréle sur la distribution
de tailles des agrégats atomiques déposés conditionne aussi |'obtention de structures ramifiées
a la surface d'un substrat.

La modélisation de ces structures dendritiques ainsi que la caractérisation de leurs mor-
phologies/géométries définissent les principaux enjeux de ce mémoire de thése. Celui-ci est
compartimenté en différents chapitres. Certains comme les chapitres 1, 2 et 4 seront bibliogra-

1. [9] et [96] décrivent tous deux des modules expérimentaux a l'origine de la formation
d'agrégats atomiques en phase vapeur.

2. [81]et[1] sont des protocoles expérimentaux de synthéses d'agrégats atomiques par voie
chimique. En revanche [107] correspond au modéle théorique décrivant le plus fidelement pos-
sible ce qu'il se passe au sein de ces solutions. Ce dernier est basé sur I'équation de coagulation
de Smoluchowski et le potentiel de DLVO (Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek), approximation
des interactions pouvant exister entre ces particules colloidales.

3. Décritedans[121], la méthode ICB posséde cependant un défaut majeur, celui de produire
des agrégats atomiques de tres petites tailles, voire parfois aucun d'apres [105].

4. La méthode ECI est présentée dans [33].
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phiques, tandis que les chapitres 3 et 5 exposeront quant a eux les résultats que nous aurons
obtenus durant ce travail de thése.

Dans le chapitre 1 : "Géométrie et dimensions fractales", nous développerons différents
concepts ayant trait a la géométrie fractale. Dans ce chapitre assez formel, nous aurons pris soin
de définir trés rigoureusement la dimension de Hausdorff ainsi que la dimension de Bouligand-
Minkowski. Deux dimensions incontournables lorsqu’il s'agit d’évaluer celle non-entiére d'un
objet a la géométrie fractale. Nous exposerons aussi les différentes classes de fractales (uni-
formes vs non uniformes, déterministes vs statistiques) ainsi que leurs natures (fractales auto-
similaires ou fractales auto-affines). A la fin de ce chapitre nous nous concentrerons sur les
courbes fractales, des courbes particuliéres qui seront largement utilisées dans le chapitre 5,
et notamment sur |'ensemble des outils & notre disposition pour les caractériser (exposant de
Hurst et décompositions en ondelettes).

Ensuite au sein du chapitre 2 : "Dépéts d’agrégats atomiques et diffusion de surface",
comme le titre de ce chapitre le laisse a penser, nous nous attacherons a faire la synthése
de I'ensemble des travaux ayant permis la production de structures dendritiques composées
d'agrégats atomiques a la surface d'un substrat. Afin de mieux appréhender la physique dé-
crivant la diffusion d’agrégats atomiques a la surface d'un substrat, nous commencerons tout
d'abord par rappeler les mécanismes a |'origine des sauts d’atomes adsorbés, ainsi que ceux
pouvant expliquer la diffusion d'ilots ou agrégats bidimensionnels & la surface de différents
plans cristallins. Ainsi ces mécanismes individuels ou collectifs, décrits pour ces clusters "moins
complexes", seront les mémes que I'on retrouvera durant la diffusion d’agrégats atomiques
tridimensionnels. Nous aurons aussi fait un point sur les conditions de dépdts nécessaires 2
I'obtention de ces arborescences nanométriques; les mémes conditions qui ont été évoquées
au début de cette introduction.

Le chapitre 3 : "Simulations de structures dendritiques d’agrégats atomiques auto-organisés"
quant a lui exposera notre modélisation de I'auto-organisation d’agrégats atomiques a I'issue
de leurs diffusions a la surface d'un substrat. Ainsi pour nos simulations, nous aurons choisi
d'adopter le modéle de Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions "Diffusion limited
aggregation" en anglais. La DLA est un modéle & I'origine concu pour modéliser |'accrétion
de particules colloidales [74] et qui fonctionne aussi trés bien pour simuler I'auto-organisation
d'agrégats atomiques ayant été déposés a faible couverture a la surface d’un substrat. Dans le
cadre de ce travail, nous aurons développé un algorithme de type DLA hors réseau, pour lequel
les mouvements erratiques des particules libres a la surface du domaine de simulation seront
régis par I'équation de diffusion de Smoluchowski. Cette équation, grace a son terme de dérive,
aura permis aux particules libres de percevoir les effets sur leurs mouvements de la présence
d'un champs de force. Notre algorithme hors réseau, adapté de celui de K.R Kuijpers et al. dans
[55], nous aura lui aussi affranchi de I'influence sur la morphologie des structures dendritiques
qu'aura la nature d'un réseau sous-tendant le domaine de simulation®. On terminera ce cha-

5. La morphologie moyenne des structures dentriques sont nettement influencées par la
nature du réseau sur lequel a pris place leurs constructions. Dans [71] P. Meakin met en évi-
dence cette influence et cela pour des arborescences dont les croissances auront été simulées
a la surface de différents types de réseaux. De méme A.Y. Menshutin et L.N. Shchur, dans [77],
démontrent aussi que ces effets persistent pour le réseau hexagonal
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pitre en proposant une méthode permettant d'approcher la chronologie des événements ayant
abouti a la construction d'une arborescence obtenue par DLA. Or pour I'heure expérimenta-
lement les clichés des structures dendritiques obtenues par dépéts d’agrégats atomiques sont
réalisés soit par microscopies électroniques, soit par microscopies en champ proche et dans les
deux cas ne peuvent étre capturés qu’a I'issue du dépét. Dés lors si la DLA modélise bien ce qui
se passe lors de ces dépbts, alors la méthode que nous proposons, permettra aussi d’approcher
la suite des événements ayant abouti & I'auto-organisations de ces agrégats en arborescences.

Par la suite le chapitre 4 : "Outils de la théorie des graphes", constituera une synthése non-
exhaustive des outils que nous offre la théorie des graphes lors de I'étude de réseaux complexes.
Ce chapitre, en vue du suivant, permettra de définir au préalable de nombreux concepts qui nous
serons utiles. Nous aurons commencé par définir un certain nombre de généralité a propos des
graphes et les différentes notions qui leur sont attachées. Ensuite nous nous serons intéressés
plus précisément & une sous-catégorie de graphes : les arbres. Nous exposerons alors les outils
et méthodes de base pour I'étude des arbres et des foréts et définirons ce que sont les arbres
aléatoires. Ces arbres revétiront un intérét tout particulier lorsque dans le chapitre 5, nous ferons
le constat que la DLA est un modéle a I'origine de la création d’arbres aléatoires particuliers.
A la fin de ce chapitre nous énoncerons quelques généralités sur les hypergraphes. Pouvant
assortir plus qu'une paire de noeuds a leurs hyperliens, ces derniers pourront parfois faciliter la
lecture de leurs graphes hotes.

Enfin dans le chapitre 5 : "DLA : un processus de branchement fractale auto-affine", nous
verrons tout d'abord que la DLA bien que sans vieillissement est un processus stochastique
a l'origine de la création d'arbres aléatoires différents de ceux que I'on obtiendrait grace au
processus de branchement Galton-Watson. Par la suite nous analyserons de maniére trés appro-
fondie la nature fractale des arborescences obtenues par DLA. Nous verrons que pour analyser
leurs motifs, considérer ces structures dendritiques comme des arbres enracinés du point de
vue de la théorie des graphes s'aveérera trés utile. En effet nous pourrons ainsi hiérarchiser leurs
branches grace aux ordres des cours d’eau, des outils initialement imaginés pour ordonnancer
les différents affluents interconnectant un réseau fluvial. En étudiant alors les distributions des
abscisses curvilignes de branches d’un ordre de Hack donné et portées par une méme chaine
rencontrant une terminaison; on constatera que ces derniéres sont analogues les unes aux
autres par transformation affine. En convertissant ces embranchements en courbes fractales,
puis en décomposant ces courbes en ondelettes, on sera en mesure de calculer leur exposant
de Hurst et ainsi de déterminer avec une trés grande précision les variations existantes entre
une structure dendritique ayant subi un champ de force ou non durant sa construction.

La conclusion générale récapitulera et dressera la synthése des différents résultats impor-
tants pavant les chapitres de ce manuscrit. Par ailleurs, des perspectives a ce travail seront
proposées, notamment en ce qui concerne chacun des derniers résultats exposés dans les cha-
pitres 3 et 5.
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1 - Géométrie et dimensions fractales

Afin de décrire I'ensemble des concepts exposés dans ce chapitre, nous nous sommes libre-
ment inspirés des ouvrages suivants : "Fractal Geometry de Kenneth" John Falconer [22] et
"Physics and fractal structures" de Jean Francois Gouyet [30] dont la traduction en francais
existe et est disponible sur son site jfgouyet.fr.

1.1 . Mesure et dimension de Hausdorff

1.1.1 . Quelques rappels sur la théorie des ensembles

"Par ensemble, nous entendons toute collection X d’objets x de notre intuition ou de notre
pensée, définis et distincts, ces objets étant appelés les éléments de M" est une définition
proposée par le mathématicien Georg Cantor a qui I'on doit notamment les ensembles de Cantor,
des ensembles fractaux, nous y reviendrons plus tard dans la sous-section 1.4.3. Traduite de
I'allemand, cette définition provient de son article [11] et vise donc & expliquer ce qu’est un
ensemble en mathématiques. Généralement on note un ensemble entre crochet et il existe
deux méthodes pour le définir : par extension ce qui revient d lister un d un tous les éléments
qu’il contient ou bien par compréhension c'est a dire a I'aide d'une proposition mathématique.
Ci-dessous, un ensemble défini par extension et par compréhension :

{1,2,3} <= {neN | 1<n<3}

Le sous-ensemble

On dit que F' est un sous-ensemble (une partie) de I'ensemble E ou alors que F' est inclus
dans E noté F C F, si I'on retrouve I'ensemble des éléments de F' parmi ceux contenus par
I'ensemble E.

L'ensemble des parties d’'un ensemble

On peut définir pour un ensemble E, les ensembles notés P(F) construits a partir de sous-
ensembles de I'ensemble E. P(E) est donc lui-méme un ensemble, cependant il est important
de remarquer que P(E) ¢ E. En effet, il ne faut pas confondre |'union des parties d'un ensemble
avec I'ensemble des parties d’un ensemble, par exemple : soient (F,G, H) C B3, FUGUH #
{F,G, H}. Cette nuance prendra plus de sens dans la sous-section 4.1.1, lorsque I'on définira
I'ensemble des liens d'un graphe.

L'ensemble vide

On appelle ensemble vide noté (), I'unique ensemble ne contenant aucun élément. Ainsi par
définition () est un sous-ensemble pour n'importe quel ensemble mathématique.


http://www.jfgouyet.fr

L'ensemble dénombrable

On dit d'un ensemble qu'il est dénombrable ou infini dénombrable, lorsqu’il constitue une
liste d'éléments différents les uns des autres que I'on peut indexer par une suite d’entiers sans
qu’aucun élément ne soit omis.

La collection

On appelle collection, une liste d’éléments pouvant se répéter mais que I'on peut tout de
méme indexer par une suite d’entiers sans qu’aucun élément ne soit omis.

La paire et le singleton

On appelle paire, un ensemble {a, b} composé d’'exactement deux éléments et un singleton,
un ensemble a composé d'un unique élément.

Le couple

On appelle couple, une paire d'éléments (a,b) dans un ordre déterminé. Ainsi (a,b) est un
couple distinct du couple (b, a).

L'application

On définit comme application toute relation pouvant exister entre deux ensembles E et F'
et reliant chacun des éléments de I'ensemble de départ E avec un unique élément de I'ensemble
d’arrivée F.

Le groupe
On appelle groupe, un ensemble G muni d’une loi interne * tel que :
e la loi x est associative : V(a,b,c) € G3, ax (bxc) = (axb)xec.
e il existe un élément neutre e : Vz € G, zxe =exx = x.
e tout élément posséde un symétrique : Vx € G, A2 € G | 2 xT =T x =e.

Lorsque, pour tout couple d’éléments de I'ensemble G, la loi x est commutative (V(a,b) €
G?, axb = bxa), et que les trois propriétés ci-dessus sont satisfaites, alors on dit que I'ensemble
G muni de la loi interne x est un groupe commutatif ou bien un groupe abélien.

L'espace vectoriel

On appelle espace vectoriel sur K, un ensemble E muni de deux lois, une interne +
"additionner" et |'autre externe - "multiplier" tel que :

e |'ensemble G muni de la loi interne + est un groupe commutatif.

e la loi externe - application allant de K x E dans FE vérifie les propriétés suivantes :
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(i) la loi externe - est distributive : V(a, 8, 7,y) € K2 x E?, a- (v +y) =a-x+
ay & (a+p)z=a-x+p5-x
(ii) la loi externe - est associative : V(a, 3,7) EK2 x E, a-(8-2) = (- 3) -

(7it) I'élément neutre de la loi externe - est : 1 € K

L'espace affine

On définit un espace affine £ comme I'ensemble £ pour lequel il existe un espace vectoriel
E et une loi associativel +, allant de £ x E dans & tels que :

V(a,u)e ExXE, el | b=a+u

Dans la suite de notre travail, nous nous intéresserons en particulier & une certaine catégorie
d'espaces affines, les espaces euclidiens a n dimensions R"™. Ci-dessous, nous rappelons un
certain nombre de définitions et propriétés qui nous seront utiles par la suite.

La distance euclidienne

La distance euclidienne entre deux points (z,y) € (R")? est définie telle que :

n
o=yl = | > |z —wl* €RT (1.1)
=1

Le diameétre d'un ensemble

Le diamétre d'un sous-ensemble non vide £ C R"™ est défini par la plus grande distance
possible entre deux points (z,y) € E?

|E| = sup({lz —y| | (z,y) € E*}) (1.2)

Le § recouvrement d’'un ensemble

Soient £ C R"™ un sous-ensemble et {U;} un ensemble dénombrable de sous-ensembles
U; C R™ de diamétres 0 < |U;| < 4, Vi.

400
{Ui} est un J recouvrement de £ < E C U U; (1.3)

=1

Les boules ouvertes

Soit un point z € R™, on appelle boule ouverte, un sous-ensemble B (z) C R™ tel que :

By (z)={y | 3z €R", |x —y| <r} avecr € RT (1.4)

1. loi + associative : V(a,u,v) € £ x E%, a+ (U+V) = (a+u) +v
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Les boules fermées

Soit un point z € R™, on appelle boule fermée, un sous-ensemble B, (x) C R™ tel que :

By(z)={y | 3x €R", |z —y| <r}avecr e R" (1.5)

Les cubes ouverts

Soit un point z € R", on appelle cube ouvert, un sous-ensemble C?(z) C R™ tel que :

Cl(z)={y= (y1,yyn) | Fx €R", Vi € [1,n], |z; —yi| <r}avecr e RT  (1.6)

Les cubes fermés

Soit un point € R™, on appelle cube fermé, un sous-ensemble C,.(z) C R" tel que :

Cr(z) ={y= (Y1, yn) | FJz €R", Vi€ [1,n], |z; —yi| <r} avecr e RT (1.7)

Les ensembles ouverts

On dit qu'un ensemble E C R"™ est ouvert si et seulement si :

Vee E, Ir | By(z) € FE (1.8)

Les ensembles fermés

On dit qu'un ensemble & C R™ est fermé si et seulement si :

Ve € E, H{xr} C E | (zk)ken st une suite qui converge vers z (1.9)

La fermeture ou I'adhérence d'un ensemble

La fermeture ou I'adhérence d'un ensemble E C R™ correspond a l'intersection de tous les
ensembles fermés contenant I'ensemble F, et on la note E.

L'intérieur d'un ensemble

L'intérieur d'un ensemble £ C R"™ correspond & l'union de tous les ensembles ouverts
contenus dans I'ensemble E, et on le note int(E).

Les limites d'un ensemble

Soit £ C R", les limites de E se définissent telles que :
OFE = E \ int(E) (1.10)
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1.1.2 . Distribution de masse et Mesure

Le concept de mesure d’un ensemble nous sera nécessaire pour bien appréhender d’autres
concepts et notamment |'un des plus cardinaux de ce travail celui de dimension d’"Hausdorff. En
ce qui nous concerne nous nous limiterons a étudier les mesures de sous-ensemble de |'ensemble
R™.

On définit alors 1 comme étant une mesure sur I'ensemble R” si et seulement si elle répond
a I'’ensemble des propriétés suivantes :

VE CR", u(E) € RT (1.11)
W(2) =0 (1.12)
W(E) < u(F), si EC FCR” (1.13)
+o00 +o00
{U;} un ensemble dénombrable tel que Vi € N*, U; C R", alors /J,(U Uy) < Z,u(Ui)
i=1 i=1
(1.14)

D'ailleurs, si Vi € N*, U; C R"™ sont des sous ensembles disjoints composant |'ensemble
dénombrable {U;}, alors I'inégalité (1.14) devient :

“+o00 —+o00
p(JU) =D w®y) (1.15)
=1 =1

On définit le support d'une mesure 1 comme le sous-ensemble fermé E C R”™ tel que :
p(R™\ E) =0 (1.16)
Toute mesure sur un sous-ensemble borné £ C R” telle que 0 < u(E) < 400, se définira
comme une masse u(E) de E. En voici quelques exemples :
Distribution de Masse

1 sizeFl
0 sinon.
définir une distribution de masse concentrée en différents points de I’'ensemble R™. On applique

Soient x € R™ et E C R™, on définit la mesure p(F) = . Ainsi u peut

cette mesure notamment lorsque I'on désire approcher I'aire d’une surface bornée quelconque
par une méthode de type Monte Carlo. Pour cela, on distribue uniformément des points z;,
portant chacun la mé&me masse, sur un support 2D dont on connait I'aire parfaitement. Le dit
support contient la surface bornée dont on cherche a mesurer Iaire. Lorsque i — +o0, le
rapport entre la masse concentrée aux points situés dans la surface bornée et la masse totale
de tous les points distribués sur le support, définit la proportion entre I'aire inconnue de la
surface bornée et celle connue du support.

La mesure de Lebesgue

Soient E C R", U; = {x = (21,...,x,) € R" | Vj € [1,n], 3(a;,b;) € (R)?, a; <
x; < b;} des hyper-parallélépipedes tels que E C |J; - U; et A™(U;) = [[1-,(b; — a;) leurs
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hyper-surfaces a n dimensions. On définit la mesure de Lebesgue telle que :

L"(E) mf({ZA” | EcC UU}) (1.17)

Les méthodes numériques, utilisées pour approcher la surface d’un disque ou toute autre sur-
face bornée quelconque, sont des exemples concrets de I'utilisation de la mesure de Lebesgue
dans I'espace euclidien a deux dimensions. Ainsi considérons une grille de maille carrée recou-
vrant 'intégralité de la surface a mesurer. En sommant uniquement les aires des carrés pleins
recouvrant la surface, on obtiendra une mesure approchée de son aire. Cette mesure approchée
sera d’autant plus précise que I'on resserrera les mailles de la grille.

1.1.3 . Mesure de Hausdorff
Soient s € RT, § € R™ et un sous-ensemble EE C R™ tels que :

i=1

+oo
Hj(E) = mf({ Z |U;|° | {U;} est un 6 recouvrement de E}) (1.18)

Ainsi on définit la mesure de Hausdorff de E' de dimension s telle que :

H*(E) = lim H}(E) (1.19)

Sans trop de difficultés, on comprend que la mesure de Hausdorff, & I'instar de la mesure de
Lebesgue, est une mesure car elle satisfait a I'ensemble des propriétés (1.11)-(1.14). A présent
il nous faut définir quelques propriétés attachées a la mesure de Hausdorff.

Transformation d’'un ensemble mesuré par la mesure de Hausdorff par une
application de Hélder

Tout d’abord prenons le temps de définir ce qu’est une application de Holder. On dit d'une
application f : R®™ — R™ qu'elle est de Holder si :

Y(z,y) € R™?, |f(z) — f(y)| < c|lz —y|®, avec (c,a) € RT x R** (1.20)
Pour o = 1 on parle d’application de Lipschitz :
V(z,y) € (R")?, |f(z) — f(y)| < clz —y|, avec c € RT (1.21)
et bi-Lipschitz si :
Y(ey) € (R™2, cila —y| < |f() — f(y)] < cala —yl, avec (er,e2) € (RT)? (1.22)

si c1 = co = A on parle de similitude (parmi les similitudes on retrouve les homothéties par
exemple) :
V(z,y) € (R")?, [f(z) = f(y)| = Az — y] (1.23)
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et enfin si ¢; = co = 1 on parle d'isométrie (les rotations, les translation ainsi que les symétries
sont toutes des isométries) :

V(z,y) € (R™)?, |f(2) = f(y)| = |z — o] (1.24)
Soient un sous-ensemble 2 C R™ et une application de Holder f : R® — R™ alors :
Vs e RY, HY/“(f(E)) < ¢/“H*(E), avec (c,a) € RT x R** (1.25)

démonstration : Soient ¥ C R" et f : E — R™ une application de Holder, d'apres
(1.20) Y(z,y) € E?, |f(z) — f(y)| < c|lz —y|* < c|E|®. Soit {U;} un & recouvrement de
E, Vi e N, f(ENU;) < c|U;]*, alors {f(ENU;)} est un cd” recouvrement de f(E),
donc S XX |F(END) P = LY e |UiI** <= ST | A(ENT) |1/ = S35 e8/2|U;)°, donc
Hj(s/f(f(E)) < ¢*/*H%.(E) et donc lorsque § —> 0 on obtient bien (1.25).

Dans le cas ol f est une bi-Lipschitz application on a :

Vs € RT, ¢iH*(E) < H¥(f(E)) < ¢5H*(E), avec (c1,c) € (RT)? (1.26)

démonstration : méme démonstration que ci-dessus en I'effectuant cette fois pour un enca-
drement.
Si f est une similitude :

H*(f(E)) = H*(\E) = |\*H*(E) (1.27)

démonstration : Soit {U;} un & recouvrement de E tel que Hi(E) = > .2 |U;|*, alors

{f(U;)} = {\U;} est un \S recouvrement de f(E) = AE telle que H{(AE) = Y"1 |\U;|* =

IS |Us|® = |N*HE(E). Ainsi lorsque § — 0, on obtient bien H*(\E) = |\[*H*(E)
Et enfin si f est une isométrie :

Vs e RY, H*(f(E)) = H*(E) (1.28)
démonstration : idem en prenant A =1

1.1.4 . Distance entre sous-ensembles compacts et fermés d’un méme en-
semble
Soient D C R"™ et A I'ensemble des sous-ensembles compacts et fermés A C D. VA €
D, As={x €D | Ja€ A, |v—a|l <} est|'ensemble vu comme ['épaississement de A
suivant toutes les n directions de I'espace R™ d’un rayon 6 € RT. On définit alors la distance
entre 2 sous-ensembles (A, B) C D? telle que :

V(A,B) C D?, d(A,B) =inf({§ e RT | AC Bset BC As}) (1.29)

Connu aussi sous le nom de distance de Hausdorff, la distance d(A, B) entre deux sous
ensembles compacts et fermés (A, B) C R™ x R™ correspond ainsi au plus petit 0 pour
lequel A C Bs et B C Ags. Sur la (Fig.1.1), pour deux sous-ensembles compacts fermés
(A, B) C R? x R?, on aura déterminé la valeur § de leur distance de Hausdorff.
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Legend

Figure 1.1 - Exemple a deux dimensions de la distance de Hausdorff mesurée
entre les sous ensembles A et B. Cette distance correspond ainsi au plus petit o
pour lequel A C Bset B C As.

1.1.5 . Dimension de Hausdorff

Soient (s,t) € (R*)? et {U;} un § recouvrement de E tel que § < 1. Dés lors pour s < t
on peut écrire :

Vi e N*, |Us|'7° < 6175 <= |Us|F < 675|U)° (1.30)
et donc que :
+o0o +oo
Ul <6y (U (1.31)
i=1 i=1

et ainsi d'aprés (1.18) on a :
HLE) < 6" *Hi(E) (1.32)

De plus si s > ¢, il suffira de renverser les inégalités précédentes (1.30), (1.31) et donc (1.32)
pour obtenir :

HLE) > 6" Hi(E) (1.33)
Ainsi lorsque § — 0, pour un ensemble E tel que 0 < H*(E) < 400, il existe une valeur
critique s de t pour laquelle :
HY(E)=0,sit>s
HYE)=+o00,sit<s
HY(E)=H*(E)# (0Oou +00),sit=s

On définit alors la dimension de Hausdorff de I'ensemble E' comme étant cette valeur critique
dimg(E) = s. Ci-aprés quelques propriétés qui découlent de la définition de la dimension de
Hausdorff.



Dimension de Hausdorff d'un ensemble transformé par une application de
Holder

Soient E C R™ et f: E — R™ une application de Holder (1.20) alors :
1
dimpg(f(E)) < —dimpg(E) (1.34)
«
démonstration : Soient E C R" et f : E — R une application de Hélder, d’aprés (1.25)
si s > dimpy(E) alors H¥/*(f(E)) < ¢*/*H*(E) = 0 et donc dimpy(f(E)) < Ldimpy(E)
Dimension de Hausdorff d’'un ensemble transformé par une bi-Lipschitz ap-
plication
Soient E C R™ et f : E — R™ une bi-Lipschitz application (1.22) alors :
dimg (f(E)) = dimg(F) (1.35)
démonstration : Soient £ C R" et f : E — R"™ une bi-Lipschitz application, d'aprés (1.26
si s > dimy(F) alors 0 = ¢iH*(E) < H*(f(E)) < ¢3H*(E) = 0 et donc dimy(f(E)) =
Dimension de Hausdorff d'un ensemble transformé par une similitude
Soient £ C R™ et f: E — R™ une similitude (1.24) alors :

dimy (f(E)) = dimp (E) (1.36)

démonstration : analogue a celle des bi-Lipschitz applications.

Dimension de Hausdorff d'un ensemble transformé par une isométrie
Soient £ C R™ et f: E — R™ une isométrie (1.24) alors :
dimg (f(E)) = dimy (E) (1.37)

démonstration : analogue a celle des bi-Lipschitz applications.

1.2 . Fractales ou ensembles construits par une procédure itérative

1.2.1 . Construction d’une fractale a partir d’'un motif initial
On peut définir un processus récursif afin de construire n'importe quelle fractale, en définis-
sant une ou la somme de N contractions S; qui généreraient une ou N copies transformées 3
partir d'un motif initial donné E C R™ (Fig.1.2). On définit ainsi S ces procédures qui répétées
a 'infini construiront les fractales telles que :

S=>_5 (1.38)



Ainsi pour chaque fractale que I'on voudra construire, il existe un unique support F' C R"”
de cette fractale pour lequel si la procédure S est une involution :

N
IF CR", F=|Si(F) (1.39)
=1

Ce support F' pourra étre approché a I'infini par n'importe quel sous ensemble compact (fermé)
non vide £ C R" tel que :

d(F,S*(E)) —— 0, avec S¥ =S§065..0 8 (1.40)
k—4o00 T

démonstration : On démontrera ici (1.39) et (1.40) dans le cas ot la ou les N contractions .S;
sont des applications de Lipschitz (1.21) avec Vi € [1, N], ¥(z,y) € (R™)?, |Si(z) - Si(y)| <
Ailx — y|, avec \; €]0,1[. Faisons I'hypothése que nous allons démontrer par la suite qu'il
existe parmi I'ensemble A, des sous-ensembles compacts et fermés E C D avec D C R™, un
sous-ensemble compact fermé non vide F' C R” tel que F' = S(F'). On a alors :

N N
d(F,S(E)) = d(S(F), S(E)) = d( Jsim.U &(E))
N N =1 =1
<:>d( Us:).U &(E)) < maz({d(Si(F), Si(E))}) = maz({\})d(F, E)

=1 i=1

alors Vk € N* on a :

0 < d(F,S*(E)) = d(S*(F), S¥(E)) < mgx({xi}’f)d(F, E)——0 (1.41)

k——+o0
—d(F,S*(E)) —— 0
k——+o0

Etant donné que E est un sous-ensemble compact (fermé) non vide de R™ alors Vk € N, S*(E)
seront eux aussi des sous-ensembles nécessairement non vides et compacts fermés de R™ alors
lorsque k — +o0 les S*(E) tendent vers un sous-ensemble compact (fermé) non vide limite
F appelé support tel que Yk € N, F' = S(F'). Pour ce qui est de I'unicité de F' on peut le
démontrer par I'absurde. Soient (A, B) C A? tel que A = S(A) et B = S(B) :

N N
d(A, B) = d(S(A), S(B)) = d( U sian U &-(B))
=1 =1
N

N
<=>d( Usia). | &-(B)) < maz({d(Si(A), Si(B))}) = maz({\i})d(4, B)

=1 =1

or A\; # 0 d'ou d(A, B) = 0 ce qui signifie que A = B et finit de démontrer |'unicité de F.
Avant de calculer la dimension fractale de quelques fractales bien connues, nous allons
définir un certain nombre de classes dans lesquelles nous pourrons les ranger.
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Auto-similar determinitic fractal patern Step of the recursion colorized zoom in
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Auto-similar random fractal patern Step of the recursion colorized zoom in
0 g O 0 g O
g (]
o] o DD @ - DD D D
0o | - 0o ] - B
o Ulo IE o Yo [ [ ]

Figure 1.2 - Représentation de deux fractales dont une (haut) est déterministe
tandis que l'autre (bas) est statistique et pour lesquelles leurs dimensions frac-
tales valent toutes les deux dimy(F) = ll"ogg(f;‘)) =1+ ;Z)gg(f’g)) La construction du
support F' pour chacune de ces fractales au moyen d'une transformation S, né-
cessite d'appliquer celle-ci une infinité de fois a un ensemble initial E. Ici nous re-
présentons seulement les trois premieres itérations du processus récursif censé
se répéter a l'infini. Chaque couleur correspondant a une étape de ce processus
itératif. Initialement on débute a partir des carrés rouges, desquels a l'issue de la
premiere itération du processus seront obtenus les verts, eux-mémes a l'origine
de la création des bleus lors de la deuxieme, carrés bleus qui apres application
de la transformation S lors de la troisiéme étape du processus itératif nous per-
mettrons d'obtenir les carrés violets, etc.
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1.2.2 . Classes de fractales
Uniformes vs non uniformes

On appelle fractale uniforme toute structure fractale pour laquelle il existe un support
I € R™ invariant par la transformation S = 3,1y p Si tel que V(i j) € [1,N]?, Si = S;.
En d’autres termes il existe un processus récursif 3 une seule échelle de contraction qui
prolongé a l'infini pourrait définir parfaitement le support F.

Dans le cas d'une fractale non uniforme, il existe un support F' € R"™ invariant par la
transformation S = Eie[[LN]] S; tel que Vi € [1, N], S; soit une transformation choisie parmi
M < N transformations différentes les unes des autres {Si,...,Sn / M < N et V(k,l) €
[1,M]%, Sk # S;}. En d'autres termes il existe un processus récursif & M échelles de
contraction qui prolongé a I'infini pourrait définir parfaitement le support F.

Déterministes vs statistiques

Une fractale statistique a la différence d'une fractale déterministe est une fractale pour
laquelle il existe au moins 2 transformations différentes choisies selon une loi de probabilité. Sur
la (Fig.1.2) sont représentées en haut et en bas, respectivement une fractale déterministe et une
fractale statistique partageant la méme dimension fractale dimpy (F) = l?()g;(zs) =1+ ?floogg%))

Dans le cas d’une fractale statistique homogeéne, les N transformations S; = f; o s; de
la somme S = Zie[[l,N] S;, voient leurs isométries f; les composant subir des modifications
aléatoires. Or d’aprés (1.37) cela n’aura aucune conséquence sur le calcul de la dimension
de Hausdorff. En d'autres termes, on observe ainsi une variation de la position ainsi que de
I'orientation et du sens des motifs récurrents qui constituent le corps de la fractale.

En revanche dans le cas d’une fractale statistique hétérogéne, S = ) ._ S; somme parmi
un ensemble de N € N* transformations S;, une sélection {S; | i € X C [1,N]} dont les
éléments pourront varier d'une itération a l'autre, car désignés par une loi de probabilité P.
De plus a I'instar des fractales statistiques homogénes, les isométries f; des transformations .S;

pourront elles aussi subir des modifications aléatoires.

1.3 . Dimension de Bouligand-Minkowski

Bien qu’en théorie n'importe quel support F' C R™ possédent une dimension de Hausdorff,
en pratique il est souvent trés difficile de la déterminer. Il existe d'autres facons pour définir
la dimension d'un objet fractal. La dimension dite de Bouligand-Minkowski en est une. Bien
que trés proches, dans le cas général celle-ci donne des résultats qui ne sont pas toujours
exactement égaux a ceux obtenus pour la dimension de Hausdorff. Pour la suite on définira un
ensemble étalon A, € R" tel que :

un cube fermé (1.7) de diamétre \/ne € R"
A, = ou (1.42)
une boule fermée (1.5) de diamétre ¢ € R™

1.3.1 . Box counting
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Soient F' le support d'une fractale tel que (1.39) et un ensemble étalon A. € R™ comme
défini plus haut.
Méthode des boites, méthode des boules

Soit M.(F') une mesure que |'on peut définir comme étant le nombre nécessaire pour
couvrir le support F d’une fractale, de répliques de A, obtenues par différentes isométries. Si
M_(F) suit une loi de puissance telle que :

M.(F) = Ce* (1.43)

Alors pour e — O on a:

log(M.(F))  log(C) _ log(M.(F))
e—0 —log(e) —log(e)

dimp(F) (1.44)

—— fractale curve

HE |
w |

ﬁ ey
b

10 05 00 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 60 65 7.0 75 80 85 90 95 100 105 1.0 115

Figure 1.3 - Mesures de la dimension d'une courbe par la méthode des boites

Prenons le cas d'un cube 3 m < n dimensions de cété c, afin de vérifier que dans un cas
simple cette méthode permet de mesurer la dimension d'un objet plongé dans un espace R".
Pour le recouvrir avec des répliques de A, que ce soit des boules fermées ou des cubes fermés,
il nous en faudra (c/)™. Ainsi d’aprés (1.43) et (1.44) on retrouve bien dimp(cube) = m.

Méthode des compas

De maniére alternative on peut aussi définir M, (F') comme étant la somme des diamétres
des boules fermées disjointes de diamétre ¢ nécessaires pour couvrir le support F d'une fractale.
Si M.(F') suit une loi de puissance telle que :

M.(F) = Ce'™* (1.45)

13



Alors pour e — QO on a:

dimp(F) — 1 QIMF) —log(C) _, _ log(Mc(F))

e—=0 log(e) log(e) (1.46)

—— fractale curve

Figure 1.4 - Mesures de la dimension d'une courbe par la méthode des boules
disjointes

Reprenons une nouvelle fois notre exemple d’un cube a m < n dimensions plongé dans un
espace R™. Pour le recouvrir avec des boules fermées de diamétre ¢ disjointes, comme précé-
demment il nous en faudra (¢/€)™, ce qui améne la somme des diamétres des boules fermées
disjointes & valoir (¢/e)™ - €. Donc d'aprés (1.45) et (1.46) on retrouve bien dimp(cube) = m.

Méthode de la saucisse de Minkowski

Cette fois ci M. (F') se définit comme étant le volume occupé par I'union des boules fermées
de diamétre e centrées en chaque point x du support F d'une fractale. On peut écrire aussi
M. (F)={x € R" | 3y € M.(F), |z —a|] <e} vu comme I'épaississement du support de la
fractale suivant toutes les n direction de I'espace R™ d’une rayon . Si M.(F) suit une loi de
puissance telle que :

M.(F) = Ce"* (1.47)

Alors pour e —> 0O on a:

_ log(M.(F)) ~log(C) _ _ log(M.(F))

dimp(F) e—0 log(e) N log(e)

(1.48)
On remarque que (1.47)(resp. (1.48)) sont identiques a (1.45)(resp. (1.46)) dans le cas ou
les supports F' € R. En effet la maniére de définir M. (F’) dans les 2 méthodes convergeront.
Reprenons une derniére fois notre exemple d'un cube mais pour simplifier les calculs pour
m = 2 dimensions soit un carré plein plongé dans un espace R3. Si on épaissit suivant toutes
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—— fractale curve

T

Figure 1.5 - Saucisse de Minkowski ou épaississement d'une courbe E

les directions de I'espace R d'un rayon &, on obtiendra le volume ec? + (47/3)e3. Donc
d’aprés (1.47) et (1.48) en constatant que (47/3)e® < ec? lorsque ¢ — 0 on retrouve bien
dimp(carré) = 2.

On remarque que I'ensemble des dimensions calculées par les méthodes présentées ci-dessus
convergent toutes vers le méme résultat quelle que soit la maniére que I'on aura de choisir
M, (F) elles donneront toutes la méme dimension de de Bouligand-Minkowski.

Quelle que soit la méthode utilisée (Fig.1.3), (Fig.1.4) ou (Fig.1.5), on comprend qu’elles
trouvent un grand succés lorsqu'il s'agit de traiter des images expérimentales. En effet lorsque
I'on étudie un objet issu de la réalité et qu'on le soupconne d’étre porteur d’une géométrie
fractale. Il est souvent trés difficile de définir correctement le motif qui se répéte a l'infini (nous
rencontrerons cette difficulté dans le chapitre 5). D’autre part quel que soit I'objet issu de la
réalité que I'on choisira, dire de lui qu’il est "fractal" est nécessairement un abus de langage.
En effet il pourra aux mieux &tre pré-fractal, c'est a dire que dans I'équation (1.40) £ > 1
mais k # +oo. Dans la réalité, une géométrie fractale ne pourra se vérifier que sur une
certaine plage d’ordres de grandeurs, on comprend aisément qu’en dessous d’une certaine
échelle, notamment |'échelle atomique par exemple, la répétition du motif finira par s'arréter.
Ainsi dans le cas de pré fractale on définira dimp(F) en mesurant la pente sur un graphe en
échelle log-log de M_(F) en fonction de «.

Relation entre la dimension de Bouligand-Minkowski et celle de Hausdorff

La relation d'ordre entre la dimension de Bouligand-Minkowski et celle de Hausdorff est :
dimpg(F) < dimp(F) (1.49)

démonstration : On choisit M (F") défini suivant la méthode des boites et on rappelle que VF
le support d'une fractale, 3f une similitude telle que selon (1.27) H(f(F)) = [\*H*(F) > 1
et que selon (1.36) dimpy (f(F)) = dimpy(F), ainsi on peut choisir que H*(F) > 1. D'apreés la
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définition de la dimension de Hausdorff (1.18), si le support F' de la fractale est complétement
couvert par des répliques de A, alors :
+o00
Hi(F)=inf { Z |U;i|® tel que {U;} est un ¢ recouvrement de F} < M.(F)-€°
i=1
<= H*(F) < M.(F)-€% poure — 0

M.(F)-e*>1

log(M-(F))
—log(e)
cela est vrai Vs alors pour s = dimp (F') donc dimpy (F) < dimp(F).

Ainsi en général on ne peut pas dire que dimy(F) = dimp(F'), bien que pour beaucoup
de fractales notamment beaucoup de fractales auto-similaires (que nous étudierons dans la
section 1.4) cette assertion est vraie. Il n'en demeure pas moins qu'’il existe un certain nombre
de cas ou I'égalité n'est pas vérifiée.

Cependant lorsque I'on compare la définition 1.18 de HZ(F') a une mesure analogue a
celle-ci que I'on pourrait appeler "la mesure de Bouligand Minkowski" :

+o0
M.(F)-¢° =inf <{ Z | B<(r)| tel que les B.(r) soient un recouvrement de F}) (1.50)
i=1

avec B.(r) des boules fermées centrées sur F’

On comprend que la différence entre ces deux mesures réside dans le fait que dans (1.50) le
diamétre est fixé a |U;| = € pour les sous-ensembles U; choisis pour réaliser le € recouvrement
de F'; tandis que pour la mesure de Hausdorff la contrainte sur les diamétres est moindre et

est définie par |U;| < e. On pourrait étre tenté de définir (1.50) comme une mesure cependant
ce n'est pas le cas. Ici notre but était de comprendre qualitativement la proximité qui pouvait
exister entre la dimension de Bouligand Minkowski et celle de Hausdorff et que pour & bien
que possiblement différentes leurs valeurs resteront proches I'une de I'autre.

1.3.2 . Application sur des images experimentales

A partir d'images expérimentales de structures dendritiques formées expérimentalement
par auto-organisation d’'agrégats atomiques diffusant a la surface d'un substrat de graphite
(processus expérimental qui sera largement décrit dans le chapitre 2) ; nous allons exposer une
méthode permettant d’'évaluer les dimensions de Bouligand-Minkowski de telles arborescences.

Ces images expérimentales présentent une grande dispersion des niveaux de gris et de bruits
comme nous pouvons le constater sur la (Fig.1.6). Afin de faciliter I'analyse que nous ferons de
celles-ci, nous devrons convertir ces images en noir et blanc. Ainsi les pixels noirs signaleront
sur I'image I'absence d'agrégats atomiques, tandis qu’a I'inverse les pixels blancs formeront le
dessin des arborescences constituées par ces clusters.

La premiére étape consistera a filtrer notre image et pour cela nous lui appliquerons un
filtre médian. Appliquer un filtre médian a notre image de départ revient, pour chaque pixel
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Figure 1.6 - Exemple d'images expérimentales : (haut) des structures dendri-
tiques formées par l'accrétion les uns avec les autres d'agrégats atomiques d'anti-
moine; (bas) les mémes arborescences constituées cette fois-ci par des agrégats
atomiques d'argent.

Img(i,j) de cette derniére, a choisir la valeur médiane en niveau de gris de I'ensemble des
pixels constituant son voisinage. On effectuera alors dans un deuxiéme temps un seuillage de
cette image filtrée. Au préalable il nous faudra définir une valeur seuil. Or rappelons qu'une
image constitue informatiquement un tableau, duquel peut &tre extrait |'histogramme de ces
valeurs et a l'instar de celui représenté en bleu sur le bas de la (Fig.1.7), définir pour cette image
un signal. On déterminera la valeur seuil de la facon suivante : les pixels sombres du fond seront
ajustés par une gaussienne centrée en L, de largeur o et d'amplitude A ; tandis que les pixels
plus clairs que I'on associe aux contours des structures dendritiques, seront eux ajustés par une
autre gaussienne cette fois-ci centrée en p1, de largeur o1 et d’amplitude A;. La valeur seuil
est alors donnée par |'abscisse du point formant I'intersection de ces deux gaussiennes. Cette
méthode sans paramétre est d’une part statistiquement acceptable et d’autre part donne un
bon accord visuel. Dés lors les pixels qui auront des valeurs inférieures a ce seuil seront définis
noirs alors que les pixels qui auront des valeurs supérieures ou égales, eux se verront attribuer
la couleur blanche. Désormais a partir de cette image en noir et blanc, on peut facilement
calculer les dimensions de Bouligand-Minkowski des arborescences qu’elles représentent et cela
par exemple au moyen de la méthode de saucissonnage de Minkowski, décrite plus tét dans la
sous-section 1.3.1.
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Figure 1.7 - Procédures préliminaires au traitement dimages expérimen-
tales.(milieu haut) L'image expérimentale est tout d'abord filtrée par un filtre mé-
dian. (bas) Puis on ajuste I'histogramme de cette image par une somme de deux
gaussiennes. (droite haut) Enfin on effectue le seuillage de l'image, en choisis-
sant comme valeur seuil I'abscisse du point d'intersection entre les tracés des
deux gaussiennes.

1.4 . Fractales auto-similaires

On dit d'une fractale qu’elle est auto-similaire lorsque la ou les IV transformations S; a
I'origine du processus récursif capable de construire son support F' sont des similitudes (1.23).

1.4.1 . Méthode heuristique pour calculer la dimension de Hausdorff

Dans ce paragraphe nous allons présenter une méthode pour évaluer la dimension de Haus-
dorff de fractales auto-similaires toutes classes confondues 1.2.2.

Soit F' € R", et F; ;.. des sous-ensembles de F' et N € N* tels que :

vie[1,N], F,C F (1.51)

V(g kO € [LNT™ F 5 k1 ©

ek (1.52)
—_——

m m m—1
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et

N
F= U F; | {F;} est un ensemble de sous-ensembles disjoints
i=1

N
H*(F) = ZHS(Fz)
=1
N
H(F; 1) =D H(Fy 1)
=1
m—1 m

a présent si

Vi e [1,N], F; = A\ fi(F) tel que
fi est une isométrie ou une composition d'isométries et \; €]0, 1]
—_—— » s s vy s Js s vy »Js )

m m m m—1

fi Gy ke, 1 €S UNE isométrie ou une composition d’isométries et)\; € R*
AR 9

m

on a alors d’aprés (1.27) et (1.28)

Vi€ [1,N], H*(F;) = || "H*(F)
V(i kD) € [LN]™ HY(F; 5 ) = INPHP(F; 5 g)
— \W_/

m m m—1

et donc

N N
HIR) = 3 ) = 3 H
i=1 '
H(F; 5. ZHS 1 j,... Z|)‘l| H*(F; j,..., k)
\_V_/

m—1 m

(1.53)

N
F: . k= U Fi,j, okl \ {Fz’,j, ok, 1} est un ensemble de sous-ensembles disjoints

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)
(1.60)

(1.61)

(1.62)

Ainsi on constate qu'a partir de (1.61) ou de (1.62), on pourra simplifier ces equations en :

N
BIVES
i=1
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Cette équation (1.63) nous permettra de calculer la dimension de Hausdorff mais seulement
dans le cas ol celle-ci sera auto-similaire, nous reviendrons sur ce point dans la section 1.5. On
pourra ensuite vérifier ce résultat, en montrant que lorsque § — 0, pour t > s HY(F) = 0
et pour t < s HY(F) = 400 et donc que s = dimp(F) est la dimension de Hausdorff de
I'ensemble F'.

1.4.2 . La dimension de Hausdorff équivalente a la dimension de Bouligand
Minkowski pour les fractales auto-similaires

Commencons d’'abord par définir la condition de I'ensemble ouvert. Cette condition permet
de s'assurer que les images S;(F') obtenues par S = ZZ]L S; appliquée au support F de la
fractale ne se chevauchent pas totalement. Ainsi soit S = Zf\il S; la somme des similitudes
S; et un sous-ensemble non vide V' C R™ tel que :

N
|_| S;(V) C V, avec | | la somme des unions disjointes (1.64)
i=1

Pour mieux illustrer cette condition prenons I'exemple de I'ensemble de Cantor F. tel que :

) =1 (1.65)

Or d’aprés (1.40) VE, d(F,S*(E)) 0, avec S(E) = SN E/(N+1)etF C E.
——+o0

Si on se référe a la (Fig.1.8), on constate que N = 2 et que I'on peut choisir £ = [0, 1].
Prenons V' =|0, 1] I'image S1(V) U Sa(V') =]0,1/3[L]2/3,1[=]0,1/3[U]2/3,1[C]0, 1[= V.
Ainsi la condition de I'ensemble ouvert est satisfaite pour I'ensemble de Cantor.

Soit F' le support tel que (1.39) d'une fractale auto-similaire et V' O F' un ensemble ouvert
respectant la condition des ensembles ouverts alors :

dimpg(F) = dimp(F) (1.66)
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Figure 1.8 - De bas en haut suivant I'axe des ordonnées les quatre premieres
étapes du processus récursif a I'origine de la création d'un ensemble de Cantor
pour N = 2. La ligne continue rouge correspond au supportinitial a partir duquel
ont été construites les pré-fractales verte, bleue et violette apres respectivement
une, deux et trois applications de la transformation S qui répétées a l'infini per-
mettraient de construire cette fractale.

Reprenons I'exemple de I'ensemble de Cantor F, sa dimension fractale vaut dimy(F) =
% d’aprés (1.63). Les ensembles de Cantor définissent les supports de fractales détermi-
nistes et uniformes, plongés dans un espace euclidien R. On peut aussi calculer leur dimension
de Bouligand Minkowski en choisissant par exemple la méthode des boites. Ainsi il faudrait
NF cubes fermés de diamétre /1 = (N + 1)~* pour recouvrir le support F' de I'ensemble
log(Mc(F)) _ k-log(N)

de cantor et donc d'aprés (1.44), on obtient dimp(F') o loge) ~ klog(NT 1) =
e —log(e -log

log(N)

log(N +1)
L'assertion (1.66) pourrait &tre généralisée a toutes les fractales auto-similaires. De méme

que pour toutes les fractales auto-similaires, on pourrait déemontrer que leur S respectent les
conditions de I'ensemble ouvert. Cependant dans ce travail nous nous limiterons a le démontrer
uniquement pour I'ensemble de Cantor afin d'illustrer cette propriété.
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1.4.3 . Exemple de fractales auto-similaires
Poussiéres de Cantor

Cantor dust (deterministic uniform fractal) Random heterogeneous uniform fractal

.
P

o

Figure 1.9 - (gauche) Poussiére de Cantor pour N = 2 plongée dans un espace
euclidien R?, a partir de laquelle la transformation S de la fractale statistique hé-
térogene uniforme (droite) est inspirée. Chacune de ces deux figures superpose
le support carré plein initial ainsi que les pré-fractales obtenues lors des deux
premieres itérations du processus récursif grace auquel chacune de ces deux
fractales pourrait étre construite. La couleur bleu clair est associée aux supports
initiaux, tandis que le bleu et le bleu foncé aux supports des pré-fractales res-
pectivement obtenues a l'issue de la premiere et la deuxiéme application des
transformations qui répétées a l'infini permettraient de créer ces deux fractales.

Soit F' C R™ une poussiére de Cantor. La relation (1.61) pour la poussiére de Cantor
s'écrit :

N’VL
1 1
H(F) = —)H*(F N'(——)¥ =1 1.67
()= Yl H ) = N (1.67
. N
La dimension fractale de la poussiére de Cantor F' vaut dimpy(F) = %, VN > 1

d’aprés (1.63). Sur la gauche de la (Fig.1.9) est représentée un support carré plein initial auquel
sont superposées les pré-fractales fruits des deux premiéres itérations du processus récursif, qui
poursuivi a 'infini permettra la création de cette fractale d'une poussiére de Cantor pour n = 2.
Les poussiéres de Cantor définissent les supports de fractales déterministes et uniformes,
plongés dans un espace euclidien R"™.
On peut aussi calculer leur dimension de Bouligand Minkowski en choisissant par exemple
la méthode des boites, quand bien méme on sait grace a (1.66) qu'elle est égale a celle de
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Hausdorff. Ainsi il faudrait (N™)* boules fermées de diamétre ¢ = (N + 1)~ pour recouvrir
le support F' de la poussiére de cantor et donc d’aprés (1.44) on obtient dimp(F) —
log(M:(F'))  nk-log(N)  n-log(N)

—log(e)  k-log(N+1)  log(N +1)

Courbe triadique de von Koch

—SQ(E)

—S(E)

[

0 L 2o L 4L 5L 2L 1L 8L L
9 9 3 9 9 3 9 9

Figure 1.10 - De bas en haut suivant 'axe des ordonnées les trois premieres
étapes du processus récursif a I'origine de la création de la courbe triadique de
von Koch. La courbe rouge correspond au support initial a partir duquel ont été
construites les courbes pré-fractales verte et bleue apres respectivement une et
deux applications de la transformation S qui répétées a l'infini permettraient de
construire cette fractale.

Soit F' € R? la courbe triadique de von Koch. La relation (1.61) pour la courbe triadique

de von Koch s'écrit :

H*(F) = 4(}

3)SH“”(F) —=4(z) =1 (1.68)

La dimension fractale de la courbe triadique de von Koch F vaut dimy(F) = ﬁgzggg, VN > 1
d'aprés (1.63). Sur la (Fig.1.10) sont déclinées de bas en haut, a partir d'un support initial se
résumant a une ligne, les trois premiéres étapes de processus récursif qui a I'infini aboutira a la
construction du support de la courbe de von Koch. En rouge est représenté la ligne F support
initial & partir duquel si on lui applique la transformation .S, sera obtenue la courbe verte S(F)
a qui de nouveau si on applique une nouvelle fois cette transformation, la courbe bleue S?(FE)
en résultera.
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La courbe triadique de von Koch définit le support, plongé dans un espace euclidien R?,
d’une fractale déterministe et uniforme.

On peut aussi calculer leur dimension de Bouligand Minkowski en choisissant par exemple
la méthode des compas, quand bien méme on sait grace a (1.66) qu'elle est égale a celle
de Hausdorff. Ainsi il faudrait (4)* boules fermées disjointes de diamétre ¢ = (3)~% pour
recouvrir le support F' de la courbe triadique de von Koch et donc d’aprés (1.46) on obtient
dimp(F) s 1 9D | h-log(d) — k-log(3) _ log(4)

£—0 —log(e) k-log(3) log(3)

Exemple de fractale déterministe et non uniforme

Deterministic non uniform fractal Random homogeneous non uniform fractal
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Figure 1.11 - (gauche) Un exemple de fractale déterministe et non uniforme
(FromJ.F. Gouyet [30]), a partir de laquelle la transformation S de la fractale statis-
tique homogene non uniforme (droite) est inspirée. Chacune de ces deux figures
superpose le support carré plein initial ainsi que les pré-fractales obtenues lors
des deux premieres itérations du processus récursif grace auquel chacune de
ces deux fractales pourrait étre construite. La couleur bleu claire est associée aux
supportsinitiaux tandis que le bleu et le bleu foncé aux supports des pré-fractales
respectivement obtenues a l'issue de la premiére et la deuxieme application des
transformations qui répétées a l'infini permettraient de créer ces deux fractales.

Soit F' € R? la fractale déterministe et non uniforme satisfaisant la relation (1.61) telle

que :
HY(F) = 4(%)81{8(1?) + (%)SHS(F) — 4(}1)5 + (%)5 —1 (1.69)
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La dimension de cette fractale déterministe et non uniforme F' vaut dimg(F) = % -1

d’aprés (1.63) en posant X = 2¢ et en résolvant le polynéme d’ordre 2 en X ainsi obtenu. Sur
la gauche de la (Fig.1.11) est représentée un support carré plein initial auquel sont superposées
les pré-fractales fruits des deux premiéres itérations du processus récursif, qui poursuivi a 'infini
permettra la création de cette fractale.

Exemple de fractale non uniforme statistique homogéne

Soit F € R? la fractale statistique homogéne et non uniforme dont la transformation
S = ZZ]\LI S; est identique a celle de la fractale représentée a gauche de la (Fig.1.11) a
I'exception faite que les isométries f; qui composent les transformations S; = f;os; sont choisies
aléatoirement parmi un ensemble d'isométries données. Ainsi d'aprés (1.37) la dimension de
cette fractale statistique homogeéne et non uniforme F' vaut aussi dimg(F) = % —
1. Sur la droite de la (Fig.1.11) est représentée un support carré plein initial auquel sont
superposées les pré-fractales fruits des deux premiéres itérations du processus récursif, qui

poursuivi a l'infini permettra la création de cette fractale.

Exemple de fractale uniforme statistique hétérogene

Soient F' € R? la fractale uniforme statistique hétérogéne dont la transformation S =
Zgil fios telle que X € [1, 3] une variable aléatoire régie par la loi de probabilité P, partage
la méme contraction s que celle de la transformation a I'origine de la création de la poussiére
de cantor pour N = 2 plongée dans un espace euclidien R?. Dés lors la relation (1.61) pour
cette fractale s'écrit :

E(X)
1 1
H*(F) = —— )*H*(F E(X)(——)°=1 1.70
()= 3 () = BOO () (1.70
La dimension de cette fractale uniforme statistique hétérogéne F' vaut dimpy(F') = %

d’apres (1.63). Sur la droite de la (Fig.1.9) est représentée un support carré plein initial auquel
est superposé les pré-fractales fruits des deux premiéres itérations du processus récursif, qui
poursuivi a l'infini permettra la création de cette fractale.

1.5 . Fractales auto-affines

On dit d'une fractale qu'elle est auto-affine lorsque la ou les N transformations S; a
I'origine du processus récursif capable de construire son support F' sont des transformations
affines. Les similitudes (1.23) ainsi que les isométries (1.24) sont des transformations affines,
I'inverse n’étant pas vrai. Ainsi donc une fractale auto-similaire est une fractale auto-affine qui
a la particularité d'étre construite exclusivement par des similitudes.

1.5.1 . Transformations affines

Reste a définir maintenant ce qu’est une transformation affine dans le cadre des espaces
euclidiens. Pour cela il nous faut définir au préalable ce qu’est une transformation semi-affine.

25



Soit un espace affine £ C R™ tel que sa dimension dim(E) > 2, d'aprés [100], une application
f est une transformation semi-affine si elle définit une bijection de £ dans & vérifiant les deux
propositions ci-dessous :

e conservation de la dimension entre le sous-espace de départ et le sous-espace
d’arrivée, tous les deux inclus dans £ :

VFCE, f(F)cC&&dim(f(F)) = dim(F)
e conservation du parallélisme entre deux sous-espaces affines de £ :

Y(F,G) C €2, F & G paralléles = f(F) & f(G) parallles

Toujours d'apres [100], les transformations affines f de & — & se définissent alors comme les
transformations semi-affines pour lesquelles V(a,b, c,d) € £* formant les segments paralléles
[ab] et [cd] tels que a # b, ¢ £ d :

1f(a) = FO) _ [la = b
() = F@)I  le —d|

L'ensemble des similitudes et donc des isométries satisfont (1.71) et en font donc des trans-
formation affines. Restent les transvections ou cisaillements et les contractions anisotropes qui

(1.71)

V(a,b,c,d) € £, { z:s , [ab] & [cd] paralléles —>

elles sont a ranger exclusivement dans I'ensemble des transformations affines. On pourra définir
ces applications grace notamment a leurs représentations matricielles :

021 T2 ... O2(p-1) O2n
(1.72)
Onl On2 ... Tn—1 O(n—1)n
Onl On2 ... Op(n-1) Tn
La représentation matricielle d'une transvection se caractérise par :
V(i,5) € [1,n]? 7 =1et oy # 1 (1.73)
La représentation matricielle d'une contraction anisotrope se caractérise par :
Y(i,5) € [1,n]?, 7 €]0,1[ et 055 = 0 (1.74)

Le cas des contractions anisotropes nous intéressera plus particuliérement dans la suite de ce
travail, et tout particuliérement dans la section 5.3. Ainsi nous allons vérifier que pour ces
transformations (1.39) et (1.40) sont toujours vraies et que |'on peut donc définir un unique
support F invariant pour S quand bien méme celle-ci serait une ou la somme de contractions
anisotropes.

démonstration : Soient les N contractions anisotropes Sy telles que VI € [1,N], Vi €
[1,n], Y(z,y) € R™)?2, [(S1(x))i — (S1(v))i| = (11)i|xi — vil, avec (7); €]0, 1]. Refaisons
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I'hypothése que nous allons démontrer par la suite qu'il existe parmi I'ensemble A des sous-
ensembles compacts et fermés F C D avec D C R" un sous-ensemble compact fermé non
vide limite F C R™ | F = S(F) alors :

d(F,S(E)) = d(S(F),S(E)) = d( U s:i(m), | SI(E>)

<=>d( sl &(E)) < maz ({d(S1(F). $1(E))}) = maa({maz({(r1):}) } )d(F" E)
I=1

%
I=1

alors Vk € N* on a :

0 < d(F,S*(E)) = d(S*(F), S*(E)) < m?m({m?x({(n)i})})kd(ﬂ E) — 0

k—4o00

(1.75)
—d(F,S*(E)) —— 0

k—+o00
Etant donné que E est un sous-ensemble compact (fermé) non vide de R™ alors Vk € N, S*(E)
seront eux aussi des sous-ensembles nécessairement non vides et compacts fermés de R™ alors
lorsque & — 400 les S¥(F) tendent vers un sous-ensemble compact (fermé) non vide limite
F appelé support tel que Vk € N, F = S(F'). Pour ce qui est de I'unicité de F' on peut le
démontrer par I'absurde. Soient (A4, B) C A? tels que A = S(A) et B = S(B) :

N N
d(A7 B) = d(S(A),S(B)) = d( U S[(A), U S[(B>>
I=1 I=1

<=>d( U s U SI<B>> < max({d(Si(A), S1(B))}) = maz({maz({(r:):}) } )d(4, B)
I=1

=1
or 7; # 0 d'ou d(A, B) = 0 ce qui signifie que A = B et finit de démontrer 'unicité de F.

1.5.2 . Exemples de fractales auto-affines
Contrairement a ce que I'on avait pu énoncer pour les fractales auto-similaires, il n'existe
pas de méthode générique analogue a celle décrite dans la sous-section 1.4.1, permettant de
calculer la dimension de Hausdorff des fractales auto-affines. Ainsi il n'existe pas non plus de
formule simple,  l'instar de (1.63) pour calculer la dimension de Hausdorff dans le cas ou les
transformations S; sont affines.

...uniformes et incluses dans R?

Ici nous allons présenter une certaine catégorie de fractales auto-affines dont les procédures
S a I'origine de la construction de celles-ci sont des bijections de I'ensemble R? dans lui méme
définies telles que :

?) & N e [l,n-p] (1.76)

o=

N
S=foY g | Vg e®)? f= <

i=1

S
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avec Vi € [1, N], g; des isométries ou des compositions d'isométries et d'aprés [22] la dimen-
sion de Hausdorff de ces fractales est donnée par le résultat suivant :

i
log j; Njog q
dimy (F) = (1.77)

log(p)

tandis que celle de Bouligand-Minkowski se calcule telle que :

log( Zp: Nj) — log(p*)
_ log(p) i=1
log(p) log(q)

dimp(F) (1.78)
avec p le nombre de lignes, ¢ le nombre de colonnes, p* le nombre de lignes pour lesquelles
on retrouve le support F', et enfin pour chaque ligne Vj € [1, N], N; le nombre de colonnes
pour lesquelles on retrouve le support F'. Ici nous ne démontrerons pas les formules (1.77) et
(1.78), mais nous allons les appliquer a différents cas de figure.

Y
NSl

=l

Figure 1.12 - Trois premieres étapes du processus récursif a l'origine de la créa-
tion d’'une fractale auto-affine uniforme incluse dans I'espace euclidien R?. La cou-
leur bleu clair est associée au support initial carré plein a partir duquel ont été
construits apres respectivement une et deux applications de la transformation
affine, les supports des pré-fractales respectivement bleu et bleu foncé. Enca-
drés en rouges sont les motifs pour lesquels si 'on conserve exclusivement les
transformations affines responsables de leurs constructions, cette fractale se ré-
sumera a I'ensemble de Cantor pour N = 2 représenté sur la (Fig.1.8).
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Commencons par le cas de la fractale représentée sur la (Fig.1.12) congue grace a la

1
procédure S = f o Z?:l g; avec f = 8 g . La dimension de Haussdorff de cette fractale

est dimp(F') ~ 1,35 tandis que celle de Bozuligand—Minkowski dimp(F') ~ 1,37, cependant
on rappelle (1.49) : "dans le cas général ou une fractale n’est pas auto-similaire dimp (F) <
dimp(F)", ce qui est notre cas ici et donc comme prévu cette fractale auto-affine vérifie
bien (1.49). A présent si I'on retire de la procédure S a I'origine de la création de la fractale
représentée sur la (Fig.1.12), I'isométrie qui composée a la contraction anisotrope f permet la
construction du motif non encadré en rouge répété a l'infini, on obtient une nouvelle fractale
pour laquelle cette fois dimpy(F) = dimp(F) = ﬁgggg Cette dimension fractale n’est pas
sans nous rappeler celle calculée précédemment pour I'ensemble de Cantor (1.67) dans le cas

illustré par la (Fig.1.8) ou celui-ci est inclus dans I'ensemble R et telle que N = 2. Or ce n'est
pas une coincidence bien que cela aurait pu I'étre, cette nouvel fractale obtenue en modifiant
S est bel et bien cet ensemble de Cantor, car en fixant p* = 1, quel que fusse le choix qui
aurait pu étre fait pour p € N*, cela revient a supprimer pour le support F' une de ses deux
projections proj(F) C R2. En effet suivant une des deux directions de I'espace euclidien R?,
VE C R? telle que dim(E) = 2, la procédure S se résume a chaque itération n du processus
itératif, a diviser p fois la proj(E) sans jamais multiplier le nombre de ses copies ce qui conduit
a faire tendre cette projection vers un point lorsque n — +o0.

1.6 . Courbes fractales

On dit d’une courbe qu'elle est fractale, si celle-ci posséde un tracé qui plongé dans |'espace
euclidien a deux dimension R?, peut &tre assimilé a un support F' C R? pour lequel il existe
une bijection R? — R? de la forme :

M m]‘
SZZ(fongZ) (1.79)
j=1 i=1
avec Vj € [1, M], f; des contractions et Vi € [1,m;], g; des isométries telles que :
S(F)=F

Autrement dit une courbe est fractale, si son tracé F' reste inchangé lors de I'application
d’une transformation résultant de la combinaison linéaire de contractions. On distingue alors
les courbes auto-similaires des courbes auto-affines en fonction de la nature respectivement
isotrope ou anisotrope des contractions f; composant la bijection S pour laquelle S(F) = F,
F' le support de ces courbes.

Précédemment dans la sous-section 1.4.3, nous avions présenté la courbe triadique de von
Koch. Cette courbe représentée sur la (Fig.1.10) est un exemple de courbe fractale qui ici
en I'occurrence est auto-similaire, déterministe et uniforme. Sur la (Fig.1.13) un exemple de
courbe fractale auto-affine est donné. Ainsi on peut constater qu’a l'instar de la fractale auto-
affine représentée sur la (Fig.1.12) la contraction du support de cette courbe n’est pas la méme
suivant toutes les directions.
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Auto-affine fractal curve zoom in
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Figure 1.13 - Un exemple de courbe pré-fractale auto-affine, déterministe et uni-

forme (From J.F.Gouyet [30]) dont le support est obtenu par application suc-
1

, . . = 0 . . .
cessive de la contraction anisotrope S = (5) 1 |. Ici on représente cette pré-

3
fractale obtenue aprés deux itérations de la transformation affine S et cela sui-
vant ceux deux échelles de contraction. Pour chacune de ces échelles indicées
parn € {1,2}, sontreprésentés: en bleu 'ensemble étalon Al € R?, cube fermé

(1.7) de coté 5i servant a mesurer la dimension de Bouligand-Minkowski (1.44)
de cette courbe suivant la méthode des boites et en rouge I'un des 5" rectangles
de largeur = et de longueur 5> au moyen desquelles on pourrait recouvrir com-
pletement cette courbe.

D’autres courbes fractales auto-affines seront présentées dans la suite de ce travail, no-
tamment dans les sous-sections 1.6.3 et 5.3.2.

1.6.1 . Exposant de Hurst

Dans le cas des courbes fractales auto-affines, il existe un exposant compris entre zéro et
un permettant de déterminer trés facilement la dimension de Bouligand-Minkowski (1.44) ainsi
que le caractére auto-affine ou auto-similaire de ces courbes. Cet exposant noté habituellement
H, porte le nom de Harold Edwin Hurst, un hydrologiste dont les travaux [41] et [42], auront
été formalisés par Benoit Mandelbrot [65] dans le cadre de la géométrie fractale. Ainsi pour le
tracé F' d’une fonction X donnée, on peut affirmer que cette courbe est fractale si et seulement
si :

NH €]0,1] | \/var(6X(5t)) oc 6t7, Vot € RT (1.80)
avec var (6X (0t)) la variance de la fonction 6X (¢,0t) = X (t + 6t) — X (t), V(¢,6t) € Rx R

construite 3 partir de la fonction X.
démonstration : Soit F € R? le support d'une courbe fractale, tracé d’une fonction X,
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1
. = 0 .
vérifiant S(F) = F telle que S = 6 1|, Y(p,q) € (R*F)? est une contraction poten-
P

tiellement anisotrope. Ainsi pour des variations 0.X (¢,dt) = X (t + 0t) — X (t), Vt € R de la
fonction X pour un dt € RT donné, en appliquant la contraction S au support F, on obtient

alors : S(0t) = %675 et \/var (S(&X(ét))) = %var(éX(&t)) = % var (80X (6t)). Dés lors

JH = ﬁgg% €]0,1] tel que V&t € RT I'échelle a laquelle on se place, \/var(6X (6t)) o< 6t

est toujours vrai. Nous ne démontrerons pas ici la réciproque car celle-ci est triviale.

Une équation équivalente & (1.80) est :
JH €]0,1] | \/var(6X(dt)) o v var (60X (vét)), Y(v,ét) € (RT)? (1.81)

De plus si le tracé F' de cette fonction X est une courbe fractale alors :

(1.82)

| est auto-similaire si H =1
’ est auto-affine  sinon.

démonstration : Lorsque |'exposant de Hurst H = 1 alors cela implique que pour la contrac-
1

= 0
tion S = (8 1) , Y(p,q) € (R*T)? telle que S(F) = F, p = q. Dans ce cas S est une
p

contraction isotrope et par conséquent la courbe fractale F' est auto-similaire. En revanche
lorsque H # 1 alors p # ¢, autrement dit S est une contraction anisotrope et donc le support
F est auto-affine.

Enfin la dimension de Bouligand-Minkowski (1.44) d'une courbe fractale dont on connait I'ex-

posant de Hurst H = izgg; €]0, 1] est donnée par la formule suivante :

dimp(F) =2 — H (1.83)

démonstration : Sur la (Fig.1.13), on a représenté pour n € {1,2}, g =5 et p =3 : en bleu
['ensemble étalon A% € R2, cube fermé (1.7) de coté q%, servant @ mesurer la dimension de
Bouligand-Minkowski (1.44) d’une courbe fractale suivant la méthode des boites et en rouge
I'un des ¢" rectangles de largeur qin et de longueur z% au moyen desquelles on pourrait recouvrir
complétement une courbe auto-affine. Dés lors si on généralise V(n,q,p) € N x (R**)2, on

comprend que pour recouvrir totalement le support F' d'une courbe fractale auto-affine telle
1

=0
que S(F)=FetS = (8 1) , Y(p,q) € (R**)2 une contraction anisotrope, il nous faudra
P
M. (F) = q”-qnlpn/q%n cubes fermés A1 € R? avec qnlpn/q%n la proportion de cube
q™ qm

fermé nécessaire pour recouvrir I'un des ¢ rectangles de largeur = et de longueur L. Ainsi

q" P
M, (F) = ¢™>H) et donc d'aprés (1.44) dimp(F) =2 — H.
qn
On peut aussi généraliser la loi de Hurst (1.80) dans le cas des courbes fractales non-
uniformes ou pour celles dont la multiplicité de leurs uniques motifs est supérieur a un :
S (my + 1) A - 6t

Vi € [1,M], 31H; €]0,1] | \/var(6X(6t)) = == i , Vot € RT (1.84)
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avec m; la multiplicité, \; le coefficient de proportionnalité et H; |'exposant de Hurst corres-
pondant a la i€ échelle de contraction.

1.6.2 . Décompositions en ondelettes

A présent nous allons présenter un formalisme mathématique qui nous sera grandement
utile lors de I'analyse de courbes fractales car intimement lié 3 I'exposant de Hurst. A I'instar
de I'analyse de Fourier, les ondelettes permettent de décomposer un signal complexe dans
une base d'Hilbert. Cependant lorsque I'analyse de Fourier s’attache a identifier les différentes
fréquences composant un signal X (t),Vt € R, la décomposition en ondelette, quant 3 elle
permet de mettre en évidence les possibles brutales variations de ce signal dans le temps.

On définit ainsi les ondelettes comme les fonctions de carré sommable? de la forme :

T T

Y(v,7,m,n) € [1, +00[xRT™ x Z2, Uy, n(t) = ,/”-\11<”t_m> e L%R) (1.85)

formant une base hilbertienne, avec ¥ € L?(R) I'ondelette mére. Autrement dit une base
orthonormale de I'espace L2(R) qui pour le produit scalaire défini dans cet espace tel que :

V(X,Y) € L*(R) x L*(R), (X|Y) :/X(t)Y(t)dt (1.86)
R

satisfait I’ensemble des propriétés suivantes :

V(ml, niy,ma, n2) € Z4a <\I’m1,n1 |\I’m2,n2> = 5m1,m25n1,n2 (1.87)

V(m,n) € xZ2, (VU Vi) = [[Tpmn® =1 (1.88)

V(m,n) € 2>, VX € LA(R), X(t) = > Y (X[ Wpnn) Uy n(t) (1.89)
MmEZnEZL

Ainsi que la propriété de moyenne nulle des ondelettes :
VX € L*(R), / X(t)dt =0 (1.90)
R

Un signal quelconque définit par la fonction X € L2 pourra donc &tre reconstitué par la
combinaison linéaire des vecteurs d'une base d'ondelettes et ainsi s’écrire sous la forme :

+o00

X= > &, (1.91)
+oo

o= > A X[Tn) Ui (1.92)

2. L%(R) est un espace hilbertien renvoyant a 'ensemble des fonctions du type f : R — C
tel que [, | f(t)|*dt converge. Autrement dit si | f(t)|* est intégrable sur R et que son résultat est
un nombre fini.
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Décomposition en ondelettes de Haar

Parmi I’ensemble des fonctions disponibles pour former une base d'ondelettes de |'espace
L2(R), la premiére a avoir été décrite [31] et portant le nom de son découvreur Alfred Haar est
aussi la plus simple. Dans la suite de notre travail, lorsque nous serons amenés a décomposer un
signal au moyen d'une décomposition en ondelettes, nous le ferons systématiquement suivant
une base d'ondelettes de Haar. La fonction ¥ € L?(RR) définie telle que :

1
-1 si0o<or< 3

vreRY, U(z)=¢ | 4 % <<l (1.93)
0 sinon.

correspond a I'ondelette mére a partir de laquelle d’aprés (1.85) pour v = 2 on pourra construire
toutes les autres ondelettes de Haar V(m, n) € xZ? s'écrivant telles que :

2m .

N o fomy _ e /5 sign St<grtgm
* — — m .
VTGR 7‘Ilm’n(t)_ Tle< T >_ 27 s'?’ﬂ%+%§t<%

0 sinon
(1.94)

Ce sont des fonctions de type "créneau" qui ne sont pas sans rappeler la fonction de Heaviside
ou bien la fonction porte.

Ainsi a partir de la forme de leur ondelette mere (1.94), il est plutét aisé de comprendre
que les ondelettes de Haar satisferont les propriétés (1.88) et (1.90). Qu'en est-il des deux
autres propriétés ? Pour ce qui est de la propriété définissant |'orthogonalité entre les vecteurs
de la base des ondelettes de Haar (1.87), on peut la vérifier de la maniére suivante :
démonstration : Soient (¥, 1y, Uiy np) € L2(R) x L2(R) deux ondelettes de Haar, vérifions
Y(mq,n1,ma,na) € Z* que ces fonctions sont orthogonales entre elles.

Si my = mg et ny # ny, alors [52%, (”325)7[0[%, (”é;tll)T[: (. Autrement dit les

intervalles sur lesquels respectivement les ondelettes W, ,,, et ¥,,, ,, ne sont pas

nulles, ne partagent pas d'intersection et donc (¥, ny [WUiny s ) = 0. (On rappelle que
lorsque m1 = mo = m et n; = ng = n, on se retrouve alors dans la configuration de
la propriété (1.88).)

A présent dans le cas ou m; # mo et choisissons par exemple que my < my, deux

situations sont a envisager :

. no+1)7 n1+1)7
Si [5%5, ( ;mQ) [ﬂ[;‘%,( ;ml) [= 0 alors (W, 10y [ Wiy my ) = 0. En effet comme
précédemment dans le cas oll 1 = ms, on se retrouve dans la situation pour la-
1. niT (’IL1+1)T N ? niT (YL1+1)T
quelle sur I'intervalle [£4T, *=77=[ ol ¥y, n, ne s'annule pas, Vi € [FaT, “m|,
. . o+ 1
Winyno (t) = 0 et inversement sur l'intervalle [527, (";IQ)T[.

' : not (Mot D)7Tr~rngr (ma+D)7 : : :
Qu'en est-il lorsque [F2%, 2552 [N[545, “gm—[# 0. Une intersection non vide
. . : 1 1

entre ces deux intervalles, implique en fait que [§27, (”SIQ)T[C (5T s (”;,Cl)T[,

PR 1 . .
et plus précisément encore que [T, (nSZ,LQ)T[ est inclus soit dans [g4T, smier
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: 1 _ . .
s, soit dans [smier + ST, (n;,zl)T[. Quoiqu’il en soit, sur ces deux intervalles

U, n, €st constante et égale respectivement & $1/¥. Dés lors d’aprés (1.90),

<\Ilm17n1 ‘\Ilm2,n2> — :F \/ 27:1 " fR \Pm27n2 (t)dt == O

Ainsi V(mq,n1,ma,n2) € Z* nous venons de vérifier la propriété (1.87) pour la famille des
ondelettes de Haar.

Désormais il ne reste plus qu’a vérifier la propriété (1.89), traduisant le fait que la famille
libre et orthonormale constituée par les ondelettes de Haar est compléte pour I'espace L?(RR)

et définit donc une base orthonormale de ce dernier. A ce stade il est important de bien faire
remarquer que VX € L%(R) et V(m,n) € Z2, ¥, ,, une ondelette de Haar, le produit scalaire
<X|\Ifmn> revient en pratique a calculer :

g = (X[ Upmn) =1/ — / X(t)dt—/ X (t)dt (1.95)
T LTt nt

omF1 om

dont le résultat est proportionnel a la valeur moyenne de la fonction X sur l'intervalle I, , o) =

1 , .
[5mrr + s (";,L)T[, moins sa valeur moyenne sur l'intervalle I(,,, , ») = [5m, gmer + 9 | telle

que :

<X@) >1 00 — < X(O) >1,, 2"t — 1
(X[ Cmn) - Ui (t) = ) ‘”“-\IJ( - ) (1.96)

2

Sur la (Fig.1.14) on aura représenté sur ces intervalles, le tracé d’une fonction quelconque
X € L2(R) et celui de <X\\Ilm’n>-\11m7n de sorte a se figurer I'un des créneaux qui combiné
avec les autres d'aprés (1.91) et (1.92), nous permettra de reconstituer le signal de X tout
entier. Ici nous avons choisi de les tracer cdte a cbte, pour bien mettre en évidence le fait

que I'amplitude créte a créte de (X|W,, ) ¥y, se résume a la différence entre la valeur
(n+1)7
2m

moyenne de la fonction X sur l'intervalle I, 1, o) = [+t + 3 s [, et celle sur I'intervalle

Limn,b) = [3m> gmrr + g -

Sur la (Fig.1.15), cette fois-ci on a illustré la décomposition d’une fonction quelconque
X € L2(R) définie nulle sur I'intervalle R\ [0, T[, suivant une base d'ondelettes de Haar telle
que 7 = T telle que Vm, € N :

™ ™
Pn.= Y Cu=<X(t)>or+ > Pm (1.97)
m=—oo m=0
2m*—1
®,,, = Z (X[¥pmn.) Vi (1.98)
n.=0

démonstration : En effet puisque V¢ € R\ [0,T], X(¢t) = 0 alors Ym < 0, ®,,(t) =
T

T
(X[ Upo) Umo = 2 [ X(t)dt tel que [7"7" X(t)dt = fOTX(t)dt. Ainsi pour une
telle fonction, Vm < 0, ®,,(t) = 2™ < X (t) >[o,7[- Dés lors Z:nl:foo Dy (t) =< X(t) >p17
Sl oM=< X(t) >0, en rappelant que la série S am =3 L —1

m=—00 m/=1 om/
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Dés lors les approximations P,,, s'affineront a mesure que m, € N croit. On comprend

ainsi que P, — X et que comme cette assertion est vraie VX € L2(R) alors les
My —>+00

ondelettes de Haar ¥,, ,, V(m,n) € Z? forment une base de I'espace L?(R) qui plus est
orthonormale.

Nous avons fait le choix dans ce travail de donner une explication plutst formelle de la
décomposition en ondelettes d'un signal. Cependant dans une conférence [15] donnée a |'aca-
démie des sciences le 13/03/2018, Ingrid Daubechies physicienne devenue célébre notamment
pour ses travaux sur les ondelettes, propose une vulgarisation trés bien amenée des ondelettes
de Haar basée sur des exemples simples. Dans son exposé, elle fait le choix de construire
VYm € Z les combinaisons linéaires ®,, a partir des fonctions approchées P,, d'une fonction X
telles que Vm € Z, ®,, = P,,— P,,—1. Ainsi cela lui permet de décrire simplement les fonctions
approchées Vm € Z, P, comme les moyennes glissantes sur les intervalles [57%, (;Lj,i)f[ de
la fonction X, plut6t que comme des combinaisons linéaires de vecteurs de I'espace L2(R)
bien qu’elle finisse par briévement |'évoquer au cours de sa présentation.

maz( (1) [l 9, :

< f(H) > 1] <fO)>r - <flt)>1,]

< f(t)> run

<f(t)> 11 <ft)>5, — <ft)>1]

min( (1) | S .
7 Q’WT+2_” (n+1)T T

o 2”“%{»;_:; (n+1)7
o

o

Figure 1.14 - Sur un intervalle ¥(m,n) € 22, [22 U7 = [ U, on a ici le tracé
d'une fonction quelconque X € L?(R), cOte a cote avec celui de I'ondelette de
Haar U, , multipliée par le produit scalaire <X|\I/m7n>. Les pointillés bleus res-
pectivement verts situent la valeur moyenne de X respectivement sur l'intervalle

Iy =[5, g1 + 5| €t sur lintervalle I, = [z + 57, (";i)f [-

Determination de I'exposant de Hurst d’un signal a partir de sa décomposi-
tion en ondelette

Dans [99] Simonsen & al démontrent que I'exposant de Hurst d'une courbe fractale peut
étre déterminé au moyen de la décomposition suivant une base d'ondelettes de cette derniére.
Ainsi pour un signal X € L?(R) ils mettent en évidence le fait que celui-ci est une courbe
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gm. 1

Rn, =< f(t) > [0, 17 + Zém Qm. = Z <f | ‘l”m,.n, > “l"m,.n,
0

maz(f(t)) m= n, =0 maz(f(t)) — min(f(t))
— i — B — 2 ?
< f(t) > 10,11 my =0 0
; maz (f(t)) —man(f(t))
) T T 0 T T 7
2 2
maz(f(t)) maz(f(t)) — min(f(t))
— [ — o 2
< f(t) > 10,117 m, =1 0
min(f(£))  maz(f(t) - min(f(1))
0 T r 3T T 0 T r 3T T 2
T 2 1 1 2 1
maz(f(t)) T . . - maz(f(t)) — min(f(t))
=) P IR
< J(t)> .17 i }__/‘//f — m, =2 0
| | |
min( f(£)) | . T _ maz(f(¢)) —min(f(t))
0 T T T T 5T 3 T T 0 I T T T 5 3w T T T
8 1 8 2 3 1 g 8 1 ] 2 3 1
maz(f(t)) — — — maz(f(t)) — min(f(t))
=l TR 7474 — o3 2
<snson i =3 Wg—g—____gﬁu— 0
min( f(t)) F—F————— —— _ maz(f(t)) —min(f(t))
0 T T3 TSr3TTT T 9T ST UTST 13T 7T 15T 0 L T3 T SC3TIT T 9T 5T UT 3T BT T 15T T 2
6% 116 8 1 21 81641 816 6 81 716 851 216 81 416 816
Figure 1.15 - Exemple de décomposition en ondelettes de Haar

Upnones V(my,n,) € N? dune fonction quelconque X € L*(R) définie nulle
sur l'intervalle R \ [0, 7. La base d’'ondelettes de Haar est définie telle que 7 =T’
et pour chaque rangée de cette figure correspondant a une valeur m, donnée,
on trace d'apres (1.97) P,,, une fonction approchée de X (gauche) et d'apres
(1.97) la combinaison linéaire d'ondelettes de Haar ®,,,. Ainsi on constate que
lorsque m, — +oo, P, s‘approche de la courbe X et que les combinaisons
linéaires d'ondelettes de Haar ®,,,, décomposent les détails de la fonction X, aux
différentes échelles 5=

2

fractale si et seulement si :

NH €]0,1], < |om| >=v" 2" < |apm_1| >, Vm € Z (1.99)

avec pour un m € Z donné, < |ay,| > la moyenne sur I'ensemble des (a5 | = [(X| W00 )|, V0 €
Z, telles que {¥,, ., ¥(m,n) € Z?} soit une base d’ondelettes définies comme d’aprés (1.85)
pour un v € [1,4o0] et un 7 € R,

démonstration : Soit X € L2(R) une courbe fractale alors d’aprés (1.81) Vt € R, IH €
10,1], X(t) = AXHX(At), VA € R** (= signifie ici que ces deux fonctions V¢ € R
sont statistiquement congrues). Soit {U,, ,, V(m,n) € Z*} une base d'ondelettes définies
comme d'aprés (1.85) pour un v € [1,+00[ et un 7 € R**. Dés lors on en déduit que
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V(m,n) € Z2, (X (t)|¥pn(t)) = v (X (t)|[¥nn(t)) or:

(X (W)W (1)) = —Hf/xyt <mt_m>dt
Yy

=v 2 H< ’\I/m 1n()>
d'ol :
1
V(m,n) € Z2, Q. = Vﬁﬁ*Hozm_l,n
et donc 3'H €]0,1], < |ap| >= vaH < |am—1| >, ¥Ym € Z. Nous ne démontrerons pas

ici la réciproque car celle-ci est triviale.

Dans le cas oi la fonction X € L?(R) est décomposée suivant une base d’ondelettes de
Haar, et que le tracé de celle-ci est une courbe fractale alors Vm € Z, en multipliant (1.99)

par y/“= on obtient d'aprés (1.95) :

<‘ <X >0y — < XE) >0, 100
<‘ < X(t) >I(m.n,u) - < X(t) >I(m,n,b) ’> = 2H

)

(1.100)

telle que V(m,n) € Z2, Iy p.0) = gt + 5 (n;i)T[ et Iimnp) = (g7, gt + gm[-

1.6.3 . Exemples de courbes fractales auto-affines
Mouvements browniens scalaires

On dit du mouvement d’une particule que celui-ci est brownien, lorsqu’il est le fruit d'un
processus markovien 3 particulier pour lequel V¢ € R un instant donné, lors de la transition
entre I'état WW; € R mesuré a cet instant ¢ et un autre Wy € R cette fois-ci a l'instant
t' =t 4 6t, Vot € RT, I'évolution entre ces deux états est donnée telle que :

AWs, = Wy — Wy = N(0, 026t) (1.101)

2 ¢ RT et de moyenne nulle. Dans le cas

avec N (0,026t) une loi normale* de variance o
particulier ol 0 = 1, ce mouvement brownien est défini par un processus de Wiener.

Dans le cas du mouvement brownien, |'état d'une particule est définie par sa position
x € R"™ de I'espace 3 n € N dimensions et Az (dt) € R™ définit donc I'écart entre une

position a un instant ¢ et une autre a l'instant ¢/ = ¢t + 6t, Vot € RT . Par conséquent la

3. Un processus markovien est un processus stochastique pour lequel V¢ € R définissant
Iinstant présent, la transition de I'état W, a un autre situé dans le futur, dépend uniquement
des informations connues a cette instant présent ¢ et est parfaitement indépendante de celles
contenues dans le passé.

4. Ladensité de probabilité d’'une loi normale N (u, o) dont la moyenne est définie par i € R

. 2
et la variance 0% € R* est de la forme p(z) = U\}—exp( (=) )

o
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probabilité pour que dx € R™ corresponde a |'écart mesuré entre deux positions au bout d'une
durée 6t € R, sera donc distribuée suivant la loi normale & n dimensions® A(0,2D4t), elle
méme obtenue aprés intégration de I'équation :

dp(dz, 5t)

n +
V(dxz,0t) € R® x RT, o

— VDVp(éz, 6t) (1.102)
appelée équation de diffusion et pour laquelle D, une matrice symétrique telle que V(i,7) €
[1,n])%, D;; € R, définit ce que I'on appelle son coefficient de diffusion et p(dz,dt) la
densité de probabilité mesurée au bout d’'une durée 6t pour un écart dx. Autrement dit pour
une position de départ connue xg € R™ a l'instant tg € R, la position x(t) € R"™,Vt € [tg, +00[
peut &tre définie par une variable aléatoire X € R"” dont la densité probabilité est définie par
la loi normale & n dimensions N (o, 2D(t — ty)), résultant de I'intégration de I'équation de
diffusion suivante :
Op(x,t)

V(z,t) € R" x R, 5 = VDVp(x,t) (1.103)

et cela en prenant pour conditions initiales xg et ty. Or il est & noter que souvent la matrice
D se résumera a une matrice diagonale dont tous ses éléments sont égaux, ce qui aura pour
conséquence de simplifier® (1.103) en :

Ip(x, 1)

t) € R" x RT
V(x,t) €R" x RT, =

=D-Ap(z,t) (1.104)
avec D € R™, ainsi que V¢ € R la variance var(X) telle que :
Vt € R, var(X) = n-2Dt (1.105)

Nous reviendrons plus en détail sur la genése du mouvement brownien dans la sous-section
3.1.2, et notamment sur les raisons qui font que I'équation (1.103) régit la densité de probabilité
p(x,t).

Ainsi pour un coefficient de diffusion D, se résumant & une matrice diagonale dont les
éléments sont égaux, le tracé de la position @ € R™ d'une particule en fonction du temps
t € R, définit le support d’une courbe pour laquelle la variance des écarts de positions x(t +
ot) — x(t), Vt € R mesurés pour une durée 5t € Rt donnée, vérifie d'aprés (1.105) :

V6t € R, \/var(dx(6t)) = Vn-2Ddt (1.106)

ce qui d’aprés (1.80), signifie que cette courbe est fractale et qui plus est auto-affine puisque
son coefficient de Hurst H = % # 1.

5. Ladensité de probabilité d'une loi normale multidimensionnelle A/(x1, ) dont la moyenne
est définie par p € R™ et la matrice de covariance par ¥ € M, (R") est de la forme p(xz) =

1 1\ n (@i—pi) (@5 —pj)
D) @ e:vp( 2 Zi:l Zj:l ( S ))
6. Ladensité de probabilité de la loi normale multidimensionnelle ' (zo, 2D(t — to)) solution
de (1.104) pour les conditions initiales xq et ¢, verra aussi sa forme se simplifier en p(xz,t) =

1 _ (m—mo)2>
@Dt P ( 4D(i—to) )
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2 - Dépots d’agrégats atomiques et diffusion de sur-
face

Par diffusion de surface on entend les mouvements erratiques qu’opérent a la surface d’un
substrat, des particules (atomes, agrégats atomiques) adsorbées sur celui-ci. En général la
diffusion de ces derniéres est liée a leur agitation thermique et leur distribution a la surface
du substrat est décrite par I'équation de diffusion (2.4). Cependant dans ce chapitre, nous
verrons par exemple que le potentiel chimique de ces particules d la surface d'un substrat peut
impacter localement et dans le temps leurs coefficients de diffusion D (2.3) et ainsi ajouter de
la complexité a cette équation (2.4). Dans la suite, on parlera d'auto-diffusion dans le cas ou
ces particules sont de la mé&me nature atomique que le substrat et d'hétérodiffusion dans le
cas contraire. Ce chapitre s'inspire largement de la revue d'articles a ce sujet compilée par P.
Jensen [44] ainsi que l'introduction a la science des surfaces [37] écrite par K. Oura et al.. Notre
but est de définir correctement le cadre physique dans lequel nos simulations s'inscrivent et
ainsi justifier nos choix lors de nos modélisations de I'auto-organisation d’agrégats atomiques.

2.1 . Diffusion d’adatomes a la surface d’un substrat

2.1.1 . Mécanisme de diffusion des adatomes a la surface de leur substrat

Pour un substrat dont la structure cristalline ne posséde aucun défaut, I'énergie potentielle
percue par les adatomes a la surface de celui-ci correspond a une nappe sur laquelle on re-
trouve périodiquement les puits dont les positions dépendent de I'arrangement atomique de
ce substrat. Ces puits énergétiques ou minimums d’énergies locaux associés a la valeur E,in,
correspondent au sites d’adsorptions inter-atomiques dans lesquels les adatomes (les atomes
adsorbés) pourront se loger ! ; tandis que les maximums E,,,,; quant a eux se situent 13 ol sont
agencés les atomes constituant le réseau cristallin. Ainsi suivant leurs excitations thermiques,
les adatomes seront en mesure ou non d'effectuer des sauts d’un site d'adsorption a un autre.
Pour cela leurs énergies devront étre supérieures a la barriére de potentiel AF = E, 40 — Emin,
sans quoi ils ne pourront s'extraire des puits dans lesquels ils sont adsorbés. Attention cepen-
dant a ne pas confondre cette énergie d'activation AE avec I'énergie de désorption Ej;, > AE
qui comme son nom l'indique correspond a |'énergie minimum que devra posséder un adatome
pour se libérer totalement de |'attraction du substrat.

La partie droite de la (Fig.2.1) représente, dans le cas simplifié d'un réseau cristallin a une
dimension, le minimum suivant 'axe des z de |'énergie potentielle d'un adatome parcourant
sa surface a la coordonnée x. Afin de déterminer ce profil énergétique et par conséquent la
barriere de potentiel AF = E0e — Emin, on modélise I'interaction entre un adatome et

1. Dans [60]S. Linas et al. met en évidence dans le cas du graphéne épitaxié sur une surface
métallique, la présence d'un effet de Moiré qui induit des minimums d'énergies locaux de valeurs
différentes a la surface du substrat. Sur la (Fig.3) de [36] Y. Han modélise les effets de Moiré dans
le cas d’'un substrat constitué d'une feuille de graphéne supportée par le plan cristallin Ru(0001)
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. o Hopping mechanism of an adatom on a substrate
Lennard-Jones Potential combination and a

By(z, z) computed for ze R and e R™* Schematic potential energy seen by this adatom

Figure 2.1 - Pour un substrat schématisé par a un réseau cristallin a une dimen-
sion (droite haut), a été modélisée V(z,y) € R x R, E,(z, z) I'interaction entre
un adatome et les atomes constituant ce substrat (gauche) et le minimum suivant
I'axe des z de I'énergie potentielle d'un adatome évoluant a la surface d'abscisse z
de ce réseau cristallin (droite bas). Cette énergie potentielle E,(x, z) correspond
a la somme de quatre potentiels empiriques de Lennard-Jones décrivant chacun
Iinteraction entre 'adatome et I'un des quatre atomes plus proches voisins de
ce dernier composant le substrat (les autres pouvant étre négligés compte tenu
de la courte portée de ce type de potentiel). AE = F, — F; définit la barriere de
potentiel a franchir pour un adatome lorsqu'il effectue un saut d'un site d’adsorp-
tion p; = (21, z1) @ un autre (sites signalés par des ronds en pointillé sur le réseau
cristallin), tandis que Ej;, correspond a I'énergie nécessaire pour qu'un adatome
soit totalement désorbé par le substrat. La position p, = (2, z2) définit un point
de selle sur lequel un adatome est en équilibre instable entre deux puits d'équi-
libre énergétique. (inspired by (Fig.1) from Gomer et al. [29])
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chacun des atomes constituant le substrat sur lequel il se déplace par le potentiel empirique
de Lennard-Jones [47],[48] et [59] défini tel que :

o 12 o 6

avec o et e définissant respectivement les échelles de longueur et d’énergie qui auront été
évaluées empiriquement et d; correspondant a la distance séparant I'adatome du i™¢ atome
composant le substrat. Sur le graphique de gauche de la (Fig.2.1) est représentée en fonction
de la position (z, z) a laquelle se trouve un adatome de son substrat, son énergie potentielle
Ey(x,z) = Y, V(di(x,z)) (L'interaction a longue distance du potentiel de Lennard- Jones
étant faible, nous avons choisi de prendre en compte seulement ceux des quatre atomes du
substrat les plus proches voisins de I'adatome). Sur ce graphe nous avons tracé les projections
pour différentes valeurs de la coordonnée = de E,,(x, z). Ces tracés nous permettent de visualiser
le col énergétique reliant la position d'équilibre stable d'un site d'adsorption p; = (z1,21) a
laquelle on mesure suivant I'axe des = un minimum d’énergie local Ey(z1,21) = E1 = Epp et
celle instable du point de selle po = (x2, z2) pour laquelle a I'inverse on mesure un maximum
d’énergie local Ey(z2,22) = Ey = Ejpqe. |l est @ noter qu'a 'origine, ce potentiel avait été
proposé par J.E. Lennard-Jones, afin de décrire les interactions entre atomes chimiquement
inertes d'un gaz rare. D'aprés (2.1) au dela d'une distance critique d* = % .0 séparant deux
de ces atomes rares, ces derniers s'attirent et inversement pour une distance inférieure a d*
ils se repoussent. Du reste ce potentiel est couramment utilisé pour décrire les interactions
inter-atomiques de systémes condensés et notamment celui d'un adatome et son substrat.
Ainsi d’aprés les travaux de M.Q. Pedersen et al. [38], le mécanisme de saut serait lié
a I'énergie thermique des adatomes, et la fréquence de saut v = % pour les adatomes se
déplacant a la surface du substrat, peut étre définie selon la loi d'Arrhenius telle que :

AFE
va = vpa-exp| — T (2.2)
b

avec k;, la constante de boltzmann, T la température, a la distance de saut et 1 la fréquence de
vibration d'un adatome au fond d'un puits que I'on peut aussi interpréter comme la fréquence
de tentative de saut. M.@. Pedersen et al. auront évalué expérimentalement le comportement
de cette fréquence de saut v en fonction de la température, dans le cas de I'hétérodiffusion
d’adatomes d'azote a la surface d’un réseau carré en Fer constituant le substrat. Pour ce faire,
ils seront parvenus a identifier le mouvement de chacun des adatomes d’azote sur la (Fig.1 de
[38]) qu'ils auront pu filmer & l'aide d'un STM (microscope a effet tunnel) capturant entre
6 — 30 images/ min et ainsi pu d'aprés la (Fig.2.2) mesurer la valeur de leur fréquence de
saut v sur un intervalle de températures donné. Le graphique représenté sur la (Fig.2.2) est
ce que |'on appelle un graphe d'Arrhenius, pour lequel on trace suivant une échelle semi-log
en ordonnée, I'évolution de la fréquence de saut v des adatomes, en fonction de I'inverse de la
température T' de ces derniers. Ainsi sur ce type de tracé, d’aprés (2.2) la courbe représentant
I’évolution de v en fonction de % se résumera 3 une droite dont la pente correspondra a la
valeur de la barriére de potentiel AFE que les adatomes auront a franchir pour sauter d’un puits
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de potentiel & un autre a la surface du substrat tandis que son offset aura la valeur de 1. lci
dans le cas d’adatomes d’'azote se déplacant a la surface d'un réseau carré constitué d’atomes
de fer, la barriére de potentiel ressentie par ces adatomes au moment de s'extraire d'un puits
de potentiel a été évaluée 3 AFE = 0.92 £0.04 eV et la fréequence de saut de ces derniers a
été mesurée a v = 4.3-10'2 Hz, connaissant la valeur a = 2.87 A de Ia longueur d’une arréte
de ce réseau carré.

Temperature [K]

327.9 3175 307.7 298.5

e
o
—
T
I

Rate [1/s]

0.001 .

0.00305  0.00315  0.00325  0.00335
1T [1/K]

Figure 2.2 - Graphe d'Arrhenius des fréquences de saut v, supposée définie
comme dapres (2.2), d'adatomes d'azote évoluant a la surface d'un substrat
Fe(100) pour différentes températures 7T'. La ligne droite continue correspond au
tracé de la courbe ajustée par la méthode des moindres carrés des points ex-
périmentaux représentés sur un méme graphe. Ainsi a chacun de ses sauts, la
barriere de potentiel a franchir par un adatome, vaut AE = 0.92 + 0.04 eV et sa
fréquence de saut a été évaluée a v = 4.3-10'2 Hz. (From Pedersen et al. [38])

Dés lors le déplacement a la surface du substrat d'un adatome, peut &tre vu comme celui
d’'une particule positionnée sur un réseau et visitant a chacun de ses sauts, |'un des sites de
ces plus proches voisins. Ces sites correspondent aux sites d’adsorptions représentés en haut
a droite de la (Fig.2.1), définissant d'un point de vue énergétique des puits de potentiel. On
note alors p = % la probabilité pour cette particule de visiter de maniére équiprobable, I'un
des z sites étant les plus proches de sa position. z définit donc ce que I'on appelle le nombre
de coordination du réseau. Cette probabilité définit en fait ce que I'on appelle un taux de
transition. Prenons le cas d'un réseau carré, le taux de transition vaut p = %, tandis que si le
réseau avait été hexagonal p = %. Dans les deux cas, a la longueur des arrétes de leurs mailles
est unique. Ainsi d'aprés la définition (2.2) de la fréquence de saut v des adatomes, on est
en mesure de définir le coefficient de diffusion de ces derniers a la surface de leur substrat tel
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que :

Va2

D= od (2.3)
qui n’est autre que celui défini pour une marche aléatoire & d-dimension.

démonstration : Soient un adatome dont v = % est la fréquence de saut d'un site a I'autre
du substrat sur lequel elle évolue et p(x,t) la densité de présence d'un adatome a un instant
t € R et a une position = (21, 72) € R? a la surface du substrat qui n’est autre qu’un réseau
cristallin dont le nombre de coordination est z = 2x ¢, g € N* et pour lequel la longueur d'une

arréte de ses mailles est unique et vaut a. On peut alors écrire I'équation maitresse suivante :

z

1 )
plx1,x2,t+7) = Z 2 p(x1 + a-cos(a;), w2 + a- sin(a;),t)
i=1

avec Vi € [1,z],a; = i- 27” les z différentes directions possibles pouvant &tre emprunter par
I'adatome a la surface du réseau 2D. Or d’aprés le développement de Taylor de cette densité
de présence p en fonction de la coordonnée de temps puis celui en fonction des coordonnées
d’espace on obtient :

Op(xy,w2,t) 0 0%p(x1,T2,t) 1 = cos(a;)?
— L =pat =y
ot Ox? z 4 2
=1
02p(x1,22,1) 1 = sin(a;)?
4 va? P(122 ) 1 (i)
Oxs z 2

1

(2

Dés lors quelle que soit la nature du réseau a deux dimension que constitue la surface du
. I . .. ; 2
substrat, dans le membre de droite de |'équation précédente les facteurs 1 37 | sinai)” _ 1

2 — 4
et éZle w = i. Une fois simplifiée d’aprés (1.104) on identifie cette équation comme
étant |'équation de diffusion a deux dimensions :

2
Oole,) _ —Ap(a, 1) (2.4)

ot

pour laquelle D = % correspond a son coefficient de diffusion.

Ce coefficient de diffusion dépend donc de la température d'aprés (2.3) et (2.2), mais
aussi de l'orientation du plan cristallin 3 la surface duquel les adatomes diffusent. En effet
I'arrangement atomique du réseau cristallin est ce qui définit le profil du potentiel énergétique
ressenti par les adatomes qui diffusent & sa surface. D’aprés les observations réalisées a I'aide
d'un FIM (microscope ionique a effet de champ) par [2], ces derniers on pu mettre en évidence
la dépendance qui existe entre v la fréquence de saut d’adatomes de rhodium et I'orientation
des plans du réseau cristallin cubique a faces centrées en rhodium sur lesquels ces derniers
diffusaient. Sur la (Fig.2.3) leurs résultats sont représentés suivant un graphe d'Arrhenius pour
lequel on trace toujours en fonction de I'inverse de la température T des adatomes, |'évolution
cette fois-ci de log(< 72 >) qui n’est que le logarithme du moment d’ordre deux de la distance
parcourue par chaque adatome durant un intervalle de temps At = 3 min. Or < 72 > peut
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Figure 2.3 - Graphe d’Arrhenius représentant en fonction de l'inverse de la tem-
pérature T, le moment d'ordre deux des distances parcourues par les adatomes
de rhodium durant un intervalle de temps At = 3 min et cela lors de leurs auto-
diffusions a la surface de différents types de plans cristallins. (From Ayrault et al.

[2])

&tre défini a partir du coefficient de diffusion D et donc d'aprés (2.3) de la fréquence de saut
v et de la longueur d’une arréte de ce réseau carré a tel que :

< r?>=2d.-DAt = vaAt = VoaAt-ea:p< — AE) (2.5)
kyT

Dés lors d’aprés (2.5) la courbe d'évolution de log < r? > en fonction de 7 sera elle aussi
une simple droite dont la pente correspondra a la valeur de la barriére de potentiel AE que
les adatomes auront & franchir pour sauter d'un puits de potentiel 3 un autre a la surface d'un
plan cristallin d'une orientation donnée. On constate alors sur cette (Fig.2.3) qu’en fonction
de l'orientation du plan cristallin d’atomes de rhodium constituant le substrat, la barriére de
potentiel AFE a franchir ne sera pas la méme. Le coefficient de diffusion des adatomes dépend
donc de l'orientation du plan cristallin sur lequel a lieu leur déplacement et nous allons voir
que ce coefficient n’est pas nécessairement isotrope. En effet toujours sur la (Fig.2.3) pour les
plans cristallins orientés (100) et (111) du réseau cristallin cubique & faces centrées en rhodium
constituant le substrat, la diffusion des adatomes a leurs surfaces se fera de maniére isotrope
tandis que pour les orientation (110), (311) et (331) celle-ci sera anisotrope. Ceci s'explique par
le fait que les plans orientés (100) et (111) d'un réseau cristallin cubique a faces centrées, sont
respectivement un réseau carré et un réseau hexagonal. Pour ce type de réseaux, a la longueur
d’une arréte de leurs mailles est unique. Ainsi les noeuds plus proches voisins les uns des autres
seront équidistants et par conséquent les puits de potentiel percus par les adatomes aussi, il
en ressort donc un coefficient de diffusion isotrope définit comme précédemment par (2.3). En
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revanche les plan cristallins du réseau cristallin cubique 3 faces centrées en rhodium orientés
suivant (110), (311) et (331) ne sont ni des réseaux carrés, ni des des réseaux hexagonaux. Dans
ce cas la, la diffusion des adatomes & leur surface est nécessairement anisotrope. D’aprés [?]
I’anisotropie de chacun de ces trois plans est suffisamment prononcée pour qu’a la surface de ces
derniers, les diffusions des adatomes d’azote suivant la direction perpendiculaire a [110] soient
trop lentes pour étre correctement évaluées sur les plages de température qu’ils auront choisi
pour effectuer leurs mesures. Prenons le cas d'un réseau rectangulaire, a la surface de ce dernier
le coefficient de diffusion dépendra pour un adatome de la direction qu'il sera amené a suivre.
On retrouve ce cas de figure dans [27] et [117]. Pour [117] ce sont des molécules adsorbées de
CO qui diffusent a la surface d'un réseau rectangulaire constitué par le plan cristallin Ni(110).
Sur le graphe d'Arrhenius de la (Fig.2.4) a gauche est représentée en fonction de I'inverse de
la température, I'évolution des coefficients de diffusion suivant les directions perpendiculaires
entre elles [110] et [001] ainsi que celle dirigée par leur bissectrice. Grace aux courbes ajustées
suivant les points expérimentaux pour chacune des directions [110] et [100] au moyen de la
méthode des moindres carrés, ils ont pu évaluer les barriéres de potentiel AE;1y et AEgy

voli 1 vol . N N
— [0 et 00U respectivement grace a leurs pentes et leurs offsets

ainsi que les pré-facteurs
comme cela avait été fait dans [38] et [2]. Dés lors pour n'importe quelle direction déviant d'un
angle ® avec la direction [110] suivie par une molécule de CO lors de sa diffusion a la surface

de ce réseau rectangulaire son coefficient de diffusion vaudra :

y AEy; AE ,
D(®) =72 <l[2110]exp<k;;0]> - cos?(®) + l[2001]6xp<k;07?1]> -sm2(<1>)> (2.6)

Sur la (Fig.2.4) a droite aura été vérifié que le tracé de I'équation (2.6) correspondait bien
avec les points expérimentaux mesurés pour trois directions différentes de [110] et [001]. Ainsi
cette équation se généralise donc pour n'importe quel autre réseau rectangulaire tel que :

Vo

D(®) = (D cos®(®) + D, - sin?(®)) (2.7)

2.1.2 . Equation régissant la diffusion des adatomes a la surface du substrat

Les adatomes diffusent donc a la surface du substrat. L'équation régissant I'évolution de
leur concentration ¢ & la surface du substrat est donnée par la seconde loi de Fick :

de(x,y,t) 0 de(z,y, )\ | 0 de(z,y, 1)

qui lorsque le coefficient de diffusion D ne dépend ni du temps, ni de |'espace, se simplifie en :

de(x,y,t
281 _ p. Ap(a.y.t) 29
ot

La seconde loi de Fick est le produit de la combinaison de I'équation de continuité % =
—Vj(x,t) décrivant la conservation de la masse du systéme constitué par cette assemblée de

particules et la premiére loi de Fick définissant le flux de particules j tel que :

j=-D-Ve(z,t) (2.10)
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Figure 2.4 - (gauche) Graphe d'Arrhenius représentant en fonction de la tempé-
rature T, le coefficient de diffusion D(®) des molécules adsorbées de monoxyde
de carbone, diffusant a la surface d’'un réseau rectangulaire constitué par le plan
cristallin Ni(110), suivant une direction orientée par un angle ¢ (I'angle ¢ est me-
suré par rapport a la direction [110] du plan cristallin Ni(110)). Sur ce graphe on
retrouve les point expérimentaux, ainsi que les courbes ajustées de ces points au
moyen de la méthode des moindres carrés et cela pour chacune des directions
[110] et [100] et ¢ = 7. De ces courbes d'apres (2.3) et (2.2) ont pu étre deduits, les

barrieres de potentiel AEj;1 et AEjgo), ainsi que les pré-facteurs Volfo] et ”Olfo”

que l'on retrouve dans I'équation (2.6). (droite) Estimation théorique a une tem-
pérature " = 110 K fixée, de la valeur du coefficient de diffusion D(®) et cela
v € [0, 7[. (From Xiao et al. [117])

2.1.3 . Nature de la diffusion des adatomes a la surface du substrat

La diffusion des adatomes a la surface du substrat peut étre influencée par le niveau de
couverture c'est a dire la quantité d’atomes par unité de temps qui seront adsorbés par le
substrat ainsi que |'état de surface de ce substrat comprenant donc des défauts et des marches
a l'origine de piéges ou de modifications locales du coefficient de diffusion pour les adatomes.

la diffusion de traceurs correspond 3 celle observée dans le cas ou le niveau de
couverture est suffisamment faible (typiquement autour de 0.01 ML) pour que les
adatomes ne ressentent pas la présence de leurs voisins lorsque ceux-ci diffusent a la
surface du substrat. Ainsi le mouvement collectif des adatomes pourra &tre modélisé
par les déplacements indépendant les uns des autres de chacun des adatomes.

la diffusion chimique cette fois caractérise la diffusion observée lorsque le niveau de
couverture est trop important pour considérer que les adatomes lorsqu’ils diffusent a la
surface du substrat, ne sont pas influencés par la présence de leurs voisins. D'aprés [83]
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la répulsion et I'attraction réciproques des adatomes & la surface du substrat auront
pour effet de modifier le profil de potentiel énergétique de la (Fig.2.1). Sur la (Fig.2.5)
on constate dans le cas simplifié de la diffusion d’adatomes a la surface d'un réseau
cristallin unidimensionnel I'asymétrie du profil de son potentiel énergétique qui aura
pour conséquence de modifier |'énergie d'activation AE suivant la direction de saut
suivie par les adatomes et donc leur fréquence de saut v. Dés lors la premiére loi de
Fick (2.10) se généralise en :

j=-m-c-Vu(x,t) (2.11)

avec p le potentiel chimique de cette assemblée d’adatomes et m la mobilité des
adatomes qui peut &tre reliée 3 leur coefficient de diffusion par la relation d’Einstein
D = mkpgT, cette relation est plus amplement expliquée dans la sous-section 2.3 de
[29]. L'équation (2.11) peut aussi s'écrire telle que :

Op(z,t)

j=-m-c TVG(w,t) (2.12)

Ainsi A température constante, le coefficient de diffusion de cette assemblée d’adatomes
D¢ dépend effectivement de la variation de la concentration d'adatomes a la surface
du substrat tel que :

D .. ou(x,t) _ v(c)a? _ ou(x,t)/ kT

D~ = )
7 kT e 4 din(c)

(2.13)

le facteur adimensionné W est appelé le facteur thermodynamique. Lorsque

ce facteur est proche de ~ 1, c'est & dire lorsque cette diffusion chimique tend a se
rapprocher de celle de traceurs, on peut facilement calculer le potentiel chimique et on
obtient = po + kT -In(c) avec pg le potentiel chimique de |'espéce atomique des
adatomes dans |'état standard.

repulsion effect on E, attraction effect on E, Potential energy E, felt by a tracer

—— E, of an adatom —— E, of an adatom —— E, of an adatom
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Figure 2.5 - Effets sur le profil énergétique percu par un adatome a la surface de
son substrat, des interactions attractives et répulsives que cet adatome entretient
avec ses paires. (From Nauvomets et al. [83])
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la diffusion intrinséque d’une assemblée d’adatomes décrit celle prenant place a la
surface d'une terrasse d'un réseau cristallin comportant aucun défaut, assez grande
(typiquement 100 A) pour que ces derniers décrivent des mouvements de diffusion 4 sa
surface. D'aprés [98] aux frontiéres de cette terrasse les adatomes diffusant a sa surface
rencontrent une barriére de potentiel significativement plus grande que celles séparant
les sites d’adsorptions inter-atomiques qu'ils franchissent ordinairement. A I'inverse ceux
diffusant en contrebas de cette terrasse rencontreront un puits énergétique bien plus
profond que ceux correspondant aux sites d’adsorptions inter-atomiques. L’effet sur le
comportement diffusif d’'un adatome causé par I'asymétrie du profil du potentiel éner-
gétique ressentie par ce dernier aux abord d'une marche (Fig.2 de [97]), porte le nom
de la premiére personne a |'avoir décrit R.L. Schwoebel. Parmi les travaux ayant traité
de cet effet sur la diffusion ainsi que I'organisation en flots des adatomes, on retrouve
[20] et [54]. Dans [54] ils auront modélisé I'effet Schwoebel sur la diffusion de particules
a I'approche d'une marche par le biais d’une simulation numérique. Sur la (Fig.3 de
[54]) sont représentés les sauts autorisés pour une particule suivant que sa position soit
en amont ou en aval d'une terrasse représentant un adatome dans une modélisation
de type TSK proposée pour la premiére fois par W.Kossel [53] et I.N.Stranski [103].
Ce modéle est plus amplement développé en anglais pour une large variété de réseaux
cristallins, dans 'ouvrage [93] écrit par Madame et Monsieur Rizescu. Ici donc on consi-
dére que I'énergie thermique des adatomes est a la fois suffisamment faible pour rendre
impossible le franchissement d’une terrasse tout en étant assez importante pour don-
ner la possibilité aux adatomes d’effectuer des sauts d'un site d’adsorption & un autre.
Ainsi pour une terrasse dépourvue de défaut et une couverture donnée, on comptera
un nombre constant d’adatomes diffusant a sa surface; ces derniers ne pouvant quitter
I'aire délimitée par ses frontiéres. La diffusion de cette assemblée d’adatome est donc
circonscrite a la surface de la terrasse, on parle alors de diffusion intrinséque.

la diffusion de transfert de masse se définit de celle d’'une assemblée d’adatomes
a la surface d'un réseau cristallin comportant un certain nombre de défauts et de
marches perturbant localement le profil de son potentiel énergétique et par conséquent
la fréquence de saut v et donc le coefficient de diffusion comme on a pu le voir précé-
demment pour les limites d’une terrasse en ce qui concernait la diffusion intrinséque.
Dés lors pour évaluer correctement le coefficient de diffusion D)y, il sera nécessaire de
connaitre la proportion d’adatomes encore mobile “4 qui d’aprés I'équation (26) de [5]
est donné par :
CM AG s

= T\ T

(2.14)

telle que AG)s définit I'énergie libre de formation des adatomes mobiles, quand cys

et ¢ correspondent respectivement & la concentration d’adatomes encore mobile 3 la

surface du substrat et a celle de I'ensemble des adatomes mobiles ou piégés a la surface

de celui-ci. En effet toujours d'apres [5] Dy = “4D or (2.2) d'ou :
voa? AGy + AG

Dy — .
M= 7o kT

(2.15)
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2.2 . Diffusion d'ilots atomiques a la surface d'un substrat

On définit un ilot atomique comme le regroupement a la surface du substrat d’adatomes al-
lant du simple dimére au rassemblement de centaines d'adatomes, on les appelle aussi agrégats
atomiques a deux dimensions. Ces ilots sont le fruit de I'assemblage par accrétion d’adatomes
qui a I'origine diffusaient librement a la surface du substrat ou bien par le dépot de ces derniers
a la surface d'un de ces regroupements déja constitués. L'épaisseur de ces agrégats atomiques
a deux dimensions se résume a une ou deux couches d’adatomes.

Ces filots sont susceptibles eux aussi de diffuser a la surface de leur substrat bien que
leurs coefficients de diffusion décroissent assez rapidement quand le nombre d’adatomes qui
les constituent augmente. K. Kyuno et al. ont pu observer cette tendance dans le cas de
I'auto-diffusion d'ilots de platine [56]. A I'aide d'un FIM comme cela avait été fait pour de
simples adatomes dans [2], K. Kyuno et al. [56] ont mesuré les coefficients de diffusion d'ilots
de platine, en observant le mouvement de leurs centres de masse a la surface du plan cristallin
(111) d’un cristal cubique a faces centrées constitué du méme élément chimique et ensuite pu
sur la (Fig.6 de [56]) tracer le graphe d’Arrhenius pour des ilots de platine comptant de deux 3
sept adatomes. A gauche de la (Fig.2.6) pour chacune de ces tailles d'llots, sont comparées les
énergies d’activation mesurées expérimentalement 3 partir de la pente des tracés réalisés sur le
graphe d'Arrhénius et celles prédites par la théorie développée par S. Liu et al. dans [62]. Bien
que les énergies d'activation théoriques sont toujours inférieures respectivement d’en moyenne
60% par rapport a celles mesurées expérimentalement, la tendance reste la méme.

Or cette tendance selon laquelle le coefficient de diffusion des flots diminue & mesure que
le nombre d'adatomes qui les constituent augmente n'est pas toujours vérifiée pour certaines
tailles mais surtout formes d'ilots. Il a pu étre constaté notamment dans [51], que cette fois-ci
dans le cas de I'auto-diffusion d'ilots de rhodium & la surface du plan cristallin (100) d’un cristal
cubique a faces centrées, une évolution des coefficients de diffusion des ilots en fonction de leurs
tailles qui ne soit pas strictement décroissante. La courbe de cette évolution est représentée
a droite de la (Fig.2.6). Ceci s'explique par le fait que pour le méme nombre d'adatomes
les constituant, certaines configurations d'ilots se révélent plus stables que d’autres. Pour des
configuration compactes en forme de rectangles ou d’hexagones par exemple, les adatomes 3
la périphérie de ce type d'ilots comptent un nombre de proches voisins qui est supérieur a celui
mesuré pour les adatomes périphériques d'ilots dont les configurations le sont moins. Ces ilots
plus compacts possédent donc des configurations maximisant les interactions entre les adatomes
eux-mémes et leur substrat, et ainsi plongent ces flots dans des creux d’'énergie potentielle bien
plus profonds que ceux de configurations moins compactes. Dés lors si la diffusion des ilots est
due aux mouvements individuels de leurs atomes périphériques, reconfigurant au fil du temps
la forme de ces agrégats atomiques a deux dimensions, les configurations stables nécessitent
pour &tre modifiées de la part des adatomes qui les constituent, de franchir des barriéres de
potentiel supérieures a celles percues par ceux appartenant a des configurations moins stables,
quand bien méme parfois ces flots comptent plus d'adatomes. Le caractére non monotone de
I'évolution du coefficient de diffusion en fonction de |a tailles des ilots de rhodium étudiés dans
[51], suggére donc que pour ces ilots le mécanismes de leur diffusion dépend essentiellement
des déplacements individuels de leurs adatomes périphériques. A.F. Voter dans [111] aura
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Figure 2.6 - (gauche) Evolution en fonction du nombre d’atomes constituant un
ilot de platine, de son énergie d'activation AFE, lorsque cet 1lot auto-diffuse a la
surface du plan cristallin Pt(111). Ici sont comparés les énergies d'activation mesu-
rées expérimentalement par Kyuno et al. dans [56] et celles prédites par la théorie
développée par S. Liu et al. dans [62]. (from from Kyuno et al. [56])

(droite) Evolution en fonction du nombre d'atomes constituant un flot de rho-
dium ainsi que de sa configuration, de I'énergie d'activation AFE de cet agrégat
atomique a deux dimensions, lorsqu'il auto-diffuse a la surface du plan cristallin
Rh(100). Le caractere non monotone de cette évolution mesurée expérimentale-
ment par Kellogg et al. dans [51]), suggere pour ces ilots que leur mécanisme de
diffusion dépend grandement des déplacements individuels de leurs adatomes
périphériques. (from Kellogg et al. [51])

proposé une simulation de dynamique moléculaire modélisant |'auto-diffusion d'ilots d’argent a
la surface du plan cristallin (100) d'un cristal cubique a faces centrées. Dans celle-ci il constate
aussi que les configurations stables a forme rectangulaire obtenues pour 4, 6 et 8 adatomes
possédent une énergie d’activation supérieure 3 celles moins stables comptant respectivement 5,
7 et 9 adatomes. Précédemment dans [56], des configurations plus satisfaisantes pour certaines
tailles d'tlots pouvaient déja &tre remarquées. Pour cela il fallait étudier plus en détail leurs
coefficients de diffusion, c’est a dire a la fois les énergies d’activation AE mais aussi les pré-
facteurs Dy = 2dvpa définissant ces coefficients d’aprés les équations (2.3) et (2.2). En effet
d’aprés le (Tab.2 de [56]) si I'énergie d’activation AFE croit strictement avec la tailles des ilots
pour lesquels celle-ci aura été mesurée, ce n'est pas le cas du pré-facteur Dj. Ces pré-facteurs
Dy pour des ilots comptant encore une fois 4 et 6 adatomes sont significativement inférieurs
respectivement a ceux mesurés pour des flots formés de 5 et 7 adatomes.

Cela nous améne donc a décrire pour les adatomes constituant un flot, les différents pro-
cessus collectifs et/ou individuels a I'origine de la diffusion d’un ilot.
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2.2.1 . Mécanismes de diffusions individuelles des adatomes constituant un
lot
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Figure 2.7 - Schématisation des différents mécanismes a l'origine des diffusions
individuelles des adatomes a la surface d’'un substrat.

Dans le cas ou la diffusion des flots s’explique par les déplacements individuels des adatomes
qui les constituent, les quatre principaux mécanismes de diffusions individuelles des adatomes
le constituant sont :

Les déplacements séquentiels des adatomes d’un ilot : Les adatomes constituant
un flot se déplaceront tour a tour a la surface du substrat tout en restant en contact
les uns avec les autres et ainsi conservant I'intégrité de I'ilot qu’ils composent. De ces
déplacements individuels effectués par les adatomes, il en résulte la diffusion de leur
centre de masse. Ce mouvement est schématisé a gauche de la (Fig.2.7).

Les déplacements le long d’un flot de ses adatomes périphériques : Les adatomes
périphériques d’un 1ilot pourront se déplacer a la surface du substrat en suivant le
contour de ces agrégats atomiques & deux dimensions et ainsi définir un mouvement
global du centre masse de ces ilots. Ce mouvement est schématisé en haut au milieu
de la (Fig.2.7).

Le mécanisme de saute mouton : Les adatomes situés a la surface d'un flot pourront
diffuser a la surface de celui et ainsi changer de position et de fait le centre masse de
I'agrégat atomique a deux dimension qu'ils constituent. Ce mouvement est schématisé
en bas au milieu de la (Fig.2.7). Il a été étudié plus en détail par T.R. Linderoth et al.
dans [61] et cela dans le cadre de I'auto-diffusion d’ilots de platine a la surface du plan
cristallin (111) d’un cristal cubique a faces centrées.

L'évaporation et la condensation des adatomes d'un ilot : Si il existe encore des
adatomes diffusant librement & la surface du substrat, ils pourront continuer a s’agréger
et ainsi se condenser avec les flots, a I'inverse les adatomes 3 la surface ou en périphérie
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de ces agrégats atomiques a deux dimensions pourront s'évaporer et s'agréger ailleurs a
la surface de cet ilot ou bien sur celle d'un ilot différent ou du substrat. Ce mouvement
est schématisé a droite de la (Fig.2.7).

2.2.2 . Mécanismes de diffusions collectives des adatomes constituant un ftlot

D’aprés le graphe d’'Arrhenius représenté sur la (Fig.6 de [56]) & une température 7" donnée
et/ou le (Tab.2 de [56]), les coefficients de diffusion mesurés pour différentes tailles d'ilots de
platine auto-diffusant a la surface du plan cristallin (111) d’un cristal cubique a faces centrées
sont inférieurs d'une dizaine d'ordres de grandeur a ceux mesurés pour des adatomes simples.
Indépendamment de I'élément chimique, il est clair que ces processus individuels a I'origine de
la diffusion des ilots sont bien plus lents que la diffusion d'un simple adatome.
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Figure 2.8 - Schématisation des différents mécanismes a l'origine de la diffusion
collective des adatomes a la surface d'un substrat.

Cependant il existe des mécanismes de diffusions collectives des adatomes constituant un
ilot, pour lesquels les coefficients de diffusion mesurés pour ces agrégats atomiques a deux
dimensions sont bien supérieurs a ceux mesurés précédemment pour des flots se muant grice
aux déplacements individuels de leurs adatomes. On en compte quatre principaux :

La diffusion d’un flot par glissement : se réféere au cas ou |'ensemble des adatomes
constituant cet agrégat a deux dimensions se déplace d'un bloc a la surface du substrat.
On retrouve un schéma illustratif de ce type de diffusion en haut a gauche de la (Fig.2.8)

La diffusion d’un flot par cisaillement : correspond cette fois-ci au cas ol des
rangées d’adatomes constituant cet agrégat atomique a deux dimensions se déplacent
les unes aprés les autres tout en conservant l'intégrité de I'ilot. Des déplacement de
ces sous-ensembles il en résulte une modification de la forme de cet agrégat atomique
a deux dimensions et donc de la position de son centre de masse. En bas a gauche de
la (Fig.2.8) ce type de diffusion est schématisé.
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La diffusion d’un flot par dislocation : décrit la situation suivant laquelle deux
sous-ensembles d’un agrégat atomique a deux dimensions anciennement adjacents sont
séparés et forment un défaut d'empilement. Par exemple pour deux sous-ensembles a
la surface du plan cristallin (111) d'un cristal cubique a faces centrées, un des sous-
ensembles se positionne sur les sites correspondant au motif du cristal cubique a faces
centrées tandis que I'autre sur ceux qui correspondrait au motif du substrat si il avait
été hexagonal compact. Ainsi a partir de I'un des sous-ensembles, rangée par rangée,
I'flot se reconstitue et son centre de masse se meut du méme coup. Cette méthode de
diffusion est représentée au milieu de la (Fig.2.8).

La diffusion d'un filot par reptation : figure celle des sous-ensembles de cet agrégat
atomique a deux dimensions qui se déplacent les uns aprés les autres, tour a tour
disloquant et reconstituant I'intégrité de I'ilot. Cette diffusion est schématisée a droite
de la (Fig.2.8)

Dans [35], J.C. Hamilton et al. proposent d'étudier certains des processus collectifs cités
plus haut notamment par le biais d'une simulation numérique de dynamique moléculaire. Leurs
conclusions sont les suivantes : Pour des ilots comptant moins de 20 adatomes le mécanisme le
plus favorable énergétiquement est celui de leur diffusion par glissement a la surface du substrat.
Lorsque le nombre d’adatomes d'un ilot est compris entre 20 et 100 adatomes le mécanisme
dominant parmi ceux jouant un réle durant sa diffusion est celui de la diffusion d'un ilot par
dislocation. Enfin si I'agrégat atomique a deux dimensions rassemble plus de 100 adatomes
alors sa diffusion a la surface du substrat sera plutét due a des mécanismes de diffusion par
cisaillement le long de ses marches. Expérimentalement a 'aide d'un FIM, S.C. Wang et G.
Ehrlich [113] on pu observer & la surface du plan cristallin (111) d'un cristal cubique a faces
centrée I'auto-diffusion d'ilots d'iridium en forme hexagonal. Sur la (Fig.6 de [113]), ils ont
ainsi constaté que ces ilots hexagonaux ne changeaient pas de configuration et en ont ainsi
conclu que ces derniers diffusaient par glissement a la surface du substrat. Cette observation
confirme les résultat obtenus précédemment dans [35] pour les petits flots.

Comme nous I'avons vu dans [56], on ne peut pas observer en temps réel les processus
responsables de la diffusion d’agrégats atomiques a la surface d'un substrat. Cependant I"évolu-
tion du coefficient de diffusion en fonction de la taille des ilots ou bien la forme de ces agrégats
atomiques a deux dimensions définiront autant d'indices suggérant parmi I'ensemble des mé-
canismes de diffusions, lesquels seront les plus susceptibles d'étre a I'origine du mouvement
de ces ilots. La pertinence des hypothéses émises sur la nature de ces processus de diffusions
pourra aussi étre éprouvée par des simulations semblables a celles proposées par A.F. Voter dans
[111]. On rappelle que comme dans [2], & I'aide d'un microscope électronique et des images
qu'il capture a des intervalles de temps At réguliers, on extrapole la valeur du coefficient de
diffusion du centre de masse d’un flot & partir de celle du moment d’ordre deux de la distance
parcourue par celui-ci durant cet intervalle de temps At. Or cet intervalle At est largement
supérieur 3 la période de saut 7 = % des adatomes, on ne peut donc pas directement observer
ces sauts au microscope et ainsi donc de fait des mécanismes de diffusions individuelles ou
collectives des adatomes constituants ces flots. [35]
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2.3 . Dépots d’agrégats atomiques a la surface d’un substrat

Avant d’exposer de maniére non exhaustive, différentes méthodes de simulations nume-
riques visant & modéliser des dépots d'agrégats atomiques a la surface d'un substrat ainsi que
les équations maitresses qui les sous tendent; nous allons faire une rapide revue des méthodes
expérimentales grace auxquelles il est possible de réaliser de telles dépb6ts.

Quelle que soit la méthode expérimentale qu'un expérimentateur sera amené a choisir,
elle consistera toujours a I'élaboration d'un faisceau d’agrégats atomiques qui accélérent en
direction d'un substrat placé perpendiculairement a ce faisceau dans une chambre ultra vide.
Cependant on pourra classer ces méthodes expérimentales en deux grandes familles suivant
I'énergie cinétique qu’atteindront les agrégats atomiques au moment ou ils rentreront en colli-
sion avec le substrat. Ainsi deux cas de figure seront possibles, lors de son impact un agrégat
atomique pourra se disloquer ou conserver son intégrité suivant que cette énergie cinétique par
atome soit supérieure ou inférieure a celle assurant les liaisons atomiques au sein de ce cluster.

2.3.1 . Dépots d’agrégats atomiques a haute énergie cinétique

Parmi les expériences de dépots d'agrégats atomiques a haute énergie cinétique, on peut
citer les travaux de Yamada [121], [119] premier & avoir produit des expériences de dépots &
partir de faisceaux d’agrégats atomiques ionisés ICB pour "ionized cluster beam" en anglais.
Ces faisceaux sont produits a partir d'une source se matérialisant par un creuset contenant le
matériau que I'on souhaite faire évaporer adiabatiquement, a I'instar de ce qui avait pu &tre fait
pour la source décrite dans [9]. A I'intérieur de ce creuset se forme un gaz super-saturé qui peu
a peu se condense en des agrégats atomiques. Ces clusters s'échappent alors par le biais d’une
buse et viennent s'ioniser dans une chambre d'ionisation. Une fois chargés ils subissent alors
I'action d’un champ électrique généré par des électrodes, ayant pour but de les faire accélérer
en direction du substrat. On retrouve la description de ce protocole expérimental sur la (Fig.1
de [121]). Lors de cette accélération les agrégats atomiques finissent par atteindre une certaine
énergie cinétique au moment de heurter en bout de course le substrat. Cette énergie par atome
sera suffisante pour venir rompre les liaisons atomiques assurant la cohésion de ces clusters et
ainsi les faire éclater en milliers d'atomes. Ces atomes conserveront alors |'énergie cinétique
n'ayant pas servi . L'énergie cinétique n'ayant pas servi a I'éclatement du cluster, elle sera
conservée par ces atomes. Ces derniers se comportent alors a la surface du substrat comme le
feraient des adatomes. A la différence prés qu'ils seront tous trés énergétiques. Ceci aura pour
conséquence de favoriser les croissances épitaxiales sur un substrat & basse température, un
exemple est donné dans [120] travail dans lequel Yamada gréace a la méthode ICB aura été en
mesure de faire croftre a la surface d'un substrat en silicium un film mince d'aluminium dont
I'orientation cristalline est corrélée a celle du substrat.

La méthode ICB précédemment décrite possede cependant un défaut majeur qui est de ne
potentiellement produire aucun agrégat atomique ou bien des agrégats de trés petite taille. En
effet d’aprés [105] en adaptant a la sortie de la source d'un montage type ICB un spectrométre
de masse a temps de vol, on constate que pour des clusters d’argent et/ou de germanium, on
ne compte pas plus de trente cing atomes par agrégat, quand pour [92] dans lequel ces mémes
mesures ont été réalisées pour un plus large panel d’éléments chimiques (Te, Zn, Se, Mg,
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Al, Ge et Ag), on compte moins de dix atomes par cluster. Ainsi la méthode ECl acronyme
pour "energetic cluster impact" [33] aura été développée par Haberland afin de palier a ce
défaut majeur de la méthode ICB. L'évolution déterminante de la méthode ECI par rapport
a la précédente ne réside pas dans le fait de fragmenter le matériau issu de la source grace
aux décharges provoquées par un magnétron, mais d'avoir choisi une source de Sattler [96].
Ce type de source utilise un flux de gaz rare (argon dans le cas de [33]) pour premiérement
faire ralentir par collision avec les atomes d’argon de ce flux, les monomeéres, diméres, triméres,
etc trés excités de I'élément que I'on souhaite voir condenser a |'intérieur de la source et ainsi
favoriser leurs accrétions; mais aussi dans un second temps pouvoir expulser hors de celle-ci
ces agrégats atomiques ainsi formés, lorsque ces derniers auront réussi a agréger un nombre
voulu d'atomes. Afin de piloter la distribution de tailles de ces agrégats atomiques et ainsi
avoir un bien meilleur contréle sur ce qui se passera ensuite au moment ou ces clusters iront
heurter le substrat, il faudra ajuster la pression du flux de gaz rare en fonction de la nature
de I'élement chimique que 'on souhaite voir s'agréger [94]. De méme que pour la méthode
IBC, on retrouve pour la méthode ECI une chambre d'ionisation et des électrodes générant
un champ électrique qui accélérera les agrégats atomiques une fois ionisés. La description du
protocole expérimental de la méthode ECI est cette fois-ci représenté sur la (Fig.1 de [33]).

Que ce soit par la méthode IBC [121] ou bien ECI [33] en déposant des agrégats atomiques
ionisés projetés a haute énergie cinétique sur un substrat, on obtiendra un film mince composé

des atomes qui a I'origine formaient ces clusters.

2.3.2 . Dépots d’agrégats atomiques a basse énergie cinétique

Grace a une simulation de dynamique moléculaire, on peut modéliser la physique des im-
pacts d’agrégats atomiques sur un substrat et ainsi évaluer comment se comporte cet ensemble
entre le moment ou aura lieu le bombardement et quelques femto secondes plus tard. Sur la
(Fig.2.9) tiré de [32], un travail réalisé par Haberland et al. , est représentée la simulation
du bombardement d'un substrat en molybdéne par des Mojpg3 (clusters constitués de 1043
atomes de molybdéne eux aussi), suivant que ces derniers possédent une énergie cinétique
valant 0.1 eV /atome, 1.0 eV /atome et 10.0 eV /atome. Dans le cas ou leur énergie cinétique
vaut 0.1 eV /atome, les premiers agrégats atomiques qui iront se déposer a la surface du sub-
strat, le feront sans presque perturber I'organisation cristalline de celui-ci. Cette observation est
confirmée par la (Fig.5 de [32]) qui représente suivant la direction perpendiculaire au substrat,
la densité atomique psupstrate des atomes provenant de celui-ci et peysters Celle des atomes
issus 3 |'origine des clusters, telles que 1 équivaut a la valeur de la densité atomique du substrat
lorsqu’il n’est pas perturbé. Les agrégats atomiques suivant viennent alors heurter les autres
clusters ayant déja recouvert le substrat. lls s'empileront donc les uns sur les autres tout en
conservant les formes qu'ils auront initialement obtenues au moment ol ils se seront agglomeé-
rés dans la source. Le dép6t qui en résulte est granuleux et comporte de larges cavités, ce qui
a pour conséquence de rendre sa densité inférieure 3 moins de la moitié de celle du substrat.
Le dépdt ainsi constitué s’avére donc étre trés superficiel et I'on pourra aisément le retirer de
la surface du substrat. Pour un bombardement d’agrégats atomiques dont I'énergie cinétique
est cette fois-ci de 1.0 eV /atome, le substrat subira des perturbations non négligeables au-
tour des premiéres couches composant sa structure cristalline. De ces perturbations en résulte
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Figure 2.9 - Simulations de dynamique moléculaire modélisant I'état du sub-
strat et des clusters l'ayant percuté, quelques femto secondes aprés la fin de
ce bombardement par ECI. Le réseau cristallin constituant le substrat est com-
posé d'atomes de molybdéne, tout comme les agrégats atomiques Mo;g43 COM-
posés pour chacun de 1043 atomes de molybdéne. Chaque image correspond
a une simulation réalisée pour des clusters projetés sur le substrat avec une
énergie cinétique E. donnée. Dans le sens de la lecture on a E, = 0.1 eV /atome,
E. = 1.0 eV/atome et E. = 10.0 eV /atome et on constate que plus cette énergie
cinétique est importante, moins la forme initiale des agrégats atomiques ainsi
que celle du substrat seront préservées a l'issue du dépét. (From Haberland et al.

[32])
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un mélange entre les atomes de ces premiéres couches et ceux ayant appartenu aux clusters.
Ce qui aura pour conséquence une bien meilleure adhésion du film mince ainsi constitué a
la surface du substrat. Celui-ci sera d'ailleurs bien plus compact que le dépot précédent, sa
densité avoisinant 80% de celle du substrat non perturbé. Enfin lorsque les agrégats atomiques
sont projetés a une énergie cinétique atteignant 10.0 eV /atome, le mélange entre les atomes
ayant appartenu aux clusters et ceux du substrat concerne désormais aussi des atomes qui se
localisaient initialement sur des couches du substrat bien plus profondes que celles de I'exemple
précédent. Pour une telle énergie cinétique les agrégats atomiques éclatent et il devient difficile
de faire la différence entre eux et le substrat tant leurs intégrités n'auront pas du tout été
conservées.

Dés lors grace a la (Fig.2.9), on comprend qu'en fonction de la nature atomique du substrat
et de celle des clusters qui le bombardent, plus I'énergie cinétique de ces agrégats atomiques est
importante, moins la morphologie du dépét qui se formera a la surface du substrat ne conservera
la forme initiale des agrégats atomiques a l'origine de sa création. D’autres simulations de
dynamiques moléculaires modélisant des dépots d'agrégats atomiques existent. C. Massobrio et
B. Nacer dans [67] proposent notamment une modélisation dans laquelle cette fois-ci le substrat
n'est pas constitué du méme élément chimique que celui des clusters a hautes énergies qui le
bombardent. On retrouve aussi ce type de simulation dans [50] ou Kelchner et al. s'intéressent
entre autres a l'influence qu'auront les tailles des agrégats atomiques sur la morphologie finale
du film mince résultant de leur dépét a basse énergie. Ainsi ils en arrivent a la conclusion que
pour des petits agrégats constitués seulement de dix a cinq atomes, ces derniers ont tendance
a coalescer. Autrement dit ces clusters minimisent leurs tensions de surface en fusionnant les
uns avec les autres et de fait perdent leurs formes initiales. Dés lors méme a basse énergie
cinétique si I'on souhaite que notre dépdt conserve la forme initiale des agrégats atomiques a
I'origine de sa création, une condition nécessaire sera que ces clusters aient une taille suffisante
pour limiter ce phénoméne de coalescence. En conservant en mémoire la forme initiale des
agrégats atomiques a |'origine de leurs constructions, les films minces bénéficient de I'excellent
rapport surface sur volume de ces clusters. Ainsi ces structures partageront le méme pouvoir
de réactivité chimique que celui des agrégats atomiques qui les composent.

Dans la suite de notre travail nous considérerons exclusivement ce type de dépots d’agrégats
atomiques 3 basses énergies cinétiques ou LECBD acronyme pour "low energetic clusters beam
deposition". Dans la littérature les groupes de recherches ayant expérimenté la LECBD sur
des substrats en graphites sont nombreux [7], [3], [25], [26], [28], [76]. [89] et [L14]. En ce
qui concerne la nature de la source choisie pour former des agrégats atomiques lors de ces
expériences de LECBD, plusieurs choix sont possibles. A l'instar de celle employée lors des
expériences d'ECI [33], une source de Sattler [96] a pu étre utilisée notamment par P. Mélinon
et al. dans [76]. Quant a eux A. Perez et al. ont fait le choix d'une source a vaporisation laser
pour former leurs agrégats atomiques dans [39].

2.4 . Diffusion d’agrégats atomiques a la surface d'un substrat

Dans la sous-section 2.2.2 nous avions exposé les différents mécanismes a |'origine de la
diffusion d'agrégats atomiques a deux dimensions appelés ilots dont les épaisseurs se limitaient
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a une ou deux couches d'adatomes. Ces mécanismes de diffusions sont toujours possibles dans
le cas d’agrégats atomiques a trois dimensions, dont les épaisseurs dépassent largement celles
de ces ilots. Cependant nous allons & nouveau constater dans cette section que les processus
individuels ne peuvent constituer a eux seuls les principaux moteurs du mouvement pour de
gros agrégats atomiques a trois dimensions.

2.4.1 . Résultats expérimentaux

Ces agrégats atomiques a trois dimensions sont ceux dont nous venons de décrire dans la
sous-section 2.3.2 les modalités de formations et de dépéts a la surface d'un substrat. Plus
particuliérement nous étudierons la diffusion d’agrégats atomiques & la surface d'un substrat
ayant été déposés a basse énergie cinétique ou LECBD. Dans la suite de ce travail lorsque I'on
emploiera la dénomination "agrégats atomiques", cela sera pour décrire des clusters préformés
au sein d'une source; tandis que le terme "flot", lui, renverra aux rassemblement atomiques qui
se forment par |'accrétion d’adatomes a I'origine diffusant librement a la surface d'un substrat,
comme cela est décrit dans la section 2.2.

De la méme fagon que celle décrite dans [75], L. Bardotti et al. [3] réalisent un LECBD
de clusters d’antimoine dont le nombre d'atomes est distribué autour d'une valeur moyenne
de 2300 £ 600 atomes & la surface d'un substrat de graphite de type HOPG acronyme en
anglais pour "highly ordered pyrolitic graphite". Ce type de substrats en graphite compte peu
de défauts sinon des marches délimitant de larges terrasses sur lesquelles pourront diffuser
librement les agrégats atomiques. Ces plans cristallins dépourvus de défaut, facilitent grande-
ment |'observation des agrégats atomiques déposés a leurs surfaces. Les substrats de graphite
de type HOPG possédent aussi I'avantage d’'étre facilement réutilisables. En effet un ancien
dépot d’agrégats atomiques peut étre retiré de sa surface par clivage au ruban adhésif. La
nouvelle surface ainsi obtenue pourra étre ensuite débarrassée de ses impuretés adsorbées lors
d’un étuvage. Pour cela le substrat sera chauffé a haute température 7' = 500 °C durant 5 h
et tout ceci dans une atmosphére ultra-vide.

Comme on peut le voir sur la (Fig.2 de [3]) la distribution de la taille des agrégats atomiques
déposés et diffusant a la surface du substrat correspond 3 celle de ces clusters mesurée au
moment ol ils auront quitté la source. Cela signifie que lors de leur impact avec le substrat
ces derniers auront conservé leurs formes et de ce fait ne se seront pas brisés. Les conditions
d'une LECBD semblent donc bien &tre respectées, d'autant plus que I'énergie cinétique par
atomes de ces clusters d'antimoines est ~ 0.01 eV /atome. Cette valeur est bien inférieure
a ~ 0.1 eV/atome. Or d’aprés la modélisation faite dans [32] pour des agrégats atomiques
de molybdéne comptant un millier d’atomes & ~ 0.1 eV /atome, ces clusters conservaient
parfaitement leurs formes tandis que leur substrat lui n’était que trés légérement perturbé.

Sur la (Fig.2.10) pour des températures T" a la surface du substrat comprises entre 285 — 500 K,
L. Bardotti et al. mesurent des coefficients de diffusion allant de 1072 & 10~* cm?/s. Or pré-
cédemment dans [56] a des températures similaires, K. Kyuno et al., pour des ilots de platine
dont les tailles comprises entre 2 et 8 adatomes étaient alors bien plus petits que ces agrégats
Sbosgg, avaient mesuré des coefficients de diffusion dont les ordres de grandeur étaient compris
entre 10718 3 107 cm?/s. Dés lors comme précédemment dans [113] ce ne sont pas les mé-
canismes de diffusions individuelles qui dominent lors de la diffusion d'agrégats atomique mais
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Figure 2.10 - Graphe d'Arrhenius représentant en fonction de la température
T, le coefficient de diffusion D d'agrégats d’antimoine Sbyzy, constitués de 2300
atomes, diffusant a la surface d'un substrat en graphite de type HOPG. Sur ce
graphe on retrouve les point expérimentaux, ainsi qu'une courbe ajustée de
ces points. Or d'apres (2.3) et (2.2) ont pu étre déduits a partir du tracé de
cette courbe, la barriére de potentiel AE = 0.7 £ 0.1 eV ainsi que le pré-facteur
Dy = 1.6 x 10* cm? /s (From Bardotti et al. [3])

les mécanismes de diffusions collectifs. De plus a la différence des ilots, les agrégats atomiques
ne sont pas toujours orientés suivant une configuration en épitaxie avec les plans cristallins
du substrat sur lesquels ils diffusent et de ce fait ces clusters limitent significativement leurs
interactions avec ceux-ci comme cela avait été suggéré dans [52]. Ainsi cela sera aussi une des
raisons qui expliquera la diffusion bien plus rapide des agrégats atomiques par rapport aux ilots
a la surface d’un substrat.

2.4.2 . Résultat théorique

Afin d’identifier parmi les mécanismes de diffusions collectives cités dans la sous-section
2.2.2, lesquels meuvent les agrégats atomiques, a l'instar des simulations de dynamique molé-
culaire qui avait pu &tre réalisées par J.C. Hamilton et al. dans [35] pour les ilots, P. Deltour et
al. dans [16] auront réalisé un travail analogue mais cette fois-ci pour des agrégats atomiques
diffusant a la surface d'un substrat de la méme nature atomique que ces derniers. A nouveau
comme cela était le cas pour les adatomes dans la sous-section 2.1.1, ils utilisent un poten-
tiel empirique de Lennard-Jones défini tel que (2.1) pour modéliser les interactions existantes
entre : une paire d'atomes appartenant au substrat, une paire d'atomes au sein d'un cluster
et enfin une paire d'atomes dont un appartient au substrat et |'autre & un agrégat atomiques.
Les échelles de longueur o et d’énergie € dans (2.1) seront respectivement (0ss, €ss), (Tce, €cc)
et (0sc, €sc) pour les différents types d'interactions citées au dessus. Par la suite le couple
(Oces €cc) définira les échelles de longueur et d’énergie de référence. Ainsi 'unité de temps de

. . " 2. , .
cette simulation est donnée par 7 = \/m-—zu' avec m la masse d'un atome, tandis que T
cc
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la température du substrat défini comme un thermostat sera donnée sur la base de la valeur
T = %Ej et le coefficient de diffusion D mesuré a la position du centre de masse d’un agrégat
atomique, lui sur celle de la valeur D* = o - \/%

Dés lors le substrat est modélisé par un réseau atomique hexagonal pour lequel chacun des
N, atomes composant ce réseau a deux dimensions est attaché a sa position d’équilibre par un
ressort a faible raideur et forment ainsi un systéme & N, oscillateurs harmoniques. Initialement
les atomes d’un cluster sont disposés a la surface de ce réseau sous la forme d'un cristal cubique.
Au bout de 5007 le systéme est considéré a I'équilibre et c'est seulement a partir de ce moment
I3 que les mesures sont réalisées. Ainsi a T = 0.3-T™ les agrégats atomiques finissent par
prendre la forme d'une gouttelette semi sphérique mouillant partiellement le substrat illustré
a gauche de la (Fig.2.11) pour un cluster formé de N = 100 atomes. L'angle de mouillage
est plutét indépendant de la taille des agrégats atomiques pour des clusters qui dans ces
simulations voient leurs nombres d’atomes varier entre 10 et 500. Dans [38] I'évaluation de
celui-ci est expliqué en détail pour des clusters de molécule d’eau comptant une centaine
d'atome. Cet angle dépend avant tout ici de 'intensité e,. des interactions qui existent entre
les atomes appartenant au substrat et ceux formant I'agrégat atomique. Pour une intensité
suffisamment importante, la gouttelette qu'il forme finira par totalement s'étaler a la surface
du substrat.

Lors de son déplacement a la surface d'un substrat a la température de T' = 0.3-7*, un
agrégat atomique reste rigide et conserve son "identité". Toujours pour un cluster comptant
N = 100 atomes, une moitié de celui-ci a été colorée en gris a un instant ¢ donné durant de
sa diffusion a la surface du substrat et le cliché a droite de la (Fig.2.11) représente ce méme
agrégat atomique un instant ¢t + At aprés que celui-ci ait parcouru I'équivalent de 3.5 fois la
longueur d'une maille hexagonale de ce substrat. Ils constatent alors que chacune des moitiés
du cluster a conservé ses atomes initialement colorés malgré la diffusion de cette agrégat
atomique, c'est en cela que I'on dit qu’il conserve sont "identité". Cette observation tend 3
confirmer les interprétations faites dans [3] a propos de la nature collective des processus a
I'origine du mouvement des clusters d’antimoine a la surface d’un substrat HOPG. Plus encore
le fait que dans ces simulations les agrégats atomiques conservent leurs identités montre que
ces derniers lors de leurs diffusions sont dominés par un mécanisme de diffusion par glissement.

Dés lors toujours d’aprés P. Deltour et al. dans [16], le coefficient de diffusion d'un agrégat
atomique en plus de varier en fonction de la température du substrat?, celui-ci dépendra aussi
de deux autres principaux paramétres : la taille que feront ces agrégats atomiques a l'instar
des ilots précédemment étudiés, ainsi que la nature du réseau atomique constituant le plan
cristallin a la surface duquel ces clusters se déplacent.

Ainsi & l'interface entre le plan cristallin du substrat et la facette de 'agrégat atomique
en contact avec celui-ci, I'orientation plus ou moins épitaxiale de ces deux surfaces influencera
grandement la valeur du coefficient de diffusion du centre de masse de ce cluster. Plus le réseau
atomique a la surface de contact de ce cluster correspondra avec celui du plan cristallin sur
lequel il diffuse, plus les processus dominant sa diffusion seront des mécanismes de diffusions

2. Latempérature du substratestal'origine de I'énergie thermique responsable de la vibration
des atomes au sein d'un cluster. Ainsi thermalisés ces agrégats atomiques pourront franchir les
barriéres de potentiel a la surface du substrat et se mouvoir.
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Figure 2.11 - Image construite a partir d'une simulation de dynamique molécu-
laire visant a étudier I'évolution de la configuration des atomes d'un agrégat ato-
mique durant sa diffusion a la surface d'un substrat. Ce cluster est composé de
N = 100 atomes interagissant entre eux et avec ceux du réseau hexagonal que
constitue le substrat, via des potentiels de Lennard-Jones (2.1). (gauche) vue la-
térale permettant d’'apprécier 'angle de mouillage avec lequel cet agrégat ato-
mique se dépose a la surface de ce réseau hexagonal, en l'occurrence sous la
forme forme d'une gouttelette quasi-hémisphérique dont la surface de contact
avec le substrat S « N3. (droite) vue du dessus faisant état de la conservation
pour ce cluster de sa configuration initiale et cela aprés qu'il ait parcouru I'équi-
valent de 3.5 fois la longueur d'une maille hexagonale de ce substrat. Au préa-
lable, les atomes de cet agrégat atomique auront été colorés en noir ou blanc,
suivant la moitié a laquelle ces derniers appartenaient au début de la simulation.
(From Deltour et al. [16])

individuelles et donc lents. Dans leur simulation pour mettre en évidence cet effet, ils auront
mesuré, toujours pour un substrat dont la température est T' = 0.3-T™ et un cluster formé de
N = 100 atomes, le coefficient de diffusion du centre de masse de ce dernier pour différents
rapports 7<= d'échelles de longueur entre la maille de I'agrégat atomique et celle du réseau
hexagonal qu’est le substrat. Pour des rapports compris entre o, deux fois plus petit que o et
inversement, sur la (Fig.2.12) est tracée |'évolution du coefficient de diffusion. Lorsqu’une forte
correspondance existe entre le réseau atomique du substrat et celui de la facette de I'agrégat
atomique o.. = o, le coefficient de diffusion mesuré est trés faible car I'orientation entre ces
deux surfaces est proche de |'épitaxie. Ceci se traduit pour le cluster par une configuration dans
laquelle il est énergétiquement trés stable, autrement dit plongé dans un puits de potentiel
duquel ce dernier peut difficilement s’échapper. Le mécanisme de diffusion par glissement
dans cette configuration requerrait donc de la part de I'agrégat atomique de franchir une
barriére de potentiel proportionnellement S N3 fois supérieur a celle percue par un seul
atome. Ce facteur S de proportionnalité correspondant & la surface de la facette du cluster

61



0.5 1.0 15 20

Figure 2.12 - Evolution de la valeur du coefficient de diffusion d’un cluster, en
fonction de la correspondance entre le réseau atomique du substrat et celui de
la facette de I'agrégat atomique a l'interface avec ce dernier. Ces données auront
été obtenues a l'issue de simulations de dynamique moléculaire modélisant les
interactions entre atomes par des potentiels de Lennard-Jones (2.1) et partageant
chacune les mémes parametres 125007, N = 100, ;. = 0.4-¢e.. et T = 0.3-T".
Lorsque o.. = o, l'Orientation entre ces deux surfaces est proche de I'épitaxie
et le cluster piégé dans un profond puits de potentiel diffuse tres difficilement.
(From Deltour et al. [16])

quasi-hémisphérique représenté a gauche de la (Fig.2.11) d’oi R o< v/N [38]. Ainsi dans
cette configuration ce sont les mécanismes de diffusions individuelles qui sont principalement
a l'origine des mouvements lents d'un agrégat atomique, ce qui explique une diffusion si lente
a la surface du substrat que lors de simulations; I'échelle de temps 7 ne permet pas de de
I'évaluer. Cependant il suffit de s’écarter trés légérement de cette configuration pour que la
valeur du coefficient de diffusion croisse trés rapidement. L'orientation epitaxiale entre les deux
surfaces de contact n’étant plus satisfaite, le mécanisme de diffusion par glissement domine 3
nouveau la dynamique de I'agrégat atomique. A I'instar des harmoniques dans un signal, dés
lors que I'on s’approche des rapport g—zz = % et

gee =2le coefficient de diffusion décroit a
nouveau.

A gauche de la (Fig.2.13) toujours pour un cluster comptant N = 100 atomes, P. Deltour
et al. ont vérifié grace au tracé réalisé sur un graphe d’Arrhenius que le coefficient de diffusion
mesuré pour le centre de masse d'un agrégat atomique dans leur modélisation suivait bien
une loi d"Arrhénius comme cela était déja le cas pour les ilots et les adatomes simples avant
eux. Qu'en est il alors de la dépendance du coefficient de diffusion en fonction du nombre
d’atomes NNV constituant ces clusters 7 Le graphe a droite de la (Fig.2.13) montre |"évolution du
coefficient de diffusion d'un agrégat atomique en fonction de sa taille et cela pour un substrat
a la température T = 0.3-T™ pour lequel la longueur de la maille de son réseau atomique
hexagonal varie et ainsi du méme coup le rapport échelles de longueur g—zz Pour un rapport
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Figure 2.13 - (gauche) Graphe d'Arrhenius représentant en fonction de la tempé-
rature T’ le coefficient de diffusion D d'un agrégat atomique constitué de N = 100
atomes, diffusant a la surface d’'un réseau hexagonal durant 125007 telle que
€se = 0.4 €... Sur ce graphe on retrouve des points obtenus au moyen de simula-
tions de dynamiques moléculaires modélisant les interactions entre atomes par
des potentiels de Lennard-Jones (2.1), ainsi qu'une courbe ajustée d'apres (2.3)
et (2.2) de ces points. (droite) Evolution suivant une loi de puissance «, de la va-
leur du coefficient de diffusion d’'un cluster, en fonction du nombre N d’atomes
qui le composent et cela pour différentes correspondances entre le réseau ato-
mique du substrat et celui de la facette de l'agrégat atomique a l'interface avec
ce dernier. Ces données auront été obtenues a l'issue de simulations ayant duré
125007 et partageant chacune les mémes parametres o,, = 0.9 €., €5 = 0.4 €.
etT = 0.3-7* (From Deltour et al. [16])

‘;—Zj‘: = 0.7 ou 0.8 pour lequel I'orientation epitaxiale entre les surfaces de contact du cluster et
du substrat n'est pas satisfaite, le mécanisme de diffusion par glissement domine la dynamique
de I'agrégat atomique. Dés lors dans cette configuration le coefficient de diffusion du cluster
suit une loi de puissance D o N=3 o S~L. Autrement dit le pré-facteur Dy du coefficient
de diffusion D est inversement proportionnel a la valeur de l'aire S de la facette du cluster en
contact avec le plan cristallin. Tandis que pour un rapport g—ff = 0.9 pour lequel |'orientation
entre les deux surfaces de contact est plus proche de |'epitaxie, ce sont les mécanismes de
diffusions individuelles qui sont a l'origine du mouvement du centre de masse de I'agrégat
atomique et bien que le pré-facteur Dy suit toujours une loi de puissance, celle-ci posséde un
exposant valant cette fois-ci —1.4. La (Fig.2.14) représente suivant ces deux cas la trajectoire
aléatoire du centre de masse d'un cluster formé de NV = 100 atomes a la surface du réseau
atomique hexagonal qui modélise le substrat dont la température est encore T = 0.3-T*.
Dans le cas ou |'agrégat atomique entretient une orientation epitaxiale avec ce dernier, cette
trajectoire est trés erratique et semble suivre les contours de ce réseau hexagonal en visitant
les sites d’adsorption comme le faisaient les adatomes dans la sous-section 2.1.1. En revanche
lorsque ce n'est pas le cas, |'agrégat atomique semble ne pas étre influencé par le substrat lors
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de sa diffusion et la trajectoire de son centre de masse est beaucoup moins discontinue.

Epitaxial orientation of the cluster on the substrate Non-epitaxial orientation of the cluster on the substrate
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Figure 2.14 - Trajectoires du centre de masse d'un cluster constitué de N = 100
atomes diffusant a la surface d'un réseau cristallin hexagonal, celles-ci obte-
nues au moyen de simulations de dynamique moléculaire dans lesquelles les
atomes interagissent via des potentiels de Lennard-Jones (2.1) pour les para-
metres ¢, = 0.4-¢,. et T = 0.3-T*. (gauche) Si 0,3 = 0.9-0. autrement dit
pour une trés bonne correspondance entre le réseau atomique du substrat et
celui de la facette de I'agrégat atomique en contact avec ce dernier, la trajectoire
de l'agrégat atomique est trés erratique et semble suivre le réseau hexagonal
que définissent les sites d'adsorption du réseau atomique hexagonal constituant
le substrat. (droite) Cependant lorsque cette correspondance n'est pas bonne
0ss = 0.7 0., la trajectoire de I'agrégat atomique n'est alors plus influencée par
la nature du réseau cristallin sur lequel ce cluster diffuse. (From Jensen et al. [44])
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3 - Simulations de structures dendritiques d’agré-
gats atomiques auto-organisés

3.1 . Modélisation de I'auto-organisation d'agrégats atomiques a |'issue
de leurs diffusions a la surface d'un substrat

Dans la suite de ce travail, nous allons présenter difféerents modéles ayant pour but de
simuler le plus fidélement possible |'auto-organisation d’agrégats atomiques a la surface d'un
substrat telle que :

Ces clusters seront déposés a basse énergie cinétique a la surface du substrat et conser-
veront ainsi leurs "identités". (voir la sous-section 2.3.2)

Dés lors comme dans [3], on considérera que |'orientation entre la surface de contact
d’'un cluster et celle de son substrat n’est pas épitaxiale et donc que les mouvements
d'un agrégat atomique ne sont pas influencés par la maille du plan cristallin a la surface
duquel il diffuse. (voir la section 2.4)

Ces clusters seront d'une taille suffisante [50] pour ne pas qu'ils coalescent et finiront
seulement par se coller les uns aux autres a I'issue de leurs diffusions a la surface d'un
substrat.

3.1.1 . Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions ou "Diffusion
Limited Aggregation"

Le processus DLA acronyme en anglais pour "Diffusion limited aggregation", est un modéle
trés bien adapté pour simuler |'auto-organisation d’agrégats atomiques déposés avec une faible
couverture a la surface d'un substrat. Avant d’expliquer pourquoi, nous allons briévement
décrire son algorithme. A un instant ¢t dans un espace a deux dimensions que |'on appellera
par la suite domaine de simulation, une seule et unique particule libre diffuse. Lorsque celle-
ci rencontre un rassemblement de particules fixes que I'on pourrait assimiler & une structure
dendritique ou une arborescence, elle s'agrége a ce regroupement devenant alors a son tour une
particule fixe. Cette arborescence est initialement constituée par sa seule racine la "graine",
particule fixe initialement située au centre du domaine de simulation et & partir de laquelle
cette structure dendritique va croitre. La diffusion d'une nouvelle particule libre se déclenche
lorsque prend fin celle de la particule qui la précéde. Ce modele a été proposé pour la premiére
fois en 1981 par T.A Witten et L.M. Sander dans [115] et [116].

Or pour un dépot a faible couverture, les déplacements des agrégats atomiques a la surface
du substrat peuvent &tre considérés comme étant indépendants les uns des autres a |'instar
de la diffusion de traceur décrite pour les adatomes dans la sous-section 2.1.3. Ceci est le
cas dans [3] ou I'épaisseur en mono-couche de clusters Shosgg déposée est de 0.14 ML. Ces
derniers clairsément la surface du substrat ce qui a pour conséquence de rendre rares les
collisions entre eux. On peut donc raisonnablement faire I'hypothése que la trajectoire ainsi
que la position a laquelle un agrégat atomique s'agrége avec une arborescence de cluster,
auront été quasi-indépendantes de celles des autres qui dans le méme temps diffusaient aussi.
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Autrement dit, compte tenu de la faible densité d'agrégats atomiques a la surface du substrat,
il est trés peu probable dans I'expérience réalisée dans [3] que pour deux clusters distingués
A et B diffusant simultanément, ces derniers viennent a se percuter ou bien que le cluster
A aprés s'étre fixé & I'arborescence soit le site que choisira le cluster B pour se fixer a son
tour. Ainsi cet algorithme peut modéliser dans le cas d'un dépét LECBD a faible couverture,
I'auto-organisation d’agrégats atomiques observée a la surface d'un substrat & I'issue de leur
diffusion a la surface de celui-ci.

A ce stade il est important de faire remarque que pour n'importe quel algorithme construit
sur les bases du modéle de DLA, la notion de temps n'a de sens que pour la dynamique
d'une particule libre. En effet le déclenchement artificiel de la diffusion d’une nouvelle particule
libre a I'issue de |'accrétion d'une autre I'ayant précédé, rend caduque toute tentative visant
a évaluer la dynamique de construction d’'une structure dendritique. Dans les perspectives de
la conclusion générale, nous verrons que cette mesure revét un sens si I'on fait le choix d'un
autre modele inspiré toutefois de la DLA, baptisé DDA.

Influence sur la morphologie des structures dendritiques de la nature du
réseau sous-tendant le domaine de simulation

On rappelle que nos simulations ont pour but de modéliser la diffusion de clusters dont
les mouvements sont parfaitement indépendants de la maille du plan cristallin 3 la surface
duquel ils diffusent. Or les structures dendritiques obtenues par un algorithme DLA, ont des
morphologies qui en moyenne sont nettement influencées par la nature du réseau sur lequel a
pris place leurs constructions. Dans [71] P. Meakin est le premier & mettre en évidence cette
influence sur la morphologie moyenne de ces arborescences dont les croissances auront été
simulées a la surface de différents types de réseaux. Sur la (Fig.3.1) en haut & gauche est
représenté un nuage de points correspondant aux sites d’un réseau carré sur lesquels ont fini
par se fixer les particules issues de quarante simulations de structures dendritiques comptant
pour chacune d’entre elles N = 80000 particules. Ce nuage laisse apparaitre une forme en
croix autour de I'axe horizontal et |'axe vertical passant par le centre de ce réseau, la ou se situe
la graine. La morphologie moyenne d’une arborescence construite par DLA a la surface d'un
réseau carré est donc influencée par celui-ci. Cette observation est confirmée par [73] travail
dans lequel a différentes positions (R, 6), P. Meakin et T. Vicsek tracent en fonction de 6 la
courbe en bas a gauche de la (Fig.3.1) représentant la fonction tangentielle d'auto-corrélation
de la densité massique définie telle que :

or pm
Cr(6) = % /O /O p(R+ 7,0+ ¢)p(R+r,¢)Rdpdr (3.1)

avec p la densité massique définie comme le nombre de particules comptabilisées dans une
surface élémentaire Ri@dr. Ainsi sur la (Fig.3.1) la fonction tangentielle d'auto-corrélation de
la densité massique laisse apparaitre deux maxima pour les angles 6 = 5 et 6 = 7 expliquant la
forte densité de particules fixes observée autour de I'axe horizontal et de I'axe vertical passant
par le centre du réseau carré sur la (Fig.3.1) en haut a gauche. Sur la (Fig.3.1) en haut a droite
le nuage de points correspond cette fois-ci aux sites d'un réseau hexagonal sur lesquels sont
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Figure 3.1 - (haut) Cartographies de la densité de probabilité pour une particule
libre de se fixer sur I'un des sites d’'un réseau définissant le domaine d'une simu-
lation de type DLA. Quarante simulations de structures dendritiques comptant
chacune N = 80000 particules auront été nécessaires pour évaluer ces densités.
(gauche haut) Pour un réseau carré, les maximum locaux pour une telle den-
sité se situent aux alentours d'une croix centrée sur la position de la "graine".
(gauche bas) Cette anisotropie est quantifiée par la fonction tangentielle d’auto-
corrélation Cr(0) définie d’aprés (3.1). (droite haut) Pour un réseau hexagonal,
la densité de probabilité pour une particule libre de se fixer sur 'un de ces sites
apparait comme étant uniforme. (From Meakin & al [73] and [71])

67



venues se fixer les particules issues d nouveau de quarante simulation de structures dendritiques
comptant pour chacune d’entre elle N = 80000 particules. A la différence des simulations
ayant pris place a la surface d’un réseau carré, la densité massique p(R,6) mesurée pour les
arborescences ayant crii sur un réseau hexagonal semble isotrope. Cependant P. Meakin ne
garantit pas que pour des structures dendritiques de tailles supérieures générées a la surface
d'un réseau hexagonal, cette densité p ne se révélerait pas elle aussi anisotrope. Or dans [77]
A.Y. Menshutin et L.N. Shchur montrent qu’en effet méme pour un réseau hexagonal, la
morphologie moyenne des arborescences se développant a sa surface peut étre influencée par
ce dernier. Sur la gauche de la (Fig.3.2) sont représentées les morphologies moyennes obtenues
pour des structures dendritiques formées a la surface d'un réseau hexagonal pour différents
niveaux de réduction du bruit lors de leurs constructions. Cette réduction du bruit lors de la
formation de ces arborescences consiste a favoriser leurs croissances autour des sites les plus
probables en implémentant une condition d’accrétion dans I'algorithme DLA original. Cette
condition est simple, une particule libre peut se fixer sur un site, si celui-ci a d'ores et déja rejeté
n particules libres avant elle. Ainsi plus n sera important moins les sites d’accrétions les moins
probables auront une chance durant la croissance de la structure dendritique d’accueillir une
particule. Dés lors pour n > 0 la densité p n’est plus isotrope. De plus sur le graphique a droite
de la (Fig.3.2) sont tracées en fonction du nombre de particules fixées N, pour différentes
conditions de rejet n, I'évolution de la dimension fractale D,. Cette dimension fractale est
calculée pour une arborescence a partir de son rayon de giration R, telle que :

N
1 1
R, = N ;1 |ri — reml|? o< N Pg (3.2)

avec Teg, = %Zij\iﬂ'i la position du centre de masse de celle-ci. Lorsque la taille IV des
structures dendritiques augmente, d I'exception de n = 0 pour laquelle déja dans [71] la
morphologie moyenne de ces derniéres semblait isotrope, la valeur de la dimension fractale D,
n'est plus constante. Or celle-ci est reliée a la densité massique p(R,0) telle que :

log( OR" 5”6[7“019,0(7“,9))
T log(Ry)

(3.3)

Ainsi cette variation de la valeur de Dy en fonction de N pour différents niveaux de réduction du
bruit n > 0, témoigne de I'accentuation de I'anisotropie de p la densité locale de particules fixées
autour de la position a la graine (R, ), a mesure que la taille N des structures dendritiques
étudiées est grande. Le diagramme de la (Fig.8 de [77]) représente I'évolution morphologique
des structures dendritiques en fonction de k le nombre de sites de fixation possibles autour de
leurs particules (égale au nombre de coordination z = 6 dans le cas d’un réseau hexagonal) et
de n le niveau de réduction du bruit lors de leurs croissances. Deux régions se distinguent sur
ce diagramme, celle pour laquelle le nombre de sites d’accrétions possibles k& < 6 et l'autre.
Lorsque k < 6, Vn € N* la morphologie moyenne des arborescences sera anisotrope alors pour
k > 6 en dessous d'un certain niveau de réduction de bruit n celle-ci deviendra isotrope. Or pour
des sphéres dures, on rappelle que le réseau hexagonal définit pour ces derniéres |I'arrangement
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dont la compacité est maximale. Cela explique pourquoi k = 6 définit la frontiére entre les
deux régions du diagramme de la (Fig.8 de [77]).
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Figure 3.2 - (Gauche) Morphologies moyennes des structures dendritiques for-
mées a la surface d'un réseau hexagonal et cela pour différents niveauxn € [0, 7]
de réduction du bruit lors de leurs constructions. Pour n > 0 la densité de proba-
bilité de présence d’une particule fixe p n'est plus isotrope. (Droite) Evolution en
fonction du nombre de particules fixes N composant une structure dendritique
de la dimension fractale D, de cette arborescence, définie d'apres (3.3) et cela
pour différentes conditions de rejet n € [0, 6]. (From Menshutin & al [77])

Algorithme DLA hors d'un réseau

Dés lors on comprend qu'il est nécessaire de réaliser des simulations de type DLA hors
d’un réseau, c'est a dire piloter par un algorithme faisant diffuser et s'agréger des particules
assimilées a des sphéres dures tel que K — +00; si I'on souhaite préserver la morphologie des
structures dendritiques simulées, de I'influence du réseau sur lequel leurs croissances prendront
place. Nous allons ainsi présenter un algorithme bien connu et optimisé au fur et a mesure des
années par différents groupes de recherche ([70],[78],[ ]) permettant ce type de simulation.
Par la suite dans la sous-section 3.1.3, nous apporterons a cet algorithme un certain nombre
de modifications afin d'intégrer I'impact qu’'un champ de force aura sur le mouvement de ces
sphéres dures, si celles-ci s'avérent sensibles a ce dernier.

Afin de fonctionner correctement, cet algorithme nécessite qu'on lui définisse au préalable
0lmaz la distance maximale que pourrait parcourir une particule lors d’un seul de ses sauts a
la surface du domaine de simulation ainsi que 7,1 le rayon de ces sphéres dures. A partir de
chacune de ces deux distances en seront calculées deux autres : Lyar = [0lmas] €t Do =
[27, + 1], la derniére correspondant a la distance minimale entre une particule libre et une
autre fixe en dessous de laquelle une collision entre les deux devient possible. L'addition des

1. Il est a noter que r, > c: @ de sorte que dans la grille T sous-jacente au domaine de
simulation et sur laquelle nous reviendrons plus en détail par la suite, deux particules ne puissent
jamais partager la méme cellule carré de cotés c.
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Figure 3.3 - Représentation des grilles T' (gauche) et W (droite) a partir de
I'exemple d’'une arborescence de type DLA composée de quatorze spheéres dures.
Lors de la construction d’'une structure dendritique au moyen d'un algorithme
de type DLA hors réseau, les informations contenues dans ces deux grilles, re-
couvrant I'entiereté du domaine de simulation, sont indispensables a I'exécution
d’'une telle simulation. Ainsi a tout instant de la croissance d'une arborescence et
quelle que fusse la case choisie : la grille ¥ fournit la valeur de d, correspondant a
la partie entiere inférieure de la distance minimale mesurée entre une case don-
née et celles qui sont occupées par les particules fixes; tandis que I" indique pour
une cellule donnée, sion retrouve ou non a l'intérieur de celle-ci une particule fixe
et si tel est le cas le numéro de son étiquette. (inspired by (Fig.3) and (Fig.4) from
Kuijpers & al [55])

deux définira la valeur Dy = Liaz + D¢ pour laquelle si la distance minimale entre une
particule libre et n'importe qu'elle autre particule fixée a la structure dendritique, égale ou
dépasse celle-ci, la distance de saut de cette particule libre vaudra 61,4

Cet algorithme met en jeu tour a tour deux grilles I' and W ainsi que € la liste des
coordonnées des particules fixées d la structure dendritique, tous les trois jouant des réles
complémentaires les unes par rapport autres tout au long de ce processus tels que :

e Liste € : est une liste N x 2 contenant les coordonnées exactes dans I'espace euclidien
R? des N particules fixes constituant la structure dendritique.

o Grille I représentée a gauche de la (Fig.3.3) : est un (2n+ 1) x (2n + 1) réseau
carré dont la longueur de la maille ¢ = 1 et qui recouvre |'entiéreté du domaine de
simulation. Sur cette grille pour chacune des particules listées dans €2, la cellule dont
la coordonnée est la plus proche de la position hors-réseau de celle-ci contiendra son
étiquette 2. Cette grille aura été décrite dans [55].

2. Les étiquettes des particules fixes composant la structure dendritique pourront étre attri-
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o Grille ¥ représentée a droite de la (Fig.3.3) : est a nouveau un (2n+1) x (2n+1)
réseau carré dont la longueur de la maille ¢ = 1 et qui recouvre |'entiéreté du domaine
de simulation. Chacune des cellules que I'on retrouvera au sein de cette grille contiendra
I'information de d, la partie entiére inférieure de la valeur minimale choisie parmi les
distances mesurées entre cette case et celles qui dans cette grille seront occupées par
des particules fixes. Dans le cas ou d > Dy, les cellules afficheront D,,,,. Cela
signifie que pour une case contenant la valeur D,,,,;, on peut seulement affirmer que
la particule fixe la plus proche se trouve a une distance supérieure ou égale & D,,4,. Or
étant donné que la distance maximale pouvant &tre parcourue par une particule libre
lors d'un seul de ses déplacements est 0,00 < Limaz ; aucune collision entre celle-ci et
la structure dendritique ne pourrait donc étre constatée a l'issue d'un saut ayant pour
point de départ une position du domaine de simulation recouverte par une cellule qui
afficherait D, Ainsi au regard de la limitation sur la distance des sauts effectués
par les particules libres, les informations contenues dans les cellules de cette grille sont
nécessaires et suffisantes a la gestion des collisions entre les particules libres et fixes.
Cette grille aura été décrite dans [70] et aussi dans [55].

o Grille Ws; : est un (2n 4+ 1) X (2n + 1) réseau carré analogue a la grille ¥ qui au
lieu de contenir I'information d dans ces cellules, contiendra §lfrcc = ma:z(l, min(d—
Dc,élmam)) la longueur minorée par 1 du plus grand saut permis depuis une position
contenue dans celui-ci. A premiére vue la grille ¥s; pourrait sembler superflue, cepen-
dant nous verrons qu'elle jouera un role essentiel lorsque plus tard dans la sous-section
3.1.3, la longueur des sauts sera contrainte aussi par la présence d'un champ de force
a la surface du domaine de simulation.

A ces deux grilles vient se rajouter la grille © définie telle que :

e Masque O représenté sur la (Fig.5 de [55]) : est un (2Da0 + 1) X (2Dpas + 1)
réseau carré dont les cellules de coté ¢ = 1 contiennent la valeur de la partie entiére
de la distance séparant ces derniéres de celle au centre de cette grille. Dans le cas on
cette valeur est supérieure 3 Dyq., les cellules afficheront D,y 4.

e Masque Og; : A l'instar de ce qu'est Wg; pour W, cette grille I'est pour ©. Ces
cellules contiennent ainsi la valeur minorée par 1 du plus grand saut possible sans
collision entre une particule libre partant de I'une de ces cellules et une particule fixe
dont les coordonnées seraient comprises dans la case centrale de cette grille telle que
max(l, min(d — D, (5lma$)).

Lors de l'accrétion d'une nouvelle particule & I'ensemble de celles constituant la structure
dendritique, on rappelle qu’une cellule de la grille I" dont les coordonnées (x;, ;) € [-n, n]?
sont les plus proches de celles de cette nouvelle particule fixe, se verra attribuer son étiquette.
Les masques © et Og; permettent alors d’actualiser les valeurs contenues dans les cases de

la grille ¥ respectivement Wg; étant compris au voisinage [—Dynaz; Dmaz]? de la cellule de

buées suivant I'ordre d'arrivée de ces derniéeres tout au long du processus d'accrétion.
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coordonnées (z;,v;) € [—n,n]? telles que :

‘IJélyi+i,xjj = min(‘IJéli,jv eéli,j)
V(’L,j) S [[_DmaszrrLax]]27 (34)
Uiy =min(¥ij, 0 ;)

A présent décrivons les étapes de cet algorithme :

1. On dépose une particule libre aux coordonnées polaires (R4 op, A) dans un repére
ayant pour origine la graine. L'angle A est choisi aléatoire suivant une loi uniforme
dans l'intervalle [0,27]. Si seule la graine est présente & la surface du domaine de
simulation on choisit Rgrop = Rinit > D, sinon la valeur de Ry, aura été définie
durant l'étape 4.

2. Dans le cas ou la diffusion de la particule libre est isotrope. L'angle a déterminant

la direction et le sens suivant lesquels la particule effectuera son saut, sera choisi

. . . . . 1
aléatoirement suivant une loi uniforme telle que piso = 5-.

3. A partir de I'information contenue dans la cellule de la grille ¥ (ou ¥4;) la plus proche

de la position de la particule libre, on déterminera la longueur de son prochain saut §l

telle que :

(a) Sid> D, : la particule libre est localisée a une distance supérieure ou égale a D,
de la particule fixe la plus proche de cette derniére. Aucune collision n’est a prévoir,
on choisit donc 81 = 6l fycc = maz (1, min(d — D, dlimaz)) puis on passe a I'étape
5.

(b) Sinon : la particule libre est susceptible de rencontrer sur la trajectoire de son
saut une particule fixe. Dans ce cas on interroge les cellules de la grille I dans un
rayon D, autour de la position de la particule libre, afin d'établir a partir de €2,
une liste restreinte des coordonnées des particules fixes potentiellement candidates
pour une collision avec cette derniére. On teste alors pour I'ensemble des particules
appartenant a cette liste, si il aura lieu une collision ou non grice a la méthode
décrite dans la section 2 de [55].

i. Si une collision entre la particule libre et des particules fixes a lieu, on choisit
celle pour laquelle la plus petite valeur de d0lp;; (longueur du saut maximal
pour qu'a l'issue de son déplacement, la particule libre touche sans pénétrer la
particule fixe sur laquelle elle se juxtapose) et on déplace la particule suivant
cette longueur. On passe alors a I'étape 4.

ii. Siaucune collision n’est constatée, on déplace la particule suivant une longueur
de saut 0/ = 0ly,c. puis on passe a |'étape 5.

4. On met a jour les informations contenues dans les cellules des grilles 2, ', ¥ (ou W),
et on réévalue R, (le rayon maximal de la structure dendritique mesuré a partir de
sa graine) afin de modifier si besoin la valeur de Ryy0p = maz (Rinit, 3(Rmax +1p)) et
Ryin = 6(Rimax + 1), respectivement le rayon a partir duquel une particule libre initie
son mouvement de diffusion et celui au deld duquel elle sera replacée a une position de
départ (Rgyop, A). On retourne alors a I'étape 1.

72



5. On vérifie que la nouvelle position de la particule libre soit toujours a I'intérieur du
cercle de rayon Ry;; et dont le centre est la graine.

(a) Si cela est le cas, on repasse par I'étape 2.

(b) Sinon on retourne a I'étape 1.

3.1.2 . Détermination de la probabilité de saut d'une particule libre dont le
mouvement est régi par une équation de Fokker-Planck

Equation de Fokker-Planck

Dans l'algorithme décrit dans la sous-section 3.1.1, les particules libres effectuent une
marche aléatoire isotrope avant de venir se fixer 3 la structure dendritique. En effet lors de
I'étape 2 de I'algorithme, I'angle « définissant le sens et la direction suivant lesquels une
particule effectuera ses sauts, est déterminé par une loi uniforme dans l'intervalle [0, 27[. Ainsi
le mouvement isotrope décrit par ces particules libres a la surface du domaine de simulation
est qualifié de brownien, du nom de Robert Brown un botaniste qui en 1827 observa ce type
de mouvements erratiques pour de toutes petites particules contenues dans le fluide situé 3
I'intérieur des grains de pollen de la Clarkia pulchella [10]. Ce systéme en physique fait partie de
la famille des colloides, systémes dans lesquels des particules dites colloidales subissent suivant
toutes les directions les chocs répétés de plus petites constituant le fluide dans lequel elles
baignent. En 1908 Paul Langevin décrit la dynamique de diffusion de ces particules intégrant a
celle-ci la possibilité d'y inclure une dérive matérialisée par un champ de force dont les particules
colloidales ressentiraient I'influence. Les petites particules de fluides sont animées par leurs
énergies thermiques kpT et thermalisent ainsi les particules colloidales dont la dynamique est
déterminée pour chacune d’entre-elles par :

d?z(t) m dz(t) , 2mKgT
Mg = = = V(@) + %n(t) (3.5)

avec 7 le temps de relaxation du fluide, m la masse d'une particule colloidale, V' (z) I'énergie
potentielle de cette derniére dérivant d'un champ de force tel que F(x) = —V'(z) et enfin
n(t) un bruit blanc gaussien tel que < n(t)n(t') >= §(t—t') et < n(t) >= 0. Or dans la limite
des systémes colloidaux sur-amortis tels que 7 < 1 cette equation de Langevin adiabatique se

résume a :
dx(t)
dt

= pl(z) + v/ 2uKpTn(t) (3.6)

telle que = .- définit la mobilité des particules colloidales tandis que D = %

coefficient de diffusion. Dés lors Vg € C'(R,R) d’aprés la formule démontrée en 1944 par le
mathématicien Kiyosi Ité dans [43] :

7 leur

dg(z(t)) dax(t) dg(z(t)) d?g(x(t))
- dt  dx(t) D dx2(t)

(3.7)
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<dg(:v(t))> [p.0dz g(x)df%m,ZW
! fB~Cd$9(~’U)<a Dl )];(vaﬂ 0:t)  Opk( )Pa(x7t| 0, 1)

(3.8)
et donc comme (3.8) se vérifie pour n'importe qu’elle fonction g € C'(R,R) on peut écrire :
dp(x7t ’ $07t) _ 62D($)P({I},t ’ .I'(),t) 8IU,F(.%')P($,ZL, ’ $07t)

dt N 0%z Ox

I'équation de Fokker-Planck & une dimension qui a deux dimensions s'écrit lorsque le coefficient
de diffusion D(x,y) se résume a un scalaire telle que :

ap{éz’t) _ A(D(r) -P(r,t)> _ V(gF(r) -P(r,t)) (3.10)

plus connue sous le nom d’équation de diffusion de Smoluchowski lorsque celle-ci est utilisée
pour déterminer la probabilité de présence de particules P(r,t). Cette équation n’est autre que

(3.9)

la généralisation de I'équation de diffusion (1.104) pour laquelle on a ajouté le terme de dérive
V (uF(r)- P(r,1)).

Dans le cas de la diffusion d’agrégats atomiques a la surface d'un substrat vu dans la
sous-section 2.4.2, bien que les agrégats atomiques ne sont pas ce que l'on pourrait appeler
des particules colloidales, celles-ci jouent un réle analogue. Quant au substrat a I'instar des
particules de fluide dans un colloide, thermalise ces clusters, leur communiquant alors |'énergie
thermique nécessaire a la réalisation de leurs mouvements de diffusion. Si on envisage alors que
les agrégats atomiques sont sensibles & un champ de force, la dérive résultant de l'influence de
ce dernier sur leurs trajectoires pourra é&tre décrite correctement par |'équation (3.9).

Equation maitresse

Tout d’abord nous considérerons I'équation de Fokker-Planck la plus simple qui puisse
exister I'équation de diffusion (1.104) a une dimension dans le cas ot son coefficient de diffusion
est constant et uniforme en tout point de |'espace.

OP(x,t) D 0?P(x,t)

ot 0z2

Afin d'intégrer numériquement I'équation (3.11) nous devons d’abord discrétiser I'espace-
temps. On subdivise donc I'espace [0, L] en n, + 1 pas de largeur dz = M% et le temps
R™ en périodes dont la durée est dt. P(z,t) la probabilité de présence d’une particule a la
position (z,t) est notée P? telle que t = s-6t et © = ¢-dx. Dés lors (3.11) devient :

Pt —p; _p P2+,
ot da? ’

3. Pour calculer dans (3.8) < ¢'(z)n(t) + ¢'(x)uF(x) + ¢"(x)D(x) > on a choisi de calculer
< ¢'(x)n(t) > suivant la convention d'lt6 telle que < ¢'(z)n(t) >=< ¢'(z) > <n(t) >=0etona
———

(3.11)

Vi € [0, n.] (3.12)

0
intégré par partie une fois < ¢’(z)uF(x) > et deux fois < ¢"(z)D(z) >
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Le r.h.s* de I'équation (3.12) est obtenu en sommant le développement de Taylor & I'ordre
deux de P(x+dx,t) et P(xz —dx,t) : On note alors « le coefficient de diffusion adimensionné
tel que :

_ Dét

o= (3.13)

qui n'est autre que le taux de transition de |'équation maitresse (3.14) décrite ci-dessous,
régissant la marche aléatoire d'une particule diffusant suivant I'équation (3.11).

Pl =a. P +a- PP+ (1—2a)-Pf, Vie[0,n,] (3.14)

Cette équation maitresse définit donc la probabilité de présence d'une particule libre a la
coordonnée x et a 'instant ¢+ 0t en fonction de celles mesurées a I'instant ¢ aux positions d’ol
cette particule était susceptible d’étre présente a ce moment 13, telles que les taux de transition
pondérent chacune de ces éventualités. La somme de ces taux devra étre alors inférieure ou
égale a un, ici 2a < 1. lci dans le cas de la diffusion & une dimension d'une particule libre,
a un instant t, 2 + 1 possibilités existent pour qu’une particule soit a la coordonnée = a
I'instant d’aprés : la particule venait de la gauche P(x — dx,t), la particule venait de la droite
P(x 4 dz,t) ou cette derniére est restée sur place P(x,t). Comme prévu la marche aléatoire
n’'étant pas biaisée, les probabilités P(x — dx,t) et P(x + dx,t) sont pondérées de la méme
facon, en l'occurrence par le taux de transition a. A présent nous allons considérer I'équation
de Fokker-Planck & deux dimensions (3.10) dans le cas général.

...dans le cas d'un réseau carré

Comme précédemment, on doit discrétiser I'espace-temps si I'on veut intégrer numérique-
ment (3.10). On subdivise alors le domaine de simulation [0, L;] x [0, L, ] tel que L = L, = L,
en cellules carréesS d'aire 612 = (nl]jrl)2 et le temps R dans cette simulation en périodes
dont la durée vaut t. P(x,y,t) est notée P, telle que t = 5-6t, x =i-6l et y = j-4l. Dés

4. "right hand side" : membre de droite

5. Cescellules carrés correspondent aux régions de Voronoi pour les noeuds d'un réseau carré.
Les diagrammes de Voronoi doivent leur nom au mathématicien russe Gueorgui Voronoi. En 1908
il proposa [110] un pavage de R™ ayant pour but de découper cet espace euclidien a n dimensions
en sous-ensembles appelés cellules englobant chacune la position d'un "germe". Chaque cellule
définitalors une région de I'espace pour laquelle il n‘existe aucun point qui puisse étre plus proche
d’'un autre germe que celui entouré par la cellule. Sur la (Fig.3.4) nous verrons que pour les nceuds
d’'un réseau hexagonal, les cellules de Voronoi prennent la forme d’hexagones réguliers.
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lors (3.10) devient :

Pt - P _ Diniliy; — 2D P + Dioa i B

1+1,7 1—1,7
ot 512
N Diji1 P — 2D iP5 + Dy 1 PPy
512
p(Fe )i, Pl — n(Fe)i1; P
B 2.0l
M(Fy)tjﬂpijﬂ - M(Fy)i,j—lpz’fjfl
B 2.6l ’
V(i,5) € [0,m]? (3.15)

A nouveau les deux premiers termes du r.h.s* de |'équation (3.15) sont obtenus par la somme des
développements de Taylor a I'ordre deux de D(x+6l,y,t)P(x+6l,y,t), D(x—0l,y,t)P(x—
ol,y,t), D(z,y + 6l,t)P(x,y + dl,t) et D(z,y — 6l,t)P(x,y — Jl,t), tandis que les deux
derniers sont le résultat de la somme cette fois-ci des développements de Taylor & I'ordre deux
de

—pFy (x40l y,t)P(z+0l,y,t), +uFyp(z—odl,y,t)P(x—dl,y,t), —uFy(z,y+dl,t)P(z,y+
8l,t) et +uFy(x,y—0l,t)P(z,y—4l,t) multipliée par 3. A l'instar de (3.13), & deux dimensions
le coefficient de diffusion adimensionné s’écrit toujours :

D(x, )8
alz,y) = (i’;’lf)t, Y(z,y) € [0, L]? (3.16)

De plus en la présence d'un champ de force, vient s’ajouter un coefficient de dérive lui aussi
adimensionné définit tel que :

Blx,y) = b, Ok et | s y) €10, L1 (3.17)
By(xvy) = yé-il’

De ces deux coefficients adimensionnés (3.16) et (3.17), V(z,y) € [0, L]* on construit les
combinaisons linéaires suivantes :

wieft(w,y) = a(z,y) — %Bz($>y) (3.18)
Wrignel4) = () + 5B (,0) 319
wap(®,y) = a(z,y) + %By(x,y) (3.20)
Waoun(,9) = () = 56y(2,9) 321

telles que :
wsum(xv y) = wleft(xa y) + wright(x7 y) + wup(xa y) + wdown(xv y) = 40[(.%’, y) (3.22)
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qui ne sont autres que les taux de transition de |'équation maitresse (3.23) décrite ci-dessous
régissant la marche aléatoire d’une particule diffusant suivant I'équation (3.10) a la surface
d’un réseau carré.

V(i,4,s) € [0,m]* x N, P = ((wleft)iJrl,j) PP+ ((wright)iq,j) PPy
+ ((wup)i,j—l) PP+ ((wdown)iJ‘H) P

+ (1 - (wsum)z‘,j> - P (3.23)

Ici dans le cas du mouvement suivant |'équation (3.15), d'une particule libre a la surface d'un
réseau carré se trouvant a la position (x,y), a un instant ¢, il existait 1 + 4 possibilités pour
qu’une particule se retrouve aux coordonnées (x,y) a l'instant d'aprés. En effet celle-ci a pu
rester sur place P(x,t) ou bien provenir de la gauche P(z—4l,y,t) ou de la droite P(z+4l,y,t)
ainsi que d’'en bas P(z,y — 0l,t) ou d'en haut P(z,y + dl,t). Ces cinq possibilités sont biens
celles que I'on retrouve dans I'équation maitresse (3.23).

...dans le cas d'un réseau hexagonal

Hexagonal lattice

(2 1) (0-2) (2 3y
27 92} 25

(-11) (13+2)

(-240) (0x1) (2;+2)
(L 0]

(-23<1) (2:61)
(-1 »0)

(-25<2) (0%1) (2;:0)

(-1;<2) (1<)

(D3 (0-12) o NI RY
25 €9; 7

Figure 3.4 - lllustration d'un domaine de simulation sous tendu par un réseau
hexagonal dont les coordonnées de chacun des nceuds sont définies par les com-
binaisons linéaires des vecteurs en noir constituant la base normée non ortho-
gonale B;. Les vecteurs verts représentent I'ensemble des six directions pour
lesquelles une particule libre est autorisée a effectuer un mouvement a la sur-
face de ce domaine de simulation. Dans le fond est représenté un réseau en nid
d'abeille qui correspond aux cellules de Voronoi® de chacun des nceuds du ré-
seau hexagonal.

Afin d’intégrer numériquement |'équation (3.10) a la surface d’'un réseau hexagonal, nous
aurons besoin de définir une nouvelle base normée non orthogonale B;. En effet lors de I'inté-
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gration de cette équation, cette base sera mieux adaptée. Dans celle-ci les coordonnées contra-
variantes d'un point seront reliées par A, la matrice de passage (3.24) décrite ci-dessous,
aux coordonnées covariantes exprimées dans la base orthonormale By précédemment utilisée
pour décomposer les déplacements d'une particule libre sur un réseau carré. La base B est
représentée par les vecteurs noirs sur la (Fig.3.4).

Vi
A= 21 (3.24)

2

On subdivisera alors le domaine de simulation [0, L]? en (n; + 1)? petit losange d’aire §I? =

(mLH)Q et le temps R dans cette simulation en période dont la durée vaut 6t. P(x1,y1,t)

est notée P telle que t = s-0t, ©1 = i-0l et y; = j-9l. Dés lors (3.10) s'écrit & nouveau

comme I'équation (3.15).

L'équation maitresse régissant le mouvement suivant I'équation (3.15) d’une particule libre
a la surface d'un réseau hexagonal, devra prévoir en plus de I'éventualité pour cette particule
de rester sur place, les six déplacements qu’elle pourrait opérer, représentés sur la (Fig.3.4) par
les six fléches vertes. Ce qui implique que cette équation sera de la forme :

V(i,4,s) € [0,m]* x N, P = ((w210° )z‘+1,j+1) PPyt ((w270° )i,j-H) Bt
+ ((w330° )iﬂ,j) P+ ((wso“ )171,3‘71) P
+ ((w90° )iJ—l) PP+ ((w150° )z‘+1,j> Pl

+ (1 - (wsum>i,j) 'Pij (3.25)

Or Vf € C'(R3,R) une fonction, le développement de Taylor & 'ordre deux autour de la
position (z,y) de la somme :

> flz+cos(0)dl,y + sin(0)d1,t) = 6f(x,y,t) + g(Af(x, y,t)-61%) (3.26)

0cHezxa

tandis que celui de la somme :

Z (cos(8) + sin(8)) f (z + cos(0)dl,y + sin(8)dl,t) = 3(V f(z,y,1)- 1) (3.27)
0cHezxa

tels que Hera = { %, 5, %’7, 7T5,’T, ", &  correspond aux angles 6 qui dans un nouveau repére

R (z,y) dont l'origine est repéré elle dans le repere ordinaire R par la position (z,y), définissent

avec 0l les coordonnées polaires des six positions illustrées sur la (Fig.3.4) entourant la position
(2, ).

Ainsi connaissant la forme de |'équation maitresse (3.25) et en utilisant le résultat de

(3.26) et (3.27) respectivement pour D(z,y)P(x,y,t) et uF(x,y)P(x,y,t), V(z,y) € [0, L]?
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on pourra identifier les six taux de transition dont les expressions sont :

wo- (2,9 = 2 (a@c,y) +3(+ Late) + ;ﬁy@c,y))) (.28)
wo- (z,) = 5 (a@:, D)+ 3 y>> 3.29)
wiso: (@9) = > <a<x,y> +3(- Lute) + ;ﬁy@,y))) 3:30)
wno (2,9) = §<a<x,y> +5( - Lbute - ;By(%y))) @31)
waro- (2,) = §<a<x,y> - ;By(%y)> 3.32)
waso: (@,9) = 5 <a<x,y> +3(+ Lbato - ;ﬁy«n,y))) (:33)

telles que :

wsum(x,y) = w3p- (fan) + wop (iﬂ, y) + wis0° (LU, y)
+ wor0° (2,y) + waio* (T,y) + waro* (z,y) = 4a(x,y) (3.34)

...dans le cas hors réseau

On ne subdivisera pas le domaine de simulation [0, L]2. Cependant pour intégrer numéri-
quement |'équation (3.10), il faudra tout de méme définir un pas d’espace 4l et de temps 0t.
A présent nous allons réaliser un raisonnement assez analogue a celui qui a été fait dans le cas
de l'intégration numérique 3 la surface d'un réseau hexagonal. Pour étre plus juste, ce serait
plutdt le raisonnement précédent qui était basé sur celui plus général que nous allons présenter
ici. En effet a I'instar de I'équation (3.25) en I'absence de réseau V(z,y,t) € [0, L]? x R*
I’équation maitresse prendra la forme suivante :

2m
P(z,y,t+ 6t) = / df wosr (:r + cos(0)dl,y + 3in(0)5l> -P(z + cos(0)0l, y + sin(8)6l, t)
0
2w
+(1- df wo(z,y) | - P(z,y,1) (3.35)
0
Et les développements de Taylor (3.26) et (3.27) s'écrivent a présent tels que :

2
/ 40 f(z -+ cos(0)3l,y + sin(8)01, 1) = 27 (w,y,1) + = (Af(e,5,1) 07)  (3.36)
0

/0 " (cos(0) + sin(0)) f(z + cos(0)3l, y + sin(0)dl, t) = 7r<V Fl,y,t)- 5z) (3.37)
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Ainsi connaissant la forme de I'équation maitresse (3.35) et en utilisant le résultat de (3.36)
et (3.37) respectivement pour D(z,y)P(z,y,t) et uF(x,y)P(x,y,t), V(x,y) € [0, L]? le taux
de transition wy(x,y), VO € [0,27] aura pour expression :

wy(z,y) = % (a(a:, y) + %(cos(ﬁ)ﬁx(x, y) + sin(0) By (z, y))) (3.38)
vérifiant bien que :

21
wsum(xa y) = / do wg(l‘, y) = 4&(%‘, y) (3.39)
0

Contrainte sur le pas de temps et d’espace lors de lI'intégration

Quel que soit la nature du réseau ou non sur lequel on intégrerait numériquement |'équation
(3.10), les taux de transition seraient toujours de la forme :

wy(z,y) =C <a(x, y) + %(cos(@)ﬁx(x, y) + sin(0) By (z, y))) (3.40)

Dés lors si I'on désire que VO € [0,27] le taux transition reste positif sans quoi I'équation
maftresse dont il fait partie n'aurait plus aucun sens, il nous faut respecter la contrainte
suivante :

1 2D
a(z,y) = 54/ B(a.) + B, y) <= ol < (3.41)
u\/Fg?(w,y) + Fy (. y)

Dans le cas oi le champ de force F(x,y) a I'origine du terme de dérive dans |'équation
(3.10) n’est pas uniforme, on s’assure que le pas d’espace J! vérifie la contrainte supplémentaire
suivante :

F(z + cos(0)dl,y + sin(0)dl) — F(z,y) o
dl h

Je, V(F(z,y) us) (1+e€) (3.42)

cos(0) T o : .
telle que us; = (sm(ﬂ)) est le vecteur unitaire dirigé et orienté par I'angle 6 du saut. Ainsi
en choisissant un ¢ suffisamment petit, on s’assurera du fait que lors du déplacement d’une
particule libre d'une position (x, y) a la surface du domaine de simulation, la variation du champ
de force soit suffisamment faible pour ne pas occulter son effet localement en réalisant un pas
trop large. Pour les mémes raisons, si le coefficient de diffusion D(z,y) n’est pas uniforme a
la surface du domaine de simulation, on vérifiera pour le pas d’espace 4l que :

D(z + cos(0)dl,y + sin(0)0l) — D(z,y)
ol
A présent si I'on désire maximiser le pas de temps §t connaissant le pas d'espace dl, il

Te, < V(D(z,y) -us) - (1+e¢) (3.43)

faudra minimiser le terme (1 — weum(z,y)) - P(z,y,t) dans I'équation maitresse, autrement
dit choisir un pas de temps dt suffisamment grand pour que I'on ne puisse jamais observer la
particule libre immobile durant sa marche aléatoire :

1 612
1 — wsum(z,y) =0 <= 1—4da(z,y) =0 < it = 1D (3.44)
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3.1.3 . Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions en présence d’un
champ de force
Algorithme DLA hors d'un réseau et construit a partir de I'équation mai-
tresse (3.35)

Plusieurs groupes de recherche auront proposé des algorithmes basés sur le modéle DLA
dont I'objectif était de biaiser la marche aléatoire des particules libres a priori isotrope et ainsi
inclure une dérive dans leurs mouvements de diffusion. Dans [68] P. Meakin simule sur un réseau
carré la croissance d’une arborescence dont les particules avant de s’y fixer auront effectué une
marche aléatoire biaisée par une dérive. Dans son algorithme ce biais se matérialise au moment
de choisir la direction de saut de la particule libre par le fait de tirer uniformément un nombre
aléatoire X dans [0, 1] telle que si X < p la particule se déplacera suivant la direction définie
par la dérive, sinon on choisit uniformément une des quatre directions cardinales comme cela
aurait été fait dans [115] le modéle DLA classique. Ainsi p définit la probabilité pour une
particule libre de dériver ou non durant sa marche aléatoire telle que si p = 0 on retrouve le
modéle DLA classique et si p = 1 une accrétion balistique comme décrit dans [72].

Dans un style différent, mais toujours a la surface d’'un domaine de simulation subdivisé
en n? mailles carrées, R. Jullien et al. proposent dans [49] une autre méthode pour choisir
la direction suivant laquelle une particule libre effectuera un saut V(i,j,s) € [0,n]?> x N la
position ol elle se trouve a l'instant ¢, celle-ci basée sur |'équation maitresse suivante :

S 1 2
P =qP i+ aPj+ (1= (p+29) P +pPl | (pg) € [O, 2} (3.45)

Dés lors si les taux de transition vérifient la relation p = ¢ = %, les marches aléatoires
des particules libres seront assimilées a des diffusions isotropes a l'instar de ce que faisait
I'algorithme DLA classique dans [115]. En revanche si p # ¢ tel que p + 2g < 1 soit vérifiée :
dansle casou p+q = % alors la diffusion des particules libres sera anisotrope, tandis que si
p+q # % les marches aléatoires des particules libres seront biaisées par une dérive comme
précédemment dans [68].

Cet algorithme cependant présente un défaut lie & sa simplicité, il ne peut concevoir le
biais que pourrait avoir un champ de force non-uniforme sur le mouvement qu’adopterait une
particule libre. Dans [12], toujours a la surface d'un réseau carré, F. Carlier et al. membres
appartenant a notre groupe de recherche ont développé un algorithme dans lequel I'équation
maftresse avait été obtenue & partir de |'intégration de |'équation de Smoluchowski (3.10) et
qui donc permet d’envisager ce cas. Dans leur travail ils cherchent a donner une explication aux
différences morphologiques observées entre des structures dendritiques composées d’agrégats
atomiques d’argent et d’autres de clusters d’antimoine. Pour cela ils présument que celles-ci
seraient dues a I'importance des déformations locales causées par les agrégats atomiques eux-
mémes 3 la surface du substrat selon la loi de Hooke [58]. Ces déformations produiraient alors
pour chacun de ces clusters, un champ de force fi(r) = % dont la somme F(r) = 3", fi(r)
serait & I'origine du terme de dérive V (uF(r)- P(r,t)) dans (3.10). Cependant il est a noter
que, la méthode d'intégration numérique a la surface d’un réseau carré de |'équation (3.10)
développée dans la sous-section 3.1.2 n'est pas celle qui avait été choisie par F. Carlier et
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al. dans [12]. En effet nous avons fait le choix de faire la distinction entre le couple des pas
d’espace-temps (41, dt) et celui du libre parcours moyen d’une particule libre et sa fréquence
de saut moyenne (a,7) grace auquel on peut définir entre autre le coefficient de diffusion
selon (2.3). Ce n'est pas le cas dans [12]. Ce choix aura été motivé par le fait que sans cette
distinction, lors du calcul des taux de transition définis suivant la formule (A.10) dans [12],
pour que ces derniers restent positif (sans quoi I'équation maitresse n'aurait plus de sens),
I'intensité du champ de force devra étre limitée par le couple (a,7) dont on ne peut pas
modifier les valeurs a la différence de (d1, dt).

Dés lors si on devait définir I'avantage qu’ont les algorithmes utilisés dans [49, 12] par
rapport a celui qui a été choisi dans [68]; il faudrait insister sur le fait que dans [49, 12] les
déplacements des particules libres sont régis par des équations mafitresses pouvant étre baties
a partir d'une équation de Smoluchowski (3.10). Or cette équation décrit la physique d’une
expérience réelle dont on suppose les particules libres &tre influencées, biaisées, lors de leurs
mouvements de diffusion. Bien que plus facile 3 mettre en ceuvre que les deux autres, I'algo-
rithme présenté dans [68] et plus particuliérement sa probabilité de dérive p reste cependant
difficile a relier a I'intensité d'un phénomeéne physique. Quoiqu’il en soit I'ensemble de ces algo-
rithmes [68, 49, 12] nécessitent un réseau pour étre mis en ceuvre. Ainsi dans ce travail nous
proposons alors un algorithme s’appuyant sur I’équation maitresse (3.35), en mesure
de décrire une simulation hors réseau de type DLA en présence d’un champ de force.
En fonction de la nature du champ de force et de la précision que I'on cherche a atteindre, on
choisira parmi 'une des deux méthodes ci-dessous :

Dans le cas ou les particules libres subissent un champ de force indépendant de Ia
structure dendritique et qui plus est dont on connait la forme analytique, nous calcule-
rons simplement, a la position (z,y) d’une particule libre la force qui lui ait donné de
ressentir.

Maintenant si ce champ de force est induit par la structure dendritique elle méme, il est
recommandeé de discrétiser son effet a la surface du domaine de simulation si I'on espére
conserver quelque peu la rapidité de |'algorithme. En effet en choisissant la méthode
"force brute" décrite au-dessus, il faudra calculer a chacune des positions (z,y) qu'une
particule libre sera amené a visiter, 'ensemble des forces qui lui ont été donnée 3
ressentir par toutes les particules fixes constituant I'arborescence a cette étape de sa
croissance. On préférera donc, quitte a perdre un peu en précision, enregistrer un bonne
fois pour toutes les valeurs de I'ensemble de ces forces aux différentes position d'une
grille F'. Cette grille pourra étre mise a jour a l'instar de la grille ¥ présentée plus tot
dans la sous-section 3.1.1 par un masque nommé f jouant le méme réle que le masque
© pour W 2 la différence prés que cette fois-ci il viendra simplement s’additionner 3 la
grille F'. Ainsi la grille F' et le masque f sont définis tels que :

e Grille F = (F,, Fy) :estun 2 x (2n+ 1) x (2n + 1) double réseau carré recou-
vrant le domaine de simulation dont les cellules renferment 3 leurs positions pour
chacune d’entre elles la valeur de force F'; ; induite par I'ensemble des particules
fixes composant I'arborescence a une certaine étape de sa croissance.

e Masque f = (fsz, fy) : est un 2 x (4n + 1) x (4n + 1) double réseau carré
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dans lequel on retrouve dans chacune de ces cellules la force qui serait induite par
une particule fixe si celle-ci se situait au centre de ce réseau. Nous avons choisi
(4n + 1) x (4n + 1) afin de s’assurer qu'a I'ensemble des cellules F' soit ajouté
I'effet du champ de force généré par la nouvelle particule fixe située au centre du
masque f.

Ainsi dans les cas auxquels nous auront a faire face, nous devrons trouver le meilleur compromis
entre la rapidité d’exécution et la précision de I'algorithme.

Dans notre algorithme en mesure de décrire une simulation hors réseau de type DLA en
présence d'un champ de force, il nous faudra définir une nouveau masque Og;* défini tel que :

Masque Og* : est un (4n + 1) x (4n + 1) réseau carré pour lequel chacune de ces
cellules contient la valeur du plus grand pas d’espace 0l réalisé depuis la position (z,y)
au-deld duquel les contraintes (3.41) et (3.42) ne seraient plus respectées, si la case
centrale de ce masque contenait une nouvelle particule fixe.

De plus les valeurs contenues dans les cellules de la grille ¥4, devront satisfaire la contrainte
(3.43) si le coefficient de diffusion D(z,y) s'avérait ne pas étre uniforme a la surface du domaine
de simulation. Enfin certaines étapes décrites dans la sous-section 3.1.1 seront quelques peu
modifiées telles que :

* Lors de I'étape 2, |la probabilité pour une particule libre de sauter suivant un sens et
%, mais devient
(3.38) le taux de transition calculé précédemment dans la sous-section 3.1.2 dans le

cas hors réseau :

une direction 6 depuis sa position (z,y) ne se résume plus a p;so =

wy(z,y) = % a(z,y) + %(cos(@)ﬁx(x,y) + Sin(Q)By(l‘,y))

Il faudra cependant définir les valeur du couple de pas d’espace-temps (41, §t), au moyen
duquel les paramétres «o(z,y) et B(x,y) sont adimensionnés. Ainsi le pas d’espace dl
maximal est obtenu grace a la grille ¥4, tandis que d'aprés (3.44) la valeur maximale

du pas de temps 6t vaut :
512

ot = 5

FN

* Lors de I'étape 4,
- on ajoute fa F

- on met a jour W, cette fois-ci pas seulement avec le masque @5 mais aussi avec
O™ .

T. R. Ni Mhiochain et al. dans [80, 79] auront proposé un modéle DLA en présence d'un
champ magnétique a la surface d'un réseau carré; afin de produire une simulation de leurs
electro-dépots de cristallites de zinc. Notre algorithme, en fixant la valeur du pas d’espace dl
avec celle du libre parcours moyen des cristallites de zinc et en évaluant I'angle 6,,.; décrit sur la
(Fig.7 de [80]) correctement, serait 3 méme de réaliser ces simulations et cela tout en restant
libre de l'influence d’un quelconque réseau.
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En conclusion modifier I'équation maitresse de I'algorithme de type DLA optimisé par K.R
Kuijpers et al. dans [55] par I'équation (3.35), nous permet de modéliser |"auto-organisation
en arborescences de particules libres ayant subi des champs de force non-uniformes durant
leurs diffusions et cela sans que la morphologie de ces structures dendritiques ait pu étre
influencée par un réseau quelconque. A cela on peut ajouter que dans notre algorithme, en ne
confondant pas le libre parcours moyen d'une particule libre et sa fréquence de saut moyenne
avec respectivement le pas d'espace et le pas de temps utilisé pour |'intégration numérique
de I'équation de diffusion de Smoluchowski (3.10), la contrainte® sur la valeur de l'intensité
du champ de force F' dans I'expression du taux de transition défini suivant (A.10) dans [12],
n'existe plus.

Exemples de structures dendritiques simulées hors d'un réseau en présence
d’un champ de force : mesures de leurs dimensions de Bouligand-Minkowski

Au moyen de cet algorithme hors-réseau construit a partir de I'équation maitresse (3.35),
on aura simulé des milliers d’arborescences fruit de I'auto-organisation de particules initialement
libres de diffuser sous I'influence ou non de champs de force. Les (Fig.3.7), (Fig.3.8) et (Fig.3.6)
illustrent ces résultats pour différents types de champs de force présents a la surface du domaine
de simulation.

A l'instar du travail réalisé dans [12], on a aussi mesuré la dimension de Bouligand-
Minkowski de ces structures dendritiques au moyen de la méthode des boites décrites dans
la sous-section 1.3.1. Sur la (Fig.3.5) on trace I'évolution de cette dimension en fonction de
I'intensité du champ de force radial uniforme ressenti par les particules libres durant les simu-
lations. La mesure de la dimension de Bouligand-Minkowski pour des arborescences n'ayant
subi l'influence d’aucun champ de force durant leurs simulations est Dg = 1.66. Celle-ci est
en accord avec celle obtenue pour la premiére fois en 1983 par T.A Witten et L.M. Sander, ré-
pertorié dans le (Tab.1 de [116]). Puis & mesure que d'une série de simulations a une autre, on
augmente l'intensité du champ de force radial uniforme ; la dimension de Bouligand-Minkowski

mesurée pour ces structures dendritiques tendra vers 2, Dp W 2, comme on peut le
F||—=+oc

constater sur la (Fig.3.5 a droite). Ceci exprime la tendance des arborescences a adopter la
morphologie trés compacte en forme de disque ou presque, illustrée en bas de la (Fig.3.7) dans

le cas ou F' = —10.0-u, en tous points du domaine de simulation. Une morphologie que
I'on trouvait déja pour les structures dendritiques obtenues dans [69] par le modéle d’accrétion
balistique de Vold-Sutherland [109, 104], dans lequel avant de rencontrer et se fixer & I'arbo-

rescence, les particules libres suivront des trajectoires balistiques en ligne droite. Or dans le
modeéle DLA en présence d'un champ de force, si I'intensité de celui-ci est suffisamment grande
pour que le coefficient de dérive (3.17) finisse par largement dominer le coefficient de diffusion
(3.16), les mouvements des particules libres seront quasiment balistiques en |'occurrence les
particules suivront la direction inverse de celle du gradient de potentiel.

[l est a noter que dans ce méme (Tab.1 de [116]) et le reste de la littérature, on retrouve
aussi Dy ~ 1.70 comme étant la mesure de la dimension fractale des structures dendritiques

6. Une contrainte permettant de conserver la valeur de ce taux toujours positive.
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obtenues par la DLA en I'absence de champ de force. Cette mesure de la dimension fractale
correspond a celle réalisée par le biais du rayon de giration R, de ces arborescences d'aprés
I'équation (3.2). Cette méthode de mesure nécessite que la forme globale de I'objet & mesurer
soit relativement circulaire, ce qui est le cas pour des structures dendritiques ayant été simulées
sans la présence d'un champ de force. Or dans le cas ol les particules subissent I'influence
d’'un champ de force uniforme suivant une direction, ces derniéres s’'organisent a I'image de
I'arborescence représentée au milieu de la (Fig.3.7), il est donc préférable d’utiliser la dimension

de Bouligand-Minkowski.

F=00=Dp=166 | | - .
F-0l=sDp-171 | | .~
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Figure 3.5 - Evolution de la dimension de Bouligand-Minkowski mesurée au
moyen de la méthode des boites, de structures dendritiques simulées hors d'un
réseau et en présence ou non d'un champ de force radial uniforme d'intensité
F € ]0,10]. Lorsque cette intensité ' augmente, la dimension de Bouligand-

Minkowski des structures dendritiques Dpg W 2, définissant ainsi la ten-
—+00

dance pour ces arborescences a adopter des morphologies de plus en plus com-
pactes en forme de disque.

3.2 . Chronologies de processus irréversibles

3.2.1 . Fractales Laplaciennes

Alternative a lI'algorithme classique développé dans la section 3.1, permet-
tant la construction de structures dendritiques de type DLA

Précédemment dans la sous-section 3.1.2, nous avons vu qu’au sein d’une simulation de type
DLA en présence d'un champ de force, la dynamique d’une particule libre pouvait &tre décrite
par I'équation de Fokker-Planck (3.10). Or durant la croissance d’'une structure dendritique,
la diffusion d'une nouvelle particule libre est conditionnée par I'accrétion de la précédente. Ce
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Figure 3.6 - Structures dendritiques composées de 10000 particules construites
hors-réseau sous l'influence des champs de force dérivant d'un potentiel de la
forme 0.25-v(r) = log(r) généré par chacune des particules dés lors qu'elle se
fixe. L'échelle des couleurs représente I'ordre avec lequel chacune de ces sphéres
dures seront venues se fixer les unes aux autres durant de la simulation, tandis
que l'ontrace lesisopotentiels de lasomme des potentiels V' = Zf;l v; suivantun
échelle de nuance de gris. A titre indicatif la sphére dure dont le contour aura été
coloré en rouge correspond a la graine, particule initialement déposée au centre
du domaine de simulation.
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Figure 3.7 - Structures dendritiques composées de 10000 particules construites
hors-réseau en I'absence de champ de force (en haut) et sous l'influence respec-
tivement d'un champ de force uniforme F' = 410.0 - u,, (au milieu) et d'un champ
de force radial uniforme F = —10.0-u, (en bas). L'échelle des couleurs repré-
sente l'ordre avec lequel chacune de ces sphéres dures seront venues se fixer les
unes aux autres durant de la simulaticgy A titre indicatif la sphére dure dont le
contour aura été coloré en rouge correspond a la graine, particule initialement
déposée au centre du domaine de simulation.
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Figure 3.8 - Structures dendritiques composées de 10000 particules construites
hors-réseau sous l'influence d'un champ de force radial uniforme dont l'intensité
vaut respectivement /' = 0.1 u,. (en haut), F' = 1.0 - u,. (au milieu) et F' = 10.0- u,.
(en bas). L'échelle des couleurs représente l'ordre avec lequel chacune de ces
sphéres dures seront venues se fixer les unes aux autres durant de la simulation.
A titre indicatif la sphére dure dont le ggntour aura été coloré en rouge corres-
pond a la graine, particule initialement déposée au centre du domaine de simu-

l[ation.



qui a pour conséquence a tout instant de cette simulation, d'artificiellement” fixer a un le
nombre de particule libre diffusant a la surface de son domaine. Dés lors si le coefficient de
diffusion D ainsi que le champ de force F sont tous deux indépendants du temps, compte
tenu de la remarque précédente, la densité de probabilité de présence P(r) des particules libres
supposées diffuser au voisinage d'une arborescence suivant I'équation (3.10) pourra étre définie

8

par |'équation stationnaire © suivante :

A(D(r)-P(r)) - V(ﬂF(r)-P(r)) =0 (3.46)

A laquelle il faudra ajouter les conditions aux limites de Dirichlet suivantes :

Condition aux limites a l'infini : Les particules libres dans le modéle DLA sont
supposées diffuser depuis une origine située a l'infini par rapport a la position de la
graine. Or dans la description détaillée que I'on a fait de I'algorithme DLA hors d'un
réseau (voir sous-section 3.1.1), pour des raisons évidentes de temps de simulation,
on choisit une distance Ry, qui n'est pas infinie mais qui reste suffisamment grande
devant R,,q; le rayon maximal de la structure dendritique mesuré 3 partir de sa graine.
A cette distance de |'arborescence on peut raisonnablement considérer la densité de
probabilité de présence d'une particule libre comme étant homogeéne et égale 3 une
valeur donnée P.

VA € [0,27], P(Rayop, A) = Pp (3.47)

avec {r e R? | VA € [0,27[, r = (Rarop, A)} I'ensemble des points définis par leurs
coordonnées polaires dans un repére ayant pour origine la position de la graine, formant
un cercle de rayon Rg;qp.

Condition aux limites défini par le tracé de la structure dendritique : Dans
le modeéle DLA, lorsqu’une particule libre rencontre une particule fixée au reste de la
structure dendritique, elle se fixe a son tour. Dés lors le tracé de cette arborescence
définit une condition aux limites absorbante telle que :

VreS, P(r)=0 (3.48)

avec S C R? I'ensemble des points appartenant au tracé de la structure dendritique.

Afin de connaitre la densité de probabilité de présence P(r) en tout point de I'espace,
on pourra utiliser la méthode de Jacobi. Pour cela on choisit® de subdiviser le domaine de
simulation [0, L]? en (n; + 1)? petits losanges d'aire §I? = (Tllljf'l)Q tel que P(x1,y1) sera
notée P; j avec x1 = i- 6l et y; = j-0l, coordonnées définies dans la base By décrite dans la

sous-section 3.1.2. Ce qui nous permettra d’intégrer numériquement |'équation (3.46) gréace a

7. Artifice justifié par I'argument de la faible densité d'agrégats atomiques a la surface du
substrat des expériences de LECBD que I'on cherche a simuler par ces simulations de type DLA.
(voir sous-section 3.1.1)

8. En labsence de champ de force celle-ci se résume a une équation de Laplace
A(D(r)- P(r)) = 0.

9. On choisit une grille hexagonale pour son arrangement de compacité maximale.
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I'’équation maftresse suivante :
(i, ) € [0,n]? ((wzlo z+1,j+1> Pit1 1+ ((w270°)i,j+1) P i1
((w330 i 1,3) Py + ((w30° )ifl,jfl) P11
((’w90 i 1) P 1+ ((’w150° )i+1,j) Pyt
~((woum)is) - P = 0 (3.49)

qui n'est autre que I'équation (3.25) rendue indépendante du temps. On choisit alors un seuil
de tolérance (AP)* = o(P) suffisamment faible pour considérer qu’en dessous de cette valeur,
les variations de la densité de probabilité de présence AP(r) en tout point de I'espace sont
négligeables devant P(r) et que dés lors au bout d’un certain nombre d'itérations du calcul de
I'équation (3.49), I'état stationnaire de P(r), Vr € R? est atteint.

Ainsi a partir de cette carte de densité de probabilité de présence de particules libres aux
voisinages d'une structure dendritique comptant N particules fixées. Nous sommes en mesure
pour |'étape de croissance N + 1 de choisir le site d"accrétion en fonction de la distribution de
probabilité Pyyyer :

P(r)
Y ovec P(r)dr

avec C C R? I'ensemble des points appartenant au contour de la structure dendritique. L'al-

Vr € C, Pyuer(r) = (3.50)

gorithme que nous venons de décrire est une évolution de celui proposé en 1986 par Lyklema
et al. dans [63] pour modéliser & la surface d’un réseau des structures dendritiques de type
DLA s'étant auto-organisées sans subir I'influence d'un champ de force.

Dans leur travail ils commencent par présenter les marches aléatoires Laplaciennes LRW
pour "laplacian random walk" en anglais, comme étant une généralisation des marches aléa-
toires auto-évitantes croissant a I'infini IGSAW pour "indefinitely growing self-avoiding walk".
Les LRW ne sont pas des marches isotropes. La direction choisie d’une itération a l'autre
dépend de la probabilité :

P(r)"
Seev,, . POyidr

avec V.., C R? I'ensemble des cases plus proches voisines du dernier site 7qs¢ Visité par la
LRW. Dans I'équation (3.51) actualisée entre chaque mouvement de la LRW, P(r) définit la
densité de probabilité obtenue par I'intégration numérique de I'équation de Laplace en prenant
comme conditions aux limites (3.47) et (3.48) telle que cette fois-ci S représente |'ensemble
des points appartenant au tracé de la LRW avant son prochain déplacement. Sur la (Fig.1 de

Vn €RY, Vr € V.., Wrppoyosr = (3.51)

[63]) ou est représentée une LRW a la surface d’un réseau carré, étant donné que les sites 2
et 6 sont cernés par le tracé de la LRW, on comprend aisément qu’a l'issue de I'intégration
de I'équation de Laplace, la valeur de la densité de probabilité P restera nulle a ces endroits.
Cela a pour conséquence d’empécher mécaniquement la LRW de choisir une direction qui
I'aménerait & emprunter une impasse 1°. Ainsi pour 7 = 0 dans (3.51), Vr € V., ., Wy,

10. Impasse dans laquelle elle finirait par étre dans l'obligation de rejoindre un site déja visité
si cette marche voulait se poursuivre a l'infini.
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les probabilités de se déplacer suivant les directions autorisées seront équiprobables et de ce
fait la marche, elle, sera isotrope et auto-évitante, autrement dit une IGSAW.

Par la suite Lyklema et al. appellent alors fractales laplaciennes, toutes arborescences dont
la construction est basée sur un algorithme semblable 3 celui développé pour les marches
aléatoires laplaciennes et pour lequel les sites susceptibles de prolonger un tracé ne se résume
plus aux seuls proches voisins du dernier site visité V,,__,,
sur le contour du tracé tout entier. Ainsi les structures dendritiques de type DLA obtenues
sans l'influence d'un champ de force sont donc des fractales laplaciennes dont la valeur de

mais 3 C 'ensemble de ceux situés

n = 1. Pour n = 0 on retrouve des structures bien connues construites a partir d'un modéle
appelé modéle d'Eden [112] tel que : & chaque étape de sa construction, a un agglomérat de
sphéres dures, on fixe une nouvelle particule suivant une position choisie uniformément parmi
I'ensemble de celles ou insérer une nouvelle sphére dure n’impliquerait pas que cette derniére
chevauche les autres composant cette structure. Les agglomérats obtenus au moyen du modéle
d'Eden sont donc pour les arborescences de type DLA ce que les tracés d'une IGSAW sont
pour les tracés d'une LRW.

A ce stade il est intéressant de revenir sur [77] présenté dans la sous-section 3.1.1. Dans
ce travail, 3 un algorithme basé sur le modéle DLA, A.Y. Menshutin et L.N. Shchur ont ajouté
lors de I'étape de fixation d'une particule libre, une condition supplémentaire; ayant pour
objectif de rejeter les événements d’accrétion les moins probables et ainsi favoriser I'obtention
d'arborescences dont les tracés tendent & se rapprocher le plus possible d’'une morphologie
moyenne. Or pour un nombre de rejets n — +00, a un instant donné de la croissance d’une
structure dendritique, le site sur lequel une particule libre ira s’attacher, sera identique a celui
qui aurait été choisi par 'algorithme de Lyklema et al.; autrement dit asymptotiquement ces
deux algorithmes sont analogues. Dés lors les arborescences obtenues grace a |'algorithme de
Lyklema et al., suivent des tracés qui s’approchent eux aussi assez fortement de la morphologie
moyenne d'une arborescence de type DLA.

Décharge diélectrique

Coliiteux en temps de calcul et sensible aux effets du réseau permettant I'intégration numé-
rique de (3.46), on est en droit de se demander & quoi peut bien servir |'algorithme précédem-
ment décrit ? En I'occurrence a modéliser un certain nombre de phénoménes physiques comme
la digitation visqueuse d’un fluide dans un autre [95], ou bien les claquages diélectriques [36].
Deux phénoménes pour lesquels la morphologie des arborescences qu’ils produisent, est sem-
blable a celle obtenue par le modéle DLA ; mais qui pour autant ne sont pas les résultats de la
croissance de structures dendritiques par accrétions de nouvelles particules libres. En appliquant
un champ électrique entre une anode centrale et une cathode circulaire toutes deux séparées
par un milieu isolant, pour une différence de potentiel Uy donnée appelée tension de claquage,
on peut observer une soudaine décharge diélectrique comme sur la (Fig.1 de [85]) formant une
arborescence se déployant de I'anode vers la cathode. Le mécanisme de claquage peut étre
vu comme un avalanche d’électrons venant ioniser localement le milieu diélectrique et donc
augmenter considérablement sa conductivité, ce qui a pour conséquence d’'égaliser le potentiel
électrique le long du tracé de cette décharge avec celui de I'anode. Les électrons continueront
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alors de remonter les gradients de potentiel en direction de la cathode. Ce mécanisme est
schématisé a un instant donné d'une décharge sur la (Fig.3.9). Ainsi l'algorithme de Lyklema
et al. [63] est tout indiqué pour modéliser ce phénomeéne, et Niemeyer et al. dans [85] |"auront
utilisé pour simuler les arborescences qui résultent des claquages diélectriques se produisant
dans 3 atmosphéres d'hexafluorure de soufre (SFg) gazeux, a la surface d'une plaque de verre
de 2 mm.

Figure 3.9 - Cartographie du potentiel électrique V() mesuré entre une cathode
circulaire (en rouge) maintenue au potentiel V. n0qe = Up et la décharge élec-
trique (en bleu) au meme potentiel que I'anode (en vert) V,,.q¢c = 0. Cette carte
est obtenue en intégrant I'équation de Laplace AV = 0 avec comme conditions
aux limites Viginode = Uy €t Vienarge = 0. Les points jaunes représentent les sites
par lesquels est susceptible de se déployer la décharge, selon l'algorithme décrit
par Lyklema et al. dans [63] (From Gouyet & al [30]).

3.2.2 . Chronologie des événements ayant abouti a la construction d’une struc-
ture dendritique de type DLA

DLA un processus stochastique irréversible

Les structures dendritiques obtenues par le biais du modéle DLA, I'ont été au moyen d’un
processus stochastique irréversible. Par définition, il est donc impossible, a partir de la seule
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information du tracé d’une arborescence a un instant 7' donné, de reconstituer exactement
la suite des événements séparant cet état de croissance avec un autre antérieur. Cependant
en adaptant notre évolution de I'algorithme de Lyklema et al. développé plus haut dans la
sous-section 3.2.1; il est possible d’approcher un scénario qui colle assez fidélement avec la
véritable chronologie des événements.

D’ores et déja on peut étre siir que parmi |'assemblée des IV particules composant une
arborescence de type DLA, la seule ayant pu s'étre fixée la derniére, est forcément connectée
a une seule autre particule fixe (par la suite IV; correspondra au nombre de particules fixes
comptabilisant i connexions). Cette condition triviale portant sur le nombre de proches voisins
connectés a une particule fixe, nous permet d'éliminer avec certitude N — N7 des candidates
potentielles. Cependant il nous faut trouver une ou des conditions supplémentaires, afin de
réduire ce choix a une seule.

Or précédemment dans la sous-section 3.2.1, a tout instant de la croissance d'une structure
dendritique, nous étions capables en fonction de la distribution de probabilité Py, de choisir
parmi C |'ensemble des sites d’accrétion, celui sur lequel une particule libre diffusant aux abords
de son voisinage viendrait se fixer. Pour calculer cette distribution de probabilité Vr € C d’apres
I'équation (3.50), il fallait intégrer numériquement I'équation (3.46) suivant les conditions aux
limites décrites par (3.47) et (3.48). Dés lors si pour chaque particule fixe comptabilisant une
seule connexion, on évalue sa probabilité Py, telle que le contour C est défini a chaque fois
comme étant celui du tracé de I'arborescence privée de cette particule; on est en mesure de
déterminer laquelle d’entre elles est la plus susceptible de s’agréger la derniére.

Pour une arborescence constituée de N particules la méthode que nous venons de décrire,
est tout a fait satisfaisante lorsqu'il s’agit de choisir I'événement d'accrétion le plus suscep-
tible de se réaliser lors de I'étape finale N. On peut alors retirer la particule que I'on présume
s'étre agrégée au reste de la structure dendritique lors de I'étape NNV, et ainsi obtenir le tracé
le plus probable de cette arborescence a I'étape N — 1 de sa croissance. Dés lors si la parti-
cule fixe connectée a celle que I'on vient de retirer, appelons la ” A”, comptabilise une seule
connexion sur ce tracé a I'étape N —1; celle-ci devient alors une candidate pour les événements
d'accrétion s'étant déroulés au plus tard lors de I'étape N — 1 et sa position sera définie par
ra € Fy_1\ Fn. Par la suite VI' € [1, N + 1], on note Fr 'ensemble des positions r a
la surface du domaine de simulation repérant les particules candidates a |'événement d’accré-
tion ayant eu lieu lors de I'étape T, avec F 1 = 0. Or a I'exception de la particule 7 A” !,
I'ensemble des autres particules candidates de I'étape N — 1 le sont aussi lors de I'étape IV,
autrement dit Fy_1 NFy = Fy_1 \ {ra}. Pour ces derniéres, leurs probabilités de se coller
au reste de la structure dendritique au plus tét lors de I'étape N — 1 valent Poypq(r, N — 1) =

Pstuck (rvN)+Pstuck (I’,N*l) H . " A
ndi rl rticule 7 A
Ps“wk(rA’N_1)+EVEFN—1\{rA} PStuck(rvN)""Pstuck (rvN_l) ! ta d S qUe pOU a pa ticule cette

el L _ _ Pstuck(rA:Nfl)
prObablllte VaUt Pcand(rA’ N 1) - Pstuck(rA7N_1)+Zr€FN_1\{rA} Pstuck’(r7N)+Pstuck:(r7N_1) ) On

peut généraliser ce résultat pour n'importe quelle étape 7' € [1, N] de la croissance d'une

11. Le singleton contenant la position r4 a la surface du domaine de simulation repérant la
particule candidate ” A” satisfait I'égalité {ra} = Fn_1 \ Fu.

93



arborescence telle que :

S(r,T)
ZreFT S(rv T)

avec VM € [T, N], la fonction S définie pour une particule repérée a la position r € Fp/\F /11

Vr € Fp, Poana(r,T) = (3.52)

telle que :

M
S(r,T) = ZPstuck(r7t) (353)
t=T

Ainsi VT € [1, N], d’aprés (3.52) on est en mesure de choisir la particule fixe la plus susceptible
d’avoir rejoint au plus tét le reste de la structure dendritique lors de I'étape T

Algorithme permettant d’approcher le plus fidélement possible la chronolo-
gie des événements ayant abouti a 'auto-organisation d’une structure den-
dritique de type DLA

D’apres les équations (3.52) et (3.53), il est nécessaire de calculer au préalable Pyycx(r, T'),
si I'on veut obtenir la valeur de P.y,4(r,T), VT € [1,N] et Vr € Fp. On sera donc amené
a intégrer numériquement I'équation (3.46) et cela en choisissant comme précédemment pour
I'algorithme présenté dans la sous-section 3.2.1 de subdiviser le domaine de simulation au
moyen d'un réseau hexagonal. On construit alors une grille I" a l'instar de celle représentée a
gauche de la (Fig.3.3) plus tot dans la sous-section 3.1.1, mais cette fois-ci hexagonale. Cette
grille T" nous permettra d'identifier les cases de coordonnées (i, j) a la surface du domaine de
simulation dans lesquelles on retrouve les positions des particules fixes d’une arborescence 3
I'étape T de sa croissance et ainsi d’appliquer, lors de l'intégration numérique, les conditions
aux limites (3.48).

Cependant afin d’évaluer parmi |'ensemble des particules candidates Fr laquelle sera la
plus susceptible d'étre arrivée au plus tét lors de I'étape T, on devra intégrer numériquement
I'équation (3.46) sur I'ensemble du domaine de simulation et cela pour les Card(Fr) tracés
potentiels de |'arborescence a I'étape 7" — 1, définissant des conditions aux limites (3.48)
differentes a chaque fois. Or ces intégrations représentent |'essentiel de la complexité1? en
temps et en espace de notre algorithme qui on le rappelle a pour but d’approcher la chronologie
des accrétions ayant abouti a I'auto-organisation de n'importe quelle structure dendritique de
type DLA.

Afin de réduire la complexité en temps de notre algorithme, a chaque étape T € [1, N] de la
croissance d'une arborescence, lors de I'évaluation de I'événement d’accrétion le plus susceptible
d’avoir eu lieu, on réalisera I'intégration numérique de I'équation (3.46) sur |'ensemble du
domaine de simulation [0, L]? et cela pour le seul tracé de I'arborescence & cette étape T de
sa croissance. On obtient donc & l'instar de celle représenté sur la (Fig.3.10), la cartographie
Vr € [0, L)%, P(r,T) de la densité de probabilité de présence d’une particule libre au voisinage

12. Les notions de complexités en temps et en espace d'un algorithme mesurent respective-
ment le nombre d'étapes et I'espace mémoire qui lui seront nécessaires pour aller au bout de son
calcul, voir [13] pour plus de détails a ce sujet
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du tracé estimé de la structure dendritique au moment ou celle-ci était composée de T particules

fixes. Ainsi a partir de cette distribution, on pourra ensuite évaluer Vr € Fp, Pgycr(r, T) de

la maniére suivante :

Pypuck (r, T') =~ ((w210° )i+1,j+1> -Piy1j+1+ ((w270“ )m’+1) P11
+ ((w330° )i—l,j) “Piqj + ((w:so“ )i—l,j—l) P11
+ ((w90° )m—l) P+ ((w150° )H—l,j) -Pit1;

(3.54)

telle que (7,5) € [0,m;]? correspondent aux coordonnées sur la grille hexagonale T les plus
proches de la position r d'une particule candidate de I'arborescence. Ainsi a chaque étape
T de la construction d'une structure dendritique, on perd un petit peu sur la précision de
Psyucr(r, T), mais on réduit considérablement la complexité en temps de notre algorithme par

Card(Fr).

En résumé, notre algorithme se décompose suivant les étapes ci-dessous :

1. Tout d’abord initialement :

(a)

On définit le domaine de simulation [0, L]? de sorte & ce que : ce dernier soit centré
sur la position r¢ du centre de gravité de la structure dendritique dont on cherche a
évaluer la chronologie de sa construction et que la surface de ce domaine comprenne
I'aire d’un disque de rayon L = 6(Rpqz + 7p), avec Ry, la distance maximale
mesurée entre une particule fixe et le centre de gravité de cette arborescence. On
subdivise alors ce domaine en une grille hexagonale et on construit la grille T" &
I'aide de laquelle on repérera par la suite le tracé de |'arborescence a la surface de
ce réseau et nous permettra d'appliquer les conditions aux limites (3.48) lors de
I'intégration numérique de |'étape 2a.

A partir du tracé de I'arborescence on identifie Fy I'ensemble des particules fixes
connectées chacune seulement a une autre particule, autrement dit I'ensemble des

particules potentiellement candidates pour s'étre agrégées au reste de cette struc-
ture dendritique, lors de I'étape N de sa croissance.

2. Puis, a chaque étape T € [1, N — 1] de la croissance de I'arborescence, afin d'évaluer
laquelle parmi ses particules fixes, était la plus susceptible de s'étre agrégée au plus tot

lors de cette étape, I'algorithme suivra la routine suivante :

(a)

(b)

On intégre numériquement I'équation (3.46) a la surface du domaine de simulation
[0, L]?, suivant les conditions aux limites décrites par (3.47) et par (3.48) et on ob-
tient Vr € [0, L]?, P(r,T) et donc d’aprés I'équation (3.54) Vr € Fp, Payer(r, T).
On évalue alors d’aprés les équations (3.52) et (3.53), la distribution de probabilité
P.ona(r,T), Yr € Fr a une étape T € [1, N] de la croissance de cette structure
dendritique.

(c) On supprime ensuite du tracé de I'arborescence, la particule fixe la plus susceptible

de s'étre agrégée au plus tét lors de cette étape T, c'est a dire celle pour laquelle
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Peyna(r, T) est maximum. Ainsi on obtient le tracé le plus probable de la structure
dendritique a I'étape T' — 1 de sa croissance

(d) Enfin on met a jour la grille T" en fonction du tracé de I'arborescence a I'étape T'— 1
et on définit I'ensemble F7_; exactement comme nous |'avions fait lors de |'étape
1b. On peut désormais revenir & I'étape 2a et déterminer I'événement d'accrétion
le plus susceptible d’avoir eu lieu cette fois-ci lors de I'étape T'— 1 de la croissance
de cette structure dendritique.

Correspondance entre la chronologie réelle et celle estimée par notre al-
gorithme des événements d’accrétions a l'origine de la construction d'une
structure dendritique de type DLA

Désormais nous allons mesurer a quel point la chronologie estimée par notre algorithme
est fidéle ou non 3 la suite des événements d’accrétion de particules libres ayant conduit 3
I'auto-organisation d’une structure dendritique de type DLA donnée. Afin de réaliser une telle
comparaison, V1" € [0, N] I'étape de croissance d’une arborescence, nous allons avoir besoin
d'identifier a la surface du domaine de simulation, une région particuliére définie telle que :

Gr = {r € R? ’ P(r,T) < max({Pstuck(r,T) lre FT})} (3.55)

Autrement dit pour chaque étape T, la région dont le contour est décrit par la ligne de
niveau p* pour laquelle la densité de probabilité de présence d’une particule libre vaut la valeur
maximale de Psyer(r,T), Vr € Fp. Sur la (Fig.3.10) est représentée cette ligne de niveau
pour |'étape finale NV de la croissance d’une arborescence dont la construction avait été simulée
en présence d'un champ de force uniforme et cela par I'algorithme DLA hors réseau présenté
dans la sous-section 3.1.1.

Dés lors en superposant les lignes de niveau obtenues en suivant la chronologie réelle avec
celles calculées a partir du scénario estimé par notre algorithme comme ce qui a été fait sur
la (Fig.3.11), on observe que la correspondance entre ces derniéres est trés bonne. Au dela
de cette simple analyse qualitative, si il fallait pondérer cette observation : V1" € [0, N] on
pourrait compter parmi les particules fixes contenues dans la région G calculée suivant la
véritable chronologie, le nombre de particules T* pour lesquelles leurs étapes d’arrivée suivant
la chronologie estimée par notre algorithme sont antérieures ou contemporaines a |'étape T.
Ainsi en bas a gauche des (Fig.3.12) et (Fig.3.13), nous avons tracé en bleu I'erreur relative
1— % respectivement dans le cas d'une arborescence dont I'auto-organisation avait été simulée
en I'absence de champ de force et une autre o cette fois-ci un champ de force uniforme
F = 1.0-u, était présent tout au long de sa construction. Il apparait alors que ces deux
chronologies estimées ici par notre algorithme et représentées en bas a droite des (Fig.3.12)
et (Fig.3.13) sont trés proches de se calquer |'une et |'autre sur les véritables chronologies. En
effet pour les étapes de croissance T' > 50, |'erreur relative ne dépasse pas les 10% pour ces
deux chronologies.

Notre algorithme semble donc en capacité de produire des résultats trés satisfaisants et cela
indépendamment de l'intensité ou bien de la nature des champs de force qui pourraient &tre
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Figure 3.10 - Densité de probabilité de présence des particules libres au voisinage
d’'une structure dendritique composée de N = 1000 particules sous l'influence
d’'un champ de force uniforme F' = 1.0 u,. p* est la ligne de niveau pour laquelle
P(r, N) vaut la valeur maximale de Py, (r, N), Vr € Fy.

appliqués durant I'auto-organisation d'une arborescence de type DLA dont on chercherait par la
suite a estimer la chronologie. Pour définitivement s’en assurer on a tracé sur les (Fig.3.14) et
(Fig.3.15), a chacune des étapes T de la croissance d’arborescences construites respectivement
en la présence ou pas d’'un champ de force, |'erreur relative et cela pour un échantillon de mille
arborescences. VT € [0, N] on constate alors que |'écart entre la médiane et le premier quartile
ainsi que celui entre la médiane et le troisiéme quartile sont tres resserrés. Autrement dit que la
distribution des mesures de I'erreur relative 3 une étape T de la croissance de chacune des 1000
arborescences composant notre échantillon est trés piquée autour de la valeur de la médiane.
Cette observation est confirmée par la mesure VT' € [0, N| des écarts existant entre le 5™¢ et
le 95™¢ centile de ces distributions. Ainsi 90% des ces mesures se situent dans un fine bande
autour de la courbe d'évolution de la médiane ce qui en somme signifie que d'une arborescence
a l'autre I'erreur relative s'éloigne peu autour de la valeur médiane. En conclusion ces derniers
résultats finissent de confirmer la robustesse de notre algorithme ainsi que sa précision d’ores
et déja mise en évidence un peu plus tot.

A titre d'exemple afin de mieux se rendre compte de la précision de notre algorithme, nous
avons décidé de mesurer |'erreur relative mais cette fois-ci pour une chronologie ayant été
estimée de la maniére suivante : VT € [0, N] I'étape de croissance dont on cherche a estimer
parmi les candidates Fr la particule fixe la plus susceptible de s'&tre fixée 3 cette étape de la
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Figure 3.11 - Comparaison entre les lignes de niveau réelles et celles estimées
lors de la construction de la chronologie d’'une structure dendritique composée
de 1000 particules sous l'influence d'un champ de force uniforme F' = 1.0 u,,.

construction d'une arborescence, on choisira celle dont la position est la plus éloignée du centre
de gravité de cette structure dendritique. Cette méthode fonctionne trés mal lorsqu’il s'agit
d’estimer la chronologie des événement ayant abouti d la construction d'une arborescence en
la présence d'un champ de force uniforme, mais semble d'aprés la courbe de |'erreur relative
tracée en rouge en bas a gauche de la (Fig.3.12) &tre satisfaisante lorsque celle-ci s'était auto-
organisée sous l'influence d’aucun champ de force. Cependant si on y regarde de plus prés, on
observe notamment sur les zooms représentés sur la (Fig.3.16) que localement cette méthode
ne nous permet pas d’approcher aussi bien que le ferait notre algorithme.

En conclusion la véritable chronologie des événements ayant abouti & la construction d’une
arborescence, bien qu'a I'origine produit d'un processus stochastique irréversible, pourra étre
trés fidélement approchée par notre méthode. En effet passé les 100 premiéres étapes de
construction d'une arborescence composée de N = 1000 sphéres dures, I'erreur relative, me-
surée entre la véritable chronologie et celle estimée par notre méthode, se maintient & des
valeurs inférieures & 10% (voir (Fig.3.14), (Fig.3.15)). L'analyse par cette méthode d’images
expérimentales reste 3 faire. Nous reviendrons dans les perspectives sur une amélioration 3
apporter a cette méthode; afin d’analyser la construction de dendrites expérimentales et cela
méme si le flux d'agrégats atomiques lors du dépot était important.
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Figure 3.12 - Deux méthodes (droite haut et bas), permettant chacune d’estimer
la chronologie suivant laquelle les particules une a une viennent s'agréger, sont
comparées (gauche bas) ici sur la base de leurs erreurs de correspondance avec
I'ordre d’arrivée réel (gauche haut) des particules lors de la simulation d'une struc-
ture dendritique composée de 1000 particules sous l'influence d'un champ de
force uniforme FF =0
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Figure 3.13 - Deux méthodes (droite haut et bas), permettant chacune d’estimer
la chronologie suivant laquelle les particules une a une viennent s'agréger, sont
comparées (gauche bas) ici sur la base de leurs erreurs de correspondance avec
I'ordre d'arrivée réel (gauche haut) des particules lors de la simulation d'une struc-
ture dendritique composée de 1000 particules sous l'influence d'un champ de
force uniforme F' = 1.0 u,
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Figure 3.14 - Erreur relative sur le nombre total de particules restantes simulé
par notre algorithme pour 1000 structures dendritiques DLA composées de 1000
particules et ne subissant aucun champ de force externe.
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Figure 3.15 - Erreur relative sur le nombre total de particules restantes simulé par
notre algorithme pour 1000 structures dendritiques DLA composées de 1000 par-
ticules et subissant un champ de force externe uniforme d'intensité F' = 1.0 u,,
en unité de force arbitraire.
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Figure 3.16 - Illustration de la précision locale des chronologies obtenues suivant
deux méthodes différentes, pour une structure dendritique composée de 1000
particules s'étant auto-organisée sous l'influence d’aucun champ de force.
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4 - Qutils de la théorie des graphes

Afin de décrire I'ensemble des concepts exposés dans ce chapitre, nous nous sommes libre-
ment inspirés des ouvrages suivant : "Graphs and hypergraphs" de Claude Berge [4], "Graph
theory" de Reinhard Diestel [17] et "Random Trees : An Interplay between Combinatorics and
Probability" de Michael Drmota [19].

4.1 . Graphes

4.1.1 . Généralités a propos des graphes
Définition d'un graphe

Un graphe est la représentation mathématique de noeuds reliés les uns avec les autres par
le biais de liens. En des termes plus formels cela donne :

Soient G(V, E) un graphe définit par le couple composé d'un ensemble V' et de la collection
E tels que :

V ={v;}, avec Vi € [1,n], v; les n noeuds (sommets) du graphe G (4.1)
E = {e;} CV? avecVic [1,m], e; les m liens (arrétes) du graphe G (4.2)

La collection E est donc composée de liens qui mathématiquement se définissent comme
des paires ou des singletons de nceuds. Autrement dit E en plus d'&tre une collection, est un
ensemble des parties de V' (voir sous-section 1.1.1).

On définit I'ordre du graphe G(V, E) par le nombre de nceuds que compte I'ensemble V'
ou dit autrement :

Card(V') = la cardinalité de I'ensemble V' (4.3)

La position des nceuds ainsi que la forme des liens sur un graphe ne représente a priori
aucune information du point de vue de la théorie des graphes. Ce qui importe c'est la maniére
avec laquelle les nceuds sont reliés les uns avec les autres. Ainsi sur la (Fig.4.1) ces deux graphes
sont en fait isomorphes I'un de I'autre.

Sous-graphe et graphe partiel

A partir d’un graphe G(V, E'), on pourra engendrer une multitude de graphes appartenant
aux deux sous-catégories que I'on va décrire :

Si G'(V', Ey) est un sous-graphe de G(V, E) engendré par V' C V alors cela signifie que
Eyr la collection de ces liens correspond a un sous ensemble de E tel que ses éléments e;
soient tous des liens faisant intervenir exclusivement les nceuds de V”, dit de maniére formelle :

G'(V,Ev) | V' CV&Ey={ec€E | Ve=(vj,u;) €EE, (vj,v;) €V?} (4.4

exemple : Le graphe G({a,b,c,d},{1,2,3,4,8}) est un sous graphe engendré par le sous
ensemble de nceuds {a, b, c,d} du graphe de la (Fig.4.2).
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Figure 4.1 - lllustration d'une paire de graphes isomorphes. Soit f;s, I'isomor-
phisme, une application bijective associant les sommets du graphe G (V4, E)
avec les sommets du graphe Gy(V4, E») telle que : fiso(a) = h, fiso(b) = 1,
fz’so(c) = j: fiso(d) = f et fiso(e) =4g.

Si G'(V, E') est graphe partiel de G(V, E) engendré par E’ alors cela signifie que E' C E,
dit de maniére formelle :

G'(V,E') | ECE (4.5)
exemple : Le graphe G({a,b,c,d,e, f,g,h},{1,3,5,6,7,8,10}) est un sous graphe engendré
par le sous ensemble de liens {1,3,5,6,7,8,10} du graphe de la (Fig.4.2).

Ainsi un sous graphe partiel G'(V’, E{,,) de G(V, E) engendré par V' et E,,, est la réunion
des définitions précédentes ce qui donne :

G'(V',Ey,) | V' CV&Ey CEy=/{e | Ve=(vj,v) € E, (vj,v;) € V?} (4.6)

exemple : Le graphe G({a, b, c,d}, {1,2,3,8}) est un sous graphe partiel engendré par le sous
ensemble de noeuds {a,b,c,d} et par le sous ensemble de liens {1,2,3,8} du graphe de la
(Fig.4.2).

Graphe orienté ou non orienté

Dans un graphe orienté G(V, E), les liens sont des fléches et pour une fléche donnée
e = (v;,v5), Y(vi,v5) € V2, on dit que son incidence est orientée de v; vers vj. v; constitue ce
I'on appelle la queue de la fléche tandis que v; définit sa téte. (v;,v;) serait la fléche inverse
et mathématiquement (v;,v;) est un couple. Dans un graphe non orienté G(V, E), les liens
sont des arcs et on dit qu'un arc donné e = {v;,v;}, ¥(v;,v;) € V2 est incident sur v; et v;.
L'ordre des nceuds ne définissant aucune orientation, {v;, v;} est une paire.

G(V,E) orienté, Ve € I, e = (v;,v;), avec (v;,vj) € V2 4.7)
G(V, E) non orienté, Ve € E, e = {v;,v;}, avec (v;,v;) € V2 (4.8)

Ainsi on compte n + 2(5) = n + n(n — 1) fleches différentes possibles pour un graphe
orienté d'ordre n (4.3); tandis que pour un graphe non orienté du méme ordre, on comptera
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Figure 4.2 - Graphe quelconque servant d'exemple aux différents concepts expo-
sés dans la section 4.1

seulement n + (g) =n+ @ arcs différents possibles. Parmi I'ensemble de ces liens, dans

les deux cas, n correspondra a |'ensemble des boucles possibles (une boucle est un lien qui lie
un nceud & lui méme, sur la (Fig.4.2) le lien 6 est une boucle), tandis que les 2(3)) liens restants
dans le cas ou le graphe est orienté et les (g) dans I'autre, correspondent respectivement aux
2-arrangements et aux 2-combinaisons dans I'ensemble V' des nceuds.

Graphe simple ou multigraphe

Les graphes simples ainsi que les multigraphes ne possédent pas de boucles, a la différence
des pseudographes (Nous n’étudierons pas de pseudographes dans ce travail).

Les graphes simples se différencient des multigraphes par le fait que leur collection E' est
en fait un ensemble dénombrable. En d'autres termes E est une m-combinaison de fléches
(cas orienté) parmi les n(n — 1) possibles, respectivement d’arcs (cas non orienté) parmi les
@ possibles. Pour un multigraphe m n’est pas limité, ainsi E peut contenir plusieurs fois
le méme lien, on parle alors ici de liens dont la multiplicité est supérieure & 1. Du fait de cette
possible multiplicité, E est une collection dans le cas des multigraphes et pas un ensemble

dénombrable.

4.1.2 . Qutils et méthodes de base pour I'étude des graphes
Adjacences et degrés des nceuds d’'un graphe

Pour décrire un graphe et notamment les relations qui pourraient exister entre ses noeuds
ou entre ses noeuds et les liens qui les connectent, il existe un certain nombre de définitions et
d’observables assez pertinentes. Nous ne ferons qu’en effleurer la surface, ne citant que celles
dont nous aurons besoin par la suite.

On dit que deux neceuds sont voisins si ils sont reliés par un lien et qu'un nceud est pendant
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si il ne posséde qu'un seul voisin. Dans le cas d'un graphe G(V, E) orienté, une fléche donnée
e = (v;,v;) dont I'incidence est orientée de v; vers v; définit v; comme étant le prédécesseur
de v; et donc v; comme étant le successeur de v;.

De facon plus générale lorsque I'on décrit le voisinage d'un nceud avec un ensemble de
nceuds, on parle de son adjacence. Soit G(V, E) un graphe, un ensemble de nceuds U C V et
un noeud v € V alors :

Si Vu; € U, v est un voisin de v; alors v est un noceud adjacent a U. (4.9)

exemple : Sur la (Fig.4.2), le graphe G(V, E) est d’ordre Card(V') = 8, le nceud c est adjacent
au sous-ensemble de nceuds U = {a,b,d,e} C V.

On définit alors deg(v) le degré d'un nceud v € V' du graphe G(V, E) comme étant le
nombre de noeuds que compte son voisinage ou en d’autres termes :

deg(v) = Card(U) = la cardinalité de I'ensemble U dont v est adjacent (4.10)

Dans le cas d'un graphe G(V, E) orienté, suivant les orientations de |'incidence des fléches

entre un nceud v € V' et ses nceuds voisins v; € U on définit deg (v) le demi-degré extérieur

et deg_(v) intérieur de v tels que :

= Card(Uy), avec Uy I'ensembles des noeuds v; | 3(v,v;) € E (4.11)
U-), avec U_ I'ensembles des noeuds v; | I(vj,v) € E (4.12)

deg(v) = degy(v) + deg—(v), en effet UL = U\ U— (4.13)

exemple : Sur la (Fig.4.2), le nceud c est adjacent au sous-ensemble de nceuds U = {a,b,d, e} C
V', duquel il est la queue de 2 fléches et a la téte de 3 autres. Ainsi deg (v) = 2 et deg; (v) =3
et bien siir deg(v) =5

Ainsi on dit d'un graphe G(V, E) qu'il est d-régulier si :

Yo eV, deg(v) =d (4.14)

[l est & noter que la somme des degrés des noeuds d'un graphe G(V, E) est donné par la
relation suivante :
> deg(v) =2 Card(E) (4.15)
veV

et que I'on note la valeur maximale du degré des nceuds composant un graphe G(V, E) :

A(G) = maz({deg(v)}) (4.16)

Chaine, cycle et chemin de liens

Soit G(V, E) un graphe, on définit une chaine comme la suite (e, ...,e,) de ¢ € N* liens
—_——

q
Vk € [1,q], ex € E tel que n'importe quel lien e;11 qui succéde donc au lien ej dans la suite,

partage un nceud v € V avec le lien e, peu importe sont orientation, dit plus formellement :

Vke[l,g—1], v eV | veEerNeryr (4.17)
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Une chaine (eq, ..., e4) est dite simple, si elle ne parcourt pas deux fois le méme lien e sur son
trajet :
V(i,5) € [1,ql?, i # j, ei # ¢ (4.18)

Une chaine (eq, ..., ¢;) est dite élémentaire, si elle ne rencontre pas deux fois le méme nceud v
sur son trajet :

V(i 5, k) €[L,q]*, i#j#k#i, TweV | vEeNeNeg (4.19)

La définition d'un cycle correspond a celle d'une chaine simple (4.18) a |'exception faite que
dans la suite (e1,...,eq) les liens e; et e, doivent partager un nceud commun v pour que la
chaine se referme sur elle méme. Aussi un cycle élémentaire est une chaine élémentaire qui se
referme sur un nceud vy qui sera le seul des nceuds visité par la chaine a I'étre deux fois.

cycle <= chaine simple | Jvy € V, vy € e1Ney (4.20)

cycle élémentaire <= chaine élémentaire | vy € V, vy € e1 Ney (4.27)

exemple : Sur la (Fig.4.2) la suite de liens (1,2,3,4,7,6,9,8) et (1,2,4,5) pourraient consti-
tuer des chaines simples du graphe tandis que seulement (1,2,4,5) serait une chaine élémen-
taire. De méme la suite de liens (1,2,4,5,6,7,8) et (1,2,4,5,9) pourraient constituer des
chaines simples du graphe alors que seulement (1,2,4,5,9) serait un cycle élémentaire.
Soit G(V, E)) un graphe orienté, on définit un chemin comme la suite (eq, ..., e,) de ¢ € N*
—_———

q
fleches Vk € [1,q], ex € E tel que n'importe quelle fléche ey 1 qui succéde a la fléche e
dans la suite, partage un noeud v € V avec la fléche e, de telle sorte que v soit la téte de la
fleche e, et la queue de la fleche e 1, dit plus formellement :

VEE[l,qg—1], eV | ep = (u,v) & epp1 = (v,w), avec (v,w) € V? (4.22)

exemple : Sur la (Fig.4.2) la suite de liens (2,3, 5,6, 7, 8) pourrait constituer un chemin simple
du graphe.

On définit la longueur d'une chaine ou d'un chemin comme étant le nombre de liens qui la
ou le constituent.

Card((e1, ...,eq)) = q = la cardinalité de la séquence (ey,...,€,) (4.23)
— —
q q

Matrices associées a un graphe

Les graphes et notamment ce que |'on va étudier par la suite, développent des arborescences
bien plus complexes que I'exemple d'illustration (Fig.4.2). Afin de répertorier facilement la
complexité des différentes connexions qui composent un graphe, il existe 4 matrices dépendante
les unes des autres : B la matrice d’incidence, A la matrice d’adjacence, L la matrice laplacienne
et D la matrice des degrés.

Soient G(V, E) un graphe, n = Card(V') I'ordre du graphe et m = Card(FE) la cardinalité
de 'ensemble des liens on définit :
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Sa matrice d'incidence B comme une matrice n X m telle que :

—1 sile noeud v; est la queue de la fléche e;
+1 sile nceud v; est la téte de la fleche e;
Bij =4 +1 silenceud v; est relié a l'arc ¢; (4.24)
V2 sile lien e; est une boucle sur le nceud v;
0 sinon

exemple : Soit le graphe de la (Fig.4.2) sa matrice incidente est la suivante :

1 0 0 0 O O 0 1 1 0
-1 -1 0 0 0 0 O 0 0
o 1 -1 1 0 0 1 =1 0 0
o 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 1 v2 -1 0 -1 0
o 0 0 o0 0 0 0 o0 0 1
o 0 0 O 0O O 0 0 0 -1
o 0 0 0O 0 0 0 0 0 0

Sa matrice d’adjacence A comme une matrice carrée symétrique n x n telle que :
A; j = my j, la multiplicité des liens entre le noeud v; et le nceud v; (4.25)

exemple : Soit le graphe de la (Fig.4.2) sa matrice d’adjacence est la suivante :

0

O OO = O ==
eNeNeReNel el
O OO R, NO R
SO OO = O NO O
OO OO = = O =
O OO0 OO OO
OO RO OO OO
OO OO O o oo

Sa matrice des degrés D comme une matrice carrée diagonale n x n telle que :

o deg(v;) sii=j
Dij= { 0 sinon (4.26)

exemple : Soit le graphe de la (Fig.4.2) sa matrice des degrés est la suivante :

3 0

OO O oo oo
OO OO OO NO
OO OO O uto o
O O OO WwWwo oo
OO O Uto O o o
OO OO O oo
O O OO O oo
OO OO o oo

—
—
o



Sa matrice laplacienne L comme une matrice carrée symétrique n X n telle que :

Si G(V,E) est orienté alors : L=D — A= B. B (4.27)
Si G(V,E) est non orienté alors : L =D + A= B-B' (4.28)

exemple : Soit le graphe de la (Fig.4.2) sa matrice laplacienne est la suivante :

3 -1 -1 0 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O 0 O
-1 -1 5 -2 -1 0 0 O
o o0 -2 3 -1 0 0 0
-1 0 1 -1 5 0 0 O
o o o0 o0 o0 1 -120
o o0 o0 o o0 -1 1 0
o o o0 o0 o 0 o0 0

4.1.3 . Liste non exhaustive de classes de graphes

Graphe complet

Soit G(V, E) un graphe, on dit de ce graphe qu’il est complet si pour toute paire de nceuds
différents I'un de I'autre on est en mesure de trouver au moins un lien entre eux :

V(’UZ',UJ'> S V2 | Vi 7& Vj, El{vi,vj} cF (4.29)

exemple : Le sous graphe G({a,b,c},{1,2,8}) engendré par le sous ensemble de nceuds
{a,b,c} du graphe de la (Fig.4.2) est un sous graphe complet.

A présent on peut définir ce qu'est une clique. Une clique est un sous graphe complet
G'(V',Ey/) d'un graphe G(V, E) engendré par V'. D'ailleurs on nomme un graphe simple
complet d'ordre Card(V') = n une n-clique, que I'on note K, en hommage a Kazimierz
Kuratowski. Il est important de ne pas confondre une clique avec un cycle définit plus haut
dans la sous-section 4.1.2, seule les 3-clique sont aussi des cycles.

Graphe biparti

Soit G(V, E) un graphe, on dit de ce graphe qu'il est biparti si on peut définir deux sous
ensembles (V1, V1) C V2 tels que V7 et V5 soient complémentaires I'un de I'autre dans V' et
que deux nceuds du méme sous ensemble ne soient jamais voisins :

E:{ei}ngXVQ ‘ VQ:V\Vl (4.30)
Un graphe biparti G(V, E) tel que Card(V1) = p et Card(V3) = q est dit complet si V(v;, v;) €

Vi x Vo, Je = (v, v;). On peut aussi appeler ce graphe biparti complet une pg-biclique, que
I'on note K.
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Graphe connexe

Soit G(V, E) un graphe, on dit de ce graphe qu'il est connexe si on peut définir pour
n'importe quelle paire de nceuds une chaine de liens entre eux, autrement dit :

Y(vi,vj) € V2, 3 (en,.neq) € B | vi€er & vj € ey (4.31)
———

q

On définit le nombre de connexité d'un graphe comme étant le nombre minimum de sous
graphes connexes (appelés aussi composantes connexes) nécessaires pour le couvrir. Par exemple
sur la (Fig.4.2) le graphe n'est pas connexe et son nombre de connexité est 3.

Graphe planaire

Soit G(V, E) un graphe, on dit de ce graphe qu'il est planaire si on peut le représenter a
la surface d'un plan 2D de tel sorte que ses sommets puissent &tre des points distincts les uns
des autres et que ses liens ne se croisent jamais entre eux a |'exception de |3 ol ils s'attachent
au nceuds. Par exemple le graphe représenté par la (Fig.4.2) est planaire.

Du plan 2D sur lequel repose le graphe planaire G(V, E), on peut définir une face comme
un sous ensemble ouvert, borné par des liens de G(V, E) de sorte que deux points appartenant
a la face définissent un segment ne rencontrant ni nceud ni liens de G(V, E)). En somme les
frontiéres d'une face sont toujours décrites par un cycle élémentaire (4.21). A ces faces se
rajoute toujours une face externe qui dans le plan 2D est le sous ensemble complémentaire
a I'union des autres faces. On dit de deux faces qu’elles sont adjacentes, si elles ont un lien
en commun. En revanche on dit que celles-ci sont opposées, si elles ont seulement un noeud
commun. Par exemple sur le graphe représenté sur la (Fig.4.2), ce dernier est composé de 6
faces en comptant la face externe Fi,; et pour ne citer que la face 7, celle-ci est opposée 3
I, et F3 et adjacente a Fr.

Un théoréme trés important lorsque |'on traite un graphe planaire est le théoréme d'Euler
qui nous dit que si un graphe planaire connexe comporte n nceuds, m liens et f faces, alors :

n—m+f=2 (4.32)

démonstration : Nous pouvons démontrer ce théoréme par récurrence. Prenons G(V, Ep) un
graphe planaire connexe quelconque, comportant n neceuds, myg liens et fy faces, puis posons
x =n—mgy—+ fo avec x, la valeur que nous chercherons a déterminer. A partir de G(V, Ey)
on construit un graphe partiel G1(V, E1) tel que E; C Ej correspond a I'ensemble des liens
Ey auquel on aurait retiré n'importe quel lien e sans que G1(V, E1) ne soit plus connexe.
Cela aura pour conséquence de réduire d'une unité le nombre de liens et de faces, cependant
x = n—maq+ f1 reste invariant. On pourra répéter autant de fois cette opération jusqu’a obtenir
un graphe partiel G),(V, E,) qui se résumera a un cycle élémentaire, x = n — meycie + feycle
reste toujours invariant. Or un cycle d'ordre n est composé de m = n liens et de 2 face en
comptant la face externe, d’'od z = f = 2.
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4.2 . Arbres et foréts

4.2.1 . Généralités sur les arbres et les foréts
Définitions d’un arbre et d'une forét

Il existe plusieurs définitions équivalentes pour définir un arbre. La plus intuitive pourrait
étre qu'un arbre est un T'(V, E) graphe simple connexe (4.31) dont I'ensemble de ses sous
graphes auraient la particularité de ne pas &tre des cycles (4.20). Une forét peut se définir
comme un graphe simple non connexe T'(V, E') dont chaque composante connexe (4.1.3) est
un arbre ou alors un graphe simple non connexe T'(V, E') dont 'ensemble de ces sous graphes
auraient la particularité de ne pas étre des cycles.

Ci-dessous les différentes définitions équivalentes d’un arbre.

T(V, E) est connexe & I'ensemble de ces sous graphes ne sont pas des cycles (4.33)

<= |'ensemble de ces sous graphes ne sont pas des cycles & Card(E) = Card(V) — 1

(4.34)
<=T(V,E) est connexe & Card(E) = Card(V) — 1 (4.35)
—=V(v;,v5) € V2, il existe une unique chaine reliant ces deux nceuds (4.36)

Tl(VllEl) T4(V4IE4)

Figure 4.3 - Forét quelconque composée des arbres T1(Vi, Ey), To(Va, Es),
T5(Vs, E3) et Ty(Vy, E4) servant d'exemple aux différents concepts exposés dans
la section 4.2

Quelques propriétés d’'un arbre

Une propriété non triviale des arbres a déja été citée plus haut. Soit un arbre T'(V, E)
d'ordre n = Card(V'), alors cet arbre est composé de Card(E) =n — 1 liens. cette propriété
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est une conséquence directe du théoréme d'Euler (4.32). En effet tous les arbres sont une

sous catégorie de graphe planaire composé d'une seule et unique face, la face externe d’ou
Card(E)=n — 1.

Card(E) = Card(V) — 1 (4.37)

Une autre est que la somme des degrés des noeuds d'un arbre T'(V, E) d’ordre n = Card(V)
et donc par extension la moyenne sera d’aprés (4.15) :

> deg(v) = 2(Card(V) — 1) (4.38)
veV
2(Card(V) —1)

< deg(v) >’U€V = Ca']”d(v)

(4.39)

Ainsi le calcul du degré moyen d'un arbre importe peu ce qui compte c’est la distribution
de ses degrés ce qui nous améne 3 une troisiéme propriété intéressante en ce qui concerne les
degrés des noeuds d'un arbres. Soient un arbre T'(V, E) d’ordre n = Card(V) > 2 et de degré
maximum K = A(T) et Vi € [1, K], n; correspond & la population des nceuds v € V telle
que deg(v) = k;, on a alors |a relation suivante liant ensemble les n; :

K
np=» (i—2)n;+2 (4.40)

1=3

démonstration : D'aprés (4.38) on peut écrire :

K K K
2(Card(V)—1) = Z deg(v) = Z:znZ = 2(27” —-1)= Zznl
veV i=1 i=1 i=1
K K
=D ((=2ni+2=0 < n—0=> (i—2)n; +2
i=1 i=3

Terminologies propres aux arbres

Les arbres sont donc des graphes particuliers et il existe un certain nombre de termes qui
s’emploient exclusivement lorsque I'on veut décrire un arbre.

Soit T'(V, E)) un arbre, lorsque I'on choisit parmi I'ensemble de ces nceuds, un nceud v, € V/
comme racine de cet arbre, on dit que cet arbre est enraciné. Ce choix peut étre arbitraire ou,
ce qui est souvent le cas, pertinent pour le systéme que I'on tente de schématiser & travers
ce graphe. Un arbre peut trés bien ne pas étre enraciné, cependant définir une racine permet
de décrire plus aisément un arbre notamment (voir tableau ci-aprés) la hauteur de ses nceuds
ainsi que la génération a la quelle ils appartiennent.
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Soit un arbre T'(V, E)

Feuilles/ Terminaisons | Nceuds pendants (de degré 1).

Neeuds internes Nceuds de degré strictement supérieur a 1.
Multifurcations Neeuds de degré strictement supérieur a 2.

: La distance ||v; —v;|| entre deux nceuds v; et v;, est la longueur
Distance

de I'unique chaine (4.36) qui les relie.

Soit un arbre T'(V, E) enraciné

La distance h(v) = ||[v — v.|| qui relie un nceud v € V a la

Hauteur : ,
racine v, de 'arbre.

Génération L'ensemble des nceuds Gy (h) C V ayant la méme hauteur h.
Autrement dit Gy (h) ={v eV | h(v) = h}.

Eratrie Ensemble de nceuds Vy C Gy(h) C V ayant la méme hauteur

h et tous adjacents aux méme noeuds vy € V.

Neeud v, tel que IV, ={v €V | h(v) = h(vy) + ||[v — va|}-
Ancétre (Une génération Gy (h) posséde un unique ancétre et donc la
racine est I'ancétre de tous les autres nceuds de I'arbre).

Neeud vy adjacent a une fratrie, un sous ensemble de nceuds
Vi C Gy (h(vy)+1). On peut le voir aussi comme I'ancétre du

Pére .
sous ensemble de nceuds V; tel que ||v — vf|| = 1. (la racine
n'a pas de pére).
Neeud vs € V, le sous-ensemble dont un nceud v, est I'ancétre
Descendant

(la racine n’est la descendante d’aucun noeud).

Fils Neeud v, € V; le sous-ensemble dont un pére vy est adjacent

La chaine simple (4.18) reliant un nceud v € V' a un de ses

Branch
ranche descendant v, tel que deg(vg) = 1.

Profondeur La longueur d'une branche.

A ce stade il est intéressant de faire remarquer qu’a I'exception de la racine v, € V pour
laquelle il n’existe pas d’ancétre, le demi-degré intérieur (4.12) de I'ensemble des nceuds v € V
d’un arbre respecte la propriété suivante :

I YoeV\{v
deg_(v) :{ 0 qu: . \or} (4.41)
et donc directement d’aprés (4.41) et (4.13) :
[ degy(v)+1 Vve VA {v}
deg(v) = { degs (v) 0=, (4.42)

Dit autrement a I'exception de la racine v, € V pour laquelle il n'existe pas d'ancétre, un
nceud v € V' \ {v,} posséde deg_(v) = 1 ancétre et deg (v) € N fils.
Représentation planaire d'un arbre

La représentation planaire d'un arbre dans le plan 2D est celle pour laquelle les liens de
ce dernier ne se croisent jamais entre eux. On rappelle que par définition quelle que soit Ila
nature d'un arbre, celui-ci pourra toujours &tre représenté dans le plan 2D et donc sera de fait
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un "graphe planaire". Dés lors quel que soit |'arbre que nous serons amenés a3 représenter, il
existera toujours au moins une représentation planaire de ce dernier dans le plan 2D.

©

Figure 4.4 - Les cinq configurations possibles pour la représentation planaire des
arbres enracinés comptant quatre nceuds au total. La racine de chacun de ces
arbres est identifiée par I'étiquette r.

Soient C' |'ensemble dénombrable regroupant |'infinité des représentations planaires pos-
sibles des arbres enracinés et C,, 11 I'ensemble fini des représentations planaires des arbres en-
racinés composées de n + 1 nceuds. Dés lors I'ensemble C),11 compte un nombre fini d’arbres
planaires égal au n™¢ nombre de Catalan, nommé en I'honneur du mathématicien Eugéne
Charles Catalan et définit tel que :

1 2n
Cp = i ( n> = Card(Ch41) (4.43)

Sur la (Fig.4.4) ont été tracées les cinq configurations possibles pour la représentation planaire
des arbres enracinés d’'ordre quatre.

Arbre ordonné

Précédemment lorsque I'on a défini ce qu’était un graphe dans la sous-section 4.1.1, nous
avons dit que ce qui importait, était la maniére avec laquelle les nceuds étaient reliés les uns
avec les autres et ainsi sur la (Fig.4.1) on disait de ces deux graphes qu'ils étaient isomorphes.
Dans le cas des arbres, cette assertion reste vraie, cependant il existe une catégorie d’arbres
enracinés, les arbres ordonnés, pour lesquels les ordres choisis pour parcourir leurs nceuds en
partant de leurs racines seront imposés. Ainsi arrivé aux abord d’'une multifurcation, on sera
en mesure de distinguer suivant I'ordre des nceuds choisi au préalable pour un arbre, quel est
le 3¢ fils d'un pére. Sur la (Fig.4.5), a été représenté un arbre T'(V, E) ordonné suivant deux
parcours différents, dans les deux cas ces ordres suivent la numérotation des liens E. Par la
suite dans la sous-section 4.2.2, nous serons amenés a définir des conventions afin d’ordonner
un arbre enraciné et nous verrons que cela aura des conséquences non négligeables au moment
d’analyser un graphe. Or sur la (Fig.4.5) ces deux parcours sont ce que I'on appellera des
parcours en largeur de 'arbre T'(V, E).
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Figure 4.5 - lllustration d'un arbre qui aura été ordonné de deux manieres diffé-
rentes. Pour chacune des deux, I'ordre suit la numérotation de ses liens.

Arbre binaire

Un arbre binaire est un arbre enraciné pour lequel chacun de ses nceuds est soit une feuille
soit un nceud interne pére d'exactement deux fils.

Soient T'(V, E) un arbre binaire, Vj,,; C V I'ensemble de ses noeuds internes et V .,y C V
I'’ensemble de ses feuilles. Des propriétés remarquables de cette arbre sont que :

Card(Vegt) = Card(Vipe) + 1 (4.44)
et donc directement d’aprés (4.44) :
Card(V') est toujours impaire (4.45)

démonstration : Ces deux propriétés sont elles mémes la conséquence de la propriété (4.40)
dans le cas d'un arbre binaire oo K = A(T) = 3. Ainsi on obtient donc d’aprés (4.40)
ny =ng+ 2. Or Vipy = {v | degs(v) =2} et Vegr = {v | deg4(v) = 0}; ainsi d'aprés
(4.42) Card(Vin) = n3+Card({v,}) = ng+1 et Card(Vey) = ny et donc ny = n3+2 <~
Card(Vey) = Card(Vipe) + 1

On définit B comme étant I'ensemble des arbres binaires existant, soit une infinité et By
I'ensemble des arbres binaires comptant k& nceuds internes qui lui est composé d’un nombre fini
d'arbres. Ce nombre de nouveau est un nombre de Catalan, en I'occurrence le k¢ :

1 2k

4.2.2 . Outils et méthodes de base pour I'étude des arbres et des foréts
Notation de Neveu

Il existe une notation, appelée notation de Neveu [84], qui permet de décrire de facon
univoque I'agencement des nceuds d’'un arbre enraciné. Ainsi Vo € V' \ {v,} un nceud d’une
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hauteur donné h(v) > 0 d'un arbre T'(V, E) ; sa notation de Neveu est définie par une suite
d’entiers, pour laquelle chacun de ses h(v) — 1 premiers termes correspond a la position de
I'un des h(v) — 1 ancétres de ce nceud au sein de sa fratrie, tandis que le dernier lui renvoie a
la position dans sa fratrie du nceud lui-mé&me. Lorsque le noeud que I'on cherche a indexer est
v, la racine de |'arbre alors sa notation de Neveu se résume a (.

(iy Gy s ks 1) € (NP sip € VA {0}
YveV, v:i= h(v) (4.47)
0 sinon.

exemple : Sur I'arbre T (V1, E1) de la (Fig.4.3), si on indexe la position des fils dans chaque
fratrie de la gauche vers la droite, le noeud j aura pour notation (1,1,1) tandis que 4 lui aura
pour notation (3,2).

Grace a cette notation il sera donc trés facile d'identifier qui est le plus proche ancétre
commun entre deux nceuds d'un arbre enraciné T'(V, E). Ainsi ¥(v1,ve,v,) € V3 indexés

h('Uu,) h(vﬂ«)
Vg = (4,4, k), v1 = (i1,71,.., k1,11, ...), v2 = (i2,72,...,k2,02,...) tels que h(v) <
—_——
h(va) h‘(vl) h(’Uz)

h(vl) < h(Ug) et g 7& 9 :
Si (i1,71,-.-, k1) = (i2,J2, ..., k2) = (i,7,...,k) alors v, sera le plus proche ancétre
commun des nceuds vy et vs.

Sinon si (i1, j1, ..., k1) # (42, Jo, ..., k2) alors la racine de I'arbre T'(V, E') constituera le
plus proche ancétre commun des nceuds v et vs.

Parcours en profondeur et en largeur d’un arbre enraciné

L’ensemble de ses suites ou notation de Neveu pour chacun des nceuds d'un arbre T'(V, E)
forment alors aussi une suite dont I'ordre définira un certain type de parcours de I'arbre.

L'ordre lexicographique, c'est a dire celui que I'on choisit pour ranger les mots dans un
dictionnaire, ici les mots étant une suite de nombres finis, permet de parcourir n'importe quel
arbre enraciné en profondeur. Sur I'arbre T1(V1, E1) de la (Fig.4.3), cela donnerait la suite
de mot dans l'ordre suivant (0, (1), (1,1), (1,1,1), (2), (2,1), (2,2), (3), (3,1), (3,2)) qui
correspond a ordonner les étiquettes alphanumériques des nceuds de I'ensemble V; telles que
(a, be 7, ¢ f, g d, h,i).

On peut aussi choisir de visiter les mots par ordre croissant du nombre de lettres qui les
composent. On parle ici de parcours en largeur. Sur 'arbre Ty (V1, E1) de la (Fig.4.3), cela
donnerait la suite de mots dans I'ordre suivant (0, (1), (2), (3), (1,1), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2),
(1,1,1)) qui correspond a (a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j).

Marche de Harris

Soit un arbre enraciné T'(V, E) orienté a partir de son nceud racine r en direction de ses
feuilles. On appelle marche de Harris C'(v) associée a I'arbre T'(V, E), le processus de contour
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qui consiste a suivre un parcours en profondeur des branches de I'arbre T'(V, E) et ainsi tracer
la hauteur h(v;) de chacun des nceuds v; € V' rencontrés [37]. Durant cette marche lorsque
I'on atteint une feuille de I'arbre T'(V, E)), on ne retourne pas directement a la multifurcation
qui est son ancétre mais on parcours un a un les nceuds de la branche de ces ancétres jusqu’a
la multifurcation. Ainsi un nceud v sera visité autant de fois que la valeur degy (v) +1 (4.11).
Une valeur qui a I'exception de la racine v, € V, n’est autre que la valeur du degré d'un nceud
v € V d'un arbre d'aprés (4.42).

La longueur de ce processus de contour C(v) vaut donc d'aprés (4.38) >, oy deg(v) =
2(Card(V)—1) et s'annule deg4 (v,) + 1 fois. De plus entre deux pas d'une marche de Harris,
la valeur C'(v) peut évoluer de +1 et v € V, C(v) > 0.

Il existe au moins une marche de Harris pour un arbre cependant celle-ci n'est pas forcément
unique voire rarement. En effet selon la convention qui sera choisie au moment de franchir les
multifurcations de I'arbre T'(V, E') tout au long de son parcours en profondeur, la marche pourra
avoir un aspect différent. Par exemple dans la (Fig.4.6) si on avait choisi d’emprunter le lien 2
avant le lien 1 lors du parcours en profondeur, on aurait obtenu une marche symétriquement
identique a celle que I'on a représenté. Pour autant ce défaut d'unicité peut &tre facilement
évacué si I'on décide qu'un arbre est ordonné. En effet nous avions commencé a |'évoquer
au moment de définir ce qu’était un arbre ordonné dans la sous-section 4.2.1. En choisissant
par exemple la convention selon laquelle pour une représentation planaire donnée d’un arbre
ordonnég, l'ordre d'une fratrie suit le sens horaire en fonction de leur position par rapport
au nceud pére; alors il existera une seule et unique marche dont le parcours respectera cet
ordre. En l'occurrence c’est cette convention que nous avons choisi dans la Fig.4.6 et qui en
général sera choisie la majeure partie du temps. Pour une convention donnée il existe donc une
bijection entre une marche de Harris et I'arbre qui lui est associé. Dans |'ouvrage "Combinatorial
stochastic processes" de Jim Pitman [90] une démonstration est donnée dans § 6.3.

h(v)A

o (1) (L1 (1) () @1) @) @2 @ ¢ index
Figure 4.6 - Illustration d'une marche de Harris (droite) de I'arbre T'(V, E) (gauche)
4.2.3 . Arbres aléatoires
Définition

Soit 7 un ensemble d’'arbres donné défini comme l'univers de |'espace probabilisable
(T, A) formant |'espace probabilisé (7,.4,P) mesuré par la loi de probabilité P. Soit un arbre
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T(V,E) € T, cet arbre est un arbre aléatoire défini par |'espace probabilisé (7, A, P). Dans le
cas ol la loi de probabilité IP est uniforme alors on dit que 7 est un ensemble d'arbres uniformes
de cet espace probabilisé.

L’ensemble 7 peut étre I'ensemble des arbres ordonnés composé de n noeuds ou encore
I'ensemble des arbres binaires comptant k nceuds internes. Mais avant cela définissons un cas
assez particulier d’arbres aléatoires qui aura souvent un réle a jouer lorsque I'on aura & en
définir d'autres.

Arbre de Galton-Watson

Un arbre de Galton-Watson [34] est un arbre enraciné T'(V, E) pour lequel durant sa
construction, chacun de ses nceuds v; € V' aura donné naissance a un nombre de fils deg. (v;)
(4.42) défini par une variable aléatoire A; suivant une loi de probabilité P4 et tel que I'ensemble
de ces variables aléatoires A; soient indépendantes et identiquement distribuées (iid). On définit
Vk € N, p(k) la fonction de masse de la loi de probabilité P4. Ainsi le processus de Galton-
Watson est donc une chaine de Markov, nous reviendrons sur cette particularité par la suite.

Une maniére de représenter ces arbres particuliers est de réaliser une marche de Harris
représentée sur la (Fig.4.6). Or dans le cas ou P4 est une loi géométrique, il existe une
propriété remarquable telle que :

Un processus de Galton-Watson suit une loi géométrique P4 de paramétre p
— (4.48)
La marche de Harris associé a cet arbre de Galton-Watson est une

marche aléatoire simple & 1D de paramétre p

Or il serait plus juste de parler d'une "excursion aléatoire" qui a l'instar des excursions brow-
niennes diffuse dans R™, en I'occurrence ici N
démonstration :

On démontrera la condition nécessaire étant donné que par la suite nous travaillerons
toujours a partir d'un arbre aléatoire existant.

On définit une variable aléatoire z; suivant une loi de Bernoulli P, de paramétre p €
+1 si succes

1 sinon. . On rappelle

10, 1[ (c'est a dire de probabilité de succés p) telle que z; = {

' L . ., . -+1 . . L, L.
que I'on peut définir une variable aléatoire A; = Zj xf; suivant une loi géométrique Py

de paramétre p €]0,1[ comme étant le nombre d'épreuves de Bernoulli indépendantes de
paramétre p nécessaire avant d'obtenir le premier échec; et une variable aléatoire B(n) =

> e xj;l suivant une loi binomiale P de paramétre (n, p) comme étant le nombre d’épreuves
de Bernoulli indépendantes de paramétre p €]0, 1] ayant obtenu un succés parmi n tentatives.

On rappelle aussi qu’'une marche aléatoire X (n) de pas +1 peut étre vue comme le
processus markovien défini tel que X(j + 1) = X(j) + zj41 avec x; des variables aléa-
toires iid suivant une loi de Bernoulli P, de paramétre p €]0,1[. Ainsi la position X (n)
a l'instant n d'une marche aléatoire de pas +1 est une variable aléatoire définie telle que
X(n) = B(n) — (n — B(n)) = 2B(n) — n avec B(n) une variable aléatoire suivant une loi
binomiale de paramétre p €]0, 1.
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Dans le cas d'un processus de Galton-Watson les variables aléatoires A; iid suivant une loi
géométrique P4 de paramétre p €]0, 1], définissent la taille des fratries dont chacun des noeuds
v; de I'arbre T'(V, E) sont péres. Ainsi la probabilité de succés p correspond a la probabilité
pour un pére v; d un instant n donné de compter un fils supplémentaire, alors que ¢ =1 —p
renvoie a la probabilité de ne plus avoir de fils. Or un instant n peut étre défini comme
une étape de la marche de Harris associée a I'arbre T'(V, E) (voir sous-section 4.2.2). Ainsi

Ji C [1,n] correspond au sous-ensemble d'instants j pour lesquels le nceud v; a été visité et
o xi+1
donc/ A; = EjeJi >,
Etant donné que les A; sont iid suivant la loi géométrique P4 de paramétre p, alors
Vj € [1,n], les x; sont iid suivant la loi de Bernoulli P, et donc la marche de Harris est la

marche aléatoire X (n) de pas 1 définie telle que X (j + 1) = X (j) + 2j41

Arbre ordonné aléatoire

Un arbre ordonné aléatoire d’ordre n est un arbre ordonné T'(V, E) € T avec T |'ensemble
des arbres ordonnés d'ordre n défini comme |'univers de I'espace probabilisé (7, A, P).

Or si P est une loi uniforme alors ces arbres sont équivalents au mémes arbres qui seraient
construits a partir d'un processus de Galton-Watson conditionné 3 atteindre n noeuds et pour
lequel la loi de probabilité P4 est une loi géométrique de paramétre p = % Dans I'ouvrage
"Random Trees : An Interplay between Combinatorics and Probability" de Michael Drmota
[19] une démonstration est donnée dans § 1.2.7. On parle alors d'arbre ordonné uniforme.

Arbre binaire aléatoire

Un arbre binaire aléatoire d'ordre n = 2k + 1 est un arbre binaire T(V, E) € T avec T
I'ensemble des arbres binaires d’ordre n défini comme I'univers de I'espace probabilisé (7, A, P)

Or si IP est une loi uniforme alors ces arbres sont équivalents aux mémes arbres qui seraient
construits a partir d'un processus de Galton-Watson conditionné a atteindre k noeuds et pour
lequel la loi de probabilité P4 est une loi binomiale de paramétre p = %et n = 2. Dans
I'ouvrage "Random Trees : An Interplay between Combinatorics and Probability" de Michael
Drmota [19] une démonstration est donnée dans § 1.2.7. On parle alors d’arbre binaire uniforme.

Processus de branchements markoviens

Précédemment nous avons dit que les arbres de Galton-Watson étaient le fruit d'un pro-
cessus qui était une chaine de Markov. En effet ces arbres sont décrits par un processus de
branchement discret soumis a une loi de probabilité P4 gouvernant des variables aléatoires
A; iid par cette loi définissant le nombre d’embranchements qui composent ces multifurca-
tions. Ainsi |'appellation processus de Galton-Watson est homologue a celle de processus de
branchement markovien discret.

Un propriété intéressante de ces processus de branchements discrets est que quelle que soit
la loi de probabilité P4 définissant le nombre aléatoire d’embranchement d'une multifurcation,
la fréquence avec laquelle ces multifurcations apparaissent suit toujours une loi géométrique.
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démonstration : Soient p = P4(A; # 1) la probabilité qu'il y ait I'apparition d'une multifur-
cation ou d'une terminaison a cet instant du processus et ¢ = P4 (1) la probabilité qu’il n'y en
ait pas définissant I'événement complémentaire (p + ¢ = 1). Ainsi automatiquement d'aprés
la définition d’une loi géométrique, quelle que puisse étre la nature de P4, la loi de probabilité
gouvernant |'apparition d'une multifurcation ou d'une terminaison que I'on pourrait baptiser
IP;, est une loi géométrique de paramétre p = P4(A4; # 1).

Il existe aussi des processus de branchements continus pour lesquels cette fois-ci la fréquence
des multifurcations dépend d'une loi P}, tandis que la loi P4, elle, gouverne le nombre de
divisions d'une multifurcation. Dans le cas ol la loi IP; est une loi exponentielle indépendante
de la loi P4 ce processus de branchements continus est markovien. En effet on rappelle que
la loi exponentielle est une version continue de la loi géométrique qui, elle, est discréte, cette
loi permet de conserver donc le caractére markovien du processus de branchements continus.
Dans le cas ol IP; est une loi quelconque différente d’une loi exponentielle on parle de processus
de branchement de Bellman-Harris et ce processus n'est évidemment plus de Markov.

On note Z;, = Card(Gy (h)) la taille de la génération Gy (h) d'une hauteur h donnée telle
que Zg = 1. Zy correspond au nombre de racine, autrement dit au nombre d’arbres composant
la foret fruit du processus de branchement, ici un. Si la loi de probabilité P4 est iid alors le
nombre moyen de fils m; pour chacun des nceuds pére v; € V' est identique et vaut :

“+o00
Vo, €V, mi=m=> Pa(k)k (4.49)
k=1

Ainsi d'aprés la formule de Wald quelle que soit la génération Gy (h) sa taille moyenne < Z;, >
par la relation de récurrence :

Vh e N*, < Zpy1 >=m < Zp > (4.50)

et donc :
Vh e N*, < Z, >=m" (4.51)

Les processus de branchement peuvent alors étre classifiés suivant trois régimes différents :
sous-critique pour m < 1, critique pour m = 1 et sur-critique pour m > 1. Dans ce travail
nous ne rentrerons pas plus dans le détail pour ce qui est de ces processus.

4.3 . Hypergraphes

Les hypergraphes généralisent la notion de graphe non orienté. lls ont été conceptualisés
pour la premiére fois en 1961 par Claude Berge un mathématicien francais.

4.3.1 . Généralités sur les hypergraphes
Définition d’'un hypergraphe

Précédemment, on avait défini les liens d'un graphe comme un singleton, une paire ou
un couple d'au plus 2 nceuds (4.8-4.7). Un hypergraphe H(V, E) a I'instar d’un graphe est
composé de nceuds et de liens, cependant ses liens sont des hyperliens et peuvent relier a présent
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non plus seulement 2 noceuds, mais un sous-ensemble de p; € [1,Card(V)] nceuds V; C V
entre eux. Ainsi les graphes peuvent étre vus comme une sous catégorie d'hypergraphes définis
par une contrainte supplémentaire sur la nature des hyperliens qui composent leurs collections
de liens F.

Soient H(V, E') un hypergraphe définit par le couple composé d’un ensemble de nceuds V/
et de la collection d’hyperliens E tels que :

V = {v;}, avec Vi € [1,n], v; les n noeuds de I'hypergraphe H (4.52)
E = {e;}, avec Vi € [1,m], e; C yCardei) ¢, les m hyperliens de I'hypergraphe H (4.53)

exemple : Sur la (Fig.4.7) est représenté |'hypergraphe H ({a,b,c,d,e, f,g,h},{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
{a,b,c}, {d,e,h}, {c,e, f,g}}). Nous avons délibérément choisi de reprendre le graphe cette
—_—— —— ——

11 12 13
fois ci non orienté de la (Fig.4.2) auquel on a rajouté les 3 hyperliens {11,12,13} afin de

rappeler qu'un graphe est un hypergraphe. Ainsi ces hyperliens s'expriment comme des sous
ensembles de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Figure 4.7 - Hypergraphe quelconque servant d'illustration pour les différents
concepts exposés dans la section 4.3

L’ensemble des concepts cités dans les sections précédentes trouvent des définitions ana-
logues dans le cas des hypergraphes, moyennant un certain travail. Dans le cadre de notre
travail, nous nous concentrerons uniquement sur ceux dont nous aurons besoin par la suite.

Hypergraphe orienté ou non orienté

Dans un hypergraphe orienté G(V, E), les hyperliens sont des hyperfléches et pour une
hyperfléche donnée e = (V;, V), V(V;,V;) C V2 on dit que son incidence est orientée du sous-
ensemble de nceuds V; vers le sous-ensemble de nceuds V;. V; est la queue de I'hyperfleche
alors que Vj correspond a sa téte. (V},V;) serait I'hyperfléche inverse et mathématiquement

123



(Vi,V;) est un couple de sous-ensemble de V.
H(V,E) orienté, Ve € E, e = (V1, V), avec (Vi,Va) C V2 (4.54)

4.3.2 . QOutils et méthodes de base pour I'étude des hypergraphes
Degrés et matrices associés a un hypergraphe

Le degré d’un noeud v dans un hypergraphe correspond désormais au nombre d’hyperliens
dans lesquels on le retrouve. Dans le cas d'un graphe cette définition est bien siir équivalente
a celle définissant le degré d'un nceud comme étant le nombre de nceuds appartenant a sont
voisinage (4.10). Dans le cas d'un hypergraphe il n'y a plus équivalence entre ces deux défi-
nitions, ainsi on a choisi celle pour laquelle on peut conserver la propriété sur la valeur de la
somme des degrés de I'ensemble des nceuds (4.15).

Les matrices d'incidence B, d'adjacence A, laplacienne L et de degrés D restent inchangées.
La relation qui les relient (4.28) aussi seulement dans le cas ou I'hypergraphe est non orienté

Rang d'un hypergraphe et de ses hyperliens

Le rang d'un hypergraphe H(V, E) ou d’un de ses hyperliens e € E est un nouvel outil
absent précédemment pour la description d'un graphe.
Le rang d’un hyperlien e € E est définit comme le nombre de nceuds qu’il relie entre eux

et donc :
Ve € E, rank(e) = Card(e) (4.55)

Le rang d'un hypergraphe H(V, E) est égal au rang de I'hyperlien reliant le plus de nceuds de
H(V,E) :
Ve € E, rank(H) = mag({mnk(e)}) (4.56)
ec

Ainsi pour le rang de n'importe quel graphe G(V, E) vaut plus rank(G) = 2

Graphe d’'incidence d’'un hypergraphe

Les hypergraphes peuvent devenir trés difficiles a représenter a partir d'un certain niveau
de complexité, & minima la représentation de |'orientation des hyperfléches I'est. Or il existe
une bijection entre un hypergraphe H(V, E) et son graphe d’incidence ou graphe de Lévi
Ly (VUE,E") ([91] § 1.9) qui est le graphe biparti (4.30) définit tel que :

Si H(V, E) est orienté alors :

B = {el} CV x B, avec ¢}, { (vi, €j) si v; est une queue de I'hyperlien ¢; 4.57)
(ej,v;) sinon.

Si H(V, E) est non orienté alors :

E'={e},} CV x E, avec e}, = {vj, e} | v; €E¢; (4.58)

En d'autres termes le graphe d'incidence d'un hypergraphe H(V, E) est le graphe biparti qui
relie par les liens €} € E’ les nceuds v; € V' aux hyperliens e; € E auxquels ils appartiennent.
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Figure 4.8 - Illustration d'un hypergraphe quelconque (gauche) et son graphe d'in-
cidence (droite)

Ce qui rend d’autant plus remarquable ce graphe d'incidence, au dela d'&tre simplement
un graphe qui caractérise complétement un hypergraphe donné, est qu'il partage un certain
nombre de propriétés avec I'hypergraphe H(V, E) auquel il est associé :

H(V,E) est connexe <= Ly (V UE, E’) est connexe (4.59)
H(V, E) est acyclique au sens de Berge <= Ly (V U E, E’) est acyclique (4.60)

Ici on précise acyclique au sens de Berge car il existe dans la littérature d'autres définitions de
I'acyclicité nous avons choisi celle définie par Claude Berge.
exemple : Sur la (Fig.4.8) a gauche est représenté |'hypergraphe H ({a,b,c,d,e, f, g, h,i},
{({a,c},{b}), (e, d} {e, f}), Ha,e [}, {g,h.i}), ({h}A{g,1}), (a, ), (f,a), (b,d)}) et a
-~ —— S

1 2 3 4 5 6 7
droite son graphe d'incidence Ly ({a,b,c,d,e, f,g,h,i,1,2,3,4,5,6,7}, {(a,1), (1,b), (c, 1),

(¢,2),(d,2), (2,¢), (2, /), (2,€), (a,3), (e,3), (f,3), (3,9), (3,2), (h,3), (a,5), (5, f), (f,6),
(6,a), (b,7), (7,d),}). Ainsi on remarque tout de suite que I'on peut obtenir trés facilement
I'orientation des hyperfleches grace a I'orientation des fléches du graphe d'incidence. Il est
a noter aussi que ce graphe d'incidence est connexe et comporte de nombreux cycles que

I'on visualise assez aisément; prenons par exemple le cycle ((a,5), (5, f), (2, f), (¢,2), (¢, 1),
(a,1)) cycle associé a "I'hypercycle" (5,2,1), ou encore ((b,7), (7,d), (d,2), (¢,2), (c,1),
(1,b)) cycle associé a "I'hypercycle" (7,2,1). Et donc d'aprés (4.59-4.60) cet hypergraphe est
lui aussi connexe et comporte des cycles.

Graphe hote d’'un hypergraphe

Un graphe héte Gy (V, E') d'un hypergraphe H(V, E) est un graphe partageant le méme
ensemble de noeuds V' et ayant aussi pour contrainte que pour chaque hyperlien ¢, € E
correspond une composante connexe (4.1.3) dans le graphe hote, reliant les nceuds v; € ¢y, .
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Un exemple de graphe héte est donné a travers la (Fig.4.9) pour cet hypergraphe. On aurait
pu choisir de remplacer {f, g} par {e,g} dans I'ensemble des liens de ce graphe héte qui
nous aurait donné un autre graphe hote tout & fait satisfaisant. Cependant supprimer {b,d}
aurait eu pour conséquence de ne pas satisfaire I'obligation d’associer a chaque hyperlien, en
I'occurrence ici |'hyperlien 7, une composante connexe.

Figure 4.9 - lllustration d'un hypergraphe quelconque (gauche) et un de ses
graphes hétes (droite)

Hyperarbre

Un hyperarbre est un hypergraphe pour lequel on peut trouver un graphe héte qui soit un
arbre. Ainsi d'aprés cette définition, un hyperarbre peut ne pas étre acyclique au sens de Berge,
cependant tout hypergraphe acyclique au sens de Berge est un hyperarbre.
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5 - DLA : un processus de branchement fractale
auto-affine

5.1 . DLA : modéle a I'origine de la création d’arbres aléatoires particuliers

5.1.1 . DLA un processus générant des arbres enracinés du point de vue de la
théorie des graphes

Nous allons constater dans la suite de notre travail que les structures dendritiques obtenues
par la DLA [115] sont des cas particuliers d'arbres aléatoires vus dans la sous-section 4.2.3.
Cependant attachons nous & montrer qu’en premier lieu ces structures dendritiques sont bel
et bien des arbres enracinés du point de vue de la théorie des graphes. Comme cela a pu
étre détaillé dans la sous-section 3.1.1, lors d'un processus d'accrétion de type DLA, des
particules libres diffusent dans un espace infini jusqu'd ce que chacune 3 leurs tours, ces
derniéres rencontrent et s'agrégent a d'autres particules d'ores et déja fixées a la structure
dendritique. Ainsi chaque particule fixée peut &tre assimilée a un nceud v € V d'un graphe
G(V,E) d'ordre N = Card(V') dont I'ensemble des liens E symboliserait toutes les accrétions
entre les particules ayant eu lieu durant le processus. Or dans le cas d’un processus d’accrétion
de type DLA hors réseau [55], chaque accrétion définit toujours la liaison d’une particule libre a
une seule particule fixée au reste de la structure dendritique et donc Card(E) = Card(V)—1
(cette assertion devient fausse lorsque I'on utilise un algorithme DLA sur réseau; on pourra
alors choisir de désigner une particule fixée comme étant le siége de I'accrétion et ignorer les
autres possibilités). Or d’aprés (4.35) étant donné que le graphe G(V, E) est évidemment
connexe et que Card(E) = Card(V) — 1, alors c’est un arbre. De plus si on désigne la graine
du processus d'accrétion de type DLA comme étant la racine de cet arbre (un choix plutét
cohérent au regard de la nature de la croissance de nos arborescences et que nous adopterons
dans toute la suite de notre travail), alors G(V, E) est un arbre enraciné.

5.1.2 . DLA un processus sans vieillissement

On rappelle la définition donnée dans la sous-section 4.2.3 pour décrire un processus de
Galton-Watson. "Un arbre de Galton-Watson [34] est un arbre enraciné T'(V, E) pour lequel
durant sa construction, chacun de ses nceuds v; € V aura donné naissance & un nombre
de fils deg (v;) (4.42) défini par une variable aléatoire A; suivant une loi de probabilité P4
et telle que I'ensemble de ces variables aléatoires A; soient indépendantes et identiquement
distribuées (iid)." Dans le cas du processus d'accrétion de type DLA hors réseau, c'est une
particule libre qui diffuse jusqu'a rencontrer et s’agréger a un nceud v; € V de la structure
dendritique pouvant é&tre décrite par un arbre enraciné T(V, E). Cette particule libre devient
ainsi a son tour un nceud v; € V de cet arbre enraciné T'(V, E) lié¢ au nceud v; € V par le lien
e = (vi,vj) € E.

Lors d'un processus d’accrétion de type DLA, la croissance de I'arbre se fait a I'instar d’un
processus de Galton-Watson via une procédure itérative. Cependant a la différence de ce dernier
qui a chaque itération définit via P4 les nombres aléatoires A; de fils que posséderont les péres
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v; € Gy (h) d’'une génération donnée; le processus d'accrétion de type DLA, d’une itération
a 'autre, peut venir faire croitre la génération Gy (x) puis la génération Gy (y) pour revenir
quelques itérations plus tard faire croitre de nouveau la génération Gy (z). Il n'y a aucune
raison, voire cela est peu probable, qu'une génération Gy (x) soit complétement peuplée lors
d'itérations successives.

Nous discuterons de |'existence ou non d’une loi de probabilité P4 gouvernant les variables
aléatoires A; définissant les nombres de fils degy (v;) des noeuds v; € V d'un arbre T'(V, E)
de type DLA. Mais a ce stade il est intéressant de définir Pg la loi de probabilité pour une

2me 3me 4me

particule libre d'&tre lors de son accrétion sur un neceud, son 1¢", son
fils.

Sur la (Fig.5.3), la fonction de masse de la loi de probabilité Pg est identique quelle que
puisse étre |'itération n durant laquelle aura lieu une accrétion. Qui plus est d'aprés la figure
en bas a gauche de la (Fig.5.3) superposant les fonctions de masse de la probabilité Pg pour
différentes intensités F' du champs de force; la loi de probabilité Pg ne varie pas en fonction de
I'intensité ' du champ de force appliqué. En définitive Pg est iid pour chacune des particules
libres aux abords d'un arbre T'(V, E') de type DLA. Ainsi le processus d'accrétion de type DLA

, SoOn Oou son

est sans vieillissement, c’est a dire sans mémoire. Dés lors quelle que soit la taille de la structure
dendritique, ou du point de vue des graphes quel que soit I'ordre de I'arbre enraciné qui lui est
associé, une particule libre aux abords de cette arborescence observera toujours le méme motif
aléatoire localement |3 ol aura lieu son accrétion. Ceci est constitutif de son caractére fractal.

5.1.3 . L’arbre de type DLA n’est pas un arbre de Galton-Watson

Sur la (Fig.5.1) lors d’un processus d’accrétion de type DLA pour un champ de force d'une
intensité F' donnée, la hauteur moyenne < h > des particules en fonction de I'itération n
croit selon une loi de puissance. Sur la (Fig.5 de [82]) est représenté un schéma sur lequel
Nagatani illustre |'effet qu'a un champ de force radial uniforme sur la courbe faisant état de
la distance moyenne a la graine pour des particules s'agrégeant aux différentes itérations n
du processus d'accrétion de type DLA. Il nous explique par le biais de cette figure qu'aux
premiéres itérations du processus d’accrétion quel que soit le sens et I'importance du champ de
force radial, les courbes suivent toutes la méme fonction de puissance et ainsi se superposent
sur celle obtenue pour des structures dendritiques ayant crii en |'absence de champ de force.
Puis progressivement une transition de phase apparait et les courbes finissent par accrocher
suivant que le champ de force radial uniforme soit centrifuge ou centripéte respectivement
avec la pente n°1 ou la pente n°2 sur un graphique aux échelles loglog. Les courbes s’alignent
donc avec la pente n°l ou la pente n°2 et cela quelle que fusse I'importance du champ de
force radial. Ainsi on retrouve exactement le méme phénoméne de transition de phase sur la
(Fig.5.1) alors qu’ici on étudie, du point de vue de la théorie des graphes, la hauteur moyenne
< h > des particules en fonction de I'itération n du processus d'accrétion de type DLA.

Pour différentes intensités F' du champ de force appliqué a la surface du domaine de
simulation, sur les figures (Fig.5.4), (Fig.5.5), (Fig.5.6), Vn € N [I'itération que I'on choisit
d’observer, on constate que la hauteur moyenne a laquelle la n™€ particule vient s'agréger a
une structure dendritique composée de n — 1 nceuds, ne dépend pas du fait que cette particule
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Figure 5.1 - Les hauteurs moyennes auxquelles les particules viennent s'agréger
a la structure dendritique pour différentes intensités F' du champ de force, évo-
luent suivant des lois de puissance. Ici pour chacune des intensités, on évalue les
hauteurs moyennes sur un échantillon comptant 1000 structures dendritiques.

soit par ordre d'arrivée : le 1°7, le 2™¢ ou méme le 3 fils' du nceud sur lequel a eu lieu son
accrétion. Si a cette observation on ajoute le fait que Pg est iid, il en ressort que quelle que soit
la chaine que I'on choisira d’observer au sein d'un arbre T'(V, E) de type DLA, la distribution
des degrés des nceuds le long de celle-ci sera identique a celle de n'importe quelle autre chaine
composant cette arbre. Pour autant existe-t'il une loi de probabilité P4 gouvernant les variables
aléatoires A; définissant les nombres de fils deg (v;) de I'ensemble des nceuds V' d'un arbre
T(V,E) de type DLA? Autrement dit la DLA est-elle un processus de branchement identique
a celui de Galton-Watson ?

Sur la (Fig.5.7), pour un champ de force d'une intensité F' donnée, on observe Vh une
hauteur donnée que les nombres de fils deg (v;) > 0 pour des péres v; € Gy (h) sont identi-
quement distribués quelle que soit la génération Gy (h) observée. Ici nous avons délibérément
exclu les événements pour lesquels degy(v) = 0, c'est a dire les événements pour lesquels
v € V était une terminaison. On verra par la suite que la distribution des terminaisons pourrait

1. Il est a noter qu'une particule peut étre au plus le 4™¢ fils du nceud qu'il agrége au reste
de la structure; mais que cet événement est extrémement rare et donc statistiquement tres peu
significatif, nous limitons donc nos observation aux 1¢7, 2™¢ et 3™ fils.
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répondre & une contrainte globale liée a I'encombrement stérique de la structure dendritique.
Désormais intéressons nous a la dépendance qui pourrait exister entre le nombre de fils d'un
pére et la taille de la fratrie dont ce pére lui méme fait partie. Pour un champ de force d'une
intensité F' donnée, les probabilités de transitions V(a,b) € [1,4]% P(4} = alA’ = b), avec
Aj, = deg(vy) et A} = deg(v;) telles que Vh, vy € Gy (h + 1) est un fils de v; € Gy (h),
sont comme précédemment identiquement distribués quelle que soit la génération Gy (h) obser-
vée. Cependant on constate (voir matrices ci-dessous) que V(a,b) € [1,4]%, P(A}, = a, Al =
b) = P(A}, = a|A}; = b)- P(A} = b) # P(A}, = a)- P(A}; = b). Le nombre de fils d'un pére
dépend donc de la taille de la fratrie dont ce pére lui méme fait partie. A ce stade on peut
affirmer que le processus de branchement de type DLA ne peut &tre décrit d'un noeud a I'autre
par un processus de Galton-Watson. Pour autant pourrait-il I'étre par une chaine de Markov ?
Il le serait, si I'équation de Chapman—Kolmogorov Ur = T était vérifiée, or ce ce n'est pas le
cas d'apres (voir matrices ci-dessous).

F=0.0 F=1.0 F =10.0
0.67 0.78 0.87 0.67 0.78 0.87 0.70 0.80 0.87
Too= 031 021 013 Tio=[031 021 013| Tio=[029 019 013
0.02 0.01 0.00 0.02 0.01 0.00 0.01 0.01 0.00
0.70 0.69 0.68 0.70 0.69 0.68 0.73 0.72 0.71
72,= 1028 020 030] 72,=028 020 030 7T%,=[026 027 0.28
0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01
0.71 0.73 0.75 0.70 0.74 0.75 0.73 0.75 0.77
Upo= 1028 0.26 0.24 Uip=1028 0.25 0.24 Uioo=10.26 0.24 0.22
0.01 0.01 0.01 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
0.72 0.72 0.72 0.72 0.72 0.72 0.73 0.73 0.73
Woo = [ 027 027 027| Wio=|027 027 027]| Wio=[026 026 026
0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
avec .
P(A, = 1A, =1) P(A, =14, =2) P(4, = 1|4, =3)
Tr = P(A;:_2|A’:1) P(A, = 2|4, = 2) P(A;C_2|A’_3)
P(AL = 3\A’:1) P(A, =34} =2) P4, = 3]A’—3
P(A, =14} =1) P(A, =1]4,=2) P(A, =1|4,=3)
Up= | P(A] =2|Al =1) P(A, =2|Al =2) P(A, =2|A/ =3)]|,
P(A, =3|A) =1) P(A, =3|4,=2) P(A =3|4, =3)

P4l =1]A,, =1) P(A4, =14, =2)

Wp=|P(A,=2|4],=1) P(A,=2|A],=2) P(A,=2|A,, = )
P(A), = 3|45, = 1) P(A}, =3]4}, =2) P(4} =3J4}, =3)

telles que Vh, v, € Gy (h+1) est un fils de v; € Gy (h) lui méme un fils de v; € Gy (h—1) lui

méme le fils du fils de v, € Gy (h — 3) avec A} = deg(vk), A} = deg(vj), A; = deg(v;)

P(A, = 1|4}, =

y
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et A =degi(vm)

Ainsi les nombres de fils deg (v) pour des péres appartenant 8 {v € V' | degy(v) > 0},
ne sont pas indépendamment distribués. Néanmoins le processus de branchement de type DLA
perd sa mémoire toutes les quatre générations, ci au dessus les matrices de transition Wy sont
la pour I'attester. Au bout de quatre générations qui plus est V(a,b) € [1,4]? les matrices
de transition Wy présentent des probabilités P(A) = alA,, = b) égales aux probabilités
P(A} = a) de la (Fig.5.7) et donc V(a,b) € [1,4]%, P(A} = a, A, =b) = P(4, =
alAy, =b)- P(A} = b) = P(A} = a)- P(A} = b). Ceci est aussi confirmé sur la (Fig.5.2) sur
laquelle on constate qu'au bout de quatre générations, la fréquence des multifurcations suit
une loi géométrique caractéristique d’un processus de branchement markovien comme nous
I'avions exposé plus tot dans la sous-section 4.2.3. Cette mémoire sur quatre générations peut
s'expliquer par un encombrement plus important autour des nceuds v € V tels que deg (v) > 1,
réduisant de ce fait la probabilité qu’ils se suivent de prés d’une génération a I'autre. Tandis que
pour des noeuds v € V tels que deg;(v) = 1 pour lesquels le voisinage est significativement
moins encombré, on constate que Vi € [1,4], Uj1 = Tfl Autrement dit que |'équation de
Chapman—Kolmogorov se vérifie pour |'ensemble des nceuds {v € V' | degy(v) = 1}.

F=0.0 F=1.0 F=10.0 i}
%o AA i
0 @ 0 4 7 a0
P ql R 10 p-ql A 10 pd 0
p-q ® p-d EY ) L
) p l[") A rq —‘m
ped : X .
P q R P q \A\ p q‘
. Y‘\) 10 et A 10 P q EE
p-q . 1 10
Y pq
pq N pq Q\ pq ¥
pd° ® pd b 6
® 109 i Y 103 ped N
Pq P q pq
Py pa ® Py P A\Q Py p-q \E\ o
pd & Pl p-q N Pl pq’ ] P[
1 pog ® 10 1 p-qt? % 10t L pogl 5
=3 pgtt ® >3 g0 A >3 ot
pat R pa? S p-a ol K
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Figure 5.2 - La Longueur de chaine séparant deux multifurcations dans un pro-
cessus de branchement de type D.L.A suit une loi géométrique apres quatre gé-
nérations.

5.1.4 . DLA un processus de branchement particulier

On décide donc de construire I'arbre homéomorphe T"(V’, E’) obtenu a partir de I'arbre
T(V, E) de type DLA, en lissant I'ensemble des nceuds de degré deux {v € V' | deg(v) = 2}.
On obtient ainsi un arbre 7"(V', E’) dépourvu de degré 2 tel que V! = {v € V' | deg(v) #
2} C V. Afin de conserver l'intégralité de I'information contenue dans I'arbre T'(V, E), on
pondére chaque lien e = (v;,v;) € E’ par la longueur de la chaine reliant les nceuds v; € V' et
vj € V dans |'arbre T'(V, E) orignal. De nouveau, intéressons-nous a la dépendance qui pourrait
exister entre le nombre de fils d'un pére et la taille de |a fratrie dont ce pére lui méme fait partie
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mais cette fois-ci des péres v; € V' pour lesquels les degrés deg, (v;) > 1. Pour un champ
de force d’une intensité I donnée, les probabilités de transitions V(a,b) € [2,4]%, P(A}, =
alA; = b), avec A} = deg(vi) et A} = deg(v)) telles que Vh, v € Gyr(h + 1) est un
fils de v; € Gy/(h), sont cette fois-ci, en plus d'étre identiquement distribuées quelle que
soit la génération Gy (h) observée, indépendamment distribuées comme peuvent |'attester les
matrices de transition ci-dessous.

F =0.0 F =10 F =100
oo (095 095\ . (095 005\ . (095 095
0-0=10.05 0.05 0= 10.05 0.05 100=10.05 0.05

Ainsi le processus de branchement de type DLA pourrait étre parfaitement décrit par les
matrices de transition ci-dessus pour ce qui est de la répartition des degrés des nceuds v € V' et
par la (Fig.5.2) pour ce qui est de la longueur des chaines dans I'arbre T'(V, E) orignal, reliant
des nceuds v; € V' et v; € V' adjacents dans I'arbre homéomorphe T"(V’, E’). Cependant
depuis le début nous avons soigneusement fait en sorte d'exclure les terminaisons, c'est &
dire les péres dépourvus de fils. Sur la (Fig.5.8) on constate que la taille des générations
Zp, évoluent en moyenne suivant une loi de puissance a la différence des arbres aléatoires
uniformes dont la taille des générations évolue suivant une loi exponentielle comme nous I'avions
vu dans la sous-section 4.2.3. Ainsi pour une génération Gy~ (h) étant donné que la taille

moyenne de cette génération est Z;, = C'-h® alors le nombre moyen de fils pour un pére
(h+1)>

ha
x de péres v € V' tels que degy(v) > 1 est donné par I'équation suivante (h + 1)* =
(h* —2)-04+z-(2-0.95+3-0.05) <= z = %. Or pour une intensité F' > 10
du champ de force, « — 1 et par conséquent Vh, Z;, — C-h.

Ainsi le nombre de nceuds par génération Gy (h) croit de facon linéaire a l'instar du

de cette génération est m;, = . Aussi pour une génération Gy (h), le nombre moyen

périmétre du cercle sur lequel ils se localisent en moyenne. A partir de cet exemple on pourrait
émettre I'hypothése suivant laquelle la contrainte sur le nombre moyen de péres v € V' tels
que degy(v) > 1 dépend de la forme globale de la structure dendritique sur laquelle viennent
s'agréger les particules libres. Ainsi plus l'intensité F' du champ de force augmente plus la
section efficace de la structure dendritique qui va résulter de I'accrétion des particules libres
sera importante elle aussi.
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Figure 5.3 - La loi de probabilité IPg est iid pour chacune des particules libres aux
abords d'un arbre T'(V, E') de type DLA. L'invariance de la loi Pg par la modifica-
tion de l'intensité F' du champ de force est mise en évidence par la figure en bas
a droite superposant sur le méme tracé les fonctions de masse de Pg pour diffé-
rentes intensités F. Seule la hauteur moyenne a laquelle les particules viennent
s'agréger a la structure dendritique varie en fonction de l'intensité du champ de
force F'. Ici pour chacune des intensités, on évalue simultanément Pg et les hau-
teurs moyennes sur un échantillon comptant 1000 structures dendritiques.
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Figure 5.4 - La hauteur moyenne a laquelle les particules libres viennent s'agré-
ger a la structure dendritique pour un champ de force d'intensité ' = 0.0, reste
invariante suivant que cette particule soit le 1¢7, le 2, le 3™¢ fils du nceud sur le-
quel aura lieu I'accrétion. On évalue ici les hauteurs moyennes sur un échantillon
comptant 1000 structures dendritiques.
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Figure 5.5 - La hauteur moyenne a laquelle les particules libres viennent s'agré-
ger a la structure dendritique pour un champ de force d'intensité ' = 1.0, reste
invariante suivant que cette particule soit le 17, le 2¢, le 3™¢ fils du nceud sur le-
quel aura lieu l'accrétion. On évalue ici les hauteurs moyennes sur un échantillon
comptant 1000 structures dendritiques.
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Figure 5.6 - La hauteur moyenne a laquelle les particules libres viennent s'agré-
ger a la structure dendritique pour un champ de force d'intensité ' = 10.0, reste
invariante suivant que cette particule soit le 1¢7, le 2, le 3™¢ fils du nceud sur le-
quel aura lieu I'accrétion. On évalue ici les hauteurs moyennes sur un échantillon
comptant 1000 structures dendritiques.
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Figure 5.7 - La loi de probabilité P4 est iid pour chacun des nceuds. On observe
cependant une variation subtile de la fonction de masse de P4 suivant I'intensité
F du champ de force en l'occurrence peut étre une tres légere raréfaction des
multifurcations a mesure que l'intensité F augmente. Ici pour chacune des inten-
sités, on évalue simultanément Pg et les hauteurs moyennes sur un échantillon
comptant 1000 structures dendritiques.
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Figure 5.8 - lllustration pour différentes intensités de champ de force F' du ca-
ractere non uniforme des arbres constitués par un processus de branchement
de type DLA. Ici pour chacune des intensités on constate que la taille des généra-
tions évolue en moyenne suivant une loi de puissance a la différence des arbres
aléatoires uniformes dont la taille des générations évolue suivant une loi expo-
nentielle.
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5.2 . Ordres des cours d’eau

Hack stream order Strahler stream order

Figure 5.9 - Exemple d'un arbre quelconque dont les chaines reliant deux bifurca-
tions ou une terminaison et une bifurcation entre elles, auront été hiérarchisées
suivant I'ordre de Hack (gauche) et celui de Strahler (droite). Sur cet arbre dont |a
racine est définie par le nceud r, les bifurcations sont entourées par des pointillés,
tandis que les terminaisons, elles, sont signalées par des fleches. Le sens de ces
fleches indique pour chacun de ces ordres, si celui-ci hiérarchise les chaines de
cet arbre de sa racine a ses terminaisons (gauche) ou inversement de ses termi-
naisons a sa racine (droite) et ainsi respectivement si il est du type "bottom-up"
ou a l'inverse "top-down".

Les ordres des cours d’eau ou les "stream orders" en anglais sont des mesures qui a 'origine
sont utilisées dans le domaine de la géomorphologie et de I'hydrologie pour appréhender la
complexité d’un réseau fluvial arborescent. Les réseau fluviaux peuvent étre vus comme des
arbres enracinés du point de vue de la théorie des graphes. Ainsi suivant I'ordre des cours
d’eau choisi pour ordonnancer un réseau fluvial, les différents affluents le constituant seront
hiérarchisés suivant une méthode qui mettra 3 jour certaines informations dont la pertinence
dépendra de ce que |'on cherche a faire émerger de ce réseau. Cette mesure semble donc toute
indiquée pour la description d’arbre de type DLA et nous verrons que c'est bien le cas.

Il existe deux grands types d'ordres : les ordres de cours d'eau "top-down" hiérarchisant
les chaines d'un arbre des terminaisons vers la racine et les ordres de cours d’eau "bottom-up"
pour lesquels c'est I'inverse. Sur la (Fig.5.9) on a illustré chacun de ces deux types d'ordre des
cours d’eau par un exemple. Dans le cas d'un réseau fluvial, I'arbre enraciné qui le modélise a
pour terminaisons les sources de ce réseau et pour racine son embouchure. Nous présenterons
ici de facon non exhaustive quelques un des ordres les plus connus et/ou ayant fait 'objet de
travaux pour les arbres de type DLA.

Quelle que soit la convention choisie, un ordre de cours d'eau correspondra toujours a
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un entier positif. Cet ordre peut venir pondérer la chaine ou le simple lien existant entre une
terminaison ou une multifurcation et la racine ou 'une des multifurcations dont elle est la
descendante d’un arbre enraciné T'(V, E). Pour la suite de ce travail il sera utile de définir un
certain nombre d’ensembles qui s'avéreront étre incontournables lorsque nous aurons a étudier
I'ordonnancement d'un arbre enraciné T'(V, E). Ainsi commencons par définir C(¢(c) = k)
I'ensemble des chaines pour lesquelles leur mesure ¢ renvoie une valeur k donnée :

C(p(c) =k)={c=(e1,...,eq) € ET | ¢(c) =k} (5.1)

q

Cette mesure peut &tre un ordre des cours d’eau w bien qu'il nous arrivera de choisir ¢ # w. A
partir de (5.1) nous pouvons alors définir C,, (k) I'ensemble des plus longues chaines possibles
d'un ordre w = k donné d'un arbre enraciné T'(V, E).

Cu(k) ={ce Clw(c)=k) | Ve; € Clw(c) =k)\ {c},c L ¢j} (5.2)

On définit aussi I'ensemble C. des chaines attachées a une chaine ¢ d'un arbre enraciné T'(V, E)
dont les ordres w valent w(c) + 1 ou w(c) — 1 suivant que cet ordonnancement soit respecti-
vement "bottom-up" ou "top-down" :

Vk € N*, si w est "bottom-up" :

+o0

Co={be |JCulk+1) | veeine CV, (eiej) EcxbC E*etw(c) =k} (5.3)
k=1

Vk € N*| si w est "top-down" :

“+o00
Co={be|JCulk—1) | Mveeine CV, (eiej) EcxbC E*etw(c) =k} (5.4)
k=1

Pour une meilleure lisibilité de la hiérarchisation des chaines d’un arbre enraciné T'(V, E), on
pourra choisir de construire un hyperarbre H(V, E’) pour lequel T(V, E) est I'un de ses graphes
hétes (voir sous-section 4.3.2) et dont chacun des hyperliens ¢, € E’ correspond a I'ensemble
des nceuds parcourus par une chaine ¢; € (J{>] C,(k), d'ott Card(E") = Card(U; 25 Cu(k)).
Sur la (Fig.5.11) on a représenté les différentes chaines appartenant a | J;>S C,,(k) de méme
que les hyperliens associés appartenant 3 E’ pour différents ordres des cours d'eau appliqués
au méme arbre T(V, E). Ainsi grace a cet hyperarbre H(V, E’) seulement dans le cas ou
¢ € C,(k) est une chaine a partir de laquelle nous construisons |'ensemble C, alors I'ensemble
des des hyperliens associés aux chaines de C, se résume a :

E., ={e; € E' | Card(e' Ne}) =1} (5.5)

I'ensemble des hyperliens partageant pour chacun d’entre eux seulement un nceud parmi ceux
reliés par I'hyperlien e € E’, qui du point de vue de I'arbre enraciné héte T'(V, E) correspond
a la chaine c.
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5.2.1 . Ordre des cours d’eau classique

L’ordre des cours d'eau classique wy appelé aussi ordre de Hack ou de Gravelius, fait partie
de la famille des ordres "bottom-up". Il consiste a hiérarchiser les branches d’un arbre T'(V, E)
en partant de sa racine v, € V. Dans le cas d'un réseau fluvial, I'ordre wy = 1 est donné
au fleuve, autrement dit le bras qui débouche dans la mer. Lorsque I'on remonte le fleuve,
afin de déterminer quel bras correspond au fleuve ou a I'un de ses affluents arrivé aux abords
d’une confluence (bifurcation), la convention veut que I'on choisisse le bras pour lequel on
retrouve le plus fort débit d’eau et cela jusqu’a atteindre une source. Dans le cas de nos arbres
type DLA étant donné que ses liens ne sont pas pondérés, il nous faudra une convention. Nous
proposons de pondérer a I'ordre wyy = 1 les deg(v,) branches issues de la racine v, tel que pour
chacune d’entre elles, leurs parcours aient été choisis pour atteindre leurs descendants les plus
éloignés de la racine. Ensuite I'ordre wy = 2 correspondra aux affluents directs du fleuve et
leurs parcours seront choisis comme précédemment et ainsi de suite pour les ordres supérieurs.
Un exemple est donné sur la moitié gauche de la (Fig.5.9) d’un arbre enraciné quelconque pour
lequel on aura hiérarchisé ses branches suivant I'ordre de Hack.

En 1957 John Tilton Hack [34] aura présenté une loi d’échelle portant son nom et corrélant
la longueur d'un cours d'eau avec I'aire du bassin versant dans lequel il s'écoule.

A=C.1L7 (5.6)

Un bassin versant représente la zone dans laquelle un cours d'eau et ses affluents se déversent
jusqu’'a atteindre une embouchure. Cette loi de Hack n'est pas sans rappeler d’aprés I'équation
(3.2) la mesure de la dimension fractale D, obtenue par le biais du rayon de giration R,
d’une arborescence ou bien le calcul de la dimension d'étalement N = C'- LP¢ dans lequel L
correspond a la longueur de la branche la plus longue partant de la racine de I'arbre enraciné

[30].
5.2.2 . Ordre de Strahler

L'ordre de Strahler wg, présenté pour la premiére fois en 1952 [101] [102] par le géologue
Arthur Newell Strahler faisant suite aux travaux d'un de ses pairs Robert Horton [40], fait
partie de la famille des ordres "top-down". Dans un arbre enraciné T'(V, E'), I'ordre de Strahler
consiste a hiérarchiser les chaines reliant les terminaisons ou les multifurcations aux premiéres
multifurcations étant leurs ancétres. Ainsi en partant des terminaisons, les chaines, en I'occur-
rence les branches reliant les terminaisons aux premiéres multifurcations étant leurs ancétres,
seront pondérés a l'ordre de Strahler wg = 1. A présent pour les ordres de Strahler wg > 1
ceux-ci seront donnés en suivant |'algorithme décrit ci-aprés. Soit une multifurcation v; € V
dont les fils vy € V; sont parcourus par les chaines ¢, (1), ..., cy;(degy(vj)), ayant déja été
pondérées par des ordres de Strahler tels que max,(v;) correspond a I'ordre de Strahler wg
maximum parmi ces deg(v;) chaines. Alors I'ordre de Strahler de la chaine ¢, (v;) reliant la
multifurcation v; € V a v; € V' la premiére multifurcation étant son ancétre, sera choisi tel
que :

— Si parmi les chaines ¢, (1), ..., cy;(degy(vj)) il en existe au moins deux dont I'ordre

de Strahler vaut max,,4(v;) alors I'ordre de Strahler de la chaine ¢,,(v;) est égale a
maxyg(vy) + 1,
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Sinon dans le cas ou il existe une unique chaine d'ordre maximum alors I'ordre de
Strahler de la chaine c,,(v;) est égale a max,,4(v;).

Un exemple est donné sur la moitié droite de la (Fig.5.9) d'un arbre enraciné quelconque pour
lequel on aura hiérarchisé ses chaines suivant |'ordre de Strahler.

A partir des ordres de Strahler d'un arbre enraciné T'(V, E), auront été définies un certain

nombre d’observables que nous allons énumérer ci-dessous :

Le nombre de Strahler Ng d'un arbre enraciné T'(V, E'), comme étant I'ordre de Strahler
maximum que I'on aura calculé parmi I'ensemble des chaines de T'(V, E) ayant été
pondérées d'un ordre de Strahler. Ng mesure ainsi le niveau de complexité d'un arbre
enraciné T'(V, E)

Ng = maz({ws(e) | e € E}) (5.7)

Le ratio ordre-multifurcation

Card(Cyg4(k))

= 5.8
Pk = Card(Coy (k1 1)) 8)
avec, on le rappelle, Vk € N*, C,,, (k) définit tel que (5.2)
Le ratio ordre-longueur de chaine
< |lc|| >
_ <l >0 .

< llell > e (k)

avec Vk € N*, < ||c[| >¢,, (k) la longueur moyenne des chaines de I'ensemble Cy, (k)
Le nombre de "biorder" by, ; [108] que I'on pourrait traduire par couple d’ordre et tel
que pour une multifurcation v € V, parmi les chaines dans lesquelles on retrouve les
fils de v, ce couple (k, j) soit composé des deux plus hauts ordres de Strahler.

La matrice de ramification R(k,j) [108] telle que :

by . .
CaTIZl’(]Vk St k>-]

R(k,j) = { gobtsy  sik=] (5.10)
0 si k<j

telle que V. représente parmi I'ensemble des noeuds {v € V' | deg;(v) # 1}, ceux
ayant été parcourus par des chaines d'ordre wg = k.

De par la définition de R(k,j), >_; R(k,j) = 1. Ainsi la matrice de ramification R(k, j)
peut étre vue comme une matrice stochastique dont les éléments définissent la probabilité
pour un noeud v € V d’étre le pére d'un couple d'ordre (k,j). Dés lors a partir de la seule
information que renferme cette matrice, on pourrait construire des arbres binaires aléatoires.
Dans sa thése Georges Eyrolles [21] avait étudié les différentes morphologies d’arbres obtenues

par le biais de ces matrices et avait méme démontré qu'une large variété d'arborescences

végétales pouvait étre simulée a partir des probabilités de ces matrices de ramification. De plus
I'analyse de la matrice de ramification d'un arbre quelconque permet d’estimer sa tendance
3 étre plus ou moins broussailleux. En effet on comprend assez facilement que pour un arbre

assez broussailleux ce seront les premiéres colonnes (j < k) de la matrice de ramification qui
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renfermeront les éléments de poids les plus forts; tandis que pour un arbre plutét élagué ce
sera le contraire.

L’ordre de Strahler des arbres DLA aura déja fait I'objet d’études multiples et variées par
le passé e.g. [18], [23], [066], [108] et [127].

Dans [108] J. Vannimenus et X. G. Viennot ont étudié des structures dendritiques de
type DLA ayant crii sur un réseau carré et s'étant suffisamment développées pour que leur
dimension fractale corresponde & D, = 1.71. Cette valeur de la dimension fractale est usuelle
pour toutes structures dendritiques de type DLA dont le nombre de Strahler Ng < 8. Une
de leurs motivations aura été d’aider & confirmer I'impression visuelle de leurs pairs [14], [106]
selon laquelle les digitations visqueuses [95] obtenues a I'intérieur de cellule d'Hele-Shaw [39]
pourraient étre modélisées par un arbre concu par le biais d'un processus d'accrétion de type
DLA. Une cellule d'Hele-Shaw du nom de son inventeur Henry Selby Hele-Shaw, est un dispositif
expérimental datant de la fin du XIX siécle constitué de deux plaques de verre paralléles
suffisamment proches I'une de 'autre pour agir sur un fluide comme le ferait un milieu poreux.
Ainsi dans une cellule d'Hele-Shaw qui est une coupe bidimensionnelle d'un milieu poreux, si
I'on injecte deux fluides non miscibles de viscosités différentes, I'interface entre ces deux fluides
finira par prendre un profil digité comme représenté sur la (Fig.2 de [108]). Avant [108] pour
apparenter la morphologie de ces digitations visqueuses a celle des arbres de type DLA, seule
la dimension fractale existait. Or dans leur travail J. Vannimenus et X. G. Viennot comparent
ces deux morphologies aussi grace a la matrice de ramification R(k, j) et les autres observables
décrites plus haut. lls constatent que les probabilités R(k,j) telles que & = 4 ainsi que les
ratios ordre-multifurcation [y, calculés pour les arbres obtenus par digitation visqueuse semblent
correspondre aux observables calculées pour des arbres de type DLA. Cependant |'échantillon
d’arbre obtenu par digitation visqueuse est trop faible (4) pour confirmer avec certitude ces
observations. Pour autant ce dont on peut étre certain d’aprés leur travail est que les arbres
obtenus par digitation visqueuse ne peuvent &tre rapprochés des processus a I'origine de la
création d'arbres binaires aléatoires. Des processus de branchement binaire qui a priori auraient
pu &tre des candidats tout a fait crédibles et qui d’ailleurs ont fait partie des hypothétiques
modéles que I'on a éliminé pour décrire le processus de branchement de type DLA plus haut
dans la sous-section 5.1.3.

Dans [66] J. G. Masek et D. L. Turcotte ont eux mesuré les ordres de Strahler cette fois-ci
de foréts d’'arbres de type DLA ayant crii sur un réseau carré, dans le but de rapprocher leur
morphologie de celle des réseaux de drainage. Un réseau de drainage correspond au réseau de
cours d'eau convergeant a I'intérieur d’'un bassin versant en direction d'un point géographique
donné. De fagon analogue a ce qui avait été fait précédemment dans [108], la volonté des au-
teurs est de justifier I'utilisation du modéle DLA comme un processus de branchement crédible
pour simuler le profil des réseaux de drainage. Ainsi c’est tout naturellement qu’ils utiliseront
les observables attachées a |'ordre de Strahler pour exhiber les similitudes morphologiques exis-
tantes entre les arbres de type DLA et les réseaux de drainage; d'autant qu’a I'origine cet ordre
avait été imaginé pour catégoriser la morphologie des réseaux fluviaux. Les lois d'Horton que
sont le ratio ordre-multifurcation [ et le ratio ordre-longueur de chaine A\, pour différents
réseaux de drainage a travers le monde ont été mesurés constants. Il s'avére qu’ils le sont
aussi pour les foréts d'arbres de type DLA qu'ils auront simulé. Ces foréts auront été simulées
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telles qu’elles sont décrites sur la (Fig.5 de [66]) et (Fig.6 de [66]), c’est a dire en disposant
a l'instant initial, un certain nombre de graines le long d'une des frontiéres du domaine de
simulation. La constance des ratios de multifurcation a différents ordres de Strahler pour des
arbres de type DLA ayant crii autour d'un graine centrale, n’avait pas été mis en évidence
dans [108]. Cependant dans [122] les mesures auront été faites sur des arbres composés de un
a cent millions de nceuds, et il en ressort que les ratios de multifurcation fy, tels que & > 1
convergent tous vers la valeur 3, ~ 5.2 tandis que 1 = 5.33. Cette différence de résultat avec
[108] est expliquée dans [122] par le fait que pour correctement estimer la valeur vers laquelle
converge le ratio de multifurcation 3, d'un arbre enraciné donné, il est nécessaire que |'ordre
wg = k <« Ng, Ng le nombre de Strahler de I'arbre tout entier. Compte tenu du fait que le
nombre Strahler d’un arbre croit habituellement logarithmiquement avec le nombre de noceuds
qui composent le dit arbre et que cela est le cas pour les arbres de type DLA ; cela nécessite
donc un grand nombre d'accrétions avant d'obtenir des données exploitables pour des arbres de
type DLA. C'est aussi une des raisons qui nous aura motivé a construire un autre type d'ordre
des cours d’eau pour appréhender au mieux la morphologie des arbres de type DLA ainsi que
celle des arborescences que I'on obtient en déposant des agrégats atomiques a la surface d'un
substrat et pourquoi pas les comparer a notre tour.

5.3 . L’arbre de type DLA : une arborescence fractale statistique hétéro-
gene auto-affine

5.3.1 . Hiérarchisations des chaines d’une arborescence DLA suivant l'ordre
de Strahler

Sur la (Fig.5.10) en haut est représentée une fractale arborescente auto-similaire décrite
pour la premiére fois par B. Mandelbrot et T. Vicsek en 1989 [64]. Cette fractale auto-similaire
est déterministe et uniforme et donc lors du processus récursif a I'origine de sa construction, |a
procédure S comportera une seule échelle de contraction. Soient f cette contraction (homo-
thétie) définie telle que V(z,y) € (R?)?, |f(z) — f(y)| = 3|z —yl, g1, g2 et g3 trois isométries
ou compositions d’'isométries. On définit alors S = f o Z?:l gi=fo Ele gi + f o g3 cette
procédure qui, appliquée a n'importe quel sous-ensemble compact fermé non vide £ C R?
une infinité de fois, aboutira a I'unique support F© C R? pour lequel la procédure S est une
involution tel que S*(FE) m) F. On peut noter que dans la procédure S, f o g3 sera la

similitude responsable a chacune des itérations ¢ de |'apparition de nouvelles branches a cette
arborescence fractale. Ainsi d’aprés (1.61) on obtient I'équation H*(F) = 3- HT@ et donc
d’aprés (1.63), la dimension de Hausdorff de cette fractale vaut s = dimg (F) = ﬁggg;

En ce qui concerne la fractale arborescente représentée au milieu de la (Fig.5.10), bien que
celle-ci soit aussi auto-similaire et qui plus est apparentée a la fractale arborescente déterministe
décrite plus haut [64], elle aura la particularité d'étre statistique hétérogéne. Cette fractale
statistique hétérogéne pourrait &tre générée par l'application répétée a l'infini & un support
quelconque E de la procédure S,4nq = foZ?:1 gi —|—fOZfi1 Jrand- Les applications f, g1 et
go composant la procédure S,q,q seraient définies comme précédemment pour S'; tandis que
les applications g,q.nq €lles seraient des isométries ou des compositions d'isométries choisies
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Figure 5.10 - Représentation de trois exemples de fractales arborescentes. On re-
trouve une arborescence fractale déterministe auto-similaire (haut), une fractale
arborescente auto-similaire statistique hétérogéne (milieu) dont la procédure S
a l'origine de sa construction est apparentée a celle de la fractale du haut et enfin
une fractale arborescente déterministe auto-affine (bas)
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aléatoirement parmi un ensemble d'applications données. Ainsi pour chaque branche crée i
une itération ¢ donnée, il existerait une variable aléatoire X € {0, 1} suivant une loi uniforme,
définissant le nombre aléatoire de copies du support qui seraient ajoutées a celles-ci lors de
I'itération ¢ + 1 de ce processus récursif. Suivant cette description, la dimension de Hausdorff
de cette fractale statistique hétérogeéne serait égale & dimpy(F) = lOg(f:g'éib) = l?gg(?;;)_
Pour autant si on avait fait le choix pour la variable aléatoire X de la distribuer suivant

une loi uniforme sur l'intervalle {0,1,2}, la dimension fractale obtenue pour cette fractale

statistique serait identique & celle calculée précédemment pour la fractale déterministe dont
elle est inspirée.

Assez naturellement, ces arborescences fractales peuvent &tre concues comme des arbres
enracinés T'(V, E) pour lesquels I'ensemble des nceuds V' sont soit des terminaisons, soit des
multifurcations de ces arborescences fractales. Prenons le cas de I'arborescence fractale repré-
sentée en haut de la (Fig.5.10). A chacune des itérations du processus de sa construction,
I'arbre qui la représente évolue. Ainsi durant une itération ¢ + 1 donnée, chacun de ses liens
E(t) sera alors remplacé par trois nouveaux liens. Dit plus formellement, Ve = (v;,v;) € E(t)?
on trouvera a sa place les nouveaux liens e = (v;,v,), €2 = (vj,v,) et e3 = (vq, Vp) avec v,
et v, deux nouveaux nceuds respectivement une multifurcation et une terminaison de |'arbre
T(V(t+1), E(t+1)). Dans [122], |. Yekutieli aura entre autres étudié cette fractale déterministe
uniforme en appréhendant sa morphologie aussi grace a I'ordre de Strahler. Il démontre ainsi que
pour la pré-fractale obtenue aprés t € N itérations de la procédure S, Nj,; = Card(Cyg(k))
le nombre de liens dont I'ordre de Strahler vaut wg = k est défini par la suite arithmético-
géométrique suivante :

3Npi—1—1 sik<t+1
Npi=<¢ 1 sik=t+1 (5.11)
0 sik>t+1

dont la formule explicite est alors :

(5.12)

(BT 41) sik<t+1
0 sinon

Dés lors toujours pour la pré-fractale obtenue aprés ¢t € N itérations de la procédure S, d’aprés
(5.8) et (5.12) les ratios de multifurcation S, ; sont donnés par la formule de récurrence explicite

suivante :
(3t+1fk 4 1)

Brs = 7(3t_k+1) sik<t+1
0

(5.13)
sinon

Or plus la pré-fractale se rapproche de I'image de la fractale, plus naturellement ¢ > 1 et :
Vk e N*, B, —— 3 (5.14)
t——+o00

P . 2 _ 2 2+m A6
Plus généralement, si la procédure S = fo ) 7 1 g; + f o> ;73" gi on définit alors m la
multiplicité de cette procédure. C'est a dire pour chaque branche créée a une itération ¢ donnée
du processus récursif, le nombre m de nouvelles branches que I'on viendra rajouter a chacune

d'elles. D’aprés cette description, la dimension de Hausdorff de cette fractale déterministe serait
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égale a dimpy(F) = %

remplace alors chacun des liens E(t) de I'arbre T'(E(T),V(T)) par 2m + 1 nouveaux liens,
entrainant |'ajout aussi de m nouvelles multifurcations et m nouvelles terminaisons, Ym € N*,
les formules (5.11) et (5.12) précédentes deviennent :

. Ainsi & chacune des itérations ¢ + 1 du processus récursif on

2m—+1)Ngi—1—m sik<t+1
Neg={ 1 Sik=t+1 (5.15)
0 sik>t+1

dont la formule explicite est alors :

1 t+1—k :
[ 5((@2m+1) +1) sik<t+1
Rt = { 0 sinon (5.16)
Et donc (5.14) devient :
Vk € N', B —— 2m + 1 (5.17)
—400

Dés lors il existe une équivalence entre le fait qu'une arborescence soit fractale et la propriété
suivante :
Vk € N*, B, ~ B eR" (5.18)

En effet la propriété (5.18) est vraie si et seulement si il existe une procédure S qui répétée a
I'infini sur n’importe quel support £ aménera celui-ci & converger vers un support unique F' pour
lequel la procédure S est une involution (1.40). Attention cependant comme il est mentionné
dans [122], la propriété (5.18) ne vérifie pas qu’une arborescence fractale est auto-similaire. Une
fractale n'étant pas forcément auto-similaire, il est tout a fait possible que la propriété (5.18)
soit vraie pour des arborescences fractales qui du reste ne sont pas auto-similaires. En effet
la propriété (5.18) ne permet pas de nous assurer qu'a chaque itération du processus récursif
visant a construire la fractale F', |la procédure S est une similitude. Or rappelons que suivant la
définition donnée dans la section 1.4 d’'une fractale auto-similaire, une condition pour qu’elle
le soit, dépend du fait que cette procédure S soit une similitude. Cette incapacité est liée au
fait que I'ordre de Strahler par construction ne prend pas en compte la longueur des chaines
qu'il hiérarchise. Ainsi on ne peut pas affirmer que les arbres enracinés de type DLA sont auto-
similaires a partir du seul constat que leurs ratios de multifurcation sont tous égaux entre eux
a I'exception de 3. Si il fallait un contre exemple pour se convaincre de cette non équivalence,
nous nous intéresserions a la valeur des taux de multifurcations de I'arborescence représentée
en bas de la (Fig.5.10). Dés lors nous constaterions que pour celle-ci, la propriété (5.18) serait
vérifiée. Pour autant et nous le décrirons mieux par la suite, la procédure S qui répétée a I'infini,
permettra de construire cette arborescence fractale, n’est pas une similitude mais une fonction
affine et plus précisément une contraction anisotrope (1.74). Ainsi I'arborescence représentée
sur le bas de la (Fig.5.10), n’est pas auto-similaire mais auto-affine et donc constitue un contre
exemple tout 3 fait satisfaisant pour valider cette démonstration.

5.3.2 . Hiérarchisations des branches d’une arborescence par la mesure de leurs
abscisses curvilignes

Nous avons donc besoin d’établir une mesure reposant sur un ordre des cours d'eau w,

a partir de laquelle nous serons en capacité d’affirmer, si une arborescence fractale est auto-

similaire ou ne I'est pas. Pour ce qui était du choix de |I'ordonnancement qui sous tendrait cette
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mesure, nous avons choisi |'ordre des cours d'eau classique ou ordre de Hack. Ce choix a été
motivé par le fait que ce sont des branches qui sont ordonnées par I'ordre de Hack, a la différence
de I'ordre de Strahler qui, lui, ordonne des chaines. Qui plus est des branches spécifiques reliant
pour chacune d’entre elles une certaine multifurcation a une certaine terminaison (voir plus haut
dans la sous-section 5.2.1 la définition de I'ordre des cours d’eau classique). Or il se trouve que
ces branches sont des supports qui, transformés une infinité de fois par une procédure S donnée,
donnent naissance au support d'une fractale arborescente. Cependant a I'instar de I'ordre de
Strahler, I'ordre de Hack patit toujours du fait de ne pas prendre en compte les profondeurs
des branches dans sa maniére de les hiérarchiser. On définit alors la mesure oy, pour chacune
des branches ayant été ordonnées par I'ordre de Hack wy. Dit plus formellement, on définit
la mesure o7, pour I'ensemble des branches | ;% C.,,, (k) défini d’aprés (5.2). Pour chacune
des ces branches la mesure o correspondra a celle de leurs abscisses curviligne o € R*.

—+00
op(b) =0 €RY, Wb e | Cuy(k) (5.19)
k=1

Or il arrive que 0 € N. Dés lors du point de vue de la théorie des graphes la profondeur
des branches de T'(V, E) pourra &tre confondue avec o. Ceci est le cas pour I'exemple des
arborescences fractales de la (Fig.5.10).

A présent commencons 3 montrer la relation qui existe entre la mesure oy et le processus
récursif & I'origine de la construction d'une arborescence fractale. Soient E’(t) I'ensemble des
hyperliens identifiés par I'ordre de Hack sur une arborescence fractale obtenue aprés ¢ itérations
du processus récursif a |'origine de sa construction et B(t) I'ensemble des branches associées aux
hyperliens E’(t)\ E'(t—1). Prenons alors I'exemple des arborescences fractales de la (Fig.5.10),
V(bi,b;) € B(t) x B(t+1), op(b;) = 21 cest & dire V(bi, b;) € B(0) x B(t), o (b;) =
UHT(J”). Afin de plus facilement se figurer cette relation directe qui existe entre la mesure o et
la procédure S, on peut raisonner & partir des trois premiéres itérations du processus récursif 3
I'origine de la construction de cette fractale arborescente représenté en haut de la (Fig.5.10).

Ainsi a t = 0 on démarre avec le support initial qui n’est autre que la branche rouge dont la
mesure oy = d = 23, a t = 1 on obtiendra de nouveau cette branche ainsi que la branche
verte dont la mesure oy = 22, puis & t = 2 on obtiendra de nouveau ces deux branches ainsi
que les branches bleues dont la mesure o7 = 2!, et ainsi de suite pour t — +00.

Notons aussi que lors de |'étude d’arbres enracinés aléatoires issus d'un processus d'accré-
tion hors équilibre comme peut |'étre le processus DLA, la mesure o7 aura I'avantage d’éviter 3
une itération n donnée de ces processus d’accrétion, de confondre au méme niveau hiérarchique
des branches qui de toute évidence du simple fait de I'observation, possédent des abscisses cur-
vilignes significativement différentes et donc ne devrait pas avoir la méme importance dans la
hiérarchie qui ordonne la morphologie de I'arbre. Rappelons que ces arbres enracinés seront
au mieux des pré-fractales, qui plus est avec souvent un nombre significatif de branches qui
n'auront pas fini de grandir et/ou d'étre décorées par d’autres branches plus petites encore.
Sur I'exemple de la (Fig.5.11) en pondérant les branches de I'arbre griace a la mesure o, on
évite de confondre au méme niveau hiérarchique la branche B avec les branches C' et D bien
moins profondes. Or en se limitant a la seule donnée de I'ordre de Hack, nous n'aurions pas pu

148



I'éviter. De méme en ce qui concerne |'ordre de Strahler, au mieux cette information sera prise
en compte lorsque I'on mesurera le ratio d’ordre-longueur A\ (5.9), mais celle-ci moyennée
sur I'ensemble des chaines d’un ordre wg donné qui plus est tout cela seulement aprés que la
hiérarchisation des branches ait été faite.

Strahler's order wg

— wg=2

Wy u OH
Hack's order Measure of

— u.)]]:1 — 0'[[:17

e oy=10

Figure 5.11 - Application pour un arbre enraciné quelconque T'(V, E) graphe hote
d’'un hyperarbre H(V, E’), de deux types d'ordres des cours d’'eau : L'ordre de
Strahler wg (haut) et 'ordre de Hack wy ainsi que de la mesure oy reposant sur
cet ordre (bas). Les cadres représentent les hyperliens de E’ reliant 'ensemble
des nceuds se trouvant a l'intérieur de ces derniers. Les chaines associées a ces
hyperliens sont composées des liens de £ encadrés eux aussi.

Désormais pour chacun des ensembles C'(o(c) = L) définis comme d'aprés (5.1), regrou-
pant sans distinction toutes les branches possédant une abscisse curviligne L € R**, nous nous
intéresserons a la distribution des abscisses curvilignes o (5.19) des branches de |'ensemble
Ubec(o(e)=1) Cb avec Cp défini comme d'aprés (5.3). Lorsque I'on mesure cette distribution
pour la pré-fractale arborescente auto-similaire de la (Fig.5.12) dont les branches ont des pro-
fondeurs égales a leurs abscisses curvilignes 0 = d € N*; on constate que pour un ensemble de
branches C'(o(c) = d) donné, cette distribution évolue en fonction de la mesure o comme :

Card(oy) =d- -0y, Yoy € N* (5.20)

1
5k
Par la suite nous verrons que cette distribution (5.20) correspond a I'expression dans le cas
particulier de la fractale arborescente représentée sur la (Fig.5.12), de I'équation plus générale
(5.26). Dés lors afin de comprendre comment nous sommes parvenus a établir la formule
(5.26) pour n'importe quelles fractales arborescentes, nous allons convertir celles-ci en courbes
fractales plongées dans un espace a Ny dimension. A l'instar de ce que représente le nombre
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Auto-similar deterministic fractal Distribution of ¢ measured branches
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Distribution of ¢y normalized by depth
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Figure 5.12 - (Gauche) Hiérarchisations par la mesure des abscisses curvilignes
oy de 'ensemble des branches (J C,,, (k) de l'arborescence fractale détermi-
niste auto-similaire uniforme du haut de la (Fig.5.10). (droite haut) Pour cette frac-
tale et cela quelque fusse la profondeur d'une de ses branches ¢, aura été tracée
la distribution des abscisses curvilignes oy de 'ensemble des branches C.. (droite
bas) Cette méme distribution aura aussi été normalisée en fonction de la profon-
deur de la branche c.

de Strahler Ng pour son ordre (5.7), ici Ny renvoie a :
Ny =maz({wu(e) | e € E}) (5.21)

d'un arbre enraciné T'(V, E) qui aurait été hiérarchisé par I'ordre classique des cours d’eau
ou I'ordre de Hack (attention cependant a ne pas confondre Ny avec (5.6) la loi de Hack).
On définit donc un espace a Ny dimensions dans lequel les branches d’ordre wy = k sont
des segments dont les longueurs correspondent a leurs mesures op. Ces segments associés
aux branches d'ordre wy = k seront dirigés par le vecteur u, € RV# qui avec Ny — 1
autres vecteurs définissent une base orthogonale de cet espace & Ny dimensions. Alors parmi
les plans & deux dimensions définis par le couple de vecteurs (ug,ur41), il en existe un par
branche d'ordre wp, c'est a dire Card(C,, (k)) en tout, dans lesquelles on retrouvera pour
chacun d’entre eux ces branches d'ordre wy = k décorées par I'ensemble des branches d’ordre
wg = k 4+ 1 qui leur sont attachées a différentes positions de leurs abscisses curvilignes o.
Dans chacun de ces plans, les branches de |'arborescence fractale décrivent ce qui pourrait
s'apparenter & un peigne de Dirac, dont les valeurs absolues des magnitudes de ses "dents"
(diracs) correspondent aux mesures oy des branches dirigées suivant w1 auxquelles chacune
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des ses dents renvoie. Quant aux signes de ces magnitudes, eux dépendent des sens dans lesquels
ces branches sont dirigées. Ainsi dans un plan défini par le couple de vecteurs (ug, ugr1), pour
une branche b € C(o(c) = L) d’ordre wy = k telle que L € R**, on trouve le peigne de Dirac
suivant :

Wy(z) = Y +ou(ei)d(z — ), Vo €]0, L (5.22)

¢, €Cy

Avec Cj, C Cy,,, (k+1) I'ensemble défini tel que (5.3) et Ve; € Cp, z; €]0, L] les positions des
multifurcations visitées par la branche b reliant celle-ci avec I'ensemble des branches . Une
primitive de cette distribution est donc :

My(z) = Y +ou(e)H(z — ), Vo €]0, L (5.23)
cier

telle que Vz € R, H(z) est la fonction d'Heaviside. Pour |'exemple de |a fractale arborescente
autosimilaire décrite précédemment sur la (Fig.5.12), Vb € C(o(c) = d) telle que d € N*, les
distributions 111, (z) et II,(x) sont représentées sur la (Fig.5.13).

Quelle que soit I'arborescence fractale que nous serons amenés & étudier, nous venons de
montrer qu'il est possible de construire pour n'importe laquelle de ses branches b la fonction
continue par morceaux IIj (5.23). En mesurant la dimension fractale des courbes générées par
ces fonctions IT comme nous avions pu le faire pour celles décrites dans la section 1.6, nous
évaluerons leur exposant de Hurst H (1.80). A ce stade, rappelons que cet exposant intervenant
dans le calcul de la dimension fractale d'une courbe, renvoie directement a son caractére
auto-similaire si H = 1 ou auto-affine sinon. Dés lors en évaluant le caractére autosimilaire
ou auto-affine des courbes tracées a partir des fonctions II de chacune des branches d’'une
arborescence fractale quelconque, nous évaluerons de fait celui de I'arborescence elle méme.
Or la décomposition en ondelette de ces courbes fractales qui plus est par le biais d'ondelettes
de Haar (1.94) dont le profil sera plus que jamais adapté ici pour cette décomposition, nous
donne d'aprés (1.100) Vk € N et VL € RT* :

M

2~ H;
<‘ <M(z) >I<2£k,a) - <) >I(2%,b> > N ; M <‘ <M(z) >I<2kL_1,a) - <Iz) >I(2kL_1¢b> >
(5.24)
. m-1+1 0 . .
avec M le nombre de contractions f; = jO . H, | potentiellement anisotropes (1.74)
Mj+1

composant la procédure S pour laquelle le support F' tracé de la fonction IT est invariant
et H; €]0,1] I'exposant de Hurst pour chacune de ces échelles de contractions. I(L Q) =
2k’

1)L R . e
[QkLﬂ + %7 (n;) [ et I(Q%’b) = [g—f, 2’@% + ZTL[ quant 3 eux sont les intervalles définis tels

que n € [0,2F — 1] inclus nécessairement dans I'intervalle [0, L.
Ainsi d’aprés (1.84), Vb € C(o(c) = L) telle que L € R, les courbes tracées a partir des
fonctions II;, des branches b d'une arborescence fractale sont définies telles que :

M 1)\ At
var(AH(Am)):ZFl(m] +M) 22 YAz €, I (5.25)
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Integration of
Np =3 dimensions Dirac comb representation of the Ny =3 dimensions Dirac comb representation of
an auto-similar tree an auto-similar tree

=

M"‘%g

Figure 5.13 - Une pré-fractale arborescente auto-similaire uniforme construite
suivant la méme procédure S que celle de la (Fig.5.12) et pour laquelle Ny = 3.
Ici celle-ci est représentée sous la forme de son peigne de Dirac (gauche) dé-
crit comme d'apres (5.22), ainsi que sa fonction continue par morceau 11, (droite)
(5.23) résultant de l'intégration de ce dernier, la branche b d'abscisse curviligne
o(b) = 16 appartenant a un arbre enraciné T'(V, E) constituant cette pré-fractale.

avec m; la multiplicité et \; le coefficient de proportionnalité de la i™¢ échelle de contraction
qui n’est autre, dans le cas ot la fractale arborescente est auto-similaire (V5 € [1, M], H; = 1),
que le rapport d’homothétie d'une des M similitudes a |'origine de la construction des branches
de I'ensemble Cj, (5.3) attachées a la branche b. Ainsi d'aprés (5.25) on en déduit finalement
la formule (5.26) :

1
M R
ijlmj-)\j-aH

Card(opg) = L- 7

, Yo €]0, L] (5.26)

généralisant le résultat (5.20) obtenu plus haut pour la fractale arborescente auto-similaire
uniforme représentée sur la (Fig.5.12). Notons que si lI'on pose VL € R™, oy = a- L avec
« €]0,1], dans le cas ou la fractale arborescente est auto-similaire alors la distribution (5.26)
peut s'écrire :

M -1
dim1 My Aj o

Card(a) = A

, Vo €]0,1] (5.27)
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Cette simplification est possible puisque H; = 1. Celle-ci est caractéristique de I'invariance
d’échelle par le méme facteur de contraction suivant toutes les directions de I'espace
d’une fractale auto-similaire. Ceci n’est évidemment pas vérifié pour le reste des fractales arbo-
rescentes auto-affines pour lesquelles les éléments de la diagonale des contractions anisotropes
fj ne sont pas égaux.

A présent nous sommes en mesure de réaliser I'analyse du caractére fractale des arbo-
rescences issues de processus d’accrétion de type DLA auxquelles nous attachons un intérét
certain dans ce travail grace aux équations (5.24), (5.25) et (5.26). Mais avant cela nous allons
mettre en application ces équations, pour trois différents exemples biens choisis de fractales
arborescentes dont on connaft d'ores et déja les caractéristiques et ainsi constater les infor-
mations pertinentes que nous pourront mettre a jour par la suite pour n'importe quel type de
fractale arborescente que nous serons potentiellement amenés a étudier.

La (Fig.5.14) représente pour une branche b donnée dont |'abscisse curviligne o(b) = 16,
le peigne de Dirac 111, ainsi que la fonction continue par morceau II;, construits a partir de la
fractale arborescente déterministe uniforme vue précédemment sur la (Fig.5.12). On rappelle
que pour n'importe quelle branche d'un ensemble C(o(c) = L) donné, I'équation (5.20) donne
la distribution des abscisses curvilignes o7 des branches de I'ensemble (Jycc(o(e)=r) Cb qui

leur sont attachées. Or VL € R, on trouve bien que y/var(All(Az)) = Az, YAz €]0, L]
ce qui correspond bien a la description de fonction attendue pour cette fractale autosimilaire
(H = 1), uniforme (M = 1) dont le rapport d"homothétie vaut \ = % et la multiplicité m = 1.

La deuxiéme fractale arborescente que nous avons choisi parmi ces trois stéréotypes est
auto-similaire mais non uniforme cette fois-ci. Le nombre de ses échelles de contraction est
M = 2. L'une d’entre elle conserve comme pour la fractale précédente un rapport d"homo-
thétie A\ = % tandis que l'autre aura un rapport \y = % Du reste la multiplicité de ces
deux échelles est m1 = mo = m = 1. Ainsi comme cela était le cas pour la fractale précé-

dente; Sur la (Fig.5.15) VL € R™™ la décomposition en ondelette de la fonction II, d'une
branche b € C(o(c) = L) de cette fractale arborescente satisfait toujours |/var (AII(Az)) o
Az, VAx €]0, L] étant donné qu’elle aussi est auto-similaire (H; = Hy = H = 1), plus
précisément /var(AIl(Az)) = (5 + 1) -Az, YAz €]0, L[>. Cependant quelle que soit la
branche b que I'on choisira de sélectionner sur I'arbre enraciné représentant cette arborescence
fractale, la distribution des abscisses curvilignes o des branches de I'ensemble C}, verra ses
valeurs Card(oy) osciller successivement entre les M = 2 courbes Card(oy) = d-3-0p'
et Card(og) = d-%-a;ll. Sur la (Fig.5.15) pour une branche b dont I'abscisse curviligne
o(b) = 16, nous avons illustré les M! = 2! possibles répartitions des branches de I'ensemble
C qui pourraient lui étre attachées. Ainsi pour la répartition représentée sur la (Fig.5.15 bas),
pour laquelle nous avons surligné les diracs de son peigne en jaune, la distribution qui lui
correspond est celle dont les points auront été eux aussi surlignés en jaune. Inversement pour
I'autre répartition représentée sur la (Fig.5.15 haut) sa distribution correspond aux points non
surlignés. Dés lors en moyenne on retrouve bien Card(a) = %(% +5)-a7l, Va €]0,1] telle
que o = «- L comme le prévoit I'équation (5.27). Finalement en plus de vérifier & nouveau
que nous sommes en mesure d'évaluer le caractére auto-similaire ou auto-affine d'une arbo-

rescence fractale; cet exemple illustre aussi le fait que nous serons en mesure de compter le
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nombre M d’échelles de contraction au sein de la procédure S a |'origine de sa construction.
Pour cela, il suffira d'identifier les M courbes du type Card(opy) = m;- A -JI}l, Vi e [1, M]
correspondantes sur lesquelles se répartissent la distributions de |'ensemble des branches
attachées a une branche b quelconque choisie sur I'arbre enraciné représentant cette fractale
arborescente.

Désormais parmi les fractales arborescentes que nous aurons choisies comme exemple,
nous allons nous intéresser a celle de la (Fig.5.16) qui est déterministe auto-affine uniforme.
Ainsi pour n'importe quelle branche b de cette arborescence telle que son abscisse curviligne

o(b) = L € R™, la fonction II, qui lui sera associée satisfera I'équation |/var (AIl(Az)) =

Aac%, VAz €]0,L]. La procédure S a l'origine de la construction de la courbe fractale de
1

la fonction I, comporte M = 1 contraction anisotrope [ = 8 1| dont la multiplicité
V2

m =1 et le rapport d’homothétie vaut A = 3. Enfin les valeurs Card(oy) de la distribution

des abscisses curvilignes o des branches d'un ensemble Cj, se localiseront donc sur I'unique

courbe Card(oy) =d- % o5

Ces trois différentes fractales arborescentes nous auront donc permis de nous convaincre
par I'exemple qu’'d partir de I'étude de la distribution des abscisses curvilignes des branches
d'un ensemble C) attachées a une branche b d'une arborescence; nous serons en mesure de
savoir si celle-ci est avant toute autre chose bel et bien fractale. Ainsi si les valeurs de cette
distribution sont portées par M € N* fonctions de puissance du type (5.26) alors |'arborescence
sera fractale. Du reste nous avons pu constater que les informations que |'on peut extraire de
(5.26), sont loin de se résumer a seulement confirmer la fractalité ou non d’une arborescence. En
effet nous pourrons en plus déterminer son caractére auto-similaire ou auto-affine en évaluant
I'exposant de Hurst H de la courbe tracée a partir de la fonction IT,. Nous pourrons également
statuer sur le fait que cette fractale arborescente sera uniforme ou non suivant qu'il existera
une ou M > 1 courbes sur lesquelles viendront se répartir les valeurs Card(cp) de cette
distribution. Aussi pour chacune de ces M échelles de contraction, il sera alors possible d’évaluer
précisément le produit (m; + 1)\, Vj € [1, M] de leurs multiplicités avec leurs rapports
d’homothétie.

Qu’en est-il alors des arborescences obtenues par un processus d’accrétion de type DLA?
Rappelons d'ores et déja que les arbres enracinés T'(V, E) de type DLA sur lesquels nous
basons notre travail, seront au mieux des pré-fractales étant donné que leur taille Card(V) €
N est un entier fini. Ainsi pour différentes intensités F' du champ de force radial uniforme
appliqué lors d'un processus d’accrétion de type DLA, nous avons mesuré VL € R™* les
distributions des abscisses curvilignes op des branches de I'ensemble yc(y(¢)=r) Co d'un
millier d’arbres enracinés comptant dix milles nceuds chacun. On constate alors sur la (Fig.5.18),
que chacune de ces distributions voit ses valeurs se répartir suivant M = 1 courbe, pouvant
étre ajustée par une fonction de puissance et cela pour des branches dont I'abscisse curviligne
ne dépasse pas og ~ 20. Il est & noter toutefois que cette valeur limite de oy, pour laquelle
I'ajustement de cette courbe par une fonction de puissance devient de moins en moins juste,
est intimement liée  la taille des arbres enracinés de type DLA qui auront servi a la construire.
Précédemment dans cette sous-section 5.2.2 lorsque I'on abordait |'ordre de Strahler, nous
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avions évoqué la nécessité de générer des arbres enracinés de type DLA d'une taille suffisamment
importante, pour que les ordres de Strahler des chaines avec lesquels on estimerait les ratio de
multifurcation (5, satisfassent wg = k < Ng et ainsi que ces [, puissent converger. A nouveau
ici, si I'on veut que la distribution converge correctement avec une fonction de puissance
pour des branches dont |'abscisse curviligne atteint une valeur o donnée; il faudra que les
arbres enracinés de types DLA ayant servi 3 calculer cette distribution, soient suffisamment
grands pour que chacune des branches b € C(o(c) = L) sur lesquelles sont attachées les
branches Cj, soit assez longue pour que oy < L € R, Ainsi l'invariance d’échelle d’un
arbre enraciné de type DLA se vérifie sur une certaine plage d’abscisses curvilignes
donnée et cela en fonction de la taille que fera cette pré-fractale. Dés lors pour L —
+00, c'est a dire lorsque cette pré-fractale tend asymptotiquement & devenir une véritable
fractale, cette invariance devrait se vérifier a toutes les échelles. Pour ce qui est du caractére
auto-similaire ou auto-affine de ces arborescences, étant donné que nous avons pu réaliser les
mesures de leurs distribution (5.26) seulement pour un nombre fini d’'intensité F' de champ
de force radial uniforme, tout ce que I'on peut dire de maniére générale est que les exposants
de Hurst des courbes tracées & partir des fonctions continues par morceaux II décroissent
légérement lorsque F' augmente. Pour une intensité F© = 0, c'est a dire en 'absence de
champ de force, I'exposant de Hurst est mesuré 8 Hp—o = ﬁ sur la (Fig.5.17). Il semblerait
donc qu’en présence d'un champ de force radial uniforme dont l'intensité F > 0, les
arborescences pré-fractales produites par un processus d’accrétion de type DLA seront
nécessairement auto-affine. On notera aussi encore une fois au conditionnel, étant donné
le petit échantillon d'intensité de champ de force radial uniforme testé, qu'il se pourrait que
VF € R le produit de la multiplicité avec le rapport d"homothétie vaudrait (m + 1)\ = 0.3. |l
semblerait donc qu'un champ de force radial uniforme agisse uniquement sur le caractére
auto-affine d’une arborescence obtenue par un processus d’'accrétion de type DLA et
cela en faisant évoluer la valeur de I'exposant de Hurst H de sa fonction II, sans
jamais modifier son rapport d’homothétie A, ni sa multiplicité m dont le produit
(m+4+1)A=0.3, VF € R.

En conclusion, pour des arborescences générées par un processus d'accrétion de type DLA,
nous sommes parvenus a évaluer précisément en fonction de leurs tailles, la gamme d’abscisses
curvilignes oy sur laquelle on observait I'invariance d'échelle caractéristique de leur nature frac-
tale. Nous avons pu aussi mesurer avec précision le caractére auto-affine de ces arborescences,
pour différentes intensités I’ d'un champ de force radial uniforme et émettre I'hypothése selon
laquelle le rapport d’homothétie A ainsi que la multiplicité m de leurs fonctions II, ne dépen-
draient pas du champ de force appliqué lors d’un processus d'accrétion de type DLA. Toutes
ces observations, ces résultats, obtenus grace a la mesure des distributions des abscisses cur-
vilignes oy des branches des ensembles UbeC(U(c):L) Cp, VL € R, ne pouvaient pas étre
déduits seulement a partir de la valeur de la dimension fractale de ces arborescences. Ainsi
cette distribution constitue sans nul doute un outil puissant pour étudier encore plus en détail
la nature fractale de telles arborescences.

Avant de clore ce chapitre, nous allons faire une remarque en lien avec la sous-section
5.1.4. Dans cette sous-section nous avons montré que n'importe quel arbre T'(V, E) de type
DLA était le fruit d'un processus de branchement particulier. Un processus pour lequel d'aprés
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la (Fig.5.2) aprés quatre générations, les longueurs des chaines reliant deux multifurcations,
étaient distribuées suivant une loi géométrique P; de paramétre p = P(A; # 1) et dont le
nombre moyen x de péres v € V' C V tels que degy(v) > 1, était donné par I'équation
suivante x = % pour une génération Gy (h). Dés lors si on faisait |'erreur de
résumer ce processus a un simple processus de Galton-Watson, VL € R™* |a distribution des
abscisses curvilignes o des branches de I'ensemble UbeC(o—(c):L) Cy de ces arbres devrait
suivre la fonction Card(og) = (N —n)p+1)¢" = ((p-N +1) —p-n)-e? 090 YN ¢
N*, Vn € [1, N] telle que L = N +r et oy = n + r. Or cette fonction n’est manifestement
pas la fonction de puissance mesurée sur les (Fig.5.18), mais le produit d'une exponentielle
avec une fonction affine. Ainsi cette distribution confirme de nouveau que les arbre de type

DLA ne sont pas des arbres de Galton-Watson.
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Figure 5.14 - Pour une branche b d’abscisse curviligne o(b) = 16 d'ordre wy = k
d’'un arbre enraciné 7'(V, E') se constituant comme une pré-fractale arborescente
auto-similaire uniforme construite suivant la méme procédure S que celle de la
(Fig.5.12), ici esttracée la projection suivant le plan défini par le couple de vecteurs
(ug, ugr1), du peigne de Dirac (gauche haut) décrit comme d'aprés (5.22) ainsi
que la fonction continue par morceau II, (droite) (5.23) associée a cette branche
b. Dans I'encadré de droite sur lequel on trouve cette projection de la fonction I,
on aura aussi représenteé la décomposition en ondelette de Haar pour différentes
échelles Ad. Enfin la distribution des abscisses curvilignes oy de I'ensemble des
branches |J, > C.,,, (k) normalisée par la profondeur des branches quiles portent
est aussi également représentée (gauche bas).
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Figure 5.15 - Pour une branche b d’abscisse curviligne o(b) = 16 d'ordre wy = k
d’'un arbre enraciné 7'(V, E') se constituant comme une pré-fractale arborescente
auto-similaire non uniforme, on a tracé ici la projection suivant le plan défini
par le couple de vecteurs (uy, uy.1), du peigne de Dirac (gauche haut/bas) décrit
comme d'apres (5.22) ainsi que de la fonction continue par morceau II, (droite
haut/bas) (5.23) associée a cette branche b. Dans I'encadré de droite sur lequel
on trouve cette projection de la fonction I1,, on aura aussi représenté la décom-
position en ondelette de Haar pour différentes échelles Ad. Enfin la distribution
des abscisses curvilignes oy de I’ensemlt§§ des branches |, C.,,, (k) normalisée
par la profondeur des branches qui les portent est aussi également représentée
(gauche milieu).
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Figure 5.16 - Pour une branche b d’abscisse curviligne o(b) = 16 d'ordre wy = k
d’'un arbre enraciné 7'(V, E') se constituant comme une pré-fractale arborescente
auto-affine uniforme, on a tracé icila projection suivant le plan défini par le couple
de vecteurs (uy, ux. 1), du peigne de Dirac (gauche haut) décrit comme d'aprés
(5.22) ainsi que de la fonction continue par morceau II, (droite) (5.23) associée
a cette branche b. Dans I'encadré de droite sur lequel on trouve cette projection
de la fonction II, on aura aussi représenté la décomposition en ondelettes de
Haar pour différentes échelles Ad. Enfin la distribution des abscisses curvilignes
oy de 'ensemble des branches (J; % C,, (k) normalisée par la profondeur des
branches qui les portent est aussi également représentée (gauche bas).
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Figure 5.17 - Hiérarchisations par la mesure des abscisses curvilignes oy de I'en-
semble des branches [ J; C.,, (k) de 1000 arborescences de type DLA compo-
sées de 10000 particules n'ayant subi aucun champ de force externe (gauche
haut), a partir de laquelle aura été tracée la distribution des abscisses curvilignes
oy de ces branches normalisée (gauche bas) ou non (droite) par l'abscisse curvi-
ligne des branches qui les portent.
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Figure 5.18 - Tracés des distributions normalisées des abscisses curvilignes oy
de 'ensemble des branches | J, 5 C.,,, (k) appartenant & 1000 arborescences de
type DLA composées de 10000 particules subissant un champ de force central
uniforme d'une intensité allant de £ = 0.0 a F' = 10.0 en unité de force arbitraire
(sens de la lecture).
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Conclusion générale

Les objectifs de ce travail auront été :

Initialement d’inclure au sein d'un algorithme de type DLA hors réseau pré-existant
[55], I'équation maitresse (3.35); de sorte a ce que dans nos simulations, les mouve-
ments erratiques des sphéres dures modélisant des agrégats atomiques a la surface d'un
substrat, soient régis par |'équation de diffusion de Smoluchowski (3.10).

Ensuite d'établir la chronologie la plus probable, des étapes de construction de n'importe
quelle arborescence ayant été obtenue par accrétions successives d'agrégats atomiques
diffusant a faible densité a la surface d'un substrat.

Enfin, en s’appuyant sur des notions issues de la théorie des graphes, de développer
des outils d'analyse approfondie de la géométrie fractale des arborescences obtenues
au moyen de nos simulations numériques.

Bilan

Le modéle de Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions proposé pour la premiére
fois par T.A Witten et L.M Sander dans [115] et [116], est un modéle de simulation numérique
a l'origine congu pour modéliser |'accrétion de particules colloidales [74]. L'utilisation de ce
modéle de simulation numérique a par la suite été élargie a d'autres expériences comme : les
décharges diélectrique [86], les digitations visqueuses d'un fluide dans un autre de viscosité
différente [95] et pour ce qui nous intéresse plus particuliérement dans ce travail les dépéts
d’agrégats atomiques a la surface d’un substrat [3].

Une des spécificités du modéle DLA réside dans le fait que la dynamique de chacune des
particules libres diffusant 3 la surface du domaine de simulation, est complétement indépen-
dante? de celles des autres. En effet dans ce type de simulation, seule une particule libre diffuse
a la fois, le déclenchement de la diffusion d'une de ces sphéres dures étant conditionné par
I'accrétion de la précédente au reste de la structure dendritique. Dés lors la notion de temps
est propre a la dynamique de chacune de ces particules libres et leurs taux de probabilité de
transition régissant leurs mouvements erratiques a la surface du domaine de simulation n'ont
pas nécessairement besoin de dépendre d'une equation du mouvement. Ceci est le cas du mo-
déle original [115] dans lequel les taux de transition suivant les quatre directions cardinales des
particules libres valent w = i, mais aussi ceux proposés par P.Meakin dans [68] et R. Jullien
dans [49] pour lesquelles la diffusion de chaque sphére dure peut étre anisotrope, voire subir
une dérive.

En choisissant d'insérer I'équation maftresse (3.35) dans |'algorithme de type DLA optimisé
par K.R Kuijpers et al. dans [55], en plus de rendre la diffusion des particules libres ainsi que leurs

2. Le modele DLA est en mesure de simuler uniquement des dépbts d'agrégats atomiques
diffusant a faible densité a la surface d'un substrat.
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3, nous nous sommes donnés

sites d’accrétions parfaitement indépendants des effets d’un réseau
la possibilité de modéliser la diffusion de particules libres subissant les effets d’'un champ de
force non-uniforme. En effet cette equation maitresse (3.35) est obtenue a partir de I'équation
de diffusion de Smoluchowski (3.10), elle méme résultant de I'équation du mouvement (3.5)
proposée par Paul Langevin en 1908. Ainsi I'expression (3.38) pour les taux de transition,
nous permet de piloter en tout endroit de I'espace I'intensité du champ de force percu par les
particules libres. De plus en ne confondant pas le libre parcours moyen d’une particule libre et sa
fréquence de saut moyenne avec les pas d’espace et de temps servant a |'intégration numérique
de I'équation de diffusion de Smoluchowski (3.10) dans notre algorithme, nous nous sommes
libérés aussitot de la contrainte* qui pesait sur la valeur de I'intensité du champ de force F
dans |'expression du taux de transition défini suivant (A.10) dans [12].

Bien que plus coiiteux en temps de calcul et en espace mémoire, I'algorithme que nous
avons décrit dans la sous-section 3.2.1, inspiré de celui proposé par Lyklema et al. dans [63],
permettrait lui aussi de générer a la surface d'un réseau, des structures dendritiques de type
DLA s’étant auto-organisées sous l'influence d’'un champ de force. Cependant les arborescences
obtenues par cet algorithme, auraient la particularité d’étre les mémes que celles que I'on ob-
tiendrait en appliquant la condition de rejet n — 400 dans I'algorithme basé sur le modéle
DLA [77] proposé par A.Y. Menshutin et L.N. Shchur. Autrement dit ces structures dendri-
tiques suivraient des tracés qui s'approcheraient elles aussi assez fortement d’une morphologie
moyenne.

Dés lors en inversant la logique de cet algorithme, c’est & dire en retirant 3 chacune des
étapes T de la construction d'une structure dendritique, la sphére dure la plus susceptible de
s'étre fixée durant cette étape, nous sommes parvenus d proposer une méthode permettant
d'approcher trés fidélement la véritable chronologie des événements ayant abouti a la construc-
tion d'une arborescence. Rappelons que ces structures dendritiques sont obtenues au moyen
d'un processus stochastique irréversible, il nous est donc impossible, a partir de la seule infor-
mation du tracé d'une arborescence, de reconstituer exactement la suite des événements ayant
contribué a sa construction. Néanmoins passé les 100 premiéres étapes de construction d’une
arborescence composée de N = 1000 sphéres dures, lorsque I'on mesure |'erreur relative entre
la véritable chronologie et celle estimée par notre méthode, celle-ci se maintient a des valeurs
inférieures a 10% (voir (Fig.3.14), (Fig.3.15)).

Les structures dendritiques obtenues grice au modéle DLA, peuvent étre assimilées du
point de vue de la théorie des graphes a des représentations planaires d’arbres enracinés qui
plus est aléatoires. En étudiant ces arborescences, nous sommes arrivés a la conclusion que
le processus d’accrétion de type DLA est sans vieillissement. Cependant si on considére la
croissance de ces arbres aléatoires comme étant le fruit d'un processus de branchement, ce
dernier ne pourra &tre décrit par un processus de Galton-Watson, ni méme par une chaine de
Markov. Néanmoins le processus de branchement de type DLA perd sa mémoire toutes les
quatre générations. Ainsi en construisant de nouveaux arbres 3 partir des originaux tels que
chaque chaine, reliant initialement des multifurcations entre elles, soit remplacée par un lien

3. Ces effets de réseau influencent grandement la morphologie moyenne des structures den-
dritiques obtenues par les simulation de type DLA sur réseau (voir [71], [73] et [77]).
4. Une contrainte permettant de conserver la valeur de ce taux toujours positive.
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pondéré par sa longueur; on constate que la taille d'une fratrie privée des terminaisons est
identiquement et indépendamment distribuée au sein de ces arbres homéomorphes, tandis que
les pondérations des liens reliant ses nceuds fils a leur pére sont distribuées, elles, suivant une
loi géométrique sur l'intervalle [4, +oo[. Finalement lorsque que I'on inclus les terminaisons
lors du recensement du nombre de fils composant une fratrie et donc par extension du nombre
de noeuds constitutifs d'une génération tout entiére, ce nombre évolue en moyenne suivant une
loi de puissance et non pas suivant une loi exponentielle comme ceci aurait été le cas pour un
processus de Galton-Watson. La DLA produit donc un processus de branchement particulier
qui & chaque génération sera contraint aussi par I'encombrement stérique de la représentation
planaire de |'arbre qu'il construit.

Du point de vue de la théorie des graphes, |'étude de la structuration interne des arbores-
cences de type DLA, a fait I'objet de I'intérét d'un certain nombre de chercheurs, notamment
la hiérarchisation suivant I'ordre de Strahler® de ces arbres enracinés. Cependant I'ordre de
Strahler ne permet pas de déterminer la nature auto-similaire d’une fractale arborescente, car
par construction il ne prend pas en compte la longueur des chaines qu'il hiérarchise. Consta-
ter pour une arborescence que ses ratios de multifurcation (5.8) sont tous égaux entre eux a
I'exception de 31, prouve seulement que celle-ci est fractale. Ainsi est né le besoin d'établir la
mesure o (5.19), reposant pour n'importe quelle arborescence, sur I'ordonnancement de ses
branches suivant |'ordre de Hack wy. Grace a cette mesure, nous pouvons désormais confirmer
ou non la nature auto-similaire d'une arborescence fractale, en étudiant VL € R™*, la valeur de
I'exposant de Hurst ® présent dans I'expression des distributions (5.26) des abscisses curvilignes
on des branches de I'ensemble |,y ()=1) Cb avec Cy défini comme d'aprés (5.3). De plus
I'expression (5.26) de ces distributions, permet aussi de vérifier si cette fractale arborescente
est uniforme ou non et pour chacun de ses M motifs d’évaluer la valeur du produit de leurs
multiplicités avec leurs rapports d’homothétie.

Dés lors en appliquant cette analyse aux branches d'arborescences pré-fractales générées par
un processus d’accrétion de type DLA; I'invariance d’échelle imputable a leur nature fractale
a pu étre vérifiée sur une certaine plage d'abscisses curvilignes donnée en fonction de leurs
tailles. Sur cet intervalle et cela pour un certain nombre d’intensités F' de champs de force radial
uniforme, le caractére auto-affine de ces arborescences a pu &tre mesuré avec précision, révélant
ainsi que I'exposant de Hurst 7 décroit & mesure que l'intensité I’ augmente. A cela nous avons
aussi pu déterminer d’aprés la (Fig.5.18) que ces fractales sont uniformes (M = 1) et qui plus
est que le rapport d’"homothétie A\ ainsi que la multiplicité m de leur unique motif, semble ne
pas dépendre du champ de force appliqué lors du processus d’accrétion. Ces informations sur
la nature fractale de nos arborescence de type DLA, n’aurait pu &tre obtenue uniquement par
le calcul de leurs dimensions fractales.

5. on peut citer [18], [23], [66], [108], [122]

6. Onrappelle que d'apres (1.82) le support F' d'une fractale est auto-similaire si H = 1, sinon
auto-affine.

7. Pour une intensité F' = (O, c'est a dire en I'absence de champ de force, 'exposant de Hurst
est mesuré & Hp— = 145 sur la (Fig.5.17)
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Perspectives

Dans le chapitre 3, lorsque nous avons présenté le modeéle de Diffusions de particules Limi-
tées par leurs Accrétions ou "Diffusion Limited Aggregation", nous avons aussi fait remarquer
que : "Pour n'importe quel algorithme construit sur les bases de ce modéle, la notion de
temps n'a de sens que pour la dynamique d'une particule libre. Le déclenchement artificiel de
la diffusion d'une nouvelle particule libre & I'issue de I'accrétion d’une autre |'ayant précédeé,
rend caduque toutes tentatives visant a évaluer la dynamique de construction d'une structure
dendritique." Or si I'on désire, sans faire I'hypothése d'un dépét a faible couverture, pouvoir
utiliser la méthode décrite dans la sous-section 3.2.2 sur des images expérimentales ou bien
modéliser la croissance de ces arborescences d’agrégats atomiques; il nous faudra s'inspirer
d'un autre modéle de simulation numérique appelé DDA, acronyme anglais pour "Deposition,
Diffusion and Aggregation".

A la différence de la DLA, ce modéle proposé par Jensen et al. dans [45] aura été spéciale-
ment concu pour simuler |'auto-organisation d’agrégats atomiques en structures dendritiques
lors d’expériences de dépbts. En plus d'autoriser simultanément plusieurs particules libres a
diffuser et s’agréger les unes avec les autres; Il permet aussi de modéliser la compétition qui
existe entre les différents mécanismes® de bases illustrés sur la (Fig.1 de [45]) et responsables
du mouvement et de la réorganisation de ces arborescences. |'algorithme du modéle DDA utilise
la méme optimisation ® présentée dans [6], ayant permis de réduire drastiquement le temps de
calcul de I'algorithme Monte Carlo du modéle d’Ising. Cette optimisation consiste & ne plus
tester, pour chaque particule, chacun des mécanismes de base; et ainsi éviter de fixer le pas
de temps 6t a une valeur inférieure 3 l'inverse de la fréquence v, du plus récurent de ces
processus. L'algorithme choisira plutét, pour chacune de ses boucles temporelles, une particule
aléatoirement, et en fonction de sa probabilité d’avoir lieu, le mécanisme de base qui sera
effectué par celle-ci. En évitant de rejeter et cela de nombreuses fois par boucles, les processus
les moins probables, cet algorithme réduira considérablement son temps d’exécution. Il suffira
ensuite de mettre a jour entre chaque boucle, le temps dans la simulation en incrémentant ce

dernier par :
1

B ¢S+ Nisl Zl v +Nstuck Zj vj + Nfree Zk Vi

Dans la formule ci-dessus, ¢ définit le flux de nouvelles particules libres déposées a la surface
du domaine de simulation d’une aire S'; tandis que Ny, Ngpyer €t Nypee comptabilisent

ot

respectivement le nombre de structures dendritiques, de particules fixes et de particules libres
présentes a la surface du domaine de simulation. Pour chacune de ces populations, leur nombre
multiplie la somme des fréquences v des mécanismes de base qui leurs sont associées. En
supprimant I'hypothése imposée par le modéle DLA sur le flux de particules libres, le modéle
DDA aura permis a P. Jensen et B. Niemeyer dans [46] de montrer que pour un flux ¢ pulsé,

8. Les processus, illustrés sur la (Fig.1 de [45]), avaient d’ores et déja été présentés sur la
(Fig.2.7), lorsque dans la sous section 2.2.1, nous avions présenté les mécanismes de diffusions a
l'origine de la réorganisation des adatomes constituant un flot 2D.

9. Les avantages apportés par le choix de cette optimisation sont amplement détaillés dans
I'article de revue [44] de P. Jensen et al..
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la dynamique de croissance ainsi que la morphologie du dép6t pourront étre profondément
impactées. Ainsi ce modéle permet d'observer des difféerences morphologiques qui seraient
impossibles a modéliser au moyen du modéle DLA.

En excluant, parmi les processus susceptibles d’étre exécutés lors de nos simulations, ceux
affectant les structures dendritiques dans leurs ensembles; |'algorithme sur réseau carré du
modéle DDA, présenté dans [45], pourrait &tre facilement adapté en un algorithme hors ré-
seau, pour lequel les particules libres diffuseraient sous I'influence d'un champ de force. Pour
cela il faudrait que I'équation maitresse (3.35) régisse le déplacement de ces particules libres.
Cependant d'aprés la contrainte (3.44), pour chaque particule, la fréquence v associée a son mé-
canisme de diffusion devrait étre calculée individuellement et actualisée & chacune des boucles
temporelles de |'algorithme. Pour ce qui est de la méthode décrite dans la sous-section 3.2.2,
permettant d'approcher la chronologie des événements a I'origine de la construction d'une ar-
borescence de type DLA, certaines modifications permettraient d'élargir son application a une
plus grande variété de résultats expérimentaux. Limités a des analyses d'images expérimentales
de dépots a faibles couvertures, nous pourrions nous libérer de cette contrainte. Pour cela il
nous faudrait remplacer les conditions aux limites a 'infini par des conditions aux limites pério-
diques. La source de particules libres s’en trouverait alors elle aussi modifiée. Elle recouvrirait
I'intégralité du domaine de simulation, déposant toujours & sa surface les nouvelles particules
libres avec le flux ¢.

Dans le chapitre 5 de cette these, afin d'analyser avec précision la géométrie des arbo-
rescences pouvant étre obtenues par dépdts d'agrégats atomiques, nous avons fait appel a
la théorie des graphes. Parmi les ressources bibliographiques que nous auront été amenés a
consulter sur le sujet, le travail de P. Ferraro et C. Godin dans [24] faisaient état d'une méthode
permettant de mesurer une distance morphologique entre deux arborescences. Appliqué ici a de
la botanique, I'algorithme permettant d’évaluer cette distance aura été initialement proposé par
K. Zhang dans [123], afin de mesurer les différences séparant deux réseaux arborescents. Dans
ce travail, K. Zhang décide de nommer cette distance : la "constrained edit distance mapping".
Celle-ci évaluera la série de modifications la moins "cofiiteuse" en opérations dites d’éditions,
devant étre opérées sur un arbre A pour obtenir un arbre B et tout cela en respectant un
certain nombre de contraintes 9. Ces opérations sont au nombre de trois : suppression d’un
noeud de 'arbre A ou B, ajout d'un nceud a l'arbre A ou B et enfin association d'un nceud
de I'arbre A avec un nceud de I'arbre B. Cette algorithme plutét complexe utilise une notion
qui n'a pas été abordé dans ce manuscrit, celle des flots dans un graphe. Ce concept aura été
brillamment vulgarisé sur la chaine youtube A la découverte des graphes, par C. Laforest !,

professeur a I'université de Clermont.
Ainsi nous avons tenté de comparer des arborescences de type DLA au moyen de cet algo-

10. Plus tét dans [124], K.Zhang et al. avaient défini la "edit distance" entre deux arbres enraci-
nés non-ordonnés A et B. La "constrained edit distance mapping" constitue une évolution de la
"edit distance", en ce que la série d'opérations d'éditions qu'elle pondére respecte 'ordre généa-
logique de chacun des deux arbres et n'associe jamais plus d’'un seul sous-arbre de A a un sous
arbre de B et inversement.

11. C.Laforest est aussil'auteur de [57], un ouvrage de vulgarisation sur la théorie des graphes.
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https://www.youtube.com/channel/UCHtJVeNLyR1yuJ1_xCK1WRg

rithme. Nous avions espoir de noter une différence entre la distance moyenne mesurée pour des
couples d’arbres construits suivant des conditions identiques et celles mesurées pour des couples
d’arbres élaborés chacun suivant des conditions différentes. Malheureusement aucune différence
notable ne semblait se dégager de nos mesures. Une explication a cela pourrait étre le fait qu’ici
la "constrained edit distance mapping" mesure un bruit et pas les différences structurelles que
nous sommes capables d'identifier a |'ceil nu sur la (Fig.3.7). A la fin de la sous-section 5.3.2,
aprés analyse des résultats, nous avons conclu que : "I'invariance d'échelle d'un arbre enraciné
de type DLA se vérifie sur une certaine plage d’abscisses curvilignes donnée et cela en fonction
de la taille que fera cette pré-fractale." Or rappelons que les coefficients de Hurst mesurés
pour ces pré-fractales, construites sous |'influence de champs de forces différents, varient peu
(voir (Fig.5.18)). Dés lors si ce que I'on a appelé "bruit" correspond a la répétition du motif
aléatoire de ces arborescences fractales auto-affines, une solution a apporter pour résoudre
ce probléme pourrait &tre de tronquer |'ensemble des branches, dont les abscisses curvilignes
seraient comprises dans I'intervalle ol I'on retrouverait I'invariance d’échelles fractale.

168



Bibliographie

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

S. Agnihotri, S. Mukherji, and S. Mukherji. Size-controlled silver nanoparticles synthe-
sized over the range 5-100 nm using the same protocol and their antibacterial efficacy.
RSC Advances, 4(8) :3974-3983, Dec. 2013. Publisher : The Royal Society of Chemistry.

G. Ayrault and G. Ehrlich. Surface Self-Diffusion at Cryogenic Temperatures : Rh on
Rh. The Journal of Chemical Physics, 57(4) :1788, Sept. 2003. Publisher : American
Institute of PhysicsAlP.

L. Bardotti, P. Jensen, A. Hoareau, M. Treilleux, and B. Cabaud. Experimental Ob-
servation of Fast Diffusion of Large Antimony Clusters on Graphite Surfaces. Physical
Review Letters, 74(23) :4694-4697, June 1995. Publisher : American Physical Society.

C. Berge. Graphs and hypergraphs. North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1979. OCLC :
174005441.

H. P. Bonze. Surface diffusion of metals - a comparison of intrinsic and mass transfer
measurements. C R C Critical Reviews in Solid State Sciences, 6(2) :171-194, Apr. 1976.
Publisher : Taylor & Francis _eprint : https ://doi.org/10.1080,/10408437608243554.

A. B. Bortz, M. H. Kalos, and J. L. Lebowitz. A new algorithm for Monte Carlo simulation
of Ising spin systems. Journal of Computational Physics, 17(1) :10-18, Jan. 1975.

C. Bréchignac, P. Cahuzac, F. Carlier, M. de Frutos, A. Masson, C. Colliex, C. Mory,
and B. Yoon. Mobility and aggregation of free clusters soft landed on amorphous and
crystalline carbon substrates. Zeitschrift fiir Physik D Atoms,Molecules and Clusters,
40(1) :516-519, Mar. 1997.

C. Bréchignac, P. Cahuzac, F. Carlier, M. de Frutos, A. Masson, C. Mory, C. Colliex, and
B. Yoon. Size effects in nucleation and growth processes from preformed soft-landed
clusters. Physical Review B, 57(4) :R2084-R2087, Jan. 1998. Publisher : American
Physical Society.

C. Bréchignac, P. Cahuzac, F. Carlier, M. de Frutos, A. Masson, and J. Roux. Generation
of rare earth metal clusters by means of the gas-aggregation technique. Zeitschrift fiir
Physik D Atoms, Molecules and Clusters, 19(4) :195-197, Mar. 1991.

R. Brown. The Miscellaneous Botanical Works of Robert Brown. Cambridge University
Press, Cambridge, 1827.

G. Cantor. Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Mathematische
Annalen, 46(4) :481-512, Nov. 1895.

F. Carlier, E. Brion, and V. M. Akulin. Fractal growth in the presence of a surface force
field. The European Physical Journal B, 85(5) :152, May 2012.

T. H. Cormen and T. H. Cormen. Introduction to algorithms. MIT Press, Cambridge,
Mass., 2001. OCLC : 46792720.

169



[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

G. Daccord, J. Nittmann, and H. E. Stanley. Radial viscous fingers and diffusion-limited
aggregation : Fractal dimension and growth sites. Physical Review Letters, 56(4) :336—
339, Jan. 1986.

|. Daubechies. Au-dela des séries de Fourier.

P. Deltour, J.-L. Barrat, and P. Jensen. Fast Diffusion of a Lennard-Jones Cluster on a
Crystalline Surface. Physical Review Letters, 78(24) :4597-4600, June 1997. Publisher :
American Physical Society.

R. Diestel. Graph theory. Number 173 in Graduate texts in mathematics. Springer, New
York, 2nd ed edition, 2000.

Z. V. Djordjevic, X. F. Li, W. S. Shin, S. L. Wunder, and G. R. Baran. Fractal and
topological characterization of branching patterns on the fracture surface of cross-linked
dimethacrylate resins : Part |. Journal of Materials Science, 30(11) :2968-2980, June
1995.

M. Drmota. Random Trees : An Interplay between Combinatorics and Probability.
Springer-Verlag, Wien, 2009.

. Elkinani and J. Villain. Growth roughness and instabilities due to the Schwoebel effect :
a one-dimensional model. Journal de Physique I, 4(6) :949-973, June 1994. Publisher :
EDP Sciences.

G. Eyrolles. Synthése d’images figuratives d’arbres par des méthodes combinatoires.
PhD thesis, A.N.R.T, Université Pierre Mendes France (Grenoble II), Grenoble, 1986.
OCLC : 67293100.

K. J. Falconer. Fractal geometry. Wiley, Chichester, 1990. OCLC : 644702325.

J. Feder, E. L. Hinrichsen, K. J. M&lgy, and T. Jgssang. Geometrical crossover and
self-similarity of DLA and viscous fingering clusters. Physica D : Nonlinear Phenomena,
38(1-3) :104-111, Sept. 1989.

P. Ferraro and C. Godin. A distance measure between plant architectures. Annals of
Forest Science, 57(5) :445-461, June 2000.

G. M. Francis, |. M. Goldby, L. Kuipers, B. v. Issendorff, and R. E. Palmer. Deposition
and growth of noble metal clusters on graphite. Journal of the Chemical Society, Dalton
Transactions, (5) :665-671, Jan. 1996. Publisher : The Royal Society of Chemistry.

E. Ganz, K. Sattler, and J. Clarke. Scanning tunneling microscopy of Cu, Ag, Au and Al
adatoms, small clusters, and islands on graphite. Surface Science, 219(1) :33-67, Sept.
1989.

Y. Geguzin, Y. Kaganovskij, and E. Mikhajlov. On structural anisotropy of 63Ni diffusion
spread over the W surface. Ukrainskij Fizicheskij Zhurnal, 27(12) :1865-1867, 1982.
Place : USSR INIS Reference Number : 14782874.

I. M. Goldby, L. Kuipers, B. von Issendorff, and R. E. Palmer. Diffusion and aggregation of
size-selected silver clusters on a graphite surface. Applied Physics Letters, 69(19) :2819—
2821, Nov. 1996. Publisher : American Institute of Physics.

170



[29]
[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]
[38]

[39]

[40]

[41]

[42]
[43]

[44]

R. Gomer. Diffusion of adsorbates on metal surfaces. Reports on Progress in Physics,
53(7) :917-1002, July 1990. Publisher : IOP Publishing.

J.-F. Gouyet and B. B. Mandelbrot. Physics and fractal structures. Masson, Paris [etc.,
1996. OCLC : 489865090.

A. Haar and G. Zimmermann. On the Theory of Orthogonal Function Systems. In On
the Theory of Orthogonal Function Systems, pages 155-188. Princeton University Press,
Jan. 2009.

H. Haberland, Z. Insepov, and M. Moseler. Molecular-dynamics simulation of thin-film
growth by energetic cluster impact. Physical Review B, 51(16) :11061-11067, Apr. 1995.
Publisher : American Physical Society.

H. Haberland, M. Karrais, M. Mall, and Y. Thurner. Thin films from energetic cluster
impact : A feasibility study. Journal of Vacuum Science & Technology A, 10(5) :3266—
3271, May 1992. Publisher : American Vacuum Society.

J. T. Hack. Studies of longitudinal stream profiles in Virginia and Maryland. Professional
Paper, 1957. Number : 294-B.

J. C. Hamilton, M. S. Daw, and S. M. Foiles. Dislocation Mechanism for Island Dif-
fusion on fcc (111) Surfaces. Physical Review Letters, 74(14) :2760-2763, Apr. 1995.
Publisher : American Physical Society.

Y. Han, A. K. Engstfeld, R. J. Behm, and J. W. Evans. Atomistic modeling of the
directed-assembly of bimetallic Pt-Ru nanoclusters on Ru(0001)-supported monolayer
graphene. The Journal of Chemical Physics, 138(13) :134703, Apr. 2013. Publisher :
American Institute of Physics.

T. E. Harris. FIRST PASSAGE AND RECURRENCE DISTRIBUTIONS. page 16.

J. Hautman and M. L. Klein. Microscopic wetting phenomena. Physical Review Letters,
67(13) :1763-1766, Sept. 1991. Publisher : American Physical Society.

H. S. Hele-Shaw. The Flow of Water. Nature, 58(1489) :34-36, May 1898. Ban-
diera_abtest : a Cg_type : Nature Research Journals Number : 1489 Primary atype :
News Publisher : Nature Publishing Group.

R. E. Horton. Erosional Development of Streams and Their Drainage Basins; Hydro-
physical Approach to Quantitative Morphology. Geological Society of America Bulletin,
56 :275, Jan. 1945.

H. E. Hurst. Long-Term Storage Capacity of Reservoirs. T. Am. Soc. Civ. Eng. Tran-
sactions of the American Society of Civil Engineers, 116(1) :770-799, 1951. OCLC :
8913457174.

H. E. Hurst, R. P. Black, and Y. M. Simaika. Long-term storage, an experimental study,.
Constable, London, 1965. OCLC : 2489955.

K. Itd. Stochastic integral. Proceedings of the Imperial Academy, 20(8) :519-524, Jan.
1944. Publisher : The Japan Academy.

P. Jensen. Growth of nanostructures by cluster deposition : Experiments and simple
models. Reviews of Modern Physics, 71(5) :1695-1735, Oct. 1999.

171



[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]
[58]

[59]
[60]

P. Jensen, A.-L. Barabasi, H. Larralde, S. Havlin, and H. E. Stanley. Deposition, diffusion,
and aggregation of atoms on surfaces : A model for nanostructure growth. Physical
Review B, 50(20) :15316-15329, Nov. 1994.

P. Jensen and B. Niemeyer. The effect of a modulated flux on the growth of thin films.
Surface Science, 384(1) :0L823-1L827, July 1997.

J. E. Jones and S. Chapman. On the determination of molecular fields. —II. From
the equation of state of a gas. Proceedings of the Royal Society of London. Series A,
Containing Papers of a Mathematical and Physical Character, 106(738) :463-477, Oct.
1924. Publisher : Royal Society.

J. E. Jones and S. Chapman. On the determination of molecular fields.—I. From the
variation of the viscosity of a gas with temperature. Proceedings of the Royal Society
of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character,
106(738) :441-462, Oct. 1924. Publisher : Royal Society.

R. Jullien, M. Kolb, and R. Botet. Diffusion limited aggregation with directed and
anisotropic diffusion. Journal de Physique, 45(3) :395-399, 1984.

C. L. Kelchner and A. E. DePristo. MOLECULAR DYNAMICS SIMULATION OF
LOW ENERGY CLUSTER DEPOSITION DURING DIFFUSION-LIMITED THIN FILM
GROWTH. Nanostructured Materials, 8(3) :253-268, May 1997.

G. L. Kellogg. Atomic view of cluster diffusion on metal surfaces. Progress in Surface
Science, 53(2) :217-223, Oct. 1996.

R. Kern, J. J. Metois, and G. Le Lay. Basic mechanisms in the early stages of epitaxy.
Current topics in materials science, vol. 3, pp. 131-419, 3, 1979. Place : Amsterdam
OCLC : 1101445366.

W. Kossel. Zur Theorie des Kristallwachstums. Nachrichten von der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, 1927 :135-143, 1927.

J. Krug and M. Schimschak. Metastability of Step Flow Growth in 14+1 Dimensions.
Journal de Physique 1, 5(8) :1065-1086, Aug. 1995. Publisher : EDP Sciences.

K. R. Kuijpers, L. de Martin, and J. R. van Ommen. Optimizing off-lattice Diffusion-
Limited Aggregation. Computer Physics Communications, 185(3) :841-846, Mar. 2014.

K. Kyuno and G. Ehrlich. Diffusion and dissociation of platinum clusters on Pt(111).
Surface Science, 437(1) :29-37, Aug. 1999.

C. Laforest. A la découverte des graphes et des algorithmes de graphes, Mar. 2017.

L. D. Landau and E. M. Lifsic. Theory of elasticity. Elsevier, Amsterdam, 2008. OCLC :
034382464.

J. E. Lennard-Jones. Cohesion. 43(5) :461-482, Sept. 1931. Publisher : IOP Publishing.

S. Linas, F. Jean, T. Zhou, C. Albin, G. Renaud, L. Bardotti, and F. Tournus. Moiré indu-
ced organization of size-selected Pt clusters soft landed on epitaxial graphene. Scientific
Reports, 5(1) :13053, Aug. 2015. Number : 1 Publisher : Nature Publishing Group.

172



[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]
[69]
[70]
[71]
[72]
[73]

[74]

[75]

T. R. Linderoth, S. Horch, L. Petersen, S. Helveg, E. Laegsgaard, |. Stens-
gaard, and F. Besenbacher. Novel Mechanism for Diffusion of One-
Dimensional Clusters : $\mathrm{Pt}/\mathrm{Pt}(110)\ensuremath{-
H1\ifmmode\times\else\texttimes\fi{}2)$. Physical Review Letters, 82(7) :1494-1497,
Feb. 1999. Publisher : American Physical Society.

S. Liu, Z. Zhang, J. Ngrskov, and H. Metiu. The mobility of Pt atoms and small Pt
clusters on Pt(111) and its implications for the early stages of epitaxial growth. Surface
Science, 321(1) :161-171, Dec. 1994.

J. W. Lyklema, C. Evertsz, and L. Pietronero. The Laplacian Random Walk. Europhysics
Letters (EPL), 2(2) :77-82, July 1986. Publisher : IOP Publishing.

B. B. Mandelbrot and T. Vicsek. Directed recursion models for fractal growth. Journal
of Physics A : Mathematical and General, 22(9) :L377-L383, May 1989. Publisher : IOP
Publishing.

B. B. Mandelbrot and J. R. Wallis.  Noah, Joseph, and Operational Hydro-
logy. Water Resources Research, 4(5) :909-918, 1968. _ eprint : https ://onlineli-
brary.wiley.com/doi/pdf/10.1029/WR004i005p00909.

J. G. Masek and D. L. Turcotte. A diffusion-limited aggregation model for the evolution
of drainage networks. Earth and Planetary Science Letters, 119(3) :379-386, Sept. 1993.

C. Massobrio and B. Nacer. Collisional dynamics of Agl9 on Pd(100) : a molecular
dynamics study. Zeitschrift fiir Physik D Atoms,Molecules and Clusters, 40(1) :526—
529, Mar. 1997.

P. Meakin. Effects of particle drift on diffusion-limited aggregation. Physical Review B,
28(9) :5221-5224, Nov. 1983.

P. Meakin. Accretion processes with linear particle trajectories. Journal of Colloid and
Interface Science, 105(1) :240-246, May 1985.

P. Meakin. The structure of two-dimensional Witten-Sander aggregates. Journal of
Physics A : Mathematical and General, 18(11) :L661-L666, Aug. 1985.

P. Meakin. Universality, nonuniversality, and the effects of anisotropy on diffusion-limited
aggregation. Physical Review A, 33(5) :3371-3382, May 1986.

P. Meakin, P. Ramanlal, L. M. Sander, and R. C. Ball. Ballistic deposition on surfaces.
Physical Review A, 34(6) :5091-5103, Dec. 1986.

P. Meakin and T. Vicsek. Internal structure of diffusion-limited aggregates. Physical
Review A, 32(1) :685-688, July 1985. Publisher : American Physical Society.

A. I. Medalia and F. A. Heckman. Morphology of aggregates : VII. Comparison chart
method for electron microscopic determination of carbon black aggregate morphology.
Journal of Colloid and Interface Science, 36(2) :173-190, June 1971.

P. Mélinon, G. Fuchs, B. Cabaud, A. Hoareau, P. Jensen, V. Paillard, and M. Treilleux.
Low-energy cluster beam deposition : do you need it ? Journal de Physique I, 3(7) :1585—
1603, July 1993. Publisher : EDP Sciences.

173



[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]
[83]

[84]
[85]

[86]
[87]

[88]

[89]

[90]

P. Melinon, V. Paillard, V. Dupuis, A. Perez, P. Jensen, A. Hoareau, J. Perez, J. Tuaillon,
M. Broyer, J. Vialle, M. Pellarin, B. Baguenard, and J. Lerme. From free clusters to
cluster-assembled materials. International Journal of Modern Physics B, 09(04n05) :339—
397, Feb. 1995. Publisher : World Scientific Publishing Co.

A. Menshutin and L. Shchur. Morphological diagram of diffusion driven aggregate growth
in plane : Competition of anisotropy and adhesion. Computer Physics Communications,
182(9) :1819-1823, Sept. 2011.

A. Y. Menshutin and L. N. Shchur. Test of multiscaling in a diffusion-limited-aggregation
model using an off-lattice killing-free algorithm. Physical Review E, 73(1) :011407, Jan.
2006.

T. Mhi?ochain, G. Hinds, A. Martin, E. Chang Z.Y, A. Lai, L. Costiner, and J. Coey.
Influence of magnetic field and gravity on the morphology of zinc fractal electrodeposits.
Electrochimica Acta, 49(27) :4813-4828, Oct. 2004.

T. R. N. Mhiochain and J. M. D. Coey. Chirality of electrodeposits grown in a magnetic
field. Physical Review E, 69(6) :061404, June 2004.

L. Mulfinger, S. D. Solomon, M. Bahadory, A. V. Jeyarajasingam, S. A. Rutkowsky, and
C. Boritz. Synthesis and Study of Silver Nanoparticles. Journal of Chemical Education,
84(2) :322, Feb. 2007. Publisher : American Chemical Society.

T. Nagatani. Growth model with phase transition : Drift-diffusion-limited aggregation.
Physical Review A, 39(1) :438-441, Jan. 1989.

A. G. Naumovets and Y. S. Vedula. Surface diffusion of adsorbates. Surface Science
Reports, 4(7) :365-434, May 1985.
J. Neveu. Arbres et processus de Galton-Watson. page 10.

L. Niemeyer, L. Pietronero, and H. J. Wiesmann. Fractal Dimension of Dielectric Break-
down. Physical Review Letters, 52(12) :1033-1036, Mar. 1984.

L. Niemeyer and F. Pinnekamp. Leader discharges in SF6. Journal of Physics D : Applied
Physics, 16(6) :1031-1045, June 1983. Publisher : IOP Publishing.

K. Oura, V. G. Lifshits, A. Saranin, A. V. Zotov, and M. Katayama. Surface Science :
An Introduction. Advanced Texts in Physics. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2003.

M. @. Pedersen, L. Osterlund, J. J. Mortensen, M. Mavrikakis, L. B. Hansen, |. Stens-
gaard, E. Laegsgaard, J. K. Ngrskov, and F. Besenbacher. Diffusion of N Adatoms on the
Fe(100) Surface. Physical Review Letters, 84(21) :4898-4901, May 2000. Publisher :
American Physical Society.

A. Perez, P. Melinon, V. Dupuis, P. Jensen, B. Prevel, J. Tuaillon, L. Bardotti, C. Martet,
M. Treilleux, M. Broyer, M. Pellarin, J. L. Vaille, B. Palpant, and J. Lerme. Cluster
assembled materials : a novel class of nanostructured solids with original structures
and properties. Journal of Physics D : Applied Physics, 30(5) :709-721, Mar. 1997.
Publisher : IOP Publishing.

J. Pitman. Combinatorial Stochastic Processes. page 251.

174



[91]
[92]
[93]

[94]

[95]

[96]

[97]
[98]

[99]

[100]
[101]
[102]
[103]
[104]
[105]

[106]

B. Polster. A geometrical picture book. Springer, New York, 1998. OCLC : 924543427.

J. G. Pruett, H. Windischmann, M. L. Nicholas, and P. S. Lampard. Cluster size and
temperature measurement in a pure vapor source expansion. Journal of Applied Physics,
64(5) :2271-2278, Sept. 1988. Publisher : American Institute of Physics.

C. Rizescu and M. Rizescu. Structure of the Crystalline Solids, Imperfections and Defects
in Crystals. Shutter Waves, 1st edition edition, Jan. 2018.

J. F. Roux, B. Cabaud, G. Fuchs, D. Guillot, A. Hoareau, and P. Mélinon. Mass selection
of neutral clusters in Low-Energy Cluster Beam Deposition experiments : Is it realistic ?
Applied Physics Letters, 64(10) :1212-1214, Mar. 1994. Publisher : American Institute
of Physics.

P. G. Saffman and G. I. Taylor. The penetration of a fluid into a porous medium or
Hele-Shaw cell containing a more viscous liquid. Proceedings of the Royal Society of
London. Series A. Mathematical and Physical Sciences, June 1958. Publisher : The
Royal Society London.

K. Sattler, J. Miihlbach, and E. Recknagel. Generation of Metal Clusters Containing
from 2 to 500 Atoms. Physical Review Letters, 45(10) :821-824, Sept. 1980. Publisher :
American Physical Society.

R. L. Schwoebel. Step Motion on Crystal Surfaces. Il. Journal of Applied Physics,
40(2) :614-618, Feb. 1969. Publisher : American Institute of Physics.

R. L. Schwoebel and E. J. Shipsey. Step Motion on Crystal Surfaces. Journal of Applied
Physics, 37(10) :3682-3686, Sept. 1966.

I. Simonsen, A. Hansen, and O. M. Nes. Determination of the Hurst Exponent by Use
of Wavelet Transforms. Physical Review E, 58(3) :2779-2787, Sept. 1998. arXiv :
cond-mat/9707153.

E. Snapper and R. J. Troyer. Metric affine geometry. Dover Publications, New York,
1989. OCLC : 19815516.

A. N. Strahler. HYPSOMETRIC (AREA-ALTITUDE) ANALYSIS OF EROSIONAL TO-
POGRAPHY. GSA Bulletin, 63(11) :1117-1142, Nov. 1952. Publisher : GeoScience-
World.

A. N. Strahler. Quantitative analysis of watershed geomorphology. undefined, 1957.

I. N. Stranski. Zur Theorie des Kristallwachstums. Zeitschrift fiir Physikalische Chemie,
136U(1) :259-278, Aug. 1928. Publisher : Oldenbourg Wissenschaftsverlag.

D. N. Sutherland. Comments on Vold's simulation of floc formation. Journal of Colloid
and Interface Science, 22(3) :300-302, Sept. 1966.

D. E. Turner, K. M. Lakin, and H. R. Shanks. Cluster Size Measurements in an lonized
Cluster Beam System. MRS Online Proceedings Library, 128(1) :125-130, Dec. 1988.

H. Van Damme, C. Laroche, L. Gatineau, and P. Levitz. Viscoelastic effects in fingering
between miscible fluids. Journal de Physique, 48(7) :1121-1133, July 1987. Publisher :
Société Francaise de Physique.

175



[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]
[119]

[120]

[121]

D. L. Van Hyning, W. G. Klemperer, and C. F. Zukoski. Silver Nanoparticle Formation :
Predictions and Verification of the Aggregative Growth Model. Langmuir, 17(11) :3128-
3135, May 2001. Publisher : American Chemical Society.

J. Vannimenus and X. G. Viennot. Combinatorial tools for the analysis of ramified
patterns. Journal of Statistical Physics, 54(5-6) :1529-1538, Mar. 1989.

M. J. Vold. Computer simulation of floc formation in a colloidal suspension. Journal of
Colloid Science, 18(7) :684-695, Sept. 1963.

G. Voronoi. Nouvelles applications des paramétres continus a la théorie des formes
quadratiques. Premier mémoire. Sur quelques propriétés des formes quadratiques po-
sitives parfaites. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelles Journal),
1908(133) :97-102, Jan. 1908. Publisher : De Gruyter Section : Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik.

A. F. Voter. Simulation Of The Layer-Growth Dynamics In Silver Films : Dynamics Of

Adatom And Vacancy Clusters On Ag(100). In Modeling of Optical Thin Films, volume
0821, pages 214-226. SPIE, Feb. 1988.

C. Y. Wang, P. L. Liu, and J. B. Bassingthwaighte. Off-lattice Eden-C cluster growth
model. Journal of Physics A : Mathematical and General, 28(8) :2141-2147, Apr. 1995.

S. C. Wang and G. Ehrlich. Diffusion of Large Surface Clusters : Direct Observations on
Ir(111). Physical Review Letters, 79(21) :4234-4237, Nov. 1997. Publisher : American
Physical Society.

A. Wawro, R. Czajka, A. Kasuya, and Y. Nishina. Deposited microclusters and their
interaction with substrate. Surface Science, 365(2) :503-510, Sept. 1996.

T. A. Witten and L. M. Sander. Diffusion-Limited Aggregation, a Kinetic Critical Phe-
nomenon. Physical Review Letters, 47(19) :1400-1403, Nov. 1981.

T. A. Witten and L. M. Sander. Diffusion-limited aggregation. Physical Review B,
27(9) :5686-5697, May 1983.

X.-D. Xiao, X. D. Zhu, W. Daum, and Y. R. Shen. Anisotropic surface diffusion of
CO on Ni(110). Physical Review Letters, 66(18) :2352-2355, May 1991. Publisher :
American Physical Society.

Y. Xue. Voie innovante pour la nano micro texturation de surfaces métalliques a base
d’assemblage de nanoparticules d’Au : application superhydrophobe. undefined, 2014.

I. Yamada. Applications of gas cluster ion beams for materials processing. Materials
Science and Engineering : A, 217-218 :82-88, Oct. 1996.

l. Yamada, H. Inokawa, and T. Takagi. Epitaxial growth of Al on Si(111) and Si(100) by
ionized-cluster beam. Journal of Applied Physics, 56(10) :2746, June 1984. Publisher :
American Institute of PhysicsAlP.

I. Y. I. Yamada and G. H. T. G. H. Takaoka. lonized Cluster Beams : Physics and
Technology. Japanese Journal of Applied Physics, 32(5R) :2121, May 1993. Publisher :
IOP Publishing.

176



[122] I. Yekutieli, B. B. Mandelbrot, and H. Kaufman. Self-similarity of the branching struc-
ture in very large DLA clusters and other branching fractals. Journal of Physics A :
Mathematical and General, 27(2) :275-284, Jan. 1994. Publisher : IOP Publishing.

[123] K. Zhang. A constrained edit distance between unordered labeled trees. page 18.

[124] K. Zhang, R. Statman, and D. Shasha. On the editing distance between unordered
labeled trees. Information Processing Letters, 42(3) :133-139, May 1992.

177



	
	Remerciements
	Introduction
	Géométrie et dimensions fractales
	Mesure et dimension de Hausdorff
	Quelques rappels sur la théorie des ensembles
	Distribution de masse et Mesure
	Mesure de Hausdorff
	Distance entre sous-ensembles compacts et fermés d'un même ensemble
	Dimension de Hausdorff

	Fractales ou ensembles construits par une procédure itérative
	Construction d'une fractale à partir d'un motif initial
	Classes de fractales

	Dimension de Bouligand-Minkowski
	Box counting
	Application sur des images experimentales

	Fractales auto-similaires
	Méthode heuristique pour calculer la dimension de Hausdorff
	La dimension de Hausdorff équivalente à la dimension de Bouligand Minkowski pour les fractales auto-similaires
	Exemple de fractales auto-similaires

	Fractales auto-affines
	Transformations affines
	Exemples de fractales auto-affines

	Courbes fractales
	Exposant de Hurst
	Décompositions en ondelettes
	Exemples de courbes fractales auto-affines


	Dépôts d'agrégats atomiques et diffusion de surface
	Diffusion d'adatomes à la surface d'un substrat
	Mécanisme de diffusion des adatomes à la surface de leur substrat
	Équation régissant la diffusion des adatomes à la surface du substrat
	Nature de la diffusion des adatomes à la surface du substrat

	Diffusion d'îlots atomiques à la surface d'un substrat
	Mécanismes de diffusions individuelles des adatomes constituant un îlot
	Mécanismes de diffusions collectives des adatomes constituant un îlot

	Dépôts d'agrégats atomiques à la surface d'un substrat
	Dépôts d'agrégats atomiques à haute énergie cinétique
	Dépôts d'agrégats atomiques à basse énergie cinétique

	Diffusion d'agrégats atomiques à la surface d'un substrat
	Résultats expérimentaux
	Résultat théorique


	Simulations de structures dendritiques d'agrégats atomiques auto-organisés
	Modélisation de l'auto-organisation d'agrégats atomiques à l'issue de leurs diffusions à la surface d'un substrat
	Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions ou "Diffusion Limited Aggregation"
	Détermination de la probabilité de saut d'une particule libre dont le mouvement est régi par une équation de Fokker-Planck
	Diffusions de particules Limitées par leurs Accrétions en présence d'un champ de force

	Chronologies de processus irréversibles
	Fractales Laplaciennes
	Chronologie des évènements ayant abouti à la construction d'une structure dendritique de type DLA


	Outils de la théorie des graphes
	Graphes
	Généralités à propos des graphes
	Outils et méthodes de base pour l'étude des graphes
	Liste non exhaustive de classes de graphes

	Arbres et forêts
	Généralités sur les arbres et les forêts
	Outils et méthodes de base pour l'étude des arbres et des forêts
	Arbres aléatoires

	Hypergraphes
	Généralités sur les hypergraphes
	Outils et méthodes de base pour l'étude des hypergraphes


	DLA : un processus de branchement fractale auto-affine
	DLA : modèle à l'origine de la création d'arbres aléatoires particuliers
	DLA un processus générant des arbres enracinés du point de vue de la théorie des graphes
	DLA un processus sans vieillissement
	L'arbre de type DLA n'est pas un arbre de Galton-Watson
	DLA un processus de branchement particulier

	Ordres des cours d'eau
	Ordre des cours d'eau classique
	Ordre de Strahler

	L'arbre de type DLA : une arborescence fractale statistique hétérogène auto-affine
	Hiérarchisations des chaînes d'une arborescence DLA suivant l'ordre de Strahler
	Hiérarchisations des branches d'une arborescence par la mesure de leurs abscisses curvilignes


	Conclusion générale

